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Resumen

La soluciéon a las ecuaciones de vinculo en gravedad cudntica de lazos para
espacio-tiempos vacios con simetria esférica ha sido hallada recientemente, dan-
do lugar a un espacio-tiempo de naturaleza discreta. En esta tesis considera-
mos un campo escalar libre y con masa sobre dicho background. En particular,
mostramos que la discretizacion del espacio-tiempo regulariza naturalmente las
divergencias ultravioletas que emergen al calcular el valor esperado del tensor
energia-momento en el continuo. Asi, el valor resultante es finito, pero muy
grande, estableciendo una inadmisible dependencia de la macrofisica con la mi-
croestrucutra espacial. Mostramos que dicha dependencia puede eliminarse a
través de una renormalizacion finita y discutimos su naturaleza.

Abstract

The solution to the constraint equations of loop quantum gravity for spherically
symmetric vacuum space-times has been recently found, giving place to a space-
time of discrete nature. In this thesis we consider a free, massive scalar field on
this background. In particular, we show that the discretization of the space-time
naturally regularizes the ultraviolet divergences that arise when calculating the
expected value of the stress-energy tensor in the continuum. Thus, the resulting
value is finite, but very large, setting an inadmissible dependence of the ma-
crophysics on the spatial microstructure. We show that such dependence can be
eliminated via a finite renormalization and discuss its nature.
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Proélogo

El texto a continuacién constituye mi Tesis de Maestria en Fisca, Renorma-
lizacion del tensor energia-momento para un espacio-tiempo cudntico con sime-
tria esférica, que inicié a finales de 2013 bajo la orientacién del Dr. Rodolfo
Gambini. Este prélogo pretende ser un acercamiento a la misma.

La mecdnica cudntica (QM por sus siglas en inglés) y la relatividad general
(GR) han extendido enormemente las fronteras del mundo fisico conocido desde
comienzos del siglo XX. QM ha permitido desarrollar la fisica atémica, la fisica
nuclear y la éptica cudntica, entre muchas otras. GR posibilité el surgimiento
de la astrofisica relativista, la cosmologia, la tecnologia GPS y recientemente ha
recibido un gran espaldarazo tras la deteccion de ondas gravitacionales en LIGO.
Ambas derribaron las dos estructuras fundamentales sobre las que descansaba
la fisica newtoniana: el principio de incertidumbre de Heisenberg evaporé el
determinismo newtoniano y las nociones de espacio y tiempo absolutos perdieron
su validez por completo: el mismo fondo espacio-temporal se convirtié en una
cantidad dindmica.

Pero QM y GR no sélo proporcionaron una forma radicalmente nueva de com-
prender el mundo fisico sino que ademaés parecen estar formuladas en términos
mutuamente contradictorios. QM requiere de una variable temporal externa y un
fondo espacio-temporal no dindmico (sobre el que se define la teorfa cudntica),
los cuales son incompatibles con la imagen del espacio-tiempo proporcionada por
GR. Por su parte, GR asume que la métrica es un campo suave y determinista,
violando el requerimiento impuesto por QM a cualquier campo dindmico: a es-
calas suficientemente pequenas debe manifestarse en forma de cuantos discretos
y estar gobernado por leyes probabilisticas.

La gravedad cudntica (QG) es la teorfa cuyo objeto es sintetizar a QM y GR
bajo un tnico marco conceptual. A pesar de que los fisicos la han buscado casi
desde la misma fundacién de la mecanica cuantica y la relatividad general, atin
no disponemos de una teoria cudntica de la gravedad acabada. Disponemos si
de teorias candidatas, en el sentido de que reproducen algunas caracteristicas
importantes que a priori se espera de una teoria cudntica de la gravedad, pero
aln permanece en suspenso, para todas ellas, la prueba de que efectivamente se
reducen a QM y GR a bajas energias, que es el minimo requisito exigible para
una teoria QG.

Si bien es cierto que el acelerador de particulas méas potente en el presente,
el LHC, funciona a unos pocos TeV, mientras que se cree que los efectos de la
gravedad cudntica se volverdn importantes para energias del orden de 10'? GeV,
hay otras motivaciones, tanto tedricas como experimentales, para embarcarse en
la construccién de una teoria QG.

En el plano empirico, existen en la naturaleza particulas de energias mucho
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PROLOGO

més grandes que aquellas producidas en los aceleradores (ya han sido observa-
das particulas astrofisicas con energfas de hasta 1013 GeV [34]), por otra parte,
pueden haber huellas residuales en la radiacién césmica de fondo de los efectos
cuanticos de la gravedad en el universo temprano. Por tltimo, existe la posi-
bilidad concreta de poder acceder en el futuro cercano a algunos fenémenos
astrofisicos capaces de comportarse como lentes amplificadores [29], que permi-
tirfan poner a prueba algunos efectos cuantico-gravitatorios.

Existen, ademads, buenas justificaciones tedricas para el estudio de QG. Hasta
la fecha contamos con dos grandes explicaciones del universo fisico: (i) el mo-
delo estandar: un teoria cuantica de las interacciones electromagnéticas, débiles
y fuertes que ignora completamente los efectos gravitatorios a escala cuanti-
ca; (1) la relatividad general cldsica: una teorfa que describe la dindmica del
propio espacio-tiempo, ignorando cualquier efecto de naturaleza cudntica. A
continuacién, enumeramos algunas dificultades tedricas que podrian elucidarse
en el marco de una teoria QG.

Fondo espacio-temporal: en la actualidad, las teorias cuanticas de campos
(QFT) de que disponemos estén definidas sobre fondos fijos. Recientes avances
en QFT sobre espacio-tiempos curvos (ver referencias en [34]) han permitido
sortear parcialmente este problema mediante formulaciones independientes del
fondo espacio-temporal, pese a lo cual dificiles obstdculos aun persisten, entre
otros, se desprecia totalmente el “backreaction” entre la materia y la geometria,
expresado cldsicamente por las ecuaciones de Einstein.

Singularidades de GR: Se conocen soluciones a las ecuaciones de Einstein que,
para distribuciones de masa suficientemente elevadas, muestran un comporta-
miento singular. Como todas ellas estdn caracterizadas por simetrias, podria
pensarse que, como ocurre con la gravedad newtoniana, la relajacién de las mis-
mas permitiria deshacerse de los puntos singulares. Sin embargo, los teoremas
de Hawking, Penrose et al. demuestran que no es éste el caso [25]. Podemos
interpretar, por tanto, que estas singularidades provienen de aplicar la teoria
clésica a regiones del espacio-tiempo donde ya no es vélida. Una teoria cudntica
de la gravedad podria dar solucién a estos problemas.

Interaccion de la gravedad con sistemas cudnticos: supongamos que a pesar
de las insalvables singularidades, decidimos llevar GR, adelante y proponer una
ecuacién semiclasica del tipo

1 ~

Ry — §gwR = (T, (1)
donde el lado derecho de la ecuacion representa el valor esperado del tensor
energia-momento de la materia en cierto estado cuantico. Supongamos, a conti-
nuacién, que el estado cuantico de la materia es tal que se tiene una probabilidad
1/2 de localizar toda la materia en una regién del espacio-tiempo denotada co-
mo U; y la misma probabilidad de encontrarla en otra regién Us, disjunta de
Ui, es decir:

1 1
|materia) = ﬁhoda la materia en Uy) + —|toda la materia en Us).  (2)

V2
En esta situacién fisica, el campo gravitacional, de acuerdo a la ecuacién (1), se
comportaria como si la mitad de la materia estuviese en Uy y la otra mitad en
Us. Al medir la posicién de la materia, encontrariamos que toda ella se encon-
trarfa o bien en Uy, o bien en Us, lo que implicaria que el campo gravitacional se

XVI



modificaria discontinuamente y de una manera no causal, dando lugar a serias
dificultades [35]. Hasta aqui sélo hemos mencionado algunas de las fuentes tedri-
cas que justifican la busqueda de una teoria de la gravedad cudntica. Muchas
otras pueden encontrarse en [29, 34, 31].

Una de las candidatas a teoria cuantica de la gravedad es la gravedad cudntica
de lazos (LQG). Se trata de una versién moderna del enfoque canénico o ha-
miltoniano de la gravedad cudntica, originalmente introducido por Dirac, Berg-
mann, Komar, Wheeler, DeWitt, Arnowitt, Deser y Misner. Es “moderna” en
el sentido que ha sido formulada en términos de conexiones en lugar de métricas.
Es precisamente por esta razén que la teoria se denomina gravedad cuantica de
lazos, pues las teorias de conexiones se describen naturalmente en términos de
loops (lazos) de Wilson. La teorfa cudntica de lazos constituye, por tanto, un
intento por construir una teoria QG independiente del “background”, no pertur-
bativa y mateméticamente rigurosa en un espacio-tiempo de cuatro dimensiones
y lorentziano. A continuacién, presentamos algunos conceptos importantes para
comprender la formulaciéon LQG. Los mismos se desarrollaran a lo largo de la
tesis y resultan vitales para que la misma tenga sentido.

La formulacion ADM es una formulacién hamiltoniana de la relatividad ge-
neral [2]. En este enfoque se asume que la variedad espacio-temporal puede
foliarse por hipersuperficies tipo espacio ¥;, donde ¢ es una funcién tipo tiempo
definida en la variedad. El hamiltoniano resultante es una combinaciéon lineal de
vinculos de primera clase. La dindmica queda, en consecuencia, completamente
determinada por los vinculos, de modo que la evoluciéon puede parametrizarse
de manera arbitraria. Uno de estos vinculos, el vinculo hamiltoniano, genera
transformaciones de gauge en la direcciéon temporal, perpendicularmente a la
superficie Y, lo que va en armonia con la ausencia de una idea de tiempo ab-
soluto en GR. El vinculo restante genera difeomorfismos en la hipersuperficie
espacial. Varios obstaculos impiden aplicar exitosamente el procedimiento de
cuantizaciéon candnica a este formalismo. Uno de ellos se debe a que el dlgebra
de los vinculos es abierta y depende de forma no polinémica de las variables
dindmicas, de modo que es casi imposible encontrar una correspondencia entre
los corchetes de Poisson de las variables candnicas clasicas y los conmutadores
de los operadores a los que las mismas deberian ser promovidas. Las variables
de Ashtekar [3] resolvieron, en parte, este problema.

Los ingredientes principales del formalismo de Ashtekar estdn dados por una
conexién SO(3) compleja y sus momentos conjugados, las triadas. En términos
de estas nuevas variables los vinculos se simplifican notablemente, permitiendo,
por ejemplo, encontrar soluciones a las ecuaciones de Wheeler-DeWitt. Esta
representacién por conexiones permitié expresar GR en un lenguaje de teorias
gauge, lo que dio lugar a la representacién de loops, introducida inicialmente
por Gambini y Trias para teorfas gauge [24], y por Rovelli y Smolin [32] para
gravedad.

Uno de los mayores obstaculos para culminar con el programa de la grave-
dad cusntica de lazos reside en la dindmica. Esta se encuentra codificada en
un conjunto de vinculos de primera clase cuya algebra involucra funciones de
estructura, bloqueando asi el método de cuantizacién de Dirac. Aunque este
problema no se encuentra en la mayoria de los modelos reducidos por simetria,
correspondientes a espacio-tiempos homogéneos, el problema reaparece cuando
se consideran modelos con dependencia espacial de las variables. Algunos de los
modelos mas relevantes para ser estudiados, debido a sus implicancias fisicas
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PROLOGO

son los espacio-tiempos esféricamente simétricos, los cuales pueden describir,
por ejemplo, la etapa final del colapso gravitacional de objetos astrofisicos. Este
tipo de modelos poseen otra potencialidad técnica: un vinculo hamiltoniano,
asociado con reparametrizaciones temporales, y otro vinculo asociado con difeo-
morfismos radiales.

En 2013 Gambini y Pullin obtuvieron una cuantizacion exitosa correspondien-
te a la ecuacién de Einstein en el vacio con simetria esférica [22]. A través de
un reescalado y una combinacién lineal con el vinculo de difeomorfismos, con-
siguieron abelianizar el vinculo hamiltoniano, de manera que el algebra de los
vinculos constituyé una verdadera algebra de Lie. Asi, el método de cuantizacion
de Dirac pudo completarse mediante técnicas de gravedad cudntica de lazos. Se
construyeron explicitamente las soluciones exactas del espacio de Hilbert fisico,
aniquilado por todos los vinculos. Se encontraron nuevos observables sin con-
traparte clasica, asociados a la naturaleza discreta de las redes de espin, y por
altimo, se logré eliminar la singularidad presente en el interior de los agujeros
negros clasicos. Una de las consecuencias de esta cuantizacion es que la coorde-
nada radial se convierte en una cantidad discreta. En este trabajo consideramos
un campo escalar con masa y libre sobre este espacio-tiempo cuantizado. En
particular se busca verificar que la naturaleza discreta del espacio-tiempo elimi-
na naturalmente las divergencias que emergen al calcular el valor esperado del
tensor energia-impulso sobre un espacio-tiempo continuo. Se trata de un ejemplo
de como las teorias cudnticas de campos sobre espacio-tiempos cudnticos tratan
con las divergencias de teorias cuanticas de campos en el continuo.

Organizacion del texto

En el capitulo 1 revisamos varias ideas importantes de la relatividad general
clasica. Comenzamos repasando nociones de geometria semi-riemanniana. En
§ 1.2 presentamos la ecuacién de Einstein y el tensor de energia-momento. En
§ 1.3 introducimos la accién de Einstein-Hilbert y la de Palatini en su for-
ma tetradica, donde presentaremos parte del formalismo necesario para definir
las variables de Ashtekar, y derivaremos las ecuaciones de Einstein a partir de
las mismas. En § 1.4 definimos con precisién la foliacién que habilita una for-
mulaciéon hamiltoniana de la relatividad general, introduciendo finalmente el
formalismo ADM y en § 1.5 las variables de Ashtekar.

En el capitulo 2 mostramos cémo se ve reducido el formalismo de Ashte-
kar en espacio-tiempos esféricamente simétricos. Introducimos nuevas variables,
producto de la simetria, y a partir de las mismas abelianizamos el vinculo ha-
miltoniano.

El capitulo 3 estd dedicado a la renormalizacién del tensor energia-momento
para un campo escalar con masa sobre un espacio-tiempo curvo y continuo.
Primeramente, introducimos la cuantizacién del campo escalar en un espacio-
tiempo curvo y discutimos las principales diferencias en relaciéon al espacio-
tiempo minkowskiano. Luego, introducimos aproximaciones ttiles para estudiar
los modos de alta frecuencua del campo escalar. En § 3.3 introducimos la ecua-
cién semiclasica que posibilita el calculo del valor esperado del tensor energia-
momento. Luego, presentamos la accién efectiva asociada al mismo, y sus diver-
gencias. En § 3.4 procedemos a la regularizaciéon dimensional de las mismas y
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obtenemos el valor esperado del tensor energia-momento renormalizado.

El capitulo 4 estd dedicado a introducir algunos conceptos bésicos de LQG.
Presentamos la construccién del espacio cinemdtico fisico, presentamos los ope-
radores que actian sobre el mismo y de qué modo se ven simplificados en espacio-
tiempos con simetria esférica.

En el capitulo 5 presentamos en detalle la cuantizacion del espacio-tiempo
esféricamente simétrico obtenida tras la abelianizacién del vinculo hamiltoniano
y la cuantizacién de Dirac. Construimos el espacio cinemético y derivamos los
operadores, la dindmica y los observables.

La renormalizacién del valor medio del tensor energia-momento se presenta
en el capitulo 6. Mostramos en detalle de qué manera la funcién de Green se
modifica sobre el espacio-tiempo cudntico introducido en el capitulo 5. Prosegui-
mos con el calculo de la accién efectiva, discutiendo las diferencias que surgen en
relacién a espacio-tiempos continuos. En particular, verificamos que la naturale-
za discreta del espacio-tiempo cuantizado funciona como un regulador natural,
eliminando las divergencias propias de los fondos clédsicos. Finalmente, procede-
mos a una renormalizacion finita del lagrangeano gravitacional, justificando su
necesidad.

En el capitulo 7 presentamos las conclusiones de este trabajo.
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Capitulo 1

Relatividad general clasica

En este capitulo abordaremos la teoria de la relatividad general clasica. Co-
menzaremos definiendo conceptos matematicos fundamentales para un desarro-
llo preciso de dicha teoria. No obstante, los mismos se apoyan en nociones ain
mads basicas, las cuales se exhiben con cierto grado de detalle en los apéndices
A y B. En el transcurso del capitulo introduciremos las ecuaciones de Einstein
asi como su formulacién lagrangeana y hamiltoniana.

1.1. Geometria semi-riemanniana

Sea M una variedad de n dimensiones. Definimos el fibrado de tensores de
tipo (o rango) (r, s) como el producto tensorial de r copias del fibrado tangente
y s copias del fibrado cotangente:

TM®- - @TMOT*M&...T*M (1.1)

r S

Llamamos tensor de tipo (r,s) a una seccién de este fibrado. Definimos los
tensores (0,0) como las funciones sobre M.

Como las secciones de TM y T*M estan dadas por campos vectoriales y 1-
formas respectivamente, un tensor (r,s) es una combinacién lineal de tensores
de la forma

VIR QU QW @ ®ws (1.2)

donde vy, ..., v, son campos vectoriales y wy ...ws, 1-formas. Asi, una base de
tensores (r, s) estd dada, en coordenadas locales, por

Oy @+ ® O, @ dz" -+ @ da (1.3)

donde los indices a;, 8; pueden tomar valores desde 1 a m. Luego, cualquier
tensor (7, s), X, puede escribirse como

X =X 5 o, © 0o, @dal .. dz (1.4)

en coordenadas locales, donde las funciones X alg; 5, son las componentes del
tensor. Mas adelante, utilizaremos los subindices y superindices como indices
abstractos, en el sentido de que su tnico propédsito serd dar cuenta del rango del



CAPITULO 1. RELATIVIDAD GENERAL CLASICA

tensor bajo consideracién, sin hacer referencia a ningiin sistema coordenado en
concreto.

Un tensor (r, s) también puede pensarse como un objeto que acepta r 1-formas
y s campos vectoriales como entradas, y arroja como salida una funcién sobre
M que toma valores en R, de forma C°°(M)-lineal en cada entrada.

Una métrica semi-riemanniana es un ejemplo de tensor (0,2), ya que toma
como entradas dos campos vectoriales, v,w, dando como salida una funcién

g(v,w), C>°(M)-lineal:

glv+v,w) = glv,w) + g(v',w) 1.5)
g(v,w+w'") = g(v,w) + g(v,w) (1.6)
g(fv,w) = g(v, fw) = fg(v,w) L.

donde v, v, w,w" € Vect(M) y f € C*°(M). En coordenadas locales, tenemos:
g = gapdr®™ @ da” (1.8)

con gog = g(0u,0p). Las formas diferenciales conforman otro ejemplo de ten-
sor: una p-forma puede pensarse como un tensor de tipo (0,p) completamente
antisimétrico, a causa de que podemos identificar w = ﬁwalm%dx“i ... dzor,
donde el coeficiente wq,...o, cambia su signo cada vez que intercambiamos dos
de sus indices, con el tensor (0, p) ﬁwal___% dx® ...dz“». En consecuencia, APV
puede interpretarse como un subespacio del p-producto tensorial V ® --- V' y
el fibrado AP(T*M) como un subfibrado del fibrado de tensores (0, p).

Hay un ntimero de operaciones bésicas sobre tensores que que es indispensable
introducir para trabajar en GR. Se define el producto tensorial de un tensor de
tipo (r,s), X, y otro de rango (', s’), Y, como el tensor de tipo (r + 1/, s+ ¢),
X ®Y dado por

(XY™ s = X s Y B ek (1.9)
En segundo lugar, de la misma manera que una 1-forma aplicada a un campo
vectorial da lugar a una funcién real sobre M, es posible obtener un tensor
(r—1,s — 1) a partir de un tensor (r,s). Por ejemplo, dado X =1 ® ... v, ®
w1 -+ ® ws podemos contraer el i-ésimo campo vectorial con la j-ésima 1-forma
obteniendo asi un tensor Y de rango (r — 1,s — 1):

Y:wj(vi)vl®...13i~~-®vr®w1®...aﬁj~--®ws, (110)

donde el simbolo “sobre v; y w; denota la ausencia de estos factores en el nuevo
tensor Y. En términos de componentes podemos pensar que hemos obtenido
Y a partir de X contrayendo un superindice con un subindice, es decir, si el
mismo indice p aparece como el i-ésimo superindice y el j-ésimo subindice de
las componentes de un tensor X , las componentes de Y estan dadas por

Yal...ozi...ocr _ Xal...u...ar

51-»~Bj-~ﬂs Bi..pp...Bs” (111)

El tensor de curvatura de Riemann, del que hablaremos dentro de algunas
lineas, es un buen ejemplo de tensor (1,3), con componentes R%. s Podemos
contraer este tensor, obteniendo el llamado tensor de Ricci, esto es, un tensor
(0,2) dado por Rgy = R%,,..
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Otra poderosa técnica que podemos utilizar trabajando con tensores consiste
en subir y bajar indices a partir de una métrica semi-riemanniana. Consideremos
la. métrica de componentes g,g asi como su inversa g8 (g8 Jap = 5?) Por
ejemplo, a partir del tensor de Ricci podemos obtener un tensor (1, 1) subiendo
un indice:

R = 9" Rg,. (1.12)

Podemos, ademds, contraer este tltimo para obtener un tensor (0,0), denomi-
nado escalar de Ricci:
R=RS. (1.13)

1.1.1. La conexién de Levi-Civita

En relatividad general, la métrica da lugar a una conexién sobre el fibrado
tangente: la conexién de Levi-Civita. Esta se encuentra caracterizada comple-
tamente por las dos propiedades siguientes:

= Es compatible con la métrica: los vectores tangentes conservan su moédulo
cuando se trasladan paralelamente.

= Es libre de torsion: el vector tangente no rota al ser transportado parale-
lamente. (Ver [5] para un desarrollo riguroso de esta idea)

Sea M una variedad equipada con una métrica semi-riemanniana g, y sea D
una conexion sobre el fibrado tangente T'M, la conexién D permite tomar la
derivada de un campo vectorial v sobre M en la direccién u, dando lugar a un
nuevo campo vectorial D,v. Se dice que D es compatible con la métrica si para
todo u, v, w € Vect(M)

ug(v,w) = g(Dyv,w) + g(v, D,w). (1.14)

En caso de que D no fuese compatible con la métrica apareceria un tercer
término en la igualdad anterior, vinculado con la derivada de g. Se dice que D
es libre de torsion si para todo u,v,w € Vect(M)

[v,w] = Dyw — Dy, (1.15)

donde [v, w](f) = v(w(f)) — w(v(f)) es el corchete de Lie entre los campos v y
w.

A continuacién, probaremos que dada una métrica cualquiera g, existe una
Unica conexién compatible con la misma y simultaneamente libre de torsion.
Dicho objeto recibird la denominacion de conexion de Levi- Civita.

Prueba: Supongamos que V es una conexioén libre de torsién y compatible con
la métrica sobre T'M . Trabajando en coordenadas locales: V, = V. Como V
es compatible con la métrica se cumple que

6(1957 = g(vaaﬁva'y) +g(aﬂavaa'y)' (1'16)
Permutando indices:

1. 8aggpy = g(vaag, 87) +g(85, Vaa,y)

a b
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2. 059 = 9(V50y,0a) + g(05, V50a)

c d
3. 0v9a8 = 9(V+0a,08) + 9(0a, V~08).
e f

Como ademsds la conexion es libre de torsién y los campos coordenados conmu-
tan, se tiene:

Vads — V0o = [03,0a] = 0. (1.17)

Conjuntamente con la propiedad de simetria de la métrica, gog = gga, esto
implica que los términos etiquetados como b y e son iguales. Lo mismo ocurre
con los términos ¢ y f. Haciendo 1 4+ 2 — 3 se obtiene

0098y + 089ya — O49ap = 29(Va0g, 0y). (1.18)

Para mostrar que V existe y es tinica alcanza con obtener una férmula explicita
para V a partir de la expresién (1.18). Como se sefiala en § B.3, trabajando con
una base local de secciones e; de un fibrado vectorial E, las componentes del
potencial vector A pueden escribirse como:

Dgej = Al je;. (1.19)

Para el caso concreto de la conexién de Levi-Civita, definimos los simbolos de
Christoffel como
Va0p = I‘lﬁav. (1.20)

Luego, la derivada covariante de cualquier campo vectorial w (§ B.3) en la
direccién v es
Vow = v*(Oqw” +T5 w?)0p. (1.21)

Asi, reescribiendo (1.18)

0a9py + 08Gya — Ovgap = Zg(riﬁaév 87) (1.22)
= 20,59(95,05) (1.23)
= 295,105, (1.24)

Finalmente, utilizando la inversa de la métrica, se obtienen los simbolos de
Christoffel

1
Lo = 59" (9agss + Opgsa — Osgap)- (1.25)

Una vez obtenida la conexién de Levi-Civita en el fibrado tangente T'M se tie-
nen, automdaticamente, conexiones en fibrados tensoriales (r, s). Dado un tensor
(r,s), X, podemos calcular (V,X)* % ; en términos de derivadas parciales
de las componentes de X y los simbolos de Christoffel. Por ejemplo, para el caso
de un tensor (2,2) el resultado es

(+) para indices vectoriales

a «@ A «@ «@
(VX)) 5 = 0, X0 s + 10 XN o4 T0 XA — T, X%, —TA X0

(-) para indices covectoriales

(1.26)
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Y, de manera analoga, puede construirse la derivada covariante para un tensor
(r,s) cualquiera.

Antes de terminar este apartado probaremos que V,gg, = 0. Para ello, hay
que observar que

Oagpy = 0a9(9p,05) (1.27)
= 9(Vas,05) + 9(95,Vad,) (1.28)
= 9(T'550u, 07) + 9(05, T4, 0,) (1.29)
=9y + Lo 90 (1.30)

En consecuencia,

Vagsy = Oagsy — Lo s9uy — Targsu = 0. (1.31)
Alcanza con que la conexién V satisfaga esta relacién para que sea compatible
con la métrica g
Geodésicas

Sea v un camino en M. Sea v(t) un vector tangente a la curva v(t) en cada
t. Como se muestra en § B.4, se cumple la relacion:

d
Dyult) = Zult) + AR/ (O)u(t). (1.32)
O, utilizando el lenguaje de la relatividad general
d v
D,y/(t)’UM(t) = av“(t) + ', —uw (t) (133)
Decimos que v es una geodésica si su vector tangente v'(t) se transporta para-
lelamente a lo largo de 7, es decir,
D,y/(t)’yl(t) =0. (134)
En coordenadas:

dQ’}/“ u d’}/u d’}/)‘
— =0. 1.
dt? VA dt dt 0 (1.35)

El camino de una particula en caida libre obedece esta ecuacion.

1.1.2. El tensor de Riemann

Definimos el tensor de Riemann como el tensor de curvatura asociado a la
conexién de Levi-Civita. Formalmente, dados tres campos vectoriales sobre M,
u, v, w, definimos:

R(u,v)w = (Vo Vy = VoV = Vi )w. (1.36)

En términos de una base local de campos vectoriales {e,}, las componentes
Raﬂvﬁ estan dadas por:
R(ep,ey)es = R% 5€q. (1.37)

Este objeto es también un tensor (1,3), puesto que al evaluarlo en una 1-
forma p y tres campos vectoriales en M, u,v y w, devuelve una funciéon en

5
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M, p(R(u,v)w) siendo, ademds, C*°(M)-lineal (lo cual halla justificacién en
la teorfa general de la curvatura, expuesta en el apéndice B). A continuacién
calcularemos las componentes R%_; para el caso de una base coordenada. Por
definicién, se tiene que

R(95.9,)05 = (V3 — V.,V 5)05, (1.38)
ya que [Jg, 0,] = 0. Luego, utilizando V,05 =T 40,
R(3,0,)05 = V5(D550,) — V. ([3505) (1.39)
= (aﬁ ,?/-5)60- + F,‘;&Vﬁao— - (8»YF%5)80— - thgvvag (140)
= (0175)05 + 1951'5,0- — (0,1'35)05 — ['Gs17 07 (1.41)
Renombrando indices, se obtiene, finalmente,

R%. 5 = 05T — 0,15 + T, — T5,T2,. (1.42)

Simetrias
El tensor de Riemann posee tres simetrias bésicas:
A A
1. Rp\s = —Rps
2. Ragys = —Rsgrya
A
3 Rijgye =0
La primera relacién es equivalente a
R(eg,ey)es = —R(ey, eg)es, (1.43)

donde {e, } es una base de campos vectoriales. Dicha relacién es una consecuen-
cia de la definicién misma de curvatura, puesto que F(v,w) = —F(w,v) para
dos campos vectoriales cualesquiera v, w, y para cualquier curvatura F'.

La segunda relacién puede reescribirse como

g(ea; Rleg, ey)es) = —gles, R(eg, ey)ea), (1.44)

que es lo mismo que
g(u,R(v,w)Z) = —g(z,R(v,w)u) (145)

con u,v,w,z campos vectoriales. Como los campos vectoriales coordenados
constituyen una base, alcanza con probar la relaciéon para éstos, en cuyo ca-
so [v,w] = 0. Como la conexién es compatible con la métrica se satisface

vw(g(u, 2)) = v(g(Vwu, 2) + g(u, Viy2))
=g(V,Vyu, z) + g(Vyu, Vy2) (1.46)
+ 9(Vou, Viz) + g(u, Vi, Vi 2).

Andlogamente,

wv(g(u, Z)) = g(vwvvua Z) + g(ku7 VUZ)

1.47
+ 9(Vypu,Vy2) + g(u, Vi, Vi 2). ( )
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Luego,
(vw — wv)(g(u, 2)) = g([Vu, Vwlu, 2) + g(u, [V, Vilz), (1.48)

lo cual es equivalente, para los campos coordenados, a:
g(R(v,w)u, z = —g(u, R(v,w)z). (1.49)
La dltima de las relaciones es igual a
Rj. 5+ R)sp + R3p, =0, (1.50)

es decir,
R(eg,ey)es + R(ey, es5)es + R(es, eg)ey = 0. (1.51)

Independizandonos de las coordenadas, la igualdad anterior establece que
R(u,v)w + R(v,w)u + R(w,u)v =0 (1.52)

para tres campos vectoriales cualesquiera u, v, w. Para mostrar la igualdad, tra-
bajaremos con campos vectoriales coordenados, los cuales poseen corchete de Lie
nulo, por las mismas razones esgrimidas en la prueba de la segunda simetria.
Luego,

R(u,v)w + R(v,w)u + R(w,u)v =

1.53
V.Vyw =V, Vyw+V,Vyu—Vi,Vyu+V,Vyv—V, V. ( )

Como la conexién es libre de torsién, esta ultima igualdad puede reescribirse
como

Vulv, w] + Vi [w, u] + Vi [u, v], (1.54)

lo cual es cero, pues los corchetes de Lie son nulos para campos vectoriales
coordenados.

Si bien no anaden informacién nueva, pues se derivan de las simetrias pre-
sentadas inicialmente, es conveniente senalar las siguientes relaciones ya que
resultaran ttiles a futuro:

Raogys = Rysap (1.55)
R[aﬁ'yé] =0 (1.56)
R.s = Rgaq. (1.57)

1.2. Ecuaciones de Einstein

1.2.1. Tensor de energia-momento

En fisica relativista, la informacién referente al flujo de energia y momento
a través de un punto del espacio-tiempo se concentra en un tensor (0,2): el
tensor de energia-momento, T},,. Supongamos que el espacio-tiempo se puede
dividir en espacio y tiempo, representandose como S x R. Sean las coordenadas
20, 2!, ..., 2" !, donde 2° =t es la coordenada temporal y 2%, i =1,...,n — 1
son las denadas espaciales. Bajo este es T ta la densidad
son las coordenadas espaciales. Bajo este esquema, representa la densida
de energia, T70 el flujo de energia en la direccién 0;, T% la densidad de la j-ésima
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componente del momento y T% representa la j-ésima componente del momento
en la direccién 9;. Supondremos que este tensor es simétrico:

T = Top- (1.58)

Asi, sobre un espacio-tiempo curvo la ley de conservacién de la energia y el
momento viene dada por
v, =0. (1.59)

En el espacio de Minkowski la expresién V#T),, = 0 da lugar a cuatro ecua-
ciones: para v = 0 se obtiene la ecuacién de conservacion de la energia

aTOO aTiO

mientras que, v = 1,2, 3 implica la conservacién del momento

oT% 9TV
TR =0. (1.61)

1.2.2. Ecuaciones de campo

En la busqueda de ecuaciones que describan la gravitacién, es razonable co-
menzar por aquellas que sean consistentes con la conservacién de la energia.
Supongamos, entonces, una de la forma:

Cu =Ty, (1.62)

donde C,, es un tensor simétrico con divergencia nula, dependiente sélo del
tensor de Riemann.

Un objeto de esta naturaleza puede conseguirse a partir de la identidad de
Bianchi:

[V B(9g,90,)] + [V, (5, 0a)] + [V, B(Da; 95)] = 0, (1.63)
que puede reescribirse como
ViaRj,5 = 0. (1.64)

Contrayendo y escribiendo explicitamente la antisimetria

VaRG, 5+ VRl + VyRggs =0 (1.65)
)
VaRf,; +VaRi.s — ViR, = 0. (1.66)

Esta ultima igualdad puede reescribirse utilizando simetrias del tensor de
Riemann, obteniéndose:

VaRé'yﬁoz + vﬁRfyé - V»YR[;J = O, (167)
y, subiendo el indice 5 y contrayéndolo con ¢ se consigue:

VeRyo + VPR), — VR =0. (1.68)
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Finalmente, renombrando los indices mudos y dividiendo entre dos:
o 1
V¥R — §V7R =0, (1.69)

que también puede escribirse asi:

1
VY Rya — §gvaR) =0, (1.70)

pues V%, = 0.

El tensor de Einstein G, = Ry, — %gwR es el mas simple de los infinitos
tensores que cumplen los requerimientos que habiamos exigido para una ecua-
cién satisfactoria de la gravedad. Las ecuaciones de campo de Finstein para la
relatividad general estan dadas por:

G = 87G T, (1.71)

donde la velocidad de la luz es ¢ = 1 y G es la constante de gravitaciéon de
Newton.

Sin embargo, existe otro tipo de tensor (0, 2) simétrico y con divergencia nula
que podemos fabricar a partir de la métrica: la misma métrica, ya que

V¥ g, = 0. (1.72)
Lo que permite modificar la ecuacién de Einstein de la siguiente manera:
G + Mgy = 87GT,,. (1.73)

El parametro A se denomina constante cosmoldgica. Fue introducido por Eins-
tein con el fin de que la ecuaciones de campo admitieran una solucién de universo
estatico, hacia donde parecian apuntar las observaciones de aquel entonces. Co-
locado a la derecha de la igualdad, este término puede ser absorbido por el
tensor energia-momento, interpretandose como el valor del mismo en el vacio.

1.3. Formulacién lagrangeana

1.3.1. Accion de Einstein-Hilbert

En este apartado presentamos la accién de Einstein-Hilbert y mostramos que
las ecuaciones de Euler-Lagrange que se deducen de extremizar la misma, con-
siderando a la métrica como variable dindmica son, en efecto, las ecuaciones de
campo de Einstein.

El lagrangeano para GR en el vacio estd dado por:

L = Rvol, (1.74)

donde R es el escalar de Ricci de g y “vol” es la forma volumen asociada a g,
por lo tanto, la accién de Einstein-Hilbert es:

S(g) = /M Rvol. (1.75)
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Para enfatizar la dependencia de la forma volumen con respecto a la métrica,
se puede reescribir la mencionada accién en coordenadas locales:

S(g) = /M Ry/lgld"z. (1.76)

donde el simbolo g refiere a det g, en el caso de una métrica lorentziana se
cumple |g| = —g.

A continuacion, procederemos a la extremizacién de S. Sea g una métrica
lorentziana y dg cualquier tensor simétrico (0,2) que se anula fuera de un con-
junto compacto. Si s € R es pequeinio, entonces g + sdg es también una métrica
lorentziana. Puesto que s es una cantidad variable, g+ sdg constituye un camino
de métricas que pasan por g. Esta observacion permite definir la variacién de la
accién con respecto a la métrica:

d
dS(g) = £S(g + sdg). (1.77)
De manera similar, es posible definir la variaciéon de la accién con respecto a
cualquier cantidad dependiente de g. De este modo:

58 = / 5(R vol) = / (6R)vol + R(5 vol). (1.78)
M M

Por consiguiente, para efectuar este cdlculo es necesario determinar las varia-
ciones de R y de la forma volumen respecto de la métrica.

Comencemos por la segunda. Para ello utilizaremos un resultado del algebra
de matrices: dada una matriz cualquiera A, se cumple la identidad det(14sA) =
1+ sTr(A) a menos de términos de orden s2. De aqui se desprende que

didet(A + 8B)|oco = didet(A)det(l + 547 B)]oso (1.79)
S S
= det(A)Tr(A™'B), (1.80)
por lo tanto,
§(detg) = (detg)Tr(g~'dg) = (detg)g™”dgagp- (1.81)

Por otra parte, como go‘ﬁgaﬁ =4 = ¢*¥8g,5 = —gapdg™®. Luego:

1
§(detg) = —(detg)gapsdg®® — 51/ —detg = 5V —detggasdg™”. (1.82)

Asi,
1
dvol = —§ga5(5go‘ﬂ)vol. (1.83)

Para calcular 0 R es necesario calcular la variacién de los simbolos de Chris-
toffel, del tensor de Riemann y del tensor de Ricci. Se puede probar que

1
5Fg7 = §gan(vﬂ(sgw +V4398y — Viygs4)- (1.84)

Utilizando la expresién (1.42) es posible mostrar que

SRS, = Vol — VoI5, (1.85)
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Luego,

0Rap = 0R] 5 = VoIl , — V,0T0 . (1.86)

y a partir de la variacién para los simbolos de Christoffel:
1
5Raﬁ = g(gv"vavlgégw +gV"V7Vn5ga/3 —gWVW(V/gég(m +va59[3n))- (1.87)

Finalmente, la variacién del escalar de Ricci es

SR = 6(9*’ Rop) (1.88)
= (09°")Rap + g*6Rap (1.89)
= Ropdg™® + VIV, (9°P6gas) — VOVP8gas. (1.90)
De lo que se desprende que la variacién de la accién es
1
08 = / (Rapdg®™® 4+ Vows — §Rga5§ga'ﬁ)vol, (1.91)
M
donde,
Wa = g’ana(ngm - Vﬁ&gaﬂ~ (192)
Ignorando los términos de borde se obtiene:
1
[ (Ras = 5 Raap) 9ol (1.93)
M 2

de lo que se deduce, finalmente, que
1
Raog — §Rga5 =0. (1.94)

Por lo tanto, hemos recuperado la ecuaciones de Einstein en el vacio.
La accién que contempla campos materiales es de la forma

_ Sg
T 16wG

donde S,, es la accién material y S, es la accién de Einstein-Hilbert. Extremi-
zando la accién se obtiene la identidad

1 68 1 1 1 465,
=509 = 6rC <RW — 2ng> + ﬁég’“’ =0, (1.96)
de manera que el tensor de energia-momento queda definido por:
gL 5m
V=g g

Por lo tanto, la simetria de T},, se deriva de manera automadtica de la de g"”.

+ S, (1.95)

T, = (1.97)

1.3.2. Accion de Palatini tetradica

Una formulacién alternativa a la Hilbert-Einstein fue desarrollada por Palati-
ni. En ésta, la métrica y la conexién son tratadas como variables independientes.
Al variar la accién con respecto a la métrica se obtienen las ecuaciones de Eins-
tein usuales, mientras que al variarla con respecto a la conexién, se imponen
restricciones sobre la misma, obligandola a ser libre de torsién y compatible
con la métrica. La formulaciéon que veremos en este apartado es la Accion de
Palatini tetrddica, donde las variables dinamicas son la conexién espinorial y las
tétradas, las cuales introduciremos a continuacion.
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Tétradas

Sea M una variedad orientada de 4 dimensiones difeomorfa a R*. Fisicamente,
M puede visualizarse como un pequeno subconjunto abierto del espacio-tiempo
(ya que cada variedad puede cubrirse con cartas difeomorfas a R*). Como el
fibrado tangente a R? es trivial, también lo es TM. Una trivializacién de T M
es un isomorfismo entre fibrados vectoriales

e: M xR" = TM (1.98)

que envia cada fibra {p} x R™ del fibrado trivial M x R™ al correspondiente
espacio tangente 1T}, M. Dicha trivializacién recibe el nombre de tétrada.

La idea del formalismo de Palatini consiste en efectuar los calculos sobre
el fibrado trivial M x R™, de modo que funcione como sustituto del fibrado
tangente. Para ello, nos valdremos de las tétradas e asi como de sus inversas,
las cotétradas:

e ' TM — M x R™. (1.99)
Una seccién de M x R* consiste en una funcién sobre M valuada en R*. Por

lo tanto, existe una base natural de secciones, &, ..., &3 dadas por
50 = (1307070)7 (1100)
& =1(0,1,0,0), (1.101)
& =(0,0,1,0), (1.102)

De este modo, cualquier seccién s puede escribirse como

s=s'¢;. (1.104)

En este esquema, llamaremos a R* espacio interno. En general, cuando se
trate de indices, utilizaremos mayusculas latinas para hablar de indices inter-
nos, asociados a la base £, y letras griegas para los indices espacio-temporales,
asociados a campos vectoriales coordenados d,, sobre una carta.

Las tétradas e : M x R* — T'M pueden visualizarse, también, como mapas
cuyo dominio estd constituido por las secciones de M x R* y su codominio
por los campos vectoriales sobre M. Asi, aplicando este mapa a las secciones
&1, obtenemos una base de campos vectoriales e(£;) sobre M. En una carta
podemos definir

e(ér) = €7 0a, (1.105)

donde las componentes e} € C*°(M). En lo que sigue, abreviaremos e(£;) como
er. Dadas dos secciones s y s’ de M x R*, definimos su producto interno (s, s')
como

n(s,s') =nrss's'”’, (1.106)

donde 77 son las componentes de la métrica de Minkowski:

-1 0 0 O
0 1 0 0
0 0 0 1
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y se denomina métrica interna. Dicha métrica, asi como su inversa, permiten
subir y bajar indices internos.

Sea ¢ la métrica con la que viene equipada la variedad M, decimos que la
tétrada e es ortonormal si

gler,es) =nus. (1.108)
En este caso, g y 1 estan vinculados mediante la relacién:
g(e(s),e(s") = n(s,s"), (1.109)

para dos secciones cualesquiera s, s’ de M x R*. Mostremos (1.109):

gle(s),e(s") = gle(s'€r), e(s7€)) (1.110)
=s's7g(er,er) (1.111)
=nrys’s! (1.112)
=n(s'¢r,57¢5) (1.113)
=1(s,s’). (1.114)
En términos de indices, la identidad (1.109) se expresa como
_ _ a, B I _ I «o a _ al

nrr = g(er,es) = gapes €] = 0y =¢€y€ey Y dg = €rég-. (1.115)

Asi, la cotétrada puede escribirse como
e o = el v, (1.116)

lo que es consistente, pues,

ety = eévo‘& = eée?sJ& = SI§I =s. (1.117)

A partir de estas relaciones puede derivarse una igualdad que exprese g en
funcién de las cotétradas:

9o = 9(Oa, 0p) (1.118)
=n(e 0, e 0p) (1.119)
=n(el&r eféy) (1.120)
= niseles. (1.121)

Conexioén de Lorentz

Decimos que una conexién D sobre M x R* es una conezién de Lorentz si
satisface
vn(s,s’) = n(Dys,s") +n(s, Dys’). (1.122)

Un caso especial entre estas conexiones es el de la conexién estdndar plana
DY, definida como
D% = v(sh)¢;. (1.123)

Como se justifica en § B.3 cualquier conexién D puede reescribirse como D° + A
para algun potencial vector A:

Dys = (v(s”) + A pvts)E,. (1.124)

13



CAPITULO 1. RELATIVIDAD GENERAL CLASICA

Por otra parte, la curvatura asociada a la conexién D es:
Fl = 0, A — 03AL + [Aa, Ag]". (1.125)

El potencial vector asociado a una conexién de Lorentz estd sujeto a la condicion
AIK = —Aﬁ”: reescribiendo la ecuacién (1.122) en términos de indices, en el
lado izquierdo de la igualdad tenemos

(s, s") = v(s”s""nsK), (1.126)

mientras que el lado derecho queda:

n(Dys,s") +n(s, Dys’) (1.127)
=n((v(s”) + A7 s, 8 Ere) + (7€, (v(s™) + Al )Er) (1.128)
=v(s"s"nyr) + (A + AN spsheot, (1.129)

y en consecuencia:

ALK = —AKT, (1.130)

Se puede probar que esto implica que A,, vive en una algebra de Lie de Lorentz,
50(3,1). Denominaremos a este potencial vector conexidn espinorial. Haciendo
uso de la identidad (1.130) conjuntamente con (1.125) se puede probar que
FlJ = —FJ1.

Mediante las tétradas, es posible transferir la conexién de Lorentz del fibrado
trivial al fibrado tangente, obteniéndose una conexién V definida por

Vads =T740,, (1.131)

donde _
I, = Alepe]. (1.132)

Denominaremos a V conexién imitacién de Levi-Civita v a r «p Simbolos imita-
cién de Christoffel. De manera similar, se define el tensor imitacién de Riemann,

RY) = Fljedel, (1.133)

el tensor imitacién de Ricci, B B
Rap =R 5, (1.134)

y el escalar imitacién de Ricci L
R =R (1.135)

Finalmente, podemos introducir la acciéon de Palatini. Conviene recordar que,
a diferencia de la acciéon de Einstein-Hilbert, no se trata de una funcién de la
métrica, sino de las tétradas y el potencial vector. La accion de Palatini se
define, entonces, como:

S(A,e) = /M Rvol (1.136)

Utilizando las relaciones (1.115) conjuntamente con la ecuacién (1.133), la accién
de Palatini adquiere la forma

S(A,e) = / efe Fvol. (1.137)
M
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1.3. FORMULACION LAGRANGEANA

La forma volumen estd dada por la expresién usual en términos de la métrica,
expresada en funcion de las tétradas.

Lo que resta de este apartado estd dedicado a mostrar que §S = 0 implica
forzosamente que la métrica gog = nrse, eé debe satisfacer la ecuaciones de
Einstein. Comenzamos calculando la variaciéon de S segin las tétradas, esto es,
calculando 45 e imponiendo 64 = 0. Como se expuso para el caso de la accion
de Einstein-Hilbert, la variacién del volumen es:

1
ovol = —igag(égo‘ﬁvol)7 (1.138)
pero ahora,
5P = (5(77”60‘66) = 277”6566?. (1.139)
Por lo tanto,
dvol = —nIJgaﬂeg(ﬁe?)vol = dvol = —ef(ée}()vol. (1.140)

La variacién de la accién respecto de la tétrada, entonces, es
0S = /M((5€1) FIB + e} (56§)Falé — eff((?eK)eI eJF Tyvol (1.141)

:2/ (ehFL] 1 elefoed ALY (5ef )vol. (1.142)
M H/—/ 2%/—’
I 1T

Detengdmonos en el término (I) en la ecuacién (1.142):

e FL] = e R efe!] (1.143)
= Rg%e§957 (1.144)
= Rasen!”, (1.145)

donde hemos hecho uso de la definicién del tensor de Riemann imitacién. Vaya-
mos a (II). Primero, observemos que

Fitele) = R} =Rl =R. (1.146)

Mediante esta identidad y multiplicando por eéeg =1, (II) puede reescribirse
como

Re! eﬁeJ Rga/gnl‘] 8, (1.147)

Finalmente, 65 puede expresarse en términos de Eaﬁ y R:

~ 1~
05 = 2/ (Rap — §Rga5)n eJ(éeI)vol (1.148)
M

Luego, 65 = 0 para una variacién arbitraria si y sélo si

1~
Raog — iRgaB =0. (1.149)
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CAPITULO 1. RELATIVIDAD GENERAL CLASICA

Cuando V = V (1.149) es la ecuacién de Einstein, lo que resulta de variar la
accién con respecto a la conexién e imponer de = 0:

58 = / (8R)vol (1.150)
M
= / 9°* (6 Ragp)vol. (1.151)
M
De la ecuacién (1.85) se tiene Mig‘mﬂ = 26[Q6F§]ﬁ, con lo cual
0Rap =2V (o017, (1.152)

Como dI") 5 = 0, si se escribe

Flﬁ :F35+Cgﬁ, (1.153)
entonces
0T 5 = 0C7,. (1.154)
En consecuencia,
0Rap = VabCly—V,0C,. (1.155)

Y

VadCly = 0a0CT 5 — T3 0C 5 — T350C0, +T2,6C5. (1.156)

que, haciendo uso de la relacién (1.153), puede expresarse como

VabCly = VadCly — Cay0C3 — ChgdCT, + CL6C,. (1.157)

Realizando un célculo analogo para ﬁ,yac; R sustituyendo en (1.155) se obtiene

0Rap = VadCly— V,Cly — Chg6CT,

(1.158)
+ C,0C0 5+ CL56C7, — C2L6C) 5.

Y consecuentemente,

0R =g*? (V400 — V,C 5 — CagdC7, (1.150)
+ C,06C] 5 4 CL56C7, — C2L6C0y).

Los términos donde aparece V corresponden a divergencias totales y, por tanto,
sélo contribuyen con términos de borde. El resto de los términos se anulan sii
Co5 =0, lo que implica que

V=V. (1.160)
Por lo tanto, la ecuacién (1.149) es la ecuacién de Einstein en el vacio. Hemos

obtenido mediante el formalismo de Palatini una formulacién equivalente a la
de Einstein-Hilbert.
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1.4. FORMULACION HAMILTONIANA

1.4. Formulacion hamiltoniana

En esta seccion abordaremos la formulacion hamiltoniana de la relatividad
general. Como veremos mas adelante, este enfoque permite estudiar las ecuacio-
nes de Einstein en mayor profundidad y sienta las bases para una cuantizaciéon
canodnica de las mismas. En primer lugar, estudiaremos la formulacién de Arno-
witt, Deser y Misner (ADM), y en segundo término, la introducida por Ashtekar
(1987). Este tltimo formalismo es fundamental para LQG, pues habilita una re-
presentacién por conexiones de GR y simplifica notablemente los vinculos de la
teoria.

1.4.1. Foliacién

Una formulacién candnica de la relatividad general requiere una separacién
del espacio y del tiempo, puesto que, a diferencia de las derivadas espaciales, s6lo
las derivadas temporales permiten definir momentos. Por lo tanto, de aqui en
mas, asumiremos que el espacio-tiempo M puede foliarse por hipersuperficies
espaciales 3;: t =const. y que es globalmente hiperbdlico, a saber, que M es
difeomorfa a S x R, donde la variedad S representa el “espacio” y R el tiempo.
Dado un espacio-tiempo M, existen multiples difeomorfismos

¢:M—SxR, (1.161)

cada uno de los cuales da lugar a un tiempo coordenado t en M definido por el
pullback por ¢ de la coordenada temporal en S x R.

1.4.2. Estructuras normal y espacial

+ una hipersuperficie en M. En ue sigu umirem ue > i
Sea X a hipersuperficie en M. En lo que sigue, as emos que X, es tipo
espacio, de modo que la métrica g restringida a ¥; es riemanniana:

g(v,v) >0, (1.162)

para cualquier v € T,%; no nulo. Llamaremos a este objeto, métrica inducida
y lo denotaremos como h. Bajo estas condiciones es posible definir un campo
vectorial unitario tipo tiempo, n, normal a 3;:

gn,n) =—-1yVYoeT,X g(nv)=0. (1.163)

En principio, hay dos elecciones posibles para n, pues el mismo siempre puede
multiplicarse por (—1). Para trabajar con un tinico campo vectorial normal,
exigimos que apunte hacia el futuro: n®d,t > 0. En el caso de espacio-tiempos
globalmente hiperbdlicos, esto siempre puede efectuarse.

Con esta estructura, el espacio tangente en cada punto de ¥; se descompone
naturalmente en un espacio tangente espacial, generado por los vectores tangen-
tes a ¥y y un espacio normal, generado por el campo vectorial n®. Asi, cualquier
vector v € T, M, puede descomponerse como:

v=—g(v,n)n+ (v+ g(v,n)n). (1.164)
1 I
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CAPITULO 1. RELATIVIDAD GENERAL CLASICA

Podemos chequear, por ejemplo, que la componente normal de n es, en efecto,
n:

—g(n,n)n =n, (1.165)

y que la componente tangente de cualquier vector v es ortogonal a n:
g(v+g(v,n)n,n) = g(v,n) + g(v,n)g(n,n) = 0. (1.166)

En particular, dados dos campos vectoriales u,v € ¥;, podemos descomponer
Vv en sus partes normal y tangente:

Vv = —g(Vyv,n)n + (Vyu + g(Vyv,n)). (1.167)
El primer término lo reescribiremos asi:
—g(Vyv,n) = K(u,v)n. (1.168)

K (u,v) se denomina curvatura extrinseca y puede interpretarse como el trans-
porte paralelo del campo vectorial normal a lo largo de la hipersuperficie 3; o
como la variacién de la métrica inducida a lo largo de la curva integral generada
por el campo vectorial normal, como veremos mas adelante.
La cantidad:
Dyw=V,w+g(Vy,n)n, uveX, (1.169)

es la conexién de Levi-Civita asociada a la métrica inducida h. Para justificar
dicha afirmacién es necesario probar que D cumple con las tres propiedades si-
guientes: (i) obedece la ley de Leibniz, (i7) es compatible con la métrica inducida
y (4i7) es libre de torsién. Comencemos probando (4):

Dy(fw) = Dy(fw) + g(n, Dy(fw))n (1.170)
=v(f)w + fDyw + g(n, v(f)w)n + g(n, fDyw) (1.171)
=v(f)w + f(Dyw + g(n, Dyw)n) (1.172)
=v(f)w+ fDyw, (1.173)

donde unicamente se ha usado la definicién de D y que g(n,w) = 0. La prueba
de (i1):

ug(v,w) = g(Vyv,w) + g(v, Vyw) (1.174)
= g(K(u,v)n + Dyv,w) + g(v, K(u,w)n + Dyw) (1.175)
= g(Dyv,w) + g(v, Dyw), (1.176)

donde hemos usado que g(n,w) = g(v,n) = 0. Por dltimo, veamos que esta
conexién es libre de torsion:

D,v — Dyu = Vv — K(u,v)n — Vyu+ K(v,u)n (1.177)
=V, — Vou (1.178)
= [u, v], (1.179)

donde nos hemos valido de que K (u,v) = K(v,u), lo que probaremos mds abajo,
y de que V es libre de torsién.
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1.4. FORMULACION HAMILTONIANA

K (u,v) es un tensor simétrico, y por lo tanto, una cantidad C°°(X)-lineal en
los campos vectoriales u y v. En coordenadas locales:

K(u,v) = K;ju'v?, (1.180)

donde
K;; = K(0;,0;). (1.181)

Para mostrar que K (u,v) es C*°(X;)-lineal en u alcanza con observar que
K(fu,v) = —-g(Vfuv,n) = —g(fVyv,n) = —fg(Vyv,n) = fK(u,v) (1.182)
Vf e C>(3,). Para la linealidad en v:
K(u, fv) = —g(Vyfo,n) = —fg(Vyv,n) = — fK(u,v). (1.183)

Por tdltimo, para justificar que K (u,v) = K (v, u) alcanza con mostrar que K;; =
Kjii

Kij _Kji :K(a“aj) —K(aj7a7;) (1184)
= —g(Vﬁj,n) + g(Vjﬁi,n) (1185)
= —g([0:,95],n) (1.186)
=0, (1.187)

utilizando que V es libre de torsién.
Finalizamos este apartado presentando una definicién alternativa para la cur-
vatura extrinseca:

K(u,v) = g(Vyn,v). (1.188)

Como V es compatible con la métrica, ambas definiciones son equivalentes:
0 =ug(n,v) = g(Vyv,n) + g(v, Vyn). (1.189)

Esta definicién da cuenta de una importante interpretacion de la curvatura
extrinseca, a saber, que mide cuanto rota el vector normal unitario n en la
direccién v cuando es trasladado paralelamente en la direccion wu.

La ecuacién (1.188) puede reescribirse en términos de indices:

Kij = (Vin)i(9))' = Viny, (1.190)

donde 0; es un vector de la base coordenada en ¥. En consecuencia V;n; =
Dinj + g(Vin,n)n;, pero nj = 0, con lo cual, K;; puede escribirse como

Derivada temporal, vector shift y funciéon lapso

La métrica inducida en las hipersuperficies espaciales, h,yp, jugard un rol cru-
cial como variable de configuracién para la gravedad canodnica. Para definirla
correctamente, debemos hacer uso de una funcién tiempo, o de la foliacién %
generada por la misma, de manera de poder interpretar h,, como un tensor
tridimensional sobre una familia de variedades Y.

En este caso, con una interpretacién de campos espaciales dependientes del
tiempo, tiene sentido definir derivadas temporales de la métrica inducida, asi
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como de otros campos. Una derivada requiere una direccién, por lo tanto, la
funcién t es insuficiente para definirla. Introducimos entonces, un campo vecto-
rial evolucion temporal, t*, para definir la direccién de las derivadas temporales,
tal que t*V,t = 1. Esta condicién asegura que t*V, pueda interpretarse como
%, i.e. como la derivada parcial temporal para algin conjunto de coordenadas
espaciales. Se puede observar que una derivada % queda definida de manera
tnica s6lo en caso de que las coordenadas espaciales ¥ satisfagan t°V 2% = 0.
En caso que no se especifiquen estas coordenadas, el campo vectorial t* no es
dnico, incluso si la funcién ¢ ha sido fijada. Esta libertad puede parametrizar-
se descomponiendo t® en su parte espacial y otra perpendicular a ¥;, como se
mencioné en el apartado anterior

t* = —tPnpn® + (1% + tnpn®), (1.192)

que reescribiremos como
t* = Nn® + N°. (1.193)
Denominaremos a N® = t* + t’nyn® vector shift y a N = —t’ny funcién lap-

so. Para hablar de dependencia temporal de un campo, debemos ser capaces

Figura 1.1: Descomposicion de ¢*

de identificar puntos que nos permitan describirla. Un campo vectorial evolu-
cién temporal posibilita esta asociaciéon: tomamos arbitrariamente una de sus
curvas integrales e identificamos sus intersecciones con las superficies ¥; como
correspondientes al mismo punto espacial en diferentes instantes temporales.
La condicién t*V,t = 1 garantiza que la curvas integrales intersecan cada X
exactamente una vez, haciendo que esta identificacién esté bien definida. Asi,
definimos la derivada temporal como la derivada de Lie a lo largo del campo
vectorial evolucién temporal ¢%:

Tal...an

by = RO Rk pdmp e (1.194)

n

. . . . . nas...a
donde hemos incluido proyecciones espaciales para garantizar que T' by b
es espacial.

Métrica inducida y curvatura extrinseca como funciones del vector
shift y el lapso

La métrica inducida en ¥; estd dada por

hab = Gab + 1aMi, (1.195)
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la cual queda univocamente determinada por las dos condiciones siguientes:

» es insensible a la direccién normal: hgyn? = 0,

= cuando se aplica a campos vectoriales tangentes a ¥, da lugar a la misma

geometria que gup: haps® = gaps® Vs® tangente a 3.
Asimismo, podemos observar que hf actia como proyector sobre ¥. Si tomamos
un campo v’, entonces
he b _ a a b __ b b __ 0 1.196
bv'ng = (g5 +nnp)ngv” = npv” — npv’ =0, (1.196)

con lo cual, en efecto, hgvb no tiene componente en la direccién perpendicular
a Yt,. A partir de esta propiedad y de la ecuacién (1.169), podemos escribir la
derivada covariante asociada a la métrica inducida, en términos de indices:

DTy = hgl o hgr by RV T (1.197)

1..-€1°

donde T es un tensor (k,l) sobre el espacio-tiempo.
La curvatura extrinseca puede también vincularse con la métrica inducida:

1
Kab = §£nhab (1198)
Para probar esto, calculamos
Lohay = nVehay + ey Van® + haeVpn© (1.199)
= nCVc(nanb) + Vany + Vpng (1.200)
= (g5 +nan)Veny + (gy + npn)Veng = 2K gp. (1.201)

Por ltimo, se puede probar que:

1 .
Ko = ﬁ(hab — DNy, — DyN,), (1.202)

donde hab = hflhg[,thcd, lo que se puede deducir a partir de la relacién (1.198):

1 1

K, = iﬁnhab = ﬁ(Nncvchab + haeVu(NnE) + hey Vo (Nn))  (1.203)
1 1

= ﬁh;hgﬁt,md = ﬁhghg(ﬁthcd — Lyhea), (1.204)

donde hemos reemplazado Nn® por t*—N°. La identidad (1.202) queda probada
yva que Lyheq = Dy Ny + Dy N,, pues D, es compatible con hgp.

Descomposicién de la métrica

Utilizando las definiciones precedentes, podemos calcular el elemento de linea:
ds? = g, datde” = —N2dt? + hay(dz® + N°dt)(da® + Ndt), (1.205)

en coordendas x“ tales que t*V, = %.

Para medidas de integracién u otros propoésitos, es 1til calcular el determi-
nante de la métrica. La inversa de la métrica espacio-temporal puede expresarse
como:

a a a a 1 a a
gb:hb—nnb:hb—ﬁ(t — N9)(t* — NY). (1.206)
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De alli, " = —1/N?2, mientras que su parte puramente espacial es h®®. El
vector shift tinicamente contribuye a las componentes combinadas espacio y
tiempo. Del élgebra de matrices se sabe que la componente (i, ) de la inversa
de una matriz A estd dada por el cofactor Cj; dividido entre el determinante de
A: (A9 = Cy;/detA. Aqui, para la componente (0,0) de la métrica inversa,
tenemos el cofactor dado por el determinante de hgp, Cog = dethyp. Por lo tanto
g° = —1/N? = Coo/det(gea), luego

det(geq) = —N?det(hap). (1.207)

Como puede verse en (1.205), toda la informacién dada por la métrica gqp
también esté contenida en las variables N, N® y hg,. En la formulacion ADM
utilizaremos estas variables como las variables candnicas.

1.4.3. Formulacion ADM

Ecuaciones de Gauss-Codazzi

Sean un punto p € ¥, y un conjunto de coordenadas locales x°, 2!, 22, 23 en
un entorno de p tales que z° = ¢ y que los campos vectoriales 0y, 02,03 sean
tangentes a ¥; en p.

A continuacion, calcularemos R en términos de K;; y ?’R"i’j %> €l tensor de
Riemann asociado a la métrica inducida en ;. Recordemos que

R(0i,07)0, = V;V ;0 — V; V0, (1.208)
R(0i,07)0k = R%;,00; (1.209)

por otro lado, que V,v = K(u,v)n + D,v para dos campos vectoriales cuales-
quiera u, v sobre Y, implica que

Vi0; = Kijn + °T} 0, (1.210)

donde SI‘Z? son los simbolos de Christoffel asociados a la métrica inducida. De
K (u,v) = g(Vyn,v) se desprende que

Vin = K™0,. (1.211)

Valiéndonos de (1.210) y (1.211) es posible reescribir el primer término de
(1.208):

ViV;0k = Vi(Kjn+ Ty Om) (1.212)
= jk,m—FKjka%- 3].—‘;';71- 8m+ 3].—‘7;2 Vzam (1213)
= (Kjki+ T Kim)n + Kjp K0 + (*Tp i + °Thy T30

(1.214)

Sustrayendo el segundo término de (1.208) a (1.214), que se obtiene intercam-
biando en el resultado (1.214) el indice i por j, se obtiene la identidad:

R(0;, 8j)8}€ = (Kjk7i — K j + 3F;»7;C Kim — BF?Z ij)n
+ (K K" — Kir K")Om (1.215)

1 !
+ (T — PThy+ Ty °Thy = Ty, °T5)0m.
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La primera linea del lado derecho es igual a (D;K;; — D;K;;)n, mientras que

la tercera es equivalente a *Rj Oy,

Finalmente, las ecuaciones de Gauss-Codazzi son:
R(az; 8j)8k = (Dink — DjKik)n + ( SRZLk + KijZ-m — KikK]m)ﬁm, (1.216)
que en términos de indices adquieren el aspecto:
R%j, = (DiKji — DjKip)n® + *R% + Kjp K — KiK. (1.217)
Proyectando sobre ¥;, obtenemos la ecuacion de Gauss
hehyhIhG Ry = PR%.q + KeaKy — KygK¢. (1.218)

Utilizando la simetrfa (2) del tensor de Riemann y contrayendo indices en (1.217)
llegamos a la ecuacion de Codazzi

Rion“hi, = D,K® — D, K. (1.219)

La curvatura extrinseca, como se muestra en la ecuacién (1.202) desempena el
rol de “velocidad” de la métrica espacial y, asi, es un candidato para su momento.
En efecto, aparece en la accién de Einstein-Hilbert debido a las relaciones de
Gauss-Codazzi. Utilizando las simetrias del tensor de Riemann, se deduce que

Rapeah®™h®® = R4 2R ynn®, (1.220)

y reescribiendo Rgpeq @ partir de la ecuacién de Gauss, el escalar de curvatura
adquiere la forma:

R= 3R+ (K%? - Ky K — 2R yn"n®. (1.221)

Por otro lado, usando la ecuacién de Codazzi y reescribiendo la curvatura

extrinseca en funcién de la derivada covariante del vector normal se obtiene
que

Rapyn®n® = —n®(V, Vi — Vi Va)n" (1.222)

= (K2)? = Ky K% + Vo (n*Vyn®) — Vy(n®V,n®). (1.223)

En consecuencia, podemos escribir el lagrangeano para la relatividad general
como

1 3
Lgray = 16TI_G/ECZ zv/—gR (1.224)
1 3 3 b 2
- N K, K% — (K% 1.29
16ﬂG/dx Vh( PR+ Ka (K3)%) (1.225)

a menos de términos de borde que no afectan las ecuaciones de campo locales.

Hamiltoniano

De (1.225) se deduce inmediatamente que la accién depende de hap a través
de K, siendo, por otra parte, independiente de las derivadas temporales de las
restantes componentes espacio-temporales de la métrica, N y N®. Esto implica
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CAPITULO 1. RELATIVIDAD GENERAL CLASICA

que el lagrangeano es singular y que, en consecuencia, deberia dar lugar a cuatro
vinculos primarios, como demostraremos en breve.
Los momentos candnicos estan dados por

_ 6Lgra1)

— Tograv 1.226

@) = SR ) (1.226)
5Lgrav

o(r) = — =0, 1.227

Pa(z) SN () ( )

p™(x) = OLyrav _ 1 0Lgrav _ Vh (K™ — Kh?), (1.228)

 Shap(z) 2N 0K 167G

de donde se desprenden inmediatamente los cuatro vinculos primarios py ~ 0y
pq =~ 0. El espacio de fases es de veinte dimensiones y posee como coordenadas
a N,N® hap, DN, Pa, p™. Viene, ademés, equipado con la siguiente estructura
simpléctica

{N(t,z),pn(t,2")} = 8*(x — 2'), (1.229)

{N(t,z),pp(t, ")} = 8*(x — 2'), (1.230)

(oot ), 202, ')} = 5263 (& — o), (1.231)

donde el sfmbolo {...,...} denota al corchete de Poisson y 6¢ = 1 (8561 —5504).

Debido a la presencia de los vinculos primarios, el hamiltoniano estd bien
definido Unicamente en una region restringida del espacio de fases. Para tener
en cuenta esta restriccién introducimos los cuatro multiplicadores de Lagrange,
Ay A% lo que permite escribir el hamiltoniano como

ngav - / dgx(habpab - Lgrav + )\PN + )\apa) (1232)
by
167GN 1 NVh
— d3 N ab _ ~.c\2 2abDaN7 3R
/E x( NG (pbp 5(Pe)” ) +2p e Tve
+/ dBr(Apy + A\pa).
pY
(1.233)
Los vinculos primarios implican vinculos secundarios:
167G 1 Vh
~ — H — _ ab 2 (a)2 v 3 = _
0 PN {pN7 grav} \/E <pabp 2(pa) ) + 167TG R C)
(1.234)
denominado vinculo hamiltoniano, y
0% pa = {Par Hyrav} = 2VRD (Vh) 'pay) = 2Dypl = —C,,  (1.235)

que recibe el nombre de wvinculo de difeomorfismos. Se puede verificar que no
hay vinculos terciarios.
Finalmente, el hamiltoniano puede escribirse como

Hyraw = / Br(NC + NOCy + Apy + Apa), (1.236)

a menos de un término de borde (que surge luego de deducir C,, pues para ello
se debe integrar por partes).
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1.4. FORMULACION HAMILTONIANA

Dinamica

El hamiltoniano, entonces, es una combinacién lineal de vinculos, y por tanto,
se anula débilmente. Este hecho se encuentra en concordancia con la idea de que
no existe un tiempo absoluto en relatividad general (pues un hamiltoniano no
nulo en la hipersuperficie de vinculo permitiria definir evoluciones temporales
fisicas). En su lugar, la dindmica queda determinada por los vinculos, de manera
que la evolucién, en tanto flujo de gauge, puede parametrizarse arbitrariamente.
De hecho, cédlculos explicitos, que mostraremos mas adelante, confirman que los
vinculos son de primera clase y que, por lo tanto, generan transformaciones de
gauge que no alteran la informacién fisica de las soluciones. El vinculo hamilto-
niano genera esta transformacién de gauge para el tiempo, mientras el vinculo
de difeomorfismos hace lo propio para las coordenadas espaciales. Asi, una vez
satisfechas las restricciones impuestas por los vinculos, puede asegurarse que la
formulacién es espacio-tiempo covariante, incluso luego de realizar la division
entre espacio y tiempo determinada por la funcién ¢.

Las ecuaciones de evolucion para N y N® estan dadas por:

N(t,z) = A(t, x), (1.237)

N(t,z) = \(t, ), (1.238)

lo que deja en evidencia que la evolucién de la funcion lapso y el vector shift es
completamente arbitraria. Por lo tanto, en el espacio de fases el sistema puede
describirse por las variables hq, v p®°, mientras que la funcién lapso y el vec-
tor shift pueden considerarse multiplicadores de Lagrange. Asi, las ecuaciones

dindmicas para hqp, v p*° pueden calcularse directamente a partir del hamilto-
niano reducido

H= / d*z[NC + N*C,], (1.239)
b
obteniéndose

hab = 2N Gapeap™ + 2V (o Ny, (1.240)

-ab ab cd 2 ac, b ab 3 pab
= —=Nh - = - — == — NVh°R

1. .

+ N\/E§ SRhab + \/ﬁ (vavbN - habvcch) (1 241)
—2p°"V N + V. (Np*),

donde hemos descartado los términos de borde y Gapeq = ﬁ(hachbd 4+ haqhpe —

habhcd)

Accién de los vinculos

La accion de los vinculos sobre las variables dinamicas puede hallarse cal-
culando los correspondientes corchetes de Poisson. Para ello introducimos los
vinculos suavizados:

C(N) = //S PeNCVR, (1.242)

C(N) = /Ed%Naca\/H. (1.243)

25



CAPITULO 1. RELATIVIDAD GENERAL CLASICA

La accién sobre la métrica inducida es:

{hea(®), C(N)} = {heay), / BN (2D (VR) pa))VR)  (1.244)

= {hea(y), /)S Pz N*(—2D%pa)} (1.245)
= {hca(y), /E d*zDyNa(2p™)} (1.246)
= /Z Dy N, () (8265 + 556283 (x — y) (1.247)
= 2(DcNa(y) + DaNe(y)) = 28nahea(y), (1.248)

mientras que la accién sobre su momento conjugado:

(7). CO) = 7). [ PaN AP0 Pp)VRY (1200
— [p*(y), /Z PN (—2Dpap)} (1.250)
= {pCd(y),/Zd3xNa(—2Dbp“b)} (1.251)
= {p“(y), /Z dP22haq N (—2Dyp™)} (1.252)
= {(r"(y), /Z d*22haq (Dy N )p™*} (1.253)
_ /E PBa(556, + 6958,)5 (@ — y)(Dy N )pe (1.254)

= 2(_(DbNd)pcb _ (D(,Nc)pdb) _ 2£Nap6d(y). (1255)

Por lo tanto, el vinculo de difeomorfismos, C' (]\7 ), a menos de un factor 2,
es un generador de difeomorfismos espaciales sobre las variables dindmicas. De
modo similar se puede probar que:

{hea(y), C(N)} = Lnnaheca(y) (1.256)
(P (), C(N)} = Lnnep®(y). (1.257)

Luego, C(N) genera difeomorfismos en la direccién normal a . Asi, la accién
de este vinculo puede interpretarse como la de una evolucién temporal, corres-
pondiente a trasladar ¥ a lo largo de su direccién normal. Calculemos ahora la
evolucién temporal para una funcién cualquiera de las variables dindmicas:

{f,H} ={f,C(N) + C(N)} = Exno f + Lo f = Lia . (1.258)

En consecuencia, la evolucién temporal consta de dos partes: una evolucion
temporal normal a ¥ y otra, correspondiente a un difeomorfismo espacial en X.
Esto se debe a que en la foliacion elegida, el campo vectorial ¢* no es normal a
las superficies Y. Si escogiéramos una foliacién donde el vector shift fuese nulo,
entonces C'(NN) coincidirfa con el hamiltoniano. De esta observacién proviene su
nombre.
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Algebra de los vinculos

El corchete de Poisson entre los vinculos arroja el siguiente resultado:

{C(N),C(N")} = C([N,N"]), (1.259)
{C(N),C(N)} = C(N(N)), (1.260)
{C(N),C(N")} = C((NO'N' — N'9'N)9;). (1.261)

Por lo tanto, todos los vinculos son de primera clase, pues el resultado de los
corchetes de Poisson siempre es otro vinculo.

1.5. Formulacion de Ashtekar-Barbero

A continuacién, se presentard una formulacién alternativa donde se eligen
variables dindmicas diferentes a las del formalismo ADM: las variables de Ash-
tekar [3]. Esta eleccién simplifica notablemente la estructura del la teoria, lo que
permite avanzar mas lejos en el proceso de cuantizacion.

1.5.1. Tétradas y conexiones

Las tétradas proporcionan una especificacién alternativa y equivalente a la
formulacién en términos de métricas o elementos de linea de la geometria del
espacio-tiempo. El transporte paralelo o las derivadas covariantes son formula-
das, entonces, por conexiones que generalizan los simbolos de Christoffel usuales,
como ya se expuso en el desarrollo del formalismo de Palatini. En esta seccion,
profundizaremos en torno a estas ideas.

Tétradas

Definimos las tétradas como un conjunto de cuatro campos vectoriales e,
etiquetados por un indice adicional a, que toma valores 0, 1,2, 3, dando lugar a
una base ortonormal en el espacio tangente a cada punto:

Guveley = Nap, (1.262)

donde 17 es la métrica de Minkowski. Asi, e} es tipo tiempo y e}, €5, €4 son tipo

espacio. Las tétradas e pueden interpretarse como campos vectoriales dobles,
a saber, campos vectoriales sobre el fibrado tangente del espacio-tiempo que
toman valores en el espacio de Minkowski. Dada una 1-forma sobre el espacio-
tiempo w,,, efw, asigna a cada punto en el espacio-tiempo un covector en el
espacio de Minkowski. En este contexto, podemos pensar que el espacio-tiempo,
M, viene equipado con dos estructuras vectoriales independientes: el espacio
tangente y un espacio de Minkowski para cada punto de la variedad. En este
contexto denominamos al espacio de Minkowski espacio interno. A partir de la
métrica de Minkowski es posible contraer los indices internos (representados por
letras latinas) de una tétrada:

nete,, = ", (1.263)
donde e, = g, ey . Subiendo el indice v, tenemos:

neley = g, (1.264)
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CAPITULO 1. RELATIVIDAD GENERAL CLASICA

Las ecuaciones (1.263) y (1.264) expresan las relaciones de ortogonalidad entre
las componentes de la tétrada, tanto en el espacio-tiempo como en el espacio
interno. La métrica interna permite, ademaés, subir y bajar indices internos:

= 0"’} G- (1.265)
En consecuencia, las relaciones de ortogonalidad muestran que e? es la inversa
de e#. La denominaremos cotétrada.

En términos de espacios vectoriales, donde M, designa al espacio interno en
un punto p € M cualquiera, la tétrada evaluada en dicho punto constituye una
isometria e} (p) : My, — T, M /v® — eli(p)v® con mapa inverso ef, : T,M — M.
Esto implica que los indices espacio-temporales pueden reemplazarse por indices
internos sin modificar la geometria, y reciprocamente, por medio de contraccio-
nes con la tétrada y la cotétrada. Entonces, para cualquier campo tensorial
THvtn L, definimos Ty =eflLefret ey TR

La ecuacidén (1.264) permite observar que toda la mformamon contenida en la
métrica se encuentra también en la tétradas, puesto que la primera es pasible
de ser reconstruida a partir de estas ultimas. En consecuencia, las tétradas
pueden interpretarse como una descripcién fundamental de la geometria, siendo
la métrica un concepto derivado. Sin embargo, las tétradas tienen un total de
16 componentes independientes, mientras que la métrica posee 10. La respuesta
para esta diferencia reside en que al aplicar una transformacién de Lorentz sobre
las tétradas, et — Ageg‘ , la métrica ¢g®® permanece invariante:

i

N A Adet el ATnA elel = ndetel = ghv. (1.266)

Estas transformaciones de Lorentz dan lugar a una nueva libertad gauge: el
gauge interno. Luego, los seis nuevos grados de libertad corresponden a los seis
parametros independientes de una transformacion de Lorentz.

Conexiones

Como se muestra en § B.4, para campos vectoriales sobre una variedad cur-
va, el transporte paralelo no estd definido de manera tnica, a menos que se
especifique una conexién. En la seccion 1.1.1 definimos la conexién de Levi-
Civita, la cual actia sobre campos vectoriales espacio-temporales como: V , 0¥ =
9, 0" +1", vP. En el formalismo que hemos introducido aparece un nuevo tipo de
campo vectorial, v®, cuya derivada covariante debe definirse de manera indepen-
diente a como se define para v*. Asi, para especificar la derivada covariante de
campos vectoriales internos es necesaria una conexion espinorial Wb andaloga a

Iy, tal que:

Dyv® = V0" + wiyn’, (1.267)

para un campo vectorial interno cualquiera v*. En general, para un tensor con
indices espacio-temporales e internos se cumple:

D Tal <Am i — a Tal <Am FP Ta1<-~a7n

Un Vi...Up HV[ Vi...Vg—1PVk41Vn
1.268
w lTalu~al—1bal+1<-' m ( )

bu V1...Un

_ v,uTalmamyl... —|—wblTa1 a;— 1baz+1~~amylm - (1.269)

Un v,
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1.5. FORMULACION DE ASHTEKAR-BARBERO

Hay que resaltar que la métrica de Minkowski es un escalar desde la pers-
pectiva de la conexién de Levi-Civita, pues ésta actia sobre indices espacio-
temporales; sin embargo, varfa bajo la accién de la derivada covariante D,

Dunab = vunab - wﬁancb - wﬁbnac = —Wuba — Wyab, (1270)

a menos que Wyp, = —Wuah- Por lo tanto, aquellas conexiones que dejen la
métrica de Minkowski invariante deben ser antisimétricas en sus indices internos,
lo que implica que v¥wy, € so(1,3)[5].

Asi, hemos construido una derivada covariante D, que preserva la métrica
interna, asf como la métrica espacio-temporal (pues V, obedece esta propie-
dad). No obstante, en el formalismo tetrddico, no describiremos la geometria
del espacio-tiempo mediante el uso de métricas sino de tétradas y cotétradas.
Por consiguiente, es razonable exigir la compatibilidad de la derivada covariante
con las cotétradas:

Dye;, =0 (1.271)
Asi,
Dyel = Vel + wiel =0 (1.272)
con lo cual,
Wy = —€p Ve, (1.273)
Por otra parte,
Vulegey) =V, (08) — ey Vyen = —ep Ve (1.274)

Finalmente, podemos escribir las componentes de la conexién espinorial en fun-
cién de las tétradas y cotétradas:

Wy = €,V ey (1.275)

Nuevas variables

Para construir la teoria candénica asumamos que el espacio-tiempo es global-
mente hiperbélico (M = R x X). Sean hy, = guv + nun, la métrica inducida
y K. = 1/2L,h,, la curvatura extrinseca. En términos de las tétradas, la
métrica inducida puede escribirse como

huw = nabezeﬁ +n,n, = —eﬁeg + 5ijeief; + nuny, (1.276)

donde los indices ¢ y j toman los valores 1, 2 y 3. La expresién para h,, sugiere
la fijacion de un gauge de forma de eliminar algunos grados de libertad no
dindmicos. Impondremos, por tanto, que la componente 62 coincida con el vector
normal n,. Esta eleccién gauge, denominado gauge temporal, reduce la simetria
del gauge local al grupo de las rotaciones espaciales SO(3).
Implementando el gauge temporal y proyectando la métrica inducida sobre la
hipersuperficie, tenemos '
hag = dijeneh, (1.277)

donde los indices griegos toman los valores 1, 2, 3 mientras que los indices
latinos estan relacionados con la simetria local SO(3). Se puede observar que la
condicién de ortogonalidad n*h,, = 0 se satisface de manera automaética.
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Considerando la descomposicién de la métrica espacio-temporal (1.205): ds? =
eleqydrtdr” = —N?dt* + hog(N*dt + dz®)(NPdt 4 dz?), podemos escribir las
componentes de las tétradas y su inversa en el sistema de coordenadas (¢, x)

COo1mao:
« (N N© , [~ O
ey = (O efl> y ey = <_1\I,Va e? . (1.278)

Es importante resaltar que la trimétrica (1.277) es invariante bajo rotaciones
locales de la base de tétradas, lo que agrega tres grados de libertad extra con
respecto a la trimétrica de la formulaciéon ADM. En consecuencia, el nimero
de vinculos de la teoria candnica escrito en el formalismo tetrddico debe incre-
mentarse. Concretamente, deberfamos tener tres vinculos més, de manera de
reabsorber los grados de libertad gauge de la simetria SO(3).
Para hallar este vinculo, en primer lugar, definimos la 1-forma

Kl = X, Xhw, (1.279)
donde X* son las componentes del proyector de M a Y. Andlogamente, X! son
las componentes del mapa inverso que proyecta desde el espacio interno cuadri-
dimensional al tridimensional. La 1-forma K puede reescribirse en términos de
las tétradas y n*, utilizando la ecuacién (1.275) :

Kl =X\ Xke""(Vye) = XEX el (V,n"). (1.280)

Del mismo modo que las tétradas proyectadas en ¥ (también llamadas triadas)
estan relacionadas con la métrica espacial, la 1-forma K, esta relacionada con
la curvatura extrinseca. Sea K una 2-forma en Y definida por

Kapg = 0 Klel, (1.281)

en lo que sigue, mostraremos que la parte simétrica de la 2-forma K coincide
con la curvatura extrinseca. Comencemos reescribiendo K a partir de (1.280),

Kag = 6 X1 X (V,n")elel. (1.282)

Por su parte, la curvatura extrinseca puede reformularse como

Kog = %thag = %/;n(csije;eg) (1.283)
= %&j(eéﬁnei + eéﬁneg) (1.284)
= %éij(eéei(van") +elel (Vgn”)) (1.285)
= %(e{gxgegxgv#n” +eh X el XLV, nY). (1.286)

Por lo tanto, en efecto, Kop = K(qp). Exigiremos entonces que:
Kap = Kag, (1.287)
con lo cual, imponemos un nuevo vinculo sobre la 1-forma K :

]C[a/g] = K[Zaeﬂ]i =~ 0. (1.288)
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Asi, Kop) es una matriz 3 x 3 antisimétrica que se anula, con lo cual reabsorbe
exactamente los tres grados de libertad que habiamos introducido al seleccionar
las tétradas como variables fundamentales.

Definimos, a continuacion, las triadas densitizadas como

EY = eef, (1.289)

K3 K2

donde e = detlel] = (det[e$])~!. La ecuacién (1.288) puede reescribirse en
términos de las triadas densitizadas:

Rij = ee?eflqaﬁ] = ee?ef[([’;emk = Ko Ej =~ 0. (1.290)

Las variables candnicas de la formulacién ADM pueden también expresarse
en funcién de estas nuevas variables

hap = dijeel = 6;¢* EL B} = 6,; EELE, (1.291)

donde hemos usado que E = det(E®) = det(ee$) = e3det(e?) = €. Por otra
parte

p™? = Vh(K* — h*PKY) = V(K P — h*PK e, (1.292)
1 KeE’ + KPE* 1 . .

=VE | — : L _§YEEPKYE; 1.293

VE 2 vVE t ! ( :

KBl + KPip> . o
- . L — BB} KT E,,. (1.294)

Asimismo,

o B B mai 207 N 2l N 7
SSEP + §JE E%EZKJ B K
2 2

Kiegl ¢ KPiE> :
i ;r L BB KBy, (1.296)

26" BV EI BN K = 2 (1.295)

donde nos hemos valido de las relaciones de ortogonalidad de las tétradas. Luego,
el momento candnico conjugado de la métrica inducida puede escribirse como

p*? =25 BV BB K. (1.297)

En términos de estas nuevas variables el vinculo de difeomorfismos puede rees-
cribirse como:

Co = —2Dg|KLE] — 00 KIE]], (1.298)

donde hemos utilizado que §° = 53626? = JZEgEf = E}XEf y que como
K[iaeﬁ]i ~ 0 entonces K;Ezﬁ ~ KfEfx Del mismo modo, se puede reescribir
el vinculo hamiltoniano:

o j 17 i ged 1
C =VEE?E}(K]K} — K\ K}) — 75 SR(E), (1.299)
donde el escalar de Ricci 3R(E) es considerado como una funcién de las tétradas
densitizadas. En este punto, es importante demostrar que la dindmica candnica,
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descrita por las nuevas variables en el espacio de fases extendido (en el sentido
de que el espacio de fases asociado a las nuevas variables tiene seis dimensiones
mas con respecto al ADM), es equivalente a la descrita por las variables ADM
usuales. Para ello alcanza con observar, en primer lugar, que el espacio de fases
viene equipado con la siguiente estructura simpléctica

{Efy(t, x), K]‘?(t, y)} = 5;5353@ —v), (1.300)
{EL(t,2), EJ(t,y)} = {K] (t,2), K2 (t,y)} = 0. (1.301)

Luego, observamos que la versién suavizada del vinculo (1.290),
R(a) = / Pra Ko, B, (1.302)
b

donde a®* es una funcién matricial antisimétrica arbitraria, genera rotaciones
SO(3). De hecho, calculando el dlgebra de Poisson generada por el vinculo ro-
tacional, obtenemos:

{R(am(a')}—{ / 9K i, ) B 2, ) P / a/“Kmy,t)Ef(y,t)d?’y}

(1.303)

dudyatla™ (Kailw, 1B (@,0), Kpnly, )} EY )

" / drd®yati o™ ({Koi(w, 1), B (5, ) o (9, 0 F (2,1))
1.304)

t

(
Pr((ad ) Kai(,t) Ef (x,t) — (o/a)™ Ko (2, ) ES (x,t))

(L.

(

= /d?’x[a,a’]inmEj‘?‘ = R([a, ']). 1.306)

que es exactamente el dlgebra de las rotaciones espaciales SO(3). Cualquier
corchete de Poisson entre el vinculo rotacional y las variables canénicas ADM
se anula, puesto que las mismas son manifiestamente invariantes bajo rotaciones.
Por depender unicamente de las tétradas, el tensor h,p satisface la relacion:

{hap(t, ), hys(t,y)} = 0. (1.307)
El momento canénico, por otra parte, cumple:

B g (WY R L hORAT L RPIRO L WPIRY|(¢, 2)5° (2 —1).

(1.308)

{pPE2) ot y)} =

Ademas,

Vemos entonces que, siempre que se satisfaga el vinculo rotacional, el algebra
generada por las variables (E?,, K¢&) es el dlgebra usual. Por lo tanto, la dindmica
generada por las nuevas variables es equivalente a la ADM.
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1.5.2. Variables de Ashtekar

Las transformaciones Ef' — E$/By K, J — BKJ son candnicas, puesto que no
modifican la estructura simpléctica de (E?, K). El pardmtero 3 se denomina
pardmetro de Barbero-Immirzi (BI) y, en general, es un nitimero complejo. El
vinculo rotacional permanece invariante bajo este reescalado:

Ri = &ijRY = ey DK}, D EY ~ 0, (1.310)

donde hemos utilizado las propiedades de antisimetria del simbolo de Levi-Civita
y hemos denotado a las variables reescaladas por el pardmetro BI como (¥ K i
y (ﬂ)E{". El vector Ry, contiene la misma informacién que R;; puesto que ésta
es una matriz 3 x 3 antisimétrica.

Introducimos ahora la conexién de componentes 'Y/, asociada con la simetria
SO(3), de modo que la derivada covariante de un tensor que conste tanto de
indices espacio-temporales como de indices internos es
v Oy = aﬁﬁT“mZﬂiman - FgakT,Ll.“zmal'nak—l”/aki»l-"an

+ Fiz ‘BTi1-~.iz—1jil+1~-im
J

(1.311)

Qj...op "

Como antes, requerimos que el operador derivada covariante sea compatible con
la base de tétradas:

Dgel, =0 = TV, =e"'V,el,. (1.312)

La curvatura 2-forma, Rgﬁ se obtiene considerando los conmutadores de dos
derivadas covariantes sobre un escalar que toma valores en SO(3), i.e.:
tsjV = [Da, Dplv' = Rlly = 20,,T",. (1.313)
Por otro lado, considerando que e = v/h implica V,e = 0 y la compatibilidad
de la derivada covariante con las tétradas se puede verificar que
DoES = Va(ee]) =T, ee] = eDaell = 0. (1.314)

Ademds, como para cualquier campo vectorial V# se satisface: \/gV, V¥ =
9u(\/gV*), entonces 0, ES = Ou(ee§) = Vo £, lo que da lugar a la relacién

Do E = 0o E —T% | B = 0,E + ¢, TLES =0, (1.315)
donde hemos definido I'* = —1/ QijFij o- Podemos reescribir dicha cantidad en
funcién de las triadas:

. 1 . . . .
Il = 5e;,cEﬂ’f[aBEg — 0o EL + BV Eq 03B (1.316)
1. ; GBE—l i aaE_l
- Ee;kEﬂ’“ 2B~ — By (1.317)

De esta expresion se deduce que el reescalado £ — (B)EJQ‘ = L7 /8 no modifica

a I'® . Utilizando la igualdad fuerte (1.315) podemos reemplazar el vinculo
rotacional por el denominado vinculo de Gauss, Gi:

G = DoEff + Ry, = 0o WER + 6,1, WE +¢, WK, WEY  (1.318)
=0, VB +6, WA, PES ~0, (1.319)
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CAPITULO 1. RELATIVIDAD GENERAL CLASICA

donde hemos introducido la conexién de Ashtekar-Barbero: (¥ AL =T + K.
Se puede verificar que la transformacién de variables

(Ki BY) = (DAL, DR (1.320)
es candnica, puesto que la estructura simpléctica permanece inalterada:

{ OB (1), DAt y)} = 556563z — ) (1.321)
{ OB (t0), DE/ty)}={ DA (), DALyt =0.  (1.322)

La curvatura asociada a la nueva conexién es:

Fs =200 DAY + €y DAL DA (1.323)
— RI;B + ei?j (5)[(2v (ﬂ)Ké + efjrfx (B)Kg + ei?j (5)K3F]b + 28[a (5)[(51.
(1.324)

donde Rf, = 3[aF’E] + ek T F{g y, ademas, Rfjﬁ = erRéﬁ.

iy«
Por otro lado, tenemos que

k
Dpo VK

=L (B)Klg] + (_plB (B)Kff + ]_"ga (B)Kﬁ) + (TF Iy (B)Ké _Tr* 15 BIK!).
(1.325)

La suma del segundo y tercer sumando en (1.325) es cero, pues lo simbolos de
Christoffel son simétricos en sus indices inferiores. Ademas,

1 3 1 ..
k k 1 ijk
o =507 o = —5¢ 7 Tija. (1.326)

Multiplicando por €xpn:

1 iy 1, . . o
kanri = —§ekmnek”Fim = —5(5:,1(5% — 6%16;)Fija = ana, (1.327)
de lo que se deduce:
rm =enrk. (1.328)
Luego,
k i j k j
enll, WK =14 DK, (1.329)

A partir de esta tltima relacién podemos reescribir la curvatura asociada a la
conexién de Ashtekar-Barbero como:

k k k k i j
Fks=REg+2Di PKf + ey DKL DK (1.330)
Una férmula 1til surge de reescribir la identidad de Bianchi ciclica como
e/ R 3By =0, (1.331)

equivalentemente:

R LEV =0. (1.332)
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Haciendo uso de esta identidad, conjuntamente con las ecuaciones (1.323)
y (1.330) pueden encontrarse expresiones para los vinculos en funcién de las
variables de Ashtekar-Barbero. Contrayendo la ecuacién (1.330) con (5)E,f :

Fty OE) = RE, (ﬁ)EjBJrQD[a Qi @ Ef 4k DK (5);%‘ B EP (1.333)

El primer sumando es cero, debido a la relacién (1.332). Utilizando la definicién
de Ry y la ecuacidn fuerte (1.315), el tercer sumando se puede reescribir como:

e WKL DK, DB = OKIR, = PKiG,. (1.334)
Por otra parte, 5
k
2D, WKf WE = Ca. (1.335)
Asi, _
Co=Fiy VB = DK.G;. (1.336)

De forma similar, se puede mostrar que el vinculo hamiltoniano toma el as-
pecto siguiente:

C=pVE WE WE [ FE, —2(8° + 1)K, K] (1.337)

o
+8*VE WEID,G. (1.338)

Luego, los vinculos dados por las ecuaciones (1.337), (1.336), (1.318) son
completamente equivalentes a:

Gi =Dy =0,E + ¢ P ALER ~ 0 (1.339)
Co=EFiz=0 (1.340)

C = VEE{E] [ F5, —2(8* + VK[, K] ~ 0. (1.341)

Accion de los vinculos

De la misma manera que los vinculos (1.234) y (1.235) generan difeomorfismos
en la direccién normal a ¥ y en las direcciones espaciales respectivamente, asi
también acttian los vinculos (1.341) y (1.340) en las nuevas variables E® y A‘ .
Por su parte, el vinculo de Gauss genera rotaciones correspondientes al grupo
SO(3).

Para calcular los corchetes de Poisson de los vinculos con las variables dindmi-
cas, introducimos, primeramente, las versiones suavizadas de los mismo. El
vinculo de Gauss:

Ce(N) = / Pz NGy, (1.342)
=

donde A es un campo suave en ¥ que toma valores en so(3). El vinculo de
difeomorfismos:

Cair(N) = / &z (N“Ef]—'(’iﬁ - (N“A@)G,-), (1.343)
>

donde N es un campo suave sobre Y. En la definicién anterior se sumé un
término proporcional al vinculo de Gauss, eliminando una parte proporcional al
mismo, que genera rotaciones internas. Y el vinculo hamiltoniano suavizado:

C(N) = / dPxN EPE] [ Fhg —2(8° + DK K. (1.344)
p

1
Jdet(EY)
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CAPITULO 1. RELATIVIDAD GENERAL CLASICA

Los corchetes de Poisson del vinculo de Gauss con las variables dindmicas son:

{AzouCG(A)} = _DaAia (1345)
{E},Ca(M)} = e M E. (1.346)
Lo que demuestra que, en efecto, el vinculo de Gauss genera rotaciones en el

espacio interno. Los corchetes con el vinculo de difeomorfismos suavizado estan
dados por:

{AL, Cain(N)} = LgAL, (1.347)
{E, Caua(N)} = LEL. (1.348)

Por lo tanto, genera difeomorfismos espaciales en la direccién N. Por ultimo, el
vinculo hamiltoniano genera difeomorfismos en la direccién perpendicular a 3:

{Af)u C(N)} ~ ‘CNn-Af)u (1349)
{EY,C(N)} = Lnn EY. (1.350)
Los simbolos de igualdad débil se deben a que en las igualdades aparecen otros
sumandos que se anulan sobre la superficie de vinculo.
Algebra de los vinculos

El algebra de los vinculos presentados en el apartado anterior se muestra a
continuacién:

{Ca(A).CalN)} = CalA. A (1351)
{Ca(N), Cain(N)} = —Ca(Lg), (1.352)
{Ca(A),C(N)} =0, (1.353)
{Caig(N), Caig(N")} = Casgr ([N, N')) (1.354)
{Cain(N),C(M)} = =C(Ly M), (1.355)
{C(N),C(M)} = —4(Caia(5) + Ca(S*AL))

1 [EL0“N, EL0° M| (1.356)
—4(14—52)0(}( hﬁ )

donde _
BB

5% = (NOsM — M0 N)—

(1.357)
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Capitulo 2

Simetria esférica

En este capitulo presentamos las reducciones que se imponen sobre el for-
malismo de Ashtekar en espacio-tiempos esféricamente simétricos. Mostramos
ademas que mediante una combinacién lineal con el vinculo de difeomorfismos
y un reescalado, el vinculo hamiltoniano se abelianiza de modo que el algebra
de los vinculos constituye un algebra de Lie [23], lo que viabiliza el método de
cuantizaciéon candnica, como veremos en el capitulo 5.

2.1. Variables de Ashtekar

Consideremos un espacio cuadridimensional M que puede foliarse por hiper-
superficies tipo espacio Y, etiquetadas por un parametro tipo tiempo t, donde
la topologia de cada una de las hipersuperficies ¥; es de la forma ¥ = I x S2,
e I es una variedad unidimensional caracterizada por una coordenada z (la
coordenada radial) y S? es una 2-esfera de coordenadas 0 y ¢.

Supongamos, ademas, que Y; admite simetria esférica, a saber, que existen
tres vectores de Killing de S? que forman el dlgebra s0(3) =2 su(2). En este caso,
la conexién de Ashtekar adquiere la siguiente expresién reducida:

A= AZTide‘ = Ax(:E)ngl‘ + (Al(,I)Tl + AQ(I’)TQ)dG (2 1)
+ [(A1(x)12 — Ax(2)T1) sin @ + 73 cos 0] dp, ’
donde A,, Ay y As son funciones de z, 7; = —io;/2, y las o; son las matrices
de Pauli (i.e. generadores ortonormales de SU(2)). Notar que 7; A7, = [, 75] =
€; jkrk. En (2.1), y de aqui en adelante, omitiremos el indice 8 en la conexién de
Ashtekar. Analogamente, las triadas densitizadas adquieren la forma:

= e : 0 . 0
E=E!79, = E*(z)735in0 P2 + (B (x)m + E*(z)72)sin 6 20
0

%7

(2.2)
+ (B (2)m2 — E*(2)m)

donde E*,E' y E? son funciones de z. Se puede ver que la teorfa ha sido
reducida de 3+1 a 141 dimensiones.
En términos de las variables reducidas por simetria, la estructura simpléctica
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CAPITULO 2. SIMETRIA ESFERICA

estd caracterizada por la 2-forma simpléctica:

1
€= 87Gp

1
=—— //d@d(b sin@(6E" A SA, +2(6E* AN6Ay + 6E* A6 Ay))
87TGB I

/ BPaSEX NSA, (2.3)
b

1
= 508 /(5EI ANSA, +2(6EY NSAL +6E? NS Ay)),
I

que da lugar al dlgebra siguiente:

{As(2), E(2')} = 2GBé(x — ')
{Ai(2), B'(«)} = GBo(z — a')
{Az(x), E*(2')} = GBo(x — '),
todos los corchetes restantes se anulan. G es la constante de gravitacién universal

y [ el parametro de Barbero-Immirzi.
El tensor de curvatura satisface:

1
F= 3 wpdr®dz’. (2.8)

En § B.5 se muestra que el tensor curvatura se vincula con la conexién mediante
la siguiente relacién:

Fop = 6aA/3 — 65Aa + [Aa, A/g]. (2.9)
Calculemos a modo de ejemplo la componente Fyy:

F0¢ = 89A¢ — 8¢Ag + [Ag, A¢] (2.10)
= A1y co860 — 135in6 — AgTy cos O + AT sin 01y, o] + Aj cos [y, T3]
+ [Aa7a, 73 cos 0] — [AaTa, Aoy sin 6]
= (A2 + A2 — 1)73siné.
(2.11)

Calculando de manera andloga las demas componentes de F,g se obtiene el
siguiente resultado:

F = (A? + A2 — D)73sin@ df Ado — (A1 — Ay — Ay A171)sinf do A da

+ AzAQTQ sin 6 dqb A dx + [(A'lﬁ + A’27-2) + Ax(AlTQ - AQ’Tl)]d.’E A db.
(2.12)

2.2. Vinculos

En la teoria completa, la dindmica se describe por medio de tres vinculos. En
esta seccion estudiaremos cémo se ven simplificados dichos vinculos debido a la
simetria esférica. Comencemos por el vinculo de Gauss:

CalA ()] = 8771G 3 /Z dBrAN'Gy, (2.13)

38



2.2. VINCULOS

que genera la simetria interna SU(2) (equivalente a SO(3)), donde
Gi=DoEY = 0,E + ¢;;F AL EY, (2.14)

para cualquier campo suave A(Z) sobre X. Con las variables de simetr{a reducida
de (2.1) y (2.2) se puede mostrar que tanto G;—; como G;—3 son idénticamente
nulas. A modo ilustrativo calculemos G;—s:

Go = 0o B + e, A B (2.15)
= 0.5 + ALEY — ALES (2.16)
= OpES + 0,5 + ASET + ASE) — ALEY (2.17)
= 0p(E*(x)sin0) + 94(E* (2)) — E*(x) cos§ = 0. (2.18)

Asi, la Unica componente no nula es G;—3:

Gy = 0oES + e5 AL ER (2.19)
= 0,E$ + ALES — A2E9 (2.20)
= 0,E5 + AES + AYES — AZEY — A2EY (2.21)

= 0,(E®sinf) + A E?sinf — Aysinf E' — AyE'sinf 4+ A, E?sin 6
(2.22)
=sinf (E¥) 4+ 2sind (E*A; — E*Ay). (2.23)

Por lo tanto,
1 .
Co[Mz)] = @/dx)\((El)’+2A1E2 —24,F) = /daz)\(;v)U(m), (2.24)
I I
donde A(z) = ﬁ [ d8d¢sin® A'=3(x,0,¢). Veamos que, en efecto, las transfor-
maciones de gauge correspondientes a SU(2) se reducen por simetria al grupo

U(1). Utilizando las relaciones (2.5)-(2.7) se pueden realizar los calculos siguien-
tes:

SE'(z) = {E'(x),Ca} (2.25)

= {El(aﬂ),mlﬂ/ld:c/)\(x')@Al(:c’)Ez(x’) 2A2(a:’)E1(x’))} (2.26)

__ / ' M@')5(x' — 2)E2(') = —\(z)E2(x), (2.27)
analogamente,

SE2(z) = Mz)E'(x), 6A1(z) = —A(2)As(x), 6As(x) = Az)As(z). (2.28)
Mientras que,

64, = {As(2),Cat = {Az, ﬁ /1 dx’A(:c’)ByE"”(m’)} (2.29)

- / ' A& )0 6(z — 2) = — O\ (2). (2.30)
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y trivialmente,
0E*(x) = 0. (2.31)

Estas transformaciones son equivalentes a la transformacién infinitesimal del
grupo U(1), 1+ m3A(z), que rota los vectores del plano (71, 72) un dngulo A(x)
infinitesimal. Resumiendo, la transformacién de gauge SU(2), e™*(®), se reduce

a la transformacién U(1) e™A(®).
E — B = M0 e M) y (2.32)
A — A = TN fom @) g oTA@) o= TsA @) (2.33)
= "M@ oA _ 9 \(z)eder. (2.34)

El vinculo de difeomorfismos esta dado por

Caig[N*(2)] =

Br(N“EPFi, — N*AL G, 2.35
87TGBL iU( i T ap a )7 ( )

que genera los difeomorfismos espaciales en ¥ para cualquier campo vectorial
suave N%(Z). En términos de las variables de simetria reducida, las compo-
nentes acopladas con N? y N son idénticamente nulas, de modo que la tnica

contribucién proviene del término acoplado con N*. La misma estd dada por la
expresion

T _ 3 x 8 i T Al
Caig[N*(z)] = -y /Ed ©(N*E]Flz — N*ALG,). (2.36)
Ademis, se tiene que:
N¥ALGi = N*A3G3 = N" A, sin0((E”) 4+ 24, E? — 24, FY), (2.37)
Ys
N®E!Fi; = N*(E'sing Fly + E*F2 + E'F2, — E*F},) (2.38)
= N*(2A,E'sinf — 24, A, E" sin 0 + 2E? Ay sin 6 + 2E% A, A, sin 6).
(2.39)
Por lo tanto,
Caig[N*(z)] = STe / drN*(2AE" + 2AL,E? — / dzN*(x
(2. 40)

donde N*(z) = £~ [ dfd¢sinf N*=*(z, 6, ¢). Ese vinculo genera el difeomorfis-
mo en la direccién de x.
Por tltimo, el vinculo hamiltoniano estd dado por

1

CIN@)I = 160

/d3 N(@)e He," FisESEY — 201+ 8°) K[ K} BB},
(2.41)

donde, recordemos, e = |det(E®)|. De (2.2) se desprende, ademds, que det E* =
E*[(EY)? + (E?)?]sin? 6.
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Debido a la simetria esférica, la curvatura extrinseca adquiere la expresion
siguiente:

K = K 7;dz® (2.42)
= Ky(2)m3dz + (K1 (2)11 + Ko (2)72)d0 + (K1 (2)72 — Ko(z)71) sin 0 do,
(2.43)

donde K,, K; y K> pueden escribirse en funcién de las funciones A y E. De
manera similar al vinculo de Gauss y al vinculo de difeomorfismos, el vinculo
hamiltoniano puede reescribirse como
1 N
C[N(z)] = —/dx (z)
2G Jr VIE®[[(E")? + (B?)7]
x {2E*(E' Ay, — E?A) + 2A,E* (A E' + A,E?)
+ (AT + A2 - D[(EY)? + (B*)?] — (1 - B> (2K, E*(K 1 E' + K, E?)
+[(K1)? + (K:)?)[(BY)? + (B%)?)}

(2.44)

Luego,

C[N(z)] = /Ide(x)C’(x), (2.45)

donde N(z) = .= [ dfd¢sing N(z,0, ).

2.3. Variables polares
Comenzamos esta secciéon definiendo las variables polares A, y Ef como:

Ay = Ajcosy, Ay = A,sinvy, (2.46)
E' = E? cos(a+7), E? = E’sin(a+ 7). (2.47)

Notar que A,, Ef y el producto interno (A, As) - (E', E?) = A|E' + A E? =
A,EP cos o son invariantes bajo una rotacién U(1). A partir de las transforma-
ciones mostradas de manera explicita en la seccién anterior para las variables A
y E:

5A, = %(Z(AlcSAl + Ag0Ay)) Y2 (2.48)
= LA (M) + A (4)) 7 =0, (2.49)

De manera anéloga puede mostrarse que d £ = 0, mientras que

S(A1E' + AyE?) = §A E' + A0E" + 0 Ay E? + A*SE? (2.50)
= ANAE' + A (-N)E? + MNALE? + ALMNET =0, (2.51)

Asi, el 4ngulo a(zr) entre (A1, As) v (EY, E?) es una cantidad independiente
del gauge, mientras que el dngulo v(x) es puro gauge. En términos de estas
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variables polares, la 2-forma simpléctica puede reescribirse como:

Q= 3G /da:{éE”:/\éA +2(cosa B NSA, +sina A,0E A Sy 25
+sina EP0A, Aoy +sina EP6A, N da+ cosa A,EPda A\ )}
1
= @ /d;v{(sEI NOA, +2[0(EP cosa) NOA, + 0(A,Ef sina) A 7]}
(2.53)

/da:{(SE”: NOAg +2[0E” N6(A,cosa) + (A EP sina) A d(a + 7))}
(2.54)

T 2GB

La ecuacién (2.54) implica que existe una transformacién canénica entre las
variables (A, A1, As; E®, E', E?) y las nuevas variables (A, 4,,n; E, EP, P"),
definidas como:

A, =24, cosa, (2.55)
n=a+ 7, (2.56)
P"=2A,Esina = 2A, E* — 2A,F* (2.57)
de manera que satisfacen el dlgebra
{A,(z), B*(2")} = 2GB6(z — '), (2.58)
{A,(z), EP(z')} = 2GBS(x — 2), (2.59)
{n(z), P"(z")} = 2GB6(x — 2'), (2.60)

donde todos los demaés corchetes entre estas nuevas variables candnicas son nulos.
En términos de estas variables, el vinculo de Gauss (2.24) puede reescribirse
como

1 1
= E") +2A,E? - 2A,F* E*) 4 2A,E” si 2.61
U= 2Gﬁ(( ) + 24, oFY) = QGﬁ(( ) +2A4,E’sina)  (2.61)
1 x
2Gﬂ((E Y + P, (2.62)
por su parte, el vinculo de difeomorfismos (2.40) adquiere la forma
D= 2éﬂ(2A’E1 + 24LE% — A, (E™)) (2.63)
2Cllﬂ(2A, E?cosa+2A4,E sina v — A, (E*)) (2.64)
1
= @[((QAP cosa)’ +2A,sina o')EP + 2A,E” sina v — A, (E®)'] (2.65)
2Gﬂ (A’ EP +9'P" — A, (E™)). (2.66)

El vinculo hamiltoniano puede ser reescrito en funcién de las variables A
y E. Para ello, realizamos un cambio de variable rotando la base ortonormal
(11,72,73) de su(2) a una nueva base ortonormal (77,75, 73):

T1/(2) = 71 cos(a + ¥) + Te sin(a + ), (2.67)
Tor(z) = —71 sin(a + ) + T2 cos(a + 7). (2.68)
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Debe notarse que el angulo de rotacién varia segin el punto z. Asi, 71/ y 7o, son
funciones de x, cumpliéndose

71 = (—m sin(a + ) + 12 cos(a + 7)) (a + ) = 1o (a + )’ (2.69)

750 = (=71 cos(a + ) — mesin(a + 7)) (a+7) = -1 (a+7)". (2.70)

A partir de las ecuaciones (2.67), (2.68), las identidades (2.1), (2.2) pueden
reescribirse como:

A=A (z)m3dz + Ap(x)(cosa T/ () — sina 1o (x))dd

2.71
+ Ap(z)(sina 7/ (x) 4+ cos o 7o () sin € dep + 73 cos 0 do, (271)

0 0 0
— FZ ] P ’ i —_— P ’ —_—. .
E =E%(x)13sin6 5 + Ef(x)1/(x)sind 20 + EP(x)Tor () 9 (2.72)

De la expresion (2.72), donde la matriz Ef‘ es diagonal, se desprende directa-
mente que h = det(E®) = E*(E*)?sin?6. A su vez, como ¢!, = VA(E®)™!, la
cotriada no densitizada puede escribirse como
P

VIET]

En consecuencia, las componentes no nulas de la trimétrica (hog = efle]ﬁéij) son
las siguientes:

T3dx + +/|E® |11/ (2)d0 + \/|E®|sin @ 1o (z)dp. (2.73)

— ol a _
e =e,7;dx" =

_ ()
|Ea|

P heo = |E*|, hgy = |E®|sin’ 6. (2.74)
La derivada exterior (ver § A.3.5) de (2.73) da lugar a:

Todz A dO + /| E*|(a + ) Tardx A df

_ (Eaj)/
2/1E7|
(E")
2V/1E7]

+ /| E®|T9 cos 6 db A dg,

. (2.75)

Ty sin® dx A de — \/|E*|(a+ ) 11/ sin 0 dx A dé

donde hemos usado las igualdades (2.69) y (2.70). A partir de las identidades
(2.73) y (2.75) y de las relaciones de conmutacién de los generadores 71/, Tor, T3
pueden obtenerse las componentes de la conexién I', compatible con la triadas,
ie,de+T Ne=0:
I'Ae=(T%rde + Thrdo + Féndgﬂ)) A ((E?/\/|E®|)sdx
+ V/|E®|m1:d + \/|E®|sin 6 1o dg)

. Er .
=dx N db (\/ |E$|F;TZ NTy — \/ﬁl—w@n A\ T3>

) . EP 2.77
+d.’E/\d¢ (F;\/|E$|SIHO Ty N\ Tor — Z)WTiATg> ( )

+do A d(,ZS(F‘Zg\/ |Ex|sind 7; A 1o — FévEmTi AT1),

(2.76)
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que igualado al opuesto de (2.75) da lugar a:

(E*) (E*)
550 Y~ g

[ =T%7dz® = —(a+7) m3de + 71 sin @ de + 73 cos 6 de.

(2.78)
Utilizando estas expresiones es posible reescribir la curvatura en términos de las

variables Ay F, pues K = A—1T:

BK =BK!T;dx" (2.79)

x\/
=[Az + (o +7)']sdz + {AP cos aTyr — <Ap sin o + (QEEZ ) 7-2/] de
(£")
2Fr

(2.80)

+ {AP cos aTyr + <Ap sin o + ) 7'1/:| sin 0d¢.

Asimismo, para que obedezca la identidad (2.42) deben satisfacerse las relacio-
nes:

BK, = A, + (a+)’ (2.81)
ECE /

BK, = A,cosy+ (QEIB sin(a + ), (2.82)
Em /

BKy = A,siny — (QEZ cos(a + 7). (2.83)

Imponiendo el vinculo de Gauss (2.61): U =0 — (QE];EP)/ = —A,sina, se obtiene:

BK, = A,cosa cos(a+7), (2.84)

BKy = A,cosa sin(a+7), (2.85)

de modo que

BK = BK\7idz™ = [A; + (a + 7)'|m3dz + A, cosa 11:d0 + A, cos a To sin @ do.

(2.86)

Las ecuaciones (2.81), (2.82) y (2.83), conjuntamente con las formas polares

de las variables A y E, permiten reescribir el vinculo hamiltoniano como se
muestra a continuacién:

2GVhC = 2E(E' Al — E?A}) + 2A,E® (A E' + Ay E?)
+ (AT + A3 - D[(EY)? + (B%)%] = (1+ B7)[(K1)? + (K2)?)[(EY)? + (B*)?]
— 2K, E*(1 4 5%)(K,E' + K2 E?)

(2.87)
—— U+ A + (14 (B
+ SBQE””E”A; sina+ 8ETEP A, A, cos (2.88)

+8EEF A, cosa((1+ %)’ ++) +4(1 + B2 EPA,(E™) sina},

donde vh = /|E*[[(E')2 + (E?)2]; se puede ver en (2.44) que el factor sinf
es absorbido por N(z). A pesar de que el vinculo hamiltoniano, C, es U(1)
invariante, la expresién de arriba atin involucra cantidades U(1)-dependientes
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2.3. VARIABLES POLARES

como A, y 7. Para que la U(1)-invariancia sea explicita, es suficiente con sumar
un multiplo del vinculo de Gauss:

2GLAE*0,U = QEIE”A:) sina+2E*EPA, cosa o/—I—QEzApEP/ sina+ E*(E")",

(2.89)
asi, el nuevo vinculo vhC, tal que 2GvVhC — 2GVhC + 2GBE*9,U, esté dado
por

2GVRC = — #{4(52 +A2)(EP)2 + (14 B2)((E"))?

+8E*EP A, (Ay + ' ++)cosa + 4(1 + B*)EPA,(E”) sina}
+2E%A,(EP) sina+ E*(E")",
(2.90)
donde A, y -y aparecen solamente por medio de la cantidad U(1)-invariante

BK, = Az + (a+7)'. Aycosa y A,sina pueden reescribirse por medio de las
ecuaciones (2.55), (2.56), (2.57) produciendo la identidad siguiente:

A2 A2 P2
A§:4”+A§sir12a:4P+<2Ep> : (2.91)

de manera que el vinculo hamiltoniano adopta la expresién:

AQ EPQ r P_ T P\ pPn
26vhC = - (o - TN BB A gy EETE

1P P Er
(Pﬁ)2 1+62 / 1+B2 N2 "
— — E*) PT — E* E*(E™)".
T e (BVP - o (E)) 4 B ()
(2.92)
Imponiendo el vinculo de Gauss (2.61), se tiene que (E*)" = —P", en conse-
cuencia, el vinculo hamiltoniano adquiere la forma
AP(EP)?  E*EPA E*(E")(Er)
_ P2 P o P / AN
2GVhC = — (E) e 7 (Ao +a' +9') - ——F—
Ez N2
(2.93)

Por tltimo, como vh = /|E*[[(ET)2 + (E2)?] = \/|E®|E?, tenemos:

ot B B YAy
T2G\ T IBT 48 ET ¢ 32 ’ !
o VIBT|(B) (Er)  ((EY))? o VIET[(ET)"

(2.94)

Luego, hemos conseguido una expresién para C' que esta escrita enteramente

en funcién de variables independientes del gauge U(1), a saber, EP, A, E* y
A+ o ++.
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2.4. Nuevo cambio de variables

Para arrojar luz sobre el significado fisico de las variables de Ashtekar podemos
realizar un nuevo cambio de variables, de forma de separar las variables U(1)-
dependientes de aquellas U(1)-independientes. Para ello, observemos en primer
lugar que el término

/I(6E$ ANS(a+7) +8(E°) Ad(a+7))de = /I(é(E‘T) Noé(a+7)), (2.95)

s6lo da una contribucién de borde, lo que permite redefinir la 2-forma simpléctica
(2.54) como:

1
Q:—/dx SE*NS(Agz + o' +~')+6EP A6(24, cos o
567 |, { ( 7') (24, ) (2.96)

+0(2A,E” sina+ (E®) ) Aé(a+7)}

Esta expresion para la forma simpléctica sugiere una transformacion canénica de
(Az, Ay, m; E*, EP, P,) a un nuevo conjunto de variables (A,, A,,n; E*, E*, P,),
dado por:

A=A, +17 =A + (a+7), (2.97)
P = P74 (7). (2.98)

El &lgebra para estas nuevas variables queda determinada por las siguientes
relaciones:

{A.(2), E*(2")} = 2GBS(x — 2), (2.99)
{A,(z), EP(z')} = 2GBS(x — 2), (2.100)
{n(z), P"(z")} = 2GB6(z — 2'), (2.101)

con todos los demas corchetes iguales a cero. Mientras que los tres vinculos
(2.61), (2.66), (2.94) adoptan la forma

1 -
=——pP7 2.102
U =555"" (2.102)
— Al e 'P" _ A (E*)Y .
D =g (LB o P = A (B7)), (2.103)
P A2EP JIE*[A A
CY:L — E — p 7sgn(Ex)w
2G| VIET|  4p2/|E7 B

) @%g’(ﬂ’y " 4((?;3:|)Ep + sgn(E“")\/@aw}.
(2.104)

46



2.4. NUEVO CAMBIO DE VARIABLES

Los corchetes de Poisson entre los vinculos estdan dados por:

{Ca[N, CaN]} =0, (2.105)
{CelAl, C[N]} = (2.106)
{CalA], Cdlff[Nm]} = —Cg[N*N]| = Ca[Ln= N, (2.107)
{Caig[M?), Caig[N*]} = Caig[M*(N®)" — N*(M*)'] = Cag[[M*, N*]|
(2.108)
(CN], Cast[N*]} = —~C[N*N'] = —C[LxN], (2.100)

2

|l

2

}—CG [(NM'—MN’)% .

(2.110)

{C[N],C[M]} = Caigg [(NM' — MN') =%

Vemos entonces que los vinculos son de primera clase. El dlgebra es abierta
pues en lugar de constantes de estructura se tienen funciones de estructura,
dependientes de las variables dinamicas.

El hamiltoniano en la teoria completa estd dado por

H = CIN(#)] + Caia[N*(@)] + Calo - 7). (2.111)

Como mostramos anteriormente, en el caso de un espacio-tiempo con simetria
esférica H adopta la forma

H= C[N] +Cdiﬂ‘[Nx] +Cg[w3 ~t]

- /zdﬂf[N(fC)C(af) +N*(2)D(x) + (w’(x) - )U ()],

(2.112)

donde N,N® y w3 -t son multiplicadores de Lagrange. La evolucién de las
variables candnicas con respecto al parametro t estd descrita por las ecuaciones
de Hamilton, arrojando los resultados

A= 268 {Naafg ~(vatey) + (vater) -~ (aey) }

(2.113)

=20 G - (vt ) v o 211
E, = 2G6{N§§; gi} (2.115)
EP = 205{1\722 - <Nw§§3>l } (2.116)
WQGﬁ{Nxngr( t)%} = Ny + (W3- 1), (2.117)
P" = —2GB (—N“éf/)l = (NP7, (2.118)

Los tres vinculos U = 0,D = 0 y C' = 0 conjuntamente con las ecuaciones de
Hamilton de arriba son completamente equivalentes a las ecuaciones de Einstein.
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Cabe mencionar que el vinculo de Gauss U = 0 implica solamente P" =
0. Por otra parte, se puede observar que la evolucién del par (n; P") es in-
dependiente de las variables (Az,ﬁp;Ew,Ep) y reciprocamente. Esto se debe
a que la geometria del espacio-tiempo queda completamente especificada por
(/LJ,AP;E”,E”), mientras que las variables (; P") dan cuenta de los grados
de libertad internos. Por lo tanto, la estructura candnica en términos de las
variables (A,, flp, n; E*, EP, P") desacopla los grados de libertad gauge de los
geométricos. Para verificar esta asercion, estudiemos la relacién entre las varia-
bles de Ashtekar y las variables métricas.

Comencemos escogiendo coordenadas z* = (z,0,¢) sobre el espacio tridi-
mensional ¥; con simetria esférica. El elemento de linea estd completamente
caracterizado por dos funciones, A(t,z) y R(t,x) tales que

do®(t) = hapdz®da® = A%(t, z)dz® + R*(t, z)dQ?, (2.119)
donde dQ? = d#? + sin® 0d¢p? y R es el radio de curvatura. Esta expresién para
el elemento de linea junto con las relaciones (2.74) implican directamente que

Ef = RA, |E®| = R%. (2.120)

Por otro lado, para especificar el elemento de linea del espacio-tiempo cuadri-

dimensional (M, g) también son necesarios la funcién lapso N y el vector shift
N

ds? = g datda” = —N?dt* + hap(dz® + Ndt)(dz" + NPdt).  (2.121)

Debido a la simetria esférica, sélo la componente radial N* del vector shift

sobrevive y tanto N(¢,x) como N¥(t,z) dependen tunicamente de ¢ y z. La
curvatura extrinseca puede expresarse en funcién de estas variables como:

Kop = % (aajxvg + % — DiGap — 21“WBN7> : (2.122)
Para el elemento de linea (2.119), las componentes no nulas de K,z son:
Kup = —N71A(A — (AN®)"), (2.123)
Koo = —N"'R(R — R'N®), (2.124)
Ky = sin® 0Kpg. (2.125)

Utilizando la relacién mostrada en el capitulo anterior K = K? e}; y las formas
diagonales de K (2.86) y e (2.73) se obtienen las siguientes identidades:
_ VE=
_ r_ 3 _ z,3 _
Ay =As + (a+ B)' = BK;, = BKj e, = BKya ol (2.126)
:BszA_l = _BN_l(A - (ANx)/)

- 1
A, =2A,cosa = 2B(KY))) = 28K pg——
po (o " VE® (2.127)

=2B8KpR™' = —2B8N"Y(R — R'N®).

En conclusién, las componentes de E se vinculan con la geometria intrinseca
de la hipersuperficie 3;, mientras que las componentes de A estan relacionadas
con la geometria extrinseca. Por su parte, las variables (1, P") estdn asociadas
unicamente a los grados de libertad internos de U(1), los cuales se encuentran
completamente desacoplados de los grados de libertad correspondientes a la
métrica.
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2.5. Abelianizaciéon del vinculo hamiltoniano

Una de las principales dificultades que surgiran al momento de cuantizar la
teoria, reside en el hecho de que el corchete de Poisson entre dos vinculos ha-
miltonianos (2.110) arroja como resultado un vinculo de Gauss y un vinculo de
difeomorfismos cuyo multiplicador depende de las variables dindmicas. Esto im-
plica que el algebra de los vinculos es un algebra abierta y no de Lie, de manera
que no es posible aplicar las técnicas estandar de cuantizacién de Dirac a la
teorfa. En esta seccion probaremos que mediante un reescalado de los multipli-
cadores de Lagrange y una combinacion lineal con el vinculo de difeomorfismos
se puede abelianizar el vinculo hamiltoniano, posibilitando la aplicacién del pro-
cedimiento de cuantizacién canénica[23, 19].

En lo que sigue, consideraremos g = 1, E* > 0 y momentianeamente utiliza-
remos G = 1. En término de la variables asociadas a la curvatura extrinseca el
vinculo de difeomorfismos (2.104) puede reescribirse como

HAVAWA
R (L2 | -
SVETEr  2VE® g
W(Em)l(Ep)/ \/Eﬁ(EI)H
2(Er)? e

Eng
2V E*

(2.128)

donde K, = 2K,. En lo que queda de este capitulo suprimiremos la barra en K,
para simplificar la notacién, por lo tanto, siempre que aparezca K, estaremos
haciendo referencia a K.

Los corchetes de Poisson estan dados por

{Ko(2), E*(y)} = 0(x — y), (2.129)
{Kp(x), E°(y)} = 6(z —y), (2.130)

donde los demas corchetes son nulos. Luego, el corchete de Poisson entre el
vinculo hamiltoniano y las variables dindmicas da lugar a:

1 ((Em)/)z 1 —I—K2 \/ﬁ(Eaz)//

(O Kol =G gy 0@ W+ 5 de =)+ g0 )
- (*g (Y (B 8w - y) + “ifb;)a( )
(2.131)
{C,EP} = — %Kpé(x —y) — 2K, VE=§(x — y) (2.132)
(€ =B e+ )
B i+ i+ L ey
N LR Lo M
(2.133)
{C,E*} = 2K ,VE=§(x — y). (2.134)
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El corchete de Poisson entre dos vinculos hamiltonianos es:

{c(v),c(M { ) [ dy M8@EP}

{ /Mdy +K2)} + {C(N),—/MdyQKpKw\/ﬁ}
(e o BT [ 7

2FEr

Reemplazando los corchetes de Poisson entre el vinculo hamiltoniano y las va-
riables dindmicas por sus valores:

(C(N),C(M)} = / dx%(MN/—NM/)(Kz(Ew)’—(K,,)’Ep). (2.135)

Para abelianizar el vinculo hamiltoniano, en primer lugar, le sumamos a éste
un multiplo del vinculo de difeomorfismos,

o 2@ - ((Ea:)/)2 B FE°
C=C — (Ex)’ KpCdlﬁ - 8@Eﬂ 2@(14’}{;2)) (2 136)
WEE ., VEEYEY  JEEY |
Sy T T ey 2B

y posteriormente lo reescalamos por la cantidad &

Ep , de modo que

ca= Bl o (v [reae - (EIN]Y

(2.137)

con lo cual, el vinculo hamiltoniano se convierte en una derivada total. Verifi-
quemos que este nuevo vinculo hamiltoniano esta abelianizado

{Ca(N),Ca(M)} =

[ astuv i) | ELE

FAVE({Cal). K} (K, + {Cala), ()11 E,)

x\/\2 )/ T 2
+ 3 WEDNEY (0. o) - S LI oy oo, B2
+ YELEIE o, <Eﬂ>’<y>}]

(2.138)

sustituyendo, entonces, los corchetes que se muestran a continuacién en la ex-
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presién (2.138),

(Cale). K1)} = (W) (ot =)+ YELEE e ),

(2.139)
+ 2VETK 0, (x — y), (2.140)
z—1y) = 2VETK 0, (z —y), (2.141)

{Ca(2), E*(y)} = 2VE"K,)'6(z —y

)
{Calx), (B) ()} = 2VE"K,)'(~0.(

z\/\2 T !
{Ca(z), (K, (y)} = (W) (=d(z —y)) (2.142)
x x\/\2
+ W(%(I -9)), (2.143)

y resolviendo algunas integrales por partes se obtiene la identidad:
(CalN).Ca (M) = [ dy(~(MAYNE — (MAY (NBY - MANE'Y)

+(B'M)NA+ (NA"YBM + (MB)' (NA)),

(2.144)
donde A = 2VE*K,y B = % Realizando las derivadas correspon-
dientes se consigue el resultado buscado,

{Ca(N),Ca(M)} = 0. (2.145)

En efecto, con este nuevo vinculo hamiltoniano el algebra de los vinculos es
un algebra de Lie. Nos encontramos, ahora si, bajo las condiciones adecuadas
para aplicar la cuantizacién de Dirac, lo que haremos en el capitulo 5.

Antes de concluir esta seccién, mostraremos que este nuevo conjunto de vincu-
los da lugar a la misma solucién métrica que los anteriores, a saber, la solucién
de Schwarzschild. En lo que sigue, eliminaremos la libertad gauge asociada al
vinculo de Gauss, imponiendo 77 = 0. Los vinculos, tras la modificacién realizada
al vinculo hamiltoniano, estan dados por

C(N) = — /de [\/E (1 _ B> (Kp)2>},7 (2.146)

4(Er)?
Cat(V7) = [ daN" [~ (B K, + EP(K,)) (2.147)
donde
_ xr _ x\/
NT:NT—QNKP\/F, N:N(E ) . (2.148)
(E':v)/ Ep
Integrando por partes el vinculo hamiltoniano se obtiene:
~ ~ e\N\2./x
C(N) = 7/de (\/Ez(l + K2) +2GM + ( 4()E)p)2E ) . (2.149)
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donde la funcién lapso es ahora N = N’. El término 2GM surge tras imponer
condiciones de borde para la funcién lapso [27, 20, 23]. El hamiltoniano total es

H :/d:v [N(\/ﬁ(l +K2) - W - 2GM> 2150)

N (= (B K, + EPK;)] .

Fijando las condiciones de gauge E* = 2% y K, = 0 e imponiendo su conserva-
cién en el tiempo:

{E*,H} =-N"(E*) =0 = N"=0, (2.151)
entonces,
K,VE*
N' = —2N=-2 =0. 2.152
(B2) (2152)

Como N = 0, entonces {K,, H} = 0 implica que N = 0, por lo tanto, N/ = 0:

N'=0 — ((gf),zv):o, (2.153)

eligiendo la constante de integracién igual a 1/2, obtenemos:

1 (ECE)/
N =— . 2.154
5 (2.154)
Por otro lado, resolviendo el vinculo hamiltoniano
E®))2\/E*
o1+ K2) + 260 + EVVVED 2.155
VE(L+ K3) 4 26M + == =0, (2.155)
y reemplazando por las fijaciones de gauge para E* y K,
Br= (2.156)

2GM
\J1— 261

Sustituyendo este valor para E y la fijacién de gauge para E* en (2.154),

N =1 XM (2.157)
X

Por lo tanto, la métrica es:
2 2 o (BP)? 2
ds® = — (N — gN*N®)dt* + de + EdQ
2GM 2GM\ !
= (1 - G) dt* + <1 - G) dz? + x2dQ?.
T x

En efecto, hemos recuperado la métrica de Schwarzschild en su forma usual.

(2.158)
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Capitulo 3

Renormalizacion en
espacio-tiempo continuo

En este capitulo abordaremos la renormalizacion del tensor energia-momento
asociado a un campo escalar libre en un espacio-tiempo con curvatura, es decir,
de la cantidad (T},,) que aparece en la teorfa semiclasica

1
R, — iRgm/ + ABQMV = —8nGp <TF“’>' (3.1)

Para ello introduciremos, en primer término, la teoria del campo escalar libre
en un espacio-tiempo curvo cualquiera, luego nos detendremos en algunos desa-
rrollos que permiten un estudio més exhaustivo de las divergencias ultravioletas,
para luego aplicar sobre las mismas el método de regularizaciéon dimensional,
obteniendo finalmente un valor renormalizado de (T},,).

3.1. Cuantizacion del campo escalar

La cuantizacién del campo escalar sobre un espacio-tiempo curvo guarda una
gran similitud con la del espacio-tiempo de Minkowski. La densidad lagrangeana
esta dada por:

1

L@) = 5V =9@)[g" ¢(x) (@) — (m* + ER(2))¢ ()], (3-2)

donde z es un punto del espacio-tiempo, ¢(x) un campo escalar y m la masa del
cuanto de dicho campo. El punto y coma ; en los subindices indica una derivada
covariante (de aqui en adelante adoptaremos esta convencién). El acoplamiento
entre los campos escalar y gravitacional estd representado por el término £ R¢?,
donde ¢ es un factor numérico y R(x) es el escalar de Ricci. Se trata del dnico
acoplamiento local de este tipo con las dimensiones correctas. La accién, en
consecuencia, esta dada por:

S = /E(x)d"m, (3.3)

donde n es la dimensién del espacio-tiempo. La ecuacién del movimiento deri-

vada de % =0es

[0, +m? + ER(x)]o(z) = 0, (3.4)
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donde O, = ¢g"¥V,V,. El producto escalar entre los campos se define como

(¢1,02) = —i/g[dh (2)0u2(2)" = (Ou1)P2] v/ —gs (z)dX", (3.5)

donde d¥* = n*dY, siendo n* un vector unitario dirigido hacia el futuro, orto-
gonal a la hipersuperficie espacial ¥ y d el elemento de volumen en Y. Bajo la
hip6tesis de que ¥ es una superficie de Cauchy, se puede mostrar que (¢1, ¢2)
es independiente de X [25].
Existe un conjunto completo de modos, wu;(x), solucién de (3.4), que son or-
tonormales en el producto interno (3.5), de modo que:
(ui,uj) = 51‘]', (uj-‘ U#) = —52‘]‘, (ui,u*) = 0, (36)

R J

lo que permite expandir ¢:

$(x) = _lasui(x) + aluf (2)]. (3.7)

%

La cuantizacién covariante de la teoria es implementada adoptando las rela-
ciones de conmutacion
[ai,a}] = d;;, etc. (3.8)

La construccion del estado vacio, del espacio de Fock, etcétera puede realizarse
exactamente igual al caso minkowskiano. Sin embargo, existe una ambigiiedad
inherente a este formalismo. En el espacio de Minkowski hay un conjunto natu-
ral de modos, asociados con el sistema de coordenadas rectangulares (¢, z,y, z).
Dichas coordenadas estan asociadas con el grupo de Poincaré, la accién del cual
deja invariante el elemento de linea de Minkowski, especificamente, el vector %
es un vector de Killing del espacio de Minkowski, ortogonal a las hipersuper-
ficies tipo espacio t =constante y los modos son autofunciones de este vector
de Killing con autovalores —iw (w > 0). El vacio es invariante bajo la accién
del grupo de Poincaré. En un espacio-tiempo curvo el grupo de Poincaré ya no
es un grupo de simetria, y, en general, no habra vectores de Killing que per-
mitan definir modos de frecuencia positiva. Asi, tampoco dispondremos de una
descomposicion natural de ¢ en acuerdo con estas coordenadas privilegiadas.
Podemos considerar, en consecuencia, un segundo conjunto completo de mo-

dos ortonormales @;(x), tales que
o(x) = Y _laju(w) + @) (). (3.9)

Esta nueva descomposicion de ¢ permite definir un nuevo estado vacio y un
nuevo espacio de Fock. Como ambos conjuntos de modos son completos, los
nuevos modos pueden expresarse en funcién de los viejos:

Uj = Z(ajiui + Bjiug ), (3.10)
i

y reciprocamente:

ui =Y _(a3t; — Bjiti}). (3.11)

J
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Estas relaciones son conocidas como transformaciones de Bogolubov. Las ma-
trices ayj, B;; se denominan coeficientes de Bogolubov. Usando las relaciones
anteriores y (3.6) pueden determinarse estos coeficientes:

Considerando que ambas expansiones para ¢ deben ser iguales y la ortonorma-
lidad de los modos se puede mostrar que:

a; = Z(ajidj + ﬁ]*la;), (3.13)
J

a; = (aja; — Bjal). (3.14)

%

Ademas, los coeficientes de Bogolubov satisfacen las propiedades

Z(aika;k — BikBix) = 0ijs (3.15)
k

Z(aikﬁjk = Biraji) = 0. (3.16)
k

De (3.13) se sigue inmediatamente que dos espacios de Fock basados en dos
elecciones diferentes de modos, u; y 4;, son diferentes cuando 3;; # 0. Por
ejemplo, |0) (el vacio asociado a los modos @;) no serd aniquilado por a;:

aif0) = > Bil1s) # 0. (3.17)

Incluso el valor esperado del operador nimero N; = azai, para el nimero de
particulas en el modo u;, en el estado |0), es

(OIN;10) = > 1854 (3.18)

de manera que el vacfo de los modos ; contiene ), [B;; | particulas en el modo
Ui

El espacio de Fock basado en el estado |0) puede relacionarse con el que se
basa en |0) usando la relaciéon de completitud del espacio de Fock:

| (1)ni1, (2)ni2, . >
s - - - - (3.19)
= Z Z |]-j17 1]'2, ey 1jk><1j1’ ]-jzv ey ]‘jk | (1)ni1, (2)7’Li27 .. >
k=0j1...Jk
En la notacién usada aqui tenemos, por ejemplo,
| (1)ni1> = |1i1v Liyy-oes 1i1>/( (1)ni!)l/2a (3'20)
donde “1;,” esta repetido W, veces. El elemento de matriz
<ij17ij27"'7ijk | (1)77,1'1 (2)ni27...> (321)
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CAPITULO 3. REN. EN ESPACIO-TIEMPO CONTINUO

puede interpretarse como la amplitud de transicién del estado | Mn;, Pn,,,...)
allj,1j,,...,1;), y puede escribirse en términos de los coeficientes de Bogo-
lubov. En particular, la transicién del vacio a un estado de muchas particulas
puede obtenerse escribiendo este iltimo estado en funcién del vacio y operadores
de creacién, obteniéndose los resultados:

001,11, i*/2(0 | 0) oo Npips Aoy i ?i k es.par (3.22)
0 si k es impar

<k 2 P~ .
G Lo L |04 1 IO D Voo Vo SR espar gy
0 si k es impar

donde la suma en p barre todas las permutaciones posibles del conjunto

{jh R 7.7k} y
Aij ==Y Brjoy!, (3.24)
k

Vip =iy Bipog (3.25)
k

Las amplitudes de transicién de estados de muchas a muchas particulas puede
encontrarse en [7].

Funciones de Green

En espacio-tiempos curvos las funciones de Green se definen de la misma
manera que en el espacio-tiempo de Minkowski, guardando especial cuidado en
lo referente a la eleccién del estado vacio pues, como acabamos de mostrar, no
es unico. El propagador de Feynman para el campo descrito por (3.4) es:

iGr(z,2") = (0T (¢(z)p(2))|0) (3.26)
que, como consecuencia de (3.4), satisface
(O, +m? + £R(2)|Gr(z.a’) = —(—g(x)) V26" (& — 2'). (3.27)

Es importante resaltar que (3.27) no especifica el estado |0) que aparece en
(3.26), asi como tampoco asegura que la solucién tenga la propiedades de un
producto T-ordenado. Para fijar el estado vacio e imponer el orden temporal
deben especificarse las condiciones de borde sobre la solucién de (3.27). En
espacio-tiempos curvos la mencionada especificacién no es tan simple como en el
caso minkowskiano, estando sujeta a caracteristicas globales del espacio-tiempo
curvo en concreto.

Concluimos esta seccién con el tensor de energia-impulso para el campo esca-
lar acoplado a gravedad. A partir de la igualdad

oo 2 38
" g @)1 ogm

puede calcularse directamente, dando como resultado:

TMV :(1 - 2§)¢;M¢;V + (26 - 1/2)guu9po¢;p¢a - 2£¢;;w¢

— 26¢0 0 + 2/n G d0¢ — E[Ryw — 1/2Rgp + 2(n — 1) /né Ry, 6.
(3.29)

(3.28)
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3.2. EXPANSION DE FUNCIONES DE GREEN

3.2. Expansion de funciones de Green

Para tratar con las divergencias ultravioletas que emergen al calcular (T),,),
tnicamente hay que considerar el comportamiento de los campos para frecuen-
cias altas (o longitud de onda corta). En esta seccién nos detendremos en el
comportamiento de las funciones de Green, tales como Gg(z,z’) (de Feynman)
en el limite x — «'.

En coordenadas normales de Riemann (ver apéndice C) y#, para el punto x,
con origen en el punto z’, la métrica puede desarrollarse como

1
= Ryuavsn ¥y’ y"

1 (e}
,leyﬂy yﬁ _ c

Guv = Nuv + 3

) ) R (3.30)
+ %Ruau,@wé"" 475Rapﬂ)\R yvé v ytylyt 4.

donde 7,,,, es la métrica de Minkowski y los coeficientes estan evaluados en y = 0.
Por su parte, el determinante de la métrica puede desarrollarse como

1 1
=Ropyy” — fRaﬁwy“yﬁy”

:1—
g 3

1 1 s (3.31)
+ (18RQ5R75 QORAQBRV&@ — %Raﬁ;’yé) Xy y y'yt + ...

Todos los indices a la derecha de las igualdades (3.30) y (3.31) se suben y bajan
mediante la métrica de Minkowski 7,,. Se define:

Gr(z, ') = (—g(@)Y Gp(x,2') = Gp(z,2') = (—g(z)) V4G p(z,2'). (3.32)

Sustituyendo esta tiltima expresién y los desarrollos (3.30) y (3.31) en la ecuacién
(3.27) se encuentra que Gp(z,z") satisface la ecuacién

~ 1 _ 1 ~ 1 _
0" 8,0,G + [mQ (E— E)R} G—SRy"0,G+ SR ”ﬁyayﬁa 8,G

_(5_1>R.ayo‘é+(—%R;;ﬂ+éR;) J20,G + Raﬁya ayé

xy Y’y + - (E—*) aﬁy“yﬁGJr(—*RkaJr —R)Ryg+ =R

30 60 120

~ 3
«, B v K Vv
DRaﬁ)y en (—%R gy + mRaM @R

R* Vﬂ ” + 15R OMBRA v )yayﬂy y

60 RWRA““‘? 40
K ¥ a

+ 15R arns e’y )y Y’y 0.C + (20

x 0,0,G = —4(y),

(3.33)

donde hemos omitido el subindice F' para simplificar notaciéon. Hemos reteni-
do en el desarrollo anterior inicamente términos que involucran derivadas de
la métrica hasta orden cuatro, ya que, como probaremos mas adelante, estos
términos agotan las divergencias ultravioletas que surgen durante la renormali-
zacién del tensor energia-impulso. La transformada de Fourier de G g (z, 2') estd
dada por

Grp(z,2') = (277)7”/d"kefiky(¥p(k), (3.34)
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CAPITULO 3. REN. EN ESPACIO-TIEMPO CONTINUO

con ky = no‘ﬁkayg. Puede garantizarse que esta ecuacion representa un pro-
ducto tiempo ordenado integrando en kY con el contorno apropiado, lo que es
equivalente a sustituir m? por m? — ie. Para hallar la solucién de (3.33) en el
espacio de momentos procederemos iterativamente. En primer lugar, escribimos

de forma que
e N — "k iky 3. i
Gi(z,2') = / (271_)”6 G;(k), i=0,1,2..., (3.36)

donde G;(k) posee un coeficiente geométrico que involucra i derivadas de la
métrica, de lo que se sigue que G;(k) es de orden k==Y en consecuencia,
(3.35) es una expansién asintGtica para valores grandes de k. Es fécil ver que la
solucién de orden més bajo viene dada por:

Go(k) = (K> =m?*)~! (3.37)

y que
Gi1(k) = 0. (3.38)
Luego, G debe satisfacer
v ~ 2~ 1 2 1 v, o 2
1 0,0,G + m*Ga + (€ — <) RGo — < R.y9,Go
6 3 (3.39)
1 ) .
+ gR“a 5y°y”0,0,Go = 0,

pero Go(z,2') es invariante Lorentz, puesto que sélo es funcién de 7, Byayﬁ. En
consecuencia,

1 v, « a 1 v o« e
—3 RSy 0,Go + gR“a 5y°y?0,0,Go =0, (3.40)
con lo cual (3.39) es equivalente a
_ _ 1IN
0" 8,8, Ga +m2Ga + (g - 6)RGO —0, (3.41)

que en el espacio de momentos toma la forma

(1/6 - R

EEmies (3.42)

(—k2+m2)Ca (k) + (5—%)R(k2—m2)’1 — 0 Go(k) = —

La invariancia Lorentz de C_;_o(x,a:’ ) también da lugar a simplificaciones en
(3.33) para el célculo de G3 y Gy, a saber,

1 R .
(— gR ;g T gRaé )y y?0,Go + ERHOY 529" Y Y 0,0,Go =0 (3.43)
3 v 1 v 1 KV 1 K v A\,a,B ~

( — ool apy T g Bas v T gg e sl T Rans ey )Z/ y”y"0,Go

1 y 1 y ~
* (%RM& Bys T BRZWRAV 5)yayﬂy7yéaﬂal/00 =0.
(3.44)
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3.2. EXPANSION DE FUNCIONES DE GREEN

Por otra parte, como Go(z,2') también es una cantidad invariante Lorentz,
satisface una igualdad andloga a la satisfecha por Gg en la ecuacién (3.40).
Luego, (3.33) se reduce a la siguiente ecuacién para tercer y cuarto orden en
derivadas de la métrica:

n"9,0,G + [mQ + (f— %)R]G‘— (5— f) @y G+ = (5— f) 0y Yy’ G

1
_1p R RE2R, RM* Ry i R., —DRa
+( 30 ABJF60 o8 A+60 M T g e ~ g 5)
x Yy’ G = —8(y).
(3.45)
En el espacio de momentos
_ 1
(k2 = m? - (5—7) R|G(k —H(f—f)R Gk) + | = 50Ras
+1R+<1) RR+RR+RMR
120 jaf 6 AB 60 KA 60 Ak
x 0“0°G(k) =1
(3.46)

donde 9°G (k) = 0G/Ok,. Finalmente, utilizando que

(> —m?)71o%(k* —m?)~! = 1/20%(k* + m?)~2, (3.47)
(k‘2 — 7712)*18”‘85(1c2 — mz)*1 = %8”‘85( -m ) 2/377"‘ﬂ( m2)*3,
(3.48)
Gr(k) puede escribirse como
_ 1
Gr(k) =k =m?) ™ = (2 = ) R(k? —m?)~2
L.l 2 2 1 B (1.2 2\—2
Zil= — o - o — 4
+—2z<6 5)}ia6 (K = m?*) ™2 = Zaap0°0 (k2 —m?)~2  (3.49)
L V2 2 A2 2\-3
donde
1 1 1 1
ap == (£ = = )Riap + 5= Riap — = Raph — Lp o Rag
2( 6) 120 40 30 (3.50)
K A K
+ 60R sl + 6OR altuks-
Sustituyendo el resultado para Gr(k) en Gr(x,z’) se obtiene:
~ N A~ d"k —iky / Y 9
Grlwa)~ [ e ™ [an(ea") +ar(o0)( - ) .
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CAPITULO 3. REN. EN ESPACIO-TIEMPO CONTINUO

donde
ag(x, ') =1 (3.52)
ay(z,2') = (7 . g)R - 7(7 - g) - %aaﬁyayﬁ (3.53)
as(z,2’) = %(é - f) R* + éa " (3.54)

y todas las cantidades geométricas estan evaluadas en el origen de coordenadas,

.

Introduciendo la representacion integral
(K —m? +ie) = —z/ dseis(k* —m*+ic) (3.55)

en (3.51) e integrando en k se obtiene

Gr(z,z') = —i(4m)~"/? / ids(is) "/ 2exp[—im?s + (0 /2is)|F (x, 2} is),
0

(3.56)
donde o(z,z') = 1/2y,y* y la funcién F estd dada por la siguiente expansién
asintotica

F(z,2'5is) ~ ao(z,2") + ai(z,2')is + ag(z, ') (is)* + . .. (3.57)

A partir de esta dltima expresion y (3.32) se obtiene la siguiente identidad:

GPS(x,2") = —iAV?(x, 1:’)(471')7"/2/ ids(is)7"/267im25+(”/2i5)F(x,x';is),
0

(3.58)
Se utiliza el superindice D.S para esta expansion puesto que DeWitt y Schwinger
fueron quienes la derivaron originalmente. A es el determinante de Van Vleck
A(z,2") = —det[0,0,0(x,2")][g(z)g(2')] /2, que en coordenadas normales se
reduce a [—g(x)]~/2, pues

Az, ') = — det[0,0,1/2yay*][g(x)det (n,,)] />

= —det[5,,][—g(x)] /2. (3.59)

En el tratamiento de DeWitt, la extensién de la expansién asintética (3.57)
a cualquier orden es

F(x,2';is) Zaj (z,2")(is)? (3.60)

con ag(x,z’) = 1. Las a; siguientes pueden determinarse a través de relaciones
de recursion, de forma similar a como hemos hecho mas arriba en esta seccién.

3.3. Accidn efectiva

Concentrémonos ahora en la teoria semiclésica, donde el campo gravitacio-
nal es tratado clasicamente mientras que los campos materiales son tratados
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cuanticamente. La idea es similar a la teoria semiclasica de la electrodinamica,
donde el campo electromagnético cldsico estd acoplado al valor esperado del
operador corriente eléctrica. En consecuencia, buscamos una teoria basada en
las ecuaciones de campo de Einstein

1
R, — §R9W + Agy = —87GT,,, (3.61)

pero donde el tensor de energia-momento es considerado como el valor esperado
de una magnitud cuédntica

1
R#y - §Rgm, -+ ABgW = *87TGB<TAW>. (3.62)

La razén para los subindices B en la constante cosmolédgica y en la constante
de Newton se clarificardn en el transcurso de la renormalizacion.
La ecuacién cldsica (3.61) puede derivarse de la accién

S =Sy + S, (3.63)

a partir de la ecuacion
2 48
V=g g™

El sumando S, en (3.63) corresponde a la accién gravitacional

=0. (3.64)

S, = / Lyv=gd"e = / V=9(167Gp) (R —20)d"z,  (3.65)

de modo que 2,/—¢dS,/dg"” da lugar a la parte izquierda de la ecuacién (3.61).
El término S, corresponde a la acciéon material clasica, para la cual se satisface:
2 0Sn,

V=g dgH

que es el lado derecho de la igualdad (3.61).

Para trabajar en el caso semicldsico introducimos la accion efectiva W para
los campos materiales cuanticos:

=Ty, (3.66)

2 oW
V=g o9+

donde el significado preciso de ( ) serd elucidado més adelante. Para estudiar con
mas detalle la accién efectiva pondremos foco, brevemente, en algunos conceptos
vinculados con el método de la integral de caminos. Un anélisis méas detallado
puede encontrarse, por ejemplo, en el trabajo de Abers y Lee [1]. Comenzamos
introduciendo el generador funcional para un campo ¢ y accién S:

= <TMV>5 (367)

ZLJ] = (out, 00, in) = / Dlglexp{is[] + i / rrl(@)e)},  (63.68)

donde la integral estd definida en el espacio de funciones ¢ con una medida
apropiada. Esta cantidad arroja como resultado la amplitud de transicion del
vacio inicial |0,in) al vacio final |0,out) en la presencia de una fuente J(x)
encargada de la produccion de particulas. En el espacio de Minkowski, cuando
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CAPITULO 3. REN. EN ESPACIO-TIEMPO CONTINUO

la mencionada fuente es apagada los dos vacios se reducen al vacio libre del
espacio-tiempo minkowskiano |0), de forma que Z[0] = (0]0) = 1, obteniéndose
una condicién de normalizacién. Diferenciando funcionalmente al generador Z
con respecto a la fuente J, se obtienen las funciones de Green conectadas, tiempo
ordenadas de la teoria, a saber,

YOI o) = (57 g ) - G0
57w,

Consideremos ahora el generador funcional para la accion material S,,:

Z[J] = /D[gb] exp{sm[qs} +i/J(x)¢(:c)d":1:}. (3.70)

La presencia de la corriente externa J puede provocar que el estado vacio |0, in)
sea inestable, i.e., que dé lugar a la produccion de particulas. Cuando el espacio-
tiempo es curvo, en general |0, out) # |0,in), incluso en la ausencia de corrientes
J, de modo que la condicién de normalizacién del espacio de Minkowski deja de
ser valida. No obstante, la cuantizacién por integral de caminos atn funciona
cuando el espacio-tiempo goza de curvatura, diferenciandose del espacio plano en
que Sy, refiere tnicamente a la accién material y J(z) constituye una densidad
escalar (pues estamos trabajando con campos escalares). Asi, la variacién de
(3.70) con respecto a J evaluada en J =0 es

6Z0] :i/D[¢]55meiSm[¢1 = i(out, 0/6Sm|0, in) = i(out, 0]6S,|0,in). (3.71)

De esta expresién y (3.66) se deduce directamente que
2 6Z|0]
V=g ogh”

Ademds, como la accién material viene exponenciada en Z[0], es posible la
identificacion

= i(out, 0|T},,,|0, in). (3.72)

Z[0] = eV, (3.73)
de donde,
W = —iln{out, 0|0, in) (3.74)
y de (3.72) se deduce que
2 W 2 0Z[0
e~ T 7
_ (out, 0T, |0, in) (3.76)

(out, 010, in)

Recordemos que la accién correspondiente a un campo escalar cuantico sobre
un espacio-tiempo curvo viene dada por:

Suld) = 5 [ @0v=Ge" 0~ i — e+ RGP, (37

donde el factor infinitesimal € (que se encuentra vinculado a las condiciones de
borde de ¢) puede utilizarse para que la integral funcional converja. Integrando
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3.3. ACCION EFECTIVA

por partes el primer integrando en (3.77) y despreciando un término de borde,
S puede reescribirse como

Sonld] = f% / "o/ =g6[0 + m? — ic + ER]o, (3.78)

lo que permite sustituir el exponente de la integral en (3.70) por:

/d”:vd”y\/ )/ —9(y)(x) Ky (y /d"xJ(:E)qb(x), (3.79)
donde el operador simétrico K, queda definido por medio de la relacién:
Ky = (0, +m? —ie + ER)O"(x — y)[—gly)] /2. (3.80)

K., puede tratarse formalmente como una matriz simétrica con indices conti-
nuos x e y. Su inverso se define como

[rul-g) Ky i = 8l = 2)-g(2)] (381)
Por otra parte,
[ a9 K G, 2) (352)
= [ @yl-g) O, + e+ ERIGE ()8~ -9 (353)
—(Op +m? —ie + ER)Gr(x, 2) = —0(x — 2)[—g(2)] /2, (3.84)
donde hemos utilizando la identidad
[ ral-g@) 26 @~ pl-glo) 2 = 1 (355)
y la ecuacion (3.27). Luego,
K} = —Gp(z,2). (3.86)
K, satisface, ademas, las siguientes propiedades:
[ au-gw) KR ~ K. (387)
[ &g PR 5w - ) (389)
Consideremos ahora el cambio de variable

/d" V=9() K226/ (3.89)

que, al sustituirlo en (3.79), adquiere la forma

Pay/~9@)[¢ @)~ [ @uI@K2] - [ ey @G I,

(3.90)
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Para verificar dicha asercién, desarrollemos el cuadrado en la expresién anterior:

-5 [rev=a@ e - [aewwrs]) (391)

=y [ @@ @P + [ dad @@,

— 5 [ty eI KPR 5 [ @y )00y,
(3.92)

El primer sumando en (3.92) consiste en:

- % /d"xd"yd”zKifKié%(y)cﬁ(Z) V=9)V=9()v/~g(x)
== [ @K 006V =gV ).

(3.93)

mientras que el segundo sumando verifica:
[y 2K = @)

=/d”yd”z5”(z—y)(—g(z))’1/2(—9(2))1/2J(y)¢(Z) =/d"yJ(y)¢(y),
(3.94)

donde hemos utilizado las propiedades (3.87), (3.88). Andlogamente, puede cons-
tatarse que el tercer y cuarto término se cancelan mutuamente. Al sustituir,
entonces, (3.90) en el exponente (3.70) y realizar la integral, el segundo término
en (3.90) puede removerse de la misma, pues se trata de una cantidad indepen-
diente de ¢, mientras que el primero da lugar a una integral de tipo gaussiano
que puede resolverse, arrojando como resultado un factor numérico. En conse-
cuencia,

Z(J) (detKl/Z)*lexp[f %z / d"zd"yJ (z)Gr(z,y)J(y)|, (3.95)

donde
(det KY%) =1 = [det(—Gp)]/? (3.96)

es el jacobiano que surge del cambio de variable ¢ — ¢, es decir, de tomar el
determinante de

5¢(ZJ) _ 1/2\—1
5/ (w) (K™ ) (3.97)
Por lo tanto,
Z[0] o [det(—Gp)]"/2, (3.98)

donde la constante de proporcionalidad es independiente de la métrica y puede
ignorarse. De (3.73) tenemos que:

W= —i n2[0] = —%iTr[ln(—Gp)}, (3.99)
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donde hemos usado la propiedad del dlgebra de matrices In(detM) = Tr(Iln M),
siendo M una matriz cuadrada invertible. En la ecuacion anterior, G se inter-
preta como un operador que opera sobre un espacio de vectores |z), normalizados
por:

(z]a') = 6" (@ — a')[~g(a)] V2, (3.100)

tal que
Gr(z,2') = (z|Grlz'). (3.101)

La traza de un operador M que actiia en este espacio se define como
TrM = /d" )]V M, /d" x)|Y2 (x| M |z). (3.102)

Para darle un sentido més claro a la expresién (3.86) debemos usar una repre-
sentacion para la funcién de Green de Feynman Gp. Para ese fin, en primer
término, reescribimos el operador equivalente a (3.86) como

Gp=-K! (3.103)

que puede expresarse de forma integral:
0 .
~K! = —i/ e s, (3.104)
0

Por otra parte, la expansién de DeWitt-Schwinger (3.58) da lugar a:
(xle™ 5|2’y = i(4m) " 2AN2 (z, 2 VeI SO /2 Py ol vis) (is) "2, (3.105)

Si, ademas, se asume que K tiene una parte levemente imaginaria, entonces

/ b e 5 (j5) Tt = —Bi(—iAK), (3.106)
A

donde FEi es la funcién integral exponencial:
Ei(x) = v+ In(—z) + O(z), (3.107)

y 7 es la constante de Euler-Mascheroni, con lo cual

/ e (is)ids = —y — In(iA) — In(K) = cte. — W(K),  (3.108)
A

y como In(—Gr) = In(K~!) = In(—GFr) = — In(K), entonces
/ e 5 (i5) 7Y ds = cte. + In(—Gp), (3.109)
0

a menos de una constante independiente de la métrica (infinita) que en lo que
sigue puede ignorarse, lo que implica que

(z|In(—GB5)|2") = 7/00 GBS (z, 2" )dm?, (3.110)

m?2
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donde la integral con respecto a m? da lugar a una potencia extra (is)~! que
aparece en (3.109). Ahora estamos en condiciones de calcular W, pues,

Trn(—Gp)] = lim [ d"z[—g(x)]*/*(z|In(—GF)|z") (3.111)
rx—x’!
=— lim [ d"z[-g@)Y? | GEY(x,z")dm?, (3.112)
rz—x’! m2

y, consecuentemente,

W= li/m dm2/dnx[—g(x)]wc;gs(x,x). (3.113)

2/,

Definimos la densidad lagrangeana efectiva Leg como

W= / Leg(z)d"z = / [—g(x)]*/? Legd™x, (3.114)
de modo que
Leg = [—9(2)] Y% Leg(2) = %z lim / dm2GRS (z,2"). (3.115)
' =z )2

Se puede observar de la expresién para G2% que Leg diverge en el limite
inferior de la integral en s, pues el factor con el exponente o/2s se anula en el
limite 2’ — z y la convergencia en el limite superior de la integral del término
con la masa en el exponente queda asegurada por el término —ie, sumado de
manera implicita en la representacion de DeWitt-Schwinger de Gg. En cua-
tro dimensiones, los términos potencialmente divergentes en la expansion de
DeWitt-Schwinger de L.g son los siguientes:

‘ A1/2(.’£,(E/) > ds —i(m2s—0/2s
Loy = = Jim S5 [ Gemitnmoras

+ ay (x.a)is 4 ag(x, ') (is)?],

ao(,2') (3.116)

donde los coeficientes ag, a1 y as estén dados por las ecuaciones (3.52)-(3.54). El
resto de los términos de la expansién asintética son finitos en el limite ' — x.
Claramente, las divergencias de L.g serdn las mismas que afectardn a (T,,).
Los coeficientes ag, a; y as en el limite z — 2’ son enteramente geométricos,
dependiendo unicamente del tensor de Riemann o sus contracciones. Estas di-
vergencias se deben al comportamiento ultravioleta de los modos del campo
escalar, es decir, de longitud de onda corta. Dichos modos sélo son sensibles
a la geometria local, ignorando las caracteristicas globales del espacio-tiempo,
como la topologia. Estos modos también son independientes del estado cuantico
empleado para (T},,), como veremos mas adelante.

Debido a la naturaleza enteramente geométrica de Lq;, resulta adecuado con-
siderarlo parte de la contribucién gravitacional en vez de una contribucion del
campo cuantico material. Por supuesto, esto no es cierto para las demas porcio-
nes finitas de Leg, que incluyen los modos de longitud de onda larga, los cuales
estan vinculados con estructuras mas grandes de la variedad y son sensibles al
estado cuantico.
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3.4. Regularizacion dimensional y renormaliza-
cién

Esta seccién estd dedicada a determinar la forma precisa de los términos
geométricos en Lgiy, de manera de viabilizar una comparacién con el lagrangeano
gravitacional convencional L, que aparece en (3.65). Puesto que los términos
en Lg;y divergen, el objetivo de esta seccidén consistird en reexpresarlos de for-
ma que adquieran el aspecto coxobjeto geométrico. Existen varios métodos que
permiten dicha reformulacién de los términos divergentes; en esta tesis, nos res-
tringiremos a uno sélo de ellos: la regularizacién dimensional (otras métodos de
regularizacién pueden encontrarse en [6]). La estrategia consistird en considerar
la dimensién fisica n como una cantidad variable, extendiéndola analiticamen-
te al plano complejo, permitiendo que las partes divergentes adquieran valores
transitoriamente finitos para estudiar detenidamente las divergencias que surgen
cuando se toma el limite n — 4.

En n dimensiones, la expansién asintética de L.g estd dada por:

; Al/Q(x,x’) - > - \j—1—n —i(m?s—c/2s) ;
Leﬂwml}gij;aj(m,x’)/o (is)I 1/ 2o m =0 /29)qg  (3.117)

la cual diverge para j — 1 —n/2 < 0, lo que es equivalente a decir que los
primeros 1/2n+ 1 términos son divergentes cuando o — 0. Si n es tratada como
una variable que puede extenderse analiticamente a través del plano complejo,
puede tomarse el limite 2’ — x

1 e o ) )
Lest z§(47r)_"/2 Zaj(x)/ (is)i =1 2e=im s (3.118)
j=0 0

donde a;(z) = a;(z, x). Realizando el cambio de variable m?s = u:

=T (j—n/2)

/ (is)yI=1/2e=im s g — / (iu)? /2 e~y (m?)™/?~i  (3.119)
0 0
donde hemos introducido la funcién I':
o0
I'(z) :/ t*~te tdt, (3.120)
0

que permite reescribir el lagrangeano efectivo como
1 > .
Legr = 5(477)%/2 > aj(@)(m?*) 2T (j - n/2). (3.121)
§=0

En lugar de permitir que las dimensiones de Leg varien conforme tomamos el
lfmite n — 4, resulta conveniente dejarlas fijas, como (longitud)~*. Para ello es
necesario introducir una escala de masa arbitraria tal que (3.121) se reescribe
como:

(4m) 2 (m /)" > aj(x)m =T — n/2). (3.122)
=0

N |

Leff ~
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Cuando n — 4, los tres primeros términos en la serie anterior divergen, debido
a los polos de las funciones IT', los cuales son manifiestamente evidentes en los
siguientes desarrollos:

r (—ﬁ) __+ (2 —’y) +O(n—4), (3.123)

2 nn—2) \4—n
1“(1—;‘):22n(43n—7>+0(n—4), (3.124)
r(z—g)=4fn—y+0(n—4). (3.125)

Llamando a estos tres términos Lg;y, se obtiene
1 1 m? dm*a 2m2ay
o=~ e (25) s - 2
d (4m) n_4 g7 w? n(n —2) n_2 )

(3.126)

donde hemos utilizado la expansién

(/)" = 1+ (0~ 4) m(m? /1) + O(n — 4)?), (3.127)

y hemos descartado términos que se anulan cuando n — 4. Las funciones ag, a1
y az son el resultado de tomar el limite © — =’ en las expresiones (3.52)-(3.54):

ap(z) =1, (3.128)
ar(z) = (1/6 — )R, (3.129)
1 1 1 /1 1 /1 ?
- CRaB6 _ _— paB I S i 2.
as(x) 180Raﬂ’5R 18OR Rap g <6 5) OR+ > <6 E) R
(3.130)
Por otra parte, el lagrangeano gravitacional esta dado por:
L, = (167G) (R — 2A). (3.131)

Definiendo el nuevo lagrangeano gravitacional como Zg = L4 + Laiv se obtiene
el siguiente resultado:

L,=
- <A+ 871323) i <B+ 1677103) R (Z;§i32{ni4 +%[V+l” (7;)“
(3.132)
donde
m4 m2
A= (4ﬂ)nén(n—2){ni4 * %[’y—kln <,u2)}}’ (3.133)
y
b= (i:;f/lz/(i—gz)) {5 - i %[V i <7:22> I} (3.134)

El primer término a la derecha del signo de igualdad en (3.132) es una constante.
La contribucién de Lg;y (A) es, por tanto, indistinguible fisicamente de Ap. Esta
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es la parte del lagrangeano gravitacional que da lugar al término asociado a la
constante cosmolégica Ag,, en las ecuaciones de campo. Asi, el efecto del campo
cuantico escalar es cambiar, o renormalizar, la contante cosmolégica Ag por

32mmiGp 1 1 m?2
A=A - In|{ — . .1
B+(47r)"/2n(n—2){n—4+2[7+n(ﬂ2>}} (3.135)

Puesto que una observacién fisica sélo dard lugar al valor renormalizado A,
el término divergente 1/(n — 4) cuando n — 4 no encarna ninguna dificultad,
pues nunca es visto de forma aislada. Esta técnica de absorber una cantidad
infinita en una cantidad fisica renormalizada es comin en teoria cuintica de
campos, por ejemplo, en electrodindmica cuantica un electrén esta “vestido”
en una nube de fotones virtuales que contribuyen (infinitamente) a la masa del
electrén, sin embargo, sélo es medible la masa del electrén renormalizada (la
cual es finita). El electrén es inseparable de esta nube de fotones, por lo que
nunca vemos la masa “desnuda’. Adoptando esta terminologia es que hablamos
de la constante cosmoldgica desnuda, Ap. El subindice B proviene del inglés
“bare”.

El segundo término en (3.132) muestra que Lg;y también renormaliza la con-
tante gravitacional de Newton, modificando G'g por

G =Ggp/(1+167GpB). (3.136)

El dltimo término en (3.132) no se encuentra en el lagrangeano usual de
Einstein. El factor as(z) es de cuarto orden en derivadas de la métrica, y, por
lo tanto, representa correcciones de orden mas alto a la teoria general de la
relatividad, la cual sélo contiene términos de hasta segundo orden en derivadas
de la métrica. Cuando este término extra es afadido en Sy, el lado izquierdo de
la ecuacién de campo (3.62) se modifica, expresdndose de la siguiente manera

1
RHV - iRgIM/ + Aguu + o (I)HMV + 6 (Q)HNV + fYHNV’ (3137)
donde
1 B)
(1)H — /(—9)1/2R2dn$
HY = \1/2 v
(—g)/% dag" , (3.138)
=2R.,, — 29,,0R — §g,“,R2 +2RR,,,
1 B)
PH, = — /(—g)l/QRO‘BR d"z
HY = \1/2 v af
(—g)/% g™ , ) (3.139)
_ B
=2R ", — OR,, — 9 OR + 2R, Ray — 3 9w R® Rap,
1 B)
1 (3.140)

== §9WR(X’876RQ§76 +2R,0p, R, — 40R,,,
+ 2R, — AR,o R, + 4R Royup,.

El teorema de Gauss-Bonnet generalizado [6] establece, para el caso n = 4, que

/ d*z[—g(2)]Y?(Raps R*P7° + R? — 4R, 5 R*P) (3.141)
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es un invariante topoldgico, con lo cual, su variacién con respecto a la métrica
es idénticamente nula, de lo que se sigue que

H,=-WYH, +4@%H,,. (3.142)

La divergencia presente en los tres coeficientes a, 3y 7y en (3.137) cuando n —
4 puede resolverse introduciendo términos con derivadas de cuarto orden de la
métrica en el lagrangeano gravitacional original con coeficientes desnudos ap, bp
y cp. Asi, los términos divergentes en los coeficientes a, 3,y son absorbidos en las
constantes desnudas, obteniéndose finalmente coeficientes renormalizados a,b y
¢. Debido a la relacién (3.142) sélo dos de estos coeficientes serdn independientes,
de modo que puede optarse por fijar ¢ = 0. Los valores de a y b deberan ser
determinados mediante experimentos.

Una vez removidos los términos Lg;, de Leg, €l resto es finito; recibiendo la
denominacién de lagrangeano efectivo renormalizado:

Lren = Leff - Ldiv- (3143)

En cuatro dimensiones, la expansién asintotica de L., consistird en todos lo
términos con j > 3 en (3.118), es decir

1 S - i—3 _—im?s;
Lien = 32?/0 ;aj(a:)(zs)] e 1 ds, (3.144)

que puede integrarse por partes tres veces, arrojando el resultado:

1 > . 83 L —ism? .
/0 ln(zs)W[F(x, x;is)e ld(is)

-~
6 17T o0 53 (3.145)
a2 )S) ———= ' . N2 —ism?27 -

642 /0 In(és) a(is)3 {[ao + a1(is) + az(is) e Yids.

El segundo sumando simplemente renormaliza A, G, a,b y ¢ por cantidades fi-
nitas, esto significa que es de la misma forma que Lqjy, involucrando términos
constantexa;, j=1,2,3. Es evidente que el lagrangeano efectivo renormalizado
siempre es ambiguo en lo referente a términos de renormalizaciéon finitos, por lo
que el segundo término puede ignorarse. Por esta misma razén, tampoco debe
ser causa de desvelos el factor de escala p introducido en la renormalizacién:
reescalar p sélo modifica Lg;, en una cantidad finita, alterando tinicamente los
coeficientes geométricos ag, a; y as. En la practica, el valor de p deberia dejarse
fijo y, para este valor de u, deberian calibrarse los instrumentos encargados de
medir las constantes A, G, a y b. Una vez determinadas estas constantes, calculos
posteriores pueden hacerse, con el valor de p prefijado y los valores medidos de
las constantes, permitiendo formular predicciones acerca de las mediciones de
los intrumentos calibrados.
Finalmente, el lagrangeano renormalizado puede escribirse asi:

1 - ; 83 . —ism? .
Lien = _64?/0 ln(zs)W[F(%m,zs)e ld(is). (3.146)

En conclusién, la renormalizacién nos permite trabajar con una accién para
el campo cuantico escalar acoplado al campo gravitacional en la forma

S=S8,+W (3.147)
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y transferir las partes divergentes de W a Sy, absorbiendo los infinitos en las
constantes de acoplamiento renormalizadas. Luego,

S = (Sg)ren + Wren, (3.148)

donde (Sy)ren contiene las constantes fisicas renormalizadas y Wien es finito.

Insertando S en (3.64) se obtiene la ecuacién semicldsica en cuatro dimensiones:

(out, 0|7},,[0, in)yen
(out, 00, in)

1
R;w_ﬁng,-ﬁ-Aglw-i-a (I)pr+b (2)H;ul = —81G ’ (3149)

donde el lado derecho es ahora finito y las constantes A, a,b y G, deben deter-
minarse experimentalmente. Durante el curso de la renormalizacién no se hizo
uso explicito de |0,out) o |0,in). En particular, no es necesario asumir que exis-
ten regiones asintéticas “out” o “in”, donde el concepto de vacio sea simple o
se corresponda fuertemente con el concepto de vacio fisico. Los vacios “in” o
“out” desempetian un papel puramente formal. La aparicién de (out, 0|T,,, |0, in)
en vez de (in,0|T,,|0,in) o (out,0|T,, |0, out) estd relacionada con las condi-
ciones de borde implicitas en la representacion de DeWitt-Schwinger del pro-
pagador de Feynman. Como mencionamos anteriormente las divergencias que
emergen del comportamiento ultravioleta del propagador son independientes de
las caracteristicas globales de la variedad y de los estados cuanticos. Por lo tan-
to, se espera que las divergencias en las tres formas mencionadas para (T},,)
sean las mismas. Estas aserciones se confirman utilizando las ecuaciones (3.22)
y (3.23) para escribir |0, out) en términos de estados de muchas particulas “in”.
Las cantidad (1;,,15,,...,1;,,in|7},,|0,in) puede evaluarse expandiendo T},, en
operadores de creacién y aniquilacién, y permitiéndoles actuar sobre |0,in). El
resultado es

(out, 0|T,[0,in)
RO T BB N A T (w1l ), 1
<Out70|0’in> Zizj I~ K (uln,i uln,j) (3 50)

(in, 0|7}, |0, in)

donde T),, (¢, ¢) denota la expresién bilineal (3.29) y los modos uiy ; son modos
en la regién “in”. Una expresién andloga se obtiene para (out,0|T,,|0,out)
con A;; reemplazada por Vj; y Uin POr Uoy. El dltimo término en (3.150) es
finito, luego, las divergencias presentes en (in, 0|T,,|0,in) son las mismas que

las presentes en (out,0|T,,|0,in)/(out,0]0, in).
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Capitulo 4

Espacio cuantico

Este capitulo esta dedicado a la presentacién de algunos conceptos centrales
de LQG. En primer lugar, presentaremos algunas nociones de teorias gauge
en redes, extremadamente tutiles para el formalismo de LQG. Posteriormente
abordaremos la construcciéon del espacio cinematico de la teoria asi como de
los operadores que actian sobre él y, finalmente, mencionaremos como se ven
reducidos estos ltimos en un espacio-tiempo esféricamente simétrico.

4.1. Teorias de gauge sobre redes

4.1.1. Producto escalar

Consideremos una red tridimensional I" con L enlaces [ y N nodos n. Para
definir en dicha red una teoria de Yang-Mills, con un grupo de guage compacto
G, asociamos a cada enlace [ un elemento de este grupo, el cual denotaremos
como U;. Sea ademds el espacio de Hilbert Kp = L2[G*,dU;], donde dU; =
dUy - - - dUp es la medida de Haar sobre el grupo y GF es el producto tensorial de
L copias de G, los estados cudnticos en Kt son funciones ¥(U;) de L elementos
del grupo. El producto escalar de dos estos estados estd dado por

<\I/|‘I)> = /dU1 dUL‘II(Ul,,UL)¢(U1,,UL) (41)

Sea j un indice asociado a representaciones unitarias irreducibles de G y sean
(RI(U))k los elementos de matriz de la represetacién; el teorema de Peter-Weyl
establece que una base ortonormal de L?[G, dU] estd dada por los estados |j, i, k)
definidos como (U | j,i,k) = (R?(U))¥. Luego, una base en Kr esté dada por
los estados

|jl7il> kl> = |j1, . e .jL,il, ces ,iL, kl, ey kL>, (42)

donde (Uy | ji, i1, ki) = I (R (U)))5.

La teoria debe permanecer invariante bajo transformaciones de gauge. Por
otra parte, las variables U; transforman como U; — /\;i1 Ui\, , donde el enlace
se encuentra entre los nodos n; y ny. Por lo tanto, los estados invariantes gauge
deben satisfacer:

Y(U) =Y (N, Ui, (4.3)
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Estos estados forman un subespacio lineal f({l de Kr: el espacio I~(19 es el espacio
de Hilbert (a tiempo fijo) de los estados invariantes gauge de la teoria. Una
base ortonormal de estados en I~(19 puede obtenerse a partir de la nocién de
entrelazador.

4.1.2. Entrelazadores

Consideremos N representaciones irreducibles ji, ..., jn del grupo de gauge
y el producto tensorial de espacios de Hilbert

Hjyroin = Hjy @+ @My (4.4)

Este subespacio puede descomponerse en una suma de componentes irreducibles.
En particular, la componente 7{91’_“ jn €s el subespacio formado por los vectores
invariantes bajo la acciéon de elementos del grupo, es decir, el subespacio que
transforma en la representacién trivial. Este espacio es de k dimensiones, donde k
es el numero de veces que aparece la representacion trivial en la descomposicién.
Como 7—[217“, j €s un espacio de Hilbert, podemos tomar una base ortonormal
del mismo. Denominaremos entrelazadores entre las representaciones ji,--- ,jn
a los elementos 7 de esta base.

Los elementos de H;, ... ;5 son tensores v "*N con un indice en cada repre-
sentacion. Asi, los elementos de H?h.,, _jn Son tensores v*1 AN ipvariantes bajo
la accion del grupo G en todos sus indices:

(1) (G
REV™ (U) - REY ™ (U)o o = yae, (45)
Llamamos entrelazadores v;* ™" a los elementos de un conjunto formado por
k de esos tensores invariantes, mutuamente ortonormales en el producto escalar

0 .. e
de Hjlw- JNC Esto significa que satisfacen

VOV TN ity ey = Oiir - (46)

Si el espacio H; esta asociado a una representacion j, su espacio dual H} esta
asociado a la representacién j*. Un entrelazador i entre las n representaciones
duales ji, -, jn y m representaciones ji,--- ,jm, €s un tensor invariante en el

espacio (®i:17"7{;) ® (Qk=1,mM,;,,), esto es, un mapa covariante

i (®i=1,0Hj;) = (@k=1,mHjk), (4.7)

0 un tensor invariante con n indices abajo y m indices arriba.

A continuacién, asociamos una representacién j; del grupo de gauge a cada
enlace [ y un entrelazador 4,, a cada nodo n (entre las representaciones asociadas
a los enlaces adyacentes al nodo) de la red. Llamamos a s = (T, j;,4,) una red
de espin. Cada red de espin define un estado |s) de la siguiente manera:

(Uls) = o) = [T B (@) - [ i (4.8)
l n

donde el punto indica contraccién en todos los indices. Los estados |s) forman

una base ortonormal en I?IQ
(s]8) = dsg. (4.9)

Esta base desempenara un papel clave en gravedad cuéntica.
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4.2. El espacio cinematico K

Funciones cilindricas

Sea G el espacio de conexiones reales suaves en tres dimensiones, definidas en
un superficie tridimensional ¥, a menos de algunos puntos aislados. Sea 7; una

base fija en el dlgebra de Lie su(2), eligiendo 7; = —%Ui, siendo o; las matrices
de Pauli, es posible escribir una conexién su(2) como:
A(F) = AL (F)idx®. (4.10)

Un camino orientado v en ¥ y una conexién A determinan un elemento del
grupo SU(2), la holonomia de A a lo largo del camino ~:

U(A,~) = Pelv 2. (4.11)

Para un v dado, la holonomia U (A, ) es un funcional de G. Consideremos ahora
una coleccién ordenada I' de caminos suaves orientados 7, con [ = 1,--- | Ly
una funcién suave f(Uy,---,Ur) de L elementos del grupo. Un par (T, f) define
un funcional de A:

Ur f[A] = F(U(A, M), U(A, 7). (4.12)

S se define como el espacio lineal de todos los funcionales ¥ ¢[A], para todo I'
y f. Dichos funcionales se denominan funciones cilindricas.

I recibe la denominacién de grafo orientado y ordenado embebido en 3. En lo
que refiere a funciones cilindricas, modificar el orden u orientaciéon de un grafo es
lo mismo que cambiar el orden de los argumentos de la funcién f, o reemplazar
argumentos por sus inversos.

Producto escalar

Dados dos funcionales Ur ¢[A] y ¥ 4[A] definidos sobre el mismo grafo orde-
nado y orientado, el producto escalar viene dado por:

(Up | ¥r,g) = /dUl"'dULf(Uh'“ UL)g(Uy,---,Ur), (4.13)

donde dU es la medida de Haar en SU(2).
La definicién anterior puede extenderse facilmente al caso de funcionales en
grafos diferentes IV y I, Sea I' = IV UT", se definen:

f(Ula teey UL/7 UL/+17 .- '7UL’+L”) = f,(U17 RS UL/) (414)
g(U,...,Upr, Upngr, ..., Upigpr) = ¢"(Uy,...,Upr) (4.15)

para toda funcién f’ en IV y g” en I'”. Con estas definiciones el producto escalar
(4.13) es vélido para dos funcionales cualesquiera en S:

(Wpr g | Wpn gn) = (W 5 [ Ur g). (4.16)

Aunque (4.1) es similar a (4.13) la diferencia es importante: en (4.13) estamos
tratando con una teorfa continua en la cual los estados no viven en una sola red
I, sino en todas las posibles redes en 3.

Se define el espacio de Hilbert cinemdtico IC para gravedad cudntica, como el
espacio resultante de completar S en la norma definida por el producto escalar
(4.13).
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4.2.1. Estructuras en K
Subespacios grafo

Las funciones cilindricas con soporte en un grafo dado I', forman un subespacio
de dimensién finita Kr de K. Entonces, por definicién, Kr = L2[SU(2)*], donde
L es el nimero de caminos en I

Base ortonormal

La principal herramienta para hallar una base en K la proporciona el teorema
de Peter-Weyl, el cual establece que una base del espacio de Hilbert de funciones
cuadrado integrables en SU(2) estd dada por los elementos de matriz de repre-
sentaciones irreducibles del grupo. Las representaciones irreducibles de SU(2)
estan identificadas por el espin semienterio j. Se denota como H; al espacio
de Hilbert sobre el que se define la representacion j y v a sus vectores. Los
elementos de matriz de la representacién j vienen dados por:

R (U) = (U |j. 0 ). (4.17)
Eligiendo para cada grafo I" un orden y una orientacién, entonces una base
|F7jl, Oél,ﬁl> = |].—‘,j17 N ,jL, a1,...,0p, 617 N 7BL> (418)

de Kr se obtiene tomando el producto tensorial de (4.17)
(AT, 00, B) = R§VU (U (A, ) .. REPH (U (A, 1)), (4.19)

Se puede observar que los vectores aparecen en I%p y l%p/ siI' C I". No obstante,
es sencillo liberarse de esta redundancia, puesto que todos los vectores de Kp
corresponden a la representacion trivial de los caminos que estdn en I pero no
en I'. Luego, una base ortonormal de K estd dada por los estados |T', j;, oy, B1)
definidos en (4.19) donde los espines j; = 1,1,2,2,... nunca toman el valor
cero. Este hecho justifica la siguiente definicion.

_ Para cada grafo I', se define el subespacio propio Kr como el subconjunto de
Kr generado por los estados (4.19) con j; > 0. Los subespacios propios Kr son
ortogonales entre si y generan K:

K ~ ®Kr, (420)

donde se incluye el grafo nulo I' = (); el espacio de Hilbert correspondiente es el
espacio unidimensional generado por el estado W[A] = 1. Este estado se denota
0), Tuego (A]0) = 1.

4.2.2. Invariancias del producto escalar

Transformaciones de gauge locales

Bajo una transformacién de gauge local de SU(2), a saber, A : ¥ — SU(2),
la conexién A transforma de manera inhomogénea como (ver § B.3):

A= Ay = ANl (4.21)
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Esta transformacién de A induce una representacién natural de transforma-
ciones de gauge locales U(A) — WU(A,-1) en K. La holonomia, por su parte,
transforma como (ver § B.4)

UlA,v] = UlAx,7] = )\(x})U[A,fy])\_l(xz), (4.22)

donde z;, ac} € ¥ son los puntos inicial y final del camino . Para un par (T, f)
dado, se define

AU UL) = FAEP)UAT (@), M) ULA (@])). (4.23)

Asi, la accion de la transformacion de gauge local Uy sobre los estados cuanticos
es
Ur f(A) = [UnUrf](A) = Ur f(Ax-1) = Yr g, (A). (4.24)

Como la medida de Haar es invariante bajo la accién derecha e izquierda
del grupo, el producto escalar (4.13) también lo es. A partir de esta tltima
ecuacién y de la definicién de los estados |I', j;, oy, fi), se puede ver que los
mismos transforman como

UAID, iy o, i) = REDTH O @ ) RGPS (M) -

RGO (@ )RS (@) (425)
‘ijh Oé27 ﬁl/>,

donde i; y f; son los puntos donde el enlace [ comienza y termina respectiva-
mente.
Difeomorfismos espaciales

Bajo la accién de un difeomorfismo, la conexién A transforma como una 1-
forma
A— ¢ A. (4.26)

S posee una representacién Uy del grupo de difeomorfismos definida por
UsB(A) = W((6") L A). (4.27)
La holonomia, por tanto, transforma de acuerdo a la expresién:
U[A,9] = Ul¢* A0 = U4, 971, (4.28)

donde (¢v)(s) = (¢(7(s))). Por lo tanto, bajo la accién de un difeomorfismo
espacial una funcién cilindrica Ur ;[A] se transforma en otra funcién cilindrica
Uyr f[A]. La invariancia del producto escalar bajo difeomorfismos espaciales,
entonces, es directa, pues (4.13) no depende explicitamente del grafo.

4.3. Estados invariantes

El espacio de estados cinematicos K es un espacio de funcionales de onda
de la conexién W[A] arbitrarios. Sin embargo, para que la teoria cudntica de
la gravedad sea consistente con la relatividad general cldsica es necesario que
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los funcionales de onda sean invariantes bajo transformaciones de gauge locales
y difeomorfismos. Denotaremos como Ky al espacio de estados invariante bajo
transformaciones locales SU(2), vy por Kas al espacio de estados invariantes
bajo transformaciones de gauge SU(2) y difeomorfismos. Por tltimo el espacio
de estados fisicos H estard dado por los elementos de Kqig que sean solucién de
la ecuacién de Wheeler-DeWitt. Dedicaremos las secciones subsuguientes a la
construccién de los espacios Ko y Kqis-

4.3.1. Invariancia gauge interna. El espacio Ky

Para obtener una base del espacio Ky podemos recurrir al concepto de redes
de espin, introducido al comienzo del capitulo en el contexto de teorias gauge en
redes. En gravedad cuédntica, las redes de espin en gravedad cudntica son diferen-
tes a las introducidas anteriormente debido a la invariancia ante difeomorfismos
espaciales.

Redes de espin

Los puntos ubicados en los extremos de curvas orientadas en I' se denominan
nodos. Sin pérdida de generalidad se puede asumir que cada conjunto de curvas
T" estd compuesto por curvas v en ¥ que, en caso que se solapen, sélo lo hacen
en los nodos. Desde esta perspectiva, I' constituye un grafo inmerso en una
variedad, esto es, una coleccién de nodos n, que son puntos de ¥, unidos por
enlaces [, que son curvas en Y. Llamamos multiplicidad de un nodo a la cantidad
M = Min + Mout, donde My, €s el nimero de enlaces que comienzan en el nodo
y m;pn €l nimero de enlaces que terminan en el mismo.

Dado un grafo I', ordenado y orientado, j; es un nimero que le asigna al enlace
[ una representacion irreducible de SU(2) diferente de la trivial. Denotamos por
i, al entrelazador asociado a cada nodo n. El triplete S = (T, j;, i, ) se denomina
red de espin embebida en X. A una eleccién de j; e i, se le llama color de los
enlaces y los nodos respectivamente.

Estados de redes de espin

Consideremos una red de espin S = (I, ji,¢,) con L enlaces y N nodos. El
estado |T', ji, oz, B;) definido en la seccién 4.2.1 consta de L indices oy arribay L
indices ; abajo. Los N entrelazadores i,, poseen un conjunto de indices duales
a aquéllos. La contraccién de los mismos da lugar a un estado de red de espin

|S):

1§ = St et
11 A1...Q&ny 12 Qny+1--Ongy
ay,B (4.29)
Bry_1--BL .
Yin aanl...aL|Fv]lvalaﬂl>a

El patrén de contraccién de indices esté dictado por lo topologia del grafo: el
indice oy (5;) de los enlaces I se contrae con los respectivos indices del entrelaza-
dor v;,, del nodo n, donde comienza el enlace [ (termina). La invariancia gauge
de este estado se sigue inmediatamente de las propiedades de transformacion
de los estados de la base (4.25) y de la invariancia de los entrelazadores. Este
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j=1/2
nZ

Figura 4.1: Una red de espin con dos nodos trivalentes

estado puede escribirse como un funcional de la conexion, a saber:

Ug[A] = (A]S) = <®z R“’”(U[Amn) : <®n )
(4.30)

= <A | F7jlaalvﬂl> : <®n Zn) .

La notacién - indica la contraccion entre espacios duales.

Utilizando las relaciones de ortonormalidad entre los entrelazadores y los es-
tados de la base se puede deducir directamente que el conjunto de los estados
|S) forma una base ortonormal en Ky. La base queda etiquetada mediante las
redes de espin, es decir, por medio de los grafos I" y los colores (ji, i,,).

4.3.2. Invariancia bajo difeomorfismos. El espacio gz

En este apartado buscaremos estados invariantes bajo la accién de difeomor-
fismos espaciales. En primer lugar, se puede observar que los estados de redes de
espin |S) no son invariantes bajo difeomorfismos puesto que, en general, dichas
transformaciones mueven los grafos sobre la variedad, cambiando asi el esta-
do. Por otra parte, el color de una red de espin también pueden modificarse a
causa de la accién de un difeomorfismo. En particular, un difeomorfismo que
deje un grafo I" invariante puede atin afectar el estado de red de espin [T, j;,4,),
modificando la orientacién u orden de los enlaces.

Para determinar los estados invariantes por difeomorfismos debemos inves-
tigar el espacio de los funcionales ® que actian sobre los estados U € Sy (el
subespacio de S invariante bajo transformaciones de SU(2)), es decir, el espacio
dual de Sy, al que denotaremos como §)). La accién del grupo de difeomorfismos
sobre elementos de este grupo queda determinada por la siguiente relacion:

(Us®)(T) = B(U,-10). (4.31)

Por lo tanto, un elemento invariante bajo difeomorfismos ® € S es un funcional
lineal tal que
O(UyT) = (7). (4.32)

El espacio Kgig es el espacio constituido por dichos elementos. Mostraremos
a continuacién que la imagen del mapa Pgg : So — S es precisamente Kqig.
Sea Pyg¥ € S| tal que:

(Pug)(W) = > <00 >. (4.33)
=U,w
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La suma recorre todos los estados ¥" € Sy para los cuales existe un difeomor-
fismo ¢ tal que ¥ = UyW. Esta suma estd bien definida, ya que siempre es
finita, pues los estados ¥, ¥’ pueden escribirse como combinacién lineal finita
de estados de redes de espin. En caso de que un difeomorfismo sobre ¥ cambie
el grafo, entonces transforma el estado en otro ortogonal a si mismo. Si cambia
s6lo su orden y/u orientacién, por tratarse de una cantidad finita de transforma-
ciones, anade una cantidad finita a la suma. Por otra parte, claramente Pq;gW
es invariante bajo difeomorfismos. Asi, la imagen de Py es Kqaig. Los esta-
dos relacionados mediante un difeomorfismo se proyectan por Pgig en el mismo
elemento de Kgjg:

PyigV = Paig(Uy V). (4.34)
El producto escalar en Kgig se define como

< Py VY, Pdiff\I// > Kaigr = (Pdiff\I/)(\I//). (435)

4.4. Nudos y estados s-nudos

Un difeomorfismo envia un estado de red de espin |S) a un estado ortogonal,
o a un estado que surge como resultado de un cambio del orden y/o de la
orientacién de los enlaces. Denotamos por gx|S) los estados que se obtienen de
|S) a través de un difeomorfismo que modifique la orientacién y/u orden de los
enlaces. Los mapas g forman un grupo discreto Gr, con lo cual el rango del
indice discreto k es finito. Luego,

0 siT # oI

S (Sklael$) ST = gl (436)

(S|Paisz|S") = {

Una clase de equivalencia K bajo difeomorfismos de grafos no orientados
I'" se denomina nudo. De la ecuacién anterior se desprende, entonces, que las
redes de espin S y S’ definen estados ortogonales en Kqig a menos que estén
anudadas de la misma manera, i.e., a menos que estén definidos sobre grafos
I' y I correspondientes al mismo nudo. Luego, los estados base en Kq;g son
etiquetados por nudos K. Llamamos Ky al subespacio de Kqig generado por
los estados de la base perteneciente al mismo nudo K: K = PgigKr. En el
espacio Kx los estados se distinguen dnicamente por el color de los enlaces o
nodos. Dicho estados no son necesariamente mutuamente ortogonales. Por lo
tanto, para obtener una base ortonormal de K es necesario realizar un proceso
de ortonormalizacién a la forma cuadrética definida en (4.36). Denotaremos a
los estados resultantes de dicha ortonormalizacién |s) = |K,c). Al niimero c¢ se
le denomina color del nudo. Estos estados se denominan estados de espin-nudo
o estados s-nudo.

Una de las principales propiedades de los nudos es que forman un conjunto
discreto, asi, el conjunto de las etiquetas K es también discreto. Luego, Kqig
admite una base discreta ortonormal |s) = | K, ¢) y Kqist es un espacio de Hilbert

separable. Con esto concluimos la construccién del espacio de estados cinematico
de LQG.
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4.5. Operadores

Como se mostré en § 1.5, la teorfa candnica cldsica admite dos variables de
campo bésicas: la conexién A!, y su momento canénicamente conjugado E*. Los
operadores cuanticos asociados a estas cantidades pueden definirse, entonces,
como:

Al (1)U[A] = A}, W[A], (4.37)

- )

Ef(r)U[A] = —ihSﬂGm\I/[A]. (4.38)
Ambos actian sobre funcionales W[A]. El primero actia como un operador mul-
tiplicativo, mientras que el segundo es una derivada funcional. El problema con
estos operadores es que los dos envian al funcional W[A] fuera del espacio de
estados que hemos construido en la secciéon anterior. En particular, no estan
bien definidos en K. Este obstaculo puede removerse facilmente tomando como
operadores béasicos, en vez de A y F, alguna funcién de los mismos.

La conexién A

La holonomia U(A, ) estd bien definida en S. Sean U“4(A, ) los elementos
de matriz del elemento de grupo U(A4, ), entonces

(UB(A,7)9)[A] = U'(A,7)[A]¥[A]. (4.39)

El lado derecho de la ecuacién pertenece a S si W[A] € S. De hecho, cualquier
funcién cilindrica de la conexién esta bien definida como un operador multipli-
cativo en K.

El momento conjugado F

Para entender la accién de E debemos calcular la derivada funcional de la
holonomia. Se puede mostrar que:

0

mU(A7’7) :/ds"ya(s)(53(’y(s),:U)[U(A,fyl)TiU(A,72)], (440)

donde s es una parametrizacién arbitraria de la curva v y 4%*(s) = dg: es el
vector tangente a la curva en el punto y(s), 71 v 72 son dos segmentos de 7y
separados por el punto x.

El lado derecho de (4.40) es una distribucién bidimensional pues una de las
tres deltas en 63 es integrada en ds. En consecuencia, trataremos de construir un
operador bien definido en I integrando E en una superficie de dos dimensiones.

Para este propdésito, consideremos la superficie bidimensional S embebida en
la variedad tridimensional 3. Sean & = (0!, 0?) las coordenadas sobre la super-
ficie S. Esta se define en ¥ por el mapa S : (0!, 02) — 2%*(c, 62). Consideremos
el operador

§
E;(S) = —ih8rG / dotdo®ng (6) —————, 4.41
) s A @) A
donde 027(5) 9
. P (7)) Oz
Na (O') = eaﬁ’yﬁ@ (442)
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es la 1-forma normal a S y €43+ es el simbolo de Levi-Civita.

A continuacién, calcularemos la accién del operador E;(S) en la holonomia
U(A,~). Para dicho fin, asumamos que los puntos finales de la curva v no per-
tenecen a Sy, por simplicidad, que la interseccion entre v y S consta a lo sumo
de sélo un punto P.

La curva estd separada en dos tramos, 7 = 1 U 72, por P. Utilizando (4.40)
y (4.41), se obtiene

Ei(S)U(A,7) (4.43)

00 00 s

dol do? 0 AL (7(7))
0x® dxP 9z

_ 17 2 OL” 0T OT' o3/ o =

= zh87rG/Sfydo do“dseapy 50T 502 Ba 8°(2(8),%(s))

X U(Aa ’yl)TiU(Aa ’72)

= 71'7187TG/Sd(jlcl(:r%ag,Y U(A,7) (4.44)

(4.45)

La ultima de estas integrales se anula a menos que la curva y la superficie
se intersequen. Asumamos entonces que existe un Unico punto intersecciéon de

coordenadas z® = (0. Haciendo el cambio de variable (o1,02, s) — (a!, 2% 23):

z%(ct, 0%, 5) = 2%(ot, 0%) + 2%(s), (4.46)

cuyo jacobiano

o(zt, 2%, 23) 0x® 9zP 027
T 0T ) e e
d(ol,02,5) P 9ol 902 Os
aparece en la integral (4.45), ésta puede resolverse, dando lugar al resultado
siguiente:

J

(4.47)

Ox® 028 97 4 . . _
/S/vdoldcTsteag,y(ww&95‘3(1’(0),3}(5)) = =+1. (4.48)

El signo esta dado por la orientacion relativa de la superficie y la curva. Luego:

Asi, la accién del operador E*(S) sobre la holonomia U(A, ) consiste en insertar
la matriz (+ih7;) en el punto de interseccién entre S y 7.

La generalizaciéon a multiples intersecciones es inmediata. Usando la letra p
para denotar diferentes puntos de interseccién:

E(S)U(A) = Y +i8rGAU (AU (A, ). (4.50)
pE(SUY)

Para una holonomia en una representacién arbitraria j:
Ei(S)RI(U(A, 7)) = £i8tGhRI (U(A,71)) DriRI(U(A, 7)), (4.51)

donde U)7; es el generador SU (2) en la representacién de espin j.Por lo tanto,
E;(S) es un operador bien definido en K.

Calculemos la accién del operador E(S) = Y. E;(S)E;(S), asumiendo que
existe una Unica interseccion entre S y el grafo del estado de la red de espin. Sea j

82



4.5. OPERADORES

el espin del enlace de la interseccién. Usando (4.51) y que )7; 7y = j(j+1)x1,
entonces

E%(8)|S) = (87G)?h2%j(j +1)|9). (4.52)

Sin embargo, esta expresién no es valida cuando la interseccién consiste de
varios puntos, pues las matrices 7; deben contraerse en puntos distintos. Para
resolver esta dificultad alcanza con dividir la superficie S en N superficies més
pequenas S, que se vuelven mas y mas pequenas a medida que N — oo y tales
que para cualquier N se satisface U,S, = S. Se define entonces el operador
asociado a la superficie S

A(S) = 1im Y VEX(S,). (4.53)

N—o00

Para un valor de N suficiente grande, ningin S,, contendrd mas de una inter-
seccién con I' (en la hipétesis de que ningin nodo se encuentre en S). Por lo
tanto, la suma sobre N que surge como resultado de aplicar el operador A aun
estado de red de espin se reduce a una suma sobre las intersecciones entre I' y
v, que es independiente de N, para N suficientemente grande. Asi, valiéndonos
ademds de la expresién (4.52), se obtiene:

A(S)18)=87Gh Y jr(ir +1)IS), (4.54)

Pe(SnI)

donde jp es el color del enlace que corta a S en P. Este es un resultado clave. En
primer término, los estado de redes de espin son autofunciones de este operador
(con la eleccién apropiada de entrelazadores) y sus autovalores reales, por lo
tanto, se trata de un operador autoadjunto. En segundo lugar, esté bien definido
en IC, siendo su andlogo clasico el area de la superficie S:

AS) = [ VnaBensBl o (4.55)

Asi, el operador A puede interpretarse fisicamente como el operador asociado
al drea de la superficie S. Este hecho implica inmediatamente una prediccién
fisica: cualquier medida del drea de una superficie fisica s6lo puede arrojar un
resultado que se encuentre en el espectro de este operador. Como el espectro es
discreto, esto significa que el area estd cuantizada. Los valores propios son:

A= =8rhGe® > /4G + 1). (4.56)
Si en vez de usar la conexion real se hubiese usado la conexién de Barbero, el

resultado seria:
A; = 87phGe™® Z ViiGGi +1). (4.57)

Asi, a menos del pardmetro de Immirzi 3, la ecuacién (4.57) es una prediccién
cuantitativa de LQG. El valor mds pequeno no nulo (j = 1/2) que puede tomar
el area, considerando =1 es

Ay = 4V31hGe™3 ~ 10~ em?. (4.58)
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Esta magnitud corresponde entonces a un cuanto de area portado por un enlace
en la representaciéon fundamental j = 1/2. El hecho de que exista una cota
inferior para el area indica que existe un tamano minimo del espacio fisico, en
la escala de Planck.

Una discretizacion intrinseca del espacio fisico en la escala de Planck era
un resultado esperable de la gravedad cuantica. En el contexto de LQG esta
naturaleza discreta no ha sido impuesta o postulada, sino que surge como una
consecuencia directa de la cuantizacién.

Anélogamente, puede construirse un operador asociado al volumen de una
cierta regién R. Clasicamente, el volumen de dicha regién esta dado por

1 o
V(R) = /R d%\/:ﬂkamEmEﬁjEvﬂ. (4.59)

Se puede mostrar que se trata de un operador bien definido, no negativo y
autoadjunto, con espectro discreto.

Interpretacién fisica de los estados de red de espin

La propiedad esencial del operador volumen es que, al actuar sobre un estado
de red de espin, solamente contribuyen al resultado los nodos de la red. Esto
significa que el volumen de una regiéon R es una suma de términos, uno para
cada nodo de la red de espin dentro de R. Asi, puede interpretarse una red de
espin con N nodos como un arreglo de IV cuantos de volumen. Dichos cuantos
estan separados uno del otro mediante superficies, cuya area esta determinada
por el operador area. Este operador tiene contribuciones de cada enlace de la
red de espin que corta la superficie S. Se desprende entonces la siguiente inter-
pretacién: dos cuantos de volumen son contiguos si los correspondientes nodos
estan conectados por un enlace [. En este caso, hay una superficie elemental
separandolos, cuya area queda especificada por el color j; del enlace I:

A, =8mc*hG/ 515 + 1). (4.60)

De esta manera, los entrelazadores i, asociados a los nodos son los niimeros
cuanticos del volumen y el espin j;, asociado a los enlaces, es el niimero cudntico
asociado al area. El volumen se encuentra en los nodos y el drea en el enlace que
los une. Luego, un estado de red de espin |S) determina una métrica discreta y
cuantizada, en tres dimensiones.

Interpretacién fisica de los estados de s-nudos

Consideremos un estado s-nudo |s). Por simplicidad, consideraremos difeo-
morfismos que s6lo modifican la ubicacién del grafo en la variedad tridimensio-
nal, lo que permite deshacernos de los tecnicismos asociados a los difeomorfismos
que afectan a la orientacién y/o el orden. En este caso, |s) puede interpretarse
como la proyeccién bajo Py del estado de red de espin |S), excepto por su
localizacién en la variedad tridimensional. Asi, |s) retiene la informacién acer-
ca del volumen y los cuantos de volumen adyacentes, y acerca del area y las
superficies que separan a estos volumenes, pero, debido a la accion de Pyig, se
pierde cualquier informacién relacionada con la localizacién de estos cuantos de
volumen en la variedad tridimensional.
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Figura 4.2: El grafo de una espuma de espin abstracta y el ensamble de cuantos
de volumen que representa. Los cuantos de volumen son adyacentes cuando los
correspondientes nodos estdn enlazados.

En conclusién, los estados |s) representan una geometria discreta y cuantiza-
da, la cual estd compuesta por cuantos de espacio abstractos que no viven en
la variedad tridimensional sino que simplemente estan localizados uno respecto
del otro. Su relacién espacial estd tdnicamente determinada por la relacién de
adyacencia definida mediante los enlaces. El volumen de los cuantos y el area
de las superficies estan determinados por el color de los s-nudos. Los espines j;
son los nimeros cuanticos asociados al area y los entrelazadores i,, hacen lo pro-
pio con el volumen. Finalmente, hemos conseguido construir estados cuanticos
definidos de una manera invariante bajo difeomorfismos espaciales y con una
interpretacién fisica sencilla.

4.6. Simetria esférica

En las secciones anteriores hemos introducido conceptos y técnicas de LQG en
un contexto general. En esta secciéon nos abocaremos a mencionar brevemente las
simplificaciones que surgen cuando el espacio-tiempo es esféricamente simétrico.
Como se mostré en el capitulo dedicado a simetria esférica, la reduccién por
simetria daba lugar a tres pares de variables candnicas: (/_lp,E”), (Az, E%) y
(n, P"). Los estados de redes de espin, en este caso, estan dados por el producto
de holonomias de estas variables. Dado un grafo g, con aristas (enlaces) e; y
vértices (nodos) vj, los estados de red de espin adoptan la forma

T opan= [] €0 O emrngimntn, (4.61)
eng

vng

donde k;, la valencia de la arista e;, es la representacién del elemento del grupo
U(1), obtenido al tomar la holonomfa de la conexién A, . La situacién para A, y
71 es més dificil. De manera intuitiva se puede pensar que j; y n; son el resultado
de integrar las variables flp y 1 en una curva angular de radio constante ya que,
al no haber dependencia angular, la integral tendrd un efecto meramente multi-
plicativo. Sin embargo, ni f_lp ni 7 son conexiones genuinas, lo que imposibilita
definir una holonomfa asociada a estas variables. La expresién (4.61) puede de-
rivarse partiendo de la holonomia para la teoria completa U(A,~) = ef AaTidz®
e introduciendo la conexién esféricamente simétrica [9].
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4.6.1. Accidn de las triadas

Recordemos que el operador Ef* se definfa como Ef‘ = —iESWGM%, con lo
cual 5

E® = —ih81G—— 4.62

T S A, (z)’ (4.62)

que, actuando sobre el estado (4.61), arroja el resultado:

E*(x)T = 87TGFLMT

g,k i, 5 o.F, (4.63)

n’

=

donde k;r (x) y k; (z) son las valencias de las aristas que se intersecan en z, en
caso de que se trate de un vértice, o las valencias de la arista que contenga al
punto x en caso que no. Por su parte, el operador

o 5
Ef(z) = *ZHSWGW (4.64)

aplicado sobre los estados (4.61) tiene un resultado distribucional, pues /Ip no
esta integrado. Para suavizar el resultado integramos en una regién Z:

/IEpTg,E,r,ﬁdx =8rGh Y T, DR (4.65)
v, €L
De manera analoga,
P'T pade = 81Gh Z Ty 5 (4.66)

v; €L

Por 1ltimo, mencionamos la accién de la derivada del operador Ew, la cual puede
expresarse como una diferencia finita. Mas adelante dicho operador aparecera en
expresiones en las que se encontrara como integrando; en este caso el espaciado
de la diferencia finita termina cancelandose, dando lugar al resultado:

+

/ " (E*)dz = BE(*) - Bz). (4.67)
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Cuantizaciéon del
espacio-tiempo

En esta secciéon procedemos a la aplicacién de la cuantizacién de Dirac para
el caso de un espacio-tiempo esféricamente simétrico y vacio, donde el vinculo
hamiltoniano ha sido abelianizado. Puede mostrarse que clasicamente la tinica
solucion que caracteriza a espacio-tiempos esféricamente simétricos en el vacio
es la de agujero negro. Asi, los resultados de esta seccién corresponderan a
un agujero negro cuantico. A lo largo de toda la seccién supondremos que el
parametro B.I. vale uno: 8 = 1.

5.1. Cinematica

Como se menciond en el capitulo anterior, dado un grafo g, con aristas e; y
vértices v; los estados de red de espin toman la forma:

T, i 4 Ay, Ay n) = H o2k Je; dwda(a) H et Ap(v3) gingn(v;) (5.1)
e; €9 v;E€Qg

4

donde k; son las valencias asociadas a las aristas y p; son las “valencias”
asociadas a los vértices. En primer lugar, impongamos el vinculo de Gauss,

G = /dx)\((E“J)’ + P7), (5.2)
al estado (5.1):

Gy(NT, ;= 8713 > Avy) (ke+ — k- an) T ::=0, (53)

donde /% = hG. Por lo tanto,

1
nJ = 5 (ke'," - ke._) . (54)
Esto implica que la holonomia en la variable 7, es:
H e%(kg;r*kej— )n(v;) _ H e% e dzk;(x)n'(z) (55)
v €9 e; €9
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Combinando este término con la holonomia en la variable A,
A 1
II e? Jejeq drhi@(Aatn’) _ IIe ejes While. (5.6)
e; €9 e; €9

Y por lo tanto, los estados de redes de espin quedan reducidos a la siguiente
expresion:

T, 16 = T el 8t T etmsisn. (5
€; €9 vj€g

Adoptando una representacién para las holonomias puntuales K, como funcio-
nes periddicas, las etiquetas p; deben pertenecer a un subconjunto numerable
de la recta real con puntos igualmente espaciados, no hay obstéculo, entonces,
para que las etiquetas ji estén caracterizadas por enteros, por ejemplo, 7. El
espacio de Hilbert cinemdtico es entonces

Hitn = Hitn ® (@)1 F @ 1], (5.8)

donde H? = L*(R,dM) es la descripcién estdndar para el grado de libertad

kin
global correspondiente a la masa del agujero negro [27, 20, 23, 13] y /2 denota
el espacio de las funciones cuadrado sumables. Dicho espacio esta equipado con
el producto interno

<ga Ea ﬁ? M | g/v Elv ﬁlv M/> = 5(M - M/)(s]z,lz’éﬁ,ﬂ"ég»gl’ (59)

con n; € Z.

5.2. Operadores
El operador masa funciona como un operador multiplicativo
M|g. k. i, M) = M|g,k, i, M). (5.10)

Como vimos en la seccién 4.6, las triadas también actian de forma multiplicativa

E"(2)|g, K, i, M) = [pk;(x)lg, K, fi, M) (5.11)
[ aBrta)ig. Eoi by =13 S il i b, (5.12)
I
vjEg

siendo k;(z) la valencia del enlace que contiene al punto . Las holonomfas, por
su parte, actuan del siguiente modo:

en% fej UlzI(gs(«70)|g7 E’ ﬁv M> — |g’ ]Z+ n;, ,L_l:, M>’ (513)

e”%pKP(“f)|g7l_€',ﬁ,M> = |g,lg,[j—|—npxj,M>7 (5.14)

donde x; es un vector cuya unica componente no nula es la j y vale 1. Estamos
interesados en estados con un numero fijo de vértices, pues la accién de los
vinculos no modifica su cantidad. Asi, la accién de la holonomia puntual ha sido
restringida a los vértices, pues si no fuese de ese modo crearia nuevos vértices
en la red.
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5.3. Dinamica
En esta seccién buscaremos los estados fisicos, es decir, aquellos que son so-

lucién del vinculo hamiltoniano. Primeramente, observamos que el vinculo ha-
miltoniano (2.149) puede reescribirse como

H(N) = /dxﬁH,H+, (5.15)

donde,

(Ex)/<Ex)1/4
2Er '

Absorbiendo el factor Hy en la funcién lapso y multiplicando el integrando por
4(EP)?, se obtiene

o= VB (1+K2)—26M = (5.16)

H(N) = /daﬂ (2EP\/\/ﬁ (1+ K2) —2GM — (Ef)’(Ef)l/‘*) . (5.17)

donde N es un nuevo multiplicador de Lagrange que emerge tras la absorcion
de H; y el nuevo reescalado.

Escogiendo ahora un orden de factores, y reemplazando Kg por su versién
holonomizada (puesto que K, no estd bien definido en el espacio de Hilbert
cinematico): K, — sin(pK,)/p, el operador cuantico adopta la forma:

. — n ~ Ea ’
AN = /d:cN (2 {\/va(l +sin®(pK,)/?) — QGM} fo M)
o\ —
(5.18)
Para hallar los estados fisicos resulta conveniente, en lugar de utilizar la re-
presentacién de holonomias, utilizar la representacién de conexiones. Esta con-
veniencia se justifica en que el operador sin(pK,) actia sobre los estados base

lg, 1_57 i, M) modificando el indice p, y dando lugar a una ecuacién de diferencias
finitas complicada de resolver. En cambio, utilizando la representaciéon mezcla-
da, la accién del operador mencionado es meramente multiplicativa, mientras
que EP acta como —il%0/0K,. Luego, los estados buscados son una combi-

nacién lineal de vectores de la base |g, 1_57 K 0y M), donde K » €s un vector cuya
j-ésima componente es K,(v;). Estos estados son de la forma:

vi€9 (5.19)

Los coeficientes de (5.19) pueden simplificarse notando que el operador hamil-
toniano actua unicamente sobre los vértices:

H(N) = > N(v;)H(v;). (5.20)

Factorizando, en consecuencia, la funcién ¥ como

U(M, K, K,) qu] M, kj, kjy1, K, (v))). (5.21)
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La ecuacién H|¥,) = 0 da lugar a

-2 K
- 4@12,\/1pkj/2 <1 + Sm;’;”)) — 2GMOk, (v;)¥i

2 4
— Uk (hyya = k) = 0,

(5.22)

multiplicando por —l%l}ﬁk;“:

, sin?(pK. 2G M
47 (1 + (p p) aKp(vjﬂﬁj + (k‘j.»,_l — Kj)’qu =0, (5.23)

2 - 1/2
P lpk;
equivalentemente,
oan | san )
4i|1— ——= 1 +sin®(pK,)p=2 (1 - —— Ok (v Vi
( lpk]l»/2> (PK,) lpk;/g Ky (v;) ¥ (5.24)

+ (kj+1 — kj); = 0.

Multiplicando y dividiendo el primer sumando por p, y definiendo:

—1
_ 2GM
y; = pK,(v)) m? =p 21— — 3 , (5.25)
lpk;

la ecuacion anterior adquiere la forma

1
47%@% + (k1 — kj)ib; = 0. (5.26)

J

La solucién para 1); es:

Vi (M, kj, ki1, Kp(vj)) = exp (;mj(ijrl - kj)F(pr(Uj)»imj)> ;o (5.27)

con

¢ dt
F(o,K) = | —2 (5.28)
0 V1—K2sin’t
Estos resultados son normalizables con respecto al producto escalar cinematico
definido en el capitulo 4. Aplicando el procedimiento descrito alli podremos ob-
tener estados invariantes bajo difeomorfismos, obteniendo el espacio de estados
fisicos.

5.4. QObservables

Un observable es una cantidad invariante gauge, es decir, una funcién de las
variables canodnicas cuyo corchete de Poisson con todos los vinculos es cero.
En nuestro caso, uno de los observables se reconoce de manera inmediata, la
masa M del agujero negro, que puede identificarse como un observable de borde
[27, 19, 23]. Surgen, ademds, otros observables sin andlogo clésico. El primero de
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ellos es el numero de vértices. Puesto que ni el operador vinculo hamiltoniano
(5.18) ni el vinculo de difeomorfismos modifican el nimero de vértices al actuar
sobre los estados cinemaéticos, podemos construir el observable de Dirac V tal
que al actuar sobre los estados ¥y da un nimero entero V' (el nimero total de
vértices). Es més, la restriccién a difeomorfismos invertibles en la teorfa cldsica
implica que la variable E* es mondtonamente creciente, lo que da lugar a valores
mondtonamente crecientes de k que, a nivel cudntico, caracterizan la secuencia
de radios de la geometria (la ecuacién (2.120) del capitulo 2 promovida a nivel
cudntico es B* = Rz) El segundo observable emerge de la observacién de que
el orden de los vértices es invariante bajo la accién de difeomorfismos radiales.
Sea z un pardmetro en el intervalo [0, 1], se define

O(z)|‘y>f = l%kint(Vz)|\Il>fu (5.29)

donde V es el nimero total de vértices e Int(Vz) es la parte entera de Vz.
Al variar z entre 0 y 1, el operador dard como resultado las componentes del
vector k de forma ordenada. Este observable puede utilizarse para captar la
parte invariante gauge del operador E* (el cual no es un observable, puesto
que no es invariante bajo difeomorfismos), viabilizando una representacién del
mismo en el espacio de estados fisicos. Sea la funcién z : R — [0, 1], definimos
el operador: R R
E* ()W) = O(2(x))[¥) , (5.30)

el cual, en efecto, es un observable de Dirac. Su valor queda especificado una
vez elegida la funcién z(x): asi, esta funcién codifica la libertad gauge en E<.

El uso de observables de Dirac parametrizados permite expresar la métrica en
términos de éstos y funciones explicitas que desempenian el rol de pardmetros.
De la descomposicion ADM de la métrica tenemos las expresiones clasicas

. oNK,VET (EP)?
Gtz = hzzN = (Ex), L
2GM 2K, (E*)
=, /(1+K2)— - £
Ezx _ 2GM (531)
\/ VET 4B (14 K3 - 291
Ky (E”)

2 20GM '
2\/E$,/1+Kp VB

((E?))?

Gz = hmc = (532)
z _ 2GM
1B (14 K7 - 26M)
2GM
= (=N? + hye (N*)?) = (1— ) 5.33

las cuales pueden promoverse a operadores cuanticos sustituyendo E* — E*
y M — M. La cantidad K, es un parametro funcional del cual dependen los
observables.
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Capitulo 6

Renormalizacion en
espacio-tiempo cuantico

6.1. Introduccion

Como vimos en el capitulo anterior, el espacio-tiempo con simetria esférica
que emerge tras la cuantizacion es de naturaleza discreta y se caracteriza com-
pletamente por la masa ADM y una red de espin unidimensional, dada por el
grafo g y un conjunto de nimeros enteros correspondientes a las valencias de la
red de espin k. Estos se vinculan con la triada E7, de modo que la coordenada
radial estd cuantizada, con un espaciado de red subplancklano.

r2 = 1%k (6.1)

donde el indice 7 estd asociado con los vértices radiales de la red de espin.

En este capitulo estudiaremos el valor esperado del tensor energia-momento
de un campo cudntico escalar libre, sobre un espacio-tiempo cuédntico esféri-
camente simétrico, para modos de alta frecuencia. Ya han sido considerados
campos cudnticos sobre este tipo de espacios: el efecto Casimir entre dos casca-
rones esféricos[20] ha sido estudiado y la radiacién de Hawking ha sido derivada
con pequenias correcciones [22]. La principal diferencia que surge al tratar cam-
pos cudnticos sobre espacio-tiempos cuanticos en oposicién a espacio-tiempos
clésicos es que las ecuaciones de campo se discretizan y las divergencias se regu-
lan naturalmente, como veremos en la seccién 6.3. Sin embargo, debido a que el
espaciado de la red es subplanckiano, las cantidades divergentes en el continuo
se vuelven finitas pero enormes, estableciendo una inadmisible dependencia de
la macrofisica con respecto a la microestructura espacial. Dicha relacién puede
eliminarse a través de una renormalizacion finita.

6.2. Funcion de Green de Feynman

Como senalamos en el capitulo 3, el tensor energia-momento se vincula con
la accién efectiva mediante la relacién:

2 oW
V=g dg’
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donde .
W= —%Tr(ln(—GF)) (6.3)

es la accion efectiva y G es el propagador de Feynman para un campo escalar,
es decir,

(V VF +m? 4+ ER)Gp(z, ') = —(—g(x))/25(x — o). (6.4)

Por lo tanto, para analizar las divergencias de (T},,) o de qué modo se ven
alteradas las mismas sobre un fondo espacio-temporal cuantizado, es necesario
estudiar el propagador de Feynman.

6.2.1. Continuo

En este apartado adaptaremos brevemente las ideas expuestas en el capitulo
3 al caso 141 dimensional, ya que el espacio-tiempo cudntico con el que con-
trastaremos los resultados es esféricamente simétrico.

La accién gravitacional con una posible constante cosmoldgica en 141 dimen-
siones esta dada por:

04,V *9(2) 2
Sy = /d:c dr———(Rr® — 2Ap), (6.5)
4Gp
donde Gg y Ap son los valores de las constantes de Newton y cosmoldgica
desnudas. La accion total es, entonces

S == Sg + Sm) (6'6)

donde S,,, es la accién material.

Por otro lado, en coordenadas normales de Riemann proximas a un punto
a2’ (pues nuestro objetivo es estudiar las divergencias ultravioletas), la métrica
puede expandirse como

1 1
uv = Nuv — ng,ayﬁyay'B — 6R,m,,5;7y“y’3y7 + ..., (67)

donde y* son las coordenadas del punto x. El propagador de Feynman reescalado

G = (—g)l/ 4@ en el espacio de momentos puede escribirse como

~ / de —1 / / a
GF($,$)%/(27T)26 ky{ao(a:,x)—i-a,l(x,x)(—w)
9]

+oa(o) () 02 - mh

donde ag, a1 y as son términos puramente geométricos cuya expresion explicita
se muestra en (3.52)-(3.54). Utilizando la identidad

(6.8)

(K2 —m?*) ™1 = - /000 ds exp(is(k? —m?)), (6.9)

puede integrarse en k, obteniéndose
1 [ ds
—e

v —im?s+ 5% 1+ ai(z, x/)(zs) + as(z, .%'/)(28)2] (6.10)
47 0 S

Gz, 2') ~

con o = 1/2y,y*. A diferencia del caso en 341 dimensiones, en 141 el término
en as no da lugar a divergencias.
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6.2.2. Cuantico

En este apartado calcularemos el propagador de Feynman para un espacio-
tiempo esféricamente simétrico, del tipo introducido en la seccién anterior. Pues-
to que el espaciado de la red es muy fino, en la mayor parte de los calculos sub-
siguientes aproximaremos las ecuaciones discretas por ecuaciones en el continuo
e introduciremos la discretizacién en puntos clave, donde sea relevante.

Consideremos una red de espin equiespaciada en coordenadas normales, con
un paso de red A. Esta discretizacién impone un valor maximo en k':

Ll

max

=21/A. (6.11)

La funcién de Green estd dada, entonces, por

Galz,2') = —exp(—(ikoy® — ik1y*
IN¢ ) Conya 27 ) 27 p(—(ikoy 1Y) 612)

[t~ )

Sustituyendo en la expresion anterior la representacién integral

B /27\'/A & [eS) d]fo

(K> —m?) " = —i/ dseis K =m®) (6.13)
0

(6.12) puede reescribirse como

20/ dky (% dko )
Gal@, ) —z/ ds/?ﬂ/A o | o 21 [1+a1(x x)<_8m2)} (6.14)

ezs(ko—kf—nﬂ)e—(zkoy —ikyyt ).

Concentrémonos, en primer término, en la integrales en k° y k!'. Reagrupando
términos en los exponentes, la integral en k; se reduce a:

/A /A 2
/ TS Ak skt i / IS dhy ok ) (6.15)
—27/A 27 27 /A 2
2 VRS gy e
— eTis — (6.16)
Vis(- -t 27 Vis
2001 | —Vis(F+45h) , Vis(Z-3h) )
= e%is - —/ du e —I—/ du e (6.17)
2 0 0
=YFerf(—Vis(Z+4L)) =YFerf(Vis(2Z - 41))
2 1 _ oy
= edis erf(@(— — —)) — erf( + 6.18
4vmis | A 2s ( )
donde en (6.16) hemos realizado el cambio de variable v = (kl — y1/23)
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Por otra parte, la integral en k° es:

/OO ko isk3 ~ikoy® _ /OO dko s (ko-10)7 - 14 (6.19)
oo 2m oo 2T
B[ dv\/? 2
— e 4is P —e Vv 6.20
¢ [m 27 86 ( )
v [i/T
=€ Tsy/-——— 6.21
¢ s 21’ ( )

donde en (6.20) hemos efectuado el cambio de variable v = /s/i(ko — yo/2$).
Sustituyendo los resultados (6.21) y (6.18) en (6.14) se obtiene:

- i ds ) o ,
Ga(z,2') =— &/ ?exp( —im?s + %){1 +ay(z,2')(is)}

Vi rdns — iy A Vi r4mws + 1 A
<Lt (5 (Fam)) et -5 ()
2 A\/s 2 Ay/s
donde 0 = y*y4/2 es la mitad del cuadrado de la distancia propia entre x y z’.
La consistencia de este resultado puede verificarse estudiando el limite A — 0:

(6.22)

Vi rdws Ty A Vidn\/s
ert(+ 5 (T\/E)) o= 573) (6.23)
utilizando ademéds que erf(—z) = —erf(z) se obtiene
Vi rdms — y1A Vi r4ms + y1A 21v/is
i(5 (Tayr ) (-5 (Faa ) o 2t(FR ) 6
y como
27T\/f9
i f =1 2
Jim erf(ZRT) =1, (6:25)
en efecto, recuperamos el resultado para espacio-tiempos continuos (6.10):
1 [ ds

1/ ~ / - _ - a2 i 1 (4 = a ! .
i Ga(z, ") el exp( m S+21ﬁs){ +ay(z,2")(is)} = G(x,x")
(6.26)

6.3. Accidon efectiva

Como se expuso en la seccién 3.3 del capitulo 3, la accién efectiva estd dada
por

W = / A"z Lo = / [—g(x)]"? Legd™x, (6.27)

y ) o
Lo =  lim / dm? Gp(z,z'). (6.28)

22 —a f2

Para obtener el lagrangeano efectivo para el espacio-tiempo cudntico alcanza
con reemplazar Gr(xz,z') por Ga(x,z’) en (6.28):

I i [ds ;2 f(27r\/is
off = —— —e er
& 81 Jy 2 A

>F(z, o3 is). (6.29)
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Nos interesa estudiar aquellos términos divergentes en espacio-tiempos continuos
esféricamente simétricos, es decir:

Laiv = b /000 d—je_iWQSerf(2Wf> (ap(z) + a1 (x)(is)), (6.30)

8 s

donde ap(x) = ap(x,z) y a1(x) = a1(x,x). En los apartados siguientes nos de-
dicaremos a calcular explicitamente Lg;,. Procederemos por dos caminos, (i)
utilizando el desarrollo de Taylor para la funcién error y extendiendo analitica-
mente el resultado a la regién asintética y (i4) usando la serie asintética de la
funcién error; obteniéndose el mismo resultado en ambos casos.

6.3.1. Término en ag

El término en ag esta dado por

i [ds _jm2s 27
Leff,ag = _8771' o 52 —€ erf (A\/E) s (631)

donde hemos hecho la sustitucién ag = 1.

Serie de Taylor
La funcién error puede expandirse del siguiente modo:

n 2n+1

fz n!( 2n+1) (6.32)

erf(z

Insertando esta expansién en (6.31):
1)n ‘n+3/2

2n+1
Legg a0 = Z —_ /OO ds e~im’s gn=3/2 (6.33)
o ( 3/2 o n!(2n + 1) A o ’

y haciendo el cambio de variable u = im?s:

Leff ,ao (634)
n n+3/2( )7n+1/2 o1 2n+1 00 .
— =7 —u, n—1/2—1
= 3/2 Z G+ D) ( A ) /0 due™"u
=I'(n—3)
(6.35)
1 o~ (=" 2\ "t —2n+1 1

— Tr - = 6.36
A(m)3/2 n;) nl(2n + 1) ( A ) " "5 (6.36)

S TR o ey . R (6.37)
- 2AT — nl(2n+1) \Am 2/ '
Por otra parte, la serie que aparece en (6.37) satisface la relacién:

gwknr <n - ;) = —\/z(\/W+ sinh ' (VE).  (6.38)

I2n+1)
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n (6.37), k = (—;)2 = k << 1, ya que A es del orden de la longitud de
Planck. Tomemos, pues, la expansion asintotica del término a la derecha de la
igualdad (6.38), a saber:

\/m+isinh*1(\f) —>f+ \f( 1n<;>+1+1n(4)>

VEk
N3/ (6.39)
+0O|( |-+
(())
Por lo tanto, la ecuacién (6.37), puede reescribirse como

Left a0 (6.40)

m 2T 1Am Am\?
~— [ —F+=— |1 — 1+ 1In(4 41
2A<Am+227r n<<2w>>++n<)> (6.41)

m m? 1672

Expansién asintética

La serie asintética para la funcién error es

erf(z) - \F Z 2’;; D! (6.43)

Sustituyendo esta expresién en (6.31), se obtiene:

ds "(2n — 1)I1AZ
Loffar = - , 44
.20 2/0 7r3/2f Z 2" in s"(4m2)n (6.44)

donde hemos ignorado el primer sumando en (6.43) por tratarse de una constante
(infinita), independiente de A.
Concentrémonos ahora en la integral en s. Aplicando el cambio de variable

U= z'(‘lAi22 +m?)s, se obtiene la identidad

/Oo ds e (4" /A% 4m*)s gn=3/21 _ nH3/2p(_p _ 3/9), (6.45)
0
donde

= i(4n? /A2 + m?), (6.46)

con lo cual Leg q, toma la forma
TR YA n(2n — 1AM 2 3
Letay = 'fi-n—-=1,
a0 = 5 1675/2) nz% 2n (472)n (A2 m "3

reagrupando términos:

93/2 (4#2)3/2 © 1 m2A2\"T3/2 3
B —1\)" —1nf = - —
Lot a NG 7;( 1" (2n 1)..<2+ = > F( n 2).




6.3. ACCION EFECTIVA

Estudiemos ahora la serie de la ecuacién (6.48):

i(—l)”(m — DUE"H3/2D (—n — g) 7 (6.49)

n=0

2 2 . . . L
donde k = % + ”éﬂ% . Puesto que nos interesa estudiar la aproximacién donde

mA — 0, expandamos en torno a k = 1/2:

i(—l)"@n — 1) <_n _ ‘;’) ~

k—1/2
2w

<—N§7r3/2 (k —~ ;) +0 (k — ;)7>
I (%_fflfm) (—i\/§7T3/2 (k - ;) +0 (k — ;>7>
WS (e ) () oo )

n=0

—arg (— ‘é?:k_’f) —arg(2k — 1)+

(6.50)
utilizando que arg(k)=0 y sustituyendo esta expansién en (6.48), con k = 3 +
";;%2 se obtiene:

T m? 1672
Leﬁ,ao ~ = (A2 + g (1 + In (M))) . (651)

En efectos, ambos cédlculos, serie de Taylor y expansién asintética han arrojado
el mismo resultado para Leg q,-

6.3.2. Término en a;

El término en a;(z) es:

i [Pds 2, . 2mV/is
e erf(

Lo ==g- | & X )al(x)(is). (6.52)

Serie de Taylor

Usando el desarrollo (6.32) para la funcién error en (6.52) y reemplazando:

2n+1
I & (=n» o 2mVis im?
L — m- s .
efbar = 48/ nz n!(2n+1)/o ds( A ) e o), (6:53)

=0

haciendo el cambio de variable im?s = u, la integral en s da lugar a un término
proporcional a una funcién I', de modo que Lqg o, puede reexpresarse como

Loy = — i D (2N ) (2) (6.54)
e T gx32 Zel(2n + 1) \ Am BREEY Rt '

=0
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por otra parte, la serie que aparece en (6.54) obedece
= 1
2n+1 _ : -1
gz Ten + k r < 2) = /msinh™" (k), (6.55)

donde k = =£-. Como Am — 0, podemos considerar la expansién asintética de

e inh ! (k) &~ -1 (1> :
sin (o +(9< ) (6.56)

como una buena aproximacion, de manera que

1 4
Lefr,a, = Eln (Am) ai(x). (6.57)

Reemplazando a;(x) por su valor Leyfq, adquiere la forma
1 dT
Letr,a, ~ Eln (Am) ai(x). (6.58)

Expansién asintética

Procediendo de manera andloga al apartado anterior, pero considerando la
expansién asintética (6.43), Le,q, toma la forma

)|]A2n+1
Leﬂ',al = 167-‘-5/2 Z 47T 27L,Ln+1/2

(6.59)
™ / ds efi(471'2/A2+m2)ssfnf3/2al(x)7
0
donde hemos omitido la constante infinita independiente de A del mismo modo
que hemos hecho en el apartado 6.3.1. Mediante el cambio de variable u =

. 2 . L
i (% + m2> s, la integral en s puede resolverse, dando lugar a una funcién T,

de forma que L.g , obedece también la expresién siguiente:

1 m2A2\" T2 1
Leﬂ,al = 1671-3/2 Z 2 _1 ” (2 —+ 87-[-2 ) I (—TL — 2) . (660)

La serie en (6.60) cumple, ademds, que

o0

> (=1™2n - 1! k;"+1/2r< n— 2) —V2r tanh ™! (V2k). (6.61)

n=0

Por otra parte, como mA — 0, es tutil desarrollar la tangente hiperbdlica de la
ecuacién anterior en torno a k =1/2:

—/27 tanh ™ (V/2k) s \/§ (ln (k - ;) —In(2) + i7r> +0 (k - ;) ,

(6.62)




6.4. RENORMALIZACION

el término en (k — 1/2) da lugar a un término proporcional a m?A? y, por lo
tanto, es despreciable. Considerando sélo la parte real del desarrollo, pues k € R,

tenemos
B -1 m2A2 N I m2A?
V27 tanh ( 1+ DR > S \/;ln (167r2 . (6.63)

Finalmente, reemplazando este resultado por la serie en (6.60) recuperamos, en
efecto, la relacién (6.58).

A diferencia de lo que ocurria en el caso de un espacio-tiempo continuo, donde
las contribuciones en ag y a; daban lugar a divergencias, como hemos demos-
trado, para un espacio-tiempo discreto estas contribuciones son finitas, aunque
dependientes del espaciado de la red A. En particular, para un valor finito A
subplanckiano son contribuciones importantes, lo que se traduce en una de-
pendencia de la macrofisica con respecto a la microfisica. Este problema puede
resolverse mediante una renormalizacién finita, como mostramos a continuacién.

6.4. Renormalizacion
La densidad lagrangeana gravitacional esta dada por:

Ag) 7,2

I (@12 Ll
9= (=07 8:Gp | 16nag

. (6.64)

Los términos dependientes de la microfisica pueden absorberse en el mismo.
Redefiniendo el lagrangeano gravitacional como Lien = Lg + Lefaq + Leff a1,

entonces
A(B2) ’I“2
Lien = — A B R, 6.65
+87TGB +( +167TGB) ( )
donde
™ m2 1672

B :iln <:;”A) <é - g) . (6.67)

El primer término a la derecha de la igualdad en la expresion (6.65) es indistin-
guible fisicamente del término en Ag en el lagrangeano gravitacional original.
Lo mismo ocurre con el sumando asociado a la constante de Newton. Definimos
entonces las constantes cosmolégica y de Newton renormalizadas como:

A® = AP 487G A, (6.68)
6B 1\ '
G = < ;; + GB> . (6.69)

Finalmente, hemos eliminado la dependencia de la macrofisica con respecto a
la microestructura, puesto que cualquier observacién macro versara sobre estas
constantes renormalizadas, ignorando completamente los términos vinculados
con A.
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Capitulo 7

Conclusiones

Mostramos que la naturaleza discreta del espacio-tiempo cuantico regulariza
naturalmente las divergencias que emergen cuando se calcula el valor esperado
del tensor energia-momento sobre un espacio-tiempo continuo, para un cam-
po escalar libre y con masa. Los términos divergentes fueron reemplazados por
términos finitos, pero dependientes de los detalles de la microestructura del esta-
do cudntico del fondo espacio-temporal. Mostramos que tal dependencia puede
removerse mediante una renormalizacién finita que absorbe la dependencia de
los detalles de la microfisica en la constante cosmoldgica y la constante de New-
ton desnudas.

El hecho de que las constantes desnudas dependan de los microestados es
importante y en nuestra opinién estara presente genéricamente cuando se cuan-
ticen campos de prueba en espacio-tiempos cudnticos. Si bien puede pensarse
que en una cuantizacién completa donde el “backreaction”de los campos mate-
riales es tomado en cuenta este resultado puede cambiar, de persistir, sugeriria
que posiblemente sea necesario buscar extensiones del formalismo de lazos que
no requieran este tipo de hipétesis.
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Apéndice A

Geometria diferencial

A.1. Variedades

La relatividad general da lugar a espacio-tiempos més generales que R™. En
particular, debemos considerar espacios que localmente se ven como R”, aun-
que no necesariamente luzcan asi globalmente. Para formalizar esta nocién es
necesario introducir algunos conceptos matematicos. Comenzaremos con el de
espacio topolégico.

A.1.1. Espacios topoldgicos

Un espacio topolégico es un conjunto X junto con una familia de subconjuntos
de X, llamados conjuntos abiertos, que satisfacen las siguientes propiedades:

1. El conjunto vacio y X son conjuntos abiertos.
2. Si U, V C X son abiertos, entonces U NV es un conjunto abierto.
3. Silos conjuntos U, C X son abiertos, entonces UU, es un conjunto abierto.

La coleccion de conjuntos abiertos se conoce como la topologia de X . Un conjunto
abierto que contiene a un punto z de X se llama entorno de x.

Una coleccion de conjuntos abiertos U, se denomina recubrimiento del espacio
topolégico X si su unién contiene a X.

Dado un espacio topolégico X y un conjunto abierto U C X, definimos una
carta como una funcién continua ¢ : U — R™ con inversa continua (definida
sobre el conjunto p(U)).

A.1.2. Definicién

Una variedad de n dimensiones suave es un espacio topolégico M equipado
con cartas @, : U, — R™ | donde los U, constituyen un recubrimiento de M tal
que la funcién de transicién ¢, o gpgl es suave (i.e. infinitamente diferenciable)
donde sea que esté definida. Una coleccién de cartas de este tipo se denomina
atlas.

(,Cémo se vincula esta definiciéon formal con la idea intuitiva expuesta al co-
mienzo de la seccién? Primero, cada punto de M pertenece a algin subconjunto
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abierto U, que se ve localmente como R™ (en el sentido de que existe una carta),
y por lo tanto podemos construir toda la variedad a partir de “parches” que lucen
como R™. Ademas, la definicién de variedad permite discernir sin ambigiiedades
si una funcién sobre M es o no suave. Diremos que una funcién f : M — R es
suave si para todo «a, fop ! : R" — R es suave.

A.2. Campos vectoriales

La definicién de campo vectorial sobre una variedad se apoya principalmente
en la idea de que es posible derivar cualquier funcién f en la direccion de los
vectores. Para precisar esta definicién necesitaremos algunos conceptos previos.

Denotaremos como C*°(M) al conjunto de funciones f : M — R suaves. Este
conjunto constituye un algebra sobre el conjunto de los nimeros reales. Esto
significa que es cerrado bajo la adicién, la multiplicacién entre funciones y por
nimeros reales y que se satisfacen las siguientes relaciones:

frg=g9+f f+@+h)=(+g) +h flgh) = (fg)h (A1)
flg+h)=fg+fh (f+9)h=fh+gh 1f=f (A.2)
a(Bf) = (ab)f aflf +g)=af +ag (a+B)f=af +6f (A.3)

donde f,g,h € C*°(M) y «, 8 € R. Se trata de un algebra conmutativa ya que
fg=gf.

Denominaremos campo vectorial v sobre una variedad M a cualquier funcién
de C°°(M) a C*°(M) que satisfaga las siguientes propiedades:

o(f +g) =v(f) +v(g) (A4)
v(af) = av(f) (A.5)
v(fg) =v(f)g+ fu(g) (A.6)

para cualquier f,g € C*°(M) y a € R. Hay que notar que en esta definicién
se condensan las caracteristicas bésicas de la derivada direccional. Las primeras
dos propiedades dan cuenta de la linealidad mientras que la dltima expresa la
regla del producto o ley de Leibniz.

Llamaremos Vect(M) al conjunto de todos los campos vectoriales sobre M.

A.2.1. Vectores tangentes

Para obtener una definicién rigurosa de vector tangente en un punto p € M
hay que notar, siguiendo la linea de razonamiento trazada para los campos,
que la funcién de un vector tangente deberia consistir en tomar la derivada
direccional, evaludandola en el punto p. Por ejemplo, dado un campo vectorial v
sobre M, se puede tomar la derivada v(f) de cualquier funcién f € C*(M) v,
finalmente, evaluarla en p. Esto es, determinar v(f)(p).

Asi, definimos:

vp 1 CF(M) =R/ vp(f) = o(f)(p) (A7)

Se puede ver que v, posee las siguientes propiedades, que se siguen directamente
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de la definiciéon de campo vectorial:

up(f +9) = vp(f) +vp(9) (A.8)
vp(af) = avy(f) (A.9)
vp(fg) = vp(f)g(p) + f(p)vp(g) (A.10)

Denominaremos vector tangente en p € M a cualquier funcién desde C°(M) a
R que cumpla estas tres propiedades. Denotaremos por T, M al espacio tangente
en p, es decir, al conjunto de todos los vectores tangentes en p.

Por ultimo, dados v, w € T, M y a € R se cumple:

(v +w)(f) = v(f) +w(f) (A.11)
(a)(f) = av(f) (A.12)

Por lo tanto, en efecto, T, M es un espacio vectorial.

A.2.2. Cantidades covariantes y contravariantes

Dadas las funciones ¢ : M — Ny f: N — R, donde M y N son variedades.
Se define el pullback de f a través de ¢ como:

¢ f=Ffood (A.13)

El punto a resaltar es que, mientras ¢ “va hacia delante” (de M a N), la opera-
cién pullback ¢* “va hacia atras” (a partir de funciones en N construye funciones
en M). Por esta razén diremos que las funciones sobre variedades que toman
valores en los reales, asi como cualquier otro objeto que transforme de la misma
manera que éstas ante ¢, son contravariantes.

A diferencia de éstos, los vectores tangentes (asi como cualquier objeto que
transforme al igual que ellos bajo ¢) son covariantes: un vector tangente v €
T, M y una funcién ¢ : M — N dan lugar a otro vector tangente ¢.v € Ty, N,
definido como el pushforward de v por ¢:

(@v)(f) = v(6"f) (A.14)

Antes de concluir esta seccidn, una ultima definicién: se dice que ¢ : M — N es
suave si f € C°°(N) implica que ¢* f € C°(M).

A.3. Formas diferenciales

A.3.1. 1-formas

Trataremos de generalizar el concepto de gradiente de una funcién sobre R” a
funciones sobre variedades arbitrarias. Recordemos que la derivada direccional
de una funcién en R™ sobre la direccién v es Vf.v = vf (usaremos indistinta-
mente vf o v(f) para denotar a la derivada direccional). En otras palabras, el
gradiente de f es un objeto que contiene informacién sobre la derivada direc-
cional de f en una direcciéon cualquiera. Buscamos un objeto que realice este
mismo trabajo sobre cualquier variedad M.

Para ello detengamonos en el papel que cumple V f en la férmula Vf.v = v f.
Para cada campo vectorial v que elijamos, esta expresion da lugar a una funcién
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vf, la derivada direccional de f en la direccién v. Por lo tanto, lo que realmente

nos interesa es el operador
v uf (A.15)

Este mapa tiene sélo una propiedad esencial, la linealidad
Viv+w)=Vfv+Vfw (A.16)
para dos campos vectoriales cualquiera v y w, y

Vf.(gv) = g(Vfv) (A.17)

donde g es cualquier funcién suave sobre R™. Por lo tanto la aplicacién v — V f.v
es lineal sobre C*°(R").

Generalizando estas ideas a variedades arbitrarias construimos la definicién si-
guiente: una I-forma sobre una variedad M consiste en un mapa desde Vect(M)
a C°°(M), lineal sobre C>°(M). Utilizamos el simbolo Q!(M) para indicar el
espacio de todas las 1-formas sobre una variedad M.

El ejemplo bésico de una 1-forma es df, definida por

df (v) = vf. (A.18)

donde f : M — R es suave. Para probar que en efecto df es una 1-forma
alcanza con observar que cumple con las propiedades de linealidad definidas
anteriormente. df recibe el nombre de diferencial o derivada exterior de f.
De manera general, definimos el diferencial o la derivada exterior como el mapa
d:C>(M)— QM) de modo que la imagen de cada funcién f es su diferencial

df.

A.3.2. Vectores cotangentes

Al igual que un campo vectorial sobre M da lugar a un vector tangente, una
1-forma sobre M da lugar a cierto tipo de vector en cada punto de la variedad: el
vector cotangente. Denominamos vector cotangente w en p € M al mapa lineal
cuyo dominio es el espacio tangente T, M y su codominio R. Denotaremos con
el simbolo T M al espacio de todos los vectores cotangentes en p.

Por ejemplo, dada una 1-forma w sobre M y un campo vectorial v sobre M,
es posible definir un vector cotangente w;, € T,y M a partir de la relacion:

wp(vp) = w(v)(p)- (A.19)

A.3.3. Espacio cotangente como espacio dual

Sea un espacio vectorial V', se define el espacio vectorial dual V* como el
espacio de todos los funcionales lineales w : V' — R. En particular, el espacio
cotangente T; M es el dual del espacio tangente T}, M.

Consecuentemente, dado un mapa f : V' — W se obtiene autométicamente
otro mapa, el dual de f, f*: W* — V* definido por

(ffw)(w) =w(f(v)) weWr. (A.20)

Ergo, mapas lineales entre espacios vectoriales dan lugar a mapas entre sus
espacios duales que “van hacia atras”.
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Esto dltimo implica que los vectores cotangentes son contravariantes. Vedmos-
lo més en detalle: supongamos que tenemos un mapa ¢ : M — N entre varieda-
des, donde ¢(p) = ¢. Esto implica que existe un mapa lineal ¢, : T,M — T,N
que da lugar a un mapa dual:

¢* : TEN — T M. (A.21)

¢*w recibird el nombre de pullback de w por ¢. Explicitamente, si v € T,M y
w € Ty N, tenemos

(¢*w)(v) = w(@sv). (A.22)

Este pullback también se puede realizar globalmente, es decir, a partir de una
1-forma w sobre N puede obtenerse una 1-forma sobre M, a saber:

(@"w)p = 6" (wy) (A.23)

donde ¢(p) = q.

Por tltimo, probaremos que {dz*} constituye una base de 1-formas en R"™.
Para ello hay que probar que: i) las 1-formas dz#* generan todas las 1-formas
sobre R™ y 4i) son linealmente independientes.

Para demostrar ¢) alcanza con mostrar que cualquier 1-forma w puede es-
cribirse como w = w,dz". Para verificar esta relacién es suficiente con evaluar
ambos lados de la igualdad en un campo vectorial v = v¥0,. A la izquierda
tenemos

w() =w(®’d,) = v"w, (A.24)

y a la derecha
(wpdzt)(v) = (wuda?) (V7 0,) = wyv” (A.25)

usando que dz#(9,) = 9, (zH) = oM.

Para probar i) es suficiente con mostrar que si w = w,dz* = 0, entonces
necesariamente las funciones w,, son cero. Para ello evaluemos w en un campo
vectorial arbitrario v = v”9,:

w(v) = wyda (vV0,) = w,v” =0 (A.26)

como v es arbitrario, entonces w, = 0.

A.3.4. p-formas

Llamaremos algebra exterior sobre un espacio vectorial V', simbélicamente
AV, a la estructura algebraica generada a partir de V' junto con las relaciones

VAW =—wAV (A.27)

para todo v,w € V. El producto simbolizado por una A lo denominaremos
producto cunia o producto exterior.

En general, para cualquier espacio vectorial V', definimos APV como el subes-
pacio de AV consistente en todas las combinaciones lineales de productos de p
vectores de V, es decir combinaciones lineales de términos de la forma

VA A, (A.28)
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Se dice que los elementos que pertenecen a APV tienen grado p. Como ejemplo
de la definicién anterior se tienen: A'V, que no es otra cosa que el mismo V,
y A%V, que por convencién se define igual a R. Por otra parte, se desprende
directamente de la antisimetria del producto exterior que si V' es n-dimensional,
APV es vacio para p > n, mientras que para 0 < p < n su dimensién es
n!/pl(n —p)l.

Recordemos que nuestro interés ultimo es trabajar sobre variedades suaves.
Adaptemos, pues, la construccién anterior a una variedad M. Definimos las
formas diferenciales sobre M como los objetos pertenecientes a la estructura
algebraica generada por Q!(M), junto con las relaciones

WApL=—pAw (A.29)

para todo w, u € Q'(M). Es conveniente hacer algunas aclaraciones acerca de
esta defincion.

En primer lugar, Q(M) constituye un dlgebra sobre C'°>°(M), por lo tanto,
consiste en combinaciones lineales (localmente finitas) de productos cufia de 1-
formas con funciones como coeficientes. En segundo lugar, debido a lo anterior,
en las reglas del dlgebra (enunciadas en la seccién de campos vectoriales) para
Q(M) los nimeros deben ser sustituidos por funciones de C*°(M).

Definimos las 0-formas, Q°(M), como las funciones, y el producto cuiia de
las funciones con formas diferenciales como el producto ordinario: f Aw = fw.
Elementos que sean combinaciones lineales de productos de p 1-formas se deno-
minan p-formas. Denotamos al espacio de las p-formas sobre M como QP(M).
Asi,

QM) =P arr). (A.30)
P

Una relacién importante entre formas diferenciales es la siguiente: sean w €
QP (M) y p € QI(M), entonces
wAp=(—DPpuAw. (A.31)

Se puede probar facilmente reescribiendo w y p en términos de 1-formas y uti-
lizando la antilinealidad del producto exterior.

A.3.5. Derivada exterior

Se define la derivada exterior o diferencial como el tinico conjunto de mapas
d: QP (M) — QP (M) (A.32)
que satisface las siguientes propiedades:
1. d: QM) — QY (M) es consistente con nuestra definicién previa.
2. dw+ p) =dw+dp y d(ew) = cdw para todo w, € Q(M) y c € R.
3. dlwAp)=dwAp+ (—1)Pw Adp para todo w € QP(M) y u € Q(M).

4. d(dw) = 0 para todo w € Q(M).
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A.4. Cambio de coordenadas

En esta seccién abordaremos las transformaciones de campos vectoriales y
1-formas bajo cambios de coordenadas. La idea ya ha sido esbozada: dada una
variedad M de dimensién n, una carta es un difeomorfismo ¢ desde un conjunto
abierto U € M a R", lo cual nos permite convertir las operaciones sobre M en
operaciones sobre R™. En efecto, valiéndonos de esta carta podemos efectuar
un pullback sobre las funciones coordenadas x* desde R™ a U. Acataremos la
convencién de escribir a estas tltimas como z* (una notacién mas rigurosa serfa
p*x*) y nos referiremos a ellas como coordenadas locales en U.

De manera similar, podemos efectuar un pushforward sobre la elementos de
la base 0, (correspondiente a los ejes coordenados) de campos vectoriales en
R™, mediante ¢!, a elementos de una base de campos vectoriales en U, los que
escribiremos también como J,, y denominaremos campos vectoriales coordenados
asociados a las coordenadas locales z# sobre U. Asi, podemos escribir cualquier
vector v sobre U como:

v=2"0,. (A.33)

Procedemos analogamente con los elementos de la base de 1-formas coordenadas
dx* sobre R™. Efectuando un pullback mediante ¢ hacia U, se obtiene una base
de 1-formas sobre U. Las denominaremos 1-formas coordenadas asociadas a las
coordenadas locales z# y las escribiremos simplemente como dz*.

Asi, podemos escribir cualquier 1-forma w sobre U como:

w = wydz. (A.34)

Detengamonos ahora en los cambios de coordenadas. Las funciones coordenadas
usuales sobre R", z1, 9, ..., 2, dan lugar a una base 9,, para Vect(R™). Dado un
campo vectorial cualquiera v sobre R™, se puede escribir de manera tinica como
v = v*0,, donde v* son funciones pertenecientes a C°°(R™). Supongamos ahora
que elegimos otro sistema de coordenadas sobre R™, i.e. algin otro conjunto
de funciones z}, 2%, ...,z tales que 9., sea otra base para Vect(R™). Luego, el
mismo vector v puede escribirse como v = v’V3,,. Nuestro objetivo es determinar
c6émo se vinculan las componentes del vector en una y otra base (el razonamiento
puede extenderse sin problemas a cartas sobre variedades). En primer lugar
observemos que los elementos de una base pueden escribirse en términos de los
de la otra,

O = T;a;. (A.35)
Apliquemos ambos lados de la igualdad a la funcién coordenada z'*:
O’ = T;’@l',x»‘. (A.36)
Como 9!,2' = §) se obtiene:
8.’111)\
A _
wo 8x“7 (A37>
con lo cual B
war o u9% /
v, =v D a,, (A.38)

e igualando coeficientes se tiene

v
V" = ga;u vk (A.39)
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Se puede razonar andlogamente con las 1-formas, obteniéndose las expresiones

oz,
dz,, = —2dz,. (A.40)
oz, "
oxt
/

W, = WU}“. (A41)
Hasta aqui hemos estado trabajando con transformaciones de coordenadas pa-
sivas, es decir, con cambios en las funciones coordenadas. Las transformaciones
de coordenadas activas estan caracterizadas completamente por difeomorfismos
(homeomorfismos diferenciables con inversa diferenciable):

¢: M — M. (A.42)

Las diferencias entre transformaciones pasivas y activas son solamente de enfo-
que.

Consideremos entonces el efecto que un mapa ¢ : R”™ — R"™ tiene sobre
campos vectoriales y 1-formas. En el caso que n = m se tratard de un difeo-
morfismo, sin embargo, por sencillez, trabajaremos en este caso mas general.
Sean z',x2,...,2™ las coordenadas en R™ y 2'!, ..., 2" las coordenadas en R”.
Primero notemos que se puede realizar un pullback sobre las funciones coorde-
nadas 2’ en R™ a funciones ¢*z’¥ en R™: (¢*z'")(p) = 2'* (¢(p)), para cualquier
p € M. Detengdmonos ahora en el campo vectorial coordenado d,, en R™. Se le
puede efectuar un pushforward, obteniéndose:

B 8x/l/
T Oz

$+0), .. (A.43)
Conviene aclarar que la notacién no es demasiado rigurosa y 0z'% dz* refiere
a d(¢*z’) Ox*. La prueba de la igualdad anterior es directa; se aplican las
expresiones a ambos lados de la igualdad a una funcién coordenada cualquiera
' de R™, verificdndose el mismo resultado para los dos casos.

Para las 1-formas se puede efectuar un pullback. El resultado es:

¢*(dx') = %dz“. (A.44)
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Apéndice B

Fibrados y conexiones

B.1. Fibrados

Comenzaremos este apartado introduciendo varias definiciones importantes.
Un fibrado es una estructura que consiste en dos variedades, M y E, y un mapa
sobreyectivo w : E — M. En general, a la variedad E se le denomina espacio
total, a M espacio base y a m proyeccion. El espacio

E,={q€ E:n(q) =p} (B.1)

para cada punto p € M recibe el nombre de fibra sobre p. En adelante, lla-
maremos fibrado a ‘mr : E — M’ y en ocasiones sélo hablaremos del fibrado
‘B

Un ejemplo de fibrado es el fibrado tangente a una variedad M. El espacio
total, TM, estd dado por:

™ = | T,M. (B.2)
pEM

La proyeccién «m : TM — M mapea cada vector tangente v € T),M en el punto
p € M. Asi, la fibra sobre cualquier punto p € M es el espacio tangente T,,M . Se
puede verificar que, en efecto, TM es una variedad. Para especificar un punto
en T'M es necesario identificar un punto p € M y un vector v € T,M; como
M se ve localmente como R”, al igual que el espacio tangente en cada punto,
TM luce como R™ x R™ localmente. Las cartas para TM se pueden definir a
partir de las cartas para la variedad M, ¢, : U, — R™. Sea V, el subconjunto
de TM dado por V,, = {v € TM : w(v) € U,}; las cartas de TM se definen
como ¥, : Vo — R™ x R” tal que

Ya(v) = (Pa(7(v)), (Pa)sv). (B.3)

Dadas dos variedades M y F, definimos el fibrado trivial sobre M con fibra
estandar I como el producto cartesiano £ = M x F tal que el mapa proyeccién
es

m(p. f)=p V(p,f)e M xF. (B.4)
En el fibrado trivial E = M x F, la fibra sobre p es

B, ={p} x F. (B.5)
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Morfismos y trivializacién local

Llamaremos morfismo de un fibrado 7 : E — M al fibrado n’ : B/ — M’ a
los mapas ¢ : E — E'y ¢ : M — M’ tales que 9 envia cada fibra E, a la fibra
E(’b o) Hablamos de isomorfismo si tanto ¢ como 1 son difeomorfismos.

Dado un fibrado 7 : £ — M y una subvariedad S C M, definimos la restriccion
de E a S como
Els ={q€ E:m(q) € S}, (B.6)

tomando S como el espacio base y 7 (restringido a S) como la proyeccién.

Se dice que un fibrado 7 : E — M es localmente trivial con fibra estandar
F si para cada punto p € M existe un entorno U de p y un isomorfismo entre
fibrados

¢:FEly—>UXF (B.7)

que envia cada fibra E, a la fibra {p} x F. ¢ recibe el nombre de trivializacion
local.

Fibrados vectoriales

Un fibrado vectorial real n-dimensional es un fibrado localmente trivial 7 :
E — M donde cada fibra I, es un espacio vectorial de dimensién n y donde
para cada punto p € M existe un entorno U de p junto con una trivializaciéon
local

¢:Ely - UxR" (B.8)

que mapea cada fibra E, en la fibra {p} x R™, linealmente. Los fibrados vecto-
riales complejos se definen analogamente, con C" tomando el lugar de R™.

Dados dos fibrados vectoriales 7 : E — M y 7’ : E/ — M’, un morfismo entre
fibrados vectoriales es un morfismo entre fibrados v : E — E’ cuya restriccién
a cada fibra E, de E es lineal.

Una seccion de un fibrado 7 : E — M es una funcién s : M — FE tal que
Vpe M,

s(p) € E,. (B.9)

En otras palabras, la seccién le asigna a cada punto en el espacio base un vector
en la fibra sobre ese punto. Las secciones de un fibrado vectorial E sobre M
pueden sumarse, asi como multiplicarse por funciones sobre M. Siendo rigurosos:
sean s y s’ secciones de E'y f € C°° (M), definimos la seccién s + s’ como

(s +5")(p) = s(p) + 5'(p), (B.10)

y la seccién fs por
(fs)(p) = f(p)s(p)- (B.11)

El conjunto de todas las secciones de E se denota I'(E).

Dado un fibrado vectorial E' decimos que las secciones ey, ..., e, de E forman
una base de secciones de E si cualquier secciéon s € I'(E) puede escribirse de
manera Unica como una suma

s = s'e;, (B.12)

donde s* € C*°(M). Hay que observar que un fibrado vectorial posee una base
de secciones si y solo si es isomorfo a un fibrado trivial. Para probar esto alcanza
con notar que una base de secciones determina el siguiente isomorfismo:

v MxR" = E /[ (p,v)=v'ep) (B.13)
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con p € M,v € R". Reciprocamente, dado un isomorfismo entre fibrados vecto-
riales ¥ : M x R™ — F, éste puede utilizarse para transferir la base de secciones
de M x R™ a una base de secciones de F. Como, por definicién, los fibrados
vectoriales son localmente isomorfos a un fibrado trivial, para realizar calculos
locales siempre podemos hacer uso de una base de secciones en algin entorno
de cualquier punto del espacio base.

Ejemplos

En este apartado veremos algunos ejemplos de fibrados vectoriales construidos
a partir de otros ya dados.

En un fibrado vectorial £ sobre M, cada fibra F, es un espacio vectorial,
y por tanto, tiene un espacio dual Ej. Definimos el fibrado vectorial dual E*
como la unién de EF para todo p € M, tal que su correspondiente proyeccion
7 E* — M envia cada E, al correspondiente punto p. Un ejemplo de fibrado
dual es el fibrado cotangente T*M. En este caso, la fibra T M es el espacio
cotangente en p. Luego, una seccién de T*M es una 1-forma sobre M.

Dados dos fibrados vectoriales E' y E’ sobre M, definimos la suma directa de
fibrados vectoriales E® E’ sobre M. La fibra sobre p de este fibrado es el espacio
vectorial I, @ Ez’j. Andlogamente, podemos construir el producto tensorial de
fibrados vectoriales E'® E' sobre M cuya fibra sobre p es £, ® E,.

Otro ejemplo resulta de “pegar”fibrados vectoriales triviales. Sea M una va-
riedad y {U,} un recubrimiento abierto de M. Sean V un espacio vectorial y p
una representacién sobre V' de algin grupo G, se obtiene un fibrado vectorial
m: E — M a partir de los fibrados triviales U, x V', usando las funciones de
transicién gag : Uy N Ug — G. E esta dado por

UUaxV, (B.14)

considerdndose dos puntos cualquiera: (p,v) € Uy, x V' y (p,v') € Ug x V como
iguales si

v = p(gap)V’. (B.15)

En general, seremos mds econémicos y escribiremos v = gogv’.

Para que este procedimiento dé lugar a fibrados vectoriales es necesario que
las funciones de transicion satisfagan algunas condiciones de consistencia. Su-
pongamos que p € U,. Por lo dicho arriba debemos identificar (p,v) € U, x V
con (P, gaav) € U, x V, sin embargo, no queremos identificar puntos en un
mismo fibrado trivial U, x V, por lo que debemos imponer la condicién

Jaa = 1 sobre U,. (B.16)

Siguiendo la 16gica anterior pueden deducirse condiciones andlogas. Si p € U, N
Ug N U,, identificamos
(p,v) €U x V (B.17)

con
(P, gyav) € U, XV, (B.18)

el que a su vez identificamos con

(p, gﬁ’yg’yav) € Uﬁ X Vv (Blg)
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que finalmente identificamos con

(Ds 9o B~ Grav) € Uy X V. (B.20)
Por la misma razén esgrimida para gqa,
9ap9prgva = 1l en Uo NUg N U,. (B.21)

Y asi, pueden derivarse restricciones sobre las funciones de transicién para la
interseccién de un nimero arbitrario de abiertos.
Utilizaremos [p,v], para simbolizar al punto de E correspondiente a (p,v) €
Uy x V. Identificamos [p, v]o = [p, ggav]s. Definimos la proyeccién 7 : E — V
como
7[p, v]a = p. (B.22)

Luego, la fibra E, es el conjunto de los puntos en E de la forma [p,v],. Si
las funciones de transicion satisfacen las condiciones de consistencia, en efecto,
7 : E — M es un fibrado vectorial. A esta clase de fibrados se les llama G-
fibrados. Al grupo G se le denomina grupo de gauge del fibrado, siendo V' la
fibra estandar.

Como cada fibra de un G-fibrado es un espacio vectorial V tiene sentido
distinguir aquellas transformaciones T': E, — E, de la forma p(g). De manera
mas precisa, dado p € U,, decimos que T vive en G si es de la forma

[P, v]a — [p, g¥]a (B.23)

para algin g € G. Esta definicién es independiente de a: si ademas p € Ug,
entonces

[ v]a = [P, 98av]s (B.24)
y de manera similar
[P, gvla = [P, 98a9v]s (B.25)
Por lo tanto, en U, NUg, T' estd dado por
[P, 9pavlp — [P 9pagvls (B.26)
que es lo mismo que
p,v']s — [p.g'V']s (B.27)

donde v' = ggav, ¢’ = ggaggﬁj.
El mismo concepto se aplica a las dlgebras de Lie. Afirmamos que T : E, — E,
vive en g si posee la forma

[p, v]o — [p, dp(x)v]4 (B.28)

para algin z € g.

B.2. Endomorfismos

Dado un espacio vectorial V', llamaremos endomorfismos, End(V), a las fun-
ciones lineales de V' a si mismo. Los endomorfismos constituyen un espacio
vectorial, pues:

(aT)(v) = aT'(v), (B.29)
(S+T)(v) =S(v)+T(v) (B.30)
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para todo S,T € End(V), v € V y para cualquier escalar a.
Sea e; un elemento de la base de V y e/ un elemento de la base de V*, una
base conveniente de End(V') estd dada por los elementos €’ tales que

e;ek =de;. (B.31)

Existe un isomorfismo

V ®@V* = End(V) (B.32)

que asigna al elemento v @ f € V ® V* la funcién lineal dada por
z+— f(x)v Yz eV (B.33)
En términos de bases, este isomorfismo se expresa como
e ®ej — ej-. (B.34)

Consecuentemente, dado un fibrado vectorial £ sobre una variedad M, llamamos
fibrado de endomorfismos de E, End(E), al fibrado E® E*. La fibra de End(FE)
sobre cualquier punto p € M es igual a End(E,). De este modo, cualquier seccién
T de End(FE) define un mapa de E a si mismo que envia v € E, a T(p)v € E,,
y, por lo tanto, es un morfismo entre fibrados vectoriales.

Asi, cualquier seccién T' de End(F) actiia sobre cualquier seccién s de F,
dando lugar a una nueva seccién T's de E:

(T's)(p) = T'(p)s(p). (B.35)
Ergo, T determina una funcién C°(M)-lineal
T:T(E)—T(E), (B.36)

donde T'(E) es el conjunto de todas las secciones de E. Puede mostrarse que
todos los mapas C°°(M)-lineales T : I'(E) — I'(E) corresponden a secciones de
End(E).

Sea m: E — M un G-fibrado, con G grupo de Lie. Sea T' € End(E). Si T'(p)
vive en G para todo p € M, decimos que T es una transformacion de gauge. El
conjunto de todas las transformaciones de gauge constituyen un grupo, con el
producto y la inversa definidos por

En teorfas gauge los campos son secciones de G-fibrados y las leyes fisicas estdn
expresadas por ecuaciones diferenciales tales que si una secciéon s es solucién,
también lo es gs, para cualquier transformacién de gauge g.

B.3. Conexiones

Sea E un fibrado vectorial sobre M. Una conezxion D sobre M le asigna a
cada campo vectorial v sobre M una funcién D, : T'(E) — T'(E) que satisface
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las propiedades:

D,(as) = aD,s (B.39)
D,(s+1t) = Dys+ Dyt (B.40)
Dy(fs) = o(f)s + [Dys (B.41)
Dyiws =Dys+ Dys (B.42)
Dyys = fDys (B.43)

para todo v,w € Vect(M), s,t € I'(E), f € C°(M) y cualquier escalar «
(donde escalar refiere a cualquier nimero real o complejo dependiendo del tipo
de fibrado E). La tercer propiedad, la ley de Leibniz, le permite a D, actuar
como un diferenciacién. Dados una seccién s y un campo vectorial v arbitrarios,
llamamos derivada covariante de s en la direcciéon v a D,,s.

Sean {z#} las coordenadas de un conjunto abierto U C M, {d,} la corres-
pondiente base de campos vectoriales coordenados, y {e;} una base de secciones
de E sobre U. Se cumple que

Dyej = Al je;. (B.44)

Las funciones definidas sobre U, AL]., reciben el nombre de componentes del

potencial vector. Una de las utilidades del potencial vector reside en que podemos
utilizarlo para calcular la derivada covariante D, s de cualquier seccién s:
Dys = Dyng,s ( )

= v"Dy,s ( )

= "D, (s"e;) (B.47)

= 0" ((9us")e; + Aj,s'e;) (B.48)

= v"(Oyus" + A},;57 e ( )

El término Aiiv”siej es una nueva secciéon de F sobre U. Asi, si evaluamos
el potencial vector en un campo vectorial y una seccion obtenemos una nueva
seccién de E sobre U, C°°(U)-linealmente. Podemos, entonces, pensar en el
potencial vector como en una 1-forma End(E)-valuad sobre U, i.e., una seccién

del fibrado
End(E|y) @ T*U, (B.50)

pues si definimos el potencial vector como A = Af“»ej ® €' ® dx*, el término
correspondiente a la 1-forma se alimenta de un campo vectorial v sobre U,
resultando en una seccién de (E) sobre U,

A(v) = Al (e; ® e'®@)dat (v) (B.51)
= Al vt (e; @e'), (B.52)
que si, a su vez, se alimenta con cualquier seccién s de F sobre U da lugar a
Av)s = Af“.v“(ej ®e')s (B.53)
= AJ vt's'e; (B.54)

ique es la seccién que buscdbamos!
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En ocasiones obviaremos los indices internos, definiendo A4, = Aiiej ® €.
Dada una conexién D, entonces D = D° + A también es una conexién. Es mds,
cualquier conexién D puede escribirse como D? 4+ A. De hecho, cuando trabaja-
mos en coordenadas locales usando una trivializacién local de F, usabamos de
manera implicita la conexién

DVs = v(s?)e; (B.55)

escribiendo una conexién cualquiera, D, como D° + A. La conexién D° se de-
nomina conezidén estindar plana sobre E|y y depende de la eleccién de la tri-
vializacién local de E.

Para probar las aserciones anteriores debemos, en primer lugar, verificar que
si DY es una conexién sobre E, y A es una 1-forma End(E)-valuada entonces
D = D%+ A es una conexién sobre E. La tinica parte no trivial radica en verificar
la ley de Leibniz:

Dy(fs) = Dy(fs) + A(v)(fs) (B.56)
=v(f)s+ fDVs + fA(v)s (B.57)
=v(f)s+ fD,(s). (B.58)

En segundo lugar, hay que verificar que si D es una conexién cualquiera sobre
E, D = D° + A. Esto se traduce en probar que A = D — D° es C°°(M):-lineal
en v y s. La linealidad en v es directa, pues D,s y DVs dependen linealmente
en v. Veamos la linealidad en s:

Dy(fs) = Do(fs) =v(f)s + fDys —v(f)s — fDYs (B.59)
= f(D,s — D), (B.60)

para cualquier funciéon f sobre M. Luego, valiéndonos de estas propiedades
de linealidad para A(v)s, podemos fabricar una 1-forma End(FE)-valuada. Por
ejemplo, dadas las coordenadas locales {x*} y una base local de secciones {¢;}
de F, podemos definir

donde A(d,)e; = Al e;.

Cuando un fibrado vectorial E consta de alguna estructura extra, las co-
nexiones que son compatibles con ella adquieren una dimensién especialmente
importante. En relatividad general, por ejemplo, es crucial el fibrado tangente
al espacio-tiempo. Como éste posee una métrica, las conexiones mas relevan-
tes, desde un punto de vista fisico, serdn aquellas que preserven la métrica. En
teorias gauge este papel lo interpretan las G-conexiones.

Decimos que D es una G-conexién si en coordenadas locales las componentes
A, € End(F) viven el el dlgebra de Lie de G, g. Pese a su aspecto, esta defi-
nicién es independiente de las coordenadas locales: si realizamos un cambio de
coordenadas a 'V, las nuevas componentes A/, pueden escribirse como

s ox'*

v 8SUV 123] (B62)

que también viven en g si lo verifican las componentes A4,,.
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Las transformaciones de gauge también puden efectuarse sobre G-conexiones.
Sea D una G-conexion sobre E y sea g una transformacién de gauge, entonces
existe una conexién D’ definida por

D)(s) = gDy(g""s). (B.63)

Desarrollemos un poco mas esta expresiéon para determinar de qué modo trans-
forma el potencial vector bajo transformaciones de gauge, teniendo en cuenta
que por g en realidad estamos refiriéndonos a p(g) € End(E), y que, por tanto,

podemos escribirla como g = gje; ® ek,
Di(s) = gDy(g™"s) (B.64)
= gD0(g"s) + g 9u((g ")) sFes + g A (g7 "s) (B.65)
= gDy(g™"s) + gv"9u(g7")s + gAug ks, (B.66)
Luego,
Al =gAug~ 4+ g0ug " (B.67)

B.4. Holonomia

Una conexién sobre un fibrado vectorial juega dos papeles fundamentales.
Uno de ellos, estudiando en el apartado anterior, viabiliza la diferenciacion de
secciones; el otro, posibilita la nocién de ‘transporte paralelo’.

Transporte paralelo

Sean E un fibrado vectorial sobre M dotado de una conexién D, v[0,T] — M
un camino suave entre los puntos p y ¢, u(t) un vector en la fibra de E sobre
~(t). Decir que u(t) es ‘transportado paralelamente’ a lo largo de «y es equivalente
a decir que la derviada covariante de u(t) en la direccién de v, 7/(t), es cero.
Formalmente:

D,Y/(t)u(t) =0. (B68)

Usando una trivializacién local E|y = U x V de E sobre un entorno U de 7(?),
podemos pensar en las secciones s de F como funciones V-valuadas y en la
conexion D de la siguiente manera:

D,s = 0us+ Ays, (B.69)

donde A, es una funcién End(E)-valuada. Asi, definimos la derivada covariante

Dy yu(t) = %u(t) + A ()u(t). (B.70)

Decimos, en consecuencia, que u(t) se transporta paralelamente a lo largo de la
curva 7y si D./yyu(t) = 0 para todo t.

En general, cualquier vector u € E, puede trasladarse paralelamente a lo
largo de v, esto es, puede encontrarse un vector u(t) € E, ) tal que

uw(0) =u, Dyu(t)=0. (B.71)
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Para ello, alcanza con trabajar en coordenadas locales y hallar la solucién de la
ecuacién diferencial

Lout) + A ()ut) = 0. (B.72)

. En su forma integral la ecuacién se escribe como

w(t) = u— /0 AGY (0)uty )t (B.73)

Aplicando de manera recursiva esta relacién un numero infinito de veces, la
solucién u(t) puede escribirse como

u(t) = Z ((—1)" /t>t S A (t1)) ... A(v'(tn))dtn...dtl) u. (B.74)

n=0

La integral adquiere una forma mas elegante haciendo uso del producto camino-
ordenado:

PAW (t1)) ... A(Y (tn)) = A(Y (to(1))) - - - A(Y (to(m)))s (B.75)
con ta(l) >0 > ta(n)' <B76)
Se tiene:

[>t S50 A('Vl(tl)) ... A(V’(tn))dtn...dtl (B_77>
= % o PA(Y (t1)) ... A(Y (tn))dty...dty (B.78)
=P ([ acrenas) (B.79)

Definiendo la exponencial

[e%e] _1\n t n
Pe—Jo AG/(s))ds _ > ( nl') P (/ A('y/(s))ds) , (B.80)
n=0 : 0

la solucién u(t) puede expresarse, finalmente, como

u(t) = Pe Jo AO/()dsy, (B.81)

Holonomias

Sea v : [0,T] = M un camino suave de p a ¢ en la variedad M y E un
fibrado vectorial con conexién D. Dado u € E,,, denotaremos por H (v, D)u el
resultado de transportar paralelamente u hasta el punto ¢ a través del camino
~. Como la ecuacion diferencial que da cuenta del transporte paralelo es lineal,
el mapa H(v,D) : E, — E, también lo es. Lo llamamos holonomia a lo largo
del camino . De manera mads general, si v es suave por partes, identificando
los puntos donde no es suave, puede partirse en piezas maximalmente suaves
Vi ¢ [tiytiv1] = M, con 1 < i < n quedando la holonomia definida como

H(vy,D) = H(Yn, D) ... H(y1, D). (B.82)
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Propiedades

» Sea o : [0,7] — M un camino suave. Sea f : [0,S5] — [0, 7] una funcién
suave tal que f(0) =0, f(s) =T. Sea 3 el camino reparametrizado, dado
por B(t) = a(f(t)). Se puede probar que para cualquier conexién D en el
fibrado 7 : E — M se verifica

H(a,D) = H(8,D). (B.83)
= Sean a y 8 dos caminos componibles en M, entonces
H(Ba,D) = H(B,D)H(a, D). (B.84)
» Para cualquier camino « : [0,7] — M de p a ¢ existe un camino inverso
a~t de q a p dado por a~! = a(T —t). Se puede mostrar que
H(a™',D) = H(a,D)™*, (B.85)
» Para cualquier punto p se puede definir el loop identidad 1, : [0,1] — M

dado por el camino que permanece en p: 1,(t) = 0. Dado un camino « en
M la holonomia satisface

H(14a,D) = H(w, D) (B.86)
H(al,,D) = H(a, D) (B.87)
H(1,,D)=1. (B.88)

Veamos, a continuacion, como se ve afectada la holonomia cuando se aplica una
transformacion de gauge a la conexién. Supongamos que u(t) € E, ) obedece
la ecuacién de transporte paralelo

D,Y/(t)u(t) - O (B89)
Si llamamos A al potencial vector esta ecuacién es equivalente a

d

240 = =704y ()u(t). (B.90)
Definimos w(t) como
w(t) = g(y(t))u(t). (B.91)
Diferenciando w:
00 = (900) ) u(® + g2(0) Fu() (8.92)
= 7" () (Oug)ult) — 97" (t) Ayult) (B.93)
= 7' u(t)(9u9)9 ™ w(t) — 7" (t)gAug ™ w(t). (B.94)
Como gg~! es constante, tenemos que (9,9)g~ ' = —gd,g7",
%w(t) = =" (t)g(Fug ™ w(t) — " (t)gAug ™ w(t) (B.95)
= —H(t)ALw(t), (B.96)
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donde A’ es el potencial vector obtenido a partir de A mediante una transfor-
macién de gauge. Consecuentemente, w(t) satisface la ecuacién de transporte
paralelo

donde D’ es el resultado de aplicar la transformacién de gauge g a D.
Ademas,

H(v, D"w(0) = H(v,D")g(+(0))u(0) (B.98)
= w(T) (B.99)
= g(v(T))u(T) (B.100)
= g(v(T))H (v, D)u(0) (B.101)

Por tanto, bajo una transformacién de gauge H (v, D) transforma como

H(y,D'") = g(y(T))H (v, D)g(v(0)) " (B.102)

Algo muy especial ocurre cuando consideramos la holonomia sobre un loop. Sea
~ un loop con base en el punto p € M, la holonomia H (v, D) es un mapa lineal
de F), a si mismo, es decir,

H(v,D) € End(E),.
Si, en este caso, le aplicamos una transformacion de gauge g a D obtenemos
H(v,D') = g(p)H (v, D)g(p)" 1,

y, por lo tanto, tomando la traza obtenemos un objeto invariante gauge:

tr(H(y,D")) = tr(g(p)H(v, D)g(p) ") (B.103)
=tr(H(y,D)). (B.104)

A la traza de la holonomia la denominamos loop de Wilson.

B.5. Curvatura

Sea E un fibrado vectorial sobre M con conexién D, la “curvatura”de una
conexién D “mide”la no conmutacién de las derivadas covariantes. Dados dos
campos vectoriales v y w sobre M, definimos la curvatura F(v,w) como el
operador sobre secciones de E dado por

F(v,w)s = DyDys — DyyDys — Diy ). (B.105)
Propiedades
. Fv,w) = —F(w,v)
= F(fv,w)s = F(v, fw)s = F(v,w)(fs) = fF(v,w)s.

= Fo,w)(fs) = fF(v,w)s
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Asi, para v y w fijos, F(v,w) define un mapa C*°(M)-lineal de T'(E) a s{ mismo,
lo que implica que F'(v,w) corresponde a una seccién de End(FE).

Estudiemos la curvatura en términos de las coordenadas locales {z*} en algin
conjunto abierto U C M. Definimos F,,, como la seccién de End(E) dada por
F = F(0y,0,). Como [0,,0,] = 0, tenemos

F/J,l/ = [DuaDu]~ (B].OG)

Asi, por las propiedades de linealidad, para dos campos vectoriales cualesquiera
v, w sobre U, podemos escribir

F(v,w) = v w"F,,. (B.107)

Considerando una base local de secciones {e;} para E sobre U, podemos definir
las componentes del potencial vector como

Dyej = Al je;. (B.108)

Utilizando esta relacién es posible reescribir la expresion para la curvatura en
términos del potencial vector

F’Iujei = DHDyei - DDD“ei (B109)
= Dyu(Ale;) — Dy (Al e)) (B.110)
= (0, AL)ej + Al Al ey, — (0,A7 )e; — AL Al ey.. (B.111)

Renombrando indices:

Fuyei = (0,4, — 0,43, + A, Ak, — AL, AF e, (B.112)

Como las secciones e; @ e' constituyen una base local de secciones para End(FE)
también podemos escribir

Fu=Fe;®¢. (B.113)
Luego,
Fl = 0uAL, — 0,47, + A AL, — AL AL, (B.114)

Suprimiendo los indices internos asociados a la base de secciones de F sobre U,
la expresion para la curvatura adquiere la formas:

Fl = 0,4, — 0,A, +[A,, A). (B.115)

Curvatura como 2-forma

El célculo de conexiones y curvaturas puede clarificarse usando formas di-
ferenciales End(E)-valuadas, a saber, secciones del fibrado End(E)QAT*M, o
su restriccién a algin conjunto abierto en M. Como hemos visto, dados dos
campos vectoriales cualesquiera v y w, F(v,w) es una seccién de End(F), en
consecuencia, trabjando con coordenadas locales en un conjunto abierto U, las
“componentes” F),,, son secciones de End(E) sobre U. Podemos definir, enton-
ces, la curvatura 2-forma F, como una 2-forma End(FE)-valuada:

1
F= §Fwda§“ Adz”. (B.116)
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El factor 1/2 se introduce a causa del doble conteo introducido por la antisi-
metria.

Definimos la derivada exterior covariante de una secciéon s de E como la
1-forma FE-valuada dps tal que

dps(v) = Dys (B.117)

para cualquier campo vectorial v sobre M. En coordenadas locales la podemos
expresar como

dps = D,s® dz". (B.118)

Como cualquier forma diferencial E-valuada puede escribirse como suma de
formas del tipo s ® w (no necesariamente de manera unica), donde s es una
seccién de F y w es una forma diferencial ordinaria sobre M, para definir dp
sobre formas diferenciales E-valuadas arbitrarias alcanza con definirlas para
formas del tipo s ® w. Entonces:

dp(s®@w) =dps Aw + s ® dw, (B.119)

donde el producto cuna entre una forma E-valuada, s®w, y una forma ordinaria,
i, estd dado por (s@w) Apu=s® (wAp)yes C®°(M)-lineal en cada factor.

Identidad de Bianchi

Terminamos este apéndice con una identidad importantisima, la identidad
de Bianchi. Dados tres operadores lineales X,Y,Z : V — V sobre un espacio
vectorial V' la identidad de Jacobi establece que

(X, Y, 2| + [V, [2, X]] + [2, [X, Y]] = 0 (B.120)

En particular, si u, v y w son campos vectoriales sobre M, se obtiene la identidad
de Bianchi

[Du, [Dy, Dy]] 4 [Dy, [Dw, Du]] + [Duw, [Du, Dy]] = 0. (B.121)

Podemos vincular esta identidad con la curvatura. Tomando u, v y w como
campos vectoriales coordenados 0, 0y, Oy, y usando que [D,,D,] = F,, la
identidad adopta la formas:

[Dy, Fual + [Dy, Faul + [Da, Fu] = 0. (B.122)
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Apéndice C

Coordenadas normales de
Riemann

La métrica en el espacio de Minkowski toma la forma més simple posible en
sistemas coordenados cuyas lineas coordenadas son geodésicas ortogonales. En
este apéndice mostraremos que este hecho puede extenderse a espacio-tiempos
mas generales, donde la métrica adoptara una forma particularmente simple
cuando se exprese en coordenadas geodésicas. La idea se sustenta en que, como
localmente en un entorno de un punto p del espacio-tiempo se puede resolver la
ecuacion geodésica con cuatro condiciones iniciales linealmente independientes,
podemos asumir la existencia de un sistema coordenado {£%}, en donde las lineas
coordenadas son geodésicas £%(7) = £%7, lo que significa que las coordenadas
geodésicas satisfacen Ea = 0. Denominamos a estas coordenadas coordenadas
normales de Riemann.

Procedamos a la construccién general de dichas coordenadas. Consideremos,
en primer lugar, la ecuacion geodésica

i 4+ 1%, = 0. (C.1)

Las geodésicas que pasan por el punto p con coordenadas z§ en 7 = 0, y con
cuadrivelocidad uf,

x(r=0)=2a5, 2% =0)=ug, (C.2)
cumplen, de acuerdo a la ecuacién geodésica, lo que sigue:
71 = 0) = —T% (zo)ugug. (C.3)

Haciendo una expansién de Taylor alrededor de 7 = 0, podemos escribir la
solucién a la ecuacién geodésica como

1
(7)) = 2§ + Tuf — 57'2F°‘B,Y(x0)ugug +.... (C.4)

Por otra parte, podemos expandir la cuadrivelocidad (arbitraria) u§ en términos
de cuatro vectores linealmente independientes y ortonormales en p:

ug = A, gag(xo)egef = Nap- (C.5)
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Podemos pensar, entonces, en la expansién de Taylor (C.4) como una transfor-
macién de coordenadas

(&) = x5 + (£ — &) eq — %(5 —&)"(¢ - &)° %W(wo)efez +.... (C.6)

que posee las siguientes propiedades: Para £%(7) = £§ + 7% se reduce a la serie
de Taylor (C.4) con uf = A%e%. Asi, en este sistema coordenado particular, las
lineas coordenadas

{iy(r) =& + 76y, ©=0,1,2,3, (C.7)

son geodésicas, como se buscaba.
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