
Tesis de Maestŕıa en F́ısica

Renormalización del tensor
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Resumen

La solución a las ecuaciones de v́ınculo en gravedad cuántica de lazos para
espacio-tiempos vaćıos con simetŕıa esférica ha sido hallada recientemente, dan-
do lugar a un espacio-tiempo de naturaleza discreta. En esta tesis considera-
mos un campo escalar libre y con masa sobre dicho background. En particular,
mostramos que la discretización del espacio-tiempo regulariza naturalmente las
divergencias ultravioletas que emergen al calcular el valor esperado del tensor
enerǵıa-momento en el continuo. Aśı, el valor resultante es finito, pero muy
grande, estableciendo una inadmisible dependencia de la macrof́ısica con la mi-
croestrucutra espacial. Mostramos que dicha dependencia puede eliminarse a
través de una renormalización finita y discutimos su naturaleza.

Abstract

The solution to the constraint equations of loop quantum gravity for spherically
symmetric vacuum space-times has been recently found, giving place to a space-
time of discrete nature. In this thesis we consider a free, massive scalar field on
this background. In particular, we show that the discretization of the space-time
naturally regularizes the ultraviolet divergences that arise when calculating the
expected value of the stress-energy tensor in the continuum. Thus, the resulting
value is finite, but very large, setting an inadmissible dependence of the ma-
crophysics on the spatial microstructure. We show that such dependence can be
eliminated via a finite renormalization and discuss its nature.
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4.1. Teoŕıas de gauge sobre redes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.1.1. Producto escalar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.1.2. Entrelazadores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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6.3.2. Término en a1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

6.4. Renormalización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

7. Conclusiones 103
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Prólogo

El texto a continuación constituye mi Tesis de Maestŕıa en F́ısca, Renorma-
lización del tensor enerǵıa-momento para un espacio-tiempo cuántico con sime-
tŕıa esférica, que inicié a finales de 2013 bajo la orientación del Dr. Rodolfo
Gambini. Este prólogo pretende ser un acercamiento a la misma.

La mecánica cuántica (QM por sus siglas en inglés) y la relatividad general
(GR) han extendido enormemente las fronteras del mundo f́ısico conocido desde
comienzos del siglo XX. QM ha permitido desarrollar la f́ısica atómica, la f́ısica
nuclear y la óptica cuántica, entre muchas otras. GR posibilitó el surgimiento
de la astrof́ısica relativista, la cosmoloǵıa, la tecnoloǵıa GPS y recientemente ha
recibido un gran espaldarazo tras la detección de ondas gravitacionales en LIGO.
Ambas derribaron las dos estructuras fundamentales sobre las que descansaba
la f́ısica newtoniana: el principio de incertidumbre de Heisenberg evaporó el
determinismo newtoniano y las nociones de espacio y tiempo absolutos perdieron
su validez por completo: el mismo fondo espacio-temporal se convirtió en una
cantidad dinámica.

Pero QM y GR no sólo proporcionaron una forma radicalmente nueva de com-
prender el mundo f́ısico sino que además parecen estar formuladas en términos
mutuamente contradictorios. QM requiere de una variable temporal externa y un
fondo espacio-temporal no dinámico (sobre el que se define la teoŕıa cuántica),
los cuales son incompatibles con la imagen del espacio-tiempo proporcionada por
GR. Por su parte, GR asume que la métrica es un campo suave y determinista,
violando el requerimiento impuesto por QM a cualquier campo dinámico: a es-
calas suficientemente pequeñas debe manifestarse en forma de cuantos discretos
y estar gobernado por leyes probabiĺısticas.

La gravedad cuántica (QG) es la teoŕıa cuyo objeto es sintetizar a QM y GR
bajo un único marco conceptual. A pesar de que los f́ısicos la han buscado casi
desde la misma fundación de la mecánica cuántica y la relatividad general, aún
no disponemos de una teoŕıa cuántica de la gravedad acabada. Disponemos śı
de teoŕıas candidatas, en el sentido de que reproducen algunas caracteŕısticas
importantes que a priori se espera de una teoŕıa cuántica de la gravedad, pero
aún permanece en suspenso, para todas ellas, la prueba de que efectivamente se
reducen a QM y GR a bajas enerǵıas, que es el mı́nimo requisito exigible para
una teoŕıa QG.

Si bien es cierto que el acelerador de part́ıculas más potente en el presente,
el LHC, funciona a unos pocos TeV, mientras que se cree que los efectos de la
gravedad cuántica se volverán importantes para enerǵıas del orden de 1019 GeV,
hay otras motivaciones, tanto teóricas como experimentales, para embarcarse en
la construcción de una teoŕıa QG.

En el plano emṕırico, existen en la naturaleza part́ıculas de enerǵıas mucho

XV



PRÓLOGO

más grandes que aquellas producidas en los aceleradores (ya han sido observa-
das part́ıculas astrof́ısicas con enerǵıas de hasta 1013 GeV [34]), por otra parte,
pueden haber huellas residuales en la radiación cósmica de fondo de los efectos
cuánticos de la gravedad en el universo temprano. Por último, existe la posi-
bilidad concreta de poder acceder en el futuro cercano a algunos fenómenos
astrof́ısicos capaces de comportarse como lentes amplificadores [29], que permi-
tiŕıan poner a prueba algunos efectos cuántico-gravitatorios.

Existen, además, buenas justificaciones teóricas para el estudio de QG. Hasta
la fecha contamos con dos grandes explicaciones del universo f́ısico: (i) el mo-
delo estándar: un teoŕıa cuántica de las interacciones electromagnéticas, débiles
y fuertes que ignora completamente los efectos gravitatorios a escala cuánti-
ca; (ii) la relatividad general clásica: una teoŕıa que describe la dinámica del
propio espacio-tiempo, ignorando cualquier efecto de naturaleza cuántica. A
continuación, enumeramos algunas dificultades teóricas que podŕıan elucidarse
en el marco de una teoŕıa QG.

Fondo espacio-temporal : en la actualidad, las teoŕıas cuánticas de campos
(QFT) de que disponemos están definidas sobre fondos fijos. Recientes avances
en QFT sobre espacio-tiempos curvos (ver referencias en [34]) han permitido
sortear parcialmente este problema mediante formulaciones independientes del
fondo espacio-temporal, pese a lo cual dif́ıciles obstáculos aún persisten, entre
otros, se desprecia totalmente el “backreaction” entre la materia y la geometŕıa,
expresado clásicamente por las ecuaciones de Einstein.

Singularidades de GR: Se conocen soluciones a las ecuaciones de Einstein que,
para distribuciones de masa suficientemente elevadas, muestran un comporta-
miento singular. Como todas ellas están caracterizadas por simetŕıas, podŕıa
pensarse que, como ocurre con la gravedad newtoniana, la relajación de las mis-
mas permitiŕıa deshacerse de los puntos singulares. Sin embargo, los teoremas
de Hawking, Penrose et al. demuestran que no es éste el caso [25]. Podemos
interpretar, por tanto, que estas singularidades provienen de aplicar la teoŕıa
clásica a regiones del espacio-tiempo donde ya no es válida. Una teoŕıa cuántica
de la gravedad podŕıa dar solución a estos problemas.

Interacción de la gravedad con sistemas cuánticos: supongamos que a pesar
de las insalvables singularidades, decidimos llevar GR adelante y proponer una
ecuación semiclásica del tipo

Rµν −
1

2
gµνR = 〈T̂µν〉, (1)

donde el lado derecho de la ecuación representa el valor esperado del tensor
enerǵıa-momento de la materia en cierto estado cuántico. Supongamos, a conti-
nuación, que el estado cuántico de la materia es tal que se tiene una probabilidad
1/2 de localizar toda la materia en una región del espacio-tiempo denotada co-
mo U1 y la misma probabilidad de encontrarla en otra región U2, disjunta de
U1, es decir:

|materia〉 =
1√
2
|toda la materia en U1〉+

1√
2
|toda la materia en U2〉. (2)

En esta situación f́ısica, el campo gravitacional, de acuerdo a la ecuación (1), se
comportaŕıa como si la mitad de la materia estuviese en U1 y la otra mitad en
U2. Al medir la posición de la materia, encontraŕıamos que toda ella se encon-
traŕıa o bien en U1, o bien en U2, lo que implicaŕıa que el campo gravitacional se
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modificaŕıa discontinuamente y de una manera no causal, dando lugar a serias
dificultades [35]. Hasta aqúı sólo hemos mencionado algunas de las fuentes teóri-
cas que justifican la búsqueda de una teoŕıa de la gravedad cuántica. Muchas
otras pueden encontrarse en [29, 34, 31].

Una de las candidatas a teoŕıa cuántica de la gravedad es la gravedad cuántica
de lazos (LQG). Se trata de una versión moderna del enfoque canónico o ha-
miltoniano de la gravedad cuántica, originalmente introducido por Dirac, Berg-
mann, Komar, Wheeler, DeWitt, Arnowitt, Deser y Misner. Es “moderna” en
el sentido que ha sido formulada en términos de conexiones en lugar de métricas.
Es precisamente por esta razón que la teoŕıa se denomina gravedad cuántica de
lazos, pues las teoŕıas de conexiones se describen naturalmente en términos de
loops (lazos) de Wilson. La teoŕıa cuántica de lazos constituye, por tanto, un
intento por construir una teoŕıa QG independiente del “background”, no pertur-
bativa y matemáticamente rigurosa en un espacio-tiempo de cuatro dimensiones
y lorentziano. A continuación, presentamos algunos conceptos importantes para
comprender la formulación LQG. Los mismos se desarrollarán a lo largo de la
tesis y resultan vitales para que la misma tenga sentido.

La formulación ADM es una formulación hamiltoniana de la relatividad ge-
neral [2]. En este enfoque se asume que la variedad espacio-temporal puede
foliarse por hipersuperficies tipo espacio Σt, donde t es una función tipo tiempo
definida en la variedad. El hamiltoniano resultante es una combinación lineal de
v́ınculos de primera clase. La dinámica queda, en consecuencia, completamente
determinada por los v́ınculos, de modo que la evolución puede parametrizarse
de manera arbitraria. Uno de estos v́ınculos, el v́ınculo hamiltoniano, genera
transformaciones de gauge en la dirección temporal, perpendicularmente a la
superficie Σt, lo que va en armońıa con la ausencia de una idea de tiempo ab-
soluto en GR. El v́ınculo restante genera difeomorfismos en la hipersuperficie
espacial. Varios obstáculos impiden aplicar exitosamente el procedimiento de
cuantización canónica a este formalismo. Uno de ellos se debe a que el álgebra
de los v́ınculos es abierta y depende de forma no polinómica de las variables
dinámicas, de modo que es casi imposible encontrar una correspondencia entre
los corchetes de Poisson de las variables canónicas clásicas y los conmutadores
de los operadores a los que las mismas debeŕıan ser promovidas. Las variables
de Ashtekar [3] resolvieron, en parte, este problema.

Los ingredientes principales del formalismo de Ashtekar están dados por una
conexión SO(3) compleja y sus momentos conjugados, las tŕıadas. En términos
de estas nuevas variables los v́ınculos se simplifican notablemente, permitiendo,
por ejemplo, encontrar soluciones a las ecuaciones de Wheeler-DeWitt. Esta
representación por conexiones permitió expresar GR en un lenguaje de teoŕıas
gauge, lo que dio lugar a la representación de loops, introducida inicialmente
por Gambini y Tŕıas para teoŕıas gauge [24], y por Rovelli y Smolin [32] para
gravedad.

Uno de los mayores obstáculos para culminar con el programa de la grave-
dad cuántica de lazos reside en la dinámica. Ésta se encuentra codificada en
un conjunto de v́ınculos de primera clase cuya álgebra involucra funciones de
estructura, bloqueando aśı el método de cuantización de Dirac. Aunque este
problema no se encuentra en la mayoŕıa de los modelos reducidos por simetŕıa,
correspondientes a espacio-tiempos homogéneos, el problema reaparece cuando
se consideran modelos con dependencia espacial de las variables. Algunos de los
modelos más relevantes para ser estudiados, debido a sus implicancias f́ısicas
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PRÓLOGO

son los espacio-tiempos esféricamente simétricos, los cuales pueden describir,
por ejemplo, la etapa final del colapso gravitacional de objetos astrof́ısicos. Este
tipo de modelos poseen otra potencialidad técnica: un v́ınculo hamiltoniano,
asociado con reparametrizaciones temporales, y otro v́ınculo asociado con difeo-
morfismos radiales.

En 2013 Gambini y Pullin obtuvieron una cuantización exitosa correspondien-
te a la ecuación de Einstein en el vaćıo con simetŕıa esférica [22]. A través de
un reescalado y una combinación lineal con el v́ınculo de difeomorfismos, con-
siguieron abelianizar el v́ınculo hamiltoniano, de manera que el álgebra de los
v́ınculos constituyó una verdadera álgebra de Lie. Aśı, el método de cuantización
de Dirac pudo completarse mediante técnicas de gravedad cuántica de lazos. Se
construyeron expĺıcitamente las soluciones exactas del espacio de Hilbert f́ısico,
aniquilado por todos los v́ınculos. Se encontraron nuevos observables sin con-
traparte clásica, asociados a la naturaleza discreta de las redes de esṕın, y por
último, se logró eliminar la singularidad presente en el interior de los agujeros
negros clásicos. Una de las consecuencias de esta cuantización es que la coorde-
nada radial se convierte en una cantidad discreta. En este trabajo consideramos
un campo escalar con masa y libre sobre este espacio-tiempo cuantizado. En
particular se busca verificar que la naturaleza discreta del espacio-tiempo elimi-
na naturalmente las divergencias que emergen al calcular el valor esperado del
tensor enerǵıa-impulso sobre un espacio-tiempo continuo. Se trata de un ejemplo
de cómo las teoŕıas cuánticas de campos sobre espacio-tiempos cuánticos tratan
con las divergencias de teoŕıas cuánticas de campos en el continuo.

Organización del texto

En el caṕıtulo 1 revisamos varias ideas importantes de la relatividad general
clásica. Comenzamos repasando nociones de geometŕıa semi-riemanniana. En
§ 1.2 presentamos la ecuación de Einstein y el tensor de enerǵıa-momento. En
§ 1.3 introducimos la acción de Einstein-Hilbert y la de Palatini en su for-
ma tetrádica, donde presentaremos parte del formalismo necesario para definir
las variables de Ashtekar, y derivaremos las ecuaciones de Einstein a partir de
las mismas. En § 1.4 definimos con precisión la foliación que habilita una for-
mulación hamiltoniana de la relatividad general, introduciendo finalmente el
formalismo ADM y en § 1.5 las variables de Ashtekar.

En el caṕıtulo 2 mostramos cómo se ve reducido el formalismo de Ashte-
kar en espacio-tiempos esféricamente simétricos. Introducimos nuevas variables,
producto de la simetŕıa, y a partir de las mismas abelianizamos el v́ınculo ha-
miltoniano.

El caṕıtulo 3 está dedicado a la renormalización del tensor enerǵıa-momento
para un campo escalar con masa sobre un espacio-tiempo curvo y continuo.
Primeramente, introducimos la cuantización del campo escalar en un espacio-
tiempo curvo y discutimos las principales diferencias en relación al espacio-
tiempo minkowskiano. Luego, introducimos aproximaciones útiles para estudiar
los modos de alta frecuencua del campo escalar. En § 3.3 introducimos la ecua-
ción semiclásica que posibilita el cálculo del valor esperado del tensor enerǵıa-
momento. Luego, presentamos la acción efectiva asociada al mismo, y sus diver-
gencias. En § 3.4 procedemos a la regularización dimensional de las mismas y
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obtenemos el valor esperado del tensor enerǵıa-momento renormalizado.
El caṕıtulo 4 está dedicado a introducir algunos conceptos básicos de LQG.

Presentamos la construcción del espacio cinemático f́ısico, presentamos los ope-
radores que actúan sobre el mismo y de qué modo se ven simplificados en espacio-
tiempos con simetŕıa esférica.

En el caṕıtulo 5 presentamos en detalle la cuantización del espacio-tiempo
esféricamente simétrico obtenida tras la abelianización del v́ınculo hamiltoniano
y la cuantización de Dirac. Construimos el espacio cinemático y derivamos los
operadores, la dinámica y los observables.

La renormalización del valor medio del tensor enerǵıa-momento se presenta
en el caṕıtulo 6. Mostramos en detalle de qué manera la función de Green se
modifica sobre el espacio-tiempo cuántico introducido en el caṕıtulo 5. Prosegui-
mos con el cálculo de la acción efectiva, discutiendo las diferencias que surgen en
relación a espacio-tiempos continuos. En particular, verificamos que la naturale-
za discreta del espacio-tiempo cuantizado funciona como un regulador natural,
eliminando las divergencias propias de los fondos clásicos. Finalmente, procede-
mos a una renormalización finita del lagrangeano gravitacional, justificando su
necesidad.

En el caṕıtulo 7 presentamos las conclusiones de este trabajo.
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Caṕıtulo 1

Relatividad general clásica

En este caṕıtulo abordaremos la teoŕıa de la relatividad general clásica. Co-
menzaremos definiendo conceptos matemáticos fundamentales para un desarro-
llo preciso de dicha teoŕıa. No obstante, los mismos se apoyan en nociones aún
más básicas, las cuales se exhiben con cierto grado de detalle en los apéndices
A y B. En el transcurso del caṕıtulo introduciremos las ecuaciones de Einstein
aśı como su formulación lagrangeana y hamiltoniana.

1.1. Geometŕıa semi-riemanniana

Sea M una variedad de n dimensiones. Definimos el fibrado de tensores de
tipo (o rango) (r, s) como el producto tensorial de r copias del fibrado tangente
y s copias del fibrado cotangente:

TM ⊗ · · · ⊗ TM︸ ︷︷ ︸
r

⊗T ∗M ⊗ . . . T ∗M︸ ︷︷ ︸
s

(1.1)

Llamamos tensor de tipo (r, s) a una sección de este fibrado. Definimos los
tensores (0, 0) como las funciones sobre M .

Como las secciones de TM y T ∗M están dadas por campos vectoriales y 1-
formas respectivamente, un tensor (r, s) es una combinación lineal de tensores
de la forma

v1 ⊗ · · · ⊗ vr ⊗ ω1 ⊗ · · · ⊗ ωs (1.2)

donde v1, . . . , vr son campos vectoriales y ω1 . . . ωs, 1-formas. Aśı, una base de
tensores (r, s) está dada, en coordenadas locales, por

∂α1
⊗ · · · ⊗ ∂αr ⊗ dxβ1 · · · ⊗ dxβs (1.3)

donde los ı́ndices αi, βj pueden tomar valores desde 1 a n. Luego, cualquier
tensor (r, s), X, puede escribirse como

X = Xα1...αr
β1...βs

∂α1 ⊗ ∂αr ⊗ dxβ1 . . . dxβs (1.4)

en coordenadas locales, donde las funciones Xα1...αr
β1...βs

son las componentes del
tensor. Más adelante, utilizaremos los sub́ındices y supeŕındices como ı́ndices
abstractos, en el sentido de que su único propósito será dar cuenta del rango del
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CAPÍTULO 1. RELATIVIDAD GENERAL CLÁSICA

tensor bajo consideración, sin hacer referencia a ningún sistema coordenado en
concreto.

Un tensor (r, s) también puede pensarse como un objeto que acepta r 1-formas
y s campos vectoriales como entradas, y arroja como salida una función sobre
M que toma valores en R, de forma C∞(M)-lineal en cada entrada.

Una métrica semi-riemanniana es un ejemplo de tensor (0,2), ya que toma
como entradas dos campos vectoriales, v, w, dando como salida una función
g(v, w), C∞(M)-lineal:

g(v + v′, w) = g(v, w) + g(v′, w) (1.5)

g(v, w + w′) = g(v, w) + g(v, w′) (1.6)

g(fv, w) = g(v, fw) = fg(v, w) (1.7)

donde v, v′, w, w′ ∈ Vect(M) y f ∈ C∞(M). En coordenadas locales, tenemos:

g = gαβdx
α ⊗ dxβ (1.8)

con gαβ = g(∂α, ∂β). Las formas diferenciales conforman otro ejemplo de ten-
sor: una p-forma puede pensarse como un tensor de tipo (0, p) completamente
antisimétrico, a causa de que podemos identificar ω = 1

p!ωα1...αpdx
αi . . . dxαp ,

donde el coeficiente ωα1...αp cambia su signo cada vez que intercambiamos dos
de sus ı́ndices, con el tensor (0, p) 1

p!ωα1...αpdx
αi . . . dxαp . En consecuencia, ΛpV

puede interpretarse como un subespacio del p-producto tensorial V ⊗ · · · ⊗ V y
el fibrado Λp(T ∗M) como un subfibrado del fibrado de tensores (0, p).

Hay un número de operaciones básicas sobre tensores que que es indispensable
introducir para trabajar en GR. Se define el producto tensorial de un tensor de
tipo (r, s), X, y otro de rango (r′, s′), Y , como el tensor de tipo (r + r′, s+ s′),
X ⊗ Y dado por

(X ⊗ Y )
α1...αr+r′

β1...βs+s′
= Xα1...αr

β1...βs
Y
αr+1...αr+r′

βs+1...βs+s′ . (1.9)

En segundo lugar, de la misma manera que una 1-forma aplicada a un campo
vectorial da lugar a una función real sobre M , es posible obtener un tensor
(r − 1, s − 1) a partir de un tensor (r, s). Por ejemplo, dado X = v1 ⊗ . . . vr ⊗
ω1 · · · ⊗ ωs podemos contraer el i-ésimo campo vectorial con la j-ésima 1-forma
obteniendo aśı un tensor Y de rango (r − 1, s− 1):

Y = ωj(vi)v1 ⊗ . . . v̂i · · · ⊗ vr ⊗ ω1 ⊗ . . . ω̂j · · · ⊗ ωs, (1.10)

donde el śımboloˆsobre vi y ωj denota la ausencia de estos factores en el nuevo
tensor Y . En términos de componentes podemos pensar que hemos obtenido
Y a partir de X contrayendo un supeŕındice con un sub́ındice, es decir, si el
mismo ı́ndice µ aparece como el i-ésimo supeŕındice y el j-ésimo sub́ındice de
las componentes de un tensor X , las componentes de Y están dadas por

Y α1...α̂i...αr
β1...β̂j ...βs

= Xα1...µ...αr
β1...µ...βs

. (1.11)

El tensor de curvatura de Riemann, del que hablaremos dentro de algunas
ĺıneas, es un buen ejemplo de tensor (1, 3), con componentes Rαβγδ. Podemos
contraer este tensor, obteniendo el llamado tensor de Ricci, esto es, un tensor
(0, 2) dado por Rβγ = Rαβαγ .
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1.1. GEOMETRÍA SEMI-RIEMANNIANA

Otra poderosa técnica que podemos utilizar trabajando con tensores consiste
en subir y bajar ı́ndices a partir de una métrica semi-riemanniana. Consideremos
la métrica de componentes gαβ aśı como su inversa gαβ (gαβgαβ = δαβ ). Por
ejemplo, a partir del tensor de Ricci podemos obtener un tensor (1, 1) subiendo
un ı́ndice:

Rαβ = gαγRβγ . (1.12)

Podemos, además, contraer este último para obtener un tensor (0, 0), denomi-
nado escalar de Ricci:

R = Rαα. (1.13)

1.1.1. La conexión de Levi-Civita

En relatividad general, la métrica da lugar a una conexión sobre el fibrado
tangente: la conexión de Levi-Civita. Ésta se encuentra caracterizada comple-
tamente por las dos propiedades siguientes:

Es compatible con la métrica: los vectores tangentes conservan su módulo
cuando se trasladan paralelamente.

Es libre de torsión: el vector tangente no rota al ser transportado parale-
lamente. (Ver [5] para un desarrollo riguroso de esta idea)

Sea M una variedad equipada con una métrica semi-riemanniana g, y sea D
una conexión sobre el fibrado tangente TM , la conexión D permite tomar la
derivada de un campo vectorial v sobre M en la dirección u, dando lugar a un
nuevo campo vectorial Duv. Se dice que D es compatible con la métrica si para
todo u, v, w ∈ Vect(M)

ug(v, w) = g(Duv, w) + g(v,Duw). (1.14)

En caso de que D no fuese compatible con la métrica apareceŕıa un tercer
término en la igualdad anterior, vinculado con la derivada de g. Se dice que D
es libre de torsión si para todo u, v, w ∈ Vect(M)

[v, w] = Dvw −Dwv, (1.15)

donde [v, w](f) = v(w(f))− w(v(f)) es el corchete de Lie entre los campos v y
w.

A continuación, probaremos que dada una métrica cualquiera g, existe una
única conexión compatible con la misma y simultáneamente libre de torsión.
Dicho objeto recibirá la denominación de conexión de Levi-Civita.
Prueba: Supongamos que ∇ es una conexión libre de torsión y compatible con
la métrica sobre TM . Trabajando en coordenadas locales: ∇α = ∇∂α . Como ∇
es compatible con la métrica se cumple que

∂αgβγ = g(∇α∂β , ∂γ) + g(∂β ,∇α∂γ). (1.16)

Permutando ı́ndices:

1. ∂αgβγ = g(∇α∂β , ∂γ)︸ ︷︷ ︸
a

+ g(∂β ,∇α∂γ)︸ ︷︷ ︸
b

3



CAPÍTULO 1. RELATIVIDAD GENERAL CLÁSICA

2. ∂βgγα = g(∇β∂γ , ∂α)︸ ︷︷ ︸
c

+ g(∂γ ,∇β∂α)︸ ︷︷ ︸
d

3. ∂γgαβ = g(∇γ∂α, ∂β)︸ ︷︷ ︸
e

+ g(∂α,∇γ∂β)︸ ︷︷ ︸
f

.

Como además la conexión es libre de torsión y los campos coordenados conmu-
tan, se tiene:

∇α∂β −∇β∂α = [∂β , ∂α] = 0. (1.17)

Conjuntamente con la propiedad de simetŕıa de la métrica, gαβ = gβα, esto
implica que los términos etiquetados como b y e son iguales. Lo mismo ocurre
con los términos c y f . Haciendo 1 + 2− 3 se obtiene

∂αgβγ + ∂βgγα − ∂γgαβ = 2g(∇α∂β , ∂γ). (1.18)

Para mostrar que ∇ existe y es única alcanza con obtener una fórmula expĺıcita
para ∇ a partir de la expresión (1.18). Como se señala en § B.3, trabajando con
una base local de secciones ei de un fibrado vectorial E, las componentes del
potencial vector A pueden escribirse como:

Dαej = Aiαjei. (1.19)

Para el caso concreto de la conexión de Levi-Civita, definimos los śımbolos de
Christoffel como

∇α∂β = Γγαβ∂γ . (1.20)

Luego, la derivada covariante de cualquier campo vectorial w (§ B.3) en la
dirección v es

∇vw = vα(∂αw
β + Γβαγw

γ)∂β . (1.21)

Aśı, reescribiendo (1.18)

∂αgβγ + ∂βgγα − ∂γgαβ = 2g(Γδαβ∂δ, ∂γ) (1.22)

= 2Γδαβg(∂δ, ∂γ) (1.23)

= 2gδγΓδαβ . (1.24)

Finalmente, utilizando la inversa de la métrica, se obtienen los śımbolos de
Christoffel

Γγαβ =
1

2
gγδ(∂αgβδ + ∂βgδα − ∂δgαβ). (1.25)

Una vez obtenida la conexión de Levi-Civita en el fibrado tangente TM se tie-
nen, automáticamente, conexiones en fibrados tensoriales (r, s). Dado un tensor
(r, s), X, podemos calcular (∇µX)α1...αr

β1...βs
en términos de derivadas parciales

de las componentes de X y los śımbolos de Christoffel. Por ejemplo, para el caso
de un tensor (2, 2) el resultado es

(∇µX)αβγδ = ∂µX
αβ
γδ +

(+) para ı́ndices vectoriales︷ ︸︸ ︷
ΓαµλX

λβ
γδ + ΓβµλX

αλ
γδ − ΓλµγX

αβ
λδ − ΓλµδX

αβ
γλ︸ ︷︷ ︸

(-) para ı́ndices covectoriales

.

(1.26)
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1.1. GEOMETRÍA SEMI-RIEMANNIANA

Y, de manera análoga, puede construirse la derivada covariante para un tensor
(r, s) cualquiera.

Antes de terminar este apartado probaremos que ∇αgβγ = 0. Para ello, hay
que observar que

∂αgβγ = ∂αg(∂β , ∂γ) (1.27)

= g(∇α∂β , ∂γ) + g(∂β ,∇α∂γ) (1.28)

= g(Γµαβ∂µ, ∂γ) + g(∂β ,Γ
µ
αγ∂µ) (1.29)

= Γµαβgµγ + Γµαγgβµ. (1.30)

En consecuencia,

∇αgβγ = ∂αgβγ − Γµαβgµγ − Γµαγgβµ = 0. (1.31)

Alcanza con que la conexión ∇ satisfaga esta relación para que sea compatible
con la métrica g

Geodésicas

Sea γ un camino en M . Sea v(t) un vector tangente a la curva γ(t) en cada
t. Como se muestra en § B.4, se cumple la relación:

Dγ′(t)u(t) =
d

dt
u(t) +A(γ′(t))u(t). (1.32)

O, utilizando el lenguaje de la relatividad general

Dγ′(t)v
µ(t) =

d

dt
vµ(t) + Γµνλ

dγλ

dt
vν(t). (1.33)

Decimos que γ es una geodésica si su vector tangente γ′(t) se transporta para-
lelamente a lo largo de γ, es decir,

Dγ′(t)γ
′(t) = 0. (1.34)

En coordenadas:
d2γµ

dt2
+ Γµνλ

dγν

dt

dγλ

dt
= 0. (1.35)

El camino de una part́ıcula en cáıda libre obedece esta ecuación.

1.1.2. El tensor de Riemann

Definimos el tensor de Riemann como el tensor de curvatura asociado a la
conexión de Levi-Civita. Formalmente, dados tres campos vectoriales sobre M ,
u, v, w, definimos:

R(u, v)w = (∇u∇v −∇v∇u −∇[u,v])w. (1.36)

En términos de una base local de campos vectoriales {eα}, las componentes
Rαβγδ están dadas por:

R(eβ , eγ)eδ = Rαβγδeα. (1.37)

Este objeto es también un tensor (1, 3), puesto que al evaluarlo en una 1-
forma µ y tres campos vectoriales en M , u, v y w, devuelve una función en
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CAPÍTULO 1. RELATIVIDAD GENERAL CLÁSICA

M , µ(R(u, v)w) siendo, además, C∞(M)-lineal (lo cual halla justificación en
la teoŕıa general de la curvatura, expuesta en el apéndice B). A continuación
calcularemos las componentes Rαβγδ para el caso de una base coordenada. Por
definición, se tiene que

R(∂β , ∂γ)∂δ = (∇β∇γ −∇γ∇β)∂δ, (1.38)

ya que [∂β , ∂γ ] = 0. Luego, utilizando ∇α∂β = Γγαβ∂γ ,

R(∂β , ∂γ)∂δ = ∇β(Γσγδ∂σ)−∇γ(Γσβδ∂σ) (1.39)

= (∂βΓσγδ)∂σ + Γσγδ∇β∂σ − (∂γΓσβδ)∂σ − Γσβδ∇γ∂σ (1.40)

= (∂βΓσγδ)∂σ + ΓσγδΓ
τ
βσ∂τ − (∂γΓσβδ)∂σ − ΓσβδΓ

τ
γσ∂τ . (1.41)

Renombrando ı́ndices, se obtiene, finalmente,

Rαβγδ = ∂βΓαγδ − ∂γΓαβδ + ΓσγδΓ
α
βσ − ΓσβδΓ

α
γσ. (1.42)

Simetŕıas

El tensor de Riemann posee tres simetŕıas básicas:

1. Rλβγδ = −Rλγβδ
2. Rαβγδ = −Rδβγα

3. Rλ[βγδ] = 0

La primera relación es equivalente a

R(eβ , eγ)eδ = −R(eγ , eβ)eδ, (1.43)

donde {eα} es una base de campos vectoriales. Dicha relación es una consecuen-
cia de la definición misma de curvatura, puesto que F (v, w) = −F (w, v) para
dos campos vectoriales cualesquiera v, w, y para cualquier curvatura F .
La segunda relación puede reescribirse como

g(eα, R(eβ , eγ)eδ) = −g(eδ, R(eβ , eγ)eα), (1.44)

que es lo mismo que

g(u,R(v, w)z) = −g(z,R(v, w)u) (1.45)

con u, v, w, z campos vectoriales. Como los campos vectoriales coordenados
constituyen una base, alcanza con probar la relación para éstos, en cuyo ca-
so [v, w] = 0. Como la conexión es compatible con la métrica se satisface

vw(g(u, z)) = v(g(∇wu, z) + g(u,∇wz))
= g(∇v∇wu, z) + g(∇wu,∇vz)
+ g(∇vu,∇wz) + g(u,∇v∇wz).

(1.46)

Análogamente,

wv(g(u, z)) = g(∇w∇vu, z) + g(∇wu,∇vz)
+ g(∇wu,∇vz) + g(u,∇w∇vz).

(1.47)
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Luego,

(vw − wv)(g(u, z)) = g([∇v,∇w]u, z) + g(u, [∇v,∇w]z), (1.48)

lo cual es equivalente, para los campos coordenados, a:

g(R(v, w)u, z = −g(u,R(v, w)z). (1.49)

La última de las relaciones es igual a

Rλβγδ +Rλγδβ +Rλδβγ = 0, (1.50)

es decir,

R(eβ , eγ)eδ +R(eγ , eδ)eβ +R(eδ, eβ)eγ = 0. (1.51)

Independizándonos de las coordenadas, la igualdad anterior establece que

R(u, v)w +R(v, w)u+R(w, u)v = 0 (1.52)

para tres campos vectoriales cualesquiera u, v, w. Para mostrar la igualdad, tra-
bajaremos con campos vectoriales coordenados, los cuales poseen corchete de Lie
nulo, por las mismas razones esgrimidas en la prueba de la segunda simetŕıa.
Luego,

R(u, v)w +R(v, w)u+R(w, u)v =

∇u∇vw −∇v∇uw +∇v∇wu−∇w∇vu+∇w∇uv −∇u∇wv.
(1.53)

Como la conexión es libre de torsión, esta última igualdad puede reescribirse
como

∇u[v, w] +∇v[w, u] +∇w[u, v], (1.54)

lo cual es cero, pues los corchetes de Lie son nulos para campos vectoriales
coordenados.

Si bien no añaden información nueva, pues se derivan de las simetŕıas pre-
sentadas inicialmente, es conveniente señalar las siguientes relaciones ya que
resultarán útiles a futuro:

Rαβγδ = Rγδαβ (1.55)

R[αβγδ] = 0 (1.56)

Rαβ = Rβα. (1.57)

1.2. Ecuaciones de Einstein

1.2.1. Tensor de enerǵıa-momento

En f́ısica relativista, la información referente al flujo de enerǵıa y momento
a través de un punto del espacio-tiempo se concentra en un tensor (0,2): el
tensor de enerǵıa-momento, Tµν . Supongamos que el espacio-tiempo se puede
dividir en espacio y tiempo, representándose como S×R. Sean las coordenadas
x0, x1, . . . , xn−1, donde x0 = t es la coordenada temporal y xi, i = 1, . . . , n− 1
son las coordenadas espaciales. Bajo este esquema, T 00 representa la densidad
de enerǵıa, T i0 el flujo de enerǵıa en la dirección ∂i, T

0j la densidad de la j-ésima
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componente del momento y T ij representa la j-ésima componente del momento
en la dirección ∂i. Supondremos que este tensor es simétrico:

Tµν = Tνµ. (1.58)

Aśı, sobre un espacio-tiempo curvo la ley de conservación de la enerǵıa y el
momento viene dada por

∇µTµν = 0. (1.59)

En el espacio de Minkowski la expresión ∇µTµν = 0 da lugar a cuatro ecua-
ciones: para ν = 0 se obtiene la ecuación de conservación de la enerǵıa

∂T 00

∂t
+
∂T i0

∂xi
= 0, (1.60)

mientras que, ν = 1, 2, 3 implica la conservación del momento

∂T 0j

∂t
+
∂T ij

∂xi
= 0. (1.61)

1.2.2. Ecuaciones de campo

En la búsqueda de ecuaciones que describan la gravitación, es razonable co-
menzar por aquellas que sean consistentes con la conservación de la enerǵıa.
Supongamos, entonces, una de la forma:

Cµν = Tµν , (1.62)

donde Cµν es un tensor simétrico con divergencia nula, dependiente sólo del
tensor de Riemann.

Un objeto de esta naturaleza puede conseguirse a partir de la identidad de
Bianchi:

[∇α, R(∂β , ∂γ)] + [∇β , R(∂γ , ∂α)] + [∇γ , R(∂α, ∂β)] = 0, (1.63)

que puede reescribirse como

∇[αR
λ
βγ]δ = 0. (1.64)

Contrayendo y escribiendo expĺıcitamente la antisimetŕıa

∇αRαβγδ +∇βRαγαδ +∇γRααβδ = 0 (1.65)

o
∇αRαβγδ +∇βRαγαδ −∇γRαβαδ = 0. (1.66)

Esta última igualdad puede reescribirse utilizando simetŕıas del tensor de
Riemann, obteniéndose:

∇αRδγβα +∇βRγδ −∇γRβδ = 0, (1.67)

y, subiendo el ı́ndice β y contrayéndolo con δ se consigue:

∇αRγα +∇βRβγβ −∇γR = 0. (1.68)
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Finalmente, renombrando los ı́ndices mudos y dividiendo entre dos:

∇αRγα −
1

2
∇γR = 0, (1.69)

que también puede escribirse aśı:

∇α(Rγα −
1

2
gγαR) = 0, (1.70)

pues ∇αgγα = 0.
El tensor de Einstein Gµν = Rµν − 1

2gµνR es el más simple de los infinitos
tensores que cumplen los requerimientos que hab́ıamos exigido para una ecua-
ción satisfactoria de la gravedad. Las ecuaciones de campo de Einstein para la
relatividad general están dadas por:

Gµν = 8πGTµν , (1.71)

donde la velocidad de la luz es c = 1 y G es la constante de gravitación de
Newton.

Sin embargo, existe otro tipo de tensor (0, 2) simétrico y con divergencia nula
que podemos fabricar a partir de la métrica: la misma métrica, ya que

∇µgµν = 0. (1.72)

Lo que permite modificar la ecuación de Einstein de la siguiente manera:

Gµν + Λgµν = 8πGTµν . (1.73)

El parámetro Λ se denomina constante cosmológica. Fue introducido por Eins-
tein con el fin de que la ecuaciones de campo admitieran una solución de universo
estático, hacia donde parećıan apuntar las observaciones de aquel entonces. Co-
locado a la derecha de la igualdad, este término puede ser absorbido por el
tensor enerǵıa-momento, interpretándose como el valor del mismo en el vaćıo.

1.3. Formulación lagrangeana

1.3.1. Acción de Einstein-Hilbert

En este apartado presentamos la acción de Einstein-Hilbert y mostramos que
las ecuaciones de Euler-Lagrange que se deducen de extremizar la misma, con-
siderando a la métrica como variable dinámica son, en efecto, las ecuaciones de
campo de Einstein.

El lagrangeano para GR en el vaćıo está dado por:

L = Rvol, (1.74)

donde R es el escalar de Ricci de g y “vol” es la forma volumen asociada a g,
por lo tanto, la acción de Einstein-Hilbert es:

S(g) =

∫
M

Rvol. (1.75)

9



CAPÍTULO 1. RELATIVIDAD GENERAL CLÁSICA

Para enfatizar la dependencia de la forma volumen con respecto a la métrica,
se puede reescribir la mencionada acción en coordenadas locales:

S(g) =

∫
M

R
√
|g|dnx. (1.76)

donde el śımbolo g refiere a det g, en el caso de una métrica lorentziana se
cumple |g| = −g.

A continuación, procederemos a la extremización de S. Sea g una métrica
lorentziana y δg cualquier tensor simétrico (0, 2) que se anula fuera de un con-
junto compacto. Si s ∈ R es pequeño, entonces g + sδg es también una métrica
lorentziana. Puesto que s es una cantidad variable, g+sδg constituye un camino
de métricas que pasan por g. Esta observación permite definir la variación de la
acción con respecto a la métrica:

δS(g) =
d

ds
S(g + sδg). (1.77)

De manera similar, es posible definir la variación de la acción con respecto a
cualquier cantidad dependiente de g. De este modo:

δS =

∫
M

δ(R vol) =

∫
M

(δR)vol +R(δ vol). (1.78)

Por consiguiente, para efectuar este cálculo es necesario determinar las varia-
ciones de R y de la forma volumen respecto de la métrica.

Comencemos por la segunda. Para ello utilizaremos un resultado del álgebra
de matrices: dada una matriz cualquiera A, se cumple la identidad det(1+sA) =
1 + sTr(A) a menos de términos de orden s2. De aqúı se desprende que

d

ds
det(A+ sB)|s=0 =

d

ds
det(A)det(1 + sA−1B)|s=0 (1.79)

= det(A)Tr(A−1B), (1.80)

por lo tanto,
δ(detg) = (detg)Tr(g−1δg) = (detg)gαβδgαβ . (1.81)

Por otra parte, como gαβgαβ = 4 =⇒ gαβδgαβ = −gαβδgαβ . Luego:

δ(detg) = −(detg)gαβδg
αβ → δ

√
−detg = −1

2

√
−detggαβδg

αβ . (1.82)

Aśı,

δvol = −1

2
gαβ(δgαβ)vol. (1.83)

Para calcular δR es necesario calcular la variación de los śımbolos de Chris-
toffel, del tensor de Riemann y del tensor de Ricci. Se puede probar que

δΓαβγ =
1

2
gαη(∇βδgγη +∇γδgβη −∇ηgβγ). (1.84)

Utilizando la expresión (1.42) es posible mostrar que

δRαβγη = ∇βδΓαγη −∇γδΓαβη. (1.85)
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1.3. FORMULACIÓN LAGRANGEANA

Luego,
δRαβ = δRγαγβ = ∇αδΓγγβ −∇γδΓ

γ
αβ , (1.86)

y a partir de la variación para los śımbolos de Christoffel:

δRαβ =
1

2
(gγη∇α∇βδgγη+gγη∇γ∇ηδgαβ−gγη∇γ(∇βδgαη+∇αδgβη)). (1.87)

Finalmente, la variación del escalar de Ricci es

δR = δ(gαβRαβ) (1.88)

= (δgαβ)Rαβ + gαβδRαβ (1.89)

= Rαβδg
αβ +∇γ∇γ(gαβδgαβ)−∇α∇βδgαβ . (1.90)

De lo que se desprende que la variación de la acción es

δS =

∫
M

(Rαβδg
αβ +∇αωα −

1

2
Rgαβδg

αβ)vol, (1.91)

donde,
ωα = gγη∇αδgγη −∇βδgαβ . (1.92)

Ignorando los términos de borde se obtiene:∫
M

(Rαβ −
1

2
Rgαβ)(δgαβ)vol, (1.93)

de lo que se deduce, finalmente, que

Rαβ −
1

2
Rgαβ = 0. (1.94)

Por lo tanto, hemos recuperado la ecuaciones de Einstein en el vaćıo.
La acción que contempla campos materiales es de la forma

S =
Sg

16πG
+ Sm, (1.95)

donde Sm es la acción material y Sg es la acción de Einstein-Hilbert. Extremi-
zando la acción se obtiene la identidad

1√
−g

δS

δgµν
=

1

16πG

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
+

1√
−g

δSm
δgµν

= 0, (1.96)

de manera que el tensor de enerǵıa-momento queda definido por:

Tµν = −2
1√
−g

δSm
δgµν

. (1.97)

Por lo tanto, la simetŕıa de Tµν se deriva de manera automática de la de gµν .

1.3.2. Acción de Palatini tetrádica

Una formulación alternativa a la Hilbert-Einstein fue desarrollada por Palati-
ni. En ésta, la métrica y la conexión son tratadas como variables independientes.
Al variar la acción con respecto a la métrica se obtienen las ecuaciones de Eins-
tein usuales, mientras que al variarla con respecto a la conexión, se imponen
restricciones sobre la misma, obligándola a ser libre de torsión y compatible
con la métrica. La formulación que veremos en este apartado es la Acción de
Palatini tetrádica, donde las variables dinámicas son la conexión espinorial y las
tétradas, las cuales introduciremos a continuación.
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CAPÍTULO 1. RELATIVIDAD GENERAL CLÁSICA

Tétradas

Sea M una variedad orientada de 4 dimensiones difeomorfa a R4. F́ısicamente,
M puede visualizarse como un pequeño subconjunto abierto del espacio-tiempo
(ya que cada variedad puede cubrirse con cartas difeomorfas a R4). Como el
fibrado tangente a R4 es trivial, también lo es TM . Una trivialización de TM
es un isomorfismo entre fibrados vectoriales

e : M × Rn → TM (1.98)

que env́ıa cada fibra {p} × Rn del fibrado trivial M × Rn al correspondiente
espacio tangente TpM . Dicha trivialización recibe el nombre de tétrada.

La idea del formalismo de Palatini consiste en efectuar los cálculos sobre
el fibrado trivial M × Rn, de modo que funcione como sustituto del fibrado
tangente. Para ello, nos valdremos de las tétradas e aśı como de sus inversas,
las cotétradas:

e−1 : TM →M × Rn. (1.99)

Una sección de M ×R4 consiste en una función sobre M valuada en R4. Por
lo tanto, existe una base natural de secciones, ξ0, . . . , ξ3 dadas por

ξ0 = (1, 0, 0, 0), (1.100)

ξ1 = (0, 1, 0, 0), (1.101)

ξ2 = (0, 0, 1, 0), (1.102)

ξ3 = (0, 0, 0, 1). (1.103)

De este modo, cualquier sección s puede escribirse como

s = sIξI . (1.104)

En este esquema, llamaremos a R4 espacio interno. En general, cuando se
trate de ı́ndices, utilizaremos mayúsculas latinas para hablar de ı́ndices inter-
nos, asociados a la base ξI , y letras griegas para los ı́ndices espacio-temporales,
asociados a campos vectoriales coordenados ∂µ sobre una carta.

Las tétradas e : M × R4 → TM pueden visualizarse, también, como mapas
cuyo dominio está constituido por las secciones de M × R4 y su codominio
por los campos vectoriales sobre M . Aśı, aplicando este mapa a las secciones
ξI , obtenemos una base de campos vectoriales e(ξI) sobre M . En una carta
podemos definir

e(ξI) = eαI ∂α, (1.105)

donde las componentes eαI ∈ C∞(M). En lo que sigue, abreviaremos e(ξI) como
eI . Dadas dos secciones s y s′ de M ×R4, definimos su producto interno η(s, s′)
como

η(s, s′) = ηIJs
Is′J , (1.106)

donde ηIJ son las componentes de la métrica de Minkowski:

ηIJ =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (1.107)
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1.3. FORMULACIÓN LAGRANGEANA

y se denomina métrica interna. Dicha métrica, aśı como su inversa, permiten
subir y bajar ı́ndices internos.

Sea g la métrica con la que viene equipada la variedad M , decimos que la
tétrada e es ortonormal si

g(eI , eJ) = ηIJ . (1.108)

En este caso, g y η están vinculados mediante la relación:

g(e(s), e(s′)) = η(s, s′), (1.109)

para dos secciones cualesquiera s, s′ de M × R4. Mostremos (1.109):

g(e(s), e(s′)) = g(e(sIξI), e(s
JξJ)) (1.110)

= sIsJg(eI , eJ) (1.111)

= ηIJs
IsJ (1.112)

= η(sIξI , s
JξJ) (1.113)

= η(s, s′). (1.114)

En términos de ı́ndices, la identidad (1.109) se expresa como

ηIJ = g(eI , eJ) = gαβe
α
I e
β
J =⇒ δIJ = eIαe

α
J y gαβ = eαI e

I
β . (1.115)

Aśı, la cotétrada puede escribirse como

e−1v = eIαv
αξI , (1.116)

lo que es consistente, pues,

e−1v = eIαv
αξI = eIαe

α
Js
JξI = sIξI = s. (1.117)

A partir de estas relaciones puede derivarse una igualdad que exprese g en
función de las cotétradas:

gαβ = g(∂α, ∂β) (1.118)

= η(e−1∂α, e
−1∂β) (1.119)

= η(eIαξI , e
J
βξJ) (1.120)

= ηIJe
I
αe
J
β . (1.121)

Conexión de Lorentz

Decimos que una conexión D sobre M × R4 es una conexión de Lorentz si
satisface

vη(s, s′) = η(Dvs, s
′) + η(s,Dvs

′). (1.122)

Un caso especial entre estas conexiones es el de la conexión estándar plana
D0, definida como

D0
vs = v(sI)ξI . (1.123)

Como se justifica en § B.3 cualquier conexión D puede reescribirse como D0 +A
para algún potencial vector A:

Dvs = (v(sJ) +AJµIv
µsI)ξJ . (1.124)
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CAPÍTULO 1. RELATIVIDAD GENERAL CLÁSICA

Por otra parte, la curvatura asociada a la conexión D es:

F IJαβ = ∂αA
IJ
β − ∂βAIJα + [Aα, Aβ ]IJ . (1.125)

El potencial vector asociado a una conexión de Lorentz está sujeto a la condición
AIKµ = −AKIµ : reescribiendo la ecuación (1.122) en términos de ı́ndices, en el
lado izquierdo de la igualdad tenemos

vη(s, s′) = v(sJs′KηJK), (1.126)

mientras que el lado derecho queda:

η(Dvs, s
′) + η(s,Dvs

′) (1.127)

= η((v(sJ) +AJµIv
µsI)ξJ , s

′KξK) + η(sJξJ , (v(s′K) +AKνT v
νs′T )ξK) (1.128)

= v(sJs′KηJK) + (AIKµ +AKIµ )sIs
′
Kv

µ, (1.129)

y en consecuencia:
AIKµ = −AKIµ . (1.130)

Se puede probar que esto implica que Aµ vive en una álgebra de Lie de Lorentz,
so(3, 1). Denominaremos a este potencial vector conexión espinorial. Haciendo
uso de la identidad (1.130) conjuntamente con (1.125) se puede probar que
F IJαβ = −F JIαβ .

Mediante las tétradas, es posible transferir la conexión de Lorentz del fibrado
trivial al fibrado tangente, obteniéndose una conexión ∇̃ definida por

∇̃α∂β = Γ̃γαβ∂γ , (1.131)

donde
Γ̃γαβ = AJαIe

I
βe
γ
J . (1.132)

Denominaremos a ∇̃ conexión imitación de Levi-Civita y a Γ̃γαβ śımbolos imita-
ción de Christoffel. De manera similar, se define el tensor imitación de Riemann,

R̃γδαβ = F IJαβe
δ
Ie
γ
J , (1.133)

el tensor imitación de Ricci,
R̃αβ = R̃γαγβ , (1.134)

y el escalar imitación de Ricci
R̃ = R̃αα. (1.135)

Finalmente, podemos introducir la acción de Palatini. Conviene recordar que,
a diferencia de la acción de Einstein-Hilbert, no se trata de una función de la
métrica, sino de las tétradas y el potencial vector. La acción de Palatini se
define, entonces, como:

S(A, e) =

∫
M

R̃vol (1.136)

Utilizando las relaciones (1.115) conjuntamente con la ecuación (1.133), la acción
de Palatini adquiere la forma

S(A, e) =

∫
M

eαI e
β
JF

IJ
αβvol. (1.137)
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1.3. FORMULACIÓN LAGRANGEANA

La forma volumen está dada por la expresión usual en términos de la métrica,
expresada en función de las tétradas.

Lo que resta de este apartado está dedicado a mostrar que δS = 0 implica
forzosamente que la métrica gαβ = ηIJe

I
αe
J
β debe satisfacer la ecuaciones de

Einstein. Comenzamos calculando la variación de S según las tétradas, esto es,
calculando δS e imponiendo δA = 0. Como se expuso para el caso de la acción
de Einstein-Hilbert, la variación del volumen es:

δvol = −1

2
gαβ(δgαβvol), (1.138)

pero ahora,

δgαβ = δ(ηIJeαI e
β
J) = 2ηIJeβJδe

α
I . (1.139)

Por lo tanto,

δvol = −ηIJgαβeβJ(δeαI )vol =⇒ δvol = −eKγ (δeγK)vol. (1.140)

La variación de la acción respecto de la tétrada, entonces, es

δS =

∫
M

((δeαI )eβJF
IJ
αβ + eαI (δeβJ)F IJαβ − eKγ (δeγK)eαI e

β
JF

IJ
αβ )vol (1.141)

= 2

∫
M

(eβJF
IJ
αβ︸ ︷︷ ︸

I

−1

2
eIαe

γ
Ke

δ
LF

KL
γδ︸ ︷︷ ︸

II

)(δeαI )vol. (1.142)

Detengámonos en el término (I) en la ecuación (1.142):

eβJF
IJ
αβ = eβJ R̃

αγ
αβe

I
δe
J
γ (1.143)

= R̃γδαβe
I
δg
βγ (1.144)

= R̃αδe
δ
Jη

IJ , (1.145)

donde hemos hecho uso de la definición del tensor de Riemann imitación. Vaya-
mos a (II). Primero, observemos que

FKLγδ eγKe
δ
L = R̃δγγδ = R̃γγ = R̃. (1.146)

Mediante esta identidad y multiplicando por eJβe
β
J = 1, (II) puede reescribirse

como

R̃eIαe
J
βe
β
J = R̃gαβη

IJeβJ . (1.147)

Finalmente, δS puede expresarse en términos de R̃αβ y R̃:

δS = 2

∫
M

(R̃αβ −
1

2
R̃gαβ)ηIJeβJ(δeαI )vol. (1.148)

Luego, δS = 0 para una variación arbitraria si y sólo si

R̃αβ −
1

2
R̃gαβ = 0. (1.149)
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Cuando ∇̃ = ∇ (1.149) es la ecuación de Einstein, lo que resulta de variar la
acción con respecto a la conexión e imponer δe = 0:

δS =

∫
M

(δR̃)vol (1.150)

=

∫
M

gαβ(δR̃αβ)vol. (1.151)

De la ecuación (1.85) se tiene δR̃λασβ = 2∇̃[αδΓ
λ
σ]β , con lo cual

δR̃αβ = 2∇̃[αδΓ̃
γ
γ]β . (1.152)

Como δΓγαβ = 0, si se escribe

Γ̃γαβ = Γγαβ + Cγαβ , (1.153)

entonces

δΓ̃γαβ = δCγαβ . (1.154)

En consecuencia,

δR̃αβ = ∇̃αδCγγβ − ∇̃γδC
γ
αβ . (1.155)

y,

∇̃αδCγγβ = ∂αδC
γ
γβ − Γ̃λαγδC

γ
αβ − Γ̃λαβδC

γ
γλ + Γ̃ααλδC

λ
γβ . (1.156)

que, haciendo uso de la relación (1.153), puede expresarse como

∇̃αδCγγβ = ∇αδCγγβ − C
λ
αγδC

γ
λβ − C

λ
αβδC

γ
γλ + CγαλδC

λ
γβ . (1.157)

Realizando un cálculo análogo para ∇̃γδCγαβ y sustituyendo en (1.155) se obtiene

δR̃αβ = ∇αδCγγβ −∇γC
γ
αβ − C

λ
αβδC

γ
γλ

+ CλγαδC
γ
λβ + CλγβδC

γ
αλ − C

γ
γλδC

λ
αβ .

(1.158)

Y consecuentemente,

δR̃ =gαβ(∇αδCγγβ −∇γC
γ
αβ − C

λ
αβδC

γ
γλ

+ CλγαδC
γ
λβ + CλγβδC

γ
αλ − C

γ
γλδC

λ
αβ).

(1.159)

Los términos donde aparece ∇ corresponden a divergencias totales y, por tanto,
sólo contribuyen con términos de borde. El resto de los términos se anulan sii
Cγαβ = 0, lo que implica que

∇̃ = ∇. (1.160)

Por lo tanto, la ecuación (1.149) es la ecuación de Einstein en el vaćıo. Hemos
obtenido mediante el formalismo de Palatini una formulación equivalente a la
de Einstein-Hilbert.
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1.4. Formulación hamiltoniana

En esta sección abordaremos la formulación hamiltoniana de la relatividad
general. Como veremos más adelante, este enfoque permite estudiar las ecuacio-
nes de Einstein en mayor profundidad y sienta las bases para una cuantización
canónica de las mismas. En primer lugar, estudiaremos la formulación de Arno-
witt, Deser y Misner (ADM), y en segundo término, la introducida por Ashtekar
(1987). Este último formalismo es fundamental para LQG, pues habilita una re-
presentación por conexiones de GR y simplifica notablemente los v́ınculos de la
teoŕıa.

1.4.1. Foliación

Una formulación canónica de la relatividad general requiere una separación
del espacio y del tiempo, puesto que, a diferencia de las derivadas espaciales, sólo
las derivadas temporales permiten definir momentos. Por lo tanto, de aqúı en
más, asumiremos que el espacio-tiempo M puede foliarse por hipersuperficies
espaciales Σt: t =const. y que es globalmente hiperbólico, a saber, que M es
difeomorfa a S ×R, donde la variedad S representa el “espacio” y R el tiempo.
Dado un espacio-tiempo M , existen múltiples difeomorfismos

φ : M → S × R, (1.161)

cada uno de los cuales da lugar a un tiempo coordenado t en M definido por el
pullback por φ de la coordenada temporal en S × R.

1.4.2. Estructuras normal y espacial

Sea Σt una hipersuperficie en M . En lo que sigue, asumiremos que Σt es tipo
espacio, de modo que la métrica g restringida a Σt es riemanniana:

g(v, v) > 0, (1.162)

para cualquier v ∈ TpΣt no nulo. Llamaremos a este objeto, métrica inducida
y lo denotaremos como h. Bajo estas condiciones es posible definir un campo
vectorial unitario tipo tiempo, n, normal a Σt:

g(n, n) = −1 y ∀v ∈ TpΣt g(n, v) = 0. (1.163)

En principio, hay dos elecciones posibles para n, pues el mismo siempre puede
multiplicarse por (−1). Para trabajar con un único campo vectorial normal,
exigimos que apunte hacia el futuro: na∂at > 0. En el caso de espacio-tiempos
globalmente hiperbólicos, esto siempre puede efectuarse.

Con esta estructura, el espacio tangente en cada punto de Σt se descompone
naturalmente en un espacio tangente espacial, generado por los vectores tangen-
tes a Σt y un espacio normal, generado por el campo vectorial na. Aśı, cualquier
vector v ∈ TpM , puede descomponerse como:

v = −g(v, n)n︸ ︷︷ ︸
⊥

+ (v + g(v, n)n)︸ ︷︷ ︸
‖

. (1.164)
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Podemos chequear, por ejemplo, que la componente normal de n es, en efecto,
n:

−g(n, n)n = n, (1.165)

y que la componente tangente de cualquier vector v es ortogonal a n:

g(v + g(v, n)n, n) = g(v, n) + g(v, n)g(n, n) = 0. (1.166)

En particular, dados dos campos vectoriales u, v ∈ Σt, podemos descomponer
∇uv en sus partes normal y tangente:

∇uv = −g(∇uv, n)n+ (∇uv + g(∇uv, n)). (1.167)

El primer término lo reescribiremos aśı:

−g(∇uv, n) = K(u, v)n. (1.168)

K(u, v) se denomina curvatura extŕınseca y puede interpretarse como el trans-
porte paralelo del campo vectorial normal a lo largo de la hipersuperficie Σt o
como la variación de la métrica inducida a lo largo de la curva integral generada
por el campo vectorial normal, como veremos más adelante.

La cantidad:

Duv = ∇uv + g(∇u, n)n, u, v ∈ Σt (1.169)

es la conexión de Levi-Civita asociada a la métrica inducida h. Para justificar
dicha afirmación es necesario probar que D cumple con las tres propiedades si-
guientes: (i) obedece la ley de Leibniz, (ii) es compatible con la métrica inducida
y (iii) es libre de torsión. Comencemos probando (i):

Dv(fw) = Dv(fw) + g(n,Dv(fw))n (1.170)

= v(f)w + fDvw + g(n, v(f)w)n+ g(n, fDvw) (1.171)

= v(f)w + f(Dvw + g(n,Dvw)n) (1.172)

= v(f)w + fDvw, (1.173)

donde únicamente se ha usado la definición de D y que g(n,w) = 0. La prueba
de (ii):

ug(v, w) = g(∇uv, w) + g(v,∇uw) (1.174)

= g(K(u, v)n+Duv, w) + g(v,K(u,w)n+Duw) (1.175)

= g(Duv, w) + g(v,Duw), (1.176)

donde hemos usado que g(n,w) = g(v, n) = 0. Por último, veamos que esta
conexión es libre de torsión:

Duv −Dvu = ∇uv −K(u, v)n−∇vu+K(v, u)n (1.177)

= ∇uv −∇vu (1.178)

= [u, v], (1.179)

donde nos hemos valido de que K(u, v) = K(v, u), lo que probaremos más abajo,
y de que ∇ es libre de torsión.
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1.4. FORMULACIÓN HAMILTONIANA

K(u, v) es un tensor simétrico, y por lo tanto, una cantidad C∞(Σ)-lineal en
los campos vectoriales u y v. En coordenadas locales:

K(u, v) = Kiju
ivj , (1.180)

donde
Kij = K(∂i, ∂j). (1.181)

Para mostrar que K(u, v) es C∞(Σt)-lineal en u alcanza con observar que

K(fu, v) = −g(∇fuv, n) = −g(f∇uv, n) = −fg(∇uv, n) = fK(u, v) (1.182)

∀f ∈ C∞(Σt). Para la linealidad en v:

K(u, fv) = −g(∇ufv, n) = −fg(∇uv, n) = −fK(u, v). (1.183)

Por último, para justificar que K(u, v) = K(v, u) alcanza con mostrar que Kij =
Kji:

Kij −Kji = K(∂i, ∂j)−K(∂j , ∂i) (1.184)

= −g(∇i∂j , n) + g(∇j∂i, n) (1.185)

= −g([∂i, ∂j ], n) (1.186)

= 0, (1.187)

utilizando que ∇ es libre de torsión.
Finalizamos este apartado presentando una definición alternativa para la cur-

vatura extŕınseca:
K(u, v) = g(∇un, v). (1.188)

Como ∇ es compatible con la métrica, ambas definiciones son equivalentes:

0 = ug(n, v) = g(∇uv, n) + g(v,∇un). (1.189)

Esta definición da cuenta de una importante interpretación de la curvatura
extŕınseca, a saber, que mide cuánto rota el vector normal unitario n en la
dirección v cuando es trasladado paralelamente en la dirección u.

La ecuación (1.188) puede reescribirse en términos de ı́ndices:

Kij = (∇in)l(∂j)
l = ∇inj , (1.190)

donde ∂j es un vector de la base coordenada en Σ. En consecuencia ∇inj =
Dinj + g(∇in, n)nj , pero nj = 0, con lo cual, Kij puede escribirse como

Kij = (Din)j . (1.191)

Derivada temporal, vector shift y función lapso

La métrica inducida en las hipersuperficies espaciales, hab, jugará un rol cru-
cial como variable de configuración para la gravedad canónica. Para definirla
correctamente, debemos hacer uso de una función tiempo, o de la foliación Σt
generada por la misma, de manera de poder interpretar hab como un tensor
tridimensional sobre una familia de variedades Σt.

En este caso, con una interpretación de campos espaciales dependientes del
tiempo, tiene sentido definir derivadas temporales de la métrica inducida, aśı
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como de otros campos. Una derivada requiere una dirección, por lo tanto, la
función t es insuficiente para definirla. Introducimos entonces, un campo vecto-
rial evolución temporal, ta, para definir la dirección de las derivadas temporales,
tal que ta∇at = 1. Esta condición asegura que ta∇a pueda interpretarse como
∂
∂t , i.e. como la derivada parcial temporal para algún conjunto de coordenadas

espaciales. Se puede observar que una derivada ∂
∂t queda definida de manera

única sólo en caso de que las coordenadas espaciales xb satisfagan ta∇axb = 0.
En caso que no se especifiquen estas coordenadas, el campo vectorial ta no es
único, incluso si la función t ha sido fijada. Esta libertad puede parametrizar-
se descomponiendo ta en su parte espacial y otra perpendicular a Σt, como se
mencionó en el apartado anterior

ta = −tbnbna + (ta + tbnbn
a), (1.192)

que reescribiremos como
ta = Nna +Na. (1.193)

Denominaremos a Na = ta + tbnbn
a vector shift y a N = −tbnb función lap-

so. Para hablar de dependencia temporal de un campo, debemos ser capaces

Figura 1.1: Descomposición de ta

de identificar puntos que nos permitan describirla. Un campo vectorial evolu-
ción temporal posibilita esta asociación: tomamos arbitrariamente una de sus
curvas integrales e identificamos sus intersecciones con las superficies Σt como
correspondientes al mismo punto espacial en diferentes instantes temporales.
La condición ta∇at = 1 garantiza que la curvas integrales intersecan cada Σt
exactamente una vez, haciendo que esta identificación esté bien definida. Aśı,
definimos la derivada temporal como la derivada de Lie a lo largo del campo
vectorial evolución temporal ta:

Ṫ a1...an
b1...bm

≡ ha1
c1 . . . h

an
cn h

d1

b1
. . . hdmbmLtT

c1...cn
d1...dm

, (1.194)

donde hemos incluido proyecciones espaciales para garantizar que Ṫ a1...an
b1...bm

es espacial.

Métrica inducida y curvatura extŕınseca como funciones del vector
shift y el lapso

La métrica inducida en Σt está dada por

hab = gab + nanb, (1.195)
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1.4. FORMULACIÓN HAMILTONIANA

la cual queda uńıvocamente determinada por las dos condiciones siguientes:

es insensible a la dirección normal: habn
b = 0,

cuando se aplica a campos vectoriales tangentes a Σt, da lugar a la misma
geometŕıa que gab: habs

a = gabs
a ∀sa tangente a Σt.

Asimismo, podemos observar que hab actúa como proyector sobre Σ. Si tomamos
un campo vb, entonces

habv
bna = (gab + nanb)nav

b = nbv
b − nbvb = 0, (1.196)

con lo cual, en efecto, habv
b no tiene componente en la dirección perpendicular

a Σt0 . A partir de esta propiedad y de la ecuación (1.169), podemos escribir la
derivada covariante asociada a la métrica inducida, en términos de ı́ndices:

DcT
a1...ak

b1...bl
= ha1

d1
. . . hakdkh

el
bl
hfc∇fT d1...dk

e1...el
. (1.197)

donde T es un tensor (k, l) sobre el espacio-tiempo.
La curvatura extŕınseca puede también vincularse con la métrica inducida:

Kab =
1

2
Lnhab (1.198)

Para probar esto, calculamos

Lnhab = nc∇chab + hcb∇anc + hac∇bnc (1.199)

= nc∇c(nanb) +∇anb +∇bna (1.200)

= (gca + nan
c)∇cnb + (gcb + nbn

c)∇cna = 2Kab. (1.201)

Por último, se puede probar que:

Kab =
1

2N
(ḣab −DaNb −DbNa), (1.202)

donde ḣab = hcah
d
bLthcd, lo que se puede deducir a partir de la relación (1.198):

Kab =
1

2
Lnhab =

1

2N
(Nnc∇chab + hac∇b(Nnc) + hcb∇a(Nnc)) (1.203)

=
1

2N
hcah

d
bLt−Nhcd =

1

2N
hcah

d
b(Lthcd − LNhcd), (1.204)

donde hemos reemplazado Nna por ta−Na. La identidad (1.202) queda probada
ya que LNhcd = DaNb +DbNa, pues Da es compatible con hab.

Descomposición de la métrica

Utilizando las definiciones precedentes, podemos calcular el elemento de ĺınea:

ds2 = gµνdx
µdxν = −N2dt2 + hab(dx

a +Nadt)(dxb +N bdt), (1.205)

en coordendas xa tales que ta∇a = ∂
∂t .

Para medidas de integración u otros propósitos, es útil calcular el determi-
nante de la métrica. La inversa de la métrica espacio-temporal puede expresarse
como:

gab = hab − nanb = hab − 1

N2
(ta −Na)(tb −N b). (1.206)
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De alĺı, g00 = −1/N2, mientras que su parte puramente espacial es hab. El
vector shift únicamente contribuye a las componentes combinadas espacio y
tiempo. Del álgebra de matrices se sabe que la componente (i, j) de la inversa
de una matriz A está dada por el cofactor Cji dividido entre el determinante de
A : (A−1)ij = Cji/detA. Aqúı, para la componente (0, 0) de la métrica inversa,
tenemos el cofactor dado por el determinante de hab, C00 = dethab. Por lo tanto
g00 = −1/N2 = C00/det(gcd), luego

det(gcd) = −N2det(hab). (1.207)

Como puede verse en (1.205), toda la información dada por la métrica gab
también está contenida en las variables N,Na y hab. En la formulación ADM
utilizaremos estas variables como las variables canónicas.

1.4.3. Formulación ADM

Ecuaciones de Gauss-Codazzi

Sean un punto p ∈ Σt y un conjunto de coordenadas locales x0, x1, x2, x3 en
un entorno de p tales que x0 = t y que los campos vectoriales ∂1, ∂2, ∂3 sean
tangentes a Σt en p.

A continuación, calcularemos Rαijk en términos de Kij y 3Rmijk, el tensor de
Riemann asociado a la métrica inducida en Σt. Recordemos que

R(∂i, ∂j)∂k = ∇i∇j∂k −∇j∇i∂k, (1.208)

R(∂i, ∂j)∂k = Rαijk∂α; (1.209)

por otro lado, que ∇uv = K(u, v)n + Duv para dos campos vectoriales cuales-
quiera u, v sobre Σt, implica que

∇i∂j = Kijn+ 3Γmij∂m, (1.210)

donde 3Γmij son los śımbolos de Christoffel asociados a la métrica inducida. De
K(u, v) = g(∇un, v) se desprende que

∇in = Km
i ∂m. (1.211)

Valiéndonos de (1.210) y (1.211) es posible reescribir el primer término de
(1.208):

∇i∇j∂k = ∇i(Kjkn+ 3Γ
m
jk ∂m) (1.212)

= Kjk,in+Kjk∇in+ 3Γ
m
jk,i ∂m + 3Γ

m
jk∇i∂m (1.213)

= (Kjk,i + 3Γ
m
jkKim)n+KjkK

m
i ∂m + ( 3Γ

m
jk,i + 3Γljk

3Γ
m
il )∂m.

(1.214)

Sustrayendo el segundo término de (1.208) a (1.214), que se obtiene intercam-
biando en el resultado (1.214) el ı́ndice i por j, se obtiene la identidad:

R(∂i, ∂j)∂k = (Kjk,i −Kik,j + 3Γ
m
jkKim − 3Γ

m
ikKjm)n

+ (KjkK
m
i −KikK

m
j )∂m

+ ( 3Γ
m
jk,i− 3Γ

m
ik,j + 3Γ

l
jk

3Γ
m
il − 3Γ

l
ik

3Γ
m
jl )∂m.

(1.215)
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La primera ĺınea del lado derecho es igual a (DiKjk −DjKik)n, mientras que
la tercera es equivalente a 3Rmijk∂m.

Finalmente, las ecuaciones de Gauss-Codazzi son:

R(∂i, ∂j)∂k = (DiKjk −DjKik)n+ ( 3Rmijk +KjkK
m
i −KikK

m
j )∂m, (1.216)

que en términos de ı́ndices adquieren el aspecto:

Rαijk = (DiKjk −DjKik)nα + 3Rαijk +KjkK
α
i −KikK

α
j . (1.217)

Proyectando sobre Σt, obtenemos la ecuación de Gauss

haαh
i
bh
j
ch
k
dR

α
ijk = 3Rabcd +KcdK

a
b −KbdK

a
c . (1.218)

Utilizando la simetŕıa (2) del tensor de Riemann y contrayendo ı́ndices en (1.217)
llegamos a la ecuación de Codazzi

Riαn
αhiν = DaK

a
ν −DνK

a
a . (1.219)

La curvatura extŕınseca, como se muestra en la ecuación (1.202) desempeña el
rol de “velocidad” de la métrica espacial y, aśı, es un candidato para su momento.
En efecto, aparece en la acción de Einstein-Hilbert debido a las relaciones de
Gauss-Codazzi. Utilizando las simetŕıas del tensor de Riemann, se deduce que

Rabcdh
achbd = R+ 2Rabn

anb, (1.220)

y reescribiendo Rabcd a partir de la ecuación de Gauss, el escalar de curvatura
adquiere la forma:

R = 3R+ (Ka
a )2 −KabK

ab − 2Rabn
anb. (1.221)

Por otro lado, usando la ecuación de Codazzi y reescribiendo la curvatura
extŕınseca en función de la derivada covariante del vector normal se obtiene
que

Rabn
anb = −na(∇a∇k −∇k∇a)nk (1.222)

= (Ka
a )2 −KabK

ab +∇a(nb∇bna)−∇b(nb∇ana). (1.223)

En consecuencia, podemos escribir el lagrangeano para la relatividad general
como

Lgrav =
1

16πG

∫
Σ

d3x
√
−gR (1.224)

=
1

16πG

∫
d3xN

√
h( 3R+KabK

ab − (Ka
a )2) (1.225)

a menos de términos de borde que no afectan las ecuaciones de campo locales.

Hamiltoniano

De (1.225) se deduce inmediatamente que la acción depende de ḣab a través
de Kab, siendo, por otra parte, independiente de las derivadas temporales de las
restantes componentes espacio-temporales de la métrica, N y Na. Esto implica
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CAPÍTULO 1. RELATIVIDAD GENERAL CLÁSICA

que el lagrangeano es singular y que, en consecuencia, debeŕıa dar lugar a cuatro
v́ınculos primarios, como demostraremos en breve.

Los momentos canónicos están dados por

pN (x) =
δLgrav

δṄ(x)
= 0, (1.226)

pa(x) =
δLgrav

δṄa(x)
= 0, (1.227)

pab(x) =
δLgrav

δḣab(x)
=

1

2N

δLgrav
δKab

=

√
h

16πG
(Kab −Kc

ch
ab), (1.228)

de donde se desprenden inmediatamente los cuatro v́ınculos primarios pN ≈ 0 y
pa ≈ 0. El espacio de fases es de veinte dimensiones y posee como coordenadas
a N,Na, hab, pN , pa, p

ab. Viene, además, equipado con la siguiente estructura
simpléctica

{N(t, x), pN (t, x′)} = δ3(x− x′), (1.229)

{Na(t, x), pb(t, x
′)} = δ3(x− x′), (1.230)

{hab(t, x), pcd(t, x′)} = δcdabδ
3(x− x′), (1.231)

donde el śımbolo {. . . , . . . } denota al corchete de Poisson y δcdab = 1
2 (δcaδ

d
b−δcbδda).

Debido a la presencia de los v́ınculos primarios, el hamiltoniano está bien
definido únicamente en una región restringida del espacio de fases. Para tener
en cuenta esta restricción introducimos los cuatro multiplicadores de Lagrange,
λ y λa, lo que permite escribir el hamiltoniano como

Hgrav =

∫
Σ

d3x(ḣabp
ab − Lgrav + λpN + λapa) (1.232)

=

∫
Σ

d3x

(
16πGN√

h

(
pabp

ab − 1

2
(pcc)

2

)
+ 2pabDaNb −

N
√
h

16πG
3R

)

+

∫
Σ

d3x(λpN + λapa).

(1.233)

Los v́ınculos primarios implican v́ınculos secundarios:

0 ≈ ṗN = {pN , Hgrav} = −16πG√
h

(
pabp

ab − 1

2
(paa)2

)
+

√
h

16πG
3R ≡ −C,

(1.234)
denominado v́ınculo hamiltoniano, y

0 ≈ ṗa = {pa, Hgrav} = 2
√
hDb((

√
h)−1pab) = 2Dbp

b
a ≡ −Ca, (1.235)

que recibe el nombre de v́ınculo de difeomorfismos. Se puede verificar que no
hay v́ınculos terciarios.

Finalmente, el hamiltoniano puede escribirse como

Hgrav =

∫
d3x(NC +NaCa + λpN + λapa), (1.236)

a menos de un término de borde (que surge luego de deducir Ca, pues para ello
se debe integrar por partes).
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Dinámica

El hamiltoniano, entonces, es una combinación lineal de v́ınculos, y por tanto,
se anula débilmente. Este hecho se encuentra en concordancia con la idea de que
no existe un tiempo absoluto en relatividad general (pues un hamiltoniano no
nulo en la hipersuperficie de v́ınculo permitiŕıa definir evoluciones temporales
f́ısicas). En su lugar, la dinámica queda determinada por los v́ınculos, de manera
que la evolución, en tanto flujo de gauge, puede parametrizarse arbitrariamente.
De hecho, cálculos expĺıcitos, que mostraremos más adelante, confirman que los
v́ınculos son de primera clase y que, por lo tanto, generan transformaciones de
gauge que no alteran la información f́ısica de las soluciones. El v́ınculo hamilto-
niano genera esta transformación de gauge para el tiempo, mientras el v́ınculo
de difeomorfismos hace lo propio para las coordenadas espaciales. Aśı, una vez
satisfechas las restricciones impuestas por los v́ınculos, puede asegurarse que la
formulación es espacio-tiempo covariante, incluso luego de realizar la división
entre espacio y tiempo determinada por la función t.

Las ecuaciones de evolución para N y Na están dadas por:

Ṅ(t, x) = λ(t, x), (1.237)

Ṅα(t, x) = λα(t, x), (1.238)

lo que deja en evidencia que la evolución de la función lapso y el vector shift es
completamente arbitraria. Por lo tanto, en el espacio de fases el sistema puede
describirse por las variables hab y pab, mientras que la función lapso y el vec-
tor shift pueden considerarse multiplicadores de Lagrange. Aśı, las ecuaciones
dinámicas para hab y pab pueden calcularse directamente a partir del hamilto-
niano reducido

H =

∫
Σ

d3x[NC +NaCa], (1.239)

obteniéndose

ḣab = 2NGabcdp
cd + 2∇(aNb), (1.240)

ṗab =
1√
h
Nhab

(
pcdpcd −

1

2
p2

)
− 2N√

h

(
pacpbc −

1

2
ppab

)
−N
√
h 3Rab

+N
√
h

1

2
3Rhab +

√
h
(
∇a∇bN − hab∇c∇cN

)
− 2pc(a∇cN b) +∇c

(
N cpab

)
,

(1.241)

donde hemos descartado los términos de borde y Gabcd = 1√
h

(hachbd +hadhbc−
habhcd)

Acción de los v́ınculos

La acción de los v́ınculos sobre las variables dinámicas puede hallarse cal-
culando los correspondientes corchetes de Poisson. Para ello introducimos los
v́ınculos suavizados:

C(N) =

∫
Σ

d3xNC
√
h, (1.242)

C( ~N) =

∫
Σ

d3xNaCa
√
h. (1.243)
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CAPÍTULO 1. RELATIVIDAD GENERAL CLÁSICA

La acción sobre la métrica inducida es:

{hcd(y), C( ~N)} = {hcd(y),

∫
Σ

d3xNa(−2[Db((
√
h)−1pab)])

√
h} (1.244)

= {hcd(y),

∫
Σ

d3xNa(−2Dbpab)} (1.245)

= {hcd(y),

∫
Σ

d3xDbNa(2pab)} (1.246)

=

∫
Σ

DbNa(x)(δac δ
b
d + δadδ

b
c)δ

3(x− y) (1.247)

= 2(DcNd(y) +DdNc(y)) = 2LNahcd(y), (1.248)

mientras que la acción sobre su momento conjugado:

{pcd(y), C( ~N)} = {pcd(y),

∫
Σ

d3xNa(−2[Db(h−1/2pab)])
√
h} (1.249)

= {pcd(y),

∫
Σ

d3xNa(−2Dbpab)} (1.250)

= {pcd(y),

∫
Σ

d3xNa(−2Dbp
ab)} (1.251)

= {pcd(y),

∫
Σ

d3x2haa′N
a′(−2Dbp

ab)} (1.252)

= {pcd(y),

∫
Σ

d3x2haa′(DbN
a′)pab} (1.253)

=

∫
Σ

d3x(δcdδ
d
a′ + δdaδ

c
a′)δ

3(x− y)(DbN
a′)pab (1.254)

= 2(−(DbN
d)pcb − (DbN

c)pdb) = 2LNap
cd(y). (1.255)

Por lo tanto, el v́ınculo de difeomorfismos, C( ~N), a menos de un factor 2,
es un generador de difeomorfismos espaciales sobre las variables dinámicas. De
modo similar se puede probar que:

{hcd(y), C(N)} = LNnahcd(y) (1.256)

{pcd(y), C(N)} = LNnap
cd(y). (1.257)

Luego, C(N) genera difeomorfismos en la dirección normal a Σ. Aśı, la acción
de este v́ınculo puede interpretarse como la de una evolución temporal, corres-
pondiente a trasladar Σ a lo largo de su dirección normal. Calculemos ahora la
evolución temporal para una función cualquiera de las variables dinámicas:

{f,H} = {f, C(N) + C( ~N)} = LNnaf + LNaf = Ltaf. (1.258)

En consecuencia, la evolución temporal consta de dos partes: una evolución
temporal normal a Σ y otra, correspondiente a un difeomorfismo espacial en Σ.
Esto se debe a que en la foliación elegida, el campo vectorial ta no es normal a
las superficies Σ. Si escogiéramos una foliación donde el vector shift fuese nulo,
entonces C(N) coincidiŕıa con el hamiltoniano. De esta observación proviene su
nombre.
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Álgebra de los v́ınculos

El corchete de Poisson entre los v́ınculos arroja el siguiente resultado:

{C( ~N), C( ~N ′)} = C([ ~N, ~N ′]), (1.259)

{C( ~N), C(N)} = C( ~N(N)), (1.260)

{C(N), C(N ′)} = C((N∂iN ′ −N ′∂iN)∂i). (1.261)

Por lo tanto, todos los v́ınculos son de primera clase, pues el resultado de los
corchetes de Poisson siempre es otro v́ınculo.

1.5. Formulación de Ashtekar-Barbero

A continuación, se presentará una formulación alternativa donde se eligen
variables dinámicas diferentes a las del formalismo ADM: las variables de Ash-
tekar [3]. Esta elección simplifica notablemente la estructura del la teoŕıa, lo que
permite avanzar más lejos en el proceso de cuantización.

1.5.1. Tétradas y conexiones

Las tétradas proporcionan una especificación alternativa y equivalente a la
formulación en términos de métricas o elementos de ĺınea de la geometŕıa del
espacio-tiempo. El transporte paralelo o las derivadas covariantes son formula-
das, entonces, por conexiones que generalizan los śımbolos de Christoffel usuales,
como ya se expuso en el desarrollo del formalismo de Palatini. En esta sección,
profundizaremos en torno a estas ideas.

Tétradas

Definimos las tétradas como un conjunto de cuatro campos vectoriales eµa ,
etiquetados por un ı́ndice adicional a, que toma valores 0, 1, 2, 3, dando lugar a
una base ortonormal en el espacio tangente a cada punto:

gµνe
µ
ae
ν
b = ηab, (1.262)

donde ηIJ es la métrica de Minkowski. Aśı, eµ0 es tipo tiempo y eµ1 , e
µ
2 , e

µ
3 son tipo

espacio. Las tétradas eµa pueden interpretarse como campos vectoriales dobles,
a saber, campos vectoriales sobre el fibrado tangente del espacio-tiempo que
toman valores en el espacio de Minkowski. Dada una 1-forma sobre el espacio-
tiempo ωµ, eµaωµ asigna a cada punto en el espacio-tiempo un covector en el
espacio de Minkowski. En este contexto, podemos pensar que el espacio-tiempo,
M , viene equipado con dos estructuras vectoriales independientes: el espacio
tangente y un espacio de Minkowski para cada punto de la variedad. En este
contexto denominamos al espacio de Minkowski espacio interno. A partir de la
métrica de Minkowski es posible contraer los ı́ndices internos (representados por
letras latinas) de una tétrada:

ηabeµaeνb = δµν , (1.263)

donde eµb ≡ gµνeνb . Subiendo el ı́ndice ν, tenemos:

ηabeµae
ν
b = gµν . (1.264)
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Las ecuaciones (1.263) y (1.264) expresan las relaciones de ortogonalidad entre
las componentes de la tétrada, tanto en el espacio-tiempo como en el espacio
interno. La métrica interna permite, además, subir y bajar ı́ndices internos:

eaµ = ηabeνb gµν . (1.265)

En consecuencia, las relaciones de ortogonalidad muestran que eaµ es la inversa
de eµa . La denominaremos cotétrada.

En términos de espacios vectoriales, donde Mp designa al espacio interno en
un punto p ∈M cualquiera, la tétrada evaluada en dicho punto constituye una
isometŕıa eµa(p) : Mp → TpM/va → eµa(p)va con mapa inverso eaµ : TpM →Mp.
Esto implica que los ı́ndices espacio-temporales pueden reemplazarse por ı́ndices
internos sin modificar la geometŕıa, y rećıprocamente, por medio de contraccio-
nes con la tétrada y la cotétrada. Entonces, para cualquier campo tensorial
Tµ1...µn

ν1...νm definimos T a1...an
b1...bm

= ea1
µ1
. . . eanµne

ν1

b1
. . . eνmbmT

µ1...µn
ν1...νm .

La ecuación (1.264) permite observar que toda la información contenida en la
métrica se encuentra también en la tétradas, puesto que la primera es pasible
de ser reconstruida a partir de estas últimas. En consecuencia, las tétradas
pueden interpretarse como una descripción fundamental de la geometŕıa, siendo
la métrica un concepto derivado. Sin embargo, las tétradas tienen un total de
16 componentes independientes, mientras que la métrica posee 10. La respuesta
para esta diferencia reside en que al aplicar una transformación de Lorentz sobre
las tétradas, eµa → Λbae

µ
b , la métrica gab permanece invariante:

ηabΛcaΛdbe
µ
c e
ν
d = ΛT ηΛ

cd
eµc e

ν
d = ηcdeµc e

ν
d = gµν . (1.266)

Estas transformaciones de Lorentz dan lugar a una nueva libertad gauge: el
gauge interno. Luego, los seis nuevos grados de libertad corresponden a los seis
parámetros independientes de una transformación de Lorentz.

Conexiones

Como se muestra en § B.4, para campos vectoriales sobre una variedad cur-
va, el transporte paralelo no está definido de manera única, a menos que se
especifique una conexión. En la sección 1.1.1 definimos la conexión de Levi-
Civita, la cual actúa sobre campos vectoriales espacio-temporales como: ∇µvν =
∂µv

ν+Γνµρv
ρ. En el formalismo que hemos introducido aparece un nuevo tipo de

campo vectorial, va, cuya derivada covariante debe definirse de manera indepen-
diente a como se define para vµ. Aśı, para especificar la derivada covariante de
campos vectoriales internos es necesaria una conexión espinorial ωaµb, análoga a
Γνµρ tal que:

Dµv
a = ∇µva + ωaµbv

b, (1.267)

para un campo vectorial interno cualquiera va. En general, para un tensor con
ı́ndices espacio-temporales e internos se cumple:

DµT
a1...am

ν1...νn = ∂µT
a1...am

ν1...νn − ΓρµνkT
a1...am

ν1...νk−1ρνk+1νn

+ ωalbµT
a1...al−1bal+1...am

ν1...νn

(1.268)

= ∇µT a1...am
ν1...νn + ωalbµT

a1...al−1bal+1...am
ν1...νn , (1.269)
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Hay que resaltar que la métrica de Minkowski es un escalar desde la pers-
pectiva de la conexión de Levi-Civita, pues ésta actúa sobre ı́ndices espacio-
temporales; sin embargo, vaŕıa bajo la acción de la derivada covariante Dµ

Dµηab = ∇µηab − ωcµaηcb − ωcµbηac = −ωµba − ωµab, (1.270)

a menos que ωµba = −ωµab. Por lo tanto, aquellas conexiones que dejen la
métrica de Minkowski invariante deben ser antisimétricas en sus ı́ndices internos,
lo que implica que vµωaµb ∈ so(1, 3)[5].

Aśı, hemos construido una derivada covariante Dµ que preserva la métrica
interna, aśı como la métrica espacio-temporal (pues ∇µ obedece esta propie-
dad). No obstante, en el formalismo tetrádico, no describiremos la geometŕıa
del espacio-tiempo mediante el uso de métricas sino de tétradas y cotétradas.
Por consiguiente, es razonable exigir la compatibilidad de la derivada covariante
con las cotétradas:

Dµe
a
ν = 0 (1.271)

Aśı,

Dµe
a
ν = ∇µeaν + ωaµbe

b
ν = 0 (1.272)

con lo cual,

ωaµb = −eνb∇µeaν . (1.273)

Por otra parte,

∇µ(eaνe
ν
b ) = ∇µ(δab )→ eνb∇µeaν = −eaν∇µeνb . (1.274)

Finalmente, podemos escribir las componentes de la conexión espinorial en fun-
ción de las tétradas y cotétradas:

ωaµb = eaν∇µeνb . (1.275)

Nuevas variables

Para construir la teoŕıa canónica asumamos que el espacio-tiempo es global-
mente hiperbólico (M = R × Σ). Sean hµν = gµν + nµnν la métrica inducida
y Kµν = 1/2Lnhµν la curvatura extŕınseca. En términos de las tétradas, la
métrica inducida puede escribirse como

hµν = ηabe
a
µe
b
ν + nµnν = −e0

µe
0
ν + δije

i
µe
j
ν + nµnν , (1.276)

donde los ı́ndices i y j toman los valores 1, 2 y 3. La expresión para hµν sugiere
la fijación de un gauge de forma de eliminar algunos grados de libertad no
dinámicos. Impondremos, por tanto, que la componente e0

µ coincida con el vector
normal nµ. Esta elección gauge, denominado gauge temporal, reduce la simetŕıa
del gauge local al grupo de las rotaciones espaciales SO(3).

Implementando el gauge temporal y proyectando la métrica inducida sobre la
hipersuperficie, tenemos

hαβ = δije
i
αe
j
β , (1.277)

donde los ı́ndices griegos toman los valores 1, 2, 3 mientras que los ı́ndices
latinos están relacionados con la simetŕıa local SO(3). Se puede observar que la
condición de ortogonalidad nµhµν = 0 se satisface de manera automática.
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Considerando la descomposición de la métrica espacio-temporal (1.205): ds2 =
eaµeaνdx

µdxν = −N2dt2 + hαβ(Nαdt+ dxα)(Nβdt+ dxβ), podemos escribir las
componentes de las tétradas y su inversa en el sistema de coordenadas (t, x)
como:

eaµ =

(
N Nα

0 eiα

)
y eνb =

( 1
N 0

−N
β

N eβj

)
. (1.278)

Es importante resaltar que la trimétrica (1.277) es invariante bajo rotaciones
locales de la base de tétradas, lo que agrega tres grados de libertad extra con
respecto a la trimétrica de la formulación ADM. En consecuencia, el número
de v́ınculos de la teoŕıa canónica escrito en el formalismo tetrádico debe incre-
mentarse. Concretamente, debeŕıamos tener tres v́ınculos más, de manera de
reabsorber los grados de libertad gauge de la simetŕıa SO(3).

Para hallar este v́ınculo, en primer lugar, definimos la 1-forma

Ki
α ≡ Xi

aX
µ
αω

a0
µ , (1.279)

donde Xµ
α son las componentes del proyector de M a Σ. Análogamente, Xi

a son
las componentes del mapa inverso que proyecta desde el espacio interno cuadri-
dimensional al tridimensional. La 1-forma Ki

α puede reescribirse en términos de
las tétradas y nµ, utilizando la ecuación (1.275) :

Ki
α = Xi

aX
µ
αe

νa(∇µe0
ν) = Xµ

αX
β
ν e

i
β(∇µnν). (1.280)

Del mismo modo que las tétradas proyectadas en Σ (también llamadas tŕıadas)
están relacionadas con la métrica espacial, la 1-forma Ki

α está relacionada con
la curvatura extŕınseca. Sea K una 2-forma en Σ definida por

Kαβ = δikK
i
αe
k
β , (1.281)

en lo que sigue, mostraremos que la parte simétrica de la 2-forma K coincide
con la curvatura extŕınseca. Comencemos reescribiendo K a partir de (1.280),

Kαβ = δijX
µ
αX

γ
ν (∇µnν)eiγe

j
β . (1.282)

Por su parte, la curvatura extŕınseca puede reformularse como

Kαβ =
1

2
Lnhαβ =

1

2
Ln(δije

i
αe
j
β) (1.283)

=
1

2
δij(e

j
βLne

i
α + eiαLne

j
β) (1.284)

=
1

2
δij(e

j
βe
i
ν(∇αnν) + ejνe

i
α(∇βnν)) (1.285)

=
1

2
(ejβX

γ
ν e
i
γX

µ
α∇µnν + eiβX

γ
ν e
j
γX

µ
α∇µnν). (1.286)

Por lo tanto, en efecto, Kαβ = K(αβ). Exigiremos entonces que:

Kαβ = Kαβ , (1.287)

con lo cual, imponemos un nuevo v́ınculo sobre la 1-forma Ki
α:

K[αβ] = Ki
[αeβ]i ≈ 0. (1.288)

30
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Aśı, K[αβ] es una matriz 3× 3 antisimétrica que se anula, con lo cual reabsorbe
exactamente los tres grados de libertad que hab́ıamos introducido al seleccionar
las tétradas como variables fundamentales.

Definimos, a continuación, las tŕıadas densitizadas como

Eαi = eeαi , (1.289)

donde e = det[eiα] = (det[eαi ])−1. La ecuación (1.288) puede reescribirse en
términos de las tŕıadas densitizadas:

Rij = eeαi e
β
jK[αβ] = eeαi e

β
jK

k
[αeβ]k = Kα[iE

α
j] ≈ 0. (1.290)

Las variables canónicas de la formulación ADM pueden también expresarse
en función de estas nuevas variables

hαβ = δije
i
αe
j
β = δije

2EiαE
j
β = δijEE

i
αE

j
β , (1.291)

donde hemos usado que E = det(Eαi ) = det(eeαi ) = e3det(eαi ) = e2. Por otra
parte

pαβ =
√
h(Kαβ − hαβKγ

γ ) =
√
h(Ki(αeβ)i − hαβKiγeiγ) (1.292)

=
√
E

(
1√
E

KiαEβi +KiβEαi
2

− 1√
E
δijEαi E

β
j K

iγEiγ

)
(1.293)

=
KiαEβi +KβiEαi

2
− δijEαi E

β
j K

iγEiγ . (1.294)

Asimismo,

2δ
(α
δ E

β)iEjγE
[γ
i K

δ]
j = 2

δαδ E
βi + δβδE

αi

2
Ejγ

Eγi K
δ
j − EδiK

γ
j

2
(1.295)

KiαEβi +KβiEαi
2

− δijEαi E
β
j K

iγEiγ . (1.296)

donde nos hemos valido de las relaciones de ortogonalidad de las tétradas. Luego,
el momento canónico conjugado de la métrica inducida puede escribirse como

pαβ = 2δ
(α
δ E

β)iEjγE
[γ
i K

δ]
j . (1.297)

En términos de estas nuevas variables el v́ınculo de difeomorfismos puede rees-
cribirse como:

Cα = −2Dβ [Ki
αE

β
i − δ

β
αK

i
γE

γ
i ], (1.298)

donde hemos utilizado que δβα = δji e
i
αe
β
j = δjiE

i
αE

β
j = EiαE

β
i y que como

Ki
[αeβ]i ≈ 0 entonces Ki

αE
β
i ≈ Kβ

i E
i
α. Del mismo modo, se puede reescribir

el v́ınculo hamiltoniano:

C =
√
EEαi E

β
j (Kj

αK
i
β −Ki

αK
j
β)− 1√

E
3R(E), (1.299)

donde el escalar de Ricci 3R(E) es considerado como una función de las tétradas
densitizadas. En este punto, es importante demostrar que la dinámica canónica,
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descrita por las nuevas variables en el espacio de fases extendido (en el sentido
de que el espacio de fases asociado a las nuevas variables tiene seis dimensiones
más con respecto al ADM), es equivalente a la descrita por las variables ADM
usuales. Para ello alcanza con observar, en primer lugar, que el espacio de fases
viene equipado con la siguiente estructura simpléctica

{Eiγ(t, x),Kδ
j (t, y)} = δijδ

δ
γδ

3(x− y), (1.300)

{Eiγ(t, x), Ejδ(t, y)} = {Kγ
i (t, x),Kδ

j (t, y)} = 0. (1.301)

Luego, observamos que la versión suavizada del v́ınculo (1.290),

R(α) =

∫
Σ

d3xαikKαiE
α
j , (1.302)

donde αik es una función matricial antisimétrica arbitraria, genera rotaciones
SO(3). De hecho, calculando el álgebra de Poisson generada por el v́ınculo ro-
tacional, obtenemos:

{R(α),R(α′)} =

{∫
αijKαi(x, t)E

α
j (x, t)d3x,

∫
α′klKβk(y, t)Eβl (y, t)d3y

}
(1.303)

=

∫
d3xd3yαijα′kl

(
Kαi(x, t){Eαj (x, t),Kβk(y, t)}Eβl

)
+

∫
d3xd3yαijα′kl

(
{Kαi(x, t), E

β
l (y, t)}Kβk(y, t)Eαj (x, t)

)
(1.304)

=

∫
d3x((αα′)ilKαi(x, t)E

α
l (x, t)− (α′α)kjKαk(x, t)Eαj (x, t))

(1.305)

=

∫
d3x[α, α′]ijKαiE

α
j = R([α, α′]). (1.306)

que es exactamente el álgebra de las rotaciones espaciales SO(3). Cualquier
corchete de Poisson entre el v́ınculo rotacional y las variables canónicas ADM
se anula, puesto que las mismas son manifiestamente invariantes bajo rotaciones.
Por depender únicamente de las tétradas, el tensor hαβ satisface la relación:

{hαβ(t, x), hγδ(t, y)} = 0. (1.307)

El momento canónico, por otra parte, cumple:

{pαβ(t,x), pγδ(t, y)} = −
√
h

8
[hαγRβδ+hαδRβγ+hβγRαδ+hβδRαγ ](t, x)δ3(x−y).

(1.308)
Además,

{pαβ(t, x), hγδ(t, y)} = δα(γδ
β
δ)δ

3(x− y). (1.309)

Vemos entonces que, siempre que se satisfaga el v́ınculo rotacional, el álgebra
generada por las variables (Eiα,K

α
i ) es el álgebra usual. Por lo tanto, la dinámica

generada por las nuevas variables es equivalente a la ADM.
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1.5.2. Variables de Ashtekar

Las transformaciones Eαj → Eαj /β y Kj
α → βKj

α son canónicas, puesto que no

modifican la estructura simpléctica de (Eiα,K
α
i ). El parámtero β se denomina

parámetro de Barbero-Immirzi (BI) y, en general, es un número complejo. El
v́ınculo rotacional permanece invariante bajo este reescalado:

Rk = εkijRij = εkij
(β)Ki

α
(β)Eαj ≈ 0, (1.310)

donde hemos utilizado las propiedades de antisimetŕıa del śımbolo de Levi-Civita
y hemos denotado a las variables reescaladas por el parámetro BI como (β)Ki

α

y (β)Eαi . El vector Rk contiene la misma información que Rij puesto que ésta
es una matriz 3× 3 antisimétrica.

Introducimos ahora la conexión de componentes Γijα , asociada con la simetŕıa
SO(3), de modo que la derivada covariante de un tensor que conste tanto de
ı́ndices espacio-temporales como de ı́ndices internos es

DβT
i1...im

α1...αn = ∂ββT
i1...im

α1...αn − ΓγβαkT
i1...im

α1...αk−1γαk+1...αn

+ Γil jβT
i1...il−1jil+1...im

α1...αn .
(1.311)

Como antes, requerimos que el operador derivada covariante sea compatible con
la base de tétradas:

Dβe
i
α = 0 =⇒ Γijα = eβi∇αejβ . (1.312)

La curvatura 2-forma, Rijαβ se obtiene considerando los conmutadores de dos
derivadas covariantes sobre un escalar que toma valores en SO(3), i.e.:

Riαβjν
j = [Dα, Dβ ]νi =⇒ Rikαβ = 2∂[αΓikβ]. (1.313)

Por otro lado, considerando que e =
√
h implica ∇αe = 0 y la compatibilidad

de la derivada covariante con las tétradas se puede verificar que

DαE
α
j = ∇α(eeβj )− Γk jαee

β
k = eDαe

β
j = 0. (1.314)

Además, como para cualquier campo vectorial V µ se satisface:
√
g∇µV µ =

∂µ(
√
gV µ), entonces ∂αE

α
j = ∂α(eeαj ) = ∇αEαj , lo que da lugar a la relación

DαE
α
j = ∂αE

α
j − Γk jαE

α
k = ∂αE

α
j + εljkΓkαE

α
j = 0, (1.315)

donde hemos definido Γkα ≡ −1/2εkijΓ
ij
α. Podemos reescribir dicha cantidad en

función de las tŕıadas:

Γiα =
1

2
εijkE

βk[∂βE
j
α − ∂αE

j
β + EγjEαl∂βE

l
γ ] (1.316)

+
1

4
εijkE

βk

[
2Ejα

∂βE
−1

E−1
− Ejβ

∂αE
−1

E−1

]
. (1.317)

De esta expresión se deduce que el reescalado Eαj → (β)Eαj = Eαj /β no modifica

a Γkα . Utilizando la igualdad fuerte (1.315) podemos reemplazar el v́ınculo
rotacional por el denominado v́ınculo de Gauss, Gk:

Gk = DαE
α
k +Rk = ∂α

(β)Eαk + εjkiΓ
i
α

(β)Eαj + εjki
(β)Ki

α
(β)Eαj (1.318)

= ∂α
(β)Eαk + εjki

(β)Aiα (β)Eαj ≈ 0, (1.319)
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donde hemos introducido la conexión de Ashtekar-Barbero: (β)Aiα = Γiα+βKi
α.

Se puede verificar que la transformación de variables

(Ki
α, E

β
k )→ ( (β)Aiα, (β)Eγk ) (1.320)

es canónica, puesto que la estructura simpléctica permanece inalterada:

{ (β)Eiγ(t, x), (β)Aδj(t, y)} = δijδ
δ
γδ

3(x− y) (1.321)

{ (β)Eiγ(t, x), (β)Ejδ(t, y)} = { (β)Aγi (t, x), (β)Aδj(t, y)} = 0. (1.322)

La curvatura asociada a la nueva conexión es:

Fkαβ = 2∂[α
(β)Akβ] + εkij

(β)Aiα (β)Ajβ (1.323)

= Rkαβ + εkij
(β)Ki

α
(β)Kj

β + εkijΓ
i
α

(β)Kj
β + εkij

(β)Ki
αΓjβ + 2∂[α

(β)Kk
β].

(1.324)

donde Rkαβ = ∂[αΓkβ] + εkijΓ
i
αΓjβ y, además, Rijαβ = εijk R

k
αβ .

Por otro lado, tenemos que

D[α
(β)Kk

β]

= ∂[α
(β)Kk

β] + (−Γγαβ
(β)Kk

γ + Γγβα
(β)Kk

γ ) + (Γk lγ
(β)Kl

β − Γk lβ
(β)Kl

α).

(1.325)

La suma del segundo y tercer sumando en (1.325) es cero, pues lo śımbolos de
Christoffel son simétricos en sus ı́ndices inferiores. Además,

Γkα = −1

2
εkijΓ

ij
α = −1

2
εijkΓijα. (1.326)

Multiplicando por εkmn:

εkmnΓkα = −1

2
εkmnε

kijΓijα = −1

2
(δimδ

j
n − δjmδin)Γijα = Γnmα, (1.327)

de lo que se deduce:

Γmnα = εmknΓkα. (1.328)

Luego,

εkijΓ
i
α

(β)Kj
β = Γkjα

(β)Kj
β . (1.329)

A partir de esta última relación podemos reescribir la curvatura asociada a la
conexión de Ashtekar-Barbero como:

Fkαβ = Rkαβ + 2D[α
(β)Kk

β] + εkij
(β)Ki

α
(β)Kj

β . (1.330)

Una fórmula útil surge de reescribir la identidad de Bianchi ćıclica como

εijk R
k
[αβEγ]j = 0, (1.331)

equivalentemente:

RjαβE
β
j = 0. (1.332)
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Haciendo uso de esta identidad, conjuntamente con las ecuaciones (1.323)
y (1.330) pueden encontrarse expresiones para los v́ınculos en función de las

variables de Ashtekar-Barbero. Contrayendo la ecuación (1.330) con (β)Eβk :

Fkαβ (β)Eβk = Rkαβ
(β)Eβj + 2D[α

(β)Kk
β]

(β)Eβk + εkij
(β)Ki

α
(β)Kj

β
(β)Eβk (1.333)

El primer sumando es cero, debido a la relación (1.332). Utilizando la definición
de Rk y la ecuación fuerte (1.315), el tercer sumando se puede reescribir como:

εkij
(β)Ki

α
(β)Ki

β
(β)Eβk = (β)Ki

αRi = (β)Ki
αGi. (1.334)

Por otra parte,
2D[α

(β)Kk
β]

(β)Eβk = Cα. (1.335)

Aśı,
Cα = Fkαβ (β)Eβk −

(β)Ki
αGi. (1.336)

De forma similar, se puede mostrar que el v́ınculo hamiltoniano toma el as-
pecto siguiente:

C = β2
√
E (β)Eαi

(β)Eγj [εijk F
k
αγ − 2(β2 + 1)Ki

[αK
j
γ]] (1.337)

+ β2
√
E (β)EγjDγG

j . (1.338)

Luego, los v́ınculos dados por las ecuaciones (1.337), (1.336), (1.318) son
completamente equivalentes a:

Gi = Dα ≡ ∂αEαi + εkij
(β)AjαEαk ≈ 0 (1.339)

Cα = Eβi F
i
αβ ≈ 0 (1.340)

C =
√
EEαi E

γ
j [εijk F

k
αγ − 2(β2 + 1)Ki

[αK
j
γ]] ≈ 0. (1.341)

Acción de los v́ınculos

De la misma manera que los v́ınculos (1.234) y (1.235) generan difeomorfismos
en la dirección normal a Σ y en las direcciones espaciales respectivamente, aśı
también actúan los v́ınculos (1.341) y (1.340) en las nuevas variables Eαi y Aiα.
Por su parte, el v́ınculo de Gauss genera rotaciones correspondientes al grupo
SO(3).

Para calcular los corchetes de Poisson de los v́ınculos con las variables dinámi-
cas, introducimos, primeramente, las versiones suavizadas de los mismo. El
v́ınculo de Gauss:

CG(Λ) ≡
∫

Σ

d3xΛiGi, (1.342)

donde Λ es un campo suave en Σ que toma valores en so(3). El v́ınculo de
difeomorfismos:

Cdiff( ~N) ≡
∫

Σ

d3x
(
NαEβi F

i
αβ − (NαAiα)Gi

)
, (1.343)

donde ~N es un campo suave sobre Σ. En la definición anterior se sumó un
término proporcional al v́ınculo de Gauss, eliminando una parte proporcional al
mismo, que genera rotaciones internas. Y el v́ınculo hamiltoniano suavizado:

C(N) ≡
∫

Σ

d3xN
1√

det(Eiα)
Eαi E

β
j [εijk F

k
αβ − 2(β2 + 1)Ki

[αK
j
β]. (1.344)
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Los corchetes de Poisson del v́ınculo de Gauss con las variables dinámicas son:

{Aiα, CG(Λ)} = −DαΛi, (1.345)

{Eαi , CG(Λ)} = εkijΛ
jEαk . (1.346)

Lo que demuestra que, en efecto, el v́ınculo de Gauss genera rotaciones en el
espacio interno. Los corchetes con el v́ınculo de difeomorfismos suavizado están
dados por:

{Aiα, Cdiff( ~N)} = L ~NA
i
α, (1.347)

{Eαi , Cdiff( ~N)} = L ~NE
α
i . (1.348)

Por lo tanto, genera difeomorfismos espaciales en la dirección ~N . Por último, el
v́ınculo hamiltoniano genera difeomorfismos en la dirección perpendicular a Σ:

{Aiα, C(N)} ≈ LNnAiα, (1.349)

{Eαi , C(N)} ≈ LNnEαi . (1.350)

Los śımbolos de igualdad débil se deben a que en las igualdades aparecen otros
sumandos que se anulan sobre la superficie de v́ınculo.

Álgebra de los v́ınculos

El álgebra de los v́ınculos presentados en el apartado anterior se muestra a
continuación:

{CG(Λ), CG(λ′)} = CG[Λ,Λ′], (1.351)

{CG(Λ), Cdiff( ~N)} = −CG(L ~NΛ), (1.352)

{CG(Λ), C(N)} = 0, (1.353)

{Cdiff( ~N), Cdiff( ~N ′)} = Cdiff([ ~N, ~N ′]) (1.354)

{Cdiff( ~N), C(M)} = −C(LNM), (1.355)

{C(N), C(M)} = −4(Cdiff(~S) + CG(SαAiα))

− 4

(
1 +

1

β2

)
CG

(
[Eiα∂

αN,Eiβ∂
βM ]

h

)
,

(1.356)

donde

Sα = (N∂βM −M∂βN)
Eβi E

αi

h
. (1.357)
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Caṕıtulo 2

Simetŕıa esférica

En este caṕıtulo presentamos las reducciones que se imponen sobre el for-
malismo de Ashtekar en espacio-tiempos esféricamente simétricos. Mostramos
además que mediante una combinación lineal con el v́ınculo de difeomorfismos
y un reescalado, el v́ınculo hamiltoniano se abelianiza de modo que el álgebra
de los v́ınculos constituye un álgebra de Lie [23], lo que viabiliza el método de
cuantización canónica, como veremos en el caṕıtulo 5.

2.1. Variables de Ashtekar

Consideremos un espacio cuadridimensional M que puede foliarse por hiper-
superficies tipo espacio Σt, etiquetadas por un parámetro tipo tiempo t, donde
la topoloǵıa de cada una de las hipersuperficies Σt es de la forma Σ = I × S2,
e I es una variedad unidimensional caracterizada por una coordenada x (la
coordenada radial) y S2 es una 2-esfera de coordenadas θ y φ.

Supongamos, además, que Σt admite simetŕıa esférica, a saber, que existen
tres vectores de Killing de S2 que forman el álgebra so(3) ∼= su(2). En este caso,
la conexión de Ashtekar adquiere la siguiente expresión reducida:

A = Aiατidx
α = Ax(x)τ3dx+ (A1(x)τ1 +A2(x)τ2)dθ

+ [(A1(x)τ2 −A2(x)τ1) sin θ + τ3 cos θ]dφ,
(2.1)

donde Ax, A1 y A2 son funciones de x, τi = −iσi/2, y las σi son las matrices
de Pauli (i.e. generadores ortonormales de SU(2)). Notar que τi ∧ τj ≡ [τi, τj ] =
ε k
ij τk. En (2.1), y de aqúı en adelante, omitiremos el ı́ndice β en la conexión de

Ashtekar. Análogamente, las tŕıadas densitizadas adquieren la forma:

Ẽ = Ẽαi τ
i∂a = Ex(x)τ3 sin θ

∂

∂x
+ (E1(x)τ1 + E2(x)τ2) sin θ

∂

∂θ

+ (E1(x)τ2 − E2(x)τ1)
∂

∂φ
,

(2.2)

donde Ex, E1 y E2 son funciones de x. Se puede ver que la teoŕıa ha sido
reducida de 3+1 a 1+1 dimensiones.

En términos de las variables reducidas por simetŕıa, la estructura simpléctica
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está caracterizada por la 2-forma simpléctica:

Ω =
1

8πGβ

∫
Σ

d3xδẼαi ∧ δAiα (2.3)

=
1

8πGβ

∫
I

∫
dθdφ sin θ(δEx ∧ δAx + 2(δE1 ∧ δA1 + δE2 ∧ δA2))

=
1

2Gβ

∫
I

(δEx ∧ δAx + 2(δE1 ∧ δA1 + δE2 ∧ δA2)),

(2.4)

que da lugar al álgebra siguiente:

{Ax(x), Ex(x′)} = 2Gβδ(x− x′) (2.5)

{A1(x), E1(x′)} = Gβδ(x− x′) (2.6)

{A2(x), E2(x′)} = Gβδ(x− x′), (2.7)

todos los corchetes restantes se anulan. G es la constante de gravitación universal
y β el parámetro de Barbero-Immirzi.

El tensor de curvatura satisface:

F =
1

2
Fαβdx

αdxβ . (2.8)

En § B.5 se muestra que el tensor curvatura se vincula con la conexión mediante
la siguiente relación:

Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα + [Aα, Aβ ]. (2.9)

Calculemos a modo de ejemplo la componente Fθφ:

Fθφ = ∂θAφ − ∂φAθ + [Aθ, Aφ] (2.10)

= A1τ2 cos θ − τ3 sin θ −A2τ1 cos θ +A2
1 sin θ[τ1, τ2] +A1 cos θ[τ1, τ3]

+ [A2τ2, τ3 cos θ]− [A2τ2, A2τ1 sin θ]

= (A2
1 +A2

2 − 1)τ3 sin θ.

(2.11)

Calculando de manera análoga las demás componentes de Fαβ se obtiene el
siguiente resultado:

F = (A2
1 +A2

2 − 1)τ3 sin θ dθ ∧ dφ− (A′1τ2 −A′2τ1 −AxA1τ1) sin θ dφ ∧ dx
+AxA2τ2 sin θ dφ ∧ dx+ [(A′1τ1 +A′2τ2) +Ax(A1τ2 −A2τ1)]dx ∧ dθ.

(2.12)

2.2. Vı́nculos

En la teoŕıa completa, la dinámica se describe por medio de tres v́ınculos. En
esta sección estudiaremos cómo se ven simplificados dichos v́ınculos debido a la
simetŕıa esférica. Comencemos por el v́ınculo de Gauss:

CG[Λi(~x)] ≡ 1

8πGβ

∫
Σ

d3xΛiGi, (2.13)
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que genera la simetŕıa interna SU(2) (equivalente a SO(3)), donde

Gi = DαẼ
α
i ≡ ∂αẼαi + ε k

ij A
j
αẼ

α
k , (2.14)

para cualquier campo suave Λ(~x) sobre Σ. Con las variables de simetŕıa reducida
de (2.1) y (2.2) se puede mostrar que tanto Gi=1 como Gi=2 son idénticamente
nulas. A modo ilustrativo calculemos Gi=2:

G2 = ∂αẼ
α
2 + ε k

2j A
j
αE

α
k (2.15)

= ∂αẼ
α
2 +A3

αE
α
1 −A1

αE
α
3 (2.16)

= ∂θẼ
θ
2 + ∂φẼ

φ
2 +A3

xẼ
x
1 +A3

φẼ
φ
1 −A1

θE
θ
3 (2.17)

= ∂θ(E
2(x) sin θ) + ∂φ(E1(x))− E2(x) cos θ = 0. (2.18)

Aśı, la única componente no nula es Gi=3:

G3 = ∂αẼ
α
3 + ε k

3j A
j
αẼ

α
k (2.19)

= ∂αẼ
α
3 +A1

αẼ
α
2 −A2

αẼ
α
1 (2.20)

= ∂xẼ
x
3 +A1

θẼ
θ
2 +A1

φẼ
φ
2 −A2

θẼ
θ
1 −A2

φẼ
φ
1 (2.21)

= ∂x(Ex sin θ) +A1E
2 sin θ −A2 sin θ E1 −A2E

1 sin θ +A1E
2 sin θ

(2.22)

= sin θ (Ex)′ + 2 sin θ (E2A1 − E1A2). (2.23)

Por lo tanto,

CG[λ(x)] =
1

2Gβ

∫
I

dxλ((Ex)′ + 2A1E
2 − 2A2E

1) ≡
∫
I

dxλ(x)U(x), (2.24)

donde λ(x) ≡ 1
4π

∫
dθdφ sin θ Λi=3(x, θ, φ). Veamos que, en efecto, las transfor-

maciones de gauge correspondientes a SU(2) se reducen por simetŕıa al grupo
U(1). Utilizando las relaciones (2.5)-(2.7) se pueden realizar los cálculos siguien-
tes:

δE1(x) = {E1(x), CG} (2.25)

=

{
E1(x),

1

2Gβ

∫
I

dx′λ(x′)(2A1(x′)E2(x′)− 2A2(x′)E1(x′))

}
(2.26)

= −
∫
dx′λ(x′)δ(x′ − x)E2(x′) = −λ(x)E2(x), (2.27)

análogamente,

δE2(x) = λ(x)E1(x), δA1(x) = −λ(x)A2(x), δA2(x) = λ(x)A1(x). (2.28)

Mientras que,

δAx = {Ax(x), CG} =

{
Ax,

1

2Gβ

∫
I

dx′λ(x′)∂x′E
x(x′)

}
(2.29)

=

∫
dx′λ(x′)∂x′δ(x− x′) = −∂xλ(x). (2.30)
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CAPÍTULO 2. SIMETRÍA ESFÉRICA

y trivialmente,

δEx(x) = 0. (2.31)

Estas transformaciones son equivalentes a la transformación infinitesimal del
grupo U(1), 1 + τ3λ(x), que rota los vectores del plano (τ1, τ2) un ángulo λ(x)

infinitesimal. Resumiendo, la transformación de gauge SU(2), e~τ ·
~Λ(x), se reduce

a la transformación U(1) eτ3λ(x):

E → E′ = eτ3λ(x)Ee−τ3λ(x) y (2.32)

A→ A′ = eτ3λ(x)Ae−τ3λ(x) + eτ3λ(x)de−τ3λ(x) (2.33)

= eτ3λ(x)Ae−τ3λ(x) − ∂xλ(x)τ3dx. (2.34)

El v́ınculo de difeomorfismos está dado por

Cdiff [Na(~x)] ≡ 1

8πGβ

∫
Σ

d3x(NαẼβi F
i
αβ −NαAiαGi), (2.35)

que genera los difeomorfismos espaciales en Σ para cualquier campo vectorial
suave Nα(~x). En términos de las variables de simetŕıa reducida, las compo-
nentes acopladas con Nθ y Nφ son idénticamente nulas, de modo que la única
contribución proviene del término acoplado con Nx. La misma está dada por la
expresión

Cdiff [Nx(x)] =
1

8πGβ

∫
Σ

d3x(NxẼβi F
i
xβ −NxAixGi). (2.36)

Además, se tiene que:

NxAixGi = NxA3
xG3 = NxAx sin θ((Ex)′ + 2A1E

2 − 2A2E
1), (2.37)

y,

NxẼθi F
i
xβ = Nx(E1 sin θ F 1

xθ + E2F 2
xθ + E1F 2

xφ − E2F 1
xφ) (2.38)

= Nx(2A′1E
1 sin θ − 2AxA2E

1 sin θ + 2E2A′2 sin θ + 2E2AxA1 sin θ).
(2.39)

Por lo tanto,

Cdiff [Nx(x)] =
1

2Gβ

∫
I

dxNx(2A′1E
1 + 2A′2E

2 −Ax(Ex)′) ≡
∫
I

dxNx(x)D(x),

(2.40)
donde Nx(x) ≡ 1

4π

∫
dθdφ sin θ Na=x(x, θ, φ). Ese v́ınculo genera el difeomorfis-

mo en la dirección de x.

Por último, el v́ınculo hamiltoniano está dado por

C[N(~x)] ≡ 1

16πG

∫
Σ

d3xN(~x)e−1{ε jki F iαβẼ
α
j Ẽ

β
k − 2(1 + β2)Ki

[αK
j
β]Ẽ

α
i Ẽ

β
j },

(2.41)

donde, recordemos, e = |det(Ẽαi )|. De (2.2) se desprende, además, que detẼαi =
Ex[(E1)2 + (E2)2] sin2 θ.
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Debido a la simetŕıa esférica, la curvatura extŕınseca adquiere la expresión
siguiente:

K = Ki
ατidx

α (2.42)

= Kx(x)τ3dx+ (K1(x)τ1 +K2(x)τ2)dθ + (K1(x)τ2 −K2(x)τ1) sin θ dφ,
(2.43)

donde Kx, K1 y K2 pueden escribirse en función de las funciones A y E. De
manera similar al v́ınculo de Gauss y al v́ınculo de difeomorfismos, el v́ınculo
hamiltoniano puede reescribirse como

C[N(x)] =
1

2G

∫
I

dx
N(x)√

|Ex|[(E1)2 + (E2)2]

× {2Ex(E1A′2 − E2A′1) + 2AxE
x(A1E

1 +A2E
2)

+ (A2
1 +A2

2 − 1)[(E1)2 + (E2)2]− (1− β2)(2KxE
x(K1E

1 +K2E
2)

+ [(K1)2 + (K2)2][(E1)2 + (E2)2])}.
(2.44)

Luego,

C[N(x)] ≡
∫
I

dxN(x)C(x), (2.45)

donde N(x) = 1
4π

∫
dθdφ sin θ N(x, θ, φ).

2.3. Variables polares

Comenzamos esta sección definiendo las variables polares Aρ y Eρ como:

A1 = Aρ cos γ, A2 = Aρ sin γ, (2.46)

E1 = Eρ cos(α+ γ), E2 = Eρ sin(α+ γ). (2.47)

Notar que Aρ, E
ρ y el producto interno (A1, A2) · (E1, E2) = A1E

1 + A2E
2 =

AρE
ρ cosα son invariantes bajo una rotación U(1). A partir de las transforma-

ciones mostradas de manera expĺıcita en la sección anterior para las variables A
y E:

δAρ =
1

2
(2(A1δA1 +A2δA2))−1/2 (2.48)

=
1

2
(2(A1(−λA2) +A2(λA1)))−1/2 = 0. (2.49)

De manera análoga puede mostrarse que δEρ = 0, mientras que

δ(A1E
1 +A2E

2) = δA1E
1 +A1δE

1 + δA2E
2 +A2δE2 (2.50)

= −λA2E
1 +A1(−λ)E2 + λA1E

2 +A2λE
1 = 0. (2.51)

Aśı, el ángulo α(x) entre (A1, A2) y (E1, E2) es una cantidad independiente
del gauge, mientras que el ángulo γ(x) es puro gauge. En términos de estas
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variables polares, la 2-forma simpléctica puede reescribirse como:

Ω =
1

2Gβ

∫
I

dx{δEx ∧ δAx + 2(cosα δEρ ∧ δAρ + sinα AρδE
ρ ∧ δγ

+ sinα EρδAρ ∧ δγ + sinα EρδAρ ∧ δα+ cosα AρE
ρδα ∧ δγ)}

(2.52)

=
1

2Gβ

∫
dx{δEx ∧ δAx + 2[δ(Eρ cosα) ∧ δAρ + δ(AρE

ρ sinα) ∧ δγ]}

(2.53)

=
1

2Gβ

∫
I

dx{δEx ∧ δAx + 2[δEρ ∧ δ(Aρ cosα) + δ(AρE
ρ sinα) ∧ δ(α+ γ)]}.

(2.54)

La ecuación (2.54) implica que existe una transformación canónica entre las
variables (Ax, A1, A2;Ex, E1, E2) y las nuevas variables (Ax, Āρ, η;Ex, Eρ, P η),
definidas como:

Āρ ≡ 2Aρ cosα, (2.55)

η ≡ α+ γ, (2.56)

P η ≡ 2AρE
ρ sinα = 2A1E

2 − 2A2E
1, (2.57)

de manera que satisfacen el álgebra

{Ax(x), Ex(x′)} = 2Gβδ(x− x′), (2.58)

{Āρ(x), Eρ(x′)} = 2Gβδ(x− x′), (2.59)

{η(x), P η(x′)} = 2Gβδ(x− x′), (2.60)

donde todos los demás corchetes entre estas nuevas variables canónicas son nulos.
En términos de estas variables, el v́ınculo de Gauss (2.24) puede reescribirse

como

U =
1

2Gβ
((Ex)′ + 2A1E

2 − 2A2E
1) =

1

2Gβ
((Ex)′ + 2AρE

ρ sinα) (2.61)

=
1

2Gβ
((Ex)′ + P η), (2.62)

por su parte, el v́ınculo de difeomorfismos (2.40) adquiere la forma

D =
1

2Gβ
(2A′1E

1 + 2A′2E
2 −Ax(Ex)′) (2.63)

=
1

2Gβ
(2A′ρE

ρ cosα+ 2AρE
ρ sinα γ′ −Ax(Ex)′) (2.64)

=
1

2Gβ
[((2Aρ cosα)′ + 2Aρ sinα α′)Eρ + 2AρE

ρ sinα γ′ −Ax(Ex)′] (2.65)

=
1

2Gβ
(Ā′ρE

ρ + η′P η −Ax(Ex)′). (2.66)

El v́ınculo hamiltoniano puede ser reescrito en función de las variables A
y E. Para ello, realizamos un cambio de variable rotando la base ortonormal
(τ1, τ2, τ3) de su(2) a una nueva base ortonormal (τ ′1, τ

′
2, τ3):

τ1′(x) ≡ τ1 cos(α+ γ) + τ2 sin(α+ γ), (2.67)

τ2′(x) ≡ −τ1 sin(α+ γ) + τ2 cos(α+ γ). (2.68)
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Debe notarse que el ángulo de rotación vaŕıa según el punto x. Aśı, τ1′ y τ2′ son
funciones de x, cumpliéndose

τ ′1′ = (−τ1 sin(α+ γ) + τ2 cos(α+ γ))(α+ γ)′ = τ2′(α+ γ)′ (2.69)

τ ′2′ = (−τ1 cos(α+ γ)− τ2 sin(α+ γ))(α+ γ)′ = −τ1′(α+ γ)′. (2.70)

A partir de las ecuaciones (2.67), (2.68), las identidades (2.1), (2.2) pueden
reescribirse como:

A =Ax(x)τ3dx+Aρ(x)(cosα τ1′(x)− sinα τ2′(x))dθ

+Aρ(x)(sinα τ1′(x) + cosα τ2′(x)) sin θ dφ+ τ3 cos θ dφ,
(2.71)

E =Ex(x)τ3 sin θ
∂

∂x
+ Eρ(x)τ1′(x) sin θ

∂

∂θ
+ Eρ(x)τ2′(x)

∂

∂φ
. (2.72)

De la expresión (2.72), donde la matriz Ẽαi es diagonal, se desprende directa-

mente que h = det(Ẽαi ) = Ex(Eρ)2 sin2 θ. A su vez, como eiα =
√
h(Ẽαi )−1, la

cotŕıada no densitizada puede escribirse como

e = eiατidx
α =

Eρ√
|Ex|

τ3dx+
√
|Ex|τ1′(x)dθ +

√
|Ex| sin θ τ2′(x)dφ. (2.73)

En consecuencia, las componentes no nulas de la trimétrica (hαβ = eiαe
j
βδij) son

las siguientes:

hxx =
(Eρ)2

|Ex|
, hθθ = |Ex|, hφφ = |Ex| sin2 θ. (2.74)

La derivada exterior (ver § A.3.5) de (2.73) da lugar a:

de =
(Ex)′

2
√
|Ex|

τ1′dx ∧ dθ +
√
|Ex|(α+ γ)′τ2′dx ∧ dθ

+
(Ex)′

2
√
|Ex|

τ2′ sin θ dx ∧ dφ−
√
|Ex|(α+ γ)′τ1′ sin θ dx ∧ dφ

+
√
|Ex|τ2′ cos θ dθ ∧ dφ,

(2.75)

donde hemos usado las igualdades (2.69) y (2.70). A partir de las identidades
(2.73) y (2.75) y de las relaciones de conmutación de los generadores τ1′ , τ2′ , τ3
pueden obtenerse las componentes de la conexión Γ, compatible con la tŕıadas,
i.e., de+ Γ ∧ e = 0:

Γ ∧ e =(Γixτidx+ Γiθτidθ + Γiφτidφ) ∧ ((Eρ/
√
|Ex|)τ3dx

+
√
|Ex|τ1′dθ +

√
|Ex| sin θ τ2′dφ)

(2.76)

=dx ∧ dθ

(√
|Ex|Γixτi ∧ τ1′ −

Eρ√
|Ex|

Γiθτi ∧ τ3

)

+ dx ∧ dφ

(
Γix
√
|Ex| sin θ τi ∧ τ2′ − Γiφ

Eρ√
|Ex|

τi ∧ τ3

)
+ dθ ∧ dφ(Γiθ

√
|Ex| sin θ τi ∧ τ2′ − Γiφ

√
Exτi ∧ τ1′),

(2.77)
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que igualado al opuesto de (2.75) da lugar a:

Γ = Γiατidx
α = −(α+ γ)′τ3dx+

(Ex)′

2Eρ
τ2′dθ −

(Ex)′

2Eρ
τ1′ sin θ dφ+ τ3 cos θ dφ.

(2.78)
Utilizando estas expresiones es posible reescribir la curvatura en términos de las
variables A y E, pues βK = A− Γ:

βK =βKi
ατidx

α (2.79)

=[Ax + (α+ γ)′]τ3dx+

[
Aρ cosατ1′ −

(
Aρ sinα+

(Ex)′

2Eρ

)
τ2′

]
dθ

+

[
Aρ cosατ2′ +

(
Aρ sinα+

(Ex)′

2Eρ

)
τ1′

]
sin θdφ.

(2.80)

Asimismo, para que obedezca la identidad (2.42) deben satisfacerse las relacio-
nes:

βKx = Ax + (α+ γ)′ (2.81)

βK1 = Aρ cos γ +
(Ex)′

2Eρ
sin(α+ γ), (2.82)

βK2 = Aρ sin γ − (Ex)′

2Eρ
cos(α+ γ). (2.83)

Imponiendo el v́ınculo de Gauss (2.61): U = 0→ (Ex)′

2Eρ = −Aρ sinα, se obtiene:

βK1 = Aρ cosα cos(α+ γ), (2.84)

βK2 = Aρ cosα sin(α+ γ), (2.85)

de modo que

βK = βKi
ατidx

α = [Ax + (α+ γ)′]τ3dx+Aρ cosα τ1′dθ +Aρ cosα τ2′ sin θ dφ.
(2.86)

Las ecuaciones (2.81), (2.82) y (2.83), conjuntamente con las formas polares
de las variables A y E, permiten reescribir el v́ınculo hamiltoniano como se
muestra a continuación:

2G
√
hC ≡ 2Ex(E1A′2 − E2A′1) + 2AxE

x(A1E
1 +A2E

2)

+ (A2
1 +A2

2 − 1)[(E1)2 + (E2)2]− (1 + β2)[(K1)2 + (K2)2][(E1)2 + (E2)2]

− 2KxE
x(1 + β2)(K1E

1 +K2E
2)

(2.87)

=− 1

4β2
{4(β2 +A2

ρ)(E
ρ)2 + (1 + β2)((Ex)′)2

+ 8β2ExEρA′ρ sinα+ 8ExEρAxAρ cosα

+ 8ExEρAρ cosα((1 + β2)α′ + γ′) + 4(1 + β2)EρAρ(E
x)′ sinα},

(2.88)

donde
√
h =

√
|Ex|[(E1)2 + (E2)2]; se puede ver en (2.44) que el factor sin θ

es absorbido por N(x). A pesar de que el v́ınculo hamiltoniano, C, es U(1)
invariante, la expresión de arriba aún involucra cantidades U(1)-dependientes

44



2.3. VARIABLES POLARES

como Ax y γ. Para que la U(1)-invariancia sea expĺıcita, es suficiente con sumar
un múltiplo del v́ınculo de Gauss:

2GβEx∂xU = 2ExEρA′ρ sinα+2ExEρAρ cosα α′+2ExAρE
ρ′ sinα+Ex(Ex)′′,

(2.89)
aśı, el nuevo v́ınculo

√
hC, tal que 2G

√
hC → 2G

√
hC + 2GβEx∂xU , está dado

por

2G
√
hC =− 1

4β2
{4(β2 +A2

ρ)(E
ρ)2 + (1 + β2)((Ex)′)2

+ 8ExEρAρ(Ax + α′ + γ′) cosα+ 4(1 + β2)EρAρ(E
x)′ sinα}

+ 2ExAρ(E
ρ)′ sinα+ Ex(Ex)′′,

(2.90)

donde Ax y γ aparecen solamente por medio de la cantidad U(1)-invariante
βKx = Ax + (α + γ)′. Aρ cosα y Aρ sinα pueden reescribirse por medio de las
ecuaciones (2.55), (2.56), (2.57) produciendo la identidad siguiente:

A2
ρ =

Ā2
ρ

4
+A2

ρ sin2 α =
Ā2
ρ

4
+

(
P η

2Eρ

)2

, (2.91)

de manera que el v́ınculo hamiltoniano adopta la expresión:

2G
√
hC =− (Eρ)2 −

Ā2
ρ(E

ρ)2

4β2
− ExEρĀρ

β2
(Ax + α′ + γ′) +

Ex(Eρ)′P η

Eρ

− (P η)2

4β2
− 1 + β2

2β2
(Ex)′P η − 1 + β2

4β2
((Ex)′)2 + Ex(Ex)′′.

(2.92)

Imponiendo el v́ınculo de Gauss (2.61), se tiene que (Ex)′ = −P η, en conse-
cuencia, el v́ınculo hamiltoniano adquiere la forma

2G
√
hC =− (Eρ)2 −

Ā2
ρ(E

ρ)2

4β2
− ExEρĀρ

β2
(Ax + α′ + γ′)− Ex(Ex)′(Eρ)′

Eρ

+
((Ex)′)2

4
+ Ex(Ex)′′.

(2.93)

Por último, como
√
h =

√
|Ex|[(E1)2 + (E2)2] =

√
|Ex|Eρ, tenemos:

C =
1

2G

{
− Eρ√

|Ex|
−

Ā2
ρE

ρ

4β2
√
|Ex|

− sgn(Ex)

√
|Ex|Āρ
β2

(Ax + α′ + γ′)

− sgn(Ex)

√
|Ex|(Ex)′(Eρ)′

(Eρ)2
+

((Ex)′)2

4
√
|Ex|Eρ

+ sgn(Ex)

√
|Ex|(Ex)′′

Eρ

}
.

(2.94)

Luego, hemos conseguido una expresión para C que está escrita enteramente
en función de variables independientes del gauge U(1), a saber, Eρ, Āρ, E

x y
Ax + α′ + γ′.
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2.4. Nuevo cambio de variables

Para arrojar luz sobre el significado f́ısico de las variables de Ashtekar podemos
realizar un nuevo cambio de variables, de forma de separar las variables U(1)-
dependientes de aquellas U(1)-independientes. Para ello, observemos en primer
lugar que el término

∫
I

(δEx ∧ δ(α+ γ)′ + δ(Ex)′ ∧ δ(α+ γ))dx =

∫
I

(δ(Ex) ∧ δ(α+ γ))′, (2.95)

sólo da una contribución de borde, lo que permite redefinir la 2-forma simpléctica
(2.54) como:

Ω =
1

2Gβ

∫
I

dx
{
δEx ∧ δ(Ax + α′ + γ′) + δEρ ∧ δ(2Aρ cosα)

+ δ(2AρE
ρ sinα+ (Ex)′) ∧ δ(α+ γ)

}
.

(2.96)

Esta expresión para la forma simpléctica sugiere una transformación canónica de
(Ax, Āρ, η;Ex, Eρ, Pη) a un nuevo conjunto de variables (Āx, Āρ, η;Ex, Eρ, P̄η),
dado por:

Āx = Ax + η′ ≡ Ax + (α+ γ)′, (2.97)

P̄ η = P η + (Ex)′. (2.98)

El álgebra para estas nuevas variables queda determinada por las siguientes
relaciones:

{Āx(x), Ex(x′)} = 2Gβδ(x− x′), (2.99)

{Āρ(x), Eρ(x′)} = 2Gβδ(x− x′), (2.100)

{η(x), P̄ η(x′)} = 2Gβδ(x− x′), (2.101)

con todos los demás corchetes iguales a cero. Mientras que los tres v́ınculos
(2.61), (2.66), (2.94) adoptan la forma

U =
1

2Gβ
P̄ η, (2.102)

D =
1

2Gβ
(Ā′ρE

ρ + η′P̄ η − Āx(Ex)′), (2.103)

C =
1

2G

{
− Eρ√

|Ex|
−

Ā2
ρE

ρ

4β2
√
|Ex|

− sgn(Ex)

√
|Ex|ĀρĀx
β2

− sgn(Ex)

√
|Ex|(Ex)′(Eρ)′

(Eρ)2
+

((Ex)′)2

4
√
|Ex|Eρ

+ sgn(Ex)

√
|Ex|(Ex)′′

Eρ

}
.

(2.104)
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Los corchetes de Poisson entre los v́ınculos están dados por:

{CG[λ], CG[λ′]} = 0, (2.105)

{CG[λ], C[N ]} = 0, (2.106)

{CG[λ], Cdiff [Nx]} = −CG[Nxλ′] = CG[LNxλ], (2.107)

{Cdiff [Mx], Cdiff [Nx]} = Cdiff [Mx(Nx)′ −Nx(Mx)′] ≡ Cdiff [[Mx, Nx]]
(2.108)

{C[N ], Cdiff [Nx]} = −C[NxN ′] = −C[LNxN ], (2.109)

{C[N ], C[M ]} = Cdiff

[
(NM ′ −MN ′)

E2
x

|h|

]
− CG

[
(NM ′ −MN ′)

E2
x

|h|
η′
]
.

(2.110)

Vemos entonces que los v́ınculos son de primera clase. El álgebra es abierta
pues en lugar de constantes de estructura se tienen funciones de estructura,
dependientes de las variables dinámicas.

El hamiltoniano en la teoŕıa completa está dado por

H = C[N(~x)] + Cdiff [Nα(~x)] + CG[ωi · t(~x)]. (2.111)

Como mostramos anteriormente, en el caso de un espacio-tiempo con simetŕıa
esférica H adopta la forma

H = C[N ] + Cdiff [Nx] + Cg[ω
3 · t]

≡
∫
I

dx[N(x)C(x) +Nx(x)D(x) + (ω3(x) · t)U(x)],
(2.112)

donde N,Nx y ω3 · t son multiplicadores de Lagrange. La evolución de las
variables canónicas con respecto al parámetro t está descrita por las ecuaciones
de Hamilton, arrojando los resultados

˙̄Ax = 2Gβ

{
N
∂C

∂Ex
−
(
N

∂C

∂(Ex)′

)′
+

(
N

∂C

∂(Ex)′′

)′′
−
(
Nx ∂D

∂(Ex)′

)′}
,

(2.113)

˙̄Aρ = 2Gβ

{
N
∂C

∂Eρ
−
(
N

∂C

∂(Eρ)′

)′
+Nx ∂D

∂Eρ

}
, (2.114)

Ėx = −2Gβ

{
N
∂C

∂Āx
+Nx ∂D

∂Āx

}
, (2.115)

Ėρ = −2Gβ

{
N
∂C

∂Āρ
−

(
Nx ∂D

∂Ā′ρ

)′}
, (2.116)

η̇ = 2Gβ

{
Nx ∂D

∂P̄ η
+ (ω3 · t) ∂U

∂P̄ η

}
= Nxη′ + (ω3 · t), (2.117)

˙̄P η = −2Gβ

(
−Nx ∂D

∂η′

)′
= (NxP̄ η)′. (2.118)

Los tres v́ınculos U = 0, D = 0 y C = 0 conjuntamente con las ecuaciones de
Hamilton de arriba son completamente equivalentes a las ecuaciones de Einstein.
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Cabe mencionar que el v́ınculo de Gauss U = 0 implica solamente P̄ η =
0. Por otra parte, se puede observar que la evolución del par (η; P̄ η) es in-
dependiente de las variables (Āx, Āρ;E

x, Eρ) y rećıprocamente. Esto se debe
a que la geometŕıa del espacio-tiempo queda completamente especificada por
(Āx, Āρ;E

x, Eρ), mientras que las variables (η; P̄ η) dan cuenta de los grados
de libertad internos. Por lo tanto, la estructura canónica en términos de las
variables (Āx, Āρ, η;Ex, Eρ, P̄ η) desacopla los grados de libertad gauge de los
geométricos. Para verificar esta aserción, estudiemos la relación entre las varia-
bles de Ashtekar y las variables métricas.

Comencemos escogiendo coordenadas xα = (x, θ, φ) sobre el espacio tridi-
mensional Σt con simetŕıa esférica. El elemento de ĺınea está completamente
caracterizado por dos funciones, Λ(t, x) y R(t, x) tales que

dσ2(t) = hαβdx
αdxβ = Λ2(t, x)dx2 +R2(t, x)dΩ2, (2.119)

donde dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2 y R es el radio de curvatura. Esta expresión para
el elemento de ĺınea junto con las relaciones (2.74) implican directamente que

Eρ = RΛ, |Ex| = R2. (2.120)

Por otro lado, para especificar el elemento de ĺınea del espacio-tiempo cuadri-
dimensional (M, g) también son necesarios la función lapso N y el vector shift
Nα:

ds2 = gµνdx
µdxν = −N2dt2 + hαβ(dxα +Nαdt)(dxβ +Nβdt). (2.121)

Debido a la simetŕıa esférica, sólo la componente radial Nx del vector shift
sobrevive y tanto N(t, x) como Nx(t, x) dependen únicamente de t y x. La
curvatura extŕınseca puede expresarse en función de estas variables como:

Kαβ =
1

2N

(
∂Nα
∂xβ

+
∂Nβ
∂xα

− ∂tgαβ − 2ΓγαβN
γ

)
. (2.122)

Para el elemento de ĺınea (2.119), las componentes no nulas de Kαβ son:

Kxx = −N−1Λ(Λ̇− (ΛNx)′), (2.123)

Kθθ = −N−1R(Ṙ−R′Nx), (2.124)

Kφφ = sin2 θKθθ. (2.125)

Utilizando la relación mostrada en el caṕıtulo anterior Ki
α = Kβ

αe
i
β y las formas

diagonales de K (2.86) y e (2.73) se obtienen las siguientes identidades:

Āx =Ax + (α+ β)′ = βK3
x = βKx

xe
3
x = βKxx

√
Ex

Eρ

=βKxxΛ−1 = −βN−1(Λ̇− (ΛNx)′)

(2.126)

Āρ =2Aρ cosα = 2β(K1)′θ = 2βKθθ
1√
Ex

=2βKθθR
−1 = −2βN−1(Ṙ−R′Nx).

(2.127)

En conclusión, las componentes de E se vinculan con la geometŕıa intŕınseca
de la hipersuperficie Σt, mientras que las componentes de A están relacionadas
con la geometŕıa extŕınseca. Por su parte, las variables (η, P̄ η) están asociadas
únicamente a los grados de libertad internos de U(1), los cuales se encuentran
completamente desacoplados de los grados de libertad correspondientes a la
métrica.
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2.5. Abelianización del v́ınculo hamiltoniano

Una de las principales dificultades que surgirán al momento de cuantizar la
teoŕıa, reside en el hecho de que el corchete de Poisson entre dos v́ınculos ha-
miltonianos (2.110) arroja como resultado un v́ınculo de Gauss y un v́ınculo de
difeomorfismos cuyo multiplicador depende de las variables dinámicas. Esto im-
plica que el álgebra de los v́ınculos es un álgebra abierta y no de Lie, de manera
que no es posible aplicar las técnicas estándar de cuantización de Dirac a la
teoŕıa. En esta sección probaremos que mediante un reescalado de los multipli-
cadores de Lagrange y una combinación lineal con el v́ınculo de difeomorfismos
se puede abelianizar el v́ınculo hamiltoniano, posibilitando la aplicación del pro-
cedimiento de cuantización canónica[23, 19].

En lo que sigue, consideraremos β = 1, Ex > 0 y momentáneamente utiliza-
remos G = 1. En término de la variables asociadas a la curvatura extŕınseca el
v́ınculo de difeomorfismos (2.104) puede reescribirse como

C =
((Ex)′)2

8
√
ExEρ

− Eρ

2
√
Ex
− 2Kρ

√
ExK̄x −

EρK2
ρ

2
√
Ex

−
√
Ex(Ex)′(Eρ)′

2(Eρ)2
+

√
Ex(Ex)′′

2Eρ
.

(2.128)

donde K̄x = 2Kx. En lo que queda de este caṕıtulo suprimiremos la barra en K̄x

para simplificar la notación, por lo tanto, siempre que aparezca Kx estaremos
haciendo referencia a K̄x.

Los corchetes de Poisson están dados por

{Kx(x), Ex(y)} = δ(x− y), (2.129)

{Kρ(x), Eρ(y)} = δ(x− y), (2.130)

donde los demás corchetes son nulos. Luego, el corchete de Poisson entre el
v́ınculo hamiltoniano y las variables dinámicas da lugar a:

{C,Kρ} =
1

(Eρ)2

((Ex)′)2

8
√
Ex

δ(x− y) +
1 +K2

ρ

2
√
Ex

δ(x− y) +

√
Ex(Ex)′′

2Eρ
δ(x− y)

−
√
Ex

(Eρ)3
(Ex)′(Eρ)′δ(x− y) +

√
Ex(Ex)′

2(Eρ)2
δx(x− y)

(2.131)

{C,Eρ} =− Eρ√
Ex

Kρδ(x− y)− 2Kx

√
Exδ(x− y) (2.132)

{C,Kx} =
1

4

(Ex)′√
ExEρ

(−δx(x− y)) +
1

16

((Ex)′)2

(
√
Ex)3Eρ

δ(x− y)

−
Eρ(1 +K2

ρ)

4(
√
Ex)3

δ(x− y) +
KρKx√
Ex

δ(x− y) +
1

4

(Ex)′(Eρ)′√
Ex(Eρ)2

δ(x− y)

+

√
Ex(Eρ)′

2(Eρ)2
δx(x− y)− 1

4

(Ex)′′√
ExEρ

δ(x− y)−
√
Ex

2Eρ
δxx(x− y)

(2.133)

{C,Ex} = −2Kρ

√
Exδ(x− y). (2.134)
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El corchete de Poisson entre dos v́ınculos hamiltonianos es:

{C(N), C(M)} =

{
C(N),

∫
dyM

((Ex)′)2

8
√
ExEρ

}
+

{
C(N),−

∫
Mdy

Eρ

2
√
Ex

(1 +K2
ρ)

}
+

{
C(N),−

∫
Mdy2KρKx

√
Ex
}

{
C(N),−

∫
Mdy

√
Ex(Ex)′(Eρ)′

2(Eρ)2

}
+

{
C(N),

∫
Mdy

√
Ex(Ex)′′

2Eρ

}
.

Reemplazando los corchetes de Poisson entre el v́ınculo hamiltoniano y las va-
riables dinámicas por sus valores:

{C(N), C(M)} =

∫
dx

Ex

(Eρ)2
(MN ′ −NM ′)(Kx(Ex)′ − (Kρ)

′Eρ). (2.135)

Para abelianizar el v́ınculo hamiltoniano, en primer lugar, le sumamos a éste
un múltiplo del v́ınculo de difeomorfismos,

C̄ ≡C − 2
√
Ex

(Ex)′
KρCdiff =

((Ex)′)2

8
√
ExEρ

− Eρ

2
√
Ex

(1 +K2
ρ)

− 2
√
ExEρ

(Ex)′
KρK

′
ρ −
√
Ex(Ex)′(Eρ)′

2(Eρ)2
+

√
Ex(Ex)′′

2Eρ
,

(2.136)

y posteriormente lo reescalamos por la cantidad (Ex)′

Eρ , de modo que

CA ≡
(Ex)′

Eρ
C̄ = −

(√
Ex
[
1 +K2

ρ −
((Ex)′)2

4(Eρ)2

])′
, (2.137)

con lo cual, el v́ınculo hamiltoniano se convierte en una derivada total. Verifi-
quemos que este nuevo v́ınculo hamiltoniano está abelianizado:

{CA(N), CA(M)} =∫
dxdyN(x)M(y)

[
(Ex)′Kρ√

Ex
{CA(x),Kρ(y)}

+ 2
√
Ex({CA(x),Kρ)(y)}(Kρ)

′ + {CA(x), (Kρ)
′}Kρ)

+
1

2

(((Ex)′)2
√
Ex)′

(Eρ)3
{CA(x), Eρ(y)} − 3

2

√
Ex((Ex)′)2

(Eρ)4
(Eρ)′{CA(x), Eρ(y)}

+

√
Ex((Ex)′)2

2(Eρ)3
{CA(x), (Eρ)′(y)}

]
(2.138)

sustituyendo, entonces, los corchetes que se muestran a continuación en la ex-
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presión (2.138),

{CA(x),Kρ(y)} =

(
((Ex)′)2

√
Ex

2(Eρ)3

)′
(−δ(x− y)) +

√
Ex((Ex)′)2

2(Eρ)3
(−δx(x− y)),

(2.139)

{CA(x), Eρ(y)} = (2
√
ExKρ)

′δ(x− y) + 2
√
ExKρδx(x− y), (2.140)

{CA(x), (Eρ)′(y)} = (2
√
ExKρ)

′(−δx(x− y))− 2
√
ExKρδxy(x− y), (2.141)

{CA(x), (Kρ)
′(y)} =

(
((Ex)′)2

√
Ex

2(Eρ)3

)′
(−δ(x− y)) (2.142)

+

√
Ex((Ex)′)2

2(Eρ)3
(−δxy(x− y)), (2.143)

y resolviendo algunas integrales por partes se obtiene la identidad:

{CA(N), CA(M)} =

∫
dy(−(MA′)′NB − (MA)′(NB)′ −MA(NB′)′)

+ (B′M)′NA+ (NA′)′BM + (MB)′(NA)′),

(2.144)

donde A ≡ 2
√
ExKρ y B ≡

√
Ex((Ex)′)2

2(Eρ)3 . Realizando las derivadas correspon-

dientes se consigue el resultado buscado,

{CA(N), CA(M)} = 0. (2.145)

En efecto, con este nuevo v́ınculo hamiltoniano el álgebra de los v́ınculos es
un álgebra de Lie. Nos encontramos, ahora śı, bajo las condiciones adecuadas
para aplicar la cuantización de Dirac, lo que haremos en el caṕıtulo 5.

Antes de concluir esta sección, mostraremos que este nuevo conjunto de v́ıncu-
los da lugar a la misma solución métrica que los anteriores, a saber, la solución
de Schwarzschild. En lo que sigue, eliminaremos la libertad gauge asociada al
v́ınculo de Gauss, imponiendo η = 0. Los v́ınculos, tras la modificación realizada
al v́ınculo hamiltoniano, están dados por

C(N̄) = −
∫
dxN̄

[√
Ex
(

1− ((Ex)′)2

4(Eρ)2
+ (Kρ)

2

)]′
, (2.146)

Cdiff(N̄r) =

∫
dxN̄r[−(Ex)′Kx + Eρ(Kρ)

′] (2.147)

donde

Nr = N̄r − 2N
Kρ

√
Ex

(Ex)′
, N = N̄

(Ex)′

Eρ
. (2.148)

Integrando por partes el v́ınculo hamiltoniano se obtiene:

C(Ñ) = −
∫
dxÑ

(
−
√
Ex(1 +K2

ρ) + 2GM +
((Ex)′)2

√
Ex

4(Eρ)2

)
, (2.149)
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donde la función lapso es ahora Ñ ≡ N̄ ′. El término 2GM surge tras imponer
condiciones de borde para la función lapso [27, 20, 23]. El hamiltoniano total es

H =

∫
dx
[
Ñ
(√

Ex(1 +K2
ρ)− ((Ex)′)2

√
Ex

4(Eρ)2
− 2GM

)
+ N̄r(−(Ex)′Kx + EρK ′ρ)

]
.

(2.150)

Fijando las condiciones de gauge Ex = x2 y Kρ = 0 e imponiendo su conserva-
ción en el tiempo:

{Ex, H} = −N̄r(Ex)′ = 0 =⇒ N̄r = 0, (2.151)

entonces,

Nr = −2N
Kρ

√
Ex

(Ex)′
= 0. (2.152)

Como N̄r = 0, entonces {Kρ, H} = 0 implica que Ñ = 0, por lo tanto, N̄ ′ = 0:

N̄ ′ = 0 →
(

Eρ

(Ex)′
N

)′
= 0, (2.153)

eligiendo la constante de integración igual a 1/2, obtenemos:

N =
1

2

(Ex)′

Eρ
. (2.154)

Por otro lado, resolviendo el v́ınculo hamiltoniano

√
Ex(1 +K2

ρ) + 2GM +
((Ex)′)2

√
Ex

4(Eρ)2
= 0, (2.155)

y reemplazando por las fijaciones de gauge para Ex y Kρ

Eρ =
x√

1− 2GM
x

. (2.156)

Sustituyendo este valor para Eρ y la fijación de gauge para Ex en (2.154),

N =

√
1− 2GM

x
. (2.157)

Por lo tanto, la métrica es:

ds2 =− (N2 − gNxNx)dt2 +
(Eρ)2

Ex
dx2 + ExdΩ2

=

(
1− 2GM

x

)
dt2 +

(
1− 2GM

x

)−1

dx2 + x2dΩ2.

(2.158)

En efecto, hemos recuperado la métrica de Schwarzschild en su forma usual.
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Caṕıtulo 3

Renormalización en
espacio-tiempo continuo

En este caṕıtulo abordaremos la renormalización del tensor enerǵıa-momento
asociado a un campo escalar libre en un espacio-tiempo con curvatura, es decir,
de la cantidad 〈Tµν〉 que aparece en la teoŕıa semiclásica

Rµν −
1

2
Rgµν + ΛBgµν = −8πGB〈Tµν〉. (3.1)

Para ello introduciremos, en primer término, la teoŕıa del campo escalar libre
en un espacio-tiempo curvo cualquiera, luego nos detendremos en algunos desa-
rrollos que permiten un estudio más exhaustivo de las divergencias ultravioletas,
para luego aplicar sobre las mismas el método de regularización dimensional,
obteniendo finalmente un valor renormalizado de 〈Tµν〉.

3.1. Cuantización del campo escalar

La cuantización del campo escalar sobre un espacio-tiempo curvo guarda una
gran similitud con la del espacio-tiempo de Minkowski. La densidad lagrangeana
está dada por:

L(x) =
1

2

√
−g(x)[gµνφ(x);µφ(x);ν − (m2 + ξR(x))φ2(x)], (3.2)

donde x es un punto del espacio-tiempo, φ(x) un campo escalar y m la masa del
cuanto de dicho campo. El punto y coma ; en los sub́ındices indica una derivada
covariante (de aqúı en adelante adoptaremos esta convención). El acoplamiento
entre los campos escalar y gravitacional está representado por el término ξRφ2,
donde ξ es un factor numérico y R(x) es el escalar de Ricci. Se trata del único
acoplamiento local de este tipo con las dimensiones correctas. La acción, en
consecuencia, está dada por:

S =

∫
L(x)dnx, (3.3)

donde n es la dimensión del espacio-tiempo. La ecuación del movimiento deri-
vada de δS

δφ = 0 es

[�x +m2 + ξR(x)]φ(x) = 0, (3.4)
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donde �x = gµν∇µ∇ν . El producto escalar entre los campos se define como

(φ1, φ2) = −i
∫

Σ

[φ1(x)∂µφ2(x)∗ − (∂µφ1)φ2]
√
−gΣ(x)dΣµ, (3.5)

donde dΣµ = nµdΣ, siendo nµ un vector unitario dirigido hacia el futuro, orto-
gonal a la hipersuperficie espacial Σ y dΣ el elemento de volumen en Σ. Bajo la
hipótesis de que Σ es una superficie de Cauchy, se puede mostrar que (φ1, φ2)
es independiente de Σ [25].

Existe un conjunto completo de modos, ui(x), solución de (3.4), que son or-
tonormales en el producto interno (3.5), de modo que:

(ui, uj) = δij , (u∗i , u
∗
j ) = −δij , (ui, u

∗
j ) = 0, (3.6)

lo que permite expandir φ:

φ(x) =
∑
i

[aiui(x) + a†iu
∗
i (x)]. (3.7)

La cuantización covariante de la teoŕıa es implementada adoptando las rela-
ciones de conmutación

[ai, a
†
j ] = δij , etc. (3.8)

La construcción del estado vaćıo, del espacio de Fock, etcétera puede realizarse
exactamente igual al caso minkowskiano. Sin embargo, existe una ambigüedad
inherente a este formalismo. En el espacio de Minkowski hay un conjunto natu-
ral de modos, asociados con el sistema de coordenadas rectangulares (t, x, y, z).
Dichas coordenadas están asociadas con el grupo de Poincaré, la acción del cual
deja invariante el elemento de ĺınea de Minkowski, espećıficamente, el vector ∂

∂t
es un vector de Killing del espacio de Minkowski, ortogonal a las hipersuper-
ficies tipo espacio t =constante y los modos son autofunciones de este vector
de Killing con autovalores −iω (ω > 0). El vaćıo es invariante bajo la acción
del grupo de Poincaré. En un espacio-tiempo curvo el grupo de Poincaré ya no
es un grupo de simetŕıa, y, en general, no habrá vectores de Killing que per-
mitan definir modos de frecuencia positiva. Aśı, tampoco dispondremos de una
descomposición natural de φ en acuerdo con estas coordenadas privilegiadas.

Podemos considerar, en consecuencia, un segundo conjunto completo de mo-
dos ortonormales ūj(x), tales que

φ(x) =
∑
j

[āj ūj(x) + ā†j ū
∗
j (x)]. (3.9)

Esta nueva descomposición de φ permite definir un nuevo estado vaćıo y un
nuevo espacio de Fock. Como ambos conjuntos de modos son completos, los
nuevos modos pueden expresarse en función de los viejos:

ūj =
∑
i

(αjiui + βjiu
∗
i ), (3.10)

y rećıprocamente:

ui =
∑
j

(α∗jiūj − βjiū∗j ). (3.11)
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Estas relaciones son conocidas como transformaciones de Bogolubov. Las ma-
trices αij , βij se denominan coeficientes de Bogolubov. Usando las relaciones
anteriores y (3.6) pueden determinarse estos coeficientes:

αij = (ūi, uj), βij = −(ūi, u
∗
j ). (3.12)

Considerando que ambas expansiones para φ deben ser iguales y la ortonorma-
lidad de los modos se puede mostrar que:

ai =
∑
j

(αjiāj + β∗jiā
†
j), (3.13)

āj =
∑
i

(α∗jiai − β∗jia
†
i ). (3.14)

Además, los coeficientes de Bogolubov satisfacen las propiedades∑
k

(αikα
∗
jk − βikβ∗jk) = δij , (3.15)∑

k

(αikβjk − βikαjk) = 0. (3.16)

De (3.13) se sigue inmediatamente que dos espacios de Fock basados en dos
elecciones diferentes de modos, ui y ūj , son diferentes cuando βji 6= 0. Por
ejemplo, |0̄〉 (el vaćıo asociado a los modos ūi) no será aniquilado por ai:

ai|0̄〉 =
∑
j

β∗ji|1̄j〉 6= 0. (3.17)

Incluso el valor esperado del operador número Ni = a†iai, para el número de
part́ıculas en el modo ui, en el estado |0̄〉, es

〈0̄|Ni|0̄〉 =
∑
j

|βji|2, (3.18)

de manera que el vaćıo de los modos ūj contiene
∑
j |βji|2 part́ıculas en el modo

ui.
El espacio de Fock basado en el estado |0〉 puede relacionarse con el que se

basa en |0̄〉 usando la relación de completitud del espacio de Fock:

| (1)ni1 ,
(2)ni2 , . . . 〉

=

∞∑
k=0

∑
j1...jk

|1̄j1 , 1̄j2 , . . . , 1̄jk〉〈1̄j1 , 1̄j2 , . . . , 1̄jk | (1)ni1 ,
(2)ni2 , . . .〉.

(3.19)

En la notación usada aqúı tenemos, por ejemplo,

| (1)ni1〉 = |1i1 , 1i1 , . . . , 1i1〉/( (1)ni!)
1/2, (3.20)

donde “1i1” está repetido (1)ni veces. El elemento de matriz

〈1̄j1 , 1̄j2 , . . . , 1̄jk | (1)ni1
(2)ni2 , . . .〉 (3.21)
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puede interpretarse como la amplitud de transición del estado | (1)ni1
(2)ni2 , . . . 〉

a |1̄j1 , 1̄j2 , . . . , 1̄jk〉, y puede escribirse en términos de los coeficientes de Bogo-
lubov. En particular, la transición del vaćıo a un estado de muchas part́ıculas
puede obtenerse escribiendo este último estado en función del vaćıo y operadores
de creación, obteniéndose los resultados:

〈0̄ | 1j1 , . . . , 1jk〉

{
ik/2〈0̄ | 0〉

∑
ρ Λρ1ρ2 . . .Λρk−1ρk si k es par

0 si k es impar
(3.22)

〈1̄j1 , 1̄j2 , . . . , 1̄jk | 0〉

{
ik/2〈0̄ | 0〉

∑
ρ Vρ1ρ2 . . . Vρk−1ρk si k es par

0 si k es impar
(3.23)

donde la suma en ρ barre todas las permutaciones posibles del conjunto
{j1, . . . , jk} y

Λij = −i
∑
k

βkjα
−1
ik , (3.24)

Vij = i
∑
k

β∗jkα
−1
ki . (3.25)

Las amplitudes de transición de estados de muchas a muchas part́ıculas puede
encontrarse en [7].

Funciones de Green

En espacio-tiempos curvos las funciones de Green se definen de la misma
manera que en el espacio-tiempo de Minkowski, guardando especial cuidado en
lo referente a la elección del estado vaćıo pues, como acabamos de mostrar, no
es único. El propagador de Feynman para el campo descrito por (3.4) es:

iGF (x, x′) = 〈0|T (φ(x)φ(x′))|0〉 (3.26)

que, como consecuencia de (3.4), satisface

[�x +m2 + ξR(x)]GF (x.x′) = −(−g(x))−1/2δn(x− x′). (3.27)

Es importante resaltar que (3.27) no especifica el estado |0〉 que aparece en
(3.26), aśı como tampoco asegura que la solución tenga la propiedades de un
producto T-ordenado. Para fijar el estado vaćıo e imponer el orden temporal
deben especificarse las condiciones de borde sobre la solución de (3.27). En
espacio-tiempos curvos la mencionada especificación no es tan simple como en el
caso minkowskiano, estando sujeta a caracteŕısticas globales del espacio-tiempo
curvo en concreto.

Concluimos esta sección con el tensor de enerǵıa-impulso para el campo esca-
lar acoplado a gravedad. A partir de la igualdad

Tµν =
2

[−g(x)]1/2
δS

δgµν
, (3.28)

puede calcularse directamente, dando como resultado:

Tµν =(1− 2ξ)φ;µφ;ν + (2ξ − 1/2)gµνg
ρσφ;ρφσ − 2ξφ;µνφ

− 2ξφ;µνφ+ 2/nξgµνφ�φ− ξ[Rµν − 1/2Rgµν + 2(n− 1)/nξRgµν ]φ2.

(3.29)
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3.2. Expansión de funciones de Green

Para tratar con las divergencias ultravioletas que emergen al calcular 〈Tµν〉,
únicamente hay que considerar el comportamiento de los campos para frecuen-
cias altas (o longitud de onda corta). En esta sección nos detendremos en el
comportamiento de las funciones de Green, tales como GF (x, x′) (de Feynman)
en el ĺımite x→ x′.

En coordenadas normales de Riemann (ver apéndice C) yµ, para el punto x,
con origen en el punto x′, la métrica puede desarrollarse como

gµν = ηµν +
1

3
Rµανβy

αyβ − 1

6
Rµανβ;γy

αyβyγ

+

[
1

20
Rµανβ;γδ +

2

45
RαµβλR

λ
γνδ

]
yαyβyγyδ + . . .

(3.30)

donde ηµν es la métrica de Minkowski y los coeficientes están evaluados en y = 0.
Por su parte, el determinante de la métrica puede desarrollarse como

g =1− 1

3
Rαβy

αyβ − 1

6
Rαβ;γy

αyβyγ

+

(
1

18
RαβRγδ −

1

90
RκλαβR

λ
γδκ −

1

20
Rαβ;γδ

)
× yαyβyγyδ + . . .

(3.31)

Todos los ı́ndices a la derecha de las igualdades (3.30) y (3.31) se suben y bajan
mediante la métrica de Minkowski ηµν . Se define:

ḠF (x, x′) ≡ (−g(x))1/4GF (x, x′)→ GF (x, x′) = (−g(x))−1/4ḠF (x, x′). (3.32)

Sustituyendo esta última expresión y los desarrollos (3.30) y (3.31) en la ecuación
(3.27) se encuentra que ḠF (x, x′) satisface la ecuación

ηµν∂µ∂νḠ+
[
m2 + (ξ − 1

6
)R
]
Ḡ− 1

3
R ν
α y

α∂νḠ+
1

3
Rµ ν

α βy
αyβ∂µ∂νḠ

−
(
ξ − 1

6

)
R;αy

αḠ+
(
− 1

3
R ν
α ;β +

1

6
R ;ν
αβ

)
yαyβ∂νḠ+

1

6
Rµ ν

α β;γ∂µ∂νḠ

× yαyβyγ +
1

2

(
ξ − 1

6

)
R;αβy

αyβḠ+
(
− 1

30
R λ
α Rλβ +

1

60
R λ
α Rλβ +

1

120
R;αβ

+
1

60
Rλµκα Rλµκβ −

1

40
�Rαβ

)
yαyβḠ+

(
− 3

20
Rνα;βγ +

1

10
R ;ν
αβ γ −

1

60
Rκ ν

α β

+
1

15
RκαλβR

ν λ
κ γ

)
yαyβyγ∂νḠ+

( 1

20
Rµ ν

α β;γδ +
1

15
RµαλβR

λ ν
γ δ

)
yαyβyγyδ

× ∂µ∂νḠ = −δ(y),

(3.33)

donde hemos omitido el sub́ındice F para simplificar notación. Hemos reteni-
do en el desarrollo anterior únicamente términos que involucran derivadas de
la métrica hasta orden cuatro, ya que, como probaremos más adelante, estos
términos agotan las divergencias ultravioletas que surgen durante la renormali-
zación del tensor enerǵıa-impulso. La transformada de Fourier de ḠF (x, x′) está
dada por

ḠF (x, x′) = (2π)−n
∫
dnke−ikyḠF (k), (3.34)
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con ky = ηαβkαyβ . Puede garantizarse que esta ecuación representa un pro-
ducto tiempo ordenado integrando en k0 con el contorno apropiado, lo que es
equivalente a sustituir m2 por m2 − iε. Para hallar la solución de (3.33) en el
espacio de momentos procederemos iterativamente. En primer lugar, escribimos

Ḡ(k) = Ḡ0(k) + Ḡ1(k) + Ḡ2(k) + . . . , (3.35)

de forma que

Ḡi(x, x
′) =

∫
dnk

(2π)n
eikyḠi(k), i=0,1,2 . . . , (3.36)

donde Ḡi(k) posee un coeficiente geométrico que involucra i derivadas de la
métrica, de lo que se sigue que Ḡi(k) es de orden k−(2−i), en consecuencia,
(3.35) es una expansión asintótica para valores grandes de k. Es fácil ver que la
solución de orden más bajo viene dada por:

Ḡ0(k) = (k2 −m2)−1 (3.37)

y que
Ḡ1(k) = 0. (3.38)

Luego, Ḡ2 debe satisfacer

ηµν∂µ∂νḠ2 +m2Ḡ2 +
(
ξ − 1

6

)
RḠ0 −

1

3
R ν
α y

α∂νḠ0

+
1

3
Rµ ν

α βy
αyβ∂µ∂νḠ0 = 0,

(3.39)

pero Ḡ0(x, x′) es invariante Lorentz, puesto que sólo es función de ηαβy
αyβ . En

consecuencia,

−1

3
R ν
α y

α∂νḠ0 +
1

3
Rµ ν

α βy
αyβ∂µ∂νḠ0 = 0, (3.40)

con lo cual (3.39) es equivalente a

ηµν∂µ∂νḠ2 +m2Ḡ2 +
(
ξ − 1

6

)
RḠ0 = 0, (3.41)

que en el espacio de momentos toma la forma

(−k2 +m2)Ḡ2(k)+
(
ξ− 1

6

)
R(k2−m2)−1 = 0→ Ḡ2(k) = − (1/6− ξ)R

(k2 −m2)2
. (3.42)

La invariancia Lorentz de Ḡ0(x, x′) también da lugar a simplificaciones en
(3.33) para el cálculo de Ḡ3 y Ḡ4, a saber,(

− 1

3
R ν
α ;β +

1

6
R ;ν
αβ

)
yαyβ∂νḠ0 +

1

6
Rµ ν

α β;γy
αyβyγ∂µ∂νḠ0 = 0 (3.43)(

− 3

20
Rνα;βγ +

1

10
R ;ν
αβ γ −

1

60
Rκ ν

α βRκγ +
1

15
RκαλβR

ν λ
κ γ

)
yαyβyγ∂νḠ0

+
( 1

20
Rµ ν

α β;γδ +
1

15
RµαλβR

λ ν
γ δ

)
yαyβyγyδ∂µ∂νḠ0 = 0.

(3.44)
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Por otra parte, como Ḡ2(x, x′) también es una cantidad invariante Lorentz,
satisface una igualdad análoga a la satisfecha por Ḡ0 en la ecuación (3.40).
Luego, (3.33) se reduce a la siguiente ecuación para tercer y cuarto orden en
derivadas de la métrica:

ηµν∂µ∂νḠ+
[
m2 +

(
ξ − 1

6

)
R
]
Ḡ−

(
ξ − 1

6

)
R;αy

αḠ+
1

2

(
ξ − 1

6

)
R;αβy

αyβḠ

+
(
− 1

30
R λ
α Rλβ +

1

60
Rκ λ

α βRκλ +
1

60
RλµκαRλµκβ +

1

120
R;αβ −

1

40
�Rαβ

)
× yαyβḠ = −δ(y).

(3.45)

En el espacio de momentos[
k2 −m2 −

(
ξ − 1

6

)
R
]
Ḡ(k) + i

(
ξ − 1

6

)
R;α∂

αḠ(k) +
[
− 1

40
�Rαβ

+
1

120
R;αβ +

1

2

(
ξ − 1

6

)
R;αβ −

1

30
R λ
α Rλβ +

1

60
Rκ λ

α βRκλ +
1

60
RλµκαRλµκβ

]
× ∂α∂βḠ(k) = 1,

(3.46)

donde ∂αḠ(k) = ∂Ḡ/∂kα. Finalmente, utilizando que

(k2 −m2)−1∂α(k2 −m2)−1 = 1/2∂α(k2 +m2)−2, (3.47)

(k2 −m2)−1∂α∂β(k2 −m2)−1 =
1

3
∂α∂β(k2 −m2)−2 − 2/3ηαβ(k2 −m2)−3,

(3.48)

ḠF (k) puede escribirse como

ḠF (k) ≈(k2 −m2)−1 −
(1

6
− ξ
)
R(k2 −m2)−2

+
1

2
i
(1

6
− ξ
)
R;α∂

α(k2 −m2)−2 − 1

3
aαβ∂

α∂β(k2 −m2)−2

+
[(1

6
− ξ
)2

R2 +
2

3
aλλ

]
(k2 −m2)−3,

(3.49)

donde

aαβ =
1

2

(
ξ − 1

6

)
R;αβ +

1

120
R;αβ −

1

40
R λ
αβ;λ −

1

30
R λ
α Rλβ

+
1

60
Rκ λ

α βRκλ +
1

60
RλµκαRλµκβ .

(3.50)

Sustituyendo el resultado para ḠF (k) en ḠF (x, x′) se obtiene:

ḠF (x, x′) ≈
∫

dnk

(2π)n
e−iky

[
a0(x, x′) + a1(x, x′)

(
− ∂

∂m2

)
+ a2(x, x′)

( ∂

∂m2

)2]
(k2 −m2)−1,

(3.51)
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donde

a0(x, x′) ≡ 1 (3.52)

a1(x, x′) ≡
(1

6
− ξ
)
R− 1

2

(1

6
− ξ
)
R;αy

α − 1

3
aαβy

αyβ (3.53)

a2(x, x′) ≡ 1

2

(1

6
− ξ
)2

R2 +
1

3
aλλ, (3.54)

y todas las cantidades geométricas están evaluadas en el origen de coordenadas,
x′.

Introduciendo la representación integral

(k2 −m2 + iε)−1 = −i
∫ ∞

0

dseis(k
2−m2+iε) (3.55)

en (3.51) e integrando en k se obtiene

ḠF (x, x′) = −i(4π)−n/2
∫ ∞

0

ids(is)−n/2exp[−im2s+ (σ/2is)]F (x, x′; is),

(3.56)
donde σ(x, x′) = 1/2yαy

α y la función F está dada por la siguiente expansión
asintótica

F (x, x′; is) ≈ a0(x, x′) + a1(x, x′)is+ a2(x, x′)(is)2 + . . . (3.57)

A partir de esta última expresión y (3.32) se obtiene la siguiente identidad:

GDSF (x, x′) = −i∆1/2(x, x′)(4π)−n/2
∫ ∞

0

ids(is)−n/2e−im
2s+(σ/2is)F (x, x′; is),

(3.58)
Se utiliza el supeŕındice DS para esta expansión puesto que DeWitt y Schwinger
fueron quienes la derivaron originalmente. ∆ es el determinante de Van Vleck
∆(x, x′) = −det[∂µ∂νσ(x, x′)][g(x)g(x′)]−1/2, que en coordenadas normales se
reduce a [−g(x)]−1/2, pues

∆(x, x′) =− det[∂µ∂ν1/2yαy
α][g(x)det(ηµν)]−1/2

= −det[δµν ][−g(x)]−1/2.
(3.59)

En el tratamiento de DeWitt, la extensión de la expansión asintótica (3.57)
a cualquier orden es

F (x, x′; is) ≈
∞∑
0

aj(x, x
′)(is)j , (3.60)

con a0(x, x′) = 1. Las ai siguientes pueden determinarse a través de relaciones
de recursión, de forma similar a como hemos hecho más arriba en esta sección.

3.3. Acción efectiva

Concentrémonos ahora en la teoŕıa semiclásica, donde el campo gravitacio-
nal es tratado clásicamente mientras que los campos materiales son tratados
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cuánticamente. La idea es similar a la teoŕıa semiclásica de la electrodinámica,
donde el campo electromagnético clásico está acoplado al valor esperado del
operador corriente eléctrica. En consecuencia, buscamos una teoŕıa basada en
las ecuaciones de campo de Einstein

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν = −8πGTµν , (3.61)

pero donde el tensor de enerǵıa-momento es considerado como el valor esperado
de una magnitud cuántica

Rµν −
1

2
Rgµν + ΛBgµν = −8πGB〈Tµν〉. (3.62)

La razón para los sub́ındices B en la constante cosmológica y en la constante
de Newton se clarificarán en el transcurso de la renormalización.

La ecuación clásica (3.61) puede derivarse de la acción

S = Sg + Sm, (3.63)

a partir de la ecuación
2√
−g

δS

δgµν
= 0. (3.64)

El sumando Sg en (3.63) corresponde a la acción gravitacional

Sg =

∫
Lg
√
−gdnx =

∫ √
−g(16πGB)−1(R− 2Λ)dnx, (3.65)

de modo que 2
√
−gδSg/δgµν da lugar a la parte izquierda de la ecuación (3.61).

El término Sm corresponde a la acción material clásica, para la cual se satisface:

2√
−g

δSm
δgµν

= Tµν , (3.66)

que es el lado derecho de la igualdad (3.61).
Para trabajar en el caso semiclásico introducimos la acción efectiva W para

los campos materiales cuánticos:

2√
−g

δW

δgµν
= 〈Tµν〉, (3.67)

donde el significado preciso de 〈 〉 será elucidado más adelante. Para estudiar con
más detalle la acción efectiva pondremos foco, brevemente, en algunos conceptos
vinculados con el método de la integral de caminos. Un análisis más detallado
puede encontrarse, por ejemplo, en el trabajo de Abers y Lee [1]. Comenzamos
introduciendo el generador funcional para un campo φ y acción S:

Z[J ] = 〈out, 0 | 0, in〉 =

∫
D[φ]exp

{
iS[φ] + i

∫
dnxJ(x)φ(x)

}
, (3.68)

donde la integral está definida en el espacio de funciones φ con una medida
apropiada. Esta cantidad arroja como resultado la amplitud de transición del
vaćıo inicial |0, in〉 al vaćıo final |0, out〉 en la presencia de una fuente J(x)
encargada de la producción de part́ıculas. En el espacio de Minkowski, cuando
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la mencionada fuente es apagada los dos vaćıos se reducen al vaćıo libre del
espacio-tiempo minkowskiano |0〉, de forma que Z[0] = 〈0 | 0〉 = 1, obteniéndose
una condición de normalización. Diferenciando funcionalmente al generador Z
con respecto a la fuente J , se obtienen las funciones de Green conectadas, tiempo
ordenadas de la teoŕıa, a saber,

ij〈0|T (φ(x1) . . . φ(xj))|0〉c =

(
δj lnZ

δJ(x1) . . . δJ(xj)

)
J=0

. (3.69)

Consideremos ahora el generador funcional para la acción material Sm:

Z[J ] =

∫
D[φ] exp

{
Sm[φ] + i

∫
J(x)φ(x)dnx

}
. (3.70)

La presencia de la corriente externa J puede provocar que el estado vaćıo |0, in〉
sea inestable, i.e., que dé lugar a la producción de part́ıculas. Cuando el espacio-
tiempo es curvo, en general |0, out〉 6= |0, in〉, incluso en la ausencia de corrientes
J , de modo que la condición de normalización del espacio de Minkowski deja de
ser válida. No obstante, la cuantización por integral de caminos aún funciona
cuando el espacio-tiempo goza de curvatura, diferenciándose del espacio plano en
que Sm refiere únicamente a la acción material y J(x) constituye una densidad
escalar (pues estamos trabajando con campos escalares). Aśı, la variación de
(3.70) con respecto a J evaluada en J = 0 es

δZ[0] = i

∫
D[φ]δSme

iSm[φ] = i〈out, 0|δSm|0, in〉 = i〈out, 0|δSm|0, in〉. (3.71)

De esta expresión y (3.66) se deduce directamente que

2√
−g

δZ[0]

δgµν
= i〈out, 0|Tµν |0, in〉. (3.72)

Además, como la acción material viene exponenciada en Z[0], es posible la
identificación

Z[0] = eiW , (3.73)

de donde,
W = −i ln〈out, 0 | 0, in〉 (3.74)

y de (3.72) se deduce que

2√
−g

δW

δgµν
= −i 2√

−gZ[0]

δZ[0]

δgµν
(3.75)

=
〈out, 0|Tµν |0, in〉
〈out, 0 | 0, in〉

. (3.76)

Recordemos que la acción correspondiente a un campo escalar cuántico sobre
un espacio-tiempo curvo viene dada por:

Sm[φ] =
1

2

∫
dnx
√
−g{gµνφ;µφ;ν − [m2 − iε+ ξR]φ2}, (3.77)

donde el factor infinitesimal ε (que se encuentra vinculado a las condiciones de
borde de φ) puede utilizarse para que la integral funcional converja. Integrando
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por partes el primer integrando en (3.77) y despreciando un término de borde,
Sm puede reescribirse como

Sm[φ] = −1

2

∫
dnx
√
−gφ[� +m2 − iε+ ξR]φ, (3.78)

lo que permite sustituir el exponente de la integral en (3.70) por:

−1

2

∫
dnxdny

√
−g(x)

√
−g(y)φ(x)Kxyφ(y) +

∫
dnxJ(x)φ(x), (3.79)

donde el operador simétrico Kxy queda definido por medio de la relación:

Kxy ≡ (�x +m2 − iε+ ξR)δn(x− y)[−g(y)]−1/2. (3.80)

Kxy puede tratarse formalmente como una matriz simétrica con ı́ndices conti-
nuos x e y. Su inverso se define como∫

dny[−g(y)]1/2KxyK
−1
yz = δ(x− z)[−g(z)]−1/2. (3.81)

Por otra parte,∫
dny[−g(y)]1/2KxyGF (y, z) (3.82)

=

∫
dny[−g(y)]1/2(�x +m2 − iε+ ξR)GF (y, z)δn(x− y)[−g(y)]−1/2 (3.83)

= −(�x +m2 − iε+ ξR)GF (x, z) = −δ(x− z)[−g(z)]−1/2, (3.84)

donde hemos utilizando la identidad∫
dnx[−g(x)]1/2δn(x− y)[−g(y)]−1/2 = 1, (3.85)

y la ecuación (3.27). Luego,

K−1
xz = −GF (x, z). (3.86)

Kxy satisface, además, las siguientes propiedades:∫
dny(−g(y))1/2K1/2

xy K
1/2
yz = Kxz, (3.87)∫

dny(−g(y))1/2K1/2
xy K

−1/2
yz = δn(x− z)(−g(z))−1/2. (3.88)

Consideremos ahora el cambio de variable

φ′(x) =

∫
dny

√
−g(y)K1/2

xy φ(y), (3.89)

que, al sustituirlo en (3.79), adquiere la forma

−1

2

∫
dnx

√
−g(x)

[
φ′(x)−

∫
dnyJ(y)K−1/2

yx

]2
− 1

2

∫
dnxdnyJ(x)GF (x, y)J(y).

(3.90)
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Para verificar dicha aserción, desarrollemos el cuadrado en la expresión anterior:

− 1

2

∫
dnx

√
−g(x)

[
φ′(x)−

∫
dnyJ(y)K−1/2

yx

]2
(3.91)

= −1

2

∫
dnx(φ′(x))2 +

∫
dnxdnyφ′(x)J(y)K−1/2

yx

− 1

2

∫
dnxdnydnzJ(y)J(z)K−1/2

yx K−1/2
zx − 1

2

∫
dnxdnyJ(x)J(y)GF (x, y).

(3.92)

El primer sumando en (3.92) consiste en:

− 1

2

∫
dnxdnydnzK1/2

xy K
1/2
xz φ(y)φ(z)

√
−g(y)

√
−g(z)

√
−g(x)

= −1

2

∫
dnydnzKyzφ(y)φ(z)

√
−g(y)

√
−g(z),

(3.93)

mientras que el segundo sumando verifica:∫
dnxdnydnzK1/2

xz K
−1/2
yx

√
−g(z)

√
−g(x)J(y)

=

∫
dnydnzδn(z − y)(−g(z))−1/2(−g(z))1/2J(y)φ(z) =

∫
dnyJ(y)φ(y),

(3.94)

donde hemos utilizado las propiedades (3.87), (3.88). Análogamente, puede cons-
tatarse que el tercer y cuarto término se cancelan mutuamente. Al sustituir,
entonces, (3.90) en el exponente (3.70) y realizar la integral, el segundo término
en (3.90) puede removerse de la misma, pues se trata de una cantidad indepen-
diente de φ, mientras que el primero da lugar a una integral de tipo gaussiano
que puede resolverse, arrojando como resultado un factor numérico. En conse-
cuencia,

Z(J) ∝ (detK1/2)−1exp
[
− 1

2
i

∫
dnxdnyJ(x)GF (x, y)J(y)

]
, (3.95)

donde

(detK1/2)−1 = [det(−GF )]1/2 (3.96)

es el jacobiano que surge del cambio de variable φ → φ′, es decir, de tomar el
determinante de

δφ(y)

δφ′(x)
= (K1/2

xy )−1. (3.97)

Por lo tanto,

Z[0] ∝ [det(−GF )]1/2, (3.98)

donde la constante de proporcionalidad es independiente de la métrica y puede
ignorarse. De (3.73) tenemos que:

W = −i lnZ[0] = −1

2
iTr[ln(−GF )], (3.99)
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donde hemos usado la propiedad del álgebra de matrices ln(detM) = Tr(lnM),
siendo M una matriz cuadrada invertible. En la ecuación anterior, GF se inter-
preta como un operador que opera sobre un espacio de vectores |x〉, normalizados
por:

〈x |x′〉 = δn(x− x′)[−g(x)]−1/2, (3.100)

tal que

GF (x, x′) = 〈x|GF |x′〉. (3.101)

La traza de un operador M que actúa en este espacio se define como

TrM =

∫
dnx[−g(x)]1/2Mxx =

∫
dnx[−g(x)]1/2〈x|M |x〉. (3.102)

Para darle un sentido más claro a la expresión (3.86) debemos usar una repre-
sentación para la función de Green de Feynman GF . Para ese fin, en primer
término, reescribimos el operador equivalente a (3.86) como

GF = −K−1 (3.103)

que puede expresarse de forma integral:

−K−1 = −i
∫ ∞

0

e−iKsds. (3.104)

Por otra parte, la expansión de DeWitt-Schwinger (3.58) da lugar a:

〈x|e−iKs|x′〉 = i(4π)−n/2∆1/2(x, x′)e−im
2s+σ/2isF (x, x′; is)(is)−n/2. (3.105)

Si, además, se asume que K tiene una parte levemente imaginaria, entonces∫ ∞
Λ

e−iKs(is)−1 = −Ei(−iΛK), (3.106)

donde Ei es la función integral exponencial:

Ei(x) = γ + ln(−x) +O(x), (3.107)

y γ es la constante de Euler-Mascheroni, con lo cual∫ ∞
Λ

e−iKs(is)−1ids = −γ − ln(iΛ)− ln(K) = cte. − ln(K), (3.108)

y como ln(−GF ) = ln(K−1)→ ln(−GF ) = − ln(K), entonces∫ ∞
0

e−iKs(is)−1i ds = cte. + ln(−GF ), (3.109)

a menos de una constante independiente de la métrica (infinita) que en lo que
sigue puede ignorarse, lo que implica que

〈x| ln(−GDSF )|x′〉 = −
∫ ∞
m2

GDSF (x, x′)dm2, (3.110)
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donde la integral con respecto a m2 da lugar a una potencia extra (is)−1 que
aparece en (3.109). Ahora estamos en condiciones de calcular W , pues,

Tr[ln(−GF )] = ĺım
x→x′

∫
dnx[−g(x)]1/2〈x| ln(−GF )|x′〉 (3.111)

=− ĺım
x→x′

∫
dnx[−g(x)]1/2

∫ ∞
m2

GDSF (x, x′)dm2, (3.112)

y, consecuentemente,

W =
1

2
i

∫ ∞
m2

dm2

∫
dnx[−g(x)]1/2GDSF (x, x). (3.113)

Definimos la densidad lagrangeana efectiva Leff como

W =

∫
Leff(x)dnx ≡

∫
[−g(x)]1/2Leffd

nx, (3.114)

de modo que

Leff = [−g(x)]−1/2Leff(x) =
1

2
i ĺım
x′→x

∫ ∞
m2

dm2GDSF (x, x′). (3.115)

Se puede observar de la expresión para GDSF que Leff diverge en el ĺımite
inferior de la integral en s, pues el factor con el exponente σ/2s se anula en el
ĺımite x′ → x y la convergencia en el ĺımite superior de la integral del término
con la masa en el exponente queda asegurada por el término −iε, sumado de
manera impĺıcita en la representación de DeWitt-Schwinger de GF . En cua-
tro dimensiones, los términos potencialmente divergentes en la expansión de
DeWitt-Schwinger de Leff son los siguientes:

Ldiv =− ĺım
x′→x

∆1/2(x, x′)

32π2

∫ ∞
0

ds

s3
e−i(m

2s−σ/2s)[a0(x, x′)

+ a1(x.x′)is+ a2(x, x′)(is)2],

(3.116)

donde los coeficientes a0, a1 y a2 están dados por las ecuaciones (3.52)-(3.54). El
resto de los términos de la expansión asintótica son finitos en el ĺımite x′ → x.
Claramente, las divergencias de Leff serán las mismas que afectarán a 〈Tµν〉.
Los coeficientes a0, a1 y a2 en el ĺımite x → x′ son enteramente geométricos,
dependiendo únicamente del tensor de Riemann o sus contracciones. Estas di-
vergencias se deben al comportamiento ultravioleta de los modos del campo
escalar, es decir, de longitud de onda corta. Dichos modos sólo son sensibles
a la geometŕıa local, ignorando las caracteŕısticas globales del espacio-tiempo,
como la topoloǵıa. Estos modos también son independientes del estado cuántico
empleado para 〈Tµν〉, como veremos más adelante.

Debido a la naturaleza enteramente geométrica de Ldiv resulta adecuado con-
siderarlo parte de la contribución gravitacional en vez de una contribución del
campo cuántico material. Por supuesto, esto no es cierto para las demás porcio-
nes finitas de Leff , que incluyen los modos de longitud de onda larga, los cuales
están vinculados con estructuras más grandes de la variedad y son sensibles al
estado cuántico.
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3.4. Regularización dimensional y renormaliza-
ción

Esta sección está dedicada a determinar la forma precisa de los términos
geométricos en Ldiv, de manera de viabilizar una comparación con el lagrangeano
gravitacional convencional Lg que aparece en (3.65). Puesto que los términos
en Ldiv divergen, el objetivo de esta sección consistirá en reexpresarlos de for-
ma que adquieran el aspecto∞×objeto geométrico. Existen varios métodos que
permiten dicha reformulación de los términos divergentes; en esta tesis, nos res-
tringiremos a uno sólo de ellos: la regularización dimensional (otras métodos de
regularización pueden encontrarse en [6]). La estrategia consistirá en considerar
la dimensión f́ısica n como una cantidad variable, extendiéndola anaĺıticamen-
te al plano complejo, permitiendo que las partes divergentes adquieran valores
transitoriamente finitos para estudiar detenidamente las divergencias que surgen
cuando se toma el ĺımite n→ 4.

En n dimensiones, la expansión asintótica de Leff está dada por:

Leff ≈ ĺım
x′→x

∆1/2(x, x′)

2(4π)n/2

∞∑
j=0

aj(x, x
′)

∫ ∞
0

(is)j−1−n/2e−i(m
2s−σ/2s)ids, (3.117)

la cual diverge para j − 1 − n/2 < 0, lo que es equivalente a decir que los
primeros 1/2n+1 términos son divergentes cuando σ → 0. Si n es tratada como
una variable que puede extenderse anaĺıticamente a través del plano complejo,
puede tomarse el ĺımite x′ → x

Leff ≈
1

2
(4π)−n/2

∞∑
j=0

aj(x)

∫ ∞
0

(is)j−1−n/2e−im
2sids (3.118)

donde aj(x) ≡ aj(x, x). Realizando el cambio de variable m2s = u:

∫ ∞
0

(is)j−1−n/2e−im
2sids =

=Γ(j−n/2)︷ ︸︸ ︷∫ ∞
0

(iu)j−n/2−1e−iudu(m2)n/2−j , (3.119)

donde hemos introducido la función Γ:

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt, (3.120)

que permite reescribir el lagrangeano efectivo como

Leff =
1

2
(4π)−n/2

∞∑
j=0

aj(x)(m2)n/2−jΓ(j − n/2). (3.121)

En lugar de permitir que las dimensiones de Leff vaŕıen conforme tomamos el
ĺımite n→ 4, resulta conveniente dejarlas fijas, como (longitud)−4. Para ello es
necesario introducir una escala de masa arbitraria tal que (3.121) se reescribe
como:

Leff ≈
1

2
(4π)−n/2(m/µ)n−4

∞∑
j=0

aj(x)m4−2jΓ(j − n/2). (3.122)
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Cuando n→ 4, los tres primeros términos en la serie anterior divergen, debido
a los polos de las funciones Γ, los cuales son manifiestamente evidentes en los
siguientes desarrollos:

Γ
(
−n

2

)
=

4

n(n− 2)

(
2

4− n
− γ
)

+O(n− 4), (3.123)

Γ
(

1− n

2

)
=

2

2− n

(
2

4− n
− γ
)

+O(n− 4), (3.124)

Γ
(

2− n

2

)
=

2

4− n
− γ +O(n− 4). (3.125)

Llamando a estos tres términos Ldiv, se obtiene

Ldiv = −(4π)−n/2
{ 1

n− 4
+

1

2

[
γ + ln

(
m2

µ2

)]}( 4m4a0

n(n− 2)
− 2m2a1

n− 2
+ a2

)
,

(3.126)
donde hemos utilizado la expansión

(m/µ)n−4 = 1 +
1

2
(n− 4) ln(m2/µ2) +O((n− 4)2), (3.127)

y hemos descartado términos que se anulan cuando n→ 4. Las funciones a0, a1

y a2 son el resultado de tomar el ĺımite x→ x′ en las expresiones (3.52)-(3.54):

a0(x) = 1, (3.128)

a1(x) = (1/6− ξ)R, (3.129)

a2(x) =
1

180
Rαβ;δR

αβ;δ − 1

180
RαβRαβ −

1

6

(
1

6
− ξ
)
�R+

1

2

(
1

6
− ξ
)2

R2.

(3.130)

Por otra parte, el lagrangeano gravitacional está dado por:

Lg = (16πGB)−1(R− 2Λ). (3.131)

Definiendo el nuevo lagrangeano gravitacional como L̃g = Lg + Ldiv se obtiene
el siguiente resultado:

L̃g =

−
(
A+

ΛB
8πGB

)
+

(
B +

1

16πGB

)
R− a2(x)

(4π)n/2

{ 1

n− 4
+

1

2

[
γ + ln

(
m2

µ2

)]}
,

(3.132)

donde

A =
4m4

(4π)n/2n(n− 2)

{ 1

n− 4
+

1

2

[
γ + ln

(
m2

µ2

)]}
, (3.133)

y

B =
2m2(1/6− ξ)
(4π)n/2(n− 2)

{ 1

n− 4
+

1

2

[
γ + ln

(
m2

µ2

)]}
. (3.134)

El primer término a la derecha del signo de igualdad en (3.132) es una constante.
La contribución de Ldiv (A) es, por tanto, indistinguible f́ısicamente de ΛB . Esta
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es la parte del lagrangeano gravitacional que da lugar al término asociado a la
constante cosmológica Λgµν en las ecuaciones de campo. Aśı, el efecto del campo
cuántico escalar es cambiar, o renormalizar, la contante cosmológica ΛB por

Λ ≡ ΛB +
32πm4GB

(4π)n/2n(n− 2)

{
1

n− 4
+

1

2

[
γ + ln

(
m2

µ2

)]}
. (3.135)

Puesto que una observación f́ısica sólo dará lugar al valor renormalizado Λ,
el término divergente 1/(n − 4) cuando n → 4 no encarna ninguna dificultad,
pues nunca es visto de forma aislada. Esta técnica de absorber una cantidad
infinita en una cantidad f́ısica renormalizada es común en teoŕıa cuántica de
campos, por ejemplo, en electrodinámica cuántica un electrón está “vestido”
en una nube de fotones virtuales que contribuyen (infinitamente) a la masa del
electrón, sin embargo, sólo es medible la masa del electrón renormalizada (la
cual es finita). El electrón es inseparable de esta nube de fotones, por lo que
nunca vemos la masa “desnuda”. Adoptando esta terminoloǵıa es que hablamos
de la constante cosmológica desnuda, ΛB . El sub́ındice B proviene del inglés
“bare”.

El segundo término en (3.132) muestra que Ldiv también renormaliza la con-
tante gravitacional de Newton, modificando GB por

G = GB/(1 + 16πGBB). (3.136)

El último término en (3.132) no se encuentra en el lagrangeano usual de
Einstein. El factor a2(x) es de cuarto orden en derivadas de la métrica, y, por
lo tanto, representa correcciones de orden más alto a la teoŕıa general de la
relatividad, la cual sólo contiene términos de hasta segundo orden en derivadas
de la métrica. Cuando este término extra es añadido en Sg, el lado izquierdo de
la ecuación de campo (3.62) se modifica, expresándose de la siguiente manera

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν + α (1)Hµν + β (2)Hµν + γHµν , (3.137)

donde

(1)Hµν ≡
1

(−g)1/2

δ

δgµν

∫
(−g)1/2R2dnx

=2R;µν − 2gµν�R−
1

2
gµνR

2 + 2RRµν ,

(3.138)

(2)Hµν ≡
1

(−g)1/2

δ

δgµν

∫
(−g)1/2RαβRαβd

nx

=2R α
µ ;να −�Rµν −

1

2
gµν�R+ 2R α

µ Rαν −
1

2
gµνR

αβRαβ ,

(3.139)

Hµν ≡
1

(−g)1/2

δ

δgµν

∫
(−g)1/2RαβγδRαβγδd

nx

=− 1

2
gµνR

αβγδRαβγδ + 2RµαβγR
αβγ
ν − 4�Rµν

+ 2R;µν − 4RµαR
α
ν + 4RαβRαµβν .

(3.140)

El teorema de Gauss-Bonnet generalizado [6] establece, para el caso n = 4, que∫
d4x[−g(x)]1/2(RαβγδR

αβγδ +R2 − 4RαβR
αβ) (3.141)
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es un invariante topológico, con lo cual, su variación con respecto a la métrica
es idénticamente nula, de lo que se sigue que

Hµν = − (1)Hµν + 4 (2)Hµν . (3.142)

La divergencia presente en los tres coeficientes α, β y γ en (3.137) cuando n→
4 puede resolverse introduciendo términos con derivadas de cuarto orden de la
métrica en el lagrangeano gravitacional original con coeficientes desnudos aB , bB
y cB . Aśı, los términos divergentes en los coeficientes α, β, γ son absorbidos en las
constantes desnudas, obteniéndose finalmente coeficientes renormalizados a, b y
c. Debido a la relación (3.142) sólo dos de estos coeficientes serán independientes,
de modo que puede optarse por fijar c = 0. Los valores de a y b deberán ser
determinados mediante experimentos.

Una vez removidos los términos Ldiv de Leff , el resto es finito; recibiendo la
denominación de lagrangeano efectivo renormalizado:

Lren ≡ Leff − Ldiv. (3.143)

En cuatro dimensiones, la expansión asintótica de Lren consistirá en todos lo
términos con j ≥ 3 en (3.118), es decir

Lren ≈
1

32π2

∫ ∞
0

∞∑
j=3

aj(x)(is)j−3e−im
2si ds, (3.144)

que puede integrarse por partes tres veces, arrojando el resultado:

− 1

64π2

∫ ∞
0

ln(is)
∂3

∂(is)3
[F (x, x; is)e−ism

2

]d(is)

+
1

64π2

∫ ∞
0

ln(is)
∂3

∂(is)3
{[a0 + a1(is) + a2(is)2]e−ism

2

}ids.
(3.145)

El segundo sumando simplemente renormaliza Λ, G, a, b y c por cantidades fi-
nitas, esto significa que es de la misma forma que Ldiv, involucrando términos
constante×aj , j=1,2,3. Es evidente que el lagrangeano efectivo renormalizado
siempre es ambiguo en lo referente a términos de renormalización finitos, por lo
que el segundo término puede ignorarse. Por esta misma razón, tampoco debe
ser causa de desvelos el factor de escala µ introducido en la renormalización:
reescalar µ sólo modifica Ldiv en una cantidad finita, alterando únicamente los
coeficientes geométricos a0, a1 y a2. En la práctica, el valor de µ debeŕıa dejarse
fijo y, para este valor de µ, debeŕıan calibrarse los instrumentos encargados de
medir las constantes Λ, G, a y b. Una vez determinadas estas constantes, cálculos
posteriores pueden hacerse, con el valor de µ prefijado y los valores medidos de
las constantes, permitiendo formular predicciones acerca de las mediciones de
los intrumentos calibrados.

Finalmente, el lagrangeano renormalizado puede escribirse aśı:

Lren = − 1

64π2

∫ ∞
0

ln(is)
∂3

∂(is)3
[F (x, x; is)e−ism

2

]d(is). (3.146)

En conclusión, la renormalización nos permite trabajar con una acción para
el campo cuántico escalar acoplado al campo gravitacional en la forma

S = Sg +W (3.147)
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y transferir las partes divergentes de W a Sg, absorbiendo los infinitos en las
constantes de acoplamiento renormalizadas. Luego,

S = (Sg)ren +Wren, (3.148)

donde (Sg)ren contiene las constantes f́ısicas renormalizadas y Wren es finito.
Insertando S en (3.64) se obtiene la ecuación semiclásica en cuatro dimensiones:

Rµν−
1

2
Rgµν+Λgµν+a (1)Hµν+b (2)Hµν = −8πG

〈out, 0|Tµν |0, in〉ren

〈out, 0 | 0, in〉
, (3.149)

donde el lado derecho es ahora finito y las constantes Λ, a, b y G, deben deter-
minarse experimentalmente. Durante el curso de la renormalización no se hizo
uso expĺıcito de |0, out〉 o |0, in〉. En particular, no es necesario asumir que exis-
ten regiones asintóticas “out” o “in”, donde el concepto de vaćıo sea simple o
se corresponda fuertemente con el concepto de vaćıo f́ısico. Los vaćıos “in” o
“out”desempeñan un papel puramente formal. La aparición de 〈out, 0|Tµν |0, in〉
en vez de 〈in, 0|Tµν |0, in〉 o 〈out, 0|Tµν |0, out〉 está relacionada con las condi-
ciones de borde impĺıcitas en la representación de DeWitt-Schwinger del pro-
pagador de Feynman. Como mencionamos anteriormente las divergencias que
emergen del comportamiento ultravioleta del propagador son independientes de
las caracteŕısticas globales de la variedad y de los estados cuánticos. Por lo tan-
to, se espera que las divergencias en las tres formas mencionadas para 〈Tµν〉
sean las mismas. Estas aserciones se confirman utilizando las ecuaciones (3.22)
y (3.23) para escribir |0, out〉 en términos de estados de muchas part́ıculas “in”.
Las cantidad 〈1j1 , 1j2 , . . . , 1jk , in|Tµν |0, in〉 puede evaluarse expandiendo Tµν en
operadores de creación y aniquilación, y permitiéndoles actuar sobre |0, in〉. El
resultado es

〈in, 0|Tµν |0, in〉 =
〈out, 0|Tµν |0, in〉
〈out, 0 | 0, in〉

− i
∑
i,j

ΛijTµν(u∗in,i, u
∗
in,j), (3.150)

donde Tµν(φ, φ) denota la expresión bilineal (3.29) y los modos uin,i son modos
en la región “in”. Una expresión análoga se obtiene para 〈out, 0|Tµν |0, out〉
con Λij reemplazada por Vij y uin por uout. El último término en (3.150) es
finito, luego, las divergencias presentes en 〈in, 0|Tµν |0, in〉 son las mismas que
las presentes en 〈out, 0|Tµν |0, in〉/〈out, 0 | 0, in〉.
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Caṕıtulo 4

Espacio cuántico

Este caṕıtulo está dedicado a la presentación de algunos conceptos centrales
de LQG. En primer lugar, presentaremos algunas nociones de teoŕıas gauge
en redes, extremadamente útiles para el formalismo de LQG. Posteriormente
abordaremos la construcción del espacio cinemático de la teoŕıa aśı como de
los operadores que actúan sobre él y, finalmente, mencionaremos cómo se ven
reducidos estos últimos en un espacio-tiempo esféricamente simétrico.

4.1. Teoŕıas de gauge sobre redes

4.1.1. Producto escalar

Consideremos una red tridimensional Γ con L enlaces l y N nodos n. Para
definir en dicha red una teoŕıa de Yang-Mills, con un grupo de guage compacto
G, asociamos a cada enlace l un elemento de este grupo, el cual denotaremos
como Ul. Sea además el espacio de Hilbert K̃Γ = L2[GL, dUl], donde dUl =
dU1 · · · dUL es la medida de Haar sobre el grupo y GL es el producto tensorial de
L copias de G, los estados cuánticos en K̃Γ son funciones Ψ(Ul) de L elementos
del grupo. El producto escalar de dos estos estados está dado por

〈Ψ |Φ〉 ≡
∫
dU1 . . . dULΨ(U1, . . . , UL)Φ(U1, . . . , UL). (4.1)

Sea j un ı́ndice asociado a representaciones unitarias irreducibles de G y sean
(Rj(U))ki los elementos de matriz de la represetación; el teorema de Peter-Weyl
establece que una base ortonormal de L2[G, dU ] está dada por los estados |j, i, k〉
definidos como 〈U | j, i, k〉 = (Rj(U))ki . Luego, una base en K̃Γ está dada por
los estados

|jl, il, kl〉 ≡ |j1, . . . jL, i1, . . . , iL, k1, . . . , kL〉, (4.2)

donde 〈Ul | jl, il, kl〉 = Πl(R
jl(Ul))

kl
il

.
La teoŕıa debe permanecer invariante bajo transformaciones de gauge. Por

otra parte, las variables Ul transforman como Ul → λ−1
ni Ulλnf , donde el enlace l

se encuentra entre los nodos ni y nf . Por lo tanto, los estados invariantes gauge
deben satisfacer:

Ψ(Ul) = Ψ(λ−1
ni Ulλnf ). (4.3)
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CAPÍTULO 4. ESPACIO CUÁNTICO

Estos estados forman un subespacio lineal K̃0
Γ de K̃Γ: el espacio K̃0

Γ es el espacio
de Hilbert (a tiempo fijo) de los estados invariantes gauge de la teoŕıa. Una

base ortonormal de estados en K̃0
Γ puede obtenerse a partir de la noción de

entrelazador.

4.1.2. Entrelazadores

Consideremos N representaciones irreducibles j1, . . . , jN del grupo de gauge
y el producto tensorial de espacios de Hilbert

Hj1,...,jN = Hj1 ⊗ · · · ⊗ HjN . (4.4)

Este subespacio puede descomponerse en una suma de componentes irreducibles.
En particular, la componente H0

j1,··· ,jN es el subespacio formado por los vectores
invariantes bajo la acción de elementos del grupo, es decir, el subespacio que
transforma en la representación trivial. Este espacio es de k dimensiones, donde k
es el número de veces que aparece la representación trivial en la descomposición.
Como H0

j1,··· ,jN es un espacio de Hilbert, podemos tomar una base ortonormal
del mismo. Denominaremos entrelazadores entre las representaciones j1, · · · , jN
a los elementos i de esta base.

Los elementos de Hj1,··· ,jN son tensores vα1···αN con un ı́ndice en cada repre-
sentación. Aśı, los elementos de H0

j1,··· ,jN son tensores vα1···αN invariantes bajo
la acción del grupo G en todos sus ı́ndices:

R
(j1)α1

β1
(U) · · ·R(jN )αN

βN
(U)vβ1···βN = vα1···αN . (4.5)

Llamamos entrelazadores vα1···αN
i a los elementos de un conjunto formado por

k de esos tensores invariantes, mutuamente ortonormales en el producto escalar
de H0

j1,··· ,jN . Esto significa que satisfacen

vα1···αN ivi′α1···αN = δii′ . (4.6)

Si el espacio Hj está asociado a una representación j, su espacio dual H∗j está
asociado a la representación j∗. Un entrelazador i entre las n representaciones
duales j∗1 , · · · , j∗n y m representaciones j1, · · · , jm es un tensor invariante en el
espacio (⊗i=1,nH∗ji)⊗ (⊗k=1,mHjk), esto es, un mapa covariante

i : (⊗i=1,nHji)→ (⊗k=1,mHjk), (4.7)

o un tensor invariante con n ı́ndices abajo y m ı́ndices arriba.
A continuación, asociamos una representación jl del grupo de gauge a cada

enlace l y un entrelazador in a cada nodo n (entre las representaciones asociadas
a los enlaces adyacentes al nodo) de la red. Llamamos a s = (Γ, jl, in) una red
de esṕın. Cada red de esṕın define un estado |s〉 de la siguiente manera:

〈Ul | s〉 = ψs(Ul) =
∏
l

Rjl(Ul) ·
∏
n

in, (4.8)

donde el punto indica contracción en todos los ı́ndices. Los estados |s〉 forman

una base ortonormal en K̃0
Γ

〈s | s′〉 = δss′ . (4.9)

Esta base desempeñará un papel clave en gravedad cuántica.
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4.2. El espacio cinemático K
Funciones ciĺındricas

Sea G el espacio de conexiones reales suaves en tres dimensiones, definidas en
un superficie tridimensional Σ, a menos de algunos puntos aislados. Sea τi una
base fija en el álgebra de Lie su(2), eligiendo τi = − i

2σi, siendo σi las matrices
de Pauli, es posible escribir una conexión su(2) como:

A(~τ) = Aiα(~τ)τidx
α. (4.10)

Un camino orientado γ en Σ y una conexión A determinan un elemento del
grupo SU(2), la holonomı́a de A a lo largo del camino γ:

U(A, γ) = Pe
∫
γ
A. (4.11)

Para un γ dado, la holonomı́a U(A, γ) es un funcional de G. Consideremos ahora
una colección ordenada Γ de caminos suaves orientados γl con l = 1, · · · , L y
una función suave f(U1, · · · , UL) de L elementos del grupo. Un par (Γ, f) define
un funcional de A:

ΨΓ,f [A] = f(U(A, γ1), · · · , U(A, γL)). (4.12)

S se define como el espacio lineal de todos los funcionales ΨΓ,f [A], para todo Γ
y f . Dichos funcionales se denominan funciones ciĺındricas.

Γ recibe la denominación de grafo orientado y ordenado embebido en Σ. En lo
que refiere a funciones ciĺındricas, modificar el orden u orientación de un grafo es
lo mismo que cambiar el orden de los argumentos de la función f , o reemplazar
argumentos por sus inversos.

Producto escalar

Dados dos funcionales ΨΓ,f [A] y ΨΓ,g[A] definidos sobre el mismo grafo orde-
nado y orientado, el producto escalar viene dado por:

〈ΨΓ,f |ΨΓ,g〉 ≡
∫
dU1 · · · dULf(U1, · · · , UL)g(U1, · · · , UL), (4.13)

donde dU es la medida de Haar en SU(2).
La definición anterior puede extenderse fácilmente al caso de funcionales en

grafos diferentes Γ′ y Γ′′. Sea Γ = Γ′ ∪ Γ′′, se definen:

f(U1, . . . , UL′ , UL′+1, . . . , UL′+L′′) = f ′(U1, . . . , UL′) (4.14)

g(U1, . . . , UL′′ , UL′′+1, . . . , UL′+L′′) = g′′(U1, . . . , UL′′) (4.15)

para toda función f ′ en Γ′ y g′′ en Γ′′. Con estas definiciones el producto escalar
(4.13) es válido para dos funcionales cualesquiera en S:

〈ΨΓ′,f ′ |ΨΓ′′,g′′〉 ≡ 〈ΨΓ,f |ΨΓ,g〉. (4.16)

Aunque (4.1) es similar a (4.13) la diferencia es importante: en (4.13) estamos
tratando con una teoŕıa continua en la cual los estados no viven en una sola red
Γ, sino en todas las posibles redes en Σ.

Se define el espacio de Hilbert cinemático K para gravedad cuántica, como el
espacio resultante de completar S en la norma definida por el producto escalar
(4.13).
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4.2.1. Estructuras en K
Subespacios grafo

Las funciones ciĺındricas con soporte en un grafo dado Γ, forman un subespacio
de dimensión finita K̃Γ de K. Entonces, por definición, K̃Γ = L2[SU(2)L], donde
L es el número de caminos en Γ.

Base ortonormal

La principal herramienta para hallar una base en K la proporciona el teorema
de Peter-Weyl, el cual establece que una base del espacio de Hilbert de funciones
cuadrado integrables en SU(2) está dada por los elementos de matriz de repre-
sentaciones irreducibles del grupo. Las representaciones irreducibles de SU(2)
están identificadas por el esṕın semienterio j. Se denota como Hj al espacio
de Hilbert sobre el que se define la representación j y vα a sus vectores. Los
elementos de matriz de la representación j vienen dados por:

R
(j)α
β (U) = 〈U | j, α, β〉. (4.17)

Eligiendo para cada grafo Γ un orden y una orientación, entonces una base

|Γ, jl, αl, βl〉 ≡ |Γ, j1, . . . , jL, α1, . . . , αL, β1, . . . , βL〉 (4.18)

de K̃Γ se obtiene tomando el producto tensorial de (4.17)

〈A |Γ, jl, αl, βl〉 = R
(j1)α1

β1
(U(A, γ1)) . . . R

(jL)αL
βL

(U(A, γL)). (4.19)

Se puede observar que los vectores aparecen en K̃Γ y K̃Γ′ si Γ ⊂ Γ′. No obstante,
es sencillo liberarse de esta redundancia, puesto que todos los vectores de K̃Γ

corresponden a la representación trivial de los caminos que están en Γ′ pero no
en Γ. Luego, una base ortonormal de K está dada por los estados |Γ, jl, αl, βl〉
definidos en (4.19) donde los espines jl = 1

2 , 1,
3
2 , 2, . . . nunca toman el valor

cero. Este hecho justifica la siguiente definición.
Para cada grafo Γ, se define el subespacio propio KΓ como el subconjunto de
K̃Γ generado por los estados (4.19) con jl > 0. Los subespacios propios KΓ son
ortogonales entre śı y generan K:

K ∼ ⊕KΓ, (4.20)

donde se incluye el grafo nulo Γ = ∅; el espacio de Hilbert correspondiente es el
espacio unidimensional generado por el estado Ψ[A] = 1. Este estado se denota
|∅〉, luego 〈A | ∅〉 = 1.

4.2.2. Invariancias del producto escalar

Transformaciones de gauge locales

Bajo una transformación de gauge local de SU(2), a saber, λ : Σ → SU(2),
la conexión A transforma de manera inhomogénea como (ver § B.3):

A→ Aλ = λAλ−1 + λdλ−1. (4.21)
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Esta transformación de A induce una representación natural de transforma-
ciones de gauge locales Ψ(A) → Ψ(Aλ−1) en K. La holonomı́a, por su parte,
transforma como (ver § B.4)

U [A, γ]→ U [Aλ, γ] = λ(xγf )U [A, γ]λ−1(xγi ), (4.22)

donde xγi , x
γ
f ∈ Σ son los puntos inicial y final del camino γ. Para un par (Γ, f)

dado, se define

fλ(U1, . . . , UL) = f(λ(xγ1

f )U1λ
−1(xγ1

i ), . . . , λ(xγLf )ULλ
−1(xγLi )). (4.23)

Aśı, la acción de la transformación de gauge local Uλ sobre los estados cuánticos
es

ΨΓ,f (A)→ [UλΨΓ,f ](A) = ΨΓ,f (Aλ−1) = ΨΓ,fλ−1 (A). (4.24)

Como la medida de Haar es invariante bajo la acción derecha e izquierda
del grupo, el producto escalar (4.13) también lo es. A partir de esta última
ecuación y de la definición de los estados |Γ, jl, αl, βl〉, se puede ver que los
mismos transforman como

Uλ|Γ, jl, αl, βl〉 = R
(j1)α1

α′1
(λ−1(xf1

))R
(j1)β′1
β1

(λ(xi1)) . . .

R
(jL)αL
α′L

(λ−1(xfL))R
(jL)β′L
βL

(λ(xiL))

|Γ, jl, α′l, β′l〉,

(4.25)

donde il y fl son los puntos donde el enlace l comienza y termina respectiva-
mente.

Difeomorfismos espaciales

Bajo la acción de un difeomorfismo, la conexión A transforma como una 1-
forma

A→ φ∗A. (4.26)

S posee una representación Uφ del grupo de difeomorfismos definida por

UφΨ(A) = Ψ((φ∗)−1A). (4.27)

La holonomı́a, por tanto, transforma de acuerdo a la expresión:

U [A, γ]→ U [φ∗A, γ] = U [A, φ−1γ], (4.28)

donde (φγ)(s) ≡ (φ(γ(s))). Por lo tanto, bajo la acción de un difeomorfismo
espacial una función ciĺındrica ΨΓ,f [A] se transforma en otra función ciĺındrica
ΨφΓ,f [A]. La invariancia del producto escalar bajo difeomorfismos espaciales,
entonces, es directa, pues (4.13) no depende expĺıcitamente del grafo.

4.3. Estados invariantes

El espacio de estados cinemáticos K es un espacio de funcionales de onda
de la conexión Ψ[A] arbitrarios. Sin embargo, para que la teoŕıa cuántica de
la gravedad sea consistente con la relatividad general clásica es necesario que
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los funcionales de onda sean invariantes bajo transformaciones de gauge locales
y difeomorfismos. Denotaremos como K0 al espacio de estados invariante bajo
transformaciones locales SU(2), y por Kdiff al espacio de estados invariantes
bajo transformaciones de gauge SU(2) y difeomorfismos. Por último el espacio
de estados f́ısicos H estará dado por los elementos de Kdiff que sean solución de
la ecuación de Wheeler-DeWitt. Dedicaremos las secciones subsuguientes a la
construcción de los espacios K0 y Kdiff .

4.3.1. Invariancia gauge interna. El espacio K0

Para obtener una base del espacio K0 podemos recurrir al concepto de redes
de esṕın, introducido al comienzo del caṕıtulo en el contexto de teoŕıas gauge en
redes. En gravedad cuántica, las redes de esṕın en gravedad cuántica son diferen-
tes a las introducidas anteriormente debido a la invariancia ante difeomorfismos
espaciales.

Redes de esṕın

Los puntos ubicados en los extremos de curvas orientadas en Γ se denominan
nodos. Sin pérdida de generalidad se puede asumir que cada conjunto de curvas
Γ está compuesto por curvas γ en Σ que, en caso que se solapen, sólo lo hacen
en los nodos. Desde esta perspectiva, Γ constituye un grafo inmerso en una
variedad, esto es, una colección de nodos n, que son puntos de Σ, unidos por
enlaces l, que son curvas en Σ. Llamamos multiplicidad de un nodo a la cantidad
m = min +mout, donde mout es el número de enlaces que comienzan en el nodo
y min el número de enlaces que terminan en el mismo.

Dado un grafo Γ, ordenado y orientado, jl es un número que le asigna al enlace
l una representación irreducible de SU(2) diferente de la trivial. Denotamos por
in al entrelazador asociado a cada nodo n. El triplete S = (Γ, jl, in) se denomina
red de esṕın embebida en Σ. A una elección de jl e in se le llama color de los
enlaces y los nodos respectivamente.

Estados de redes de esṕın

Consideremos una red de esṕın S = (Γ, jl, in) con L enlaces y N nodos. El
estado |Γ, jl, αl, βl〉 definido en la sección 4.2.1 consta de L ı́ndices αl arriba y L
ı́ndices βl abajo. Los N entrelazadores in poseen un conjunto de ı́ndices duales
a aquéllos. La contracción de los mismos da lugar a un estado de red de esṕın
|S〉:

|S〉 ≡
∑
αl,βl

v
β1...βn1
i1 α1...αn1

v
βn1+1...βn2
i2 αn1+1...αn2

. . .

v
βnN−1

...βL

iN αnN−1
...αL
|Γ, jl, αl, βl〉,

(4.29)

El patrón de contracción de ı́ndices está dictado por lo topoloǵıa del grafo: el
ı́ndice αl (βl) de los enlaces l se contrae con los respectivos ı́ndices del entrelaza-
dor vin del nodo n, donde comienza el enlace l (termina). La invariancia gauge
de este estado se sigue inmediatamente de las propiedades de transformación
de los estados de la base (4.25) y de la invariancia de los entrelazadores. Este
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Figura 4.1: Una red de esṕın con dos nodos trivalentes

estado puede escribirse como un funcional de la conexión, a saber:

ΨS [A] = 〈A |S〉 ≡

(
⊗l R(jl)(U [A, γl])

)
·

(
⊗n in

)

= 〈A |Γ, jl, αl, βl〉 ·

(
⊗n in

)
.

(4.30)

La notación · indica la contracción entre espacios duales.
Utilizando las relaciones de ortonormalidad entre los entrelazadores y los es-

tados de la base se puede deducir directamente que el conjunto de los estados
|S〉 forma una base ortonormal en K0. La base queda etiquetada mediante las
redes de esṕın, es decir, por medio de los grafos Γ y los colores (jl, in).

4.3.2. Invariancia bajo difeomorfismos. El espacio Kdiff

En este apartado buscaremos estados invariantes bajo la acción de difeomor-
fismos espaciales. En primer lugar, se puede observar que los estados de redes de
esṕın |S〉 no son invariantes bajo difeomorfismos puesto que, en general, dichas
transformaciones mueven los grafos sobre la variedad, cambiando aśı el esta-
do. Por otra parte, el color de una red de esṕın también pueden modificarse a
causa de la acción de un difeomorfismo. En particular, un difeomorfismo que
deje un grafo Γ invariante puede aún afectar el estado de red de esṕın |Γ, jl, in〉,
modificando la orientación u orden de los enlaces.

Para determinar los estados invariantes por difeomorfismos debemos inves-
tigar el espacio de los funcionales Φ que actúan sobre los estados Ψ ∈ S0 (el
subespacio de S invariante bajo transformaciones de SU(2)), es decir, el espacio
dual de S0, al que denotaremos como S ′0. La acción del grupo de difeomorfismos
sobre elementos de este grupo queda determinada por la siguiente relación:

(UφΦ)(Ψ) ≡ Φ(Uφ−1Ψ). (4.31)

Por lo tanto, un elemento invariante bajo difeomorfismos Φ ∈ S ′0 es un funcional
lineal tal que

Φ(UφΨ) ≡ Φ(Ψ). (4.32)

El espacio Kdiff es el espacio constituido por dichos elementos. Mostraremos
a continuación que la imagen del mapa Pdiff : S0 → S ′0 es precisamente Kdiff .
Sea PdiffΨ ∈ S ′0 tal que:

(PdiffΨ)(Ψ′) ≡
∑

Ψ′′=UφΨ

< Ψ′′,Ψ′ > . (4.33)
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La suma recorre todos los estados Ψ′′ ∈ S0 para los cuales existe un difeomor-
fismo φ tal que Ψ′′ = UφΨ. Esta suma está bien definida, ya que siempre es
finita, pues los estados Ψ,Ψ′ pueden escribirse como combinación lineal finita
de estados de redes de esṕın. En caso de que un difeomorfismo sobre Ψ cambie
el grafo, entonces transforma el estado en otro ortogonal a śı mismo. Si cambia
sólo su orden y/u orientación, por tratarse de una cantidad finita de transforma-
ciones, añade una cantidad finita a la suma. Por otra parte, claramente PdiffΨ
es invariante bajo difeomorfismos. Aśı, la imagen de Pdiff es Kdiff . Los esta-
dos relacionados mediante un difeomorfismo se proyectan por Pdiff en el mismo
elemento de Kdiff :

PdiffΨ = Pdiff(UφΨ). (4.34)

El producto escalar en Kdiff se define como

< PdiffΨ, PdiffΨ′ >Kdiff
≡ (PdiffΨ)(Ψ′). (4.35)

4.4. Nudos y estados s-nudos

Un difeomorfismo env́ıa un estado de red de esṕın |S〉 a un estado ortogonal,
o a un estado que surge como resultado de un cambio del orden y/o de la
orientación de los enlaces. Denotamos por gk|S〉 los estados que se obtienen de
|S〉 a través de un difeomorfismo que modifique la orientación y/u orden de los
enlaces. Los mapas gk forman un grupo discreto GΓ, con lo cual el rango del
ı́ndice discreto k es finito. Luego,

〈S|Pdiff |S′〉 =

{
0 si Γ 6= φΓ′∑
k〈Sk|gk|S′〉 si Γ = φΓ′.

(4.36)

Una clase de equivalencia K bajo difeomorfismos de grafos no orientados
Γ se denomina nudo. De la ecuación anterior se desprende, entonces, que las
redes de esṕın S y S′ definen estados ortogonales en Kdiff a menos que estén
anudadas de la misma manera, i.e., a menos que estén definidos sobre grafos
Γ y Γ′ correspondientes al mismo nudo. Luego, los estados base en Kdiff son
etiquetados por nudos K. Llamamos KK al subespacio de Kdiff generado por
los estados de la base perteneciente al mismo nudo K: KK = PdiffKΓ. En el
espacio KK los estados se distinguen únicamente por el color de los enlaces o
nodos. Dicho estados no son necesariamente mutuamente ortogonales. Por lo
tanto, para obtener una base ortonormal de KK es necesario realizar un proceso
de ortonormalización a la forma cuadrática definida en (4.36). Denotaremos a
los estados resultantes de dicha ortonormalización |s〉 = |K, c〉. Al número c se
le denomina color del nudo. Estos estados se denominan estados de esṕın-nudo
o estados s-nudo.

Una de las principales propiedades de los nudos es que forman un conjunto
discreto, aśı, el conjunto de las etiquetas K es también discreto. Luego, Kdiff

admite una base discreta ortonormal |s〉 = |K, c〉 y Kdiff es un espacio de Hilbert
separable. Con esto concluimos la construcción del espacio de estados cinemático
de LQG.
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4.5. Operadores

Como se mostró en § 1.5, la teoŕıa canónica clásica admite dos variables de
campo básicas: la conexión Aiα y su momento canónicamente conjugado Eαi . Los
operadores cuánticos asociados a estas cantidades pueden definirse, entonces,
como:

Âiα(τ)Ψ[A] = AiαΨ[A], (4.37)

Êαi (τ)Ψ[A] = −i~8πG
δ

δAiα(τ)
Ψ[A]. (4.38)

Ambos actúan sobre funcionales Ψ[A]. El primero actúa como un operador mul-
tiplicativo, mientras que el segundo es una derivada funcional. El problema con
estos operadores es que los dos env́ıan al funcional Ψ[A] fuera del espacio de
estados que hemos construido en la sección anterior. En particular, no están
bien definidos en K. Este obstáculo puede removerse fácilmente tomando como
operadores básicos, en vez de A y E, alguna función de los mismos.

La conexión A

La holonomı́a U(A, γ) está bien definida en S. Sean UAB(A, γ) los elementos
de matriz del elemento de grupo U(A, γ), entonces

(UAB(A, γ)Ψ)[A] = UAB(A, γ)[A]Ψ[A]. (4.39)

El lado derecho de la ecuación pertenece a S si Ψ[A] ∈ S. De hecho, cualquier
función ciĺındrica de la conexión está bien definida como un operador multipli-
cativo en K.

El momento conjugado E

Para entender la acción de E debemos calcular la derivada funcional de la
holonomı́a. Se puede mostrar que:

δ

δAiα(x)
U(A, γ) =

∫
dsγ̇α(s)δ3(γ(s), x)[U(A, γ1)τiU(A, γ2)], (4.40)

donde s es una parametrización arbitraria de la curva γ y γ̇α(s) ≡ dγα

ds es el
vector tangente a la curva en el punto γ(s), γ1 y γ2 son dos segmentos de γ
separados por el punto x.

El lado derecho de (4.40) es una distribución bidimensional pues una de las
tres deltas en δ3 es integrada en ds. En consecuencia, trataremos de construir un
operador bien definido en K integrando E en una superficie de dos dimensiones.

Para este propósito, consideremos la superficie bidimensional S embebida en
la variedad tridimensional Σ. Sean ~σ = (σ1, σ2) las coordenadas sobre la super-
ficie S. Ésta se define en Σ por el mapa S : (σ1, σ2)→ xα(σ1, σ2). Consideremos
el operador

Ei(S) ≡ −i~8πG

∫
S
dσ1dσ2nα(~σ)

δ

δAiα(~x(~σ))
, (4.41)

donde

nα(~σ) = εαβγ
∂xβ(~σ)

∂σ1

∂xγ

∂σ2
(4.42)
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es la 1-forma normal a S y εαβγ es el śımbolo de Levi-Civita.
A continuación, calcularemos la acción del operador Ei(S) en la holonomı́a

U(A, γ). Para dicho fin, asumamos que los puntos finales de la curva γ no per-
tenecen a S y, por simplicidad, que la intersección entre γ y S consta a lo sumo
de sólo un punto P .

La curva está separada en dos tramos, γ = γ1 ∪ γ2, por P . Utilizando (4.40)
y (4.41), se obtiene

Ei(S)U(A, γ) (4.43)

= −i~8πG

∫
S
dσ1dσ2εαβγ

∂xα

∂σ1

∂xβ

∂σ2

δ

δAiγ(~x(~σ))
U(A, γ) (4.44)

= −i~8πG

∫
S

∫
γ

dσ1dσ2dsεαβγ
∂xα

∂σ1

∂xβ

∂σ2

∂xγ

∂s
δ3(~x(~σ), ~x(s))

× U(A, γ1)τiU(A, γ2).

(4.45)

La última de estas integrales se anula a menos que la curva y la superficie
se intersequen. Asumamos entonces que existe un único punto intersección de
coordenadas xα = 0. Haciendo el cambio de variable (σ1, σ2, s)→ (x1, x2, x3):

xα(σ1, σ2, s) = xα(σ1, σ2) + xα(s), (4.46)

cuyo jacobiano

J ≡ ∂(x1, x2, x3)

∂(σ1, σ2, s)
= εαβγ

∂xα

∂σ1

∂xβ

∂σ2

∂xγ

∂s
, (4.47)

aparece en la integral (4.45), ésta puede resolverse, dando lugar al resultado
siguiente: ∫

S

∫
γ

dσ1dσ2dsεαβγ
∂xα

∂σ1

∂xβ

∂σ2

∂xγ

∂s
δ3(~x(~σ), ~x(s)) = ±1. (4.48)

El signo está dado por la orientación relativa de la superficie y la curva. Luego:

Êi(S)U(A, γ) = ±i8πG~U(A, γ1)τiU(A, γ2). (4.49)

Aśı, la acción del operador Êi(S) sobre la holonomı́a U(A, γ) consiste en insertar
la matriz (±i~τi) en el punto de intersección entre S y γ.

La generalización a múltiples intersecciones es inmediata. Usando la letra p
para denotar diferentes puntos de intersección:

Ei(S)U(A, γ) =
∑

p∈(S∪γ)

±i8πG~U(A, γp1 )τiU(A, γp2 ). (4.50)

Para una holonomı́a en una representación arbitraria j:

Ei(S)Rj(U(A, γ)) = ±i8πG~Rj(U(A, γ1)) (j)τiR
j(U(A, γ2)), (4.51)

donde (j)τi es el generador SU(2) en la representación de esṕın j.Por lo tanto,
Ei(S) es un operador bien definido en K.

Calculemos la acción del operador E2(S) ≡
∑
iEi(S)Ei(S), asumiendo que

existe una única intersección entre S y el grafo del estado de la red de esṕın. Sea j
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el esṕın del enlace de la intersección. Usando (4.51) y que (j)τi
(j)τi = j(j+1)×1,

entonces

E2(S)|S〉 = (8πG)2~2j(j + 1)|S〉. (4.52)

Sin embargo, esta expresión no es válida cuando la intersección consiste de
varios puntos, pues las matrices τi deben contraerse en puntos distintos. Para
resolver esta dificultad alcanza con dividir la superficie S en N superficies más
pequeñas Sn, que se vuelven más y más pequeñas a medida que N →∞ y tales
que para cualquier N se satisface ∪nSn = S. Se define entonces el operador
asociado a la superficie S

Â(S) ≡ ĺım
N→∞

∑
n

√
E2(Sn). (4.53)

Para un valor de N suficiente grande, ningún Sn contendrá más de una inter-
sección con Γ (en la hipótesis de que ningún nodo se encuentre en S). Por lo

tanto, la suma sobre N que surge como resultado de aplicar el operador Â a un
estado de red de esṕın se reduce a una suma sobre las intersecciones entre Γ y
γ, que es independiente de N , para N suficientemente grande. Aśı, valiéndonos
además de la expresión (4.52), se obtiene:

Â(S)|S〉 = 8πG~
∑

P∈(S∩Γ)

√
jP (jP + 1)|S〉, (4.54)

donde jP es el color del enlace que corta a S en P . Este es un resultado clave. En
primer término, los estado de redes de esṕın son autofunciones de este operador
(con la elección apropiada de entrelazadores) y sus autovalores reales, por lo
tanto, se trata de un operador autoadjunto. En segundo lugar, está bien definido
en K, siendo su análogo clásico el área de la superficie S:

A(S) =

∫
S

√
nαEαi nβE

β
i d

2σ. (4.55)

Aśı, el operador Â puede interpretarse f́ısicamente como el operador asociado
al área de la superficie S. Este hecho implica inmediatamente una predicción
f́ısica: cualquier medida del área de una superficie f́ısica sólo puede arrojar un
resultado que se encuentre en el espectro de este operador. Como el espectro es
discreto, esto significa que el área está cuantizada. Los valores propios son:

A~j = 8π~Gc−3
∑
i

√
ji(ji + 1). (4.56)

Si en vez de usar la conexión real se hubiese usado la conexión de Barbero, el
resultado seŕıa:

A~j = 8πβ~Gc−3
∑
i

√
ji(ji + 1). (4.57)

Aśı, a menos del parámetro de Immirzi β, la ecuación (4.57) es una predicción
cuantitativa de LQG. El valor más pequeño no nulo (j = 1/2) que puede tomar
el área, considerando β = 1 es

A0 = 4
√

3π~Gc−3 ∼ 10−66cm2. (4.58)
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Esta magnitud corresponde entonces a un cuanto de área portado por un enlace
en la representación fundamental j = 1/2. El hecho de que exista una cota
inferior para el área indica que existe un tamaño mı́nimo del espacio f́ısico, en
la escala de Planck.

Una discretización intŕınseca del espacio f́ısico en la escala de Planck era
un resultado esperable de la gravedad cuántica. En el contexto de LQG esta
naturaleza discreta no ha sido impuesta o postulada, sino que surge como una
consecuencia directa de la cuantización.

Análogamente, puede construirse un operador asociado al volumen de una
cierta región R. Clásicamente, el volumen de dicha región está dado por

V (R) =

∫
R
d3x

√
1

3!
|εαβγEαiEβjEγk|. (4.59)

Se puede mostrar que se trata de un operador bien definido, no negativo y
autoadjunto, con espectro discreto.

Interpretación f́ısica de los estados de red de esṕın

La propiedad esencial del operador volumen es que, al actuar sobre un estado
de red de esṕın, solamente contribuyen al resultado los nodos de la red. Esto
significa que el volumen de una región R es una suma de términos, uno para
cada nodo de la red de esṕın dentro de R. Aśı, puede interpretarse una red de
esṕın con N nodos como un arreglo de N cuantos de volumen. Dichos cuantos
están separados uno del otro mediante superficies, cuya área está determinada
por el operador área. Este operador tiene contribuciones de cada enlace de la
red de esṕın que corta la superficie S. Se desprende entonces la siguiente inter-
pretación: dos cuantos de volumen son contiguos si los correspondientes nodos
están conectados por un enlace l. En este caso, hay una superficie elemental
separándolos, cuya área queda especificada por el color jl del enlace l:

Al = 8πc−3~G
√
jl(jl + 1). (4.60)

De esta manera, los entrelazadores in asociados a los nodos son los números
cuánticos del volumen y el esṕın jl, asociado a los enlaces, es el número cuántico
asociado al área. El volumen se encuentra en los nodos y el área en el enlace que
los une. Luego, un estado de red de esṕın |S〉 determina una métrica discreta y
cuantizada, en tres dimensiones.

Interpretación f́ısica de los estados de s-nudos

Consideremos un estado s-nudo |s〉. Por simplicidad, consideraremos difeo-
morfismos que sólo modifican la ubicación del grafo en la variedad tridimensio-
nal, lo que permite deshacernos de los tecnicismos asociados a los difeomorfismos
que afectan a la orientación y/o el orden. En este caso, |s〉 puede interpretarse
como la proyección bajo Pdiff del estado de red de esṕın |S〉, excepto por su
localización en la variedad tridimensional. Aśı, |s〉 retiene la información acer-
ca del volumen y los cuantos de volumen adyacentes, y acerca del área y las
superficies que separan a estos volúmenes, pero, debido a la acción de Pdiff , se
pierde cualquier información relacionada con la localización de estos cuantos de
volumen en la variedad tridimensional.
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Figura 4.2: El grafo de una espuma de esṕın abstracta y el ensamble de cuantos
de volumen que representa. Los cuantos de volumen son adyacentes cuando los
correspondientes nodos están enlazados.

En conclusión, los estados |s〉 representan una geometŕıa discreta y cuantiza-
da, la cual está compuesta por cuantos de espacio abstractos que no viven en
la variedad tridimensional sino que simplemente están localizados uno respecto
del otro. Su relación espacial está únicamente determinada por la relación de
adyacencia definida mediante los enlaces. El volumen de los cuantos y el área
de las superficies están determinados por el color de los s-nudos. Los espines jl
son los números cuánticos asociados al área y los entrelazadores in hacen lo pro-
pio con el volumen. Finalmente, hemos conseguido construir estados cuánticos
definidos de una manera invariante bajo difeomorfismos espaciales y con una
interpretación f́ısica sencilla.

4.6. Simetŕıa esférica

En las secciones anteriores hemos introducido conceptos y técnicas de LQG en
un contexto general. En esta sección nos abocaremos a mencionar brevemente las
simplificaciones que surgen cuando el espacio-tiempo es esféricamente simétrico.
Como se mostró en el caṕıtulo dedicado a simetŕıa esférica, la reducción por
simetŕıa daba lugar a tres pares de variables canónicas: (Āρ, E

ρ), (Āx, E
x) y

(η, P η). Los estados de redes de esṕın, en este caso, están dados por el producto
de holonomı́as de estas variables. Dado un grafo g, con aristas (enlaces) ej y
vértices (nodos) vj , los estados de red de esṕın adoptan la forma

Tg,~k,~µ,~n =
∏
ej∈g

e
i
2kj

∫
ej
Āx(x)dx ∏

vj∈g
eiµjĀρ(vj)einjη(vj), (4.61)

donde kj , la valencia de la arista ej , es la representación del elemento del grupo
U(1), obtenido al tomar la holonomı́a de la conexión Āx. La situación para Āρ y
η es más dif́ıcil. De manera intuitiva se puede pensar que µj y nj son el resultado
de integrar las variables Āρ y η en una curva angular de radio constante ya que,
al no haber dependencia angular, la integral tendrá un efecto meramente multi-
plicativo. Sin embargo, ni Āρ ni η son conexiones genuinas, lo que imposibilita
definir una holonomı́a asociada a estas variables. La expresión (4.61) puede de-

rivarse partiendo de la holonomı́a para la teoŕıa completa U(A, γ) = e
∫
Aiατidx

α

e introduciendo la conexión esféricamente simétrica [9].
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4.6.1. Acción de las tŕıadas

Recordemos que el operador Eαi se defińıa como Êαi = −i~8πG δ
δAiα

, con lo

cual

Êx = −i~8πG
δ

δĀx(x)
, (4.62)

que, actuando sobre el estado (4.61), arroja el resultado:

Êx(x)Tg,~k,~µ,~n = 8πG~
k+
j (x) + k−j (x)

2
Tg,~k,~µ,~n, (4.63)

donde k+
j (x) y k−j (x) son las valencias de las aristas que se intersecan en x, en

caso de que se trate de un vértice, o las valencias de la arista que contenga al
punto x en caso que no. Por su parte, el operador

Êρ(x) = −i~8πG
δ

δĀρ(x)
(4.64)

aplicado sobre los estados (4.61) tiene un resultado distribucional, pues Āρ no
está integrado. Para suavizar el resultado integramos en una región I:∫

I
ÊρTg,~k,~µ,~ndx = 8πG~

∑
vj∈I

µjTg,~k,~µ,~n. (4.65)

De manera análoga,∫
I
P̂ ηTg,~k,~µ,~ndx = 8πG~

∑
vj∈I

njTg,~k,~µ,~n. (4.66)

Por último, mencionamos la acción de la derivada del operador Êx, la cual puede
expresarse como una diferencia finita. Más adelante dicho operador aparecerá en
expresiones en las que se encontrará como integrando; en este caso el espaciado
de la diferencia finita termina cancelándose, dando lugar al resultado:∫ x+

x−
(Ex)′dx = E(x+)− E(x−). (4.67)
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Caṕıtulo 5

Cuantización del
espacio-tiempo

En esta sección procedemos a la aplicación de la cuantización de Dirac para
el caso de un espacio-tiempo esféricamente simétrico y vaćıo, donde el v́ınculo
hamiltoniano ha sido abelianizado. Puede mostrarse que clásicamente la única
solución que caracteriza a espacio-tiempos esféricamente simétricos en el vaćıo
es la de agujero negro. Aśı, los resultados de esta sección corresponderán a
un agujero negro cuántico. A lo largo de toda la sección supondremos que el
parámetro B.I. vale uno: β = 1.

5.1. Cinemática

Como se mencionó en el caṕıtulo anterior, dado un grafo g, con aristas ej y
vértices vj los estados de red de esṕın toman la forma:

Tg,~k,~µ(Āx, Āρ, η) =
∏
ej∈g

e
i
2kj

∫
ej
dxĀx(x) ∏

vj∈g
eiµjĀρ(vj)einjη(vj), (5.1)

donde kj son las valencias asociadas a las aristas y µj son las “valencias”
asociadas a los vértices. En primer lugar, impongamos el v́ınculo de Gauss,

G =

∫
dxλ((Ex)′ + P η), (5.2)

al estado (5.1):

Ĝg(λ)Tg,~k,~µ = 8πl2P
∑
vj∈g

λ(vj)
(
ke+j
− ke−j − 2nj

)
Tg,~k,~µ = 0, (5.3)

donde l2P = ~G. Por lo tanto,

nj =
1

2

(
ke+j
− ke−j

)
. (5.4)

Esto implica que la holonomı́a en la variable η es:∏
vj∈g

e
i
2 (k

e
+
j
−k

e
−
j

)η(vj)
=
∏
ej∈g

e
1
2

∫
ej∈g

dxkj(x)η′(x)
(5.5)

87
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Combinando este término con la holonomı́a en la variable Āx∏
ej∈g

e
1
2

∫
ej∈g

dxkj(x)(Āx+η′)
=
∏
ej∈g

e
1
2

∫
ej∈g

dxkjKx
. (5.6)

Y por lo tanto, los estados de redes de esṕın quedan reducidos a la siguiente
expresión:

Tg,~k,~µ(Kx,Kρ) =
∏
ej∈g

e
i
2

∫
ej
dxkjKx(x) ∏

vj∈g
e
i
2µjKρ(vj). (5.7)

Adoptando una representación para las holonomı́as puntuales Kρ como funcio-
nes periódicas, las etiquetas µj deben pertenecer a un subconjunto numerable
de la recta real con puntos igualmente espaciados, no hay obstáculo, entonces,
para que las etiquetas ~µ estén caracterizadas por enteros, por ejemplo, ~n. El
espacio de Hilbert cinemático es entonces

HAkin = Hmkin ⊗
[
⊗Vj=1l2

j ⊗ l2
j

]
, (5.8)

donde Hmkin = L2(R, dM) es la descripción estándar para el grado de libertad
global correspondiente a la masa del agujero negro [27, 20, 23, 13] y l2 denota
el espacio de las funciones cuadrado sumables. Dicho espacio está equipado con
el producto interno

〈g,~k, ~n,M | g′,~k′, ~n′,M ′〉 = δ(M −M ′)δ~k,~k′δ~n, ~n′δg,g′ , (5.9)

con nj ∈ Z.

5.2. Operadores

El operador masa funciona como un operador multiplicativo

M̂ |g,~k, ~µ,M〉 = M |g,~k, ~µ,M〉. (5.10)

Como vimos en la sección 4.6, las tŕıadas también actúan de forma multiplicativa

Êx(x)|g,~k, ~µ,M〉 = l2P kj(x)|g,~k, ~µ,M〉 (5.11)∫
I

dxÊρ(x)|g,~k, ~µ,M〉 = l2P
∑
vj∈g

µj |g,~k, ~µ,M〉, (5.12)

siendo kj(x) la valencia del enlace que contiene al punto x. Las holonomı́as, por
su parte, actúan del siguiente modo:

e
n i2

∫
ej
dxKx(x)|g,~k, ~µ,M〉 = |g,~k + nxj , ~µ,M〉, (5.13)

en
i
2ρKρ(vj)|g,~k, ~µ,M〉 = |g,~k, ~µ+ nρxj ,M〉, (5.14)

donde xj es un vector cuya única componente no nula es la j y vale 1. Estamos
interesados en estados con un número fijo de vértices, pues la acción de los
v́ınculos no modifica su cantidad. Aśı, la acción de la holonomı́a puntual ha sido
restringida a los vértices, pues si no fuese de ese modo creaŕıa nuevos vértices
en la red.
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5.3. Dinámica

En esta sección buscaremos los estados f́ısicos, es decir, aquellos que son so-
lución del v́ınculo hamiltoniano. Primeramente, observamos que el v́ınculo ha-
miltoniano (2.149) puede reescribirse como

H(Ñ) =

∫
dxÑH−H+, (5.15)

donde,

H± =
√√

Ex(1 +K2
ρ)− 2GM ± (Ex)′(Ex)1/4

2Eρ
. (5.16)

Absorbiendo el factor H+ en la función lapso y multiplicando el integrando por
4(Eρ)2, se obtiene

H(N) =

∫
dxN

(
2Eρ

√√
Ex
(
1 +K2

ρ

)
− 2GM − (Ex)′(Ex)1/4

)
, (5.17)

donde N es un nuevo multiplicador de Lagrange que emerge tras la absorción
de H+ y el nuevo reescalado.

Escogiendo ahora un orden de factores, y reemplazando K2
ρ por su versión

holonomizada (puesto que Kρ no está bien definido en el espacio de Hilbert
cinemático): Kρ → sin(ρKρ)/ρ, el operador cuántico adopta la forma:

Ĥ(N) =

∫
dxN

(
2

{√√
Êx(1 + sin2(ρK̂ρ)/ρ2)− 2GM

}
Êρ − (Êx)′

(Êx)−1/4

)
.

(5.18)
Para hallar los estados f́ısicos resulta conveniente, en lugar de utilizar la re-

presentación de holonomı́as, utilizar la representación de conexiones. Esta con-
veniencia se justifica en que el operador sin(ρ̂Kρ) actúa sobre los estados base

|g,~k, ~µ,M〉 modificando el ı́ndice µ, y dando lugar a una ecuación de diferencias
finitas complicada de resolver. En cambio, utilizando la representación mezcla-
da, la acción del operador mencionado es meramente multiplicativa, mientras
que Eρ actúa como −il2P∂/∂Kρ. Luego, los estados buscados son una combi-

nación lineal de vectores de la base |g,~k, ~Kρ,M〉, donde ~Kρ es un vector cuya
j-ésima componente es Kρ(vj). Estos estados son de la forma:

|Ψg〉 =

∫ ∞
0

dM
∏
vj∈g

∫ π/ρ

0

dKρ(vj)

×
∑
~k

|g,~k, ~Kρ,M〉Ψ(M,~k, ~Kρ).

(5.19)

Los coeficientes de (5.19) pueden simplificarse notando que el operador hamil-
toniano actúa únicamente sobre los vértices:

Ĥ(N) =
∑
vj∈g

N(vj)H(vj). (5.20)

Factorizando, en consecuencia, la función Ψ como

Ψ(M,~k, ~Kρ) =
∏
j

ψj(M,kj , kj+1,Kρ(vj)). (5.21)
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La ecuación Ĥ|Ψg〉 = 0 da lugar a

− 4il2P

√
lP k

1/2
j

(
1 +

sin2(ρKρ)

ρ2

)
− 2GM∂Kρ(vj)ψj

− l2P l
1/2
P k

1/4
j (kj+1 − kj)ψj = 0,

(5.22)

multiplicando por −l2P l
1/2
P k

1/4
j :

4i

√√√√(1 +
sin2(ρKρ)

ρ2
− 2GM

lP k
1/2
j

)
∂Kρ(vj)ψj + (kj+1 −Kj)ψj = 0, (5.23)

equivalentemente,

4i

(
1− 2GM

lP k
1/2
j

)1/2
√√√√1 + sin2(ρKρ)ρ−2

(
1− 2GM

lP k
1/2
j

)−1

∂Kρ(vj)ψj

+ (kj+1 − kj)ψj = 0.

(5.24)

Multiplicando y dividiendo el primer sumando por ρ, y definiendo:

yj ≡ ρKρ(vj) m2
j ≡ ρ−2

(
1− 2GM

lP k
1/2
j

)−1

, (5.25)

la ecuación anterior adquiere la forma

4i
1

mj

√
1 +m2

j sin2 yj∂yjψj + (kj+1 − kj)ψj = 0. (5.26)

La solución para ψj es:

ψj(M,kj , kj+1,Kρ(vj)) = exp

(
i

4
mj(kj+1 − kj)F (ρKρ(vj), imj)

)
, (5.27)

con

F (φ,K) =

∫ φ

0

dt√
1−K2 sin2 t

. (5.28)

Estos resultados son normalizables con respecto al producto escalar cinemático
definido en el caṕıtulo 4. Aplicando el procedimiento descrito alĺı podremos ob-
tener estados invariantes bajo difeomorfismos, obteniendo el espacio de estados
f́ısicos.

5.4. Observables

Un observable es una cantidad invariante gauge, es decir, una función de las
variables canónicas cuyo corchete de Poisson con todos los v́ınculos es cero.
En nuestro caso, uno de los observables se reconoce de manera inmediata, la
masa M del agujero negro, que puede identificarse como un observable de borde
[27, 19, 23]. Surgen, además, otros observables sin análogo clásico. El primero de
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ellos es el número de vértices. Puesto que ni el operador v́ınculo hamiltoniano
(5.18) ni el v́ınculo de difeomorfismos modifican el número de vértices al actuar
sobre los estados cinemáticos, podemos construir el observable de Dirac V̂ tal
que al actuar sobre los estados Ψg da un número entero V (el número total de
vértices). Es más, la restricción a difeomorfismos invertibles en la teoŕıa clásica
implica que la variable Ex es monótonamente creciente, lo que da lugar a valores
monótonamente crecientes de ~k que, a nivel cuántico, caracterizan la secuencia
de radios de la geometŕıa (la ecuación (2.120) del caṕıtulo 2 promovida a nivel
cuántico es Êx = R̂2). El segundo observable emerge de la observación de que
el orden de los vértices es invariante bajo la acción de difeomorfismos radiales.
Sea z un parámetro en el intervalo [0, 1], se define

Ô(z)|Ψ〉f = l2P kint(V z)|Ψ〉f , (5.29)

donde V es el número total de vértices e Int(V z) es la parte entera de V z.
Al variar z entre 0 y 1, el operador dará como resultado las componentes del
vector ~k de forma ordenada. Este observable puede utilizarse para captar la
parte invariante gauge del operador Êx (el cual no es un observable, puesto
que no es invariante bajo difeomorfismos), viabilizando una representación del
mismo en el espacio de estados f́ısicos. Sea la función z : R → [0, 1], definimos
el operador:

Êx(x)|Ψ〉f = Ô(z(x))|Ψ〉f , (5.30)

el cual, en efecto, es un observable de Dirac. Su valor queda especificado una
vez elegida la función z(x): aśı, esta función codifica la libertad gauge en Ex.

El uso de observables de Dirac parametrizados permite expresar la métrica en
términos de éstos y funciones expĺıcitas que desempeñan el rol de parámetros.
De la descomposición ADM de la métrica tenemos las expresiones clásicas

gtx = hxxN
x = −2NKρ

√
Ex

(Ex)′
(Eρ)2

Ex

=

√
(1 +K2

ρ)− 2GM√
Ex
− 2Kρ(E

x)′

4
√
Ex
(

1 +K2
ρ − 2GM√

Ex

)
= − Kρ(E

x)′

2
√
Ex
√

1 +K2
ρ − 2GM√

Ex

,

(5.31)

gxx = hxx =
((Ex)′)2

4Ex
(

1 +K2
ρ − 2GM√

Ex

) (5.32)

gtt = (−N2 + hxx(Nx)2) =

(
1− 2GM√

Ex

)
, (5.33)

las cuales pueden promoverse a operadores cuánticos sustituyendo Ex → Êx

y M → M̂ . La cantidad Kρ es un parámetro funcional del cual dependen los
observables.
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Caṕıtulo 6

Renormalización en
espacio-tiempo cuántico

6.1. Introducción

Como vimos en el caṕıtulo anterior, el espacio-tiempo con simetŕıa esférica
que emerge tras la cuantización es de naturaleza discreta y se caracteriza com-
pletamente por la masa ADM y una red de esṕın unidimensional, dada por el
grafo g y un conjunto de números enteros correspondientes a las valencias de la
red de esṕın ~k. Éstos se vinculan con la tŕıada Êx, de modo que la coordenada
radial está cuantizada, con un espaciado de red subplanckiano:

r2
i = l2P ki (6.1)

donde el ı́ndice i está asociado con los vértices radiales de la red de esṕın.
En este caṕıtulo estudiaremos el valor esperado del tensor enerǵıa-momento

de un campo cuántico escalar libre, sobre un espacio-tiempo cuántico esféri-
camente simétrico, para modos de alta frecuencia. Ya han sido considerados
campos cuánticos sobre este tipo de espacios: el efecto Casimir entre dos casca-
rones esféricos[20] ha sido estudiado y la radiación de Hawking ha sido derivada
con pequeñas correcciones [22]. La principal diferencia que surge al tratar cam-
pos cuánticos sobre espacio-tiempos cuánticos en oposición a espacio-tiempos
clásicos es que las ecuaciones de campo se discretizan y las divergencias se regu-
lan naturalmente, como veremos en la sección 6.3. Sin embargo, debido a que el
espaciado de la red es subplanckiano, las cantidades divergentes en el continuo
se vuelven finitas pero enormes, estableciendo una inadmisible dependencia de
la macrof́ısica con respecto a la microestructura espacial. Dicha relación puede
eliminarse a través de una renormalización finita.

6.2. Función de Green de Feynman

Como señalamos en el caṕıtulo 3, el tensor enerǵıa-momento se vincula con
la acción efectiva mediante la relación:

〈Tµν〉 =
2√
−g

δW

δgµν
, (6.2)
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donde

W = − i
2

Tr(ln(−GF )) (6.3)

es la acción efectiva y GF es el propagador de Feynman para un campo escalar,
es decir,

(∇µ∇µ +m2 + ξR)GF (x, x′) = −(−g(x))−1/2δ(x− x′). (6.4)

Por lo tanto, para analizar las divergencias de 〈Tµν〉 o de qué modo se ven
alteradas las mismas sobre un fondo espacio-temporal cuantizado, es necesario
estudiar el propagador de Feynman.

6.2.1. Continuo

En este apartado adaptaremos brevemente las ideas expuestas en el caṕıtulo
3 al caso 1+1 dimensional, ya que el espacio-tiempo cuántico con el que con-
trastaremos los resultados es esféricamente simétrico.

La acción gravitacional con una posible constante cosmológica en 1+1 dimen-
siones está dada por:

Sg =

∫
dx0dr

√
−g(2)

4GB
(Rr2 − 2ΛB), (6.5)

donde GB y ΛB son los valores de las constantes de Newton y cosmológica
desnudas. La acción total es, entonces

S = Sg + Sm, (6.6)

donde Sm es la acción material.
Por otro lado, en coordenadas normales de Riemann próximas a un punto

x′ (pues nuestro objetivo es estudiar las divergencias ultravioletas), la métrica
puede expandirse como

gµν = ηµν −
1

3
Rµανβy

αyβ − 1

6
Rµανβ;γy

αyβyγ + . . . , (6.7)

donde yµ son las coordenadas del punto x. El propagador de Feynman reescalado
Ḡ = (−g)1/4G en el espacio de momentos puede escribirse como

ḠF (x, x′) ≈
∫

d2k

(2π)2
e−iky

[
a0(x, x′) + a1(x, x′)

(
− ∂

∂m2

)
+ a2(x, x′)

( ∂

∂m2

)2]
(k2 −m2)−1,

(6.8)

donde a0, a1 y a2 son términos puramente geométricos cuya expresión expĺıcita
se muestra en (3.52)-(3.54). Utilizando la identidad

(k2 −m2)−1 = −i
∫ ∞

0

ds exp(is(k2 −m2)), (6.9)

puede integrarse en k, obteniéndose

Ḡ(x, x′) ≈ − i

4π

∫ ∞
0

ds

s
e−im

2s+ σ
2is [1 + a1(x, x′)(is) + a2(x, x′)(is)2]. (6.10)

con σ = 1/2yαy
α. A diferencia del caso en 3+1 dimensiones, en 1+1 el término

en a2 no da lugar a divergencias.
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6.2.2. Cuántico

En este apartado calcularemos el propagador de Feynman para un espacio-
tiempo esféricamente simétrico, del tipo introducido en la sección anterior. Pues-
to que el espaciado de la red es muy fino, en la mayor parte de los cálculos sub-
siguientes aproximaremos las ecuaciones discretas por ecuaciones en el continuo
e introduciremos la discretización en puntos clave, donde sea relevante.

Consideremos una red de esṕın equiespaciada en coordenadas normales, con
un paso de red ∆. Esta discretización impone un valor máximo en k1:

k1
max = 2π/∆. (6.11)

La función de Green está dada, entonces, por

Ḡ∆(x, x′) ≈
∫ 2π/∆

−2π/∆

dk1

2π

∫ ∞
−∞

dk0

2π
exp(−(ik0y

0 − ik1y
1))

×
[
1 + a1(x, x′)

(
− ∂

∂m2

)] 1

k2
0 − k2

1 −m2
,

(6.12)

Sustituyendo en la expresión anterior la representación integral

(k2 −m2)−1 = −i
∫ ∞

0

dseis(k
2−m2), (6.13)

(6.12) puede reescribirse como

Ḡ∆(x, x′) =− i
∫ ∞

0

ds

∫ 2π/∆

−2π/∆

dk1

2π

∫ ∞
−∞

dk0

2π

[
1 + a1(x, x′)

(
− ∂

∂m2

)]
× eis(k

2
0−k

2
1−m

2)e−(ik0y
0−ik1y

1).

(6.14)

Concentrémonos, en primer término, en la integrales en k0 y k1. Reagrupando
términos en los exponentes, la integral en k1 se reduce a:

∫ 2π/∆

−2π/∆

dk1

2π
e−isk

2
1+ik1y

1

=

∫ 2π/∆

−2π/∆

dk1

2π
e
−is
(
k1− y12s

)2

(6.15)

= e
y2
1

4is

∫ √is( 2π
∆ −

y1
2s )

√
is(− 2π

∆ −
y1
2s )

du

2π

e−u
2

√
is

(6.16)

= e
y2
1

4is
1

2π
√
is

[
−
∫ −√is( 2π

∆ +
y1
2s )

0

du e−u
2

︸ ︷︷ ︸
=
√
π

2 erf(−
√
is( 2π

∆ +
y1
2s ))

+

∫ √is( 2π
∆ −

y1
2s )

0

du e−u
2

︸ ︷︷ ︸
=
√
π

2 erf(
√
is( 2π

∆ −
y1
2s ))

]
(6.17)

= e
y2
1

4is
1

4
√
πis

[
erf
(√

is
(2π

∆
− y1

2s

))
− erf

(
−
√
is
(2π

∆
+
y1

2s

))]
, (6.18)

donde en (6.16) hemos realizado el cambio de variable u =
√
is
(
k1 − y1/2s

)
.
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Por otra parte, la integral en k0 es:∫ ∞
−∞

dk0

2π
eisk

2
0−ik0y

0

=

∫ ∞
−∞

dk0

2π
e−

s
i (k0− y02s )2

e−
y2
0

4is (6.19)

= e−
y2
0

4is

∫ ∞
−∞

dv

2π

√
i

s
e−v

2

(6.20)

= e−
y2
0

4is

√
i

s

√
π

2π
, (6.21)

donde en (6.20) hemos efectuado el cambio de variable v =
√
s/i(k0 − y0/2s).

Sustituyendo los resultados (6.21) y (6.18) en (6.14) se obtiene:

Ḡ∆(x, x′) =− i

8π

∫ ∞
0

ds

s
exp
(
− im2s+

σ

2is

)
{1 + a1(x, x′)(is)}

×
[
erf
(√i

2

(4πs− y1∆

∆
√
s

))
− erf

(
−
√
i

2

(4πs+ y1∆

∆
√
s

))]
,

(6.22)

donde σ = yαyα/2 es la mitad del cuadrado de la distancia propia entre x y x′.
La consistencia de este resultado puede verificarse estudiando el ĺımite ∆→ 0:

erf
(
±
√
i

2

(4πs∓ y1∆

∆
√
s

))
−→
∆→0

erf
(
±
√
i

2

4π
√
s

∆

)
, (6.23)

utilizando además que erf(−z) = −erf(z) se obtiene

erf
(√i

2

(4πs− y1∆

∆
√
s

))
− erf

(
−
√
i

2

(4πs+ y1∆

∆
√
s

))
−→
∆→0

2erf
(2π
√
is

∆

)
, (6.24)

y como

ĺım
∆→0+

erf
(2π
√
is

∆

)
= 1, (6.25)

en efecto, recuperamos el resultado para espacio-tiempos continuos (6.10):

ĺım
∆→0+

Ḡ∆(x, x′) = − i

4π

∫ ∞
0

ds

s
exp
(
−im2s+

σ

2is

)
{1+a1(x, x′)(is)} = Ḡ(x, x′).

(6.26)

6.3. Acción efectiva

Como se expuso en la sección 3.3 del caṕıtulo 3, la acción efectiva está dada
por

W =

∫
dnxLeff =

∫
[−g(x)]1/2Leffd

nx, (6.27)

y

Leff =
i

2
ĺım
x′→x

∫ ∞
m2

dm2 GF (x, x′). (6.28)

Para obtener el lagrangeano efectivo para el espacio-tiempo cuántico alcanza
con reemplazar GF (x, x′) por G∆(x, x′) en (6.28):

Leff = − i

8π

∫ ∞
0

ds

s2
e−im

2serf
(2π
√
is

∆

)
F (x, x′; is). (6.29)
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Nos interesa estudiar aquellos términos divergentes en espacio-tiempos continuos
esféricamente simétricos, es decir:

Ldiv = − i

8π

∫ ∞
0

ds

s2
e−im

2serf
(2π
√
is

∆

)
(a0(x) + a1(x)(is)), (6.30)

donde a0(x) = a0(x, x) y a1(x) = a1(x, x). En los apartados siguientes nos de-
dicaremos a calcular expĺıcitamente Ldiv. Procederemos por dos caminos, (i)
utilizando el desarrollo de Taylor para la función error y extendiendo anaĺıtica-
mente el resultado a la región asintótica y (ii) usando la serie asintótica de la
función error; obteniéndose el mismo resultado en ambos casos.

6.3.1. Término en a0

El término en a0 está dado por

Leff,a0
= − i

8π

∫ ∞
0

ds

s2
e−im

2serf

(
2π

∆

√
is

)
, (6.31)

donde hemos hecho la sustitución a0 = 1.

Serie de Taylor

La función error puede expandirse del siguiente modo:

erf(z) =
2√
π

∞∑
n=0

(−1)nz2n+1

n!(2n+ 1)
. (6.32)

Insertando esta expansión en (6.31):

Leff,a0 = − 1

4(π)3/2

∞∑
n=0

(−1)nin+3/2

n!(2n+ 1)

(
2π

∆

)2n+1 ∫ ∞
0

ds e−im
2ssn−3/2, (6.33)

y haciendo el cambio de variable u = im2s:

Leff,a0
(6.34)

= − 1

4(π)3/2

∞∑
n=0

(−1)nin+3/2(im2)−n+1/2

n!(2n+ 1)

(
2π

∆

)2n+1 ∫ ∞
0

due−uun−1/2−1︸ ︷︷ ︸
=Γ(n− 1

2 )

(6.35)

=
1

4(π)3/2

∞∑
n=0

(−1)n

n!(2n+ 1)

(
2π

∆

)2n+1

m−2n+1Γ

(
n− 1

2

)
(6.36)

=
m

2∆
√
π

∞∑
n=0

(−1)n

n!(2n+ 1)

(
2π

∆m

)2n

Γ

(
n− 1

2

)
. (6.37)

Por otra parte, la serie que aparece en (6.37) satisface la relación:

∞∑
n=0

(−1)n

n!(2n+ 1)
knΓ

(
n− 1

2

)
= −

√
π

k
(
√
k(k + 1) + sinh−1(

√
k)). (6.38)
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En (6.37), k =
(

2π
∆m

)2
=⇒ k << 1, ya que ∆ es del orden de la longitud de

Planck. Tomemos, pues, la expansión asintótica del término a la derecha de la
igualdad (6.38), a saber:

√
k + 1 +

1√
k

sinh−1(
√
k) −→

k→∞

√
k +

1

2

√
1

k

(
−ln

(
1

k

)
+ 1 + ln(4)

)
+O

((
1

k

)3/2
)
.

(6.39)

Por lo tanto, la ecuación (6.37), puede reescribirse como

Leff,a0
(6.40)

≈ − m

2∆

(
2π

∆m
+

1

2

∆m

2π

[
−ln

((
∆m

2π

)2
)

+ 1 + ln(4)

])
(6.41)

≈ −
(
π

∆2
+
m2

8π

[
ln

(
16π2

∆2m2

)
+ 1

])
(6.42)

Expansión asintótica

La serie asintótica para la función error es

erf(z) = 1− e−z
2

z
√
π

∞∑
n=0

(−1)n
(2n− 1)!!

(2z2)n
. (6.43)

Sustituyendo esta expresión en (6.31), se obtiene:

Leff,a0
=
i

2

∫ ∞
0

ds

s2

∆

8π3/2
√
is

∞∑
n=0

(−1)n(2n− 1)!!∆2n

2n in sn(4π2)n
, (6.44)

donde hemos ignorado el primer sumando en (6.43) por tratarse de una constante
(infinita), independiente de ∆.
Concentrémonos ahora en la integral en s. Aplicando el cambio de variable

u = i( 4π2

∆2 +m2)s, se obtiene la identidad∫ ∞
0

ds e−i(4π
2/∆2+m2)ssn−3/2−1 = αn+3/2Γ(−n− 3/2), (6.45)

donde
α = i(4π2/∆2 +m2), (6.46)

con lo cual Leff,a0
toma la forma

Leff,a0 =
i

2

i∆

16π5/2)

∞∑
n=0

(−1)n(2n− 1)!!∆2n

2n(4π2)n

(
4π2

∆2
+m2

)
Γ

(
−n− 3

2

)
,

(6.47)
reagrupando términos:

Leff,a0 =
23/2(4π2)3/2

∆16π5/2

∞∑
n=0

(−1)n(2n− 1)!!

(
1

2
+
m2∆2

8π2

)n+3/2

Γ

(
−n− 3

2

)
.

(6.48)

98



6.3. ACCIÓN EFECTIVA

Estudiemos ahora la serie de la ecuación (6.48):

∞∑
n=0

(−1)n(2n− 1)!!kn+3/2Γ

(
−n− 3

2

)
, (6.49)

donde k = 1
2 + m2∆2

8π2 . Puesto que nos interesa estudiar la aproximación donde
m∆→ 0, expandamos en torno a k = 1/2:

∞∑
n=0

(−1)n(2n− 1)!!kn+3/2Γ

(
−n− 3

2

)
≈

k→1/2[−arg
(
−
√

2k−1
2k−1

)
− arg(2k − 1) + π

2π

](
−i
√

2π3/2

(
k − 1

2

)
+O

(
k − 1

2

)7
)

+

arg
(

2k−2
√

2
√
k+1

2k−1

)
2π

(−i√2π3/2

(
k − 1

2

)
+O

(
k − 1

2

)7
)

+

√
π

2
+

√
π

2

(
−ln

(
k − 1

2

)
+ ln(2)− iπ + 1

)(
k − 1

2

)
+O

(
k − 1

2

)2

,

(6.50)

utilizando que arg(k)=0 y sustituyendo esta expansión en (6.48), con k = 1
2 +

m2∆2

8π2 se obtiene:

Leff,a0
≈ −

(
π

∆2
+
m2

8π

(
1 + ln

(
16π2

m2∆2

)))
. (6.51)

En efectos, ambos cálculos, serie de Taylor y expansión asintótica han arrojado
el mismo resultado para Leff,a0

.

6.3.2. Término en a1

El término en a1(x) es:

Leff,a1 = − i

8π

∫ ∞
0

ds

s2
e−im

2serf
(2π
√
is

∆

)
a1(x)(is). (6.52)

Serie de Taylor

Usando el desarrollo (6.32) para la función error en (6.52) y reemplazando:

Leff,a1
=

1

4π3/2

∞∑
n=0

(−1)n

n!(2n+ 1)

∫ ∞
0

ds

(
2π
√
is

∆

)2n+1

e−im
2sa1(x), (6.53)

haciendo el cambio de variable im2s = u, la integral en s da lugar a un término
proporcional a una función Γ, de modo que Leff,a1

puede reexpresarse como

Leff,a1
=

1

4π3/2

∞∑
n=0

(−1)n

n!(2n+ 1)

(
2π

∆m

)2n+1

Γ

(
n+

1

2

)
a1(x), (6.54)
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por otra parte, la serie que aparece en (6.54) obedece

∞∑
n=0

(−1)n

n!(2n+ 1)
k2n+1Γ

(
n+

1

2

)
=
√
π sinh−1(k), (6.55)

donde k = 2π
∆m . Como ∆m→ 0, podemos considerar la expansión asintótica de

sinh−1(k)

sinh−1(k) ≈
k→∞

−ln

(
1

2k

)
+O

(
1

k2

)
(6.56)

como una buena aproximación, de manera que

Leff,a1
≈ 1

4π
ln

(
4π

∆m

)
a1(x). (6.57)

Reemplazando a1(x) por su valor Leff,a1
adquiere la forma

Leff,a1
≈ 1

4π
ln

(
4π

∆m

)
a1(x). (6.58)

Expansión asintótica

Procediendo de manera análoga al apartado anterior, pero considerando la
expansión asintótica (6.43), Leff,a1

toma la forma

Leff,a1
=− 1

16π5/2

∞∑
n=0

(−1)n(2n− 1)!!∆2n+1

(2i)n(4π)2nin+1/2

×
∫ ∞

0

ds e−i(4π
2/∆2+m2)ss−n−3/2a1(x),

(6.59)

donde hemos omitido la constante infinita independiente de ∆ del mismo modo
que hemos hecho en el apartado 6.3.1. Mediante el cambio de variable u =

i
(

4π2

∆2 +m2
)
s, la integral en s puede resolverse, dando lugar a una función Γ,

de forma que Leff,a1
obedece también la expresión siguiente:

Leff,a1
= −

√
8

16π3/2

∞∑
n=0

(−1)n(2n−1)!!

(
1

2
+
m2∆2

8π2

)n+1/2

Γ

(
−n− 1

2

)
. (6.60)

La serie en (6.60) cumple, además, que

∞∑
n=0

(−1)n(2n− 1)!! kn+1/2Γ

(
−n− 1

2

)
= −
√

2π tanh−1(
√

2k). (6.61)

Por otra parte, como m∆ → 0, es útil desarrollar la tangente hiperbólica de la
ecuación anterior en torno a k = 1/2:

−
√

2π tanh−1(
√

2k) ≈
k→1/2

√
π

2

(
ln

(
k − 1

2

)
− ln(2) + iπ

)
+O

(
k − 1

2

)
,

(6.62)
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el término en (k − 1/2) da lugar a un término proporcional a m2∆2 y, por lo
tanto, es despreciable. Considerando sólo la parte real del desarrollo, pues k ∈ R,
tenemos

−
√

2π tanh−1

(√
1 +

m2∆2

4π2

)
≈

k→1/2

√
π

2
ln

(
m2∆2

16π2

)
. (6.63)

Finalmente, reemplazando este resultado por la serie en (6.60) recuperamos, en
efecto, la relación (6.58).

A diferencia de lo que ocurŕıa en el caso de un espacio-tiempo continuo, donde
las contribuciones en a0 y a1 daban lugar a divergencias, como hemos demos-
trado, para un espacio-tiempo discreto estas contribuciones son finitas, aunque
dependientes del espaciado de la red ∆. En particular, para un valor finito ∆
subplanckiano son contribuciones importantes, lo que se traduce en una de-
pendencia de la macrof́ısica con respecto a la microf́ısica. Este problema puede
resolverse mediante una renormalización finita, como mostramos a continuación.

6.4. Renormalización

La densidad lagrangeana gravitacional está dada por:

Lg = (−g(2))1/2

[
−

Λ
(2)
B

8πGB
+

r2

16πGB
R

]
. (6.64)

Los términos dependientes de la microf́ısica pueden absorberse en el mismo.
Redefiniendo el lagrangeano gravitacional como Lren = Lg + Leff,a0

+ Leff,a1
,

entonces

Lren = −

(
A+

Λ
(2)
B

8πGB

)
+

(
B +

r2

16πGB

)
R, (6.65)

donde

A =
π

∆2
+
m2

8π

[
1 + ln

(
16π2

m2∆2

)]
, (6.66)

B =
1

4π
ln

(
4π

m∆

)(
1

6
− ξ
)
. (6.67)

El primer término a la derecha de la igualdad en la expresión (6.65) es indistin-
guible f́ısicamente del término en ΛB en el lagrangeano gravitacional original.
Lo mismo ocurre con el sumando asociado a la constante de Newton. Definimos
entonces las constantes cosmológica y de Newton renormalizadas como:

Λ(2) = Λ
(2)
B + 8πGB A, (6.68)

G =

(
16πB

r2
+

1

GB

)−1

. (6.69)

Finalmente, hemos eliminado la dependencia de la macrof́ısica con respecto a
la microestructura, puesto que cualquier observación macro versará sobre estas
constantes renormalizadas, ignorando completamente los términos vinculados
con ∆.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

Mostramos que la naturaleza discreta del espacio-tiempo cuántico regulariza
naturalmente las divergencias que emergen cuando se calcula el valor esperado
del tensor enerǵıa-momento sobre un espacio-tiempo continuo, para un cam-
po escalar libre y con masa. Los términos divergentes fueron reemplazados por
términos finitos, pero dependientes de los detalles de la microestructura del esta-
do cuántico del fondo espacio-temporal. Mostramos que tal dependencia puede
removerse mediante una renormalización finita que absorbe la dependencia de
los detalles de la microf́ısica en la constante cosmológica y la constante de New-
ton desnudas.

El hecho de que las constantes desnudas dependan de los microestados es
importante y en nuestra opinión estará presente genéricamente cuando se cuan-
ticen campos de prueba en espacio-tiempos cuánticos. Si bien puede pensarse
que en una cuantización completa donde el “backreaction”de los campos mate-
riales es tomado en cuenta este resultado puede cambiar, de persistir, sugeriŕıa
que posiblemente sea necesario buscar extensiones del formalismo de lazos que
no requieran este tipo de hipótesis.
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Apéndice A

Geometŕıa diferencial

A.1. Variedades

La relatividad general da lugar a espacio-tiempos más generales que Rn. En
particular, debemos considerar espacios que localmente se ven como Rn, aun-
que no necesariamente luzcan aśı globalmente. Para formalizar esta noción es
necesario introducir algunos conceptos matemáticos. Comenzaremos con el de
espacio topológico.

A.1.1. Espacios topológicos

Un espacio topológico es un conjunto X junto con una familia de subconjuntos
de X, llamados conjuntos abiertos, que satisfacen las siguientes propiedades:

1. El conjunto vaćıo y X son conjuntos abiertos.

2. Si U , V ⊆ X son abiertos, entonces U ∩ V es un conjunto abierto.

3. Si los conjuntos Uα ⊆ X son abiertos, entonces ∪Uα es un conjunto abierto.

La colección de conjuntos abiertos se conoce como la topoloǵıa deX. Un conjunto
abierto que contiene a un punto x de X se llama entorno de x.

Una colección de conjuntos abiertos Uα se denomina recubrimiento del espacio
topológico X si su unión contiene a X.

Dado un espacio topológico X y un conjunto abierto U ⊆ X, definimos una
carta como una función continua ϕ : U → Rn con inversa continua (definida
sobre el conjunto ϕ(U)).

A.1.2. Definición

Una variedad de n dimensiones suave es un espacio topológico M equipado
con cartas ϕα : Uα → Rn , donde los Uα constituyen un recubrimiento de M tal
que la función de transición ϕα ◦ ϕ−1

β es suave (i.e. infinitamente diferenciable)
donde sea que esté definida. Una colección de cartas de este tipo se denomina
atlas.

¿Cómo se vincula esta definición formal con la idea intuitiva expuesta al co-
mienzo de la sección? Primero, cada punto de M pertenece a algún subconjunto
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abierto Uα que se ve localmente como Rn (en el sentido de que existe una carta),
y por lo tanto podemos construir toda la variedad a partir de “parches”que lucen
como Rn. Además, la definición de variedad permite discernir sin ambigüedades
si una función sobre M es o no suave. Diremos que una función f : M → R es
suave si para todo α, f ◦ ϕ−1

α : Rn → R es suave.

A.2. Campos vectoriales

La definición de campo vectorial sobre una variedad se apoya principalmente
en la idea de que es posible derivar cualquier función f en la dirección de los
vectores. Para precisar esta definición necesitaremos algunos conceptos previos.

Denotaremos como C∞(M) al conjunto de funciones f : M → R suaves. Este
conjunto constituye un álgebra sobre el conjunto de los números reales. Esto
significa que es cerrado bajo la adición, la multiplicación entre funciones y por
números reales y que se satisfacen las siguientes relaciones:

f + g = g + f f + (g + h) = (f + g) + h f(gh) = (fg)h (A.1)

f(g + h) = fg + fh (f + g)h = fh+ gh 1f = f (A.2)

α(βf) = (αβ)f α(f + g) = αf + αg (α+ β)f = αf + βf (A.3)

donde f, g, h ∈ C∞(M) y α, β ∈ R. Se trata de un álgebra conmutativa ya que
fg = gf .

Denominaremos campo vectorial v sobre una variedad M a cualquier función
de C∞(M) a C∞(M) que satisfaga las siguientes propiedades:

v(f + g) = v(f) + v(g) (A.4)

v(αf) = αv(f) (A.5)

v(fg) = v(f)g + fv(g) (A.6)

para cualquier f, g ∈ C∞(M) y α ∈ R. Hay que notar que en esta definición
se condensan las caracteŕısticas básicas de la derivada direccional. Las primeras
dos propiedades dan cuenta de la linealidad mientras que la última expresa la
regla del producto o ley de Leibniz.

Llamaremos Vect(M) al conjunto de todos los campos vectoriales sobre M .

A.2.1. Vectores tangentes

Para obtener una definición rigurosa de vector tangente en un punto p ∈ M
hay que notar, siguiendo la ĺınea de razonamiento trazada para los campos,
que la función de un vector tangente debeŕıa consistir en tomar la derivada
direccional, evaluándola en el punto p. Por ejemplo, dado un campo vectorial v
sobre M , se puede tomar la derivada v(f) de cualquier función f ∈ C∞(M) y,
finalmente, evaluarla en p. Esto es, determinar v(f)(p).

Aśı, definimos:

vp : C∞(M)→ R / vp(f) = v(f)(p) (A.7)

Se puede ver que vp posee las siguientes propiedades, que se siguen directamente
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de la definición de campo vectorial:

vp(f + g) = vp(f) + vp(g) (A.8)

vp(αf) = αvp(f) (A.9)

vp(fg) = vp(f)g(p) + f(p)vp(g) (A.10)

Denominaremos vector tangente en p ∈M a cualquier función desde C∞(M) a
R que cumpla estas tres propiedades. Denotaremos por TpM al espacio tangente
en p, es decir, al conjunto de todos los vectores tangentes en p.

Por último, dados v, w ∈ TpM y α ∈ R se cumple:

(v + w)(f) = v(f) + w(f) (A.11)

(αv)(f) = αv(f) (A.12)

Por lo tanto, en efecto, TpM es un espacio vectorial.

A.2.2. Cantidades covariantes y contravariantes

Dadas las funciones φ : M → N y f : N → R, donde M y N son variedades.
Se define el pullback de f a través de φ como:

φ∗f = f ◦ φ (A.13)

El punto a resaltar es que, mientras φ “va hacia delante”(de M a N), la opera-
ción pullback φ∗ “va hacia atrás”(a partir de funciones en N construye funciones
en M). Por esta razón diremos que las funciones sobre variedades que toman
valores en los reales, aśı como cualquier otro objeto que transforme de la misma
manera que éstas ante φ, son contravariantes.

A diferencia de éstos, los vectores tangentes (aśı como cualquier objeto que
transforme al igual que ellos bajo φ) son covariantes: un vector tangente v ∈
TpM y una función φ : M → N dan lugar a otro vector tangente φ∗v ∈ Tφ(p)N ,
definido como el pushforward de v por φ:

(φ∗v)(f) = v(φ∗f) (A.14)

Antes de concluir esta sección, una última definición: se dice que φ : M → N es
suave si f ∈ C∞(N) implica que φ∗f ∈ C∞(M).

A.3. Formas diferenciales

A.3.1. 1-formas

Trataremos de generalizar el concepto de gradiente de una función sobre Rn a
funciones sobre variedades arbitrarias. Recordemos que la derivada direccional
de una función en Rn sobre la dirección v es ∇f.v = vf (usaremos indistinta-
mente vf o v(f) para denotar a la derivada direccional). En otras palabras, el
gradiente de f es un objeto que contiene información sobre la derivada direc-
cional de f en una dirección cualquiera. Buscamos un objeto que realice este
mismo trabajo sobre cualquier variedad M .

Para ello detengámonos en el papel que cumple ∇f en la fórmula ∇f.v = vf .
Para cada campo vectorial v que elijamos, esta expresión da lugar a una función
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vf , la derivada direccional de f en la dirección v. Por lo tanto, lo que realmente
nos interesa es el operador

v 7→ vf (A.15)

Este mapa tiene sólo una propiedad esencial, la linealidad

∇f.(v + w) = ∇f.v +∇f.w (A.16)

para dos campos vectoriales cualquiera v y w, y

∇f.(gv) = g(∇f.v) (A.17)

donde g es cualquier función suave sobre Rn. Por lo tanto la aplicación v 7→ ∇f.v
es lineal sobre C∞(Rn).

Generalizando estas ideas a variedades arbitrarias construimos la definición si-
guiente: una 1-forma sobre una variedad M consiste en un mapa desde Vect(M)
a C∞(M), lineal sobre C∞(M). Utilizamos el śımbolo Ω1(M) para indicar el
espacio de todas las 1-formas sobre una variedad M .

El ejemplo básico de una 1-forma es df , definida por

df(v) = vf. (A.18)

donde f : M → R es suave. Para probar que en efecto df es una 1-forma
alcanza con observar que cumple con las propiedades de linealidad definidas
anteriormente. df recibe el nombre de diferencial o derivada exterior de f .
De manera general, definimos el diferencial o la derivada exterior como el mapa
d : C∞(M)→ Ω1(M) de modo que la imagen de cada función f es su diferencial
df .

A.3.2. Vectores cotangentes

Al igual que un campo vectorial sobre M da lugar a un vector tangente, una
1-forma sobre M da lugar a cierto tipo de vector en cada punto de la variedad: el
vector cotangente. Denominamos vector cotangente ω en p ∈ M al mapa lineal
cuyo dominio es el espacio tangente TpM y su codominio R. Denotaremos con
el śımbolo T ∗pM al espacio de todos los vectores cotangentes en p.

Por ejemplo, dada una 1-forma ω sobre M y un campo vectorial v sobre M ,
es posible definir un vector cotangente ωp ∈ T ∗pM a partir de la relación:

ωp(vp) = ω(v)(p). (A.19)

A.3.3. Espacio cotangente como espacio dual

Sea un espacio vectorial V , se define el espacio vectorial dual V ∗ como el
espacio de todos los funcionales lineales ω : V → R. En particular, el espacio
cotangente T ∗pM es el dual del espacio tangente TpM .

Consecuentemente, dado un mapa f : V → W , se obtiene automáticamente
otro mapa, el dual de f , f∗ : W ∗ → V ∗ definido por

(f∗ω)(v) = ω(f(v)) ω ∈W ∗. (A.20)

Ergo, mapas lineales entre espacios vectoriales dan lugar a mapas entre sus
espacios duales que “van hacia atrás”.
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Esto último implica que los vectores cotangentes son contravariantes. Veámos-
lo más en detalle: supongamos que tenemos un mapa φ : M → N entre varieda-
des, donde φ(p) = q. Esto implica que existe un mapa lineal φ∗ : TpM → TqN
que da lugar a un mapa dual:

φ∗ : T ∗qN → T ∗pM. (A.21)

φ∗ω recibirá el nombre de pullback de ω por φ. Expĺıcitamente, si v ∈ TpM y
ω ∈ T ∗qN , tenemos

(φ∗ω)(v) = ω(φ∗v). (A.22)

Este pullback también se puede realizar globalmente, es decir, a partir de una
1-forma ω sobre N puede obtenerse una 1-forma sobre M , a saber:

(φ∗ω)p = φ∗(ωq) (A.23)

donde φ(p) = q.
Por último, probaremos que {dxµ} constituye una base de 1-formas en Rn.

Para ello hay que probar que: i) las 1-formas dxµ generan todas las 1-formas
sobre Rn y ii) son linealmente independientes.

Para demostrar i) alcanza con mostrar que cualquier 1-forma ω puede es-
cribirse como ω = ωµdx

µ. Para verificar esta relación es suficiente con evaluar
ambos lados de la igualdad en un campo vectorial v = vν∂ν . A la izquierda
tenemos

ω(v) = ω(vν∂ν) = vνων (A.24)

y a la derecha

(ωµdx
µ)(v) = (ωµdx

µ)(vν∂ν) = ωνv
ν (A.25)

usando que dxµ(∂ν) = ∂ν(xµ) = δµν .
Para probar ii) es suficiente con mostrar que si ω = ωµdx

µ = 0, entonces
necesariamente las funciones ωµ son cero. Para ello evaluemos ω en un campo
vectorial arbitrario v = vν∂ν :

ω(v) = ωµdx
µ(vν∂ν) = ωνv

ν = 0 (A.26)

como v es arbitrario, entonces ων = 0.

A.3.4. p-formas

Llamaremos álgebra exterior sobre un espacio vectorial V , simbólicamente
ΛV , a la estructura algebraica generada a partir de V junto con las relaciones

v ∧ w = −w ∧ v (A.27)

para todo v, w ∈ V . El producto simbolizado por una ∧ lo denominaremos
producto cuña o producto exterior.

En general, para cualquier espacio vectorial V , definimos ΛpV como el subes-
pacio de ΛV consistente en todas las combinaciones lineales de productos de p
vectores de V , es decir combinaciones lineales de términos de la forma

v1 ∧ · · · ∧ vp. (A.28)
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APÉNDICE A. GEOMETRÍA DIFERENCIAL

Se dice que los elementos que pertenecen a ΛpV tienen grado p. Como ejemplo
de la definición anterior se tienen: Λ1V , que no es otra cosa que el mismo V ,
y Λ0V , que por convención se define igual a R. Por otra parte, se desprende
directamente de la antisimetŕıa del producto exterior que si V es n-dimensional,
ΛpV es vaćıo para p > n, mientras que para 0 ≤ p ≤ n su dimensión es
n!/p!(n− p)!.

Recordemos que nuestro interés último es trabajar sobre variedades suaves.
Adaptemos, pues, la construcción anterior a una variedad M . Definimos las
formas diferenciales sobre M como los objetos pertenecientes a la estructura
algebraica generada por Ω1(M), junto con las relaciones

ω ∧ µ = −µ ∧ ω (A.29)

para todo ω, µ ∈ Ω1(M). Es conveniente hacer algunas aclaraciones acerca de
esta definción.

En primer lugar, Ω(M) constituye un álgebra sobre C∞(M), por lo tanto,
consiste en combinaciones lineales (localmente finitas) de productos cuña de 1-
formas con funciones como coeficientes. En segundo lugar, debido a lo anterior,
en las reglas del álgebra (enunciadas en la sección de campos vectoriales) para
Ω(M) los números deben ser sustituidos por funciones de C∞(M).

Definimos las 0-formas, Ω0(M), como las funciones, y el producto cuña de
las funciones con formas diferenciales como el producto ordinario: f ∧ ω = fω.
Elementos que sean combinaciones lineales de productos de p 1-formas se deno-
minan p-formas. Denotamos al espacio de las p-formas sobre M como Ωp(M).
Aśı,

Ω(M) =
⊕
p

Ωp(M). (A.30)

Una relación importante entre formas diferenciales es la siguiente: sean ω ∈
Ωp(M) y µ ∈ Ωq(M), entonces

ω ∧ µ = (−1)pqµ ∧ ω. (A.31)

Se puede probar fácilmente reescribiendo ω y µ en términos de 1-formas y uti-
lizando la antilinealidad del producto exterior.

A.3.5. Derivada exterior

Se define la derivada exterior o diferencial como el único conjunto de mapas

d : Ωp(M)→ Ωp+1(M) (A.32)

que satisface las siguientes propiedades:

1. d : Ω0(M)→ Ω1(M) es consistente con nuestra definición previa.

2. d(ω + µ) = dω + dµ y d(cω) = cdω para todo ω, µ ∈ Ω(M) y c ∈ R.

3. d(ω ∧ µ) = dω ∧ µ+ (−1)pω ∧ dµ para todo ω ∈ Ωp(M) y µ ∈ Ω(M).

4. d(dω) = 0 para todo ω ∈ Ω(M).
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A.4. Cambio de coordenadas

En esta sección abordaremos las transformaciones de campos vectoriales y
1-formas bajo cambios de coordenadas. La idea ya ha sido esbozada: dada una
variedad M de dimensión n, una carta es un difeomorfismo ϕ desde un conjunto
abierto U ∈ M a Rn, lo cual nos permite convertir las operaciones sobre M en
operaciones sobre Rn. En efecto, valiéndonos de esta carta podemos efectuar
un pullback sobre las funciones coordenadas xµ desde Rn a U . Acataremos la
convención de escribir a estas últimas como xµ (una notación más rigurosa seŕıa
ϕ∗xµ) y nos referiremos a ellas como coordenadas locales en U .

De manera similar, podemos efectuar un pushforward sobre la elementos de
la base ∂µ (correspondiente a los ejes coordenados) de campos vectoriales en
Rn, mediante ϕ−1, a elementos de una base de campos vectoriales en U , los que
escribiremos también como ∂µ y denominaremos campos vectoriales coordenados
asociados a las coordenadas locales xµ sobre U . Aśı, podemos escribir cualquier
vector v sobre U como:

v = vµ∂µ. (A.33)

Procedemos análogamente con los elementos de la base de 1-formas coordenadas
dxµ sobre Rn. Efectuando un pullback mediante ϕ hacia U , se obtiene una base
de 1-formas sobre U . Las denominaremos 1-formas coordenadas asociadas a las
coordenadas locales xµ y las escribiremos simplemente como dxµ.

Aśı, podemos escribir cualquier 1-forma ω sobre U como:

ω = ωµdx
µ. (A.34)

Detengámonos ahora en los cambios de coordenadas. Las funciones coordenadas
usuales sobre Rn, x1, x2, . . . , xn dan lugar a una base ∂µ para Vect(Rn). Dado un
campo vectorial cualquiera v sobre Rn, se puede escribir de manera única como
v = vµ∂µ, donde vµ son funciones pertenecientes a C∞(Rn). Supongamos ahora
que elegimos otro sistema de coordenadas sobre Rn, i.e. algún otro conjunto
de funciones x′1, x

′
2, . . . , x

′
n tales que ∂′ν sea otra base para Vect(Rn). Luego, el

mismo vector v puede escribirse como v = v′ν∂′ν . Nuestro objetivo es determinar
cómo se vinculan las componentes del vector en una y otra base (el razonamiento
puede extenderse sin problemas a cartas sobre variedades). En primer lugar
observemos que los elementos de una base pueden escribirse en términos de los
de la otra,

∂µ = T νµ∂
′
ν . (A.35)

Apliquemos ambos lados de la igualdad a la función coordenada x′λ:

∂µx
′λ = T νµ∂

′
νx
′λ. (A.36)

Como ∂′νx
′λ = δλν se obtiene:

Tλµ =
∂x′λ

∂xµ
, (A.37)

con lo cual

v′ν∂′ν = vµ
∂x′ν

∂xµ
∂′ν , (A.38)

e igualando coeficientes se tiene

v′ν =
∂x′ν

∂xµ
vµ. (A.39)
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Se puede razonar análogamente con las 1-formas, obteniéndose las expresiones

dx′ν =
∂x′ν
∂xµ

dxµ. (A.40)

ω′ν =
∂xµ

∂x′ν
ωµ. (A.41)

Hasta aqúı hemos estado trabajando con transformaciones de coordenadas pa-
sivas, es decir, con cambios en las funciones coordenadas. Las transformaciones
de coordenadas activas están caracterizadas completamente por difeomorfismos
(homeomorfismos diferenciables con inversa diferenciable):

φ : M →M. (A.42)

Las diferencias entre transformaciones pasivas y activas son solamente de enfo-
que.

Consideremos entonces el efecto que un mapa φ : Rm → Rn tiene sobre
campos vectoriales y 1-formas. En el caso que n = m se tratará de un difeo-
morfismo, sin embargo, por sencillez, trabajaremos en este caso más general.
Sean x1, x2, ..., xm las coordenadas en Rm y x′1, ..., x′n las coordenadas en Rn.
Primero notemos que se puede realizar un pullback sobre las funciones coorde-
nadas x′ν en Rn a funciones φ∗x′ν en Rm: (φ∗x′ν)(p) = x′ν(φ(p)), para cualquier
p ∈M . Detengámonos ahora en el campo vectorial coordenado ∂µ en Rm. Se le
puede efectuar un pushforward, obteniéndose:

φ∗∂µ =
∂x′ν

∂xµ
∂′ν . (A.43)

Conviene aclarar que la notación no es demasiado rigurosa y ∂x′ν ∂xµ refiere
a ∂(φ∗x′ν) ∂xµ. La prueba de la igualdad anterior es directa; se aplican las
expresiones a ambos lados de la igualdad a una función coordenada cualquiera
x′λ de Rn, verificándose el mismo resultado para los dos casos.

Para las 1-formas se puede efectuar un pullback. El resultado es:

φ∗(dx′ν) =
∂x′ν

∂xµ
dxµ. (A.44)
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Fibrados y conexiones

B.1. Fibrados

Comenzaremos este apartado introduciendo varias definiciones importantes.
Un fibrado es una estructura que consiste en dos variedades, M y E, y un mapa
sobreyectivo π : E → M . En general, a la variedad E se le denomina espacio
total, a M espacio base y a π proyección. El espacio

Ep = {q ∈ E : π(q) = p} (B.1)

para cada punto p ∈ M recibe el nombre de fibra sobre p. En adelante, lla-
maremos fibrado a ‘π : E → M ’ y en ocasiones sólo hablaremos del fibrado
‘E’.

Un ejemplo de fibrado es el fibrado tangente a una variedad M . El espacio
total, TM , está dado por:

TM =
⋃
p∈M

TpM. (B.2)

La proyección π : TM → M mapea cada vector tangente v ∈ TpM en el punto
p ∈M . Aśı, la fibra sobre cualquier punto p ∈M es el espacio tangente TpM . Se
puede verificar que, en efecto, TM es una variedad. Para especificar un punto
en TM es necesario identificar un punto p ∈ M y un vector v ∈ TpM ; como
M se ve localmente como Rn, al igual que el espacio tangente en cada punto,
TM luce como Rn × Rn localmente. Las cartas para TM se pueden definir a
partir de las cartas para la variedad M , ϕα : Uα → Rn. Sea Vα el subconjunto
de TM dado por Vα = {v ∈ TM : π(v) ∈ Uα}; las cartas de TM se definen
como ψα : Vα → Rn × Rn tal que

ψα(v) = (ϕα(π(v)), (ϕα)∗v). (B.3)

Dadas dos variedades M y F , definimos el fibrado trivial sobre M con fibra
estándar F como el producto cartesiano E = M ×F tal que el mapa proyección
es

π(p, f) = p ∀(p, f) ∈M × F. (B.4)

En el fibrado trivial E = M × F , la fibra sobre p es

Ep = {p} × F. (B.5)
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Morfismos y trivialización local

Llamaremos morfismo de un fibrado π : E → M al fibrado π′ : E′ → M ′ a
los mapas ψ : E → E′ y φ : M →M ′ tales que ψ env́ıa cada fibra Ep a la fibra
E′φ(p). Hablamos de isomorfismo si tanto φ como ψ son difeomorfismos.
Dado un fibrado π : E →M y una subvariedad S ⊆M , definimos la restricción
de E a S como

E|S = {q ∈ E : π(q) ∈ S}, (B.6)

tomando S como el espacio base y π (restringido a S) como la proyección.
Se dice que un fibrado π : E → M es localmente trivial con fibra estándar

F si para cada punto p ∈ M existe un entorno U de p y un isomorfismo entre
fibrados

φ : E|U → U × F (B.7)

que env́ıa cada fibra Ep a la fibra {p} × F . φ recibe el nombre de trivialización
local.

Fibrados vectoriales

Un fibrado vectorial real n-dimensional es un fibrado localmente trivial π :
E → M donde cada fibra Ep es un espacio vectorial de dimensión n y donde
para cada punto p ∈ M existe un entorno U de p junto con una trivialización
local

φ : E|U → U × Rn (B.8)

que mapea cada fibra Ep en la fibra {p} × Rn, linealmente. Los fibrados vecto-
riales complejos se definen análogamente, con Cn tomando el lugar de Rn.

Dados dos fibrados vectoriales π : E →M y π′ : E′ →M ′, un morfismo entre
fibrados vectoriales es un morfismo entre fibrados ψ : E → E′ cuya restricción
a cada fibra Ep de E es lineal.

Una sección de un fibrado π : E → M es una función s : M → E tal que
∀p ∈M ,

s(p) ∈ Ep. (B.9)

En otras palabras, la sección le asigna a cada punto en el espacio base un vector
en la fibra sobre ese punto. Las secciones de un fibrado vectorial E sobre M
pueden sumarse, aśı como multiplicarse por funciones sobre M. Siendo rigurosos:
sean s y s′ secciones de E y f ∈ C∞(M), definimos la sección s+ s′ como

(s+ s′)(p) = s(p) + s′(p), (B.10)

y la sección fs por
(fs)(p) = f(p)s(p). (B.11)

El conjunto de todas las secciones de E se denota Γ(E).
Dado un fibrado vectorial E decimos que las secciones e1, ..., en de E forman

una base de secciones de E si cualquier sección s ∈ Γ(E) puede escribirse de
manera única como una suma

s = siei, (B.12)

donde si ∈ C∞(M). Hay que observar que un fibrado vectorial posee una base
de secciones si y sólo si es isomorfo a un fibrado trivial. Para probar esto alcanza
con notar que una base de secciones determina el siguiente isomorfismo:

ψ : M × Rn → E / ψ(p, v) = viei(p) (B.13)
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con p ∈M, v ∈ Rn. Rećıprocamente, dado un isomorfismo entre fibrados vecto-
riales ψ : M ×Rn → E, éste puede utilizarse para transferir la base de secciones
de M × Rn a una base de secciones de E. Como, por definición, los fibrados
vectoriales son localmente isomorfos a un fibrado trivial, para realizar cálculos
locales siempre podemos hacer uso de una base de secciones en algún entorno
de cualquier punto del espacio base.

Ejemplos

En este apartado veremos algunos ejemplos de fibrados vectoriales construidos
a partir de otros ya dados.

En un fibrado vectorial E sobre M , cada fibra Ep es un espacio vectorial,
y por tanto, tiene un espacio dual E∗p . Definimos el fibrado vectorial dual E∗

como la unión de E∗p para todo p ∈ M , tal que su correspondiente proyección
π : E∗ → M env́ıa cada E∗p al correspondiente punto p. Un ejemplo de fibrado
dual es el fibrado cotangente T ∗M . En este caso, la fibra T ∗pM es el espacio
cotangente en p. Luego, una sección de T ∗M es una 1-forma sobre M .

Dados dos fibrados vectoriales E y E′ sobre M , definimos la suma directa de
fibrados vectoriales E⊕E′ sobre M . La fibra sobre p de este fibrado es el espacio
vectorial Ep ⊕ E′p. Análogamente, podemos construir el producto tensorial de
fibrados vectoriales E ⊗ E′ sobre M cuya fibra sobre p es Ep ⊗ E′p.

Otro ejemplo resulta de “pegar”fibrados vectoriales triviales. Sea M una va-
riedad y {Uα} un recubrimiento abierto de M . Sean V un espacio vectorial y ρ
una representación sobre V de algún grupo G, se obtiene un fibrado vectorial
π : E → M a partir de los fibrados triviales Uα × V , usando las funciones de
transición gαβ : Uα ∩ Uβ → G. E está dado por⋃

α

Uα × V, (B.14)

considerándose dos puntos cualquiera: (p, v) ∈ Uα × V y (p, v′) ∈ Uβ × V como
iguales si

v = ρ(gαβ)v′. (B.15)

En general, seremos más económicos y escribiremos v = gαβv
′.

Para que este procedimiento dé lugar a fibrados vectoriales es necesario que
las funciones de transición satisfagan algunas condiciones de consistencia. Su-
pongamos que p ∈ Uα. Por lo dicho arriba debemos identificar (p, v) ∈ Uα × V
con (p, gααv) ∈ Uα × V , sin embargo, no queremos identificar puntos en un
mismo fibrado trivial Uα × V , por lo que debemos imponer la condición

gαα = 1 sobre Uα. (B.16)

Siguiendo la lógica anterior pueden deducirse condiciones análogas. Si p ∈ Uα ∩
Uβ ∩ Uγ , identificamos

(p, v) ∈ Uα × V (B.17)

con
(p, gγαv) ∈ Uγ × V, (B.18)

el que a su vez identificamos con

(p, gβγgγαv) ∈ Uβ × V, (B.19)
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que finalmente identificamos con

(p, gαβgβγgγαv) ∈ Uα × V. (B.20)

Por la misma razón esgrimida para gαα,

gαβgβγgγα = 1 en Uα ∩ Uβ ∩ Uγ . (B.21)

Y aśı, pueden derivarse restricciones sobre las funciones de transición para la
intersección de un número arbitrario de abiertos.
Utilizaremos [p, v]α para simbolizar al punto de E correspondiente a (p, v) ∈
Uα × V . Identificamos [p, v]α = [p, gβαv]β . Definimos la proyección π : E → V
como

π[p, v]α = p. (B.22)

Luego, la fibra Ep es el conjunto de los puntos en E de la forma [p, v]α. Si
las funciones de transición satisfacen las condiciones de consistencia, en efecto,
π : E → M es un fibrado vectorial. A esta clase de fibrados se les llama G-
fibrados. Al grupo G se le denomina grupo de gauge del fibrado, siendo V la
fibra estándar.

Como cada fibra de un G-fibrado es un espacio vectorial V tiene sentido
distinguir aquellas transformaciones T : Ep → Ep de la forma ρ(g). De manera
más precisa, dado p ∈ Uα, decimos que T vive en G si es de la forma

[p, v]α 7−→ [p, gv]α (B.23)

para algún g ∈ G. Esta definición es independiente de α: si además p ∈ Uβ ,
entonces

[p, v]α = [p, gβαv]β (B.24)

y de manera similar
[p, gv]α = [p, gβαgv]β (B.25)

Por lo tanto, en Uα ∩ Uβ , T está dado por

[p, gβαv]β 7−→ [p, gβαgv]β (B.26)

que es lo mismo que
[p, v′]β → [p, g′v′]β (B.27)

donde v′ = gβαv, g′ = gβαgg
−1
βα .

El mismo concepto se aplica a las álgebras de Lie. Afirmamos que T : Ep → Ep
vive en g si posee la forma

[p, v]α 7−→ [p, dρ(x)v]α (B.28)

para algún x ∈ g.

B.2. Endomorfismos

Dado un espacio vectorial V , llamaremos endomorfismos, End(V ), a las fun-
ciones lineales de V a śı mismo. Los endomorfismos constituyen un espacio
vectorial, pues:

(αT )(v) = αT (v), (B.29)

(S + T )(v) = S(v) + T (v) (B.30)
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para todo S, T ∈ End(V ), v ∈ V y para cualquier escalar α.
Sea ei un elemento de la base de V y ej un elemento de la base de V ∗, una

base conveniente de End(V ) está dada por los elementos eij tales que

eijek = δikej . (B.31)

Existe un isomorfismo

V ⊗ V ∗ ∼= End(V ) (B.32)

que asigna al elemento v ⊗ f ∈ V ⊗ V ∗ la función lineal dada por

x 7−→ f(x)v ∀x ∈ V. (B.33)

En términos de bases, este isomorfismo se expresa como

ei ⊗ ej 7−→ eij . (B.34)

Consecuentemente, dado un fibrado vectorial E sobre una variedadM , llamamos
fibrado de endomorfismos de E, End(E), al fibrado E⊗E∗. La fibra de End(E)
sobre cualquier punto p ∈M es igual a End(Ep). De este modo, cualquier sección
T de End(E) define un mapa de E a śı mismo que env́ıa v ∈ Ep a T (p)v ∈ Ep,
y, por lo tanto, es un morfismo entre fibrados vectoriales.

Aśı, cualquier sección T de End(E) actúa sobre cualquier sección s de E,
dando lugar a una nueva sección Ts de E:

(Ts)(p) = T (p)s(p). (B.35)

Ergo, T determina una función C∞(M)-lineal

T : Γ(E)→ Γ(E), (B.36)

donde Γ(E) es el conjunto de todas las secciones de E. Puede mostrarse que
todos los mapas C∞(M)-lineales T : Γ(E)→ Γ(E) corresponden a secciones de
End(E).

Sea π : E → M un G-fibrado, con G grupo de Lie. Sea T ∈ End(E). Si T (p)
vive en G para todo p ∈M , decimos que T es una transformación de gauge. El
conjunto de todas las transformaciones de gauge constituyen un grupo, con el
producto y la inversa definidos por

(gh)(p) = g(p)h(p) (B.37)

g−1(p) = g(p)−1. (B.38)

En teoŕıas gauge los campos son secciones de G-fibrados y las leyes f́ısicas están
expresadas por ecuaciones diferenciales tales que si una sección s es solución,
también lo es gs, para cualquier transformación de gauge g.

B.3. Conexiones

Sea E un fibrado vectorial sobre M . Una conexión D sobre M le asigna a
cada campo vectorial v sobre M una función Dv : Γ(E) → Γ(E) que satisface
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las propiedades:

Dv(αs) = αDvs (B.39)

Dv(s+ t) = Dvs+Dvt (B.40)

Dv(fs) = v(f)s+ fDvs (B.41)

Dv+ws = Dvs+Dws (B.42)

Dfvs = fDvs (B.43)

para todo v, w ∈ Vect(M), s, t ∈ Γ(E), f ∈ C∞(M) y cualquier escalar α
(donde escalar refiere a cualquier número real o complejo dependiendo del tipo
de fibrado E). La tercer propiedad, la ley de Leibniz, le permite a Dv actuar
como un diferenciación. Dados una sección s y un campo vectorial v arbitrarios,
llamamos derivada covariante de s en la dirección v a Dvs.

Sean {xµ} las coordenadas de un conjunto abierto U ⊆ M , {∂µ} la corres-
pondiente base de campos vectoriales coordenados, y {ei} una base de secciones
de E sobre U . Se cumple que

Dµej = Aiµjei. (B.44)

Las funciones definidas sobre U , Aiµj , reciben el nombre de componentes del
potencial vector. Una de las utilidades del potencial vector reside en que podemos
utilizarlo para calcular la derivada covariante Dvs de cualquier sección s:

Dvs = Dvµ∂µs (B.45)

= vµD∂µs (B.46)

= vµDµ(siei) (B.47)

= vµ((∂µs
i)ei +Ajµis

iej) (B.48)

= vµ(∂µs
i +Aiµjs

j)ei. (B.49)

El término Ajµiv
µsiej es una nueva sección de E sobre U . Aśı, si evaluamos

el potencial vector en un campo vectorial y una sección obtenemos una nueva
sección de E sobre U , C∞(U)-linealmente. Podemos, entonces, pensar en el
potencial vector como en una 1-forma End(E)-valuad sobre U , i.e., una sección
del fibrado

End(E|U )⊗ T ∗U, (B.50)

pues si definimos el potencial vector como A = Ajµiej ⊗ ei ⊗ dxµ, el término
correspondiente a la 1-forma se alimenta de un campo vectorial v sobre U ,
resultando en una sección de (E) sobre U ,

A(v) = Ajµi(ej ⊗ e
i⊗)dxµ(v) (B.51)

= Ajµiv
µ(ej ⊗ ei), (B.52)

que si, a su vez, se alimenta con cualquier sección s de E sobre U da lugar a

A(v)s = Ajµiv
µ(ej ⊗ ei)s (B.53)

= Ajµiv
µsiej (B.54)

¡que es la sección que buscábamos!
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En ocasiones obviaremos los ı́ndices internos, definiendo Aµ = Ajµiej ⊗ ei.
Dada una conexión D0, entonces D = D0 +A también es una conexión. Es más,
cualquier conexión D puede escribirse como D0 +A. De hecho, cuando trabaja-
mos en coordenadas locales usando una trivialización local de E, usábamos de
manera impĺıcita la conexión

D0
vs = v(sj)ej (B.55)

escribiendo una conexión cualquiera, D, como D0 + A. La conexión D0 se de-
nomina conexión estándar plana sobre E|U y depende de la elección de la tri-
vialización local de E.

Para probar las aserciones anteriores debemos, en primer lugar, verificar que
si D0 es una conexión sobre E, y A es una 1-forma End(E)-valuada entonces
D = D0+A es una conexión sobre E. La única parte no trivial radica en verificar
la ley de Leibniz:

Dv(fs) = D0
v(fs) +A(v)(fs) (B.56)

= v(f)s+ fD0
vs+ fA(v)s (B.57)

= v(f)s+ fDv(s). (B.58)

En segundo lugar, hay que verificar que si D es una conexión cualquiera sobre
E, D = D0 + A. Esto se traduce en probar que A = D −D0 es C∞(M)-lineal
en v y s. La linealidad en v es directa, pues Dvs y D0

vs dependen linealmente
en v. Veamos la linealidad en s:

Dv(fs)−D0
v(fs) = v(f)s+ fDvs− v(f)s− fD0

vs (B.59)

= f(Dvs−D0
vs), (B.60)

para cualquier función f sobre M . Luego, valiéndonos de estas propiedades
de linealidad para A(v)s, podemos fabricar una 1-forma End(E)-valuada. Por
ejemplo, dadas las coordenadas locales {xµ} y una base local de secciones {ei}
de E, podemos definir

A = Ajµiej ⊗ e
i ⊗ dxµ (B.61)

donde A(∂µ)ej = Aiµjei.
Cuando un fibrado vectorial E consta de alguna estructura extra, las co-

nexiones que son compatibles con ella adquieren una dimensión especialmente
importante. En relatividad general, por ejemplo, es crucial el fibrado tangente
al espacio-tiempo. Como éste posee una métrica, las conexiones más relevan-
tes, desde un punto de vista f́ısico, serán aquellas que preserven la métrica. En
teoŕıas gauge este papel lo interpretan las G-conexiones.

Decimos que D es una G-conexión si en coordenadas locales las componentes
Aµ ∈ End(E) viven el el álgebra de Lie de G, g. Pese a su aspecto, esta defi-
nición es independiente de las coordenadas locales: si realizamos un cambio de
coordenadas a x′ν , las nuevas componentes A′ν pueden escribirse como

A′ν =
∂x′µ

∂xν
Aµ, (B.62)

que también viven en g si lo verifican las componentes Aµ.
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Las transformaciones de gauge también puden efectuarse sobre G-conexiones.
Sea D una G-conexión sobre E y sea g una transformación de gauge, entonces
existe una conexión D′ definida por

D′v(s) = gDv(g
−1s). (B.63)

Desarrollemos un poco más esta expresión para determinar de qué modo trans-
forma el potencial vector bajo transformaciones de gauge, teniendo en cuenta
que por g en realidad estamos refiriéndonos a ρ(g) ∈ End(E), y que, por tanto,
podemos escribirla como g = gjkej ⊗ ek;

D′v(s) = gDv(g
−1s) (B.64)

= gD0
v(g
−1s) + gvµ∂µ((g−1)jk)skej + gAµv

µ(g−1s) (B.65)

= gD0
v(g
−1s) + gvµ∂µ(g−1)s+ gAµg

−1vµs. (B.66)

Luego,

A′µ = gAµg
−1 + g∂µg

−1. (B.67)

B.4. Holonomı́a

Una conexión sobre un fibrado vectorial juega dos papeles fundamentales.
Uno de ellos, estudiando en el apartado anterior, viabiliza la diferenciación de
secciones; el otro, posibilita la noción de ‘transporte paralelo’.

Transporte paralelo

Sean E un fibrado vectorial sobre M dotado de una conexión D, γ[0, T ]→M
un camino suave entre los puntos p y q, u(t) un vector en la fibra de E sobre
γ(t). Decir que u(t) es ‘transportado paralelamente’ a lo largo de γ es equivalente
a decir que la derviada covariante de u(t) en la dirección de γ, γ′(t), es cero.
Formalmente:

Dγ′(t)u(t) = 0. (B.68)

Usando una trivialización local E|U ∼= U × V de E sobre un entorno U de γ(t),
podemos pensar en las secciones s de E como funciones V -valuadas y en la
conexión D de la siguiente manera:

Dµs = ∂µs+Aµs, (B.69)

donde Aµ es una función End(E)-valuada. Aśı, definimos la derivada covariante

Dγ′(t)u(t) =
d

dt
u(t) +A(γ′(t))u(t). (B.70)

Decimos, en consecuencia, que u(t) se transporta paralelamente a lo largo de la
curva γ si Dγ′(t)u(t) = 0 para todo t.

En general, cualquier vector u ∈ Ep puede trasladarse paralelamente a lo
largo de γ, esto es, puede encontrarse un vector u(t) ∈ Eγ(t) tal que

u(0) = u, Dγ′(t)u(t) = 0. (B.71)
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Para ello, alcanza con trabajar en coordenadas locales y hallar la solución de la
ecuación diferencial

d

dt
u(t) +A(γ′(t))u(t) = 0. (B.72)

. En su forma integral la ecuación se escribe como

u(t) = u−
∫ t

0

A(γ′(t1))u(t1)dt1. (B.73)

Aplicando de manera recursiva esta relación un número infinito de veces, la
solución u(t) puede escribirse como

u(t) =

∞∑
n=0

(
(−1)n

∫
t≥t1≥···≥tn≥0

A(γ′(t1)) . . . A(γ′(tn))dtn...dt1

)
u. (B.74)

La integral adquiere una forma más elegante haciendo uso del producto camino-
ordenado:

PA(γ′(t1)) . . . A(γ′(tn)) ≡ A(γ′(tσ(1))) . . . A(γ′(tσ(n))), (B.75)

con
tσ(1) ≥ · · · ≥ tσ(n). (B.76)

Se tiene: ∫
t≥t1≥···≥tn≥0

A(γ′(t1)) . . . A(γ′(tn))dtn...dt1 (B.77)

=
1

n!

∫
ti∈[0,t]

PA(γ′(t1)) . . . A(γ′(tn))dtn...dt1 (B.78)

=
1

n!
P

(∫ t

0

A(γ′(s))ds

)n
. (B.79)

Definiendo la exponencial

Pe−
∫ t
0
A(γ′(s))ds =

∞∑
n=0

(−1)n

n!
P

(∫ t

0

A(γ′(s))ds

)n
, (B.80)

la solución u(t) puede expresarse, finalmente, como

u(t) = Pe−
∫ t
0
A(γ′(s))dsu. (B.81)

Holonomı́as

Sea γ : [0, T ] → M un camino suave de p a q en la variedad M y E un
fibrado vectorial con conexión D. Dado u ∈ Ep, denotaremos por H(γ,D)u el
resultado de transportar paralelamente u hasta el punto q a través del camino
γ. Como la ecuación diferencial que da cuenta del transporte paralelo es lineal,
el mapa H(γ,D) : Ep → Eq también lo es. Lo llamamos holonomı́a a lo largo
del camino γ. De manera más general, si γ es suave por partes, identificando
los puntos donde no es suave, puede partirse en piezas maximalmente suaves
γi : [ti, ti+1]→M , con 1 ≤ i ≤ n quedando la holonomı́a definida como

H(γ,D) = H(γn, D) . . . H(γ1, D). (B.82)
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Propiedades

Sea α : [0, T ] → M un camino suave. Sea f : [0, S] → [0, T ] una función
suave tal que f(0) = 0, f(s) = T . Sea β el camino reparametrizado, dado
por β(t) = α(f(t)). Se puede probar que para cualquier conexión D en el
fibrado π : E →M se verifica

H(α,D) = H(β,D). (B.83)

Sean α y β dos caminos componibles en M , entonces

H(βα,D) = H(β,D)H(α,D). (B.84)

Para cualquier camino α : [0, T ] → M de p a q existe un camino inverso
α−1 de q a p dado por α−1 = α(T − t). Se puede mostrar que

H(α−1, D) = H(α,D)−1, (B.85)

Para cualquier punto p se puede definir el loop identidad 1p : [0, 1] → M
dado por el camino que permanece en p: 1p(t) = 0. Dado un camino α en
M la holonomı́a satisface

H(1qα,D) = H(α,D) (B.86)

H(α1p, D) = H(α,D) (B.87)

H(1p, D) = 1. (B.88)

Veamos, a continuación, como se ve afectada la holonomı́a cuando se aplica una
transformación de gauge a la conexión. Supongamos que u(t) ∈ Eγ(t) obedece
la ecuación de transporte paralelo

Dγ′(t)u(t) = 0. (B.89)

Si llamamos A al potencial vector esta ecuación es equivalente a

d

dt
u(t) = −γ′µ(t)Aµ(γ(t))u(t). (B.90)

Definimos w(t) como
w(t) = g(γ(t))u(t). (B.91)

Diferenciando w:

d

dt
w(t) =

(
d

dt
g(γ(t))

)
u(t) + g(γ(t))

d

dt
u(t) (B.92)

= γ′µ(t)(∂µg)u(t)− gγ′µ(t)Aµu(t) (B.93)

= γ′µ(t)(∂µg)g−1w(t)− γ′µ(t)gAµg
−1w(t). (B.94)

Como gg−1 es constante, tenemos que (∂µg)g−1 = −g∂µg−1,

d

dt
w(t) = −γ′µ(t)g(∂µg

−1)w(t)− γ′µ(t)gAµg
−1w(t) (B.95)

= −γ′µ(t)A′µw(t), (B.96)
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donde A′ es el potencial vector obtenido a partir de A mediante una transfor-
mación de gauge. Consecuentemente, w(t) satisface la ecuación de transporte
paralelo

D′γ′(t)w(t) = 0, (B.97)

donde D′ es el resultado de aplicar la transformación de gauge g a D.
Además,

H(γ,D′)w(0) = H(γ,D′)g(γ(0))u(0) (B.98)

= w(T ) (B.99)

= g(γ(T ))u(T ) (B.100)

= g(γ(T ))H(γ,D)u(0). (B.101)

Por tanto, bajo una transformación de gauge H(γ,D) transforma como

H(γ,D′) = g(γ(T ))H(γ,D)g(γ(0))−1. (B.102)

Algo muy especial ocurre cuando consideramos la holonomı́a sobre un loop. Sea
γ un loop con base en el punto p ∈M , la holonomı́a H(γ,D) es un mapa lineal
de Ep a śı mismo, es decir,

H(γ,D) ∈ End(E)p.

Si, en este caso, le aplicamos una transformación de gauge g a D obtenemos

H(γ,D′) = g(p)H(γ,D)g(p)−1,

y, por lo tanto, tomando la traza obtenemos un objeto invariante gauge:

tr(H(γ,D′)) = tr(g(p)H(γ,D)g(p)−1) (B.103)

= tr(H(γ,D)). (B.104)

A la traza de la holonomı́a la denominamos loop de Wilson.

B.5. Curvatura

Sea E un fibrado vectorial sobre M con conexión D, la “curvatura”de una
conexión D “mide”la no conmutación de las derivadas covariantes. Dados dos
campos vectoriales v y w sobre M , definimos la curvatura F (v, w) como el
operador sobre secciones de E dado por

F (v, w)s = DvDws−DwDvs−D[v,w]s. (B.105)

Propiedades

F (v, w) = −F (w, v)

F (fv, w)s = F (v, fw)s = F (v, w)(fs) = fF (v, w)s.

F (v, w)(fs) = fF (v, w)s
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Aśı, para v y w fijos, F (v, w) define un mapa C∞(M)-lineal de Γ(E) a śı mismo,
lo que implica que F (v, w) corresponde a una sección de End(E).

Estudiemos la curvatura en términos de las coordenadas locales {xµ} en algún
conjunto abierto U ⊂ M . Definimos Fµν como la sección de End(E) dada por
Fµν = F (∂µ, ∂ν). Como [∂µ, ∂ν ] = 0, tenemos

Fµν = [Dµ, Dν ]. (B.106)

Aśı, por las propiedades de linealidad, para dos campos vectoriales cualesquiera
v, w sobre U , podemos escribir

F (v, w) = vµwνFµν . (B.107)

Considerando una base local de secciones {ei} para E sobre U , podemos definir
las componentes del potencial vector como

Dµej = Aiµjei. (B.108)

Utilizando esta relación es posible reescribir la expresión para la curvatura en
términos del potencial vector

Fµνei = DµDνei −DνDµei (B.109)

= Dµ(Ajνiej)−Dν(Ajµiej) (B.110)

= (∂µA
j
νi)ej +AkµjA

j
νiek − (∂νA

j
µi)ej −A

k
νjA

j
µiek. (B.111)

Renombrando ı́ndices:

Fµνei = (∂µA
j
νi − ∂νA

j
µi +AjµkA

k
νi −A

j
νkA

k
µi)ej . (B.112)

Como las secciones ej ⊗ ei constituyen una base local de secciones para End(E)
también podemos escribir

Fµν = F jµνiej ⊗ e
i. (B.113)

Luego,
F jµνi = ∂µA

j
νi − ∂νA

j
µi +AjµkA

k
νi −A

j
νkA

k
µi. (B.114)

Suprimiendo los ı́ndices internos asociados a la base de secciones de E sobre U ,
la expresión para la curvatura adquiere la forma:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ]. (B.115)

Curvatura como 2-forma

El cálculo de conexiones y curvaturas puede clarificarse usando formas di-
ferenciales End(E)-valuadas, a saber, secciones del fibrado End(E)⊗ΛT ∗M , o
su restricción a algún conjunto abierto en M . Como hemos visto, dados dos
campos vectoriales cualesquiera v y w, F (v, w) es una sección de End(E), en
consecuencia, trabjando con coordenadas locales en un conjunto abierto U , las
“componentes” Fµν son secciones de End(E) sobre U . Podemos definir, enton-
ces, la curvatura 2-forma F , como una 2-forma End(E)-valuada:

F =
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν . (B.116)
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El factor 1/2 se introduce a causa del doble conteo introducido por la antisi-
metŕıa.

Definimos la derivada exterior covariante de una sección s de E como la
1-forma E-valuada dDs tal que

dDs(v) = Dvs (B.117)

para cualquier campo vectorial v sobre M . En coordenadas locales la podemos
expresar como

dDs = Dµs⊗ dxµ. (B.118)

Como cualquier forma diferencial E-valuada puede escribirse como suma de
formas del tipo s ⊗ ω (no necesariamente de manera única), donde s es una
sección de E y ω es una forma diferencial ordinaria sobre M , para definir dD
sobre formas diferenciales E-valuadas arbitrarias alcanza con definirlas para
formas del tipo s⊗ ω. Entonces:

dD(s⊗ ω) = dDs ∧ ω + s⊗ dω, (B.119)

donde el producto cuña entre una forma E-valuada, s⊗ω, y una forma ordinaria,
µ, está dado por (s⊗ ω) ∧ µ = s⊗ (ω ∧ µ) y es C∞(M)-lineal en cada factor.

Identidad de Bianchi

Terminamos este apéndice con una identidad important́ısima, la identidad
de Bianchi. Dados tres operadores lineales X,Y, Z : V → V sobre un espacio
vectorial V la identidad de Jacobi establece que

[X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0 (B.120)

En particular, si u, v y w son campos vectoriales sobre M , se obtiene la identidad
de Bianchi

[Du, [Dv, Dw]] + [Dv, [Dw, Du]] + [Dw, [Du, Dv]] = 0. (B.121)

Podemos vincular esta identidad con la curvatura. Tomando u, v y w como
campos vectoriales coordenados ∂µ, ∂ν , ∂λ, y usando que [Dµ, Dν ] = Fµν la
identidad adopta la forma:

[Dµ, Fνλ] + [Dν , Fλµ] + [Dλ, Fµν ] = 0. (B.122)
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Apéndice C

Coordenadas normales de
Riemann

La métrica en el espacio de Minkowski toma la forma más simple posible en
sistemas coordenados cuyas ĺıneas coordenadas son geodésicas ortogonales. En
este apéndice mostraremos que este hecho puede extenderse a espacio-tiempos
más generales, donde la métrica adoptará una forma particularmente simple
cuando se exprese en coordenadas geodésicas. La idea se sustenta en que, como
localmente en un entorno de un punto p del espacio-tiempo se puede resolver la
ecuación geodésica con cuatro condiciones iniciales linealmente independientes,
podemos asumir la existencia de un sistema coordenado {ξa}, en donde las ĺıneas
coordenadas son geodésicas ξa(τ) = ξaτ , lo que significa que las coordenadas
geodésicas satisfacen ξ̈a = 0. Denominamos a estas coordenadas coordenadas
normales de Riemann.

Procedamos a la construcción general de dichas coordenadas. Consideremos,
en primer lugar, la ecuación geodésica

ẍα + Γαβγ ẋ
β ẋγ = 0. (C.1)

Las geodésicas que pasan por el punto p con coordenadas xα0 en τ = 0, y con
cuadrivelocidad uα0 ,

xα(τ = 0) = xα0 , ẋα(τ = 0) = uα0 , (C.2)

cumplen, de acuerdo a la ecuación geodésica, lo que sigue:

ẍα(τ = 0) = −Γαβγ(x0)uβ0u
γ
0 . (C.3)

Haciendo una expansión de Taylor alrededor de τ = 0, podemos escribir la
solución a la ecuación geodésica como

xα(τ) = xα0 + τuα0 −
1

2
τ2Γαβγ(x0)uβ0u

γ
0 + . . . . (C.4)

Por otra parte, podemos expandir la cuadrivelocidad (arbitraria) uα0 en términos
de cuatro vectores linealmente independientes y ortonormales en p:

uα0 = λaeαa , gαβ(x0)eαae
β
b = ηab. (C.5)
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Podemos pensar, entonces, en la expansión de Taylor (C.4) como una transfor-
mación de coordenadas

xα(ξ) = xα0 + (ξ − ξ0)aeαa −
1

2
(ξ − ξ0)b(ξ − ξ0)cΓαβγ(x0)eβb e

γ
c + . . . . (C.6)

que posee las siguientes propiedades: Para ξa(τ) = ξa0 + τλa se reduce a la serie
de Taylor (C.4) con uα0 = λaeαa . Aśı, en este sistema coordenado particular, las
ĺıneas coordenadas

ξa(b)(τ) = ξa0 + τδab , b = 0, 1, 2, 3, (C.7)

son geodésicas, como se buscaba.
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