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Cuantizacion de ondas gravitacionales primordiales

Resumen

En este trabajo estudiamos la cuantizacion de perturbaciones cosmologicas tenso-
riales en un espaciotiempo homogéneo e isotropo. Comenzamos perturbando la accién
hasta segundo orden en las inhomogeneidades alrededor de soluciones homogéneas e
isotropas. Descartamos las perturbaciones escalares y vectoriales, puesto que su dina-
mica no estd acoplada a las tensoriales. El sistema clasico queda determinado por el
modo homogéneo del vinculo escalar. Después llevamos a cabo una trasformacion ca-
nonica sobre el sistema que, ademéas de simplificar la dindmica, permite adoptar una
cuantizacion para las perturbaciones tensoriales de tipo Fock con dindamica unitaria.
Combinamos esta representaciéon con una cuantizacion candnica y no perturbativa para
el sector homogéneo. Esta descripcion es usualmente conocida como cuantizacion hi-
brida, ya que uno puede adoptar distintas representaciones para diferentes grados de
libertad. Dado que la dindmica cuantica es lo suficientemente compleja, estudiamos
soluciones aproximadas al vinculo escalar mediante un ansatz de Born-Oppenheimer.
Bajo ciertas aproximaciones podemos proporcionar las ecuaciones efectivas para las
perturbaciones asi como una ecuaciéon de tipo Schrodinger que ha sido recientemente
propuesta en el estudio de perturbaciones cosmolbgicas sobre la conocida como métrica

vestida.



1. Introduccion

1.1. Introduccién a la cosmologia cuantica

El paradigma de las perturbaciones cosmologicas es una de las areas més atractivas
sobre el estudio de la evolucion del Universo, desde sus comienzos hasta el presente.
Este formalismo estd basado en la suposicion de que nuestro Universo cumple con las
caracteristicas de homogeneidad e isotropia a gran escala, y esta descrito por la métrica
de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), la cual satisface las ecuaciones de Einstein [1].
La teoria de las perturbaciones cosmologicas ﬂ, junto con el paradigma de inflaciéon
y los principios de la mecéanica cuantica, combinadas, proporcionan una explicacion
satisfactoria para el origen y evolucion del Universo hasta nuestros dias, asi como su
estructura a gran escala. Las predicciones de esta teoria estdn amparadas por observa-
ciones de gran precisién, como son las misiones COBE [8], WMAP [9H{12], Planck [L3][14]
o BICEP , entre otras. En resumen, una expansion acelerada del Universo en algiin
instante en el pasado permite explicar varios problemas de la cosmologia tradicional,
como son el problema de la planitud o el del horizonte de particula . Mas atin, cuando
uno introduce pequenas inhomogeneidades tratadas en el nivel cuantico como pequenas
fluctuaciones geométricas, la aceleracion del Universo produce un estiramiento de las
escalas microscopicas junto con una decoherencia, tal que los campos microscopicos se
vuelven macroscopicos e indistingibles de variables estocasticas. Este es el fenémeno
que permite explicar el origen de las inhomogeneidades de nuestro Universo si este era
inicialmente homogéned}

Se debe enfatizar que la teoria de las perturbaciones cosmologicas estd basada pri-
meramente en el hecho de que el Universo es homogéneo e is6tropo, pero con pequenas
inhomogeneidades relacionadas con fluctuaciones cuanticas de la geometria. Estas se
pueden clasificar seglin su naturaleza puramente escalar o tensorial, y son tratadas
como campos lineales que se propagan por el espaciotiempo de fondo. Ademas, tradi-
cionalmente, se asume la aproximaciéon semiclésica donde es aplicable la teoria cuantica
de campos en un fondo curvo [16f17]. En este caso uno asume que los campos que se
propagan por el espaciotiempo tienen una interacciéon con el fondo lo suficientemente
débil como para que su evoluciéon pueda ser desacoplada. Entonces es posible tratar

los campos en el nivel cuantico mediante una representacion estandar de tipo Fock,

1O al menos la region microscopica en el pasado que se corresponde con la porcién del Universo
que observamos hoy en dia.
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mientras que el fondo evoluciona siguiendo unas ecuaciones de movimiento dadas. Co-
mo carecemos de un entendimiento profundo de la naturaleza cuéntica de la gravedad,
uno normalmente toma las ecuaciones de Einstein o, en el mejor de los casos, una des-
cripcién semiclasica para el espaciotiempo de fondo que pueda incorporar correcciones
de naturaleza cuantica. Esta es la descripcién mas simple que se ha podido dar hasta
ahora compatible con los resultados observacionales.

A pesar de que este paradigma muestra carencias en muchos aspectos, cuando tra-
tamos de explicar la fisica de nuestro Universo primitivo hasta su estado actual a gran
escala, parece ser una muy buena aproximaciéon. La distribucion Gaussiana de las an-
isotropias del fondo cosmico de microondas se puede explicar naturalmente por medio
del espectro de potencias de las fluctuaciones de las perturbaciones (escalares y tenso-
riales) siempre y cuando estén al inicio la inflacion en el estado de Bunch-Davis [18]
(el estado de vacio con méxima simetria en un espaciotiempo de de Sitter). Uno puede
entonces estimar el espectro de anisotropias que observariamos hoy en dia |]§ﬂ y que
quedo impreso en el fondo césmico de microondas en el momento del desacople . Los
modelos usuales predicen anisotropias de temperatura del fondo césmico de microondas
compatibles con los resultados observacionales. Pero, como fue en principio anunciado
por WMAP y mas tarde confirmado por Planck [13][14], existen anomalias en
el espectro de temperaturas a gran escala que indican que en el Universo primitivo
pudo haber procesos fisicos no considerados hasta ahora. Aunque existen multitud de
modelos que podrian explicar este fendmeno, nosotros vamos a concentrarnos en esta
tesis en el estudio de correcciones cudnticas en la geometria de fondo que sean también
capaces de producir anomalias, tanto una supresion como una acentuaciéon del espectro
de anisotropias de gran escala.

De todas las teorias que tratan de hacer compatible la relatividad general con los
principios de la mecanica cuéntica, uno de los formalismos mas interesantes es la grave-
dad cuantica de lazos (GCL) [19H21]. Se trata de un programa de cuantizacion canénico,
no perturbativo y libre de estructuras de fondo. A su vez, estd basado en el progra-
ma de cuantizacion de Dirac para sistemas vinculados [22)23]. La GCL parte de una
descripcion para la teorfa de Einstein en términos de una conexion SU(2) y una triada
densitizada que forman un par canénico de variables. La invariancia bajo transforma-
ciones SU(2) es bien conocida si uno considera holonomias de la conexion SU(2) a lo
largo de aristas continuas a trozos para construir los estados basicos del modelo cuantico
(junto con ciertas condiciones que no describiremos en detalle). Ademaés, la teoria pro-

porciona una representacion invariante bajo difeomorfismos sobre un espacio de Hilbert
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bien adaptado a estas holonomias. Las tinicas simetrias que no han sido tratadas con
la profundidad necesaria en la teoria cuantica son las reparametrizaciones temporales.

Junto con este formalismo se ha venido desarrollando la cosmologia cuantica de
lazos [24}28] (CCL). Aqui se trata la cuantizacion de modelos reducidos por simetria
basandose en el programa de cuantizacion de la GCL. Ha surgido como una importante
rama de investigacion en cosmologia cuantica y de la fisica del Universo primitivo. Una
de sus caracteristicas principales es el reemplazo de la singularidad clasica por un rebote
cuantico [29H31]. Esta provee una extension natural del Universo primitivo previo a la
etapa de inflacion hasta el régimen de Planck, sin descuidar completamente las correc-
ciones cuénticas. Uno de los modelos que ha sido estudiado en bastante profundidad
dentro de este marco es el de un espaciotiempo homogéneo e is6tropo acoplado a un
campo escalar con masa . Aunque la dindmica cuantica de este modelo no ha sido
completamente analizada, el buen comportamiento semiclasico del modelo en el que
la masa es nula [29H31], hace creer que una dinamica efectiva para un campo escalar
con masa codificara las correcciones cuanticas relevantes de los estados cuanticos semi-
clasicos. Bajo esta hipotesis, v si se dan las condiciones necesarias, después de que se
produzca el rebote cuantico, casi todas las trayectorias semiclasicas sufren un periodo
inflacionario. Es por ello que resulta interesante analizar perturbaciones sobre este tipo
de espaciotiempos y ver qué fisica de altas energias es potencialmente observable en el
fondo cosmico de microondas. En este ambito se han desarrollado varios formalismos
para atacar el problema. Aunque la dindmica cuantica no ha sido totalmente resuelta
para ninguno de ellos, uno trata de buscar aproximaciones y justificaciones que permi-
tan en tltima instancia proporcionar un conjunto de ecuaciones de movimiento para
las perturbaciones que incorporen correcciones de gravedad cuantica.

El primero de estos formalismos consiste en una formulacién covariante del sistema
perturbado en el que las correcciones cuanticas quedan fijadas al exigir que el algebra de
los vinculos quede libre de anomalias [33H46]. Este tipo de correcciones cuénticas modi-
fican las ecuaciones de movimiento de las perturbaciones de tal modo que en la regiéon
cercana a la singularidad pasan de ser hiperbolicas a elipticas. Las predicciones de este
formalismo parecen ser incompatibles con las observaciones . El segundo formalismo
incorpora correcciones cuanticas asumiendo que las perturbaciones estan descritas por
un hamiltoniano efectivo que incorpora un nimero limitado de correcciones cuanticas
dado por el valor esperado de ciertos operadores del espaciotiempo de fondo cuantico
,. Este formalismo se conoce como métrica vestida, ya que la geometria que sien-

ten las perturbaciones no se corresponde exactamente ni con la geometria semiclasica
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ni con la cuantica, si no que incorpora sélo ciertas fluctuaciones. Sus predicciones han
sido confrontadas con las observaciones [49I50], v resultan estar bastante de acuerdo
con ellas. El tercer formalismo, que adoptaremos en esta tesis de maestria, es el co-
nocido como cuantizacion hibrida. Los dos formalismo anteriores se basan en éste ya
que combinan una cuantizacion para el fondo y para las perturbaciones que son en
principio diferentes en el nivel fundamental. Aunque esta combinacion parece natural
en este contexto de perturbaciones cosmolégicas, su motivaciéon original fue introducida
en el estudio de cosmologias inhomogéneas de Gowdy ,. Sin entrar en excesivos
detalles, este tipo de espaciotiempos en vacio, tras una fijacion parcial de gauge, pueden
reducirse a un espaciotiempo de tipo Bianchi I (en el caso en que las secciones espa-
ciales tienen la topologia de un tres-toro) acoplado a ondas tensoriales. Aqui las ondas
tensoriales no son perturbaciones, si no que producen inhomogeneidades que pueden
modificar sustancialmente la dindmica del espaciotiempo de fondo de Bianchi I. Dada
la complejidad del sistema, en un primer intento de atacar la dindmica cuantica en un
contexto de la GCL , se propuso combinar una cuantizacion estandar de Fock para
las ondas tensoriales (aunque no sean perturbativas) con una representacion no estan-
dar de tipo polimérica para los grados de libertad de la cosmologia de Bianchi I. En
este ultimo caso, la singularidad clasica se resuelve, resultando una descripciéon a priori
fisicamente aceptable, y consistente, ya que esta combinacién se pudo llevar a cabo
satisfactoriamente en este modelo en concreto. La hipotesis detras de esta construccion
es la existencia de un régimen intermedio entre un tratamiento completo dentro de
una teoria de gravedad cudantica y el tradicional de tipo teoria cuantica de campos en
un espaciotiempo curvo. Esta cuantizacion hibrida se ha extendido al contexto de la
teoria de perturbaciones cosmologicas [54H59]. Dicha descripcion incorpora diferentes
propiedades de los formalismos covariantes y de geometria vestida que mencionamos
anteriormente, asi como los generaliza en ciertos sentidos. En este caso, las correcciones
cuanticas que se incorporaran a las ecuaciones de movimiento de las perturbaciones
seran tales que las correcciones perturbativas al fondo cuantico no modifiquen la discre-
tizacion intrinseca de su geometria [54H59]. Este formalismo admite una descripcion de
tipo métrica vestida , bajo ciertas aproximaciones, asi como es compatible con una
formulacion covariante . Aunque las predicciones del mismo no han sido testeadas
aun, los céalculos preliminares parecen indicar que sus predicciones son compatibles con
las observaciones.

El proposito de esta tesis es extender este tltimo formalismo para incorporar en él

perturbaciones puramente tensoriales. Hasta la fecha, s6lo se han considerado inhomo-
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geneidades escalares, dada su relevancia fisica y su complejidad técnica con respecto
a las tensoriales. En las propuestas iniciales para perturbaciones escalares [54H58] se
adoptaron distintas fijaciones de gauge en el nivel clasico. Pero en su version mas re-
ciente se ha conseguido una formulacién completamente covariante y que no exige
fijaciones de gauge clasicas previas. Ademas, ha sido posible probar que bajo ciertas
aproximaciones es posible recuperar el formalismo de métrica vestida [58l[59], aunque las
ecuaciones efectivas de las perturbaciones pueden obtenerse en pasos previos y no es ne-
cesario exigir demasiadas aproximaciones. Las perturbaciones tensoriales de este modelo
concreto son compatibles por naturaleza con una formulacién covariante y no requieren
consideraciones adicionales. Es importante dejar claro que en este trabajo no vamos a
adoptar una cuantizacién para el fondo dentro de la CCL. Asumiremos tinicamente que
el espaciotiempo de FRW admite una cuantizaciéon canoénica y no perturbativa genéri-
ca. Entonces completaremos el formalismo para las perturbaciones escalares para
que incorpore perturbaciones tensoriales. Estudiaremos qué aproximaciones son nece-
sarias para ellas si uno pretende recuperar la formulacion de geometria vestida, aunque
veremos que las ecuaciones de movimiento efectivas pueden ser obtenidas también sin
exigir todas las aproximaciones del caso anterior. Las ecuaciones efectivas son esencia-
les para proseguir con el andlisis de las predicciones que este modelo puede dar, y asi
confrontarlo con las observaciones.

Aunque en esta tesis no vamos a estudiar este problema, vale la pena mencionar
el procedimiento que normalmente se sigue para comparar las predicciones con las
observaciones actuales. Las ecuaciones de movimiento efectivas extienden el escenario
preinflacionario hasta las escalas de Planck (donde las correcciones cuéanticas alteran
notablemente la geometria con respecto a la gravedad de Einstein). Asumiendo que
el tratamiento perturbativo sigue siendo vélido alli, asi como una descripciéon cuantica
estandar para las perturbaciones, es necesario determinar el estado inicial (o al menos
una familia de ellos) en el que se encuentran las perturbaciones. En el caso de la CCL
se han considerado estados con un comportamiento ultravioleta concreto , en el
instante en el que se produce el rebote cuantico. Aunque las predicciones obtenidas
son compatibles con las observaciones, no son capaces de explicar las anomalias a gran
escala. Cabe la posibilidad de que correcciones cuanticas adicionales que la geometria
vestida no incorpora, o elecciones de estados iniciales alternativas, puedan dar cuenta
de ellas. También existe la posibilidad de que el Universo inicialemente no sea perfec-
tamente isdétropo ,. Por ello, desarrollar el formalismo de la Ref. €s un paso

previo y necesario para poder entender los aspectos que acabamos de mencionar. En
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concreto, en trabajos futuros se pretende estudiar el espectro de potencia modificado
para los modos tensoriales primordiales y la relacion entre el indice espectral tensorial
y el cociente tensorial-escalar, puesto que su relacién proporciona una prediccion de los
modelos inflacionarios que espera ser falseada por las misiones de alta precisiéon que
se centraran en la observacion indirecta de las ondas gravitacionales primordiales en el

futuro.

1.2. Estructura y objetivos de nuestro trabajo

Esta tesis estd compuesta por siete secciones que componen su cuerpo principal, y
tres anexos. La primera secciéon, como ya hemos visto, contiene una introduccién que
ademas nos sirve para describir el problema que queremos estudiar aqui y la estrategia
que seguiremos para afrontarlo. El resto de las secciones estan organizadas del siguiente

modo:

= En la seccion 2 de la tesis haremos un breve repaso sobre los conceptos mas
elementales de la relatividad general y recordaremos las formulaciones lagrangiana
y hamiltoniana. Seran la base para estudio del modelo cosmologico que vamos a

considerar en este trabajo.

= En la seccion 3 vamos a definir rigurosamente un espaciotiempo plano, homogéneo
e isotropo sobre el que vamos a introducir las perturbaciones cosmolédgicas. Como
nos quedamos a un orden de truncacién perturbativo de segundo orden en la
accion, las distintas perturbaciones (escalares, vectoriales y tensoriales) no estan
acopladas. Esto nos permite restringir el estudio a las perturbaciones puramente
tensoriales. En esta seccién ademas realizamos una transformaciéon canoénica que
no solo nos facilitara el estudio de las mismas, sino que tendrd consecuencias
fundamentales con respecto a la cuantizaciéon que adoptaremos en la seccidén 4

para las perturbaciones.

= En la seccién 4 realizaremos la cuantizacion de Fock de las perturbaciones sobre un
fondo clasico. La estrategia que seguiremos ya ha sido aplicada en perturbaciones
escalares. Uno de los objetivos de esta tesis es probar que los modos tensoriales
admiten también una cuantizacién similar. Concretamente, comenzaremos por
probar que su dindmica es unitaria en el nivel cuantico para una representacion
concreta. Después probaremos que cualquier estado cuantico compatible con las

simetrias espaciales del fondo cosmologico y que admite una dindmica unitaria esta
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dentro de la misma clase de equivalencia unitaria de cuantizaciones de Fock. Por
ultimo comprobaremos que una descripciéon para las perturbaciones en términos
de un conjunto de variables nuevas (implementada a través de transformacion

canonica dependiente del tiempo) no es compatible con una dinamica unitaria.

En la seccion 5 pasaremos a una cuantizacion hibrida del modelo. En este caso
asumimos cuantizaciones separadas para el sector homogéneo y las perturbacio-
nes (y para estas adoptamos la descripcion de Fock de la seccion 4). Asumiremos
un ansatz de tipo Born-Oppenheimer para los estados cuanticos del sistema para
analizar la dinamica de forma aproximada. Dentro de esta descripcion analizare-
mos las aproximaciones que son necesarias para recuperar una descripcion de tipo
geometria vestida. Concluiremos el trabajo dando las ecuaciones efectivas para

las ondas tensoriales dentro de la cuantizacion hibrida.

Por ultimo, en la secciéon 6 repasaremos las principales conclusiones de nuestro
estudio, y en la seccion 7 el trabajo a futuro que se va a realizar en relacion a los

resultados alcanzados en esta tesis de maestria.
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2. Relatividad General

2.1. Conceptos elementales

En esta seccion vamos a introducir las herramientas basicas en geometria diferencial
en las que se basa la relatividad general, asi como los conceptos fundamentales detras
de la gravedad de Einstein. Comenzaremos por introducir el concepto de variedad di-
ferenciable. Sobre ella, definiremos tensores: aquellos objetos en los que codificamos la
informacion sobre magnitudes fisicas. Entre ellos se encuentran la métrica, el tensor de
curvatura o el de energia-momento. Finalmente definiremos las ecuaciones de Einstein

mediante relaciones consistentes entre el tensor de energia-momento y el de Einstein.

2.1.1. Variedades

Una variedad (o variedad diferenciable) es uno de los conceptos fundamentales de
la fisica y la mateméatica. Corresponde a un espacio posiblemente curvo y con una
topologia complicada, el cual 'coincide’ localmente con R”. Es decir, su métrica no es
la misma, pero funciones y coordenadas funcionan de forma muy similar. La variedad
completa se construye uniendo 'parches’ de dichas regiones locales. La dimensiéon de
estos espacios euclideos utilizados debe ser la misma en cada region de la variedad. Por
tanto, tenemos una variedad de dimensién n.

Algunos ejemplos de variedades:
= R” por si misma, incluyendo la recta (R), el plano (R?), etc.

» La n-esfera, S™, lugar geométrico de todos los puntos a una distancia fija del

origen en R"*1. El circulo S! y la 2-esfera S?, son los ejemplos mas ttiles.

= El n-toro, T™, resulta de tomar un cubo n-dimensional e identificar los lados
opuestos (Ver figura (I])).

» Una superficie Riemanniana de género g es esencialmente un 2-toro con g hoyos

en lugar de uno (Ver figura (2)).

= En un aspecto mas abstracto, un conjunto de transformaciones en R” forma una
variedad. Los grupos de Lie son variedades que también tienen estructura de
grupo. Por ejemplo, SO(2), el conjunto de rotaciones en dos dimensiones, es la

misma variedad que S*.
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= El producto de dos variedades es una variedad. Dadas dos variedades M y M’, de
dimensiones n y n’ respectivamente, podemos construir una variedad M x M’, de

dimension n + n/, que consiste en pares ordenados (p,p’) con p € M y p' € M'.

Identificando lados opuestos

Figura 1: 2-toro

Figura 2: Superficies Riemannianas de género 0, 1 y 2.

2.1.2. Tensores

Un tensor T de rango (k,l) es un mapa multilineal de una coleccion de vectores y

vectores duales en R,

T:Tyx..xTyxT,x..xT, =R, (1)

p

con T, el espacio tangente en un punto p multiplicado (bajo producto cartesiano) k
veces y 1)) el espacio dual multiplicado [ veces.

El espacio de todos los tensores de rango (k,l) forma un espacio vectorial. Para
construir una base de este espacio necesitamos definir la operacion 'producto tensorial’,
representada por el simbolo ®. Si T" es un tensor de rango (k,[) y S uno de rango (m,n),

definimos el tensor T'® S de rango (k + m, [+ n) como

18



T®S (W, .yw®, ™ Oy yEm) =7 (O 0® v 0«

§ (W), . wlHm) yaD |y, (2)

w® y V@ son vectores y vectores duales distintos. Notese que, en general, el producto
tensorial no es conmutativo. Un tensor de rango (k,[) tiene k indices superiores y [
inferiores, donde el orden es un factor importante.

Los tensores pueden ser representados en términos de sus componentes. Esto resul-
ta de gran utilidad a la hora de realizar operaciones. Las componentes de un tensor
quedan definidas con respecto a una base dada, que no es otra cosa que un conjunto de
tensores de referencia que son linealmente independientes. Esto es equivalente a elegir
un conjunto de vectores w? v los duales Vb(i), todo ellos linealmente independientes,
con a y b tomando valores desde 1 hasta la dimension del espacio tangente T;; o del
dual Tp(i)* que corresponda. Por ejemplo, definimos las componentes de un tensor T’

arbitrario como

a C

T«czg =T (w(l), ...,wé”y V(l)’ - Vd(l)) .

De ahora en adelante nos referiremos a cualquier tensor en términos de sus compo-
nentes. Un ejemplo que nos resulta familiar es el tensor métrico, g., de rango (0,2).
Se trata de un tensor simétrico que no tiene que ser necesariamente definido positivo.

Este permite definir un producto interno a través de su accion sobre dos vectores

g(V,W) = g VWP =V . W. (3)

En esta expresion usamos el convenio de sumacion de Einstein, que indica que cuando
dos indices aparecen repetidos, debemos sumarlos en su rango de definicion. El término
métrica se debe a que este tipo de tensores permiten definir distancias entre elementos
del espacio tangente donde estan definidos. La métrica también se usa para relacionar

elementos de T}, y del dual T} . Por ejemplo,

Va = gabvb'
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2.1.3. Derivadas de tensores y curvatura

Un elemento necesario para construir la curvatura requiere definiciones precisas
sobre como se puede derivar un tensor.

Derivada de Lie: La derivada de Lie es una derivaciéon en el algebra de funciones
diferenciables sobre una variedad diferenciable M, cuya definicién puede extenderse al
algebra tensorial de la variedad. Obtenemos entonces lo que en topologia diferencial se
denomina derivacion tensorial: una aplicacion R-lineal sobre el conjunto de tensores de
tipo (k,[) , que preserva el tipo tensorial y satisface la regla del producto de Leibniz y
que conmuta con las contracciones. Alcanza con definir explicitamente su acciéon sobre

funciones y campos de vectores. Si X es un campo diferenciable de vectores:

Lxf=X(f), (4)
para toda funcion diferenciable, f.
LxY =[X,Y], (5)

para todo campo diferenciable, YE]

Deriwada covariante: Claramente, la curvatura del espaciotiempo depende de alguna
manera de la métrica. Queremos formalizar este concepto bajo una estructura mate-
matica util. Por conveniencia, de ahora en adelante asumiremos que la métrica g, es
Lorentziana, concretamente con signatura — + -++, sobre una variedad de dimension
cuatro. Por tanto los indices a, b, etc. van desde 0 hasta 3. La curvatura se manifiesta
a través de la llamada “conexién”. Existe una tnica conexiéon simétrica que podemos
construir a partir de la condicion V,g,. = 0, y que estd encapsulada en los objetos
llamados simbolos de Christoffel,

1
Iy = §9ad (OvGed + OcGap — Dagee) - (6)

Aqui 0, significa derivada parcial respecto a la coordenada z®. No deben identificarse
estos objetos con tensores, por eso les llamamos “simbolos”. La derivada covariante

V. es una generalizacion de la derivada parcial que tiene en cuenta la curvatura. La

2[,] es el corchete de Lie, definido por: [X,Y](f) = X (Y (f)) — Y (X (f)).
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derivada covariante de un campo vectorial V? esta dada por

V.Vl =0,Vb 41t Ve (7)

Por ejemplo, la conexion también aparece en la definicion de geodésica (generalizacion

del concepto de linea recta). Una curva parametrizada z® (\) es una geodésica si obedece

d2z® 4 e dab dz® 0 (8)
d\2 bedn dh

Toda la informacién acerca de la curvatura de una variedad estd contenida en un

tensor de rango (1, 3), conocido como tensor de Riemann,
a _ a a a e a e
R%eq = 0Ly, — Oal o + Il gy — 15,17, (9)

Este tiene todas sus componentes nulas si y soélo si la métrica es perfectamente plana.

Es antisimétrico en los indices ¢ y d. Ademas este satisface las identidades de Bianchi
V[a ic]d =0,

donde los corchetes significan antisimetrizaciéon de los indices.

El tensor de Riemann puede contraerse en forma del tensor de Ricci,

Rab - Rcacba (10)

que es un tensor simétrico. Si tomamos su traza, R = ¢’ R,;, obtenemos el llamado
escalar de Ricet o curvatura escalar.
Desde un punto de vista fisico, la curvatura del espaciotiempo codifica la informa-

cion, por ejemplo, de las fuerzas de marea a las que ya estamos acostumbrados.

2.1.4. Ecuaciones de Einstein

Las ecuaciones de Einstein se pueden derivar de dos formas. La primera, por medio
de la ecuacion de Poisson para el potencial gravitatorio en gravedad Newtoniana, y
que desarrollaremos a continuacion. La segunda, mas fundamental, a partir de una
accion que nos permite derivar las ecuaciones de movimiento. Esta tltima opcién la

describiremos mas adelante.
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La ecuaciéon de Poisson para el potencial Newtoniano ® es
V20 = 47Gp, (11)

con V? = §%9,0;, el Laplaciano espacial plano (con i, j desde 1 hasta 3), y p la densidad
de materia.

El principio de covariancia general de Einstein involucra el uso de tensores. Si uno
relaciona el potencial Newtoniano a la izquierda de la ecuacion con el tensor métrico

Jap vV la densidad de materia a la derecha con el tensor energia-momento, Ty,
[Vq]., < Tu. (12)

Ahora bien, a la izquierda tenemos un tensor (0, 2), simétrico, de segundo orden en
derivadas de la métrica. Recordemos que el tensor de Riemann se construye con simbolos
de Christoffel y sus derivadas primeras, y a su vez los simbolos de Christoffel con la
métrica y sus derivadas primeras. Por lo tanto, el tensor de Riemann es la magnitud
fisica que contiene derivadas segundas de la métrica. Obsérvese que R%.s no tiene el
numero correcto de indices pero podemos contraerlo en forma del tensor de Ricci que

si lo tiene. En conclusion, la ecuacion tentativa para el campo gravitacional es
Rap = KT, (13)

para alguna constante k. Pero existe un problema con la conservacién de la energia,
va que se debe cumplir V*T,, = 0, y por tanto V*R,, = 0. Pero eso no es cierto
en general. Haciendo uso de las identidades de Bianchi, V*R,, = %VbR. Entonces,

debemos considerar una nueva definicion: el tensor de Einstein
1
Gab - Rab - §Rgaba (14)
que es conservado autométicamente. Finalmente, proponemos
Gab = liTab, (15)

como la ecuacion de campo para la métrica, la cual satisface todos los requerimientos
mencionados anteriormente. El lado derecho es una expresion covariante de la densidad

de energia-momento en forma de un tensor (0, 2) simétrico y conservado, mientras que
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el lado izquierdo es un tensor (0,2) simétrico y conservado, construido por la métrica
y sus derivadas segundas.

Solo resta fijar la constante de proporcionalidad k, y eso se realiza verificando que la
ecuacién tenga concordancia con la ecuacion de Poisson en el limite Newtoniano. Una
vez realizado esto, se obtiene Kk = 87G.

Finalmente, la ecuacion de Finstein para relatividad general es

1
Rab — ERgab = 87TGTab. (16)

2.2. Accién para campos clasicos
2.2.1. Formulacién Lagrangiana

Consideremos una teoria que involucre un campo tensorial 1 definido en una va-
riedad M. Sea S [¢)] una relacion funcional sobre 1, es decir, S es una aplicacién que
va de las configuraciones de campo en M, en los nimeros. Ahora nos gustaria definir
la derivada funcional de S respecto del campo tensorial ¢. Para ello, tomemos una
familia uniparamétrica suave de las configuraciones de campo, 15, con condiciones de
borde apropiadas en A\ = 0. Asumiremos que ¥ —g v % |a=0 estan bien definidos. Y
supondremos ademés que % existe en A = 0 para estas familias uniparamétricas. Si
para el campo tensorial y de tipo (k,[), existe uno x de tipo (/, k), de modo que para

todas estas familias 1, tenemos

o= [ xow (1)

donde (w:% |n=0, entonces decimos que S es funcionalmente diferenciable en 1.

Llamamos entonces a x la derivada funcional de S y la denotamos por

Counsideremos ahora un funcional S de la forma

szécm, (19)

donde L es una funcion local de 1 y de un nimero finito de sus derivadas,

L .= L (¢(x), Vip(2), ..., VFi(2)) . (20)
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Supongamos que S es funcionalmente diferenciable y que las configuraciones del campo

1 que extremizan S,

son precisamente las que son soluciones de la ecuacion de campo para 1. S es llamada
accion, L es llamada densidad lagrangiana, y la especificacion de £ es lo que llamamos
formulacion lagrangiana de la teoria de campos.

La formulacion lagrangiana de la teoria de campos es practicamente anéloga a la
formulacion lagrangiana de la mecénica de la particula. En la mecanica de la particula
se especifica una acciéon funcional de la trayectoria de la particula como la integral de
una funcién lagrangiana sobre esa misma trayectoria. El problema variacional anélogo a
se trata precisamente enfocando nuestra atencion en trayectorias finitas y buscando
los extremos de la accion, respecto a las variaciones de camino que dejan los extremos
fijos. Por analogia, para plantear nuestro problema variacional en el caso del campo,
debemos enfocar la atencion en una region compacta, U, de M y considerar las familias
de un parametro 1.

Continuando con la analogia, tenemos que en relatividad general, la variable de
campo es la métrica del espacio-tiempo, g4, definida en una variedad de dimensién
cuatro, M. Por simplicidad asumiremos que esta variedad tiene topologia compacta.
Ademas, el elemento de volumen a usarse en las integrales v , y que denotaremos
POT €gpea, €std determinado por gqp, a través de la ecuacion €*%¢, ., = (—1)*n!, donde
n es la dimension de la variedad y s = 1 para la métrica Lorentziana. Consecuentemente,
el elemento de volumen depende de la variable de campo. Por tanto, su variacién debe
ser tenida en cuenta a la hora de calcular las derivadas funcionales. Una forma de
manejar esta situacion es definir £ como un tensor antisimétrico de cuarto orden en
lugar de un escalar incorporando el elemento de volumen en L. Esto requiere hacer
una modificacion similar en nuestra definicién de derivada funcional. Nosotros vamos a
seguir un procedimiento mas simple que consiste en introducir un elemento de volumen
fijo esped = €laveq) €n M, definiendo las integrales sobre M respecto a egpq en lugar
de €gpeq- Una forma de hacerlo (al menos en una porcion de M) es elegir un sistema
de coordenadas y tomar eg,.q como el elemento de volumen asociado. Dado que dos
elementos de volumen arbitrarios difieren entre si, en cada punto, en un factor escalar,

tenemos

24



€abed = feabcd~ (22)

Para determinar el valor de f, debemos tener en cuenta que €454 €s un tensor totalmente

antisimeétrico, por lo que debe cumplir

Ealmanebl-..bn - (_1)3 nlé[alb16a2b2 "'5an}bn7 (23)

y su derivada covariante cumple

vb€a1man =0. (24)

El elemento de volumen que cumple estas condiciones es el que surge de sustituir f por
v/—g, donde g es el determinante de la matriz de componentes g, de la métrica en esa

base, entonces
€ = V= geapeqdazdabdzda? ~ \/—gdx. (25)

Dado un elemento de volumen ey en M, definimos un tensor densidad 7%, ; como

un tensor que puede ser expresado de la forma

Tambc...d =v—4g j:‘ambc...da (26)

donde T, , incorpora (localmente) informacion geométrica (y por tanto fisica) de
la variedad a través de \/—g , mientras que el elemento de volumen eg.q queda fijado
y yva no integra a ningin elemento fisico en su definicién. Para que la accién S sea
independiente de e,p.q, €s necesario que la densidad lagrangiana £ sea una densidad
escalar. Similarmente, para que j—:\q sea independiente de ey .4, las derivadas funcionales
de S deben ser densidades tensoriales.

Demostraremos que (exceptuando los términos de borde) la densidad escalar

Lc=+/—gR, (27)

es una densidad Lagragiana para la ecuaciéon de Einstein en el vacio. La accién corres-

pondiente,

S [g*] = /Lge, (28)

es conocida como accion de Hilbert-Einstein. Aqui hemos escrito e = egpeqdzr®dabdacda? =
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d*z con el fin de enfatizar el uso de este elemento de volumen. Ademds, por convenien-
cia, hemos tomado la inversa de la métrica ¢®, en lugar de g, como la variable del
campo. Consideremos una familia uniparamétrica para g%, y su variacion respecto del

parametro 6g% = dg®/d\. Para esta familia uniparamétrica, tenemos

dL \/
vy (0Rw) 9*° + /=g Radg™ + R6 (v/=g) . (29)

Ademés,

G Ry = V0,. (30)

Esta igualdad aparece al linealizar la ecuacion de Einstein para

dgab
Yab = s (31)
dA |,
tal que,
. 1 1
0= Roe = =5 °9"Va"Vera = 570"V Vatae + g™V, "V (Y0, (32)
donde
vy =V’ (6gab) — QCdva (69ea) - (33)
En general, la traza de una matriz cumple
dA 1 d
tr|—A7! = — [det (A)]. 34
r[dt } det (4) az et () (34)

Por lo tanto,

1 1
§ (vV=9g) = 3V=9 98 qay = —5vV=g Jap0g™. (35)

De esta manera, llegamos a que

ASe _ [ dLo _

_ a 1 ab
T 0 /V Va/ ge—i—/(Rab—i-zRgab) og ge. (36)

El primer término de la ecuacion es la integral de una divergencia, V%v,, con
respecto al elemento de volumen natural ¢ = y/—ge. De hecho, por el teorema de

Stockes, esta integral contribuye con un término de borde. Dado que en nuestro modelo
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estamos considerando una variedad compacta (carece de bordes), podemos descartar

ese término. En consecuencia, encontramos que

0S¢ 1
Sg Y -9 <Rab - §Rgab) : (37)

Vemos que de las ecuaciones y resulta la ecuacion de Einstein en el vacio, tal
como queriamos. Desde el punto de vista lagrangiano, la ecuaciéon de Einstein surge de
una manera muy natural, ya que la densidad lagrangiana es una de las densidades
escalares mas simples que se pueden construir de la métrica del espaciotiempo.

Es interesante notar que, en lugar de ver solamente la métrica como variable de
campo de la relatividad general, podemos ver la métrica y el operador derivada V, como
variables independientes. Observemos que si utilizamos la misma densidad lagrangiana
pero vemos R, como una funcion tnicamente del operador derivada (independiente

de g?) y variamos la accion de Palatini,

v (97, Va] = / V=9 Rarg™e, (38)

con respecto a g® y V,, recuperamos la ecuacion de Einstein (37 junto con la condicion
de compatibilidad de la métrica V.g?° = 0 en el operador derivada.

Si pasamos de la ecuacion de Einstein en el vacio al caso en que existe un campo
con masa, también es posible realizar una formulacién lagrangiana de una manera muy
simple. Primero, debemos encontrar una densidad lagrangiana adecuada para dicho
campo con masa en el espaciotiempo.

Como ejemplo, podemos considerar un campo escalar con masa. Para obtener las
ecuaciones de Einstein acopladas al campo, construimos una densidad lagrangiana total,
L, mediante la adicién de una densidad lagrangiana L4 con un miultiplo de la densidad

lagrangiana del campo con masa, Ly,

L= ,CG‘l—OZM,C]w, (39)

donde ay es una constante. Dado que L no depende del campo con masa, la variacion
de la accion total, S, con respecto a él, da lugar a la misma ecuacién que la variacion

de Sy;. La variaciéon de S con respecto a g% da lugar a la ecuacion

1
Gab = Rab - §Rgab - 87TTaba (40)
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donde el tensor T,; se define como

_OéM 1 0Su
81 \/—g 0g®’

La accion de la materia Sy, debe ser invariante bajo difeomorfismos, i.e.,si f : M — M

Top = (41)

es una familia de difeomorfismos de un parametro, tenemos

S [gabﬂﬂ = Su [f;\kgaba f;zp} ) (42)

donde fy : V, — V,. De hecho, para dichas variaciones, tenemos
dSy 0Sn 0Sy
o= 8w _ __5w+/__4, 43
donde dg*® tiene la forma general §g*° = V (“w’), siendo w” un campo vectorial ar-
bitrario. Supongamos que v satisface las ecuaciones del campo con masa. Entonces

dSm /0 |p= 0, asi que el segundo término en la ecuacion (43 no contribuye. Usando

la definicion (42)) encontramos que para un campo vectorial arbitrario y suave w?,

0= [vEamavee= [Tt - [ Tawte )

lo que implica que

VT, = 0. (45)

Para una acciéon invariante bajo difeomorfismos, T}, siempre se conserva en virtud
de la ecuacion de campo. Esto refuerza la interpretacion de T,,. Viene a representar
el tensor energia-momento del campo con masa. Notemos que aplicando el argumento

anterior a Sg tenemos

VoG, = 0. (46)

Entonces, en la formulaciéon lagrangiana de relatividad general, las identidades de
Bianchi pueden ser vistas como consecuencia de la invariancia de la accién de Hilbert-

Einstein bajo difeomorfismos.
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2.2.2. Formulacion Hamiltoniana

La formulacion lagrangiana de una teorfa de campos es covariante en el espaciotiem-
po. Especificamos en la variedad del espaciotiempo una acciéon funcional del campo 1
cuya extremizacion da lugar a las ecuaciones del campo. El primer paso para la for-
mulacion hamiltoniana consiste en escoger una funcion global de tiempo ¢ y un campo
vectorial t* en M tal que uno pueda foliar el espaciotiempo en hipersuperficies ¥; de
Cauchy (para cada t constante tendriamos una variedad espacial de dimension tres).
El campo vectorial t* puede ser interpretado como el “flujo de tiempo” en el espa-
ciotiempo yva que ha de cumplir t*V,t = 1. Este puede ser utilizado para identificar
cada superficie >; con una superficie inicial de referencia ¥,. Conviene aclarar que en
el espaciotiempo de Minkowski la eleccién de ¢ y t* usualmente se realiza a través de
un sistema de coordenadas inercial, pero en un espaciotiempo curvo no hay ninguna
eleccion preferencial.

Otra cuestion que conviene tener en cuenta concierne la realizaciéon de integrales
sobre M. Seria natural para la mayoria de los propositos usar el elemento de volumen
€abeq asociado con la métrica del espaciotiempo. Similarmente, en la realizacion de inte-
grales sobre X; serfa natural, en la mayoria de los casos, utilizar el elemento de volumen
B epe = €dgapen?, donde n? es la normal unitaria a ¥,. Sin embargo, estos elementos
de volumen, en general, van a depender del tiempo en el sentido en que Li€gpeq 7# 0
v L:Pep. # 0, donde L, es la derivada de Lie respecto de t en la direccion del flujo
temporal t,. El uso de un elemento de volumen dependiente del tiempo sobre >; no es
conveniente en el caso en que deseemos identificar XJ; con Xy a fin de ver la evolucion
dindmica como el cambio de los campos con respecto a una variedad de referencia .
Por lo tanto, introduciremos un elemento de volumen fiducial e ,.; en M que satisfaga
Lieapeqg = 0. Una forma de realizar esto, al menos localmente, es introducir coordenadas

r', 22 23 en adicion a t tal que t* = (9/0t)" y tomar egeq como el elemento de volu-

men fiducial coordenado d*z=epeq(dt)?(da!)?(da?)¢(dz?®)? . Sobre cada ¥, definimos
B e = Caancl®. A menos que se indique lo contrario, todas las integrales sobre M seran
realizadas utilizando el elemento de volumen e, .q v todas las integrales sobre ¥; serdn
con respecto al elemento de volumen ®ey,.

En general, el primer paso para construir una formulacién hamiltoniana para un
campo tensorial arbitrario 1 es definir un espacio V; de configuracion especificando qué
campo o campos tensoriales ¢ en ¥, describen fisicamente la configuracién instanta-

nea de 1. Junto con la configuracién, también es necesario especificar un espacio de
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momentos. Este se puede identificar de manera natural con el “espacio cotangente” V'
del espacio de configuracion V, . De ahora en adelante identificaremos el espacio V'
como el conjunto de aplicaciones, representadas por campos tensoriales en >; de tipo
(I,k), y que denotaremos por 7, tales que mapean las variaciones infinitesimales de la
configuracién dg (campos tensoriales de tipo (k,)) en R a través de dg — [;, mdg € R
(donde la contraccion de los indices es entendida).

El dltimo paso requerido para la formulacion hamiltoniana de la teoria de campos
es la especificacion de un funcional H [g, 7] en X, llamada hamiltoniano, el cual tiene

la forma

H=| #, (47)

Xy
donde la densidad hamiltoniana H es la funcién local de ¢, m y de sus derivadas espa-

ciales hasta un orden finito, tal que las ecuaciones

OH
. 0H
WEhtﬂ': —E, (49)

son equivalentes a la ecuacion de campo que satisface ).

Para cerrar esta formulacion, se debe dar una prescripciéon para asociar un momento
7 con el campo 1 en X;. Por ejemplo, dada una formulaciéon lagrangiana de una teoria
de campos, existe una prescripcion estandar para obtener la formulacién hamiltoniana
analoga al procedimiento utilizado en mecanica de la particula. Primero, tomamos ¢
simplemente como el campo v evaluado en ;. Luego, vemos la densidad lagrangiana
como una funcion de ¢, sus derivadas temporales, y sus derivadas espaciales. Asumiendo
que L no depende de las derivadas temporales de orden mayor a uno respecto a ¢,

tomamos el momento, m, asociado a ¢ en ¥; como

.
L

A continuacién, intentaremos resolver la ecuacion (H0) para ¢ como funcion de g y

™

(50)

7. Si esto es posible, definimos

H(g,m) =mq— L, (51)
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donde se debe entender ¢ = ¢ (¢, m). Con esta eleccion de H, las ecuaciones y

son equivalentes a la ecuacion (21). Para probar esto, definimos

t2 tQ t2
:/ Hdt:/ dt H:—S+/ dt/ i (52)
t1 t1 3t t1 ¢

Entonces, para una variacién suave de un parametro de v que satisface d¢p = O0ent = t;

y t = to, tenemos

/ dt/ {—5q+ —5#} / dt/ [1dq + ¢om| — 5
s, dx

t2 ds
= dt/ —7woq + ¢om| — —, 53
/tl [ | -3 (53)

donde en la dltima igualdad realizamos una integracion por partes. Comparando el
primer y el @ltimo término de la ecuacion anterior, vemos que 05/d1) = 0 si y so6lo si se
satisfacen las ecuaciones y (49).

Haciendo analogia al procedimiento que se realiza para obtener la formulacién hamil-
toniana en la teoria de un campo de Klein-Gordon en el espaciotiempo de Minkowski, y
la formulacién hamiltoniana de las ecuaciones de Maxwell en el espacio-tiempo de Min-
kowski (Ref. [1]), intentaremos obtener la formulaciéon hamiltoniana de las ecuaciones
de Einstein (Ref. [62]).

Elegimos la funciéon de tiempo ¢ y el campo vectorial “flujo de tiempo” t* en M que
satisface t*V,t = 1, como mencionamos arriba. Notemos que por ahora no nos es posible
interpretar ¢ y t* en términos de medidas fisicas usando relojes hasta que conozcamos
la métrica del espaciotiempo, ya que es una variable desconocida cuya determinacion
requiere integrar las ecuaciones de Einstein. Dada una métrica g,;, es conveniente des-
componer t* en sus partes normal y tangencial con respecto a las superficies ¥;, de

tiempo t constante. Definimos la funcidon lapso, N, como

= —gut'n® =(n “Vat)_l, (54)

y el vector desplazamiento N como

N = hoyt?, (55)

donde n® es un vector normal (unitario) a 3; y hap = gap + namp €s la métrica espacial
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inducida en ;. Entonces, N mide la tasa de cambio de tiempo propio, 7, con respecto
a la coordenada de tiempo, t, a medida que nos movemos normalmente a >;, es decir
dr = Ndt; mientras que N* mide la cantidad de desplazamientos tangenciales a 3,

contenidos en el campo vectorial de flujo de tiempo t* (Fig..

Figura 3: Diagrama del espaciotiempo donde se ilustra la definicion de la funcion lapso, N, y
el vector desplazamiento, N¢.

En términos de N, N¢, y t% tenemos

a_l a a
n_ﬁ(t — N%), (56)

y por lo tanto, la inversa de la métrica del espaciotiempo puede ser escrita como

gab — hab . nanb — hab . N—2 (ta o Na) (tb . Nb) ) (57)

Es conveniente elegir, como nuestras variables de campo la métrica espacial, hy, la
funcién lapso N, y la forma covariante del vector desplazamiento, N, = he,N® (donde
los indices de los vectores espaciales suben y bajan con hg,), en lugar de la inversa de
la métrica, ¢g?. Los requerimientos de que h®h,, sea el operador identidad en el espacio
tangente ¥, y que h®V,t = 0, nos permiten calcular h® a partir de hy, v, de ahi,
obtener N® = h®N,. Asi, de la ecuacién vemos que la informacién contenida en
(hay, N, N,) es equivalente a la contenida en g.

Nuevamente, debemos utilizar un elemento de volumen fijo e.p.q €n el espacio-tiempo
que satisfaga Le..q = 0 y usaremos el elemento de volumen e pe = Vh (3)eabc, donde
h es el determinante de la matriz de componentes de hgy, evaluada en una base donde

las componentes no nulas de ey, toman los valores 1. Entonces, resulta que

V=g = NVh. (58)

El primer paso para obtener el funcional hamiltoniano para relatividad general es expre-
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sar la accion gravitacional (28) en términos de (hg, N, N,) y sus derivadas temporales
y espaciales. Para ello introducimos la curvatura extrinseca, K, que esta relacionada

con la derivada temporal de Ay, hab = L;hg, de modo que,

1 1
Kab = §£nhab = 5 [ncvchab + hacvbnc + thV‘lnc]

1
_ §N‘1 [NV gy + hae Vi (NDE) + by Vo (NDE)]

1 1 .

= SNy [Lihay + Lxhed = SN [y = Daly = DN, (59)
donde D, es el operador derivada en X; compatible con hy, y donde la ecuaciéon se
utilizé para pasar de la segunda a la tercera linea.

Expresamos la curvatura escalar, R, como

R=2 (Gabn“nb - Rabn“nb) ) (60)

Considerando las relaciones de Gauss-Codacci

(1) Rape” = hal M9hFh  Rygr? — Koo K" 4 Ko KLY, (61)
(ZZ) DaKab - DbKaa = Rcdndhcba (62)
obtenemos
1
Gann’ = 3 {® R - KyK® + K*}, (63)

donde K = K%,. Por otro lado, de la definiciéon del tensor de Riemann tenemos
Rayn®n® = Ryg'nn® = —n*(V,V. — V.V,) n°
= (Von®) (Ven®) — (Ven®) (Ven®) — Vo (n*Ven®) 4+ Ve (n*Vn®)
= K?* — K, K% —V, (n*Vn°) + V. (n*V,n) . (64)

Los dltimos dos términos de la derecha de la ecuacion son divergencias, y deben
ser descartadas. Asi, de las ecuaciones (27), y obtenemos
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Lo = VAN [OR+ K4uK® — K?]. (65)

La sustitucion de la ecuacion (59)) en la ecuacion expresa la accidon gravitacional
en la forma deseada, dada en la Ref. [63].

El momento can6énicamente conjugado de Ay, es

v = 956 _ (K* — Kh™). (66)

ab
Sin embargo, Ls no contiene ninguna derivada temporal de N y N,, por tanto, su
momento conjugado es nulo. En analogia con el caso electromagnético, interpretamos
este hecho como signo de que N y N, no son en realidad variables dinamicas. Entonces,
la configuracion en nuestra formulacion hamiltoniana esta codificada tinicamente en la

métrica Riemanniana h,, sobre ;. Definimos la densidad hamiltoniana como

. 1
He = 7hy, — Lo = —h'/?’NO R+ Np1/2 {wabm — 5#] + 27D, N,
= hl/? {N {—(3)R + b n %y, — %h_lwﬂ

—2N*[D, (h"27)] + 2D, (W2 Nym) } (67)

donde 7 = 7%,. Nuevamente, el ltimo término de la ecuacion (70) contribuye sélo a un
término de borde a Hg = fHG(3)e y serd descartado. La variacion de Hg con respecto

a Ny N, da lugar a las ecuaciones

)

1

D, (h™?7%) =0, (69)

que resultan ser vinculos (no involucran derivadas temporales de los campos del espacio
de fases) y, por lo tanto, N 'y N, son los multiplicadores de Lagrange correspondientes.
La ecuaciones dinadmicas y (49), obtenidas a partir de Hg son (ver Ref. )

_ 0Hg
a (571'@})

. 1
hab = 2h_1/2N <7Tab — §hab7T> + 2D(aNb)7 (70)
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7'rab _ _SHg _ _Nhl/Z ((3)Rab _

KO D) + ANK2RD (gt — )

N | —

—2Np/? (wacwcb — m“b) + K2 (D*D'N — h®D°D,N)

+h2D, (R AN 7)) — 27 D NP, (71)

donde despreciamos otra vez los términos de borde, y utilizamos la ecuacion . Las
ecuaciones y son equivalentes a las ecuaciones de Einstein en el vacio, R, = 0.
Por tanto, hemos tenido éxito en realizar una formulacién hamiltoniana de las ecua-
ciones de Einstein.

La presencia de vinculos en nuestra formulacion indica que no hemos aislado los
grados de libertad dinamicos verdaderos en nuestra elecciéon de la configuracion espacial.
Aun cuando hemos eliminado N y N, como variables dinamicas, los vinculos nos dicen
que nuestro espacio de fases es demasiado “grande”. Esto esta directamente relacionado
con la libertad de gauge en nuestras variables de configuracion.

En las ecuaciones de Einstein existe la libertad de gauge en la eleccion de la con-
figuracion del campo hgp. Si ¢ es un difeomorfismo cualquiera de ;, entonces hyy, v
Y*hgy representan la misma configuracion fisica. Esto sugiere que debemos tomar el
espacio de configuracion de relatividad general como la clase de equivalencia, INzab, de
métricas Riemannianas sobre ¥; relacionadas mediante un difeomorfismo. Este espacio
de configuraciones es conocido como superespacio (Ref. ) Utilizando el superespacio
como el espacio de configuraciones, tenemos que para cada campo vectorial w® en >; el

momento conjugado 7 debe satisfacer

/W“b (5hab + D(awb)) = /Wab(Shab, (72)

lo que implica que 7 satisface automaticamente

D, (h™?7%) = 0. (73)

De esta forma, el vinculo (69) puede ser eliminado por la eleccion del superespacio
como espacio de configuraciones.

Sin embargo, el vinculo permanece. Esto puede verse como consecuencia de la
libertad de gauge involucrada en la eleccion de pasar del espacio-tiempo a espacio y

tiempo. Esto es analogo al vinculo que surge al parametrizar una teoria libre de vinculos
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en un espacio-tiempo fijo, es decir, cuando introducimos al Lagragiano una funcién
tiempo (que define la eleccion de las hipersuperficies, X, con respecto a la superficie de
referencia ¥) y tratamos esta funcion de tiempo como una variable dindmica (Ref. [76]).
En el caso de este tipo de teorias parametrizadas, el vinculo analogo a es lineal
en el momento conjugado a la funcion tiempo. Es posible “deparametrizar” la teoria
resolviendo el vinculo para el momento. Sin embargo, en el caso de las ecuaciones de
Einstein, el vinculo (68]) es cuadratico en el momento, y una “deparametrizacion” similar
no es obvia. Entonces, no es probable encontrar un espacio de configuraciones para
relatividad general tal que solamente los grados de libertas dindmicos estén presentes
en el espacio de fases. La permanencia del vinculo parece ser una caracteristica
inevitable de la formulacion hamiltoniana de la relatividad general.

Debemos notar ademés que en nuestro analisis hemos despreciado términos de bor-
de, ya que nuestra variedad no posee uno. Pero en otras situaciones estos deben ser
incorporados, dando lugar a una formulaciéon técnicamente méas complicada. Pero esto

queda fuera de los propoésitos de esta tesis.
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3. Perturbaciones cosmolbgicas

Una vez establecido el marco teorico en el que vamos a trabajar, en esta secciéon nos
centraremos en el estudio de pequenas inhomogeneidades (en el &mbito de perturbacio-
nes cosmologicas) sobre un espaciotiempo de fondo homogéneo e isotropo, con topologia
plana y compacta. Como ya mencionamos al principio de esta monografia, este tipo de
modelos permiten explicar muchos de los aspectos que se observan en el Universo a
gran escala, desde sus origenes hasta su estado actual.

Empezaremos por aplicar una reduccién por simetria de la relatividad general clé-
sica. Concretamente, asumiremos que la métrica es homogénea e isétropa, asi como el
contenido material (de otro modo la simetria no se preservara con la evolucion). Sobre
este espaciotiempo de fondo introducimos pequenas inhomogeneidades correspondien-
tes a la gravedad de Einstein linealizada. A nivel de la accion esto corresponde a una
truncaciéon de orden cuadratico en las perturbaciones.

La forma usual de proceder involucra identificar cantidades invariantes bajo ciertas
transformaciones de coordenadas compatibles con el orden perturbativo, y que comtin-
mente se denominan transformaciones de gauge. Asimismo, las cantidades invariantes se
denominan potenciales invariantes de gauge. Estos potenciales codifican la informacion
fisica (a nivel perturbativo) y corresponderian a grados de libertad puramente dinami-
cos. Entre estas cantidades, las variables de Mukhanov-Sasaki resultan ser muy tutiles
a la hora de estudiar la dindmica del modelo asi como su cuantizacién, en particular
durante el periodo de inflacion (ver Ref.[2]).

Este desarrollo nos permitira entender la evolucién de las inhomogeneidades desde
su formaciéon en el Universo primitivo hasta nuestros dias, dentro de un régimen lineal,
asumiendo que estas ya existian previamente. Este modelo, por ahora, no nos permite
decretar el origen de las mismas si no que postula su formacion a partir de fluctuacio-
nes cuanticas espaciotemporales gobernadas por una teoria fundamental que todavia
no ha sido concretada. Ademas, se asume que la transicion entre el mundo cuantico y el
macroscopico tiene su origen en la inflacion cosmologica. Tras un periodo de inflacién
repentino, aquellas escalas microscopicas quedan fuertemente estiradas hasta el punto
de alcanzar tamanos astronomicos o cosmolégicos, donde la fisica clasica (la relatividad
general) es suficiente para describir la evoluciéon del sistema. El problema de valores
iniciales queda relevado al régimen en el que una teoria cuantica de campos en un espa-
ciotiempo curvo resulta ser una aproximaciéon muy buena de la fisica que pretendemos

estudiar.
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El modelo inflacionario que utilizaremos como punto de partida del estudio serd un

espaciotiempo de FRW con un campo escalar con masa minimamente acoplado.

3.1. Descripcion del modelo

El espaciotiempo que vamos a considerar para nuestro andlisis es una variedad M de
dimensiéon cuatro equipada con una métrica Lorentziana g,,. Como hemos mencionado
anteriormente, trabajaremos bajo las hipotesis de homogeneidad e isotropia. La defi-
nicion estandar de espaciotiempo (espacialmente) homogéneo se basa en la existencia
de una familia uniparamétrica de hipersupercies Y; que “llena” el espaciotiempo (ver
Fig.) tal que para cada t y para cada dos puntos cualesquiera p, ¢ € ¥, existe una

isometria del espacio métrico que lleva p en q.

P

Figura 4: Hipersuperficies de homogeneidad espacial en el espaciotiempo.

Por otro lado, el espaciotiempo es (espacialmente) isotropo en cada punto si existe
una congruencia de curvas de tiempo (que comunmente se identifican con observadores),
con vectores tangentes u®, “llenando” el espaciotiempo (ver Fig.), y que satisfacen
la siguiente propiedad: dado un punto cualquiera p y dos vectores espaciales unitarios
tangentes s{, s§ € V,, (vectores ortogonales a u” en p), existe una isometria de g, que
deja fijos a p y a u, en p, pero rota s{ en s§. Entonces, en un Universo isétropo es

imposible construir geométricamente un vector tangente preferente, ortogonal a u®.

38



Figura 5: Linea de mundo de observadores isétropos en el espacio-tiempo.

Por tanto, bajo estas hipotesis podemos foliar el espaciotiempo en superficies de
Cauchy isomorfas a una variedad X de dimension tres. Asumiremos ademas que X tiene
topologia isomorfa a la de un tres-toro.

Por conveniencia, separaremos la métrica espaciotemporal g, en términos de la
funcion lapso, N, el vector desplazamiento, [V;, y la tres-métrica h;;, respecto a la fo-
liacién anteriormente mencionada. Ademés, usaremos los indices latinos i, j, k, etc.
que toman valores entre 1 y 3 para denotar aquellos tensores que estan definidos en
las superficies espaciales. Dado que pretendemos estudiar modelos aproximadamente
homogéneos, serd conveniente escribir N, N; y h;; como una suma de dos contribu-
ciones. Una serd puramente homogénea mientras que la otra corresponderd con una
campo (perturbacion) que admitird una descomposicion en armonicos, Q. Estos corres-
ponden a las autofunciones del operador de Laplace-Beltrami asociado a una métrica
fiducial sobre la hipersuperficie 3, que denotaremos por °h;;. A dicha métrica fiducial
le corresponde una conexiéon °V. En este caso los armoénicos satisfacen la ecuacion de

autovalores

OhijoviUVan,l = _wZQn,la (74)

siendo n un entero positivo que enumera los autovalores, y | € {1,2, ..., g,} indica la
degeneracion de estos.E] En adelante llamamos simplemente n al conjunto de etiquetas
que determina cada armoénico para simplificar la notacién.

Los armoénicos @, permiten expandir cualquier funciéon escalar en superposiciones

lineales de ellos. Asimismo, a partir de los armoénicos (),, podemos construir otros armo-

3Debemos recordar que diferentes tipos de armoénicos (escalares, vectoriales, tensoriales) pueden
tener diferentes etiquetados. En el Anexo IT (8.2) proporcionamos explicitamente los armonicos sobre
el tres-toro.
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nicos més generales como los vectoriales y tensoriales que permiten expandir tensores
de rango 1 y 2, respectivamente. Como primer paso, tomamos los armoénicos escala-
res reales, a los cuales les llamamos @),,, y mediante derivacién covariante construimos

cantidades vectoriales, (R) . Ademas, consideraremos otras cantidades vectoriales,
n

transversas, (Sl> , que son solucion de la ecuacion (|74 y ortogonales a los (R)

nv . - . n
Notemos que estos armonicos llevan etiquetas diferentes a las escalares que hemos deno-
tado por n,. Otra vez, derivando covariantemente los armonicos escalares y vectoriales,

se obtienen los tensores simétricos <15”> y (5@) , respectivamente. A estos debe-
n TNy

mos incorporar las soluciones tensoriales de la ecuacion 1) (Gij) , las cuales son
. . nt .
cantidades transversas y de traza nula. De nuevo, introducimos una nueva etiqueta n;

para estos armoénicos. Ademaés, los tres tipos de armoénicos tensoriales (R-j> , (Sij)
n My

y (C?ZJ son ortogonales entre si.

Todas estas funciones que hemos construido forman un conjunto ortogonal que per-
mite la expansion en serie de cualquier escalar, vector o tensor simétrico de cuadrado
integrable, con respecto a VOhd3z, en la hipersuperficie 3, N, N, hij y el campo ®.
Los detalles de este desarrollo se pueden ver en el Anexo 11 .

En resumen, vamos a descomponer dichas variables en parte homogénea y parte

perturbativa,

hij (t,7) = (0e°®)’ [oh,»j () (1 +2¢Y an () On @:)) +6€3 ba (1) (J%j)n (@]

+2V/3¢ (oe® [Z Cn, ( ( ; ) . (z) + \/52 dn, (1) (é@'j>nt (:c)] , (75)

N (t,z) = oNo (¢ <1+eZgn Qn ) (76)
N; (t,z) = ec?e® [Z kn ( )n (x) + 2\/§Z ln, (1) (5})% (x)] : (77)

®(t,x) = lg% (90 (t) + Gan (t) Qn (I‘)) ) (78)
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donde hemos introducido un parametro adimensional €, y ademas [§ = [ d32VOh y
o? =/ (613).

Cuando las inhomogeneidades se anulan, N, IV;, h;; y ® quedan determinados por
las variables a, Ny y ¢, llamadas variables homogéneas. En esta situacion se recupera
el modelo de FRW. Por otro lado, a las variables ay, bn, Cn,, dn,, fn, 9ns kn, ln, les
llamamos variables inhomogéneas o perturbaciones.

Gny by frns gn ¥ kn son perturbaciones escalares, debido a que estan asociadas a los
armonicos escalares y sus derivadas covariantes. Analogamente, c,, v ly,, son pertur-
baciones vectoriales; y, por ultimo, las variables d,,, son perturbaciones tensoriales.

La accion del sistema se compone de una parte gravitatoria, la accion de Hilbert-

Einstein, que se puede escribir como

SHE_— | dt / dPxNVh ( (W*h' 4 hTRI* — 2R Rk Kinkl—i—?’R). (79)

Aqui K, es la curvatura extrinseca

1 dhi;
K;; = N <— o T V.:N; + VjNi) : (80)

v 3R el pullback del escalar Ricci sobre la hipersuperficie espacial. A esta accion falta
anadirle una contribucion del campo material, de masa m, que es la integral espacio-

temporal de la densidad lagrangiana

1 (0% N 9® 0 W NONP\ 9% 9%,
Lrmar = N\F[ <8t) N ot e (h N Nz)axaaxb mee

(81)
Al escribir las variables en funcion del parametro €, podemos despreciar los términos
de orden mayor a dos en la accion (ya que los términos lineales se anulan al integrarlos

en el espacio). Tras un calculo sencillo pero largo, la accion final es

St = Sps + St = / Lo+ ¢ (Z PLy+ ) VI + ZTL;“> O(€), (82)
Rdt n Ty e
L(] — %Noea (—Oé2 + @2 - e2am2gp2) ’ (83)
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PLY = 5 Noe® {—ai +by, + fn — 24 <4bnbn - gndn>

. : ) ) 3
+290 (3an - gn) fn - ((1/2 - 902) (§a721 - Gbi - (3an - gn) gn)

2 . 2 2
s 'n bn) kn =0 nkn — —¢ nkn
3 (a + 329 N ¥

1 1
+§W3Lafz + gwibi —wi fr

2
+Zwlanb, — e**m? (]”,2L +2¢ (3an — gn) fn)

3 n
20~2 2 (3 9 2
—e"mp (§an — 60;, + 3angn)
209 2
+3 [W2an + wibn] gn}, (84)

1
VIg = §Noeawrzz [C.Ezv + 8acp, Cn, +6 (dz - 902) c"z”‘v

1
— 2y, Cn, + 62 M0 + — 12 ], (85)
v N(] v

Ly = %Noea d2, + 8éudp,dn, + 6 (6° — ¢°) d2y, — widy, + 6e2am2¢2dit} . (86)

Aqui el punto sobre las variables indica la derivada respecto a un tiempo correspon-
diente a un lapso homogéneo arbitrario.

A continuacion, realizamos la transformada de Legendre del lagrangiano con respec-
to a las derivadas temporales de las variables y obtenemos el hamiltoniano del sistema
(truncando a segundo orden en las perturbaciones):

e (b oV 3+ 3 )

H:No

+ €2 (Z knPH™ 4+ anH";> +0 (). (87)

Ny
En la ecuacion (87) la linea vertical y horizontal en los subindices de los vinculos

indican su relacion con el vector desplazamiento y la funcién lapso, respectivamente.
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Los supraindices F/, V' y T', indican la naturaleza de la perturbacién a la que nos estamos
refiriendo, escalar, vectorial o tensorial, respectivamente.

El hamiltoniano anterior es una combinacion lineal de vinculos, donde las variables
No, Nogn, kn v ln, actian como multiplicadores de Lagrange. Por tanto, no son gra-
dos de libertad fisicos. El primer término consiste en lo que seria el vinculo de un
espaciotiempo de FRW, si estuviéramos en ausencia de inhomogeneidades.

Veamos cuales son las expresiones de los vinculos en términos de las variables y de
sus momentos canonicamente conjugados (a los cuales llamamos 7, siendo ¢ la variable

correspondiente).
1
Hp = 57 (=mg + 75 + e™m’¢%) (88)

1
EH‘Z = ée_ga {—71'2” + an + chn + 2T T, + 8Tabn T, — 6Tqan Ty,

2

1
— 372 + 457r3, + 9e%4m?p? — 2wze4a] a,,

6
+ [3072 + 18e%m*p* — wie'] b}

n

2
+ e4a (wi + 62am2) f,%, - gwie4aanbn + 666am2(panfn} ) (89)

1 1
VHl";zv — 5673& |:—27Tgnv + 87Tacrn,v7rcnv + 2("']721 (57T§l + 37‘-3’) C72”Lv

L2w? (—3e0 i) ] (90)

1
THy = 5e7% |13, + 8Tadn,Ta,, +2 (572 + 372 — 3e™ie?) o2

ny

+wie4adit] 7 (91)
1
EHG = 56‘36“ {-2mama, + 21wy, — (72 + 37T3; — 3e"m*p?) a,

2 ,

— §e4°‘ [W2an + wiby] +2e° M@ fn } (92)
1

PH™ = ge—a [~ Tap, + T + 3T frn + o (@ + 4by)] (93)
VHi‘f = e 7, + 4w macn, ] - (94)

Aqui, m = om.

En el caso perturbado, el modo cero del vinculo hamiltoniano tiene contribuciones
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de las inhomogeneidades (cuadraticas en las perturbaciones) las cuales incluimos en la

n
2

perturbaciones. Los que estan asociados a la funcion lapso (raya horizontal) generan di-

suma de los términos de Hf3. Por otro lado, "H[t y "H™ son vinculos lineales en las
feomorfismos infinitesimales temporales, y los asociados al vector desplazamiento (raya
vertical) generan difeomorfismos infinitesimales espaciales.

Finalmente, para el orden de desarrollo que adoptamos en la accién, el sistema
perturbado es simpléctico, con variables canénicas dadas por los modos de orden cero,
a'y @, los coeficientes de Fourier {XC’;} = {an, bn, Cny, dn,, frn} (con 1 =1,..,5), y sus

momentos correspondientes {X;} = {ﬂ'an,ﬂ'bn7 chv,wdnt,wfn}.

3.2. Ondas tensoriales

La forma natural de proceder en teoria de perturbaciones cosmologicas consiste en
identificar aquellas perturbaciones que son invariantes de gauge con respecto a aquellas
transformaciones de coordenadas que son del mismo orden que las perturbaciones. En
el lenguaje del formalismo canoénico esto quiere decir que estas funciones del espacio
de fases deben conmutar con los vinculos que generan estas transformaciones. Una vez
realizada la identificacion, podemos describir el sistema perturbativo en términos de
variables invariantes gauge (sin fijacion previa de la libertad) y aquellas funciones del
espacio de fases que podemos identificar con grados de libertad gauge (no dinamicos),
de modo de trabajar solamente con variables fisicas.

Afortunadamente, las perturbaciones tensoriales son invariantes de gauge, por lo
que el primer paso que mencionamos se satisface automéaticamente. No es el caso de las
perturbaciones escalares ni de las vectoriales. Sin embargo, no es dificil darse cuenta
de que i) las perturbaciones vectoriales a este orden perturbativo no se propagan (no
son grados de libertad fisicos), y ii) las perturbaciones escalares se pueden dividir en
un grado de libertad fisico y dos variables no dindmicas. Ademas, el hecho de que los
distintos tipos de perturbaciones (escalar, vectorial y tensorial) no estan acopladas en
este tipo de espaciotiempos homogéneos e isotropos (y a este orden perturbativo), nos
permite estudiar cada una por separado.

Por ejemplo, las perturbaciones escalares ya fueron estudiadas en la Ref. . Aun-
que no vamos a reproducir el estudio en esta tesis, puesto que nos vamos a concentrar en
perturbaciones tensoriales, merece la pena explicar en unas lineas la estrategia seguida

alli. Concretamente, los autores introducen una transformacion canénica (o simplec-
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tomorﬁsm(ﬂ) que describe las perturbaciones en términos de perturbaciones conocidas
como variables de Mukhanov-Sasaki (ver subseccion (3.2.1))), dos combinaciones de
vinculos perturbativos lineales y sus pares conjugados apropiados. Esta transforma-
cion respeta la estructura canonica del conjunto de variables utilizadas para describir
las perturbaciones. Eligen una combinacion de los vinculos perturbativos lineales que
conmutan. Las variables de Mukhanov-Sasaki son invariantes gauge y, por lo tanto,
conmutan con los vinculos perturbativos. Después completan la transformacion candé-
nica considerando no so6lo las inhomogeneidades sino también el sector homogéneo del
espacio de fases, parametrizado por las variables canénicas de modo cero {«, 7, , 7T, }.

Siguiendo con el propoésito de esta tesis, volvamos al caso de las perturbaciones
tensoriales d,,. Para simplificar la notaciéon, de ahora en adelante las denotaremos
simplemente por d,. Aqui no es necesario llevar a cabo una transformacion canénica
en el sistema para separar los grados de libertad fisicos de los puramente gauge, puesto
que ya son invariantes de gauge. Sin embargo, si conviene introducir una redefinicion de
las mismas, por medio de un simplectomorfismo completo en el sistema, que permitira
simplificar la dinamica de estas perturbaciones, ya que su ecuacién de movimiento de
cada modo serda como la de un oscilador armoénico sometido a un potencial dependiente
del tiempo.

De ahora en adelante ignoraremos las perturbaciones escalares y vectoriales en nues-
tro analisis (recordemos que esto es factible ya que estan desacopladas entre si), y nos

centraremos en las perturbacion tensoriales.

3.2.1. Transformacién candnica para las perturbaciones tensoriales

Recordemos que la accién del sistema, incluyendo sb6lo los modos tensoriales, tiene

la forma.

5= [at ot gmo Y duma, — No [ Hot X THE ) - (95)
n n
Vamos a redefinir las perturbaciones tensoriales d,, introduciendo un reescalado

dp = e%dy = d,, = € “d,, (96)

4Un simplectomorfismo es un difeomorfismo definido sobre una variedad simpléctica, que preserva
la forma simpléctica, es decir, tal que el pullback de la forma simpléctica coincide con la propia forma
simpléctica.
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donde d,, es la nueva perturbacion reescalada. En tanto, su momento canénicamente

conjugado es
7]'Jn =e ¢ (de + 37Tadn> = T4, = eaﬂ'dNn - 371_0[67&(5"' (97)

Si sustituimos el cambio anterior en la accion (95) y manipulamos convenientemente,

esta ultima toma la forma

d 3 —2a 72 7 :
S:/dt{é [a—ée ;dn] <7Ta_;dnﬂ—dn> +SO7T§0+

+y Jn% — Np <H0 +Y TH,’;) } (98)

Para mantener la estructura de (95)), es claro que debemos hacer la siguiente redefinicion

de la variable o y su momento candnico, 7,:
d:a—§e_2aZJ2:>a:d+§e_26‘26i2 (99)
2 ~ " 2 ~ "

Mo = T — Z Jnmn = Ty = T + ZJ"TFCLN (100)

donde hemos despreciado ordenes superiores a los cuadraticos en las perturbaciones.
A su vez, el campo escalar ¢ y su momento conjugado deben mantenerse tal cual.
Calculamos Hy y TH 5 en términos de las variables invariantes de gauge. Obsérvese que
para TH"; alcanza con hacer o — & pues que los términos ya son todos de orden 2, y
estamos truncando justamente en ese orden. Trabajar con el segundo término implicaria

descartarlo al final por ser de orden 4. Entonces, El hamiltoniano total es

H = HO 4 ZTHE — % (7_‘_2 . ﬂ_%) e—3d 4 _m2%0263&

1 _ 1 -3 - 3. W\ -
+ Z {—eawfzn + (—Zﬂge5a + —moe % — —mPpPe + —”eo‘> di} (101)
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Vamos a absorber los términos no homogéneos en un nuevo hamiltoniano de segundo

orden llamado TH?

f2: lo que dejaré definido el término homogéneo, al que llamaremos

H,y, es decir

Hy == (72 —m3) e + —m’ e, (102)

© «

1
2

~ 1 1 .
T]_]|'f2L — ée—aﬂzn <_Z7To%e_

- 3 . 2\ .
2 e — Zimtple® + Cﬁe—“) d2,. (103)

Por otro lado, contamos con la identidad

ma = 2Hoe*® + w3 — m’p?e, (104)

de la cual podemos hacer uso sustituyendo en 7 H?, para concluir con una nueva rede-

|27
finicién del orden cero y de la funcién lapso, tal que

_ 1 - 1 -3 - 2\ -
THf = e tms + <§7r§e‘5“ — it + C%e“‘) d;, (105)
3 R
THy = THE + St Hod, (106)

H =N, (HO + ZTFIE) . (107)
Finalmente,
_ 3 s -
Ny = (1 + e 2 Xn:di> No. (108)

Esta ultima redefinicion introducida en el sistema nos permitira simplificar conside-
rablemente los calculos al permitirnos interpretar el modo cero del vinculo escalar (bajo
ciertas aproximaciones) como el hamiltoniano de las perturbaciones que satisfacen una
ecuacion de Schrodinger con el campo escalar ¢ haciendo el papel de reloj fisico del
sistema. Ademéas, podremos deducir facilmente las ecuaciones de movimiento efectivas
de las perturbaciones tensoriales, al menos para una familia de estados cuanticos.

Es sencillo calcular las ecuaciones de movimiento para las perturbaciones tensoriales
tomando los corchetes de Poisson con el vinculo hamiltoniano. Entonces, teniendo en

cuenta que d,, = Np {cin, Tfllg} y que g = Ny {W(;n, Tf[g} y combinandolas, llegamos
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a la ecuacion
d, + (m2e71% = 3mp?e® + w?) dy = O(e), (109)

donde las primas denotan derivaciéon con respecto al tiempo conforme definido como
e®dn = Nydt. Esta expresion puede interpretarse como una ecuacién de Klein-Gordon
con una masa que depende del tiempo a través de las variables homogéneas. FEsto

justifica en el nivel clasico el escalado del campo por el factor de escala de la geometria
de fondo.

3.3. Discusion

En la secciéon proxima veremos que esta eleccion es en realidad necesaria si uno
pretende adoptar una cuantizaciéon de Fock para las ondas tensoriales compatible con
ciertos criterios de unicidad.

El escalado de las perturbaciones que hemos realizado es determinante para conser-
var la unitariedad de la dindmica cuantica del campo sobre el fondo clasico. Las pro-
piedades mencionadas se dan también en cuantizaciones en términos de los invariantes
de gauge asociados a las perturbaciones escalares, ya que sus ecuaciones dinamicas son
de tipo Klein-Gordon, con un término de masa representado por una funciéon de las
variables homogéneas.

Dado que los modos tensoriales son invariantes de gauge, en nuestro trabajo basta
considerar una transformacion local no trivial para obtener una parametrizacion tGni-
ca (salvo aquellas unitariamente equivalentes que no introducen ambigiiedades) y una

dindmica unitaria.
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4. Cuantizaciéon de Fock de perturbaciones cosmol6-

gicas sobre un fondo clasico

Antes de estudiar la cuantizacion hibrida, que es el objetivo de esta tesis, haremos
una descripcion de la cuantizacion de Fock de las perturbaciones sobre un escenario
inflacionario. Esto nos servird para motivar mas aun nuestro trabajo desde un punto
de vista tanto fundamental como fisico.

En una primera instancia haremos un repaso sobre las consecuencias fisicas de es-
ta cuantizacion en el entendimiento de las propiedades del Universo primitivo. Como
ejemplo, haremos un estudio sobre los campos en un espaciotiempo de de Sitter, men-
cionaremos cual es la mejor eleccion del estado de vacio y, finalmente, calcularemos el
espectro de potencia de los modos tensoriales. Sin embargo, este modelo no sirve para
explicar en buena aproximacion la evolucion completa del Universo primitivo y es por
ello que consideramos en esta tesis espaciotiempos més generales. Pero ademaés, sera
necesario adoptar criterios fisicos que nos permitan fijar las posibles representaciones
para las perturbaciones.

En este sentido adoptaremos una serie de criterios que nos permitiran seleccionar
una familia de representaciones compatibles con las simetrias espaciales y una dinamica
unitaria en el nivel cuantico, eliminando toda ambigiiedad posible en la eleccion de
cuantizaciones que den predicciones fisicamente inequivalentes.

Finalmente, volveremos a discutir la importancia de las transformaciones canénicas
presentadas en la seccion 3. Apelando a los criterios mencionados arriba, podemos fijar
también las variables de campo relacionadas con las perturbaciones, restringiendo més

todavia la libertad en la teoria de campos.

4.1. Cuantizacién de campos lineales en un espaciotiempo de
de Sitter.

Para tener una idea cualitativa de las consecuencias de un proceso inflacionario,
consideraremos por simplicidad un campo de prueba sobre un espaciotiempo en una

fase pura de de Sitter. La forma tradicional de cuantizar este campo es a través de la

siguiente descomposicion,

~ d3k ikex A * —ik-x
000m) = [ 5 o et e (110)
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donde los operadores de aniquilacion y creacion satisfacen las relaciones de conmutacion
[dk, dlq =60 (k — k'). Ademas 7 es el tiempo conforme, x las coordenadas espaciales,
k el niimero de onda de cada modo y k=||k|| su méduloP} La funcién de modos, vy, (1),
es solucion de la ecuacién clasica de Klein-Gordon,

2

v, 4+ w? (k,n) vy = 0 con w? (k,n) = k? — 7 (111)

que es la ecuaciéon de movimiento para un oscilador armoénico con masa dependiente del
tiempo, lo que significa que el campo vive en un espaciotiempo también dependiente

del tiempo. Ademas, debido a la homogeneidad e isotropia, solo dependen de k (no de
su direccion). La solucion general de la ecuacion (L11)) es

vi (1) = [A (k) HyY (—kn) + B (k) H? (=kn)] /=, (112)

donde H, es la funcion de Hankel. En particular, en el caso considerado de de Sitter,

v = 3/2 entonces

H(Q)

@ (2) = [Hg; (z)r _ —\/ge—iz (1 n i) . (113)

La cuantizacion canonica consiste en imponer las reglas de conmutacion [0 (x,n) , 0 (x/,n)] =
(7 (x,m),7(x,n)] =0y [0(x,n),7(x',n)] = 0 (x — x') sobre las hipersuperficies de
tiempo constante, siendo 7 el momento canénicamente conjugado de ©. De (110} y las

relaciones de conmutacion de los operadores de aniquilacion y creacion, tenemos
"% * 7 .
VKU, — VU | = 1, (114)

lo que determina la normalizacién del Wronskiand®] La eleccién de una funcién especifica

vk (1) corresponde a la eleccion de una prescripcion para el vacio fisico, definido por

r |0) = 0. (115)

5En este modelo asumimos que la topologia espacial no es compacta. En caso contrario, y desde un
punto de vista practico, uno siempre puede aproximar muy bien este limite considerando que las escalas
tipicas de las secciones espaciales son mucho mayores que cualquier otra escala tipica del sistema.

5El Wronskiano es el determinante de la matriz construida al colocar las funciones en el primer
renglon (o fila), la primera derivada de cada funcién en el segundo renglon, y asi hasta la derivada
n — 1, formando asi una matriz cuadrada, a veces llamada matriz fundamental.
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La eleccion més natural para el vacio es escoger la soluciéon que corresponda al vacio
usual de Minkowski
vy — ——e 1 (116)

cuando kn — —oo. Esto implica que la funcién de modos que debemos escoger es

1 1 ‘
Up = —— [ 14+ — | e %, 117
. _Qk( m) (117)

Esta eleccion es referida como el vacio de Bunch-Davies, que es el vacio maximamente
simétrico con respecto al espaciotiempo de de Sitter. La razén de tomar el vacio que
mas se parece al de Minkowski es porque aquellos modos que se encuentran a escalas
por debajo del horizonte de Hubble (escalas sub-Hubble) en el pasado se propagan como
modos Minkowskianos (localmente).

Una vez fijadas las condiciones iniciales en el pasado, vy queda completamente de-
terminada. Luego de que los modos se vuelven super-Hubble, es decir, kn < 1, la

perturbacion del campo de prueba esta dada por

N d’k A ik-x d’k H ~ ~T ik-x
v%/va (n)e _/(271')3/2 a () (ak—i—a_k)e , (118)

donde a (n) = e*™ para una fase inflacionaria de de Sitter, y H es una constante en
este caso. Todos los modos son proporcionales a (dk + dik>, por lo cual las variables Uy
conmutan. Deducimos que © tiene las mismas propiedades estadisticas que un campo
clasico, estocastico, gaussiano. Podemos interpretar nuestros operadores cuanticos como
si fueran campos estocasticos con estadisticas gaussianas e introducir asi una variable

aleatoria gaussiana, de norma uno, e, (k), que satisface
(v (K)) =0, (e (k) ) (K)) = 6@ (k — k). (119)

En esta descripcion, los operadores son reemplazados por variables estocasticas, tal
que U — vk = vk (1) e, (k) e identificamos el promedio cuéntico en el vacio, es decir,
(0]...]0) por un ensemble clasico, (...).

La funciéon de correlacion de v, que es un observable comtinmente empleado en

cosmologia, se define como

o = (010 (x,m) 0 (x,n)|0) (120)
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y toma la forma

d°k o
b= [ G el (121)

Interesantemente, en un Universo de Friedmann, la isotropia implica que podemos in-

tegrar en el angulo, obteniendo

dk k3 o sin kr
= [ ol (122)

y esto es, debido a la simetria del fondo, una funcion de r = |x-x’| solamente. Entonces,

definimos el espectro de potencia como

k?)

"o

P, (k) = ug|*, Py (k) lug]®. (123)
En la representacion estocéstica, la funcién de correlacion de vy estd dada simplemente
por

(vevy)) = P, (k) 6® (k — K. (124)

En teoria de perturbaciones cosmoldgicas se pueden aplicar argumentos similares, con
la salvedad de que las soluciones vy, (n) ya no coincidiran exactamente con las del vacio
de Bunch-Davies, y uno debe dar una prescripcion para elegir los datos iniciales para
ellas. No obstante, si identificamos nuestro campo de prueba v (x,7n) con la perturba-
cion escalar de Mukhanov-Sasaki ﬂ en un escenario inflacionario conducido por un
campo escalar con masa ¢, se puede deducir facilmente el espectro de potencia de la
perturbacion de la curvatura R (x,7)

27‘(’2 "Uk

Pr (k) = ?,PR (k) =

(125)

ya que U (x,n) = R (x,n) con z2=a?¢'/a’ , donde (') significa derivada con respecto a
7.

De hecho, podemos proceder de igual forma para las ondas gravitacionales. Ya que
no estan acopladas a los modos escalares ademas de que las dos polarizaciones son
independientes, introducimos dos conjuntos de operadores de aniquilacién y creacion,
l;k7,\, uno para cada polarizacion A = +, X. Para escalas super-Hubble, ambos modos

pueden ser descritos por dos campos clasicos gaussianos estocéasticos e independientes,

52



Czk)\ = JkeA (k) con

(ex (k) es (K)) = 0@ (k — K). (126)
Entonces, el espectro de potencia estd dado por

92 .
Py (k) = k_zp’\ (k) = ‘dk

2
‘ (127)
La isotropia espacial implica que P, = Py, por lo tanto, el espectro de potencia de los

modos tensoriales es

Pr (k) = 2@-’2}1 (k). (128)

4.2. Criterios de unicidad para la cuantizacién de Fock

Como hemos visto, en un espaciotiempo de de Sitter existe un vacio privilegiado.
Desafortunadamente, en modelos cosmolbgicos en general no existe un criterio que per-
mita optar por una elecciéon privilegiada. Para el caso de espaciotiempos con secciones
espaciales compactas, uno puede quedarse con una familia de estados que proporcionan
una familia de representaciones unitariamente equivalentes: los estados Hadamard .
Pero este tipo de criterios estan sujetos estructuras de fondo y ademas no esta claro
que proporcionen un criterio de unicidad de la cuantizacion.

Afortunadamente, en los tltimos anos se han venido desarrollando criterios de uni-
cidad [64H74] que permiten seleccionar una familia de representaciones unitariamente
equivalentes si estas son invariantes bajo las simetrias espaciales y admiten una im-
plementacion unitaria de la dinamica. Ademas, estas condiciones son solo compatibles
con una parametrizacion concreta de los campos a cuantizar (salvo transformaciones
unitarias). A continuaciéon vamos a explicar como estos criterios nos sirven para seleccio-
nar una representacion de Fock para nuestras perturbaciones tensoriales. Supondremos
que las perturbaciones se propagan por un espaciotiempo homogéneo de fondo que esta
descrito por variables homogéneas que son tnicamente funciones del tiempo. Esto signi-
fica que solamente se consideraran las fluctuaciones cuanticas de los grados de libertad
locales, pero no las que afectan las variables homogéneas. Este enfoque semiclasico
proporciona una buena aproximacion al comportamiento del sistema mientras que las
correcciones cuanticas que afectan el fondo, asi como la reaccion de las inhomogeneida-
des sobre &l (backreaction), son despreciables.

Lo primero que debemos hacer es considerar el espacio de fases de la teoria, que en

adelante denotaremos por A, e introduciremos en él una estructura compleja, J, que sea
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compatible con la forma simpléctica, 2. Una estructura compleja J es una aplicacion
lineal cuyo cuadrado coincide con menos la identidad. El ser compatible con la estruc-
tura simpléctica, €, significa que debe ser un simplectomorfismo y que la composicién
(2 (Je,®), para una entrada arbitraria, debe ser una forma lineal definida positiva. Asi,
[Q2(J @, 0)—iQ)(J] ex, 0)] /2 define un producto interno en el espacio de fases comple-
jo Ac, mediante el cudl se puede dotar a este espacio complejo con una estructura de
espacio de Hilbert, empezando por el de una particula H,,.. Ahora podemos construir

el espacio de Fock simétrico, donde se representa el algebra de observables:

F = %0 (%SHparta (129)

con ®g el producto tensorial simetrizado, ya que estamos considerando el caso bosénico.
J descompone A¢ en dos autoespacios ortogonales con autovalores +i , lo que generaliza
el concepto de frecuencias positivas y negativas en espaciotiempos estacionarios.

Ahora es necesario introducir los criterios anteriormente mencionados (simetrias es-
paciales y unitariedad de la dindmica) para seleccionar una estructura compleja, y asi
resolver la ambigiiedad en la eleccion de la representacion de Fock. Esto no soélo fija la
representacion de Fock, sino también una parametrizacion privilegiada del campo. Si se
escala el campo con una funcién del tiempo, alterando su dindmica, resulta imposible
encontrar una representacién de Fock con vacio invariante bajo las simetrias espaciales
en la que la nueva dindmica sea unitariamente implementable . Ademaés, la eleccion
de su momento canénico también queda determinada. Los resultados anteriores pueden
también aplicarse a teorias de campo en espaciotiempos no ultraestaticos cuya formu-
lacion pueda reducirse a una forma equivalente. Ejemplos de este tipo son el modelo de
Gowdy y las perturbaciones tensoriales sobre un Universo FRW.

4.2.1. Cuantizacién de Fock de las perturbaciones tensoriales

Como vimos en el capitulo anterior, si tratamos el fondo homogéneo del modelo
perturbado de forma clasica, las variables escaladas d,, satisfacen las ecuaciones de los
modos de un campo de Klein-Gordon , donde la cantidad que juega el papel de la
masa al cuadrado es una funciéon que depende del tiempo a través de las variables homo-
géneas. Ademds, como elegimos los momentos 7; tal que coinciden con las derivadas
temporales de sus variables canénicamente conjugadas, podemos aplicar directamente
los resultados de unicidad de las Refs. a las perturbaciones tensoriales. Entonces

existe una clase de representaciones de Fock unitariamente equivalentes para los modos
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escalados dy, que poseen un vacio invariante bajo isometrias espaciales del espaciotiempo
de fondo, y ademés permiten una implementacion unitaria de la dinamica del campo.
Notese que cualquier otro escalado globaﬂ del campo que dependiera del tiempo habria
impedido construir una representacion con esas dos caracteristicas.

Una de las representaciones privilegiadas equivalentes es la caracterizada por una
estructura compleja Jy que actiia diagonalmente en la base formada por las variables
de aniquilacion

1 i :
ag. = \/Q—Tn (wn n + mdn) , (130)
v las correspondientes variables de creacion conjugadas. Estas variables serian las na-
turales si los modos d,, pertenecieran a un campo sin masa. La accién de la estructura

compleja Jy sobre las variables de creacion y aniquilacion es

Jof % Y= Y Y (131)
a}n 0 —i a}n

La estructura compleja de la representacién del caso sin masa y, en consecuencia,
el vacio asociado, son invariantes bajo el grupo de isometrias, ¢, de la variedad .
Estas transformaciones conmutan con el operador de Laplace-Beltrami, por tanto, no
mezclan distintos autoespacios del mismo. Una vez fijado el autovalor w,, sustituiremos
las etiquetas n por una etiqueta n para cada autovalor y otra l =1,..., g, que codifica
la degeneracion g, de cada autoespacio. En cada uno de estos subespacios del espacio
de fases {Jnl : nﬁjo} y {7rd~nl ) fijo} se transforman con la misma representacion
del grupo de isometrias, y los autoespacios de la estructura compleja son invariantes.
Ademés, esta representacion permite implementar la dindmica clasica con un operador

unitario en el correspondiente espacio de Fock [71].

4.2.2. Dinamica

Ya que la representacion natural en el caso sin masa es invariante bajo las isometrias
de fondo. Podemos comprobar que admite una dindmica unitaria, asi que definimos las

variables de aniquilacion y creaciéon de la siguiente manera,

"El escalado es el mismo para todos los modos.
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Ay N _ L wn i du (132)
G:an 20 \ w, —i T '

Clasicamente, su evolucion entre un tiempo inicial 7y y uno final n esta dada por el

simplectomorfismo U(n, 1), que actia de forma independiente sobre cada modo,

ag,, () ag,, (M)

( o ) =t (1, 70) ( o - (133)
a; (n) ag (10)

Donde u,, es una matriz 2 X 2 que depende del modo tinicamente a través del autovalor

asociado, como se puede ver por medio de las ecuaciones dinamicas. Como representa

una transformacion real, puede escribirse en la forma genérica

u, (7]7770) _ ( Qn (7777]0) Bn (7777]0) ) ] (134)

*

ﬁ;kz <777 770) Qyp (777 770)

. : - 2 2
Para que conserve los corchetes de Poisson, se debe satisfacer la relacion |o,|"—|3,|" = 1.
Para pasar a la teoria cuéntica, escribimos las variables de creacion y aniquilacion

como operadores. Por tanto, la ecuacion ([133)) pasa a tener la forma

a0\ _ i, ()
(o) o () )

Para que esta transformacion sea unitariamente implementable, debe existir un opera-

dor unitario U, tal que

ag,, () = Uy (0,m0) ag,, (n0) U (n,10) (136)

La condicién necesaria y suficiente para que esta relacion sea valida es que la diferencia
Jo — U (n,m0) JoU ™" (n,m0) sea un operador de Hilbert—Schmid‘ﬂ Esto equivale a pedir
que la serie ) lﬂn\Q = Un |ﬁn]2 converja, lo que depende de la relacién entre el
comportamiento asintotico de los coeficientes [, v el de la degeneracion de los auto-
valores correspondientes, g,, en el limite n — oco. Es sabido que en cualquier variedad
riemanniana d-dimensional compacta el niimero de modos con w, < w, que podemos
escribir como ) - <w 9n, Crece asintoticamente a lo sumo como w? |\ Por lo tanto, en

nuestro caso, dicho ntimero no crece mas rapido que w?, de lo que puede deducirse que

8Un operador O es de Hilbert-Schmidt si la traza tr(OTO) es finita.
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gn es, como mucho, del orden de w?.
Ahora queremos ver el comportamiento asintético de las soluciones de la ecuacién

de Klein-Gordon para las perturbaciones

~ ~

dyy + (W2 + s(n))dy = O(e), (137)

donde hemos definido

s(n) = m2e* — 3mip?e®®, (138)
segiin (109). Para realizar el estudio, escribimos las soluciones de la forma

dpi (1) = Zyye® ™ 4 75,500, (139)
donde Z,; es una constante compleja y ©,, una funciéon del tiempo conforme. Vamos a
fijar los grados de libertad esptireos que acabamos de introducir mediante las condiciones

On(ny) =0y @;(770) = —iw,. Entonces tendremos que

an (7]0) =2%R (an) ) CZ;u (770) = 2w, § (an) ) (140)

siendo R () v § () la parte real e imaginaria, respectivamente. Es conveniente extraer

de ©,, su limite ultravioleta:

n

0, (1) = —iioa (7~ 1) + [ AW, (7). (141)
70

donde W, es una nueva funcion del tiempo que debe satisfacer W, (n9) = 0, y que

se introduce para transformar la ecuacion de Klein-Gordon en la ecuacion de Riccati

equivalente

W, = —5 + 2iw, W, — W2, (142)

(considerando que las partes real e imaginaria de W, (o0 ©,,) son independientes). Para
nuestro objetivo, solamente nos interesa estudiar el comportamiento asintotico de las
soluciones en el ultravioleta. Para ello, comenzamos descartando los términos subdomi-

nantes de la ecuacion de Riccati (1im,,_,, W,, = 0), tal que

W, = —s + 2iw, W, (143)
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cuya solucion con valor inicial W, (ny) es

~ . ,r] - ~
W, = et [ e s ), (144)
10
o integrando por partes,
i i 2iwn (n—mo) 2iwnn K ~ —20wnT & (=
W, = TG s(no) —s(n)+e dne s$(m) ). (145)
n 70

Si la funcion s es diferenciable y posee una derivada integrable en cada subintervalo
de un cierto dominio temporal (no necesariamente infinito), la integral del miembro
derecho de la igualdad anterior siempre converge en dicho dominio, luego W, decae
asintoticamente como w;,'. En consecuencia, W, debe ser el término dominante de las
soluciones de la ecuacion de Riccati, en la que W? es claramente despreciable. Por tanto,
podemos escribir W, = W, + O(w;?).

Partiendo de las ecuaciones v , v luego de un céalculo extenso pero directo,
se obtienen las expresiones para los coeficientes de Bogoliubov «,, y 3., que dictan la
evolucion del campo de acuerdo con las ecuaciones y . En concreto,

1 >
an (n,1m0) = 3¢9 1436, (n)] (146)

B () = %5 [14i65, ()] (147

Los coeficientes 3, tienden a cero como w, 2 cuando n — co. Por lo tanto, la dinamica
puede implementarse unitariamente, ya que la serie ) g, | @f converge para una to-
pologia espacial de un tres-toro. En realidad lo hace independientemente de la topologia
de las secciones espaciales (mientras la dimension de estas no exceda de tres).

El comportamiento asintotico de a,, es muy diferente. En concreto, a,, = exp ©,, +
O (w,?). Ahora vamos a probar que cualquier otra representacion de Fock que com-
parta las simetrias del fondo y admita una dindmica unitaria debe ser unitariamente

equivalente a la presentada, lo que extiende los resultados de la Ref. a este sistema.

4.2.3. Unicidad de la representacion

Ya hemos visto que la estructura compleja es invariante bajo el grupo de isometrias
de las secciones espaciales; de ahora en mas la calificaremos simplemente de invariante.

Existen infinitas estructuras complejas invariantes y todas actian de forma diagonal por
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bloques en la base del espacio de fases compuesta por modos del operador de Laplace-
Beltrami. Dado que este operador conmuta, por construcciéon, con las transformaciones
de ¥, toda estructura compleja invariante debe respetar sus autoespacios. En realidad,
la descomposicion se puede afinar atiin mas. Como las isometrias conservan la métrica, su
actuacion sobre cada autoespacio es unitaria, lo que permite separarlos como una suma
finita de representaciones irreducibles de ¢. Supondremos que estas representaciones
irreducibles son diferentes (esto se da por ejemplo en la tres-esfera o en el tres-toro).
Tal como establece el lema de Schur, para ser invariante, una estructura compleja no
puede mezclar distintas representaciones irreducibles [75].

Hemos descompuesto el espacio de fases primero en autoespacios del operador de
Laplace-Beltrami, y luego en representaciones irreducibles de ¢, que supondremos di-
ferentes. Centrandonos primeramente en el espacio de configuracion &, se tiene que
9 =&,9,, con

9" = {CZM : nﬁjo}, (148)

y asuvez 2" = ®,,9,", donde hemos denotado por & las distintas representaciones
irreducibles. El espacio de momentos &2 puede tratarse andlogamente, & = @, %,. Es
importante destacar que el grupo ¢ actiua de la misma forma sobre & y sobre &, por lo
que sus descomposiciones en representaciones irreducibles del mismo son completamente
analogas. El espacio de fases completo es, por tanto, ®,, ., 7, & &;,. Segun la hipotesis
anterior, una estructura compleja invariante J debe ser de la forma J = @, ,,,J;", donde
cada J), acttia en el espacio de configuracion correspondiente, 7" & &;..

Gracias a la estructura bipartita de 2 & 22!, podemos descomponer J; en cua-
tro componentes que conectan los dos espacios 7, y & consigo mismos y entre si:
por ejemplo, si Pyn es el proyector sobre 2, (y analogamente con 27), entonces
Pgn JI' Popn es la componente que conecta &), con .. Ya que J es invariante, cada
J! conmuta con todas las transformaciones de ¢. Estas actian idénticamente sobre

" v P, por lo tanto, deben conmutar no sélo con J", sino también con cada una

ms
de sus cuatro componentes. Aplicando nuevamente el lema de Schur se puede concluir
que las cuatro componentes tienen que ser miltiplos de la identidad.

Concluimos que una estructura compleja invariante J no puede mezclar los modos
del operador de Laplace-Beltrami y acttia de igual forma sobre los modos que pertene-
cen a la misma representacion irreducible del grupo de isometrias. Se debe aclarar que
el lema de Schur requiere que las representaciones sean complejas, pero nosotros hemos

decidido trabajar con armoénicos reales. Los armonicos reales pueden recuperarse me-
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diante combinaciones lineales de los complejos (un modo y su complejo conjugado); por
la linealidad de la teoria de campos, se puede pasar de unos a otros, siendo a veces ne-
cesarias algunas consideraciones adicionales. Por ejemplo, en el tres-toro, las isometrias
del espacio (traslaciones espaciales) forman el grupo U(1) x U(1) x U(1), cuyas repre-
sentaciones irreducibles son necesariamente unidimensionales por ser abeliano. Debido
a esto, un modo y su complejo conjugado se transforman segiin diferentes representacio-
nes, por lo que podrian comportarse de forma diferente bajo la accion de la estructura
compleja (aunque no independiente, por ser J real). Si asi fuese, la estructura compleja
combinaria las partes real e imaginaria provenientes de un mismo modo complejo en la
base real. La condicion de que la composiciéon de la estructura simpléctica y la compleja
sea definida positiva implica que J transforma de la misma forma los modos conjugados
, v por extension sus partes real e imaginaria, que no se mezclan entre si. Cuando
los modos complejos conjugados se transforman bajo la misma representacién irreduci-
ble del grupo de isometrias, esta condicién no es necesaria. El ejemplo que nos es mas
familiar es el de la tres-esfera. Aqui cada autoespacio se asocia a una representacion
irreducible del grupo SO(4), por lo cual s6lo debemos sumar en n, y asi el analisis se
torna mas sencillo. Como una estructura compleja invariante J no mezcla modos dife-
rentes del operador de Laplace-Beltrami, podemos elegir una nueva base de variables
de destruccion y creacion que diagonalicen J. Es claro que el simplectomorfismo K que
relacione J con la base asociada a Jy serd diagonal por bloques. Ya que se trata de una

transformacion real, podemos parametrizar los bloques de la manera:

n,m )\n m
fun = [ mo (149)
/\:L,m Ii:,m

con |Kpm|® — [Anm|° = 1 para que se preserve la estructura simpléctica. La transfor-
maciéon K relaciona la nueva estructura compleja invariante con la del caso sin masa
mediante J = KJoK ! o, lo que es lo mismo, bloque a bloque, j, ., = kmmj[)k;}n.
Ahora vamos a suponer que J admite una implementaciéon unitaria de la dinédmica,
que denotaremos por el simplectomorfismo U. Para que U sea unitariamente implemen-
table con respecto a la nueva estructura compleja, es condicién necesaria y suficiente
que la transformacion KUK, obtenida con el cambio de base descrito anteriormente,

sea unitariamente implementable con respecto a Jj . La representacion de K 1UK
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también consta de bloques, en la siguiente forma

Jan,m Jﬂn,m

-1
ot =\ g St ) 0
con
T = |Fnml|” G — [Nl 0y + 20§ (K5 Ao Bn) (151)
T B = (K;m)2 B = Pl @l 4+ 20F (Ko N Bn) (152)

y donde «,, v 3, son los coeficientes de Bogoliubov asociados a la dindmica.
So6lo necesitaremos la expresion , ya que la implementabilidad unitaria de
KUK depende tnicamente de la convergencia de la serie X,, ‘Jﬁmmf = Yn.mGn,m ‘Jﬁnjmf,

donde tenemos que g, ,, es la dimension de la representacion irreducible correspondiente
(gn = XimGnm ¥, €n consecuencia, g, » < g,). Es decir, U ser& unitariamente implemen-
table en la cuantizacion determinada por J siy solo si la sucesi()nﬂ {\/mjﬁnym (n, 770)}

n,m
es de cuadrado sumable (para cualquier 1 en cierto dominio temporal). Claramente,

|I€n’m’2 =1+ \)\n,m|2 > 1; si ese es el caso, la sucesion {, SGrom’ B (1,10) / (m:’m)Q}

)

*
n,m

cluimos que la segunda sucesion es la suma de otras tres, dos de las cuales son ya de

también debe ser de cuadrado sumable. Dividiendo la ecuacion (152]) por (H )2 , COn-

cuadrado sumable (para esto se debe tener en cuenta que |\, .,/Knm| < 1). Por tanto,
podemos concentrarnos solamente en la tercera sucesion, que por hipdtesis, también
debe ser de cuadrado sumable. Esta es, en concreto, {\/gn_m}\nmS () /K;m}nm (he-
mos dividido por el factor 2i, lo que no genera un cambio relevante). Recordando que
Inm < gn, UNO se da cuenta de que \/gn_m crece asintoticamente a lo sumo como w,,.
Si introducimos el comportamiento asintotico encontrado para «,, en la expresion del
término general de la sucesion y restamos las contribuciones cuyo cuadrado es sumable,
concluimos que la condicion necesaria y suficiente para que se cumpla la unitariedad es

que la sucesion formada por los términos de la forma

Vi esp ([ aim (W, ) ) s (w0 =) = [0 (@) ). 053)

n,m 0 0

también sea de cuadrado sumable.

La exponencial en la expresion (153)) tiende a uno en el limite ultravioleta, por lo

9No confundir la notacién de la doble etiqueta en la sucesién. Como el rango de m es finito para
cada n, la sumabilidad de la sucesiéon depende tinicamente del comportamiento asintético del término
general para n grande.
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tanto, podemos despreciarla. Ahora, si realizamos la integracion por partes del miembro
derecho de la ecuacion (145, se comprueba que, si la segunda derivada temporal de la
funcion s existe y es integrable en cada subintervalo del dominio temporal considerado,

su contribucion a W, es del orden de w2, y puede substraerse. Consideremos, entonces,

[ an). (154

que es de cuadrado sumable si se cumple la hipotesis de implementabilidad unitaria. Su

la sucesion con término general

Anm .
v 9n,m /i*7 S (wn (77 - 770) + 2

n,m

suma es una cantidad finita, que denotaremos por Z(n). Se puede concluir también que
la sucesion {\/gn_m}\nm / Ii:;m}n’m ha de ser de cuadrado sumable, pero para hacerlo se
debe eliminar la dependencia en 7). Esto se hace integrando sobre el dominio temporal
I. Aunque Z podria no ser continua, es medible (ya que es el limite de una sucesion de
sumas parciales de funciones medibles). El teorema de Luzin garantiza que, para
todo § > 0, existe un conjunto I5 C I tal que la medida de la diferencia I5/I es menor

que ¢ y la restriccion de Z a Is es continua. Avalados por esto, Z puede integrarse en

/I (1)

%> [ s (n= w5 @), s

siendo ng tal que la integral sobre I5 en el miembro de la derecha estd acotada infe-

Is, y se tiene que

)\n,m

Rn,m

riormente por una cantidad positiva. Esto siempre puede hacerse, ya que en el limite
ultravioleta la integral toma un valor positivo, si § es suficientemente pequerio [6§].
La existencia de esta cota permite inferir que la sucesiéon {\/m)\n,m//inym}n’m es de
cuadrado sumable, y tiende a cero. Considerando que |#pm|° — |Anm|® = 1, es facil
ver que A, — 0y Kpm — 1 cuando n — oo. En consecuencia, 1/k,, estd acotado
inferiormente, de lo que se desprende que también {m)\mm}nm es de cuadrado su-
mable. Esa es precisamente condicion suficiente para que la transformacion canénica K,
que relaciona las dos estructuras complejas invariantes, sea unitariamente implementa-
ble en las teorfas cuanticas asociadas. En conclusion, todas las estructuras complejas
invariantes que admiten una implementacién unitaria de la dindmica del campo con-
ducen a cuantizaciones unitariamente equivalentes. Ademaés, existe la posibilidad de

que un cambio de descripcién conduzca a cuantizaciones inequivalentes con las mismas
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propiedades, lo que estudiaremos a continuacién.

4.2.4. Unicidad de la descripcién del campo

La descripcion del campo que venimos estudiando en las secciones previas se alcan-
z6 tras una transformacion canoénica que incluia el escalado del campo por el factor
de escala del fondo homogéneo. Para mantener la condicién diagonal de la estructura
simpléctica, realizamos el escalado inverso del momento candnico, y anadimos un tér-
mino lineal en el propio campo, con el objetivo de llevar la parte cuadrética del vinculo
a la forma del hamiltoniano de un campo de Klein-Gordon sometido a un potencial
cuadratico dependiente de las variables homogéneas con correcciones que se anulan en
el limite ultravioleta. Para ello, nos basamos en que esa parametrizacién concreta per-
mitiria construir una representacion de Fock privilegiada. Ahora podemos justificar esa
afirmacion realizando un escalado global de los modos por una funcion del tiempo. Es
muy facil convertir este cambio en una transformacién canénica de la teorfa de campos.

Pediremos que la transformacion sea local y respete la linealidad de la teoria

d (1) = F (n) du (1), (156)

i (1) = o, () + G ) (157)
con F' y G funciones del tiempo reales, y dos veces diferenciables, para mantener la
estructura diferencial de la teorfa. Supondremos que F' es siempre distinta de cero,
pues de otro modo se introducirian singularidades artificiales. La transformacion es local
porque no mezcla distintos modos y las funciones F'y GG son las mismas para todos ellos.
Obsérvese que si F'y G fueran constantes, las nuevas variables serfan simplemente los
modos de una combinacion lineal constante del campo escalado y su momento y podria
adoptarse la misma representacion para ellas; esto permite fijar las condiciones iniciales
F(no)) =1y G(no) = 0 sin perder generalidad. Como la transformacion -
depende del tiempo, ésta afecta a la dindmica del campo. En efecto, si se introducen

las variables de destruccion y creacion

CLJM 1 Wp, +1 Can
— , 158
( ajzl ) v/ 2wy, ( Wn —1 ) ( T, ( )

63



(sustituyendo rayas por tildes), su evolucion todavia puede expresarse de la forma
ag,, (1 ~ ag,, (Mo
jfl() = Gn (1, 70) ffl< '), (159)
g, (n) aq (0)

i, (7777]0) _ ( (z:{l (777770> Bn (777770> ) . (160)

donde

B (m,m0) @, (1,70)

con los nuevos coeficientes de Bogoliubov

1G
an = Froy, + F_f; + S (an + ), (161)
n * ZG *
Bn = Fi o+ Foag + 5— (Bu + ), (162)
con 2F, := F + 1/F. El simplectomorfismo correspondiente, U, no es unitariamente

implementable respecto a la estructura compleja Jy (que en el instante 7, diagonaliza las
nuevas variables de destruccion y creacion), ni respecto a ninguna estructura compleja
invariante, a menos que el escalado sea el trivial F (n) =1, Vn.

Para demostrarlo, supongamos que en la cuantizaciéon determinada por una estruc-
tura compleja invariante J la nueva evolucién U puede implementarse de forma unitaria.
Dicha estructura compleja tiene que estar relacionada con Jy por medio de un simplec-
tomorfismo K, diagonal por bloques. Entonces, si U es unitariamente implementable
con respecto a J, la composicion K~'UK es unitariamente implementable con respecto

a Jo. Entonces, los coeficientes 3 de la transformacion de Bogoliubov KUK ,
B = (Kion) B = A2 0B 4 20K AT (@) 4 (163)

multiplicados por el factor de degeneracion correspondiente, forman una sucesion de
cuadrado sumable, {\/gn_mjﬁ_nm}nm Dado este caso, la sucesion {\/gn_mJﬁ_nm (F&;’m)g}n,m
también es de cuadrado sumable (&, , > 1), por lo que, debe tender a cero en el limite

n — o0o. Entonces, teniendo en cuenta las ecuaciones y y el comportamiento
en el limite ultravioleta de los coeficientes «,, y (,,, concluimos que la siguiente cantidad
debe anularse asintéticamente cuando n — oc:

2
[eiwn(nno) _ (ﬁ) e~ twn(n=no)
Ky,

F_(n) = 22 sin (o (g — m) P (). (164)

n
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Esta es justamente la condicion que se utiliza en la Ref. para probar (detallada-
mente) que esto solo es posible si F_ y, en consecuencia, F' toma un valor constante.
Por continuidad, F'(n) = 1 en todo el dominio temporal considerado: cualquier otro
escalado dependiente del tiempo conduce a una descripcién del campo para la que es
imposible construir una representaciéon de Fock con las caracteristicas deseadas.
Sustituyendo F' = 1 en las ecuaciones y (162)), y combinandolas con la ecua-
cion , se obtiene una expresion para los coeficientes 7 Bnm Como la sucesion
{m‘]ﬁmm (/@j‘l’m)z} es de cuadrado sumable, podemos eliminar de esa expresion
n,m

las contribuciones que ya sabemos que lo son (y dividir por el factor irrelevante i),

concluyendo que la siguiente sucesion también debe ser de cuadrado sumable

*
n,m

Ao G A A\ 2
V| B ) 4 g o+ 2R ) + () e g (169)

n,m n n,m
En la Ref. se demuestra que esa condiciéon conduce a dos situaciones. Si la serie
> nm Gn.m/w? no converge (por ejemplo, los casos del tres-toro y la tres-esfera), necesa-
riamente, G debe anularse idénticamente. En este caso, no existe ninguna redefinicion
del momento que dependa del tiempo no trivialmente. Si la serie converge, G puede ser
distinto de cero, pero si es asi, también converge la serie > gnm |An|” para garantizar
que la sucesion considerada sea de cuadrado sumable. Por tanto, en este caso el momen-
to puede redefinirse anadiéndo una contribucion lineal en el campo sin impedir el hecho
de encontrar representaciones de Fock del tipo deseado. Estas nuevas representaciones
serdn unitariamente equivalentes a la obtenida en la descripciéon original. Como conse-
cuencia de esto, el conjunto de transformaciones canénicas dependientes del tiempo del
tipo (156) - (157), lineales y locales, no permiten obtener una descripcion alternativa
de las perturbaciones en la que puedan construirse nuevas representaciones de Fock con
las caracteristicas buscadas, a menos que sean equivalentes a la representacion del caso
sin masa. Incluso esto no es posible si se realiza un escalado del campo que dependa del
tiempo de forma no trivial. A partir de estos resultados, se justifica la transformaciéon
canoénica del sistema, el escalado de las perturbaciones tensoriales , y la redefinicion
de sus momentos canoénicos, que aseguran la existencia de cuantizaciones privilegiadas
sobre el fondo clasico, las cuales poseen las caracteristicos deseadas, y son tinicas salvo

equivalencia unitaria.
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4.2.5. Discusion

El estudio realizado en esta secciéon nos ha permitido eliminar la ambigiiedad en
la eleccion de una descripcion de las inhomogeneidades y su representacion de Fock
mediante ciertos criterios que son la simetria (el grupo de isometrias de las secciones
espaciales del espaciotiempo de fondo) y la unitariedad de la dindmica (clave para la
interpretacion probabilistica habitual de la mecanica cuéntica). Esto se realiza genera-
lizando los teoremas de unicidad de la Ref. que establecen que para un campo de
Klein-Gordon con masa dependiente del tiempo (o cualquier campo cuyas ecuaciones
dinadmicas puedan reducirse a esa misma forma), las condiciones para que el estado de
vacio sea invariante bajo isometrias espaciales y la dindmica del campo pueda imple-
mentarse en la teoria cuantica mediante un operador unitario seleccionan una tUnica
clase de representaciones de Fock unitariamente equivalentes. Ademas, esos requisitos
fijan también la descripcion del campo, ya que excluyen los escalados globales del mismo
que dependan del tiempo de forma no trivial. Asi sucede con las perturbaciones tenso-
riales en el modelo considerado, al escalarlas con el factor de escala de la geometria de
fondo, satisfacen ecuaciones dinamicas en las que la dependencia temporal viene dada
a través de las variables homogéneas. Entonces, en general, dependiendo de la varie-
dad espacial, se podria admitir una redefinicion del momento del campo, anadiendo un
término lineal con un coeficiente dependiente del tiempo, y este cambio no es ambiguo
ya que las cuantizaciones con las propiedades que buscamos para la nueva descripcion
son (siempre y cuando existan) unitariamente equivalentes a las encontradas para la
descripcion original.

Nos gustaria comentar que el escalado de las perturbaciones por el factor de escala
de la geometria de fondo es imprescindible para conservar la unitariedad de la dina-
mica cuantica del campo sobre el fondo clasico. Ademaés, existen cuantizaciones con
las propiedades buscadas en términos de los invariantes gauge asociados a las pertur-
baciones escalares [54{56]. Lo garantiza el hecho de que sus ecuaciones dindmicas son
de tipo Klein-Gordon, con una funcion de las variables homogéneas en el rol de masa.
Esto es posible porque las transformaciones canoénicas del sector inhomogéneo que re-
lacionan los invariantes con el correspondiente campo escalado y su momento no son
locales (dependen del modo), entonces no forman parte de la clase de transformaciones
de las que veniamos hablando. Aun asi, son unitariamente implementables. Recorde-
mos que requerir una representacion de Fock con vacio simétrico y dinamica unitaria

permite fijar la descripcién del campo frente a transformaciones canonicas lineales y
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locales del sector inhomogéneo. Si desde el principio se da cabida a transformaciones
no locales, este criterio habria resultado insuficiente para fijar la descripcion. Por esa
razon es que es preferible, en un principio, partir del campo escalado y luego asegurar-
se de que la correspondiente cuantizacion privilegiada es unitariamente equivalente a
las que pueden construirse en términos de los invariantes gauge. Ahora sabemos que,
si dos descripciones del campo gobernadas por ecuaciones de tipo Klein-Gordon estén
relacionadas mediante una transformaciéon canoénica lineal que depende del modo pero
no los entremezcla, dicha descripcion es necesariamente implementable de forma uni-
taria en las representaciones privilegiadas de cualquiera de la dos descripciones [74].
Las transformaciones que llevan de un campo escalado y su momento a los pares de
invariantes gauge para los modos escalares pueden considerarse casos particulares de la
situacién anterior. En nuestro caso, dado que los modos tensoriales son invariantes de
gauge, todas estas cuestiones no aparecen y basta con considerar una transformaciéon
local no trivial para darse cuenta que solo la parametrizacion que hemos elegido es la
tinica que proporciona una dindmica unitaria. Una vez que hemos resuelto el problema
de la ambigiiedad en la representacion de Fock del sector inhomogéneo, podemos pasar

a cuantizar el sistema completo.
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5. Cuantizaciéon hibrida y ansatz de Born-Oppenheimer

En resumen, hemos visto cémo la teoria de perturbaciones cosmologicas en inflacion,
combinada con los principios de la mecanica cuéntica, es capaz de predecir de mane-
ra satisfactoria buena parte de las propiedades observadas en nuestro Universo actual,
en particular las del fondo césmico de microondas. Uno de los inconvenientes de los
modelos inflacionarios tradicionales es que, al estar basados en relatividad general, no
pueden determinar cual es la fisica en la region de fuerte curvatura cerca del Big Bang,
y debe asumir datos iniciales al inicio de inflacion (y no cerca del Big Bang). En este
caso es esperable que una teoria cuantica de la gravedad sea capaz de dar una respuesta
satisfactoria en este tipo de situaciones, en especial en la regién donde estaria la sin-
gularidad y que creemos que debe ser reemplazada por una regién de fuerte curvatura.
Ademés, pareceria natural asumir que, en ausencia de una realizaciéon completa de una
teoria cudntica de la gravedad y con el fin de proporcionar una descripcion simple, una
cuantizacion parcial de los grados de libertad homogéneos en este tipo de escenarios
(el factor de escala es el responsable de la aparicion de la singularidad de Big Bang)
sea suficiente y pueda arrojar luz sobre el tipo de fisica de altas energias del Universo
primitivo.

Es en este caso que el modelo ideal que presentamos sobre la cuantizaciéon de un
espaciotiempo puramente homogéneo pueda ser combinada con una cuantizacion de
las inhomogeneidades para dar una descripcion que incorpore toda la fisica de altas
energias posible y al mismo tiempo que sea manejable como para poder realizar predic-
ciones. En este sentido, vamos a proceder a cuantizar toda la variedad simpléctica que
describe nuestro modelo cosmologico, e imponer los vinculos clésicos como operadores
que aniquilan estados en la teoria cuantica.

En la formulacion clésica, dividimos el espacio de fases en un sector homogéneo y
otro inhomogéneo, a partir de la expansion en modos dadas por los armoénicos tenso-
riales. El sector homogéneo describe los modos cero, y sus grados de libertad se pueden
parametrizar por las variables canoénicas {&, 75, @, 75 }. Por otro lado, el sector inhomo-
géneo describe los modos tensoriales, y se pueden parametrizar por d, y ;.. Adoptamos
una cuantizacion de Fock para estas variables invariantes de gauge y una representa-
cion para el sector homogéneo, en principio diferente y que esté basada en una teorfa
de gravedad cuantica. Merece la pena mencionar que este enfoque hibrido es diferente
al de tratar las perturbaciones como un campo de prueba en un fondo cuéantico, que es

el enfoque adoptado en la propuesta de la métrica vestida presentado en la Ref. .
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El vinculo hamiltoniano del sistema afecta ambos sectores, el homogéneo y el inhomo-
géneo. Méas precisamente, codifica la forma en que las perturbaciones afectan el fondo
homogéneo en la medida en que se mantenga el truncamiento en el orden cuadratico en

la accion.

5.1. Estructura cinematica

Supondremos que la cuantizacion de las variables asociadas a los modos cero pro-
porciona una representacion de las relaciones de conmutacién canonicas tal que los
operadores de la geometria de FRW conmutan con aquellos que representan el sector
homogéneo del campo material, y a su vez, todos ellos conmutan con los operadores ele-
mentales que representan las variables inhomogéneas. El espacio de Hilbert cinematico

es el producto tensorial, H% " @ HT  entre H7, el espacio donde estan definidos los
grav

cin

definidos los operadores asociados a la geometria de FRW. Asumiremos, por simplicidad,

operadores del sector homogéneo para el campo material, y H?. ™, espacio donde estan
que los operadores que representan funciones del campo ¢ acttian por multiplicacion,
mientras que los que representan a ms actian por derivacion.

Para los modos no homogéneos que describen los modos tensoriales adoptamos una
cuantizaciéon de Fock similar a la que mostramos en la seccion anterior (ver Refs.
[Bolp6l58] para detalles adicionales). Recordemos que esta cuantizacion se elige bajo
dos criterios, i) la invariancia del vacio bajo isometrias espaciales, ii) la unitariedad de
la dinamica en el régimen en el que se recupera una teoria cuantica de campos en un
fondo curvo para las perturbaciones tensoriales, en un intervalo de tiempo arbitrario
(ver Refs. y [71]). Estos criterios suprimen la ambigiiedad frente a un posible rees-
calado de los modos d,, y 7, por funciones de las variables homogéneas, y aseguran la
unitariedad de la evolucién y una interpretaciéon estdndar de la mecanica cuantica en
las regiones donde se recupera la teoria cuantica de campos. De hecho, estos resultados
requieren que las secciones espaciales sean compactas, por eso es que decidimos que
nuestro modelo plano tenga la topologia del tres-toro. Mas precisamente, los criterios
anteriores no s6lo determinan una representaciéon de Fock, sino una familia de repre-
sentaciones, todas ellas unitariamente equivalentes (ver Ref. ) En particular, esta
familia contiene la representacion en la que las variables de aniquilacion, a; , y las de
creacion, a:;-n, son aquellas naturalmente asociadas al oscilador armonico de frecuencia,
w,. En la teoria cuantica, los operadores correspondientes pueden ser representados en

un espacio de Fock F, tal que satisfacen las relaciones de conmutacion [d(in, dji ] =J.
n/
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Este espacio posee una base de estados |N), donde N indica una serie de nimeros de
ocupacion (enteros positivos), uno para cada modo. El operador de creacion que ac-
tua estos estados excita el modo marcado por n, aumentando el ntmero de ocupacién
correspondiente en una unidad, como de costumbre.

En nuestra formulacion, vamos a restringir la discusion al espacio de Hilbert cine-
matico de la forma H = H% " @ HI% @ F para estudiar todos los estados cudnticos

fisicamente relevantes.

5.2. Representacion cuantica de los vinculos

Los estados que codifican la dinamica de nuestro modelo son las soluciones al ope-
rador cuantico que corresponden al modo cero del vinculo hamiltoniano. Recordemos
que en ausencia de perturbaciones el vinculo hamiltoniano quedaba completamente

determinado por los operadores 7Ar<2p y 7:1(()2), de tal modo que
HE = 72 — m2p2e8, (166)

3G 2
En este caso H es e’ Hyy = (7?2 — )> /2.
Pero en presencia de las inhomogeneidades, este involucra una contribucién con
acoplos altamente no triviales entre el sector homogéneo y el inhomogéneo que solo nos

permitird dar soluciones aproximadas. Clasicamente, el vinculo estd dado por

Hjg+» THp=eH=0. (167)

De ahora en maéas, por conveniencia, nos concentraremos en el vinculo hamiltoniano

densitizado H . Ademas, si introducimos las siguientes variables del sector homogéneo,

I = %2, (168)
99 = mle ™ — 3mipre’, (169)

y llamamos
o = — [ (9r? + 08) & + 2, |, (170)

10FEste paso es simplemente para no cargar con la densitizacion en el nivel cudntico, pero puede
realizarse de ambas formas.
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Or=) OF (171)

Entonces, 2¢3 %" Tf[g = —O7. Asumiremos que podemos representar las cantida-
des (]166[), (]168[) y 4169[) como operadores densamente definidos, 7:[[()2), dp y U4, en
HIM @ HI (mientras que actian como la identidad en F) ; y los objetos (171) como

cin cin
operadores densamente definidos, O, en H = HI* @ H™* @ F. Finalmente, obtenemos

cin cin

el siguiente operador hamiltoniano en representacion de H,

A

H:

© 0

[7%2 —HP - é)T} . (172)

| —

Como ya mencionamos, las soluciones al operador H , aunque pueden ser construidas
a partir de datos iniciales en la seccion de volumen minimo ,, no han sido estudia-
das en profundidad como para poder ser caracterizadas en forma cerrada. Ni siquiera
se ha llevado a cabo un estudio numérico para identificar posibles sectores semiclasi-
cos. Asi que procederemos con aproximaciones que, aunque no incorporan toda la fisica
del modelo, nos permitiran al menos describir algunos de los aspectos mas interesantes
y que esperamos codifiquen buena parte de las correcciones semiclésicas de la teoria

cuantica.

5.3. Ansatz de Born-Oppenheimer

En esta seccion analizaremos las soluciones de modo cero del vinculo hamiltoniano
del sistema asumiendo una aproximacion para ellas de tipo Born-Oppenheimer. Dentro
de esta aproximaciéon asumimos que la parte homogénea e inhomogénea de los estados
cuanticos presentan una tasa de variacion distinta con respecto al tiempo fisico ¢ (al
menos en algunos intervalos de la evolucion). En esta situacion podemos asumir que los

estados fisicos del sistema toman la forma aproximada

U= Iy, (173)

donde I, es un estado normalizable que atribuimos a sector homogéneo HZ " @ HI,
mientras que 1, en contrapartida de las ondas tensoriales perteneciente a JF. Sobre
estos estados, el operador ¢ actiia por multiplicacion y su momento conjugado 7, como
(—1i) veces la derivada con respecto a . Para el resto de operadores geométricos, su
actuacion dependera de qué representacion adoptemos para ellos. Nosotros la dejaremos

sin especificar puesto que no serd necesaria para nuestros propoésitos. En resumen, el
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ansatz para los estados cuanticos es que sus funciones de onda ¥ pueden separarse en
dos factores, uno que depende de los grados de libertad homogéneos de la geometria
de FRW, vy el otro depende de los modos tensoriales. Este ansatz permite simplificar el
vinculo hamiltoniano, bajo ciertas aproximaciones, como vamos a ver a continuacion.
Pensemos por un momento en el modelo no perturbado de FRW. Supongamos que
la evolucion del estado I, viene dictada por un operador evoluciéon U (i, o) desde un

tiempo inicial ¢y a un tiempo final arbitrario. En este caso, tenemos que

FGD = U(g07 @0) Fv (174)

Esta familia de operadores de evolucion U (i, ¢o) es tal que existe un operador auto-
adjunto H, que satisface [frw U ] = HoU. Los conceptos de autoadjunto y unitario que
estamos utilizando son aquellos que corresponden a la parte de la geometria asociada a
FRW de nuestro espacio de Hilbert, HZ*"[T] De hecho, dentro de nuestro marco pertur-
bativo, es natural considerar I' como una solucién aproximada al vinculo hamiltoniano
del sector homogéneo, y no necesariamente una solucién exacta. Est2a solucion aproxi-
mada [, se acercard a una solucion exacta en la medida en que (720) —7:[(()2) + [fnp, 7:[0}
evaluado sobre I, sea cercano a cero.

Si sustituimos el ansatz en la ecuacion del vinculo HU = , y teniendo en

cuenta que
70 =T (7,0) + (ﬁor) ¥, (175)
R0 = I (720) +2 (ﬁor) (Feth) + ([m”ﬂo] )+ {(ﬁo)g F} o, (176)

podemos escribir el vinculo H¥ = 3 [fr?o —HP - @T} U =0 como

({ (7?0)2 —HY + [, o] } F) V2 (Hol') (jp0)+ 1 (#20)—6r (1) = 0. (177)

"En la representaciéon de Schrodinger convencional, en la cual #, = —id,, tenemos la evolucién

unitaria estdndar U (g, 00) =T [exp (z f;i deHo (cp))} El simbolo T' denota en tiempo ordenado con
respecto a . Por simplicidad, hemos fijado & = 1.

2Como esperamos que las soluciones no pertenezcan al espacio de Hilbert cinematico, deberiamos
imponer el vinculo sobre un tipo de estados generalizados (¥|, tal que (¥| At = 0. No vamos a
utilizar esta notacion ya que complicaria la comprension de nuestro analisis. Ademaés, vamos a omitir
el subindice ¢ para simplificar las expresiones.
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Dentro de nuestras suposiciones, asumiremos que el operador [fr@, 7:[0] depende de ¢,
pero es independiente de 7,. Notese que el primer término de la ecuacion es la
correccién proveniente de la consideracién de que las soluciones I’ no son soluciones
exactas a los vinculos del sector homogéneo (para comprobar esto, es suficiente hacer
¢ constante y ©7 igual a cero).

Ahora vamos a considerar otra aproximacion, en la que (respecto a la geometria
homogénea de FRW) s6lo los términos correspondientes a los valores esperados sobre I

son relevantes. Es decir, cuando tomamos el producto interno con I a la izquierda de

la ecuacién (177)) con respecto a la geometria FRW (en HZ""), despreciamos posibles
transiciones cuanticas de I' a otros estados bajo la accion del vinculo. A partir de
la ecuacion (177)) es facil ver que para que esta aproximacion pueda sostenerse, solo
necesitamos que los siguientes operadores tengan una dispersion relativa pequena en el
estado I, para todos los valores de ¢: 1) 7‘?0, i) O, iii) zqu, yiv) —idw’l-:lo%— <7f[0>2 —7-:[(()2),
donde hemos definidd™]

—id,0 = |7, — Ho, 0], (178)

para un operador arbitrario O. En principio, la condiciéon sobre el operador iv) puede
satisfacerse con una adecuada eleccion de Hy (o equivalentemente de U(p, ¢y)).
Entonces, asumiendo que la aproximacién anterior es valida, tomamos los valores

esperados en [ tal como lo dijimos anteriormente E, obteniendo

242 <3f¢0>r i = {<7—?g2> _ <ﬁ0)2>r v <éT>p b <d@ﬁ0>F} o, (179)

El simbolo <O> denota el valor esperado del operador O en el estado I, en el espacio
de Hilbert Hg;f{ con respecto al producto interno de la geometria FRW. En general,
el resultado es un operador actuando en H7% ® F.

La ecuacion conduce a una ecuacion de Schrodinger generalizada para la evo-
lucion en ¢ de las inhomogeneidades, asumiendo que ﬁiw es despreciable (algo que
vamos a establecer mas abajo por medio de aproximaciones concretas), siempre que

se cumplan ciertas condiciones (ver Anexo 2). Uno podria requerir, por ejemplo, que

3 Recordemos que en el caso estandar se define, o = —i0,, d, es la derivada total (en la represen-

tacion de Heisenberg) correspondiente a una evoluciéon en ¢ generada por Hy.
14 Para realizar los calculos hemos tenido en cuenta que I’ estd normalizado a la unidad y, ademaés,

fidwﬁo = erp 77':{0,7'?0} = |:7%S077;/20:| — [7‘?0,7‘?0} = [ﬁ'wﬁo}
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2 20\ 2 2
—idy,Ho + (’Ho) — 7—[(()2) sea despreciable. Pero, dado que esperamos que <H0> varie
r

muy despacio con el tiempo, es mas natural exigir que

LI <d¥,7¥0> sea despreciable frente a <éT> . Este requerimiento tiene la ventaja
r r
de que eliminamos de la ecuacién de Schrédinger un término que potencialmente

podria romper la unitariedad de la evolucién.

Si esta condicion se satisface (y despreciando fr?pw ), obtenemos la ecuacion de Schro-

dinger generalizada

Roth = . (180)

2 20\ 2
= Otra condicién que asumiremos es que <H(()2) — (7—[0) > sea despreciable frente
r

a <@T> . Esto es natural ya que I es solucién aproximada del modelo FRW no
r

perturbado.

Concluimos finalmente que dentro de estas condiciones

Roth = M. (181)

(%),
Haciendo analogia con la ecuacion de Schrodinger estandar, el hamiltoniano que genera
la dindmica de las perturbaciones en el tiempo interno ¢ esta dado por <éT>F /2 <7—~[0>F.
Este hamiltoniano depende de las variables de la geometria homogénea evaluada en los
valores esperados correspondientes al estado cuantico I, y dividido por el valor esperado
de 7—20 en él.

Concluyendo esta seccidén, vemos que asumiendo el ansatz de Born-Oppenheimer e
introduciendo ciertas aproximaciones podemos recobrar la teoria cuéntica de campos
estandar para las perturbaciones tensoriales que se propagan en una geometria homo-
génea (considerada como “wvestida”). El término vestida se refiere al hecho de que esta
geometria no es clasica, si no que conserva ciertas correcciones cuanticas (valores espe-

rados y fluctuaciones) del espaciotiempo de FRW que sienten los modos tensoriales al
propagarse sobre él (ver Ref. [48]).
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5.4. Ecuaciones efectivas para las ondas tensoriales

Empleando el ansatz Born-Oppenheimer y la aproximacion de que las transiciones
del estado I" a otros a través de la ligadura escalar sean despreciables (y por lo tanto, sin
la necesidad de introducir el resto de aproximaciones que conducen a una ecuaciéon de
Schrédinger para la funcion de onda de los modos tensoriales), se pueden derivar ecua-
ciones clasicas efectivas para los modos tensoriales. Si tomamos el vinculo definido en
la ecuacion , tomamos valores esperados con respecto al estado I de la geometria
homogénea y asumimos que las perturbaciones tensoriales son tratadas clasicamente,

el vinculo efectivo seria de la forma

CF = Fr (o) 720 + Gr (o) 70— (Or) 4, (182)

donde Fr y G son funciones de ¢, que dependen del estado I" de la geometria homogé-
nea, y que no vamos a especificar ya que no afectan nuestros calculos ni son relevantes
para la interpretacion de los mismos.

En esta dindmica semiclasica vamos a tratar a las perturbaciones no como operado-
res cuanticos sino como variables clasicas cuya evolucion esté descrita por un conjunto
infinito de ecuaciones diferenciales (mas concretamente un conjunto de ecuaciones en
derivadas parciales). En este caso las funciones de onda ¢ pueden tomarse como constan-
te. Esta aproximacion es aceptable debido a que el modo cero del vinculo hamiltoniano
es cuadratico en las perturbaciones.

Teniendo en cuenta la densitizacion del vinculo (establecido en la ecuacion (167) y
la definicion de la parte homogénea de la funcion lapso, se puede comprobar que C’;f ! /2
genera reparametrizaciones en un tiempo T que, en orden dominante, se relaciona con
el tiempo efectivo propio segiin dtp = o (e**) . dTr.

Por otra parte, podemos cambiar a un tiempo conforme np, adaptado a la geometria
FRW vestida asociado con el estado I'. Si observamos las definiciones y (171),
vemos que toda la dependencia de C;ff/Z en los momentos tensoriales , 7; , esta dada

por el término <1§T> (7Td' )2/2 procedente de <éT> . Entonces, es natural definir
" r

lodnr = <1§T> dT Notemos que esta definiciéon de tiempo conforme se obtiene de
r
forma natural en la teoria efectiva, pero no en el nivel de operadores cuanticos (para

ello habria que deparametrizar el vinculo hamiltoniano en términos de este tiempo

15Con nuestra eleccién de factores numéricos, esta definicién del tiempo conforme no es sensible a
la eleccion de (g
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conforme que resultaria en una funcion no local de las variables del espacio de fases).
Por lo tanto, el valor esperado en I es esencial a fin de introducir el cambio de tiempo.
También senalamos que el cambio depende del estado, y por lo tanto las propiedades
de la evolucion en el tiempo Tr y nr puede ser muy diferente dependiendo del estado
cuantico en el que se encuentre el sistema.

La evolucién de d~n en el tiempo 7y esta dada (bajo los corchetes de Poisson de d~n
con C¢/7 /2) por

dyrdn = lomj (183)

donde d,, denota la derivada respecto a 7. Usando este tltimo resultado y tomando

nuevamente la derivada respecto al tiempo ny obtenemos la ecuaciéon efectiva

&2 dy, = —dy [wi + <é§>F} (184)

99
donde hemos definido @? = [2w? y <é§> = 18%.
r T)r

Notemos que el término entre paréntesis rectos en la ecuacion es una fun-
cion que soélo depende de ¢, y por lo tanto del tiempo np, cuando el campo escalar es
evaluado sobre las soluciones a las ecuaciones efectivas. Este factor contiene modifica-
ciones cuanticas con respecto a la ecuacion estidndar para perturbaciones tensoriales en
cosmologia estandar, la cual codifica los efectos cuanticos mas relevantes del fondo ho-
mogéneo. Las ecuaciones derivadas son atun de tipo oscilador armoénico con frecuencias
dependientes del tiempo. Ademas, no existe un término de disipacion y las ecuaciones
son hiperbolicas en el régimen ultravioleta, donde &2 domina en el término mencionado
anteriormente.

Si bien en nuestro anéalisis hemos asumido por simplicidad que el potencial del
campo escalar viene dado por una contribucion de masa, en realidad podemos facilmente
extender la discusion a un potencial general W (). Para ello, simplemente tenemos que
sustituir en la ecuacion el término m2p? por 2W (). De manera que,

95 = mie* — 6W (p) &', (185)

&2 dy, = —dy [wg + <§;>F} (186)
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. b4
donde @? = Bw? y <85> = lgiATif. También debemos reemplazar m>p? por 2W (¢)
r

I
r
en las ecuaciones que rigen la dindmica del sector homogéneo.

5.5. Discusion

En términos generales, hemos proporcionado un formalismo para cuantizar un es-
paciotiempo de FRW plano con un campo escalar con masa (escogido especialmente
dada su relevancia en cosmologia inflacionaria), y con pequefias perturbaciones tenso-
riales sobre él. La dindmica del sistema esta codificada en el vinculo escalar. Realizamos
la cuantizacion del modelo usando técnicas hibridas, es decir, combinando una cuan-
tizacion arbitraria de la geometria de fondo, con una teoria cuantica estiandar de las
perturbaciones. En este marco, demostramos céomo recuperar el formalismo de geo-
metria vestida que ha sido propuesto recientemente y como extraer las ecuaciones de
campo cuanticas para los modos tensoriales, empleando el ansatz de Born-Oppenheimer
y discutiendo la validez de su aplicacion. Cabe mencionar que las perturbaciones es-
calares ya han sido estudiadas siguiendo estas lineas. Este trabajo permite completar
la descripcion fisica del modelo homogéneo e is6tropo con pequenas inhomogeneidades
para el Universo primitivo. Las ecuaciones de campo pueden ser aplicadas al estudio de
fendomenos cuanticos de gravedad dentro del paradigma de la inflaciéon cosmologica. Si
todas nuestras hipotesis son vélidas en la region de fuerte curvatura, las ecuaciones de
movimiento estarian bien definidas y por tanto la evolucion de las perturbaciones desde
esos instantes hasta el presente. Nuestro trabajo proporciona una via para comprobar
si las predicciones de una teoria ctiantica de gravedad concreta son compatibles con los

resultados presentes y futuros de las misiones de alta precisiéon en cosmologia.
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6. Conclusiones

En este trabajo hemos completado la formulacion covariante de un sistema gravita-
cional que describe un espaciotiempo plano de FRW (homogéneo e istropo) con una
topologia compacta (plana) de tres-toro y minimamente acoplado a un campo escalar
con masa y que contiene pequenas inhomogeneidades. Este tipo de escenarios son de
gran relevancia en la cosmologia inflacionaria actual dada la gran capacidad de pre-
diccion que alcanzan con este conjunto de hipotesis de partida muy reducido. En este
modelo truncamos la accion de Hilbert-Einstein a orden cuadratico en las perturbacio-
nes. Adoptamos una descripcion para ellos mas adecuada expandiendo las inhomoge-
neidades en modos de Fourier, usando una base de funciones propias del operador de
Laplace-Beltrami de las secciones espaciales. El hamiltoniano total del modelo resul-
tante es una suma de vinculos, formado por una combinacion lineal del modo cero del
vinculo escalar, y de todos los modos inhomogéneos de los dos vinculos locales que son
lineales en las perturbaciones. Uno de ellos proviene de las perturbaciones del vincu-
lo hamiltoniano y el otro corresponde al vinculo de difeomorfismos. El modo cero del
vinculo hamiltoniano est& formado por el vinculo del modelo no perturbado més las
contribuciones cuadraticas en las perturbaciones.

Como nuestro proposito es el estudio de perturbaciones tensoriales, y dado que, para
este modelo de FRW, el nivel de truncacién que hemos considerado proporciona una
dindmica que no mezcla perturbaciones escalares, vectoriales y tensoriales, tomamos
las perturbaciones escalares y vectoriales como idénticamente nulas. En otras palabras,
las ignoramos a todos los efectos. Después, adoptamos una transformaciéon canénica en
todo el sistema, es decir, teniendo en cuenta no soélo las inhomogeneidades, sino también
el sector homogéneo del modelo (los modos cero que describen los grados de libertad
presentes en el modelo no perturbado de FRW). De esta manera mantenemos toda la
variedad simpléctica, donde los nuevos modos cero y las inhomogeneidades siguen sien-
do auténticos grados de libertad. Este es un paso importante hacia la cuantizacion del
sistema, ya que sin esta transformacion canénica completa, el sistema habria perdido su
estructura simpléctica. Como resultado de esta transformacion canonica, el modo cero
del lapso se redefine, absorbiendo una contribucién cuadratica de las perturbaciones,
pero manteniendo la libertad original como un multiplicador de Lagrange no especi-
ficado. Es importante mencionar que, en el nivel clésico, la transformaciéon candnica
permite simplificar la dindmica clasica. Pero lo mas importante es el hecho de que la

parametrizacion elegida para los modos tensoriales es tal que, dentro del tipo de re-
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presentaciones cuanticas de Fock que adoptamos, es la tinica que admite una dindmica
unitaria para los campos tensoriales. Esta es en realidad la principal razén por la que
adoptamos esta redefinicion.

Una vez completa la descripcion clasica, procedimos a cuantizar el sistema. Para
ello, hemos propuesto un enfoque hibrido que combina una cuantizaciéon arbitraria del
sector homogéneo del modelo con una descripciéon de campos més estandar para los
grados de libertad no homogéneos. Este enfoque se basa en la suposicion de que los
efectos cuanticos més relevantes de la geometria son los que afectan a los modos cero
del sistema, y por lo tanto pueden requerir un analisis mas cuidadoso, mientras que las
perturbaciones, atin siendo cuanticas, pueden describirse de una manera més conven-
cional. Es decir, la cuantizacion hibrida consiste en adoptar una representacion para el
sector homogéneo del modelo capaz de capturar su naturaleza de gravedad cuantica,
mientras que las perturbaciones son tratadas esencialmente en las lineas de la teoria
cuantica de campos en espaciotiempos curvos.

Para resolver el vinculo hamiltoniano, hemos adoptado un ansatz del tipo Born-
Oppenheimer para los estados cuanticos fisicos, y discutimos la validez de esta aproxi-
macion. Este ansatz de Born-Oppenheimer esta basado en la eleccion del modo cero del
campo escalar como un reloj interno del sistema y asume que los modos tensoriales no
afectan demasiado la evolucion de los modos cero de la geometria. El ansatz asume una
separacion de la dependencia cuantica en la geometria de FRW y los modos tensoriales.
Estos es valido siempre que las escalas tipicas de variacion de los modos homogéneos e
inhomogéneos sean distintas para dichos estados. Si el estado de la geometria del fondo
ademas tiene transiciones despreciables a otros estados homogéneos a través del vinculo
hamiltoniano a medida que evoluciona en el tiempo interno, y esta evolucion se ajusta
adecuadamente a la del sistema no perturbado, el modo cero del vinculo hamiltoniano
proporciona un conjunto de ecuaciones efectivas para la dindmica de los modos tenso-
riales en términos de este tiempo interno. Ademés, bajo ciertas condiciones, como por
ejemplo que el estado de la geometria del fondo se mantenga picado respecto a los tres
operadores Ho, @T, 195}, el ansatz nos permite introducir una serie de aproximaciones
adicionales que conducen a una ecuaciéon de Schrédinger para los modos tensoriales,
caracterizado por un hamiltoniano corregido por el hecho de que su dependencia de
la geometria homogénea se vuelve “vestida” con correcciones cuanticas. De esta ma-
nera, se recupera una teorfa cudntica para las perturbaciones que se propagan en un
espaciotiempo fijo (y en general no clésico).

Generalmente, cuando se trata con campos cuanticos en espaciotiempos curvos, hay
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ambigiiedad tanto en la forma en la que uno parametriza el campo como en la repre-
sentacion de Fock elegida para este. Cabe destacar que, para el sistema que estamos
estudiando, existen teoremas de unicidad que priorizan una parametrizaciéon (un par
canonico para el campo) y una clase de representaciones de Fock unitariamente equiva-
lentes [5464H71]. Estas opciones son seleccionadas bajo los criterios naturales de tener
un vacio invariante bajo simetrias del fondo y una aplicacién unitaria de la din&mi-
ca. Nuestra parametrizacion para los modos tensoriales coincide con esta descripciénm
Ningtn régimen con una teoria cuantica de campos con dindmica unitaria hubiera sido
accesible si hubiéramos elegido una parametrizacion diferente para los modos tensoriales
Yy sus momentos.

Otro resultado importante de este trabajo es la solidez de las ecuaciones dinamicas
que rigen la evolucién de los modos tensoriales. Hemos demostrado que la dindmica
de estos modos invariantes estan dadas siempre por una ecuaciéon correspondiente a un
oscilador armoénico, con una frecuencia que depende del tiempo interno, siempre y cuan-
do los estados de Born-Oppenheimer tengan transiciones despreciables por medio del
modo cero del vinculo hamiltoniano, independientemente de si la ecuaciéon del vinculo
se puede aproximar por una de tipo Schrodinger. Para llegar a esta conclusiéon, nuestra
unica hipotesis adicional ha sido esencialmente que la dindmica efectiva de los modos
tensoriales puedan derivarse con la sustitucion de los operadores de aniquilacion y crea-
ciéon por sus homoélogos como variables clésicas. Las ecuaciones efectivas obtenidas de
esta manera contienen modificaciones cuanticas en la parte dependiente del tiempo de
la frecuencia, pero la modificacion es la misma para todos los modos, y en particular,
no afecta el comportamiento ultravioleta de las ecuaciones clésicas de estas perturba-
ciones en relatividad general. Estas ecuaciones pueden ser utilizadas para evolucionar
los modos tensoriales desde las épocas mas primitivas del Universo hasta la época post-
inflacionaria, donde las observaciones actuales y las predicciones de una teoria cuantica
de gravedad (no especificada en nuestro formalismo) pueden ser contrastadas.

Notese que, con el fin de obtener la evolucidén cuantica de las perturbaciones, no
hemos empleado una aproximacion semiclésica para la geometria homogénea. Ni si-
quiera necesitamos resolver exactamente el modelo no perturbado para determinar el
estado cudntico de la geometria de fondo. Dentro de nuestro esquema, es suficiente con-
siderar soluciones aproximadas, cuya diferencia respecto a las soluciones exactas pueda

despreciarse en el desarrollo perturbativo.

16E] proceso de la cuantizacion hibrida puede ser facilmente adaptado a otras parametrizaciones

80



Concluimos haciendo hincapié en que es natural pensar que existe un régimen cuan-
tico mas profundo, antes de alcanzar una descripcion completa de la gravedad cuan-
tica, en la que esta cuantizaciéon hibrida tiene sentido. Este enfoque hibrido codifica
los principales efectos de la gravedad cuantica y es adecuado para predecir si existen
modificaciones de esta naturaleza respecto a los observables cosmoléogicos, por ejemplo,
en el espectro de potencia del fondo césmico de microondas. Por lo tanto, ofrece un

marco para extraer consecuencias fisicas de la gravedad cuantica en cosmologia.
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7. Trabajo a futuro

Como trabajo a futuro inmediato nos planteamos el calculo del espectro de potencia
para las ondas tensoriales y su comparacion con formalismos similares (Ashtekar y
colaboradores). En este caso ya poseemos unas ecuaciones de movimiento corregidas
por la geometria cuéntica del fondo, pero es necesario establecer en qué estado inicial
se encuentran las perturbaciones. Dentro de los posibles candidatos, serd también de
interés analizar las posibles predicciones de fenémenos de gravedad cuéntica que se
podrian observar en las misiones presentes (WMAP, Planck, BICEP, etc) y futuras.

Como trabajo en un futuro a medio plazo nos proponemos estudiar en profundidad
la dindmica cuantica mas alla de la aproximacion de Born-Oppenheimer. Empezaremos
por analizar en detalle la dindmica del modelo no perturbado, puesto que no ha sido
entendida en profundidad. Una vez alcanzado este objetivo, el siguiente paso natural es
atacar la dinamica incluyendo las inhomogeneidades. También ampliaremos el estudio
a modelos anisotropos, como por ejemplo cosmologias de tipo Bianchi I. Estas tienen
tres factores de escala independientes, uno para cada direccidon espacial. En este caso

descartariamos la hipotesis de isotropia.
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8. Anexos

8.1. Anexo I: Teoria clasica de campos y sistemas vinculados

Una teoria gauge es aquella en que las variables dinamicas son especificadas con
respecto a un marco referencial cuya eleccion es arbitraria en cada instante de tiem-
po. Las variables fisicas son aquellas independientes del marco de referencia local. Una
transformacion de las variables inducida por un cambio en el marco referencial es de-
nominada transformaciéon gauge. Las variables fisicas u observables son invariantes de
gauge.

En este tipo de teorias, dadas las condiciones iniciales, las ecuaciones de movimiento
no determinan las variables dinamicas para todo tiempo, ya que el referencial puede
cambiar en cualquier momento. Por tanto, la solucion general de las ecuaciones de
movimiento contienen funciones del tiempo arbitrarias. El tratamiento mas adecuado
de sistemas gauge es la formulacion hamiltoniana, la que desarrollaremos en detalle més
adelante. Una vez entendida ésta se puede retornar a la formulacion lagrangiana.

La presencia de funciones del tiempo arbitrarias en la solucién general de las ecua-
ciones de movimiento implica que las variables candénicas no son todas independientes.
Las relaciones entre ellas son llamadas vinculos. Un sistema gauge siempre es un sistema
hamiltoniano vinculado, no siendo asi a la inversa, ya que no todos los vinculos de un
sistema hamiltoniano surgen de la invariancia de gauge.

A continuacién describiremos los distintos tipos de vinculos que podemos encontrar

en este tipo de sistemas.

8.1.1. Vinculos primarios

El punto de partida para discutir los sistemas vinculados es el principio de minima
accion en la formulacion lagrangiana.

Las trayectorias clasicas del sistema son aquellas que dejan la accion

to
Sy = / L(q,q)dt, (187)
t

1
estacionaria bajo variaciones d¢" (t) de las variables lagrangianas ¢" (n = 1,..., N), y se
anula en los extremos t, ts.

La condicion anterior esta dada por las ecuaciones de Euler-Lagrange
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d /0L oL
i (i) 3 =" (15)

, 0L oL , 0L

gV oqr  Oqn g™ Oq"
Las aceleraciones ¢" en un tiempo dado estan determinadas tnicamente por las po-

0%L
aqn/ aqn

> es distinto de cero. Si este es cero, las aceleracio-

en mas detalle

(189)

siciones y velocidades en ese instante si, y so6lo si, la matriz es invertible, es

0%L
aqnaqn’
nes no estaran determinadas Gnicamente por las posiciones y velocidades, y por tanto,

decir, si el determinante det (

las soluciones de las ecuaciones de movimiento podran contener funciones del tiempo
02L

aqn/aqn

Para pasar al formalismo hamiltoniano debemos definir los momentos canénicos

arbitrarias. Entonces, el caso que nos interesa es el cual no es invertible.

_IL
Pn = Hm

Aqui vemos que la condicién para que se anule el determinante anterior es justamente la

: (190)

no invertibilidad de las velocidades como funciones de las coordenadas y los momentos.
Es decir, los momentos (190) no son todos independientes en este caso, si no que hay

ciertas relaciones que surgen de su definicion:

Om (q,p) =0, m=1,... M. (191)

Cuando los p's en son reemplazados por su definicion en términos de
qy q, la ecuacion se reduce a la identidad. Las condiciones se denominan
vinculos primarios, haciendo énfasis en que las ecuaciones de movimiento no son ne-
cesarias para obtener estas relaciones (ya que no implican ninguna restriccion en las

coordenadas y las velocidades).

%L
8qn/ 8qn
formado por (g, ¢) y que los vinculos primarios definen una subvariedad suave embebida

Asumiremos que el rango de la matriz es una constante a lo largo del espacio

en el espacio de fases. Esta subvariedad se denomina superficie de vinculos primarios.
2L

aqn’ aqn

dadas por (191) y la superficie de vinculos primarios es una subvariedad del espacio de

Obsérvese que si el rango de es N— M’ existen M’ ecuaciones independientes
?

fases con dimension 2N — M’.
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8.1.2. Teoremas importantes

1. Si una funcion suave, GG, del espacio de fases, se anula sobre la superficie ¢,,, = 0,

entonces G = g™ ¢,, para algunas funciones g".

2. Si \,0¢" + u™op, = 0 para variaciones arbitrarias 6¢™, dp, tangentes a la superficie

de vinculos, entonces

m OPm

Ap = u S (192)
=g (193)

para algunos u™. Estas igualdades se cumplen sobre la superficie de vinculos.

8.1.3. Vinculos secundarios

Introducimos el hamiltoniano canénico

H={p,— L. (194)

Evaluando el cambio dH inducido por variaciones arbitrarias independientes de las

posiciones y las velocidades,

OH oL OH
(&1” - 861”) o+ (8pn K ) % =0, (195)

podemos concluir que el hamiltoniano canénico estd bien definido tnicamente en la

subvariedad de vinculos primarios y puede ser extendido arbitrariamente fuera de esa

variedad. El formalismo debe permanecer invariante bajo el cambio

H— H+c"(q,p) ¢m. (196)
De la ecuacion (195]), y usando el teorema 2, tenemos

OH 0P,

T o, Y o (197)
oL oH 0b,

- = — u™ . 198
g i oqn ) oqn (198)

Estas ecuaciones nos permiten reescribir las ecuaciones en la forma hamiltoniana equi-

valente,
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OH 06w
= u

== 199
T e T pa (199)
0H Obm
.n =———u" y 200
p o o (200)
¢m (¢, p) =0, (201)
que pueden ser derivadas del principio variacional
(5/ (§"ppn — H—u"¢,) =0, (202)
t1

para variaciones arbitrarias 6¢", dp,, du,, con la restriccion 6¢" (t1) = d¢™ (t2) = 0. Las
nuevas variables, ™, introducidas para hacer la transformada de Legendre invertible,
aparecen ahora como multiplicadores de Lagrange, reforzando los vinculos primarios.

Las ecuaciones de movimiento que derivan de [202] se escriben

F=[F H| +u"[F,én), (203)

donde F'(q,p) es una funcion arbitraria de las variables canénicas, y los corchetes de

Poisson se definen como es usual

_OF0G  OFOG
B dq' Op; Op; 3@1"'

[, G] (204)

Examinemos las consecuencias de las ecuaciones de movimiento. Es un requerimiento
que los vinculos primarios se preserven en el tiempo. Entonces, si tomamos F' en la
ecuacion 1) como ¢,,, tendremos ¢,, = 0. Esto da lugar a la condicion:

[gbm’ H] + um’ [Qbm’ Qbm’] = 0. (205)

Si la relacion entre los p y los ¢ es independiente de los vinculos primarios, entonces es
llamada vinculo secundario. Los vinculos secundarios se diferencian de los primarios en
que los primarios son mera consecuencia de la ecuacion que define las variables
momentos, mientras que para los secundarios hay que hacer uso de las ecuaciones de
movimiento.

Si existe un vinculo secundario, X (¢,p) = 0, debemos imponer la siguiente condi-

cion,
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(X, H] +u™ [H, ¢,] = 0. (206)

Luego, se debe verificar si la ecuacion (206]) implica nuevos vinculos secundarios o solo
restringe las u, v asi sucesivamente. Terminado el proceso, tendremos un niimero k de

vinculos secundarios

=0, k=M+1,..M+ K. (207)

Esta notacion nos permite escribir todos los vinculos, primarios y secundarios, como

$;j=0,7=1,. .. M+K=J (208)

Es til introducir la definicion de igualdad débil, con el simbolo &, para las ecua-

ciones de los vinculos. Por tanto, la ecuacion (208) puede escribirse como

¢; ~ 0, (209)

haciendo énfasis en que dicha cantidad esta restricta a ser cero, pero no es idénticamente
nula en todo el espacio de fases. Esto significa que sus corchetes de Poisson con las
variables candnicas son distintos de cero.

En general, dos funciones, F, G, que coinciden en la subvariedad definida por los
vinculos ¢; ~ 0 son débilmente iguales, y se escriben I’ ~ G. De hecho, una ecuacion
que se sostiene en todo el espacio de fases y no sélo en la subvariedad ¢; ~ 0, se

denomina fuerte.

8.2. Anexo II: Armoénicos

Un espaciotiempo globalmente hiperbolico puede foliarse en hipersuperficies espa-
ciales homeomorfas a cierta variedad Y. La métrica espaciotemporal induce una métrica
riemanniana en cada una de estas superficies. Si consideramos las hipotesis de homo-
geneidad e isotropia, las secciones espaciales son espacios de curvatura constante y las
métricas correspondientes difieren en un factor global. Esto sugiere introducir una mé-
trica fiducial, °hy, para la variedad ¥, que define una derivada covariante compatible
0V,. El operador de Laplace-Beltrami en ¥ se define entonces como °h,,°V,°V, vy es
autoadjunto en L2 (Z, \/@d%) . Por lo tanto, sus autofunciones sirven de base

para las funciones de dicho espacio, lo que utilizamos en la seccién para expandir
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las variables métricas. A continuacion, detallaremos las caracteristicas de esta base en

el caso particular del tres-toro.

8.2.1. Armoénicos escalares

Estos se pueden elegir de tal modo que sean funciones reales. En el caso en que la

variedad espacial es un tres-toro su expresion explicita es

Qa1 (0) = V2cos (21—% : 5) . Qa_(0) =V2sin (i—”ﬁ : 5) . (210)
0 0

Aqui g es el vector de coordenadas espaciales periddicas, con periodo ly, y 77 es es cual-
quier tupla de niimeros enteros donde la primera componente no nula es estrictamente
positiva (para evitar repeticiones). Ademas el valor 7=0 est4 excluido ya que correspon-
deria al sector homogéneo. De ahora en adelante, para los modos escalares usaremos
la notaciéon Qf , con i = (7i,€) donde ¢ = +, —. Los armoénicos escalares satisfacen
la ecuacion de autovalores para una variedad compacta arbitraria. En el caso del

tres-toro se tiene

ORIV, 'V,Qs = —w?Qax, (211)

donde w? = 47277 - 71/1% . Estos armonicos ademés estan normalizados segin

/E BIVORO; (5) i <(§) = 136 (212)

8.2.2. Armoénicos vectoriales

Definimos los armoénicos (Sa> como las autofunciones vectoriales transversas que
i

satisfacen la ecuacién

0pab0y 0, (S) - <S>n (213)

n

La condicién de transversalidad significa que °V, (S“) = 0. Para construir una ba-

n
se explicita de estos armoénicos podemos empezar por eligir una base ortonormal de

vectores en el fibrado tangente a la variedad espacial. Nosotros elegimos la base dada

por
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R n
7]l
y dos vectores ortonormales é17 y €27 | es decir, tales que |[é¥7|| = 1, (A - &) =0y
(eb7 . e2M) = 0, para i = 1,2. Ademas hemos definido
(- 0) =° hapu™?®, (215)
el producto interno con respecto a la métrica plana °hq y || || 1a norma correspondiente,
que se corresponde con ||v|| = vOhqveo? . Es importante dejar claro que é" dependen
del vector 7i. En esta notacion los armoénicos vectoriales transversos son
- . i
(Sa)s, = (Sa)ai = €;" Q. (216)

Normalizamos estos armoénicos de forma que

[@am(5) (7) (5, (7) - toas o)

Por otro lado, mediante derivacién covariante de los armoénicos escalares, pueden defi-

nirse los campos vectoriales
~ 1 ~
(P.) = 25"Veln 219

2
Wn

que también son autofunciones del operador de Laplace-Beltrami:

0paboyy 07, <PC) =2 (Pc> (219)

n

—

n

A diferencia de los otros armonicos vectoriales, estos no son transversos, pues

oy, (Pa) — O (220)

—

n

Su norma esta determinada por la de los armonicos escalares:

/ S ANGICANGE %zgaﬁﬁ,. (221)
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En resumen, (S,)z, v (S.)a, proporcionan una base para expandir cualquier funcion

vectorial sobre el tres-toro.

8.2.3. Armoénicos tensoriales

Finalmente, los armoénicos <Gab> son autofunciones tensoriales del operador de

n
Laplace-Beltrami simétricas, transversas y con traza nula. Satisfacen una ecuacion de

autovalores andloga a las ecuaciones o (213), es decir

0paboyy O, (Gd>n — (Gd> . (222)

n

Por ser transversos, se cumple °V,, <G“b> = 0, y ademés, su traza es nula, por tanto

i

(é“a> ~=0. Usando la base n y e tenemos que

n

(223)

Como hicimos con los armonicos vectoriales, definiremos la etiqueta @i; = (i, €) con

e = (+, X) . Para ellos, adoptamos una normalizacion semejante a las anteriores:

[ (), (7)),

Pueden obtenerse otros armonicos tensoriales a partir de los armoénicos escalares, multi-

ngng;-*

(5) = B0s (224)

plicandolos por la métrica, o bien tomando derivadas covariantes. Asi, podemos definir

. 1 _ 1 .
(Pab>ﬁ = FOVSVbQﬁ + gohabQﬁ'- (225)

Estos tensores también son autofunciones del operador de Laplace-Beltrami, ya que

oy, (15%,> - —gwg (Pb)ﬁ. (226)

—

n

Ademés,
OVQOV;, (Pab> = ——wZQﬁ. (227)
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Se puede verificar facilmente que

[845(2),9) (), () =25 e

También pueden construirse tensores simétricos derivando los armoénicos vectoriales

transversos:

(Sw)  =Va(S) +°V(5) . (229)

Ny ny Ny

Estas cantidades también son autofunciones del operador de Laplace-Beltrami

'V, () - _§ (Vw? —2k) (5)) L (230)
0V,0V, (Sb> =0 (231)

Finalmente,

[ (50) (7) (%), (7) = 2isnon 232

8.3. Anexo III: Derivadas segundas despreciables (autoconsis-
tencia de la aproximacién)

En este anexo estudiaremos la autoconsistencia de despreciar la derivada segunda

de la funcion de onda de los modos tensoriales con respecto a la parte homogénea del

campo escalar en la ecuacion de vinculos de los estados de Born-Oppenheimer.

Sea la ecuacion (|179)), que por conveniencia reescribimos como

S 2o () R . N 1
e <flo>F {<H02 () >F : <@T>F " <dw%0>ﬁ} Y <I§o>rﬂi?2.33)

Ahora, hacemos actuar 7, sobre la ecuacién anterior y computamos el valor de la

N

derivada segunda de 1. Considerando que [frw <O>F] = —1 <d¢O>F y eliminando los

términos que son despreciables perturbativamente tenemos que

3i <d¢’flo>F + <zéz(()2> _ <7§0>2>F y <ﬁO>F o 2 <dw7i0>F n <j§(<]2) _ (;E[0>2>F
2(th), 2(th),
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(- ()),)
RO}

A partir de esta ecuaciéon y operando por iteracion con 7, se puede ver si es legiti-
1

b — . (234)

mo asumir que la accién de 7?2* sobre 1 es despreciable comparada con la acciéon de

Ty, y en particular, si se sostiene para n = 1. Para determinarlo, es suficiente que

A 20\ 2
<7—[(()2) — (H()) > sea despreciable comparado con los términos lineales en las pertur-
r

2 2 2
baciones, y que <d<p7-[(()2) —d, (7—[0> > también sea despreciable comparado con los

términos de orden cuadratico. Todo esto asumiendo que

1. <d¢(;)T> es despreciable respecto a los términos de orden cuadratico en las per-
r

turbaciones,

2. <d@ (7:[0>> es como maximo de orden cuadratico.
r

Recordemos que —idwOA = [frcp, OA} — [7-:[0, OA} . El primer término es una derivada gene-
ralizada con respecto a la dependencia explicita en ¢ del operador considerado, O. Para
los operadores relevantes en nuestra discusion, esta dependencia viene exclusivamente
del potencial del campo escalar material, el cual consideramos que estd dado por un
término de masa. Si los posibles valores de masa son considerablemente pequenos, el
término <[7Argo, O]> puede ser tratado perturbativamente, por ejemplo, expresando el
valor de la masa cog;no cierta potencia del parametro de amplitud de las inhomogenei-
dades. Por otro lado, cuando O es el operador éT, el segundo término <[7f[0, O]> da
una contribuciéon no nula, que dependeréd de la representacion elegida para la gegme—
tria homogénea, y de las propiedades del estado I'. En consecuencia, si las condiciones
mencionadas son verdaderas o falsas, dependera también de estos dos ultimos detalles,

que deben ser verificados cuidadosamente.
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