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Resumen

En esta monografia expondremos condiciones que garantizan la existencia de érbitas

periédicas de periodo arbitrariamente grande para homeomorfismos de superficies.
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1. Introducciéon

En esta monografia se estudia el problema de encontrar érbitas periddicas para
homeomorfismos de superficies. El estudio de este problema tiene una base firme que
son los resultados acerca de la existencia de orbitas periddicas para homeomorfismos
del anillo, y de hecho todos los resultados que obtenemos en este trabajo utilizan
dichos resultados. El interés en el anillo ha sido motivado histéricamente por sistemas
mecanicos y problemas geométricos que dan origen a funciones del anillo. Mostraremos

esto con dos ejemplos aqui.

Billares sobre una mesa convexa y de borde diferenciable: La bola se idealiza como un

punto que se mueve sobre una mesa y rebota en la baranda de manera que el angulo de
incidencia sea igual al angulo de reflexién. El anillo asociado con este sistema dinamico
es A = S!' x [0,7], donde la circunferencia S! parametriza el borde de la mesa y
0 € [0, 7] es el angulo entre la tangente al borde de la mesa y la direccién en que la
bola parte de la baranda en el rebote. Si x es un punto de contacto y 6 € (0,7) es el
angulo de reflexién, entonces el mapa del billares F: A — A, F(z,0) = (2',0"), donde
2’ es el proximo punto de contacto con el borde de la mesa y 6’ el préximo angulo de
reflexién. Definiendo F(z,0) = x y F(z,7m) = z se puede extender F' a todo A. Para
entender la dindmica del billar cualitativamente (por ejemplo la existencia de drbitas

periddicas), basta entender la dindmica del mapa del billar.

El mapa de retorno geodésico en S?: Una de las maneras cldsicas de encontrar geodési-

cas cerradas es tratar de minimizar la longitud de una curva cerrada en su clase de
homotopia. Esto no se aplica al caso de la esfera S?, ya que todas las curvas cerradas
son homotdpicas a curvas con longitud tan chica como se quiera. Sin embargo, Birk-
hoff obtuvo que existe al menos una geodésica cerrada en S? equipada con una métrica

Riemanniana arbitraria:

Teorema 1.1. (Birkhoff). Para cualquier métrica Riemanniana en S? existe siempre

una geodésica cerrada simple.

Birkhoff se dio cuenta que asi como en el problema de los billares, la existencia

de geodésicas cerradas en la esfera podia reducirse a estudiar un homeomorfismo del



anillo, como explicaremos a seguir. Dada una geodésica cerrada simple v C S2, el mapa

de retorno de geodésicas, F': A — A para ~ se define por
F(x,0) = F(«',6")

donde z’ es el segundo punto donde v es intersectada por una geodésica que parte de

x y forma un dngulo 6 con 7, y 8" es el nuevo angulo.

Teorema 1.2. (Birkhoff). El mapa de retorno de geodésicas estd bien definido en
una esfera cuando tieme curvatura positiva. Si este mapa estd bien definido, es un

difeomorfismo que preserva drea.

Esto motivo el interés en la existencia de érbitas periddicas para homeomorfismos
que preservan area del anillo, ya que hay una correspondencia uno a uno entre las
geodésicas cerradas y las orbitas periddicas del mapa de retorno de geodésicas. El
siguiente resultado de Franks, muestra que cuando el mapa de retorno esta definido
para una métrica Riemanniana en S?, existen infinitas geodésicas cerradas para esa

métrica:

Teorema 1.3. (Franks [Frl]). Sea f : A — A un difeomorfismo que preserva drea,
orientacion y componentes del borde. Si f tiene al menos un punto periddico, entonces

tiene infinitos.
Combinando el teorema de Franks con este otro de Bangert,

Teorema 1.4. (V. Bangert). Cuando el mapa de retorno geodésico no esta definido,

existen infinitas geodésicas cerradas en S*.

se obtiene que cualquier métrica Riemanniana en S? tiene infinitas geodésicas ce-
rradas, lo que responde una pregunta que estuvo mucho tiempo sin contestarse.

Otra motivacién para estudiar difeomorfismos que preservan area, es que deberian
tener propiedades parecidas a las del tiempo uno de un flujo asociado a un campo
Hamiltoniano. En particular, podria esperarse estimar el nimero y la naturaleza de
los puntos fijos, asi como se hace con flujos Hamiltonianos basandose en resultados

analogos para puntos criticos de funciones diferenciables (la funcién Hamiltoniana).



Este trabajo precisamente trata ese tema para homeomorfismos en superficies; es decir,
el tema del nimero y naturaleza de las orbitas periddicas. Probamos que para homeo-
morfismos en superficies isotopicos a la identidad sin puntos errantes, mas hipdtesis
técnicas, existen infinitas 6rbitas periddicas, y en el caso de que el género de la superficie
sea mayor o igual a uno, probamos que las infinitas érbitas periddicas pueden elegirse
contractibles (i.e la trayectoria de la 6rbita por la isotopia es un lazo homotdpicamente
nulo). Un resultado célebre de Thurston [Th2] establece que, a menos de isotopia, un
homeomorfismo f sobre una superficie, es periédico, reducible, o pseudo - Anosov. Si f
es periddico, entonces para algin n > 0, f™ es isotopico a la identidad. De acuerdo con
el Teorema 6 de [Th2] un homeomorfismo pseudo-Anosov tiene para cualquier periodo
dado, el menor nimero de 6rbitas periddicas en su clase de isotopia, y tiene puntos
periddicos de periodo arbitrariamente largo. Es decir, que en el caso pseudo-Anosov, la
naturaleza y nimero de érbitas periddicas ya han sido estudiados. Por otro lado, el caso
reducible presenta componentes invariantes pseudo-Anosov y periodicas, es decir que
el estudio cualitativo de su dinamica se reduce al estudio de las otras dos clases. Esto
motiva nuestro trabajo con homeomorfismos isotopicos a la identidad, en bisqueda de

la descripcion del cardcter de las orbitas periddicas.

La estructura de la monografia es la siguiente. El trabajo esta completamente ba-
sado en el articulo Periodic orbits of Hamiltonian homeomorphisms of surfaces [LeC2]
de Patrice Le Calvez. El teorema principal establece la existencia de infinitas érbitas

periddicas para homeomorfismos de la esfera con al menos tres puntos fijos:

Teorema 5.1: Sea F' un homeomorfismo no trivial que preserva orientacion de una
esfera S, tal que F' no tiene puntos errantes y que posee al menos tres puntos fijos.

Entonces F' tiene puntos periddicos de periodo arbitrariamente largo.

La existencia de infinitas érbitas periddicas para un homeomorfismo F con tres
puntos fijos de una esfera ya era conocida en el caso simpléctico ([Fr2]). También se
sabfa en el caso transitivo ([Han]), y nosotros lo hacemos més generalmente en el
caso que F' no tiene puntos errantes. Este teorema se establece en la ultima secciéon
de la monografia, seccién 5, y es consecuencia del trabajo realizado en las secciones

anteriores. Los primeros resultados sobre la existencia de infinitas orbitas periddicas



en superficies se establecen en la seccién 3. Trabajamos en una superficie compacta
orientada M de género g > 1, F : M — M es un homeomorfismo isotépico a la
identidad y suponemos que el conjunto de puntos fijos contractibles de F', Fiix,(F) es

finito. En particular obtenemos:

Corolario 3.1: Si Fiz.(F) es finito y estd enlazado y F' no tiene puntos errantes,
existen puntos periodicos contractibles de F' de periodo arbitrariamente largo.

La propiedad de enlace se define en esa seccion y se refiere al enlazamiento de las
trayectorias t — ﬁt(z), z € Fz'm(l:;), donde (E)te[o,u es el levantamiento de la isotopia
de la identidad y F=F.

También probamos:

Proposicién 3.3: Si F' no tiene puntos errantes, Fix,(F) es finito y Fiz,(F) #
Per,(F), entonces existen puntos periddicos contractibles de F' de periodo arbitraria-

mente largo.

En la seccion 4 generalizamos los resultados obtenidos, no requiriendo que el con-
junto Fiz,(F') sea finito. La estrategia es aproximar por homeomorfismos con finitos

puntos fijos y utilizar los resultados anteriores. Obtenemos:

Corolario 4.1: Sea F' € Homeo(M) tiempo uno de (F}y)icpp1) isotopia de la identi-
dad, y supongamos que F' no tiene puntos errantes. Entonces hay orbitas periodicas
contractibles de periodo arbitrariamente grande si alguna de las siguientes hipotesis se

satisface:
o existe un punto periddico contractible no fijo
o Fix,(F) es contractible relleno y estd débilmente enlazado

donde aqui también M es una superficie compacta de género g > 1.
También obtenemos resultados similares para el caso género cero:

Corolario 4.2: Sea F' un homeo de una esfera S que preserva orientacion y que no
posee discos atractores (i.e D disco tal que F(D) C Int(D)) y tal que N = S\ Fix(F)



es una superficie hiperbolica conexa. Pueden encontrarse orbitas periodicas de periodo

arbitrariamente largo si alguna de las siguientes hipotesis se satisface:

o existe un punto periodico no fijo

o Fix(F) estd débilmente enlazado

Finalmente, en la secciéon 5 deducimos a partir de estos resultados el teorema 5.1

anunciado anteriormente.



2. Preliminares

2.1. Notaciones y definiciones

Si M es una variedad (posiblemente con borde), denotamos por Homeo(M) el con-
junto de homeomorfismos de M y para toda F' € Homeo(M) denotamos por Fix(F)
(resp. Per(F')) el conjunto de puntos fijos (resp. puntos periédicos) de F. También
utilizaremos la notacién Hom, (M) para el conjunto de homeomorfismos de M que
preservan orientacién. Escribiremos respectivamente Y, Int(Y), Y, Y¢, para la clau-
sura, el interior, la frontera y el complemento de un conjunto Y C M.

Si X es un espacio topoldgico, x € X y U es un entorno de z, escribiremos U (z).

Curvas
Una curva es una funcién continua v : I — M definida en un intervalo no tri-
vial I. Siy : 1 - My v : Iy — M son dos curvas tales que by = supl; € [ ,

ay = inf I} € Iy y v1(b1) = 72(az), se define el producto 717, como la concatenacién
n—1

de ambas curvas. De la misma forma se escribre | |7k para el producto de n curvas

k=0
cuando esté definido. Escribiremos v indistintamente para hablar de una curva o de su

imagen. Si 7 es una curva cerrada (i.e. I es cerrado y y(inf /) = y(sup I)), diremos que
v es un lazo en M. La funcién dual A : M\ vy — Z es la que asigna a cada z € M \ vy

el indice de v respecto a z.

Trayectorias

Utilizaremos aqui y a lo largo del trabajo resultados conocidos de topologia alge-
braica. El lector puede referirse a [Hat]. Una trayectoria de F' € Homeo(M) es una
curva que une un punto z con su imagen F'(z). Si (]\A/[/ ,T) es un espacio de cubrimiento
normal de M (i.e. z,y € M tales que m(2) = 7(y) implica que existe g transformacién
de cubrimiento tal que g(x) = y) y F un levantamiento de F a M , decimos que 7y es

una trayectoria de Fsi cualquier levantado de v a M es una trayectoria de F.

Observaciéon 1. Existe una trayectoria de F' sii F' conmuta con las transformaciones

de cubrimiento.



Para ver esto, supongamos primero que existe una trayectoria v de ﬁ’, y sea g una
transformacion de cubrimiento. Si 5 es el levantado de 7 por Z, entonces el otro extremo
de 7 es ﬁ(%} Ahora bien, g7 es un levantado de v de extremos gz y gF (2) y por lo
tanto gﬁ(%) = ﬁ(g%) Como ¢~'Fg es un levantamiento de F y coincide con F en un
punto, estos dos levantamientos deben coincidir, y como ¢ era arbitraria, se deduce
que F conmuta con todas las transformaciones de cubrimiento. Reciprocamente, si
F conmuta con el grupo G de transformaciones de cubrimiento, y 7 es una curva
cualquiera que une un punto z con su imagen .ﬁ(%}, entonces todos los levantados
de su proyectada v son de la forma g7, g € G, y por lo tanto tienen extremos gz y
gF (2) = F (92), lo que prueba que son trayectorias de F, v en otras palabras, que v es
una trayectoria de F.

Si F' es el tiempo uno de (F})¢cpo,1], isotopia de la identidad en M, diremos que pa-
ra cada z la curva v, : t — Fi(2) es una trayectoria de la isotopia (F})cjo,1. Si
levantamos la isotopia comenzando con la identidad, obtenemos una isotopia de la iden-
tidad (E)te[o,u en ZT/[/, que llamaremos el levantamiento canénico de la isotopia.
También diremos que el tiempo uno del levantamiento candnico de la isotopia es el

levantamiento candnico de F.

Observaciéon 2. FEl tiempo t del levantamiento candonico conmuta con las transforma-

ciones de cubrimiento ¥V t € [0, 1]

Para ver esto, basta observar que si G es el grupo de transformaciones de cubri-
miento, g € G, (gﬁ}gfl)te[()’l] es un levantamiento de la isotopia (F})sc(0,1) que comienza
en la identidad,y por lo tanto debe coincidir con el levantamiento canénico (E)te[o,u-

Tenemos entonces que cualquier curva 7y, es una trayectoria de F:=F 1,y paran > 1
n—1

cualquier curva v = vak(z) es una trayectoria de F™. Un punto fijo z € Fiz(F)
k=0

es contractible si el lazo 7, es homotdpicamente trivial y un punto periédico (de
periodo ¢q) es contractible si ¢ es trivial. Denotaremos por Fiz,(F') (resp. Per.(F))
al conjunto de puntos fijos (resp. periédicos) contractibles de F. Observar que estos

conjuntos dependen de la isotopia elegida.

Foliaciones
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Una foliacién topolégica orientada JF en una superficie M es una particién
de M en subvariedades de dimensién 1 tal que para todo z € M existe un entorno U(z)
y un homeomorfismo h : U — (—1,1) x (=1, 1) que preserva orientacién y corresponde
F con la particiéon {x x (=1,1) : x € (—1,1)} orientada con la segunda coordenada
creciente. Los elementos de la particiéon F se llaman hojas de la foliacién. Si F es
una foliacién topoldgica orientada en una superficie M, escribiremos ¢, para la hoja
que pasa por z. De la misma forma escribiremos ¢ (resp. ¢, ) para la semihoja positiva
(resp. negativa) con origen z. Un entorno tubular abierto (resp. cerrado) de F es un
par (V,h) donde V es un abierto (resp. compacto) de M y h : V — (—1,1)? (resp.
h :V — [=1,1]*) un homeomorfismo que preserva orientacién y manda la foliacién
F en la foliacion vertical orientada con la segunda coordenada creciente. Escribiendo
p1 : R? — R para la proyeccién sobre la primer coordenada, decimos que una curva
v:I — M es positivamente transversal a la foliaciéon F si para cada tg € I existe
un entorno tubular abierto (V) h) tal que v(tg) € V' y tal que el mapa t — py(h(y(t)))
definido en un entorno de t; es estrictamente creciente. Definimos analogamente el

concepto de curva negativamente transversal a F.

2.2. Numeros de rotacion

El concepto de niimero de rotacion lo introdujo Henri Poincaré y ha tenido numero-
sas aplicaciones. En esta seccion describiremos varias manifestaciones de este concepto
que utilizaremos posteriormente. En particular, nos interesa la definicion de vectores
homolégicos de rotacién para homeomorfismos de superficies isotépicos a la identidad,
ya que es la mas general, y a lo largo del texto la utilizaremos implicita o explicita-
mente. Pero empecemos por el principio.

La versiéon mas simple del nimero de rotaciéon aparece en el contexto de homeo-

morfismos de S' que preservan orientacién.

Definicién 2.1. Sea f € Hom (S') y F : R — R un levantamiento de f. El nimero

de traslacién de x € R por F' es

Fo(z) —
7(z, F) = lim fz)—= .

n—oo n

Las propiedades elementales del nimero de traslacion son las siguientes:
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o 7(z, F) existe para todo z € R.

o 7(z,F") = n7(z, F) para todo n € Z.

o 7(x, F+m)=71(x, F)+ m para todo m € Z.
o 7(F):=7(x,F) es independiente de z.

El siguiente teorema es un hecho fundamental, y relaciona el nimero de traslacién

con la existencia de érbitas periddicas:

Teorema 2.1. Sea f € Hom(S') y F: R — R un levantamiento de f.
o 7(F) =0 sii ' tiene un punto fijo.
e f tiene un punto fijo sii T(F) € Z.

e f tiene un punto periddico de periodo q sit T(F) = p/q € Q, donde p/q es

irreducible.

Las demostraciones se encuentran en la seccién 11.1 de [KH]. Si F'y G son dos
levantamientos de f € Hom, (S') existe m € Z tal que F(t) = G(t) + m para todo
t € R. Se sigue que 7(F) = 7(G)+m. Como consecuencia, si consideramos la proyeccién
de 7(F') sobre R/Z, el resultado es independiente de la eleccién del levantamiento y

depende solamente del homeomorfismo original f.

Definicién 2.2. Sea f € Hom (S') y F : R — R un levantamiento de f. El nimero
de rotacién de f es p(f) = n(7(F)), donde 7 : R — R/Z es la proyeccion candnica.

Inmediatamente obtenemos:
Proposicién 2.1. Sea f € Hom, (S')
e f tiene un punto periddico de periodo q sii p(f) =p/q+ Z, con p/q irreducible.
El siguiente paso sera definir el nimero de rotacién para homeomorfismos del anillo.
Sea f: A — A un homeomorfismo del anillo A = S* x [0,1] 0 A = S' x (0,1) que
preserva orientacion y F' : A — A un levantamiento de f al cubrimiento universal A

de A. El ntimero de traslacién para x € A y el levantamiento F' es

7z, F) = lim F"@) —zh

n—00 n
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donde ( ); denota la proyeccion sobre el primer factor de A=R x [0, 1].
En contraposiciéon con el caso del circulo 7(z, F') puede no existir, y de hacerlo
raramente es independiente de x. De todas formas al igual que en el caso anterior se

tiene la siguiente

Definicién 2.3. Sea f € Hom (A) y F : A — A un levantamiento de f. El ntmero
de rotacién de f en x es p(x, f) = w(7(z, F)), donde 7 : R — R/Z es la proyeccion

canonica.

Enunciaremos aqui el conocido Teorema de Poincaré - Birkhoff, conjeturado por
Poincaré, que relaciona os nimeros de rotacion con la existencia de puntos periédicos.
G.D Birkhoff prob el resultado, siendo ésta una de sus primeras grandes contribuciones

por las cuales es reconocido en la comunidad matematica.

Teorema 2.2. (Birkhoff). Sea f : A — A un homeomorfismo del anillo A = S' x
[0,1] que preserva drea, orientacion y componentes del borde. Sea F' : A= Aun
levantamiento de f al cubrimiento universal, y sean Fo(x) = F(z,0), Fi(z) = F(z,1).

Sip/qgeQy
7(Fo) < p/q < 7(F1),

entonces F' tiene al menos dos puntos con nimero de traslacion p/q que son levantados

de dos puntos periddicos diferentes de f de periodo q y nimero de rotacion p/q + Z.

El siguiente resultado de Franks es una generalizacién del teorema de Poincaré-

Birkhoff y lo utilizaremos a lo largo del trabajo:

Teorema 2.3. [Frl] Sea f: A — A un homeomorfismo del anillo A =T' x [0,1] que

preserva drea y es isotopico a la identidad. Sea w : A — A el cubrimiento universal y

F: A — A un levantamiento de F. Si T,y € A Y

entonces f tiene un punto periddico z de periodo q con p(zo, F) = p/q para cualquier
20 € m Yz). Lo mismo vale para el anillo abierto Ay = T x (0,1) si m(z), 7(y)
pertenecen al conjunto de medida total de puntos en Ag que son recurrentes para el

homeomorfismo f? para todo q.
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Nuestro 1ltimo objetivo es definir la nocién de niimero de rotaciéon para una su-
perficie cualquiera y un homeo isotopico a la identidad, pues abarca las anteriores y
muchas veces a lo largo de este trabajo estaremos utilizando implicitamente esta defi-
nicién. Sea F € Homeo(M) tiempo uno de una isotopia de la identidad (F})cp,1). En
lo que sigue, consideraremos solamente puntos recurrentes hacia el futuro. Sea z uno
de estos puntos. Fijamos una bola abierta n dimensional U C M que contenga a z (o
una bola abierta n — 1 dimensional U C OM si z € OM) y escribimos (F"*(2))>0 para
la subsucesion de la érbita positiva de z obtenida a partir de los puntos que caen en U.
Para cada k£ > 0 elegimos un curva 71; en U que una F™(z) a z. La clase de homologia
[Tx] € Hi(M,Z) del lazo Ty, = 47, no depende de la eleccién de 7,. Decimos que z

tiene vector homolégico de rotacién p(z) € Hy(M,R) si

lim —[[] = p(2)

|—o0 nkl

para cualquier subsucesién (F™:(z));>0 que converja a z.

La siguiente observacién es inmediata:

Observacién 3. Esta definicién coincide con las anteriores en el caso M = S', M =
A=S5"%x(0,1) o M = A= 5"x10,1] tomando respectivamente las curvas t — >

t€[0,1] yt— e*™ x {1/2}, t € [0,1] para generar la homologia de M.

K

2.3. El teorema de traslaciéon de Brouwer y su version foliada
equivariante
La herramienta principal que usaremos a lo largo de todo este trabajo es una version

del teorema de traslacion de Brouwer, debida a Patrice Le Calvez. Antes de enunciar

este teorema, recordaremos la siguiente

Definicién 2.4. Una linea de Brouwer de un homeomorfismo F que preserva orien-
tacion en un plano orientado N es un encaje propio orientado ¢ de la recta real R que
separa N en dos componentes conezas; la componente de la derecha (R(¢)) contiene a
F(¢) y la de la izquierda (L(¢)) contiene a F~(p).

También recordaremos el teorema de traslacién de Brouwer:
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Teorema 2.4. [Br] Si F € Hom(R?) es un homeomorfismo sin puntos fijos, todo

punto pertenece a una linea de Brouwer.
Ahora si, enunciamos el teorema de Patrice Le Calvez:

Teorema 2.5. [LeCl] Sea G un grupo discreto de homeomorfismos que preservan
orientacion que actua propia y discontinuamente en un plano N. Sea F un homeo-
morfismo de N sin puntos fijos que preserva orientacion y que conmuta con todos los
elementos de G. Entonces existe una foliacion topoldgica orientada F G-invariante

cuyas hojas son lineas de Brouwer de F'.

Observaciéon 4. Otra forma de decir que las hojas de una foliacion F de un plano P
son lineas de Brouwer de un homeomorfismo F' es la siguiente: para todo z existe una

curva vy positivamente transversal a F que une z con F(z).

Es obvio que la condicién anterior implica que las hojas de la foliacién son lineas
de Brouwer de F'.Supongamos ahora que cada hoja de F es una linea de Brouwer de
F. Sea z € P,y W*(z) el conjunto de puntos de z’ € P tales que existe una curva
positivamente transversal que une z con z’. Cada componente X de P\W™(z) se puede
escribir X = AU L()\), donde A es una hoja contenida en la frontera de W7 (z). La
preimagen de cualquier punto z’ € X estd en L()\) y es distinta de z, y por lo tanto
F(z) € WH(z).

Corolario 2.1. Sea (F})ic0,1) una isotopia de la identidad en una superficie M de
género g > 1 sin puntos fijos contractibles. Entonces existe una foliacion topldgica
orientada F en M tal que toda trayectoria v, es homotdpica (con extremos fijos) a una

curva positivamente transversal a F.

Demostracién. Basta considerar el cubrimiento universal M de M , el levantamiento
canénico F de F := F} y el grupo G de transformaciones de cubrimiento. Por la Obser-
vaciéon 2, F = F, conmuta con G , v la hipdtesis de no tener puntos fijos contractibles
es equivalente a F zx(ﬁ ) = 0. El Teorema 2.5 implica que existe una foliacién toplégica
orientada F en ]T/[/, G - invariante (i.e si ¢ es la hoja por z, g¢ es la hoja por g(z)) por
lineas de Brouwer de F. Como M ~ M /G, esto permite definir una foliacién F en M,

proyectando F. Si 7. es una trayectoria de la isotopia (F})ic[o,1], podemos levantarla
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comenzando en z € M y obtener una curva 7z hasta F (2). Como la foliacién F es por
lineas de Brouwer de F , existe una curva B positivamente transversal a F que une z
con F(%) (Observacién 4), y como M es simplemente conexo, 7. es homotépica a la

proyeccion de 5 en M, que es positivamente transveral a F. O

Usaremos la siguiente version del Teorema 2.3, que deduciremos del Teorema 2.5
(ver [LeC1]).

Proposicién 2.2. Sea F' un homeomorfismo isotopico a la identidad de un anillo
abierto A y F un levantado de F al cubrimiento universal A de A. Para definir niume-
ros de rotacion, sea k un lazo simple generador de Hi(A,7Z). Supongamos que existen
dos puntos recurrentes hacia el futuro de nimeros de rotacion v~ y v™ respectivamente
(posiblemente iguales a +00), v~ < vt y que F satisface la siguiente propiedad (que
llamaremos propiedad de interseccién): cualquier lazo simple de A no homotopi-
camente nulo intersecta su itmagen por F. Entonces para cualquier nimero racional
p/q € (v,vT) escrito en forma irreducible, existe un punto periddico de periodo q con

nimero de rotacion p/q.

Demostracion. Sea T : A — A la transformacién de cubrimiento asociada a . Alcanza
probar que F tiene un punto fijo si v~ < 0 < v, porque cualquier iterado de F
satisface la propiedad de interseccién (p/q € (v—,v") = v~ —p/q <0 < vt —p/q,
y si p es el nimero de rotacién de x para el levantamiento F , entonces p — p/q es el
numero de rotacién para el levantamiento T"PF'?). Si esto no es cierto, construimos
una foliacién F en A dinamicamente transversal, que se levanta a una foliacién Fen A
por lineas de Brouwer de F. Como existe un punto recurrente de nimero de rotacién
v~ se deduce que existe un loop I'_ C A positivamente transversal a F cuya clase de
homologia puede escribirse [['_] = n_x, n_ < 0. De la misma forma existe un loop
[', C Apositivamente transversal a F tal que [[';] = nyr,ny > 0.7 =n, I'_—n_T, es
homdlogo a cero, pero como es transversal a la dindmica, la funcién dual A : A\T — Z
estd acotada y toma al menos dos valores. Supongamos, por ejemplo, que el méximo
[+ es no nulo y consideramos la componente conexa U de A\ T", donde A toma el valor
.. Cualquier componente de OU es un loop simple transversal a F, y por lo tanto

no es homotoodpicamente trivial, siendo F no singular. La tnica posibilidad es que U
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sea un anillo con una componente de borde contenida en I'_ y otra en I'y. Usando el
teorema de Poincaré-Bendixon se deduce que U contiene una hoja cerrada ¢ de F no
homotoépicamente trivial. Como esta hoja se levanta en una linea de Brouwer de F', se

deduce F(¢) N ¢ = ), contradiciendo la propiedad de interseccion. O

2.4. Recurrencia en el plano implica puntos fijos

Si F' es un homeomorfismo del plano, casi cualquier tipo de recurrencia implica
la existencia de puntos fijos. En esta seccién, estudiaremos éste hecho. Por ejem-
plo, se deduce del Teorema 2.4 que para F € Hom,(R?) sin puntos fijos, el plano
puede ser cubierto por subconjuntos abiertos e invariantes homeomorfos a R? ta-
les que la restriccién de F es conjugada a una traslacion no trivial. Basta tomar

W = U F*Y(R(¢)) \ F*(R(¢)). En particular, si F' tiene algiin punto no errante,

kEZ
entonces tiene un punto fijo.

Otra clase de recurrencia que implica la existencia de puntos fijos son las cadenas

periodicas de discos.

Definicién 2.5. Una cadena periédica de discos para un homeo F : R? — R? es

un conjunto {D;}1_, de discos topldgicos abiertos en R? tales que:
1. D;ND;=0sii#j,
2. F(D)ND;=0vV1<i<n

3. emisten enteros positivos k;, i = 1...n tales que F¥(D))N Dy #0V 1 <i <
n—1, F(D,) N Dy # 0.

Proposicién 2.3. [Fr2] Si F € Hom(R?) posee una cadena periddica de discos,

entonces F' tiene un punto fijo.

Idea de la prueba: La cadena de discos permite perturbar el homeo para obtener
un homeo con un punto periddico, sin alterar el conjunto de puntos fijos. Entonces la

existencia del punto fijo se sigue del Teorema 2.4.
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Veremos como éstas ideas pueden aplicarse para encontrar puntos fijos en superficies
cuyo cubrimiento universal es topolégicamente R2. Si f : A — A es un homeomorfismo
de un anillo abierto A, y f: A — A es un levantamiento al cubrimiento universal
A=Rx (0,1), decimos que U C A es un disco recurrente para adelante de fsi
FO)NU =0y f*(U)N(U+k) # 0 para algunos n, k > 0, donde (U+k) = {(z+Fk, 1) :
(x,t) € U}. Un disco recurrente para atras se define de la misma forma pero con

k < 0. Probaremos la siguiente version adaptada de un teorema de Franks.
Teorema 2.6. [Fr2] Sea f: A — A un homeo de un anillo abierto A, tal que:
(1) f es homotépico a la identidad
(2) Qf)=A

(3) existe f : A — A, levantamiento de f al cubrimiento universal que posee un
disco recurrente para adelante y un disco recurrente para atrds, y éstos discos

son levantados de discos en A.
Entonces, f tiene un punto fijo.

Demostracién. Sea U C A un disco contenido en un dominio fundamental tal que
f(U )N (U) = 0. Probaremos primero que si existen enteros postivos ni, ng, k1 y ko

tales que

FO)YN (U + k) #0
FU)N (U k) #0

entonces f tiene un punto fijo. Como f(z + k) = f(z) +kVz € Ay k € Z, es facil
construir una cadena periddica de discos: la sucesion de discos U, U + ki, U + 2k, U
+ 3k1, .., U+ koky, U + (ky — Dko , U 4 (k1 — 2)ka,... U 4 2ko, U + ko, U. Notar:
FU +ik) N (U4 G+ Dky) £ 0y f2(U + jks) 0 (U + (j — k) # 0. También
FU)YN(U) = 0 implica f(U 414) N (U +14) = § para todo i € Z, de donde se deduce la
existencia del punto fijo aplicando la Proposicion 2.3.

Ahora definimos dos conjuntos: Sea B, el conjunto de los x € A que estan en discos
fundamentales recurrentes para adelante de ]7 Es decir, x € B, si existe U C A tal

que:
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1. U esun disco de A contenido en un dominio fundamental

2. zeUy f(UNU=10
3. existen n > 0, k£ > 0 tales que

FO)NU+k)£0

Se define B_ de la misma forma, excepto que con k£ < 0. Los conjuntos B, y B_ son
abiertos y son no vacios por hipétesis. Ademas, podemos suponerlos disjuntos, porque
sino estariamos en el caso anterior y tendriamos un punto fijo como explicamos arriba.
Es més, si fno tiene puntos fijos, A= B,UB_:zx € A, f(x) # x = 3 U(z) tal que
fONU=0;,9f)=A=3keZ n>0talque f[A(UNU+k)#0;sik=0
tenemos una cadena periddica de discos y por lo tanto un punto fijo, asi que £ # 0 y

x € By U B_. Esto es absurdo porque A es conexo. O

En la secciéon 5 aplicaremos el teorema anterior a una potencia de un homeomor-

fismo F' de un anillo abierto. Es por esto que probamos el siguiente

Lema 2.1. St f : M — M es un homeomorfismo sin puntos errantes, entonces ninguna

potencia f¥ de f tiene puntos errantes.

Demostracién. Sea F = f* para algtin k # 0,1, z € M y U(x). Como Q(f) = M,
existe ng tal que f™(U)NU # (). Escribimos ng = mok + pg para algiin entero positivo
moy 0 < pyg < k— 1. Entonces F™(U) N f7P(U) # (). Definimos ahora el conjunto
Vo = F™(U) N f~P(U), y observamos nuevamente que existen un entero positivo
miy 0 <r <k—1tales que F™(Vp) N f~"(Vy) # . Definiendo p; = r1 + po,
obtenemos F™ (Vo)N f=P1 fPo(Vy) # 0, con 0 < py; < 2(k—1). Podemos definir entonces
Vi=F"™ (V)N fPr(fP(V4)). En general, dado

Vi=F" (Vi) 0 (7= (Vi)

existen m; entero positivoy 0 < p;11 < 2(k—1) tales que F+1 (V)N fPirt(fPi(V;)) #

() y podemos definir el conjunto no vacio
V;'-I—l — Fmi+1(v;) N f_piJrl(fpi(‘/i))‘
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Como solo hay finitos valores posibles para los p; (i > 0), existen ¢ > 0, j > 1 tales

que p;4+; = p;. Miremos entonces el conjunto
Vigj = F" 9 (Vi) O fP0 (fP 971 (Vi)

Tenemos Vi ; C F™iti(Vig_q) N fPvi(fPiti=2(Viy,_9)) C F™+i(Vipj_1) NV, como se
obtiene de sustituir las expresiones para los Vi;;_s, s > 1. De igual forma obtenemos
Frmiti(Vig—1) NV, € Fmova Frati-1 o F™is (V)N V. Se deduce entonces que existe un
entero positivo M tal que FM(V;) NV # 0, y sustituyendo nuevamente las expresiones
para los Vj, obtenemos un entero positivo N para el cual F¥N(U)NU # (. Como z y

U(x) eran arbitrarios, concluimos Q(F) = M. O

3. El caso Fiz,(F) finito

En esta seccion trabajaremos con una superficie compacta orientada M de género
g > 1. F € Homeo(M) seré el tiempo uno de una isotopia de la identidad (F})icp,1]
F: M — M el cubrimiento universal de M ,y G el grupo de transformaciones de
cubrimiento de 7. Si (E)te[o,l] es el levantamiento candnico de la isotopia (F})icoq],
definimos F := F}. Para cada punto fijo z de F , obtenemos por restriccion un homeo-
morfismo F, del anillo abierto A, = M \ {z} (M puede ser identificado con el plano

complejo C en el caso g = 1 o con el disco hiperbélico D; ver [Thl]).

Observacién 5. (El levantamiento natural al cubrimiento universal de A,)
Existe una isotopia (F})icj01) homotdpica a (Fy)e1) tal que 7(z) es fijo durante toda

la isotopia.

Para ver esto, observamos que podemos construir para cada t una isotopia H; :
M x [0,1] — M tal que Hy(z,0) = a2V © € M y H(z,1) = h(z), donde para cada
t, hy + M — M lleva Fy(7(2)) en 7(z) (ver [M]). Como el lazo (Fy(7(2)))ecio €s
contractible en M
(x,t,8) — H(Fy(x),s)

es continuo; de hecho es una homotopia de F; cuyo tiempo uno, es decir H(x,t,1) =
Hi(Fy(x),1) = hy(F,(x)) es la isotopia buscada:
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1. ho(Fy(z)) =2 ¥V x, ya que Fy = hg = Id (ho lleva Fy(7(2)) = 7(2) en 7(2))
2. h(Fi(7(2))) =7(2) Vte€l0,1] por construccion

3. (wz,t,8) — Hy(Fi(x),s) es una homotopia de F}, i.e. H(Fy(x),0) = Fy(z), y por

lo tanto el tiempo uno es homotdpico a (F})scpo,1]-

Levantando esta isotopia a M podemos definir por restriccién una isotopia en A, y
tomar el levantamiento canénico F, al cubrimiento universal A, de A,; nos referiremos

a este levantamiento como el levantamiento natural de F3.

3.1. El nimero de enlace

Identificamos M con el plano complejo C si ¢ = 1 o con el disco de Poincaré si
g>2.
Si z, 2/ son puntos fijos de F, el grado de L : S* — 1

es el nimero de enlace I(z,z') de z y 2/,

Observacién 6. El numero de enlace estd bien definido, es decir, solo depende de z

y de 2" y no depende de la isotopia elegida (F})icpoq)-

Para ver esto, basta observar que si (F});co1) es otra isotopia de la identidad a
F' con levantamiento canénico (E’)te[o,l] tal que F'(z) = z y F'(2) = 2/, entonces
F'=F porque son dos levantamientos de F' que coinciden en la imagen de un punto,
y entonces el camino ¢ — Fy(z) es homotdpico a t — ﬁt’(x) V 2 € M por tener los
mismos extremos. En particular tengo una homotopia h : S x [0,1] — M, h(e*™ 0) =
F(2)—F,(z)Vte[0,1], (et 1) = F/(2)— F/(z)Vt € [0,1]. Se deduce la afirmacién

del hecho que el grado es invariante por homotpia (ver [M]).

Observacion 7. El entero 1(z,2") es el nimero de rotacion del punto fijo 2’ de E,
para el levantado natural F,, si uno toma el borde orientado de un disco alrededor de

z para generar Hi(A,,Z), la homologia de A, con coeficientes enteros.
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Esto se deduce rapidamente de que I(z, 2’) es el grado ¢g del mapa

L(€27rit — Z — Ft/(zl)
2 — F{(2")|

donde (FY)cjo,1) es la isotopia de la identidad que fija 7(z) V ¢ € [0,1]: por un lado,
g = [t — F/(z')], donde [] denota la clase de homologfa en H;(A,,Z), y ademas por
ser 2 fijo de F., esta clase de homologfa es igual a (F(2') — 2');, que no es otra cosa
que el nimero de rotacién del punto fijo 2’ de ﬁz para el levantamiento natural F.

Si z es fijo de F y z' es un punto periddico, se define I(z,2’) como el nimero de

rotacién de 2z’ € A, para el levantamiento natural.

3.2. Los primeros resultados

Proposicién 3.1. Si F satisface la propiedad de interseccion (ver la Prposicion 2.2)
y existen dos puntos fijos z,z" de F, tales que 1(z,2") # 0, existen puntos periddicos

contractibles de F de periodo arbitrariamente largo.

Demostracion. Si 2’ € Fix(F), 7(z) = 7(2’) entonces I(z,2’) = 0, porque al tomar la
isotopia de la identidad que fija 7(2), el levantamiento canénico fijara z y 2z’ durante
toda la isotopia y por lo tanto el mapa que define el niimero de enlace es constante y
tiene grado cero. Entonces I(z,2") =0, I(z,2") # 0 y se puede aplicar la Proposicién

2.2 en el anillo A, (ver Observacién 7). O

Definicién 3.1. X C Fiz.(F) no esta enlazado si 3 una isotopia (F)icp1) ho-
motdpica a (Fy)icp tal que F fija cualquier punto de X. Sino, decimos que X esta enlazado.
Si cualquier X' C Fix,(F) que contenga estrictamente a X estd enlazado, decimos que

X es un conjunto no enlazado (o desenlazado) maximal.

En el caso en que Fiz,(F) es finito, existe un conjunto no enlazado maximal X. La
isotopia (F})scp0,1) define una isotopia de la identidad en N= M\ X y un levantamiento
canénico F' de F|y al cubrimiento universal N que conmuta con las transformaciones de
cubrimiento (ver Observacién 2). Como X es maximal, se tiene que F no tiene puntos
fijos (Observacién 5)y se puede aplicar el Teorema 2.5 para encontrar una foliacién

orientada F en N dindmicamente transversal a F.
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Proposicién 3.2. Si Fiz,(F) es finito y estd enlazado, existen dos puntos fijos z, 2"
de F tales que I(z,2") # 0.

Demostracion. Si X es un conjunto desenlazado maximal, X # Fiz,(F) porque
Fiz,(F) esté enlazado. Sean F la foliacién levantada a N := 7 1(N) (recordar 7 :
M — M es la proyeccién de cubrimiento universal), 2" € Fiz(F)\7(X)y (/ﬁt)tqo,”
la isotopia de la identidad que levanta a (F});cp,1]- Sea I'g un lazo positivamente trans-
versal a F homotépico en N a I} = You ot — /]F’t(z”) (ver Corolario 2.1). Como
e F w:(ﬁ )\ 71(X), Ty no es contractible en N, porque sino se contradice la maxi-
malidad de X (ver Observacién 5). Como ademas I'y es transversal orientado a F, [Co)
€ Hy(N) es no trivial (si [[ols, # 0y [[ola, = 0, entonces si aparece la letra a en la
descomposicién de [Ty, , aparece también a~!, pero si a es positivamente transversal
a .71:, a~! no lo es). Si escribimos entonces [y = X¢;z;, ¢; € Z, z; € 7 1(X), 3 4 tal que

¢; # 0. Ahora basta notar que ¢;= I(2”, z;) (ver Observacion 7). O
Aplicando ahora la Proposicién 3.1, obtenemos:

Corolario 3.1. Si Fix.(F) es finito y estd enlazado y F satisface la propiedad de
interseccion, existen puntos periodicos contractibles de F' de periodo arbitrariamente

largo.

Proposicién 3.3. Si Fix.(F) es finito y Fix.(F) # Per.(F), entonces V 2" €
Per(F) \ Fiz(F) 3 z € Fiz(F) tal que I(z,2") # 0. Por lo tanto, si F' no tiene

puntos errantes, existen puntos fijos contractibles de periodo arbitrariamente largo.

Demostracion. Sean F , N como en la proposicién anterior y I'g un lazo positivamente

q—1
transversal a F homotdpico en N a la trayectoria I'y = v/, = H Vlﬁk (o) donde ¢ > 2
k=0

es el perfodo de z”. La funcién dual A : Mv\ 'y — 7Z, que asigna a cada z € M\ [y el
indice de Iy respecto a z, toma una cantidad finita de valores, pero al menos dos (por
la condicién de transversalidad). Podemos suponer que el méximo [" es diferente de
cero (sino, tomamos el minimo). Toda componente de M \ Ty donde A toma el valor It
es un disco abierto cuyo borde es un lazo simple transversal a la foliacion. Por lo tanto,

existe un punto z € 7'(X) en esta componente. Como el lazo I'; es homotépico a 'y
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en N, el indice de T'; relativo a z es [T. Este niimero no es otra cosa que el numero de
enlace I(z,z"”). Concluimos observando que la propiedad de interseccién es més débil

que la de no tener puntos errantes y aplicando la Proposicion 3.1 . O
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4. El caso Fiz,(F) infinito

En esta seccién, como en las anteriores, fijamos un homeomorfismo F' isotopico a
la identidad en una superficie compacta M de género g > 1 con (M, 7) el cubrimiento

universal de M.

4.1. Conceptos previos y resultados basicos

Definicién 4.1. Un subconjunto X C M cerrado es contractible en M si 3 U
componente conexa de M\ X tal que i, : Hi(U,Z) — H,(M,7Z) es sobreyectiva, donde
i:U — M eslainclusion e i, es el mapa inducido en homologia. Si ademds U = M\ X,

decimos que X es contractible relleno.

Proposicién 4.1. Son equivalentes:

1. X es contractible en M
2. X estd contenido en un disco de M

3. Cualquier componente de la preimagen de X en el cubrimiento universal de M

es compacta

Demostracion. 1. = 2. : Si X es contractible en M, M \ X es un abierto que contiene
representantes de las curvas que generan la homologia de M. Levantando estas curvas
y tomando entornos tubulares que queden contenidos en 7~ 1(M \ X), se ve que X
estd contenido en un disco de M, pues 7'(X) queda contenido en un disco dentro de
un dominio fundamental de M.

2. = 3.: Obvio.

3. = 1.: Como 7 }(X) es la unién disjunta de compactos de M , pueden tomarse
curvas en M \ 7 !(X) que se proyectan sobre generadores de la homologia de M

contenidos en M \ X, y por lo tanto X es contractible en M. O
También son equivalentes:

1. X es contractible relleno
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2. X = ﬂKm , donde K,, = U D! es una unidn disjunta de finitos discos
m>0 0<i<rm
cerrados con Ky, C Int(Ky,)

Demostracion. 2. = 1.: X C K,, YV m, entonces cualquier componente de la preimagen

de X en el cubrimiento universal de M es compacta, y X es contractible. Ademas

M\ X = |JKg
m>0

ﬂ (D! )¢ es conexo.

0<i<rm
1. = 2.: Los K,, son subcubrimientos finitos de cubrimientos de X por discos ce-

, que es conexo porque Int(K,)* = K¢ C K&, y cada K¢ =

rrados, elegidos de tal forma que K,,;1 C Int(K,,). La hipStesis permite poder tomar

los discos D* disjuntos en cada paso. O

Estableceremos a continuacién dos proposiciones que utilizaremos frecuentemente
en esta seccién.
Consideremos los espacios Homeo(M) con la topologia C° y Homeo(M) con la

topologia CY sobre compactos.

Proposicién 4.2. (Homeo(M) es localmente contractible). Ezisten entornos
W(F) y W(F) tales que para toda F' € W eziste un tinico levantamiento F' = H(F') €
w y este levantamiento conmuta con las transformaciones de cubrimiento. Ademds, el

mapa H : VW — W es continuo.

Utilizaremos en la prueba resultados de [DoC].

Demostracion. Sea e > 0 tal que si z , y € M cumplen d(x,y) < € existe una tnica
geodésica minimizante de x a y, y sea W = {F' € Homeo(M) : d(F'(z), F(x)) <
eVee M}y SiF' e Wyax e M, sea v, la tnica geodésica tal que 7,(0) = F(x),
v.(1) = F'(z). Entonces (£, 1) — 7,(t) es una homotopfa entre F' y F' y definimos F’
como el tiempo uno del levantamiento de esta homotopia con mapa inicial F. De esta
manera F” es isotopica a la identidad, y por lo tanto conmuta con las transformaciones
de cubrimiento (ver Observacién 2). La continuidad de H es facil: como la proyeccion
de cubrimiento es localmente una isometria, dados F/ € W y € > 0, existe § > 0 tal
que z,y € M, d(z,y) < § entonces z, y pertenecen a un mismo entorno U tal que
7:V C M — U es una isometrfa. Entonces si d(F', F") < &, d(F', F") < 4, y basta

elegir ahora si es necesario d < e. O
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Se puede hablar entonces de puntos fijos contractibles de F”, refiriéndose al levan-
tamiento F' = H(F"). Si 2}, 2} son dos puntos fijos de F”, estd definido el ntimero de

enlace I (%), 21)
Proposicién 4.3. (Estabilidad del nimero de enlace).

1. Siz , 21 son dos puntos fijos de F, existe W' C W(F) y entornos disjuntos
Wo(z0), Wi(z1) tales que para toda F' € W':

Z[/] € FZ%(H(FI)) N WO , Zi € FZ%(H(FI)) N, = IH(F’)<267 Zi) = [}F(ZO, Zl)

2. Para todo compacto K, € M eziste un compacto Ky € M y un entorno W' C
WI(F) tal que para toda F' € W':

Z(I) - FZZE(H(F/)> N K() s Zi & FZJ](H(F,)) \ K1 = IH(F/)(Z(,),Z{) =0

Demostracion. 1. Sea € > 0 tal que si z, y € M con d(z,y) < €, existe una tunica
geodésica minimizante de x a y. Elijo Wy disjunto del e- entorno tubular de la imagen de
la curva Fj(z). Finalmente elijo W = {F' € Homeo(M) : d(F'(z), F(z)) < ¢/2 Vx €
M}, Entonces F' € W', 2, € Wy, 21 € W implica que las curvas ﬁt’(z’l)) y Fy(z)
son homotopicas en M \ Wy. Intercambiando los roles de zy y 2; e intersectando los

entornos asi obtenidos con los anteriores, construyo una homotopia entre los mapas
t— Fi(z0) — Fy(21) y t = F{()) = F(2). N

La demostracion de 2. se basa en el siguiente

Lema 4.1. (El levantamiento canénico fija los puntos ideales en el infinito)
Sea F' € Homeo(M), F isotdpico a la identidad y F el levantamiento candnico de F.

F se extiende como la identidad en los puntos ideales en el infinito.

Demostracién. Caso 1: M hiperbdlica (i.e g > 1). Probaremos que si dy;, es la métrica
de Poincaré en el disco, 3 K > 0 tal que dhip(x,f(x)) < K ¥V z € D. Esto impli-
ca que para cualquier sucesién x,, — x € 0D, dhip(xn,ﬁ(mn)) < K y por lo tanto
d(zn, F(2,)) — 0. Podemos definir entonces F(z), # € dD como F(z) = lim,, F(z,,)
para cualquier sucesién x,, tal que x,, — x, y con esta definicion F lop = Idgp. Aho-

ra bien, dp;p(z, F (x)) < K es cierto para x en un dominio fundamental compacto,y

27



siendo diip(, F(x)) = duip(9(2 una), F(9(2 funa)) = dnip(g(wsund), g(F(xsund))) =
Ahip(T fund, F (% funa)) para alguna g € G el grupo de transformaciones de cubrimiento
Y  funa €n el dominio fundamental, se tiene lo pedido.

Caso 2: M plana (i.e g = 1). En este caso compactificamos el cubrimiento universal
M=C agregando un circulo de direcciones en el infinito. Es decir, consideramos el
espacio C U X, donde ¥ es homeomorfo a S' y lo parametrizamos con un 4ngulo
0 € [0,27) con la siguiente topologia: x € C, entonces los entornos de x son los
habituales; 6 € ¥, entonces los entornos de  son de la forma {z € C: |z| > R,0 — e <
arg(z) < 0 + e(mod2m)} para reales positivos Ry €, y 0 < arg(z) < 27w. Por el mismo
argumento que en el caso hiperbdlico, alcanza probar que d(x,, F (r,)) < K V¥n para
cualquier sucesién {x,},>1 C C tal que z, — 6 € ¥, implica F (x,) — 6. Supongamos
que F(z,) - 0. Entonces 3 R, € > 0 y una subsucesién {z,, }x>1 tal que para todo k
|F(zn,)| < Roarg(zy,,) ¢ (0 — €, 6 + €). Podemos suponer, tomando una subsucesién
si es necesario que |F(z,,)| < R Vk o arg(x,,) ¢ (0 —€,0 + €) Vk. En cualquier caso,

como x,, — 0 se contradice la hipdtesis d(z,, F(z,)) < K Vn. O

Demostracion. 2. La imagen K de K x [0, 1] por la isotopia E es compacta. Sean U, V
abiertos disjuntos tales que 90D € U, K € V. Como F, fija 0D V t por el lema, para todo
z € OD existe un entorno W (z) tal que z € W = Fy(z) e UV t. Sea {W; : i =1,...n}

un subcubrimiento finito de {W(x),x € dD}. Definiendo K; = (U W;)¢, vy W' para
i=1
que F' e W', z € W implique F{(z) € U V t obtengo lo pedido. O

Observacion 8. Si z € Fix(F) se obtiene que 1(z,2') =0 si 2/ € Fix(F) estd sufi-

cientemente cerca de o0o.

4.2. Teoremas principales

En lo que sigue, asumiremos el siguiente
Teorema 4.1. {F € Homeo(M) : Fixz(F) es finito} es denso en Homeo(M).

y estudiaremos cudles de nuestros resultados pueden generalizarse aproximando por

homeomorfismos con finitos puntos fijos. Supondremos que Fiz,(F') es contractible
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relleno con infinitas componentes conexas. Escribiremos Fiz,(F') = ﬂ K,,, donde los
m>0
conjuntos K, son como en la Proposicién 4.1 , imponiendo D! N Fix,(F) £ 0V i €

{0,...,rm}. Sean N = M\ Fiz,(F), N =% YN), N el cubrimiento universal de N
ym: N — N el mapa de cubrimiento.

La Proposicién 3.3 se generaliza facilmente y no utiliza ninguna hipétesis topolédgica
sobre el conjunto Fix,(F):

Proposicién 4.4. Si Fiz,(F) # Per,(F), entonces V 2’ € Per(F)\ Fiz(F) 3 z €

Fiz(F) tal que I(z,2") # 0.

Demostracion. Primero hay que observar que F' se puede escribir como el limite de
una sucesion (F)i>o de homeomorfismos que coinciden con F' en la 6rbita de 7(z") y
que tienen un numero finito de puntos fijos: dada Fy, — F tal que d(Fy(z), F(z)) <
1/kNx e M, ¥ k,si F(7(2")) # F(7(2")), cambio F, por hyo Fy, donde d(hi(z),z) <
1/k Y, hy isotépica a la identidad soportada en un entorno B(Fy(mw(z")) y tal que
hi(Fr(7(2"))) = F(7(Z")). Para k suficientemente grande, podemos suponer que Fj no
fija 7(2") y por lo tanto F}, tiene la imagen de un entorno U de 7(z”) disjunta de U con
lo cual tomando B C Fy(U) aseguramos que los puntos fijos de hy o Fj, son los mismos
que los de Fy. Como d(hy o Fi(z), F(z)) < 2/k Yz, Yk, hy o Fy, también converge a F,
y de ahora en mas nos referiremos por Fj, a dicha sucesion.

Para cada k, sca Fj, = H(F}). Entonces z” € Per(F,)\ Fiz(F,), y como Fiz,(F}) es
finito, la Proposicion 3.3 asegura que existe z; € sz(ﬁk) tal que ny, = I (21, 2") # 0.
Usando la parte 2. de la estabilidad del linking number, se tiene que (zx)g>o esté aco-
tada, pudiendo suponerse que converge a un punto fijo z de F y se deduce de la parte
1. que (ng)k>o es constante a partir de un cierto k, ny = Iz(z, 2").

U

En la seccién anterior utilizamos la existencia de un conjunto desenlazado maximal
para construir una foliacién dinamicamente transversal. La existencia de ese conjunto
es clara si Fliz,(F) es finito, no siendo asi en nuestro nuevo contexto. Por esta razon,
debemos introducir una versién mas débil de la propiedad de enlazamiento. Si N =
M \ Fiz,(F), la restriccién de 7 a N = 7(N) es un mapa de cubrimiento y G el

grupo de transformaciones de cubrimiento.
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Definiciéon 4.2. Diremos que Fix.(F) estd débilmente desenlazado si eriste un
levantamiento F de ﬁ]ﬁ al cubrimiento universal N de N que conmuta con los ele-
mentos del grupo G de transformaciones de cubrimiento de w : N — N. Si Fix,(F)

no estd débilmente desenlazado, diremos que Fix,(F') estd débilmente enlazado.
Para probar la

Proposicién 4.5. Si Fix,.(F) es contractible relleno y estd débilmente enlazado, exis-

ten dos puntos fijos z, 2" de F tales que I(z,2") #0,
necesitaremos el siguiente

Lema 4.2. Si Fiz,(F) es contractible relleno y la accion de F en las clases de ho-

motopia libre de lazos en N es no trivial, existen dos puntos fijos z, 2" de F tales que

I(z,2") #0.

Demostracién. Sea T C N un lazo que no es libremente homotépico a F (I') en N ym

suficientemente grande para que K,,, = U Di sea disjunto de 7(T") y F(7(T)). Los
0<i<rm

lazos I' y F(T') no son libremente homotépicos en M\%’*l(Km) porque M\%“(Km) C
N=M \ 7 (Fiz.(F)) y la inclusién induce un morfismo a nivel de homotopfa.
Probaremos primero que podemos encontrar una sucesion (Fy)r>o C W que con-

verge a F' tal que:

e cada Fj coincide con F' afuera de K, y tiene una cantidad finita de puntos fijos

o Fiz,(F)c | Int(Di)

0<i<rm

e existe al menos un punto fijo contractible de F} en cada D! .

Para ver esto, primero tomamos una sucesién arbitraria de homeomorfismos (F},),>0
tal que F,, — F. A partir de cierto n modifico la F},, para que coincida con F' fuera
de K,,; ademas, si para alguno de estos valores de n, la funciéon F), no tiene puntos
fijos contractibles en algin D! . puedo perturbar esta F,, para dejar fijo el punto fijo
contractible x que F' tiene en D! |y este punto fijo serd contractible de F,,, porque al

tomar sino el levantamiento canénico F,, se tendria que V7 tal que (%) = z F,()

30



y = estan en diferentes dominios fundamentales, lo cual contradice que ﬁ’n es cercano
a F. Con esta perturbacion no me aseguro de que el perturbado tenga finitos puntos
fijos, pero puedo volver a aproximar por un difeo con un punto fijo hiperbélico en D!,
y perturbar nuevamente a otro homeo con finitos puntos fijos, sabiendo ésta vez que el
punto fijo hiperbdlico se preserva. Observar que puedo elegir un cierto n de forma de
que todos los perturbados que obtenemos atin pertenecen a W(F'). La nueva sucesion
F}. asi obtenida cumple con todas las condiciones.

Sean ﬁ = H(Fy) € w y Xy C Fiz,(F})) desenlazado maximal de F. Como los la-
20s Ty Fj,(T') = F(T) son libremente homotépicos en M\%’l(Xk) y no en M\%’l(Km),
existe al menos un disco D¢ tal que X;, N D! = . Consideramos una componente co-
nexa de 771(D: ) y 2/ € Fiz(F},) en este disco. Se tiene entonces, como fue explicado
en la Proposicién 3.2, que existe z, € 7 '(Xj) tal que ny = Iﬁk(zk,zg) % 0. Pode-
mos suponer, tomando una subsucesién de (Fj)r>o si es necesario, que la sucesién z;
estd toda contenida en la misma componente de 7'(K,,) y por lo tanto converge a

2" € Fiz(F). Deducimos que la sucesion (zj)g>o estd acotada y podemos suponer que
converge a un punto z € Fiz(F). z # 2" porque 7(z) y 7(z)) estan en diferentes
componentes de K,,. Por lo tanto el linking number Ix(z,2") # 0, es el valor comin

de n; para k suficientemente grande. O
Prueba de la Proposicién 4.5:

Demostracion. Consideramos un disco cerrado en M que contenga un punto fijo con-
tractible pero que su frontera no y sea D C M una componente conexa de la preimagen

de este disco. Tenemos

DN Fiz(F) = Int(D) N Fiz(F) # 0.

Consideramos D como un lazo basado en zy € dD. Sea z € D N Fiz(F) y F,
el levantado natural de ﬁz = F |4.. Podemos suponer por el lema anterior que 9D
y F (0D) son libremente homotépicos en N. Una tal homotopia define un arco en N
conectando zg y F (z0). Probaremos que si vy, 7, son dos curvas obtenidas de esta
manera, es decir, cada una estd asociada a una homotopia entre 9D y F (0D)3leZ
tal que Yoy, " =~ dD'. Para cualquier v, obtenido asi, es F (0D) ~ ~;'0Dy. Entonces

1

tenemos v, 0D, >~ 750 DAo sil Yoy, ' OD ~ dDyy ' sl 0y, conmuta con 9D sii
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Y0Yy " =2 OD', donde resta probar la iltima implicancia. Para ver esto, primero hay que
observar que para algin m, la homotopia se realiza en un compacto de M \ 7 (Kon):

la imagen H de la homotopia es un compacto disjunto de Fiz(F) y por lo tanto
puedo tomar un abierto U que contenga al conjunto F' zx(ﬁ’ ) v sea disjunto de H
y en consecuencia un m tal que K,, C U. Ahora basta notar que un compacto de

M \ 7' (K,) es un compacto de M menos un nimero finito k de discos topoldgicos, es
k

decir es un espacio que tiene el mismo tipo de homotopia que \/ S* (k circulos pegados
i=1
por un punto) y el m; de este espacio es un grupo libre; en particular el conmutador

de este grupo es trivial.

Ademds, es posible elegir la homotopia (I';)sc[0,1) entre 9D y F(8D) de forma que
7o sea una trayectoria de FZ (tomo v en /Vlz que una 2y con F’Z(,éo) y que sea disjunta
de los compactos de M \ 7' (K,), la proyecto, y hago la homotopia a lo largo de ese
camino).

El mapa I' — VOﬁ(F)ygl, definido en Wl(ﬁ, 2p) no es la identidad. Sino, cualquier
levantado de 7y a N definirfa el mismo levantamiento de F |5 a N, y este levanta-
miento conmutaria con los elementos de G, contradiciendo el enlazamiento débil.(Un
levantamiento de F |5 queda determinado dandole un valor a un representante de zo,
y por lo tanto cada levantado de 7, define uno. Si F%ﬁ(F)*l%‘l ~idV T,y Fyesel
levantamiento que define el levantado  de 7y por % v Fy por % (1) y T proyectado
de una curva T, que une Zy y %1, la curva foﬁflﬁ’l(fo)%_l, donde 75" es el levantado
de 75" que comienza en Fy(%), es un lazo. Por lo tanto 7' termina en Z, 7o ' = o7,
Fi(%) = Fo(%) v Fy = Fy. Sea F este levantamiento,y g una transformacién de cu-
brimiento. 4, une Z, con F(%) y entonces g, une gz, con gF(%), pero gvy define el
mismo levantamiento que 7y y entonces gF' (%) = Fg(%). Por lo tanto g~ 'Fg = F por
levantar el mismo mapa y coincidir en un punto, y se tiene que F conmuta con las
transformaciones de cubrimiento).

Sea I' C N un lazo basado en z que no sea homotépico a 'yoﬁ'(F)'y()‘l. Sea m sufi-

cientemente grande como para que K,, = U D sea disjunto de 7(T"), de T(F(I)),
0<i<rm,
y de cualquier curva 7(I';), ¢ € [0, 1].

Podemos encontrar en WV una sucesion Fj, — F' tal que:
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e cada Fj coincide con F' afuera de K, y tiene una cantidad finita de puntos fijos

o Fix,(Fy) C U ]nt(Din)

0<i<ry,

e existe al menos un punto fijo contractible de F} en cada D! .

Sean Fj, = H(F,) € W, X, C Fiz,(F,) desenlazado maximal tal que 7(z) € X,
(un conjunto con un solo punto estd siempre desenlazado) y Fj el el levantamiento
canonico de ﬁk|ﬁkzﬂ\%*1(Xk) a Nj. Existe una isotopia (Fit)tco,1) de Idy a Fj que
fija todos los puntos de Xj. La levantamos a M en una isotopia (Fj¢)icio,1) de Id;
a Fj. Esta isotopfa define una homotopfa libre entre 9D y Fi(9D) = F(0D) en Nj.
Como ya tenemos una homotopia I'; entre 9D y F (0D), deducimos : 3! [y € Z tal que
Vezo o L ﬁm(zo) y 9D"%~, son homotépicos en Nk En otras palabras, la curva 9Dy,
es una trayectoria de F,. Como la isotopia ﬁk,t fija z, deducimos que i, (y por lo
tanto OD"vy) es una trayectoria del levantamiento natural Fk,z de F, ko = ﬁk| 4, Ahora
bien, el tinico lazo D%, que es una trayectoria de Fk’z es Y. Esto implica [y = 0
y que 7o es una trayectoria de Fj,. Deducimos que I' 'y 'yoﬁk(f‘)’yo’ ' son homotdpicas
en Ny (de nuevo, 9F;(I)v5 T~ se levanta a un lazo). Como no son homotépicas en
M \ K,,, existe al menos un disco D¢ tal que X; N D¢ = (). Concluimos como en el
Lema 4.2. |

Deducimos de la Proposicion 2.2 y las proposiciones anteriores el

Corolario 4.1. Sea F' € Homeo(M) tiempo uno de (F})ico,1) isotopia de la identi-
dad, y supongamos que F' no tiene puntos errantes. Entonces hay orbitas periodicas
contractibles de periodo arbitrariamente grande si alguna de las siguientes hipotesis se

satisface:
o ewiste un punto periodico contractible no fijo
o Fix,(F) es contractible relleno y esta débilmente enlazado

Demostracion. Hay que probar que los mapas ﬁz definidos para z punto fijo del levan-
tamiento canénico F satisfacen la propiedad de interseccién, para lo que basta probar
que no existe ningtin disco cerrado D C M tal que F(D) C IntD o F-'(D) C IntD.
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Esto porque con cualquiera de las dos hipétesis ﬁz tiene un punto fijo z” de nimero de
rotacién no nulo (Proposiciones 4.4 y 4.5, y Observacién 7), y la Observacién 8 nos da
puntos fijos con niimero de rotacion 0, lo cual sumado a la propiedad de interseccion
nos coloca en las hipdtesis de la Proposicién 2.2, que da puntos periddicos de periodo

arbitrariamente largo. Probaremos el hecho méas general de que U F*U) y U F*U)
N k>0 k<0
son no acotados si U es un dominio errante (si F(D) C IntD, x € IntD \ F(D) y

U(z) C Int(D\F(D)) = U es un dominio errante con U F*(U) acotado). Primero ob-
k>0
servamos que para todon > 1 existe z € 7(U) tal que (F*(2))>o corta 7(U) para al me-

nos n valores de k. (Como 7(U) es no errante, 3 ny tal que V4 := F™(7(U))N7(U) # 0.
x € Vi = x = F"(z), z € 7(U). Ahora, 3 ny tal que Vo := F"2(V)) NV} # 0.
reVo=a=FlF"(z),zem(U), F1(z) e 7(U), Fr2*"(z) € 7(U), etc.). Siz € U
es un representante de z, la drbita positiva (ﬁk(g))kzo corta un abierto g(U), g € G
para al menos n valores de k. Corta al menos n de estos abiertos porque U es errante.

Como n es arbitrariamente grande, U F *(U) es no acotado. OJ
k>0

Estableceremos resultamos similares para homeomorfismos F' que preservan orien-
tacion de una esfera S. Definimos de la misma forma la nocién de conjunto desenlazado
de puntos, conjunto desenlazado maximal, conjunto débilmente desenlazado. Suponga-
mos que 21, 29, 23, 24 (en este orden) son cuatro puntos fijos diferentes de F'. Definiremos

el nimero de enlace I(z1, 22, 23, z4). Comenzamos con la siguiente
Observacién 9. Un conjunto de tres puntos en la esfera no estd enlazado.

Demostracion. Sean zy, 22, z3 tres puntos fijos. El homeo F|g\ (., -,} tiene un levanta-
miento natural al cubrimiento universal de S\ {z1, 22} que fija los antecedentes de z3:
Si la clase de homologia [Fy(23)] = k € Z, donde (F})scpp,] es una isotopia de S que
fija 21 y 29 para todo t, y ft es el levantamiento de F; que comienza en la identidad,
entonces T o F es el levantamiento buscado. Este levantamiento es el tiempo uno
del levantamiento de F; que comienza en Ty (T o ﬁt) Concatenando una isotopia
de la identidad a T, con T o ﬁt, obtengo una isotopia G; de Id a T o F , con la
particularidad de que G¢(Z3) es un lazo si Z3 es un representante de z3. Ademds, éstas

isotopias conmutan con las transformaciones de cubrimiento, tengo una isotopia de Id
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a I para la cual z3 es contractible, y por lo tanto puedo deformarla a una isotopia que

El homeomorfismo F[g\(.,z,} tiene un levantamiento natural al cubrimiento uni-
versal de S\ {21, 22} que fija los antecedentes de z3. Consideramos el borde orientado
de un disco cerrado alrededor de z; para definir vectores de rotacién en S\ {z1, 29}
y denotamos por I(z1, 22, 23, 24) al niimero de rotacién de z; para este levantamien-
to. Podemos definir este nimero de enlace de otra manera: escribimos F' como el
tiempo uno de una isotopia de la identidad (F})icjo1 que fija 21,22 y 23. Se tiene
I(z1, 22, 23,24) = A(21) — A(22), donde A es la funcién dual del lazo t +— Fy(zy).
Aqui también se tiene la estabilidad del nimero de enlace (Proposicién 4.3),es de-
cir, si F” estd cerca de F'y admite cuatro puntos fijos 2], 2}, 24, zj donde z; esta cerca
de 2, i =1...4, se tiene I (21, 29, 23, 24) = I(21, 25, 24, 24). Si 24 es una drbita periddica,

definimos I (21, 22, 23, 24) de la misma forma.

Observacién 10. En el caso en que Fix(F') es finito, existe un conjunto desenlazado
mazimal X C Fix(F) y una foliacion F transversal a la dindmica definida en S\ X.
Si X # Fix(F), V z4 € Fiz(F)\ X existe un lazo I basado en z4 positivamente
transversal a la foliacion que es una trayectoria de F. Como zy € Fix(F)\ X, se
deduce que existen dos puntos z1 y zo de X donde la funcién dual A toma dos valores

diferentes. Para cualquier z5 € X \ {z1, 22} se tiene 1(z1, 29, 23, 24) # 0.

Consideremos ahora un homeomorfismo F' de S tal que N = S\ Fiz(F) es una

superficie hiperbdlica conexa. Escribimos

Fiz(F) = () Kn

m>0
donde K, = U D! es una unién disjunta de al menos tres discos cerrados D}, cada
0<i<rm

uno de los cuales contiene un punto fijo, y donde K,,1 C Int(K,,).

Proposicién 4.6. Supongamos Fix(F) # Per(F). Para cualquier z4 € Per(F) \

Fix(F), existen tres puntos fijos distintos z1, ze, 23, tales que I(z1, 22, 23, 24) # 0.
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Demostracion. Sea m tal que K, sea disjunto de la orbita de z4 y un conjunto X, C
Fiz(F) de tres puntos, cada uno en un disco D! diferente. Podemos encontrar una

sucesion (Fy)g>o que converge a I tal que:

e cada F), coincide con F' en la érbita de zy4

o Fix(Fy) C U Int(D;,)

0<i<ry,

Para cada k, sea X C Fiz(F)) desenlazado maximal de F) que contenga a X,.
Si 2, 2K 2¥ son tres puntos diferentes de Xj, el entero I(2F,25 25 2,) no depende
de 2%. Podemos encontrar dos puntos 2¥ y 25 en X}, donde la funcién dual A de la
trayectoria de z4 toma dos valores diferentes. Por supuesto podemos suponer que z¥
y 25 no estdn en el mismo disco D¢ . Fijamos un punto z§ € X, que no esté en el
mismo disco D! que ninguno de los puntos z¥ y 25. Los puntos z;-“, 1 < j < 3estan en
diferentes discos y tenemos I(2¥, 25 2% 2,) # 0. Podemos suponer que cada sucesién
(zjl?)kzo, 1 < 7 < 3 converge a un punto fijo z;. Los puntos 2y, 22 y 23 son distintos y

I<Zla 22723,24) # 0. 0
Probaremos ahora el analogo de la Proposicion 4.5:

Proposicién 4.7. Si Fix(F) estda débilmente enlazado, existen cuatro puntos fijos de

F 21, 29, 23 y 24 tales que I(21, 22, 23, 24) # 0.
Comenzamos probando:

Lema 4.3. Sila accion de F en las clases libres de homotopia de lazos en S\ Fix(F') es

no trivial, existen cuatro puntos fijos de F' z1, zo, z3 y 24 tales que I(2q, 22, 23, 24) # 0.

Demostracion. Supongamos que I' C S\ Fiiz(F') no es libremente homotépica a F(T') y
sea m suficientemente grande para que K, sea disjunto de I' y F(I"). Consideramos un
conjunto X, C Fiz(F) con tres puntos, cada uno en un disco diferente D! . Podemos

encontrar una sucesién (Fy)g>o que converge a F' tal que:

e cada F} coincide con F' afuera de K, y tiene una cantidad finita de puntos fijos
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o X, C Fix(Fy)

o Fix,(Fy) C U ]nt(Din)

0<i<ry,

e cxiste al menos un punto fijo de Fj, en cada D! .

Sea X} C Fix(Fy) desenlazado maximal que contenga a X,. Los lazos I''y Fy(I)
son libremente homotoépicos en S \ Xj. Esto implica que existe al menos un disco
D! tal que X N D! = (). Tomamos un punto 2} € Fiz(F}) en este disco. Podemos
encontrar dos puntos 2f y z5 en X}, donde la funcién dual A de la trayectoria de z¥
toma dos valores diferentes, y se puede suponer que z¥ y z5 no estan en el mismo disco
Di . Sea zi € X, que esté en otro disco Df . Podemos suponer que cada una de las
sucesiones (2F);>0 converge a un punto fijo z;. Los puntos 21, 29 ¥ 23 son distintos y
I(z1, 29, 23, 24) # 0.

]

Demostracion. (de la Proposicién 4.7)

Sea 'y C N un lazo simple no homotépicamente trivial en N y fijemos 2z, € ['.
Sea X, = {z,7,7"} C Fix(F), donde z, 2’ y 2" estan en diferentes componentes
conexas de Fiz(F') y supongamos que z y z’ estan en diferentes componentes de S\
[g. Podemos suponer que I'y y F(T'g) son libremente homotdpicas en N. Cualquier
homotopia define una curva en N que conecta zy con F'(2g). Aqui nuevamente, siyg y
son dos curvas obtenidas de esta formam existe | € Z tal que v y I'yy) son homotépicas.
En particular es posible elegir la homotpia (I';);cp0,1) entre I'g y F'(I'g) de tal forma que
7o sea una trayectoria del levantamiento canénico de F'|g\ x, al cubrimiento universal de
S\ X.. Nuevamente, existe un lazo I' basado en 2y que no es homotépico a vy ' F/(I')7o.

Tomamos m suficientemente grande para que K,, = U D!, sea disjunto de T', de
0<i<rm
F(I') y de cualquier curva I'y, t € [0,1]. Podemos suponer que z, 2z’ y 2" estdn en

diferentes discos D! . Como antes, podemos encontrar una sucesién (F},)x>o tal que:

e cada F} coincide con F' afuera de K, y tiene una cantidad finita de puntos fijos
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o Fiz,(F,)c |J Int(Di)

0<i<rmm,

e existe al menos un punto fijo de Fj, en cada D! .

Consideramos X C Fix(F}) conjunto desenlazado maximal de Fj, que contenga a
X,. Igual que en la proposicién 4.5, se prueba que v, es una trayectoria del levantamien-
to candnico de F|g\ x, al cubrimiento universal. Deducimos que I' y vy F(I')y, son
homotdpicas en S\ Xj. Por lo tanto, existe al menos un disco D!, tal que X;N D!, = 0.

Concluimos como en el lema anterior. O
También obtenemos:

Corolario 4.2. Sea F' un homeo de S que preserva orientacion y que no posee discos
atractores (i.e D disco tal que F(D) C Int(D)) y tal que N = S\ Fiz(F) es una
superficie hiperbolica conexa. Pueden encontrarse orbitas periodicas de periodo arbitra-

riamente largo si alguna de las siguientes hipotesis se satisface:
o existe un punto periodico no fijo
o Fix(F) estd débilmente enlazado

Demostracion. Cualquiera de las dos hipotesis implica que existen cuatro puntos fijos
de F 2y, 29, 23 y 24 tales que I(z1, 29, 23, 24) # 0 (Proposiciones 4.6 y 4.7 ). Ademés
I(21, 22, 23, 24) es el nimero de rotacién de z4 en el anillo A = S\ {z1, 20} para el
levantamiento que fija los antecedentes de z3, y por lo tanto el niimero de rotacion
de z3 para este levantamiento es 0. Para poder aplicar la Proposicién 2.2 solo queda
chequear que F|g\(., ..} satisface la propiedad de intersecciéon. Supongamos entonces
que existe un lazo v en A, no homotépicamente nulo, tomando digamos z; para generar
la homotopia de A, tal que es disjunto de su imagen por la restriccién de F' a A. La
componente de A\~ donde la funcién dual de v toma el maximo (o el minimo, recordar
que 7 es no trivial) tiene bordes una curva cerrada simple que es un subconjunto de
v v z1, de manera que si la miramos en la esfera, es decir agregamos z, es un disco
D. Como F|a(y) Ny = 0, o bien F(D) C Int(D) y D es un disco atractor, o bien
F~Y(D) C Int(D), en cuyo caso S\ D es un disco atractor, contradiciendo la hipdtesis

del corolario. ]
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5. La esfera

En esta seccion consideraremos un homeomorfismo F' no trivial que preserva orien-
tacion de una esfera S, y supondremos que F' no tiene puntos errantes y que posee al

menos tres puntos fijos. Probaremos el siguiente

Teorema 5.1. Cualquier componente conexa N de S\ Fiz(F) contiene puntos pe-

riodicos de periodo arbitrariamente largo.

No es dificil probar que N es fija. Tomamos z € N y tres curvas simples v;, 1 <7 < 3
que unen z con un punto z; € JN. Podemos suponer que estos arcos se cortan solo

en z. Los puntos z; son fijos por F. Sea Z = U ~;. Si N no es invariante, se tiene
1<i<3
F(Z)NZ = {21, 22, z3}. Esto es imposible si F' preserva orientacién. Sin pérdida de

generalidad, supondremos que N = S\ Fiz(F'). El teorema de traslacién de Brouwer
implica que N no es un disco. Distinguiremos dos casos, dependiendo de si N es un

anillo o una superficie hiperbélica:

Proposiciéon 5.1. Si N es hiperbolica, existen puntos periodicos de periodo arbitra-

riamente largo.

Demostracion. Podemos suponer que Fiz(F') estd débilmente desenlazado, sino, ob-
tendriamos la conclusién usando el Corolario 4.2. El mapa F|y admite un levanta-
miento canénico F al cubrimiento universal N y existe una foliacion F dindmicamente
transversal a F. Se proyecta a una foliacion F que satisface la misma propiedad:
cualquier z € N puede conectarse con F(z) por una trayectoria de F positivamen-
te transversal a F. Cualquier z € N pertenece a un loop positivamente transversal
a la foliacidén: si tomo entornos tubulares U(z), V(F(z)) entonces 2/ € U, 2" € V
implica que existe un arco positivamente transversal que une z’ con z”. Como z es
no errante, 3z € V, n > 0 tales que F"(z) € U(F~!(z)). Puedo unir entonces con
curvas positivamente transversales z con x, x con F"(x), y F"(x) con z. Se deduce
del teorema de Poincaré-Bendixon que para toda hoja ¢, el w- limite w(¢) (resp. el
a- limite a(¢)) estd contenido en una componente conexa X (¢) (resp. X _(¢)) de
Fix(F), y ademés que X, (¢) # X_(¢). Tomamos una hoja ¢ y consideramos el anillo
A= S\ (X_(¢)UX,(¢)). Diremos que las dos componentes del complemento de A en
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la esfera, X, (¢) y X_(¢) son los dos fines de A. Existe un levantamiento natural £

de F|4 al cubrimiento universal A de A que satisface las siguientes propiedades:

e cualquier preimagen de z € Fiz(F) \ (X_(¢) U X, (¢)) por la proyeccién de

cubrimiento, es un punto fijo de F'

e la superficie N es el cubrimiento universal de N = A\ Fiz(F), y F el levanta-

miento canoénico de F|y.

La foliacién F se levanta a una foliacién F en N dindmicamente transversal a F.
Observar que ¢ es una curva en A que conecta los dos fines de A, i.e. si parametrizamos
¢ con R tenemos lim;—, o ¢(t) € X_(¢) y im0 #(t) € X1 (¢). Observar también
que cualquier levantado de ¢ es una linea de Brouwer de F' y que F tiene puntos fijos

porque N no es un anillo. La Proposicién 5.1 es una consecuencia del siguiente lema:

Lema 5.1. Sea f un homeomorfismo isotopico a la identidad de un anillo abierto A y

F un levantamiento al cubrimiento universal A de A. Supongamos que:
. Q(f) =4
e [ tiene un punto fijo

e cxiste una curva ¢ C A que conecta los dos fines de A y tal que cualquier levan-

tado de ¢ es una linea de Brouwer de F'.

Entonces, existe un entero positivo n tal que T _F™ tiene un punto fijo, donde
T_1 denota la traslacion por una unidad o la izquierda. En particular, f tiene puntos

periodicos de cualquier periodo mayor que n.

Demostracion. Sea qz un levantamiento de ¢ y U una pequena e- bola entre 5 y F (5)
Como Q(f) = Ay F(¢) estd a la derecha de ¢, se tiene que existen enteros positivos n
v k tales que F™(U)N(U+k) # 0. Ademds, podemos elegir un disco U y un entero n tal
que el primer k como arriba es mayor o igual a 2: Supongamos entonces que tenemos
FrU)N(U4+1)#0.Si F*(U) C (U +1), entonces se deduce del torema de Brower la
existencia del punto fijo de T_1 F". Sino, existe x € F"(U) N (U + 1)¢. Podemos tomar

una bolita alrededor de x que esté contenida en F™(U) y una bolita més pequena
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V' adentro que quede contenida en Int(U + 1)¢ y entre 5+ 1y F(%) + 1. Entonces
W = F~(V) C U no corta su trasladado por una unidad en n iterados, y por lo tanto
necesariamente existen enteros positivos m y [ > 2 tales que F™(W)N (W +1) # (). De
ahora en més, U denota un disco entre ¢ and F (5) tal que el primer entero positivo k
con F"(U) N (U + k) # 0 para algiin n positivo, cumple k > 2. Consideremos ahora el
homeomorfismo 71 F™ . Es un levantamiento del mapa f", que no tiene puntos errantes
porque f no tiene puntos errantes (ver Lema 2.1). Ademds T_1F™"(U)N (U + k) # 0
para algin k& > 1y también T 1 F"(U) N U = (). En otras palabras, U es un disco
recurrente para adelante en el sentido del Teorema 2.6. El hecho de que F' tenga un
punto fijo implica que T F™ tiene un disco recurrente para atras. Se sigue ahora del
Teorema 2.6 que 71 F™ tiene un punto fijo.

[

Para concluir la demostracion del Teorema 5.1 basta probar la siguiente

Proposicién 5.2. Si N es un anillo, existen puntos periodicos de periodo arbitraria-

mente largo.

Demostracion. Al menos una de las componentes conexas de S\ N no se reduce a un
punto, porque asumimos que Fiz(F') tiene al menos tres puntos. La teoria de fines
primos de Caratheodory da una compactificacién natural del correspondiente fin de
N agregando un circulo ¥, tal que F|y se extiende a un homeomorfismo del anillo
semiabierto N LI ¥ que fija ¥. Tomamos dos copias y las pegamos a lo largo de X
para obtener un homeomorfismo Fjp. de un anillo abierto Ngope = N LU X LI N. Este
homeomorfismo tampoco tiene puntos errantes y admite puntos fijos. Consideramos el
levantamiento ﬁdoble que tiene una linea de puntos fijos. La restriccion a la preimagen
N de N es un levantamiento de F |n. Podemos encontrar una foliacién F en N por
lineas de Browuer que se proyecta a una foliaciéon F en N. Igual que en la proposicion
anterior deducimos que todas las hojas son errantes, y por lo tanto que la dinamica de
F es norte - sur en N. Al igual que en el Lema 5.1, las “medias lineas de Brouwer” dan
discos recurrentes para adelante de T-'F e Dara algin n > 0 y los puntos fijos de
ﬁ’doble dan discos recurrentes para atras de T-'F obes consiguiéndose un punto periédico
de Fyope de numero de rotacién 1/n, y junto con los puntos fijos de ﬁdoble se concluye

utilizando la Proposicién 2.2. O
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5.1. Minimales en el plano multiagujereado

Consideraremos en esta seccién una esfera S. Se deduce de nuestro trabajo que no

hay minimales en S\ {xy,...,x,} con n > 3.

Definicién 5.1. Un homeomorfismo F' : M — M es minimal si no existe ningun
subconjunto propio no trivial de M cerrado e invariante. Es decir, st A C M es cerrado

e invariante, entonces A=0 o0 A= M

Observacién 11. Si F' : M — M es minimal, cualquier orbita de F es densa. Fn

particular, F' no tiene puntos periddicos y Q(F) = M.

Para ver esto, basta notar que si x € M y O(z) es la érbita de z, entonces O(x) es

un cerrado invariante no vacio.
Corolario 5.1. No hay homeomorfismos minimales en S\ {z1,...,z,} conn > 3.

Demostracion. Sea M = S\ {z1,...,x,} con n > 3, y supongamos que f : M — M
es minimal. Tomando una potencia de f si es necesario, podemos extender f a un
homeomorfismo F' de toda la esfera de forma que F' : S — S fija los puntos x;,
i =1...n. Como f = F|y es minimal, se sigue que Fiz(F) = {x1,...,2,} ¥y que
Q(F) = S. Estamos entonces en las hipdtesis del Teorema 5.1, de donde se concluye
que S\ Fiz(F) contiene puntos periddicos de periodo arbitrariamente largo. Ahora
bien, S\ Fixz(F) = M, y por lo tanto f tiene érbitas periddicas, contradiciendo que es

minimal. O

Si el homeomorfismo es isotépico a la identidad, el corolario anterior se generaliza

facilmente al caso de una esfera con infinitas pinchaduras:

Lema 5.2. Si R C S es tal que S\ R es una superficie hiperbdlica conexa, entonces

no hay minimales isotdpicos a la identidad en S\ R.

Demostracion. Sea M = S\ R, y supongamos que f : M — M es un homeomorfismo
minimal isotépico a la identidad. Por el Lema 4.1, sabemos que podemos extender f a
un homeomorfismo F': S — S tal que F'|r = Idg. Deducimos como en la demostracién
anterior que Fiz(F) = Ry Q(F) = S. Concluimos como en la demostracién anterior.

O
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