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Introduccion

En este trabajo monografico presentaremos algunos aspectos fundamentales de la teoria de grupos de reflexiones,
manteniendo dos objetivos principales. El primero de ellos es estudiar las principales caracteristicas de estos gru-
pos, para luego terminar clasificAndolos y el segundo consiste en examinar la acciéon de estos grupos en el dlgebra
Rlz1,...,z,]. Esta monografia estd basado principalmente en [Hum|, aunque también se emplearon, y se sugieren, los
textos [KN] y [GB].

Con este objetivo en mente, dedicaremos el primer capitulo de este trabajo a presentar aspectos relacionados con
la teoria de los grupos de reflexiones, haciendo un fuerte énfasis en el estudio de los sistemas de raices. Ademas de los
sistemas de raices, emplearemos el concepto de sistema simple, el cual nos permitird obtener generadores minimales de
los grupo de reflexiones y mostrar que estos grupos admiten presentaciones finitas. También describiremos un dominio
fundamental para la accion de estos grupos sobre R™ y estudiaremos los grupos de isotropia de dicha accién.

En el segundo capitulo clasificaremos los grupos de reflexiones finitos, utilizando como principal herramienta los
diagramas de Dynkin. Seguidamente obtendremos una caracterizacién de los grupos de Weyl en términos de sus
diagramas de Dynkin y hallaremos sistemas de raices para todos los posibles grupos de reflexiones.

Finalmente en el tercer y iltimo capitulo nos abocaremos al estudio de la teoria de invariantes de estos grupos.
Esto consistird en dotar a un subgrupo lineal finito G de accién sobre S := R|z1,...,x,], de la cudl obtendremos el
algebra S¢ consistente de los polinomios invariantes por G. Mostraremos que S es libre como algebra si y sélo si G
es un grupo de reflexiones, y en este caso veremos que S es generado por polinomios homogéneos algebraicamente
independientes, cuyos grados tienen importantes propiedades aritméticas.



Capitulo 1

Grupos de reflexiones

El objetivo de este capitulo es introducir los grupos de reflexiones, junto con algunos de los conceptos més impor-
tantes asociados con su teorfa. Nuestra principal herramienta serd una buena eleccién de vectores (“raices”) ortogonales
a los hiperplanos de reflexién (1.2). Un conjunto de raices simples (1.3) nos provera de un generador eficiente del grupo
(1.5), el cual también nos brindard una presentacién bastante simple de los grupos de reflexiones (1.9). La tltima parte
del capitulo estara abocada a un ntimero de tépicos geométricos, todos los cuales involucran los subgrupos parabdlicos
(1.10), como por ejemplos: el polinomio de Poincaré (1.11), los dominios fundamentales (1.12) y el complejo de Coxeter
(1.15).

1.1. Reflexiones

Definicién 1.1. Sea V un espacio vectorial real con producto interno. Una reflezidn sobre V' es un operador ortogonal
s que mapea un vector no nulo « en su opuesto mientras que fija puntualmente H, := {a}l.

Observacién 1.2. La reflexion s queda totalmente determinada por «, puesto que V= Ra ® H,, y por lo tanto
escribiremos s, en lugar de s para indicarlo. Es claro que s, = S.o para todo ¢ € R no nulo, que s2 = id (s, tiene
orden 2 en O(V), los operadores ortogonales de V) y ademds que

2(\ )
5 N) =X — —"—"La

W= T
Otra forma de caracterizar a s, es como el tnico operador ortogonal cuyo subespacio propio de valor propio 1 es H,,
o como el tinico operador ortogonal diagonalizable cuyo subespacio propio de valor propio —1 es Ra.

Definicién 1.3. Un grupo de reflexiones finito, o simplemente grupo de reflexiones, es un subgrupo finito W de O(V)
generado por (sus) reflexiones.

El objetivo de este texto es clasificar y describir tales grupos, ademéas de presentar un breve estudio sobre sus
polinomios invariantes (véase capitulo 3). Antes de tal tarea presentemos algunos ejemplos:

1. Los grupos diedrales D,, con n > 3

Los movimientos del plano que estabilizan un poligono regular con n arista constan de n rotaciones y n reflexiones
por sus ejes de simetria. En cada rotacién el centro de la misma coincide con el centro del poligono y su dngulo es
un maultiplo de 27” Si n es impar, cada eje de simetria conecta el punto medio de una arista al vértice opuesto. Si
n es par, hay 5 ejes de simetria conectando los puntos medios de aristas opuestas y 5 ejes de simetria conectando
vértices opuestos.
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REFLEXIONES

En cada caso hay n ejes de simetria, siendo un miltiplo de 7 el dngulo entre dos ejes consecutivos, y 2n

movimientos del poligono. Las rotaciones y reflexiones asociadas forman el grupo diedral D,,, que resulta ser un
grupo de reflexiones por estar generado por sus reflexiones como veremos ahora.

En efecto, posicionando el centro del poligono en el origen del plano y uno de los vértices en el semieje positivo
de Oz, podemos describir matricialmente estos movimientos como:

S, = (cos (Z%’;) sen (2’2’7’“’2 > R, = (cos (%) —sen g?))
c . e T T . s

sen (478)  —cos (377) sen (478)  cos (47)
donde k =0,...,n—1, Sk es la reflexién a lo largo del eje de simetria que forma un dngulo de %’“ con el semieje
positivo de Ox y Ry es la rotacién antihoraria de angulo % Para terminar de probar que es un grupo de
reflexiones el lector podra verificar que se cumplen las siguientes relaciones:

SiSj = Ri—j, R =R, s, RiS; = Sitj, SiRj = Si—j, RiRj = Riy;.

K3

Veremos en el teorema 1.10 que estos son esencialmente los tinicos grupos de reflexiones del plano.

. El grupo de simetrias A,, con n > 1

El grupo de permutaciones S, 1 puede ser realizado como un subgrupo de O(n + 1,R), las matrices (n + 1) x
(n+1) ortogonales, de la siguiente forma. Hacemos actuar una permutacién de S, 1 sobre R"*! permutando los
subindices de la base canénica ey, ..., e,41, i.e. 0(e;) = e5;. Luego una transposién (ij) define una reflexién ya
que mapea e; —e; en su opuesto y fija su complemento ortogonal. Dado que S,41 es generado por transposiciones,
reflexiones bajo este punto de vista, resulta ser un grupo de reflexiones. Considerando S,, 1 de esta manera como
subgrupo de O(R™*1), no es dificil de probar, y se deja como ejercicio para el lector, que las tinicas reflexiones
en S,4+1 corresponden a transposiciones.

El grupo S,;1 actia en R"™! como se describié arriba, pero ademés es claro que dicha accién deja fijo el
subespacio generado por e + -+ 4 e,41 y por lo tanto actia en su complemento ortogonal (de dimensién n) sin
dejar puntos fijos salvo el nulo. Llamaremos A,, a S,11 visto como subgrupo de O(R"™), bajo la identificaciéon
antes establecida. El subindice n es para indicar que A,, actia esencialmente sobre un espacio de dimension n,
ver definicién 1.4.

. B, conn>2

Sea el grupo B, := Zj X, Sp,m > 2, donde la accién de S, sobre Z3 es dado por el mapa ¢ : S, —
Aut(Z3), 0(0)(e1,---,6n) = (Eo(1)s---1Ea(n))- La accién de este grupo sobre R™ es dada por: S, permuta las
coordenadas, mientras que Z% les cambia el signo. Luego, B,, resulta ser un grupo de reflexiones, ya que esta
generado por las transposiciones de S, y los €; de Z%, que resultan ser reflexiones sobre R". Por lo tanto tenemos
las reflexiones s;_; de S, que permutan e; con ej, las reflexiones s; de Z3 que le cambian el signo a e; y por
ultimo aparecen las s;4; que permutan e; con e; y ademas cambian sus signos.

A diferencia de A,,, es claro que esta accién es esencial sobre R™.
. D,conn>4

Sea 7 : Z% — {0,1} el mapa 7(e1,...,6,) = >, e; y H = ker(7). Dado que H tiene indice 2 en Z%, se verifica que
|H| = 2"~', ademés no es dificil de probar que H ~ Z5~'. De manera anéloga a B,,, definimos D,, := H X Sh,
donde la accién de S,, sobre H estd dada por el mapa ¢ : S,, — Aut(H), p(0)(e1,...,6n) = (Ea(1) - -1 Ea(n))-
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Como By, €l grupo D,, grupo actia sobre R™ con S,, permutando las coordenadas mientras que, a diferencia de
B,,, H les cambia el signo a una cantidad par de coordenadas. Luego, con las notaciones de B, el grupo D,
s6lo contiene las reflexiones s;_; ¥ s;44, ya que s; slo le cambia el signo a una coordenada. También como B5,,,
el grupo D,, es esencial sobre R"™.

El interés geométrico de los grupos de reflexiones es que se presentan frecuentemente como grupos de simetrias
de ciertos politopos. Por ejemplo, como observamos D,, es el grupo de simetrias de un poligono regular de n lados.
Si consideramos el n—cubo I"™ definido como I™ = {>""" | ¢;e; : |¢;| < 1}, entonces el grupo de simetrias de I™ es el

grupo B, = Z% x S,, donde S,, actiia permutando {ej,...,e,}, mientras que Z3 actia como un cambio de signo
sobre {e1,...,e,}. También podemos considerar el n—simplejo A, = {> c;e; : ¢; >0, ¢; = 1} en R™*L resultando
entonces que su grupo de simetrias es 4,, = Sp41.

De ahora en adelante consideraremos la accién de un grupo de reflexiones W sobre V' como la accién dada por
w - A= w(A) = wA. Es claro que esta accién ademéds es una representacion de W sobre V.

Definicién 1.4. Si W es un grupo de reflexiones que acttia sobre V', decimos que la accién es esencial relativa a V
si la accion de W en V no deja vectores fijos salvo el nulo; i.e. si w\ = A para todo w € W, entonces A = 0.
Es claro que si W acttia en V' entonces W es esencial en el complemento ortogonal de sus vectores fijos.

1.2. Sistemas de raices

De ahora en adelante denotaremos por W a un grupo de reflexiones actuando sobre un espacio euclideo V.

Para entender la estructura interna de W como un grupo abstracto, primero exploraremos la manera en la cual W
actia sobre V. Cada reflexion s, € W determina a hiperplano reflectante H, y una recta L, := Ra ortogonal a él. El
siguiente resultado muestra que W permuta la coleccién de tales rectas.

Proposicién 1.5. Seat € O(V) y a € V no nulo, entonces tsat~ = s1o. En particular, siw € W, entonces S0 € W
sty solo si so € W.

Demostracién. Claramente ts,t~! mapea ta en su opuesto, por lo tanto sélo resta ver que deja fijo puntualmente Hy,.
Como X € H, siy sblo si tA € Hyy, ya que (A, ) = (tA, ta), deducimos que (tsat_l) (tA) =tsgA =tAsi A€ H,. O

Observacién 1.6. Nétese que W permuta las rectas Ly, donde s, varfa dentro de W, via w(Ly) = Ly Esta accién
no resulta ser transitiva en general: por ejemplo, si consideramos el grupo Dy, entonces las rectas L, son las rectas
generadas por el origen y los puntos (1,0),(1,1),(0,1),(1,—1), y los elementos de D4 no permutan rectas contiguas.

Por otra parte, observemos que sélo las rectas L, quedan determinadas por W, y no los propios vectores «. Sin
embargo, si consideramos los pares de vectores unitarios de tales rectas, entonces obtenemos un conjunto estable por
la accion de W. Ademas la condicién de que los vectores tengan igual longitud no es necesaria, como lo muestran los
4 vectores del ejemplo de arriba junto con sus opuestos. Es este tipo de configuracién geométrica es la que nos serd de
utilidad para la clasificacién de los grupos de reflexiones.

Definicién 1.7. Decimos que ¢ un conjunto finito de elementos no nulos de V' es un sistema de raices si satisface:
1. ® NRa = {a, —a} para todo « € P,
2. 5,® = ® para todo a € P.

A los elementos de un tal conjunto los llamaremos raices.

Dado que ® es finito y s, es biyectivo para todo a € @, la segunda condicién puede ser sustituida por: s,(8) € ®
para todo a, 8 € ®. Més atin, como s,(a) = —a tenemos que ¢ = —P.

Un sistema de raices es una reformulacién de, en términos de algebra lineal, del concepto de grupo de reflexiones.
Maés precisamente, es una traslacién al algebra lineal de la configuracién geométrica formada por las hiperplanos
asociados con un grupo de reflexiones. Esta traduccion es extremadamente importante, ya que el uso de algebra lineal
nos permitird estudiar los grupos de reflexiones con mucha eficiencia.
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Observacién 1.8. Dado un grupo de reflexiones W definimos @y := {a : ||| = 1,54 € W}. Es claro que @y es un
sistema de raices y diremos que es el sistema de raices asociado a W. Mas en general, diremos que ® es un sistema
de raices para W si: @ es un sistema de raices y el grupo We generado por {s, : o € ®} coincide con W.

El grupo W resulta ser un grupo de reflexiones ya que estd generado por reflexiones y es finito puesto que los s,
y por lo tanto los elementos de Wy, dejan fijos el complemento ortogonal de ® mientras que permutan los elementos
de ®.

Ademas, como W y Wsg,, comparten las reflexiones s,, se concluye que coinciden y por lo tanto cada grupo de
reflexiones W puede obtenerse por medio de un sistema de raices. Observar que todo grupo de reflexiones W puede
obtenerse por medio de mas de un sistema de raices. En efecto, si ® es un sistema de raices para W, entonces 2®
también lo es. De hecho, en la observacién 1.56 veremos que la principal diferencia entre dos sistemas de raices de W
es la longitud de sus vectores.

Observacion 1.9. La definicion tradicional de sistema de raices, procedente de la teoria de algebras y grupos de
Lie, difiere un poco de la definicion dada en 1.7. Para evitar confusiones, diremos que un sistema de raices ® es
cristalogrdfico si satisface la condicién adicional:

2
M € 7, para todo a,f € .

(8,8)
Estos enteros son llamados los enteros de Cartan. Veremos en la proposicion 1.25 que para verificar la condicién de
cristalografia sobre un sitema de raices ®, alcanza con verificarla sobre un conjunto mas pequefio. Dado un sistema de
raices cristalografico ®, el grupo de reflexiones W generado por las raices s,, con o € @, se lo conoce como el grupo
de Weyl de ®. Es por este motivo que historicamente se denota a los grupos de reflexiones por la letra .

El efecto de esta condicién adicional sobre ®, es asegurar que s, () se obtiene de § sumando un multiplo entero
de «. Entre otras propiedades, la condicién de cristalografia es equivalente a la existencia de un reticulo L C R"™ tal
que wL = L para todo w € W y en particular podemos ver a W como un subgrupo de GL,(Z).

Durante este texto nos dedicaremos principalmente al estudio general de los grupos de reflexiones, y recién en la
seccién 2.5 nos centraremos mas en los grupos de Weyl.

Cerremos esta seccion probando que los tnicos grupos de reflexiones esenciales del plano son los diedrales. Este
resultado nos sera de utilidad dentro del siguiente capitulo, en la clasificacién de los grupos de reflexiones.

Teorema 1.10. Los tnicos grupos de reflexiones esenciales sobre R? son los grupos diedrales.

Demostracion. Es sabido que los operadores ortogonales de R? son reflexiones y rotaciones, y que las reflexiones
son aquellos operadores de determinante 1 mientras que las reflexiones tienen determinante —1. Supongamos que
W C O(R?) es un grupo de reflexiones y consideremos el mapa detjy : W — {£1}, luego ker(det)y) consiste en el
grupo de las rotaciones de W.

Si W tiene n rotaciones, incluyendo a la identidad, entonces el grupo de las rotaciones en W es un grupo isomorfo a
Zy,. En efecto, si consideramos el dngulo de estas rotaciones entre 0 y 27 y una rotacion 7 de angulo minimo, entonces
r genera las demads rotaciones. Si g € W una rotacién que genera las otras rotaciones, tenemos que r( tiene orden n,
y por lo tanto el angulo de esta rotacién es %TW con n y k coprimos. Luego, si tomamos un entero m tal que mk =1
(méd n), se satisface que r{* € W es una rotacién de dngulo 27—? Como este es el minimo angulo que puede tener una
rotacion en W, podemos deducir que r es una rotacién de angulo 27”

Dado que det|y es sobreyectivo, puesto que tenemos por lo menos una reflexién en W, entonces el subgrupo de la
rotaciones tiene indice 2 en W y tenemos que el orden de W es 2n, n rotaciones y n reflexiones. Veamos ahora que W
consta de los movimientos que estabilizan un poligono regular de n lados, y en particular que es el grupo diedral D,,.

Consideremos ® = {a € R? : 5, € W y ||a]| = 1}, es claro que ® es un sistema de raices de W y que consta de 2n
rafces, 2 raices por cada reflexion de W. Si o € ® es una raiz, entonces P = {r¥(a)} C @ es un poligono regular de
n lados. Es claro que las rotaciones de W' y las reflexiones s, con v € P, estabilizan a P. Sea ahora g € ® \ P. Dado
que det(sgss) = 1, entonces sgs, es una rotacién y por lo tanto: sg = 57" para algtn k. Luego, deducimos que 53
también estabiliza al poligono P, puesto que ya habiamos observado esto para s, y . O

1.3. Sistemas positivos y simples

Dada la equivalencia entre sistemas de raices y grupos de reflexiones observada anteriormente, abordaremos el
estudio de los grupos de reflexiones por medio de los sistemas de raices. Para un sistema de raices ® C V' de W, hemos
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visto que W es el grupo generado por por todos los s, con o € ®. El principal inconveniente de utilizar los sistemas
de raices como herramienta para la clasificacion de los grupos de reflexiones, es que el orden de ® puede llegar a ser
bastante més grande comparado con la dimensiéon de V. Por ejemplo, cuando W es un grupo diedral, ® puede tener
tantos elementos como Wy sin embargo dim(V) = 2.

Para tratar con este problema buscaremos un subconjunto de ® linealmente independiente, del cual ® pueda ser
reconstruido (ver lema 1.22). A un conjunto con estas caracteristicas lo llamaremos sisterna simple.

Definicién 1.11. Llamaremos a A C ® un sistema simple, y a sus elementos raices simples, si A es una base del
subespacio generado por ® y cada raiz a € ¢ es una combinacién lineal de A con coeficientes todos del mismo signo,
i.e. todos no negativos o todos no positivos. A las reflexiones s, con o € A, las llamaremos reflexiones simples.

De esta manera cada sistema simple A particiona a ® en dos conjuntos de raices, aquellos que son combinacién
lineal positiva de A y los otros, que son combinacién lineal negativa de A. Observar que estos dos conjuntos tienen
%@ elementos, ya que para todo o € ¢ tenemos —«a € P.

Nuestro siguiente objetivo es definir lo que es un sistema positivo, lo cual podriamos definirlo como el conjunto de
raices que son combinacién lineal positiva de A, pero optaremos por definirlo de una manera diferente, aunque, como
veremos mas adelante, equivalente.

Definicién 1.12. Dado un R espacio vectorial V', diremos que un orden < en V' es un orden total si es transitivo y
satisface

1. Para todo A, i € V sdlo una de las premisas A < p, A = u, u < A se satisface,
2. Para todo A\, u,v € V : u < v entonces u+ A < v+ A,
3. Sip<vycéeRentonces cu < cv si ¢ > 0 mientras que cp > cv sic < 0.

Dado un tal orden diremos que A € V es positivo si 0 < A, andlogamente definimos vectores negativos. Es claro
que el conjunto de vectores positivos es cerrado por suma y por multiplicaciéon de escalares positivos.

Tales érdenes ademés son féciles de construir puesto que podemos tomar una base ordenada A = {\1,...,\,} de
V' y adoptar el correspondiente orden lexicografico, i.e. > a;\; < > b;\; si ap < by, con k es el menor indice para el
cual a; # b;. Observar que con este orden todos los \; resultan positivos.

Definicién 1.13. Dado un sistema de raices @, diremos que IT C ® es un sistema positivo si consiste de todas aquellas
raices positivas con respecto a algtin orden total.

Andlogamente definimos sistemas negativos y puesto que las raices vienen de a pares {«, —a}, se tiene que todo
sistema de raices se puede escribir como unién disjunta de un sistema positivo y uno negativo. Cuando II esté fijo, y
el correspondiente orden total también, escribiremos a > 0 en lugar de « € II.

El siguiente lema es una restricciéon geométrica que jugarda un rol importante en la clasificacién de los grupos de
reflexiones: si tenemos un sistema simple y « es una de sus raices, entonces las restantes raices se hallan dentro del
semiespacio opuesto a o determinado por Hy,.

Lema 1.14. Si A es un sistema simple en ®, entonces (o, ) < 0 para todo o # 3 en A.

Demostracion. Si {a, ) > 0, entonces

salB)= LB+ Rl ac o
>O _

<0

Lo que resulta absurdo ya que A es un sistema simple y las combinaciones linales son todas con coeficientes del mismo
signo. O

De ahora en adelante nos reservaremos las notaciones A, Il y ® para referirnos a sistemas simples, positivos y de
raices respectivamente.

Al contrario de los sistemas positivos, no es evidente la existencia de sistemas simples, pero el siguiente teorema
establece una biyeccién entre estas clases de conjuntos.

Teorema 1.15. 1. Si A es un sistema simple en ® entonces existe un unico sistema positivo de ® que lo contiene,
en particular existe un orden total (que no es dnico en general) para el cual las raices simples de A son positivas.
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2. Todo sistema positivo II de ® contiene un unico sistema simple, en particular los sistemas simples existen.

Demostracion. 1. Si A estd incluido en un sistema positivo I1, entonces todas las combinaciones lineales no negativas
de A deben estar en I y sus opuestas no pueden estar en II. Por lo tanto podemos caracterizar a II como las
combinaciones no negativas de A. Para probar que dicho sistema positivo existe basta con extender A a una
base ordenada de V' y luego definir el orden lexicogréafico en esta base como arriba.

2. Probemos primero la unicidad. Supongamos que tenemos un sistema simple A en II, luego podemos caracterizar
a A como el conjunto de las raices a € I que no se pueden escribir como combinacion lineal de por lo menos dos
raices de II con coeficientes estrictamente positivos. En efecto, supongamos que a € A se escribe como @ = A+ g
con A, pu € IL. Luego A = Y e,y y p= )Y cly concy,c, >0y v €A, y usando el hecho que A es linealmente
independiente y que R{a} I = {a} llegamos a un absurdo.

Reciprocamente, siempre podemos expresar a a como combinacién positiva de A y si o no se puede obtener
como combinacién estrictamente positiva de raices positivas, deducimos que esta combinacién es de una sola
raiz. Luego a € A. Esto prueba la unicidad de A, ya que hemos caracterizado a A como un conjunto de II.

Veamos ahora la existencia. Sea A C II un conjunto minimal con la propiedad de que cada raiz de II se obtiene
como combinacién lineal no negativa de A (lo que no quita a que alguna raiz de II se exprese de otra manera).
Claramente dicho conjunto existe, s6lo debemos probar que es linealmente independiente. Esto tltimo serd una
consecuencia de que

(a, B) < 0 para todo o # 8 en A.

Observar que gracias al lema 1.14 esta desigualdad seria una consecuancia inmediata, si supieramos que A ya
es un sistema simple. Asumiendo la desigualdad anterior, supongamos que ) A o = 0 con algin co # 0
y reescribdmosla como o := Y bgf = > ¢y, donde la suma se tomé sobre conjuntos disjuntos de A y los
coeficientes son positivos. Entonces o > 0y

0<{o.0) = (D638, Y er) = D bse, (B,7) <0

Esto fuerza a ¢ = 0, lo que es absurdo y por lo tanto A debe ser linealmente independiente. Veamos que se

verifica la desigualdad. Supongamos por absurdo que fallara para algiin par a, 8 € A, luego s,(8) = 8 — ca con
2(B,)

(ov,cx)

c= > 0. Como s,(8) € ®, entonces él o su opuesto debe estar en II.

Si sa(B) € 11, se tiene que sq(B) = >_. ca ¢4y con ¢y > 0. 511 —cz >0 (cg < 1) tenemos que

sa(B) =B —ca=csB+ Y ey,
v#B

por lo tanto (1 — cg)B, y consecuentemente (3, es combinacién lineal no negativa de A\ {8}, contradiciendo la
minimalidad de A. Si ¢g > 1 tenemos que 0 = (cg —1)B +ca+ 3. .5 ¢y, lo que resulta absurdo ya que es una
combinacién lineal no negativa de raices positivas y por lo tanto resulta ser positiva por la definicién de orden
total. Luego s, (f) no puede ser positiva.

Un argumento similar muestra que s, () tampoco puede ser negativa, aqui discutiendo si c+c¢, > 00 c+co <0,
lo que termina la prueba.
O

El cardinal de cualquier sistema simple es un invariante de ®, ya que es la dimensién del subespacio que genera en
V. Esto motiva la siguiente definicién:

Definicién 1.16. Si W un grupo de reflexiones, llamaremos rango de W (rg(W)) al cardinal de cualquiera de sus
sistemas de simples.

Resulta entonces que D, tiene rango 2 mientras que A,, tiene rango n. Veamos a continuacién una manera explicita
de construir un sistema simple para estos grupos.

Ejemplo 1.17. En el caso de Dy, el angulo entre cualquier par de raices es un multiplo de -, y podemos con una
raiz « cualquiera y una raiz [ adyacente a —q, como en la figura, formar un sistema simple de raices. En efecto, este
conjunto es linealmente independiente y las demés raices son combinacion lineal positiva o negativa de éstas.
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v

s

Observemos también que cualquiera que sea la eleccién de las raices simples el 4ngulo entre ellas serd de m — 7.

Esta pequena observacion nos serd de mucha utilidad préximamente.

Ejemplo 1.18. Las reflexiones de A,, son las reflexiones s;; con respecto a e; —ej coni,j=1,...,n+1ei# j, como

mencionamos cuando definimos A,,. Luego un sistema simple de raices de A,, es A = {e; — ea,€9 —€3,...,€, — €pt1},

ya que es linealmente independiente y todas las raices o sus opuestas son combinacién lineal positiva de éstas. En

efecto, si ¢ < j, entonces e; —e; = (e¢; —€;41) + -+ (e;_1 +¢€; si 7 > j se tiene que —(e; — e;) es combinacién
’ ’ J + J il J

lineal positiva de A.

1.4. Conjugacion de sistemas simples y positivos

Dado w € W y A un sistema simple de ®, con su correspondiente II sistema positivo, entonces wA es otro sistema
simple, con wlIl como sistema positivo. En efecto, wA sigue siendo una base de R® y mantiene la condicién de que
las raices sean combinacién lineal con coeficientes del mismo signo ya que w permuta las raices. Los siguientes dos
resultados probardn ademds que esta accién es transitiva, i.e. que dados dos sistemas simples A y A’ (resp. sistemas
positivos IT y IT'), existe w € W : A = wA’ (resp. wIl = 1IT').

Dado que los elementos de W son operadores ortogonales, este resultado ademas muestra que la “distribucién
geométrica” de los sistemas simples y positivos es caracteristica del grupo W.

Proposicién 1.19. Sea A un sistema simple contenido en el sistema positivo II. Si o € A, entonces so (I {a}) =
I\ {a}.

Demostracion. Sea € I1'\ {a}, luego B = }° A ¢4y con ¢, > 0. Dado que R{a} NI = {a}, tenemos que ¢y, > 0
para algun vy # «. Aplicando s, a ambos lados obtenemos:

sa(ﬁ):B—ca:Zc.ﬂ—ca: Z Y+ (ca —c)ae®

yeA yEA\{a}

que es una combinacién lineal de A con ¢, > 0 y como todos los coeficientes tienen el mismo signo, deducimos que
sa(B) debe ser positivo. Si s4(8) = a, entonces 8 = $454(0) = Sa(a) = —a & II. Luego s, mapea II\ {a} en si mismo
inyectivamente y por lo tanto biyectivamente, dado que II'\ {a} es finito. O

Aunque esta proposicion es clave para el siguiente teorema, este resultado serd de utilidad en repetidas ocasiones
para distinguir cuando una raiz es una raiz simple « dada, ya que « es la tnica raiz positiva que se hace negativa por
Sa-

Teorema 1.20. Cualquier par de sistemas positivos (resp. simples) en ® son conjugados por la accién de W, i.e. si

I II" C @ son dos sistemas positivos (resp. si A y A’ son sistemas simples), entonces existe w € W tal que w(IT) = I’
(resp. w(A) = A').

Demostracion. Sean II y II' dos sistemas positivos, entonces cada uno tiene la mitad de las raices de ®. Procedamos
por induccién en r = |IIN —IT'|. Si r = 0 luego II = IT' y basta tomar w = id € W. Si r > 0, entonces A, el sistema
simple de II, no puede estar contenido en IT ya que entonces IT = IT". Luego como ® = II'U —II' podemos elegir o € A
con o € —II'. La proposicién anterior asegura que

[so M NI = [({—a} U\ {a}) N -TI'| =r -1

or hipétesis inductiva aplicada a s,II y Il tenemos w € W para el cual w (s II) = IT'. O]
yp p p y p



1.5. GENERACION POR REFLEXIONES SIMPLES

1.5. Generacion por reflexiones simples

En la definicién original de grupo de reflexiones pediamos que W fuese generado por el conjunto de reflexiones
que contiene. En esta seccién probaremos que para generar W alcanza con considerar el conjunto de las reflexiones
simples, y que ademas éste es un generador minimal.

Definicién 1.21. Sean A un sistema simple de &y g€ . Si =" cq definimos la altura de § relativa a A

como ht(8) =Y cq.

Si bien esta definicién depende del sistema simple elegido esto no habra de causar confusiones posteriores ya que
trabajaremos con un sistema simple fijo. Ademds es claro que ht(8) = 1si 8 € A.

aEA

Lema 1.22. Dado A, para todo € ® existe w € W :wf € A, i.e. & =WA. Mds atin, w es producto de reflexiones
simples.

Demostracion. Sea W' el subgrupo de W generado por los s,, con « una raiz simple. Sea 8 € II y consideremos
W’BNII. Este conjunto es no vacio, ya que contiene a (3, y por lo tanto podemos considerar una raiz v € W’/gN1II de
altura minima con respecto a A.

Probemos que v € A. Siy = Y7 A catx cOn cq > 0, entonces 0 < (y,7) = > cq (7, ) y por lo tanto (y,a) >0
para algin a € A. Si v = « estd y de lo contrario se considera s, () que resulta positiva por la proposicién 1.19. Como
sa () se obtiene de v sustrayendo un multiplo positivo de «, entonces ht (s, (7)) < ht(y). Pero so(y) € WS NTII, ya
que s € W'y v =wf con w € W', contradiciendo la minimalidad de 7. Luego v = «.

Sea ahora 3 € —II, entonces tenemos w € W’ tal que w(—f8) = a € A y por lo tanto s, (w(B)) = so(—a) € A. O

Teorema 1.23. Sea A un sistema simple de W, entonces W es generado por las reflexiones simples s, con o € A.

Demostracion. Como en el lema anterior, sea W’ el grupo generado por las reflexiones simples. Nétese que en el mismo
lema hemos probado que la W/—6rbita de una raiz 3 cualquiera contiene una raiz simple de A, y por lo tanto ® = W’A.

Sabemos que W es generado por los sz con 3 € @, luego podemos obtener un w € W’y o € A tales que § = wav.
Ahora por la proposicién 1.5 tenemos que ws,w ™! = s,4 = 85 y por lo tanto los s, con o € A generan W. O

Lema 1.24. Dado un sistema simple A, entonces ningin subconjunto propio de él gemera W. Es decir A es un
generador minimal.

Demostracion. Supongamos que o € A es tal que 5o = Sq, * - Sq, €ON S F So, para todoi =1,...,r. Luego tenemos
que:
a = So(—a) =84, Sa, (—).

Pero si desarrollamos a = s, - - 84, (—) tendremos que es « es —a més una combinacién lineal de los —q;, lo que es
absurdo ya que {a,a;...a,.} C A es linealmente independiente. O

Veamos ahora que para probar la condicién de cristalografia (ver observacién 1.9) sobre un sistema de raices @,
alcanza con verificarla sobre el sistema simple A C ®.

Proposicién 1.25. Sean ® un sistema de raices y A C ® un sistema simple. Si para todo o, f € A se satisface:

2 (e, B)

(o, )

€z,

entonces ® es un sistema de raices cristalogrdfico. Mds atn, cada raiz de ® es una Z—-combinacion lineal de raices de

A.

Demostracion. Sea p € @, del lema 1.22 podemos obtener a, aq,...,a, € A tales que g = Sq, -+ 84, (). Dado que
2<<aaa5>> € Z para todo «, 5 € A, desarrollando la igualdad anterior obtenemos que

= Sa; * Sa, () = Sa; + Sa,_ (O + 2p04) = Say = Sa,_y (0 + 2p0p + 2p10_1) = -+

con z; € Z. Por lo tanto, todas las raices de ® son Z-combinaciones lineales de A.

Sean p,n € ¢ y veamos, con tres posibles casos, que % e Z.
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1. Supongamos que n = f es una rafz simple, entonces =3y, z;a; con z; € 7, de donde deducimos que

a; EA

e Z.

2(p, ) _ 3 Zi2<04iaﬂ>

(B, 8) (8,8)

a; EA

2. Supongamos ahora que p = « es simple. Por el lema 1.22 tenemos w € Wy g € A tales que n = w(f3) y de la
proposicion 1.5 deducimos que s, = 5,8 = wsgw™t. Luego

2 (v, m) -1 ~1 2(w™'(a), B) 2 (w™(a), B)
— =sy(a) =wsgw” (a)=w|w (o) - ——F 0| =a— n.
(o o) =) SN 5.6)
A . 2(w"(@),8) . 2an) _ 2(w H(@),8)
Como S es una raiz simple deducimos que ——@a € Z, ademas es claro que oy = NI

3. Finalmente, en el caso en que ninguna de las raices p y n son simples, podemos proceder de manera analoga al

primer caso y concluir, usando el segundo, que % e 7.

O
Proposicién 1.26. Si 3 € I\ A entonces ht(3) > 1.

Demostracion. Como en la prueba del lema 1.22, tenemos una raiz simple v € W5 N1l de altura minima. Luego
ht(8) > ht(y) = 1, por lo tanto para probar la desigualdad estricta alcanza con probar que existe a € A tal que

ht (s4(8)) < ht(B). Dado que s,(8) = — Ha.B) a, es suficiente con ver (a, 8) > 0 para algin oo € A. Supongamos por

(o,c)

absurdo que (o, 8) < 0 para todo a € A y escribamos =3

aeA Calt CON Cq > 05 luego

0<(8,8) =) cala,B) <0,

a€A
por lo que 8 = 0, lo que resulta absurdo. O

Observacién 1.27. Esta tltima proposicién tiene una interpretacién geométrica sencilla, las raices no simples de ®
(con respecto al sistema simple A) quedan fuera de la clausura convexa de A U {0}. En otras palabras, dentro de la
clasura convexa de un sistema simple las tinicas raices que pueden hallarse son las simples.

1.6. La funcién longitud

Habiendo visto que W es generado por alguna de sus reflexiones, probaremos en la seccién 1.9 que W, visto como
grupo abstracto, se presenta usando estos generadores y relaciones adecuadas. Estas relaciones no son mas que

(Sasﬁ)m(aﬁ) =1,

para todo «, 8 € A, donde m(«, B) denota el orden del s,ss en W. Por lo tanto estas evidentes relaciones determinan
completamente a W.

Recordemos que por presentacion de un grupo G, se entiende un conjunto S y un subconjunto R del grupo libre
Fs generado por S, tal que G es isomorfo a Fg/N, siendo N C Fg el grupo normal generado por R. En nuestro caso
S=AyR={(sas5)™") 1,8 € A}

Antes de obtener esta presentacion de W, debemos estudiar méas a fondo la manera en la cual un w € W arbitrario
se puede descomponer como producto de reflexiones simples. Este sera el contenido de esta seccion y la siguiente.

Definicién 1.28. Sean A C & y w € W, luego w = s1---5, con s; = s,, para algin a; € A. Definimos la longitud
l(w) de w (relativo a A) como el menor de los r para el cual dicha expresién existe, y llamaremos a una de estas
expresiones reducida. Convendremos que /(1) = 0.

Observacién 1.29. Claramente [(w) = 1 si y sélo si w = s, para algin o € Ay [(w) =1 (w™!) ya que los s, tienen
orden 2. Otra propiedad sencilla de la funcién longitud es que det(w) = (fl)l(w), puesto que el determinante de una
reflexién es —1. De esto se sigue que l(ww') y I(w) + I(w’) tienen la misma paridad y por lo tanto si @ € A, tenemos
que I(sqw) es l(w) + 1 o l(w) — 1.

10
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Definicién 1.30. Dado un sistema positivo IT y w € W, definimos II(w) = HNw~!(=11) y n(w) = |TI(w)|, que no es
nada mas que la cantidad de raices positivas hechas negativas por w.

Observar que n(w) =n (w™!') ya que HNw™(~II) = w™! (wll N —II) = —w~! (ILNw(—1I)), que tienen la misma
cantidad de elementos que II N w(—1II).

Mostraremos en la siguiente secciéon que I(w) = n(w), siendo el caso en el que w = s, con o € A, el contenido de
la proposicién 1.19.

Lema 1.31. Sea o € A y w € W, entonces

() > 0 & n(wsy) =n(w) + 1.
1

-1

)
(o) < 0 e n(wsy) = n(w)
(

1 =

1. w
2. w .
3. wH(a) > 0 < n(sqw) =n(w) + 1.
4. wl(a) <0 n(sqw) = n(w) - 1

Demostracion. Observar que los reciprocos son una consecuencia inmediata de los enunciados directos. Por lo tanto,
alcanza sé6lo con probar las implicancias directas.
Si wa > 0, entonces IT(ws,,) es la unién disjunta de s,II(w) y {a} gracias a la proposicién 1.19. En efecto,

M(wsa) =N sqw™ (—11) = s (seldNw ™' (=II)) = 5o ({—a} UL\ {a}) Nw ™' (-1I)) = s,11(w) U {a}.

Si wa < 0, el mismo resultado implica que s,II(wsy) = II(w) \ {a}, donde « ¢ II(w). Esto prueba 1. y 2. y para

obtener 3. y 4. basta con reemplazar w por w~! y usar el hecho que n(w='s,) = n(sqw). O

Corolario 1.32. Siw € W se escribe como producto de reflexiones simples w = sy -+ s, entonces n(w) < r. En
particular n(w) < I(w).

Demostracion. Como construimos la expresién de w en r pasos, entonces el valor de n(w), inicialmente 0, puede
incrementarse a lo sumo de a 1 en cada paso por el lema anterior. O

1.7. Condiciones de eliminacion e intercambio

El siguiente resultado muestra como una expresién de w puede reducirse si es que atin no estd reducida. Observemos
que dada una expresiéon no reducida de w, de ser posible una reducciéon de dicha expresién, entonces esta reduccion
deberia darse por una cantidad par de reflexiones, ya que el determinante de una reflexién es —1.

Teorema 1.33. Fijemos un sistema simple A. Sea w = $1--- 5, una expresion de w como producto de reflexiones
simples, con s; = s, y posibles repeticiones. Si n(w) < r, entonces existen indices 1 <i < j <r que satisfacen:
1. Q; = $i+1 e sj_l(aj),

2. Siy1Sit2- -+ S; = SiSit1- - Sj—1. En particular w=sy---5;---5;--- s, donde ~ denota omisidn.

Demostracion. 1. Si s1---sj-1(a;) > 0 para todo j < r, entonces aplicando reiteradas veces la parte 1 del lema
1.31 deducimos que n(w) = r. Luego existe j < r tal que s1---s;_1(c;) < 0. Como «a; > 0 tenemos que existe
i < j tal que s;(si41---sj-1)(a;) < 0, mientras que s;41---s;-1(a;) > 0 (se entiende que s;41---sj_1 = 1 si
i = j — 1). Luego por la proposicién 1.19 aplicada a la reflexién s; tenemos que o; = ;41 ---s;-1(;), la tnica
raiz que cambia de signo por s; = sq,.

2. Tomando @ = a; y w' = s;41---sj—1 y aplicando la proposicién 1.5 obtenemos
(Sit1-8j-1)85(8j—1" " Sit1) = 8.

Luego, multiplicando a derecha ambas lados por s;;1---s;_1 obtenemos la identidad deseada.

Corolario 1.34. Siw € W, entonces n(w) = l(w). En particular [(w) < |II|.

11
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Demostracion. Del corolario 1.32 sabemos que n(w) < l(w). Si n(w) < l(w) = r luego la parte de 3 del teorema
anterior permite reescribir a w como producto de r — 2 reflexiones, contrario a la hip6tesis de la minimalidad de . [

Corolario 1.35. Si ay,...,a,. € A son distintas raices simples, con reflexiones simples si,..., S, respectivamente,
entonces l(s1-+-8p) =T.

Demostraciéon. Por induccién en r. Si r = 1 es claro. Si r > 1, entonces
s1- Sy (Qpg1) =817+ Sp—1 (Qpg1 +Cray) =81+ Sp_a (1 F G0 + Cro10pq) =+ = g1 + E Cioy.

es una combinacién lineal de ag, ..., a,41. Dado que las raices «a; son un conjunto linealmente independiente, luego de
desarrollar la expresién anterior tenemos que el coeficiente que multiplica a o1 es 1y por lo tanto sy - - - 8, (1) > 0.
Se sigue entonces que por el lema 1.31 y por hipétesis de induccién que I(sy -+ s,41) =1l(s1--s.) +1 =71+ 1. O

Sabiendo que las funciones [ y n son idénticas podemos reformular el contenido del lema 1.31 como: multiplicar w
a derecha por s,(a € A) incrementa la longitud en 1 si wa > 0 y la disminuye en 1 si wa < 0.

Podemos reinterpretar la parte 2. del teorema 1.33 como una condicion de eliminacion: dada una expreblon w =
51 -8, que no estd reducida, entonces existen subindices 1 < i < j < r tal que w = s1---5;--- 55 - . La sucesiva
omisién de pares de factores termina con una expresiéon reducida.

Observacién 1.36. Para entender mejor lo que el corolario 1.34 dice sera ttil enumerar, para un w dado, el conjunto
II(w), ya que |II(w)| = n(w) = l(w) tendria alguna relacién con una expresién reducida w = s; - - s,.. De hecho, dada
una tal expresiéon, podemos considerar las raices

Bi = srsp41 -+ Sip1(qq) con B 1= .

Probemos que I(w) = {f1,...,5-} ¥y que los B; son distintos. Para ver esto, sea 8 € II(w). Como 8 > 0y wf < 0,
podemos encontrar i < r tal que $;11 - - $-(8) > 0 mientras que $;8;41 - - $-(8) > 0, de nuevo, en caso de que i = r se
interpreta s;y1--- 8, = 1. Como s;41 - - s-(8) es enviado por s; a una raiz negativa, esto fuerza que s;11 -+ $,-(8) = a;
y por ende 8 = ;. Luego II(w) C {f1, ..., B} v como II(w) tiene r elementos, entonces deben ser iguales y por ende
los B; son distintos.

Teorema 1.37 (Condicién de intercambio). Sea w = s1---8, una expresion de w no necesariamente reducida. Si
l(ws) < l(w) para alguna reflexion simple s = s, entonces existe un indice i para el cual ws = 81--+8; -+ 8. y por lo
tanto w = sy ---§; - -+ sps. En particular, w tiene una expresion reducida terminada en s si y sélo si l(ws) < l(w).

Demostracion. Por el lema 1.31 la hipétesis I(ws) < I(w) es equivalente a wa < 0. Repitiendo la prueba del teorema
1.33 con la expresiéon ws = s1 - - - 5,-8, podemos tomar j = r + 1 como en la parte 1 y concluir como en la parte 2 que

~

ws:sl"'si"‘sr»

obteniendo la expresion deseada para w. O

1.8. Accién simplemente transitiva y el elemento mas largo de W

El teorema 1.20 expresa que W permuta los sistemas positivos (resp. simples) en una accién transitiva. El corolario
1.34 inmediatamente implica el siguiente resultado, el cual muestra que dicha accién de W es simplemente transitiva,
i.e. es inyectiva.

Teorema 1.38. Sea A un sistema simple con correspondiente sistema positivo 1. Las siguientes condiciones sobre
w € W son equivalentes:

1. wll = II;
2. wA = A;
3. n(w) = 0;

12
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4. l(w) =0;
5. w=1. O

Observacién 1.39. Una consecuencia del teorema 1.38 es que el orden de W coincide con la cantidad de sus sistemas
simples y por lo tanto también con la de sistemas positivos. Es claro que, fijando un sistema simple A, tenemos el
mapa w — wA, que es sobreyectivo por la transitividad mostrada anteriormente e inyectiva puesto que si wA = w'A,
luego w™tw'A = A y por ende w = w'.

Observacion 1.40. Es claro que dado un sistema positivo II, con un cierto orden total, entonces —II también es un
sistema positivo con el orden total opuesto al que define a II. Luego existe un tnico wy € W tal que wp(II) = —II.
Maés ain, I(wy) = n(wg) = |1|, siendo esta la mayor longitud que puede tener un elemento de W, y wy es el tnico de
longitud |TI|. En particular wy ' = wo, ya que I(wy ') = 1(wp).

Usando el lema 1.31 podemos caracterizar a wg como el inico w € W que satisface [(ws,,) < l(w) para todo o € A.
Esto tiene la interesante consecuencia que partiendo de cualquier expresion reducida w = s1 - - - s, podemos multiplicar
sucesivamente a derecha por reflexiones simples, incrementando de a 1 la longitud, hasta no poderlo aumentar mas y
por ende obtener wy. Por lo tanto wy = ww’ con l(wg) = I(w) + l(w') para algin w’ € W. Esta conclusién también
puede reformularse como

l(wow) = l(wp) — l(w) = |II| — I(w) para todo w € W.

1.9. Generadores y relaciones

Ya estamos listos para mostrar la presentacion de W que adelantamos al inicio de la seccién 1.6. Recordar que
m(a, B) denota el orden del producto sqsg en W. Observar que para todo ¢, § € A distintos, tenemos que m(a, o) =1
y que m(o, 8) = 2 si y s6lo si s ¥ s conmutan, si y sélo si o y 8 son perpendiculares. Esto es consecuencia de que
545 €s una rotacién de dos veces el angulo entre o y f3.

Teorema 1.41. Fijemos un sistema simple A en ®. Entonces W es isomorfo como grupo al grupo libre generado por
el conjunto S := {34 : a € A}, sujeto a las relaciones:

(3a35)™@F) =1 (o, B € A).

Demostracion. Sean T el grupo libre con base S, el conjunto de las relaciones R = {(Eagg)m(a’m}, N el subgrupo
normal de T generado por Ry ¢ : T — W el morfismo de grupo que mapea el elemento s, € T en su correspondiente
Sq € W. Claramente ¢ es sobreyectivo y por lo tanto sélo debemos probar que su nicleo es N. En consecuencia
debemos probar que para toda relacion en W del tipo

s1-++ 8, =1 (donde s; = sq,, con a; € A), (L.1)

se tiene que 81+ 5, € N (donde §; = 3,, con a; € A).
Con el fin de obtener una prueba mas clara dividiremos la demostracién del teorema en pasos.

1. Notar que r debe ser par ya que det(s;) = —1. Si r = 2, la ecuacién nos queda s183 = 1 y por lo tanto s; = ss.
Luego la ecuacién (1.1) se vuelve s2 = 1 en W, que es una de las relaciones dadas.

2. Procedamos ahora por induccién en r = 2¢ con ¢ > 1. Usando que s? = 1, la ecuacién (1.1) puede ser reescrita
como

Sl"'sq+1:ST"'Sq+2'

Puesto que el largo del lado derecho de la ecuacion es a lo sumo g—1, el lado izquierdo no puede ser una expresién
reducida y aplicando el teorema 1.33 tenemos indices ¢ y j talesque 1 <i<j<qg+1y

5i+1"'5j :Si"’sj—la (12)
lo que equivale a

Si-8j 185 Siy1 = L. (1.3)
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CAPITULO 1. GRUPOS DE REFLEXIONES

3. Si la relacién (1.3) involucra menos de r reflexiones simples, i.e. si i # 1 0 j # g + 1, por hipétesis de induccién
puede ser derivada de las relaciones en R, i.e. 5;---5;_15;---5;4+1 € N. Luego 5;41---5; =ns;---5;_1conn € N
y de la normalidad de N deducimos que:

51"'§i(§i+1"'gj)ngrl"'gr EN<:>§1~-~§i(§i~-~§j,1).§j+1-"gr EN<:>§1'-~/§i"-§j“-§r € N. (14)

En efecto,

31"'gi(§i+1"'gj)§j+1"'5r251"'Si(nsi"'gj—1)§j+1"'§r
:n51"'§i(3i"'§j—1)§j+1"‘§r

~

e 8j Sy,

on

_ n/n//g1 .

donde n’,n” € N son los elementos que nos permitieron intercambiar 5 - - - 3; con n e intercambiar 52 € N con
S1---8;_1 respectivamente.

Luego, como el lado derecho de la ecuacién (1.4) tiene r — 2 elementos, por hipdtesis de induccién podemos
concluir que 5y ---5;---5;---5. € N y por lo tanto 51 ---5, € N también.

4. Como vimos, el paso anterior falla si la relacién (1.3) involucra r reflexiones, en tal casoi =1y j=q¢+ 1y la
ecuacién (1.2) se vuelve

S9 v Sq41 = 81 5q. (1.5)
5. Para poder evitar este bucle usemos otras versiones de (1.1), como ser
89+ "8.8] = 838,818 = -+ = 8,81+ S._1 = L. (1.6)
En efecto, dado que s? € N y que N es un subgrupo normal, podemos afirmar que:
552---5, e Neo 555 €Ne 555, €N. (1.7)

Ahora, si sustituidas las r — 1 igualdades de (1.6) por la ecuacién (1.1), y aplicados el paso 2 y 3 a la misma
deducimos que alguna de las relaciones se derivan de la correspondiente relaciones en R, habremos terminado la
prueba.

6. En caso contrario, el paso 3 siempre termina dando con r reflexiones en (1.3) aplicadas a cada ecuacién de (1.6),
y por lo tanto, como en el paso 4, deducimos que:

83 Sqg42 = 52 Sq+1, (18

84 8q43 = 83" S¢+2, (1.9

Srsl"'3q+1:3r71"’5q~

Si reordenamos (1.8) como
83(5253 cee Sq+1)8q+28q+1 cc 8o = ].,

y dado que (1.8) falla en el paso 3, podemos probar de nuevo el paso 4 y obtener que

89+ Sq41 = S35283 - Sq. (1.10)

7. Las relaciones (1.5) y (1.10) fuerzan juntas a que s; = s3. Andlogamente, podemos manipular a la ecuacién (1.9)
como en el paso 6 y deducir de esto y (1.8) que sy = s4.

Luego iterando de esta manera, obtendiamos s; = s3 = -+ = 8,1y So = §4 = -+ = S, y por lo tanto la
ecuacion (1.1) tendrfa la forma
54585453 Sasg = 1,

lo que se deriva de la relacion (5,55)™(5).
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1.10. SUBGRUPOS PARABOLICOS

O

Con este teorema hemos probado que todo grupo de reflexiones finito W admite una presentacion. Mas general-
mente, podemos considerar la siguiente abstraccion de los grupos de reflexiones.

Definicién 1.42. Un grupo de Cozeter C es un grupo que admite una presentacién bajo un conjunto finito de gene-
radores S = {s1,..., 5y}, con relaciones del tipo (s;s;)™(*"%) = 1, donde m(s;, s;) = 1 y m(si,s;) > 2 (posiblemente
m(s;, ;) = 00). Al par (C,S) se le llama sistema de Cozeter.

Los grupos de Coxeter estan profundamente relacionados con los grupos de reflexiones. En pocas palabras, los
grupos de reflexiones son grupos abstractos, dados por presentaciones, generados por involuciones (m; = 1) que
surgieron del estudio de los grupos de reflexiones, grupos concretos dados por subgrupos de grupos lineales.

Histéricamente, en 1934 (ver [Cox34]), Harold Coxeter probé que todo grupo de reflexiones es un grupo de Coxeter,
i.e. probé el teorema 1.41, y de hecho este trabajo introduce la nocién de grupo de Coxeter, mientras que en el ano
1935 (ver [Cox35]) probd que todo grupo de Coxeter finito tiene una representacién como un grupo de reflexiones, y
los clasificé.

1.10. Subgrupos parabdlicos

En esta seccion y las siguientes estudiaremos més a fondo la estructura de los subgupos de W, en conjunto con
varias caracteristicas geométricas de la accién de W en V.

Antes de seguir adelante introduzcamos un poco de notacién. Fijemos A y notemos S como el conjunto de las
reflexiones simples s, con a € A. Para I C .S, definimos W} como el grupo de W generado por las reflexiones s, € I y
Ar:={a € A:s, €I} Enlos extremos, Wy = {1}, Ay =0 y Wg =W, Ag = A. Por la proposicién 1.5 tenemos que
reemplazando A por otro sistema positivo wA obtenemos W,,; = wWrw™!. Todos los subgrupos de W obtenidos de
esta manera son llamados los subgrupos parabdlicos. Estos grupos aparecen constantemente en el estudio méas profundo
de los grupos de reflexiones y sus aplicaciones, en parte porque ellos facilitan argumentos del tipo inductivo.

Proposicién 1.43. Sean un sistema simple A y el correspondiente conjunto S de reflexiones simples. Si I C S,
definimos ®; como la interseccion de ® con Vi, el R—subespacio generado por Ay en V.

1. ®; es un sistema de raices en V, con sistema simple A1 y con correspondiente grupo de reflexiones Wy, que
actia en Vy.

2. Viendo a Wy C W como grupo de reflexiones, con funcion longitud l; relativa al sistema simple Ay, tenemos
que lp = lyw,, siendo [ la funcion longitud asociada a A.

3. Definimos W1 := {w € W : l[(ws) > l(w),Vs € I'}. Dado w € W, eziste un tinico u € W! y un 1inico v € Wy tal
que w = uwv. Sus longitudes satisfacen que l(w) = l(u) +1(v). Mds atin, u es el dnico elemento de menor longitud
en la coclase wW7i.

Demostracion. 1. La demostracion de este item es trivial.

2. Sea w € Wy C W, por el corolario 1.34 [(w) = n(w) es la cantidad de raices positivas « € II tales que wa < 0.
Similarmente, I;(w) = ny(w), es la cantidad de raices o € II; := II N ®; tales que wa < 0. Probemos que
l[(w) = l;(w) viendo que las raices o € IT'\ @1 satisfacen que wa > 0. Si o € IT\ @y, entonces a =} x ¢,y con
¢y > 0. Como o € O tenemos un vy ¢ Ay tal que ¢, > 0. Luego para todo 5 € Ay se tiene sg(a) = o —¢f > 0,
puesto que el coeficiente en 7y resulta ser positivo. Luego tenemos que sg(a) € II'\ ®;. Utilizando el hecho que
w € Wy se tiene w = s1--- 8, con s; = sg, y Bi € Ar. Por induccién deducimos que s, --- s, (a) € II'\ ®; para
todo j < r. En particular, wa € II'\ ®;, de donde se concluye que I(w) = Ij(w).

3. Dado w € W consideremos u € wW; de longitud minima, luego w = uv para algin v € W;. Observemos que
us € wW para todo s € I y dado que l(us) = I(u) =1y u es de largo minimo en wW7, entonces {(us) = I(u)+1.
Luego u € W1,

Veamos ahora que [(w) = I(u) + {(v). Escribiendo expresiones reducidas para u y v obtenemos u = s1---84 y
v=2gy--sl, cons; €8s, €I Luego, l(w) = I(wv) < I(u) +I(v) = ¢+ r. Si la desigualdad fuera estricta, la
condicién de eliminacién nos permitiria omitir dos de los factores s; o s} en uv sin cambiar w. Si omitimos algin
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CAPITULO 1. GRUPOS DE REFLEXIONES

factor s; de u esto nos deja con una expresion w = u'v’, donde v’ y v’ se obtienen de u y v omitiendo por lo
menos alguna reflexiéon de u. Como v’ € W tenemos que u’ € wW7j, teniendo ademds menor longitud que wu,
lo que contradice su minimalidad. Por lo tanto, los dos factores corresponde a dos s; y s;, lo que nos dice que
podemos eliminar estos factores sin alterar v, lo que resulta absurdo puesto que ya teniamos una representacién
reducida para v. Por lo tanto {(w) = l(u) + I(v).

Para terminar con la demostracion soélo resta ver la unicidad de u, lo que ademas fuerza la de v. Supongamos por
absurdo que tenemos v/ € Wy y «/ € W/, con u # ' tales que w = uv = u/v’. Luego podemos escribir v’ = uv”
con v € Wril(v")=r >0y v =s1--s. € Wi, donde s; € I. Pero entonces I(u's,) = l(uwv"s,) < I(u)
contradiciendo el hecho que v/ € W,

O

1.11. Polinomios de Poincaré

Definicién 1.44. Sea A un sistema simple del grupo de reflexiones W' y definimos el polinomio de Poincaré de W
(relativo a A), como la funcién generatriz asociada a la funcién longitud, i.e.:

W(t) =Y ant" =Y "),

n>0 weWw

donde a,, :=|{w € W : l(w) = n}|.
Mas generalmente, para un subconjunto arbitrario X C W, se define

X(t):= Yt
weX

Observacién 1.45. Observar que el polinomio de Poincaré de un grupo de reflexiones W no depende del sistema
simple elegido. En efecto, si A y A’ son sistemas simples de W, entonces tenemos v € W tal que A = wA’. Denotemos
por Wa(t) = Y ant™ y Was(t) = > alt™ a los respectivos polinomios de Poincaré, y por Ia y Ias a las funciones
longitud relativas a Ay A’.

De la proposiciéon 1.5 deducimos que

{sa:a €A} ={vsqv™':a' €A},
y por lo tanto:
an = [{w € W Ia(w) = n}| = o {w € W : Lav(w) = n} v~ | = [{w € W : Las (1) = n}| = d.
Luego Wa(t) y War(t) coinciden.

Observacién 1.46. De la observacién 1.40 podemos deducir que el polinomio de Poincaré W (t) tiene grado |II], y
tanto su término independiente como su coeficiente en tM! es 1. Esto es consecuencia de que existe un tnico elemento
en W de longitud maximal, cuya longitud es |II|, y un tinico elemento de longitud 0, la identidad.

Més atn, el polinomio W (t) es un polinomio simétrico. En efecto, si wy es el elemento de mayor longitud, tenemos
que l(wow) = |II| — l(w) para todo w € Wy por lo tanto

ajj—n = [{w € W l(w) = [II| = n}| = |wo{w € W : [(w) = n}| = apn.

Ejemplo 1.47. Cuando W = S5 = {id, (12), (13), (23), (123), (132)}, un sistema simple es A = {(12),(23)} y relativo
a este sistema tenemos: 1 elemento de longitud 0 (id), 2 de longitud 1 ((12), (23)), 2 de longitud 2 ((13),(123)) y 1 de
longitud 3 ((132)). El polinomio de Poincaré es entonces W (t) = 1 + 2t + 2¢2 + 3.

Notar que para I C S, W;(t) coincide con el polinomio de Poincaré del grupo W7y relativo a Ay, ya que las funciones
longitud ! y I; coinciden. Una consecuencia de la proposicién 1.43 es que

W(t) = W)W (1),
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ya que

Wr(t)W!(t) = < > tl(w1)> < > tl(w1)> = Y s )+ (w =3 ) =

wrEWr wlew! wr,w! weW

En particular W;(¢t) y W(t) dividen a W(t) para todo I C S. Esta tltima observacién puede ser usada para
derivar un algoritmo para calcular W (t) por induccién en S.

Proposicién 1.48. Si A es un sistema simple de W y consideramos S = {s, : a € A} como antes, se tiene que
S Wi = Y (-t g
IcS Ics 1(t)
Demostracion. Sea K, == {s € S : l(ws) > l(w)}, entonces w € W si y sélo si I C K,,. Luego
S0 = S (3 i) < 3 (5 o
Ics Ics weWw! weW \ICK,,

Por el teorema del binomio de Newton, tenemos que 0 = (1 —1)" = >}, (Z)(—l)k sin > 0, y por lo tanto si
| K| = kv deducimos la siguiente igualdad:

k
[k 1 sik,=0
_HHl = w(_1\n — w
> =3 ()= { g S To
ICKy n=0

Ahora, k, =0« K, =0 & w = wy y sabiendo que (wg) = |II| tenemos que

Z(—l)‘”WI(t) — Z ( Z (_1)|I|> ) — 1]

Ics weW \ICKy

Observacién 1.49. Notar que cuando t es sustituido por 1 tenemos W;(t) = |W;| y por lo tanto
LS SRS
Ics Wil =%

Esta férmula permite obtener |W| en términos de |W;| cuando |S| es impar. En efecto, manipulando la anterior

ecuacién obtenemos:
S < (e —1=1,
ics Wil 1¢S

y por lo tanto
-1

Wi=2|> (yrhw

¢S
En el teorema 3.30 obtendremos una asombrosa factorizacién del polinomio de Poincaré en términos de los grados
de W, véase seccién 3.4. En particular, probaremos que todas las raices ¢ del polinomio de Poincaré son raices de la
unidad y que ¢!"! = 1, ver teorema 3.16.

1.12. Dominios fundamentales

El objetivo de esta seccién y las siguientes es refinar la descripcion de la accion de W en V' en términos de érbitas y
grupos de isotropia, con énfasis en el rol de los hiperplanos asociados a las reflexiones. En el proceso obtendremos una
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interpretacion de la transitividad simple de la acciéon de W sobre los sistemas simples, como también méas informacion
sobre los subgrupos parabdlicos.

Fijemos un sistema positivo II con respectivo sistema simple A. Asociados a cada hiperplano H, tenemos los
semiespacios abiertos HY y H; , donde

Hf ={AeV:(Na)>0} y H,={\eV:(\a)<0}.

Es claro que definido C' := Naea H resulta ser un cono (cerrado por multiplicacién de escalares positivos) abierto y
convexo. Si D es la clausura de C' es claro también que D = {A € V : (\,a) > 0 para todo @ € A} y que es un cono,
cerrado y convexo. Pretendemos probar que D es un dominio fundamental para la accion de W sobre V, i.e. cada
A € V es conjugado bajo W a uno y sélo un vector de D.

Lema 1.50. La W—drbita de cada X € V (Ow (X) = {w(\) : w € W}) contiene algin pp € D. Mds atin, i1 — A es una
combinacion lineal no negativa de A.

Demostracion. Introduzcamos el siguiente orden parcial en V' (no confundir con el orden total mediante el cual se
define II, ver definicién 1.12): p < n si y sélo si 7 — p es una combinacién lineal de A no negativa.
Consideremos el conjunto no vacio X = {n € Ow(A): A <n} y sea ny un elemento maximal de X. Si o € A,

sabemos que s, (n9) = Mo — Z%a € Ow (M), luego la maximalidad de ny fuerza que (1o, «) > 0. Dado que esto se
satisface para todo a € A, concluimos que g € D ={p € V : (u,a) > 0 Va € A}. O

Para ver que cada W—6rbita contiene a lo sumo un p € D es suficiente con mostrar que dos elementos distintos
de D no pueden compartir una W—érbita. En el curso de la prueba de esta afirmaciéon obtendremos infomacién mas
detallada acerca de los grupos de isotropia W, = {w € W : wp = p} para un p € V arbitrario.

Teorema 1.51. Dados A CIl y D ={\ €V :(\ &) >0 para todo o € A}, tenemos que

1. SiwA = p para algin par \,p € D, entonces A = p y w es producto de reflexiones simples s que fijan A. En
particular, si A € C, entonces su grupo de isotropia es trivial.

2. D es un dominio fundamental para la accion de W.

3. Si A eV, entonces su grupo de isotropia W es generado por aquellas reflexiones s, (no necesariamente simples)
que contiene.

4. St U C V, entonces el subgrupo Wy de W que fija puntualmente a U es generado por aquellas reflexiones s,
(no necesariamente simples) que contiene.

Ya que los anteriores grupos de isotropia son generados por las reflexiones que contienen, se sigue que son grupos de
reflexiones.

Demostracion. 1. La prueba serd por induccién en la longitud n(w) = I(w). Si n(w) = 0, entonces w = 1 y no hay
nada que probar. Si n(w) > 0, entonces existe una raiz simple « tal que wa < 0, ya que de lo contrario wA y
por lo tanto wII consistirfan de raices positivas. Gracias al lema 1.31 sabemos que n(wsy) = n(w) — 1. Como
A€ D, con wa < 0, tenemos:

0> (p,wa) = (w ' p,w wa) = (A, a) >0,

lo cual fuerza (A, ) = 0y s4(A) = A. Por lo tanto ws,(A\) = p. Puesto que n(ws,) < n(w), por hipdtesis de
induccién tenemos que A = p y ws, es un producto de reflexiones simples que fijan A, y por lo tanto w también
es un producto de tal forma, ya que so(A) = A.

2. Esto es consecuencia de la parte anterior del teorema y del lema 1.50.

3. Dado A € V, por el lema 1.50 tenemos w € W para el cual p := wA € D. Por la parte 1. el grupo de isotropia de
W,, es generado por las reflexiones simples que contiene. Es claro que el grupo de isotropia de A es Wy = wilwuw
y por la proposicién 1.5 al conjugar reflexiones simples obtenemos otras reflexiones, se sigue que W), es generado
por las reflexiones que contiene.
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4. Es claro que el subgrupo Wy también fija puntualmente el subespacio generado por U, o una base A1,..., s € U.
También es claro que Wy es la interseccién de los grupos de isotropia Wy,. Procedamos por induccién en t para
completar la demostracion. Si ¢ = 1 es el contenido de la parte anterior del teorema. Supongamos entonces que
t > 1. Por la parte anterior del teorema, el grupo de isotropia W), es generado por las reflexiones s, que contiene,
donde « varia sobre un subconjunto ® de ® que contiene a pares de raices o, —a. La proposicién 1.5 implica
que W)y, estabiliza ®' y por ende &’ es un sistema de raices de Wy,. Dado que W), < Wy fija puntualmente
{A2,..., A\¢}, por induccién tenemos que el grupo de Wy, que fija puntualmente a {Az2,...,\;} es generado por
algunas s, con a € ®’. Pero este subgrupo es justamente Wy . O

Observacién 1.52. Hemos asociado a cada sistema simple A un cono abierto C' en V' cuyos puntos tienen grupos
de isotropia triviales en W. Es sencillo verificar que reemplazar A por wA se corresponde a reemplazar C' por wC'.
Por lo tanto, la accién simplemente transitiva de W sobre los sistemas simples (ver teorema 1.38) se traslada a una
accién simplemente transitiva en esta familia de conos abiertos, los cuales llamaremos cdmaras. Las cdmaras son
caracterizadas topoldgicamente como las componentes conexas del complemento en V' de U, H,. Dada una cdmara
C con correspondiente sistema simple A, sus muros son definidos como los hiperplanos H, con o € A. Cada muro
determina un semiespacio “positivo” y uno “negativo”, con C' estando sobre el lado positivo.

1.13. El reticulo de subgrupos parabdlicos

Con la siguiente proposicién obtendremos una relacién biunivoca entre los subconjuntos de S = {s, : @« € A} y los
subgrupos parabdlicos de W. Esta biyeccién ademés serd un isomorfismo de reticulos y por lo tanto definiremos los
términos necesarios.

Definicién 1.53. Un reticulo es un par (X, <) donde X es un conjunto y < es un orden parcial sobre X, para el que
cualquier par de elementos existe un supremo y un infimo.
Un morfismo entre los reticulos (X, <) e (Y, <) es una funcién f: X — Y que satisface:

L. f(sup(z,y)) = sup(f(2), f(y)),

2. f(inf(z,y)) = mf(f(z), f(y))-

Observar que un morfismo de reticulos necesariamente respeta el orden. En efecto, si ¢ < y luego f(z) =
f(inf(z, y)) = Wf(f (), f(y)) < f(y)-

Es claro que dado un conjunto, resp. un grupo, entonces sus subconjuntos, resp. sus subgrupos, forman un reticulo

con la inclusion. En ambos casos el infimo es la interseccion, mientras que el supremo en el caso de los subconjuntos
es la union y en los subgrupos es la suma.

Proposicién 1.54. Bajo la correspondencia que mapea subconjuntos I de S en subgrupos parabdlicos I — Wy, tenemos
un isomorfismo entre el reticulo de subconjuntos de S y el reticulo de subgrupos parabélicos Wr.

Demostracion. Por definiciéon el mapa es sobreyectivo y se tiene que Wy es el grupo generado por Wy y W;. La
inyectividad se sigue del corolario 1.24, dado que si W = W entonces podemos hallar o € J\ I (o 8 € I'\ J) tal que
Sq € Wi (sg € Wy). Por lo tanto sélo resta ver que W; N Wy = Winy. La inclusién Winy C Wy N W es clara, para
probar la otra inclusién observemos que Vi NVy = Viny vy (ViNVy)t = Vi + Vi de lo que se deduce:

VE+ViE=WinV)t =vik,.

Siw e WynNWjy, entonces w fija puntualmente VIl + VJL = (V1N V;)*. De acuerdo a la tltima parte del teorema
1.51, w es producto de reflexiones s, que fijan puntualmente este subespacio. Luego cada « es perpendicular a dicho
subespacio y por lo tanto pertenece a ® N Viny = ®15. Luego se sigue que w € Winy. O

1.14. Reflexiones en W

Recordemos que nuestro estudio de W ha dependido de la eleccién de un cierto sistema de raices ®, con W definido
como el grupo generado por la reflexiones s, con a € ®. En la definicién de sistemas de raices (ver 1.7) no era requerido
que los s, debieran agotar todas las reflexiones de W, pero esto se vuelve cierto de todos modos, como muestra la
siguiente proposicién.
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CAPITULO 1. GRUPOS DE REFLEXIONES

Proposiciéon 1.55. Toda reflexion en W es de la forma s, para algin o € .

Demostracion. Sea s una reflexion de W, siendo H el hiperplano fijado por s. Entonces s esta en el grupo de isotropia
de H, el cual es no trivial y por el teorema 1.51 esta generado por algunas reflexiones s, con a € ®. Pero s, no puede
fijar puntualmente H a menos que H = H, y en tal caso s = s4. O

Observacién 1.56. La proposicion anterior tiene la consecuencia que dado un grupo de reflexiones W y dos de sus
sistemas de raices ® y ®’, entonces la tinica diferencia entre ellos es la longitud de sus vectores. En particular, tienen
la misma cantidad de elementos y los mismos dngulos. En efecto, si & € ®, entonces s, = sg para algin 8 € @', por lo
que a y [ son colineales. Notar finalmente que el &ngulo entre cualquier par de raices no colineales a y 8 es un angulo
de la forma 7 para un entero k > 2. Esto se sigue de que el grupo generado por {sa,ss} es un grupo diedral y por
lo tanto tiene un sistema de raices que contiene a las raices a y §. Luego, con la observacion 1.17, deducimos que el

angulo entre o y 8 es miiltiplo de 7.

1.15. El complejo de Coxeter

En esta seccién daremos un descripciéon més detallada del dominio fundamental D = {A € V : (\,a) > 0,Va € A}
en términos de los subgrupos parabdlicos. Serd conveniente asumir que A genera V, i.e. la accién de W es esencial
(ver definicién 1.4). Para cada I C S, definimos

Cr={AeD:(N\a)=0Vaec A, {\a)>0Vae A\ A}.

Observemos que C7 es la interseccién de ciertos hiperplanos H,, y ciertos semiespacios A, . Es claro que los conjuntos
C7 particionan a D, con Cy = C' y Cs = {0}, ya que estamos asumiendo que A genera V. Més atin, el subespacio
generado por C; (A7) tiene dimensién n — |I|, donde n = dim V.

Observacién 1.57. Gracias al teorema 1.51, V es particionado por el conjunto C de todos los conjuntos wCy con
w € W y I C S. Méas precisamente, para cada I C S tenemos que los conjuntos wC; y w'C; son disjuntos salvo
cuando w y w’ estdn en la misma coclase a izquierda en W/W7, en cuyo caso wCr = w'Cr y w™lw’ fija puntualmente
a la faceta C7. Ademds para distintos I, J C S los conjuntos wC; y w'Cy son disjuntos.

Definicién 1.58. Llamaremos al conjunto C el complejo de Cozeter de W y cualquier conjunto wCj de C una faceta
de tipo I.

Proposicién 1.59. Para cada I C S, el grupo de isotropia de la faceta Ct es Wy. Por lo tanto los subgrupos parabélicos
de W son los grupos de isotropia de los elementos de C'.

Demostracion. Es claro que Wy fija puntualmente a Cy. Si w € W es tal que wCj = Cj, entonces gracias al teorema
1.51 tenemos que w fija puntualmente Cf.

Por la parte 3. de la proposicién 1.43 podemos escribir w = uv, donde v € W y u satisface que l(usy) > I(u) para
todo a € I y esto es equivalente a que wAj C II gracias al lema 1.31. Si u # 1 entonces debe haber un o € A tal que
ua < 0, y como observdbamos a & Ay. Si A € Cf, entonces wA = uX = Ay ya que « € Ay, tenemos que (A, ) > 0.
Por otra parte, uar < 0 fuerza que (A, @) = (uA, ua) = (A, ua) <0, lo que es absurdo. O

1.16. Una férmula combinatoria para det(w)

En esta seccién obtendremos una férmula para det(w) como una suma alternada, la cual involucra contar cudntos
elementos de la misma dimensién son fijados por w en el complejo de Coxeter C. Esta férmula no serd de utilidad hasta
la seccién 3.12 y puede ser omitida hasta entonces, sin embargo se presenta aqui, mientras que las caracteristicas del
complejo de Coxeter estan aun frescas en la memoria del lector.

Sean V un espacio euclideo de dimensién n y {Hi,...,H,} un conjunto de hiperplanos de V. Usando estos
hiperplanos, construiremos un complejo K de la misma manera en la que construimos el complejo de Coxeter. Cada
hiperplano H; = H? determina un semiespacio positivo Hj' y otro semiespacio negativo H; , de tal modo que V' =
H H? | Hj' . Denotaremos por KC al conjunto de las intersecciones no vacias de la siguiente forma:

K= ()H; :e; €{0,+, -}

j=1
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1.16. UNA FORMULA COMBINATORIA PARA DET(W)

Observar que ﬂ;:1 H;’ = ﬂ;:1 H;-” # 0 si y sélo si e; = n; para todo j. En efecto, si tomamos v € ﬂ;zl H;j =
ﬂ;zl HJT-”7 luego v € H;j ﬂHJm para todo j y como {H;,H?,H;r} es una particiéon de V, concluimos que €; = 7;
para todo j. Notar ademéas que K consiste de conjuntos convexos.

Sea K € IC, diremos que dim K = d, si el subespacio L generado por K tiene dimensién d.

Observacién 1.60. Observar que L coincide con la interseccién de todos los H? que ocurren en la definiciéon de K.
En particular, K es un subconjunto abierto de L obtenido por interseccién de varios semiespacios con L.

Lema 1.61. Si denotamos por ng el nimero de elementos de K que tienen dimension d, entonces > 4(—1)%ng = (—1)".

Demostracion. Probaremos este lema por induccién en el nimero r de hiperplanos usados en la definicién de IC. Si
r =1 el resultado es claro.

Supongamos que nuestro complejo estd constituido con 7 hiperplanos y agregamos un hiperplano H adicional,
entonces los elementos del complejo nuevo se obtiene por interseccién de H, HT y H~ con los elementos del complejo
inicial. Sea K un elemento del complejo inicial de dimensién d, entonces H N K puede ser K, un subconjunto propio
de K no vacio o el conjunto vacio. Si H N K = (), entonces K esté incluido en H* o en H~ por ser convexo. Por lo
tanto si H N K es K o el conjunto vacio, entonces la cantidad de elementos de dimensién d se preserva, manteniendo
de esta manera la suma alternada sin cambios.

Supongamos ahora que H N K es un subconjunto propio de K no vacio y sea L el subespacio de V' generado por
K. Six € HN K, entonces, por la observacién previa, podemos encontrar un entorno abierto U de = en L contenido
en K. Dado que H N L tiene codimensién 1 en L, es claro que U, y en particular K también, intersecta a H* y H~.
Luego, el elemento del complejo inicial K es reemplazado por: dos nuevos elementos K N HT y K N H~ de dimensién
d, junto con un elemento K N H° de dimensién d — 1. Esto incrementa el ng y ng—; en 1, manteniendo de nuevo la
suma alternada sin cambios. O

Proposicién 1.62. Sean A un sistema simple, S = {sq : @« € A} y C el complejo de Cozeter de W. Para cada I C S
consideremos las facetas vCy de tipo I, con v € W. Si definimos fr(w) como el nimero de facetas de tipo I fijadas
puntualmente por w € W, tenemos que:

det(w) = Y (=) f7(w).

Ics

Demostracion. Sea w € Wy consideremos el subespacio V' de V fijado puntualmente por w, i.e. V' es el subespacio
propio de w de valor propio 1. Entonces una faceta en C es estabilizada por w si y sélo si esta contenida en V’. Sea K
el complejo obtenido por interseccién de elementos de C con V'. Observar que el niimero ng de facetas de dimensién
d en C que estdn en V' es el ntimero de facetas de dimensién d en K. En efecto, si vC; es una faceta de dimensién d,
entonces, como observamos en 1.57, w (vCr) NvCr € {vCr,B}. Pero si w (vCr) = vC7, entonces w fija puntualmente
vCy y por lo tanto vC; C V’. Observar que K coincide con las facetas de C que estén en V',

Aplicando el lema anterior al complejo K podemos deducir que:

> (=1)*ng = (-1)™, (1.11)

d
siendo m = dim(V"). Si n = dim(V), entonces dim (Cy) = n — |I| para todo I C Sy por lo tanto

na= Y fr(w). (1.12)

|I|l=n—d
Combinando las ecuaciones (1.11) y (1.12) obtenemos que
(=" D (=) fr(w) = (=)™
ICs

Dado que W es ortogonal, entonces sus posibles valores propios son 1 (con multiplicidad m), k pares de complejos
conjugados de valor absoluto 1 y —1 con multiplicidad n — m — 2k, de donde se deduce que

det(w) = (—1)"™ % = (~1)" " = 37 (1) fy(w).

Ics
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Capitulo 2

Clasificacion de los grupos de reflexiones

El objetivo de este capitulo es determinar todos los posibles grupos de reflexiones de un modo combinatorio, en
términos de sus “grafos de Coxeter”(ver seccién 2.1), mientras que en la seccién 2.6 mostraremos sistemas de raices
para estos grupos de reflexiones.

A lo largo de este capitulo reservaremos el indice n para indicar el rango de W, siendo W un grupo de reflexiones
finito.

2.1. Grafo de Coxeter

Con el fin de obtener una clasificacién de los grupos de reflexiones, generalizaremos algunas ideas para poder
trabajar con grupos de Coxeter.

La presentacion de W obtenida en el teorema 1.41 muestra que W es determinado, a menos de isomorfismos, por
los enteros m(a, 8) con «, B € A. Una forma conveniente de codificar esta informacién en una imagen es construir un
grafo que preserve esta informacion.

Si el par (C,S) es un sistema de Coxeter (ver definicién 1.42), en el caso de tener un grupo de reflexiones W
tomaremos S como un conjunto de reflexiones simples, construimos un grafo simple y no dirigido I' cuyo conjunto de
vértices es S, uniendo a cada par de vértices s # s’ con una arista etiquetada con el entero m(s, s’), si este es mayor
a 2. Dado que la etiqueta m(s, s’) = 3 aparecerd con frecuencia, omitiremos dibujarla en el grafo.

Por lo tanto, para aquellos pares de vértices que no estdn unidos por una arista se sobreentenderd que m(s, s’) = 2,
y para aquellos que estén unidos, pero que la correspondiente arista no esté etiquetada, que m(s,s’) = 3. A este
grafo etiquetado lo llamaremos el grafo de Cozeter del sistema (C,S). Observar que el grupo C queda determina
completamente a menos de isomorfismos por el grafo I'. En el caso que (C,S) represente un grupo de reflexiones
(W, A), entonces el grafo de Coxeter de (W, A) no dependerd de la eleccién del sistema simple A, puesto que todos
los sistemas simples son conjugados. Llamaremos el rango de I'" a la cantidad de vértices que contiene y por ende
rg(I') = rg(W) en el caso de grupo de reflexiones.

Ejemplo 2.1. Por ejemplo, el grafo de Coxeter de D3 y de D,,, con m > 3, son respectivamente:

m
Oo——oO0 Oo——oO0

En efecto, como vimos en la observacion 1.17 si tomamos un sistema simple de D,,, este consta de dos raices a y
B que se encuentran a un dngulo de § = m — - Luego s,Ss es una rotacion de 20 = —2% v por lo tanto s,ss tiene

m
orden m, i.e. m(a, 8) = m.
Ejemplo 2.2. El grafo de Coxeter de A, es el grafo con n vértices que muestra la siguiente figura:

En efecto, por la observacién 1.18 sabemos que un sistema simple de A, es {e; —ea,...,e, — €p11}. Tomemos 2
reflexiones diferentes s;; y sii; entonces los conjuntos {4, j} y {k,!} comparten 1 indice o ninguno. Si no comparten
indices entonces es claro que m(s;;, sx1) = 2; y si los comparten tenemos que m(s;;, s;x) = 3, ya que ;55,5 permuta
los indices {4, j, k} en un 3—ciclo.

22



2.2. ALGUNOS GRAFOS DEFINIDOS Y SEMIDEFINIDOS POSITIVOS

La clasificacién de los grupos de reflexiones dada en este capitulo dependera en gran medida del estudio de los
posibles grafos de Coxeter.
Lema 2.3. Sea A C @ un sistema de simple. Si o, 5 € A, entonces el dngulo entre a y 5 es m — ﬁ
Demostracion. Si a = f3 el resultado es claro y si a # 3 consideremos el plano H generado por estas dos raices y
W el grupo generado por {s,,sg}. Es claro que W actia esencialmente sobre H y por el teorema 1.10 tenemos que
W ~ D,,, para algtin entero m. Ademés resulta que {a, 8} es un sistema simple de W.

Luego como mostramos en la observacién 2.1, m(a, 3) = m y el 4ngulo entre a y fes m — = = m — ﬁ O

Proposiciéon 2.4. Para i = 1,2, sean W; grupos de reflexiones actuando esencialmente en V;. St W1 y Wy tienen el
mismo grafo de Coxeter, entonces existe una isometria entre Vi y Vo que induce un isomorfismo de grupos entre Wy
y Wa. En particular si V. =Vy = Vs, los subgrupos Wi y Wy serdn conjugados en O(V).

Demostracion. Fijemos un par de sistemas simples A; de W;. Por hipdtesis A; es una base de V; y como vimos
previamente en la observacién 1.8 podemos asumir que A; consta de vectores unitarios. Sea ¢ : V3 — V5 lineal con
©(A1) = Ag, compatible con el grafo de Coxeter en comin, i.e. que las raices de Ay y Ay correspondientes en el grafo
de Coxeter las mapea una en la otra. Veamos que ¢ es una isometria.

Si a # (B estédn en Ajp, el angulo 6 entre ellas es m — % y va que las raices son unitarias y que m(a, ) =

m(p(a),o(B8)), tenemos que {a, ) = cos(f) = —cos (W) = (p(a),¢(B)). Por lo tanto ¢ : Vi — V2 es una
isometria, puesto que preserva el producto interno en una base.

Veamos que ¢ induce un isomorfismo entre los correspondientes grupos de reflexiones. Para ello es suficiente con
ver que el mapa ¢ : O(V;) — O(Vz) definido por ¢(T') = ¢ o T o 1, resulta un isomorfismo entre O(V;) y O(Va), y
como p(Sq) = Se(a), tenemos el isomorfismo buscado. O

Definicién 2.5. Diremos que un grupo de reflexiones W es irreducible si su grafo de Coxeter es conexo. En tal caso
diremos también que ® es irreducible.

En general, si I'1,..., [, son las componentes conexas de I', tenemos A; y 5; los correspondientes conjuntos de
raices simples y reflexiones simples. Entonces a € A; y 8 € Aj, con i # j, tenemos que m(w, ) = 2 y por lo tanto
5453 = Sg5q. La siguiente proposicién muestra que el estudio de los grupos de reflexiones puede ser reducido al estudio
de los grupos de reflexiones irreducibles.

Proposicién 2.6. Sean A un sistema simple de W, S el correspondiente conjunto de raices simples y I' el grafo de
Coxeter de W. SiT'y,..., Ty son las componentes conexas de I' y Si,...,S, los correspondientes subconjuntos de S,
entonces W es el producto de los subgrupos parabolicos Wg,,...,Ws,_ y ademds cada W, es irreducible.

Demostracion. El resultado es claro observando que los grupos {Wg, } generan W y que los elementos de S; conmutan
con los de S; si i # j, por lo tanto los correspondientes subgrupos parabélicos conmutan entre si. O

Definicién 2.7. Dado un grafo de Coxeter I" con S (|.S| = n) como conjunto de vértices, definiremos la matriz asociada

a I" como la siguiente matriz simétrica de tamano n x n:

T
as,s = —cos | ——— |, para todo s,s" € S.
m(s,s’)

Diremos que IT" es definido positivo o semidefinido positivo cuando su matriz asociada tenga la correspondiente propie-
dad.

Observacién 2.8. Observemos que cuando I' proviene de un grupo de reflexiones W, entonces la matriz asociada
resulta ser definida positiva ya que representa el producto interno relativo a la base A de V. Nuestra estrategia para
obtener la clasificacién de los grupos de reflexiones consistird en obtener una lista de grafos de Coxeter definidos
positivos y conexos, para probar luego que estos son todos los posibles grafos de Coxeter definidos positivos y conexos.
Luego mostraremos sistemas de raices para todos los casos posibles.

2.2. Algunos grafos definidos y semidefinidos positivos

Los siguientes grafos son definidos positivos, para comprobarlo el lector podra calcular los menores principales de
la matriz correspondiente en cada caso.
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CAPITULO 2. CLASIFICACION DE LOS GRUPOS DE REFLEXIONES

An n o—o0—o0 o—©O0—o0
B, (n> 0—0—0 . o—oto
Dy (n > 4) o—0—0 -+ 0—0
FEg o—o—I—o—o

Er o—o—I—o—o—o
FEg o—o—I—o—o—o—o
Fy o—o0do o

Hj oo o

Hy o2 o600

Dy (m>4) o2o

Cuadro 2.1: Algunos grafos definidos positivos.

Probaremos que estos son los unicos grafos de Coxeter conexos y definidos positivos. Como una herramienta en la
prueba construiremos los grafos auxiliares del cuadro 2.2: estos grafos auxiliares son semidefinidos positivos, pero no
definidos positivos.

A/Q =0

hozy o5

~ . . )—()—(4
B, (n>4) ::

5'n (n>3) oto 06 ... 0—0to
E;

Eg o—o—o—I—o—o—o
Eg o—o—I—o—o—o—o—o
ﬁ5 o—o—o04o—o

ég o——o%o

Cuadro 2.2: Algunos grafos semidefinidos positivos.

En el transcurso de la prueba del teorema 2.13 seran también de utilidad los siguientes grafos de Coxeter, estos
grafos resultan ser indefinidos:

Cuadro 2.3: Algunos grafos indefinidos.



2.3. SUBGRAFOS

2.3. Subgrafos

En esta seccién probaremos un hecho crucial para la clasificaciéon de los grafos de Coxeter: los “subgrafos” propios
de un grafo de Coxeter conexo y semidefinido positivo son definidos positivos. Aqui entenderemos por subgrafo lo
siguiente:

Definicién 2.9. Si T es un grafo de Coxeter, diremos que un grafo IV es un subgrafo de I si es obtenido a partir de
este ultimo por medio de omisién de vértices (v las aristas adyacentes a dicho vértice) o disminuyendo las etiquetas
de una o mas aristas, o ambos métodos.

Necesitaremos ademéds para probar lo que adelantdbamos en el primer parrafo de la secciéon un resultado para
matrices indescomponibles.

Definicién 2.10. Una matriz A real n X n es indescomponible si no existe una particion del conjunto de indices en
un par de conjuntos no vacios I, J tales que a;; =0sii € l,j € J.

Es claro que las matrices asociadas a grafos de Coxeter son indescomponibles precisamente cuando el grafo es
conexo.

Proposicién 2.11. Sea A una matriz real simétrica de n X n semidefinida positiva e indescomponible. 51 a;; < 0 para
todo i # j, entonces:

1. Elnicleo de A coincide con N := {x € R" : (x, Az) = 0} y tiene dimensién no mayor a 1. Ademds si dim(N) = 1,
entonces N estd generado por un vector cuyas coordenadas son todas estrictamente positivas.

2. El menor valor propio de A tiene multiplicidad 1, y tiene un vector propio cuyas coordenadas son todas estric-
tamente positivas.

Demostracion. 1. Es claro que el ntcleo de A esté contenido en N. Para la otra inclusién, diagonalizemos A. Dado
que A es simétrica existe una matriz P ortogonal y una matriz D diagonal tal que D = P*AP = diag(dy, ..., d,).
Sean v € N y w € R" tales que v = Pw, luego se tiene que

0 = (v, Av) = (Pw, APw) = (w, Dw) = Z:clﬂuz2

i=1

Dado que los valores propios de A son d; > 0 tenemos que d;w; = 0 para todo i = 1,...,n y luego w € ker(D)
y v € ker(A).

Supongamos que dim(N) > 0y sean € N no nulo y z el vector cuyas coordenadas son el valor absoluto de las
de . Dado que a;; < 0 si ¢ # j, tenemos que

n

0<(z,Az) = Za“ |33l|2 + Zaij |z |2;] < Zaiim? + Zaijximj = (x, Az) =0,
i=1

i i=1 i#j

donde en la segunda desigualdad utilizamos que a;; < 0 si ¢ # j. Luego z € N. Probemos ahora que las
coordenadas de z son todas no nulas. Para ver esto, sea J el conjunto no vacio de indices j para los cuales
zj > 0y sea I su complemento. Puesto que N es el nicleo de A, tenemos que ZjeJ a;;2z; = 0 para todo 4. Si
I es no vacio, dado que A es indescomponible entonces existen ig € I y jo € J tales que a;,;, < 0 y por lo
tanto ) jeg GigjZj < 0, lo que resulta absurdo. Esto muestra que todo elemento x € N no nulo tiene todas sus
coordenadas no nulas y ademas del mismo signo, ya que x + z € N seria no nulo con alguna coordenada nula, si
los coordenadas de x no fueran todas del mismo signo. Si dim(N) > 1, entonces tomando una combinacién lineal
no trivial de dos vectores linealmente independiente de N, podriamos formar uno con al menos una coordenada
nula, por lo tanto concluimos que dim(N) < 1.

2. Si d el menor de los valores propios de A, entonces la matriz A — dI satisface las hip6tesis de la proposicién,
i.e. es simétrica, semidefinida positiva e indescomponible. Més atin, A — dI tiene nicleo no trivial y aplicando la
primer parte de la proposicién podemos concluir que su nicleo tiene dimensién 1. Ademads que es generado por
un vector cuyas coordenas son estrictamente positivas. Esto significa que el subespacio propio de valor propio d
tiene dimensién 1 y contiene un vector cuyas coordenadas son todas estrictamente positivas. O
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CAPITULO 2. CLASIFICACION DE LOS GRUPOS DE REFLEXIONES

Corolario 2.12. Si T es un grafo de Coxeter conexo y semidefinido positivo entonces todo subgrafo propio es definido
positivo.

Demostraciéon. Sea I un subgrafo propio de I', y denotemos por A’ € Myxm v A € Myxn, con m < n, a sus
correspondientes matrices asociadas. Supongamos por comodidad que si al obtener IV de I" se elimina algiin vértice,
entonces estos son de las tltimas n — m coordenadas.

Las etiquetas de las aristas en I' satisfacen que m;j < myj, por lo tanto 0 > a;j = —cos (nf, ) > —cos (mi) = ajj.
ij ij
Supongamos que A’ no es definida positiva, luego existe x € R™ no nulo tal que (x, A’xz) <O0.
Consideremos el vector en y € R™ cuyas coordenadas son y; := |z;| si¢ < mey; = |z;] :=0sim < i < n.

Aplicando la forma bilineal asociada a A obtenemos que:

n m (*) m m
0<(y,Ay) = Z aij |zl |z;] = Z aij |zl |z;] < Z ag; |zil |z;] < Z airivy = (r, A'r) <0.
ig=1 ij=1 Q=1 ij=1

Se sigue que todas las desigualdades son igualdades y de la primer igualdad junto con la proposicién 2.11, tenemos
que y € ker(A). Esto no puede darse a menos que m = n y las coordenadas de z son todas no nulas. Pero si m =n

y las coordenadas de x son no nulas, de la desigualdad (x) y de que a;; < a;j, podemos deducir que a;; = agj. Lo que

resulta absurdo ya que entonces I'V no serfa un subgrafo propio de T'. O

2.4. Clasificacién de grafos definidos positivos

Teorema 2.13. Los grafos en las figuras 2.1 y 2.2 son los unicos grafos de Coxeter coneros y semidefinidos positivos.

Demostracion. Supongamos que tenemos un grafo de Coxeter I' conexo y semidefinido positivo que no esta dentro
de las figuras mencionadas. Procederemos con los siguientes 20 pasos para obtener una contradiccion, invocando
repetidamente el corolario 2.12 para descartar posibles subgrafos. Sean n = rg(I') y m el méximo de las etiquetas de
las aristas.

1. Todos los grafos de Coxeter de rango 1 0 2 (Ag, Dy, Ez) son semidefinidos positivos, por lo tanto tenemos n > 3.
2. Dado que gg no puede ser un subgrafo de I', entonces m < oo.
3. Dado que gn, con n > 3, no puede ser un subgrafo de I', entonces I' no contiene circuitos.
Supongamos por un momento que m = 3.
4. T debe tener un vértice de ramificacién, dado que I' # A,,.
5. Dado que I" no contiene a 5n, con n > 6 entonces debe contener un tnico vértice de ramificacién.

6. I' no contiene a Dj, por lo tanto 3 aristas se encuentran en el mismo vértice de ramificacion. Con a < b < ¢ la
cantidad de vértices en cada una de estas direcciones.

7. Dado que E7 no es un subgrafo de I' tenemos que a = 1.
8. Dado que E‘g no es un subgrafo de I' tenemos que b < 2.
9. Dado que I' # D,,, entonces b = 2.
10. Dado que E‘g no es un subgrafo de I' tenemos que ¢ < 4.
11. Dado que I' # Eg, Er, E5 resulta entonces que el caso m = 3 es imposible.

Por lo tanto m > 4.

11. T no contiene a 6’71, por lo tanto hay una tnica arista con una etiqueta mayor a 3.

12. T no contiene a En, por lo tanto I' no tiene vértices de bifurcacién.
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Consideremos ahora el caso m = 4.

13. Dado que I" # B,,, los dos vértices en los extremos de I' deben estar etiquetados con un 3.

14. Dado I' no contiene a ﬁ5, n debe ser 4.

15. Pero como I' # Fy, por lo tanto el caso m = 4 es imposible, por lo tanto debemos tener m > 5.
16. Dado que I" no contiene a ég, entonces m = 5.

17. T no puede contener al grafo Z, del cuadro 2.3, por lo tanto el vértice etiquetado con un 5 debe estar en un
extremo de T.

18. T no contiene al grafo Z5, por lo tanto n > 4.

19. Por lo tanto I' deberia ser H3 o Hy, lo cual es absurdo.

Entonces eliminadas todas la posibilidades resulta que los grafos del cuadro 2.1 son los tnico grafos de Coxeter conexos
y definidos positivos. O

Este teorema reduce los posibles grupos de reflexiones que podemos encontrar. Para terminar la clasificacién de
los grupos de reflexiones, debemos mostrar cuales de los grafos del cuadro 2.1 se corresponden con sistemas de raices.
Esto sera el contenido de la seccién 2.6.

2.5. Grupos cristalograficos y grupos de Weyl

En esta seccién terminaremos de ver lo que adelantdbamos en la observacion 1.9, que los grupos de Weyl coinciden
con los grupos cristalogrdficos. Un subgrupo G de GL(V) se dice que es cristalogrdfico si estabiliza un reticulo L en V
(donde por reticulo entendemos un subgrupo abeliano generado por una base de V'), i.e. gL = L para todo g € G, o
equivalentemente g C L para todo g € G.

Teorema 2.14. Sea W un grupo de reflexiones finito actuando esencialmente en un espacio vectorial V', entonces
son equivalentes las siguientes proposiciones:

1. W es un grupo de Weyl.

2. W es un grupo de reflexiones cristalogrdfico.

3. m(a,B) es 2,3,4 0 6, para todo o, 5 € A.
Demostracion.

(1 =2) Sea W un grupo de Weyl con un sistema de raices cristalogrifico ® y un sistema simple A C ®. Si X C V,
denotemos por ZX el conjunto de las Z-combinaciones lineales de X, i.e., ZX = {> a;z; : o; € Z,z; € X }.
Del proposicién 1.25 se deduce que & C ZA, y por lo tanto los reticulos Z® y ZA coinciden. Dado que & es
W —estable concluimos que el reticulo Z® también lo es.

(2 = 3) Observemos que si W es un grupo cristalografico actuando en V' y tomamos una base B de V, entonces para

todo w € W la traza de la matriz asociada a w en la base B debe ser un entero, ya que esta traza coincide con
la traza relativa a una base del reticulo L C V que W estabiliza.
Si o, 8 € Acon a # 3, sabemos que 5,53 # id actia en el plano generado por o y  como una rotacion de
angulo p = % = —20, siendo § = 7 — ﬁ el angulo entre o y (8, mientras que fija puntualmente el
complemento ortogonal de este plano. Luego su traza relativa a una base ortogonal que contenga a una base del
plano es (n — 2) + 2 cos(), siendo n la dimensién de V. Luego cos(p) € 1Z, mientras que 0 < ¢ < 7, siendo las
unicas posibilidades cos(¢) = —1, —%, 0, %, correspondientes a m(«, 8) = 2,3,4,6.
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(3=1) La idea para esta parte consiste en modificar las longitudes de las raices de un sistema simple A, de forma tal
que se satisfaga la condicién de cristalografia. Luego, por la proposicién 1.25 el sistema de raices resultante es
cristalogréafico. Para lograr esto tomaremos una raiz simple o € A y modificaremos la longitud de las adyacentes
a ésta. Iterando este procedimiento, modificando siempre aquellas raices que no hayamos alterado, terminaremos
con un sistema simple que cumple la condicién de cristalografia. Observar que este procedimiento estd bien
definido, puesto que los grafos de Coxeter asociados a grupos de reflexiones son aciclicos (ver cuadro 2.1) y
termina en una cantidad finita de pasos, porque los grafos de Coxeter son finitos.

Sean a, € Ay =m— m el 4ngulo entre estas raices. Dado que cos(6) = %, tenemos que
—5_ A1, _ lall 5
sa(B) =5 —2cos(f )H ” sg(a) = a —2cos( )HBII
Con tal de tener que 2005(9)%, 2 cos(0) I“ H € Z, debemos multiplicar a S por un escalar positivo de modo que

satisfaga lo siguiente:

Si m(a, B) = 2, entonces cos(f) = 0 y por lo tanto 2 cos(6) HBH ,2cos(6) H ” € Z. Es este caso, la longitud de g es
independiente de a.

Si m(a, B) = 3, entonces cos() = 3 y por lo tanto basta con tener 3] = |||
Si m(a, B) = 4, entonces cos(f) = % y por lo tanto basta con tener ||| = V2| o ||B]| = %Ha”
Si m(a, B) = 6, entonces cos(f) = ? y por lo tanto basta con tener ||| = V3|l o ||3]| = %Ha”

Dado que hemos modificado las raices de A, y por lo tanto también las de ®, no tenemos que ® sea necesaria-
mente un sistema de raices. Para sortear este problema basta con redefinir ® como ® := WA, de esta manera
efectivamente ® es un sistema de raices y A C ® es un sistema simple.

O

La conclusién de este teorema es que los grupos de Weyl son precisamente los grupos de reflexiones para los cuales
m(a, B) € {2,3,4,6}, para todo o # 8 raices simples. Este criterio deja fuera de la categoria de grupos cristolograficos a
los grupos del tipo H3 y H,4 asi como también a los grupos diedrales excepto para aquellos que tienen orden 2,4, 6, 8, 12.

Observar que cuando el grafo de Coxeter es irreducible, hay a lo sumo dos posibles longitudes relativas para las
raices cristalograficas, i.e. % no puede tomar més de 2 posibles valores, habiendo los dos largos sélo si m(«, 8) > 3
para algin o« # (. Si hay de ambas longitudes hablaremos de raices largas y cortas, observar que en este caso el
cociente entre las longitudes de las raices largas y las cortas s6lo puede ser v/2 o v/3. Si todas las raices tienen la
misma longitud, diremos que todas las raices son largas. Esta informacion se agrega al grafo de Coxeter direccionando
las aristas de una raiz corta a una larga. Por convencién, las etiquetas 4 y 6 son reemplazadas en cada caso por una
arista doble o triple. Cuando todas las raices tienen el mismo largo, el grafo resulta adireccionado. El grafo resultante
se lo conoce por diagrama de Dynkin, ya en la siguiente seccién los deduciremos.

Dado un sistema de raices ®, podemos considerar el sistema de raices dual ® de ®, donde ®V consiste de las
coraices o = %, con « € P, con sistema simple AY := {a" : v € A}. Es facil verificar que si ® es un sistema
cristalogréfico, entonces ®V también lo es, de hecho, si « es una raiz larga en @, entonces a¥ es una raiz corta en ®V (y
viceversa). Por lo tanto, el diagrama de Dynkin de ®V es el mismo que el de @, pero con las orientaciones invertidas.
Luego, si ® es irreducible, el lector podra verificar que todos los diagramas de Dynkin de un sistema ® coinciden con
el de su dual, salvo para el caso de B,,. Para este grupo de Weyl, resulta que existen dos sistemas de raices B,, y Cp,
con diferentes diagramas de Dynkin, de hecho, estos sistemas son duales uno del otro.

2.6. Construccion de los sistemas de raices
En esta seccién esbozaremos brevemente como construir sistemas de raices para los grafos de la tabla 2.1, al igual
describiremos algunas de sus principales caracteristicas. Adicionalmente mostraremos sistemas de raices cristalograficos

para los grupos de Weyl. Con el teorema 2.13 hemos visto que los posibles grupos de reflexiones pueden presentarse
en familias de grupos (A, By, Dy, ¥ D) 0 como grupos excepcionales (Eg, B, Es, H3, Hy y Fy).
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An

Sea V el hiperplano de R"*! perpendicular al vector (1,...,1), i.e., V es el hiperplano consistente de vectores
cuyas coordenadas suman 0. Definamos ® como el conjunto de vectores de norma /2 de la interseccién de V'
con Zei + - - -+ Zey41. Entonces ® consiste de los n(n+ 1) vectores e; —e; con 1 <4 # j < n+1, todas teniendo
el mismo largo.

Un sistema simple de ® es A = {e; — e;+1 : 1 <1 < n}, quedando el grafo de Coxeter de la siguiente manera:

€2 — €3 €n — €n+41
O—O0—0O ¢« ¢« ¢+ O——O0—O
€1 — €2 €n_1 — €En

Definamos ® C R"™ como el conjunto de vectores de norma 1 o /2 del reticulo Ze; + --- + Ze,. Luego ®
consiste de las 2n raices cortas +e; y las 2n(n — 1) raices largas +e; £ e; (con i < j), totalizando 2n?. Tomemos
A={e;—ejr1:1<1<n-—1}U{e,} como sistema simple de P, resultando el grafo de Coxeter de la siguiente
manera:

ey — e3 €n
O—O0——0O =+« ¢ =« O—OLO
e; — ez €n—1 — €n

Considerando el dual de este sistema tenemos ®¥ = {£2¢,;} U {£e; + ¢;}. Tradicionalmente estos sistemas de
rafces se los denota por B, = ® y C, = &V, y sus diagramas de Dynkin son:

B, Cn

Definamos el ® C R™ como el conjunto de vectores de norma V2deZei+--+Ze,. Luego ® consiste de las 2n(n—
1) raices {e;+e;}, con1 < i < j < n, todas del mismo largo, y podemos tomar A = {e; —e;41 : 1 <1 <n—1}U
{en—1 + en}. En este caso el grafo de Coxeter nos queda:

€En—1 — €En

€2 — €3
O——O0——0 =+ ¢ =«
e; — e €n—2 — €en—1

€n—1+€n

Para el caso del grupo diedral ya lo hemos tratado anteriormente en el ejemplo 1.17. Resumiendo, podemos

considerar como sistema de raices a ®,, = {(cos (’:n—“) , sen (%)) 0< k< Qm} y como sistema simple a A,,, =

{a, 8}, con a = (1,0) y B, = (cos (%) , sen (W)) Quedando el grafo de Coxeter:

m
o——-=O0

e/ ﬂrn

Como vimos en el teorema 2.14, los grupos D; y Dg son grupos de Weyl, pero los correspondientes siste-
mas de raices @, y ®g no verifican la condicién de cristalografia. En su lugar, podemos considerar ®,, =
{(cos (’”) ,sen (%’r)) :0< k< 2m, conk par}u{w/% (cos (%’T) ,sen (%’r)) :0< k< 2m, conk impar} yA, =

m

{a, B} como sistemas de raices y simple de D,,, siendo a = (1,0) y B = /% (cos (W) ,sen (W))
En estos casos los diagrama de Dynkin que obtenemos son:
a G0 B a =0 B
D, Ds
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Fy

Eg

Sea ® C R* el conjunto de vectores del reticulo Zej + - -- + Zey + Z (% Z?:l ei) de norma 1 o v/2. Enton-

ces el sistema de raices ® consta de las 24 raices largas {fe; £ e;:1<1i<j <4} y de las 24 raices cortas
{£e;: 1 <i<4} U {%(j:el +ey ezt 64)}. Podemos tomar A = {62 — e3,€3 — €4, €4, %(61 — ey —e3 — 64)},
obteniendo el siguiente grafo de Coxeter:

€2 — €3 4 €4
o0—0—0—=0
ez — eyq 5(61—62—63—64)
y el diagrama de Dynkin:
o—a<X0o—o0

L . [ . , . 8
En este caso la eleccion del reticulo es algo mas complejo. Sea L’ el reticulo consistente de las sumas >, ; ce;

coneg €EZy Y ¢ipar,ysea L=L +7 (% Zle e,;). Consideremos ® C R?® el conjunto de vectores de L de

longitud v/2, por lo tanto ® consta de las 240 raices de igual longitud
8

1
+e; e (i < j), 5 Z +e; (con una nimero par de signos +).
i=1

Podemos tomar el sistema simple A con las siguiente raices:

1
al:5(61_62_63_64_65_66_€7+68)7
Qg = €1 + ez,

Q; = €;_1 — €;_2 (3 é ) S 8)

Luego, el grafo de Coxeter resulta ser:

e7r — eg e5 — €4 ez — e
O O a1
e — €5 eq4 — e3 i e; + ez
ez — e

Observar que el sistema de raices de tipo Eg contiene una copia de E7 y de Eg, por lo tanto, nos valdremos de las
raices de Eg para construir las de E7 y Fg.

E7 Utilicemos el sistema de rafces de tipo Eg ya construido, sea V' C R® el subespacio generado por {a; : 1 <i < 7}

y sea ® el conjunto de 126 raices de Eg que estan en V:

6
1
teidej(1 <0 <j <6), £(er —es), £ <e7—eg+2iei>,
i=1

donde el nimero de signos + en la suma es impar. Un sistema simple es A = {«1,..., a7} v el grafo de Coxeter
queda:
€5 — €4 €3 — €2
O O a1
€6 — €5 eq —e3 i e1 + ez
€2 — €1
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Es De nuevo utilicemos el sistema de raices de tipo Eg ya construido, sea V' C R® el subespacio generado por
{a; : 1 <i<6}ysea ® el conjunto de 72 raices de Eg que estdn en V:

i=1

5
. . 1
+e; £e;(1 <i<j<6), :i:§ <68—67—66+Z:|:ei>,

donde el nimero de signos + en la suma es par. Un sistema simple es A = {a,...,a6} y el grafo de Coxeter
queda:
es — eq €3 — ez
O O a1
€4 — €3 i e1+e2
€2 — €1

Consideremos finalmente los grupos no cristalograficos de tipo Hs y Hy. Ambos grupos aparecen naturalmente
como grupos de simetrias de solidos regulares. El grupo Hj es el grupo de simetrias del icosaedro y del dodecaedro,
tiene orden 120 y contiene 15 reflexiones. El grupo Hy es el grupo de simetrias de un sélido de 600 caras tetraédricas
en R

En estos dos tltimos casos tomaremos 8 = cos (1) = V5

5 4

Hs Para el grupo H3 podemos considerar el sistema de raices

1
b ={te;:1<i<3} U {permutaciones pares de (:I: (B+1),£8, j:2> } ,

con el sistema simple

A= {al = <;+6767_;) y Q2 = <_;_6767;> , (3 = (;7_;_655>}

Quedando el grafo de Coxeter

H, Finalmente, para el grupo H,4 tenemos el sistema de raices

1 1 1
Od={te;:1<i<4 —(£1,+£1,+1,£1 permutaciones paresde |+ S+ = ),+8,£=,0] »,
2 2 2

con el sistema simple

A= {Oél = <;+ﬁ7ﬁ7_;70) y Qg = (_;_/Baﬂa;>o) , 3 = (;7_;_656,()) , 04 = (_;707_;_675)}

Siendo el grafo de Coxeter en este caso:
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Capitulo 3

Teoria de invariantes de grupos de
reflexiones

Si G es un subgrupo de GL(V'), entonces existe una accién natural de G en el dlgebra de funciones polinomiales de
V. Este capitulo estd dedicado al estudio de dicha accién, enfatizando las caracteristicas més destacables del algebra
de invariantes, la cual, en el caso de G ser un grupo de reflexiones, resulta ser un anillo de polinomios sobre generadores
de grados bien conocidos, cuyo producto es |G|.

Luego de algunas generalidades sobre teorfa de invariantes de grupos finitos arbitrarios (3.1)—(3.2), probaremos
el teorema de Chevalley, dando un conjunto generador algebraicamente independiente para el dlgebra de invariantes
(3.3)—(3.3) y observando la unicidad de sus grados (3.4). Mas aun, la suma y el producto de estos grados tienen
interpretaciones naturales (3.6). Un criterio debido a Jacobi para la independencia algebraica de polinomios (3.7) nos
permitird mostrar algunos ejemplos (3.9). A su vez, los grados de W nos mostrardn una sorprendente factorizacién
del polinomio de Poincaré de W (3.12).

3.1. Polinomios invariantes de un grupo finito

Antes de lidiar con grupos de reflexiones, consideremos qué podemos decir del dlgebra de polinomios invariantes de
un grupo finito de GL(V') arbitrario, donde V' es un espacio vectorial de dimesién n sobre un cuerpo K de caracteristica
0. Sea S el dlgebra simétrica S(V*) del espacio dual V*, entonces se tiene que V* es isomorfo, como espacio vectorial, al
conjunto de polinomios de grado 1 en n variables sobre el cuerpo K y S es isomorfa al dlgebra de funciones polinomiales
sobre V', donde por funciones polinomiales sobre V', entenderemos funciones f : V' — K tales que, fijada una base
{v1,...,v,} de V, resulta que el mapa

(331,...,:1:”)EK”HyEK:y:f(wa,)

es un polinomio en las variables z1, ..., z,. Fijando una base B = {vy,...,v,} de V, entonces S puede identificarse
con K[vf,...,v}], donde {v}} es la base dual de B, i.e. aquella base de V* que satisface: v;(v;) = d;;. Si bien en los
capitulos anteriores habiamos reservado la letra S para denotar el conjunto de las reflexiones simples que generan W,
en este capitulo la reservaremos (por lo menos hasta la dltima seccién) para indicar el dlgebra de polinomios en varias
variables sobre un cuerpo K.

Sea G un subgrupo de GL(V), entonces existe una accién natural de G sobre V* dada por: (g- f)(v) = f(g~1(v)),
donde g € G, f € V* y v € V. Esta accién sobre V* se extiende a una accién sobre S(V*) por automorfismos de
K—éalgebras. Esta accién preserva el grado en S, ya que g- f € V* para toda f € V*. Diremos que f € S es G—invariante
sig-f = f para todo g € G y denotemos por S¢ a la subalgebra de S de G-invariantes. Dado que la accién de G
preserva el grado en S, entonces S¢ es una subélgebra homogénea de S, i.e. si f € SY, entonces cada una de sus
componentes homogéneas estan en S&.

Es claro que S¢ contiene a K (las funciones constantes), pero aparte de estos elementos no es claro que S posea
otros elementos. Veamos ahora que en caso de que G sea un grupo finito, entonces S¢ constard con mas que sélo
constantes. La accién de G en S por automorfismos de dlgebras se extiende a su vez a una accién de G en el cuerpo
de fracciones L de S por automorfismos de cuerpos. Ademés L es como cuerpo isomorfo a K(x1,...,2,), la que es
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una extension trascendente pura sobre K de grado de trascendencia n. Sabemos de teoria de cuerpos que L es una
extensién Galois finita del cuerpo fijo LE, con grupo de Galois G. Se sigue entonces que L& también tiene grado de
trascendencia n sobre K.

Claramente el cuerpo de fracciones de S¢ estd incluido en LS, veamos que la otra inclusién también es cierta. Si
p/q € LE con p,q € S, podemos multiplicar denominador y numerador por II(g - p), donde g € G y g # 1, y concluir
que el numerador es G-invariante forzando al denominador a ser G-invariante también. Luego LY es precisamente el
cuerpo de fracciones de S¢, en particular S¢ = K si y s6lo si LY = K. Resumiendo:

Proposicién 3.1. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo K de caracteristica 0. Sea G un
subgrupo finito de GL(V'), actuando de forma candnica sobre el dlgebra simétrica S de V*, y sea S¢ la subdlgebra de
G—invariantes. Entonces el cuerpo de fracciones de S coincide con el subcuerpo de G—invariantes en el cuerpo de
fracciones de S. En particular, S¢ tiene grado de trascendencia n sobre K si dim(V) = n y por lo tanto S¢ # K si
G es finito.

Observacién 3.2. En el caso que G sea un subgrupo de operadores ortogonales de K", por ejemplo cuando G es
un grupo de reflexiones W, consideremos a K™ con el producto interno usual. Entonces S¢ contiene al polinomio
22 + -+ 22, ya que este polinomio representa el producto interno usual y los operadores ortogonales lo preservan.
En el caso general en que el producto interno no es el usual sobre K™, de todos modos S¢ contendré al polinomio

homogéneo de grado 2 que represente al producto interno de dicho espacio.

Proposicién 3.3. Sea W un grupo de reflexiones actuando en un espacio vectorial V, entonces SV contiene un
polinomio homogéneo de grado 1 si y sélo si la accion de W no es esencial.

Demostracion. Observar que p € SV es equivalente a s, - p = p para todo a en un sistema simple A de W. Si
tuviéramos un polinomio p homogéneo de grado 1 en SV, deberia verificarse que

) = 50 0(0) = ploa(0) = (v = T2 ) =500 -

lo que es equivalente a
(a,v) p(ar) =0, (3.1)
para todo o € Ajv € V.
Si la accién no es esencial, podemos suponer que A esté contenido en un hiperplano de V' y podemos tomar como
p un polinomio lineal que se anula sobre este hiperplano, satisfaciéndose asf la ecuacién (3.1).
Si la accién es esencial, entonces A es una base de V' y de satisfacerse la ecuacién (3.1) para todoa € Ayv eV,
tendriamos p = 0. O

Terminemos la seccién con un par de ejemplo sencillos, ejemplos que expondremos en mas detalle en la seccién 3.9.

Observacién 3.4. El grupo simétrico S, actia sobre R™ permutando coordenadas. Observemos que S,, actia en
R[z1,...,2,] permutando los términos x1,. .., z,. En efecto, si o € S, y {e1,...,e,} es la base candnica de R™, luego
para todo 7 = 1,...,n tenemos que

o-xzi(e;) =wm; (0_1(ej)) = zi(€s-1(j)) = 0io-1(j) = Vo (i), = To(i)(€5)-
Luego se deduce que o - x; = z4(;) y por lo tanto el dlgebra de polinomio invariante por S, consiste de polinomios
simétricos en las variables z1,...,x,. Esta dlgebra es de particular interés en varias areas de la matemaética y més

adelante (ver observacién 3.22) veremos que cada polinomio simétrico puede expresarse de manera Unica como un
polinomio en los polinomios {s,...,s,}, donde
n
S = E xf
i=1

En particular, el dlgebra de polinomios S,,—invariantes es isomorfa al algebra libre R[sq, ..., s,].

Observacién 3.5. El grupo B, = Z% % S, actia esencialmente sobre R™ permutando coordenadas (por S,) y
cambiando signos (por Z%). De manera anéloga al ejemplo anterior podemos concluir que los polinomios B,,—invariantes
resultan ser R[31,...,5,], donde 55 se obtiene de s;, remplazando z; por z? (debido al cambio de signo generado por
73), i.e.
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Observar que en ambos casos se tiene que el dlgebra de invariantes es un algebra libre, en el primer caso generada
por {s1,...,8,} y en el segundo por {s1,...,5,}. Esto no es casualidad como veremos en el teorema 3.10.

3.2. Generacion finita

En esta seccién veremos que el dlgebra de invariantes S¢ es finitamente generada como K-algebra, usando como
herramienta el teorema de la base de Hilbert, que afirma que todo ideal de un anillo de polinomios es finitamente
generado como modulo sobre el anillo de polinomios. Ademaés se deduce también del teorema de la base de Hilbert,
que de cualquier conjunto generador como maddulo, podemos extraer un generador finito. Consideremos el ideal I de S
generado por S¢T, donde ST consiste en los polinomios de S¢ que tienen término independiente nulo. Probaremos
que cualquier generador finito de I como S-médulo consistente de elementos de S+ genera S como una K-élgebra.

Para la demostracién de esto tltimo, precisaremos un tipo de operador proyecciéon de S en S, definido “prome-

diando” sobre GG para todo f € S como
1

:@Zg'f'

geG

I

Es claro que el mapa f — f% es un morfismo de K-dlgebras entre S y S¢, que preserva grados y que deja los
elementos de S¢ fijos. En particular, sip € Sy ¢ € S se tiene que

(pg)* = p*q* = piq.

A este mapa lo llamaremos el operador de Reynolds por G.

Proposicién 3.6. Sean fi, ..., f. elementos homogéneos de S+ que generan el ideal I de S como S—mddulo, entonces
SC es generada como una K —dlgebra por estos elementos.

Demostracion. Tenemos que probar que todo elemento f € S es un polinomio en fi,..., f,, ie. f € K[fi,..., f]
Dado que S es una K—4lgebra graduada es suficiente probar el teorema en el caso que f sea homogéneo. Procederemos
por induccién en el grado de f, siendo el caso deg(f) = 0 claro.

Si deg(f) > 0, tenemos que f € I y por lo tanto

f=s1fi+ -+ s.f, donde s; € S.

Dado que f, f1,..., f» son homogéneos, podemos asumir, luego de remover de s; términos irrelevantes, que cada s;
también es homogéneo, con deg(s;) = deg(f) — deg(f;). Luego aplicando el operador de Reynolds tenemos que

f=ft=spn+ 45
Dado que los polinomios sg son elementos homogéneos de S& de grado menor que deg(f), entonces por hipétesis de
induccién tenemos que s; € K[f1,..., fr] y por lo tanto f también. O

En el teorema 3.10 refinaremos este resultado probando que podemos elegir a los polinomios fi, ..., f algebraica-
mente independientes, en el caso que G sea un grupo de reflexiones.

Observacién 3.7. A pesar que en la prueba utilizamos el operador de Reynolds y por lo tanto que la caracteristica
del cuerpo K no divide al orden de G, este resultado sigue siendo cierto en tal caso, pero la prueba resulta ser mucho
mas compleja.

En el resto de este texto sera esencial trabajar con derivadas parciales de polinomios. Aunque el cuerpo de base
sobre el que estamos trabajando es R, y por lo tanto valen todas las propiedades para derivadas parciales como por
ejemplo la regla de la cadena, se puede definir derivadas parciales de manera abstracta y formal sobre cualquier cuerpo,

preservando sus propiedades usuales. Por ejemplo, si K es un cuerpo arbitrario y f € K[z1,...,x,] es un polinomio
homogéneo, entonces tenemos la siguiente férmula debida a Euler
n
of
> win - = (deg f)f. (3:2)
i=1 Oz
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Otra propiedad que nos sera de utilidad en reiteradas ocasiones es una generalizaciéon de la regla de la cadena. Si

f1,- .., fn son polinomios algebraicamente independientes y g pertenece a la K—éalgebra generada por estos polinomios,
definimos la derivada parcial de g con respecto a f; como
dg oG
= (fl?"'afn)v
8fi 8$Z

siendo G el polinomio que cumple g = G(f1,..., fn).
Con esta definicién en mano podemos extender la regla de la cadena usual como

O3 o g
of; = 0gx Of;

donde {f1,...,fn} v {91,---,9n} son dos conjuntos de polinomios algebraicamente independientes que generan la
misma K—-dlgebra y h pertenece a esta dlgebra. En efecto, notar que si h = H¢(f1,..., fn) = Hg(g1,...,9n), entonces

h = Hg(Gl,f(flv'"7fn)7'~~7Gn,f(f1w~~7fn)) = HQOG(fl""afn), donde G = (Gl,fv"'an,f) Y 9i = Gi,f? Yy por lo
tanto Hy = H, o G. Luego, se deduce que

on _ oH,
of;  0f;

(fla"'afn):%(‘flw-wfn):

0H, OGh.g _ N~ Oh 9gk
Far G fa) gt (s fu) = 3 .

3.3. Teorema de Chevalley

Por el resto de este capitulo nos volcaremos al estudio del caso en el que G sea un grupo de reflexiones W actuando
esencialmente sobre un espacio vectorial V' de dimensiéon n sobre R, el cual lo identificaremos con R™. Como en la
secciones precedentes, W actia sobre el anillo S de funciones polinomiales sobre V, el cual identificaremos con el anillo
R[I’l, e ,In}.

Antes de discutir la prueba del teorema de Chevalley (ver teorema 3.10) probemos un par de resultados que nos
seran de utilidad en varias ocasiones. El lector con conocimientos de geometria algebraica, veré el siguiente resultado
como un andlogo al Nullstellensatz de Hilbert.

Lema 3.8. Seal € K|[x1,...,x,] un polinomio homogéneo de grado 1 y supongamos que un polinomio f se anula en
las raices de l, entonces | divide a f en el anillo de polinomios K|xy,...,2y)].

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que z,, ocurre en [ con coeficiente no nulo. Entonces aplicando
el algoritmo de divisién en la variable x,, podemos obtener que

f=lg+r,
donde ¢ € Klx1,...,2,] y r tiene grado 0 en z,, i.e. r € K[xy,...,2,-1]. Luego a menos que r = 0 conseguiremos
una contradiccién como veremos. Sean ay,...,a,—1 en el cuerpo infinito K para el cual r(aq,...,a,—1) # 0. Luego,
resolviendo una ecuacién de primer orden en x, podemos encontrar a, tal que l(ay,...,a,) = 0 y por lo tanto
flay,...,a,) =0, lo que contradice la contruccién de r y q. O

Formularemos como un lema un paso en la demostracion del teorema de Chevalley que usa explicitamente el hecho
que W sea un grupo de reflexiones.

Lema 3.9. Sean f1,...,f. € SV, con fi no perteneciente al ideal de SV generado por fa,..., fr. Si g1,...,gr s0n
polinomios homogéneos de S que satisfacen

flgl+"'+f7‘gT:07 (33)

entonces g1 € 1.

Demostracion. Observar que f; tampoco puede estar en el ideal de S generado por fs,..., fr, ya que de lo contrario
tendriamos
fi = foha+ -+ frh,, para algunos h; € S.
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Luego aplicando el operador de Reynolds a esta ecuacién tenemos que
I e Y e (34)

Dado que hg € 8" podemos deducir entonces que f; pertenece al ideal de S" generado por f,..., fr, lo que
contradice nuestra hipotesis.

Para probar g; € I procederemos por induccién sobre deg(g1). Si g1 es una constante, entonces debe ser 0, ya que
de lo contrario la ecuacién (3.3) contradeciria la hipétesis sobre fi. Asumamos entonces que deg(gr) > 0.

Sea s, € W y sea [ un polinomio homogéneo de grado 1 cuyo conjunto de ceros coincide con H, en R™, por ejemplo
I(z) = (o, ). Dado que s, = s,,! fija puntualmente los elementos de H,, es claro entonces que s, - g; — g; se anula en
todos los puntos de H,, y aplicando el lema 3.8 encontramos polinomios h; tales que

Sq - Gi — gi = lhy. (3.5)

Ambos s, - g; — g; y | son homogéneos, por lo tanto la ecuacién (3.5) muestra que h; también es homogéneo de grado
menor que g;. Aplicando s, a la ecuacién (3.3) obtenemos

fi(sa-g1) 4+ 4 fr(sa - gr) = 0. (3.6)
Sustrayendo (3.3) a (3.6) y luego sustituyendo por (3.5) obtenemos
I(fiha + -+ + frhy) =0,
y puesto que [ no es idénticamente nulo, tenemos
fihi+ -+ frhe = 0.

Por hipdtesis, ya que deg(h;) < deg(g;) tenemos que hy € I y luego por la ecuacién (3.5), s -91 —g1 € I 0
equivalentemente s, - g1 = g1 (méd I).

Dado que W-S%* C S&* entonces W -1 C I también y por lo tanto W actiia en el cociente S/I. Como s,-g1 = g1
(méd I) para todo s, € W, tenemos que w - g3 = ¢1 (méd I) para todo w € W. Luego, g§ = g1 (méd I) y como

g§ € I, tenemos que g; € I. O

Teorema 3.10 (Chevalley). Sean W un grupo de reflexiones finito y SV la subdlgebra de S = R[z1,...,x,] consis-
tente de los polinomios W —invariantes. Entonces SV es generada como una R-dlgebra por n polinomios homogéneos
algebraicamente independientes de grado positivo. En particular, SV es isomorfa como R-dlgebra a R[xy,. .., x,].

Demostracion. Por el teorema de la base de Hilbert, podemos seleccionar un conjunto generador minimal fq,..., f,
de I, como S—mdbdulo, consistente de polinomios homogéneos invariantes de grado positivo. Probaremos que estos
polinomios son algebraicamente independientes y luego aplicando la proposicién 3.6 estos elementos generaran S"W
como una K -élgebra. Pero entonces de la proposicién 3.1 tendremos r = n, dado que el cuerpo de fracciones de S
debe tener grado de trascendencia n sobre R.

Supongamos que los polinomios f1, ..., f. son algebraicamente dependientes, i.e. existe un polinomio h € Ry, ..., y,]
no nulo para el cual

h(fis-os fr) = 0. (3.7)

Sea
e €,
ayll o yr7

un monomio arbitrario de h. Si d; = deg(f;), entonces d = > d;e; es el grado de

aft - fer
en ri,...,T,. Es claro que si de h nos quedamos tan solo con los monomios tales que, luego de sustituir y; por f;,
tienen grado d, entonces obtenemos también que h(f1,..., f.) =0y h # 0. Por lo tanto, podemos descartar de h los

otros monomios.
Derivando la ecuacién (3.7) con respecto a xj para cada k, tenemos:

Zhi afz 207 donde hZ:%(f177fT) (38)

ox
i—1 k
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3f1

Notar que h; es un polinomio homogéneo de SV de grado d — d; en las variables x1, ..., z,, mientras que z-- son
polinomios homogéneos de S de grado d; — 1.
Reenumerando los subindices podemos asumir que Ay, ..., h,, es un generador minimal del ideal de S generado
por los polinomios h;, con i = 1,...,r. Para cada i > m, tenemos
m
h; = Zgijhj, donde Gij € SW (39)

Jj=1

Luego de descartar términos reduntantes podemos asumir que cada g;; es homogéneo de grado deg(h;) — deg(h;) =
(d—d;) — (d —dj) = dj — d;. Luego, sustituyendo la ecuacién (3.9) en la (3.8) para cada valor de k, obtenemos

ofi afi - afi of;
Zhaa{k Zh f+zh f Zh erZ gz% =0. (3.10)

i=m+1 j=m+1

Abreviemos la expresion entre paréntesis como p; ; con 1 <4 < m,1 < k < n y observemos que p; j, es homogéneo

en xy,...,%, de grado d; — 1. Ahora, aplicando el lema 3.9 a la ecuacién (3.10), deducimos que p; ; € I para todo
1<k<n,i.e.
0fr - of; -
—-— i1 = iQi ks 3.11
D21 + j:;rlgylawk ; fitik (3.11)

donde ¢; 1, € S.
Podemos multiplicar ambos lados de (3.11) por zj y sumar sobre k, para luego, usando la férmula de Euler (3.2),

obtener que
difr + Z d;gi1fj = Z (Z fiai k) Tp = Zfz (Z qi k$k> = me, (3.12)
i=1 i=1

j=m+1 k=1

donde deg(r;) > 0 o r; = 0. Observar que los términos de la izquierda son homogéneos de grado d;. Luego si 1 = 0,
entonces (3.11) expresa a f; como un elemento que estd en el ideal de S generado por fs,..., f-, contradiciendo
nuestra hipdtesis de minimalidad sobre los polinomios f;. Si 71 # 0, entonces deg(r1) > 0 y por lo tanto el término
fir1 debe cancelarse del lado derecho con algin otro de grado diferente a d;, obteniendo asi una contradicciéon igual
que antes. O

Para abreviar, nos referiremos a un conjunto generador algebraicamente independiente consistente de polinomios
homogéneos de S" (de grado positivo) como un conjunto de invariantes bdsicos de S". Mas adelante, en el teorema
3.20, veremos que este resultado admite un reciproco.

3.4. Unicidad de los grados

El conjunto de invariantes bésicos de S" hallada en el teorema 3.10 no es necesariamente tnico, e.g., {z1 +x2, 2% +
22} v {x1 + 29,7122} generan ambos la subélgebra de polinomio simétricos de Rz, z3]. Sin embargo, los grados de
estos polinomios si son independientes de la elecciéon del generador.

Proposiciéon 3.11. Sean fi,...,fn ¥ g1,-.-,9n dos conjuntos de polinomios homogéneos algebraicamente indepen-
dientes que generan el dlgebra de polinomios SV . Si denotamos por d; y e; a los respectivos grados de los polinomios
fi v gi, entonces d; = e; para todo i, luego de una reordenacion de los indices.

Demostracion. Para cada par de indices ¢ y j, podemos usar la regla de la cadena para calcular la derivada parcial
8f t y deducir que:

8fl 8fz agk
” B 8fj Zagk afj

afi 3gi
<agj) Y (%)
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son inversas una de la otra, y en particular cada una de ellas tiene determinante no nulo. Si expandimos el primer

determinante como
of. 1) ‘T Ofi
det < = sg(o) #0,
dg; U; 21;[1 095()

n Ofi
1=1 09, (s)

obtenemos que [] # 0 para alguna permutacion o. Luego de reenumerar los g;, podemos asumir que o es la

identidad y por lo tanto si escribimos a f; como un polinomio en g, ..., g,, entonces g; debe ocurrir en f;, para todo
i =1,...,n. Luego de descartar términos redundantes, podemos asumir que cada monomio g’fl -+ gkn ocurrente en
fi satisface: d; = >_ejk;, y ya que k; > 1 tenemos que d; > e; para todo i. Luego ) d; > ) e, e intercambiando los
roles de f; con g;, el mismo argumento mustra que, Y e; > > d;. Por lo tanto d; = e; para todo i, ya que d; > e;. [

Definicién 3.12. Sean {f1,..., f,} un conjunto de invariantes bésicos de W. Llamaremos a dy, . .., dy,, los respectivos
grados de fi,..., fn, los grados de W. Supondremos ademds que el conjunto {di,...,d,} estd ordenado de forma
creciente.

En el resto del capitulo nos concentraremos en el estudio de estos ntimeros y sus propiedades. Como notamos en
la observacién 3.2 un grupo de reflexiones siempre tiene un invariante de orden 2 y un invariante de grado 1 en el caso
que la accién no fuese esencial, ver proposiciéon 3.3.

3.5. Valores propios

El estudio de invariantes puede ser visto como el estudio de subespacios propios valor propio 1 de ciertos operadores,
pero un estudio méas profundo de los grados de W requiere algunas consideraciones de todos los valores propios, junto
con las trazas y determinantes asociados.

Mostremos primero una conveniente descripcién de la dimension del espacio de W—invariantes como la traza de un
operador lineal.

Lema 3.13. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo de caracteristica O que soporta la accion
de un grupo finito G. Entonces la dimension del espacio de G—invariantes en V es dado por la traza del operador

1
=

geG

Demostracion. Notar que z es idempotente ya que gz = z para todo g € G. Luego z es diagonalizable, con posibles
valores propios 0 y 1, dado que su polinomio minimal divide a 22 — . Es claro que la traza de z es dim(F}), siendo E;
el subespacio propio de valor propio 1 y por lo tanto sélo resta mostrar que E; coincide con el espacio de G—invariantes.
En efecto, si p € F1, entonces g-p=gz-p=z-p=p para todo g € G y por lo tanto p es G—invariante. En la otra
direccién, si p es G—invariante, entonces

1 1
Z'p—ﬁzg'p—ﬁzp—p
O

En la siguiente seccién (ver teorema 3.16) probaremos una importante relacién que vincula los grados de W con
algunas propiedades de W. Para ello desarrollaremos en la siguiente proposiciéon una identidad combinatoria empleando
series de potencias.

En la transcurso de la demostraciéon de la esta proposicon deberemos extender el cuerpo de base de nuestro espacio
vectorial de R a C. Este proceso se conoce como complejificacion y podemos obtenerlo tensorizando por C, i.e. dado
un R espacio vectorial V consideramos V¢ =V ®@p C y la accién de C en VC dada por

alvefB)=v® (af), conveVya,peC.

Para el lector no familiarizado con producto tensoriales podemos proceder de la siguiente manera. Definamos
formalmente VC = {v +iu : v,u € V} y la accién de C dada por

(a+bi)- (v+iu) = (av — bu) + i(bv + au).
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Luego VC resulta ser un espacio vectorial sobre C y esta construccién respeta la accién original de R sobre V .
Ademés si tenemos una R-base de V, luego la misma es una C-base de VC y si f: V — V es R lineal lo podemos
extender a un mapa C lineal f€: VC — VC dado por f®(a +if) = f(a) +if(B). Es claro también que haciendo las
matrices asociadas en la misma base sobre R y C, entonces la matrices asociadas resultan ser idénticas. Un resultado
sencillo que emplearemos es el siguiente isomorfismo: (VC)* ~ (V*)C.

Observacién 3.14. Con el fin de poder utilizar los resultados de esta seccién y la siguiente en la prueba del teorema
3.20, abstraeremos un poco las hipétesis de estos. Por ello en esta seccién y la siguiente, consideraremos a W como
un grupo finito que satisface que: S es un algebra generada por n polinomios homogéneos algebraicamente indepen-
dientes. El lector podra verificar facilmente que la proposiciéon 3.11 sigue siendo valida bajo estas hipétesis, y por lo
tanto podremos hablar de los grados de W, aunque W no sea un grupo de reflexiones.

Dado que W es finito, tenemos que todo w € W tiene orden finito y por lo tanto es diagonalizable, con raices de
la unidad como valores propios. Ademas los valores propios de w sobre V* coinciden con los de w sobre V', ya que son

los inversos (conjugados por ser unitarios) a los de w sobre V. En efecto, si {vy,...,v,} es una base de V' de vectores
propios de w y consideramos la base dual de ésta, i.e. la base {v],...,v}} de V* que satisface v} (v;) = d;;, tenemos
que:

* . 1,
w7 (v;) = v (w 1”]‘) = Yvi (v5),
J

donde se deduce que w - vy =505
Del polinomio caracteristico de w obtenemos la siguiente igualdad en C[t]:

det(I —tw) = (1 — At) -+ - (1 — Apt),
donde Aq,..., A, son los valores propios de w. Luego considerando el reciproco de esta ecuacién tenemos la siguiente
serie formal de potencias
1 1 1
det(I —tw) 1—XM\t 1—\pt
=T+ MEFNE A+ ) (T At + A2 )

zz< 3 /\’f1~~-)\’fl">tk. (3.13)

k>0 \ki+-+kn=Fk

Proposicién 3.15. Viendo ambos lados de la ecuacion (3.13) como una serie formal de potencias en t, tenemos que:

n

\Wl Z det(l—tw H 17td (3.14)

z:l

Mds aiin, el coeficiente en t* de ambos lados de la ecuacion coincide con dim (S}C’V), donde S,ZV es la componente
homogénea de grado k de SV .

Demostracion. Sea w € W con valores propios A; como arriba. Sea {z1,...,z,} una base de V*, luego, extendiendo
el cuerpo de base a C, podemos trabajar con una base {z1,..., 2z, } consistente de vectores propios de w en la comple-
. Ny . C\* . .

jificacion del espacio dual (V ) . Para calcular los valores propios de w sobre las componentes homogéneas Sj, de S,
podemos usar la base de la complejificacién consistente de los monomios

zfl---zﬁ”', donde k1 +---k, = k.

Estos son vectores propios de w correspondiente a los valores propios /\’f1 - A Ta suma de estos valores propios es
la traza de w sobre Sy y coincide con el coeficiente de t* en la serie de potencia de la ecuacién (3.13).
En vista de la ecuacién (3.13), el coeficiente de t* en el lado izquierdo de (3.14) es la traza del operador lineal

|W| 2w

weWw
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de Si. Por el lema 3.13, esto es justamente la dimensién del espacio S,ZV, los polinomios homogéneos W—invariantes
de grado k.
Por otra parte, si fi,..., fn es un conjunto bésico de invariantes, de grado dy, ..., d,, los polinomios

< fim con Zdiei =k

forman una base de S,ZV. El ntimero de tales n—uplas (ey,...,e,) es claramente el coeficiente de t* in la serie formal
de potencias
(1 4+th 462 p ) (Tt 424 o),

el cual es lo mismo que el producto del lado derecho de (3.14). O

3.6. Propiedades aritméticas de los grados

De la identidad (3.14) podemos deducir facilmente expresiones para la suma y el producto de los grados de W.
Dado que la traza de cada w € W es real y sus valores propios son unitarios, es claro que los tinicos elementos de W
que tienen n — 1 valores propios iguales a 1 son la identidad y las |II| reflexiones de W, siendo |II| el ntiimero de raices
positivas. Luego el polinomio det(1 —tw) es (1—¢)" siw =10 (1—t)""}(1+1¢) si w es una reflexiéon, pero en cualquier
otro caso no es divisible por (1 —¢)"~ 1.

Teorema 3.16. Sean di,...,d,, los grados de W y |II| el nimero de reflexiones de W. Entonces
Demostracion. Multiplicando ambos lados de (3.14) por (1 — ¢)™ obtenemos

1 (1—1) n
|W‘ <1+| ‘m (1775 ) H1+t+ +tdi_17 (3.15)

=1

donde g(t) es una funcién racional con denominador no divisible por 1 — ¢. Tomando ¢t = 1 tenemos

o, equivalentemente, |W| =d; ---d,.
Si en cambio derivamos ambos lados' de (3.15), obtenemos

21 1 . t 1424 (dy — 12
EEDE = - 1
|W| (1+t)2+h(t) (Hl-f—t-‘r —l—tdl) <Z 14t4 ... ppdi—l ’ (3 6)

donde h(t) es una funcién racional con numerador divisible por 1 — ¢, mientras que el denominador no lo es. De nuevo
evaluamos (3.16) en ¢t = 1, resulta que

|| 1 -
— = (d; —1).
21W| 2d - dn ;
Sustituyendo |W/| por el producto de los grados, deducimos la identidad para la suma de los grados. O

Observacién 3.17. Cuando W es un grupo diedral D,,, los grados d; y ds satisfacen didy = 2m y dy +dy = m + 2,
forzando dy =2 y do =

Para tratar ejemplos mas complicados, desarrollaremos en la siguiente seccién un efectivo procedimiento para
verificar si un conjunto dado de polinomios es algebraicamente independiente. Esto también nos haréa sencillo probar
un teorema debido a Shephard y Todd (teorema 3.20), el cual afirma que sélo los grupos de reflexiones pueden tener
un anillo de invariantes generado por polinomios homogéneos algebraicamente independientes.

1Para derivar la productoria, podemos observar que H fi = exp (Z ln(fi)).
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3.7. Criterio de Jacobi para la independencia algebraica

Sobre un cuerpo de caracteristica 0, existe un criterio simple para determinar la independencia algebraica de n
polinomios f1,..., f, en las variables x1,...,x,, expresada en términos del Jacobiano. Definiremos el Jacobiano de
fi,-.., fn como el determinante J(f1,..., fn) de la matriz cuya entrada (7,j) es df;/0x;. Observar que J(f1,..., fn)
es un polinomio en las variables x1,...,Z,.

Proposicién 3.18. Los polinomios f1,..., fn en las variables x1,...,x, son algebraicamente independientes (sobre
un cuerpo K de caracteristica 0) si y solo si J(f1,..., fn) #0.

Demostracién. Supongamos que los polinomios son algebraicamente dependientes y sea h € K[yi, ..., yn] un polinomio
no constante y de grado minimo para el cual h(f1,... f,) = 0. Probemos que entonces J(f1,..., f,) = 0. Derivando
la relacién anterior en las variables x; obtenemos que:

"L Oh of;
— cesfn =0. 3.17
3 e, (3.17)
Las ecuaciones (3.17) con 0 < j < n forman un sistema lineal de ecuaciones sobre el cuerpo K(z1,...,z,) con
coeficientes 0f;/0z; e indeterminadas
oh
cesfn)- 3.18
G fivee ) (3.15)

Puesto que h no es constante, deducimos que no todas las derivadas g—; son nulas y dado que cada una tiene grado

menor que h, por la minimalidad de h, tenemos que no todos los polinomids de (3.18) son nulos. Luego este sistema lineal

admite una solucién no trivial, forzando al determinante de los coeficientes del sistema ser nulo, i.e. J(f1,..., fn) =0.
Veamos ahora la otra implicancia. Supongamos ahora que fi,..., f, son algebraicamente independientes. Dado
que K(z1,...,x,) tiene grado de trascendencia n sobre K, entonces los polinomios x;, f1,..., f, son algebraicamente
dependientes para cada valor de i. Luego tenemos polinomios h; € K[yo, y1,- - .,¥n] no nulos y de grado minimo que
satisfacen:
Derivando las ecuaciones (3.19) con respecto a xj obtenemos:
n
Oh; of;  Oh;
— (x4, 1, o)==+ i, f1,- -+ fn)di = 0. 3.20
= 6y]( % fl fn)axk 8y0( 7 fl fn) ik ( )

Luego, como los polinomios {f;} son algebraicamente independientes, tenemos que h; debe ser de grado positivo en yq
y por lo tanto dh;/9yp es no nula y de grado menor que h;, para todo i : 0 < i < n, forzando que %(xi, fiseoosfn) £0.

Podemos pasar estos términos a la derecha en la ecuacién (3.20) y escribir estas ecuaciones en forma de matriz

como
i AV
(ayj(mi,fl,...,fn)) (%) = ( 6way0(xz,f1,...,fn)> . (3.21)

Observar que la matriz del lado derecho es diagonal con coeficientes no nulos y por lo tanto invertible, luego tomando
determinante a esta ecuacién deducimos que el jacobiano es no nulo. O

Corolario 3.19. Si f1,..., f, son algebraicamente independientes y homogéneos de grados d, . .., d, respectivamente.
Entonces J(f1,..., fn) €s homogéneo de grado > (d; — 1) = |II].

Demostracion. Gracias a la proposicion anterior sabemos que jacobiano es no nulo. Dado que el jacobiano es el
determinante de la matriz cuyas entradas son las derivadas parciales de los polinomios f;, tenemos que

n
ofi
ot = 3w 2%
ocES, i=1
Observar que en cada uno de los productos no nulos de la derecha, se tiene que los factores son polinomios no nulos
y homogéneos de grado di — 1,...,d,, — 1, respectivamente. Luego, por el teorema 3.16, tenemos que J(f1,..., fn) es
un polinomio homogéneo de grado > (d; — 1) = |IIJ. O
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CAPITULO 3. TEORIA DE INVARIANTES DE GRUPOS DE REFLEXIONES

3.8. Grupos con algebra de invariantes libre

Como adelantabamos antes, el teorema 3.10 admite un reciproco, probado por Geoffrey Shephard y John Todd en
1954 (ver [ST]). Este resultado no es esencial para el posterior estudio de los grados en este capitulo, pero ayuda a
resaltar la importancia de los grupos finitos de reflexiones entre los grupos lineales finitos.

Teorema 3.20. Sea V un R-espacio vectorial de dimension n y G un subgrupo finito de GL(V'), actuando candni-
camente sobre los polinomios S = Rlxy,...,x,]. Supongamos que S¢ es generado por m polinomios homogéneos
algebraicamente independientes gi,...,gn. Entonces G es generado por las reflexiones que contiene, i.e., G es un
grupo de reflexiones.

Demostracion. Sea H el subgrupo de G generado por las reflexiones de G. Por el teorema 3.10 tenemos que S es

generado por n polinomios f1,..., f, algebraicamente independientes y homogéneos. Convengamos que deg(f;) = d;
y deg(g;) = e;. Claramente S¢ C S¥ y por lo tanto cada polinomio g; puede ser escrito como un polinomio en
fi,---, fn. Luego de descartar términos redundantes, podemos asumir que cada monomio

k kn,

LR

que ocurre en g; satisface: e; = > d;k;.
Usaremos un argumento similar al de la prueba de la proposicién 3.11 para comparar los grados. Aplicando la regla
de la cadena tenemos que

99i _ <~ 99i 0f;

8l‘k a P 8f] 8$k,

lo que de forma matricial podemos escribir como:

() - (52) (3%)
8Ik B 8f] 3$k '

Gracias a la proposicion 3.18 sabemos que el determinante jacobiano de ggi es no nulo, y por lo tanto el determinante
de la matriz de entradas g f; tampoco es nulo. Luego reenumerando los términos, de ser necesario, podemos asumir
que un producto de la forma

991 Ogn

oft  0fn

es no nulo. Esto fuerza que e; > d; para todo . Luego, aplicando el teorema 3.16 tanto a G como a H, que es valido

en este contexto como observamos en 3.14, concluimos que:

ddi—1)=N=> (e;—1),
donde N es el nimero de reflexiones de H como el de G. Por lo tanto d; = e; para todo i y de nuevo, por el teorema
3.16, tenemos que
Gl =[] e =]]di = |HI,

de donde se deduce que G = H. O

3.9. Ejemplos

El siguiente criterio, junto con el criterio de Jacobi (ver proposicién 3.18), nos permitirdn determinar ficilmente
si un conjunto de polinomio homogéneos W—invariante, es un conjunto de invariantes bésicos de S". En particular,
podremos exhibir los grados de algunos grupos de reflexiones.

Proposicién 3.21. Sean ¢i,...,g, polinomios homogéneos W —invariantes, con respectivos grados ei,...,en. Si
g1y - - gn son algebraicamente independientes y [[e; = |W|, entonces {g;} es un conjunto de invariantes bdsicos.
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Demostracion. Podemos asumir que e; < --- < e,. Sean fi,..., f, un conjunto de invariantes bésicos, con grados
d; <--- <d,.Dado que g; es un polinomio en los f;, es claro entonces que e; > d;. Esta desigualdad se satisface para
todo valor de i: supongamos por absurdo que no y tomemos el menor valor k para el cual e < di. Luego cada g1, ..., gk
debe ser un polinomio en fi,..., fi_1, lo que es absurdo, porque entonces el cuerpo de funciones racionales generado
por gi,..., gk, que tiene grado de trascendencia k, estd contenido en el de fi,..., fr_1, con grado de trascendencia
k—1.

Gracias al teorema 3.16 y a las hipétesis, tenemos [[d; = |[W/| =[] e;, forzando que d; = e; para todo i. Observar
que el conjunto B = {fF* .. fkn . S"d;k; = k} es una base de S}V, y como d; = e; para todo i, entonces {gi - - gkn
Seik; = k} C S}V es un conjunto linealmente independiente con la misma cantidad de elementos de B. Se deduce
entonces que, para todo valor de k no negativo, S,‘;V coincide con el espacio de polinomios de grado k generado por
{91,---,9n}, luego {g1,...,9n} es un conjunto de invariantes basicos de W. O

Apliquemos este criterio a los grupos A,, B,, D, y los grupos diedrales para deducir sus grados y un conjunto
bésico de invariantes.

Observacién 3.22. Consideremos primero el grupo A, = S,11. El grupo A, actiia permutando las variables
Z1,...,Znt+1 y dado que requerimos que la accién sea esencial, entonces tenemos la relacion z, 1 = —(x1 + -+ + x,,).
Es claro que los polinomios
i+1 i+1
fi :x7i+ ++$:;:17

con 1 < ¢ < n son invariantes y que el producto de los grados de los f; es (n+ 1)! = |A,|, vy por lo tanto solo debemos
de corroborar, usando el criterio de Jacobi, que los f; son algebraicamente independientes, para concluir que forman
un conjunto basico de invariantes. Para 1 < 4,5 < n tenemos

ofi ) ; ) ;
896;- = (i + 1)l — (i + Dy 4q-
Luego, podemos hallar el Jacobiano J = J(f1,..., f,) usando el determinante de la matriz de Vandermonde como
sigue
2(z1 —xnt1) 0 (A D(Tn — Tog) (1= @p+1) o (Tn— Tpt1)
J = : : =(n+1)! : :
202t —apyy) o (nA1)(2p —ani) (2} —ang) 0 (@ —2hg)
0 . 0 1 1 ... 1
(@1 = Tnt1) o (Tn — Tpt1) Top Ty o Tpgn
= (n+1)(=1)" , , . S =mED(=1)"
(ay —ahy) - (an—2ng) apn 7 Ty
n
=+ I @z =@+ [ (=) [[@ +zap) #£0.
1<i<j<n+1 1<i<j<n i=1
Observacién 3.23. Para el grupo B, el razonamiento es similar, en este caso B,, actia esencialmente sobre x4, ..., x,
permutando los factores y cambiando el signo. Es claro que los polinomios
fi=a{ +- 4},
con 1 < i < n son invariantes y que el producto de sus grados es 2"n! = |B,|. Ademds de manera anéloga a la
observacién anterior, podemos verificar que
J=2"nlzy- -z, H (x? —x?) #0.
1<i<j<n
Observacién 3.24. El grupo D,, actiia permutando las variables {x1,...,2,} y cambidndoles el signo a una cantidad

par de ellas. Observar que los invariantes béasicos de B,, hallados, resultan también ser D,,—invariantes, pero resulta
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CAPITULO 3. TEORIA DE INVARIANTES DE GRUPOS DE REFLEXIONES

que el producto de los grados de estos no coincide con |D,,|. Podemos hallar un conjunto de invariantes bésicos de D,,
modificando un poco el ejemplo anterior:

n

fi:Zx?i (conl<i<n-—1), fo=x1"Zp.

j=1
El producto de los grados es 2"~'n! = |D,,| y el Jacobiano vale:
Lo Ty e X1 Ty xl_lnxl e x;lnxl
2x1 e 2xn xr1 e Ty
J = : . : =2""(n—1)!
2(71 B l)m?(n—l)—l . 2(n . 1)$i(n—1)—1 l.f(n—l)—l . xi(n—l)—l
xyt x; ! 1 1
X1 Tn x3 Z‘%
=2 (n— )]s . =2 n —1)! .
x?(n—l)—l xi(n—l)—l m?(n—l) xi(n—l)

=2""' -1 J] (2] —2}).

1<i<j<n

Observacién 3.25. Finalmente, como habiamos observado en 3.17, los grados del grupo D,,, son 2 y m, y un conjunto
de invariantes basicos es el siguiente:

i 2km 2km
g(x1,20) = 23 + 23, h(zy,20) = kl:[l (xl cos (m) + x5 sen (m)) )

La siguiente tabla muestra los grados de los grupos de reflexiones irreducibles, algunos de los cuales ya hemos
calculado. Notar que cuando n es par, el grado n se repite en la lista para D,,, siendo este el tinico caso en el cual se
repiten.

Tipo | Grados
4, 2.3, ..n+1
B, | 2,4,6,...,2n

D, | 2,4,6,....,2n—2,n
Es | 2,5,6,8,9,12

E; |2,6,8,10,12,14,18

Es | 2,8,12,14,18,20,24, 30
F, 2,6,8,12

H; | 2,6,10

H, | 2,12,20,30

Dy | 2,m

Cuadro 3.1: Grados de invariantes bésicos.

3.10. Factorizacion del Jacobiano

Para un estudio mas profundo de los grados de W, tenemos que observar en mas detalle el determinante Jacobiano

_ _ Ofi
JJ(fl,...,fn)det<axj),
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donde f1,..., fn es un conjunto de invariantes basicos. Hasta ahora sélo nos ha sido de relevancia el hecho de que el
Jacobiano no sea idénticamente nulo. En la proposiciéon 3.26 describiremos como J se factoriza en S y cuédl es su rol.
Sea Iy, con a € ®, el polinomio [, (z) = (a, x). Observar que el conjunto de raices de I, coincide con el hiperplano
H, C V ortogonal a a. Es fécil verificar que para cualquier par de raices oy 8 se tiene que sg - lo = I () ¥ que
I_o = —lq.
Diremos que f € S es alternante si w - f = det(w)f para todo w € W. Los polinomios alternantes forman un
subespacio A de 5, el cual es la suma directa de sus componentes homogéneas Ay := AN Sy.

Proposiciéon 3.26. Dado un conjunto de invariantes bdsicos fi,...,fn de W, sea J el correspondiente jacobiano.
Para cada raiz o € O definimos l, como antes, entonces

1. J = k[laenla para algin k € R, dependiendo de la eleccion de los f;. En particular, J es un polinomio
alternante.

2. Un polinomio f € S es alternante si y solo es el producto de J y un polinomio invariante.
3. Para cada valor de k tenemos que dim Ay = dim SZK\HI'

Demostracion. 1. Sea el mapa ¢ : R™ — R"” definido por

wlat,...,an) = (filar,...;an)y ..o, fular, ... ay)).

Supongamos que a € H, para alguna raiz «. Entonces todo entorno de a contiene un par de puntos distintos b y
c tales que s4(b) = ¢, y por lo tanto f;(c) = fi(sa(b)) = (sa- fi)(b) = fi(b), forzando que ¢(b) = ¢(c). De acuerdo
al teorema de la funcién inversa, para todo punto en el cual det(D,,) = J no se anula, existe un entorno de dicho
punto en el cual ¢ es inyectiva. De donde concluimos que J se anula sobre H, para todo a € ®. Gracias al lema
3.8, l, divide a J para toda raiz « y ya que los polinomios irreducibles [, con o € II no son proporcionales,
entonces su producto también divide a J. Pero como [] lo tiene grado N al igual que J, por el corolario 3.19,
deducimos que J = k], oy para algin k € R.

acll

Dado que sg - lo = ls,(a) ¥y que si [ es simple, entonces sz mapea 3 en —(3 y permuta las otras raices positivas
(ver proposicién 1.19), tenemos que

sﬁ.Jsﬁ-<kHla>kH(sﬁ.za)kHza.

a€cll acll acll

Iterando, tenemos que w - J = det(w)J. Esto muestra que J es alternante.

2. Es claro que el producto de J con cualquier polinomio invariante resulta alternante.

Reciprocamente, si f es alternante entonces s, - f = —f para toda reflexion s, € W. Si a € H, se sigue que

—f(a) = (sa - f)(a) = f(sala)) = f(a),
forzando que f(a) = 0. Dado que f se anula sobre H,, el conjunto de ceros de I, por el lema 3.8 tenemos que

lo divide a f para todo «a y por lo tanto f = gJ para algin g € S. Veamos que g es W—invariante. Aplicando un
w € W arbitrario a esta ultima ecuaciéon obtenemos:

det(w)f=w- f=(w-g)(w-J)=det(w)(w-g)J.
Por lo tanto w - ¢ = g para todo w € W, i.e., g € SW.

3. Esto se sigue de la parte anterior, ya que J tiene grado |II|.
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3.11. Induccién y restriccion de funciones clases

Preparandonos para el teorema de la siguiente seccion, tenemos que mostrar algunos resultados simples sobre
funciones de clases en grupos finitos. Una funcion de clases sobre un grupo finito G es una funciéon X : G — C que
es constante en las clases de conjugacién de G, i.e. X(g) = X (hgh_l) para todo g, h € G. Sea H un subgrupo de G
v X : G — C una funcién de clases, entonces es claro que la restriccion de X sobre H es una funcién de clases, que
denotaremos por Xg. En la otra direccién, dada ¢ una funciéon de clases sobre H, podemos obtener una funciéon de
clases inducida ¢“ sobre G como

il H‘ Y w(zgrt),

zeG
donde la suma corre sobre aquellos € G para los cuales zgz~! € H.

Observacién 3.27. En el caso especial en que ¢ = 1g, 1y es la funcién constante 1 sobre H, la funcién de clases
inducida tiene una ttil interpretacién. La funcién 15 (g) es el producto de ﬁ con el ntimero de x € G con zgr~! € H,

ogr~! € 27'H. Por lo tanto lg(g) es el nimero de distintas coclases ' H fijadas por g.
Recordando la notacién de la proposicién 1.62, podemos describir la funcién f; sobre W como la funcién de clases
inducida de ly,. Usando este lenguaje, podemos reformular el contenido de la proposicién 1.62 como:

Z(—l)'”l%l (w) = det(w) para todo w € W. (3.22)
Ics

En el primer capitulo habiamos reservado la letra S para indicar el conjunto de las reflexiones simples, mientras
que en este representa el algebra de polinomios en n variables. De aqui en adelante haremos un abuso de notacién,
permitiendo coincidir ambas notaciones para objetos diferenctes. Esto no serd un problema, ya que por el contexto
quedara claro a qué se estd refiriendo, pero se lo menciona para que el lector lo tenga presente.

En la siguiente seccién necesitaremos los siguientes dos observaciones sobre inducciones y restricciones:

Lema 3.28. 1. Si X es una funcién de clases sobre G, entonces X - 1§ = X§,.

2. Si ¢ es una funcion de clases sobre H, entonces

Demostracion. 1.

= X(g) 1%(9).

En cada paso la suma se toma sobre aquellos x € G para los cuales zgzr~! € H. En la segunda igualdad se utilizé
que X es una funcién de clases, mientras que en la tltima, la definiciéon de induccién.

2. Sea X = {(g,7) € G x G : xzgr—! € H}. Es claro que cada elemento de G, y en particular cada elemento de H,
ocurre como zgz ! para |G| distintos pares (g, z). Luego

IGIZSD IGIZ 2 ¢ lag :|H|1\G| >, ¢(vgn Z

xEG (g,x)eX hEH
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3.12. Factorizaciéon del polinomio de Poincaré

Combinando algunos resultados previos, obtendremos una sorprendente factorizacién del polinomio de Poincaré
W(t) = > pew 1) " introducido en la seccién 1.11, en términos de los grados de . Ademés de estos resultados,
precisaremos del siguiente lema.

Lema 3.29. Sea I un conjunto de raices simples de W y consideremos SV el dlgebra graduada de Wy—invariantes.
Luego para todo k > 0 tenemos que

> (-1 dim (S"7), = dim (Ay).

Ics

Demostracion. Si consideramos la accién de W sobre Sy dada por p +— det(w)w‘slc - p, para todo p € S, resulta
entonces que Ay son los invariantes de dicha accién. Luego, gracias al lema 3.13 tenemos que:

dim (Ag) = |W| Z det(w)Tr (w;s, ) ,
weW

y por lo tanto, s6lo tenemos que probar que

> (-1 dim (S"7), = |W| > det(w)Tr (ws, ) -

IcS weW

Dado que la traza es invariante por conjugaciones, podemos definir una funcién de clases sobre W como Xj(w) =
Tr(wys, ). Luego, si Xg w, es la restriccién de X a Wy, por la parte 1 del lema 3.28 tenemos que

X, = Xe - 1y,
y de la ecuacién (3.22) tenemos que:
DDy, () =Y (=D (w) 1, (w) = <Z(—1)|I|1% (w)> X (w) = det(w)Xg(w) (3.23)
Ics Ics Ics
= det(w)Tr (w‘sk) ,

para todo w € W. Aplicando el lema 3.28, deducimos que

|W|Z (2] = |Z

zeWr weWw

y sustituyendo la ecuacién (3.23) en esta tltima

Z \1\|WI| Z oy (2) = Z IIIW Z Xk w, (w (3.24)

ICcS zeWr ICS wew
| Z Z DI, (w)
weW ICS
Z det(w
wEW
\W| w;/v det(w)Tr (wyg, ) -

Por otra parte, gracias al lema 3.13, tenemos que

dim (SWI)k = <|W | Z lek> = ﬁ Z Tr (lek |W ‘ Z kW] (325)

zeWr
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y combinando (3.24) con (3.25) resulta que
Z(—l)llldlm (SWI)k: Z |IIW Z kWI W Z det w W Z det TI‘ (w‘sk).
Ics Ics I | zeWy | ‘ weW | | weWw
O

Teorema 3.30. Sean W wun grupo de reflexiones finito, dy,...,d, sus grados y N el nimero de reflexiones de W.
Entonces tenemos la siguiente descomposicion del polinomio de Poincaré de W :

Ceotdi — 1

Demostracion. La prueba es por induccién en el rango de W, tomando ventaja de la proposicién 1.48. Definamos el
polinomio

y similarmente definimos Q;(t) para W; en términos de sus grados. El problema es probar la siguiente férmula andloga,
a la de la proposicion 1.48, para los polinomios QQ y Q;

QW)
1;5( D Qr(t) "

0, equivalentemente,

S e ~ T (3.26)
Ics (I=0)"Q:(t) (1—-t)"Q(t)

Ya que entonces, por induccién, para cada subgrupo parabélico propio W de W, tendremos que Wi (t) = Q(t) y por
ende W (t) = Q(t).

Para probar la identidad en (3.26) comparemos los coeficientes en t* en el desarrollo en serie de potencias de las
funciones racionales de ambos lados de la ecuacién. El lado derecho es igual a

SO
N
! ,Hl1—tdf
=

Por lo tanto, por la proposicién 3.15, el coeficiente en t* es dim (SW)
de la proposicién 3.26.
Analicemos ahora el lado izquierdo de la ecuacién (3.26). Para cada subconjunto propio I & S, tenemos por

N €l cual es dim(Ay) de acuerdo a la parte 3

hipétesis de induccién que Wi (t) = Qr(t) y si eq, ..., ey son los grados del grupo de reflexiones Wy, entonces
||
|1|
Ql(t) H<1—tei>’

0 equivalentemente
1 11|

A—mQ(t)  (1— ¢l H<1_tel>~

Luego el coeficiente en t* de este polinomio es dim (SWI ) o Y finalmente aplicando el lema anterior deducimos la
igualdad (3.26). O
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