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INDICE GENERAL

RESUMEN. En mecénica clésica el espacio de estados viene dado
por una variedad simpléctica (M, w), mientras que los observables
vienen dados por las funciones diferenciables en M. Por su parte,
en mecéanica cuantica el espacio de estados viene dado por rayos
en un espacio de Hilbert H, siendo los observables una familia, O,
de operadores hermiticos en H. Segun la filosofia de la escuela de
Copenhagen, las predicciones cuanticas deben poderse formular en
terminos clasicos. Esto nos plantea el siguiente problema: dados M
v w, es posible reconstruir H y O7 Siguiendo unas prescripciones
dadas por Dirac, ver [1], resolvemos este problema construyendo
un mapa entre los observables clasicos y los cudnticos, el mapa de
precuantizacién (ampliando las condiciones se obtiene una cuanti-
zacién). Luego, estudiamos las condiciones necesarias y suficientes
sobre (M,w) para poder construir el mapa. Finalmente, constru-
imos el mapa para una esfera y encontramos una precuantizacion
para un operador de momento angular.



CAPITULO 1

Prerequisitos

1. Fibrados Lineales Complejos

La estructura matematica que definiremos a continuacion se puede
describir intuitivamente como un conjunto de espacios vectoriales com-
plejos unidimensionales parametrizados convenientemente por puntos
en una variedad diferenciable.

DEFINICION 1. (Fibrado Lineal Complejo) Un fibrado lineal com-
plejo es una terna (L, M, ), donde L y M son variedades diferencia-
bles, y m: L — M un mapa diferenciable y sobreyectivo, junto con una
estructura de espacio vectorial complejo unidimensional en cada fibra
7t ({m}), Ym € M, cumpliendose las siguientes condiciones:

1) Existe un cubrimiento abierto {Uy}aen de M, junto con los sigu-
tentes diagramas conmutativos

(U, 25 Uy x C
Tl L m

id

U, — U,

stendo @, un difeomorfismo, Yo € A, llamado trivializacion local.
2)
Palri(gmy 7 ({m}) — {m} x C

es un isomorfismo lineal, Ym € U,, Va € A.

En el contexto de la definicion anterior V' es llamada la fibra tipica,
M serd el espacio base, mientras que L sera el espacio total del fibrado
lineal complejo. De forma abreviada e informal diremos que L es un
fibrado lineal complejo sobre M, identificando L con el propio fibrado,
sin que esto pueda traer confusiones. Siguiendo en las condiciones de
la definicién anterior, sea m € U, [Us # 0. Luego, debido a 3), el
siguiente mapa

{m} x C £, fm) x ©
(m, 2) — (m,w)

1



2 1. PREREQUISITOS

es un isomorfismo lineal. Por tanto, 3 ¢,3(m) € C tal que w = c,p5(m)z.
De esta forma, obtenemos el mapa de transicion

cap 1 UaNUg — C
definido por
paowy (m,z) = (m,cap(m)2)
Se comprueba que los mapas de transicién obedecen las siguientes
propiedades

(1) Can (M) =1,Y¥m e U,
(2) cap(m)cga (m)=1,Ym e U, NUsz # 0
(3) cap (M) cgs (M) csa (M) =1,Ym € Uy, NUgNU;s # 0

El ejemplo trivial de fibrado lineal complejo, con espacio base M,
viene dado por M x C. A continuacion desarrollaremos un ejemplo de
fibrado complejo lineal que posteriormente nos sera util.

EJemprLo 1. (Fibrado de Hopf)
Consideremos en C? — {(0,0)} la siguiente relacién de equivalencia
(z,w) ~ (Z,w') < 3INe C—-{0}/(Z,w') = (\z, \w)
Sea el plano proyectivo complejo dado por

C? — {(070)}

[l

CP!' =

Podemos cubrir CP! por
Ur =A{l(z,w)] : 2 # 0} , Uy = {[(z,w)] - w # 0}

que junto a los mapas coordenados

u, S Cc U B C

w z

[(Z,’U})] = ; [(Zaw)] = E

le brindan a CP! estructura de variedad diferenciable. Sea
L= 1T {(\z,\w) : A € C}

(z,w)eC2—{(0,0)}

Luego,
L 5 cP
(Az, dw) = [(z,w)]

es un mapa diferenciable y sobreyectivo. Mas aun, L es un fibrado
complejo lineal sobre CP!, el fibrado de Hopf. En efecto, tenemos

7 ([(z,w)]) = {(Az, \w) : A € C}
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que es un espacio vectorial complejo unidimensional. Por otro lado, las
trivializaciénes locales vienen dadas por

1 (U) 2 U x C 7 (Uy) 2 Uy x C
A Aw) = ([(Lw)],A) Az, A) = ([(z,1)],4)
Luego, se tiene que

—1
P20P,

UiNUy xC——U;NU; xC
w
()] ) = (1 w)], 5A)
Por tanto, el mapa de transiciéon viene dado por

U NU, 2% C

()] = =

El siguiente mapa
w: S* — CU{cc}— CP!
@us)m Y i1 -2 (@s) #0.0,1)
—z

(0,0,1) = {oo} = [(1,0)]

es un difeomorfismo. Para ver la diferenciabilidad en (0,0, 1) notar que

[(z +iy, 1 —2)] = [(2* + ¢, (x —ay) (1 = 2))] = [(1 = 2% (z —iy) (1 = 2))]

(=2 (055

y por tanto en un entorno de (0,0, 1) el mapa ¢ viene dado por

)

siendo asi manifiestamente diferenciable en dicho punto. Luego, pode-
mos considerar al fibrado de Hopf con espacio base dado por S? de la
siguiente forma. Como proyeccién de L a S? tenemos mg2 = o Lo, y

como trivializaciones locales

Te (Uy) 25 UL x C e (U-) == U- x C

(ML) = (@ (AAD) e (@) Y

1—2z T 41y
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donde Uy = 5% — {Py}, y Py = (0,0, +1). Luego,
o1
U.NU_xCZZ, 0, NU_xC

(2.9,2),)) ((:c,y,z),“%)

1—2

Por lo que el mapa de transicién es

Cy—

U+ﬂU_———>
(2,9, 2) — =Y
11—z

y analogamente

U.NnU_=5C
1—-=2
T+ 1y

(‘/L‘7 y7 Z) =

DEFINICION 2. (isomorfismo de fibrados lineales) Sean L y N dos
fibrados lineales complejos sobre M. Se dice que L y N son isomorfos
st existe un difeomorfimo ¢ : L — N tal que cumple las siguientes
condiciones:

i) ¢ (m ({m})) €yt ({m})
i) <,0|7r21({m}) st ({m)) — 7yt ({m}) es un isomorfismo lineal.

Un fibrado complejo lineal puede ser reconstruido a partir de los
mapas de transicién.

TEOREMA 1. Sea M wuna variedad diferenciable, con un cubrim-
iento abierto {Ua}aen, y mapas cgo : Uy N Usg — C que cumplen
las propiedades (1),(2),(3) de los mapas de transicion. Entonces, se
cumplen las siguientes afirmaciones:

i)
I Us xC
I — aEA

~Y

es un fibrado complejo lineal sobre M, siendo ~ una relacion de equiv-
alencia en [ U, x C definida por

acA
(aym,z) ~ (B,n,w) & m=n,w=ces(m)z

stendo que m € Uy, n € Ug.
i1) Si N es un fibrado lineal complejo sobre M con mapas de transcion
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dados por los de la hipdtesis entonces, resulta que N es isomorfo al
fibrado L dado en 1).

Demostracion : ver [2], proposicién 1.2, pagina 4.

2. Conexién y Curvatura

DEFINICION 3. (Seccidn) Sea L es un fibrado complejo lineal sobre
M. Una seccion de M en L es un mapa diferenciable s : M — L tal
que mo s = idy. La familia de secciones de M en L se denotara por
['(M, L), o cuando no haya confusion con la base por I'(L).

En las condiciones de la definicién de fibrado vectorial considerar
el siguiente mapa
Uy 2% 77 (U,) C L
m = .t ((m,1))

Luego, por la propiedad 3) de un fibrado lineal complejo ¢ ! ((m,1)) €
7=t ({m}). Por ende,

T 08, (m)=m,¥Ym e U,
Es decir, a cada U, podemos asignarle, de esta forma, un
Sq € I'(Uy, L)

Luego, si m € U, (\Us # 0 se tiene que sg(m) = As,(m) para algun
A € C. Se tiene que,

Ua NUs x C £ 77 (U N UB) 25 Uy N U5 % C

1 1

(m,1) =  s,(m)= 158 (m) +— (m, X)

Pero por otro lado, pgo o ! (m,1) = (m, cas(m)) = (m, Cﬁ—l(m)) Por
tanto,

sg (M) = cga(m)sqe (m)
Al conjunto de pares {U,, s, } le llamaremos trivializacién de L.

DEFINICION 4. (Conexion) Sea L un fibrado lineal complejo sobre
M. Una conezion sobre L es un mapa
I'(TM) xT (L) 5T (L)
(X,s) — Vxs
tal que Vf € C°(M); X1,Xo € U'(TM); s1, so € I' (L) se cumplen:
1)

va1+X28 = vaIS + vX2S
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2)
Vx (81 + Sg) =Vxs1 + Vxss
3)
Vxfs=X(f)s+ fVxs
TEOREMA 2. Sea L un fibrado lineal complejo sobre M con conexion

V. Consideremos una trivializacion {U,, s, } de L, y sean las 1-formas
de conezion O, definidas sobre U, tales que

Vxsa=—104(X)s,,VX el (TM).

Entonces, se cumplen las siguientes afirmaciones:

i) Si Uy (Ug # 0 se tiene que
d (ln Cag) = —1 (@a - @g)

donde cog € C™ (U, N Up) es el mapa de transicion tal que s, = cap 53.

ii) Eziste una 2-forma Q definida sobre M, llamada forma de cur-

vatura, tal que

do,
‘Ua = ? s Yo

ii1) Ademds, Q) tiene la siguiente expresion global
20 7) = L (T 0.5
Demostracion :
i) Si Uy (U # 0 existe c,p € C (U, N Up) tal que
Sa = CaB 53
entonces se debe cumplir que
Vxsa=Vx(capss) ,VX el'(TM)
Pero,
deap (X)

Caﬁ

Vi (Cap5p) = ( —10p (X)) Sa

Por tanto,
d (ln Cag) = —1 (@a - @g)

i1) Para demostrar la existencia de €2 bastara con probar que si U, (U #
() entonces

d®a |UaﬂUﬁ = d@B|UaﬂU5
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Por lo que recordando que d? = 0 se obtiene la igualdad buscada in-
mediatamente a partir de 7). En efecto, se tiene que
dO, — dOs = d (0, — O5) =id* (Inces) = 0
i1i) Para obtener la expresién global se considera
VyVx (fsa) = (YV[X ()] =Y [fOu (X)]) sa—i (X (f) = ifOa (X)) Oa (V) sa
Por tanto,
[Vx, Vy](f sa) = [X, Y] (f) sa = if (X [04 (V)] = Y [0 (X)) sa
recordando la siguiente igualdad
do (X,Y) =X ()] -Y[6(X)] -0 (X,Y])

para una 1-forma cualquiera ©, obtenemos

[Vx, Vy](f sa) = [X,Y](f) sa —if (dOa (X,Y) + Oq ([X,Y])) 50 =

= ((X,Y](f) = ifOa ([X,Y])) sa —idOq (X,Y) f 50 =

= (Vixy) =27 Q (X, Y)) (f s0)
de donde se deduce la expresién buscada.

DEFINICION 5. (seccidn sobre una curva en M) Sea un fibrado com-
plejo lineal L sobre M, ~ : [0,1] — M wuna curva diferenciable sobre
M. Una seccion sobre v es un mapa s : [0,1] — L diferenciable con
7w (s(t)) =~ (t). En tal caso se usard la siguiente notacion, s € T' (7).

TEOREMA 3. Sea un fibrado complejo lineal L sobre M con conexion
V, v :[0,1] — M wuna curva diferenciable sobre M. Entonces, existe
un Unico mapa

que cumple:

1)
D(s+r) Ds Dr

it dt
con s, r €' (y)
2)
D(fs) df Ds
i —at

con f € C®[0,1], y s € ' (y)
3) Si s proviene de la restriccion de S € I' (L) entonces
Ds

=2 (1) = VaS((1), Ve



8 1. PREREQUISITOS

Demostracion : Sea {Uy,, Sa}aca una trivializacién de L. Consid-
eremos U, € {U,}aen tal que U,(7(0,1) # (. Dada s € T (v), si
I =~"YU,N~(0,1)) entonces If € C(I) tal que

s(t) = f(t)sqon(t) ,Vtel
Luego, debido 2) se cumple que

Doy = Ly sontn + 10 202200 weer
Considerando 3) se obtiene

Ds df

Z2(0) = %) 50 07(1) + £(1) Visalr(0) Ve

Esta expresion local nos da la unicidad buscada. Luego, definimos £2(t)
por tal expresion. Tal definicién es consistente ya que si U, [ Ug () 7(0,1) #
0y s = gsp se tiene que

9(8) = o (Y(O) (1) = —(8) = deg ) (F(0) F(1) + 50 (7(1)) 2 (8)

Mientras que

Vi55(7(t)) = V5 (¢ga 5a) (7(£)) = d (cga)., ) (1(2)) 5007 (t)+¢aVi5a(V(1))
y por tanto

9 (1) 55.0(1) + 9(0) Va55(1) = D(1) 500 (1) + £(0) V35 (1)

Ademas, se puede verificar que tal definicién cumple las condiciones
que se piden.

Ds

NOTACION 1. En las condiciones del teorema previo, o serd la

deriwada covariante de s a lo largo de .

TEOREMA 4. (transporte paralelo) Sea un fibrado complejo lineal L
sobre M con conexion V, y curvatura Q2. Entonces, daday : [0,1] — M,
curva sobre M existe y es unica s € ' (y) que cumpla:

1) s es paralela a lo largo de vy, es decir

Ds
—(t)=0.,Vte]|0,1
2 0)=0,vie o,

2) s(0) = sp € L dado.

Si ademds, consideramos «y cerrada (y(0) = (1)) debe ser

s(1)=Xs(0)
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con A € C, y se dice que \ es la holonomia de la conexion respecto a
v. Resulta que si existe una 2-subvariedad Y. con borde v y orientada
sequn este, entonces

A = exp 27ri/Q

2

Demostracion : Consideremos una trivializacion {U, , s, }, y supong-
amos primero que la traza de < esta incluida en un entorno U, dado,
donde obtenemos localmente que s(t) = fo(t)sa(7(t)). Luego, la condi-
cién 1) se reduce a

D « ao da . .
(fdst 'Y)Z(%_Zfa@ay(y))saoy:()

De modo que

1 dfa

EE —i0,7(7) =0

y por tanto, considerando segin 2) que s(0) = sg = fo(0)s.(7(0)),

" (J{:((é))) - i/t@a’Y (u) (% (u))du

O bien,

t

fult) = fa(0)exp | i / Oy () (4 (u))du

0

Luego, en este caso s queda univocamente deteminada por

s() = fal0)exp [ 1 [ €27 () (5 ) | sa((0)

Sea v, = ’y|[0’t], luego podemos expresar

S(t) = fa(0)exp | i / 0. | (1))

Tt
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Por otro lado, si U,(Us # 0, la traza de 7 esta incluida en esta
interseccién, y s(0) = so = f3(0)sz(v(0)) encontramos que

faO)exp | / 05 | ss(1(1))

—sa0)exp [ [0, | e | [i(03-00) ) ss3)
= f5(0) exp i/@a exp /d(lncag) sp(v(1))

— fu(O)exp | i / O, | sa(r(1)) = s(1)

Esto muestra que la expresién encotrada para s es consistente, pero
ademas nos permite hallar solucion en el caso general. En efecto, dado
t € [0,1] por compacidad podemos cubrir ([0, ¢]) por un numero finito
de U,s. Los enumeramos de la siguiente manera, escojeremos U; como
alguno que contenga v(0), U, sera algun entorno cuya interseccién con
U; sea no vacia, y; sera un camino que coincide con 7 desde 7(0)
hasta algun punto de U; [ Us, Us sera algun entorno cuya intersecciéon
con U es no vacia, vy, sera un camino que coincide con ~ partiendo
desde donde 7 termina hasta algun punto de U, () Us, siguiendo de
esta forma llegamos a un U, que contiene a 7(t), consideramos 7, 1
como aquel camino que coincide con v desde donde 7,,_5 termina hasta

v(t). Tenemos que
Tt = Z%‘
J

y por tanto si s(0) = f(0)s1(7(0))
()= 10w | 33 [ 0| sur(0)

Tomando ¢ = 1 y 7 cerrada se tiene que s,(v(1)) = s1(7(0)), y por
tanto

(1) s(1) =exp Zi/@j s(0)
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Consideremos, ahora, una 2-subvariedad > con borde +. Como ¥ C
U U, , por compacidad podemos encontrar un subcubrimiento finito

(e
{U;}.Ademas, podemos encontrar una triangulacion de ¥ subordinada
a {U;}. Esto permite particionar a ¥ en una union disjunta

=

donde los tridngulos vienen dados por los 0%;. Resulta que en cada Uy,

como Q|Ui = dz?ri, por Stokes se cumple
321‘ Ei
Por tanto,
exp 27rz'/Q = exp Z2m’/Q = exp Zz’/@j
s j 2 5

Las aristas de triangulos que yacen sobre 7y pueden ser ordenadas conve-
nientemente, sean estas {~; }. Por otro lado, dado un tridngulo interior
0%;, no tiene aristas que yacen sobre 7, se integra sobre el en ambas
direcciones, obteniendo la holonomia A; respecto a 0%; y % respecti-

vamente, resultando que

exp 2m'/Q = exp Zi/@j
I

by

Por tanto, considerando (1)

A=exp | 2m / Q
b
donde X es la holonomia respecto a 7.

DEFINICION 6. Sea L un fibrado lineal complejo sobre M. Se dice
que L tiene estructura hermitica si existe un mapa

I'(L)xT' (L) — C*(M,C)
(s1,82) > (51, 52)

lineal en la primer entrada y antilineal en la sequnda, antisimétrico y
definido postivo. Si ademds el fibrado tiene una conexion V, esta es
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comparible con la estructura hermitica si
X <81,82> = <VX<91,52> + <51,V)(82> ,VX el (TM)



CAPITULO 2

Campos Hamiltonianos en Variedades Simplécticas

1. Variedades Simplécticas

Las referencias para esta seccion y las restantes en este capitulo
vienen dadas por [3] y [4].

DEFINICION 7. Una variedad simpléctica es un par (M,w), donde
M es una variedad diferenciable y w es una 2-forma diferenciable, node-
generada y cerrada.

El ejemplo canénico de variedad simléctica viene dado por el fibrado
cotangente T*N de una variedad diferenciable N, con

(2) w=Y _dpAdg

i=1

en cada entorno con sistema de coordenadas (qi,.....,qn; P1y-eee--- Dn)-
Claramente w es cerrada y no degenerada, restaria probar que la defini-
cién no depende del sistema coordenado escogido. Para esto notar que

(3) w=df

(4) 0=> pidg
=1

y que 6 es efectivamente una uno-forma. En efecto, sea U C N abierto,
y
USSR
m = (QIa 7qn)
parametrizacion local de N. Entonces, la parametrizacion local de TN
asociada a ¢ viene dada por
U & R
(m,f) = (qlv -5 Aqn; P1, --ypn)
13
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n

donde £ € T N,y £ =Y p; dgi,,,. Luego, si
i=1

e(UNV)—=o(UNV)
(Qla aQTL) = (qiv 7Q7/1>

es un cambio de coordenadas en un entorno de N, resulta que

0 " 9q| 0
/ 7
smo-e(2] )-<(58] 2])-
’ aq]m zzlaq]maqzm
- 9q; (8 ) - Jq;
= i 1T,
2 o), \oul, ) = 2 g 1

Por tanto,

> pidg = Z (Z gq: > dgj = Zpl aqz Zpldql
j=1

que es lo que esperabamos.

El teorema de Darboux afirma que, en una variedad simpléctica, lo-
calmente siempre pueden encotrarse un sistema de coordenadas donde
(1) se cumpla.

TEOREMA 5. (Darbouz) Sea (M,w) una variedad simpléctica, m €
M. Entonces, existe un entorno U de m con un sistema de coordenadas

(G1y ooy Qs D1y eeneeee pn) tal que

= i dp; N\ dg;
i—1

Demostracion : Usando una base simpléctica de T,,M se puede
construir un sistema de coordenadas (¢, ..., Gn; P1, ---Pn) €n un entorno

U de m tal que

n
= dp), A dg]
i—1 m

Consideremos
n
W' =" dp; Adg]
i=1
Luego, basta con encontrar un difeomorfismo ¢ entre entornos de m
tal que p(m) =my
Wl = ¢’
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En tal caso, definiendo p; = ¢*pl, ¢; = ¢*¢; resulta que

dei Ndg = ¢* deg Ndg, = "' = w|y
i=1 i=1
Construyamos tal difeomorfismo. Para esto consideremos
Q=w+t(W —w)
que en un entorno adecuado de m es no-degenerada para todo ¢ € [0, 1].
Ademads, como d (w' — w) = 0 resulta, por el lema de Poincare, que
W —w=do
en el mismo entorno, ajustado adecuadamente, y donde « es una uno-
forma que pude escogerse con «(0) = 0. Luego, existe un campo X,
definido por
iXtQt = —
Sea ¢, el flujo asociado a ese campo. Resulta que
L (1) = 1 £x, 0 + @3 2 = o7 (d (ix, %) + ix,dU + $) =
¢r (—da+4Q) =0
y por lo tanto tomando ¢ = ¢; se obtiene que
W =01 =i =2 =w
COROLARIO 1. Sea (M,w) una variedad simplectica 2n-dimensional,
entonces M esta orientada por

(_1)n(n71)/2

A= GAWA..Aw
n! ~~
nuveces

llamada medida de Liouville. Ademas, en coordenadas canonicas queda

AN=du Ndg A .... Ndg, Ndpy A ... A dp,,

2. Campos Hamiltonianos y Transformaciones Simplécticas

Debido a que w es no degenerada el siguiente mapa
TM — T*M
X in

es un isomorfismo. Esto permite hacer la siguiente definicién.

DEFINICION 8. Sea (M,w ) una variedad simpléctica, H € C* (M,R).
El campo vectorial Hamiltoniano, Xy, respecto a H, sobre M es aquel
que cumple
z'XHw = —dH

Al conjunto de campos Hamiltonianos se lo denotard por T gam(TM).
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En las condiciones de la definicién previa las ecuaciones de Hamilton
vienen dadas por
Busquemos la forma de estas equaciones en coordenadas candnicas.
Para esto, consideremos

= 0 0
Xy = Xu(a:) 5+ Xu (p)
i1 9q; opi

como por otro lado

" OH OH
—dg; + —dp;

dH =
dq; Op;

i=1

Debido a la canonicidad

W= Z dp; A\ dg;
=1
Luego,
ixgw=Y_(ix,dp;) Adg—dpiA(ix,dg) = Xy (pi) dgi—Xu (¢;) dp;
=1 =1

Por lo que siendo

z'XHw = —dH
resulta que
0OH o0H
Xir (g:) = 5 X (pi) = —
 (¢:) o,  (pi) 0
O bien,
“~ OH H
Xy = OH 0 0OH 0

Por lo que obtenemos
. _OH .  0OH
qZ - 8pl ) p’L - aql

TEOREMA 6. Sea (Mw) una variedad simpléctica, X un campo
vectorial sobre M, y p; su flujo asociado. Entonces, ¢, es una trans-
formacion simpléctica, p;w = w, VYt definido siy solo si X es localmente
Hamiltoniano.

Vi=1,....,n

Demostracion : Si p; es una transformacion simpléctica entonces

d .
Lxw = dt (@tw) o =0
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por lo que recordando la férmula de Cartan
£Xw = ide + din
se obtiene
di XW = 0
ya que dw = 0. Por lema de Poincare, en un entorno adecuado de un
punto debe de existir H funcion diferenciable tal que

ixw = —dH

Es decir, X es localmente Hamiltoniano.

Reciprocamente, consideremos que en el entorno de un punto existe
H tal que ixw = —dH. Luego, dixw = —d(dH) = 0. Considerando la
formula de Cartan nuevamente obtenemos £ xw = 0. Por tanto,

& Gw)|,_, = & (01w)| oo = £ (85 (B1w)],_, = 0% & (pjw)
PrLxw=0,Vs

O bien, piw = pjw = w, Vs.

t=0

COROLARIO 2. Sea (M,w) una variedad simpléctica, H € C*° (M, R),
Xy el campo vectorial Hamiltoniano respecto a H sobre M, y p; su flu-
jo asociado. Entonces, ¢, es una transformacion simpléctica, ojw = w.
Ademas, £x,w = 0 y por tanto £x,A =0, donde A es la medida de
Liouwville.

COROLARIO 3. Sea (M,w) una variedad simpléctica, H € C*° (M, R),
Xy el campo vectorial Hamiltoniano respecto a H sobre M, y p; su flu-
jo asociado. Entonces, p; A = A, donde A es la medida de Liouville.

TEOREMA 7. Sea (Mw) una variedad simpléctica, H € C* (M,R),
Xy el campo vectorial Hamiltoniano respecto a H sobre M, y o, su flujo
asociado. Entonces, H es constante a lo largo del flujo de Xy, es decir,

d(prH
(('Dt ) — 0 ,VS
dt t=s
Demostracion : Se tiene que
d(prH d(Ho d(Hops1t d(Hopgo
W = | = e R m A o) (Xa)

t= =
= d(piH) (Xy) = ¢idH (Xpg) = —piw (Xu, Xg) =0, Vs
3. Corchete de Poisson

DEFINICION 9. Sea (M,w) una variedad simpléctica, f,g € C* (M, R).
Se define el corchete de Poisson {f,g} € C*(M,R) de la siguiente
manera

{f,9} = w(Xy, Xy)
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LEMA 1. Sean (M,w) una variedad simpléctica, f,g € C* (M,R).
Entonces,
(X7, Xgl = X{19)

Demostracion :

—d{f,9} = —d(Xsg9) = —d («fxfg) = ffxf (—dg) = «fo (ixgw)
= i(ffog)w + ng£Xfw = i[Xf,Xg]w

de donde se deduce el lema por definicion de campo Hamiltoniano.
TEOREMA 8. (C*™ (M,R),{,}) es un dlgebra de Lie

Demostracion : {,} es claramente R-bilineal y antisimétrico, si
AeR)y f,9,H € C*(M,R), luego

{fag} = W(Xfan) = —w (XgaXf) = - {gaf}
por lo que hemos obtenido la antisimetria. Por otro lado,

M +9,HY =w (Xapig, X)) =ix,, ,w (Xu) = —d(A\f + g) (Xn)
= A(=df) (Xu) + (—dg) (Xn) = Nix,w (Xp) +ix,w (Xn)
=Aw (X, Xy)+w(X,, X)) =X {f,H}+{9,H}

por lo que el corchete es R-bilineal. Restaria probar la identidad de
Jacobi,

{HAf 93} = XuX;(9) = [Xu, Xs] (9) + Xy Xu (9)
= [Xu, Xl (9) +{f, {H,g}}
= Xy (9) +{f{H, gt} ={{H, [}, 9} +{f.{H, g}}

NOTACION 2. P(M,w) sera el dlgebra de Lie dada por C*° (M, R)

con el corchete de Poisson.

TEOREMA 9. El mapa

P(M,w) — Tham (TM)
f - X

es un homomorfismo de algebras de Lie.

Demostracion : Debido al lema 1 el mapa preserva los parentesis.
Por otro lado, si A € R, f,g € C*° (M, R) se tiene que

Xarrg (h) =AM + g, b} = M [, hy+{g, h} = XXy (h)+X, (h) ,Yh € CF (M, R)

por lo que el mapa es R-lineal.



CAP{TULO 3

Precuantizacion

1. Introduccion

En mecénica clasica el espacio de estados viene dado por una var-
iedad simpléctica (M, w), mientras que los observables vienen dados por
las funciones diferenciables en M. Por su parte, en mecanica cuantica
el espacio de estados viene dado por rayos en un espacio de Hilbert H,
siendo los observables una familia, O, de operadores hermiticos en H.
Segtn la filosofia de la escuela de Copenhagen, las predicciones cuanti-
cas deben poderse formular en terminos clasicos. Esto nos plantea el
siguiente problema: dados M y w, es posible reconstruir H y O? Para
resolver este problema Dirac planted, ver [6], en 1925 una serie de condi-
ciones que debe cumplir un mapa que relacione los observables clasicos
con los cuanticos. En la siguiente seccion se plantean estas condiciones,
menos una, definiendose de esta forma un mapa de precuantizacion
(con la condicién restante se obtiene una cuantizacién). Luego, sigu-
iendo la referencia [6] se construye explicitamente un mapa tal. En
la seccion restante estudiamos las condiciones necesarias y suficientes
sobre (M,w) para poder construir el mapa.

En lo que sigue estaremos usando la notacion A = %, donde h es
la constante de Planck de la mecanica cuantica. El uso de A, o bien el
de h en su debido caso, no debera traer confusiones.

2. Mapa de Precuantizacion

DEFINICION 10. Sea (M,w) una variedad simpléctica, una precuan-

tizacion es un mapa,
P(M,w) — O(H)
f=f

donde H es un espacio de Hilbert y O(H) los operadores sobre este,
que cumple las siguientes condiciones:

i) es R-lineal

i) 1=1

iii) Si el flujo asociado a Xy es completo = (f)* = f

19
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w) {f.9} = £1f. 4]
En el caso de que M = T*N,w = df se tiene la siguiente precuan-
tizacion

) F=r+tx—00%)

considerado como un operador en C' (M), con el espacio de precuan-
tizacion dado por las funciones diferenciables de soporte compacto con
producto interno dado por

<%¢g=/m%A

Debido al teorema 9, i) es directo. Por su parte, por definicién de campo
Hamiltoniano,

1 X, W = 0=X:=0
debido a que w es no degenerada. Luego, ii) se desprende inmediata-
mente. Consideremos iii), se tiene que

<J?¢1,@/J2> = / (f¢1%+§Xf (1?1)%—9()@)%%) A
M

Ahora, o B B
Xy (01) ha = X5 (V192) — 01 Xy (¢2)

por lo que
(Fonun) = (o Fia) + 7 [ X; (i) A
M

Luego, bastarfa con probar que [ X (101%) A = 0. Pero, si el flujo ¢,
M
de Xy es completo se tiene que

t/@¢ﬂ2 /@ﬁﬂ@ /pm%A—Jm%A

be (M)
O bien,

_ Aoy (Y11)o
/Xf(%wz)/\: /%
M

d [ ., —
A= [emima] o
M

t=0 =0

M

Para iv), observar que

L [£28] = 1. X0+ X 6]+ 7 10X, = (X0, 0 ()] — [0.(X)), X,
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teniendo en cuenta
[Xf7g] = Xy (9) =w (Xf7Xg) L Xg] =—-Xy (f)=w (Xfaxg)
(X7, 0 (Xg)] = Xy [0(Xg)], [0 (Xy), Xg] = =X, [0 (Xy)]
y que
w( Xy, Xg) = dbi (Xp, Xy) = X [0(X,)] — Xy [0 (Xy)] — 0 ([Xy, X))

resulta
h

i

il

O bien, considerando el lema 1. y la definicion del corchete de Poisson

[Xf7Xg] tw (Xf’Xg) -0 ([XﬁXg])

i[a h
7 _fyﬁ} = = Xgy + 1,9} =0 (Xi19)
Por lo que hemos obtenido el resultado esperado.

El método de precuantizacién en un fibrado cotangente dado por
(5) depende esencialmente de que w = df. En una variedad simplectica
general w no tiene porque ser exacta. Sin embargo, como w es cerrada
podemos cubrir M por abiertos U, tales que w|y, = df,, donde las 6,
son 1-formas definidas en cada U, respectivamente. Luego, podemos
definir el operador

- h
fOé = fOL + ZXfa - 906 (Xfa)

definido sobre f, € C*°(U,). Resulta, como veremos, que imponiendo
una condicién de integralidad sobre la clase cohomolégica de w po-
dremos pegar estos operadores y obtener uno global. Sin embargo, este
operador no actuard sobre un espacio de funciones, si no que sobre las
secciones de un fibrado lineal L sobre M.

TEOREMA 10. (precuantizacion de Soriau-Kostant) Sea (M,w) una
variedad simplectica, L un fibrado complejo lineal sobre M con una
estructura Hermitica

I'(L)xT(L)—C
(s,8) = (s,s)

, una conexion V compatible con esta, y curvatura ). Entonces, si
Q= 1w resulta que el mapa

P(M,w) — O(H)

5 h
f'—>f:f+;vxf
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es una precuantizacion, siendo H el espacio de secciones cuadrado in-
tegrables ,con producto interno dado por

(s]$) :/<s,s’>A

M

Demostracion : i) y ii) son directas. Para iii), se tiene que

(Fsifse) = [ (<f51,32> " <?vxfsl,32>> A

Ahora, debido a la compatibilidad de la conexién con la estructura
hermitica

(Vx,51,50) = Xy (s1,82) — (81, Vx,82)

<JES1 82> = 51|f52 /Xf 31752

Luego, bastarfa con probar que [ Xy (s1,s2) A = 0. Pero, si el flujo ¢,
M

y por tanto

de Xy es completo se tiene que

[ertrsna= [atssan = [ tusa= [ (s

i i i (M)
Entonces,
deoy ((s1, S d .
[xrtsspa= [l g L [ sl <o
=0
M M M =0

En cuanto a iv), se tiene que

(7] = 1195 + [Fp0) + 2 9,75

Por lo que considerando la expresion global encontrada para la cur-
vatura en el teorema 2 se obtiene que

% [f, g} = [/, Vx,] + [Vx; 9] — 270 (Xy, X,) + Z—?V[Xf’xg]
Luego, considerando que
[VXfag}:Xf< )_W(Xﬁ ) [f VXQ}:_Xg(f):w(XﬁXg)

y como €2 = 1w, resulta

h
i a] h
7 [f,g] = w (X, Xg) + ;V[Xf,xg]
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O bien, considerando la definiciéon del corchete de Poisson y el lemal

% [f, Q] ={fg}+ ;Vx{f,g}

siendo este el resultado esperado.

3. Condicién de Integralidad

En esta seccién responderemos cuando a una variedad simpléctica
(M,w) se le puede hacer corresponder un fibrado complejo lineal L
sobre M con estructura hermitica, conexion V compatible, y curvatura
Q, de tal forma que 2 = %w, y por tanto la cuantizacion de Soriau-
Kostant es posibe.

TEOREMA 11. Sean (M,w) una variedad simpléctica con M sim-
plemente conexa, = %. Luego, ) es la forma de curvatura de un
fibrado complejo lineal L sobre M con conexion V si y solo si

/QEZ

S

donde S es cualquier 2-subvariedad difeomorfa a S*.

Demostracion : Consideremos una curva « inmersa en S tal que 7
es difeomorfa a S!. Luego, podemos particionar

SzZluEg

donde X1, y 35 son subvariedades de S con v como borde comun, y por
tanto deben tener orientacién contraria respecto a este. Considerando
A como la holonomia de la conexién respecto a v, debido al teorema 4
obtenemos que

exp 27?2'/9 = A =exp —ZWi/Q

21 2:2

Por tanto,

exp 2772'/(2 =1
s

/QEZ
S

O bien,
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Reciprocamente, elijamos un punto mg € M y consideremos el con-
junto de triuplas (m, z,7), con m € M, z € C, siendo v un camino de
mo a m. Se define una relaciéon de equivalencia de la siguiente forma:

(m,z,7) ~ (m', 2", 7)) & m =m, 2/ =z exp 27?@'/(2
>

donde ¥ es una 2-subvariedad orientada con borde v — % considerando
~v v~ orientadas de mg a m. Notar que la existencia de tal ¥ queda
asegurada debido a que M es simplemente conexa, mientras que su
unicidad no es de importancia debido a la condicién sobre 2. Para la
reflexividad no hay nada que probar. Para la simétrica consideremos

(m, z,7) ~ (m',2',7)

Luego, m = m' y 3%; con borde v — +' y orientada segun este tal que

2= zexp | 2mi [ Q]. Consideremos ¥, con borde 7/ — 7 y orientada

3
/ NelZ

segun este, luego

YU
y por tanto
1=exp | 2m / Q| =exp 27Ti/Q+27rz'/Q = exp 27?2'/9 exp 27m'/Q
YU > Yo 1 P
O sea,
1
exp 27m'/Q = = z=27exp QWi/Q = (m',2,79) ~ (m,z,7)

o exp (27rz' i Q) o
3

Veamos la transitividad, si
(m,z,7) ~ (m',2",9"), (M, 2/, ) ~ (m", 2", 9") = m =m'=m"

Ademads, 3%, Yy, 2-subvariedades con bordes v — v/, v/ — " respecti-
vamente tales que

7 = zexp QWi/Q , 2 =2"exp 27ri/Q =

21 22
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2" = zexp 27?2'/9 exp 27rz'/Q = zexp 27ri/Q+27ri/Q

1 3o 2 X2
Es decir,

M zexp | 2mi / Q| = (m7 Z7fy> ~ (m//7 Z”,’y”)
YU

Sea L el cojunto de las clases de equivalencia, y
m: L— M/x ([(m,z,7)]) =m

Se le puede dar estructura de espacio vectorial a cada fibra, 7=*({m}),
definiendo

[(m, 2, 7)) + [(m, 2, 7)] = [(m, 2 + 2/, 7)]
X [(m, z,7)] = [(m, Az,7)] A € C

Debemos encontrar las trivializaciones locales. Consideremos que 6 es
el potencial simpléctico en un abierto simplemente conexo U C M. Es
decir,

wl,; =db
Elijamos m; € U, una curva vy de my a my, y definimos una seccién
U L
1
m — m, exp —ﬁ/ﬁ Y

7

donde 7, es algun camino desde m, hasta m en U, y v = 79+ 71. La
definicién es consistente ya que si se elige otro camino 74 desde m;
hasta m en U, y 7 = 70 + 7y} encontramos que

" m Nm

Pero, como %d@ =2mi ) en U, por Stokes,

—% / 9:27Ti/§2
Mn-m Y
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donde ¥ es una 2-subvariedad con borde y; —~y; y orientada segin este.

7 gél by

/9,¢

/

7 71

Por tanto,

St .

7
m, exp _ﬁ/H A~ | moexp | —

La trivializacién local vendra dada por
UxCSL
(m, z) = z5(m)

Podemos definir una conexién V por la siguiente expresién local

Valrs) = (X0~ 100 ) s

en U. Para probar la consistencia de esta definicion debemos comprobar
que si U’ es otro entorno tal que U (U’ # (), ' es la correspondiente
seccién definida en U’, y si f's’ = fs entonces

(X )=o) = (X (0 - 41000) s

en U U'. Para esto debemos encontrar la relacion entre s y s'. En

efecto, si #’ es un potencial respecto a otro abierto simplemente conexo
U’ tal que U U’ # 0, se tiene que

A0y = Ly = A0 lyny = d(0 = 0) |y =0
Por lo que, por Poincare, 3o € C*° (U N U’) tal que
(0 = )y = do

Luego, dado m € U (U’ se tiene que, escogiendo convenientemente
oz(ml) = 0,

exp —%/9’ = exp —%/9—1—%/0@ = exp —%/«9+%a(m)

At ga! 71 At
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exp —%/9’ = exp —%/9 exp (%a(m))

O sea,

Luego, si

Resulta que,

Q () = exp () ) s

Por otro lado, tomando m) € U, 7] camino con traza en U que une m;
con m, 1y, camino que une mg con my, y v = vy, + 14, encontramos que

s'(m) = || m,exp —%/8 A =1 | myexp —%/9 Yo+
v 7
1 / /
w5 [ o) i || -
mimi+y1
7 [ / /
exp 7 0 m, exp 7 01,7 +mymi+m =
mimi L 7
exp % / 0 m, exp QWZ/Q exp _ﬁ/e 0 T M
mimy L 3 71 J
exp 27TZ/Q exp % / 0 m, exp _ﬁ/e Y0 7
b mimi Y1 J

donde ¥ es una 2-subvariedad con borde 7, + mim; — v, v A =
2r [Q— % J 6. En todo caso, combinando ambos ultimos resultados
> mimi

observamos que (6) es una expresién valida en el caso general.

"
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Ahora, si f's' = fs, se tiene que f' = e % f, resultando

(X ()~ 28 <X>) s

e we e wf

:(aéadf(X)— F—da (X) f — — (B(X)—da(X)))enas

1 7
— (@)= 000 )s= (X (- 1700 o
Por lo que la definiciéon dada para V es consistente.

La prueba del teorema anterior se basé fuertemente en el hecho que
M fuera simplemente conexa. Resulta que el teorema es valido sin esta
restricciéon. Sin embargo, en este caso, mas general, en vez de usar la

condicion de que
/QEZ
s

donde S es cualquier 2-subvariedad difeomorfa a S?, resulta mas con-
veniente la condicion equivalente de que la clase cohomoldgica de €2 sea
entera, ver [8], pagina 137. A continuacién desarrollaremos los elemen-
tos necesarios para poder presentar tal generalizacion.

DEFINICION 11. (cohomologia de Cech) Sea M una variedad difer-
enciable, U = {U,} un cubrimiento por abiertos de M.Dado p € N, un

p-simplex es una (p+1)-ulpa, (Uny, Uy, .., Uy,), tal que Usy (... (Ua, #

(). Una p-cocadena sobre U es un mapa
p — simplex — C
(Uags s s Uay) = fag....ap

con la propiedad de antisimetria respecto a los indices, 1i.e.

fag..ai..ozj..ap = _fozo..aj..ozi..ap

El conjunto de las p-cocadenas sobre U, CP(U), es un grupo abeliano
con

(f + g) (Uaoa FIREES) Uozp) - foeo....ap + gao....ap
Por otro lado, se define

cru) 2 ertiu)

p+1

f = af/afao....ap+1 = Z (_1)Z fao...&i..ap+1

=0
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Obtenemos de esta forma el subgrupo de los p-cocyclos
ZPU)={feCU):0f =0}

Se advierte que 9> = 0, por tanto OCP~Y(U) es subgrupo de ZP(U).
Finalmente, se define

Zr (U)
HP(U) =

©) acr—1(U)

TEOREMA 12. (isomorfismo de Cech-deRham) Sea M una variedad
diferenciable, U = {U,} un cubrimiento por abiertos localmente finito
y contractible de M, y {hy} una particion diferenciable de la unidad
subordinada a U. Entonces, el siguiente mapa es un isomorfismo

HP (U) — Hap (M)

1 = | Y favaphogdha, A Adhg,

Qg...0p

donde HYp (M) es el p-grupo cohomologico de de Rham, ie el cociente
de las p-formas cerradas con las p-formas exactas.

Demostracion : ver [7], A6, pagina 273.

TEOREMA 13. Una 2-forma () cerrada es la forma de curvatura de
un fibrado complejo lineal L sobre M con conexion V si y solo si la
clase cohomoldgica definida por €2 es entera.

Demostracion : Sea (L, M, ) un fibrado complejo lineal con conexién
V y curvatura (). Consideremos un cubrimiento abierto, contractible y
localmente finito, U = {U,} de M, y una trivializacién de L dada por
{Ua, Sa}. Luego, si U, (Us # 0 se tiene que

(7) Sae = Ca3 S8
con ¢qp € C® (U, (Up). Ademés, si U, (VU (U, # 0 se cumple que
(8) CapCyCra = 1

Sabemos por el teorema 2 que si consideramos 1-formas 6, definidas
sobre U, tales que

Visa = —%ea (X)sa , VX €T (M)

,srelacionadas estas con las 1-formas de conexién por ©, = %‘*, resulta
que
i

(9) d(Incos) = —

(ea - 95)
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y, por ende, la curvatura queda bien definida por la siguiente expresiéon

1
(10) Q|Ua = %dea s Vo
Luego, si
1
ba/g = % ln(Cag)

resulta que por (9)

(11) (B — 05|, gy, = hlbas
y por (8)
(12) b + bay + byo € Z

Mas aun, debido a la continuidad este valor entero debe ser constante
en todo U, (Us(U,. Luego, podemos definir
2 — simplex ENy/
(Ua, U, Uy) = bap + gy + bya
Observar que,
(Of) aprs = by tbys+bss—(bay + bys + bsa) Hbaptbastbsa—(bap + bgy + bya) =0

Es decir, f = 0, y por ende f € Z*(U). Vamos a probar ahora que [f]
es la preimagen de [2] por el isomorfismo de Cech-deRham. Para esto
basta con probar que

Q=" fapyhadhg A dh,
afy

es una 2-forma exacta, donde {h,} es una particién de la unidad sub-
ordinada a U = {U,}. Tenfamos que

(13) 5fa,6'y6 - fﬁ'yé - fafyé + faﬁ& - faﬁ’y =0
en U, Uz U, Us. Por tanto, multiplicando por hgdh, A dhs y
sumando se obtiene
> forohpdhy Adhs =" farsdhe A dhs
Bd ¥é
en U,, dado que ) h, = 1. Ademés, dado que df,,s = 0 queda

(14) S~ forshadhy, Adhs = d (Z Fanshe A dh5>

B8 v
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Similarmente, multiplicando (13) por h,dhs y sumando se obtiene que

(15) > fonshodhs = Y fanshodhs =) fpasdhs = d (Z fﬂa5h5)
Y6 0 1

o7

en U, (\Us, ya que > dhg = 0. Por tanto, si definimos
B

O
o =7 = > fanshydhs —d (Z ba7h7>
¥4 ol
en U,, resulta por (14) que
o = Q=Y fapshadhg A dh,

aBy

Por tanto, restaria probar que

Na = 7B
en U, () Up. Esto se desprende de (11) y (15), junto a que

Z Japyly = bap + Z bayhy — Z bary iy
g gl g

Resulta que [f] es la preimagen de [©2] en el isomorfismo Cech-deRham,
y de (12) que la clase cohomoldgica de € es entera.

Reciprocamente, sea U = {U,} un cubrimiento contractible y local-
mente finito de M. Luego, por el lema de Poincare, en cada U, existe
una 1-forma 6, tal que

1
Qly., = EdQQ
Por tanto, si U, N Ug # 0
d (6o — 95)‘UQOU5 =d 9a|UamUﬂ - deﬂ’UaﬂUg - QlU(,ﬂUg - Q’UQnUﬁ =0

Por Poincare nuevamente resulta que existe b,z € C* (U, NUp) tal
que

(16) (0 — 05)y, 5, = hilbag

Luego, podemos elegir bg, = —bag. Ademds, si U, NUzNU, # 0 en-
tonces

d(bap+bay+bya) = dbost+dbg,+dby, = (84 — 03)+(05 — 0,)+(0, — 6,) =0

Por lo que
baﬁ —I'_ bﬁ/y + b’YOt
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es constante en U, N Ug N U,. Luego, podemos definir

2 — simplex ENY

(U, Ug, Uy) = bag + by + bya
Ademas, df = 0, y por tanto f € Z2?(U). Al igual que en el direc-
to se prueba que [f] es la preimagen de [Q)] por el isomorfismo de

Cech-deRham. Que la clase cohomolégica de €2 es entera significa que
podemos escoger f € [f] de tal forma que

(17) fapy = bap +bpy +bya € Z
Luego, definiendo
(18) Cag = €xp(27ibag)
se obtiene
CaBCByCra = 1

Dados m € Uy,n € Ug y 2, 2/ € C se define la siguiente relacién de
equivalencia

(m,z) ~(n,2") & m=n, 2 =cuz(m)z

Sea
[JU. xC
=

~Y

Definiendo
[(m, 2)] + [(m, 2] = [(m, 2 + 2)]

A(m, 2)] € [(m,A2)] A e C

resulta que L un fibrado complejo lineal sobre M. Por su parte, con-
siderando (16), y (18), obtenemos

7
d(Incap) = = (0 = 05)

Por tanto, dada la trivializacién {U,, s,} de L, V queda consistente-
mente definida por la siguiente expresion local

Vi (Fsn) = (X0 - 1000 ) s,

TEOREMA 14. Sea un fibrado complejo lineal L sobre M con conex-
cion V y una forma de curvatura () . Entonces, existe una estructura
hermitica sobre L compatible con V si y solo si ) es real.
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Demostracion : Sea {U,, sq} una trivializacién de M, y sean las
1-formas 6, definidas sobre U, tales que

VxSa = —%ea (X) sa , VX € T (M)
Entonces, debido a que {2 es la foma de curvatura, resulta que
Q. = db,

Como V es compatible con la estructura hermitica <, >, entonces dado
X € T' (M) se tiene que

X (S0, 50) = (Vx5a,5a) + (8a, Vx5a) = —% (Qa (X) -0, (X)) (e, Se)
Luego,
0 (X) — 0, (X) = ihX (Sa, Sa) _ ihd (Sa, Sa) (X)

(Sa Sa) (Sa Sa)

O bien, o
0o — 0o = ihdIn (s,, Sa)
Por tanto,
db, —db, =0
Por lo que € es real.

Reciprocamente, si €2 es real entonces Imf,, es cerrada. Por tanto,
se puede encontrar p, € C* (U,) tal que

2
dpe = %Imﬁa

cumpliendose ademas

Pa — pﬁ‘UamUB =1In |caﬁ|

Luego, la siguiente expresion local define consistentemente una estruc-
tura hermitica sobre L,

<f Say g 8a> = fgexp (2pa)
Resulta que
X (f $a:95a) = (X (fg) + 217" f glmb,,) exp (2pa) = (X (f g) + 281 f gImb,) (sa, Sa)
mientras que
(Vx[Sargsa) = (X (f)sa—ih " fO(X)5a,950) = (X (f) §—ih " g0 (X)) (5a, Sa)

<f Sas ng Sa> = <f SaaX (g) Sa — ihilge (X) Sa> = (fX (g) + Z‘hilf gé (X)) <3a:5a>
Por tanto,

X <f Sou.gsa> - <vaSaagSa> + <f Saang Sa>
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Es decir, la conexion es compatible con esta estructura hermitica.

Observar que aplicando las construcciones hechas en los dos teo-
remas previos a un fibrado cotangente M = T*N la cuantizacion de
Soriau-Kostant resultante es la dada por (5).



CAPITULO 4

Precuantizacién del Momento Angular

1. Introduccion

Un momento angular cuantico esta caracterizado por tres oper-
adores hermiticos s, s,, s, en un espacio de Hilbert tales que:

(19) (82, Sy = ths,, [sy,s.] = ihsy, [Ss, Sz =ihs,

Una precuantizacion del momento angular supone encontrar un sis-
tema clasico, o sea una variedad simpléctica, y tres observables cuyos
correspondientes operadores por precuantizaciéon cumplan con (19). A
continuacién haremos tal construccion.

2. Precuantizaciéon de la esfera

Consideremos como espacio de fase M a la esfera de radio r. Es
decir,
M ={(z,y,2) e R®: 2® + y* + 2* =r*}
La forma de area viene dada por
dA =r*sinfdy A df
donde

x =rcospsinf
y = rsingpsinf
2z =rcosf

Quedando dA bien definida por extension continua en donde la parametrizacién
no esta definida. Consideremos

dA
w=—=rsinfdp A db
r

Luego, la variedad simpléctica (M,w) es un sistema clasico al cual
buscaremos cuantizar. En un entorno local adecuado podemos hacer el
siguiente cambio de coordenadas

0 =—cost, o=rp

obteniendose que .
w=dp AN db
35
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Por lo que hemos obtenido las coordenadas canénicas. Resulta que en
estas coordenadas podemos calcular sistematicamente el corchete de
Poisson, quedando

_ 9109 909
Vot =508~ adog

En efecto, en general, si usamos coordenadas candnicas se tiene que

w:zn:dpz‘/\dqz'

=1

0
Xf—ZXf Qz +Xf<pz>apA

y por tanto
w(Xy, X ZXf pi) X — Xy (¢:) Xg (pi)
_Zn: 0f 99 91 0g Z df dg  Of dg
—~ 9q; Op; 8pi 9q; Op: 0q;  Oq; Op;
Asi que,

of 99 0f dg

{f.9} = E o

< Op; 0q;  Og; Opi

Por lo que, retornando a nuestro caso, si volvemos a esféricas

(.= 209 0109 8@00(8fc?g afag): 1 <afag afag)

0000 06 0p 875% Opdf 00 Oy rsinf \dp 00 00 dp
Teniendo en cuenta este resultado y que
ox . :
% = —rsinpsinfd = —y
0z _ 7 cos @ cos ) = cos pz
00 B
dy .
% =rcospsint =z
@ = rsin g cosf = sin pz
o0 B

se obtienen

{Ji,y} =% {ya Z} = —x, {Z,J}} = —
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Por otro lado,
{222} = 2z <@@_@@) —
’ rsinf \dp 00 96 Op
{2} = rjigr/ﬂ (%% - %S—Z) =2y{y, 2} = 2y {z,y} = 2yz
2z 0z 0r 0z Ox
(8@ 00 000y

(%0} =

Asi que,

rsinf

{r2,x} = {xQ,x} + {yQ,x} + {22,:1:} =0
Analogamente,
{rz,y} = {7“2,2’} =0

Para que (M,w) sea cuantizable es necesario y suficiente que

—cZ
/ 2mh <
Pero,

27
w rsinfdp A df r ) r 2r
/% _/ oy = 27rh/sm6’dgp/\d9— %/dw/smﬁaw— 5
0

M M M T

Luego, se debe cumplir
1
r € —hi
2
Imponiendo esta condicién obtenemos operadores sujetos a las sigu-
ientes relaciones de conmutacion

con lo que hemos obtenido la condicién (19). Por otro lado, observar

que
P[] - [
Sea 72 = 22 + % + 22. Luego, debe ser
[r ,x} = [7" ,y] = [f2,2] =0
En efecto, por ejemplo
[, 0] = [ 9] + [9°, 9] + [2%,9]
siendo claramente [§?, §] = 0, mientras
[3%2, g)] =z[z, 9]+ [Z,9] T =ih (T2 + 22)
[22,9] = 2[2,9] + [2,9] 2 = —ih (22 + 22)
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Luego,
[2%,9] + [97, 9] + [#%9] =0
Observar que por linealidad del mapa de precuantizacién
2= 24y 22
Sin embargo, en general
r2 o
En efecto, se tiene que

h

-~ h h
22 =2® + ;vaz =2+ ;mex = a® + 2;-%'VX¢

h h
Z/L‘\Q = ($+ ZVXZ> <ZL‘ + ZVXI) =

h h
= 2%+ ;ﬁVXZ + ;szx — W*Vx,Vx,

Por otro lado,

Pero, Vx, o =V, . Luego,
~2 2 h 2
x°=2"+4+2-2Vyx, —h"Vx, Vx,
i

Por tanto,

<

= 2 + h? (VXZVXI + vaVXy + VXZVXZ)

Encontraremos, ahora, el fibrado lineal complejo que hace la pre-
cuantizacion del momento angular posible. Para esto, cubramos la es-
fera por dos entornos coordenados Uy = M — {P.}, donde P. =
(0,0,£7). En los entornos coordenados U, introducimos los sistemas

coordenados complejos wy respectivamente, dados por

sin ¢ e _ x ty

wi:1¢cosé’ rFz

Obteniéndose que en Uy [ U- se cumle

wiw_ =1
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Ademas, se tiene que

sin 0 , sin ¢ -
dwy =d| ——— ) e ti———e"¥d
o (1:FCOSQ>€ Zl:FCOSQe 7
_ COSQ(lZFCOSQ>:2FSin29d9€iw:|:i sin 0
(1 F cosh) 1 F cosf

1 )
= Md@eiwii
(1F cosf) 1F cosb

eiwdgo

0 .
sin eiwdgp

1 , sin 0 ,
= F——dfe™? £ i———e*¥d
:FliFCOSG ¢ ZlZFcosee ¥y

Luego,

- 1 , sin 6 ,
divg = dwy = F————dfe™ Fi———eT%d
e b :F1:FCOS(9 ¢ :Flltiosﬁe 14
Por tanto,

in 6 in 0 in 0
27 dONdpti———dpAdf = 2i——
(1 F cosh) (1 F cosh)

Luego, considerando la definicién dada para w se obtiene que

dwi/\dwi = —1 ng/\d@

(1 F cosh)’

wy = 1 (1 F cos 9)2 dwy N dwy

21
Por otro lado,
2 2 2 .2
T R
(rF2) (rFz)
:1+(T—2)(T—2|-Z>:1+T:|:Z: 2r
(T:FZ) rFz rFz
de donde
4 2 0\°
(1+|w:|:|2) r r

Encontramos de esta forma que
B 2_r dwy N dwy
(L )
Por lo que la curvatura correspondiente al fibrado lineal complejo debe

venir dada por
r dwi N dwi

il (14 Jwg[?)’
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Como 1-formas 6+ en UL tomamos
_2r widws
£t T T n |wi‘2
Luego, para la funcién de transicion ¢ en Uy (| U- se cumple

: ) o )
dlnczi(Q_—eJr):%( w_dw W dwy )

h Lt fw 1+ [

Pero,

w4

wiw- =1=dwy = ——dw_

w_

y €Omo
) 2r
1+ |wi| =
rFz

se obtiene que
2
|w_|

1 2
dlnc = F ((r—i—z) v dw_ + (r — z) [+ dw> =

= (2 - 4 (7)) T =
1 . 2 42 o 22+ 42\ dw_
(G S S
1 /r2—22 r2—22\ dw_

_ﬁ((rjtz) (r—z)) w_

1 dw_  2rdw_
Lo+ B 2

Luego, integrando y considerando la condicién de cuantizacion en r
c=(w)"=(wy) " ,neEL

Por lo que, comparando los mapas de transicion obtenidos para el fi-
brado de Hopf, se concluye que hemos obtenido la n-esima potencia
tensorial del fibrado de Hopf.

A modo de ejemplo calcularemos el operador Z explicitamente. Se
tiene que

.o L (920 0:09\ _ 1 (0:0 0z09\ 0
* T rsind \dpdd  000p)  rsind \0pdd 000p) O

mientras que

W Wad ing
== LT (df  isin Odp)
i1+ |wy] i1F cosd
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r sinf

0 +sin? 6
th(X'z)_gltiose >

:t . . —_— f— -
(:ng 181n QdQO) (890 7’1 F cosd

y por tanto

£(fss) = 2fss 59 (Fs2) = 2fss 5 (X2 () = 1702 (X)) s =

B hof +sin? 6 _ (hOf
- (Zf—i_?%_ r1:|20050> T <Z%:Ffr) =

3. Condiciéon de Completitud

Un conjunto fi, ..., f, de funciones C*°(M) es llamado completo si
dado g € C*(M) tal que

{fzag} - O, 1= 1, ey

entonces g < 1. Veamos que en nuestro caso x, ¥y, z forman un conjunto
completo. En efecto, si

{z, f} =0= g—;]; =0
Basta entonces con probar que si ademas
of

Por un lado,

15)
= o y=0= s

y por otro

0
1z, [} =1y, f}zoﬁcowa—g:o

. af\? of\° af
2 2 9ry g Iy 97
(sm ® + cos gp)(ae> _0:><849) —0:>60—O

Analogamente, un conjunto de operadores o1, ...,0o en un espacio de
Hilbert es completo si dado un operador o tal que

Luego,

[0;,0]=0,i=1,....,n=0x1

Un mapa de cuantizacion es aquel que, ademas de cumplir con las
condiciones de un mapa de precuantizacién, cumple la propiedad de
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llevar conjuntos completos en completos. El presente ejemplo de pre-
cuantizacion no corresponde con una cuantizacion. En efecto, tenemos
que el operador

B (Vx,Vx, +Vx,Vx, + Vx.Vx.) = 12 — 2

conmuta con 7,7, v 2, ya que tanto 72 como 72 lo hacen, pero no es un
multiplo de la identidad.
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