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Resumen

La idea principal de la teoria de inclinacion es que, cuando la teoria de representacién de un algebra A
es dificil de estudiar, puede ser conveniente reemplazar el dlgebra A, por otra algebra mas simple B, y reducir
el problema en A a un problema en B. Para eso construimos un A-mdédulo T, llamado mdédulo inclinante, tal
que si B = EndaT, entonces las categorias modA y modB son razonablemente cercanas, pero generalmente

no son equivalentes.

El resultado principal de este trabajo, conocido como el teorema de inclinacién de Brenner-Butler, muestra
que existe una equivalencia entre las subcategorias plenas de los A-médulos de torsién y la de los B-médulos

libres de torsién y viceversa.

Palabras claves: teoria de torsién, médulo inclinante, teoria de inclinacion.






Abstract

The main idea of tilting theory is that, when the representation theory of an algebra A is difficult to
study, it may be convenient to replace A by another simpler algebra B, and to reduce the problem on A to a
problem on B. For that we construct an A-module T, called a tilting module, such that if B = EndaT, then

the categories modA and modB are reasonably close to each other, but generally not equivalent.

The main result of this work, known as tilting theorem of Brenner-Butler, shows that an equivalence

between the full subcategories of torsion A-modules and free B-modules torsion and viceversa exists.

Key words: torsion theory, tilting module, tilting theory.






Introducciéon

La teoria de inclinacién es una de las principales herramientas de la teoria de represen-
taciones de algebras. Se origin6 en 1980 con el estudio de los funtores de reflexion.
Hoy en dia juega un importante rol en varias ramas del dlgebra moderna como son el

algebra homotdpica, la geometria algebraica y la teoria de Lie.

El concepto de moédulo inclinante fue introducido por Brenner y Butler en 1980, pero el

generalmente aceptado hoy en dia fue formulado por Happel y Ringel en 1982.

Este trabajo se basa en unas notas de I. Assem [1] y en el articulo de D. Happel y C.
Ringel “Tilted algebras”[5].

En el capitulo 1 se introducen las herramientas bésicas para el desarrollo de este trabajo,
como son los funtores Ext, Tor, Hom y producto tensorial. También se enuncian algunos

resultados que ya son conocidos pero que usaremos frecuentemente.

En el capitulo 2 definimos lo que son las teorias de torsion. Estas surgieron como gene-
ralizacién del concepto de grupo abeliano (Z mdédulo) de torsién para dlgebras arbitrarias.

Una teorfa de torsién es un par (7, F) de clases de médulos que cumplen que no existen
morfismos no nulos entre los objetos de 7 y los objetos de F, y ademas 7 y F son las clases
de moédulos mas grandes con esa propiedad. A 7 se le llama clase de torsion y a F clase libre
de torsién.

Vamos a probar que bajo ciertas hipdtesis, dado un médulo cualquiera T’ el conjunto de
los mdédulos generado por él (Gen(T)), forma una clase de torsién y que el conjunto de los

modulos cogenerados por él (Cogen(T)) forma una clase libre de torsién.

En el capitulo 3 definimos lo que son los médulos inclinantes parciales y los médulos in-

clinantes. Veremos que cuando 7T es inclinante las teorfas de torsién inducidas por Gen(T') y
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Cogen(7T) (donde 7T es el trasladado de Auslander Reiten de T') coinciden y la llamaremos

teoria de torsién inducida por T

En el capitulo 4 probamos el resultado principal de este trabajo, conocido como el teorema
de inclinacién de Brenner-Butler. Basicamente lo que dice el teorema es que si consideramos
un algebra A y tomamos el algebra B de endomorfismos sobre A de un médulo inclinante Ty,
entonces “ciertas” subcategorias de las categorias de A médulos y B mddulos, que forman

teorias de torsion en modA y modB, son equivalentes.

A lo largo de este trabajo A serd un algebra de dimensién finita, asociativa, con unidad,

sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k.



CAPITULO 1

Preliminares

Categorias y functores

Una categoria es una terna C = (ObC, Hom(,o), donde Ob_ se llama la clase de los
objetos de C, Hom (C es la clase de los morfismos de C y o es una operacion sobre los morfismos

de C que satisface las siguientes condiciones:

(a) Para cada par de objetos X,Y € Ob(, asociamos un conjunto Hom¢(X,Y'), llamado
el conjunto de los morfismos de X a Y, tal que si (X,Y) # (Z,U) entonces la
interseccién de los conjuntos Home(X,Y) y Home(Z,U) es vacia.

(b) Para cada terna de objetos X,Y,Z € Ob(, esta definida la operacién composicién
o: Home(Y,Z)xHome(X,Y) — Home (X, Z), (g, f) — gof,y tiene las siguientes
propiedades:

1. ho(go f) = (hog)o f para toda f € Home(X,Y), g € Home(Y,Z) y
h € Home(Z,U).

2. Para cada X € Ob(, existe un tunico elemento 1x € Home(X, X), llamado
el morfismo identidad de X, tal que si f € Home(X,Y) y g € Home(Z,X)

entonces foly =fylxog=g.

Una categoria ¢’ es una subcategoria de C si cumple:

(a) Los objetos de ¢’ son una subclase de los objetos de (.

(b) Si X,Y € Ob(', entonces Home(X,Y) C Home(X,Y).

(¢) La composicién de morfismos en ¢’ es la misma de C.

(d) Para cada objeto X de C’, el morfismo identidad 1y en Home: (X, X) coincide con
el morfismo identidad 1x en Home(X, X).

Una subcategoria ¢’ de C se dice plena si Home (X,Y) = Home(X,Y) para todo
X, Y eOobvC.

11
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Dada un algebra A de dimensién finita, asociativa, con unidad, sobre un cuerpo algebrai-
camente cerrado k, nosotros nos interesaremos en la categoria de A-moédulos a derecha Mod A
y la subcategoria plena modA de ModA formada por los A-moédulos a derecha finitamente
generados.

Dado un A médulo M, denotamos por addM a la subcategoria plena de modA formada

por todas las sumas directas de sumandos directos de M.

Un functor covariante T : ¢ — ¢’ (donde C y ¢’ son dos categorias) asigna a cada
objeto X € ObC un objeto T'(X) € Ob(’, y a cada morfismo h : X — Y en C un morfismo
T(h): T(X)— T(Y) en (', tal que satisface las siguientes condiciones:

(a) T(1x) = 17(x) para todo X € Ob(C.
(b) Para cada par de morfismos X Ly yY 2 Zen ¢ se cumple T(go f) = T(g)oT(f).

Un functor contravariante T : C — ' (donde C y ¢’ son dos categorias) asigna a cada
objeto X € ObC un objeto T'(X) € Ob(’, y a cada morfismo h : X — Y en C un morfismo
T(h):T(Y)— T(X) en ', tal que satisface las siguientes condiciones:

(a) T(1x) = 17(x) para todo X € Ob(C.
(b) Para cada par de morfismos X Ly yY 2 Zen ¢ se cumple T(go f) = T(f)oT(g).

SiT:C—C' yT' :¢ — (" son functores, definimos su composicién T'T : ¢ — C” como
sigue: para cada objeto X € ObC, T'T(X) = T'(T(X)) y para cada morfismo X Lyen C,
T'T(f) = T'(T(f)).

Sean T,T" : ¢ — (' functores. Un morfismo functorial o una transformacién natural
de functores ¥ : T'— T es una familia ¥ = {¢)x } xcopc de morfismos ¢x : T(X) — T'(X)

tal que para cualquier morfismo X EN Y en C el siguiente diagrama es conmutativo:

T(X) X T'(X)

lT(f) lT’(f)
T(Y) 2% 7(Y)
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A U se le llama isomorfismo functorial o equivalencia natural de functores si, para

cualquier X € ObC, el morfismo ¢x : T(X) — T'(X) es un isomorfismo.

Si existe un isomorfismo functorial ¥ : T — T”, entonces decimos que C y ¢’ son cate-

gorias equivalentes.

Un functor covariante T : ¢ — C’ es una equivalencia de categorias si existe un func-
tor F': ' — C y dos isomorfismos functoriales ¢ : 1o — FT'y ¢ : 1o — TF, donde 1o y 1¢
son los functores identidad en C y ¢’ respectivamente.

En este caso el functor F' es llamado la quasi-inversa de T.

Un functor contravariante D : C — (', el cual es una equivalencia de categorias es llama-
M

do una dualidad.

Los functores Hom. Sea M un B — A bimdédulo. Definimos el Hom-functor covariante
Homp (Mg, —) : modA — modB que asocia a cada X4 € modA el B-médulo a derecha
Homp (pMya, X 4), donde la multiplicacién (f,b) — fb esta dada por: (fb)(m) = f(bm) Vf €
Homa (pMa, X 4),Vb € ByVm € M;y acadamorfismo ¢ : X4 — Y4 de A-mddulos le asocia
el morfismo de B médulos a derecha Homa (g M4, ¢) : Homa (pMa, X4) — Homa (5Ma, Ya)
tal que f+— @o f.

Definimos el Hom-functor contravariante Homa (—, M 4) : modA — modB°P que asocia
a cada X4 € modA el B-médulo a izquierda Homa (X 4, M 4) y a cada morfismo ¢ : X4 —
Y4 en modA el morfismo de A-médulos a izquierda Homp (¢, pM4) : Homa (Ya, pMa) —
Homp (X4, sMy) tal que f+— fo.

Los functores producto tensorial. Dado un B— A bimédulo g M 4 se define el functor
covariante (—) @ g M : ModB — ModA, como el que asigna a cada B-médulo a derecha Xp
el producto tensorial X ® g M4, con la estructura natural de A-mdédulo a derecha; y a cada
morfismo ¢ de B-mddulos a derecha, el morfismo de A-moédulos a derecha v ®p 137, donde
¥ ®p ly(z@m) =¢(x) @ m.

De forma similar definimos el functor covariante M ® 4 (=) : ModA°? — ModB°P, como

el que asigna a cada A-mddulo a izquierda 4Y el producto tensorial pM ®4 Y, con la
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estructura natural de B-mddulo a izquierda; y a cada morfismo ¢ de A-modulos a izquierda,

el morfismo de B-médulos a izquierda 1y ® 4 ¥, donde 1) @4 P(m @ y) = (m) @ y.

Lema de Adjuncién.

Lema 1.1. Sea M un B — A bimddulo, X un B-mddulo (a derecha) y Z un A-mddulo

(a derecha), entonces existe un isomorfismo:

F
Homa (X ®p M4, Z4) = Homp(Xp, Homa (M4, Z4a))

Demostracion:

F asigna a cada morfismo de A-médulos ¢ : X @ g M4 — Z 4 el morfismo de B-médulos
adjunto @ : Xp — Homa(gMa, Z4) definido por la férmula @(x)(m) = ¢(xr ® m) donde
reXymeM.

La inversa de ¢ Kl © estd definida por: ¢ — (z®@m — @(x)(m)), donde x € X y m € M.

Se puede ver ficilmente que F(kyp) = kF(p), por lo cual F es un isomorfismo de k

espacios vectoriales.
O

Exactitud

Un functor covariante F es exacto a izquierda si la exactitud de 0 — A —— B A, C
implica la exactitud de 0 — F(A) il F(B) )
exactitud de A % B 5 ¢ — 0 implica la exactitud de F'(A)

F(C); y es exacto a derecha si la
) ppy 29 ko) — 0.

Existe una definicién andloga para functores contravariantes.
Un functor contravariante F' es exacto a izquierda si la exactitud de A —— B Z,
C — 0 implica la exactitud de 0 — F(C) A F(B) gl )
la exactitud de 0 — A %= B 25 ¢ implica la exactitud de F(C)

0.

F(A); y es exacto a derecha si
5 gy T pra) —

Un functor es exacto si es exacto a izquierda y a derecha.
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El Tor y el Ext

Sean k un cuerpo y A una k-algebra de dimension finita sobre k.

Observemos que como A es un algebra de Artin, podemos considerar resoluciones pro-

yectivas y resoluciones inyectivas.

Un complejo de cadenas en la categoria ModA es una sucesion
dn+1 dn dnfl dQ d1 do
Ci: o= Chy2 — Cpp1 —C - Chy— - —C1—Cp—0

de A-médulos a derecha conectados por morfismos de A-médulos d; tales que d,, o dp,1 =0

para todo n > 0.

Para cada n > 0, el n-ésimo médulo de homologia de la cadena de complejos C es
H,(C,) =Kerd,/Imdp41.

Un complejo de cocadenas en la categoria ModA es una sucesién
0 1 2 n—1 n n+1
Cv*:od_)CvOd_)Cvld_}_”_>Cmfld_> Cnd_)Cn+1d_> Cn+2_>'”

de A-médulos a derecha conectados por morfismos de A-médulos d* tales que d"t!od™ =0

para todo n > 0.

Para cada n > 0, el n-ésimo mdédulo de cohomologia del complejo de cocadenas C*
es H"(C*) = Kerd"/Imd" 1.

Para cada m > 0, el m-ésimo bifunctor de extensién Exty' : ModA x ModA — Modk
es definido como sigue. Dados dos mdédulos M y N en ModA, tomamos una resolucion

inyectiva I* de N.
I 0—>Nd—0>I0d—l>Ild_2>]2_>...
y construimos el complejo de cocadenas inducido:
Homp (M, I*): 0 — Homp (M, Ip) 4 Homp (M, I1) et Homy (M, I5) a5

donde df = Homp (M, d?).
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Entonces definimos Ext}{'(M, N) como el m-ésimo médulo de cohomologia del complejo

de cocadenas Homp (M, I*); o sea

Kerdy, 4

Imdf,

Ext™ (M, N) = H™ (Homa (M, I*)) =

donde fijamos dj = 0.

Teorema 1.2. Sean M y N dos A-mddulos a derecha. Entonces cualquier sucesion

exacta corta 0 - X - Y — Z — 0 en ModA induce dos sucesiones exactas largas:

0 — Homa(Z, N) — Homa (Y, N) — Homy (X, N) % Extl (Z, N) — Exti(Y,N) — ---
O Bt (Z,N) — ExtR(Y,N) — Ext®(X,N) 23 Bxt™ (2, N) — -+
y
0 — Homa (M, X) — Homa(M,Y) — Homa (M, Z) 2 Ext} (M, X) — Ext} (M,Y) — - -

S Bt (M, X) — ExtB(M,Y) — ExtP(M, Z) %5 Ext™ (M, X) — -

O
Teorema 1.3. Sea N un A-mddulo, entonces son equivalentes:
1. N es inyectivo.
2. Ext} (-, N) =0.
3. Exti(—,N) =0, para todo n > 1.
O
Teorema 1.4. Sea M un A-mddulo, entonces son equivalentes:
1. M es proyectivo.
2. Exth (M, -) =0.
3. Exti (M, —) =0, para todo n > 1.
0

Teorema 1.5. Sea M un A-mddulo yn > 0, entonces son equivalentes:
1. dpM <n
2. Exty (M, —) = 0, para todo i > n.
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Para cada m > 0, el m-ésimo bifunctor de torsién Tor’? : ModA x ModA° — Modk
es definido como sigue. Dado M un A-médulo a derecha y N un A-médulo a izquierda,
tomamos una resoluciéon proyectiva P, de M.

Po: oo sPpymp, . BP0
y consideramos la cadena de complejos inducida:

PooaN: = Pp@a N5 Py @A N — - =P osN"S Pyos N —o0.

Definimos Tor% (M, N) como el m-ésimo médulo de homologfa de la cadena de complejos

P, ®4 N; esto es
Kerhm ® 1

m

Teorema 1.6. Sea A una k-dlgebra, entonces:

1. Si M es un A-mddulo a derecha, cualquier sucesién exacta corta 0 — X — Y —

Z — 0 de A-mddulos a derecha induce una sucesion eracta larga
- = Torm+1(M 7) — Tor (M, X) — Tor® (M, Y) — TorA (M, Z) —

- — Tort (M, X) — Tor}(M,Y) — TorP(M,Z) = M@y X - M®AY - M®y Z — 0

2. Si N es un A-mddulo a izquierda, cualquier sucesion exacta corta 0 — X — Y —

Z — 0 de A-mddulos a izquierda induce una sucesion exacta larga
- — Torm+1(Z N) — Tor® (X, N) — Tor’ (Y,N) — Tor’(Z,N) —

- — Tor* (X, N) — Torf(Y,N) — Tor(Z,N) = X@A N - Y @A N - Z @ N — 0

O
Teorema 1.7. Sea N un A-mddulo a izquierda, entonces son equivalentes:
1. N es proyectivo.
2. Torf(—,N) = 0.
3. Tor®(—,N) = 0, para todo n > 1.
g

Teorema 1.8. Sea M un A-mddulo a derecha, entonces son equivalentes:
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1. M es proyectivo.
2. Tor}(M, =) = 0.
3. Tor®(M, =) = 0, para todo n > 1.

0

Proposicién 1.9. Sean k un cuerpo, A una k-dlgebra de dimension finita, L y M dos

modulos finitamente generados. Entonces para todo n > 0 existen isomorfismos functoriales:

Tor® (L, DM) = DExt}} (L, M).

Categorias proyectiva e inyectivamente estables

Dados dos A-médulos M y N, sea P(M, N) el subconjunto de Homp (M, N) formado
por todos los morfimos que se factorizan a través de un A-mdédulo proyectivo. Veamos que

esto define un ideal P en la categoria modA, es decir:

» Primero, dados dos médulos M y N, veamos que P(M,N) es un subespacio del
k-espacio vectorial Homa (M, N).

e Si f,f' € P(M,N), entonces fy f' se factorizan a través de un proyectivo Py

uno P’ respectivamente. O sea que existen morfismos h, g, ', ¢’ de forma que

los siguientes diagramas conmutan:

f f!
M — N M — N
hl/ hl/
g g’
P P’

Entonces f + f' = hg+ h'g’ = [h, h'][g, ¢']' se factoriza a través del proyectivo
PoP.
e Sieky feP(M,N), entonces \f € P(M,N).
» Si feP(L,M)yg e Homuy(M,N), entonces gf € P(L,N) y similarmente si
f € Homp(L, M)y g € P(M,N), entonces gf € P(L,N).
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Como P es un ideal podemos considerar la categoria cociente modA = %‘M llamada
categoria proyectivamente estable.
Sus objetos son los mismos objetos de modA, pero el k-espacio vectorial Hom 4 (M, N)

de los morfismos de M a N en modA esta definido por el cociente
Hom 4 (M, N) = Homa (M, N)/P(M,N),

con la composicién de morfismos inducida por la composicién en modA.

Dualmente se puede construir un ideal Z en modA considerando para cada par (M, N)
de A médulos, el k-subespacio Z(M, N') formado por todos los morfismos que se factorizan
a través de un médulo inyectivo. La categoria cociente modA = modA/Z es llamada la ca-
tegoria inyectivamente estable. Sus objetos son los mismos de modA, pero el k-espacio
vectorial Hom (M, N) = Hompa (M, N)/Z(M, N), con la composicién de morfismos inducida

por la composicién en modA.

El transpuesto de un médulo

Consideremos el functor dual (—)! = Homa (—, A) : modA — modA°P.

Notemos que si P4 es un A-médulo a derecha proyectivo, entonces P! = Homa (P, A) es
un A-mdédulo a izquierda proyectivo, pues si P4 fuera indescomponible P4 = eA con e € A
idempotente primitivo, con lo cual P! = Homy (Ae, A) = Ae; por la aditividad de (—)! se
deduce que se cumple para cualquier proyectivo.

Se puede ver que el morfismo evaluacién ey : M — M definido por ey (2)(f) = f(2)
(2 € M, f € M?) es functorial en M y es un isomorfismo cuando M es proyectivo. Entonces
el functor (—)! induce una dualidad, también denotada por (—)!, entre la categoria proyA de
los A-médulos a derecha proyectivos , y la categoria proyA° de los A-mdédulos a izquierda
proyectivos.

Usaremos esta dualidad para definir una nueva en modA.

Comencemos por aproximar a cada médulo M 4 por médulos proyectivos. Sea pues Py LN
Py 22 M — 0 una presentacién proyectiva minimal de M (esto es, una sucesién exacta tal
que po: Py — M y p1 : P — Kerpgy son coberturas proyectivas).

Aplicéandole el functor exacto a izquierda y contravariante (—)!, obtenemos una sucesién

exacta de A-mdédulos a izquierda

t t
0— M*Po pt B Pt Cokerpl — 0
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Denotaremos al Coker p} por TrM y lo llamaremos el transpuesto de M.

Observemos que el A-médulo T'r M esta inicamente determinado salvo isomorfismos por-

que las coberturas proyectivas (y entonces las presentaciones minimales) lo estan.

La siguiente proposiciéon muestra las principales propiedades de Tr. Su demostracion, al

igual que el resto de las que faltan en este capitulo, se puede encontrar en [3].

Propiedades de Tr.

Proposicién 1.10. Sea M un A-mddulo indescomponible. Entonces:

(a) El A-mdédulo a izquierda TrM no tiene sumandos directos proyectivos.

(b) M es proyectivo si y sdlo si TrM = 0.

(¢) Si M no es proyectivo entonces TrM es indescomponible y Tr(TrM) = M.

(d) Si M y N son indescomponibles no proyectivos, entonces M = N si y sélo si
TrM = TrN.

El functor transposicion

La correspondencia M +— TrM induce una dualidad k-lineal Tr : modA — modA°P.
Esta dualidad Tr es llamada la transposicién. Transforma A-mddulos a derecha en

A-moédulos a izquierda y reciprocamente.

La dualidad estandar

Sea A una k-algebra de dimension finita. Definimos el functor D : modA — modA°P
como el que asigna a cada moédulo a derecha M en modA, el k-espacio vectorial dual M* =
Homy (M, k), con la estructura de A-médulo a izquierda dada por la férmula (ap)(m) =
¢(ma) para toda ¢ € Homy (M, k), a € A, m € M y asigna a cada morfismo de A-médulos
h : M — N el morfismo dual D(h) = Homg(h,k) : D(N) — D(M) tal que ¢ — @ o h, de
A-moédulos a izquierda.

Se cumple que D es una dualidad de categorias, llamada la k-dualidad estdndar. La
quasi-inversa de la dualidad D es también denotada por D : modA°? — modA y asigna

a cada moédulo a izquierda Y en modA, el k-espacio vectorial dual Y* = Homy (Y, k), con
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la estructura de A-médulo a derecha dada por la férmula (pa)(y) = ¢(ay) para toda ¢ €
Homy(Y,k),a € A,y €Y.

El functor de Nakayama

La composicién v = D(—)! = DHoma(—, A) : modA — modA es llamada el functor
de Nakayama.
v induce una equivalencia de categorias entre proyA e inyA, donde v=! = Hom (DA, —)

es su quasi-inversa.

La Traslacion de Auslander-Reiten

Definimos la traslacién de Auslander-Reiten como la composicién 7 = DT'r y definimos
-1
T =1TrD.

Propiedades de 7y 7.

Proposiciéon 1.11. Sean M y N indescomponibles. Entonces:
(a) TM =0 si y sélo si M es proyectivo.
(') 771N =0 si y sdlo si N es inyectivo.
(b) Si M no es proyectivo, entonces TM es indescomponible no inyectivo y 71T M =
M.
(b") Si N no es inyectivo, entonces TN es indescomponible no proyectivo y 77N =

N.

El préximo resultado relaciona las dimensiones homoldgicas de un moédulo con su trasla-
dado de Auslander-Reiten.

Proposicién 1.12. Sea M un A-mddulo. Entonces:
(a) dpM <1 siy sdlo si Homp (DA, 7M) = 0.
(b) diM <1 siy sélo si Homa (171 M, A) = 0.

Demostracion:

Demostraremos sélo (a) pues la prueba de (b) es similar.
Sea P 24 Py 22 M — 0 una presentacién proyectiva minimal de M. Aplicdndole sucesi-

vamente los functores (—)! y D obtenemos la sucesién exacta

0 — DTrM — vP, 2% uPy 2% uM — 0
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Si le aplicamos el functor, exacto a izquierda, v=! = Homa (DA, —), obtenemos el si-

guiente diagrama conmutativo con filas exactas:

00— v isM —= v vP —= v PR

l% l%

0 — = Kerp, P2 op "y 0

Entonces kerp; & v~ 1tM = Hompa(DA,7M). Por lo tanto Homa (DA, 7M) = 0 si y
sélo si Kerp; =0, y el Kerp; =0 si y sélo si dpM < 1.
0

La féormula de Auslander-Reiten
El siguiente resultado es conocido como la férmula de Auslander- Reiten.

Teorema 1.13. Sea A una k-dlgebra y M y N dos A-mddulos, entonces existen isomor-

fismos k-lineales
Exth (M, N) = DHom (' N, M) = DHom (N, 7M)

los cuales son functoriales en ambas variables.

Corolario 1.14. Sea A una k-dlgebra y M y N dos mddulos en modA.
(a) SidpM <1y N es arbitrario, entonces existe un isomorfismo k-lineal Ext} (M, N) =
D Homa (N, 7M) = 0.
(b) diN <1 y M es arbitrario, entonces existe un isomorfismo k-lineal Exth (M, N)

DHomy (771N, M) = 0.

12

Demostracion:

Probaremos (a) pues la prueba de (b) es similar.

Por la férmula de Auslander-Reiten tenemos un isomorfismo k-lineal Ext} (M, N) =
DHomu(N, 7M).

Como dpM < 1, tenemos por la proposicién 1.12, que Homp (DA, 7M) = 0. Entonces
I(N,7M) = 0, ya que todo médulo inyectivo en modA es un sumando directo de (DA)?

para algun d.
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Tenemos entonces que Homs(N,7M) = Homa(N,7M), por lo cual Exth(M,N) =
D Homp (N, 7M) = 0.

Sucesiones de Auslander-Reiten

Sea M € indA, decimos que f: F — M es un morfismo pozo en M si:

1. f no es un epimorfismo que se escinde.
2. Sig: X — M no es un epimorfismo que se escinde, entonces existe g : X — FE tal

que el siguiente diagrama es conmutativo.

E M

T
g
X

-

3. Sih:FE — FE estal que

M

K
h
E

V-

conmuta, entonces h € Aut(E).

Sea M € indA, decimos que f: M — FE es un morfismo fuente en M si:

1. f no es un monomorfismo que se escinde.
2. Sig: M — X no es un monomorfismo que se escinde, entonces existe g : £ — X

tal que el siguiente diagrama es conmutativo.

M E

AN

g
X

3. Sih:FE — E es tal que

=

AN

~
&N <~—
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conmuta, entonces h € Aut(FE).

f g L s . .
Sead:0 — M — E — N — 0 una sucesion exacta que no se escinde. Decimos que

J es una sucesién de Auslander-Reiten (SAR) si:

= M, N € indA.
= { es morfismo fuente en M.

= g es morfismo pozo en N.

El siguiente teorema garantiza la existencia de sucesiones de Auslander-Reiten.

Teorema 1.15. Sea M € indA donde A es un dlgebra de Artin.

1. Si M no es proyectivo, entonces existe una unica SAR 0 - 17M — E — M — 0.

2. Si M no es inyectivo, entonces existe una tnica SAR 0 — M — E — 7'M — 0.

0

Algebras de caminos y representaciones

Un carcaj Q) es una cuaterna (Qo, @1, s,t) formada por dos conjuntos @y (cuyos ele-
mentos se llaman vértices) y @1 (cuyos elementos se llaman flechas), y dos aplicaciones

s,t: Q1 — Qo que asocian a cada flecha a su origen s(a) y su destino ¢(«), respectivamente.

Un camino en @ de longitud n es una composicién de n flechas apa,_1--- @1 donde
t(a;) = s(ay1) para todo i =1,---n — 1. Ademds cada vértice del carcaj tiene asociado un

camino trivial (de longitud cero).

Si @ es un carcaj cualquiera el dlgebra de caminos kQ es el dlgebra definida en el
espacio vectorial con base el conjunto de todos los caminos en () definiendo el producto

entre dos caminos de la siguiente manera:

e _ an"'alﬁm"'ﬁl Sit(ﬁm) S(al)
( n 1)(ﬁm ﬂl) { 0 si t(,@m) 75 8(041)
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Se cumple que todos los caminos triviales forman un conjunto de idempotentes primitivos

para el adlgebra kQ).

En la teoria de representaciones de dlgebras se utiliza frecuentemente el método de re-

presentar sobre carcajes. Daremos como referencia el texto [3].

Carcaj de Auslander-Reiten

Un morfismo f: M — N es irreducible si:

1. f no es un monomorfismo que se escinde.
2. f no es un epimorfismo que se escinde.

3. Para toda factorizacion de f

se tiene que o g es un monomorfismo que se escinde o h es un epimorfismo que se

escinde.

Sea A un algebra. El carcaj de Auslander-Reiten de A es el carcaj I" 4 definido como
sigue:

1. sus vértices estdn en correspondencia biunivoca con las clases de isomorfismos de
los A-médulos indescomponibles, esto es a cada indescomponible de M le asociamos
un vértice [M] de forma que los vértices [M] y [M’] sean los mismos si y solo si
M = M.

2. existe una flecha [M] — [M'] si y s6lo si existe un morfismo irreducible M — M’.






CAPITULO 2

Teorias de Torsion

Definicién 2.1. Una teoria de torsion en modA es un par (T,F) de clases de médulos

tales que:

(a) Homa(M,N)=0,VM €T yVN € F.
(b) Homa (M, —)|z =0, implica M € T.
(¢) Homp (—, N)|7 =0, implica N € F.

A T se le llama la clase de torsion correspondiente al par (T,F) y a sus objetos se

los llama los objetos de torsion.

A F se le llama la clase libre de torsion correspondiente al par (T,F) y a sus objetos

se los llama los objetos libres de torsion.

La primera condicién de la definicién dice que no existen morfismos no nulos entre los
objetos de 7 y los objetos de F, y las otras dos condiciones dicen que esas dos clases de

objetos son maximales para esa propiedad.

Ejemplo 2.2. En la categoria de los grupos abelianos finitamente generados (modZ) el
par (Gr,Gr), donde G es la clase de todos los grupos abelianos de torsion (sz‘,‘ll ©Ly? @
Lok, pi primos) y Gr es la clase de todos los grupos abelianos libres de torsion (Z", r € N),
forma una teoria de torsion.

Si @ Ly — Z es un morfismo en modZ alcanza con saber cuanto vale p(1). Entonces,
como 0 = ¢(0) = ¢(p) = pp(1), p(1) = 0.

Sea G un grupo abeliano tal que Homz(G,—)|a, = 0, entonces no hay morfismos no
nulos desde G a Z, por lo cual no puede haber ningin factor Z en la descomposicion de G,
de donde se deduce que G es un grupo de torsion.

27
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Andlogamente, si G es un grupo abeliano tal que Homz(—, G)|q, = 0 entonces G es libre

de torsion.

Observacion 2.3. (7,F) es una teoria de torsion en modA si y solo si (DF,DT) es

teoria de torsion en modA°P, donde D : modA — modA°P es la dualidad estandar.
Ejemplo 2.4. Cualquier clase X de A-mddulos induce una teoria de torsion (7, F) don-
de T es la menor clase de torsion que contiene a X:
F ={Na / Homp(—,N)|xr =0}

7T ={M, / Homa (M, —)|r = 0}.

Veamos que 7 D X. Si M € X, por la definicién de F, tenemos que Homp (M, —)|r =
0, por lo que M € 7.

(a) y (b) son obvias por la definicién de 7.

(¢): Homp (—, N)|7 = 0 implica, como 7 D X, que Homa (—, N)|x = 0 y entonces
N e F.

Sea (7', F') otra teoria de torsién tal que 7/ D X = 7/ D 7: si N € F =
Homa (M, N) = 0, VM € 7" =2 Homu (=, N)|x = 0 “L% ¥ N ¢ £. Entonces si

M € T, Homp (M, —)| = =0, por lo cual M € 7.

g

Ejemplo 2.5. Dualmente X induce una teoria de torsion (T,F) donde F es la menor

clase libre de torsion que contiene a X :

T = {My / Homa(M, )|z = 0}

F ={Na / Homa(—,N)|7 =0}

Ejemplo 2.6. Consideremos A el dlgebra dada por el carcaj:
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Sea T = add(010 ® 011 & 001) y F = add(100 & 110 & 111) (donde los A-mddulos indes-
componibles son representados por su vector dimension). Entonces (T,F) es una teoria de

torsion. Ilustraremos (T,F) en el carcaj de Auslander-Reiten T 4.

Ejemplo 2.7. Sea A el dgebra del ejemplo anterior, entonces el par (T',F') ilustrado

en el carcaj de Auslander-Reiten I' 4, es otra teoria de torsion.

o T
o F

0

Otro camino para definir una Teoria de Torsién es a través de los idempotentes radicales.

Definicién 2.8. Un pre-radical t es un subfunctor del functor identidad en modA, esto
es, asigna a cada modulo M un submdodulo tM tal que cada morfismo M 4, N se restringe
a un morfismo tM Fleya tN.

Un pre-radical se dice idempotente si t> =t y se dice radical si t(M/tM) = 0 para todo
mdodulo M.

Definicion 2.9. Dado cualquier A-mddulo M la traza de la clase 7 en M es la suma

de las imdgenes de todos los morfismos de A-mddulos f: N — M con N € T.
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Las clases de torsién y las clases libres de torsién son caracterizadas como sigue:

Proposiciéon 2.10. Sea T una clase de A-mddulos. Entonces son equivalentes:

1. T es la clase de torsion de alguna teoria de torsion (T ,F) en modA.
2. T es cerrada bajo imdgenes, sumas directas y extensiones.
3. Eziste un idempotente radical t tal que T = {M tales que tM = M}.

Demostracion:

1=2
Cualquier sucesién exacta corta de A-mddulos 0— M’ — M — M"” — 0 induce

una sucesién exacta a izquierda de functores:
0— Homa(M",=)|r — Homa(M,—)|r — Homa(M',—)|r.

Sea 7T la clase de torsion de alguna teoria de torsién (7,F). Entonces si M € 7,
Homa(M,—)|r= 0 por lo que, observando la sucesién de functores, Homa(M",—)|r=0y
entonces, como (7,F) es una teorfa de torsiéon, M” € T. Esto prueba que 7 es cerrada por
imégenes.

Para ver que es cerrada por extensiones sean M’ M"” € T, entonces Homa(M', —)|r=
0y Homa(M",—)|z= 0 de donde, Hom (M, —)|z= 0, por lo que M € 7.

Si M; € T Vi € I, entonces, como Homa (,;c; Mi, —)|# = [[,c; Homa (M;, =)z = 0,
obtenemos @, ; M; € T.

2=3
Dado M un A-médulo sea tM la traza de 7 en M. Es decir:
tM= > Imf
f:N—M, NeT
Como 7 es cerrada por imdagenes, Imf € 7 para toda f : N — M con N € T y
como también es cerrada por sumas directas tenemos que ;.\ yey Im [ pertenece a
7T . Entonces si consideramos el morfismo

v: P Imf— D) Imf

f:N—M, NeT fiN—M, NeT

(af)f:N—m, NeT >
fiN—M, NeT
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su imagen coincide con tM y como 7T es cerrada por imagenes tenemos que tM € 7. Por
lo tanto tM es el mas grande submédulo de M que pertenece a 7 y entonces M € 7T <
tM = M.

Veamos que la traza es un idempotente radical:

= La traza define un subfunctor de la identidad: Si f : M — N es un morfismo
entonces f(tM) C tN pues si g : X — M es un morfismo con X € 7 se tiene que
fog:X — N es un morfismo con imagen en tV.

» t(tM) = tM: Ya vimos que M € 7 < tM = M. Entonces como tM € T, t(tM) =
tM.

» t(M/tM) = 0: Supongamos que t(M/tM) = M'/tM con tM C M’ C M. Consi-
deremos la sucesién exacta corta 0 — tM — M’ — M'/tM — 0. Entonces
como tM y M'/tM pertenecen a T, que es cerrada por extensiones, se tiene que
M' € T y entonces M’ C tM, pues tM es el mayor submddulo de M en 7T, por lo
tanto t(M/tM) = M'/tM = 0.

3=1
Sea t un idempotente radical tal que 7 = {M / tM = M}, entonces si definimos
F ={N / tN =0} se cumple que (7, F) es una teoria de torsion:

» Homy(M,N)=0,VM € T,VN € F:

Sea f: M — Ncon M € Ty N e F,como N € F, tN = 0 por lo que
0= fltmr : tM — tN. Ademds como M € T se tiene que M = tM, por lo tanto
f=0.

» Homa(M,—)|r=0=MeT:

Como t es radical, t(M/tM) = 0 por lo que M/tM € F. Entonces si w : M —
M /tM es la proyeccién candnica se tiene que m = 0, de donde M /tM = 0 y entonces
M =tM, lo que prueba que M € 7.
» Homy(—,N)|r =0= N € F:

Como t es radical t(tN) = tN, por lo que tN € 7. Entonces la inclusién

1 :tN — N es el morfismo nulo y entonces tN = 0, lo que implica que N € F.
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Se tiene un resultado analogo que caracteriza las clases libres de torsion.

Proposicién 2.11. Sea F una clase de A-mdédulos. Entonces son equivalentes:

1. F es la clase libre de torsion de alguna teoria de torsion (T,F) en modA.
2. F es cerrada bajo submddulos, productos directos y extensiones.
3. Eziste un idempotente radical t tal que F = {N tales que tN = 0}.

Demostracion:

Se deduce de la proposicién 2.10, de la observacién 2.3 y de las propiedades de la dualidad
D.
O

Observacion 2.12. Se deduce de las proposiciones anteriores que a cada A-mddulo M
le corresponde una sucesion exacta corta:
0—tM — M — M/tM — 0

contM € T y M/tM € F, llamada la sucesiéon candnica de M. Esta sucesion es unica
en el sentido de que, si 0 — M’ — M — M" — 0 es una sucesién exacta corta con

M €T y M" € F se tiene que las dos sucesiones son isomorfas.

Demostracion:

Como M’ pertenece a T y tM es el submédulo de torsiéon més grande de M existe un

diagrama conmutativo con filas exactas:

I

0 M M M" 0
li lld l%"
0 tM ——> M —> M/tM — 0

donde ¢ es la inclusién y el epimorfismo ¢ se obtiene pasando al cociente.

Para ver que ¢ es inyectivo sea m” € M" tal que ¢(m”) = 0. Como p es un epimorfismo

existe m € M tal que u(m) =m”, entonces v(m) = ¢ o po Id(m) =0 por lo que m € tM y
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o Idou(m)=m". Ademas como M" € F, poldow:tM — M" es el morfismo nulo por

lo cual m” = 0.

Por lo tanto ¢ es un isomorfismo y entonces ambas sucesiones son isomorfas.

Corolario 2.13. Todo mddulo simple es de torsion o libre de torsion.

Demostracion:

Sea M un médulo simple y 0 — tM — M — M/tM — 0 su sucesién canénica.
Entonces, como M es simple, tM = M o M/tM = M por loque M € T o M € F.
O

Definicién 2.14. Una teoria de torsion (7,F) se dice escindente si para todo A-

modulo M la sucesion candnica de M se escinde.

La siguiente proposicion caracteriza a las teorias de torsién escindentes.

Proposicién 2.15. Sea (7,F) una teoria de torsion en modA. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:
1. (T, F) es escindente.
2. Ext}%(N7 M) =0 para todo M € T y para todo N € F.

3. Todo A-mddulo indescomponible es de torsion o libre de torsion.

Demostracion:

1=2
Sea 0 — M — EF — N — 0 una sucesién exacta corta con M € 7 y N € F. Por
la observacién 2.12 esta sucesion es isomorfa a la sucesién candnica que se escinde porque

(T, F) es escindente. Entonces 0 — M — E — N — 0 se escinde.

2=3

Sea M indescomponible y 0 — tM — M — M /tM — 0 su sucesién canénica que
por (2), como tM € T y M/tM € F, se escinde. Entonces M = tM @® M /tM por lo que,
como M es indescomponible, M = tM o M = M/tM. Por lo tanto M es de torsién o M es
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libre de torsién.

3=1

Dado M, un A-médulo cualquiera, sea M’ la suma directa de todos los sumandos directos
indescomponibles de M que pertenecen a 7T, y sea M" la suma directa de todos los sumandos
directos indescomponibles de M que pertenecen a F. Tenemos que M = M’ @ M" entonces
la sucesién exacta corta 0 — M’ — M — M" — 0 se escinde. Ademds, como M’ € T

y M" € F la sucesién canonica se escinde por ser isomorfa a la anterior.
O

Ejemplo 2.16. En la categoria de los grupos abelianos finitamente generados la teoria
de torsion (G,Gx), del ejemplo 2.2, es una teoria de torsion escindente.
O

A continuacién fijado un médulo T, definiremos dos clases importantes de A-mddulos
que, bajo ciertas hipodtesis, van a formar teorias de torsién. Estas clases son los moédulos

generados por T, (Gen(T)), y los médulos cogenerados por T' (Cogen(T)).

Definicién 2.17. Sea T' un A-mddulo arbitrario, definimos Gen(T) como la clase de
todos los mdodulos M en modA generados por T, esto es, los mddulos M tales que existe un
natural n y un epimorfismo T™ — M de A-mddulos.

Definimos Cogen(T) como la clase de todos los mddulos N en modA cogenerados por
T, es decir, los modulos N tales que existe un natural n y un monomorfismo N — T" de

A-mddulos.

Observacion 2.18. Gen(T') es claramente cerrada bajo imdgenes y sumas directas, pero

generalmente no es cerrada bajo extensiones.

Demostracion:

» Gen(T) es cerrada bajo sumas directas: Observemos que como A es artiniana y
estamos trabajando en modA cualquier suma directa infinita la podemos ver como
una suma directa finita; entonces alcanza con probar que es cerrada bajo sumas
directas finitas.

Si N y M pertenecen a Gen(T') existen dos epimorfismos f : T™ — My

0
g:T" — N, entonces < / > T T =T — M @ N es un epimorfismo,

g
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por lo cual M @& N € Gen(T).

» Gen(T) es cerrada bajo imdgenes: sea M € Gen(T) y h : M — N un morfismo.

Entonces existe un epimorfismo:

h
hof:Tm—f»M—»Imh,

por lo que Imh € Gen(T).

» Veamos un ejemplo en donde Gen(T') no es cerrada bajo extensiones.

Sea A cualquier algebra que tenga dos moédulos simples no isomorfos S; y So
tales que Ext} (S1,92) # 0. Vamos a probar que Gen(S; & S2) no es cerrada bajo

extensiones.

Como Ext} (51, 52) # 0 existe una sucesién exacta corta 0 — Sy — M —
S1 — 0 que no se escinde. S y Sy pertenecen a Gen(S1@®S2) porque es cerrada por
imégenes. Si suponemos que M pertenece a Gen(S; @ S2) existe un epimorfismo
(S1 ® S2)" — M, entonces M = S7'* & S3? (porque es un cociente del médulo
semisimple (S & S2)™ ).

Por otro lado como la sucesién es exacta (M) = I(S1) +(S2) = 2 y ambos, S y
S son factores de composicion de M. Por lo tanto M = 51 @ So, lo cual es absurdo
porque la sucesién no se escinde.

De lo anterior deducimos que M no pertenece a Gen(S; @ S2). Entonces

Gen(S1 @ S2) no es cerrada bajo extensiones.

0

La observacién anterior nos dice que en general Gen(T") no es una clase de torsién. Uno
de los objetivos de este capitulo es determinar cuando es Gen(7') una clase de torsién en
modA.

Observemos que si T4 es un A-mddulo a derecha y tomamos B = End T4 entonces tene-
mos que T también puede ser considerado como un B-médulo a izquierda. En lo que sigue
B denotara el dlgebra End T'4.
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Ahora veremos cuando es Gen(T'), para algin A-médulo T, la clase de torsién de alguna
teoria de torsién en modA. Para eso asumimos que T4 es minimal, esto es, si T = T' & T"
entonces T ¢ Gen(T").

Para ello precisaremos del siguiente lema que caracteriza a los médulos que pertenecen
a Gen(Ty).

Lema 2.19. Un mddulo M pertenece a Gen(Ta) si y solo si el mapa evaluacion
ey Hompa (T, M) @ T — M definido por: f @t — f(t) es un epimorfismo.

Demostracion:

(=)

Sea M perteneciente a Gen(T4) y sea { f1, ..., fa} base del k-espacio vectorial Homa (7', M).
Como M € Gen(Ty4) sabemos que existe un epimorfismo [gy, ..., gm| : T™ — M donde cada
gj € Hom (T, M) por lo cual g; = Ele )\;fz con )\é» € k.

Como [g1, ..., gm| €s un epimorfismo dado z € M, x se puede escribir como: z = 37", g;(t;)
con t; € T'. Entonces z = > 7" Dy Aifi(ty) = em(X2; J(fz ®t5)).

(<)

Homy (T, M) es un B-mdédulo finitamente generado, entonces existe m € Ny un epimor-
fismo g : B™ — Homa (T, M).
Ademds T™ = B™ ®@p T, entonces la composicién:

T 2 B™ @p T 'S Homa (T, M) ®p T 24 M

es un epimorfismo como el buscado. Por lo tanto M € Gen(T).

Proposiciéon 2.20. Sea T4 un A-modulo. Entonces:

1. Gen(T4) es una clase de torsion si y sdlo si Ext} (T, —)aen(rs) = 0.

2. Cogen(T4) es una clase libre de torsién si y sélo si Exth (—, T)|cogen(Ta) = 0-

Demostracion:

1) (=)

Supongamos que existe M € Gen(T) indescomponible tal que Ext (T, M) # 0, entonces
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existe Ty, sumando directo indescomponible de T, tal que Extk(To, M) #0.

Consideremos una extensién no escindente 0 — M —— F — Ty — 0. Como M y Ty
pertenecen a Gen(T4) que es cerrada por extensiones, por ser teoria de torsién, tenemos que
E pertenece a Gen(T4). Entonces existe un epimorfismo p : 7™ — E.

Como Tp es sumando directo de 1", podemos escribir 7" = R @ T". Entonces la compo-
siciéon f =vop:T™ — Ty puede ser escrita como f = [g, f1,..., fm] con g € Homa (R, Ty) vy
fi € EndIy.

Como f es un epimorfismo (ya que v y p lo son) tenemos que Ty = g(R) + >~ fi(To).

Como v no es una retraccién los f; no son isomorfismos y como Tp es indescomponible
End(Tp) es local, por lo que rad(End(Ty)) = {f € End(Tp) / f no es invertible}, entonces
fi(To) C (rad(End(Tv)))(To) Vi =1,...,m.

Por lo tanto Ty C g(R) + (rad(End(Ty)))(To) € 1o y entonces como Tp es un End(1p)-
médulo a izquierda Ty = g(R)+rad(Ty) de donde deducimos, aplicando el lema de Nakayama,
que Ty = g(R) con R = (9(R))pnacry) = {>oieq hig(R), hi € End(Tp)}. Por lo cual, si
{h1,--- ,h;} es una base del k-espacio vectorial End(Ty), h = [h1g,--- ,hyg] : Rt — Ty es un
epimorfismo.

Como Tp es un sumando directo indescomponible de T', T' = R’ & Ty. Entonces, como
h: R = (R)™ — T es un epimorfismo, Ty € Gen(R') lo cual es absurdo porque T es
minimal.

Entonces Ext} (T, —)Gen(rs) =0.

(<)
Ya vimos que Gen(Ty4) es cerrado bajo imédgenes y sumas directas, entonces solo resta

ver que es cerrado bajo extensiones.

Sea 0 — M’ 25 M 2 M” — 0 una sucesién exacta corta con M’, M" € Gen(T}).
Aplicando el functor exacto a izquierda Homp (T, —) obtenemos la sucesién exacta corta
0 — Homy (T, M") i Homy (T, M) A Homa (T, M") — 0, donde el tltimo cero se debe a
que M’ € Gen(T4) y entonces Ext} (T, M") = 0.

Ahora le aplicamos a la ltima sucesién el functor exacto a derecha — ®p T con

B = End4(T) obteniendo la sucesién exacta:

* 1 *
- — Homa (T, M') @ T g Homa (T, M) ®@p T gt Homp (T, M") @5 T — 0.
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Como epf o9 @ 1(f @) =em(pio f@t) =pio f(t) = wi(f(t)) = pioen (f ®1), para
i = 1,2, obtenemos, al comparar con la sucesién original, el siguiente diagrama conmutativo

exacto:

o1 2
-+ — Homp (T, M) @ g T —— Homp (T, M) @ T — Homu (T, M") @ T — 0

lEA/I/ lewj lEM//

0 M’ M M 0

Por el lema 2.19, como M’ y M"” pertenecen a Gen(Ty), tenemos que €y y €pm son
epimorfismos. Aplicando el lema de los cinco deducimos que £); también es un epimorfismo,

y entonces, por el reciproco del lema 2.19, tenemos que M € Gen(T4y).

(2)

Veamos primero que Cogen(T') = D(Gen(DT)) donde D es la dualidad.(*)

Si M € Cogen(T) existe un monomorfismo f : M < T™ por lo que, aplicando la
dualidad, existe un epimorfismo Df : (DT)™ — DM. Entonces DM € Gen(DT) y, como
M = D(DM), tenemos que M pertenece a D(Gen(DT)).

Andlogamente tenemos la otra inclusién.

De esta manera, Extk(—,T)|Cogen(T) = 0 si y sélo si Exth (DT, —=)|Gen(pr) = 0 lo cual,
aplicando el resultado de la parte (1), pasa si y sélo si Gen(DT) es una clase de torsién.

Recordemos que por la observacion 2.3 el dual de una clase de torsién es una clase li-
bre de torsién y viceversa. Por lo tanto, tenemos que Ext} (—, T Ncogen(ry = 0 si y solo si
D(Gen(DT)) es una clase libre de torsién. Entonces, por (*), tenemos que Ext} (=, T)|cogen(r) =
0 si y s6lo si Cogen(T') es una clase libre de torsién.

0

La proposicién anterior motivé la siguiente definicién debida a Smalg y Auslander.

Definicion 2.21. Sea C una subcategoria de modA.
Un médulo no nulo My en C es Ext-proyectivo en C si Exth (M, —)|c = 0.
Dualmente, M4 es Ext-inyectivo en C si Extl (—, M)|c = 0.
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Observemos que si M es Ext-proyectivo en una clase de torsién 7, se cumple que para
toda sucesién exacta corta 0 — N’ — N — N” — 0 con N’ € 7 la sucesién inducida
0 — Homga (M, N') — Homa (M, N) — Homa (M, N") — 0 es exacta.

Se deduce también, a partir de la proposicién anterior, que Gen(T') es una clase de torsién
sii T es Ext-proyectivo en Gen(T) y dualmente que Cogen(T) es una clase libre de torsién

sii T es Ext-inyectivo en Cogen(T).

El siguiente lema, debido a Auslander y Smalg, es una caracterizacién de los médulos

Ext-proyectivos y Ext-inyectivos en clases de torsion y clases libres de torsién.

Lema 2.22. Sea (7,F) una teoria de torsion en modA y sea t su idempotente radical.

FEntonces:

(a) Sea M € T indescomponible, entonces:
1. M es Ext-proyectivo en T si y solo si TM € F.
2. M es Ext-inyectivo en T si y solo si M = tI para algin inyectivo 14 ¢ F.
(b) Sea N € F indescomponible, entonces:
1. N es Ext-inyectivo en F si y sélo si T !N € T.
2. N es Ext-proyectivo en F siy solo si N = P/tP para algin proyectivo Py ¢ T .

Demostracion:
Probaremos sélo (a) pues la prueba de (b) es similar.

(a-1) ()

Sean M € 7T indescomponible tal que TM € F y X € T cualquiera. Entonces, como
(7, F) es una teorfa de torsién, Homa (X, 7M) = 0.

Por 1.13 tenemos que Ext (M, X) = DHoma (X, 7M). Por lo tanto Exti (M, X) =0y

entonces M es Ext-proyectivo en 7.

(=)
Sea M € T Ext-proyectivo e indescomponible.
Si M es proyectivo entonces TM € F pues TM = 0.
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Si M no es proyectivo consideremos la sucesién de Auslander-Reiten terminando en M:
0— M- B2 M—0

ysea 0 — t(tM) — 7M —% 7M/t(tM) — 0 la sucesién canénica de 7M.
Si suponemos que 7M ¢ F, entonces (M) # 0 por lo que v no es monomorfismo.
Entonces, como f es un morfismo fuente, existe h : E — 7M/t(T7M) tal que ho f = v, 0 sea

que el siguiente diagrama conmuta;:

TM/t(TM)
Como v es sobreyectiva, tenemos que h es sobreyectiva.

Entonces, aplicando el lema de la serpiente al diagrama conmutativo con filas exactas:

f g
0 M ) M 0

| |

FMJt(r M)~ M Jt(r M)

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas exactas:

0 0
fou Glkerh
0 ——t(tM) Ker h M 0
u L l/ id
f g
0 ™™ E M 0
v h

FMJtH(r M)~ M Jt(r M)

0 0

Como g es un morfismo pozo no puede ser una retraccién, entonces g|gerp, NO €s una

retraccién. Por esta razén la primera fila no se escinde, entonces Ext} (M, ¢(rM)) # 0 por lo
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cual M no es Ext-proyectivo en 7.

(a-2) (=)

Sea M € T Ext-inyectivo e I su envolvente inyectiva. Como M estd incluido en I y ¢I
es la suma de todos los submédulos de I que estan en 7 y M pertenece a 7, tenemos que
M Ctl.

Consideremos la sucesién exacta corta:
0— M —tl —tI/M — 0

Como tI pertenece a 7,y 7 es cerrada por imdgenes, tenemos que ¢t/ /M también per-
tenece a 7. Entonces, como M es Ext-inyectivo en 7, la sucesién se escinde y M es un

sumando directo de ¢1.

Sea I = @ I; 1a descomposicién de I en inyectivos indescomponibles, entonces tI = € t1;.

Veremos que si I; es un inyectivo indescomponible entonces tI; es indescomponible. El
zocalo de I; es un mdédulo simple S;. Como tI; es un submddulo de I;, el zécalo de t1I; es un
submédulo no nulo de S;, por lo cual coincide con S;. Entonces tI; es indescomponible por

tener zécalo simple.

Como M es un sumando directo indescomponible de tI y cada tI; es indescomponible,
tenemos que M es isomorfo a tI; para algiun inyectivo I;. Ademds I; no pertenece a F, pues

tI; es no nulo.

(<)
Sea I un mddulo inyectivo que no pertenece a F y tal que M es isomorfo a tI. Conside-
remos la sucesién canonica de I:

0—tl —I—1I/tI —0

Aplicandole el functor Homp (X, —) con X perteneciente a 7 obtenemos la siguiente

sucesion exacta:

0—Homa (X ,tI)—Homa (X,])—Homa (X,I/t])—Ext} (X,tI)—Ext} (X,I)—--
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Como X pertenece a 7 e I/t pertenece a F se tiene que Homa (X, I/tI) = 0. Ademas,
como [ es inyectivo, Ext} (X,I) = 0. Entonces Ext} (X,tI) = 0 por lo cual, como M es
isomorfo a tI, M es Ext-inyectivo.

O



CAPiTULO 3

Moédulos inclinantes parciales y médulos inclinantes

Definicion 3.1. Un A-mddulo T es un mddulo inclinante parcial si cumple las si-

guientes condiciones:

(T1) dpT < 1;
(T2) Ext} (T,T) = 0.

Un mddulo T inclinante parcial es un modulo inclinante st cumple ademds la siguiente
condicion:
(T3) existe una sucesion exacta corta 0 — Aq — T — T4 — 0 con T' y T" pertene-

cientes a add(T).

Observemos que para que se cumpla la condicién (73) alcanza con que cualquier A-

modulo P proyectivo indescomponible, tenga una sucesion exacta corta:
0— Py—Ty—T4y—0 con T T" e add(T).

Es evidente que cualquier médulo proyectivo es inclinante parcial.

También es facil ver que cualquier progenerador de Morita es un moédulo inclinante.
Sea T' un progenerador de Morita, como es proyectivo satisface (T1) y (T2). Para ver que
cumple (T3) sea Py sumando directo indescomponible de A. Como T es progenerador existe
un epimorfismo 1™ —» Py el cual se escinde porque Py es proyectivo. Entonces Py es sumando
directo de T™, de donde, por ser indescomponible, es sumando directo de T'. De esta forma

tenemos un monomorfismo A < T' cuyo conticleo pertenece a add(T).

Ejemplo 3.2. Consideremos A el dlgebra dada por el carcaj:

Tenemos que:

43
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P =100= 5
Py =110
Py=111=1
I, = 011
I3 =001 = Ss

Entonces el carcaj de Auslander-Reiten I" 4 es:

111
7N\
110 ---- 011

N

SN S
100 -+ 010 -+ 001

donde los mddulos indescomponibles estan representados por su vector dimension.
Entonces T4 = 100 @ 111 @ 001 es un mddulo inclinante:
(T'1) Como A es hereditaria, dpT < 1.
(T2) Ext} (T,T) = Ext} (100 & 111 & 001, 100)
>~ Ext} (001,100) = D Homy (100, 7(001))
= D Homy (100,010) = 0;
donde el primer isomorfismo se debe a que 111 & 001 es inyectivo, y el seqgundo a

que 100 @ 111 es proyectivo.
(T3) P1,Ps € add(T) y para Py tenemos la resolucion proyectiva de 001 € add(T):

0— P, — P3— 001 — 0.
|
Recordemos que un médulo (derecho) M es fiel si su anulador derecho Ann(M) = {a €
A/ Ma=0}=0.

El siguiente lema es una caracterizacién de los moédulos fieles que vamos a necesitar.

Lema 3.3. Sean A un dlgebra y M un A-mddulo. Entonces: M4 es fiel si y solo si DA 4

es generado por M 4.

Demostracion:
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Veremos primero que M4 es fiel si y sélo si A es cogenerado por M 4. Sea { f1, fa, ..., fa}
una base del k-espacio vectorial Homg (A, M). Consideremos f = [f1, fa, ..., fa]' : Aa — M2,
Se cumple que este morfismo es inyectivo si y s6lo si M4 es fiel pues, f(a) =0 cona € A
si y sélo si g(a) = 0 para todo g € Homa (A, M) puesto que {f1,..., fa} es una base de
Homa (A, M). Entonces, como M4 = Homp (A, M), tenemos que g(a) = 0 Vg € Homp (A, M)
siy sélo si Ma = 0, lo cual es equivalente a que a € Ann(M ). Concluimos que M es fiel si y
sélosi f: A < M? es monomorfismo. Observar que el razonamiento anterior es valido para
moédulos a izquierda o a derecha.

Como el anulador derecho {a € A / Ma =0} de M4 coincide con el anulador izquierdo
{a € A/ aDM =0} de 4DM tenemos que My es fiel si y s6lo si 4DM es fiel.

Por lo anterior 4 DM es fiel siy sélo si 4 A es cogenerado por 4 DM, lo cual es equivalente
a que DA, sea generado por DDMy = My.

Entonces concluimos que M4 es fiel si y sélo si DA 4 es generado por My.

0

Si M es un mdédulo inclinante, por (T3), existe un monomorfismo A4 — M/, con
M/, € add(M); entonces Ay es cogenerado por M,. Usando el lema anterior tenemos que

todo mdédulo inclinante es fiel.

Proposicién 3.4. Sea T un A-mddulo. Entonces:

(a) SiTa es un modulo inclinante parcial entonces Gen(Ts) es una clase de torsion.
(b) Si Gen(T4) es una clase de torsion y Ta es un mddulo fiel, entonces T4 es un

moddulo inclinante parcial.

Demostracion:

(a)
Sea M € Gen(T4), entonces existe un epimorfismo 7" — M para algin m > 0. Como
T es inclinante parcial, por (T1) (dpT < 1 = Ext%(T,—) = 0), este epimorfismo induce un
epimorfismo:
Ext} (T, T™) — Exth (T, M) — 0.
(T2) implica que Ext} (T,7™) = 0 por lo que tenemos que Ext} (T, M) = 0. Entonces T es

Ext-proyectivo en Gen(T4). Por la proposicién 2.20, Gen(T4) es una clase de torsion.
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(b)

Si Gen(T4) es una clase de torsién, por la proposicién 2.20, tenemos que Extk(T, T)=0.
T4 es fiel, entonces por el lema 3.3, DAy € Gen(Ty4). Ademds, como Gen(T4) es una
clase de torsion, T' es Ext-proyectivo en Gen(T4) por lo que, por el lema 2.22, 71" es libre

de torsién. Esto implica que Homa (DA, 7T) = 0 y usando la proposicién 1.12 tenemos que
dpT < 1.
]

Observacion 3.5. En particular probamos que si M € Gen(T4) entonces

M € {M | Exti(T,M) =0}, siendo T un mddulo inclinante parcial.

Observacion 3.6. Si Gen(T4) es una clase de torsion pero Ty no es fiel, entonces T

generalmente no es un modulo inclinante parcial.

Sea por ejemplo el dlgebra A dada por el carcaj:

a 3

18 2.3 con Ba = 0.

Entonces Py = 100 = 5}

P,=110=1
P3=011=1
I3 =001 = Ss

Representaremos en el carcaj de Auslander-Reiten I' 4 una teoria de torsién en la cual la

clase de torsion es generada por Ss.

Entonces el médulo simple S5 genera una clase de torsién, pero no es un médulo inclinante

parcial ya que su dimensién proyectiva vale 2.
O
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Lema 3.7. Sea T un A-mddulo.

(a) SiGen(Ty4) es una clase de torsion entonces la correspondiente clase libre de torsion
es F(T) ={Ma / Homa(T, M) = 0}.

(b) Si Cogen(T4) es una clase libre de torsion entonces la correspondiente clase de
torsion es {Ma / Homa(M,T) = 0}.

Demostracion:

Demostraremos (a) pues (b) es similar.
Sea M un A-médulo libre de torsién; entonces, como T' € T = Gen(T4), Homp (T, M) =

Sea M tal que Homa (T, M) = 0; entonces Homu (7™, M) = 0 para todo m > 0. Con-
sideremos X € Gen(T4) cualquiera, entonces existe un epimorfismo 7" — X — 0 pa-
ra algin m > 0. Aplicdndole el functor Homa (—, M) obtenemos: 0 — Homa (X, M) —
Homa (T™, M) = 0, entonces Homa (X, M) = 0 lo que implica que M € F.

]

Dado T4 cualquier A-médulo sea 7(T) = {My / Exti(T,M) = 0}. En los lemas que

siguen probaremos que alcanza con que 7' sea un médulo inclinante parcial para que 7 (7))

sea una clase de torsién y que si T es un mdédulo inclinante, entonces 7(7T') coincide con

Gen(Ty).

Lema 3.8. Sea T un mddulo inclinante parcial, entonces T(T) = {Ma / Exti (T, M) =
0} es una clase de torsion en la cual T es Ext-proyectivo. Ademds, su correspondiente clase
libre de torsion es Cogen(tT) y Gen(T4) C T(T).

Demostracion:

Veamos primero que 7 (T) es una clase de torsién. Para ellosea0 — M’ — M — M" — 0
una sucesién exacta corta. Como dpT < 1, Emt%(T ,—) = 0, entonces aplicando el functor

Homa (T, —), obtenemos la sucesién exacta a derecha:
Exth (T, M) — Ext} (T, M) — Exth (T, M") — 0

» si M, M" € T(T) entonces Ext} (T, M') = Ext} (T, M") = 0 por lo que Ext} (T, M) =
0y M € 7T(T). Esto prueba que 7(T') es cerrada por extensiones.

» si M € T(T) tenemos que Exth (T, M) = 0; entonces Ext} (T, M"”) = 0 lo que
implica que M" € 7(T) y prueba que 7 (T) es cerrada por iméagenes.
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= como, por lo visto en la observacién 2.18, Ext} (T, ®&M;) = @ Ext} (T, M;), T(T)

es cerrada por sumas directas.

Por la observacion 3.5 tenemos que Gen(T4) C 7(T).

Por definicién T' es Ext-proyectivo en 7(T'). Entonces, por la proposicién 2.22, 7T € F.
Esto implica que Homa (7, 77") = 0, porque (7(T),F) es una teoria de torsién. Tenemos
pues que Homu (T, X') = 0 para todo X € Cogen(7T). Por lo tanto, como

Exth (X, 7T) = DHom (T, X),

Ext} (=, 7T N cogen(zry = 0. Usando el lema 2.20 deducimos que C'ogen(7T) es una clase libre
de torsion.

Por otro lado tenemos que, como dpT < 1, Ext}h (T, M) = D Homu (M, 7T); entonces
T(T) = {M / Homa(M,7T) = 0}. Usando el lema anterior tenemos que 7 (7T') es la clase
de torsién correspondiente a la clase libre de torsién Cogen(7T).

O

Proposicién 3.9. Sea T4 un mddulo inclinante, entonces Gen(Ta) = T(T).

Demostracion:

Por el lema anterior ya sabemos que Gen(T4) C T(T).

Sea M € T(T), por la proposicién 2.10 alcanza con probar que M = tM donde t es el
radical asociado a la teoria de torsion (Gen(Ta), F(T4)) .

Sea 0 — tM — M — M/tM — 0 la sucesién canénica de M. Aplicandole Hompa (T, —)
obtenemos un epimorfismo

Ext} (T, M) — BExth (T, M/tM) — 0

(porque dpT < 1). Como M € T(T) tenemos que Ext} (T, M/tM) = 0. (1)
Ademas Homp (T, M /tM) = 0 ya que M/tM € F(T). (2)

Como T es un médulo inclinante existe una sucesion exacta corta:
0— A—Ty —T4—0con T T"€ add(T).
Aplicédndole el functor Homp (—, M /tM) obtenemos la sucesién exacta:
0 — Homp (T, M/tM) — Homa (T", M/tM) = 0 —> Homp (A, M/tM) — Ext} (T, M/tM) = 0,

donde los ceros se deben a (2) y (1) respectivamente.
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Deducimos entonces que M /tM = Homp (A, M/tM) = 0 y por lo tanto M = tM como
queriamos.

0

Como consecuencia de estos ultimos resultados tenemos que para un modulo inclinante
T, las teorias de torsién (Gen(T), F(T)) y (T(T'),Cogen(rT)) coinciden. De ahora en més
nos referiremos a ellas como la teoria de torsién inducida por T en modA y la denota-
remos (7(T'), F(T)).

Corolario 3.10. Si T es un maodulo inclinante entonces cualquier A-mddulo inyectivo
pertenece a T (T).

En particular los médulos Ext-inyectivos en T (T') coinciden con los A-mddulos inyectivos.

Demostracion:

Los médulos inyectivos pertenecen a 7 (T') por definicién. Ahora sea M Ext-inyectivo en
T(T). Por el lema 2.22, M = tI con I inyectivo tal que I ¢ F(T). I es inyectivo, entonces
tI = I (porque I € 7(T')). Concluimos que M es inyectivo (M = I).

O

Corolario 3.11. Si T es un modulo inclinante entonces cualquier médulo M proyectivo,

inyectivo e indescomponible es sumando directo de T.

Demostracion:

Como M es inyectivo, M € T(T) = Gen(T), entonces existe un epimorfismo 7% — M.
Por ser M proyectivo indescomponible tenemos que M es sumando directo de T'.

([l

Veamos un ejemplo en donde las teorfas de torsion (Gen(T), F(T')) y (T(T),Cogen(rT))

no coinciden.

Ejemplo 3.12. Consideremos A el dlgebra dada por el carcaj:

Entonces:
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P =100= 5
P, =110
Ps=111=1
I, =011
I3 =001 =53

(Donde los A-mddulos indescomponibles son representados por su vector dimension).

Sea T =010 ® 011. Veamos que T es un mddulo inclinante parcial.

(T1) dpT <1, ya que A es hereditaria.

(T2) Ext} (T, T) = Ext} (010 ® 011,010) = D Homa (010, 7(010 & 011))

>~ D Homy (010,100 110) =0

donde el primer isomorfismo se debe a que 011 es inyectivo y el segundo a que dpT < 1.

Tlustraremos las teorias de torsion (Gen(T'), F(T')) y (T(T'), Cogen(tT')) en el carcaj de
Auslander-Reiten T 4.

> GenT
@ F(T)

o 7(T)
@ Cogen(tT)

O
El siguiente lema, conocido como lema de Bongartz, justifica el nombre de médulo incli-
nante parcial, ya que dice que cualquier médulo inclinante parcial se puede completar a un

moédulo inclinante.

Lema 3.13. Sea Ty un mddulo inclinante parcial. Entonces existe un A-mddulo E tal

que T ® E es un mddulo inclinante.
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Demostracion:

Sea {e1, ..., eq} una base del k-espacio vectorial Ext} (T, A).

) fi gi
Representamos cada e; por una sucesion exacta corta 0 — A = E; = T — 0.

Consideremos la sucesién exacta e : 0 — A — E = T% — 0 definida como el pushout
entre el mapa codiagonal K : A? — A y la sucesién exacta @e; : 0 — A4 — @FE; — T — 0.

Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

De; : 0= gl — @l B md
.
K. e =e: 0 A u E L g 0
1 0 g1 0
donde f = , g = y K =[1,---,1].
0 fa 0 9d

Veremos que E @& T es un moédulo inclinante.
Sea u; : T — T¢ la inclusién en la i-ésima coordenada.
Veamos que e; = eu;, V1 < i < d. Para eso consideremos el siguiente diagrama conmuta-

tivo con filas exactas:

donde u; y u] son las respectivas inclusiones en la i-ésima coordenada.
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Como Ku = 14, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

fi i
0 A E; ! T 0
0 A——>F —2>7d 0

entonces tenemos que e; = eu,;.

Aplicando el functor Homp (7, —) a e se obtiene una sucesién exacta:
- — Homa (T, T%) 2 Bxt} (T, A) — Ext} (T, E) — Exth (T, T%) = 0

donde el ultimo término vale cero porque T es inclinante parcial.

Como e; = eu; = §(u;), cada elemento de la base de Ext} (T, A) estd en la imagen de 6,

entonces § es sobreyectivo y por lo tanto Ext} (T, E) = 0.

Entonces, aplicando los functores Homp (—,7") y Homa (—, F) a e obtenemos:
0 = Ext} (7%, T) — Exti (E,T) — Exti(4,T) =0
0 = Exth (7%, F) — Ext}i (F, F) — Ext}(4,E) =0

donde los ultimos ceros se deben a que A es proyectiva.

Entonces Ext} (E,T) = Ext} (E, E) = 0 = Ext} (T, E) por lo cual
Exti(E®T,E®T) = 0. Entonces E & T cumple (T2).

Para ver (T1) consideremos la sucesién exacta corta 0 — A — E — T — 0, entonces
dpE < sup{dpA,dpT?} < 1y como la dimensién proyectiva de una suma directa es me-
nor o igual que el supremo de las dimensiones proyectivas de los sumandos, deducimos que
dp(T & F) < 1. Por lo tanto T'® E cumple (T1).

Como E,T? ¢ add(E & T) la sucesién exacta corta 0 — A — E — T% — 0 es como la
buscada en (T3).
O

Lema 3.14. Sean T4 un mddulo inclinante y M € T(T'). Entonces existe una sucesion
exacta corta 0 — L — Ty — M — 0, con Ty € add(T) y L € T(T).
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Demostracion:

Sea M € T(T) y {f1,-.., fa} una base del k-espacio vectorial Homa (7, M). Consideremos
el morfismo f = [fi,..., fa] : T¢ — M. Veamos que f es sobreyectivo: como M € Gen(T)
existe un epimorfismo g : 7™ — M, g = [g1, ..., gm) con cada g; € Homu (T, M) por lo que
gj = Zf-l:l aé-fi, con O‘; €k.

Dado # € M, como g es epimorfismo, z = >, g;(t;) con t; € T'. Entonces
r=37", Ele a}fi(tj) = Zle L0 az-tj) = f(>25L ozjltj, e Dy a?tj) por lo cual f

es un epimorfismo.

Si L = kerf obtenemos la sucesién exacta corta 0 — L — T% — M — 0.

Aplicandole el functor Homp (7', —), como T es inclinante obtenemos la sucesién exacta:

- — Homa (T, T4 "2 Homa (T, M) — Ext\ (T, L) — Exty (T, 7% =0 — - -
Como por construccién Homp (7, f) es un epimorfismo, Extk(T, L) = 0 y entonces
LeT(T).

Sea Ty = T € add(T), entonces la sucesién exacta corta 0 — L — T¢ — M — 0 es la

buscada.
O

Corolario 3.15. Sean T4 un mddulo inclinante y X4 un A-mddulo. Entonces X €
add(T) si y solo si X es Ext-proyectivo en T(T).

Demostracion:

=)
Si X € add(T) entonces, como 7 (T) = {M/ Ext}(T,M) = 0} es claro que X es Ext-
proyectivo en 7 (7).

(<)
Sea X Ext-proyectivo en 7 (T'), entonces, por el lema anterior, existe una sucesién exacta
corta0 - L — Ty — X — 0, con Ty € add(T)y L € T(T).
Como X es Ext-proyectivo en 7(T) la sucesion se escinde y por lo tanto X € add(T).
O
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Corolario 3.16. Sean T un mddulo inclinante y M € T(T). Entonces existe una

sucesion exacta -+ — Ty — Ty — Ty — M — 0 con T; € add(T) Vi.

Demostracion:

Se prueba por induccién usando el lema anterior.

Observacion 3.17. Sean T, T1,T> A-mddulos y B = Ends(T). Entonces:

1. Podemos identificar el mapa e, @, : Homa (T, 11 & To) @ T — 11 & T con

0
( 531 > :Homa (T, T1) @ T @ Homp (T, 12) @ T — Th & Ts.
ETy

2. El mapa 3 es un isomorfismo para todo T en add(T).

Demostracion:

(1)

enor, (f&1) = f(t) = (f1(t), f2(1) = (en, (f1®1), e, (fo®)) = ( er, 0 > ( het >
0 emn fret
(2)

Como Homu (T, T)®@p T = B®p T =T, el mapa et es el isomorfismo candnico.
Si T = @], T;, entonces egr_ 1, = 7 es un isomorfismo. Usando la identificacién de (1)
&Ty 0
tenemos que es un isomorfismo y entonces e7;, es inyectiva Vi = 1, ..., n.
0 ET,
Ademés T; es sumando directo de T' Vi = 1...n, por lo que T; € Gen(T) y e7, es un

epimorfismo.
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Ahora si T € add(T), T = T @ --- @ T, entonces

€Ty 0

Como er; es isomorfismo Vi tenemos que 7 es inyectiva, y como T e add(T), Te Gen(T)

Y €7 €s un epimorfismo.
O

Lema 3.18. Sean T4 un mddulo inclinante y B = Enda(T'). Entonces M € T(T) si y

solo si el mapa evaluacion ey : Hompa (T, M) @p T — M es un A-isomorfismo.

Demostracion:

(<)
Como el mapa e) es sobreyectivo, por el lema 2.19, tenemos que M € Gen(T).

Como T es inclinante, por la proposicién 3.9, Gen(T') = 7(T'), por lo que M € T(T).

(=)

Como M € T(T), por el lema anterior, existe una sucesién exacta corta 0 — Lo — Ty —
M — 0 con Ty € add(T) y Lo € T(T).

Aplicando el mismo lema a Ly obtenemos la sucesién exacta corta 0 — L1 — 17 — Lo —
0conTy €add(T)y L1 € T(T).

Aplicando el functor Homp (T, —) a ambas sucesiones, obtenemos (ya que como Lg, L1 €
T(T) = Ext) (T, Lo) = Ext} (T, L1) = 0), las siguientes sucesiones exactas:
0 — Homa (T, Ly) — Homa (7', Ty) — Homa (T, M) — 0
0 — Homa (T, L1) — Homa (T, T1) — Homa (T, Lg) — 0;

entonces la sucesion: Homa (7, 71) — Homa (T, Tp) — Homa (T, M) — 0 es exacta.
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Si le aplicamos el functor exacto a derecha — ®p T y la comparamos con la sucesion

exacta 17 — Ty — M — 0, obtenemos el diagrama conmutativo con filas exactas:

Homy (T, Th) @ 5 T — Homp (T, Ty) ®p T —— Homp (T, M) @p T — 0

lm leTo leM

Ty T M 0

Por la observacién anterior, er, y e, son isomorfismos ( ya que Ty, 71 € add(T)). Por lo

tanto €)7 es un isomorfismo.
O

Corolario 3.19. El submddulo de torsion de un médulo M en la teoria de torsion (T ,F)
es tM = Homp (T, M) ®p T.

Demostracion:

Como tM € T(T) tenemos tM = Homp (T, tM) @p T.

Si aplicamos el functor Homp (T, —) a la sucesién canénica de M:
0—tM — M — M/tM — 0,
obtenemos la sucesién exacta:
0 — Homa (T, tM) — Homa (T, M) — Homa (T, M /tM) = 0;

donde el dltimo término vale cero porque M/tM € F(Ta) = {Ma / Homa (T, M) = 0},
entonces Homy (T, M) = Homy (T, tM).
Por lo tanto tM = Homa (T, tM) ®p T = Homa (T, M) ®@p T .

Observacion 3.20. FEl functor radical t es Homa (T, —) @p T

Los modulos APR inclinantes

La siguiente construccion se debe a Auslander, Platzeck y Reiten.

Sea A un &lgebra y S(i) un médulo simple proyectivo no inyectivo. Entonces el médulo

T[] = 7719(i) @ (®j£P(j)) es un médulo inclinante llamado el médulo APR inclinante
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asociado a S(7).

Recordemos que la sucesién de Auslander-Reiten en modA comenzando en un mddulo
proyectivo simple P (i) = S(i) tiene la forma:
0— P(i) — @a;éiP(a)m(a) — 7 'P@) =0,

con mg = dimpIrr(S(i), P(a)).
Esto prueba (T1) y (T3).

Para probar (T%), observemos que, como dpT” < 1 entonces Ext} (T, T) & D Homn (T, 7T) =
0, ya que 7T es el proyectivo simple S(7).

Entonces T es un médulo inclinante.

Se cumple ademas que:
ind F(Ta) = {5(i)}
indT (Ta) =indA~ {S(7)},

~

ya que si M es indescomponible, entonces M € T(T) si y s6lo si 0 = Ext} (T, M)
D Homa (M, 7T) = DHompa (M, S(7)) siy solo si M 2 S(i).

En particular (7, F) es una teorfa de torsién escindente.

Ejemplo 3.21. Sea A el dlgebra dada por el carcaj:

3
N\
1 4
2

Tenemos que: Pp =1111 =14

con oo = Proyg.

P, = 0101
Py = 0011
Py = 0001 = S,

I = 1000 = 51
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I, = 1100
I3 = 1010

y el carcaj de Auslander-Reiten I" 4 es:

donde los modulos indescomponibles estdn representados por su vector dimension.

Entonces el modulo T = 1111 © 0111 ¢ 0011 & 0101 es APR inclinante.



CAPITULO 4

El teorema de inclinacion de Brenner-Butler

En este capitulo retomamos nuestro problema original: dada un dlgebra A y un médulo

inclinante T’y consideramos el dlgebra B = EndsT y queremos comparar modA y modB.

Lema 4.1. Si T4 es un mddulo inclinante, B = EndsT y Ty € add(T), entonces
Homy (7o, T) y Homp (T, Ty) son B-mddulos proyectivos (a izquierda y a derecha respectiva-

mente).

Demostracion:

Si Ty es sumando directo de T', entonces Homy (7, T') es sumando directo de Homp (7, T) =
B, por lo cual Homy (Ty,T') es proyectivo, por ser sumando directo del dlgebra B (que es
proyectiva).
Si Ty € add(T'), entonces Ty = @?:1 T; con cada T; sumando directo de T'. Por lo tanto
Homy (7o, T) = @, Homa (T3, T) es proyectivo, por ser suma directa de proyectivos.
Andlogamente tenemos que Homy (7', Tp) es proyectivo.
]

Lema 4.2. Si T4 es un mddulo inclinante, B = EndaT y Q es un B- mddulo, entonces
QepTeT(T).

Demostracion:

Como T es inclinante se tiene que 7 (T') = GenT y entonces alcanza con ver que Q®pT €
GenT.

El B-mdédulo @ es finitamente generado, entonces existe un epimorfismo f : B™ — @,
por lo tanto tenemos un epimorfismo B™ ®p T f®f»1T Q®pT. Como T™ =2 B" ®p T,

tenemos un epimorfismo 7™ — () ® g 1. Entonces Q ®p T € GenT como queriamos.

g

59
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Lema 4.3. Sean T4 un modulo inclinante y B = EndAT. Si Q es un B-mddulo proyec-

tivo, entonces existe un isomorfismo funtorial g : Q — Homa (T,Q ®p T) donde

0
25 (t— z®pt).

Demostracion:

Sea @Q un B-mdédulo proyectivo indescomponible, entonces () es sumando directo de
B = Homy (T,T).

Usando la descomposicién de Pierce (ver en [4]), tenemos que existe T;, sumando directo
(indescomponible) de T', tal que @ = Homy (7, T;).

Como el mapa evaluacion es un isomorfismo en 7(T") y T; € add(T) C Gen(T') = T(T),
tenemos que Homy (T, T;) @ p T = T;.

Por lo tanto Homa (T, Q ®@p T') = Homa (7, Homa (T, T;) @ T') =2 Homa (T, T;) = Q.

Usando la aditividad del funtor Homp (7, — @ g T') deducimos que se cumple para cual-

quier proyectivo.

Veamos que el isomorfismo d¢ es functorial. Para eso tenemos que verificar que el siguiente

diagrama es conmutativo:

Q"% reQ)

fl lFG(f)
Sy
Q' — FG(Q),

donde F'=Homp (T, —) yG=—-®pT.

(s net) S o fn) @)

nds F(n) 2% (t s f(n) @ 1),

Entonces FG(f) o dg(n) = d¢r o f(n).
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Lema 4.4. Sean T4 un mddulo inclinante, B = Enda T y Np un B-mddulo tal que
TorP(N,T) = 0, entonces Sy : N — Homa (T, N @ T) es un isomorfismo functorial.

Demostracion:

Sea P % Np — 0 una cobertura proyectiva de Np. Consideremos K = Ker ¢, entonces
tenemos la sucesién exacta corta 0 — K — Pg — Np — 0 con P proyectivo.

Si le aplicamos el functor — ® g T' obtenemos, debido a que Tor}f(N ,T) =0, la sucesién
exacta corta 0 - K ®pT —- PRgT — N®gT — 0.

Como, por el lema 4.2, K @ T € T(T), tenemos que Ext} (T, K ®5 T) = 0. Entonces, si

aplicamos el functor Homy (7', —) a la sucesién anterior, obtenemos la sucesién exacta corta:
0 — Homp (T, K @3 T) — Homua (T, P ®p T) — Hompa (T, N @ T) — 0 (1)

Similarmente sea 0 — K A, P, — Kp — 0 con P’ proyectivo.

Aplicandole el functor — ® g T' obtenemos la sucesion exacta
K'opT" PlopT 3 KagT —0.
Si tomamos L = Im(h ® 1), tenemos la sucesién exacta corta:
0—-L—-PepT—KgT—0 ()

Como K'®pT € T(T) que es cerrada por imdgenes, L € T(T). Entonces Ext} (T, L) = 0,
por lo cual, al aplicarle el functor Homy (T, —) a la sucesién (%), obtenemos la sucesién exacta

corta:
0 — Homa (T, L) — Homp (T, P’ @5 T) — Homp (T, K @ T) — 0 (2).

Combinando (1) y (2), obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

P’ P N 0

o B B

Homu (T, P’ @ g T) — Homp (T, P ®p T) — Homua (T, N @ T) — 0

Como P y P’ son proyectivos, por 4.3, dp y dps son isomorfismos. Entonces dx es iso-
morfismo.

O
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Teorema 4.5. (Brenner-Butler). Sea A una k-dlgebra de dimension finita, T4 un mddulo

inclinante y B = EndAT. Entonces:

(a) BT es un mddulo inclinante y A = EndgT candnicamente.

(b) Los functores Homp (T, —) y — ®p T inducen equivalencias quasi-inversas entre las

subcategorias plenas
T(Ta) = {My / Exti(T,M) =0} e Y(T4) ={Np /Tor¥(N,T) = 0}.

y los functores Ext} (T, —) y TorP(—,T) inducen equivalencias quasi-inversas entre

las subcategorias plenas
F(Ty) ={My / Homp(T,M) =0} y X(T4) = {Np /N @ T =0}.

(c) Tenemos TorP(—,T)Homu (T, —) =
y Homy (T, —) Torf (-, T)

=(—®pT) Ext}%(T, -)
0 =Exti(T,—)(—®pT).

Demostracion:
Dividiremos la prueba en 9 partes.
(i) Para todo médulo M4 tenemos Tor} (Homu (T, M), T) = 0:

Como Homy (T, M) = Homp (T, tM), puedo suponer que M € 7 (T) y aplicando el lema

3.14, existe una sucesién exacta corta:
0O—-K—-Ty— M —0

con Ty € add(T) y K € T(T).
Ya que K € T(T) sabemos que Ext} (T, K) = 0.

Si le aplicamos el functor Homa (7', —) obtenemos la sucesién exacta corta:
0 — Homa (T, K) — Homa (T, Ty) — Homp (T, M) — 0.

Si ahora le aplicamos el functor exacto a derecha — ®p T" obtenemos la sucesién exacta:
-+—TorB(Homp (T,T5),T)—Tor® (Homa (T,M),T)—Homy (T, K )® g T—Hom (T,T0)® g T—Hom (T,M)® g T—0.

Tenemos que TorP (Homa (T, Tp), T) vale cero, ya que por el lema 4.1, Homa (T, Tp) es

un B-moédulo proyectivo.
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Comparando la sucesién anterior con la original obtenemos el siguiente diagrama con-

mutativo con filas exactas:

0 — Tor?(HomA(T,M),T) —> Homy (T,K)®@pT — Homa (T,70)®5T —> Homa (T\M)QT — 0

lEK l% lsM

0 K To M 0.

Como M, K € T(T), entonces, por el lema 3.18, ey y €x son isomorfismos, y por otro
lado Ty € add(T"), con lo cual, por la observacion 3.17, e, es isomorfismo.

Por lo tanto Tor®(Homa (T, M), T) = 0.

(i) dppT < 1:

Por (T'3) existe una sucesién exacta corta 0 — A4 — T4 — T% — 0 con T" y T”

pertenecientes a add(T"). Si le aplicamos el functor Homa (—, p74) obtenemos la sucesién

exacta corta :
0— HomA(T”, BT4) — HOInA(T/,BTA) — Homp (A, pT4) = gT — 0.

Como, por el lema 4.1, los primeros dos términos son B-mddulos proyectivos, tenemos
que dp(pT) < 1.

(7i7) A cada médulo M4 le corresponde la sucesion
0 — Homy (T, M) @5 T 2 M — Tor® (Ext} (T, M), T) — 0 :

Sea (I*):0— M Ll Iy & I % Is — - -+ resolucién inyectiva de M4

v0— Q1 Qo LA BT — 0 resolucién proyectiva de T' (dppT < 1).

Por (i) para todo médulo My tenemos TorP (Hompa (T, M), T) = 0. Entonces al aplicar
Homp (T, I*) ® p — a la resolucién proyectiva de gT', obtenemos la siguiente sucesién exacta

de complejos:
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1 108
0 —— Homp (T, M) ®p Q1 o Homa (T, M) ® p Qo — Homy (7,

;@1

dx®1

d3®1
108

1®
0 — Homy (T, Iy) ®p Q1 s Homa (T, In) ® p Qo — Hom (7,

di®1

di®1

di®l
1908

1®
0 — Homy (T, 1) ®p Q1 e Homa (T, I1) ® p Qo — Homy (7,

M)opT —0

Ly)@pT ——0

L)®pT —= 0

donde, como los mddulos inyectivos pertenecen a 7 (7T'), por el lema 3.18, el ultimo com-

plejo es isomorfo a la resolucién inyectiva I* de M4 via el mapa evaluacién.

Ademds, como las columnas son complejos, Im(dj ® 1) C Ker(d5 ® 1). Entonces podemos

considerar el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas exactas:

0 0 0
1® 0l®B
0 — Homy (T, M) ®p Q1 — Homa (T, M) ©5 Qo o M
dzol dz1 do
1®a €1,01®p8
0 — Homu (T, Iy) ®p Q1 —— Homy (T, Ip) ®p Qo Iy 0
dr®1 a1 d
0 Ker(d; ® 1) Ker(d5 ® 1) Kerdy =Imd; — 0
0 Ker(d5®1) Ker(di®1) Kerds 0 0
Tm(d; ®1) Tm(di®1) Tm d;
0 0 0
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Por el lema de la serpiente existe una sucesiéon exacta larga:

Ker(di @ 1 1o Ker(ds @ 1
0 — Homp (T, M)®@pQ1 — Homa (T, M)®@pQo — M — erld; © lg,) 18 erld; © lgy)

Im(d} ® 1¢,) Im(d; ® 1¢,)
Consideremos la sucesién exacta corta:
Ker d}
0—Imdf - Kerd) — ——2 —0
— Imd; — Ker 2—>]de —

aplicandole el functor exacto — ®p @); dado que @; es proyectivo, obtenemos la sucesién

exacta corta:

Ker d;
0—Imd} ® Q; — Kerd; ® Q; — o 22Q; — 0.
Im d
Entonces,
Ker dj vi Kerds ® Q;  Ker(di ® 1¢,)
Exty (T, M ;= 2 ®Q; 2 ° i _ 2920 1. (1

donde la dltima igualdad se debe a que:

= Im(d] ® 1g,) =Imd; ®Q;, ©=0,1.

= Si le aplicamos el functor exacto — ®p @); a la sucesion exacta corta
d*
0 — Kerds — Homa (T, ;) = Imdj — 0
obtenemos la sucesién exacta corta
* d§®1Qz‘ *
0— Kerd; ® Q; — Homa (T, 1) ® Q; "— Imd;®1 — 0,

por lo cual Ker(ds ® 1g,) = Kerd; ® Q;, i=0,1.
Usando (1) tenemos el siguiente diagrama conmutativo exacto:

1pl ®po
Ext, (T,M
Ker ri§ x A( M) Ker

d*
Ext}\(T,M)chQl:m@BQl - - EXt}%(T7M)®BQ0:Td’f2®BQO — Exti (T\M)®pT — ()

wllw NT%—I

Ker d;®Q1 _ Ker(ds®1q,) 1®a Ker d5®Qo _ Ker(d3®1q,) 0
Ide@Ql Im(d{@lQl) Imd’{@Qo Im(d;‘@lQO)
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Por lo tanto, si v = @Dal o1l ® a o1y, tenemos la sucesion exacta:

0 — Homy (T, M)®pQ1 e Hom (T, M)®pQo M 0y Ext) (T, M)®Q1 > Exty (T, M)2Q — 0 (*).

Consideremos el epimorfismo a : Homa (T, M) ® g Q9 — Coker(1l ® «).
Como la sucesién () es exacta la coimagen de £y 01® 3 coincide con el conticleo de 1® «

que es isomorfo a Homp (T, M) @ g T. Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

ol®pB
Homy (T, M) ® Qo ——— M.

1®5 /

Homa (T, M) @5 T

Si también consideramos el monomorfismo b : Kerv — Ext}%(T, M)®pQ1, como el nicleo
del morfismo v coincide con la imagen de w’ podemos considerar la factorizacién de w’ por

su imagen:

M Exth (T, M) ®p Q1

Entonces, como v = 15 "o (1 ® a)oth; = Lgxel (1,01 ©B @, Kerv = Tor? (Ext} (T, M), T).
Por lo tanto tenemos la sucesion exacta corta:

0 — Homy (T, M) @p T 25 M — TorP (Ext} (T, M), T) — 0.



4. EL TEOREMA DE INCLINACION DE BRENNER-BUTLER 67

(iv) Exti (T, M) @p T = 0:
Se deduce de la sobreyectividad del morfismo v anterior.

(v) A todo B-médulo Np le corresponde una sucesién
0 — Exti (T, TorB(N, T)) — Np % Homa (T, N @5 T) — 0,
donde 2% (t—z®pt):

d d . .
Sean --- — Q1 — Qp — Np — 0 una resolucién proyectiva de Np en modB

y 0 — P, — Py — T4 — 0 una resolucién proyectiva de T4 en modA (dpTs < 1).

Consideremos Ry = Ker dy, entonces tenemos la sucesién exacta corta:
d do
0— Ry — Qyp— Np — 0.
Como Qg es proyectivo, al aplicarle el functor — ® g T, obtenemos la sucesion exacta:
0— TorP(N,T) » Ry@pT — QT — N@pT — 0

Si ahora le aplicamos el functor Homp (P;, —) con i = 0,1 (es exacto pues P; es proyec-

tivo), obtenemos las sucesiones exactas:
0 — Homy (P, Tor]f(N, T)) — Homa (Py, Ro®pT) — Homa (Po, Qo®pT) — Homa (Py, N@pT) — 0

0 — Hompy (P, T01r]13(N7 T)) — Homp (P, Roy®pT) — Homp (P, Qo®pT) — Homp (P, N@pT) — 0.

Ademas, si le aplicamos el functor Homa (7', —), podemos considerar el siguiente diagrama

conmutativo con filas exactas:

() 0 Ry Qo

l OR, l 5o

0 — Homy (T, Tor¥(N,T)) — Homa (T, Ry @3 T') — Homa (T, Qo ®p T)

Veamos que Ry € Y(T4). Para ello apliquémosle el functor Tor®(—, T) a la sucesién

d d .
exacta 0 — Ry — Qo = Np — 0. Obtenemos entonces la sucesién exacta:

- — Tor¥ (N, T) = 0 — TorP(Rg, T) — Tor?(Qg, T) = 0 — TorP(N, T) — ---,
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donde los ceros se deben a que dpgT < 1 y a que Qg es proyectivo respectivamente.
Entonces TorP(Rg,T) = 0, por lo cual Ry € Y(T4).

Como Ry € Y(T4), tenemos, por 4.4, que Ry = Homp (T, Ry ®p T).

Ademas, por 4.3, Qo = Homu (T, Qo @5 T).

Entonces, usando el diagrama (xx), Homa (T, Tor? (N, T)) = 0. (*1)

Por lo tanto, usando el lema 4.2, podemos considerar el siguiente diagrama conmutativo

con filas y columnas exactas:

0 HOInA(T, Ry ®pB T) E—— HomA(Po, Ry ®p T)

0 — Homa (7, Qo ®p T) — Homa (P, Qo ®p T)

Homp (P, N @5 T)

Homy (T, N ®@p T) Homp (Py, N ®@p T)

0

Usando los lemas 4.3 y 4.4 obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas y

columnas exactas:

Homp (P, Qo ®pT) ——

Homy (Py, TorP (N, T')) — Homa (P;, Tor (N, T)) — 0

HomA(Pl, Ro®p T) —0

0

0
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0 — Homa (Py, Tor¥(N,T)) — Homa (Py, TorP (N, T)) — 0

0 Ry HOHIA(PQ,RO Xp T) HomA(Pl,RO Xp T) —0
0 Qo Homp (P, Qo @B T) Homp (P1,Qo ®pT) — 0
N Homp (Py, N ®p T) Homa (P, N ®pT) 0

0 0 0

Si aplicamos el lema de la serpiente obtenemos la sucesién exacta:

0 — Homp (Py, TorP(N, T)) “ Homa (Pr, TorB(N, T)) % N ™ Homa (Py, N@T) 2 Homa (P, N®5T) — 0.
Por el mismo procedimiento de (iii) podemos obtener la sucesién exacta corta:
0 — Cokeru/ L5 N —% Kerv' — 0.

Veamos que Coker v’ 2 Ext} (T, TorP (N, T)). Si le aplicamos el functor Homa (—, TorP (N, T))

a la sucesién exacta corta 0 — P; — Py — T4 — 0, obtenemos la sucesién exacta:
0 — Homp (T, Tor2(N, T')) — Homa (Py, Tor2(N, T)) LA Homp (Py, TorP (N, T)) %
Ext} (T, TorP (N, T)) — Ext} (Py, Tor2(N, T)) = 0,

donde el dltimo término vale cero porque Py es proyectivo. Deducimos entonces que
Coker v/ = Ext} (T, Tor® (N, T)).

Como, por (x32), Kerv' 2 Homp (T, N ®p T) tenemos la sucesién exacta:

0 — BExtl (T, TorB(N, T)) — Np 2% Homa (T, N @5 T) — 0.
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(vi) Homa (T, TorP(N,T)) = 0:

Se deduce de (x7).

(vii) Prueba de (c):

Exth (T,N @5 T) = 0 porque N @ T € T(T), por 4.2.
Homy (T, Tor® (N, T)) = 0, ¥Ng, por (vi).

Tor? (Homa (T, M), T) = 0, ¥Ma, por (i).
Ext! (T, M) ®p T = 0, VM, por (iv).

Entonces TorP(—, T) Homa (T, —) = 0 = (— @5 T) Ext} (T, —)
y Homy (T, —) Tor®(—,T) = 0 = Ext\ (T, -)(— @5 T).

(viii) Prueba de (b):

Consideremos las sucesiones exactas cortas dadas por (v) y (i7):

0 — Exth (T, TorB(N, T)) — Ng % Homa (T, N @5 T) — 0 (1)

0 — Homp (T, M) @5 T =25 M4 — TorP (Ext) (T, M), T) — 0 (2)
Si Ngp € X(T4), N@pT = 0, por lo cual Homa (T, N ®pT) = 0. Entonces, por (1),
Ext} (T, TorP (N, T)) = N.
Si My € F(Ta), Homa (T, M) = 0, por lo cual Homa (T, M) ®p T = 0. Entonces,
por (2), Tor? (Ext} (T, M), T) = M.
Si My € T(Ta), Exti (T, M) = 0, por lo que Tor®(Ext} (T, M), T) = 0. Entonces,
por (2), Homa (T, M) ®@p T = M.
Si Ng € Y(T4), por 4.4, Homup (T, N @ T) = N.

Ya probamos (en el lema 4.3) que dy es functorial. De forma anéloga se prueba que los

otros tres isomorfismos también son functoriales.
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(iz) Prueba de (a):

Veamos primero que g1 es inclinante.
» por (i1), dp(gT) < 1.
m dpTy <1, entonces si 0 — P; — Py — T4 — 0 es una resolucién proyectiva de T4,

aplicando el functor Homp (—, T'), obtenemos la sucesién exacta corta:
0 — Homa(7T,T) = B — Homa (FPy,T) — Homa (P, T) — 0.

Veamos que Homy (Py, T'), Homa (P, T) € add(gT). Como T' = Homy (A,T) =
Homa (B;_, P, T) = @;_, Homa (P;,T) con P; proyectivos indescomponibles,
Homa (P, T) € add(T), VP proyectivo indescomponible. Entonces Hompa (P, T') €
add(T), VP proyectivo.

= Alcanza con probar que Exts(D(gT),D(gT)) = 0. Tomemos entonces una sucesion
exacta corta:
0— D(gT) — Ng — D(gT) — 0 (1).

D(BT) = Homy (T, k) = Homy (T ®a A, k) = Homu (T, DA), donde el tltimo
isomorfismo se debe a 1.1.

Como A es proyectivo como modulo, D A es inyectivo, entonces Extk (T,DA) =0
y DA € T(T'). Aplicando (b) tenemos que D(pT) = Homp (T, DA) € Y(T4) .

Ademas, aplicando el functor TorB(—, T) a la sucesién:
0— D(gT) — Np — D(gT) — 0,

deducimos que N € Y(T4).
Entonces 0 — D(gT) — Np — D(pT) — 0 es una sucesién exacta en Y(Ty).

Si le aplicamos el functor — ® g T' obtenemos, por (b), la sucesién exacta
0—-DBET)®pT — Np@pT — D(gT)2pT —0 (2),
en 7 (Ty).

D(pT)®pT = Homp (T, DA)®@pT = DA, porque DA € T(T'). Entonces, como

DA es inyectivo, la sucesién (2) se escinde en 7T (7).

Como los functores Homy (7, —) y —®pT son equivalencias inversas entre 7 (74)

e Y(T4), la sucesion exacta corta escindente, que se obtiene al aplicar el functor
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Hom (T, —) a la sucesién exacta corta escindente (2), es isomorfa a la sucesién (1).

Por lo tanto la sucesion (1) se escinde.

Ahora veamos que A = End(pT) candénicamente.

Sea f: A — End(gT) el morfismo de élgebras candénico dado por: a iR (t — ta).

Observemos que f es inyectivo, ya que si a € Ker f, entonces Ta = 0, y como todo
moédulo inclinante es fiel, tenemos que a = 0.

Si consideramos los isomorfismos de espacios vectoriales:
A= Endy(DA) = Endg(Homp (T, DA)) = Endp(D(5T));

deducimos que dimy(Endg(pT)) = dimy(Endg(D(5T))) = dimy A.

Por lo tanto f es un isomorfismo.

Corolario 4.6. Se cumple que DX(T4) = F(T) y DY(T4a) = T(8T). En particular,
(X(T4),Y(T4)) es una teoria de torsion en modB.

Demostracion:

Se deduce de los isomorfismos: Tor2(D(gN), T) = DExtA (T, N), vélidos para todo n > 0.
U

Observemos que se puede visualizar la equivalencia del teorema de Brenner-Butler en el
carcaj de Auslander-Reiten.

Como 7T (T4) contiene a los A-médulos inyectivos, se encuentra a la “derecha”de I'4,
mientras que F(7T4) se encuentra a la “izquierda’de 7(7'4), ya que no existen morfismos de
un moédulo de torsién a uno libre de torsion.

Similarmente Y(T4), como contiene a los B-mddulos proyectivos, se encuentra a la “iz-

quierda”de I'g, mientras que X (T4) se encuentra a la “derecha”.

Entonces podemos considerar el siguiente dibujo, que muestra las equivalencias quasi-

inversas.
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T'a F(Ta) T(Ty)

s Y(Ta) X(Ta)

Ejemplo 4.7. Consideremos el dlgebra A dada por el carcaj:

y el mddulo inclinante T = 100 & 111 @ 001 del ejemplo 3,2.
Tlustraremos en el carcaj de Auslander-Reiten Ty la teoria de torsion (T(T),F(T)) in-

ducida por T en modA.

El dlgebra B = Enda(T) estd dada por el carcaj:

1.8 2 a3
—*—" con Pa =0.

Entonces la teoria de torsion (X(T),Y(T)) inducida por T en modB es ilustrada en I'p

como sigue:
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Ejemplo 4.8. Sea A el dlgebra dada por el carcaj:

3
N\
1 4
2

El médulo APR inclinante T = 1111901110 0011 $ 0101 del ejemplo 3,21 induce una teoria
de torsion (T(T'), F(T)) en modA ilustrada en 'y como sigue:

con oo = Proyg.

El dlgebra B = Enda(T) estd dada por el carcaj:

l—>2 >3
;

y la teoria de torsion (X(T),V(T)) inducida por T en modB es ilustrada en T'g como

sigue:
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O V(D)
@ x(7)







Notaciones

Para un algebra de Artin A y un A-médulo M

ModA
modA
indA
A°P

D : modA — mod(A°P)

dpM

diM

(M)
radM
addM
TrM
anng M
Endy (M)
soc(M)
proyA
inyA

-

P o P(i)
S; 0 S(7)
Gen(M)
Cogen(M)

categoria de A-moddulos a derecha

categoria de A-mddulos a derecha finitamente generados

categoria de A-mddulos a derecha finitamente generados e indescomponibles
el dlgebra opuesta de A

la dualidad estandar para dlgebras de Artin

dimensién proyectiva de M

dimension inyectiva de M

longitud de M

radical de M

categoria formada por todas las sumas directas de sumandos directos de M
transpuesto de M

anulador de M en A

algebra de endomorfismos de M

socalo de M

categoria de A-mddulos a derecha proyectivos

categoria de A-mddulos a derecha inyectivos

traslacién de Auslander-Reiten

proyectivo indescomponible asociado al vértice ¢ del carcaj

simple asociado al vértice ¢ del carcaj

clase de todos los A-mdédulos generados por M

clase de todos los A-médulos cogenerados por M

7
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