Trabajo Monografico

Cubrimientos Hiperelipticos

Marcos Barrios

Orientador: Armando Treibich

Licenciatura en Matemdtica
Facultad de Ciencias
Universidad de la Repiblica
Uruguay



Resumen

El objeto principal de este trabajo es el estudio de las superficies de Riemann compactas y los
morfismos entre ellas.

Varios son los objetivos de ésta monografia. Primero de todo, dada una curva eliptica X y un
natural n > 0, estudiar las propiedades de los cubrimientos por curvas hiperelipticas de grado n
sobre X. En segundo lugar, definir una correspondencia biunivoca entre estos cubrimientos (llama-
dos cubrimientos hiperelipticos) y morfismos de P! a PL. Por 1ltimo, en el caso de cubrimientos por
curvas hiperelipticas de género 2, encontrar sistemas de ecuaciones polinomiales que los describan,
asi como su resolucion explicita para n = 2,3, 4.

Este problema tiene una larga historia, partiendo de los trabajos de B.Riemann, quien con
métodos topoldgico - combinatorios construyé cubrimientos de grado n de una superficie .S, pe-
gando n copias de S encima de un conjunto finito predeterminado de S [G-H]. En este trabajo se
abordard el estudio desde un punto de vista geométrico-algebraico.

Para esto comenzaremos mostrando propiedades bésicas de superficies de Riemann, como el
género, y construyendo ejemplos concretos, con especial atencién a la construccién de curvas hi-
perelipticas, a partir de una ecuacién afin, y la desingularizacion de la curva completa asociada.
Definiremos luego morfismos entre éstas y sus caracteristicas bdsicas (e.g.: indice de ramificacién
de un morfismo en un punto, grado de un morfismo) y construiremos ejemplos auxiliares (funciones
racionales, involuciones, proyecciones a P!, funcién norma), de gran utilidad ulteriormente. Tam-
bién demostraremos la férmula de Riemann-Hurwitz, que vincula la ramificacién de un morfismo
con su grado y los géneros de las superficies respectivas. Por tdltimo caracterizaremos a las curvas
hiperelipticas como cubrimientos de grado 2 de P!, y estudiaremos sus grupos de automorfismos.

En el capitulo 3 mostraremos céomo asociar a un cubrimiento hipereliptico 7 : I' — X un
morfismo R : P! — P!'. Reciprocamente, dados un morfismo R : P! — P! y una curva eliptica
X, veremos cémo asociarles un cubrimiento hipereliptico 7 : ' — X (operacién inversa de
la precedente). Luego estudiaremos la relacién entre los discriminantes de = y R, asi como las
condiciones que debe cumplir R para que el género de I' sea 2, de la cual deduciremos un sistema
cuadrado de ecuaciones polinomiales cuyas soluciones parametrizan los cubrimientos en cuestion.

En el capitulo 4 probaremos primero la existencia de cubrimientos hiperelipticos de género
arbitrario g > 2, y luego resolveremos explicitamente algunos casos de los sistemas cuadrados
precedentes, obteniendo todos aquellos de género g = 2.
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Capitulo 1

Definiciones y conceptos basicos

En este capitulo introducimos las definiciones y notaciones bésicas que se usaran durante todo
el trabajo.

Las demostraciones de propiedades elementales de analisis complejo que se usen, como el estudio
de singularidades aisladas de funciones holomorfas, se pueden encontrar en [L].

A menos de mencion explicita las topologias usadas seran las usuales, es decir:

= Si A es un espacio topolégico y B C A, consideramos B espacio topoldgico con la topologia
inducida.

= Dados 2 espacios topoldgicos A y B en el espacio producto AxB la topologia producto.
= Dado un espacio topolégico A y una relacién de equivalencia ~, en A/~ la topologia cociente.

= El plano complejo C, con la topologia de espacio métrico, luego B(a,r) = {z € C tal que |z —
al < r} C C también.

1.1. Superficies de Riemann

Definicién 1.1.1 (Superficie): Una superficie S, es un espacio topoldgico Hausdorff locamente
homeomorfo a C.

Ejemplo 1.1.2
a) El propio C.

b) Cualquier U C C abierto.

El siguiente ejemplo muestra que la condicién de que un espacio topoldgico S sea Hausdorff no
es consecuencia de que sea localmente homemorfo a C.

Ejemplo 1.1.3

Definimos en el espacio topoldgico Y = C x {0, 1} la relacién de equivalencia ~ dada por:

[(z,n)] = {(y,m) tal que (y,m) = (z,n) 0 x =y # 0}

Notemos X = (C x {0,1})/~ y m:Y — X la proyeccién canénica m(u) = [u].
Afirmacién: X es localmente homeomorfo a C.



Demostracién: Para un punto (z,n) tal que x # 0, sea Uy = {[(y,n)] con y € B(x,|z|)} C
X, claramente [(z,n)] € U,. Definimos el mapa ¢, : U, — B(z,|z]) como ¢,([(y,n)]) = v,
que no depende del representante, ya que si (y,n) ~ (y’,m) entonces y = y’. Este mapa es
biyectivo y continuo. Como [(0,n)] ¢ U, se tiene que ¢, (y) = [(y,1)] = [(y,0)], es decir ¢, (u) =
m(u), que es continua, por tanto U, es homeomorfo a B(z, |z|). Por tltimo dado que B(z, |z|) =
7~ (w(B(x,|x]))) es un abierto saturado entonces U, = 7(B(z, |z|)) C X es abierto.

Para [(0,1)] sea Vi = {[(z,1)] con z € B(0,1)} y el mapa ¢ : Vi — B(0,1) dado por
¥1([(z,1)]) = z, al igual que antes v es un homeomorfismo y V, es un abierto. De forma andloga
podemos definir para [(0,0)] un homemorfismo en un abierto con la expresién 1y ([(z,0)]) = =.

Sin embargo para todo par de abiertos U, V C X donde [(0,1)] € U y [(0,0)] € V se tiene que
UNYV # 0 por tanto X no es Hausdorff.

Definicién 1.1.4 (Carta): Una carta de una superficie S es un homeomorfismo ¢ : U — V,
donde U C S yV C C son abiertos.

Definicién 1.1.5 (Atlas): Se llama atlas de una superficie S a una coleccion de cartas ¢ : Uy —
Vi, a €1 tal que U U, =8S.

acl

Notacién: A = {(¢a,Ua)acr }-

Observacion 1.1.6 Toda superficie admite un atlas.

Notaremos (S, .A) a una superficie con un atlas especifico.

Definicién 1.1.7 (Cambio de carta): Dada (S, A) una superficie con un atlas y dos cartas ¢ :
Uy — Vo, ¢p : Usg — V3, tal que Uy, NUg # 0. Llamaremos a la funcion ¢oap = ¢o © qbgl :
(bgl(Ua NUg) — ¢o (Uy NUB) cambio de carta de 8 a a.

Observacion 1.1.8 La funcion cambio de carta es un homeomorfismo.

Definicién 1.1.9 (Superficie de Riemann): Una superficie de Riemann es una superficie conexa
con un atlas (S, A), tal que todos los cambios de cartas del atlas son funciones holomorfas.

En particular, como los cambios son homeomorfismos, los cambios de carta son funciones biho-
lomorfas.

Ejemplo 1.1.10

a) Un abierto conexo U C C con el atlas A = (¢,U), donde ¢ : U — U es la identidad, es una
superficie de Riemann.

b.1) (Toro): Consideremos la relacién de equivalencia en C dada por  ~ y si x —y € Z2
Llamamos Toro al par (T, A) donde T = C/ ~y A = {(¢a,Uqs)acr} con I = {z € C tal que
0 < Re(z) < 1,0 < Im(z) < 1} atlas dado por cartas ¢, con inversas ¢, ' : B(a,1/4) —
o3 (B(a,1/4)) = U, ¢5'(2) = [2], es decir ¢3! = mp(a,1/4) donde m: C — C/ ~ es el

mapa cociente.
Afirmacién: El par (T,.A) es una superficie de Riemann.

Demostracién: Todo punto de T tiene un representante en I (dado z basta tomar a =
z — (p(Re(z) + ip(Im(z)) donde p es parte entera), y como [a] € U, se tiene que | J U, =

aecl

T.



Dado « € I, el mapa ¢! es biyectivo, ya que dos representantes de la misma clase distan

al menos en 1y ¢! = 7 |p(a,1/2), ademds 7 1(Uy,) = U B(z + n,1/4) es un abierto
nez?

saturado, por tanto U, es abierto en el cociente (T), concluimos asi que ¢, al ser biyectiva

es un homeomorfismo.

Falta ver que los cambios de cartas son funciones holomorfas. Sean o y § tal que U, [\ Us #
d=3zeCtalque[z]=[a]y z € B(3,1/2), como o, B €Iy z € B(3,1/2) entonces por
desigualdad triangular (o —z) € {-1,0,1,4,—4,1+¢,1—4i,—144,—1 —i}. Si & = z entonces
el cambio de cartas ¢o3 = ¢3q = td. Si @ = z+ k entonces el cambio de cartas ¢,5 = id — k.

b.2) (Toros): Sean aj, az € C tal que aj, as son linealmente independientes sobre R, llamemos
G al subgrupo de C generado por aq, as. Sea Tg = C/ ~¢ el espacio cociente de C bajo la
relacién de equivalencia z ~¢ y si solo si existe n,m € Z tal que x = y + na; + mas. Con
una construccién andloga a la anterior, concluimos que T¢ es una superficie de Riemann.

¢) La esfera, C = C U {oc} con la topologia que tiene como base U = {U,U C C abierto }
U{K°U{oo}, K C C compacto }, es decir la compactificacién por un punto. Tomando como
cartas ¢, : U. C C — C donde U, = C\ {0} y ¢e(2) = 2,y ¢g : Ug C C — C tal que Uy
= J1/z siz# oo
—e\(0h ) = {17 52T

Por tanto U, U Uy = C ademds los cambios de carta son ¢eg = ¢ac : C\ {0} — C\ {0}

¢ed(z) = 1/z, entonces C es una superficie de Riemann.

d.1) No todas las superficies son superficies de Riemann.

Los cambios de cartas de una superficie de Riemann son biholomofos, en particular el dife-
rencial en cada punto, considerado como funcién de R? —; R?, es una roto-homotecia. Por
lo tanto cualquier superficie no orientable no es una superficie de Riemann. Tenemos como
ejemplo la banda de Mobius. [S]

d.2) Toda superficie orientable admite estructura de superficie de Riemann. [F-K]

Definicién 1.1.11 (Recta proyectiva P*): Consideremos en (C?)* = C2\ {(0,0)} la relacién de
equivalencia dada por u ~ v <= I\ # 0 tal que u = \v. La recta proyectiva es P! = (C?)*/ ~.

A la clase de equivalencia de (z,y) la notaremos como (z : y).

Proposicién 1.1.12 La recta proyectiva admite estructura de superficie de Riemann.

Demostracién: Sean Uy = P\ {(0: 1)} , U; = P*\ {(1:0)} por tanto U; abierto y P* = UyUUs;.
Definimos ¢; : P\ {(0: 1)} — C tal que ¢1(z : y) = ¢o(1 : y/x) = y/z, ademds x # 0 por ser
(x :y) # (0: 1) y no depende del representante. De manera andloga ¢o : P\ {(1:0)} — C.

Afirmacién: Los mapas ¢g y ¢1 son homeomorfismos.

El cambio de cartas ¢ ) = ¢1 0 ¢0_1£L' = ¢1(x : 1) = 1/x es holomorfo si z # 0, condicién que
cumple para (z : y) € Up N Uy. Andlogo para ¢(q,1).

Concluimos asi que P! admite una estructura de superficie de Riemann. Usaremos la notacién
oo para el punto (1:0). O

Observacién 1.1.13 La esfera es homeomorfa a P! .

(x:1) siz# o0
(1:0) siz=00
que es biyectiva, podemos definir asi f~!. Como f es continua en C falta verificar entonces en oo.
Sea x,, — oo entonces f(z,) = (z, : 1) = (1:1/z,) — (1 :0), por lo tanto f es continua. De
forma andloga f~! es continua, luego f es un homeomorfismo. O]

b

Demostracién: Consideremos la funcién f : C — P! definida por f(z) = {

Definicién 1.1.14 (Curva algebraica plana): Se llama curva algebraica plana al subconjunto de
ceros C = {(x,y) € C?, P(x,y) = 0} C C?, de cualquier polinomio no constante P € C[z,y].



Proposicién 1.1.15 Sean P € Clz,y| no constante y C la curva algebraica definida por C =
{(z,y) tal que P(x,y) = 0}. Si el conjunto D = (C - sing(C)) no es vacio, donde

P
sing(C) = 4 z tal que —(z) = —(2) = 0¢, entonces D admite una estructura de superficie de

Ox dy

Riemann.

Demostracién: Para todo (zg,y0) € D, como %—P (x0,Y0) # 0, segin el teorema de la funcién

Yy
implicita existen abiertos U,, C C, V,, C C con z¢ € Uy, yo € Vyo ¥ fo : Uy, — Vi, funcién
holomorfa, tales que, Vo € U,, el punto F,, := (x, f(x)) € C. Ademés F,, : Uy, — CN(Uyy X Vzy)
es un homeomorfismo y aa—]y)(z) # 0 para z € C N (Uy, X Vy,), es decir (z, f(z)) € D. En caso que

oP
g—P(z) =0 ( en particular a—(z) # O> realizamos una construccién andloga en y.
Y iy

Si definimos las cartas como ¢z, y) 1 D N (Uizg,ye) X Viwo,ye)) — C, donde

T si 8—P(az )#£0
B(zo,0) (T, Y) = Oy 0, %o , obtenemos un atlas en D.

Y en otro caso
Observemos que para cada punto de D existe una carta, D = U D OV (Uagyo) X Vizoo))-
(z0,y0)€ED
Veamos que los cambios de cartas son holomorfos. Si (U, x V)N (U, x V) # 0y g—};(p) #0 #
oP oP

(q), el cambio de cartas es ¢g0¢,* = ppo¢, ! = id. Si g—};(p) (g) = 0, obtenemos lo mismo.

dy By
En caso que g—I;(p) #0 = g—lyj(q) los cambios de cartas son, ¢4 0 ¢ (y) = ¢q(f(y),y) = f(v),

bp o¢;1(x) = ¢p(x,9(x)) = g(x), como f y g son holomorfas, concluimos que los cambios de cartas
son holomorfos, por tanto D admite estructura de superficie de Riemann. [J

Definicién 1.1.16 Dada la curva T’ C P! x P! definida por

2g+1
r = {((xl x9), (y1 1 y2)) € PY x P tal que a0t = 42 H (x1 — aixg)}

cong>1ya; #aj sii#F# j. Diremos que I' es una curva hipereliptica si g > 1, y que I' es una
curva eliptica si g = 1.

2g+1
Notacién: la ecuacién y? = H (z — a;) serd llamada ecuacién afin de T', y notaremos (0o, o)

o simplemente oo al punto ((1:0),(1:0)).

2g+1
. 2g+1 , .
Notar que la ecuacién y%x2g+ = y% H (z1 — a;x2) es homogénea en el par de variables x1, zo

y también en y1, y2, por tanto la igualdad no depende de los representantes que se tomen.

Definicién 1.1.17 Sean g > 1 y T la curva hipereliptica definida por la ecuacion afin y* =
H?f{l(xfai). Llamaremos puntos de Weierstrass de I' a los puntos del conjunto Qr = T'(({oo} U

{(ai = 1),(0:1)}).

Proposicion 1.1.18 Una curva hipereliptica admite una estructura de superficie de Riemann.

Demostracién: la proyeccién mp : I'\ {((1 : 0), (1 : 0))} — C2, dada por 7o ((xo : 1), (3o : 1))
= (20, Y0), es un homeomorfismo sobre su imagen, la que coincide con Cr := IT"\ {c0}. Como la
ecuacion afin que define a esta ultima es no singular, Ct es una superficie de Riemann. Obtenemos
asi un atlas para I' fuera del punto oco.

Falta dar una carta para el punto (oo, 00).



Notemos 71 la proyeccién sobre el otro par de coordenadas m1((1 : z1),(1 : 1)) = (z1,41),

por lo que 71(00,00) = (0,0). La curva imagen esta dada por la ecuacién Cn, = {(z,y) € C?,
2g+1
2297 = 42 TT (1 — asx)}, y existe Uy, entorno abierto de oo = 71 1(0,0) € Uy, tal que 71 es un

homeomorfismo, siendo (0,0) el tinico punto singular de C.
Ahora veremos una construccién llamada explosién, que dard una carta en co = ((0: 1), (0: 1)).
Sea e : C2 — C2?, el mapa dado por e(u,v) = (u, u9v).
2g+1
e 1(Cx) =D U{(0,y),y € C} donde D = {(u,v) tal que u = v? H (1— alu)}, ademas e|p:
D — Cs es un homeomorfismo y (0,0) no es singular en D. Tenemos as{ una carta de la curva T’

en (0o, 00) cuya inversa esta definida por ¢! (y) = 77 ' o e(f(y),y) donde f(y) esta determinado
por el teorema de funcién inversa. Falta ver que los cambios de cartas son holomorfos, para esto
veremos explicitamente las cartas. Sean ¢, : U, — V), , oo : Use — Vi cartas, con U,NUs # 0.
El cambio de cartas ¢, o d7! es:

id=((1/z:1)(1/y:1))

r T
((L:z),(1:9)) l(l/%l/y)
2?0t = T[,(1 — ax) @) =1L — a)
(u,u9v) ii
uw=v*T],(1 — a;u) z
(f(v),v)

v

%f@)(l /f9(v),v) # 0, esta bien definido

ya que para v = 0, ¢} (v) = 0o ¢ U,. Podemos restringir U, de forma que f(v) = 0 si solo
si v = 0, en estas condiciones el cambio de cartas ¢, o ¢ (2) = 1/z es holomorfo, y por tanto
$oo © ¢, ' (2) = 1/ f(2) también. Como las restricciones a Us solo dependen de Cu los restantes

cambios de cartas también son holomorfos, luego I' es una superficie de Riemann. [J]

Por tanto ¢, 0 ¢ 1(z) = 1/f(v) si v es tal que si

1.2. Morfismos

Definicién 1.2.1 (Morfismos): Sean (S,A) y (T, B) dos superficies de Riemann con sus respecti-
vos atlas. Una funcion continua f : S — T es un morfismo siV x© € S, existen abiertos U C S y
V C T, entornos de x y f(x) respectivamente, y cartas ¢ y ¢, tales que v, o f o (;S‘;(lU) s HU)

— (V) es holomorfa.

La condicién de que 9o fop™1 : ¢~ 1(U) — (V) sea holomorfa no depende de las cartas, ya
que los cambios de cartas son biholomorfos.

Observacion 1.2.2 La composicion de morfismos es un morfismo.

Definicién 1.2.3 Sean A y B dos atlas de la superficie S tales que (S, A) y
(

S, B) son superficies
de Riemann. Diremos que A y B son equivalentes si el mapa id : (S, A) — )

(
S, B) es un morfismo.

Corolario 1.2.4 Sean A y B dos atlas de la superficie S tales que A C B y (S,.A),(S,B) son
superficies de Riemann. Entonces A y B son equivalentes.



No todos los atlas estan en la misma relacién de equivalencia. Por ejemplo, sean C y Ay B
los atlas dados por ¢ : C — C con ¢(z) = z y ¢ : C — C donde 9(z) = Z respectivamente.
Las funciones ¢ y ¥ son homeomorfismos y al estar compuestos por una sola carta son atlas. Sin
embargo el mapa ¢ oido ¢! :C — Cestpoidod !(z) =1(z) = z no es holomorfo.

Para las superficies de Riemann con atlas que ya hemos definido usaremos la clase de equiva-
lencia de esos atlas.

En cada superficie de Riemann hay 2 clases [K].

Ejemplo 1.2.5

a.l) Para toda superficie de Riemann (S,.4) la funcién identidad id : (S, A) — (S,.A) es un
morfismo.

a.2) Paraun par de superficies cualesquiera (S, A) y (T, B) cualquier funcién constante f: (S, A) —
(T, B) es un morfismo.

b) Cualquier funcién holomorfa f : C — C es un morfismo.

c) Sea f : P — P! definida como f(xg : 1) = (P(x9,21) : Q(z0,71)) , donde Py Q son
polinomios homogéneos del grado n, tales que P(z,y) = Q(z,y) = 0siy sélo si x =y = 0.
Primero veamos que f estd bien definida. Dado que \"P(z,y) = P(A\z, \y) al igual que @
entonces f no depende del representante ademds como P(z,y) = 0 = Q(z,y) solo se da en
(0,0), f(zo : x1) # (0:0) concluimos asi que estd bien definida.

Veremos ahora que es un morfismo.

Sea (a : 1) tal que P(a,1) # 0 entonces existe U C C abierto tal que a € U, P(z,1) # 0 si
z €U, luego h = ¢p1ofop;': U — C estd dada por h(z) = Q(z,1)/P(x,1), por lo que
h es holomorfa. Andlogo para (1 : b) con h = ¢; " o f o ¢g. En el caso de que P(z,y) = 0
tenemos que Q(z,y) # 0 tomamos h:¢alofo¢1 Siy#Oyh:gbo_lofoqﬁo si x # 0.
Notacién: Para f(zo : z1) = (P(z0,71) : Q(z0,21)) morfismo, notamos P(t) = P(t : 1),
Q) =Q(t:1).

d.1) Traslaciones en el toro: Una funcién de traslacién en C, esto es f(x) = x+a, induce la funcién
h:T — T donde h([z]) = [x + a], no depende del representante de ya que [t +n+im+a] =
[x + a]. Se tiene que h es morfismo. Esta construccién vale para cualquier toro de 1.1.10.

d.2) Multiplicacién en el toro: La funcién de multiplicacién por un entero en C , esto es f(z) = kx
con k € Z, induce la funcién h : T — T, donde h([z]) = [kz]. Siz ~y, x =n+im+y
entonces kx = k(n + im + y) ~ ky; tenemos asi que estd bien definida. Esta construccién
también se puede extender a los toros de 1.1.10.

d.3) Automorfismos extras: La funcién de f(z) = iz induce la funcién en T, h : T — T donde
h([z]) = [iz], si x ~ y, x = n + im + y entonces kx = i(n +im+y) = —m+in+iy ~ iy
por lo que h esta bien definida. Este morfismo, a diferencia de las anteriores, no se puede
extender a los toros de 1.1.10.

e) Involucién: Decimos que un morfismo f : S — S, es una involucién si y sélo si es distinto
deidy fof=id.
e.1) El morfismo f : P* — P! | f(z0: 1) = (21 : @0) es una involucién.
e.2) El morfismo del toro f: T — T, donde f([z]) = [—z], es una involucién.

e.3) En toda curva hipereliptica el morfismo 7 : T' — T, tal que m((zo : 1), (yo : ¥1)) =
((zo : 1), (—yo : y1)) es una involucién.

Es natural preguntarse si existe algiin morfismo no constante entre dos superficies de Riemann
cualesquiera. En general la respuesta es negativa, sin embargo, toda superficie de Riemann admite
morfismos no constantes a P'. Esto se deduce del teorema de Riemann-Roch [F-K].



Definicién 1.2.6 (Isomorfismo): Un morfismo f : T — S es un isomorfismo, si y sdlo si es
biyectivo. En caso de que f : S —> S sea un morfismo biyectivo diremos que es un automorfismo.

Notacién: Aut(S) = {f : S — S tal que f es automorfismo }

La composicién de isomorfismos es un isomorfismo.

Verifiquemos que para todo isomorfismo f : T — S el mapa f~!: S — T también lo es. Sea
y € SyaxeT tales que f~!(y) = z. Existen entonces cartas y abiertos para los cuales ¢o fo¢~1:

U — V es holomorfa. Como ademaés es biyectiva, su inversa ¢ o f~1 o1p~™1 : V — U también es
holomorfa, ademds de ser biyectiva; por lo tanto f~! es un isomorfismo.

Observacién 1.2.7 Para toda superficie de Riemann S, (Aut(S),o,id) es un grupo.

Las involuciones son automorfismos.

Definicién 1.2.8 (superficies isomorfas): Dadas dos superficies de Riemann (S, A) y (T,B), de-
cimos que son isomorfas si existe un isomorfismo f: S — T.

Notar que ser isomorfa es una relaciéon de equivalencia entre las superficies de Riemann.

Ejemplo 1.2.9

a) La esfera C y la recta proyectiva P! son superficies isomorfas. Basta con notar que el homeo-
morfismo de 1.1.13 es ademas un isomorfismo.

2g+1
b) (Formas canénicas): Sean I' una curva hipereliptica con ecuacién afin y? = H (x—a;)y
i=1
wp, w1 € Qp donde w; # oo. Entonces existe una curva hipereliptica I’ con ecuacién afin
2g—1
y? =z(z—1) H (x — G ) y un isomorfismo f : I' — I" tal que f(wo) = ((0:1),(0: 1)),
j=1

flw)=((1:1),(0:1)) y f(oco) = oo. Este mapa es realizar un cambio de variable, es decir,
visto en las ecuaciones afines es t — ax + .

Podemos suponer wy = ((az : 1)(0:1)) y w1 = ((a1 : 1)(0: 1)).
Definimos

oz o) = (20 v ) (i) -

a1 — ag a]; — a9
= (zo — azw1 : (a1 — az2)21), (Yo : (a1 — az2)y1)

en particular f((z:1)(y: 1)) = (““2 ;1),( Y :1).

a; — az a; —ag
2g+1
Si (ug : up)(vg : v1) = f((xo : x1), (yo,y1)) entonces se cumple que y%x?gﬂ =y? H (zo —
2g+1

a;x1), por lo tanto v2uidt! = v? H (up — uy(a; — ag)/(a1 — az)). Definimos entonces I con
2g—1 s —a

ecuacién affn y? = x(x — 1) H (m — w), entonces f : I' — I es un morfismo
ap — az

biyectivo, por lo que es un isomorfismo, ademds f(wp) = ((0:1),(0: 1)), f(w1) = ((1:1)(0:
1))y f(o0) = oo.

¢) Los morfismos de 1.2.5.d y 1.2.5.e son biyectivos y por lo tanto isomorfismos.

d) Todo Toro como en 1.1.10 es isomorfo a una curva eliptica [K].



Definicién 1.2.10 Dada I' curva hipereliptica, decimos que estd dada en forma candnica si y sélo
si 0 y 1 son raices de la ecuacion afin.

Definicién 1.2.11 Para todo A € C\ {0,1} notamos X a la curva eliptica dada por la ecuacion
afin y?> = x(x — 1)(x — \)

Observacién 1.2.12 Para toda curva eliptica S existe A € C\ {0, 1} tal que S es isomorfa a X.

Proposicién 1.2.13 Todos los morfismos de P' son como en 1.2.9.c, es decir un cociente de
polinomios.

Demostracién: Por 1.2.9.a existe i : C — P! un isomorfismo. Podemos trasladar asi los mor-

fismos de una superficie a la otra, esto es, dado R un morfismo de P!, i~! o R o4 es un morfismo
de C.

Pl<‘ C

Pt~ C

Todo morfismo de P! llevado a la esfera es un cociente de polinomios (ya que esos son todos
los morfismos de la esfera), como 4 es un isomorfismo simétricamente tenemos que todo morfismo
de P! proviene de un cociente de polinomios, ya que estos procedimientos son inversos.

Sea R un morfismo de la esfera B = P( )/ Q( ) con Py Q coprimos de grado n,m respectiva-
mente, SUpONgamos k =mn—m > 0. Definimos P(z,y) polinomio homogeneo en x, y como P(ac Y)
=y 0 % iyn=i donde P(t) = S pait' y Q dado por Q(z,y) =y ZJ o(bjy?z™7) donde Q=
ijo b;t7, por lo tanto Py @ tienen el mismo grado. Sea R dado por R(x : y) = (P(z,y) : Q(z,y)),
que esté bien definido ya que como Py @ son coprimos por tanto P(z,1) = Q(z,1) = 0 no ocurre
para ningtn z, en oo se tiene P(1,0) = a, # 0 por lo tanto R es como en 1.2.5.c, ademés R hace

conmutar el diagrama. Concluimos asf que todos los morfismos de P! son de la forma de 1.2.5.c.
O

Definicién 1.2.14 (funciones meromorfas): Dada una superficie de Riemann S, una funcién me-
romorfa de S es un morfismo f : S — PL.

Observacion 1.2.15

Notar que si f : S — P! es un morfismo y ¢, : U, — V,, es una carta entonces ¢g o f o
¢ 1 Vo — C es una funcién meromorfa en el sentido usual. Recfprocamente, si tenemos
una funcién f S — C, donde Vg € S existen U, abierto de ¢ y ¢4 carta donde f ° ¢, L
(b;l(Uq) — C es meromorfa entonces se puede deﬁnlr f S — P! morfismo tal que f(gq )

{¢0_10f( q) si¢;'(q) no es polo de f si f
( .

es como antes, entonces § = 1 f también cumple
1:0) en otro caso ! 9 /f P

las propiedades, por lo tanto define una morfismo g : S — P!,

Corolario 1.2.16

Sean f: S — Pl y g : S — P! dos morfismos; entonces Vg € S existen abiertos Ui, Us
de ¢ y cartas 1, ¥ tales que f = ¢go fouyt : 7 U;) — C es meromorfa. Lo mismo
para g ¢p © g o 1/12_1 : 1/)2_1(U2) — C. Podemos suponer U; = Us y 11 = 1o, definimos
h = f X gy (U1) — C que es meromorfa por ser producto de meromorfas, esto vale para
cualquier ¢, por lo tanto h define un morfismo h : S —» P! como en 1.2.15.

A partir de ahora solo consideraremos superficies de Riemann compactas.



Proposicién 1.2.17 Un morfismo f: S — T es constante o abierto.

Demostracién: Sea z € S, f(x) =y existen U, C S, V,, C T abiertos y ¢,, 1, cartas tal que,
T €U, y€eVyyh=1y0fop ¢ (U,) — (Vz) es holomorfa, por lo tanto h abierta o
constante. Sean Uy, U, definidos por Uy = { z € S tal que 3U, abierto de S y x € U, con fy,
abierta } y Uy = { « € S tal que 3U,, abierto de S'y x € U, con fjy, constante }. Tenemos asi que
Uy, U, son abiertos, ademds S = Uy UUs y Up NUs = ), luego como S conexa Uy = () o Uy = ().

Si U; = 0 entonces f es localmente constante, de nuevo como S conexo f es constante. Si
Us; = () entonces f es localmente abierta por tanto es abierta [

Proposicién 1.2.18 Si f : S — T es un morfismo no constante, entonces #f 1(y) < oo, V
yeT.

Demostracién: Supongamos que 3 yo € T tal que #f~!(yo) = oo. Como S compacto 3 x¢ tal
que xg es de acumulacién de f~1(y), ademds como f continua f(xg) = yo. Sean U, V abiertos
con xg € Uy ¢, ¢ cartas de S y T respectivamente como en la definicién 1.2.1 entonces como h =
Yo fop~t:i ¢~ (U) — (V) holomorfa y ademds yo tiene preimagenes que acumulan entonces h
es constante, por lo que f es constante. [J

Observaciéon 1.2.19 Sea f : S — S un morfismo, entonces si f # id, la cantidad de puntos
fijos es finita.

Definamos ahora algunas propiedades de los morfismos.

Definicién 1.2.20 (indice): Sean S y T dos superficies de Riemann con sus respectivos atlas,
f:S — T un morfismo no constante y x € S. Sean U C S abierto con x € U, V C T abierto
con f(x) €V ycartas ¢ : U — U’y : V — V' tales que h =1po fogp=t: ¢ Y (U) — (V)
es holomorfa. El indice de f en x (Notacidn inds(x)) es el grado de h en ¢(z); es decir, indys(z)
= gradon(¢(z)).

Para que la definicion tenga sentido basta ver que no depende de las cartas elegidas, es decir que
para ¢y , ¢ y otras cartas tales que ¢; 0 fop; ! = hy es holomorfa, gradoy, (é(z)) = gradop, (¢1(x)).
Para eso alcanza con notar que los cambios de cartas son biholomorfismos, es decir, h; = 1109 to
wofogplogo ¢f1 =Yooty tohogo (;Sfl que es composiciéon de h con los cambios de cartas,
por lo que el indice no cambia.

Definicién 1.2.21 (Punto de ramificacién): Dado un morfismo f : S — T, x € S es de ramifi-
cacion si indg(x) > 1. Ademds notaremos Ramy(x) = inds(x) - 1.

Notacién: Rams(S) = {z € S tal que ind;(z) > 1}.

Ejemplo 1.2.22
a) Cualquier isomorfismo f : S — T cumple que para todo Vo € S, inds(x) = 1. En particular
Ramy(S) = 0.

b) Sea f: P! — P! definida como f(zg : z1) = (z§ : 2}). Dado (z : 1) entonces ¢g o fo ¢y :

C—Cesggofo ¢0_1(x, 1) = 2™ holomorfa, tenemos asi que inds(z,1) = {711 : i 7_£ 8
Para (1 : 0) tomamos las cartas ¢ o fo¢; " : C — C con ¢ o f o ¢7*(2) : 2™, como
(1:0) = ¢;'(0) se tiene ind (1 : 0) = n.

¢) Para todo k # %1 la multiplicacién por k en el toro (1.2.5.d.2) no es un isomorfismo pero no
tiene puntos de ramificacion.
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Proposicién 1.2.23 Dado f: S — T un morfismo no constante, entonces #Ram(S) < oco.

Demostraciéon: Supongamos que hay una cantidad infinita de puntos de ramificacién. Sea una
sucesién x,, con ind¢(z,) > 1, como S es compacta podemos tomar x, — x. Existen entonces U,,
Vs Gu, wz como en 1.2.20, luego h = o fodp™1 : ¢t — 1, (V) es holomorfa, ¢ 1 (z,) — ¢, (z)
y W (¢ (x,)) = 0 por lo tanto h constante. Concluimos asi que f es constante. [J

Definicién 1.2.24 (Ramificacidn de un morfismo): Sea f : S — T un morfismo no constante.
La ramificacion de f es la suma formal finita de los puntos de ramificacion con coeficiente el indice
de ramificacion correspondiente.

Notacién: Ram(f) = Z Ram(zx) z.
z€Ramy(S)
Notacién deg(Ram(f)) = Z Ram(x).
x€Ramy(S)

Proposicion 1.2.25 Sean f : S — T un morfismo no constante y x € S. Entonces existen
abiertos U € S,V C T donde x € U y f(U) =V y cartas ¢ : S — D(0,1) con ¢(z) = 0,
W : T — D(0,1) tales que o fogp™t: D(0,1) — D(0,1) cumple o fo¢p~1(2) = 2", donde n
= indy(z).

Demostracién: Dado z € S sean U € S, V C T abiertos con z € U y ¢A> U — Uy, 1/} V—W
cartas donde h = ¢po fo¢~! : Uy — V; holomorfa. Podemos asumir que (U \ {z}) N Ram (S) = 0,
por ser # Ram(S) < co. Sean a = ¢(z) y b = 9 (f(x)), como ¢(z) = a € U; C C abierto, existe
r > 0 tal que B(a,r) C Uy definimos hy = t_yohog: B(0,1) —> t_,(V1)(= W1) donde g~ (z) = =
y t_p(2) = z — b, por lo tanto h; es holomorfa. Como hy(0) = 0 se tiene que hy(z) = 2" H;(z)
donde H; holomorfa y H;(0) # 0, ademés como g y t—; son biholomorfas entonces n =indy(z).

El mapa F(z) = z/H(z) estd bien definido en un abierto W de 0 € Wa. Luego F holomorfa,
F(0) =0y F'(0) # 0, por tanto existe un ablerto W3 C Wa, 0 € W3 donde es biholomorfa
a su imagen. Sea s > 0 tal que B(0,s) C hy'(W3). Definimos h : D(0,1) — D(0,1) dada
por h = pgn o F o hy o p,—1 donde p,(2) = uz, que es biholomorfo, luego h(z) = 2. Como en
cada paso solo se tomaron restricciones y composiciéon con funciones biholomorfas, ¢ = (]3 o ps_,l1 y

P =pgmokFo 1@ son cartas, por ultimo h =¥ o f o ¢.00

Proposicién 1.2.26 Sean f : S — S una involucién y © € S tales que f(x) =
existen un abierto U C S y una carta ¢ : U — D(0,1), tales que x € U, f(U)

pofop™t:D(0,1) — D(0,1) es h(z) = —z.

Demostracién: Sean V C S un abierto tal quez € Vy f(v) # v, Yo € V\{z}y ¢ : V — B(0,1)
una carta con ¢(z) = 0. Existe entonces W C V abierto, z € W tal que f(W) C Vy fL(W)C V.
Luego 3r > 0 donde ¢(W) c B(0,r). Sea U = Npez f7 (W), se tiene que x € Uy f(U) =10.
Como f2(W) =W, U es abierto por ser interseccién finita de abierto.

Tomemos D C D la componente conexa de 0 = qb( ) donde D = ¢(U) c B(0,r). Veamos que
D es simplemente conexo. Como qS ofo qS YD ) =D, gf) ofo d) 1(0) =0, 0 € D y D componente
conexa, entonces ¢ o fo gﬁ_l(D) =D.

Veamos que D es simplemente conexo. Sea v : S* — D C B(0,r) una curva, v es homotépica
a 0 en B(0,7), de hecho, H : [0,1] x S — B(0,r), dada por H(t,s) = ty(s) C B(0,r) es una
homotopia. Para F = ¢o fo¢d~toH : [0,1] x S* — B(0,1) se tiene F(1,s) = f((s)) C

x. Entonces

D c B(0,r), como ademés |H(t,s)| = [ty(s)| < |y(s)| entonces por el principio de médulo maximo
F([0,1] % S1) c B(0,7). Se deduce asi que Im(H) C D por tanto D simplementeconexo. Definimos
U=¢Y(D).

Como D es simplemente conexo y 0 € D, existe g : D — B(0, 1) biholomorfa tal que g(0) = 0.
Definimos asf la carta ¢ : U € S — B(0,1) por la férmula ¢ = g o ¢. Por tltimo, h = ¢o fog™?
B(0,1) — B(0,1) es una funcién holomorfa biyectiva, donde h(0) = 0. Por tanto es una rotacién
no trivial, y como ademéds h o h(z) = z deducimos que h(z) = —z.00

El resultado 1.2.26 no se cumple para cualquier punto fijo de indice 1. De hecho, no es ni
siquiera suficiente que f sea un automorfismo.

11



Ejemplo 1.2.27

r+1 siz#oo
0o siz=o00
Sea U C C abierto tal que oo € U, U = K¢ donde K compacto. Dado = € C existe n € Z tal
que f*(z) € U (x ¢ K). Por tanto el tinico abierto U con oo € U tal que f(U) = U es U = C.
Luego no existe una carta como en la observacion 1.2.26.

El mapa f : C — C, definido por f(z) = { , s un automorfismo.

Definicién 1.2.28 (Discriminante): Sea f : S — T un morfismo, cuya ramificacion es Ram(f)
=Y Ram(x)x yY ={y € T cony = f(x) x de ramificacidn }. El discriminante es la suma
formal de las imdgenes de los puntos de ramificacion, esto es,

Disc(f):z Z Ram(z) | y.

yeY \zef-1(y)

Si y es tal que 3  de ramificacién tal que f(z) =y, diremos que y estéd en el discriminante.

Definicién 1.2.29 Para f: S — T un morfismo no constante, el soporte del discriminante de
f es el conjunto Sop(Discy) ={y € T cony = f(z) x de ramificacion }.

Corolario 1.2.30 FEl soporte del discriminante es finito.

Alcanza con notar que los puntos de ramificacién son una cantidad finita.

Definicién 1.2.31 (Divisor de ceros y polos): Dada una funcion meromorfa f, el divisor de ceros
y polos es la suma formal de puntos de las preimdgenes de cero (0:1) menos las preimdgenes de

infinito (0:1), esto es (f) = Z indy(z)x - Z indy(x)x. Ademds notaremos (f)o =
z€ f~1(1:0) z€f~1(0:1)
Z indp(x)x Y (oo = Z indg(z)x.
z€f~1(1:0) z€f=1(0:1)

Observacién 1.2.32 Si f : S — P! es un morfismo entonces para g : S — P! definida por l/f
como en 1.2.15 se tiene que (h) = —(f).

Observacién 1.2.33 Si f: S — P! 4 g: S — P! son morfismos entonces h : S — P! definido
por h = f x § como en 1.2.16 cumple que (h) = (f) + (9).
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Capitulo 2

Propiedades de morfismos,
construcciones auxiliares y curvas
hiperelipticas

2.1. Grado de morfismos y féormula de Riemann-Hurwitz

Definicién 2.1.1 (Cantidad de preimdgenes contadas con multiplicidad) Dados f : S — T un
morfismo no constante y z € T. Llamamos cantidad de preimdgenes contadas con multiplicidad al
numero E¢(y) = Z indy(z).

z€f~1(2)

Esta bien definido ya que por 1.2.18 todo punto tiene un numero finito de preimagenes.

Un polinomio f de grado n es un morfismo de C en el que genéricamente (salvo en Sop(Discy))

cada punto tiene n preimdgenes. Ademds se tiene que E;(y) = n, Yy € C. Este resultado se
generaliza a cualquier morfismo entre superficies de Riemann compactas.

Lema 2.1.2 Sean f: S — T un morfismo no constante y x € S tales que ind;(x) = n. Existen
abiertos U, C S, Vo C T donde x € Uy, f(x) € V, para los que fiy,: Uy — Vi cumple que

#[i0t (2) = n para z # f(a) y #f75 (f(2) = 1.

Demostracién: Se deduce de 1.2.25.

Proposicion 2.1.3 Si f : S — T es un morfismo no constante, entonces existe un entero positivo
n, tal que E¢(y) =n para todoy € T.

Demostracién: Probaremos que los conjuntos T, = {y € T tal que Ef(y) > n} son abiertos y
cerrados en T'. Por tanto, como T es conexo, o bien T, = T o bien T,, = 0, ademds T,, D Tp,41 y
Ty = T. Luego existe n tal que T, =Ty Tp41 = 0, es decir E¢(y) = n para todo y € T.

Afirmacién: T}, es abierto. Para yo € T),, sean 1, ..., ; las preiméagenes de yg y m = Z

zef~1(y
indy(z) > n. Existen abiertos Us,, V,, como en el lema anterior y ademds podemos asumir C(llfe)
Up NU,, =0sii#j. Sea V= ﬂVwi, que es abierto por ser interseccion finita de abiertos. Luego

siy €V \{yo} tenemos que #f~'(y) NU,, = indy(x;) es decir k = Y inds(x) >m > n por
zef~1(y)
lo que y € T,,. Concluimos asi que T}, es abierto.

Afirmacién: T,, es cerrado. Sea y; € T}, una sucesién convergente y; — y. Como Sop(Discy) es
finito, podemos suponer que y; ¢ Sop(Discy), por tanto como E(y;) > n entonces #{f ' (y;)} > n.
Podemos tomar asf n sucesiones x(; ) donde, k = 1,...,n, x(; 1) # 2w para k # k' y f(xir) =
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y;. Como S compacto cada una de esas sucesiones tiene una subsucesién convergente, podemos
suponer que T(; xy — Tx. Los z no tienen por qué ser distintos.

Llamemos x,, a los distintos puntos limite. Para cada x,, existen abiertos U,,, V,, tal que
Vz € V,, \ {y} se tiene que #f~'(2) N U,, = t, donde t,, = inds(z,,). Podemos considerar
Vin = Vi y Uy N Uy = 0 si m # m’. Como (; 5y — xp Fip tal que x(; ) € Uy para i > i,
es decir que #[{f ! (y:)} N (U,, Un)] > n por lo tanto Y t; > n es decir E¢(y) > n. Concluimos
asi que T;, es cerrado.[]

Corolario 2.1.4 Todo morfismo no constante entre dos superficies de Riemann compactas es
sobreyectivo.

Definicién 2.1.5 (Grado): Sea f : S — T wun morfismo no constante. El grado de f es la
cantidad de preimdgenes de un punto, es decir E¢(q) con g € T.

Por 2.1.3 esta bien definido ya que no depende de punto.
Notacién: deg(f).

Lema 2.1.6 Dados f : S — T, g : T — Z morfismos y x € S. Entonces indgor(x) =
indg(f(x))inds ().

Demostracién: Por definicién de indice existen abiertos U C S, Vi C T tal que x € U, f(x) € V}
y cartas ¢ : U — U’, 1y : Vi — V{ donde indj(x) = gradoy,ofoe-1(¢(2)). Andlogo para g con
Vo CT, W C Z abiertos y ¢p : Vo — V3, ¢ : W — W' cartas para las cuales ind,(f(z)) =
gradowogowz—l (¥2(f(2))). Podemos suponer que Vi = Va y 11 = 9. Tenemos asi que

indgoy = gradogogofop-1(P(r)) = gradogyegoy -1 (V(f()) gradoyefop-1 (o))
= indy(f(x)) inds(x). O

Proposicién 2.1.7 Sean f : S — T, g : T — Z son morfismos tales que deg(f) = n y
deg(g) = m. Entonces go f: S — W es un morfismo y deg(g o f) = mn.

Demostraciéon: Como g o f es un morfismo, alcanza con contar la cantidad de preiméagenes de
z € Z donde z ¢ Sop(Discgor), ya que en ese caso Eyop)(2) = #{(go f)~'(2)}. Por el lema 2.1.6,
dado z € S, © ¢ Ramgy,;(S) si solo si x ¢ Ram(S) y f(z) ¢ Ramy(T). Como Ramjo,(S) es un
conjunto finito existe z € Z tal que (go f)™'(2)N Ram o, (S) = 0. Como z ¢ Sop(Discy), #4971 (z)
= m y a su vez para cada y; € g~ '(z) como y; ¢ Sop(Discs) se tiene #f~!(y;) = n. Por dltimo
#(go f)~1(z) = nm y z ¢ Sop(Discg o f) entonces E(gor)(y) = nm y deg(go f) = nm.0]

Veremos ahora como se refleja un atributo de las superficies (género) en términos de la ramifi-
cacion de sus morfismos.

Definicién 2.1.8 Triangulacion:

Sea S una superficie de Riemann compacta. Una triangulacién de S es una terna C = (V,E,F)
tal que:

a) El conjunto V es finito, VC S y V## (). Llamamos vértices a los elementos de V.

b) El conjunto E es finito, E # @) y si e € F, entonces e:[0,1] — S es una funcién continua.
Llamamos aristas a los elementos de E.

¢) El conjunto F es finito, F # () y si f € F, entonces :A — S es una funcién continua. Donde
A es el tridngulo del plano delimitado por las ecuaciones 1 —x >y, y > 0, > 0. Llamamos
caras a los elementos de E.

Ademas C satisface las siguientes propiedades.
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(i) El conjunto de vértices es V = {e(0), e € E} |J{e(1), e € E} (es decir los puntos extremos de
las aristas).

(ii) Sie € E, entonces e|(g,1): (0,1) — ¢(0,1) es un homeomorfismo y Im(e |(o,1y) NV = 0.

(iii) Sif e F entonces fﬁ es un homeomorfismo a una componente conexa Ky de S\A donde A =

U ([0, 1]), la unidén de las imégenes de las aristas. Ademds para r:[0,1] — [0, 1] y o :[0, 1]
ecE

— A con i € {1,2,3} definidos por:
r(t) =1—1t, 01(t) = (¢,0), o2(t) = (1 — t,t), o3(t) = (0,1 —t)
Entonces o bien f oo; o bien f oo;0 r es una arista para todo i € {1,2, 3}.

(iv) El mapa f — K& definido de F a las componentes conexas de S\A es una biyeccién.

(v) Para todo e € E existe exactamente una cara fI tal que e = ff 0 0y, y existe exactamente
una cara f; tal quee =£f; oo;_ or

Mas alla de la definicién formal, una triangulacién es una forma cubrir la superficie con tridngu-
los, de forma que se peguen “bien”.

La condicién (iii) determina que la superficie estd cubierta por tridngulos abiertos y sus clau-
suras, que son aristas. A su vez por la condicién (ii) y (i) el interior de cada arista es homeomorfo
a (0,1), y su clausura son los vértices. Recordar que ademds tanto aristas como caras se extienden
continuamente. Por tltimo la condicién (v) nos dice que cada arista es compartida por exactamente
2 caras, y es recorrida una vez en cada sentido.

Corolario 2.1.9 Seani:S — T un isomorfismo y C = (V,E,F) una triangulacién de T. Existe
una triangulacion C'= (V’,E’,F’) en S, definida por V' = {i"Y(v),ve V}, E'={i"loe e € E},
F'={i"Voffe F}.

Ejemplo 2.1.10 Existe una triangulacién para P'.

Demostracién: La esfera puede ser cubierta con 8 tridngulos, obtenidos por la divisién de cortar
por tres lineas de ecuador (dos pasando por dos puntos opuestos y la tercera perpendicular a las
dos primeras. Luego como la esfera es isomorfa a P! podemos trasladar la triangulacién.

Sea D el disco unitario y A; los 4 cuadrantes del plano, llamemos D; = DNA;. Seaf; : A — Dy

y(1+a2)'? o
definido por fy(z,y) = { \ ™ (1— )12 si  #
(1,0) st (,y) = (1,0)

Afirmacién: f; es un homeomorfismo. Por definicién f; es continua salvo en a lo sumo (1,0).
1 1/2
Como f; fija la primer coordenada, fi(x,0) = (2,0) y fi(z,1 —2) = (m, (1—2x) (M)) =
—x
(z, (1 —x2)'/2). Para el segmento de recta I = [(x,0), (z, 1 — )] se tiene que f;(I) = [(z,0), (z, (1 —
22)Y/2)] es continua, ademds f; restricta a I es lineal, por lo tanto es biyectiva. Como A y D; son
compactos Hausdorff, entonces f; es un homeomorfismo.

Definimos fi(2) = f1(2)i*~! para k € {1,...,4}, es decir una rotacién. Se tiene entonces que fj,
es un homeomorfismo en su imagen, que es Dj,. Luego definimos gy (z) = 1/fj.(z), tenemos asi que
U(fk(A) Ug,(A)) = C. Definimos asi C = (V,E,F) como F = {f;,g,}, E = {fx 0 0,8, 0 0; donde

k
o, como en la definicién de triangulacién} y V ={0, 1, —1,, —i, 00}.
Veamos que hemos obtenido una triangulacion.
Las propiedades (i) y (ii) son inmediatas por la definicién de C. Para (iii) y (iv), las caras son

homeomorfismos de A en su imagen. La unién de las imdgenes de las aristas es A = | J e([0,1])
e€E

= {z, Re(z) =0} U {z, Im(2) = 0} U {2, |z] = 1} U {00}, asique las componentes de C\A son Dol

y 1/ D;. Por lo tanto las caras son homeomorfas a las componentes conexas de C\A, y por como
definimos las aristas estas son f oo, para alguna cara f.
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(v) La arista ep:[0,1] — C, eo(t) = t, Im(eg) C Dy , Im(eg) C Dy por lo que f; 00y = e =

fy 0 o030 1. Para e arista con Im(e) ¢ {z,]2| = 1} o bien e(t) =ieq(t) o bien e(t) = por

tanto cumple (v). Para e;:[0,1] — C, e;(t) = cos(tm/2) + isin(tr/2), entonces Im(e;) C Dy,
Im(e;) C 1/Dy, tenemos asi que f; o 09 = e; = g1 0 090 1, por lo que e; cumple (v). Andlogo
el resto de las aristas que cumplen que Im(e)C {z tal que |z|} = 1, ya que son rotaciones de e;.
Concluimos asi que C es una triangulacién para C. Luego existe una triangulacién para P.0]

arista

® vertice -2

Proyeccién de la triangulacién de 2.1.10 sobre C

Esto no es una particularidad de P!, ya que es sabido que toda superficie de Riemann admite
una triangulacion.

Proposicién 2.1.11 Sean S una superficie de Riemann, C = (V,E,F) una triangulacion de S y
z € S. Existe una triangulacion C’ = (V’,E’,F’) de S tal que V' = VU {z}.

Demostracién: Sea C una triangulacién con caras E aristas F y vértices V, si z € V es inmediato.

[e]
Si z esta en el interior de una cara, es decir existe fy € F tal que z € f5(A), tomamos los segmentos
de recta que unen los vértices de A con (xg,yo) = fgl( ). Esto genera 3 tridngulos A; j—123. A1

delimitado por las ecuaciones y > 0, y > (y—(’) z, 1+ (yo 1) x >y, Ag delimitado por z > 0,

(y(’)x > v, y"(l x) >y y Az delimitado por z —1 > y, y > 1 + (y" l)x y > y”(l x) que
estdn bien deﬁmdos por ser (zg, yo) interior. Sea g1 : A — A; el homeomorfismo lineal gl(m, y) =
x(zo,yo) + y(0,1) ademds g, fija la arista comin. De manera anédloga tenemos g; : A — A; con
i=2,3-

Definimos asi f; = fy og; y e; = f og;o0;. Sea C’ = (V',E’F’) dado por F’ = (F \ {fo}) U{f1, f2, {5},
E’ =E J{e1,e2,e3} y V' = V [J{z}. Veamos que C’ es una triangulacion.

Las propiedades (a), (b) y (c) son inmediatas.

Los extremos de las aristas que se agregaron estdn en V’, y a su vez z es extremo de {1, por lo
tanto se tiene (i).

Para (ii) alcanza con notar que Im(e;) C fo(g).
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) o

Dada f € F\{fo} una cara, f|&:£ — f(A) es un homeomorfismo donde f(A) es una componente

¢

de S\A = (U elo, 1]> va que ([0, 1))Nf(A) = 0. Dado i € {1,2,3}, f; |£:£*> £,(A) es un
ecE’

homeomorfismo, a su vez fi(é) esta delimitados por las aristas de fy y los e;, tenemos entonces

(iii). De lo anterior se deduce también (iv).

Verifiquemos ahora (v). Dada una arista e € E tal que Im(e) N Im(fy) = @ entonces existen
exactamente dos caras f, f € F\{fo} tales que e = foo; = fo g or. Sie € E, Im(e) N Im(fy) # 0 y
e # e; entonces e = fpoo; o biene = fypoo;0r y existe f € F\ {fo} tal que fyo0; = foajor.
Ademss si f € F\{fy} es tal que Im(f)Ne # 0 entonces f € {f,f,}.

Para e; alcanza con notar que 2 de los f; lo recorren uno en cada sentido.

Por tltimo si 3 e € E tal que z € ¢(0,1), entonces existen f1, fo € F tales que z € Im(f;) N
Im(fy), f; # f5. Tomamos ¢ : U — V una carta tal que z € U, UN Im(e’) =0, V ¢ € E\{e} y
Im(f) NU = 0, V 7 € F\{f1,f2}. Luego existe un homeomorfismo h de V que se puede extender
al borde como la identidad tal que ¢(z) ¢ h(¢(Im(f; N U)). Cambiando luego f; por f; donde

(2) = { f;(x) sif;(z) ¢ U
v ¢ tohopofy(xr) en otrocaso

De esta forma tenemos una triangulacién que no cambio los vértices y que esta en las hipdtesis
del caso anterior.[]

Definicién 2.1.12 Sean S una superficie de Riemann y C una triangulacion de S. La caracteristi-
ca de Euler, que notaremos x(s,c), €s igual a x(s,c) = #F - #E + #V

Teorema 2.1.13 La caracteristica de Fuler no depende de la triangulacion elegida.

Demostracién: [K]

Como la caracteristica de Euler no depende de la triangulaciéon C, la notaremos yg.

Definicién 2.1.14 El género de una superficie de Riemann triangulable S, es g = %(2 —Xs)-

Ejemplo 2.1.15 El género de P! es 0.

Demostracién: Basta con notar que en la triangulacion de 2.1.10 tenemos 8 caras, cuyas image-
nes son Dy y 1/Dy, 6 vértices {1,4,—1,—i,0,00} y 12 aristas.

El corolario 2.1.9 muestra cémo dada un triangulacién de la superficie T, y un isomorfismo
f S — T, podemos dar una triangulaciéon de S. Veamos que esto se puede generalizar a un
morfismo cualquiera.

Lema 2.1.16 Sean S y T dos superficies de Riemann, m : S — T un morfismo de gradon >0y
V C T un abierto homeomorfo a B(0,1), tal que VN Sop(Disc,) = (). Entonces m=*(V) = U Ui,
i=1

donde los abiertos Uy, i = 1,...,n son disjuntos entre si y 7 |y,: Uy — V' es un homeomorfismo,
para todo v =1,...,n.

Demostracién: Sean U una componente conexa de 7= 1(V), f : V. — B(0, 1) un homeomorfismo
y &g € U con 7(xg) = yo. Como V es un abierto y 7 continua, U es un abierto.
Afirmacién: 7 |g: U — V es sobreyectiva.
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Dado y € V, sea v : [0,1] — V una curva donde v(0) = yo y ¥(1) = y. Sea ¢ = sup{t tal que
7 Ys)NU # 0,Vs € [0,t]}, es decir hasta cuando hay una preimagen por m de . Como V abierto
y 7 es localmente un isomorfismo en o, Sop(Discf)NV = (). Luego € > 0.

Veamos que € es méximo. Sean t,, — € y 7(x,) = v(t5), como S compacto, podemos suponer
que x,, —> x. Por lo tanto 7(x) = h’rrln m(xy) = h’rrln ~Y(tn) = 7(e) € V. Sea U’ la componente conexa

de 77Y(V) con x € U’, como U’ es abierto existe ng tal que x,, € U’ Vn > ng, por tanto U = U’ y
€ €s MmAaximo.

Luego el mismo argumento que muestra que € > 0 concluye que e = 1. Por tanto 7 |y es
sobreyectiva.

Afirmacién: 7 |[y: U — V es inyectiva.

Sea m = max{#[r 1(y) N U], cony € V} < grado(r) < co. Si m = 1 entonces 7 inyectiva.
Supongamos que m > 1, podemos suponer sin perdida de generalidad que yg realiza el maximo m
y que f(yo) =0.

Como 7 es localmente isomorfismo en U, existe t > 0 tal que (f o m)~1(B(0,t)) son m
abiertos disjuntos, en particular restricto a cada abierto es un homeomorfismo. Definimos ¢ =
sup{t tal que (f o 7)~1(B(0, s)) son m abiertos disjuntos Vs € (0,¢)}. Si € = 1 entonces U no es
conexo lo que es una contradiccién. Claramente € es maximo. Llamemos U; a cada una de las
componentes de (fom)~!(B(0,¢)). Si [0U; NOU,;|NU = 0, Vi # j entonces existen U; 2 U; abiertos

m

para los cuales la f o 7 es un homeomorfismo, en particular m (fom(U})) 2 B(0,¢), por tanto €
i=1
no es maximo lo que es una contradiccién. '

Podemos suponer & € 9U; N OU; N U, en particular f o w(x) = z € 9B(0,¢). Como f o7 es
localmente un homeomorfismo existe § para el cual (f o 7)~1(B(2,d)) son k abiertos disjuntos y
restricto a cada uno de ellos f o7 es un homeomorfismo. Sea W la componente que contiene a ,
en particular W N U; # () para i = 1,2. Tenemos que (f o m)~1(B(z,) N B(0,¢€)) son m abiertos
conexos no vacios, notemos W; y W; C U;. Luego W NU; C Wy v como W N Us # () se tiene que
W NU, € Wy, lo que es una contradiccién ya que z € W N W por tanto W U W; es conexo.
Concluimos asi que m = 1y 7 |y es inyectiva.

Por ultimo 7 |y es localmente un homeomorfismo, por lo tanto es un homeomorfismo. [

Proposicion 2.1.17 Sean S, T Superficies de Riemann y 7w : S — T un morfismo de grado n.
Si T admite una triangulacion entonces S admite una triangulacion.

Demostracién: Dada una triangulacién de T'; podemos construir otra C = (V,E|F) tal que V C
Sop(Discy), por 2.1.11 se puede afinar una triangulacién hasta conseguir esa propiedad.

Sea e € E, notemos v =Im(e(0,1)). Como Sop(Disc,) es finito, existe un abierto V' C T tal
que v C V, V homeomorfo a B(0,1) y VN Sop(Disc,) = 0. Por tanto, 7~1(v) son n componentes
conexas y para 7y’ una componente tenemos que 7 |,: v/ — v es un homeomorfismo. Podemos
definir asf e, : (0,1) — S como e,/ (t) = v N7 *(e(t)), veamos ahora que se puede extender a
[0, 1].

Como S compacto sabemos que { e,/(1/m), m € N} tiene algin punto limite. Supongamos que
tiene mas de 1, sean x, y a 2 puntos limite y 4y, ..., J,, curvas simples disjuntas que separan z e y.
Como z, y son puntos limite tenemos que existen sucesiones t(,, xy — 0 tal que e (¢, 1)) € Ok
por lo tanto tenemos n + 2 puntos limite distintos. Pero m(ey/ (tmx)) = m(e(t(m,x))) — 7(e(0)),
lo cual es absurdo ya que grado(m) = n pero e(0) tendria al menos n + 2 preimégenes.

Construimos asi, para cada arista e € E, las aristas e, € E’ definida como e, : [0,1] — -
donde 7/ es una componente conexa de 7 (7) y e,/ (t) = 7 'e(t) N v'. Luego e, es continua y
e |(0,1) s un homeomorfismo sobre su imagen.

[e]
Para las caras podemos hacer un razonamiento andlogo. Sea f € F, V' = f(A) por el lema anterior

n
tenemos que 7~ }(V) = U U; donde U; son abiertos disjuntos y 7 |7, es un homeomorfismo sobre
i=1
su imagen. Podemos definir asf f; A—s U; como f;(z) = {m~1(f(2))} NU;, f; es un homeomorfismo
que ademsds, al igual que en las aristas, se puede extender continuamente al borde. Definimos
asi = { f; }
Por tltimo el conjunto de vértices serd V'= {7~ }(V) }.
Veamos ahora que C’ = (V' E’,F’) es una triangulacién en S.

(i) Sie; € E asociada a e € E, entonces 7 (e;(0)) = lim ¢ (e;(¢)) = lim (e(t)) = ¢(0) € V, por
lo tanto €;(0) € V’. Andlogo para e;(1).
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(ii) Ya estd probado.

(iii) Para probar que f; € F’ restricta a 5 es un homeomorfismo a una componente de C’ - Uy g
([0, 1]), basta con notar que 7 (UeveEa) = (UeeE)' Luego las componentes de la preimagen

son por definicién €’ (3)
(iv) estd probado.

(v) Se deduce del hecho de que ocurre en C.

Teorema 2.1.18 (Fdrmula de Riemann-Hurwitz): Si S, T superficies de Riemann, w: S — T
un morfismo de grado n y T triangulable de género go. Entonces S triangulable, con género g1 vy
se tiene la siguiente formula

Ram(x
gr=nlg2—D+1+ 2()
z€Ramy(S)

Demostracién: Por 2.1.17 tenemos que dada una triangulacién C = (V,E,F) en T', 7 nos permite
construir una triangulacién en S, C’ =(V’, E’, F’). Por cada cara en F obtenemos n caras en F’, es
decir n#F = #F’. Igual para las aristas n#E = #E’. Para v € V se tiene que E.(v) =n = Z

zef~1(y)

ind¢(z), por tanto la cantidad de vértices en V' es n#V - > (Ram(z)) = #V’. Concluyendo

asi la féormula.

zeRam

Corolario 2.1.19

= Si f:S5 — T morfismo de grado 1, por tanto isomorfismo. Entonces, como no hay puntos
de ramificacion, se tiene que g1 = go.

= Sif: X\ — X, morfismo con X, y X, curvas elipticas, en particular g; = g» = 1. Entonces
f no tiene puntos de ramificacion.

» Si f: P! — T morfismo de grado n. Como g; = 0 entonces go = 0 y la ramificacién es
2n — 2.

» Si f: S — T morfismo con g > 0. Entonces g1 > g2, mds aun, si deg(f) > 1y g2 > 1
entonces g; > ¢go.

Teorema 2.1.20 Toda superficie de Riemann admite una triangulacion.

Basta notar que toda superficie de Riemann admite un morfismo no constante sobre P! que es
triangulable, de nuevo por el teorema Riemann-Roch [F-K] .

Ahora mostraremos ciertos morfismos particulares que nos ayudaran a la resolucién de del
problema principal.

2.2. Morfismos auxiliares

Definicién 2.2.1 (proyeccion candnica): Sea T la curva hipereliptica dada por la ecuacion afin
y? = T[(t — a;). La funcion pr: T' — P! definida por or((xo : 1), (Yo : yo)) = (w0 : 1) es un
morfismo.
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Demostracién: Recordemos que para los puntos (zo : 1), (yo : y1) con yo # 0, tenemos una
carta proveniente del teorema de funcién inversa donde ¢~ '(z) = (x : 1),(f(z) : 1), con f es
holomorfa. Por lo tanto ¢g o pr 0 $~1(x) = z. Faltan solamente los puntos de Weierstrass, que son
una cantidad finita. Como ademas ¢r continua, se deduce que yr es morfismo.

Corolario 2.2.2 deg(por) = 2.

2g+1
Corolario 2.2.3 Sea T la curva hipereliptica dada por la ecuacion afin y?> = H (t —a;) entonces
el género de T es g.

Demostracién: Para cada (zo : 1) € Qr, de la ecuacién afin se deduce que #T{l(gco txp) = 2.
Luego por tanto Qr = Ram,,. ('), concluyendo asf, por la formula de Riemann-Hurwitz, que I"
tiene grado g.

Proposicién 2.2.4 (Funcién norma): Dados f : T — P! y 1) : T — S morfismos de superficies
de Riemann. Se puede construir una morfismo Ny(f) : S — P! (llamada funcién norma de f

asociada a 1) tal que
= a;(p;) donde > aip; = (f)

Demostracién: Para simplificar la notacién diremos N en vez de Ny(f). La funcién que cons-
truiremos sera, para y € S, tal que f(p;) # (1:0) Vp; € ¥~ 1(y), dada por la ecuaciéon ¢g(N(y))

= H do(f 1nd¢(p,) donde {p;,i = 1,....,k} = ¥~1(y). Veremos luego que se puede extender a

todo S de forma que sea morfismo y que cumple la relacién entre los divisores.
Notemos (f) = Zaixi y Disc(¢)) = Z bijy;.

i J

Sea q ¢ Sop(Discy) v ¥ (q) {zi,i = 1,...,k} = 0, es decir que las preimdgenes de g por 1
no son de ramificaciéon para 1 ni ceros ni polos para f. Solo una cantidad finita de puntos de S
no cumplen estd condicién. Sea p; € ¥~1(q), como ¢ morﬁsmo existen cartas ¢, ¢g y abiertos
Uiy C T disjuntos y V(4 C S, tal que g ) = ¢poo ot : Uq,iy — V() es holomorfa con
9(a.i)(P(pi)) = cbgl(q). Ademéds como ¢ ¢ Sop(Discy) tenemos que gi, » (¢(pi)) # 0, por lo cual
podemos elegir los abiertos para que 9y U(q,iy — V(q) es biholomorfa. Podemos suponer que
FUi0) N{(1: 0)} = 0 ya que w(q) # (1 0).

Definimos n(q,) = ¢poo fog og tops : Vg — P, como (1:0) ¢ Im(n(, ;) tenemos que n(, ;)
es holomorfa, por ser composicién de funciones holomorfas. Luego el producto H¢0 (n(q,i)), definido

en V(,) también es holomorfo, por ser una cantidad finita de i. Definimos asf n, : quo(n(q’i)).

Afirmacién: n, = ny en la interseccién de sus dominios. Alcanza con notar que ng(u) solo
depende de las preimdgenes de ¥~ (u).

Definimos asi N(g) = ¢y ' ony(q), N : S\ A — C donde A son una cantidad finita de puntos,
veamos ahora que se puede extender continuamente al resto de los puntos.

En los puntos ¢ tal que g ¢ Sop(Discy), el argumento anterior se puede repetir para definir
N(q,i)- S bien ny no tiene por qué ser holomorfa, va a ser meromorfa y como producto de funciones
meromorfas es meromorfa se obtiene que N es continua en q.

Si ¢ € Sop(Discy), quiere decir que para en alguna de las preimagenes, digamos p; existen
cartas ¢g, ¢ tal que g = pg oo gyt : Uiy — Vigi) es g(z) = 2 donde k > 1.

Para probar la continuidad reahzaremos una prueba similar a 2.1.3. Dada yj, sucesion, y, —>
¢, podemos tomar y; ¢ Sop(Discy) y f(yr) # (1 : 0). Notemos {xj, j=1,.m} = ¥ '(q) ¥y
{@ws) i=1,..n} = ¥ (yr). Existen abiertos U; C T tal que z; € U;, U NU; = 0 sij # j
y ¢ |u;: Uy — V cumple que #p~1(y)NU; = d;, para j = 1, ey M ‘

Ordenamos las preimégenes de yi de forma que x5y € Uj si Z;;ll dp <1< fl;ll dj, (notemos

Zh 1 dp). Por lo tanto Hq&o (@(r,5)) — (¢O(f(x1))indw(x1)7 por ser f continua. Definimos

Jj=1

f1 como ¢g* (H b0 (f (T (,0)) >, luego ¢g o f1 : V. —= C es meromorfa. De forma andloga f; dada
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dj m
por ¢t ( I ¢0(f(x<k,i>))>. Por tdltimo tenemos que ¢g o N = H¢0 o f; es meromorfa en ¢,
i=dj_1+1 i=1

concluyendo asi que N es morfismo.

Veamos ahora el divisor de N. Recordemos que si g : A — B holomorfa g(z) = 0, entonces
gradog(z) = t donde ¢ es el tnico natural que cumple que lim (g(z))t = L ¢ {0,00}. Ahora

z—zx (2 —

llevaremos a las preimagenes de (0 : 1) a estas situaciones.

Dado ¢ € S con N(g) = (0: 1), sea un abierto V; C S ¢ € V, y U; como antes. Tomemos ahora
¢q : Vg — B(0,1) una carta, podemos ademds suponer que ¢4(g) = 0. Para determinar indy(q)

poo Nog;(z)

calculemos lim donde
2—0 (z)t
m €k4+1
¢oo N oo (z) =[Tgoo flz:) =[] I] so(f(@i) = [[do(fu(ziz))-
k=1 j=eyp h

Sea z € ¢¥~(q) NU;y con indy(z) = d, inds(z) =1y ¢ : Uy — B(0, ) una carta con
¢2(z) = 0. Como ya vimos f; es un funcién meromorfa. Supongamos que fi(x) = 0, sean z, ;) las
preimagenes de z en Uy, es decir ¢, o z/z(x(“-)) =z

lim [Li ¢oo filzii) lim [T:(d0 0 f10 07 (e ((2,0))) (Ba(@(2,0)))"

z—0 (2)t 20 G (T(20))" (2)*

(02(2(2,0)))" _
()t

como indy(z) = d si tomamos k = dt tenemos que Ilim,_,o

. (¢ ((2,0) "
lim,_ ¢ {0, 00} por tanto
" (b0 0t 000 (0alr21)))’
i i %00 fi@en) o Tli(doo fio 071 ) (b2 (20))) . (P2 (2 (z.0))"
z—0 (z)t o z—0 d)m(x(z,i))dt z—0 (Z)t ’

Concluimos asi que el orden de 0 de f; en = es [. La misma cuenta vale para co y el orden de
polo, por tanto como ¢g o N(y) = [[¢ofi(y) salvo en una cantidad finita de puntos, concluimos

que (N) = Zaﬂﬁ(pi) donde Zaipi = (f).0

29
Proposicién 2.2.5 Sea I' la curva hipereliptica de ecuacién afin y* = H T — ai). Eziste una
curva hipereliptica Ty f : T — T'7 un isomorfismo tal que f((0:1),(0:1)) =
Definimos £((z : 1), (g0 1)) = (@1 : 20), (90 : 13)) = (o : 1) (v 5 v1), salvo en o
y ((0:1),(0: 1)). Para chequear que f estd bien definida basta con notar que (yoz{ : y12J)) no
depende de la eleccién de los representantes, ademas los unicos puntos en I' donde ypx; = 0 = y1 20
son coy ((0:1)(0: 1)), en los cuales f se extiende continuamente.

Veamos que la imagen es una curva hipereliptica. En ecuaciones afines tenemos que (u,v) =
(1/z,y/z9) = f(z,y) fuera de (0,0)

y? = xl_g[(x —a;)

sustituyendo por v

2g
2229 = xH(m —a;)

luego sustituyendo por u y recordando que x # 0

29
v? = u] (1 - a;u)

por tltimo
2g
v? = u] [(u—1/a;)
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29
Sea entonces I'” la curva hipereliptica definida por la ecuacién affn v? = uH(u —1/a;). Para
z ¢ {00, ((0:1)(0:1))} se cumple que f(z) € I”, luego existen cartas ¢, ¥ como en 1.1.18 donde
¢o forp~! es holomorfa. Falta verificar que se puede extender continuamente a co y ((0: 1), (0 : 1)).
Veamos que existe Zﬁgnlerf(z). Para z € T con z — oo, notemos z = ((1: ¢)(1 : s)), se tiene

que t — 0y s — 0. Estudiemos el limite en las ecuaciones afines y notemos z = (1/t,1/s)

If = If t:1), (9 :
Héfierf(z) (t,s)—)(O,O)l,I(I%:t)(I:S)EF (8:1), (#: 5)),

como (1/t,1/s) verifican la ecuacién afin de I' y elevando al cuadrado tenemos que

9/g)2 £ 0
S (TR
Por lo tanto definiendo f(oco) = (0:1)(0:1) € I, f es continua en co. El mismo procedimiento
para ((0:1),(0:1)) determina que

lim t:1),(s:19)),
(t,8)—(0,0),((¢:1)(s:1))el (( ) ( ))
19/6)2 — t29 0
PR e

definiendo f((0:1),(0:1)) = co € I, f es continua, por tanto morfismo.OJ

Corolario 2.2.6 Dada I' curva hipereliptica con forma candnica y w € Qp. FExiste i : I' — T’
isomorfismo tal que T’ curva hipereliptica con forma candnica y i(w) = 0o

Proposicién 2.2.7 Dada una curva eliptica Xy y un punto q € Xy. Existe un isomorfismo f :
X\ — X tal que f(q) = (00, 00) .

Demostracién: Si q = oo basta tomar ¢ = id. Si ¢ = ((ug,u1),(0 : 1)), por 1.2.9.b y 2.2.5
podemos construir un isomorfismo tal que i(q) = oco.

Seaq= ((a:1),(=b:1)) conb#0.Dado (z,y) en la curva afin tal que (z,y) ¢ {(a,—b), (a,b)}.
Notamos 7, 4y = t(x — a,y — b) + (a, b) la recta que une (z,y) y (a, —b). Como la curva afin es de
grado 3 la recta r(, ,) corta genéricamente en 3 puntos, uno ademds de (z,y), (a,—b). Definimos
asi f(z,y) como el tercer punto de corte.

Sustituyendo r, ,) sustituyendo en la ecuacién afin tenemos

(ty+ (1 —t)b)? = (tr + (1 —t)a)(tz + (1 —t)a — V)(tz + (1 — t)a — \)
agrupando como polinomio en ¢

(@ —a)’t® = [(y =0 + (z —a)*(a+ (a+ 1) + (a+ )]t

+[-2(y = )b+ (x —a(ala— 1)+ (a —1)(a — X) + ala — )]t + (=b* +ala —1)(a — )

Pero sabemos que 0 y 1 son raices por lo tanto, por relacién entre coeficientes y raices, la otra raiz
es

(y—50)?% 3a+(1+N)

fol@:y) = (x —a)3 (x—a) !

sustituyendo en la recta tenemos que el tercer punto de corte es (xg,yo) con

Tg = (v — b)* +3a—A+1)+(x—a)+a

(z —a)?
)3 — )(3a
om L G

Llamemos r(x,y) a ese punto, y definimos en coordenadas afines f(z,y) = r(z,y), para los
puntos con z # a. Para los puntos que no son de la forma (z,0) y (a,+b), que son una cantidad
finita, se tiene que:
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| i
(o(2) ~ b

“woaz T da — (A +1) =—r(z, g(2)) =—— (2, 9(2))

con g como en 1.1.18 proveniente del teorema de funcién implicita, por lo tanto holomorfa,
< aaf -1 ,q . : : . .
tenemos asi que ¢,(;y) © f o ¢, " es holomorfa salvo para una cantidad finita de puntos. Veamos
entonces que f es continua, concluyendo entonces que es un morfismo.
Para co veamos que pasa con tg la tercera raiz del polinomio,

<w—m2+3a—u—x>_0::

@-ap  (@-a

_ 2
lim 7@ b)

Ii t = 1 -
11m 0(1'7y) 111 (1) =00 (ZC — a)5

(z,y)—o0 (z,y)—o0
como (y —b)? ~ y? = x(x — 1)(x — \) ~ (x — a)? entonces t; — 1 por lo tanto definiendo
f(o0) = (a,—b), f es continua en oco.

Para (a, —b) basta ver que para (z,y) — (a, —b) tenemos que la primer coordenada de r(x,y)

es
) P -
To = TR +3a—(A+1)+(z—a)+a
_ 3
como (y —b)? ~ 3?2 = z(z — 1)(z — \) ~ (x — a)? tenemos xy — a, luego yo = % +

+ (y —b) + b — o0, tenemos asi que definiendo f(a,b) = co es continua

Para (a, b) se tiene cuando (x,y) — (a,b) la recta que pasa por (z,y) v (a,b) tiende a la recta
tangente a la curva afin por (a,b), que como b # 0 tenemos que hay otro punto de interseccién.
Definiendo f(a,b) como ese punto, que a priori podria ser el mismo (a,b), tenemos asi que f es
continua en (a, b).

Para el resto de los puntos (0,0), (1,0), (X, 0), r estd bien definida y por tanto f es continua,
tengo asi que f es un morfismo.

Tenemos ademds que la Unica preimagen de oo es (a, —b) y como por la formula de Riemann
Hurwitz un morfismo entre superficies de género 1 no tiene ramificacién es un isomorfismo.]

Hasta ahora los morfismos que hemos visto son:
» Una caraterizacién de todos los morfismos f : P! — P!

s Para los toros 1.1.10.b.2 tenemos una familia de morfismos 1.2.5.d.1 y 1.2.5.d.2.

= Para curvas hiperelipticas tenemos los isomorfismos dados por la forma canénica 1.2.9.b y el
isomorfismo dado en 2.2.5.

» Para un curva eliptica fija y dados 2 puntos p, ¢ podemos construir f isomorfismo con
f(p) = q. Se deduce de 2.2.7.

Definicién 2.2.8 Un cubrimiento hipereliptico es un morfismo w: I' — X con I' una curva
hipereliptica y X una curva eliptica.

Hasta ahora no sabemos que existan dichos morfismos.

2.3. Curvas Hiperelipticas

Veremos en esta seccion algunas propiedades de las curvas hiperelipticas, asi como una carate-
rizacién intrinseca.

Sea T' la curva hipereliptica definida por al ecuacién afin y? = x(z — 1) Hfi;l(x —a;). La
proyeccién canénica or : I' — P! es un morfismo con deg(¢r) = 2 y Disc(¢) = (0 : 1) + (1 :
1)+ o0+ Zfi Il(ai : 1). Esta situacion solo se da en superficies isomorfas a curvas hiperelipticas.
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Teorema 2.3.1 Sea S una superficie de Riemann de género g > 0 tal que existe f : S — P!
un morfismo con deg(f) = 2 y Dise(f) = (0 : 1)+ (1 : 1) + 00 + Z?i;l(ai : 1). Entonces
existe un isomorfismo i : I' — S, donde T" es la curva hipereliptica definida por la ecuacion afin
v = alz = DI, @ — a,).

Demostracién: Sea p € S tal que indg(p) = 1. Por definicién existen abiertos Uy, Us y cartas
$1, po donde pc Uy C S, f(p) €U €PL y h=¢p0 fopr': 1(U1) — ¢o(Us) es biholomorfa.

Como Disc(r) = Disc(f), entonces ¢! (f(p)) = {q,7r(q)}. Luego existen abiertos Va, Us y
cartas ¥z, ¢3 donde f(p) € Va or(a) = f(p), g € Usy s = a0 90 ¢3" : ¢3(Us) — 1ha(Va) es
biholomorfa. En particular podemos considerar Vo = Us, y 13 = ¢o.

El mapa iy, : Uy C S — Uz C T definido por iy, = ¢305 Lo gy o f cumple que ¢3 01y, 0¢51
es biholomorfa.

Sea I = {iy : U C S — V C T morfismo entre superficies de Riemann / U conexo, z €
U,iv(p) = ¢y ¢r(iv(z)) = f(x)}. Luego definimos el orden parcial (I, <) dado por iy < iy si
U C V. Notar que si iy, , iy, € I entonces iy, (z) = iy, (z),Ve € Uy NUg

Dada {ip, }aca es una cadena creciente, veamos que esta acotada. Definimos U = UgeaUs ¥y
iy : U — T donde iy(z) = iy, (x), Vr € Uy, iy esta bien definida ademds iy, < iy Va € A.
Entonces como I # 0, (iy, € I), segin el lema de Zorn existe una elemento maximal, i : U — T,
que es un morfismo.

Si @y € OU y indy(z) = 1, realizando la misma construccién que para p, se tiene que iy :
V — T’ es un morfismo. Ademds, eligiendo adecuadamente yo = iy (o), entonces iy (z) = iy (z)
para z € UNV, por lo que U D (S'\ Ramy(S)).

Veamos que ¢ se puede definir continuamente en Ram(S) y por tanto i : S — I' morfismo.

Para & € S tal que f(&) = (1 : 1). Tenemos ind;(Z) = 2, dada x,, sucesién tal que z,, — .
Como f continua f(z,) — f(Z) = (1 : 1). Notemos y, = i(z,), como I' compacto, y, tiene
alguna subsucesién y,, — y entonces f(z,,) = or(yn,) — ¢r(y) = (1:1). Luego p=1(1:1) =
{(1:1)(0:1)}, T compacto y y, — (1:1)(0: 1) por tanto i se puede extender continuamente a
&. Analogo para x € Ramy(S), concluimos asi que U = S y i : S — T" morfismo.J

Para concluir que 4 es un isomorfismo, basta notar que f = ¢r o4, lo que implica que deg(f) =
deg(i)x deg(pr). Luego, deg(i) = 1.00

Notar que como h : S — P! tiene grado igual a 2, existe un isomorfismo r : P! — P! tal que
r o h estd en las hipdtesis del teorema 2.3.1.

Corolario 2.3.2 Sea S una superficie de Riemann de género g > 0, tal que existe un morfismo
f: S — P! con deg(f) = 2. Entonces S es isomorfa a una curva hipereliptica.

En particular se puede definir a las curvas hiperelipticas como cubrimientos (de género g > 1
y de) grado 2 de P!.

2.3.1. Automorfismos

Sea I' una curva hipereliptica de género g > 1. Veamos algunas propiedades del conjunto de
puntos de Weierstrass 2 en relacién con propiedades de Aut(T").

Lema 2.3.3 Sean I' una curva hipereliptica y 0 : I' — I' un automorfismo. Si existe w € Qr tal
que O(w) € Qr, entonces O(Qr) = Or.

Demostracién: Supongamos por absurdo que existe a € T tal que r(a) # a y 0(a) € Qr.
Tenemos asi que indgpog(w) = indyrop(a) = 2, luego existe f : P! — P! automorfismo tal que
el divisor de ceros y polos de f; o ¢r 08 es (f1 o or o) = 2a - 2w. De forma andloga existe
fo : P — P! automorfismo tal que (f2 0 ¢r) = 2w - a - 7r(a). Luego por 1.2.33 tenemos que h el
morfismo inducido por [f1 opr o8] X [fa0¢r] cumple (h) = a—7r(a) y por tanto es un isomorfismo,
lo que es absurdo.[]

Teorema 2.3.4 Sean I una curva hipereliptica de género g > 1 y 0 :I' — ' un automorfismo.
Entonces 0(Qr) = Qr.
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Demostracién: Supongamos que (Qr) # Qr. Por el Lema anterior tenemos entonces que
O(Qr) NQr = 0. Sea {po, ..., pans1}+ = 071(Qr), existe entonces un automorfismo f; : P! — P! tal
que (f1 o prof) = 2pg - 2p1. Luego como 71(p;) # p;, existe un automorfismo fo : P* — P tal

0
que (f20¢r) = po + Tpor(Po) — p1 — T0(p1)- Sea h el morfismo inducido por Jioprof el divisor
20¢r
de ceros y polos es (%) = po — Ter(Po) — p1 + 10 (p1). El divisor de h o es (hom) =
Tor (P0) —Po — T (P1) +P1 = — (%ﬁ) de donde se deduce que el morfismo f inducido por

h <flo<p109)x( faopyom > fioprof

hort, foor fioproforr 7f10§01“0907’r

es constante. Entonces existe f3 : P! — P! automorfismo tal que f3o fioprof = fyo@roforr.
Como deg(f; o pr o) =2y m(w;) = w; entonces f3 tiene al menos g + 1 punto fijo por tanto
f3 = id, ademdas como f; es automorfismo se concluye que ¢r o0 = pr o6 o1

Por dltimo f1 o ¢r 0 8(pg) = f1 0 ¢r o O(mr(po)) = 00, po # T(Po) ¥ indf epres(Po) = 2 por
tanto deg(f1 o ¢r o) > 3 lo que es absurdo.[]

Teorema 2.3.5 Sean I' una curva hipereliptica de género g > 1 y 0 : ' — I' un automorfismo.
Entonces r o0 =0 o1

Demostracion: por el teorema anterior sabemos que @r o0 = @ o 6 o 71, luego Va € T' o bien
6(a) = 6 o7r(a) o bien 7 0 8(a) = 6(a) o 7r(a).

Sean IV =T\ Qr yp €I’ con 6(p) # 0 or(p). I es un abierto cuyo complemento tiene
una cantidad finita de puntos. Por lo tanto sigue siendo conexo. Por otro lado, 6 y 8 o 7 siendo
continuas, existe un abierto U € I" tal que p € U y Vz € U se tiene que 6(z) # o7 (z). Trabajamos
de manera andloga para un punto p tal que 6(p) = 6 o 7 (p).

Definimos I't = {a € T” tal que ¢rof(a) =0orr(a)} yI'™ ={a €T’ tal que 8(a) = Horr(a)}
ambos son abiertos, luego I/ es unién de abiertos disjuntos, por tanto I't = () o '™ = ) por tanto
como 6 es inyectiva 6 o 0 = 1 0 6.01

Corolario 2.3.6 Sean I' curva hipereliptica de género g > 1 y 0 : T' — ' un automorfismo que
fija al menos tres puntos de Weierstrass de T'. Entonces 0 € {id, mr}

Teorema 2.3.7 Sean I' una curva hipereliptica de género g > 1 y Qr = {w; }i—1,... 29+2 los puntos
de Weierstrass. Entonces la funcion s :Aut(I') — Per(2g + 2), tal que (s(0))(i) = j si y sdlo si
0(w;) = wj, es un homomorfismo de grupos, cuyo nicleo es ker(s) = {id, r}

Corolario 2.3.8 Sea I una curva hipereliptica de género g > 1, entonces # Aut(I') < oo

En realidad, para una superficie de Riemann de género g > 1 arbitraria, existe una cota superior
que solo depende del género.

Teorema 2.3.9 Sea S una superficie de Riemann de género g > 1, entonces #Aut(S) < 84(g—1)

Demostracién: [M]
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Capitulo 3

Estructura y construccion de todos
los cubrimientos hiperelipticos

En este capitulo construiremos explicitamente todos los isomorfismos de curvas elipticas y desa-
rrollaremos herramientas para construir cubrimientos hiperelipticos, cuya existencia no habiamos
aun demostrado. Veremos ademés como vincular los cubrimientos hiperelipticos con morfismos de
P! (1.2.5.c).

Recordemos que:
= X, es la curva eliptica definida por la ecuacién afin y? = x(x — 1)(z — \)
= Si I curva hipereliptica.

e La involucién 7 : I' — T estd definida por m((x0 : 1), (Yo : y1)) = ((xo : z1), (—yo :
y1))

e Notamos ¢r : I' — P! el morfismo definido por or((zo : 21), (yo : y1)) = (20 : 71)

3.1. Caracterizacion de los cubrimientos hiperelipticos

Teorema 3.1.1 Sea 7 : T — X\ un cubrimiento hipereliptico tal que m(00) = 0o, donde T' tiene
forma canénica. Entonces existe un morfismo R : P* —s P! tal que R(c0) = oo, y que satisface el
siguiente diagrama conmutativo

ol —L so0el 2> 0 P!

R T

ooEXA%ooeXA%ooe]P’l

Demostracién: Sea ¢ € T'\ {oo} v p = 7(q). El morfismo ¢r : I' — P! cumple que ¢r o = ¢r
v or (¢r)(q) = {g,m(q)}. Existe entonces un morfismo f : I' — P* cuyo divisor de ceros y polos
es (f) = (o — (f)eo = ¢ + 1r(q) - 200. Podemos hacer la misma construccién desde X, con
p. Es decir, existe un morfismo g : X, — P! tal que (9) = (9)o — (9)oo = P + ©x,(p) - 200.
Tomando ahora la funcién norma de f, N (f): Xx — P!, el divisor de N, (f) es (Nx(f)) = 7(q)
+ 7((mr)(g)) - 200.

Ya que g y N;(f) son funciones meromorfas, de acuerdo a 1.2.15 y 1.2.16 el cociente h también
lo es. Entonces h : X, — P! es un morfismo con divisor de ceros y polos (h) = (g) - (Nx(f)) =
vx, (p) —m(er)(q). Dado que 7(q) = p, si vx, (p) # ¢r(q) deducirfamos que h es un isomorfismo.
Pero ello no es posible puesto que X, y P! tienen distinto género. Por lo tanto px, om(q) = mopr(q).
Para q¢ = oo la igualdad se obtiene trivialmente.

Notemos v = ¢x, oT.

Dado (xg : 1) € P!, definimos R(zo : 1) = ~(p), donde ¢r(p) = (zo : 1). Estd bien definido ya
que ¢p (20 : 1) = {p,70(p)} vy 7(p1) = 7x, (m(p2)). Luego px, (1(p1)) = ox, (7x, (7(p2))). Ademds
R(00) = co. Tenemos asi que el mapa R verifica el siguiente diagrama conmutativo.
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ﬂl \ \R:’yocpr
PXy v

Afirmacién: R es un morfismo.

Sea y? = [[,(z — a;) la ecuacién afin de T'. Dado (zo : 1) con zg # a; Vi, sea p con ¢r(p) =
(zo : 1). Como ind,.(p) = 1 existen cartas ¢o,ds y abiertos U C I', V. C P! tales que p € U,
(mo:1) Py f=¢dgoprod,!: ¢pa(U) — ¢5(V) es biholomorfa. Por lo tanto f~! también es
biholomorfa.

Como v es morfismo, existen abiertos U’, V' y cartas ¢o , ¢ tales que g = ¢ 0y 0 P
¢ (V') — ¢o/(U') es holomorfa. En particular podemos considerar ¢g(V) = ¢p (V') y por lo
tanto go f~1 = ¢g 0o Ro ¢, ', es holomorfa, por ser composicién de holomorfas.

Para el resto de los puntos, que son una cantidad finita, basta probar que R es continua. Sean
(z,, : 1) € P! sucesién tal que (z, : 1) = (a; : 1) y ((xn : 1),y,) € T, por lo tanto ((z, : 1),yn) —
((a; : 1),(0 : 1)). Entonces R(zy, : 1) = v((zn, : 1),yn) — v((a; : 1),(0 : 1)) = R(a; : 1), por
lo tanto R continua en (a; : 1). De forma andloga se tienen que R es continua en oco. Concluimos
asi que R es un morfismo.[]

1.

El teorema 3.1.1 determina R : P! — P! en funcién de m. Notaremos entonces R, a este
morfismo. Claramente R;or. = R, diremos asi que 7 es equivalente a 7 o 7.
El hecho de que T tenga forma candnica y que 7(c0) = 0o no son restricciones.

Corolario 3.1.2 Sea 7 : ' — X\ un cubrimiento hipereliptico tal que w(o0) = co. Entonces:
a) Siwe Qr ym(w) = ((zo:x1),(yo:y1)) =, o bien x1 =0 ,0 bien xo/z1 € {0,1, A}.
b) Sop(Discy) = Tx, (Sop(Discy)).

c) Siw € Qr, entonces ind;(w) es impar.

Demostracién: Tanto a) como b) se deducen inmediatamente del teorema anterior; falta entonces
probar c).

Todo punto de Weierstrass p € Qr queda fijo por la involuciéon 7. De acuerdo a 1.2.26 existen
U C T un abierto y una carta ¢ : U — B(0,1), talesque p e Uy f = ¢pomo¢':B(0,1) —
B(0,1) es f(z) = —z. En particular 7v(U) = U. Por lo tanto, para V = w(U) se tiene que
7x, (V) = V. Luego, por 1.2.25 existen dos abiertos U ¢ I'y V C Xy, y dos cartas ¢ : U — B(0,1)
yo:V — B(0,1), talesquep e U c U, n(U) =V y g = pomotp= : B(0,1) — B(0, 1) satisface
la igualdad ¢g(z) = 2", donde n = ind,(p). De nuevo, por 1.2.26, existen un abierto W C V C Xy,
con w(p) € W, y una carta @ : W — B(0,1), tales que h = woryow ! : B(0,1) — B(0,1)
satisface h(z) = —z. Las funciones F' = 9o¢~! y G = pomop~! son holomorfas y F(0) = G(0) = 0.

Se tiene asi el siguiente diagrama

B(0,1)

B(0,1) B(0,1)
La igualdad ¢ o w o F' = G implica que F"(z) = G(z). Por otro lado, m o 0 = 7x, o w implica

que —F"(z) = G(—z). Por tltimo G(z) = 2"G1(z), donde G es holomorfa y G1(0) # 0. Luego n
es impar.[]

Corolario 3.1.3

Sean 7 : I' — X, un cubrimiento hipereliptico y p € I" un punto cualquiera.
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» Sip es de Weierstrass, entonces ind,(p) = indg_(¢r(p)).
= Si p no es de Weierstrass y 7(m(p)) = m(p), entonces 2ind,(p) = indg_(er(p)).

= Si p no es de Weierstrass y 7(w(p)) # 7(p), entonces ind,(p) = indg_ (¢r(p)).

Veremos ahora una forma de obtener, a partir de una curva eliptica X, y un morfismo R :
P! — P!, un cubrimiento hipereliptico 7, tal que R = R,.

Recordemos que si R : P! — P! un morfismo no constante, existen P, Q € C[z,y] polinomios
homogeneos del mismo grado sin factores comunes tales que R(z : y) = (P(z,y) : Q(z,y)). Notamos
P(m) = P(z,1), Q(m) =Q(z,1)y R= P/Q, se puede suponer ademds que P es ménico. Por dltimo
deg(R) = max{ deg(Q), deg(P) }

Observacién 3.1.4 Sean R : P! — P' un morfismo y a € C. Entonces indg(a : 1) = m y
R(a:1)=(b:1) siy solo sia es raiz de multiplicidad m del polinomio H(t) = P(t) — bQ(t).

Lema 3.1.5 Sea R : P! — P! un morfismo de grado n tal que R(0c0) = oo, indr(c0) =1 (mod
2). Entonces VA € C\ {0,1} el polinomio H = PQ(P — Q)(P — \Q) tiene al menos 3 raices de
multiplicidad impar.

Demostracién: Como R(c0) = oo se tiene que deg(P) > deg(Q). Luego indg(co) = deg(P) -
deg(Q), de donde deg(P) - deg(Q) es impar.

Como P y @ no tienen rafces comunes, entonces P, Q, P — Q y P — AQ son coprimos de a
pares.

Si deg(P) es impar, entonces P, P — Q y P — AQ tienen al menos una rafz de multiplicidad
impar. Como son coprimos, H tiene al menos tres raices de multiplicidad impar.

Si en cambio deg(ﬁ) es par, entonces deg(@) es impar. Supongamos en este caso que H solo
tiene una raiz de multiplicidad impar. Entonces Q solo tiene una raiz de multiplicidad impar y P,
pP- Q y pP- )\Q tienen todas sus raices con multiplicidad par, es decir son cuadrados. Por otro
lado, deg(R) = n = deg(P) y deg(Ram(R)) = 2n — 2. Notemos {z} a las raices de H, k = deg(P)
- deg(Q) y h = #{zi, z raiz de H}. Tenemos asi que h < 3n/2 + (n — k —1)/2.

Entonces

deg(Ram(R)) = }_ Ramp(z) = 3_,, 1) Rampg(z; : 1) + Rampg(oo) = > (, ;) Ramp(z; : 1) + k—1.
ademas

D) Ramp(zi i) +k—1=4dn—k—h+k—-1>2n-1

Lo que es una contradice que deg(Ram(R)) = 2n - 2.00

Teorema 3.1.6 Sea R : P! — P! un morfismo que cumple las siquientes condiciones:
a) R(c0) = o0.
b) indr(oco) =indr(0:1) =indr(1:1) =1 (mod 2).
¢) RO:1), R(1:1) e {(0:1),(1:1),(A:1),00}.

Entonces existe I' una curva hipereliptica y m: I' — X\ un cubrimiento hipereliptico tales que
Royr = ¢x, om.

Demostracién: Sea S el producto fibrado de ¢x, v R, S = {(p,q) € X x P! tal que px, (p) =
R(q)}. Se tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo.

(t,8)—s

S ———=P!

l(t,s)%t lR
¢

XALIFM
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Vamos a construir a partir de S una curva hipereliptica.

Como R es un morfismo de P!, sabemos que R(zq : 71) = (P(z0, 1) : ¢cQ(x0,21)), donde ¢ #
0, P y @ polinomios homogéneos del mismo grado y sin factores comunes tales que P y Q son
monicos. Luego deg(P) > deg(Q), ya que R(c0) = oo.

Si ((zo : 1), (Yo : ¥1)),(to : 1) € S, entonces

ox,((zo 1 21), (Yo : 1)) = (zo 1 21) = R(to : t1)

Dado que la ecuacién afin de X es y* = z(z — 1)(x — A), podemos notar S con la ecuacién afin
y? = R(t)(R(t) — 1)(R(t) — \). Multiplicando en ambos lados de la igualdad por (Q*)c* tenemos
P (Q1)e)* = P()(©)Q()(P(t) — ()Q(1))(P(t) = A(e)Q(t)

Necesitamos ademés que P(t)(c)Q(t)(P(t) — (¢)Q(t))(P(t) — A(c)Q(t)) sea ménico, para lo cual

basta con dividir entre ¢, ya que deg(P) > deg(Q). Obtenemos de tal manera que:
) —
(P

y*EQ)* = POQ)(P(1) — ()QE)(P(t) — M) Q(1)).

Notamos el polinomio ménico H = P(£)Q(¢)(P(t) — (¢)Q(t))(P(t) — Mc)Q(t)), como producto
de sus raices, H = [](t — v;). Luego, podemos descomponer H en un parte simple y una parte

cuadrada. O sea [[(t — v;) = [[221"(t — a;) B(t)? con a; distintos. Por el lema anterior g > 1.
Sea la curva hipereliptica I" definida por

T = {(uo : uy, (v : v1) € P! x P tal que v3u?"" = v? [[(up — ajur)}
Queremos que I' admita un cubrimiento hipereliptico 7 : I' — X tal que el siguiente diagrama

sea conmutativo

r—*r. pt

lﬂ— J(R
X, 225 pt
Es decir oy (m((ug : u1), (vo : v1))) = (Pug,u1) : ¢Q(ug,u1)). Para esto es suficiente que se
)

cumpla que 7((u)(v )) = ((P(u) cQ(u)) (yo :y1)) y m((u)(v)) € Xy, donde la segunda condicién
es:

Y5 (cQ(u)? = yi P(u)(P(u) — cQ(u))(P(u) — AcQ(u)).

Definimos asi (yo : y1) = (voB(ug, u1)ut* : viut2c2Q(ug, u1)?), donde ki, ks, son tales que los

polinomios sean homogéneos en ug, u; y del mismo grado en ambas coordenadas.

Veamos que se verifica la pertenencia a X .

El tnico punto en T' que cumple (up : u1) = (1 : 0) es 0o, y como R(co) = oo tenemos
forzosamente que m(00) = oo € X,.

Si (ug : u1) # (1:0), podemos suponer u; = 1, v; = 1 por lo que:

Y6 (cQ(uo,u1))? = ¢*vi B(uo, u1)*Q(uo, u1)’=
IL(uo — a;uy) B(uo, u1)?cAQ(ug, ur)3 =
P(u)(cQ(w))(P(u) = cQ(u))(P(u) = AcQ(u))c?Q(u)® =
yi P(u)(P(u) — cQ(u)) P(u) — AcQ(u)))) =
yizo(zo — 1) (w0 — Aw1)
Luego, 7 es un morfismo que hace conmutar el diagrama.l]

Ademaés la curva hipereliptica I'" y el cubrimiento hipereliptica 7 estdn determinados por el
morfismo R y A. Notaremos entonces I'(g ») ¥ T(Rr,x)-

En la demostracién del teorema anterior no se necesita la condicién que afirma que indg(0) y
indp(1) son impares. Sin embargo, si queremos que la curva I'(g y) tenga forma candnica, ello si es
necesario.

Esto nos da una forma de construir morfismos de cualquier grado, sobre cualquier curva eliptica.
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Corolario 3.1.7 Ezxisten cubrimientos hiperelipticos

Corolario 3.1.8 Sean R : P! — P! un morfismo, Tr) ¢ Drx) —> X un cubrimiento hiper-
eliptico como en 3.1.6 y ¢ € P!, con PT g (P) = q. Entonces:

» Siindgr(q) espary R(q) ¢ {(0:1),(1:0),(1:1),(A:1)}, entonces p no es de Weierstrass y
lndR(q) = ind‘ﬂ'(R,A) (p)

» Siindgr(q) espary R(g) € {(0:1),(1:0),(1:1),(A:1)}, entonces p no es de Weierstrass y
indgr(q) = Qindﬂ(R‘M(p)

» Si indgr(g) impar, entonces indg(q) = indy, ,,(p). Ademas p es punto de Weierstrass si y
s6losi R(q) € {(0:1),(1:0),(1:1),(A:1)}

El teorema 3.1.1 da, para cada cubrimiento hipereliptico 7 : ' — X tal que m(0c0) = oo, un
morfismo R, de P!. El teorema 3.1.6 da para cada morfismo R de P! en sus hipétesis y la misma
curva eliptica X, una curva hipereliptica I'(g y) y un cubrimiento hipereliptico m(g ). Veamos
que estos procedimientos son inversos, a menos de una equivalencia.

Proposicién 3.1.9 Sea 7 : I' — X un cubrimiento hipereliptico que satisface las hipdtesis de
3.1.1. Entonces, primero de todo, I' =T'(g_ ) ¥y, 0 bien m = m(g_ x), 0 bien T = Tx, o TR, A

Dado un cubrimiento hipereliptico = : ' — X, de grado n, podemos construir un morfismo
R, : P! — P! también de grado n, como el diagrama del teorema 3.1.1. Ademds por 3.1.3,
tenemos R, (0), Rr(1) € {0,1, A, 00}.

Para w = ((a; : 1),(0: 1)) € Qr, tenemos

m(w) € {((0:1),(0:1)); ((1:1),(0:1)); ((A:1),(0:1)); oo}

donde ¢r(w) = (a; : 1) y ind,(w) es impar.

Por 3.1.1, se deduce que a; es raiz de H = 15@(15 — cQ)(p — )\CQ). Por 3.1.3, se tiene que
ind;(w) = indg_(a; : 1) por lo tanto por 3.1.5, la multiplicidad de a; es impar. En particular
R(0:1)e{(0:1),(1:1),(A:1)(1:0)} con indg, (0 : 1) impar, lo mismo para (1 : 1), concluimos
asi que R, esta en las hipdtesis de 3.1.6.

Sea I'(g ) la curva proveniente de aplicar el teorema 3.1.6 a R;. Como a; es raiz de orden
impar de PQ(P — ¢Q)(P — AcQ), la ecuacién afin de L (g es y? = T (t — a:)(S(t)), donde S
es un polinomio ménico, con todas sus raices simples y diferentes a cualquier «;.

_ Supongamos que deg(S) # 0. Toda raiz b de S, es raiz de multiplicidad impar de PQ(P —
cQ)(P — AcQ). En particular w(b: 1)(yo : y1) € {(0:1),(1:1),(A:1),(0: D)}y ((b:1),(yo:v1))
no es de Weierstrass. Por 3.1.3 tenemos que 2ind.((b: 1), (yo : ¥1)) = indg_(b: 1), lo que es una
contradiccién pues indg(b : 1) es impar.

Concluimos asf que I' y I'(g ) tienen la misma ecuacién afin.

Veamos ahora que, o bien m = m(g ), 0 bien m = 7x, o m(g ). Como 7 y (g ) cumplen
el diagrama del teorema 3.1.1, la igualdad m(w) = ((xo : =1)(yo : v1)) implica que 7g, (w) =
(xo : 1), (£yo : y1)- Es decir m(w) = 7g_(w) o m(w) = px, o wr, (w). Falta probar entonces que
el signo es constante, para lo cual basta realizar una prueba similar a 2.3.5.

Definimos IV = T\ 7= 2{((0 : 1), (0 : 1)); ((1 : 1)(1 : 1));((A : 1)(0 : 1)); A}. Como #7~1{((0 :
1),(0:1));((1:1)(1:1));((A:1)(0:1)); A} < o0, entonces I' es conexo.

Como 7 y mR son continuas, para todo w € I'V existe un entorno abierto de w, U C I", tal que,
o bien 7 |y = 7R, |u, 0 blen 7 |y = 7x, o 7R, |U.

El subconjunto I'* = {w € I con m(w) # 7x,7r, (w)}, I'" es un abierto por ser unién de
abiertos. De manera andloga defino I'~ con la condicién w(w) # wg_(w).

Tenemos asi que IV =TT U~ y 't NI~ = 0, luego como I es conexo, I't =0 o 't = (.
Concluimos que, o bien 7 = 7mg_, o bien 7 = 7x, o7mg, .0

Cualquier cubrimiento hipereliptico de X se puede obtener a partir de morfismos de P! que
satisfacen las hipdtesis de 3.1.6, maddulo automorfismos de X.

Fijados A € C\{0,1} y n € Z, por la proposicién 3.1.9, podemos construir todos los cubrimientos
hiperelipticos de grado n de X. Sin embargo, si fijamos también el género de la curva hipereliptica
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que queremos obtener, aumentan las condiciones al morfismo R, y esas condiciones no son faciles
de describir.

Estudiaremos el caso de curvas de género 2 (para A € C\ {0,1} y n arbitrarios). Las ventajas
de buscar para este género son:

1) Es el caso mas sencillo en traducir.

2) Toda superficie de Riemann de género 2 es isomorfa a una curva hipereliptica, lo que no ocurre
en otros géneros. Esto implica que vamos a obtener TODOS los morfismos de superficies de
género 1 por superficies de género 2 [M].

3.2. Construcciéon de sistemas de ecuaciones polinomiales
para describir cubrimientos hiperelipticos por curvas
de género 2

Veamos entonces qué condicién tiene que cumplir R para que la curva hipereliptica I'r tenga
género 2. Para lograr esto necesitamos que el polinomio PQ( — CQ) (P )\CQ) tenga exactamente
5 raices con multiplicidad impar, esto es

H(t) = PQ(P — cQ)(P — AeQ) = [T}, (t — ai) B(1)?

Mostremos mas explicitamente las condiciones en funcién de las raices.

A partir de ahora 7 : I' — X, es un cubrimiento hipereliptico, con I' curva hipereliptica de
género 2 y 7 satisfaciendo las hipétesis de 3.1.1.

. s _ 2p con p de Weierstrass
Proposicién 3.2.1 Ram(r) = {a + mr(a) dos puntos intercambiados por la involucion de T
Demostracién: Por la férmula de Riemann-Hurwitz tenemos que deg(Ram(w)) = 2, y como
Ram,(I") = mv(Ram,(T")), deducimos que las opciones para la ramificacién son:

2p con p de Weierstrass
Ram(m) = { a+ 1r(a) dos puntos intercambiados por la involucién
p+p con p,p’ de Weierstrass

El caso p+p’ con p,p’ de Weierstrass no se puede dar, ya que si p es de Weierstrass entonces
ind(p) es impar..J

Veamos las condiciones de H para el caso Ram(w) = 2p. Recordando que podemos asumir
m(p) = 0o y p = 00, ya que existen isomorfismos i y j tales que i : X — X\ con i(m(o0)) =00 y
j: T/ — T con j(c0) = p. Luego, 7t : I — X verifica Ramz = 200 y #(00) = 0.

Proposicién 3.2.2 Sean R : P! — P! un morfismo de grado n, X una curva eliptica y TR :
I'r — X el cubrimiento hipereliptico asociado a R. Si R(co) = oo, el género de T'r es 2 y
Ram(m) = 200. Luego H tiene 5 raices simples y 2n — 4 dobles.

Demostracién: El diagrama conmutativo
c0el -5 0 e P!
l E
PX\ 1
0EXy—=>0elP
implica en particular que (indr(00))(indyy, ) = (indy.)(indg(c0)). Por lo tanto indg(cc) = 3

— deg(P) - deg(Q).
Por la férmula Riemann-Hurwitz, tenemos que deg(Ram(R)) = 2n — 2.
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Sea Hil(O) = {ti, i=1,..., h} con t; 7é tj.

on—2> ZRam 1)+ Ram(co) =» (nj —1)+2=4n—-3—-h+2=4n—h—1.
J
Como H = Hle(t — a;)B?(t), la cantidad maxima posible de rafces de H es 5 + 22=23=5 en cuyo
caso

n—-3-5
2

Las dos desigualdades precedentes implican que h = 2n 4 2, condicién que solo se da si B y
[1(t — a;) son coprimos y tienen todas sus raices simples.[

4n—h—1:4n—<5—|— )—1:2n—5+4—1:2n—2.

En caso de que Ram(w) = a + 7 (a), donde a no es de Weierstrass, hay dos posibilidades: o
bien 7x, (7(a)) = 7(a), o bien 7x, (7(a)) # 7(a).

Proposicién 3.2.3 Sean R : P! — P! un morfismo de grado n, X una curva eliptica y T :
T — X el cubrimiento hipereliptico asociado R. Si R(00) = 0o, el género deT'r es 2y Ram(w) =
a+ 1r(a), donde Tx, (a) # a. Luego H tiene 5 raices simples y 2n — 3 dobles.

Demostracién: El diagrama conmutativo

ael or

L

px
m(a) € X 2> o, (7(

r(a))

implica en particular que ind, (7 (a))ind, (a indr(¢r(a))ind,.(a). Por lo tanto indg(¢r(a))

) =
= 2. Ademds R(pr(a)) ¢ {(0: 1), (1: 1), (A ))oo}

El hecho que R(c0) = 0o 1mphca que deg( = n = deg(P). Por otro lado indg(co) = 1 implica
que deg(Q) =n—1.Sea H1(0) = {t;, i=1,..n}, donde t; # t; si i # j.
Dado que deg(Rampg) = 2n — 2 deducimos que:

on — 2 ZRamR 1)+ Rampg(p(a)) = > (nj—1)+1=4n—-1—-h+1

De manera andloga a lo observado anteriormente, el polinomio H = Hle(t — a;)B%(t) tiene a
lo sumo 5 + 4”_21_5 raices. Luego

dn—h>z24n—(2n+2)=2n-2.

Las dos desigualdades precedentes implican que h = 2n + 2, condicién que se da si y s6lo si H tiene
5 raices simples y el resto dobles.l]

Proposicién 3.2.4 Sean R : P* — P! un morfismo de grado n tal que R(c0) = oo, X, una
curva eliptica y g : I' — X el cubrimiento hipereliptico asociado a R. Si el género de T'g
es 2, Ram(m) = a + mr(a) y 7x,(7w(a)) = w(a), entonces H tiene 5 raices simples, una raiz de
multiplicidad 4 y 2n — 5 dobles.

Demostracion: Dado el diagrama

a I r o~ (a) €
m(a) € Xy U ox,(m(a)) = r(a))

como 7(a) = 7x, (m(a)), entonces indgr(pr(a)) = 4. Luego, como ¢r(a) = (d : 1) # oo, el complejo
d es una raiz de multiplicidad 4 de H. De manera analoga al resultado precedente, obtenemos que
deg(H) =4n —1y H = [[7_,(t — a;) B2(t)(t — d)*.
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Sea Hil(O) = {ti, i=0
de raices de H.
De la igualdad deg(Ram(R)) = 2n — 2 deducimos que:

.....

n}, donde to =d y t; #t; sii# j. En particular, h + 1 es la cantidad

2n—2 > Rampg(t; : 1) + Ramg(d : 1) = ni—1)+3=4n—-1-4—(h—-1)+ 3,
> )

J
que equivale a decir que h > 5 + % 4+ 1 = 2n+ 1. Por otro lado, degH = 4n — 1y
H= H?Zl(t —a;)B2(t)(t — d)* tiene a lo sumo 2n + 2 raices. Por lo tanto
2n+2>h+12>22n+ 2.

Esto quiere decir que tenemos igualdades, lo que se da si y sélo si H tiene 5 raices simples 1 de

multiplicidad 4 y 4”510 raices dobles.[]

En resumidas cuentas, las posibilidades para H = PQ(IE’ — CQ)(P - /\CQ) son las siguientes:

a) deg(P) = n = deg(Q) + 3, H cumple que deg(H) = 4n — 3, tiene 5 raices simples y el resto
doble.

b) deg(P) =n= deg(Q) + 1, H cumple que deg(H) = 4n — 1, tiene 5 raices simples y el resto
dobles. Recordemos que en este caso hay una condicién extra sobre el discriminante, la que
no afecta la configuracion de las raices de H.

¢) deg(P) = n = deg(Q) + 1, H cumple que deg(H) = 4n — 1 tiene 5 raices simples, una de
multiplicidad 4 y el resto dobles.

Ademsds, en todos los casos 0 y 1 son raices de H.

Veamos entonces que podemos llevar estas condiciones a un sistema de ecuaciones polinomiales.

Descripcién de ecuaciones polinomiales para el caso (a):

Si deg(w) = n, tenemos
P(t) = A1 () (Bi(t))?
Q(t) = Ao(Bo(t))?
P —cQ = As(1)(Ba(t))?
P — Xe@Q = As(t)(Bs(t))?
Tenemos ademés que: deg(I:’) =n= deg(@) + 3, ¢ # 0, y los polinomios {4;, B;} con raices
simples y coprimos entre si. Por tltimo, el polinomio A(t) = [], Ai(t) cumple A(0) = A(1) =0y

deg(A) = 5.
Notemos A(t) = [T0_, (t — a;), B(t) = [[o_o(B:) = [1-"1 (¢ — by)

Podemos elegir deg(A4;) bajo la condicién Z?:o deg(A;) = 5. Ademds de elegir i, i1 de forma
que a;, =0, a;; = 1. Existe un ntmero finito de posibles elecciones.

Si escribimos las condiciones reflejadas en las raices de H y ¢ obtenemos, (5 — 2) + (4n — 3 —
5)/24+1=3+4+2n—4+ 1= 2n variables.
La ecuacién

Ai(8)(B1(8)? - cAo(Bo(1))? = A3(t)(Bs(t))?
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determina n ecuaciones polinomiales en las 2n variables: una por cada término del polinomio,
salvo el de grado n (por ser moénicos).

Para A;(t)(B1(t))? — AcAo(Bp)? se obtienen n ecuaciones mas.

Segun el teorema de Bézout [K] un sistema genérico de N ecuaciones con N incdgnitas, tiene
una cantidad finita de soluciones. Nuestro sistema no cumple con esa propiedad, debido a que hay
soluciones que no son soluciones al problema original.

_ Por ejemplo, en el caso precedente, deg(Ag) = 3, tomando ¢ = 0 obtenemos P=P- CQ =

P—e)Q = (t—a;)? [T;(¢- bj)? con b; y a; cualesquiera (dejando 2 a; para que sean 1y 0) cumplen

las ecuaciones. Pero no es una solucién a nuestro problema, ya que R(t) = P(t)/cQ(t) = oo, V t.

Falta exigir la condicién de que P y Q sean coprimos, para lo cual basta pedir que ¢ # 0 y
a;, b; todos distintos. Es decir las soluciones del sistema original pero fuera de una subvariedad
algebraica. Para solucionarlo basta agregar una variable u y el polinomio

Haifaj Hbifbj <Ha¢bj>u1
%)

i#£] i#]

Los factores que multiplican a u se anulan si y s6lo si los polinomios no son coprimos o ademés
¢ = 0, que corresponden a las soluciones que no responden al problema original. Podemos tomar
una ecuacién mas simple, ya que si los a;, b; correspondientes a P Q son distintos entonces P Q,

— cQ, P /\cQ son coprimos entre si.

Hay distintas maneras equivalentes de presentar un sistema de ecuaciones.

En este caso por ejemplo, podemos notar que en realidad conocemos todas las raices de G =
P'Q - PQ’' en funcién de H.

Sea « rafz de P con multiplicidad m > 1, entonces « es raiz de G con multiplicidad m — 1.
Basta notar que P(t) = (t — &)™ P,(t) donde P, no tiene a o como raiz, por lo tanto

G(t) = (t—a)"! [m(P (t) = PL(t)(t — ))Q(t) — (Pr(t)(t — ) Q(2)

Como a no es rafz del segundo factor si p y Q son _coprimos, concluimos que la multiplicidad
de aven G es m— 1. AnalogoparaQ, —cQyP-cQ.

Concluimos asi que las raices dobles de H son raices de G. Como en nuestras hipétesis hay
(4n — 3 —5)/2 raices dobles, imponemos asf que G tiene 2n — 4 raices simples. Luego, G* [],(t —a;)
= H nos da otro sistema.

Sin embargo cuando se intenta encontrar las soluciones explicitas, puede ser mas util alguno en
particular, incluso usar varios al mismo tiempo.

Descripcién de ecuaciones polinomiales para el caso (b):

Las ecuaciones en este caso son:
P(t) = A (t)(Bi(t))?
Q(t) = Ao(Bo(t))*
P —cQ = As(t)(Ba(t))?
P = XeQ = A3(t)(Bs(1))?

Recordemos que deg(P) = n = deg(Q) + 1.

Podemos fijar deg(A4;) de forma que sumen 5, as{ como cudles de los a;’s son 0 y 1.

Si escribimos las condiciones en las raices de H y ¢ como en la parte anterior tenemos, (5 —
2)+(4n—-1-5)/24+1=3+2n—3+1=2n+ 1 variables, es decir 1 incégnita mas.

La otra ecuacién la obtenemos al fijar a ¢ {0, 1, A} tal que (a : 1) € Sop(Discr). Esto podemos
verlo como una rafz doble de P — acQ. Agregando una nueva variable s tenemos que P(s) — aQ(s)
=0y P’ (s) — acQ’ (s) = 0. Obtenemos as{ 2 nuevas ecuaciones polinomiales, completando 2n + 2
incdgnitas, con 2n + 2 ecuaciones polinomiales.

Tenemos que exigir ademds s ¢ {0,1, co}.
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Al igual que en el caso anterior, tendremos de nuevo que exigir que los polinomios {4;, B;}
sean coprimos y ¢ # 0, agregando asi una nueva ecuacién y otra variable.

Descripcién de ecuaciones polinomiales para el caso (c):

En este caso tenemos una raiz de orden 4 en H. Como mencionamos antes, podemos fijar esta
raiz en cualquiera de los factores y luego resolver el problema en cada posibilidad.

P(t) = A () Ba(8)*(t — b)*
Q(t) = Ao(t) Bo(t)
P(t) = cQ(t) = Az(t) Ba(t)?
P(t) = A\cQ(t) = As(t) Bs(t)?

Fijando igual que en los otros casos los grados de los A;’s y cuales de los coeficientes a; son 0y 1,
tendremos (5—2)+(4n—5—1—4)/2+1+1 = 2n variables. Por otro lado ya obtuvimos 2n ecuaciones
polinomiales y agregamos una mas, para exigir que no tengan raices comunes, concluyendo asf el
sistema.

Tenemos asi planteados todos las proyecciones hiperelipticas de curvas de género 2 hacia una
curva eliptica X fija, como el conjunto (finito) de soluciones de un sistema de ecuaciones polino-
miales.

3.3. Curvas elipticas isomorfas

Podemos deducir ahora cuando dos curvas elipticas son isomorfas.

Sea f : X\ — X,, un isomorfismo, con f(co) = ¢. Por 2.2.7 existe un isomorfismo de
i Xy, —> X), donde i(q) = oco. Tenemos asf que 7 = io f esta en las hipétesis de 3.1.1.
Como deg(m) = deg(R) = 1y R(c0) = oo, entonces R es un polinomio de grado 1. Por tltimo

R({0,1,M}) = {0,1, Ao},

La cantidad de Ay posibles es a lo mas 6.
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Capitulo 4

Construccion explicita de
cubrimientos hiperelipticos de
género 2 y grados bajos

Si bien llegamos a ver qué estructura tienen los cubrimientos hiperelipticos sobre una curva
eliptica prefijada, y qué condiciones adicionales debemos pedir para que la curva I' sea de género
2, hasta ahora no hemos visto ningin caso concreto. Esto se debe, en parte, a que a priori nada
asegura que podamos encontrar explicitamente estos morfismos, ya que estos vienen dados como
soluciones a sistemas de ecuaciones polinomiales de N ecuaciones y N incégnitas. De hecho, si los
grados de los polinomios correspondientes son elevados su resolucién podria no poder ser efectiva.
Tomemos como ejemplo el caso més bésico, o sea, 1 ecuacién y 1 incégnita: en otros terminos, se
trata de hallar las raices de un polinomio. En este caso sabemos que si el polinomio tiene grado
superior a 4, genéricamente no se pueden encontrar sus raices. Por lo que no hay esperanzas de
resolver este sistema al menos a nivel genérico. Una manera de saber si bajo estas condiciones, es
decir los sistemas polinomiales de ecuaciones, tiene una cantidad finita de soluciones es obteniendo
una Base de Grobner reducida al anillo de polinomios generado por el sistema. En nuestro caso,
todos los sistemas cuadrados que obtenemos tienen sus soluciones parametrizadas por cubrimientos
de grado y discriminante fijo (de una curva prefijada), por lo que sabemos que sélo puede haber
un numero finito de soluciones.

4.1. Cubrimientos hiperelipticos para género g > 2

Observacién 4.1.1 Sea X, una curva eliptica. FExisten cubrimientos hiperelipticos de Xy por
curvas de género 3.

Sea P = t(t — 1), Q = (t — ay) donde ay ¢ {0,1}. Estd claro que el polinomio P — aQ
tiene raices simples salvo para o = —1 + 2a3 + /a3 — a. Podemos elegir ¢ y A para que Hy =
PQ(P — ¢Q)(P — AcQ) tenga solo raices simples. En tal caso, sea R(t) = P(t)/cQ(t) y m: T —
X el morfismo asociado por 3.1.6. La curva hipereliptica I' tiene entonces ecuacién afin y? =
x(x—1)(z —a2) (2% +a2)(x? 4+ (1 — M)z +az)) y 7 y la proyeccién 7 satisface, en ecuaciones afines,

P (z) Y
Q(z) 2Q(x)?

género 3 a una curva eliptica.l]

la férmula 7(x,y) = . Tenemos asi un morfismo de una curva hipereliptica de

Corolario 4.1.2 Ezisten cubrimientos hiperelipticos de género g > 2 arbitrario, de cualquier curva
eliptica Xy .

2942

Para g impar tomamos polinomios P de grado n = y Q de grado n— 1 coprimos moénicos

con raices simples. Existen una cantidad finita de a para los cuales P — a() tiene raices dobles. Sea
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¢ # 0 tal que a = ¢ y a = Ac tenga solo raices simples. En tal caso R=
C

7: T — X,, donde la ecuacién afin de T es y2 = P(2)Q(z)(P(z) — cQ(x))(P(z) — AeQ(z)) y en

ecuaciones afines 7 estd dada por w(x,y) = ( P(m) Y )

Qz) 2Q(x)?
29 +

z
4

Para g par tomamos polinomios P de gradon = y Q de grado n — 3, coprimos, ménicos

y con raices simples. Esta eleccion corresponde al caso en que el indice de ramificacién en oo vale
3. Tomando ¢ de forma que P —cQ y P — AcQ tengan solo raices simples, la fraccién racional R =

P . . . .y .,
—Q, al igual que en el caso anterior, determina un morfismo 7 : I' — X, tal que la ecuacién afin
C

de T es 2 = PQ(P — ¢Q)(P — \eQ). Luego, su género vale g.

Corolario 4.1.3 Sea 7 : I' — X\ un cubrimiento hipereliptico de grado n y género g. Entonces
g <2n—1.

Estudiemos ahora el problema para género 2.

4.2. Construccién de todos los cubrimientos hiperelipticos
de grado 2 por curvas de género 2

Sean 7 : I' — X un cubrimiento hipereliptico y R :P! — P! el morfismo asociado 3.1.1,
ambos de grado 2. Segin 3.2.1 el discriminante de 7 es de la forma Disc(n) = a + 7x, (a), con
a # 7x,(a), ya que no puede haber un punto de indice 3.

Tenemos entonces que 7, corresponde a un morfismo R cuya forma afin R cumple que:

» R=P/S, donde P, S son polinomios coprimos de grados deg(P) = deg(5) + 1 = 2.

» H=PS(P—8)(P— \S) tiene 5 raices simples (3 aparte de 0 y 1), y el resto son dobles.

= el soporte de Discg estd contenido en {¢x, (a),(0:1),(1:1),(A:1),00}.

Dado que deg(H) = 7, solo uno de sus factores tiene una rafz doble. Estudiemos primero el

caso en que P tiene una raiz doble.

1? =1* + pit + po

S =aqt+ q

Notar que en esta ocasién no usaremos los términos del polinomio moénico Q = S/ g1 como
variables. De hecho estudiando el sistema de ésta forma, tenemos 4 incégnitas, ademas de tener 2
ecuaciones lineales: las correspondientes a que 0 y 1 sean raices de H.

Para 0 tenemos una de las siguientes ecuaciones

po =10

Po—Ago =0

Recordemos que P tiene una raiz doble. Luego pg # 0. Podemos escribir entonces la ecuaciéon
de la manera siguiente:

upo - qo =0

parau € { 1, 1/\, 0 }

podemos estudiar por casos eligiendo wu.
Exigiendo que 1 sea raiz tenemos luego la ecuacién lineal
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(L + p1+po)- (g1 +q) =0

conv € {1,1/A 0 }. Ademds, como deg(Q) = 1, no pueden ser u y v nulos simultdneamente.
Como tenemos que P tiene una raiz doble tenemos la ecuacién

Pt —4po =0
La 1ltima ecuacién proviene de que j o aQ tiene una raiz doble, por lo que
(p1 — ag1)? - 4(po — ago) = 0
2ap1q1 + a*q? + 4ago =0

Habiendo completado el sistema de 4 ecuaciones, encontremos ahora sus soluciones
Primero despejemos qq, q1:

qo = pPou
g1 = (V)(1+po+p1) —qo = v(L+p1)+ (v —u)po.
Por otro lado py = (1/4)p?, asique notando todas las variables en funcién de p; obtenemos:
po = (1/4)p7
90 = (1/4)piu
@ =v(1+p1) + (v—u)(1/4)p]
Despejando en la iltima ecuacién obtenemos
2ap1 (v(1+p1) + (v —uw)(1/4)p}) + @®(v(1 +p1) + (v —w)(1/4)p})* - 4 a(1/4)pfu = 0
Deducimos entonces que p; es raiz del polinomio
cat* + 03153 + eot? + et! + co,
donde
e = a?((v — u)/4)?
c3 = (—a/2)(v —u) + (a?/2)(v)(v *u)
ca = —2av + 2a*v(v — u)/4 + a*v? + au
c1 = —2av + 2a%v
co = av

Siw # v, py es raiz de un polinomio de grado 4 que se puede resolver. Una vez que tenemos los
posibles p1, despejamos para cada uno de ellos el resto de las variables, resolviendo asi el sistema.

Si u = v entonces ¢4 = c3 =0y co = —2av + a?v? + av = v(—a + a?v). Como v = u, v # 0,
si tuviéramos —a + a?v = 0 entonces a = 1/v € {1, A}, lo cual llevard a un absurdo. Por lo tanto,
mismo si u = v existe alguna raiz p; y por tanto una solucién al sistema.

Veamos ahora los otros casos. Si P — Q tiene una raiz doble se puede realizar exactamente
el mismo estudio llamando, p; a sus coeficientes. En éste caso en vez de la condicién u € { 0, 1,
1/A } tendremos u € { 0, -1, 1/(=1 4 X) }, debido a que, si por ejemplo 0 es raiz de P, entonces
po + g0 = 0. Trabajamos de manera andloga en las condiciones de v, consiguiendo asi todas las
soluciones para este caso. Lo mismo se puede aplicar al caso en que P )\Q tenga una raiz doble.

Ejemplo 4.2.1

Consideremos por tultimo las condiciones, a = —3, P con una raiz doble y (P — Q) = (t—1)t,
asi como u =v = 1.

Tenemos entonces que p; es raiz de (—2a+a? +a)t? + (—2a+2a*)t + a® = —3(—4t* — 8t — 3).
Por lo que p; = (4 + (16 — 12)/2)(1/2) = 3 o 1.

Si tomamos p; = 1 tenemos
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po = 1/4
qo = 1/4
1 =2

Entonces la ecuacién affn de T' debe ser y? = t(t —1)(t —1/8)(t? +t+1/4—2)) y el cubrimiento
(x+1/2)* ylz+1/2)
2z +1/4 " (20 +1/2)2 )

hiperliptico dado, en ecuaciones afines, por 7(z,y) = (

4.3. Construccién de cubrimientos hiperelipticos de grado
3 por curvas de género 2

Para grado 3 se puede dar el caso Ram, (00) = 2. Estudiaremos éste caso ya que es mds sencillo.

La igualdad ind,(co) = 3 equivale a deg(Q) = 0. Siendo Q ménico ello implica que Q = 1.
Fijemos ahora el caso deg(A;) = deg(A42) = 1, con 0 raiz de Ay y 1 raiz de As. La ventaja de elegir
de esta forma es que en este caso R = P/c tiene grado 3, deg(Ram(R)) = 2 y estamos exigiendo
que P y P—c tengan una raiz doble. Por lo tanto, para ningin otro a el polinomio P — a tiene
raiz doble; en particular sabemos que deg(As) = 3.

Tomamos entonces:

P=t(t—b)?
P—c=(t—1)(t—by)?
nos da una ecuacion lineal

20 = 1+ 2bsy

Esto se traduce en que by y by sean las raices de la derivada. Por lo tanto P’ = 3(t — by )(t — by),
lo cual nos da una nueva ecuacién lineal:

3(b1 + bo) = 2(2[)1) .

Si bien las soluciones al sistema original iban a cumplir esta igualdad, imponer antes esta
igualdad nos permite encontrar by, bo como solucién a un sistema lineal.
Tenemos asi que

by =3/4
by =1/4
luego
c=0b:=1/16

y por tanto P — e = 3 — (3/2)t2 + (9/16)t — A/16, que no tiene raices multiples.
Concluimos asf que la curva I' resultante del teorema 3.1.6, tien ecuacién afin y? = t(t —
(2 — (3/2)t2 + (9/16)t — A/16), y el cubrimiento estd dado, en ecuaciones afines, por 7(x,y)
z(x —3/4)% ylz —3/4)(z —1/4)
( 1/16 ’ 1/256 )

Veamos que con este caso se pueden obtener todas las soluciones con deg(R) = 3 y Disc(n) =
200.

Sea R el morfismo obtenido como solucién, cuando las raices multiples estan en P y P — Ac.
Existe entonces una transformacion de Méebius T' tal que:

T(c0) =00, T(0)=0, T()\) =1

Consideremos ahora Ry = T'o R, asi como el cubrimiento hipereliptico m; sobre Xj,, donde
A1 =T(1) ¢ {1,0,00}. Como Disc(R;) = 2 x (o0) + (0) + (1), los polinomios P, y P — ¢; tienen
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una raiz doble. Luego pP— A1c1 no tiene raices multiples. Por ultimo, si m : I'y — X, , se tiene
que el género de I'; es 2. Solo falta demostrar que 1 sea raiz de P y 0 sea raiz de P — .

Sean wp,w; € Qr tales que m1(w;) = ((¢: 1)(0: 1)). Estos existen por tener P y P - grado
impar. Ademds w; # oo (i = 0,1). Podemos entonces construir un isomorfismo como en 1.2.5.b
i1 : 'y — IV, tal que

i1(00) =00, 1 ((0:1)(0:1)) =wg, 4 ((1:1)(0:1)) =wy

El morfismo my = m oy : I's — X, puede también ser determinado ya que cumple las
hipétesis del caso anterior.

Para las otras combinaciones, se llegard de forma analoga al primer caso. Por ultimo, como
las funciones i3 y T varian en un cantidad finita, tenemos determinado todos los cubrimientos de
grado 3, con un punto de {ndice 3 (y género 2), de una curva eliptica fija.

4.4. Construccion de cubrimientos hiperelipticos por curvas
de género 2, con 2 puntos de ramificaciéon y Disc(r) =
2a

Este es el tinico caso que nos falta estudiar. Recordemos que para que este caso se dé, R debe
tener un punto con indice 4. En AparticularAdeg(w) debe ser superior a 3. Construyamos entonces
ejemplos con deg(r) = 4 = deg(P) = deg(Q) + 1.

Fijemos

P=(t—a)
P—cQ = (t —by)%(t — by)?
Q = t(t — bs)?

Recordemos que con ésta eleccion P — a@) no tendrd raices dobles si a no es 0, 1. Después
tomamos A para que 1 sea raiz.
Que 0 sea raiz de @ nos da la ecuacién

at = (b1be)?
Salvo una elecciéon de signo podemos fijar
a? = byby
Q se puede escribir como

Q(t) = (—1/0)[(—40& + 2by + 2b2)t3 + (6042 — b% — 4b1by — b%)t2 + (—4043 + lebg + Qb%bz)] =
(—1/c)[At? + Bt? + Ct]

para exigir una raiz doble se debe exigir que B? = 4AC
B? =(6a2 — b2 — 4b1by — b3)? = (202 — b — b3)?

4AC = 16(—2a + by + ba) (=202 + b1b3 + b3bs)
=16a%(—2a + by + ba)?

Como ambos términos estan escritos como cuadrados de sus variables, podemos fijar
(202 — b? — b3)=4a(—2a + by + by)

Si fijamos b; cualquiera, distinto de 0 y 1, y sustituimos by por «?/b;, obtenemos que las
posibilidades para « son las raices del polinomio

U(a)(1/b1)%a* + (4/b1)a® — (10)a? + (4by)a + b3 .
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Siendo éste un polinomio de grado 4, se pueden encontrar las raices, una de las cuales es by, la
que no sirve como solucién al sistema, ya que necesitamos que Py @ sean coprimos. Factorizando
U tenemos que

U(z) = (1/b1)?(x = b1)* (2 = b1 (=3 = 2v2))((z — b1(=3 + 2v2))) -

Asi, eligiendo o = b1 (—3 + 2v/2), el problema se resuelve de la misma manera que para la otra
eleccion. Se tiene

P(t) = (t —bi(=3 +2v2))*
La igualdad a? = b;by implica entonces que:
by = bl(—g + 2\/5)2
Luego, . A
P —cQ=(t—b)%(t—bi(—=3+2V2)?)2.

Siendo Q moénico, deducimos que:
c=—2b; — 2by (=3 + 2v2)? + 4b1 (=3 + 2v/2) = =201 [(1 + (=3 + 2v/2)?) — 2(—3 + 2V/2)]

= —2by[-4+2V?2] = —2b[-2+ V2].

Por tdltimo, chequeando el termino de segundo grado en Q obtenemos

2b3 = —(1/c)[6a — bF — 4byby — b3].

Por lo tanto, despejando a y by obtenemos
—-14+V2
bs=b | ———
2+ V2

2
R -1 2
O=t|t—b i
1+ 2
Como ademés queremos que (P — AcQ)(1) = 0, deducimos que
(1 - b (=34 2v2))*
2
—14+v?2
(—2b1(—2+v2)) (1 — b (Tﬂ))
Concluimos asi que fijado by y tras aplicar 3.1.6, obtenemos I' curva hipereliptica de ecuacién

afin
- 142\
y2 — t(t — ].) (t — bl(_3 + 2\/5))4 — \ct (t — b1 (]_4»\/5))

A=—

y 7 : ' — X determinada por la ecuacién afin

m(z,y) = (P (t—a)2(t —by)(t — bo)(t — b3)>

cQ’ 2Q?
Notar que para resolver este sistema no podemos elegir A\, dado que la relacién entre X y by es

de grado 4. Si bien se puede empezar fijando A y luego determinar by, se usé de esta manera por
que era mas fécil de resolver.

Corolario 4.4.1 Se dan todas las posibilidades de ramificacion y discriminante para morfismos
entre curvas hiperelipticas de género 2 y curvas elipticas.

Ejemplo 4.4.2 Cubrimientos hiperelipticos por curvas de género 2 con grado n mailtiplo de 2 o 3.
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Sea m : I' — X un cubrimiento hipereliptico con I'" de género 2. Recordemos que existe un
isomorfismo i : X, — T entre la curva eliptica X y el Toro 1.2.9. En particular, el homomorfismo
multiplicaciion por un entero k > 1 definido sobre el Toro define un morfismo de X en si misma, de
grado k2. Componiendo ésta tiltima con 7 define un cubrimiento hipereliptico de grado k2 xdeg().
Luego conocemos ejemplos con deg(m) = 2 x k? y 3 x k2.
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