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Prólogo
Mi interés en el tema de los �ujos expansivos surge a partir del problema deltriángulo: demostrar que todo billar triangular tiene órbitas periódi
as. Hasta elmomento nadie lo pudo resolver, por lo menos de a
uerdo a mis últimas 
onsul-tas. En un período de investiga
ión sobre resultados 
ono
idos sobre el problemaPablo Lessa me muestra [2℄, un artí
ulo que vin
ula el problema a los sistemasexpansivos. Ha
ía po
o que habíamos re
ibido, junto a Joaquín Brum y RafaelPotrie, un 
urso de Dinámi
a de Homeomor�smos Expansivos, di
tado por JorgeLewowi
z y José Vieitez. Así que naturalmente seguimos esa pista: tratar de re-solver el problema del triángulo usando té
ni
as de homeomor�smos expansivos.Contrariamente a lo que deseaba, no pudimos resolver el problema (aún), perome permitió des
ubrir el mundo de los �ujos expansivos 
on puntos singulares. Elprimer gran desafío fue entender la de�ni
ión de �ujo expansivo, por eso es quees
ribí un 
apítulo dedi
ado a eso ex
lusivamente. El resto del trabajo es una 
on-jun
ión entre las ideas de la expansividad en el billar triangular y las té
ni
as deJorge Lewowi
z para el estudio de los homeomor�smos expansivos en super�
ies
ompa
tas.Luego de la defensa me dediqué a res
ribir esta Tesis. En agosto de 2011 laenvié para que se 
onsidere su publi
a
ión y por la respuesta que obtuve 
onfíoen que se publi
ará en la revista Dis
rete and 
ontinuous dynami
al systems 
onel nombre Expansive �ows of surfa
es. Ahí el le
tor en
ontrará que, 
omo miinglés es pésimo, me tuve que 
on
entrar en que el 
ontenido matemáti
o fuera
orre
to. Así que por un lado lo hallará más pre
iso en varios aspe
tos, en partepor las exigen
ias de los árbitros de la revista. Pero por otro lado lo en
ontrarámás frío, dada las limita
iones que el po
o 
ono
imiento del idioma me impone.i
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Capítulo 1
Introdu

ión

Este trabajo surge de vin
ular estos tres 
on
eptos: sistemas expansivos, bi-llares poligonales planos y �ujos singulares. La rela
ión entre los billares y laexpansividad es estable
ida en [2℄ por G. Galperin, T. Kruger y S. Troubetzkoy.En ese artí
ulo se 
onsideran billares poligonales planos y se demuestra que si seex
luyen las órbitas periódi
as y las que rebotan en los vérti
es, el mapa de 
oli-siones es un homeomor�smo expansivo. La idea intuitiva es que dos traye
torias seseparan 
uando apare
e un vérti
e del polígono entre ellas, obligandolas a rebotaren lados distintos. El vín
ulo entre los �ujos singulares en super�
ies 
ompa
tas ylos billares es dado por A. Zemlyakov y A. Katok en [15℄. Construyen a partir deun billar poligonal plano ra
ional y una dire

ión �ja, un �ujo en una super�
ie
ompa
ta que puede presentar singularidades de tipo silla aso
iadas a los vérti
esdel polígono.Vin
ulando las propiedades expansivas que pueden presentar los billares y la
onstru

ión de un �ujo a partir de un billar, 
on
luimos en este trabajo que sise �ja una dire

ion en el polígono en la que no haya órbitas periódi
as, el �ujoresultante es expansivo y 
on singularidades. Este resultado surge 
omo 
orolariodel estudio de los �ujos expansivos en super�
ies.1



2Des
rip
ión del 
ontenidoCapítulo 1. Dis
utiremos las no
iones bási
as de los �ujos expansivos, exami-nando posibles de�ni
iones de expansividad. Un objetivo importante es 
onven
eral le
tor de la ne
esidad de la de�ni
ión de M. Komuro.Capítulo 2. Mostraremos que un �ujo en el 
ír
ulo es expansivo si y solo sitiene una 
antidad �nita de puntos de equilibrio.Capítulo 3. Estudiamos �ujos expansivos en super�
ies 
ompa
tas. En laprimera se

ión se estudian no
iones bási
as de �ujos en super�
ies: singulari-dades, separatri
es, estabilidad y singularidades evitables. En la siguiente se

iónse demuestra que la expansividad (en ausen
ia de singularidades evitables) esequivalente a que las singularidades sean sillas múltiples y que la unión de susseparatri
es sea densa en la super�
ie. Se demuestra también que la expansividades equivalente a que no haya puntos errantes ni periódi
os (que estarán soportadosen super�
ies de género mayor que uno). En la se

ión 3 se demuestra que los �u-jos (
ontinuos) expansivos en super�
ies son topológi
amente equivalentes a �ujosde 
lase C∞ (utilizando los resultados de [3℄). La se

ión 4 presenta una des
om-posi
ión de la dinámi
a en piezas 
uasiminimales. Finalmente damos un modelopara estas piezas 
uasiminimales mediante suspensiones de mapas de inter
ambiode intervalos.Capítulo 4. Rela
ionamos la expansividad en super�
ies 
on la existen
ia deórbitas periódi
as en billares poligonales ra
ionales, aso
iadas a una dire

ión enel polígono.Apéndi
e. Se in
luye un breve resumen relativo a se

iones transversales para�ujos.



Capítulo 2
Flujos expansivos

En este 
apítulo vamos a estudiar diferentes posibles de�ni
iones de �ujo ex-pansivo. Nos interesamos en distinguir la expansividad 
inemáti
a, geométri
a ysingular. El objetivo prin
ipal es estable
er el 
on
epto de expansividad geométri-
a singular dada por M. Komuro en [7℄.2.1. Estudio de de�ni
iones alternativas2.1.1. Primer intentoEl primer 
on
epto es una tradu

ión dire
ta de la de�ni
ión en el 
aso dis-
reto.1De�ni
ión 2.1. Diremos que un puntos p es singular o de equilibrio si para todo
t ∈ R o
urre que φt(p) = p. A los puntos no singulares los llamaremos regulares.Proposi
ión 2.2. Sea φ : R×X → X un �ujo 
ontinuo en un espa
io métri
o
ompa
to X. Supongamos que existe δ > 0 tal que: dist(φt(x), φt(y)) < δ paratodo t ∈ R impli
a x = y. Enton
es X es un 
onjunto �nito.Demostra
ión. Primero vamos a demostrar que no hay puntos regulares. Para esosupongamos por absurdo que existe un punto regular x ∈ X. Luego, 
omo φ es
ontinuo y X es 
ompa
to, existe T > 0 tal que para todo y ∈ X se 
umple que1El resultado que sigue fue observado en [1℄ antes de dar la de�ni
ión de �ujo expansivo.3



4 2.1. ESTUDIO DE DEFINICIONES ALTERNATIVAS
dist(φt(y), y) < δ si |t| < T . Pero 
omo x no es singular existe s ∈ (−T, T ) talque φs(x) 6= x. Si llamamos z a φs(x) tenemos que dist(φt(z), φt(x)) < δ paratodo t ∈ R ya que φs(φt(x)) = φt(z) y |s| < T . Esto es absurdo porque z 6= x.Ahora solo resta ver que hay una 
antidad �nita de singularidades. Si hubiesein�nitas, por la 
ompa
idad de X, existen dos de ellas que distan menos que δentre si. Estos dos puntos 
ontradi
en la hipótesis trivialmente.2.1.2. Segundo intentoAnali
emos que fue lo que pasó en el 
aso anterior. La expansividad fue ne-gada por puntos en una misma órbita. Enton
es podemos intentar la siguientede�ni
ión: un �ujo es expansivo si existe δ > 0 tal que si dist(φt(x), φt(y)) < δpara todo t ∈ R enton
es x e y están en una misma órbita.2Esta de�ni
ión tiene un problema. Es posible suspender un homeomor�smo3no expansivo y 
onseguir que el �ujo quede expansivo (según la de�ni
ión dadaen el párrafo anterior). Des
ribo un ejemplo a 
ontinua
ión.Sea X ⊂ S2 = R2 ∪ {∞} dado por

X = {∞} ∪ {(n, 0) : n ∈ Z} ∪ {n,±1/m) : n ∈ Z, m ∈ Z+, |n| ≤ m}.De�nimos f : X → X mediante las siguientes 
ondi
iones:






















f(∞) = ∞

f(n, 0) = (n+ 1, 0)

f(n,±1/m) = (n+ 1,±1/m) si n < m y
f(m,±1/m) = (−m,∓1/m).Es fá
il ver que esto es un homeomor�smo y que no es expansivo ya que los pun-tos de la forma (0, 1/m) y (0,−1/m) 
ontradi
en la expansividad para 
onstantes2En [10℄ se utiliza esto 
omo de�ni
ión de �ujo inestable.3Dado uno homeomor�smo f : X → X y una fun
ión T : X → R+ de�nimos el espa
io

XT =
⋃

0≤t≤T (x)

(x, t)/(x, f(x)) ≃ (f(x), 0)y la suspensión de f por T 
omo el �ujo φ : R×XT → XT que veri�
a φt(x, s) = (x, t + s) si
0 ≤ t+ s < T (x).



CAPÍTULO 2. FLUJOS EXPANSIVOS 5arbitrariamente pequeñas. Por otro lado estos son los úni
os puntos que 
ontradi-
en la expansividad y 
omo están en la misma órbita se veri�
a que su suspensión(por la fun
ión T = 1 por ejemplo) es expansiva según la de�ni
ión que estamos
onsiderando.2.1.3. Expansividad 
inemáti
aEn la de�ni
ión, en lugar de de
ir �x está en la órbita e y� debemos de
irde alguna manera �x e y están lo
almente en la misma órbita�. A priori, esto sepuede ha
er de dos maneras: una temporal y otra espa
ial. Dados dos puntos x e
y en una misma órbita, de
imos que están temporalmente próximos si y = φt(x)para algún valor 
hi
o de t. De
imos que están espa
ialmente próximos si hayun segmento de órbita de diámetro 
hi
o que 
ontiene a x y a y. Mostraremosque las dos formas de en
arar el asunto son la misma (
osa que no o
urrirá en laexpansividad geométri
a 
on singularidades, 
omo veremos más adelante).Proposi
ión 2.3. Sea φ : R×X → X un �ujo 
ontinuo en un espa
io métri
o
ompa
to X. Enton
es las siguientes a�rma
iones son equivalentes.1. Para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que si dist(φt(x), φt(y)) < δ para todo t ∈ Renton
es existe s ∈ R tal que |s| < ε y φs(x) = y.42. Para todo β > 0 existe δ′ > 0 tal que si dist(φt(x), φt(y)) < δ′ para todo

t ∈ R enton
es existe un segmento de órbita de diámetro menor que β que
ontiene a x y a y.Demostra
ión. Para ver que la primera impli
a a la segunda 
onsideremos unvalor de β > 0 dado. Si tomamos ε > 0 tal que β ≥ máx{dist(φt(x), x) : x ∈

X, t ∈ [−ε, ε]} tenemos por 1 que existe δ que veri�
a 1. Luego tomamos δ′ = δy la prueba es trivial.Para el re
ípro
o hay que tener 
uidado porque estar 
er
a en distan
ia no im-pli
a estar 
er
a en tiempo ya que puede haber puntos singulares. Antes que nada4En [1℄ se 
onsidera esto 
omo posible de�ni
ión de �ujo expansivo, pero es des
artadarápidamente.



6 2.1. ESTUDIO DE DEFINICIONES ALTERNATIVAS�jemos un valor de ε > 0 
ualquiera. Tomemos un β1 > 0 y por hipótesis, item2, existe δ1 
orrespondiente. Es fá
il ver que existe ne
esariamente una 
antidad�nita de órbitas de diámetro menor que δ1/2. Tomo β2 > 0 tal que si el diámetrode la órbita de un punto p es menor que β2 enton
es p es una singularidad. Paraeste β2 existe un δ2 por hipótesis. Tomemos ρ < δ2/2. Es fá
il ver que para todo
x ∈ Bρ(Sing), x /∈ Sing, existe t0 ∈ R tal que φt0(x) /∈ Bρ(Sing). A�rmamosque existe β3 ∈ (0, β2) tal que si x /∈ Bρ(Sing) y diam(φ[0,t](x) < β3 enton
es
|t| < ε (el dado al prin
ipio). Si no fuera el 
aso, existiria xn → z, xn /∈ Bρ(Sing)y tn → ∞ tales que diam(φ[0,tn](xn)) → 0. Esto impli
a que z ∈ Sing lo 
ual esabsurdo. Finalmente la 
onstante de expansividad aso
iada a ε es δ3, la aso
ia-da a β3 por hipótesis. Veamos porqué. Supongamos dist(φt(x), φt(y)) < δ3 paratodo t ∈ R. Luego, podemos suponer que x no es singular y por lo tanto existe
t0 ∈ R tal que φt0(x) /∈ Bρ(Sing). Enton
es dist(φt(φt0(x)), φt(φt0(y))) < δ3 ypor hipótesis existe s ∈ R tal que φs(φt0(x)) = φt0(y) y además el diámetro de
φ[0,s](φt0(x)) es menor que β3. Como φt0 /∈ Bρ(Sing) tenemos que |s| < ε y por lotanto φs(x) = y 
on |s| < ε.A 
ontinua
ión vamos a ver dos ejemplos de expansividad 
inemáti
a en su-per�
ies.Ejemplo 2.4. Sean f la fun
ión identidad en un intervalo y φ una suspensiónpor una fun
ión 
re
iente. Todas las órbitas de φ son periódi
as y los períodos sontodos distintos. Este ejemplo es 
inemáti
amente expansivo y se obtuvo suspen-diendo un homeomor�smo no expansivo. Además es 
inemáti
amente expansivoal futuro5.Se ve también a
á que ser 
inemáti
amente expansivo no es invariante porequivalen
ia topológi
a6. Basta reparametrizar todas las órbitas para que tenganel mismo período y 
onseguir que el �ujo no sea expansivo.5Un �ujo es 
inemáti
amente expansivo al futuro si: para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que si
dist(φt(x), φt(y)) < δ para todo t ≥ 0 enton
es existe s ∈ R tal que |s| < ε y φs(x) = y.6De
imos que dos �ujos son topológi
amente equivalentes si existe un homeomor�smo de Xque preserva órbitas y la orienta
ión de 
ada órbita.



CAPÍTULO 2. FLUJOS EXPANSIVOS 7Ejemplo 2.5. Sean X un 
ampo que genera un �ujo irra
ional en el toro T 2 :=

R2/Z2 y f : T 2 → [0, 1] 
ontinua que solo se anula en un punto p ∈ T 2. De�nimosel �ujo φ por el 
ampo fX. Este �ujo es 
inemáti
amente expansivo y tienela propiedad de que 
ualquiera de sus topológi
amente equivalentes es también
inemáti
amente expansivo.2.2. Expansividad geométri
a o de KomuroLa idea geométri
a de la expansión viene aso
iada a las reparametriza
iones delas órbitas. El 
on
epto, vagamente di
ho, es que si dos órbitas se mantienen 
er-
a todo el tiempo, aún reparametrizando alguna de ellas, enton
es ambos puntosestán lo
almente en la misma órbita. Esto intenta evitar la separa
ión 
inemáti
aque observamos en los ejemplos anteriores. Si queremos darle un papel impor-tante a las singularidades en la teoría debemos evitar la di�
ultad que presentael siguiente resultado7.Proposi
ión 2.6. Sea φ : R×X → X un �ujo 
ontinuo en un espa
io métri
o
ompa
to X tal que existen δ, ε > 0 tal que si dist(φh(t)(x), φt(y)) < δ para algúnhomeomor�smo 
re
iente de R y para todo t ∈ R enton
es existe s ∈ R tal que
|s| < ε y φs(x) = y. Enton
es las singularidades de φ son puntos aislados de X.Demostra
ión.8 Por absurdo supongamos que existe una singularidad p ∈ X queno es un punto aislado de X. Por la 
ontinuidad de φ tenemos que existe x ∈ X,
x 6= p, tal que dist(φt(x), p) ≤ δ/2 si |t| < 3ε. De�no y = φε(x) y h : R → R
omo

h(t) =























t+ ε t ≤ −2ε

t/2 −2ε ≤ t ≤ 0

2t 0 ≤ t ≤ ε

t+ ε t ≥ ε7En [1℄ se prueba un resultado análogo a este pero en la de�ni
ión de expansivo permitenque las reparametriza
iones h sean simplemente fun
iones 
ontinuas, 
on lo 
ual la prueba estrivial (ya que se 
onsidera la reparametriza
ión 
onstante h(t) = 0 para todo t ∈ R).8Este resultado fue demostrado en [11℄.



8 2.2. EXPANSIVIDAD GEOMÉTRICA O DE KOMUROAsi h es un homeomor�smo 
re
iente de R que �ja al 
ero. Vamos a demostrarque dist(φt(y), φh(t)(x)) < δ para todo t ∈ R.Si t /∈ (−2ε, ε) tenemos que h(t) = t + ε y por tanto φh(t)(x) = φt+ε(x) =

φt(y).Si t ∈ (−2ε, ε) enton
es |t+ε| < 2ε y dist(φt(y), p) = dist(φt+ε(x), p) < δ/2.Además |h(t)| < 2ε, por lo tanto dist(φh(t)(x), p) < δ/2. Enton
es se 
on
luyepor la propiedad triangular.Si φt(x) 6= y para todo |t| < ε ya llegamos a una 
ontradi

ión. Supongamosenton
es que existe s ∈ (−ε, ε) tal que φs(x) = y. Además habíamos de�nidoal punto y 
omo φε(x), 
on lo 
ual x = φε−s(x) 
on 0 < |ε − s| < 2ε. Por lotanto dist(φt(x), p) = dist(φt(x), φt(p)) ≤ δ para todo t ∈ R y 
omo p es singular
φt(x) 6= p para todo t ∈ R. Llegando asi también a una 
ontradi

ión.Con esta de�ni
ión (la hipótesis de la Proposi
ión anterior) ninguno de losejemplos anteriores es expansivo. El problema estuvo en 
ómo de
ir �están lo
al-mente en la misma órbita�. Esto fue he
ho pidiendo que los puntos estén en unmismo segmento de órbita en un tiempo 
orto. Como se ve en la prueba anterior,
er
a de las singularidades un segmento de órbita puede tener diámetro 
hi
o ysin embargo el tiempo que lleva re
orrerlo puede ser arbitrariamente grande.En esta situa
ión hay dos solu
iones equivalentes: una temporal y otra espa
ial.La primera es pedir que esten en la misma órbita en tiempo 
orto pero en algúnmomento de la órbita. Esta idea es la que se apli
a en la de�ni
ión de Komuro[7℄, es la que usaremos en este trabajo y la reprodu
imos a 
ontinua
ión. La otrasolu
ión, que examineramos luego, es pedir que los puntos estén en un segmentode órbita de diámetro 
hi
o.De�ni
ión 2.7. (Expansividad de Komuro). Un �ujo φ : R ×X → X 
ontinuoen un espa
io métri
o 
ompa
to X es expansivo si para todo ε > 0 existe δ > 0tal que si dist(φh(t)(x), φt(y)) < δ para todo t ∈ R y para algún homeomor�smo
h : R → R 
re
iente y que �je el 
ero, enton
es existen s, t0 ∈ R tales que |s| < εy φh(t0)(x) = φt0+s(y).



CAPÍTULO 2. FLUJOS EXPANSIVOS 9La siguiente Proposi
ión muestra que esta de�ni
ión 
oin
ide 
on la de Boweny Walters si no hay singularidades9.Proposi
ión 2.8. Sea φ : R × X → X un �ujo 
ontinuo sin singularidadesen un espa
io métri
o 
ompa
to X. Enton
es las siguientes a�rma
iones sonequivalentes.1. (M. Komuro) Para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que si
dist(φh(t)(x), φt(y)) < δpara todo t ∈ R siendo h : R → R un homeomor�smo 
re
iente que �je el
ero, enton
es existen t0, s ∈ R tales que |s| < ε y φh(t0)(x) = φt0+s(y).2. (R. Bowen y P. Walters) Para todo ε′ > 0 existe δ′ > 0 tal que si
dist(φh(t)(x), φt(y)) < δ′para todo t ∈ R siendo h : R → R un homeomor�smo 
re
iente que �je el
ero, enton
es existe s ∈ R tales que |s| < ε′ y x = φs(y).Demostra
ión. Para ver que (2) impli
a (1) hay que tomar t0 = 0. Esto es inde-pendiente de que no haya singularidades.Veamos que (1) impli
a (2). Observemos primero que, 
omo no hay singulari-dades, existe T0 > 0 tal que para todo T ∈ (0, T0) existe ρT > 0 tal que para todo

x ∈ X, dist(x, φT (x)) > ρT . Lo demostraremos por absurdo. Si �jamos T0 > 0y tomamos ρn → 0, existe una su
esión xn tal que dist(xn, φT (xn)) → 0 paraalgún T ∈ (0, T0). Si suponemos que xn → x tenemos que φT (x) = x. Si ahoraha
emos T0 → 0 obtenemos yn y Tn → 0 tales que φTn
(yn) = yn. Supongamosque yn → y. Como Tn → 0 y Tn 6= 0, para todo t ∈ R existe kn ∈ Z tal que

knTn → t. Observemos que φknTn
(yn) = yn. Por la 
ontinuidad de φ tenemos que

φt(y) = y para todo t ∈ R. Luego y es una singularidad, lo 
ual es absurdo.Dado ε > 0 tomemos T ∈ (0, ε), ε′ ∈ (0, T ) y ρT > 0 
omo en el pá-rrafo anterior. Por hipótesis existe δ′ > 0 aso
iado a ε′. Probaremos que para9Este resultado fue demostrado en [11℄.



10 2.2. EXPANSIVIDAD GEOMÉTRICA O DE KOMUROel ε dado, 
ualquier δ ∈ (0, ρT ) ∩ (0, δ′) satisfa
e la tesis. Supongamos que
dist(φt(x), φh(t)(y)) < δ para todo t ∈ R. Por (1) existen s, t0 ∈ R tales que
|s| < ε′ y φs+t0(x) = φh(t0)(y). Enton
es

φ−t+s+t0+h(t)−h(t0)(φt(x)) = φh(t)(y) (2.1)Sea g : R → R de�nida por g(t) = | − t+ s+ t0 + h(t)− h(t0)| que es 
ontinua.Luego g(t0) = |s| < ε′ < T y además par todo t ∈ R se 
umple que g(t) 6= T .Lo que impli
a que g(t) ∈ [0, T ) para todo t ∈ R. Enton
es por la e
ua
ión (2.1),evaluada en t = 0, tenemos que φs+t0−h(t0)(x) = y y |s + t0 − h(t0)| = g(0) < ε.Con lo que 
on
luye la prueba.Otra manera de abordar el 
on
epto de estar lo
almente en la misma órbita,es de
ir que los puntos estén en un mismo segmento de órbita de diámetro 
hi
o.De�ni
ión 2.9. De
imos que x e y están β-
one
tados si existen z y t tales que
x, y ∈ φ[0,t](z) y el diámetro de φ[0,t](z) es menor que β.Proposi
ión 2.10. Sean X un espa
io métri
o 
ompa
to, φ : R×X → X un �ujo
ontinuo y β010 el ín�mo de los diámetros de las órbitas no singulares. Enton
eslas siguientes a�rma
iones son equivalentes:1. φ es expansivo Komuro,2. para todo β > 0 existe δ > 0 tal que si dist(φh(t)(x), φt(y)) < δ para todo

t ∈ R y para algún homeomor�smo h : R → R 
re
iente y que �je el 
ero,enton
es x e y están β-
one
tados,3. existen β1 ∈ (0, β0) y δ′ > 0 tales que si dist(φh(t)(x), φt(y)) < δ′ para todo
t ∈ R y para algún homeomor�smo h : R → R 
re
iente y que �je el 
ero,enton
es x e y están β1-
one
tados.Observa
ión 2.11. Si β0 = 0, en 
ualquiera de los tres 
asos de la Proposi
iónanterior, se 
on
luye que X es un 
onjunto �nito. En ese 
aso es trivial demostrarla equivalen
ia. Por tanto en la demostra
ión asumiremos que β0 > 0.10El parámetro β0 aso
iado al �ujo, será 
onsiderado en varias oportunidades sin volver ade�nirlo.



CAPÍTULO 2. FLUJOS EXPANSIVOS 11Antes de la demostra
ión, un 
omentario y un Lema. Primero quiero expli
arporqué existe este resultado. El primer item es la primera de�ni
ión de �ujoexpansivo pensada para singularidades. El segundo res
ata la no
ión de estarlo
almente en la misma órbita. El ter
er item responde a la siguiente inquitud:¾que tan expansivo es algo 
uya 
onstante de expansividad depende de un ε o un
β? No es difí
il ver que si ε o β tienden a 
ero enton
es el valor de δ aso
iadotambién tiende a 
ero. El ter
er item muestra que existe una buena 
onstantede expansividad, esto pasa por estable
er una no
ión de �estar lo
almente en lamisma órbita� que sea su�
iente.Lema 2.12. Si φ es un �ujo 
on una 
antidad �nita de singularidades enton
espara todo β ∈ (0, β0) existe δ > 0 tal que si dist(φg(t)(x), φt(x)) < δ para todo
t ∈ R y algúna fun
ión 
ontinua g : R → R, g(0) = 0, enton
es para todo t ∈ R,los puntos φg(t)(x) y φt(x) están β-
one
tados.Demostra
ión. Por absurdo supongamos que existe β ∈ (0, β0), δn → 0, xn yfun
iones gn tales que

dist(φgn(t)(xn), φt(xn)) < δn (2.2)para todo t ∈ R, gn(0) = 0 y además existe tn tal que φgn(tn)(xn) y φtn(xn) no están
β-
one
tados. Sin perder generalidad podemos suponer que los tn son positivos yademás que son minimales, es de
ir, para todo t ∈ [0, tn) los puntos φgn(t)(xn) y
φt(xn) están β-
one
tados. Esto impli
a que los puntos an = φgn(tn)(xn) y bn =

φtn(xn) están 
one
tados por un segmento de órbita de diámetro exa
tamente β yno por uno de diámetro menor. Por la e
ua
ión (2.2) tenemos que dist(an, bn) <
δn → 0, por lo 
ual podemos suponer que an, bn → c. Nuevamente podemossuponer que φsn(an) = bn 
on sn > 0 y diam(φ[0,sn](an)) = β (el razonamiento quesigue sería análogo si sn < 0). Si los valores de sn estuvieran a
otados 
on
luimosque c es un punto periódi
o no singular y que el diámetro de su órbita es β
ontradi
iendo que β < β0. Si sn no está a
otado podemos suponer que sn → +∞.Luego supongamos que φ[0,sn](an) 
onverge a K en la topología de Hausdor�1111SiA,B ⊂ X son 
ompa
tos se de�ne la distan
ia de Hausdor� entre A yB 
omo dH(A,B) =

máx{supa∈A ı́nfb∈B dist(a, b), supb∈B ı́nfa∈A dist(a, b)}.



12 2.2. EXPANSIVIDAD GEOMÉTRICA O DE KOMUROde los 
ompa
tos de X. Es fa
il ver que K es invariante por el �ujo y que sudiámetro es β. Luego 
omo en X hay �nitas singularidades y K tiene in�nitospuntos tenemos que en K hay alguna órbita no singular que tiene diámetro menoro igual a β, llegando asi al mismo absurdo que antes.Demostra
ión de la Proposi
ión 2.10. Primero observar que en 
ualquiera de lostres 
asos la 
antidad de singularidades es �nita.(1 → 2) Observemos que si probamos la a�rma
ión para algún valor de βenton
es la a�rma
ión queda probada para todo β mayor, simplemente usando elmismo δ. Luego es su�
iente suponer un β ∈ (0, β0). Luego apli
amos el Lemaanterior para un valor β ′ ∈ (0, β) y nos da un valor δ′ > 0. Sea δ′′ ∈ (0, δ′). Por
ontinuidad existe ε > 0 tal quesi diam(φ[a,b](x)) < β ′ enton
es diam(φ[a−ε,b+ε](x)) < β (2.3)Eventualmente a
hi
ando ε podemos suponer también quesi dist(x, y) < δ′′ enton
es dist(φs(x), y) < δ′, ∀s ∈ (−ε, ε) (2.4)Por hipótesis existe una 
onstante de expansividad δ′′′ aso
iada al valor de ε�jado. A�rmamos que 
ualquier valor δ < δ′, δ′′, δ′′′ es una 
onstante de expan-sividad para β. Veamos porqué. Supongamos que
dist(φh(t)(x), φt(y)) < δ, ∀t ∈ R (2.5)Enton
es por hipótesis existen s, t0 ∈ R tales que φh(t0)(x) = φt0+s(y) y |s| < ε.La idea es apli
arle a z = φh(t0)(x) el Lema anterior 
on g : R → R de�nida 
omo

g(t) = h(t0 + t)− h(t0). Por la e
ua
ión (2.5) tenemos que
dist(φg(t)(z), φt−s(z)) < δpara todo t ∈ R, ya que

φg(t)(z) = φh(t0+t)−h(t0)(φh(t0)(x)) = φh(t0+t)(x),

φt−s(z) = φt−s(φh(t0)(x)) = φt+t0(φh(t0)−s−t0(x)) = φt+t0(y)



CAPÍTULO 2. FLUJOS EXPANSIVOS 13Como |s| < ε, por la e
ua
ión (2.4) tenemos que dist(φg(t)(z), φt(z)) < δ′ paratodo t ∈ R, ya que δ < δ′′. Luego por el Lema anterior tenemos que los puntos
φg(−t0)(z) y φ−t0(z) están β ′-
one
tados. Estos puntos son x y φs(y) respe
tiva-mente. Finalmente por 
ómo tomamos ε en fun
ión de β ′ tenemos que x e y están
β-
one
tados.(2 → 1) Primero observemos que existe γ > 0 tal que para todo x /∈ Bγ(Sing)existe t ∈ R tal que φt(x) /∈ Bγ(Sing). Si no fuera el 
aso se negaría la expansivi-dad.Sea ε > 0 
ualquiera y �jemos un valor de γ por lo di
ho anteriormente.Enton
es lo siguiente es 
ierto: existe β > 0 tal que si dist(x, Sing) ≥ γ y
diam(φ[0,s](x)) < β enton
es |s| < ε. La prueba de esto es la siguiente. Porabsurdo, supongamos que existen su
esiones xn /∈ Bγ(Sing) y tn /∈ (−ε, ε) talesque diam(φ[0,tn](xn)) → 0. Tomando una subsu
esión podemos suponer que xn
onverge a z /∈ Bγ(Sing), 
on lo 
ual z no es una singularidad. Luego 
omo z noes singular existe ε′ ∈ (0, ε) tal que φε′(z) 6= z. Pero por la 
ontinuidad de φ setiene que φε′(xn) 
onverge a φε′(z), 
ontradi
iendo que diam(φ[0,tn](xn)) → 0.Para el valor de β del párrafo anterior existe una 
onstante de expansividad δ,por hipótesis. A�rmamos que para el ε dado al prin
ipio este valor de δ fun
iona.Para probarlo supongamos que existen x, y ∈ X, un homeomor�smo h : R → R
re
iente que �ja el 
ero tales que dist(φh(t)(y), φt(x)) < δ para todo t ∈ R.Observemos que no puede haber dos singularidades a distan
ia menor que δ porla expansividad. Luego alguno de los dos puntos no es singular, digamos que
x /∈ Sing. Ya dijimos que existe t0 ∈ R tal que φt0(x) /∈ Bγ(Sing). Apliquemos lade�ni
ión de expansividad a los puntos φh(t0)(y) y φt0(x) 
on el homeomor�smo
h′(t) = h(t+ t0)− h(t0) que es 
re
iente y �ja el 
ero. Se 
umple que

dist(φh′(t)(φh(t0)(y)), φt(φt0(x))) = dist(φh(t+t0)−h(t0)(φh(t0)(y)), φt(φt0(x))) =

dist(φh(t+t0)(y)), φt+t0(x))) < δpara todo t ∈ R. Luego por hipótesis tenemos que φh(t0)(y) y φt0(x) están enun mismo segmento de órbita de diámetro menor que β. Por lo demostradoal prin
ipio tenemos que 
omo φt0(x) /∈ Bγ(Sing), existe s ∈ (−ε, ε) tal que
φh(t0)(y) = φt0+s(x). Con lo que 
on
luye la prueba.



14 2.2. EXPANSIVIDAD GEOMÉTRICA O DE KOMURO(2 → 3) Es un 
aso parti
ular.(3 → 2) Dado un valor β mayor o igual a β1 el asunto es trivial usando elvalor de δ = δ′ de la hipótesis. Supongamos β ∈ (0, β1). Si ningún valor de δfun
iona para ese β, enton
es existe δn → 0, xn, yn → z y homeomor�smos hntales que dist(φhn(t)(xn), φt(yn)) < δn para todo t ∈ R y de forma que xn e ynestán β1-
one
tados pero no β-
one
tados. Enton
es 
on
luimos igual que en laprueba del Lema. Si φsn(xn) = yn y diam(φ[0,sn](xn)) ∈ [β, β1] enton
es un puntode a
umula
ión (en la topología de Hausdor�) de φ[0,sn](xn) 
ontiene una órbitano singular de diámetro menor que β0 lo 
ual es absurdo.



Capítulo 3
Flujos expansivos en el 
ír
ulo

En este 
apítulo estudiaremos la expansividad en el 
ír
ulo. Además de daruna 
ara
teriza
ión muy sen
illa, demostraremos que la expansividad 
inemáti
a
oin
ide 
on la geométri
a en el 
aso unidimensional. La demostra
ión del Lemasiguiente es válida en espa
ios métri
os 
ompa
tos.Lema 3.1. Si un �ujo tiene solo una 
antidad �nita de órbitas enton
es es ge-ométri
amente expansivo.Demostra
ión. En este párrafo demostraremos que los úni
os puntos re
urrentes alfuturo o al pasado1 son los periódi
os y los singulares. Supongamos por absurdoque existe x ∈ X re
urrente al futuro (al pasado es similar), no periódi
o nisingular2. Sea l ⊂ X una se

ión transversal lo
al abierta que 
ontenga a x detiempo τ > 0 (Proposi
ión A.2). Para 
ada y ∈ l tenemos que φ(−τ,τ)(y) ∩ l =

{y}, por lo tanto el 
onjunto l ∩ φR(y) es a lo sumo numerable. Como el �ujopresenta �nitas órbitas 
on
luimos que l es a lo sumo numerable. Por otro lado
omo x es re
urrente, si y ∈ φR(x) ∩ l, existe tn → +∞ tal que φtn(x) → y.Podemos suponer que φtn(x) ∈ l y 
omo x no es periódi
o también suponemosque φtn(x) 6= y. Luego φR(x) ∩ l no tiene puntos aislados. Sea δ > 0 tal que
clos(Bδ(x)) ⊂ φ(−τ,τ)(l) y A = Bδ(x) ∩ l ∩ φR(x). Enton
es A tampo
o tienepuntos aislados. Con lo 
ual clos(A) ⊂ l y clos(A) no tiene puntos aislados.1Un punto x es re
urrente al futuro (pasado) si existe tn → +∞ (−∞) tal que φtn(x) → x.2En general 
uando hablemos de puntos peródi
os supondremos que no son singulares15



16Enton
es clos(A) es 
ompa
to, no tiene puntos aislados y por estar in
luido en l esnumerable. Esto 
ontradi
e dire
tamente el Teorema de Baire: los 
omplementosde los puntos son una 
antidad numerable de abiertos densos 
uya interse

ión esva
ía.Como 
onse
uen
ia tenemos que si x /∈ φR(y) enton
es
clos(φR(x)) 6= clos(φR(y)).Demostrémoslo. La a�rma
ión es 
lara si x o y son periódi
os o singulares. Supon-gamos que no son periódi
os ni singulares y razonando por absurdo tenemos queexiste tn ∈ R una su
esión divergente tal que φtn(y) → x. A su vez, para 
ada

n existe otra su
esión divergente snk tal que φsnk (x) → φtn(y) 
uando k → ∞.Podemos suponer que todas las su
esiones snk 
onvergen a +∞. Enton
es existeuna subsu
esión kn tal que snkn → +∞ y φsnkn(x) → x 
uando n→ +∞. Luego xes re
urrente al futuro, 
ontradi
iendo lo demostrado en el párrafo anterior.Sean dH la distan
ia de Hausdor� en los 
ompa
tos de X y
2δ′ = ı́nf{dH(clos(φR(x)), clos(φR(y))) : x /∈ φR(y)}Por lo di
ho antes δ′ es positivo ya que solo hay una 
antidad �nita de 
ompa
tosinvariantes. Enton
es si x /∈ φR(y) existe t ∈ R tal que dist((φt(x), φR(y)) > δ′.Esto nos da la expansividad para puntos en diferentes órbitas.Ahora tomo x1, . . . , xj un punto en 
ada órbita y �jo ε > 0. Enton
es si xn esperiódi
o o singular, existe δn > 0 tal que si dist(φs(x), x) < δx enton
es existe

s′ ∈ R tal que |s′| < ε y φs(x) = φs′(x). Y si xn no es periódi
o ni singular, noes re
urrente y existe δn > 0 tal que si dist(φs(xn), xn) < δn enton
es |s| < ε.Enton
es δ = mı́n{δ′, δ1, . . . , δj} es una 
onstante de expansividad.Corolario 3.2. Para un �ujo en el 
ír
ulo son equivalentes: 1) expansividadgeométri
a, 2) expansividad 
inemáti
a y 3) tener �nitas singularidades.Demostra
ión. En general la expansividad geométri
a impli
a a la 
inemáti
a yla expansividad 
inemáti
a impli
a la �nitud de la 
antidad de puntos singulares.Por otro lado, en el 
ír
ulo, tener �nitas singularidades impli
a tener �nitas órbitasy se 
on
luye por el Lema anterior.



Capítulo 4
Flujos expansivos ensuper�
ies

Las dinámi
as expansivas en super�
ies son bien 
ono
idas en el 
aso dis
reto.Estas son 
onjugadas a difeomor�smos pseudo-anosov ([5,8℄). En el 
aso 
ontinuoes sabido que no hay �ujos expansivos sin singularidades en super�
ies ([9℄).En esta se

ión vamos a estudiar �ujos expansivos-Komuro 
on singularidades.Estos estarán soportados en super�
ies de género mayor que uno. La rela
iónque tienen 
on los homeomor�smos expansivos es grande. Como veremos, lasórbitas de los �ujos expansivos 
uasiminimales lu
en esen
ialmente 
omo las hojasde la folia
ión estable de un homeomor�smo pseudo-Anosov. Las singularidades(puntos de equilibrio) de los �ujos expansivos son sillas múltiples y se pare
en alas singularidades de los homeomor�smos pseudo-Anosov.Primero daremos 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes para la expansividad.Luego demostraremos que todo �ujo expansivo es topológi
amente equivalentea uno de 
lase C∞. A 
ontinua
ión estudiaremos su estru
tura, mostrando unades
omposi
ión un subsuper�
ies 
on borde e invariantes. En 
ada una de estaspiezas la dinámi
a es 
uasiminimal. Finalmente daremos modelos 
on suspensionesde inter
ambios de intervalos, para los expansivos 
uasiminimales sin 
onexionesde silla.Antes de todo esto expli
aremos algunas 
uestiones bási
as de dinámi
a desuper�
ies, estabilidad y singularidades evitables.17



18 4.1. NOCIONES PRELIMINARES4.1. No
iones preliminares4.1.1. Separatri
es y estabilidadEn toda esta se

ión S será una super�
ie 
ompa
ta, sin borde y orientable.Además φ : R× S → S denotará un �ujo 
ontinuo.De�ni
ión 4.1. El 
onjunto estable de un punto x es
W s(x) = {y ∈ S : ĺım

t→+∞
dist(φt(x), φt(y)) = 0}.Análogamente el 
onjunto inestable de x es

W u(x) = {y ∈ S : ĺım
t→−∞

dist(φt(x), φt(y)) = 0}.En super�
ies, si p es una singularidad, a 
ada órbita del 
onjunto estable oinestable, distinta de {p}, se le llama separatriz de p.De�ni
ión 4.2. De
imos que x es estable si para todo ε > 0 existe µ > 0 talque si y ∈ Bµ(x) enton
es dist(φt(y), φt(x)) < ε para todo t > 0. De
imos queun punto es asintóti
amente estable si es estable e interior a su 
onjunto estable.Proposi
ión 4.3. Si el �ujo es expansivo enton
es todo punto singular establees asintóti
amente estable.Demostra
ión.1 Sea δ una 
onstante de expansividad. Supongamos por absurdoque p es una singularidad estable pero no asintóti
amente estable. Esto es, ex-isten µ > 0 y x ∈ Bµ(p) tales que φR+(x) ⊂ Bµ(p), pero ω(x) 6= {p}2. Luego
ω(x) ⊂ clos(Bµ(p)) es invariante y 
ontiene algún punto q distinto de p. Enton
es
dist(φt(q), φt(p)) ≤ δ para todo t ∈ R, lo 
ual 
ontradi
e la expansividad ya que
p y q están en diferentes órbitas.1Esta demostra
ión es válida en espa
ios métri
os 
ompa
tos.2De�nimos el 
onjunto ω-límite de un punto y 
omo el 
onjunto

ω(y) = {a ∈ S : ∃tn → +∞/φtn(x) → a}.



CAPÍTULO 4. FLUJOS EXPANSIVOS EN SUPERFICIES 19De�ni
ión 4.4. Una singularidad aislada es una silla múltiple si tiene una 
an-tidad positiva y �nita de separatri
es.Lema 4.5. Si p es una silla múltiple enton
es existe un dis
o abierto Dp tal que
Dp∩Sing = {p} y ∂Dp = ∪i=n

i=1(αi∪βi∪γ
+
i ∪γ

−
i ). Donde αi y βi son segmentos deóbitas y γ±i son segmentos transversales, de forma que existen xi ∈ γ+i y yi ∈ γ−itales que W u(p) = {p} ∪ ∪n

i=0 orb(xi), W s(p) = {p} ∪ ∪n
i=0 orb(yi), 
omo semuestra en la �gura 4.1.Demostra
ión. Sean x′1, . . . , x′n e y′1, . . . , y′m tales que el 
onjunto estable de p esla unión disjunta de las órbitas de los puntos x′1, . . . , x′n, p y el 
onjunto inestablede p sea la unión disjunta de las órbitas de los puntos y′1, . . . , y′m, p. Considero undis
o D′ que 
ontenga a p, que no 
ontenga otras singularidades en su 
lausuray que no 
ontenga a los x′i ni a los y′i. Elijamos otro dis
o D 
uya 
lausuraesté 
ontenida en D′ y p ∈ D. Tomemos los tiempos t(x′i) > 0 para los 
uales

xi = φt(x′

i)
(x′i) ∈ ∂D y φ(0,+∞)(xi) ⊂ D. Análogamente tomo t(yi) < 0 talque yi = φt(y′i)(y

′
i) ∈ ∂D y φ(−∞,0)(yi) ⊂ D. En 
ada xi e yi tomo una se

ióntransversal γ̂+i y γ̂−i respe
tivamente, de tiempo τ > 0 
ontenida en D′. Si lasse

iones son su�
ientemente 
hi
as podemos suponer que φ±τ(γ̂

±
i ) ⊂ D. Sean

W+
i = φR+(xi),W−

i = φR−(yi) yW = ∪n
i=1W

+
i ∪∪m

i=1W
−
i ∪{p}. Enton
es D\Wes unión de dis
os abiertos. A�rma
ión: si z ∈ D\W enton
es existen t1 < 0 < t2tales que φti(z) ∈ ∂D. Si no fuera el 
aso, por el Teorema de Poin
are-Bendixontenemos que ω(z) = p (o α(z) = p3) ya que en D no hay más singularidades que

p. Pero enton
es z pertene
e a algúnW+
i (oW−

i ), lo 
ual es absurdo. Fijemos una
omponente 
onexa A deD\W . Enton
es si zn → p y zn ∈ A, existen tn < 0 < sntales que φtn(zn), φsn(zn) ∈ ∂D, tn → −∞ y sn → +∞. Si φtn(zn) → u ∈ ∂Denton
es ω(u) = p. Análogamente, si φsn(zn) → v ∈ ∂D enton
es α(v) = p. Luego
u es alguno de los puntos xi y v es uno de los yj. Enton
es tomo n su�
ientementegrande de forma tal que la órbita futura de zn 
orte a γ̂−i , la órbita pasada 
orte3De�nimos el 
onjunto α-límite de un punto y 
omo el 
onjunto

α(y) = {a ∈ X : ∃tn → −∞/φtn(x) → a}.



20 4.1. NOCIONES PRELIMINARESa γ̂+j y φ[tn,sn](zn) ⊂ D′. Estos puntos de 
orte φtn(zn) y φsn(zn) son los queforman los extremos de las subse

iones transversales que de�nen a γ±i ⊂ γ̂±i . Asu vez de�nimos αi 
omo φ[tn,sn](zn) si φtn(zn) esta a la izquierda (mirando en ladire

ión del �ujo) de xi en γ+i y βi 
omo el mismo segmento de órbita en el 
asoen que φtn(zn) esta a la dere
ha de xi. Es 
laro que pro
ediendo de esta maneraen 
ada 
omponente 
onexa de D \W se 
on
luye que m = n. Luego la unión delos segmentos transversales γ±i y los segmentos de órbita αi y βi es una 
urva deJordan 
ontenida en el dis
o D′. Por tanto rodea un dis
o que llamamos Dp 
onlo 
ual 
on
luye la prueba.
γ+2

x2

γ−2
y2

x1

γ+1

y1

γ−1

p

α1

α2
β2

β1

A2 B2

A1B1

Figura 4.1: Entorno Dp de una silla múltiple p.
4.1.2. Singularidades evitablesSea φ un �ujo 
ontinuo en un espa
io métri
o 
ompa
to X.De�ni
ión 4.6. De
imos que una singularidad de φ, p ∈ X es evitable si existe
ψ, otro �ujo 
ontinuo en X, tal que:

ψR(p) = φR(a) ∪ φR(b) ∪ {p}, para a, b ∈ X distintos de p,para todo x /∈ ψR(p) se 
umple que φR(x) = ψR(x) y
oin
ide el sentido de 
ada órbita por ambos �ujos.En este 
aso de
imos que ψ remueve la singularidad p de φ.



CAPÍTULO 4. FLUJOS EXPANSIVOS EN SUPERFICIES 21Lema 4.7. Sea p ∈ X una singularidad de φ. Supongamos que el 
onjunto establey el inestable de p tienen solo dos órbitas (
ontando la de p) y que existe ε > 0tal que si dist(x, p) ∈ (0, ε) enton
es existe t ∈ R tal que dist(φt(x), p) = ε.Enton
es p es evitable.Demostra
ión. Sean a′, b′ 6= p tales que
W u(p) = {p} ∪ φR(a′)

W s(p) = {p} ∪ φR(b
′).De�nimos

τb = ı́nf{t ∈ R : φ[t,+∞)(b
′) ⊂ Bε/2(p)}

τa = sup{t ∈ R : φ(−∞,t](a
′) ⊂ Bε/2(p)}.Sean a = φτa(a

′) y b = φτb(b
′). Por la Proposi
ión A.2 tomo dos se

iones transver-sales abiertas l∗a y l∗b por a y b respe
tivamente, ambas de tiempo τ ∗. Si l∗b es su�-
ientemente 
hi
a podemos suponer que φτ∗(l∗b) ⊂ Bε/2(p) y que la órbita futurade b no 
orta a l∗b .En este párrafo vamos a demostrar que existe r > 0 tal que si x está en

Br(b)∩ l
∗
b \ {b} enton
es existe t > 0 tal que φt(x) ∈ l∗a \ {a} y φ(0,t)(x)∩ l∗a = ∅.Por absurdo supongamos que existe xn → b, xn ∈ l∗b \ {b}, tal que φR+(xn) no
orta a l∗a. Enton
es existe tn → +∞, tn > τ ∗, tal que φtn(xn) ∈ ∂Bε/2(p), si no el

ω(xn) estaría 
ontenido en Bε(p) y 
omo xn 6= b tenemos que ω(xn) 6= {p}, luegotomando un punto distinto de p en ω(xn) se 
ontradi
e la hipótesis, su órbitaestaría 
ontenida en Bε(p). Además podemos suponer que φ(τ∗,tn)(x) ⊂ Bε/2(p).Luego, eventualmente tomando una subsu
esión, podemos suponer que φtn(xn)
onverge a z ∈ ∂Bε/2(p). Luego α(z) = {p} y φ(−∞,0)(z) ⊂ Bε/2(p). Enton
es
z = a, lo 
ual es absurdo.Tomemos una se

ión 
errada lb ⊂ l∗b ∩ Br(b). Sea T : lb \ {b} → R+ tal que
φT (x)(x) ∈ l∗a y φ[0,T (x))(x) ∩ l∗a = ∅. Por la 
ontinuidad del �ujo tenemos que Tes 
ontinua. Además de�no f : lb \ {b} → l∗a 
omo f(x) = φT (x)(x). El argumentodel párrafo anterior demuestra también que si xn → b enton
es f(xn) → a. Deesta manera podemos extender f a todo lb de�niendo f(b) = a. Llamémosle la ala imagen de f . De esta forma f : lb → la es un homeomor�smo, la biye
tividad se



22 4.1. NOCIONES PRELIMINARES
on
luye trivialmente de la 
onstru

ión y la 
ontinuidad de la inversa se obtieneargumentando igual pero 
on el �ujo opuesto φopt (x) = φ−t(x).Sea M el máximo de T en el borde de lb. Sea g : [0,M) → R una fun
ión
ontinua y 
re
iente tal que g(t) = t si t ∈ [0,M/2] y ĺımt→M g(t) = ∞. Va-mos a de�nir el �ujo ψ. Si x ∈ lb y t ∈ [0, T (x)/2] de�nimos ψt(x) = φg(t)(x),
ψ−t(f(x)) = φ−g(t)(f(x)) y ψM(b) = ψ−M(a) = p. Veamos que ambos �ujos
oin
iden en el borde de lb: si x ∈ ∂lb enton
es ψt(x) = φg(t)(x) = φt(x) yaque 
omo g(t) ∈ [0, T (x)/2] enton
es g(t) = t. Veri�quemos la 
ontinuidaden x = b y t = M . Tomemos dos su
esiones xn → b y tn → M y supon-gamos que ψtn(xn) → z. Enton
es g(tn) → ∞ y T (xn)/2 → ∞. Y 
omo
φ[−g(tn),T (xn)/2](xn) ⊂ Bε/2(p) tenemos que φR(z) ⊂ Bε/2(p). Con lo que 
on-
luimos que z = p. En el resto de los puntos ψ lo de�nimos igual que φ. Observeseque p es regular para ψ. Por la 
onstru

ión es 
laro que ψ remueve la singularidad
p.Proposi
ión 4.8. Sea p ∈ X una singularidad de φ expansivo tal que el 
onjuntoestable y el inestable de p tienen solo dos órbitas (
ontando la de p). Enton
es pes evitable.Demostra
ión. Para poder apli
ar el Lema anterior solo debemos observar que laexpansividad impli
a que existe ε > 0 tal que si dist(x, p) ∈ (0, ε) enton
es existe
t ∈ R tal que φt(x) /∈ Bε(p).Proposi
ión 4.9. Si ψ es expansivo y remueve una singularidad evitable de φenton
es φ es expansivo.Demostra
ión. Sea p ∈ X la singularidad que ψ le remueve a φ. Sea U ⊂ X unentorno tubular de p por el �ujo ψ. Supongamos que δ, β > 0 son parámetrosde la expansividad de ψ (item 2 de la Proposi
ión 2.10) 
on δ menor que eldiámetro de U . Digamos que dist(φt(x), φh(t)(y)) < δ para todo t ∈ R y paraalgún homeomor�smo h : R → R que �je el 
ero. Estudiaremos los tres 
asosposibles.Caso x, y /∈ ψR(p). Enton
es existen gx y gy homeomor�smos 
re
ientes de

R que �jan el 
ero tales que φt(x) = ψgx(t)(x) y φt(y) = ψgy(t)(y). Enton
es
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dist(ψt(x), ψg−1

x ◦h◦gy(t)
(y)) < δ para todo t ∈ R. Luego x e y están en unsegmento de órbita de ψ de diámetro menor que β. Como x e y no están en

ψR(p), ese mismo segmento es un segmento de φ.Caso x ∈ ψR(p) e y /∈ ψR(p). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
φt(x) → p 
uando t→ +∞. Luego resta observar que existe t arbitrariamentegrande tal que φt(y) /∈ U . Por lo tanto este 
aso en realidad no puede su
eder.Caso x, y ∈ ψR(p). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ambospuntos 
onvergen a p, por φ, 
uando t→ +∞ ya que si no, no podría su
ederque dist(φt(x), φh(t)(y)) < δ. Y en este 
aso los puntos x e y están lo
almenteen la misma órbita.

4.2. Cara
teriza
ionesEn todo esto S será una super�
ie 
ompa
ta, orientable, sin borde y φ : S ×

R → S un �ujo 
ontinuo. Por el Teorema 4.21 no perdemos generalidad sisuponemos que el �ujo no presenta singularidades evitables.Daremos dos 
ara
teriza
iones que presentamos en los siguientes Teoremas.Teorema 4.10. Un �ujo sin singularidades evitables en una super�
ie es expan-sivo si y solo si1. sus singularidades son �nitas sillas múltiples y2. la unión de las separatri
es es densa.Teorema 4.11. Un �ujo sin singularidades evitables en una super�
ie es expan-sivo si y solo si1. las singularidades son una 
antidad �nita y positiva de sillas múltiples,2. no tiene puntos errantes y



24 4.2. CARACTERIZACIONES3. no tiene órbitas periódi
as.Desarrollaremos las demostra
iones en varios Lemas que además serán útilesmás adelante.Lema 4.12. Consideremos l = [a, b] y l′ dos se

iones transversales 
ompa
tasy τ : [a, b) → R una fun
ión 
ontinua tal que φτ(x)(x) ∈ l′ para todo x ∈ [a, b) y
ĺımx→b τ(x) = +∞. Enton
es ω(b) ⊂ Sing.Demostra
ión.4 Supongamos por absurdo que existe y ∈ ω(b)\Sing. Supongamosque y /∈ l ∪ l′. Considero una se

ión transversal 
ompa
ta j que pase por y queno 
orte a l ni a l′. Sea Tx = {t ∈ [0, τ(x)] : φt(x) ∈ j}. De�namos N : [a, b) → Z
omo N(x) = #Tx. Es 
laro que si φTx

(x) es interior a j enton
es N es 
ontinuaen x. Como j tiene solo dos extremos, las dis
ontinuidades de N son a lo sumoen dos puntos. Enton
es N es a
otada. Por otro lado #{t ∈ R+ : φt(b) ∈ j} = ∞y tenemos que ĺımx→bN(x) = ∞, lo 
ual es absurdo.Como veremos más adelante, la hipótesis del Lema que sigue es va
ía.Lema 4.13. Si un �ujo expansivo tiene in�nitas separatri
es enton
es por lomenos una de ellas es asintóti
amente estable.Demostra
ión. 5 Sean δ > 0 una 
onstante de expansividad y φR(xn), n ∈ N, in-�nitas separatri
es distintas. Por la �nitud de las singularidades podemos suponerque ĺımt→+∞ φt(xn) = p ∈ Sing para todo n ∈ N. Sea D′ un dis
o que 
ontenga a
p de diámetro menor que δ. Tomemos otro dis
o D tal que clos(D) ⊂ int(D′) y
D∩Sing = {p}. Por la expansividad tenemos que existe yn ∈ ∂D∩φR(xn) tal que
φR+(yn) ⊂ int(D). Supongamos que yn 
onverge a z ∈ ∂D. Consideremos una
aja de �ujo U que 
ontenga a z y tal que U ⊂ D′. Tomemos tres puntos distintos
ya, yb, yc ∈ U . Es 
laro que estos puntos no están en una misma órbita ya quelos puntos {xn} no lo estaban. Enton
es existe un segmento l′ ⊂ U transversal al�ujo que los 
ontiene. Supongamos que yc está entremedio de ya e yb y llamémosle4Esta prueba es esen
ialmente la del Lema 3 de [12℄.5Esta demostra
ión es válida si el �ujo es 
inemáti
amente expansivo.
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l al segmento de extremos ya e yb 
ontenido en l′. Luego

l ∪ φR+(ya) ∪ φR+(yb) ∪ {p}es una 
urva 
errada 
ontenida en D′ y por lo tanto rodea un dis
o D′′. Enton
es
φR+(u) ⊂ D′′ ⊂ D′ para todo u ∈ l. Luego existe V ⊂ U un entorno de yc tal quepara todo u ∈ V , φR+(u) ⊂ D′. Como el diámetro de D′ es menor que δ tenemosque para todo u ∈ V , ω(u) = {p}. Enton
es ĺımt→+∞ dist(φt(u), φt(yc)) = 0. Laestabilidad es trivial.Lema 4.14. Si φ tiene �nitas singularidades 
ada una 
ubierta por un dis
o Dp,
p ∈ Sing, enton
es para todo r > 0 y para todo ε > 0 existen 
ajas de �ujo
U1, . . . , UN de tiempo menor que ε tales que:los abiertos Dp y Ui 
ubre la super�
ie,
ada 
aja de �ujo tiene diámetro menor que r,
ada Ui es una 
aja de �ujo 
uyos bordes son dos segmentos de órbita ci y

di y dos se

iones transversales ai (por donde entra el �ujo) y bi (por dondesale el �ujo) ysi i 6= j enton
es ai ∩ aj = bi ∩ bj = ∅ y para todo i, j = 1, . . . , N se 
umpleque ai ∩ bj = ∅.Ver �gura 4.2.Demostra
ión. Primero tomo entornos de las singularidades D′
p de forma que su
lausura esté 
ontenida en Dp. Por [4℄ (ver ejer
i
io 2.4.8 parte ii,d en la página29) 
onsidero una folia
ión de dimensión uno de S \ Sing, que llamaremos ψ, quesea transversal al �ujo.Dado un punto regular x ∈ S \ ∪D′

p tomo una 
aja de �ujo U ∋ x de tiempomenor que ε. Sea µ > 0 tal que φ[−3µ,3µ](x) ⊂ U . Considero dos segmentos de hojasde ψ, transversales a φ, a′ y b′ 
ontenidos en U que pasen por φ−2µ(x) y φ2µ(x)respe
tivamente. Tomo a ⊂ a′ y b ⊂ b′ de forma que la 
omponente 
onexa de
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ai

Ui

di

bi

ci

aj

dj

cj

bj

UjFigura 4.2: Cajas de �ujo ade
uadas.
φR(y)∩U que 
ontiene a y 
orta a a si y solo si 
orta a b. Si los extremos de a sonA1y A2 y los extremos de b son B1 y B2, enton
es de�nimos c y d 
omo los segmentosde órbita de φ que 
one
tan A1 
on B1 y A2 
on B2 respe
tivamente. Denotaremos
ψ(x) a la hoja que 
ontiene a x. Sea a′t (t ∈ [−2µ,−µ]) la 
omponente 
onexa de
ψ(x) ∩ U que 
ontiene a φt(x). De forma análoga de�nimos b′t para t ∈ [µ, 2µ].Enton
es es 
laro que para todo t ∈ [−2µ,−µ] ([µ, 2µ]), a′t (b′t) 
orta a c y a
d. Llamémosle at ⊂ a′t (bt ⊂ b′t) al segmento limitado por c y d. Sean ct ⊂ c y
dt ⊂ d los segmentos limitados por at y bt. Enton
es para todo t ∈ [µ, 2µ] la 
urva
at ∪ bt ∪ ct ∪ dt rodea a x y de�ne un entorno Ut alrededor de x.Ahora, alrededor de 
ada x que no esté en ningún D′

p 
onsidero una 
aja de�ujo Uµ(x)(x) 
omo fue de�nida re
ién. Tomo un sub
ubrimiento �nito Uµ(xi)(xi),
on i = 1, . . . , N . Ahora tomo ti ∈ [µ(xi), 2µ(xi)], i = 1, ..., N , tal que todos lossegmentos ati, bti sean disjuntos.De�ni
ión 4.15. De
imos que un punto x ∈ S es errante si existen un entorno
U de x y τ > 0 tales que para todo t > τ se 
umple que φt(U) ∩ U = ∅.Proposi
ión 4.16. Los �ujos expansivos en super�
ies 
ompa
tas no tienen pun-tos errantes.Demostra
ión. Vamos a demostrar que en todo segmento l errante y transversalal �ujo, existe un subsegmento l′ 
uyos puntos 
ontradi
en la expansividad alfuturo. De esta manera, argumentando de forma análoga al pasado, se 
on
luye laprueba por absurdo. Fijemos una 
onstante de expansividad δ > 0 (el parámetro
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β no es ne
esario ya que los puntos de l están todos en órbitas distintas). Para
ada singularidad p de�nimos el 
onjunto

lp = {x ∈ l : φt(x) → p 
uando t→ +∞}Estudiaremos los dos 
asos posibles.Primer 
aso. Hay una singularidad p ∈ S para la 
ual int(clos(lp)) 6= ∅.Tenemos que p tiene in�nitas separatri
es y por el Lema 4.13 alguna de ellas esasintóti
amente estable al futuro. Tomemos enton
es x ∈ lp en una separatrizasintóti
amente estable. Luego existe µ > 0 tal que si dist(x, y) < µ enton
es
dist(φt(x), φt(y) < δ para todo t ≥ 0. Enton
es tomo l′ ⊂ l ∩Bµ(x).Segundo 
aso. En este 
aso supongamos que para todo p ∈ Sing, int(clos(lp))es va
ío. Enton
es existe l′ ⊂ l tal que para todo x ∈ l′ se 
umple que ω(x) no esuna singularidad, llamémosle (1) a esta 
ondi
ión. Tomemos el 
ubrimiento (junto
on su nota
ión) dado por el Lema 4.14 para r < δ/2. Como l es errante, podemossuponer también que φR(ci ∪ di) ∩ l′ = ∅ para todo i = 1, . . . , N , llamémosle (2)a esta 
ondi
ión. Es 
laro que también podemos suponer que l′ no 
orta a ningún
ai. Fijo x, y ∈ l′ y de�no A = ∪N

i=1ai. Es 
laro que existe dos su
esiones tn, snpositivas, 
re
ientes y divergentes tales que {tn : n ∈ N} = {t ∈ R+ : φt(x) ∈ A}y {sn : n ∈ N} = {t ∈ R+ : φt(y) ∈ A}. Sean I, J : N → {1, . . . , N} las fun
ionesde�nidas por las e
ua
iones: φtn(x) ∈ aI(n) y φsn(y) ∈ aJ(n).A�rma
ión: I = J . Demostrémoslo por indu

ión. Caso base. Consideremos
l′′ = [x, y] ⊂ l′ el segmento de extremos x e y 
ontenido en l′ y

X = {z ∈ l′′ : ∃t > 0/φ[0,t](z) ∩ aJ(1) = ∅ y φt(z) ∈ aI(1)}Veremos que y está enX. Tenemos queX es no va
ío porque x ∈ X. AdemásX esabierto en l′′ por la 
ondi
ión (2). Sea Y la 
omponente 
onexa de X que 
ontienea x. Enton
es Y es un intervalo y llamémosle u al extremo de Y que no es x.Mostraremos que u está en Y 
on lo 
ual podemos 
on
luir que u = y y por tanto
y está en Y . Por la de�ni
ión de X tenemos que existe T : [x, u) → R+ 
ontinuatal que φT (z)(z) ∈ aI(1) y φ[0,T (z)](z) no 
orta a aJ(1). La 
ondi
ión (1) impide que
T (z) → ∞ 
uando z → u. Esto es dire
tamente por el Lema 4.12. Luego existe
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zn ∈ [x, u) tal que zn → u y T (zn) → Tu. Enton
es φT (zn)(zn) → φTu

(u). Por otrolado φ[0,Tu](u) no puede 
ortar a aJ(1) ya que por la 
ondi
ión (2) se tendría quesi n es su�
ientemente grande φ[0,T (zn)](zn) también 
ortaría a aJ(1). Luego u estáen Y y por lo tanto I(1) = J(1). Paso indu
tivo. Para poder repetir el argumentoes su�
iente observar que si I(k) = J(k) para todo k = 1, . . . , K, si de�nimos
lK = [φtK(x), φsK(y)] ⊂ aI(K), enton
es lK también veri�
a las 
ondi
iones (1) y(2).Sea h : R\R− → R\R− tal que h(0) = 0, h(tn) = sn para todo n ∈ N y en losdemás puntos afín a trozos. De esta manera h es un homeomor�smo. A�rma
ión:
dist(φt(x), φh(t)(y)) < δ para todo t ≥ 0. La demostra
ión es la siguiente. Fijemosun valor de n. Sea

t∗ = sup{t ≥ tn : φ[tn,t](x) ⊂ Ui para algún i = 1, . . .N}.Sea i0 tal que φt∗(x) ∈ bi0. Si t∗ ≥ tn+1 enton
es ambos segmentos φ[tn,tn+1](x) y
φ[sn,sn+1](y) están 
ontenidos en Ui0 y por tanto dist(φt(x), φh(t)(y) < δ para todo
t ∈ [tn, tn+1], ya que el diámetro de Ui0 es menor que δ/2. Veamos que pasa si
t∗ < tn+1. Enton
es x∗ = φt∗(x) ∈ Dp para alguna singularidad p. Luego existe
s∗ ≥ sn tal que y∗ = φs∗(y) ∈ bi0 y φ[sn,s∗)(y) está in
luido en Ui0. Enton
es
[x∗, y∗] el subsegmento de bi está in
luido en Dp. Luego φ[t∗,tn+1](x) y φ[s∗,sn+1](y)están 
ontenidos en Dp. Luego resta observar que el diámetro de Dp unión Ui0 esmenor que δ.De esta manera demostramos que todo transversal errante l 
ontiene un seg-mento l′, también errante, 
uyos puntos 
ontradi
en la expansividad al futuro.Razonando análogamente pero al pasado, se 
on
luye que en l′ hay un segmento
uyos puntos también 
ontradi
en la expansividad al pasado. De esta manera sellega a un absurdo al suponer que existe un segmento errante.Proposi
ión 4.17. Los �ujos expansivos en super�
ies no tienen órbitas perió-di
as.Demostra
ión. Ahora por absurdo supongamos que x ∈ S fuera periódi
o. To-memos una se

ión transversal l por x y 
onsidero el mapa de primer retorno
f : l′ ⊂ l → l de�nido en una se

ión mas 
hi
a l′. Enton
es por la expansividad,



CAPÍTULO 4. FLUJOS EXPANSIVOS EN SUPERFICIES 29el mapa f no puede tener puntos �jos, además de x, arbitrariamente 
er
a de
x, ya que se 
ontradiría la expansividad (observar que en super�
ies, dos puntosperiódi
os 
er
anos tienen períodos pare
idos). Pero esto impli
a que los puntos
er
anos a x deben ser errantes, 
ontradi
iendo la Proposi
ión 4.16. Luego no haypuntos periódi
os.Proposi
ión 4.18. Los �ujos expansivos en super�
ies no tienen puntos de equi-librio estables.Demostra
ión. Por la Proposi
ión 4.3 tenemos que si p es un punto de equili-brio estable enton
es p es asintóti
amente estable. Esto impli
a dire
tamente laexisten
ia de puntos errantes 
ontradi
indo la Proposi
ión 4.16.Proposi
ión 4.19. Las singularidades de los �ujos expansivos son sillas múlti-ples.Demostra
ión. Veamos primero que W u(p) 6= {p}. Fijemos r ∈ (0, δ/2) menorque la 
onstante de expansividad δ. Como p no es estable (Proposi
ión 4.18)existen xn ∈ S y tn > 0 tales que xn → p, yn = φtn(xn) ∈ ∂Br(p) y además
φ[0,tn)(xn) ⊂ Br(p). Supongamos que yn → y ∈ ∂Br(p). Obviamente tn → +∞
uando n→ +∞. Considero ahora el 
onjunto α(y). Si este no está 
ontenido en
clos(Br(p)) enton
es existe t′ < 0 tal que φt′(y) /∈ Br(p), pero por la 
ontinuidaddel �ujo se 
ontradi
e que φ[0,tn)(xn) ∈ Br(p) tomando yn su�
ientemente 
er
ade y. Luego α(y) ⊂ Br(p). Si este fuera distinto de {p} existe q ∈ α(y) distintode p y por lo tanto los puntos de la órbita de q están a distan
ia menor que rde p y además las órbitas de p y q son distintas. Esto 
ontradi
e la expansividad.Luego α(y) = {p} e y 6= p. Análogamente existe z 6= p tal que ω(z) = {p}.Si hubiese in�nitas separatri
es, por el Lema 4.13 tenemos que alguna es as-intóti
amente estable y por lo tanto errante. Esto 
ontradi
e la Proposi
ión 4.16.Luego 
ada singularidad tiene una 
antidad �nita de separatri
es.Lema 4.20. Sea p una silla múltiple, Dp un entorno de p dado por el Lema 4.4y 
onsideremos la nota
ión aso
iada. Enton
es para todo ε > 0 existe δ > 0tal que si x, y ∈ Dp y dist(φt(x), φh(t)(y)) < δ para todo t ∈ R y para algún



30 4.2. CARACTERIZACIONEShomeomor�smo h : R → R que �je el 
ero, enton
es x, y ∈ Ai o Bi para algún io bien existen t0, s ∈ R tales que |s| < ε y φs+t0(x) = φh(t0)(y).Demostra
ión. Sean W+
i = φR+(xi), W−

i = φR−(yi) y W = ∪W+
i ∪W−

i ∪ {p}.Ahora voy a de�nir δ y luego veri�
ar la tesis del Lema. Condi
ión (I): 
onsidero
δ1 > 0 tal que z ∈ W y z ∈ Bδ1(xi) (z ∈ Bδ1(yi)) enton
es existe s ∈ (−ε, ε)tal que φs(z) = xi (φs(z) = yi). Condi
ión (II): 
onsidero δ2 > 0 tal que si
dist(γ±i , Aj) < δ2 (dist(γ±i , Bj) < δ2) enton
es dist(γ±i , Aj) = 0 (respe
tivamente
dist(γ±i , Bj) = 0). Ahora de�no δ = mı́n{δ1, δ2}.Ahora demostraremos que este valor de δ fun
iona. Lo haremos por 
asos.Caso x ∈ W , y /∈W . Si perder generalidad 
onsideremos que φt(x) 
onvergea p 
uando t → +∞. Como y /∈ W existe t′ > 0 tal que φh(t′)(y) ∈ γ+i paraalgún i. Luego dist(φh(t′)(y), φt′(x)) ≥ δ1 por la 
ondi
ión (II).Caso x, y ∈ W . Si x = y = p el asunto es trivial. Si x, y ∈ W+

i (es análogo en
W−

i ) se 
on
luye por la 
ondi
ión (I). Si x ∈ W+
i e y ∈ W+

j (o 
ualquier otra
ombina
ión de los signos) 
on i 6= j enton
es se 
on
luye por la 
ondi
ión(II).Caso x, y /∈ W pero no en un mismo Ai o Bi. Se 
on
luye por la 
ondi
ión(II).Con lo 
ual termina la prueba.Demostra
ión del Teorema 4.10. Dire
to. La �nitud de las singularidades es triv-ial a partir de la expansividad. El he
ho de que sean sillas múltiples se dedu
e dela Proposi
ión 4.19. Supongamos que la unión de las separatri
es no fuera densa.Tomemos una se

ión transversal l que no 
orte a ninguna separatriz. Como nohay puntos errantes (Proposi
ión 4.16) podemos 
on
luir que existe x ∈ l queretorna al futuro a l. Como no hay puntos periódi
os (Proposi
ión 4.17) podemosapli
ar la Proposi
ión A.4 para 
on
luir que existe un 
ír
ulo γ transversal al �ujoque no 
orta a ninguna separatriz. Consideremos el 
onjunto
γ∗ = {x ∈ γ : φR+(x) ∩ γ 6= ∅}.



CAPÍTULO 4. FLUJOS EXPANSIVOS EN SUPERFICIES 31Este 
onjunto es abierto por la 
ontinuidad del �ujo, es no va
ío porque no haypuntos errantes por la Proposi
ión 4.16 y es 
errado por el Lema 4.12 ya que en
γ no hay separatri
es. Luego γ∗ = γ, 
on lo 
ual todo punto de γ retorna en elfuturo a γ. Luego el mapa f : γ → γ de primer retorno esta bien de�nido y es unhomeomor�smo. Por el Teorema 6 de [1℄ este mapa debería ser expansivo pero nohay homeomor�smos expansivos en el 
ír
ulo ([6℄).Veamos el re
ípro
o. Considero un valor de ε > 0 dado y lo que haremos esde�nir una 
onstante de expansividad δ > 0 y luego demostrar la expansividad.Para 
ada singularidad p tomemos el entorno Dp (y la nota
ión) dada por laobserva
ión 4.5. Tomo el 
ubrimiento C dado por el Lema 4.14, aso
iado a r y
ε′ ∈ (0, ε) su�
ientemente 
hi
os de forma tal que la interse

ión de 
ualesquierados abiertos de C es o bien va
ía o 
onexa. Llamémosle Ui a las 
ajas de �ujodel 
ubrimiento. Para 
ada singularidad p tomo el valor δp dado por el Lema4.20. Además tomo δ′ tal que si el diámetro de X ⊂ S es menor que δ′ enton
es
X está 
ontenido en algún abierto de C. De�nimos �nalmente la 
onstante deexpansividad aso
iada al valor de ε dado 
omo δ = mı́n{δ′, δp}p∈Sing.Para demostrar que esta 
onstante de expansividad fun
iona supongamos que
dist(φt(x), φh(t)(y)) < δ para todo t ∈ R, para algun homeomor�smo h : R → R
re
iente que �je el 
ero. Por absurdo supongamos que φt(x) /∈ φ(h(t−ε),h(t+ε))(y).Por el Lema 4.20 es 
laro que ni x ni y están en separatri
es. Luego 
onsiderouna su
esión tn 
re
iente y divergente, t0 = 0, tal que para todo n existe i(n) talque φ[tn,tn+1](x) ∪ φ[h(tn),h(tn+1)](y) ⊂ Vi(n) ∈ C. Ahora 
onsidero en Vi(n) ∩ Vi(n+1)un segmento transversal ln que 
one
te xn = φtn(x) 
on yn = φh(tn)(y). Es 
laroque esto se puede ha
er ya que alguno de los abiertos Vi(n) y Vi(n+1) es una 
ajade �ujo y si xn e yn estuvieran en un mismo segmento de órbita en alguna 
ajala prueba terminaría. Ahora tomo un punto 
ualquiera z en l0. Considero unasu
esión sn ∈ R tal que zn = φsn(z) ∈ ln para todo n ≥ 0. La misma existe yaque si xn e yn están en Dp ambos puntos están en la misma 
omponente 
onexade Dp \W (ver nota
ión del Lema 4.20 y observa
ión 4.5). Enton
es es 
laro que
zn no puede 
onverger, pero sn es divergente, luego en l0 no hay separari
es. Lo
ual es absurdo.



32 4.2. CARACTERIZACIONESDemostra
ión del Teorema 4.11. Veamos el dire
to. Las singularidades son �nitaspor la expansividad y son sillas por la Proposi
ión 4.19. Por el Teorema 4.10sabemos que existe por lo menos una singularidad. Por la Proposi
ión 4.17 no haypuntos periódi
os.El re
ípro
o. Por el Teorema 4.10 solo resta demostrar que la unión de lasseparatri
es es densa. Tomemos una se

ión transversal l que no 
orte a ningunaseparatriz. Como no hay puntos errantes podemos 
on
luir que existe x ∈ l queretorna al futuro a l. Como no hay puntos periódi
os podemos apli
ar la Proposi-
ión A.4 para 
on
luir que existe un 
ír
ulo γ transversal al �ujo que no 
orta aninguna separatriz. Luego el mapa f : γ → γ de primer retorno esta bien de�nidoy es un homeomor�smo. Por el Teorema 6 de [1℄ este mapa debería ser expansivopero no hay homeomor�smos expansivos en el 
ír
ulo ([6℄).Teorema 4.21. Si ψ remueve una singularidad de ψ enton
es ψ es expansivo siy solo si φ es expansivo.Demostra
ión. Por la Proposi
ión 4.9 solo debemos demostrar el re
ípro
o. Su-pongamos por absurdo que φ es expansivo pero ψ no lo es. Tomo β > 0, xn, yn, hny δn → 0 tales que dist(ψt(xn), ψhn(t)(yn)) < δn para todo t ∈ R y xn e yn noestán β-
one
tados. Consideraremos los tres 
asos posibles (los argumentos dadosen los dos primeros items son válidos en espa
ios métri
os, sin embargo el últimoes espe
í�
o de super�
ies).Caso xn, yn /∈ ψR(p) para in�nitos valores de n. Esto lleva dire
tamente aque φ no es expansivo ya que las órbitas de xn e yn 
oin
iden en ambos �ujos(eventualmente estarán reparametrizadas).Caso xn ∈ ψR(p) y yn /∈ ψR(p) para in�nitos valores de n. Sea tn ∈ R talque ψtn(xn) = p y de�namos zn = ψhn(tn)(yn). Consideremos s = t − tn y
gn : R → R de�nido 
omo gn(s) = hn(s + tn) − hn(tn). Es fá
il veri�
arque dist(ψs(p), ψgn(s)(zn)) < δn para todo s ∈ R. Tomando s = 0 vemosque zn → p ya que δn → 0. Por lo tanto podemos asumir que zn ∈ U paratodo n, siendo U una 
aja de �ujo (de ψ) arlededor de p. Por otro lado esfá
il ver que, eventualmente tomando una subsu
esión zn, existe β ′ > 0 tal
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, zn2

) > β ′ si n1 6= n2. Enton
es dist(ψgn1(s)
(zn1

), ψgn2(s)
(zn2

)) esmenor que δn1
+ δn2

para todo s ∈ R. Ahora esto 
ontradi
e la expansividadde φ ya que zn1
y zn2

no están en ψR(p).Caso xn, yn ∈ ψR(p) para in�nitos valores de n. En este 
aso podemos suponerque xn = p para todo n. Sea l una se

ión transversal (de ψ) por p. Sinpérdida de generalidad suponemos que yn ∈ l para todo n. Luego podemosargumentar 
omo en el último párrafo de la demostra
ión del Teorema 4.10para 
on
luir que, si n es su�
ientemente grande, en el subsegmento l′ ⊂ llimitado por yn y por p no hay separatri
es de sillas no evitables. Sea ψ′un �ujo que remueva todas las singularidades evitables de ψ. Luego en l′ nohay separatri
es de ψ′. Como φ es expansivo tenemos que φ no tiene puntoserrantes y por lo tanto ψ′ tampo
o los tiene. Luego existe en l′ un punto queretorna a l′ y 
onse
uentemente existe un 
ír
ulo γ ⊂ S transversal al �ujo
ψ′ sin separatri
es de ψ′. Luego ψ′

R(γ) es S (ya que es 
errado y abierto y
S es 
onexa). Luego la super�
ie es un toro y ψ′ es una suspensión de unhomeomor�smo de γ. Por [1℄ ψ′ no puede ser expansivo. Por otro lado φ seobtiene a partir de ψ′ agregando singularidades evitables, es fá
il 
on
luir que
φ no es expansivo.

4.3. Modelos diferen
iablesA
a vamos a demostrar que los �ujos expansivos en super�
ies son topológi-
amente equivalentes a �ujos de 
lase C∞. Por [3℄ es su�
iente mostrar que losúni
os 
onjuntos minimales6 posibles son: puntos singulares, órbitas periódi
as ola super�
ie entera.Lema 4.22. Supongamos que φ es expansivo, x ∈ S tal que ω(x) * Sing y l esuna se

ión transversal abierta 
on extremo en x. Enton
es existe t > 0 tal que
φt(x) ∈ l.6Un 
ompa
to invariante es minimal si no 
ontiene 
ompa
tos invariantes propios



34 4.3. MODELOS DIFERENCIABLESDemostra
ión. Sea l∗ = {y ∈ l : φR+(y)∩l 6= ∅} el 
onjunto de los puntos de l queretornan al futuro a l. Sea f : l∗ → l el mapa de primer retorno. Llamémosle z alotro extremo de l (el que no es x). Observemos que si f(y) no es ni x ni z enton
es
y es un punto interior de l∗ (
onsiderando la topología de l), esto es simplementepor la 
ontinuidad del �ujo (observar también que la se

ión l es abierta, porlo tanto y no es ni x ni z). Por lo tanto l∗ tiene a lo sumo dos puntos que noson interiores ya que f es inye
tiva. Sea (a, b) ⊂ l∗ un intervalo maximal (o si sequiere, el interior de una 
omponente 
onexa de l∗). Si a /∈ l∗ enton
es por el Lema4.12, tenemos que ω(a) es una singularidad y por lo tanto a 6= x. Tomando en
uenta que la expansividad impli
a que hay �nitas separatri
es, podemos 
on
luirtambién que hay solo una 
antidad �nita de posibilidades para un punto a que
onverja a una singularidad y que su órbita futura no 
orte a l. Por otro lado,si a ∈ l∗ enton
es o bien f(a) es un extremo de l o bien a es un extremo de
l. De nuevo, hay solo una 
antidad �nita de posibilidades para a. Ha
emos lasmismas 
onsidera
iones para b. Luego solo hay una 
antidad �nita de intervalosmaximales en l∗. Por otro lado la expansividad impli
a que no hay puntos errantes
on lo 
ual l∗ es denso en l y por lo tanto x esta en la 
lausura de algún intervalomaximal en l∗. Ha
iendo las mismas 
onsidera
iones que antes, apli
ando el Lema4.12, 
on
luimos que x retorna a la 
lausura de l. Para �nalizar, observemos quese ex
luye el 
aso en que x retorne al propio x ya que la expansividad impli
a queno hay órbitas periódi
as. Y por otro lado, si x retorna a z, podemos apli
ar esteLema a otra se

ión más 
hi
a y 
on
luir que x retorna al interior de l.Teorema 4.23. Todo �ujo expansivo en una super�
ie es topológi
amente equi-valente a uno de 
lase C∞.Demostra
ión. Supongamos por absurdo ([3℄) que existe un minimal M que noes ni un punto singular, ni una órbita periódi
a, ni la super�
ie entera. Como
M 6= S tenemos que ∂M 6= ∅ ya que S es 
onexa. Además 
omo M es minimalno singular, obtenemos que M ∩ Sing = ∅. Enton
es existe x′ ∈ ∂M \ Sing.Tomemos una se

ión transversal abierta l′ que 
ontenga a x. El 
onjunto l′ \Mes un 
onjunto abierto en l′ y por lo tanto es una unión de intervalos abiertos.Tomo x en el borde de alguna de esas 
omponentes 
onexas que llamaremos l. De



CAPÍTULO 4. FLUJOS EXPANSIVOS EN SUPERFICIES 35esta forma x ∈ M y por tanto ω(x) no 
ontiene singularidades. Luego podemosapli
ar el Lema 4.22 para 
on
luir que x debe retornar al interior de l en el futuro.Esto 
ontradi
e queM sea invariante ya que por la 
onstru

ión he
ha, el interiorde l es disjunto de M .4.4. Estru
turaLos �ujos expansivos en super�
ies pueden presentar traye
torias que naz-
an en puntos singulares y que también mueran en puntos singulares, tal vez enel mismo. Estas traye
torias o una 
on
atena
ión de las mismas puede separarla dinámi
a. De esta manera se puede obtener subsuper�
ies 
on borde que seaninvariantes. En esta se

ión estudiaremos esta des
omposi
ión y obtendremos sub-dinámi
as irredu
ibles. Comen
emos 
on un ejemplo que ilustra estas ideas.Ejemplo 4.24. Consideramos en el toro T 2 un �ujo irra
ional. Tomemos unpunto A 
ualquiera y lo reemplazamos por un 
ír
ulo 
on un punto de equilibrio
omo se ve en la �gura 4.3. Obtenemos 
on esto un toro 
on un borde.
A

Figura 4.3: Cirugía a un toro.Tomemos una 
opia de esta 
onstru

ión y peguémosla por el borde. Estogenera un �ujo en un bitoro. Veamos que este es expansivo. Por un lado la sin-gularidad es una silla múltiple (de seis separatri
es). Por otro lado las órbitasdel �ujo irra
ional del toro son densas y enton
es la unión de las separatri
es delas singularidades, es densa. Apli
ando el Teorema 4.10 
on
luimos que el �ujoes expansivo. Por la 
onstru

ión es 
laro que este bitoro se des
ompone en dostoros 
on un borde 
ada uno, ambos son invariantes y expansivos.



36 4.4. ESTRUCTURALas de�ni
iones que usaremos son las siguientes.De�ni
ión 4.25. Una separatriz γ que tiene 
omo ω-límite y α-límite singulari-dades (posiblemente la misma) se llama 
onexión de sillas.De�ni
ión 4.26. De
imos que un �ujo es 
uasiminimal si los úni
os posibles
ω-límites y α-límites son los puntos singulares y toda la super�
ie.El Teorema siguiente es el resultado prin
ipal de esta se

ión.Teorema 4.27. Sea φ un �ujo expansivo en una super�
ie 
ompa
ta S, orientabley sin borde. Enton
es φ es el 
o
iente de un �ujo φ̂ de�nido en Ŝ = ∪N

i=1Si donde1. Si es una super�
ie 
ompa
ta, 
onexa y 
on borde;2. φ̂ es expansivo y 
uasiminimal en 
ada Si;3. el borde de Ŝ es unión de 
onexiones de sillas y sus límites y son las úni
as
onexiones de sillas en Ŝ,El 
o
iente solo identi�
a singularidades y 
onexiones de sillas en los bordes delos Si.Demostra
ión. Primero explotemos 
ada 
onexión de silla en dos órbitas. Lo queobtenemos es una super�
ie 
on borde, 
on algunos puntos singulares identi�
a-dos. Luego explotamos 
ada una de esas singularidades hasta obtener una super-�
ie 
on borde Ŝ, que puede ser dis
onexa. Ver �gura 4.4.
Figura 4.4: Explosión de las 
onexiones de silla.Llamémosle S1, . . . , SN a las 
omponentes 
onexas de Ŝ y φi al �ujo en Siaso
iado a φ.
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ómo de�nimos a Ŝ es 
laro que las úni
as 
onexiones de sillas de Si sonlas que están en el borde. Es 
laro también que el 
o
iente que hay que ha
er paraobtener φ y S es identi�
ar todo lo que explotamos.Veamos porqué 
ada Si es 
uasiminimal. Supongamos por absurdo que existe
x ∈ S tal que ω(x) no es una singularidad ni es toda Si. Esto último impli
a quela frontera de ω(x) es no va
ia ya que Si es 
onexa. Enton
es existe un punto nosingular y ∈ ∂ω(x) de forma que y no está en una 
onexión de sillas, es de
ir, noestá en el borde de Si. Tomemos un entorno tubular U que 
ontenga a y. Como
U \ω(x) es no va
ío podemos suponer que y esta en la frontera de una 
omponente
onexa de U \ ω(x). Tomando en 
uenta que ω(x) y su 
omplemento en Si soninvariantes, llegamos a que x 
onverge a una singularidad, ya que sino podemosapli
ar el Lema 4.22 y 
on
luir que y retorna al 
omplemento de ω(x) lo 
ual esabsurdo. Argumentando de igual forma se 
on
luye que α(x) ⊂ Sing, 
on lo 
ualtenemos que y está en una 
onexión de sillas. Esto es absurdo ya que y está en elinterior de Si y las úni
as 
onexiones de silla están en el borde de Si.La expansividad en 
ada Si es 
onse
uen
ia dire
ta de la 
onstru

ión.Corolario 4.28. Si φ es expansivo y sin 
onexiones de silla enton
es es 
uasi-minimal.Demostra
ión. En la demostra
ión del Teorema anterior, vimos que si no hay
onexiones de silla en el interior de la super�
ie enton
es el �ujo es 
uasiminimal.Luego se apli
a exa
tamente ese argumento a este 
orolario.El ejemplo que sigue muestra que S puede no ser orientable.Ejemplo 4.29. Dado un �ujo expansivo 
ualquiera, 
orto un segmento de órbita ypongo un borde 
on un �ujo norte-sur. Hago esto dos ve
es en segmentos distintos.Luego los pego de forma no orientable.La idea de la próxima se

ión es estudiar la dinámi
a de 
ada Si usandointer
ambios de intervalos. Por simpli
idad supondremos que Si no tiene borde.Esto lo logramos 
o
ientando 
ada 
omponente 
onexa del borde a un punto. Deesta forma logramos una super�
ie sin borde y sin 
onexiones de sillas. Observemos



38 4.5. MODELOS CON INTERCAMBIOS DE INTERVALOSque el �ujo obtenido podría ser, por ejemplo, el �ujo irra
ional en el toro 
onalgunas singularidades evitables. Sobre este 
o
iente podemos de
ir lo siguiente.Proposi
ión 4.30. Todo �ujo transitivo en una super�
ie de género mayor queuno 
on �nitas singularidades es expansivo.Demostra
ión. Las singularidades son sillas múltiples por la transitividad (algunatiene más de dos separatri
es porque el género es mayor que uno). La transitividadimpli
a trivialmente dos 
osas: no hay puntos errantes y no hay órbitas periódi
as.Luego φ es expansivo.4.5. Modelos 
on inter
ambios de intervalosEn esta se

ión trabajaremos 
on �ujos expansivos 
uasiminimales sin 
one-xiones de silla. En este 
aso utilizaremos la existen
ia de un 
ír
ulo en
ajado enla super�
ie que es transversal al �ujo y 
orta a todas las órbitas no singulares.El mapa de retorno a ese 
ír
ulo no estará de�nido en una 
antidad �nita depuntos que se enuentran en separatri
es estables. Ese mapa de retorno es lo quellamaremos un mapa de inter
ambio de intervalos. La idea es enton
es, re
uperarla dinámi
a del �ujo a partir de una suspensión de di
ho mapa. Comenzaremos
on las de�ni
iones ne
esarias.De�ni
ión 4.31. Si γ es homeomorfo a un 
ír
ulo y A,B ⊂ γ son �nitos, de-
imos que f : γ \ A → γ \ B es un mapa de inter
ambio de intervalos si es unhomeomor�smo.Una 
onse
uen
ia dire
ta de la de�ni
ión es que los 
onjuntos A y B debentener la misma 
antidad de elementos.De�ni
ión 4.32. Sean γ homeomorfo a un 
ír
ulo y C el 
ilindro γ × [−1, 1].Supongamos que en C está de�nida una rela
ión de equivalen
ia ≃ 
uyas 
lasesdenotaremos [(y, u)], si (y, u) ∈ C. Asumamos que esta rela
ión veri�
a estas dospropiedades:si u ∈ (−1,1) enton
es [(y, u)] = {(y, u)} y
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ambio de intervalos f : γ \ A→ γ \ B tal que
(y, 1) ≃ (f(y),−1)para todo y ∈ γ \A.De
imos que un �ujo φ̂, 
on �nitas singularidades, de�nido en el 
o
iente C/ ≃es una suspensión de f si para todo u ∈ (−1, 1) existe ε > 0 tal que si |t| < εenton
es φ̂t([y, u]) = [(y, u′)] para algún u′ ∈ (−1, 1).Ejemplo 4.33. Sea γ = R/Z, A = {0, 1/3, 2/3}, θ ∈ γ y B = A+θ. En fun
iónde θ de�niremos en mapa de inter
ambio de intervalos f : γ \A→ γ \B 
omo

f(x) =











x+ θ si x ∈ (0, 1/3)

x+ θ + 1/3 si x ∈ (1/3, 2/3)

x+ θ − 1/3 si x ∈ (2/3, 1)Ahora en el 
ilindro C = γ× [−1, 1] identi�
amos los puntos (y, 1) ≃ (f(y),−1)si y ∈ γ \ A; además si denotamos f(x+) y f(x−) 
omo los límites laterales(que en todo inter
ambio de intervalos existen) también identi�
amos (a, 1) ≃

(f(a+),−1) ≃ (f(a+),−1) para todo a ∈ A y debemos 
onsiderar la rela
ión deequivalen
ia generada por estas 
ondi
iones. Cada punto interior a C se identi�
asolo 
on si mismo. Observemos enton
es que
P = {(1/3, 1), (1/3+ θ,−1), (2/3, 1), (θ,−1), (0, 1), (2/3+ θ,−1)}es una 
lase (el le
tor habrá observado el abuso de nota
ión al 
onsiderar porejemplo 1/3 ∈ γ). De esta manera el 
o
iente S = C/ ≃ es un bitoro. Ahoraobservemos que f k(y) es de la forma x + kθ + j/3 para algún j ∈ Z. Luegotenemos la siguiente 
on
lusión: f tiene puntos periódi
os si y solo si θ ∈ Q.Ahora 
onsideramos un �ujo φ que sea verti
al y 
on una úni
a singularidad en

P obteniendo una suspensión de f . De esta forma P es una silla múltiple 
ontres separatri
es estables y tres inestables. Como f preserva la medida usual de
γ tenemos que f no tiene puntos errantes y por lo tanto φ tampo
o los tiene.Enton
es tenemos que φ es expansivo si y solo si θ /∈ Q. Esta 
on
lusión seobtiene dire
tamente del Teorema 4.11.



40 4.5. MODELOS CON INTERCAMBIOS DE INTERVALOSTeorema 4.34. Sea φ un �ujo expansivo y sin 
onexiones de silla en una super-�
ie 
ompa
ta y orientable S. Enton
es φ es 
onjugado a una suspensión de unmapa de inter
ambio de intervalos.Demostra
ión. Por el 
orolario 4.28 tenemos que φ es 
uasiminimal ya que nohay 
onexiones de silla. Por la Proposi
ión A.4 existe γ ⊂ S homeomorfa a S1y transversal al �ujo. También tenemos que toda órbita no singular 
orta a γ,en parti
ular las separatri
es. Sea A = {a1, . . . , an} ⊂ γ los úni
os puntos de γque no retornan a γ en el futuro, es de
ir, los que veri�
an: φR+(ai) ∩ γ = ∅.Análogamente de�nimos B = {b1, . . . , bn} ⊂ γ 
omo el 
onjunto de los puntosde γ que no retornan a γ en el pasado. Los puntos ai están en las separatri
esestables de las singularidades y los bi en las inestables.Sea T− : γ → R− ∪ {−∞} dada por T−(x) = ı́nf{t < 0 : φ(t,0)(x) ∩ γ = ∅}.Con la topología natural de R− ∪ {−∞} es 
laro que T− es 
ontinua. De�nimostambién T+ : γ → R+ ∪ {+∞} dada por T+(x) = sup{t > 0 : φ(0,t)(x) ∩ β = ∅}.Esta fun
ión veri�
a propiedades análogas a T−.De�nimos f : γ \A→ γ \B 
omo f(y) = φT+(y)(y). Esta f es un inter
ambiode intervalos y además nos permite es
ribir la siguiente rela
ión:
T−(f(y)) + T+(y) = 0 (4.1)De�nimos T+(A) = +∞, T−(B) = −∞ y T0(y) = 0 para todo y ∈ γ. Si C =

γ × [−1, 1] de�nimos T̂ : C → R = {±∞} ∪ R 
omo
T̂ (y, u) = tg(u arc tg(Tsg(u)(y)/2))Utilizamos la fun
ión tg por ser un homeomor�smo entre un intervalo a
otado y

R. Como 
aso parti
ular de�nimos T̂ (ai, 1) = +∞ y T̂ (bi,−1) = −∞. Es 
laroque
T̂ (y, u) ∈ (T−(y)/2, T+(y)/2) (4.2)si |u| < 1. Ahora de�nimos h : C → S 
omo

h(y, u) = φT̂ (y,u)(y)
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omo 
asos aparte tenemos: h(ai, 1) = p si ω(ai) = p ∈ Sing y h(bi,−1) = p si
α(bi) = p ∈ Sing. En C ha
emos la siguiente rela
ión de equivalen
ia:

(y, u) ≃ (y′, u′) sii h(y, u) = h(y′, u′).Denotamos [(y, u)] a la 
lase de (y, u). Observemos que si |u| < 1 enton
es
[(y, u)] = {(y, u)} (por la e
ua
ión 4.2) y que (y, 1) ≃ (f(y),−1) (por la e
ua
ión4.1).Ahora vamos a demostrar que h es 
ontinua. En los puntos (y, u) tales que
h(y, u) /∈ Sing la 
ontinuidad es 
lara. Supongamos enton
es que un → 1 y que
yn → y ∈ γ siendo que φt(y) → p ∈ Sing 
uando t → +∞. Supongo porabsurdo que h(yn, un) no 
onverge a h(y, 1) = p 
uando n → ∞. Si de�nimos
sn = T̂ (yn, un) enton
es h(yn, un) = φsn(yn). Sea tn ∈ (0, T+(yn)/2) tal que
φtn(yn) → p. Eventualmente tomando una subsu
esión podemos suponer que
φsn(yn) → q 6= p. Por otro lado, las su
esiones tn, |tn−sn|, T+(yn)−tn y T+(yn)−tntodas son divergentes. Luego es fá
il ver que existe rn entre las su
esiones tn y
sn tal que |tn − rn| y |sn − rn| divergen y φrn(yn) → q′ /∈ Sing. Pero enton
es laórbita de q′ no 
orta a γ, lo 
ual es absurdo.Ahora, de la 
ontinuidad de h y la 
ompa
idad de C 
on
luimos que h es
errada. Además h es sobreye
tiva, por lo tanto el mapa 
o
iente ĥ : C/ ≃→ Sde�nido por ĥ[(y, u)] = h(y, u) es un homeomor�smo si C/ ≃ tiene la topología
o
iente.Ahora de�nimos un �ujo φ̂ en C/ ≃ 
omo

φ̂t(x) = ĥ−1(φt(ĥ(x)))Obviamente φ y φ̂ son 
onjugados. Para demostrar que φ̂ es una suspensión delmapa de inter
ambio de intervalos f , resta observar que si u ∈ (−1, 1) existe
ε > 0 tal que si |t| < ε enton
es φ̂t([y, u]) = [(y, u′)] para algún u′ ∈ (−1, 1). Estoes 
onse
uen
ia dire
ta de las de�ni
iones he
has y la 
ontinuidad de T̂ .





Capítulo 5
Apli
a
ión al billar poligonal

Consideremos P un polígono plano 
uyos ángulos son todos ra
ionales. Sean
V1, ..., Vn sus vérti
es y l1, ..., ln sus lados. Consideramos r1, ..., rn re
tas en el planode forma tal que li es paralelo a ri y S1, ..., Sn las simetrías axiales aso
iadas alas re
tas ri. De�nimos G el grupo de isometrías del plano generado {Si}. Enel 
onjunto P ×G ha
emos la rela
ión de equivalen
ia generada por la siguientepropiedad: si x ∈ ri enton
es (x, g) ≃ (x, Sig). De�nimos S 
omo el espa
io
o
iente de P×G por la rela
ión de�nida. Llamaremos singularidades a los vérti
esde P en el 
o
iente.Observaremos algunas propiedades de S. Si le damos la topología 
o
iente,enton
es S es una super�
ie. Además esta es 
ompa
ta, 
onexa y sin borde. Si a
P lo 
onsideramos 
on la métri
a plana enton
es S soporta una métri
a plana,indu
ida por la de P , de�nida en todos lados salvo en las singularidades. Con estamétri
a se tiene que el transporte paralelo no depende de la 
urva.Con estas propiedades podemos 
onstruir un �ujo en S. Fijemos una dire

ión
v 
ualquiera en un punto de P . Como el transporte paralelo en S no depende del
amino, podemos de�nir un 
ampo Y trasladando la dire

ión v por S salvolas singularidades. Luego 
onsideramos una fun
ión φ : S → R diferen
iable nonegativa que se anule solo en las singularidades. De�nimos un 
ampoX en todo Sponiendo puntos de equilibrio en las singularidades y si x no es singular enton
es
X(x) = ρ(x)Y (x). Este 
ampo depende de mu
has 
osas, pero en parti
ular de
v. Llamaremos φv al �ujo aso
iado al 
ampo X.43



44 Debemos tener una pre
au
ión. En el siguiente Teorema no permitiremos quetodos los ángulos de P sean de la forma π/n 
on n = 2, 3, 4, .... Los polígonos queestamos ex
luyendo son solamente: re
tángulos, triángulos equiláteros, triángulosre
tángulos isós
eles y triángulos re
tángulos 
on un ángulo π/3. Esto se debe aque en este 
aso la super�
ie aso
iada es el toro. En este 
aso el �ujo nun
a esexpansivo y sin embargo puede no haber órbitas periódi
as.Teorema 5.1. Existe una órbita periódi
a en la dire

ión v si y solo si φv no esexpansivo.Prueba del Teorema 5.1. Observemos que 
omo no todos los ángulos son de laforma π/n enton
es existen sillas múltiples de φv. Además Ω(φ) = S. Una refe-ren
ia para ambas 
osas es [15℄. Luego apli
ando el Teorema 4.11 
on
luimos laprueba.Podemos utilizar esto para dar ejemplos de �ujos expansivos. Fijemos un polí-gono P y obserevemos que el 
onjunto de dire

iones v 
on órbita periódi
a esnumerable. A su vez el 
onjunto de dire

iones no es numerable, por lo tantoexisten dire

iones sin órbita periódi
a y por el Teorema anterior estas generan�ujos expansivos.



Apéndi
e A
Se

iones transversales

En �ujos diferen
iables en variedades es estándar la 
onstru

ión de se

ionestransversales. En espa
ios métri
os es H. Whitney en [14℄ quién desarrolla este
on
epto. Lo que haremos a
á es de�nir y demostrar los resultados que hemosusado a lo largo del trabajo.De�ni
ión A.1. Sea φ un �ujo 
ontinuo en un espa
io métri
o X. De
imos que
l ⊂ X es una se

ión transversal lo
al 
errada de tiempo τ > 0 por x ∈ X si
x ∈ l, l es 
errado, x ∈ int(φ[−τ,τ ](l)) y l ∩ φ[−τ,τ ](y) = {y} para todo y ∈ l. A
φ[−τ,τ ](l) le llamaremos entorno tubular. A l∩ int(φ[−τ,τ ](l)) le llamaremos se

ióntransversal lo
al abierta.Proposi
ión A.2. Todo punto regular admite una se

ión transversal.Demostra
ión.1 Sea x un punto regular y r > 0 tal que φr(x) 6= x. De�nimos
V, V̇ : X → R 
omo

V (y) =

∫ r

0

dist(φs(y), x)ds

V̇ (y) =
d

dt
V (φt(y))

∣

∣

∣

∣

t=0

= dist(φr(y), x)− dist(y, x)Si a = dist(x, φr(x)) > 0 enton
es por la 
ontinuidad del �ujo, existe µ ∈

(0, a/3) tal que si dist(y, x) < µ enton
es dist(φr(y), φr(x)) < a/2. Enton
es1Esta demostra
ión es de [14℄. 45



46si dist(y, x) < µ tenemos que
V̇ (y) = dist(φr(y), x)− dist(y, x) > a/2− µ > a/6 > 0Enton
es V 
re
e sobre los segmentos de órbita 
ontenidos en Bµ(x). Queda 
omoejer
i
io para el le
tor demostrar que l = V −1(V (x))∩clos(Bµ/2(x)) es una se

ióntransversal de tiempo τ tal que φ[−τ,τ ](l) ⊂ Bµ(x).En [3℄ se demuestra que si φ : R×S → S es un �ujo 
ontinuo en una super�
ie

C∞ 
ompa
ta S enton
es existe un �ujo ψ en S que es C1 y topológi
amenteequivalente a φ. Esto nos da dire
tamente el siguiente 
orolario.Proposi
ión A.3. En super�
ies, todo �ujo 
ontinuo admite se

iones transver-sales que son intervalos.Demostra
ión. Utilizando [3℄ podemos suponer que el �ujo es de 
lase C1. Luego
onsideramos una métri
a Riemanniana en la super�
ie y le llamamosX al 
ampode velo
idades del �ujo. Usando el produ
to interno, de�nimos un 
ampo lo
al,ortogonal Y . Es estándar demostrar que las órbitas de�nidas por Y 
ontienense

iones transversales para el �ujo de X.Proposi
ión A.4. Sea S una super�
ie orientable y φ un �ujo 
ontinuo. Sea
l una se

ión transversal. Si existe x ∈ l no periódi
o tal que φR+(x) ∩ l 6= ∅enton
es existe un 
ír
ulo transversal al �ujo 
ontenido en φR(l).Demostra
ión. Por la 
ontinuidad del �ujo, si un punto está 
er
a de x enton
essu órbita futura también 
orta a l. Luego 
onsidero y ∈ l entre x y su primerretorno a l. Sea T : [x, y] → R+ el tiempo de retorno, siendo [x, y] el segmentoin
luido en l de extremos x e y. Tenemos enton
es que φT (z)(z) está en l paratodo z ∈ [x, y] y que y esta entre x y φT (x)(x). Considero una fun
ión 
ontinua
f : [x, y] → R+ tal que f(x) = T (x), f(y) = 0 y f(z) ≥ T (z) para todo z ∈ [x, y].De�nimos γ : [x, φT (x)(x)] → S 
omo

γ(z) =

{

φf(z)(z) si z ∈ [x, y]

z si z ∈ [y, φT (x)(x)]



APÉNDICE A. SECCIONES TRANSVERSALES 47Por un lado tenemos γ 
oin
ide en los extremos ya que
γ(x) = φf(x)(x) = φT (x)(x) = γ(φT (x)(x).Para demostrar la 
ontinuidad de γ resta ver que γ(y) = φf(y)(y) = y.
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