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Resumen

En este trabajo cuantizamos el espacio-tiempo de un agujero negro de Reissner-
Nordstrom. Mediante un re-escalado y una combinacion lineal con el vinculo de
difeomorfismos se logra que el vinculo hamiltoniano tenga un dlgebra Abeliana
consigo mismo y el dlgebra usual con el vinculo de difeomorfismos. El dlgebra
de los vinculos es entonces una verdadera algebra de Lie. Completamos la cuan-
tizacién de Dirac usando técnicas de gravedad cudntica de lazos. Obtenemos
el espacio de Hilbert de estados fisicos invariantes bajo la acciéon de todos los
vinculos. A nivel cudntico aparecen nuevos observables que no tienen un anélogo
a nivel cldsico y estan asociados a la naturaleza discreta del espacio-tiempo. La
singularidad presente en la teoria clisica es eliminada tras la cuantizacién, lo
que nos permite extender el espacio-tiempo més alld de donde la singularidad
solia estar hacia nuevas regiones. Observamos que la discretizacion del espacio-
tiempo podria en principio jugar un papel en la estabilizacién de los horizontes
de Cauchy.

Presentamos a modo introductorio la reformulacién de la Relatividad General en
términos de las variables de Ashtekar, seguida de una introduccién a la gravedad
cudntica de lazos. Algunos temas béasicos como teoria de grupos, fibrados, co-
nexiones y dinamica de sistemas vinculados son cubiertos en los apéndices.

Abstract

In this work we quantize spherically symmetric electrovacuum gravity. Via
a rescaling and a linear combination with the diffeomorphism constraint, the
Hamiltonian constraint can be made to have an Abelian algebra with itself,
therefore the constraint algebra is a true Lie algebra. We complete the Dirac
quantization using loop quantum gravity techniques. We obtain the Hilbert
space of physical states annihilated by all the constraints. New observables
appear at the quantum level which have no classical analog and are associated
to the discrete nature of spacetime. After quantization, the singularity present
in the classical theory is resolved, allowing us to extend the spacetime through
where the singularity used to be into new regions. We argue that quantum
discreteness of spacetime may play a role in stabilizing the Cauchy horizons.
As an introduction to this work, we present the reformulation of general relativi-
ty in terms of Ashtekar’s variables, followed by an introduction to loop quantum
gravity. Background material (group theory, fibre bundles and dynamics of
constrained systems) is provided in the appendices.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Gravedad cuantica

Los dos pilares de la fisica moderna son la Relatividad General (GR por sus si-
glas en inglés) y la Mecdnica Cuédntica (QM). Por un lado han abierto la puerta
a grandes descubrimientos y avances cientificos, pero por el otro han destruido
la coherencia de la fisica cldsica prerelativista, ya que los postulados béasicos de
cada una de las dos teorias contradice a los de la otra. La Mecanica cuantica esta
formulada usando un espacio-tiempo newtoniano absoluto (fijo, no dindmico).
Para la Relatividad General, en cambio, el espacio-tiempo no estd fijo sino que
es un campo fisico que interactiia con la materia (campo gravitatorio); GR des-
cribe la dindmica del espacio-tiempo (o campo gravitatorio) en si, asi como la
dindmica de los cuerpos sujetos al mismo.

Ambas teorfas han sido exitosas en sus respectivos rangos de aplicabilidad.
La Mecédnica Cuéantica describe los fenémenos microscopicos que involucran
particulas fundamentales, ignorando completamente la gravedad. Unificando la
Mecénica Cuantica con la Relatividad Especial se lograron describir las interac-
ciones electromagéticas, débiles y fuertes en el lenguaje de la Teor{a Cuantica
de Campos (QFT). La Relatividad General por su parte describe fenémenos
macroscopicos, cuyos efectos cudnticos pueden ser ignorados. Sin embargo,
hasta el dia de hoy no hay una teoria fisica que pueda predecir los resulta-
dos de medidas en fenémenos en los cuales tanto los efectos cuanticos como los
gravitatorios no puedan ser ignorados. Se cree que los efectos cudnticos de la
gravedad se vuelven apreciables a energias del orden de la energia de Planck
(Ep = 10%8eV), esto es, quince érdenes de magnitud por encima de la maxima
energia alcanzable por el LHC. Que los efectos cuanticos de la gravedad no
sean apreciables en los experimentos realizables no es en ninguna manera mo-
tivo para considerar innecesaria una teoria cudntica de la gravedad (QG). Las
motivaciones para seguir buscando esta teoria estan conectadas con el hecho de
que en la naturaleza existen particulas cuyas energias son mucho mayores a las
obtenidas en los aceleradores, ademés de que el Universo durante su evolucién
experimenté régimenes en los cuales la energia disponible podria haber sido
incluso mayor que la energia de Planck. Aunque las energias que se pueden
conseguir en los aceleradores hoy en dia son mucho menores que la de Planck,
existe la posibilidad de que algunos fenémenos astrofisicos sirvan como “ampli-
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ficadores” pudiendo hacer los efectos cuanticos de la gravedad visibles en un
futuro cercano (ver [25] y referencias dentro).

Desde el punto de vista tedrico también existen razones para intentar cuan-
tizar la gravedad. Para empezar, tanto GR como QFT son incompletas, fallan
al llevarlas fuera de los limites de su aplicabilidad. Una serie de teoremas prin-
cipalmente debidos Hawking y Penrose demuestran que bajo ciertas condiciones
la gravitaciéon produce singularidades: Existen geodésicas inextensibles, esto es,
que tienen un rango finito de parametro afin. Si un observador viaja sobre una
de estas geodésicas, en un tiempo propio finito encontrara alguna patologia en
la cual las leyes de la GR fallan. Esto sugiere que una extension hacia QG es
necesaria ya que GR no da una descripcién completa y consistente del universo.
La aparicién de singularidades ocurre tanto en GR como en QFT. Se espera que
QG solucione los problemas de estas dos teorias.

Si uno intenta aplicar las prescripciones estdndar de QFT a GR, se encon-
trard con muchas dificultades. Por ejemplo, la condicién de microcausalidad
dice que si los dominios de dos campos estan separados espacialmente, entonces
los campos conmutan o anti-conmutan. Fisicamente, esta condicién asegura
que la medida de un campo en una regién del espacio-tiempo no puede afectar
la medida de otro campo (o el mismo) en una regién espacialmente separada.
Intentar aplicar este principio al campo gravitatorio no tiene sentido, ya que no
podemos darle un significado consistente al requerimiento de que los soportes
de los campos estén espacialmente separados a no ser que conozcamos el estado
del campo gravitatorio, o sea, de la métrica. Pero la relacién de conmutacion
debe valer independientemente del estado del campo. Esta es sélo una de las
dificultades que se encuentran debido a que en GR no existe un espacio-tiempo
fijo de fondo, ya que ésta describe la dindmica del espacio-tiempo en si. Un
enfoque perturbativo en el cual se separa la métrica en una parte fija que sirve
como espacio-tiempo de fondo y una parte dindmica podria ser la solucién, sin
embargo la teorfa resultante es no renormalizable [25]. Estos y otros problemas
dejan en evidencia que GR es incompatible con QFT dada la no existencia de
un espacio-tiempo de fondo fijo. Sin embargo, esto no significa que GR sea in-
compatible con QM. Es importante distinguir QM de QFT [27]. Esta dltima es
una aplicacién de la mecédnica cuantica a sistemas con infinitos grados de liber-
tad. Entonces, lo que debemos preguntarnos es si podemos construir una teoria
cuantica de un sistema con infinitos grados de libertad sin recurrir a una estruc-
tura causal fija de fondo. Una de las candidatas a teoria cuantica de la gravedad
es la llamada Gravedad Cudntica de Lazos (LQG) sobre la cual hablaremos més
adelante.

1.2 Formulacion ADM de la Relatividad Gene-
ral

El formalismo ADM (nombrado asi por sus autores Arnowitt, Deser y Misner)
es una formulacién Hamiltoniana de la Relatividad General [1](§ 2.3.1). En él
se supone que el espacio-tiempo estd foliado en superficies espaciales ¥;, siendo
t una coordenada temporal y con coordenadas z' en cada una de ellas. La
métrica induce una métrica espacial ¢?°(¢, 2*) en cada una de las superficies 3;.
Esta métrica inducida y sus momentos conjugados ma(t, %) son las variables
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dindmicas de la teoria. Utilizando estas variables es posible definir un Hamil-
toniano y por lo tanto escribir las ecuaciones de movimiento de GR en forma
de ecuaciones de Hamilton. No todas las variables dindmicas son independien-
tes sino que existen vinculos en la teorfa (los cuales son de primera clase en
la terminologia de Dirac). El Hamiltoniano resulta ser una combinacién lineal
de estos vinculos (como es esperable para un sistema generalmente covariante
[20]). Uno de ellos genera difeomorfismos espaciales en las superficies ¥; (de
donde obtiene su nombre) y el otro, llamado vinculo Hamiltoniano, genera una
evolucién en una direccion normal a la foliacién. A los multiplicadores de La-
grange de estos vinculos se los llama lapso y shift. Su evolucion es totalmente
arbitraria, esta libertad en su evolucién corresponde a la libertad que tenemos
en elegir la foliacién del espacio-tiempo.

Si uno intenta utilizar el procedimiento de cuantizacién canénica (§ C.4) en
este caso, se encontrard con serios obstaculos que impiden completar el proceso
de cuantizacion. Uno de ellos es el hecho de que el algebra de los vinculos no
solo no es un algebra de Lie sino que depende de las variables dindmicas en una
forma no polinomial, lo cual hace practicamente imposible encontrar un orden
de los operadores con el cual se cumpla la correspondencia entre los corchetes
de Poisson de los vinculos y los conmutadores de los operadores asociados a los
mismos. Ademads al intentar usar el método de Dirac para cuantizar sistemas
vinculados (§ C.4.1), se llega a la ecuaciéon de Wheeler-DeWitt, resultado de
exigir la invariancia de los estados fisicos ante la accion del vinculo Hamilto-
niano, reemplazando las cantidades clasicas por sus operadores correspondien-
tes. Esta ecuacion presenta muchas dificultades y no se ha encontrado forma
consistente de completar la cuantizacion. El proceso de cuantizaciéon candnica
entonces parecia estar estancado. Sin embargo, en 1986 Ashtekar introdujo
variables alternativas a las usadas en la formulacién ADM las cuales simplifican
notablemente la forma de los vinculos y permitieron avanzar en el programa de
cuantizacién [2].

1.3 Variables de Ashtekar

En el formalismo de Ashtekar uno reescribe las variables métricas en términos de
un campo que es una conexién de gauge SU(2) (conexién de Ashtekar-Barbero)
y sus momentos conjugados (triadas) (§ 2.3.2). A esta nueva representacién
se le llama representacién de conexién de la Relatividad General canénica. En
términos de estas nuevas variables los vinculos se simplifican notablemente, per-
mitiendo por ejemplo encontrar soluciones a la ecuacion de Wheeler-DeWitt. La
representaciéon de conexién permite expresar GR en un lenguaje de teorias de
gauge y por lo tanto provee nuevas formas de abordar problemas en GR tanto
clasicos como cudnticos. Esto dio lugar a la representacion de lazos, introducida
inicialmente por Gambini y Trias para teorifas de gauge [18] y por Rovelli y
Smolin [28] para el caso gravitacional. En esta representaciéon las variables
dindmicas se obtienen de las holonomias de la conexién de gauge en caminos
cerrados ( § B.2 ). Esta representacion es el origen de LQG.
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1.4 Simetria esférica

LQG es un candidato a una teoria cuantica de la gravedad. La teoria tiene una
base matemdtica rigurosa para su espacio de estados cineméticos [3]. Uno de
los problemas que impide completar la cuantizacién es la implementacién de la
dindmica; ésta estd codificada en los vinculos de primera clase con un algebra
que involucra funciones de estructura, lo cual impide completar la cuantizaciéon
siguiendo el enfoque de Dirac. Este problema estd ausente en modelos reduci-
dos por simetria correspondientes a espacios homogéneos, aunque reaparece al
considerar modelos con dependencia espacial en las variables. Algunos de los
modelos reducidos por simetria mas relevantes para ser estudiados son aquellos
en los que el espacio-tiempo es esféricamente simétrico. Estos pueden describir
por ejemplo el estado final del colapso gravitatorio de objetos astrofisicos; sin
embargo, la descripcion clasica de este tipo de geometrias resulta ser incompleta
debido a que presentan una singularidad. Estos modelos reducidos son también
interesantes dado que tienen un vinculo hamiltoniano que representa la inva-
riancia bajo redefiniciones temporales, y un vinculo de difeomorfismos asociado
a la simetria bajo redefiniciones de la coordenada radial.

En un trabajo de Gambini y Pullin [16], aplicando técnicas de LQG se con-
siguié completar la cuantizacién de un agujero negro de Schwarzschild (solucién
esféricamente simétrica a la ecuacién de Einstein en el vacio), basdndose en tra-
bajos anteriores en los cuales se desarrolld la estructura cinemética para modelos
esféricamente simétricos. En [16] se muestra que bajo un re-escalado simple y
una combinacién lineal con el vinculo de difeomorfismos, se puede obtener un
vinculo Hamiltoniano abeliano, y en consecuencia el algebra de los vinculos
obtenida es una verdadera algebra de Lie; esto permite completar la cuanti-
zacion de Dirac. Se encontraron los estados fisicos invariantes bajo la accion
de los vinculos y se vio que la singularidad es eliminada tras la cuantizacion.
Ademas, se identificaron observables que no poseen un anélogo clasico.

En esta tesis, basada en [16] (y también en una versién extendida del mismo
[14]), se desean extender los resultados de dicho trabajo al caso de un agujero
negro con carga eléctrica, un agujero negro de Reissner-Nordstrom.

1.5 Esquema del trabajo

Para comenzar, en el capitulo 2 hacemos una repaso de Relatividad General
clasica, comenzando con algunos conceptos béasicos de geometria semi-Riema-
nniana, siguiendo con la formulacién lagrangena utilizando variables métricas
tradicionales (Accién de Einstein-Hilbert). Se introduce luego la accién de Pala-
tini, la cual es simplemente la accién de Einstein-Hilbert re-escrita de manera
tal que no es una funcién de la métrica, sino de la conexién y un campo llamado
tétrada. La principal utilidad del formalismo de Palatini para este trabajo es que
sirve como “calentamiento” para la introduccién de las variables de Ashtekar que
aparecen en la siguiente seccion, luego de haber repasado el formalismo ADM.
Al cambiar de las variables métricas a las variables de Ashtekar los vinculos
se simplifican pero aparece un nuevo vinculo de primera clase asociado a las
rotaciones internas, el vinculo de Gauss. La principal fuente de este capitulo es
el libro de Baez y Muniain [5].

En el capitulo 3 estudiamos cémo se reduce la teoria cuando hay simetria
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esférica. Siguiendo principalmente los articulos de Bojowald [6], Chiou et. al
[12] y Campiglia et al. [9], obtenemos el espacio cinemdtico para modelos
esféricamente simétricos y mostramos cémo se simplifican los vinculos; en par-
ticular, se obtiene que el grupo de simetria que en la teoria completa es SU(2),
cuando hay simetria esférica pasa a ser U(1). La contribucién de un campo elec-
tromagnético esféricamente simétrico es estudiada en el capitulo 4, cuya fuente
es el articulo de Louko [24]. Son halladas las contribuciones electromagnéticas
a los vinculos Hamiltoniano y de difeomorfismos, asi como un nuevo vinculo de
Gauss de origen electromagnético, asociado a las rotaciones del grupo U(1).

El capitulo 5 estd basado principalmente en el libro de Rovelli [27]. En él se
construye el espacio cinematico de LQG, utilizando técnicas de teorias de gauge
en redes. Las variables dindmicas serdan holonomias de la conexién de Ashtekar-
Barbero. A las funciones de estas holonomias (las cuales son elementos del
grupo SU(2)) se las denomina funciones cilindricas. Una base del espacio de las
funciones cilindricas se obtiene a partir de los elementos de matriz de las repre-
sentaciones unitarias irreducibles de estas holonomias (teorema de Peter-Weyl).
A partir de estos estados y recurriendo al concepto de intertwiners se pueden
obtener estados invariantes bajo rotaciones internas, conocidos como redes de
spines. Luego son introducidos los estados de redes de spines que ademas son
invariantes bajo difeomorfismos espaciales (estados de spin-nudos).

A partir de las variables bésicas de la teoria se definen operadores en el es-
pacio de estados cinematicos, siendo uno de ellos el operador correspondiente
al area de una superficie espacial, del cual los estados de redes de spines son
estados propios. El espectro de este operador esta discretizado: No se pueden
medir superficies més chicas que cierto valor Ag. Este es un resultado fisico
importante (el cual ademés ha sido esperado en QG, ver por ejemplo ([25] pag
18): El espacio en LQG estd cuantizado. El capitulo concluye especializando
resultados generales al caso esféricamente simétrico

En el capitulo 6 se comienza a tratar el problema de la cuantizacién del agu-
jero negro de Reissner-Nordstrom. Mediante un re-escalado de la funcién lapso
y la adicién al vinculo hamiltoniano de un término proporcional al vinculo de
difeomorfismos, se consigue que este sea abeliano, y por lo tanto que el dlgebra
de los vinculos sea una verdadera algebra de Lie.

El resultado obtenido en el capitulo 6 permite a uno completar el proced-
imiento de cuantizacién de Dirac. En el capitulo 7 se comienza construyendo
el espacio cinematico de la teoria. Luego se da una prescripcién para el op-
erador Hamiltoniano, encontrando luego el espacio de Hilbert de los estados
fisicos aniquilados por todos los vinculos de forma cerrada. Ademéds de la masa
y la carga eléctrica, son encontrados nuevos observables que no tienen analogos
clasicos. Se discute luego el problema de las singularidades. Se observa que las
singularidades de coordenadas son resueltas facilmente mediante una fijacién de
gauge apropiada. Por otro lado, la singularidad clasica genuina es eliminada en
el tratamiento cudntico, permitiéndonos extender la solucién mas alla de donde
la singularidad solia estar hacia nuevas regiones. Se hace luego una observacién
de como afecta esto al problema de la hiperbolicidad global del espacio-tiempo,
teniendo como referencia un articulo de Stoica [30] quien traté este problema en
un contexto cldsico mediante una extensién analitica de la métrica. El capitulo
se cierra con una breve discusién sobre como podria afectar la discretizacion del
espacio a la estabilizacién de los horizontes de Cauchy.

Se presentan en el capitulo 8 las conclusiones del trabajo.
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En los apéndices A y B se puede encontrar un resumen de herramientas
matemadticas usadas en el trabajo, siendo el libro de Baez y Muniain [5] la
principal fuente. El apéndice C trata sobre generalidades de los sistemas ha-
miltonianos vinculados. También se da un breve resumen sobre cuantizacion
canénica y el método de Dirac para cuantizar sistemas vinculados. Sus prin-
cipales fuentes son los libros de Baez y Muniain [5] y el libro de Henneaux y
Teitelboim [20]. El lector que no esté familiarizado con estos temas deberia
comenzar leyendo los apéndices ya que su contenido se presupone conocido en
la tesis.



Capitulo 2

Relatividad general clasica

2.1 Geometria semi Riemanniana

2.1.1 Tensores

Sea M una variedad de dimensién n. Definimos el fibrado de tensores (r,s)
como el producto tensorial:

TM® - @TMT*M® - @T*M (2.1)

Siendo T'M y T*M los espacios tangente y co-tangente de M respectivamente.
Llamamos tensor de orden (r,s) a una seccién de este fibrado. Definimos los
tensores de orden (0, 0) como funciones en M. En coordenadas locales, tenemos
una base dada por:

Doy @+ @y, @dz™ @ -+ @ daP (2.2)

donde los indices oy, 3; toman valores desde 1 hasta n. Si tenemos entonces un
tensor de orden (r, s), podemos escribirlo como combinacién lineal de la base:

X567 00, @+ ® O, ®d2” @ --- @ da’ (2.3)
donde las funciones
Q.. Qe
Xglg (2.4)
se denominan componentes del tensor. Un tensor actia sobre r 1-formas ws . . . w,
y s campos vectoriales vy ...vs dando un niimero real como resultado:

_ yar..a B1 Bs
X(wiy ooy Wpy V1., 0g) = XBl--ﬂ:wlwl R L Vs (2.5)
Una métrica semi-Riemanniana g sobre una variedad M en particular puede
ser vista como un tensor de orden (0,2) ya que actia sobre dos campos vec-
toriales dando como resultado un numero real y es C°°(M)—lineal en cada
argumento:

glv 4+, w) = glv,w) + g(v', w) (2.6)
g(v,w+w'") = g(v,w) + glv,w) (2.7)
g(fv,w) = g(v, fw) = fg(v,w) (2.8)
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para v,v',w,w’ € Vect(M) y f € C*°(M). En coordenadas locales, tenemos:
9= gapdz® @ dz” (2.9)

donde gas = g(0a,05). En coordenadas esféricas (¢,0) en la 2-esfera S?, la
métrica estandar tiene las siguientes componentes:

9(04,05) =1, g(0p,09) = sin*(¢), ¢(0p,0s) =0 (2.10)
Por lo que podemos expresar la métrica de la siguiente manera:
do @ do + sin¢ df @ db (2.11)

O de forma abreviada:
d¢* + sin¢ db6* (2.12)

Asi como podemos tomar el producto tensorial de una seccién de un fibrado
E y una seccién de otro fibrado E’ para obtener una seccién de F ® E’, también
podemos tomar el producto tensorial de campos tensoriales. En particular, el
producto tensorial de un tensor X de orden (r, s) y otro tensor Y de orden (', s)
da como resultado un tensor de orden (r + 1/, s+ s’) X ® Y. Las componentes
estan dadas por:

al...(x,.+,./ _ ... Oll...(l7.+7.l
(X®Y)s 7 = X5 5 Y5 (2.13)

Luego, si tenemos el tensor (r, s)
X=110...0, Qw1 @ Q w, (2.14)
Podemos acoplar una 1-forma con un campo vectorial para obtener un tensor
de orden (r —1,s — 1):
Wi ® ... 0 QU Qi ... Qws (2.15)
donde el simbolo " indica que estos factores no estan presentes. En términos

de componentes, se puede obtener el nuevo tensor contrayendo un supraindice
con un subindice.

QLG Oy QL Ot
Yﬂll...,éj.._gs _XBL..M...BS (2.16)

Por ejemplo, el tensor de Riemann es un tensor de orden (1,3) de componentes
R, 5. Este tensor es la curvatura de la conexién de Levi-Civita, la cual intro-
duciremos en la proxima seccién. Contrayendo se obtiene un tensor de orden
(0,2) llamado tensor de Ricci.

Ras =R\, (2.17)

Podemos subir y bajar indices de tensores utilizando la métrica y su inversa de
componentes gng, g*? respectivamente, que satisfacen:

9% g5, = 05 (2.18)
Por ejemplo, podemos obtener un tensor (1, 1) a partir del tensor de Ricci:
R§ = g""Rg, (2.19)

Luego, se pueden contraer ambos indices para obtener el escalar de Ricci:

R=R" (2.20)
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2.1.2 Conexion de Levi-Civita

Una conexién en un fibrado vectorial define el concepto de transporte paralelo.
Al estar el fibrado equipado con una conexidn, esta permite transportar vectores
desde una fibra hasta otra de forma paralela con respecto a dicha conexion
(§ B.1). La conexién es especificada de forma equivalente por una derivada
covariante, un endomorfismo en el espacio de las secciones del fibrado con el
cual se puede diferenciar una seccién en la direcciéon de algiin campo vectorial
en la variedad.

La métrica induce una conexién llamada conexion de Levi-Civita. Esta
conexién tiene dos particularidades:

e Es compatible con la métrica: Esto significa simplemente que un vector
tangente no cambia su longitud al transportarlo paralelamente.

e Es libre de torsion: El vector tangente no rota al transportarlo paralela-
mente (ver [5] para una discusién més detallada sobre esta nocién).

Sea M una variedad con una métrica semi-Riemanniana g. Sea D una
conexion en el fibrado tangente TM. La conexién D permite tomar la derivada
de un campo vectorial v (el cual es una seccién del fibrado tangente) en la
direccién de otro campo vectorial u, obteniendo un nuevo campo vectorial D, v.
Decimos que D es compatible con la métrica si para todo u, v, w € Vect(M) se
cumple

ug(v, w) = g(Dyv, w) + g(v, Dyw) (2.:21)
Luego, decimos que D es libre de torsién si para todo v,w € Vect(M) se cumple
[v,w] = Dyw — Dy (2.22)

Se puede verificar que para cada métrica g hay sélo una conexién con estas
dos caracteristicas. Esta es la conexién de Levi-Civita y es denotada por V.
Supongamos que la conexién V es compatible con la métrica y libre de torsién.
En coordenadas locales tenemos una base {J,}. Denotamos la derivada cova-
riante en la direcciéon de uno de estos vectores de la base de la siguiente manera:

V.=V, (2.23)
Luego, como g es compatible con la métrica, tenemos:
0agsy = 9(Va0s,05) +9(95,Vad,) (2.24)
98Yrya = g(Vﬁgy, Do) + 9(0, bVBaa) (2.25)
9ygap = g(Vyga, 9y) + 9(0as dvyaﬂ) (2.26)
e 7

Los campos vectoriales de la base de coordenadas conmutan entre si y la conexién
es libre de torsion, por lo tanto:

Vads — V0o = [03,04] =0 (2.27)
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Entonces: Vo0 = Vg0,. Utilizando esto tltimo y la simetria de la métrica
tenemos que los términos b y e son iguales entre si asi como los términos c
y f. Entonces, sumando las dos primeras ecuaciones y restando la tercera,
obtenemos:

009y + 089va — OvGap = 9(Va0p, 0y) + g(0y, Vg0a) = 29(Vadp, 0y) (2.28)

Dos campos vectoriales sélo pueden tener el mismo producto interno con todos
los vectores de la base si son iguales, por lo que V es tnico. La accién de una
conexion D en un elemento e; de una base de secciones de un fibrado vectorial
E se puede expresar en términos del potencial vector A (§ B.1):

Dgej = Al je; (2.29)

De igual manera, definimos los simbolos de Christoffel como las componentes
del potencial vector de la conexién de Levi-Civita.

Vads =T740, (2.30)

Entonces, la derivada covariante de un campo vectorial w en la direcciéon de v
esta dada por:

Vow = v (ow” +T5 w") 05 (2.31)
Reescribiendo la expresién (2.28):
Oalpy + 089ya — Ovgap = 29(T030s,0,) = 2I0,39(05,05) = 205,105 (2-32)

Utilizando la métrica inversa se obtiene la expresion para los simbolos de Chris-
toffel:

1
Tap = 59" (Ougss + 3950 — Osgas) (2.33)

Al tener la conexién de Levi-Civita en el fibrado tangente T'M, podemos
obtener una conexién andloga en los fibrados tensoriales de orden (r,s). A esta
conexién también la denominaremos V. A modo ilustrativo, dado un tensor X
de orden (2,2), su derivada covariante estd dada por:

indices vectoriales

o @ A « «
(VX)) = 0, X5 + T, X207 + 0 X9 —Th X5 — T, X0 (2.34)

indices covectoriales

Se puede obtener una expresién andloga para tensores de orden (r, s).

2.1.3 Tensor de Riemann

En relatividad general, el espacio-tiempo es una variedad semi-Riemanniana, en
particular, una variedad Lorentziana. Una variedad semi-Riemanniana tiene en
su fibrado tangente una conexién compatible con la métrica y libre de torsién, la
conexion de Levi-Civita que denotamos por V. Definimos el tensor de curvatura
de Riemann como la curvatura de esta conexién. Dados u,v,w € Vect(M),
tenemos:

R(u,v)w = (Vo Vy =V, Vi = Vi ))w (2.35)
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En una base local de campos vectoriales e, las componentes del tensor estan
dadas por:
R(es,eq)es = Rj sea (2.36)
Si elegimos una base de coordenadas, tenemos:
R((’?ﬂ,&,)@g = (Vﬁvv — V4 V3)0s (2.37)
Utilizando la definicién V,05 = Fg 50y
R(0p,0y)05 = V(I'7505) — V4 (I'3505)
= (93T5,)05 + T35V 500 — (0,75, — T%, V1,
= (0175)05 + 1351'5,0- — (0,1'35)05 — [, 07 (2.38)

Renombrando indices mudos, obtenemos las componentes del tensor de Riemann
en la base de coordenadas:

RS s = 9% — 8,195 + T2, — %2, (2.39)

En la seccién anterior se nombraron dos tensores obtenidos a partir del tensor
de Riemann, el tensor de Ricci:

R.p = leﬁ (2.40)
Y el escalar de Ricci:
R=R; (2.41)
El tensor de Riemann tiene tres simetrias basicas:
A _pA
L Ry = —Fps
2. Rapys = —Rspya
A
3. Ry =0
La primer relacion es equivalente a
R(es,ey)es = —R(ey,ep)es (2.42)
Lo cual es una consecuencia de que R(v.w) = —R(w,v) Yv,w € Vect(M). La
segunda relacién es equivalente a
g(eas Rleg, ex)es) = —gles, R(es, e)ea) (2.43)
Lo cual a su vez se puede expresar sin recurrir al uso de una base local
g(u, R(v,w)z) = —g(z, R(v,w)u) Vu,v,w,z € Vect(M) (2.44)

Por linealidad, basta probar la igualdad anterior para campos vectoriales aso-
ciados a una base de coordenadas. La conexién es compatible con la métrica,
por lo que:

vw(g(u, 2)) = v(g(Vwu, 2) + g(u, Vi 2))
=g(V,Vuu, 2) + g(Vyu, Vyz) + ¢(Vou, Vi z) + g(u, Vi Vi 2) (2.45)
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Intercambiando v por w se obtiene wv(g(u, z)). Restando ambos términos:
(vw —wv)(g(u, 2)) = 9([Vo, Vawlu, 2) + g(u, [Vo, Viu]2) (2.46)

Utilizando la definicién del tensor de Riemann y el hecho de que los campos
vectoriales de la base de coordenadas conmutan entre si:

0= g(R(v,w)u,z) +g(u7R(va)Z) (247)
Por lo tanto:
g(eq, R(eg, ey)es) = —gles, R(es, e4)eq) (2.48)
Utilizando las simetrias anteriores, la tercer propiedad se puede reescribir como
Ry s+ Rsp+ Ryg, =0 (2.49)
O equivalentemente:
R(eg,ey)es + R(ey, es)es + R(es, eg)ey =0 (2.50)

Trabajando con una base de vectores coordenadas y utilizando la definicién del
tensor de Riemann, el miembro izquiero de la igualdad anterior se puede escribir:

VgVyes =V, Vges +V,Viseg — VsVayeg + VsVge, — VgVse, (2.51)
Utilizando el hecho de que la métrica es libre de torsién, lo anterior es igual a:
V5 [6’77 65] + v’y[eéa 65} + V(s[eﬁ, e’Y] =0 (252)

Es igual a cero ya que el bracket de Lie de dos vectores coordenadas se anula.

2.2 Formulacién Lagrangeana

2.2.1 Accién de Einstein-Hilbert

Sea M una variedad orientable de dimensiéon cuatro con una métrica semi-
Riemanniana g. El lagrangeano que da lugar a las ecuaciones de Einstein esta
dado por

R vol (2.53)

donde R es el escalar de Ricci y vol es la 4-forma de volumen asociada a g. La
accién es entonces:

S(g) z/ R vol (2.54)
M
En coordenadas locales:
S(g) :/ Ry/|detg| d*z (2.55)
M

Tomando las variaciones con respecto a la métrica se obtiene la ecuaciéon de
Einstein en el vacio:

1
Raﬁ - §Rg“ﬂ =0 (2.56)
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2.2.2 Accién de Palatini

En la formulacién de la seccion anterior la variable dindmica es la métrica. Una
formulacién alternativa fue introducida por Palatini, en la misma, la métrica y
la conexidén son tratadas como variables independientes. Al variar la accién con
respecto a la métrica se obtienen las ecuaciones de Einstein usuales, mientras
que al variarla con respecto a la conexién se llega a que la conexién debe ser la
de Levi-Civita. Existe otra formulacion llamada Accién de Palatini tetrddica en
la cual las variables dindmicas son la conexion espinorial y la tétrada, las cuales
introduciremos a continuacion.

Tétradas

Sea M una variedad difeomorfa a R%. M puede ser vista como un subconjunto
abierto del espacio tiempo. El fibrado tangente T'M es obviamente trivial.
Llamamos e a la trivializacion de T'M, esto es, al isomorfismo entre fibrados
vectoriales

e: M xR - TM (2.57)

que envia cada fibra {p} x R* al correspondiente espacio tangente T, M. A dicha
trivializaciéon la llamaremos tétrada. Podemos movernos entre un fibrado y otro
utilizando la tétrada y su inversa, llamada co-tétrada:

e TM — M x R* (2.58)

Una seccién de M x R* es simplemente una funcién en M que toma valores en
R%. La base canénica se estas secciones es:

¢o(p) = (1,0,0,0) (2.59)
&1(p) = (0,1,0,0) (2.60)
&2(p) = (0,0,1,0) (2.61)
Una seccién cualquiera puede ser escrita como
s=sl¢r (2.63)

donde s’ € C>®(M). A R* se lo denomina espacio interno. Aplicando e a la
base de secciones del M x R* obtenemos una base de campos vectoriales en
M, asi como al aplicar la co-tétrada a una base de campos vectoriales en M
podemos obtener una base de secciones en M x R*:

(&) = ef0n e M0 = el (2.64)

siendo las componentes e} funciones en M. Es habitual llamar tétradas a estas
componentes ya que son suficientes para determinar el mapa. La tétrada nos
permite trabajar en el fibrado trivial M x R* en vez de en el fibrado tangente
TM. En este fibrado trivial tenemos un producto interno canénico: Dadas dos
secciones s y s’ en M x R* definimos su producto interno como

n(s,s') =nrss's"! (2.65)
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donde 77y es la métrica interna:

-1 0 0 O
0 1 00

nryg = 0 01 0 (266)
0 0 0 1

Con la métrica interna y su inversa podemos subir y bajar indices internos, asi
como podemos subir y bajar indices espacio-temporales con la métrica g.
Decimos que las tétradas son ortonormales si los campos vectoriales e; = e(&r)
lo son:

gler,es) =mn1y (2.67)

Entonces, si las tétradas son ortonormales, podemos encontrar una relacion
entra la métrica y las tétradas:

g(ef0q, e‘jaﬁ) = e?e?gag =17 (2.68)
Por otro lado, si s y s’ son secciones de M x R*:
glels),e(s) = gle(s'ér), e(s7€1)) = s's7g(er, e)
=nrys's” = n(s'€r,57€7) = n(s, ") (2.69)

Entonces, si e(s) = 0o (= s=¢"1(0a)) vy e(s') = 0o (— s =e1(9p)) tene-
mos:

9(00,08) = n(e 10y, e 05) = eéeén(&,&) = e{legnu (2.70)
Por lo tanto, la relacién entre las tétradas y las co-tétradas con la métrica:
nry = gaﬁe(}eg Jap = nueieé (2.71)
De las cuales se puede deducir:

oh =eles = eie? (2.72)

(03

Conexién de Lorentz

La otra variable dindmica en la formulacién tetradica de Palatini es una conexion
en el fibrado trivial M x R*. Decimos que una conexién en este fibrado es una
conexién de Lorentz si es compatible con la métrica de Minkowski:

vn(s,s’) = n(Dys,s') +n(s, Dys') (2.73)
Un caso particular es la conexién plana estdndar, que denotamos por D°:
D%s = wv(sh)¢r (2.74)

Toda conexién D puede ser escrita como D = DY + A, donde A, el potencial
vector es una 1-forma que toma valores en End(R*) (§ B.1):

Dys = (v(s‘]) + Ailv“sl) &y (2.75)
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Las componentes de la curvatura de D estdn dadas por:
Fl} = 0,AF — 0gAL + AL AFT — AL AXY (2.76)
Observacion: Si D es una conexién de Lorentz, entonces
on(s,s') =v (s's""nry) = v(s")s s + sv(s" )nry (2.77)

Por otro lado:

n(Dys,s') =1 (v(s")ér + Aﬁﬂ”é"]fz, k)
= v(s") s nik + vt AL (2.78)

(s, Dys’) =n (s"€r,v(s™)&x + Al jos’ k)
= sTo(s"M ik + vts'sT AN ik (2.79)

Sumando ambos términos y renombrando indices mudos:

N(Dys, ') +n(s, Dos’) = (v(s")s" + sTo(s"))nrs + s 87 (A + AT

(2.80)
Vemos entonces que D es una conexién de Lorentz si A{L‘] = —Al‘{[ . Esto es
equivalente a que A, viva en el dlgebra de Lie s0(3,1) [5]. De la expresién para

la curvatura también se puede observar que se verifica: F o{é =-F é i
Utilizando la tétrada, podemos obtener, a partir de la conexién de Lorentz,
una conexién en el fibrado tangente, definida por:

Va0s = ehDa(&r) (2.81)

Usando la nomenclatura de [5], llamamos a V conexion imitacion de Levi- Civita.
Definimos ahora los simbolos imitacion de Christoffel:

Vadg =17 40, (2.82)

Se puede hallar una expresién para los mismos en funcién del potencial vector
y las tétradas:

Vads = 17,0, = efDu(&r) = efALEs = eh Al €] 0, (2.83)

Entonces, tenemos:

[0, = Al ehe] (2.84)

Definimos el tensor imitacion de Riemann como la curvatura de la conexién
imitacién de Levi-Civita [5].

RJ =Fllese) (2.85)
Definimos también el tensor imitacién de Ricci:
Ras =R, 4 (2.86)

Y el escalar imitacion de Ricei:

R=R" (2.87)
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Accion

La accién de Palatini estd dada por:

S(A,e) = /M R wol. (2.88)

donde el escalar imitacién de Ricci corresponde a la conexién de Levi-Civita
imitacién, mientras que el escalar de Ricci que aparece en la accién de Einstein-
Hilbert es el asociado a la conexién de Levi-Civita del fibrado tangente.
Utilizando la definicién (2.85) y las igualdades (2.71) y (2.72):

pY o I1J .38,y Y py 9 _ plJ 8 K _L
Raﬁ —FﬁeIeJ — Raﬁa—Raﬁ gsrs = Fyper enires es

= FljelesniL (2.89)
Entonces, el tensor imitacién de Ricci:
Rop = I:E'YM =FlJ eJeﬂmL (2.90)
Luego, usando (2.71):
R=R% = R,pg*® = FIJeJeﬂnILeMeNT]MN (2.91)
Utilizando (2.72) obtenemos:
R=F1J zer eJ (2.92)
La accién de Palatini entonces se puede expresar:
S(A,e) = /M eg eg 5 vol. (2.93)

Variando con respecto a la tétrada, tenemos en primer lugar, la variaciéon del
elemento de volumen [5, 11]:

dvol = —%gag(égaﬂ)vol. (2.94)

donde ahora
8g™P = 5(771‘]6&6?) U(((k?)eg + e?(ée?)) =2le Béel (2.95)

Entonces

UeKeBnKLeJ((SeI)vol

= ! eX 5Ly (5e$)vol = —el (5e$)vol (2.96)

svol = —n! gagej(éej Yvol =

La variacion de la accién con respecto a la tétrada:
0S8 = / (deF)e 5—1—61(56]) 5 —ey ((Sek)eIeJF )vol.

1
= Z/M <6§FO% - §eaeLeLF ) (def)vol. (2.97)
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Utilizando (2.90) y (2.92):
. 1 -~
08 = 2/ (Rap — iRgag)nUeg(de?)vol. (2.98)
M
Entonces, 65 = 0 cuando se cumple
. 1~
(Raa - zRgaﬁ) —0 (2:99)

Cuando V = V, esta es la ecuaciéon de Einstein. Luego, cuando variamos con
respecto a la conexién, tenemos

68 = /M(aé) vol = /M 9P (6Rap) vol (2.100)

La variacién del tensor de Ricci imitacién [5]:

Rap =2V[a0I7, (2.101)
Si escribimos
[, =T1,+Cl, (2.102)
Tenemos
VaOg = 17,0, =T 50, + C 40, (2.103)

Ademds, al ser 6T 5 = 0, la variacién:

LY, =06C), (2.104)
Entonces
6Rap = 2V00C) 5 = [VadCly = V400, | = [VadCl, - ¥,0C7 |
+C2,0C5 — Co 00T 5 — CogCly — C2,6C 5 + C,0CT 5 + C30C7
(2.105)
Por lo tanto, la variacién del tensor imitaciéon de Ricci:
5R = 670 Rap = g (~CF, = ChsbC = CH0C25 + (00T + C8CT, )
= (—C%(SCZ “+Cp 000 = CN6CT, + 0"70‘50277)
= 2C;,0C"," —2C7, 007 (2.106)
Para que la variacion sea nula, debe ser

coL =0 (2.107)

Lo que es equivalente a decir que V = V, la conexién debe ser la conexién
de Levi-Civita, y por lo tanto (2.99) es la ecuacién de Einstein en el vacio. La
formulacién tetradica es por lo tanto completamente equivalente a la formulacion
de Einstein-Hilbert.
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2.3 Formulacion Hamiltoniana

2.3.1 Formulacién ADM

Mientras que la formulaciéon Lagrangeana es manifiestamente covariante, en la
formulaciéon Hamiltoniana es necesario tener una coordenada temporal y separar
el espacio-tiempo en espacio y tiempo. El primer paso entonces consiste en
especificar la coordenada temporal. Consideraremos el caso de una variedad
Lorentziana M difeomorfa a R x S, donde S representa el espacio y ¢t € R
representa el tiempo. Con esto, estamos eligiendo una forma particular de
dividir el espacio-tiempo en “instantes de tiempo ”. Esta eleccion es arbitraria
ya que el espacio-tiempo no viene pre-equipado con una coordenada tiempo y
una familia de superficies espaciales en las cuales el mismo esta foliado; hay
muchas maneras de elegir un difeomorfismo

¢:M—>RxS (2.108)

cada una de las cuales define una coordenada tiempo 7 distinta. Esta coordenada
esta dada por el pull-back de la coordenada tiempo en R x S:

T =t (2.109)

Decimos que una subvariedad ¥ € M es un instante de M si corresponde a una
superficie de 7 constante para la coordenada temporal elegida. En esta formu-
lacidn, las variables dindmicas son las componentes de la métrica restringida a las
superficies espaciales 3 (la cual denotaremos por ¢) y sus momentos conjugados.
Si m es un campo vectorial unitario tipo tiempo normal a 3, las componentes
de la métrica espacial estdn dadas por:

dop = Gap + Nang (2.110)

Observacién 1: El proyector sobre la superficie ¥ tiene componentes ¢°. Si se
lo aplicamos a un vector v € Vect(M), sus nuevas componentes serdn

Pug (2.111)
Si tomamos el producto escalar de este vector con n:
n®qyvg = n® ((55 + nanﬂ) vg = (nB - nﬁ) vg =0 (2.112)

Observacién 2: Dos elecciones de n son posibles ya que se puede invertir su
signo. Estas dos signos corresponden a las direcciones “futuro”’y “pasado”,
pudiéndose asignar a cada direccién cualquiera de los dos signos de manera
arbitraria. Elegimos entonces un sentido, y decimos que nuestro campo vectorial
n apunta hacia el futuro.

Curvatura extrinseca

La curvatura extrinseca K dice cémo se curva la superficie ¥ con respecto a M;
mas adelante se vera que la curvatura extrinseca esta relacionada con la derivada
temporal de la métrica espacial, por lo que el par (g, K) sirve como condicién
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inicial para la métrica. Sea Y. una subvariedad tipo espacio representando un
instante de tiempo. La métrica restringida a esta subvariedad es Riemanniana:

q(v,v) >0 (2.113)
para todo vector v € T, M no nulo. Ademas, tenemos:
gn,n) =—1 gn,v) =0 YveT,M (2.114)

A un vector v € T, M lo podemos descomponer en sus componentes normal y
tangencial a X:

v=—g(v,n)n+ (v+g(v,n)n) (2.115)

En particular, dados dos campos vectoriales u,v en ¥, podemos descomponer
Vav:

Vv = —g(Vyv,n)n + (Vv + g(Vyv,n)n) (2.116)
Y definimos:
—g(Vyv,n)n = K(u,v)n (2.117)

donde K se denomina curvatura extrinseca. Esta mide la componente normal
de un vector tangente a X al transportarlo utilizando la conexién de Levi-Civita
de M, en la direccién de otro vector tangente u. En otras palabras, mide cuanto
se curva X con respecto a M. Se puede comprobar que K es un tensor (depende
C>°(¥)—linealmente en sus dos argumentos):

K(fu,v) = =g (Vuv,n) = —g(fVyv,n)
= —fg(Vuv,n) = fK(u,v) Vf e o™ (%) (2.118)

Por otro lado, para toda funcién f € C*(%):
K(U, f’U) = fg(Vufv, TL) = *g(’u(f>’l} + fvuv7 n)
= —f9(Vuv,n) = —fK(u,v) (2.119)

La curvatura extrinseca es ademds simétrica. Usando la linealidad, podemos
ver que para que K(u,v) = u'v?K(0;,0;) sea igual a K(v,u), basta probar
K(0;,0;) = K(0;,0;), lo cual puede probarse utilizando que la conexién V es
libre de torsién:

K(94,05) — K(95,0;) = —9(Vi0;,n) + g(V;0i,n)
= _g(viaj - vjaivn)
= —9((0:,9;],m) = 0 (2.120)

Luego, definimos:
D,v=V,v+g(Vyv,n)n (2.121)

Se puede verificar que D es la conexién de Levi-Civita en ¥ asociada a la métrica
q.
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Primero, para u,v € Vect(X) y f € C*°(X), tenemos:

Dy(fv) = Vu(fv) + g (n, Vu(fv))n

u(flv+ [V + g n,u(flv+ fVyuv)

=u(f)v+ fVyuv+u(f)g(n,v) + fg(n,Vyv)

=u(flv+ f (Vuv+g(n, Vo)) = u(f)v+ fDyv (2.122)

Luego, para u,v,w € Vect(M), usando que V es compatible con la métrica:

ug(v,w) = g(Vyv,w) + g(v, V,w)
= g(K(u,v)n + Dyv,w) + g(v, K (u, w)n, D,w)
= g(Duv,w) + g(v, Dyw) (2.123)

Adems3s:

Dyv — Dyu = Vv — K(u,v)n — Vyu+ K(v,u)n
=V, — Vyu = [u,v] (2.124)

También se puede verificar que D es lineal. Por lo tanto D es una conexién, es
compatible con la métrica y es libre de torsién.

Ecuaciones de Gauss-Codazzi

En las ecuaciones de Einstein
1
(Rag _ 239a5> —0 (2.125)

hay en realidad sélo 10 ecuaciones independientes; éstas nos dicen como evolu-
ciona la métrica en el tiempo. En términos de las variables ADM, cémo varia
la métrica espacial (y la curvatura extrinseca) al moverse entre las distintas su-
perficies X de la foliacion, las cuales representan cada una un instante distinto
de tiempo. La manera de separar el espacio-tiempo no es tnica, por lo tanto
no sabremos cémo evolucionaran las variables hasta que hayamos elegido una
foliacion. Tal eleccién se expresa en las funciones lapso y shift que se definirdn
a continuacién. Al elegir un difeomorfismo

¢:M—RxS (2.126)

esto nos da una coordenada tiempo 7 = ¢*t en M y por lo tanto una forma
particular de foliar el espacio con superficies espaciales. Ademés, si tomamos
el pushforward por ¢~! del vector d; en R x S, tendremos un vector d, en
M, el cual apunta hacia el “futuro”, pero no es necesariamente ortogonal a las
superficies {7 = s}. Podemos descomponer este vector en sus partes normal y
tangencial a X:

0y = —g(0r,n)n+ (0- + g(0-,n)n) (2.127)
Definimos:

N = —g(0;,n) (2.128)
N =08, +g(8;,n)n (2.129)
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A N se le denomina lapso y a N shift. Veremos ahora que cuatro de las diez
ecuaciones de Einstein son en realidad vinculos, siendo las restantes seis las

ecuaciones de movimiento que describen como cambia la métrica espacial en el

tiempo. Elegimos coordenadas locales x°, z', 22, > en un entorno de un punto

p € X tal que 2° = 7, Oy = O, vy los vectores 91, Oz, O3 son tangentes a X en p.
Las componentes del tensor de Riemann:

R(@i, 8j)8k = ViVjak — V]Vi(‘)k (2.130)
Esto es igual a:
R 00 (2.131)

donde los indices en letras griegas van desde 0 hasta 3, mientras que las letras
romanas son indices espaciales y van desde 1 hasta 3.

Para calcular el primer término, se usard que V;0; = K (4, j)n + 3F§;-‘8m para
campos vectoriales u,v en Y, donde 31";’; son las componentes de la conexién
asociada a la derivada covariante espacial. También, a partir de

Kij = g((Vin), ;) = qmn(Vin)™ (9;)" = qm;(Vin)™ (2.132)
~—
o7
Multiplicando por ¢™:
qanij = (Vm)" — (Vm)f = KZJ — (Vm) = KZJ@] (2.133)

Entonces, utilizando estos tdltimos resultados, el primer sumando en (2.130)
toma la forma:

ViV;0k = Vi(Kjin + 5T Op)
= 0i(K;o)n + K, Vin + 0; ( 3r;’,1) O + T3 ViOh,
= 0i(Kju)n + K K0 + 0; ( ?T;T’;) O + T (Kimn + 31 al)
= (0:(K50) + *T5y K ) o+ i I 0+ (0, ( T7)
+ T T ) O (2.134)
Para obtener el segundo sumando en (2.130) intercambiamos i <+ j, entonces:

m

R 00 = (06550 — 0Kk + Tt Kom — T Ky ) 0

m m l m l m
(G E" = KK )0 + (9; °T5 =05 *Tip + °T, T = °Ty T 9
(2.135)

Utilizando las definiciones de la derivada covariante y el tensor de Riemann,
llegamos a las ecuaciones de Gauss-Codazzi:

R0 = (DiKji — DijKi)n+ (PR + Kjn K" — K KJ*) O (2.136)
Entonces:

Sx = (DiKji — DiKi) (n)* + CRY, + KjpK* — K KJ*) (0m)"  (2.137)
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Aplicando el proyector en ¥ a todos los indices, y notando que el tnico efecto
en el lado derecho de (2.137) es eliminar el primer sumando, obtenemos:

SR, = alaldbql Ry — KacK§ + Kp K¢ (2.138)

Ademas, tenemos:

Rabcdq“cqbd = Raped (9% + nn®) (gbd + nbnc)

= R4+ 2Rqenn’ = 2G4enn’ (2.139)
Entonces, utilizando (2.138):
Gapn®n® = % PR+ (K2)? — Koy K™} (2.140)
De manera similar, se obtiene:
Rean’qf = D K — DyK® (2.141)
De donde
Ghegin® = ¢ Ryen® = DyK? — D K} (2.142)

Se puede verificar que tanto (2.140) como (2.142) no tienen derivadas segundas
temporales y son por lo tanto vinculos de condiciones iniciales.

Hamiltoniano

En la formulacién Lagrangeana, la variable dindmica era la métrica inversa,
cuyas componentes son:

g = q"* — nnb (2.143)
Utilizando (2.128) y (2.129) tenemos que:

n® =

1 a a
N ((0:)* — N%) (2.144)
Entonces:

1
N2

ab

g = ¢ — ((0-)* = N*) ((9-)" — N?) (2.145)

La informacién contenida en g% es equivalente a la contenida en (gap, Na, V).
Para pasar a la fomulacién Hamiltoniana es conveniente tomar como variables
a la métrica espacial inversa, al lapso y al shift.

El escalar de Ricci puede ser escrito como:

R =2 (Gan®n® — Ryynn®) (2.146)

Utilizando (2.140) tenemos el primero de los términos. Por otro lado, el segundo
sumando resulta ser:

Rapnn® = —n® (V, V. — V.V4) n¢
= (K2)? = Koy K% — Vo (n%Vn®) 4+ Vo(n*V,n©) (2.147)
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Donde se usé
Kap = qzVenp (2.148)

Lo cual puede obtenerse a partir de (2.132).
Entonces, el escalar de Ricci en términos de las nuevas variables:

R=[PR+ KuK* — (K2)?] (2.149)
Por otro lado:
Vv—9=Nq (2.150)
El lagrangeaeno entonces toma la forma:
L= VhN PR+ KuK® — (K%)?] (2.151)

Para obtener el hamiltoniano es necesario tener los momentos conjugados a las
variables dindmicas definidos por:

7 = 8,2 (2.152)
8Qab
La dependencia en ¢, estd en la curvatura extrinseca [34]:
. 1 1
Kap = qoVeny = ignqab = 52%(37,1\7)%17
1 1
=3 ab — L qab) = 57 (dab — DaNp — Dy N, 2.1
i (Lo, qab — £54an) 57y (dab b — DyNa) (2.153)
Volviendo a (2.151), obtenemos el momento conjugado de la métrica espacial:
0L
% = == = g (K® — Kq®) (2.154)
8QCLb
Mientras que los momentos conjugados del lapso y del shift se anulan:
0L
N
=—=0 2.155
™ =N (2.155)
a 0L
N
=—=0 2.156
T T ONe (2.156)
Reconocemos a (2.155) y a (2.156) como vinculos primarios.
Entonces, el Hamiltoniano [5, 34]:
H =71, — £
1
_ \/&{N |:—3R+ qil’frab’frab o 2(]1,]_(_2:|
— 2N, [Da(q~V21%)] + 2Da(q_1/2Nb7r“b)} (2.157)

El dltimo sumando en (2.157) es una divergencia y puede ser descartado. Halla-
mos los vinculos secundarios (a los cuales denotaremos por C'y C,) calculando
el corchete de Poisson de los vinculos primarios con el Hamiltoniano:

1
C={r",H}=/4q {SR +q 7% — 2q1w2} (2.158)

Co = {WN“,H} = —9[DP (g ?may)] (2.159)
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Se puede verificar que no hay vinculos terciarios. Utilizando (2.154) se puede
ver que los vinculos secundarios son iguales a (2.140) y (2.142) y son por lo tanto
los vinculos de condiciones iniciales. Las ecuaciones dindmicas estan dadas por:

. oH _ 1.
Gab = W = 2(] 1/2N (ﬂ-ab - QQabﬂ-c) + DaNb + DbNa
(2.160)
: OH 13 1 a 1
qab — _ _ _Nq1/2 <3Rab = Rqab> + 7Nq—1/2qab (chﬂ_cd _ 7'('2)
Iqap 2 2 2

1
—2Nq /2 (chcb — 27r7r“b> +¢'/? (D°D’N — ¢**D°D,N)

+q1/2Dc (q—l/QNc,n_ab) _ ,n_caDCNb +7TCbDCNa
(2.161)

Estas ecuaciones junto con los vinculos son completamente equivalentes a las
ecuaciones de Einstein.

Accion de los vinculos

La accién de los vinculos en las variables dindmicas puede ser hallada calculando
los correspondientes corchetes de Poisson. Para ello introducimos los vinculos
suavizados:

C(N) = /E NCq'/2d% (2.162)

C(N):/NaCaql/2d3x (2.163)
3
Tenemos entonces:

ch(y),/EN“ (—2[Db(q*1/27rab)]) q1/2d3x}
geay), /Z N (~2D"m.) d3:c}

{geal). C) } =

— N

=2 / DyN,(z) (6265 + 6562) 6% (x — y) d%
2

= 2(DNy(y) + DaN.(y))
= 2L54c4(y) (2.164)
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Siendo £ 3qcq la derivada de Lie de g.q en la direccién de N. Luego, la accién
sobre los momentos conjugados:

{rest.c0n} = {xeit). [ e (<200 ) o2}
= {WCd(y), /E N (=2Dbmg) d%} = { / N, (=2Dym? d%}
= {de(y), /E Gaar N (—2Dy7) d%} = {de( ), / 2¢aa (DyN® Ym0 A% }

= / —2 (6264, + 6265)) 83 (x — y) (DpN“ Va3
2

=2 (=(DyN7® + —(D,N°)7?) = 28na7(y)
(2.165)

Reescalando el vinculo por un factor de 1/2, vemos que C(N' ) genera un difeo-
morfismo espacial en las variables dindmicas, por lo que se le denomina vinculo
de difeomorfismos. De manera similar se pueden probar que cuando se cumplen
las ecuaciones de movimiento, se tienen las siguientes igualdades:

{ch() ( )} = Lniided(y) (2.166)
{m(y),C(N)} = Lnam(y) (2.167)

Por lo que, en la superficie de vinculos, C(N) genera un difeomorfismo en una
direccién normal a Y. La accién de este vinculo entonces es la de una evolucion
temporal que corresponde a mover X en la direcciéon normal. Recordando que el
Hamiltoniano es el que genera la evolucion temporal, si calculamos el corchete
de Poisson de una funcién de las variables dindmicas con el mismo:

{f,H} = {f7C(N)+C(N)}:SNﬁf‘FSﬁf:St“f (2.168)

Podemos observar que la evolucién temporal completa consta de dos partes, una
evolucién temporal normal a ¥ y otra “evolucion temporal”tangencial que es
en realidad un difeomorfismo espacial en Y. Esta tltima se debe a que en la
foliacion elegida, el vector temporal no es puramente normal a las superficies
3. Si elegimos una foliacién tal que el vector shift es nulo, en ese caso C(V) es
igual al Hamiltoniano y genera la evolucién temporal. A C(NV) se lo denomina
entonces vinculo Hamiltoniano.

Algebra de los vinculos

Calculando el corchete de Poisson entre los vinculos, se obtiene:

{0(1\7), C(]\7’)} = C(IN, N")) (2.169)
{C(m C(N)} = C(N(N)) (2.170)
{C(N),C(N")} = C ((NO'N" — N'0'N)d;) (2.171)

Lo primero que notamos es que los vinculos son de primera clase: El corchete
de Poisson entre los vinculos da como resultado otro vinculo. Luego, se puede
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ver en (2.171) que el corchete de Poisson entre dos vinculos Hamiltonianos da
como resultado un vinculo de difeomorfismos con un vector shift que depende
de las variables dindmicas (pues 0" = ¢*/9;). El algebra que forman no es un
algebra de Lie.

2.3.2 Formulacion de Ashtekar-Barbero
Introduccién

La formulacién Hamiltoniana ADM de la relatividad general presenta serias
dificultades a la hora de intentar cuantizar la teoria, las cuales hasta el dia de
hoy no han sido resueltas. Existe una formulacién Hamiltoniana alternativa la
cual consiste en elegir otras variables distintas a las variables ADM, llamadas
variables de Ashtekar. Esta eleccién simplifica notablemente la estructura de la
teoria, permitiendo a uno llegar mas lejos en el proceso de cuantizacién. Para
introducir estas variables usaremos conceptos introducidos en el apéndice B y
en § 2.2.2.

Llamaremos M a la variedad de dimensién 4 equipada con una métrica Loren-
tziana g que representa el espacio-tiempo. Sobre esta variedad hay un G-fibrado,
y un mapa inyectivo e : M x R* — T,M que envia campos tensoriales en M
a campos tensoriales en el espacio tangente T,M (al cual llamaremos espacio
interno) para todo punto p € M. Si {,} es una base de secciones de M, al
aplicarle el mapa e obtenemos una seccién de 1, M, la cual podemos expresar
como combinacién lineal de una base de secciones de este espacio a la cual
denotaremos por {9, }:

€(§a) = ega,u (2.172)

Tanto a e como a sus componentes e? se les denomina tétradas. Al mapa inverso
el ToM — M x R* 0 a sus componentes

e 1(0,) = el (2.173)

se les denomina equivalentemente co-tétradas. Las tétradas y co-tétradas satis-
facen las siguientes relaciones con la métrica:

Guw = Nab€a€y  Tab = Guveler (2.174)
eney =0y epen =0y (2.175)

donde 7, son las componentes de la métrica de Minkowski. Los indices lati-
nos corresponden al espacio interno y las letras griegas son indices espacio-
temporales.

Observacion: Toda la informacién de la métrica estd contenida en las tétradas,
pero el reciproco no es cierto. En g, hay 10 grados de libertad mientras que
en ey, hay 16. Estos 6 grados de libertad extra en las tétradas corresponden
al nimero de grados de libertad del grupo SO(3,1), esto es, al nimero de
pardmetros independientes de una transformacién de Lorentz en el espacio in-
terno. Se pude ver en (2.174) que una transformacién de Lorentz en el espacio
interno deja invariante la expresién. El grupo SO(3,1) tiene una representa-
cién en el espacio interno dada simplemente por la representacién fundamental.
SO(3,1) es entonces un grupo de gauge y una transformacién de Lorentz es a
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su vez una transformacién de gauge.

En el apéndice B definimos el concepto de derivada covariante; ésta es un
operador que permite derivar campos tensoriales en la direccién de algun vector
del espacio tangente de una variedad. La derivada covariante puede ser especifi-
cada de forma equivalente por su correspondiente potencial vector, como se vio
en el apéndice B. Luego, en § 2.1.2 introdujimos un tipo especial de conexién, la
conexion de Levi-Civita, la cual actia sobre los campos tensoriales en el espacio-
tiempo. Un campo como e tiene por un lado un indice espacio-temporal y un
indice interno, por lo que si le aplicamos el operador V definido en la seccién
2.1.2, obtendremos:

Ve = 0ue, + 17,0 (2.176)

Definimos ahora una derivada covariante D que actia también sobre el indice
interno mediante una conexién espinorial w. Si T es un tensor que toma valores
en el grupo de Lorentz, entonces tenemos
Vi...Upn __ Vi...Un V1 p...Un o.._ b Vi..VUn
DuTm-.-am - aMTa1..-am + FHPTa1~-.am + wawa---am

=V, T —wh T (2.177)

atpb...am

donde I'/, son las componentes de la conexién de Levi-Civita y wgu las com-

ponentes de la conexién espinorial. Ambas conexiones actiian sobre los indices
duales cambiando de signo el correspondiente sumando. Imponiendo la com-
patibilidad de la derivada covariante con la tétrada:

Dye;, =0 (2.178)
obtenemos, desarrollando
De;, =V, e, + wguel; =0

—ep x (Vyep) = —wguel;ezz

—wp, = —ep Ve, (2.179)
Por otro lado, tenemos

0=V,u(05) = Viuleger)
—ey Ve, = —e,V ey (2.180)

Entonces, obtenemos las componentes de la conexién espinorial en funcién de
las tétradas y co-tétradas:

Wy = €,V €y (2.181)

Las tétradas junto con la conexién de Ashtekar-Barbero la cual introducire-
mos més adelante son las variables fundamentales en esta formulacién Hamilto-
niana de la relatividad general.

Para construir la teoria candnica, separaremos el espacio-tiempo en espacio
y tiempo de la misma manera que lo hicimos en 2.3.1. Suponemos que el espacio
tiempo es una variedad globalmente hiperbdlica. Podemos entonces encontrar
un difeomorfismo

¢: M-I xR (2.182)
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Donde X es una variedad tipo espacio y R representa el tiempo. Llamamos g,
a las componentes de la métrica inducida por g, en 3, dadas por:

Quv = Guv + NpNy (2183)

Llamamos ademds K, a las componentes de la curvatura extrinseca, dadas por:
1

K,ul/ == ian,uu (2184)

Donde n es el vector unitario normal saliente a X.
Utilizando (2.174), escribimos:

Qv = nabeZeg +nun, = —egeg + 6”6;6]; +nun, (2.185)

donde los indices ¢ y j van desde 1 hasta 3. La forma de la métrica en (2.185)
sugiere una fijacién de gauge simple para eliminar algunos grados de libertad.
En el llamado gauge temporal, la componente 62 coincide con el vector normal,
eliminando la componente del boost del grupo de Lorentz haciéndola coincidir
con el vector normal. El grupo de simetrias de gauge queda reducido al grupo
de las rotaciones espaciales. La métrica espacial adquiere la formas:

Qv = Gijelel, (2.186)
Tomando el pull-back en :
Gop = Oijelel (2.187)

donde los indices a y 8 van desde 1 hasta 3 y los indices i, j estan relacionados
con la simetria SO(3) (o equivalentemente, SU(2)). Considerando el elemento
de linea

ds? = —N2dt? + qop(N*dt + dz®)(NPdt + dzP) (2.188)
es posible identificar las componentes de las tétradas con las variables ADM:
« (N N%@) Y ( +~ 0 )
e, = i eb = NB B (2189)
I3 < 0 [ -~ ¢

Nuevas variables, simetria de gauge

En (2.187) se puede observar que la métrica espacial es invariante bajo transfor-
maciones de gauge en el espacio interno, esto es, rotaciones SO(3). La tétrada
proyectada en ¥ entonces tiene tres grados de libertad més que la métrica es-
pacial. En consecuencia, deben haber tres vinculos de primera clase mas que
en la formulacion ADM; a estos vinculos relacionados con la simetria de las
transformaciones de gauge del grupo SO(3) se les denomina vinculo de Gauss.
Para hallar este vinculo, primero definimos la siguiente 1-forma K! en X:

K}, = X, X}w?? (2.190)

donde X*# son las componentes del proyector de M a ¥. De manera similar,
X! son las componentes del mapa inverso al que va desde el espacio interno
cuadridimensional al tridimensional. Utilizando (2.181):

Ki = X, Xhe" (Vyey) = X Xhe" (Vyn,)
= e, X4 (Vun") = XEX] ey (V") (2.191)
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Asi como las tétradas proyectadas en ¥ (también llamadas triadas) estdn
relacionadas con la métrica espacial por (2.174), la 1-forma K esta relacionada
con la curvatura extrinseca de la siguiente manera. Sea K una 2-forma en X
definida por:

Kap = 6K} (2.192)

Esto es, la contraccién de los indices internos de K y e utilizando la métrica
euclideana. La curvatura extrinseca se encuentra dentro de esta 2-forma, més
especificamente, la curvatura extrinseca es la parte simétrica de K. Para ver
esto, primero calculamos la componente K, utilizando (2.191):

Kap = 6;;X4X) (V,un") el el (2.193)

Por otro lado, la curvatura extrinseca:
1 1 i g 1 j i i j
Kag = 52"%6 = §2n ((5¢jeaeﬁ> = §5ij (eBSnea + eaﬂneﬁ)

1 o o
= 56” (ejﬁef,(van") + eie;(vﬁn”))

= 50 (XL XEV ¥ + el XL XEV,n” ) (2.194)

Comparando este resultado con (2.193), vemos que
Kop = K(ap) (2.195)

Entonces, la curvatura extrinseca estd contenida en la parte simétrica de la 2-
forma K. Las tétradas a su vez contienen la informacién de la métrica espacial,
como puede observarse en (2.174). Més adelante se reemplazard el par de varia-
bles ADM (qup, Kap) y se verd que la dindmica obtenida utilizando la 1-forma
K! y las tétradas es equivalente a la obtenida con las variables ADM. Vamos
a exigir ahora que ICyp sea igual a la curvatura extrinseca, la cual es simétrica.
Entonces, la parte antisimétrica de K debe satisfacer el siguiente vinculo:

Kiag) =~ 0 (2.196)

Dicho de otra manera, definimos la 1-forma K tal que satisface tanto (2.195)
como el vinculo (2.196). En (2.196) se tienen tres vinculos ya que la matriz
K(ap) es antisimétrica. Estos tres vinculos son los que absorben los tres grados
de libertad extras introducidos al elegir las tétradas como variables.

Definimos ahora las triadas densitizadas:

E = eef (2.197)

K2

1

Donde e = det[e!] = (det[e¢])” . La relacién entre las variables ADM vy las

variables (B2, K¢):
qap = (51-]-62[6{3 = 5ij62EiEé = 5”EE;E;3 (2198)

Donde E = det[E?] = det[ee?] = e3det[ed] = ee™! = e%. Luego, utilizando
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(2.195) y que ¢ = det[E®]3det[E)? = det[E?] = E:
7o = /g (K7 = Kq*) = g (KD = g KDe,)

e (KmEf+KiﬂEg) ! ot pe /B
_VE| L — —§iEESEKYE,
/*E 2 E ] 2l

(KB + KB

- 5 — BB} KT E,, (2.199)

Por otro lado, tenemos que:

(5?3‘% + 5§E‘”) (E}K? - EVK))
J At J
2 K 2
1 o o
_ Bi « Bi «
=3 (E EJE]KS — EP'EEY K]

26" BV EI BN K = 2

o
+E“EIE]K? — B B E| K])

(KeE! + K/ EF) .
= . — ESEPKIE,  (2.200)

Comparando este resultado con (2.199) vemos que son iguales, entonces:

7 =26 BV EI B K (2.201)

En términos de estas nuevas variables, el vinculo (2.196):

Rij = eeje” IC[QB = eef fK[kaeﬁ]k = eef ej 5 (Kkegk - Kﬁeak)

( ) CE > Kor(eBf) — Kpr(eEy))
1

— SEPE] (BKar — BEKsr) = (B Koy — B Kot ) = Ko B ~ 0

(2.202)

1
2

Sus indices espacio-temporales fueron transformados en indices internos uti-
lizando las tétradas. Luego, el vinculo de difeomorfismos (2.159):

Co = —zDﬂwﬂ = —2D4(KLE] — 05K E7) (2.203)

donde se us6 que 67 = &7 el ] = §/E} Eﬁ E!, E’B y también la igualdad débil
Kjeqi ~ 0 = K| Egi~ 0 — K;Ef KEE;. De forma similar se puede
probar que el vinculo Hamiltoniano en términos de estas nuevas variables toma
la forma:
o o 1

C = VEE!E! (K;Kg - K;Kg,) - (*R(E)) (2.204)
Donde el escalar de Ricci tridimensional se considera una funcién de las triadas
densitizadas. Si equipamos el nuevo espacio de fases con la siguiente estructura:

{Ef;(t, x), K (t, y)} = 65656(x — y) (2.205)

{Eg(t,x),Eg(t,y)} - {Kg(t,x),Kf(t,y)} =0 (2.206)
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entonces se puede probar que la dindmica descrita por las variables (E¢,, K JB ) es
equivalente a la descrita por las variables ADM. Primero, La version suavizada
del vinculo (2.202) se obtiene integrdndolo contra una funcién suave. La deno-
minaremos vinculo rotacional:

R(a) = / o Ko ESd (2.207)

Donde a* es una matriz antisimétrica arbitraria. Calculando el dlgebra gene-
rada por estos vinculos:

), a = Oé” il AT, « k Yy
R(a), R(a/ KBS, | o/ Kg Bl d?
= /d3xd3yKaz' {E?,ng} Elﬁo/kl + /dgxdgyozij {KM,EZB} E;"K/gko/kl

- / d*d*yal K {Eg,K,f } Eba't + / drdyal {K¢ ELY EIKL o}

= /d?’xd?’ya;Kf‘éiégé(x—y)Eéa'f —/d?’md?’ya;dﬁ-ég (m—y)EgéK,fcu';c
= /d?’x(aa’)fKMEo‘l —/d?’x(a'a)fKakEai = /dgx[a7a’]inME]‘?‘

— R(ja, o)) (2.208)

Esta es el élgebra de las rotaciones espaciales SO(3). El corchete de Poisson
del vinculo rotacional con las variables ADM es cero pues estas ultimas son
manifiestamente invariantes bajo rotaciones. La métrica espacial, al ser funcién
unicamente de las triadas, satisface:

{gas(t; ), 475(t )} =0 (2.209)

Por otro lado, los momentos conjugados de la métrica espacial satisfacen [25]:

{7*0(t,2), 7 (t,y)} = —g (TR + ™R + P TR
—I—qﬁ'y’RM] (t,z)0(x — y) (2.210)

Los corchetes anteriores se anulan cuando se satisface el vinculo rotacional.
Luego, se puede ver que

{7*%, ay5} = 00,056(x —y) (2.211)

Resumiendo, las nuevas variables E}, y K* son equivalentes a las variables ADM
cuando se satisface el vinculo rotacional.

Variables de Ashtekar

Las transformaciones Ef — % y K — BKJ son candnicas ya que no al-
teran la estructura (2.205),(2.206). Al pardmetro § se le llama pardmetro de
Barbero-Immirzi (BI) y es en general un nimero complejo, aunque nosotros lo
tomaremos como real. El vinculo rotacional también permanece invariante bajo
este reescalado:

Ry = eriRY = enij ("KL) (PE*) ~ 0 (2.212)
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Donde PK? = BK! y BEJQ‘ = %; Para obtener (2.212) se definié el vector Ry,
el cual contiene la misma informacién queda R;; pues esta tltima es una matriz
3 x 3 antisimétrica, luego se utiliz6 la propiedad de antisimetria del stmbolo €5,
y luego se utilizé (2.202).

Introducimos ahora la conexién asociada con la simetria SO(3), cuyas com-
ponentes serdn denotadas por I'Y. La derivada covariante de un tensor con
indices tanto espaciotemporales como internos:

DgT“ i, —(%T“ “in _ZI\ T im

Bag ™ Q1. Q1Y 41... O
+ZFZL Tll Zz 1J11+1 S VﬁT“ Jin 4+ ZFU Th 1171jiz+1~~im (2.213)
De manera completamente andloga al caso cuadridimensional en (2.178), exigi-
mos que esta derivada covariante sea compatible con las tétradas:
Dge, =0 — TV = e’B’Vaeé (2.214)

La curvatura es una 2-forma que se obtiene considerando el conmutador de
dos derivadas covariantes actuando sobre un vector valuado en SO(3):

4 = [Da, Dglv" — RY g = 23[(1F” + %, Tkig (2.215)
Utilizando (2.214) y que e = /g = Ve = 0, tenemos:
DQEJ@ =V, (ee]) rk. eek = eDaef =0 (2.216)
Entonces:
D,E} =0 (2.217)

Ademis, utilizando el hecho de que 9,5 = 0, (eef) = Vo E [11], obtenemos:

DoES = 0,EY —~T¥ B} = 0,E5 + ¢}, TEEp =0 (2.218)
Donde se definié: T'¥ = —1/2¢* “T4. En funcién de las triadas:
i _ L opk j i i !
Ih = SehE [aﬁEa — 0B+ E Eala@Ed
1. , D (det[E!
+i€;-kE’8k 2E7 il [a”(](zet[Ei] (2.219)
det[El] — Eéidet[El]

Podemos ver en (2.191) que T, no cambia al realizar la transformacién E —

ﬁE? = E¢/B. Utilizando la igualdad fuerte (2.218) podemos modificar el
vinculo rotacional:

G = 0 (PER) + 1% (PS) + <, (L) (PES)

Ekit a

=00 (PE) +¢, CAL) (PEF) =0 (2.220)
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Donde se definié la conexion de Ashtekar-Barbero como BAL =T + BK_.
A G se le denomina vinculo de Gauss. Se puede probar que las variables

B £y, B A, forman un par canénico conjugado pues tienen la siguiente estructura
de corchetes de Poisson:

(B (L2), A (1 y) | = 8056(2, ) (2.221)
{PEL(t2) "B () b = {2 AT (o), A ()} =0 (2.222)
La curvatura de la conexién de Ashtekar-Barbero:
Fhy =20, Ay +eb O AL P A (2.223)
La cual satisface la siguiente relaciéon
Fhy =20, P Ay +eb P AL P A
= 20Tl + 200" K ) + by (Th + K, ) (T +ﬁKg)
= Ris+e); K. ﬁKﬁ+ Ur;ﬁKﬁ +el K % + 200 (2.224)

Donde RF of = a[a |+ 5ZF;I‘j, y estd relacionado con la curvatura (2.215) de
la siguiente manera

R, =e!Rl, (2.225)

Lo cual puede verificarse facilmente expresando I'¥ en funcién de I'/ y utilizando
la identidad

€ijkElmn = 0il0jmOkn + 0imOinlrl + 0ind;10km — 04105n0km — 0indjm Ok
im0 (2.226)

Por otro lado, tenemos que
k k k k k 7ol
Dio PGy = 01 Ky + (—T K + T3, K5 ) + (D, Kb — T kL) (2.227)

El segundo sumando en (2.227) es cero ya que los simbolos de Christoffel son
simétricos. Luego, tenemos:

3 1 1]
rk = ”raﬂ =3¢ IR e (2.228)
Multiplicando por €xpn:
1 . .
EkmnlF = —gskmne’mrija =— (51 6 — 6761 Dijo = Dyma (2.229)
Entonces:
Eminl® =Tppa = I™ =Tk =T™ (2.230)

Renombrando indices mudos y contrayendo indices internos con K é:

J _ 1k j
b Ky =Tk K (2.231)

e
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Usando esta tultima igualdad, podemos reescribir (2.224) como:
k k k- kBt Bl
Fag = Rlg+ 2D, "Kpy +el; K, Ky (2.232)
Utilizando (2.223), (2.224) y la identidad ciclica de Bianchi tridimensional [33]:
R LEV =0 (2.233)

Se pueden hallar expresiones para los vinculos en funcién de las nuevas va-
riables. Primero, contrayendo (2.232) con BE’Z:

FEaPEy, = RE, PE] 42Dy, K EP + <5 K., K, PE] (2.234)

El primer sumando es cero por (2.233). Luego, el tercer sumando se puede
reescribir utilizando (2.212) y la igualdad fuerte (2.218):

ek PK. PK) PE) = PK, Ry = PK,, G, (2.235)
Luego, comparando el segundo sumando al vinculo de difeomorfismos (2.203)
(re-escalado por un factor de -2):
2Dy, Ky Ef = D, "Kj B} — D; "KL, Ef = C, (2.236)
Entonces, tenemos:
FEEP = Co + K, G, — Co = FE.EP — PK G, (2.237)

De manera similar, se puede probar que el vinculo hamiltoniano toma la siguien-
te forma en funcién de las nuevas variables [33]:
) [sij}"k —2(8° + K[, K]
(det[Ei])1/2 ¢ 79 k< ay [y
62
(det[EL])'/?

|

+ ’E! D,G’ (2.238)

Los vinculos (2.220), (2.237) y (2.238) son completamente equivalentes a:

Gi = DoEY = 0uES + e8P ALE ~ 0 (2.239)

Co=E'Fig~0 (2.240)
1 o ij k i ped

C=———7EE] | FL, 282 +1) WK | =0 (2.241)

(det[EE])"/?

Accién de los vinculos

En la seccién (2.3.1) vimos que los vinculos (2.159) y (2.158) generan difeo-
morfismos espaciales y en la direccién normal a la foliacién ¥ respectivamente.
Lo mismo ocurre con los vinculos (2.240) y (2.241), estos generan el mismo
tipo de difeomorfismos en las nuevas variables E¢ y A%. El vinculo de Gauss
(2.239) por su parte genera rotaciones en el espacio interno, esto es, rotaciones
correspondientes al grupo SO(3) (o equivalentemente SU(2)).
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Para calcular los corchetes de Poisson de los vinculos con las variables
dinamicas, introducimos las versiones suavizadas de los vinculos. Primero, el
vinculo de Gauss suavizado:

Ca(A) = / d*%A'G; (2.242)
b
donde A es un campo suave en X valuado en so(3). El vinculo de difeomorfismos:

Coig(N) = / d* (N“Effgﬁ — (N"AZ)Gi) (2.243)
>

Con N un campo suave en Y. En esta definicién se sumé un término propor-
cional vinculo de Gauss para obtener el resultado deseado de forma explicita,
eliminando una parte del vinculo proporcional al vinculo de Gauss, el cual ge-
nera rotaciones internas. Por ltimo, el vinculo Hamiltoniano:

1 - ) .
o 3 a B | ik 2 i J
C(N) = /Zd xNi(det[ é])mEz E] |l Fhy —2(8% + I)K[QKB]] (2.244)

Calculando los corchetes de Poisson de los vinculos con las variables dinamicas,
obtenemos:

{AL,Ca(N)} = —DoA' {EF,Ca(A)} =l N EY (2.245)

El vinculo de Gauss genera entonces rotaciones en el espacio interno. Por otro
lado, el vinculo (2.243):

{AfxacDiff(N)} =LAl {E?,Cmff(ﬁ)} = LyEP (2.246)

genera difeomorfismos espaciales en las variables dindmicas en la direccién del
vector N. El vinculo Hamiltoniano, como es de esperar, genera la evolucién
temporal, esto es, un difeomorfismo en la direccién perpendicular a 3:

{AL,C(N)} = LynAL, {E},C(N)} =~ Ly, E (2.247)
Los simbolos de igualdad débil se deben a que los corchetes tienen otros suman-
dos que se anulan en la superficie de vinculos.
Algebra de los vinculos

Calculando el corchete de Poisson entre los vinculos, obtenemos [4]:

{Cc(A), Ca(A)} ={Ca([A, A} (2.248)
{Ca0), Cpigs(N)} = ~CalLgh) (2.249)
{CDz‘ff(N)7CDiff(N/)} = Cpiss ([N, N']) (2.250)
{Ca(A),C(N)} =0 (2.251)
{CD,»ff(J\?),C(M)} = —C(LyM) (2.252)

{C(N),C0M)} = =4 (Cpigs(S) + Ca(574L))

1 [EL0°N, E50° M)
—4 (1 + 62) Cq - (2.253)
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Donde se defini6 el vector S

BB

S% = (NOgM — MOgN) (2.254)
En resumen, la relatividad general se puede reformular como una teoria dindmica
de conexiones con grupos de estructura compactos. El precio a pagar es intro-
ducir méas grados de libertad, mdas vinculos y trabajar con una estructura de
corchetes de Poisson mas complicada.



Capitulo 3

Simetria esférica

En el problema a estudiar en este trabajo, el espaciotiempo en cuestién admite
simetria esférica, esto es, hay tres vectores de Killing de S? que forman el dlgebra
50(3) =~ su(2).

3.1 Variables de Ashtekar

El formalismo ADM supone que el espaciotiempo M es foliado por una familia de
hipersuperficies espaciales ¢, siendo ¢ el parametro correspondiente al tiempo.
Supondremos ademés que cada una de estas hipersuperficies tiene la forma X =
I x S, donde I es una variedad unidimensional caracterizada por un parametro
z al que llamaremos coordenada radial, y S? es una 2-esfera descrita por las
coordenadas 6 y ¢. Estas son coordenadas adaptadas a la simetria esférica
del problema. Cuando la variedad Y admite simetria esférica, la conexion de
Ashtekar-Barbero toma la siguiente forma reducida [6] (de ahora en més se
omitird el f3):

A= Al midz® = A, (z)m3dx + (Ay(z)7 + Ag(2)75)) db
+ [(A1(x)12 — Az(z)71) sin @ + 73 cos 0] dg (3.1)

donde A,, A1 y Az son funciones de z y 7, = —io;/2 son los elementos de una
base ortonormal de SU(2), los cuales satisfacen [r;, 7;] = Efjrk. Luego, la triada
densitizada toma la forma

E = ET'9, = E*(2)135n00, + (E"(2)71 + E*(2)72) sin 09y
+ (EY(2)72 — E*(2)11) 04 (3.2)

donde E®, E' y E? son funciones de . En términos de las variables reducidas
por simetria, la 2-forma simpléctica adquiere la siguiente forma:

1
8rGS
1GB /dx/ d0d¢sing (SE* A SA, +2(8E' NSA; + 6E A JA))

I S2

(3.3)

/ d%0EX A SAL
p

8

37
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Integrando en el angulo sélido:
1
0o / dz (§E% A 6A, + 2(6E* N6A, +6E? A6Ay))  (3.4)
I

Notar que la teoria de dimensién 3 + 1, por la simetria esférica ha sido reducida
a una teorfa de dimensién 14 1. Observando (3.1), vemos que bajo el cambio de
coordenadas x — T la componente A, transforma como una densidad escalar
de peso 1, ya que tenemos

- oz

Ag(x)dx =A,.(2)dz, dz = —d
(z)dz (z)dz T=o-de
- ox
— A, (Z) = —A, 3.5
(1) = 5o Au(a) (35)
Mientras que las componentes A; y As son escalares. Por otro lado, como
EY = eef, siendo e = ,/q es una densidad de peso —1, y ademds 0, = %85,

entonces tenemos que E® transforma como un escalar, mientras que E' y E?
son densidades tensoriales de peso 1.

La nueva estructura simpléctica (3.4) nos da la siguiente estructura de cor-
chetes de Poisson:

[Au(e), B (")} = 2GB6(z — o) (36)
{Ai(2),E'(2")} = GBS(z — 2)
{A5(2), B*(2')} = GBS (z — ')

El resto de los corchetes son nulos. Luego, el tensor curvatura:
1
F= 5F,m(m%bcﬁ (3.9)

Las componentes estan dadas por:

Flg = 0 Al + €l AL A (3.10)

[e%

Para hallar las componentes en el caso esféricamente simétrico recurrimos a
(3.1). Mostramos a continuacién el calculo explicito de una de ellas a modo
ilustrativo:

— (m0o A + iy AJAL) = By [(Arrs — Az7i)sin 0 + 73 cos ]
+ Ay cos 1) — Ay cos 01y + A2 sin O3 + A3 sin 073

= (A7 — AaTy) cos@ — T38inf + Ag cos O — Aj cos O + A? sin 073
+ A2sinfy = (A3 + A? — 1) sin 073 (3.11)

El resto de las componentes se puede calcular de forma andloga. Entonces, el
tensor curvatura para el caso esféricamente simétrico resulta ser:

1
F= 5 aﬁdx“de = (A% + A% — 1)7‘3 sin 6dé A d¢ — [(Alng — Alng)

— A, (A1 + As7a)]sinOd¢ A dx
+ [(A/lﬁ + A/QTQ) + Ax(AlTQ - AQ’Tl)]dSE A df (312)
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3.2 Vinculos

La dindmica de la teoria estd descrita por tres vinculos. Primero, el vinculo de
Gauss:
1

Co[A (7)) = 57CB /EdeAiGi (3.13)

genera las rotaciones internas, o transformaciones de gauge del grupo SO(3) (o
SU(2)). G; estd dado por:

G; = DoEf = 0.E + ¢}, AL E}! (3.14)
La componente i = 1:

Gi = 0, B + A2ES — ALES = 0y(E'sinf) — A3Ey
= E'cosf — cosOE' =0 (3.15)

De forma andloga se puede verificar que la componente ¢ = 2 también se anula,
siendo ¢ = 3 la Unica componente no nula:

G3 = 0,ES + ALES — A2E}
= 0,5 + AYE) + AYE] — AJEY — A2EY
= E”(z)sinf 4+ A1 E?sinf — Ay E'sinf — Ao E'sinf + A; E? sin
= E*'(z)sin6 + 2 (A1 E* — AyE") sin6 (3.16)

El vinculo de Gauss entonces toma la forma:

Ca(\z)) = 8W1Gﬁ /Ed3a:A3(EI' +2AE% —24,E")sinf
_ L x/ 2 1
= 505 /dx)\(:c) (E*" +2A,E* — 2A,E") (3.17)

donde se defini6 A(z) = ;= [dfd¢sinfA®(z,0,4). Es importante destacar

T
la accién vinculo de Gauss reducido por simetria esférica sobre las variables

dindmicas. Utilizando (3.6)-(3.8):

SEY(z) = {El(x), ﬁ / da’Mz') (241 (2")E? (2) — 2A2(x’)E1(:r’))}

::/dm%Cﬂx—émr—xﬁ)E%xﬂ::—A@JE%m) (3.18)
SE*(z) = Mz)E'(2) (3.19)
JA1(z) = —A(z)Az(x) (3.20)

§As(z) = M)Ay (z) (3.21)
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Mientras que:

5 AL(z) = {Ax(m), ﬁ / dx’)\(x')&c/Ex(x’)}

= /dz’)\(x')axfé(:c —2') = -0, \(x) (3.22)
0E®(z) =0 (3.23)

Por otro lado, la transformacién de gauge ™) del grupo U (1) tiene por accién

rotar los vectores 71,7 un dngulo A(x). Su accién sobre E:

E' = e M) Bem ™M) = (14 730 EB(1 — 13\(2))

= E+4 MN2)E'sinfry + A\z)E?sin0(—11) + Mz)E' (—12) — M2)E?*
(3.24)

—0E" =0, 0E'=-\az)E? OE*=\(2)FE" (3.25)
Luego, su accién sobre A:

Al = 6T3>\(Z)A€7T3)\(I) + eTs)\(I)defT;g)\(l’)
= (14 7m3A(x))A(l — 13A(x)) — O\ (x)T3d
= A+ ANz)A111d0 + A(z)Aa(—71)dO + M(x)A171de — A(x) AaToded
— OpA(z)T3dx (3.26)
= 0A, = =0\ (), 0A1 =—-\x)As, Az = A(2)A4 (3.27)

Vemos entonces que la accion del vinculo de Gauss fue reducida a la accién del
grupo de gauge U(1).
Luego, el vinculo de difeomorfismos:

. 1 . .
Coin(N) = g [ AV B/ Fly = N"4,G1) (3.25)

utilizando las formas reducidas por simetria esférica de la conexién y la cur-
vatura, toma la forma

. 1 1
Cpiss(N) = 3G3 / o Jo dedfsin ON* (24" E* + 2A'3E* — A, E*")

. L x / 1 ! 2_ x/!
- 2G5/N (2) (24, E" 4 24',E* — A, E") (3.29)
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donde se definié N*¥(x) = ﬁ J g2 dpdfsinN®. Esto genera difeomorfismos en
la direccién de z:

5A1(JU) = {Al(x), mlﬁ/dx’QNI(x/)A/I(x/)El(J;/)} — NraxAl(x)

= LAy (2) (3.30)
SE(z) = {El(x), ﬁ / dx’QN"”(x’)A’l(m’)El(x')}

= /5(33 —2)0,(N"E")

= 0,N"E' + N*0,E' = L« FE* (3.31)
Az (z) = Ly=Az(x) (3.32)
SE?(x) = Ly F*(x) (3.33)
0Az () = Ly Az (2) (3.34)
0E®(z) = Ly=E"(x) (3.35)

Finalmente, el vinculo Hamiltoniano esta dado por:

1 -\ — ik i « () | o
C(N) = o= /d%N(x)e L {ag Fiy BB —2(1+ ) K[, K, Ef}
(3.36)
Donde e = |det[E#]|'/2, 1o cual utilizando (3.2) se puede reducir a:
e = |det[EL]|V2 = /E*[(EY)? 4 (E2)2] sin 62 (3.37)

La curvatura extrinseca esféricamente simétrica tiene la forma
K= Kflndxo‘ = K,7m3dz + (KlTl + KQTQ) df + (KlTQ — Kng) sin 0d¢ (338)

Siendo K, K; y K5 funciones de = que pueden ser escritas en funciéon de A
y E recurriendo a su relacién con la conexién AB. Con este tltimo resultado,
y usando ademds (3.2) y (3.12), la forma reducida del vinculo Hamiltoniano
resulta ser:

1 N(z)
) = 55 | 4o
x {2E"(E'A'y — E®A'1) + 2A,E* (A E' + A, E?)
+(A? + A3 - 1) [(BY)? + (B%)?]
— (14 B%) (2K, E*(K\E' + K, E?)
+ [(E1)? + (K2)?] [(EY)? + (B*)?]) }

= /d:cN(x)C’(x) (3.39)

Donde se definié N(z) = ;= [d6d¢sinON (z, 6, ¢)

3.3 Variables polares

En esta seccion introducimos nuevas variables denominadas polares, las cuales
estdn mejor adaptadas a la transformacién de gauge del grupo U(1). Primero,
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definimos A, y E¥ mediante:
Ay =A,cosf3 Ay = Ay sin g (3.40)
E' = E¥ cos(a + f) E? = E?sin(a + B) (3.41)

Notar que el producto escalar

(Ay, Ag).(E', E?) = A,E¥ (cos Bcos(a + ) + sin Bsin(a + B))
=A,E¥cosa (3.42)
es invariante bajo rotaciones del grupo U(1), como puede comprobarse usando
(3.18)-(3.21):

S(AL1EY + AyFE?) = —NALE' — AJNE? + M E? + AQME' =0 (3.43)
Ya que tanto A, = \/A? + A3 como E¥ = \/(E1)? + (E?)? son invariantes bajo
la accién del grupo U(1), el dngulo « es un invariante gauge, mientras que el

dngulo 8 es puro gauge. Con estas nuevas variables, la forma simpléctica (3.4)
adquiere la forma:

Q- ﬁ / dz {5E* ASA, +2[6E® A 5(A, cosa)
+0(A,E?sina) A d(a+ B)]} (3.44)

La forma de (3.44) sugiere que podemos elegir un nuevo conjunto de variables
canonicas definiendo:

A, =2A,cosb (3.45)
n=a+p (3.46)
P":=2A,E?sina = 24, E* — 24,E" (3.47)
con lo que tenemos la siguiente estructura de corchetes de Poisson:
{A;(z), E*(2")} = 2GBS(x — 2') (3.48)
{A (), E¥(2")} = 2GB6(x — 2) (3.49)
{n(z), P"(z")} = 2GRS (z — ) (3.50)

En términos de las variables polares, el vinculo de Gauss (3.17) toma la forma:
1
Co\@)) = —— /dxA(x)(Ez/ 424 E? — 24,EY)
2GS
1 " .
=505 /dx)\(x) (E*' +24,E%sina)

1
= —— [ daX(z) (E* + P" 3.51
s | oA (B + ) (351
El vinculo de difeomorfismos:

Cpig(N) = ﬁ/dex(x') (24" B" 4+ 2A,E® — A,E*")

- ﬁ/deﬂf (2(A’, cos B — B'sin BAL)E¥ cos(a + fB)
-|-2(A’47 sin 8+ 3’ cos BAL)E? sin(a + ) — Afo”)

= ﬁ / dz (24’ ,E¢ cosa + 2A,E¥f sina — A, E*')  (3.52)
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Esto es igual a

1
oTel / dz [(24, cos @)’ + 24, sinad’)E? + 2A,E? sinaf — A,E*'|

1 A T

El caso del vinculo Hamiltoniano es un poco mas complicado. Para hacer el
célculo més simple, podemos rotar la base ortonormal (71,72, 73) de su(2) para
obtener la nueva base (7y/, T2/, T3:) cuyos elementos estdn dados por:

71 () == 71 cos(a + B) + T sin(a + B) (3.54)
Tor(2) == —7p sin(a + B) + 72 cos(a + B) (3.55)
T3 = T3 (356)

En términos de las variables polares y la nueva base de su(2), la conexién (3.1)
y la triada (3.2):

A= Al 1dz® = Ayada + A, (cosar — sinaty)dé
+ A, (sinary 4 cos aryr) sin 0d¢ + 73 cos 0d ¢ (3.57)

E =E7'0y = E"135in00, + E?1y/sin00p + E¥ 720, (3.58)
En esta nueva base E es diagonalizado, por lo que tenemos que
q = det[Ef] = E"(E¥)?sin? 0 (3.59)

Entonces:

E¥
VIE?|

Tomando la derivada exterior:

ng{L' + |EI|7’1/d9 + |EI| sin 97’2/(31(]5 (360)

— ot o _
e =e,m;dx® =

E*'
de = ———m7pdz ANdO + /| E®|(a + B) Tordz A dO

2\/TE]
E*

+ JE—

2¢/|E*|

+ /| E®|Te cos 0dO A d¢ (3.61)

Ty sin0dz A dg — /| E*|(a + B) 11/ sindx A de

Donde se usé:

=1 (a+B), T =—1v(a+pb) (3.62)
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Teniendo (3.2) y (3.61), se pueden obtener las componentes de la conexién I'
compatible con la triada mediante la ecuacién de +T' Ae = 0:

de+T'ANe=
Ew/ Ex/

T +VEE(a+ B) 19 | de ANdl + ———=sin o dx A d
<2F1 ( ﬁ“) wET i

E*(a+ 8) v sinfdx Adg + vV E*7T2 cosdO A dg

e
(Tpdz + Tedf + Tyde) A ( m3dz + VE*r/df + V E® sin 672/d¢>

1/EI
Ea;/ E:c/
(2 =T +VE*(a+ ) ng) dz A df + \/Eismﬁrgfdx/\d(é

E*(a+ 8) 1 sinfdx A de + vV E*79 cos 0d0 A d¢
+ n,ri\/Ewn,dx Adf + 7 T8V E® sin 07y da A dg

/Fe *ngx AdO + 1 1"Z V E* sin 019,df A do
A Fdx Ad¢ — 7 TEVE=r,d0 A do (3.63)

Con las definiciones (3.54)-(3.56), se puede verificar facilmente que:

Tr N Ty = T3 (3.64)
717 N T30 = —T9 (365)
Ty ATy =Ty (3.66)

Usando esto y desarrollando (3.63) se pueden obtener las componentes de I, el
resultado es:

/! x/

= if :/ = — /
I' =T} mda (a+ 8) m3dx + SEv ——7df — SEv

——7y/ sin 6d¢ + 73 cos 0d¢
(3.67)

La curvatura extrinseca puede ser hallada ahora mediante la relacién K =
A —T, y los resultados (3.1) y (3.67):

2!

A-T = (Ax+(a+ﬁ))73dx+{[A cos B+ S

sin(a + 6)}

x!

+ [A SEv (a—&-ﬁ)} T2}d9

x!

E :
+ SEv cos(a + B) sin 0> T

< A, sin fsing +

+ (A cos Bsinf + E;, sin(a + ) sin 9) 7'2} d¢ (3.68)
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Donde se utilizaron las relaciones (3.54)-(3.56). Comparando con (3.38), obte-
nemos:

BE, = Az + (a+ B) (3.69)
BK, = A, cosf+ 2£; sin(a + ) (3.70)
BKy =A,sinf — QE[;P cos(a + B) (3.71)

Podemos ademaés imponer el vinculo de Gauss:
/!

E* +2A,E?sina =0 — Vo

—A,sina (3.72)

y entonces, las ecuaciones (3.69)-(3.71) toman la forma:

BKy = As+ (a+B) (3.73)
BE, = A, cosacos(a + B) (3.74)
BEKy = A, cosasin(a + () (3.75)

Con estos resultados y las definiciones (3.40),(3.41) podemos calcular el término
dentro de los corchetes en (3.39):
2B/qC(x) = 2E*(E* A’y — E?A'y) + 24, E" (A1 E* + AL E?)
+ (A} + A5 = DB + (B%)"] = (14 %) QKL B (KL B + K> E?)
+{(E)? + (FK)J[(BY)? + (B%)7)

— 7 {408 + AL)(EP + (1+ ) (B

+832E"E¥ A’ ysina + 8E*E? A, A, cosa
+8E*E¥ A, cosaf(1+ B%)a’ + ') + 4(1 + B*)E¥ A E™ sina}
(3.76)

Notar que tanto la conexién de Ashtekar-Barbero como la conexién I' no trans-
forman de manera covariante ante una rotacién de U(1), pero su diferencia K
si lo hace. En (3.76) la invariancia del vinculo hamiltoniano ante rotaciones
U(1) no es explicita dado que depende de cantidades como A, y el dngulo 3.
Para hacer esta invariancia explicita, podemos sumar un mltiplo del vinculo
de Gauss:
2GBE*9,U = 2E"E¥ A’ ,sina + 2EE¥ A, cos ad
+2E*ALE? sina + E*E*" (3.77)

Sumando este nuevo término, (3.76) se transforma en:

2G/qC + 2GBE*0,U = —4%2 {487 + A2)(E?)? + (1 + B*)(E*')?
+8ETEY Ay (A + (a+ B)') cos
+4(1 4 B%)E¥ AL,E” sina}
+2E*ALE¥ sina + E*E*" (3.78)
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Ahora las cantidades A, y [ aparecen sélo a través de la cantidad SK, =
Az~ (a+8), la cual se puede verificar que es invariante bajo la accién del grupo
U(1) aplicandole una rotacién interna a (3.38). Sustituyendo A, sin«, A, cosa
con (3.45) y AZ por

A2 A2 P2
2 _ o 2 .2 Do
A = 1 + A sin® « 1T <2E%") (3.79)
el vinculo (3.78) queda:
A%(E%)?  E"E¥A E*E®'Pn
_ _ (P2 _ ¥ _ (4 ! !
2G\/qC = —(E¥) T 2 (A, + « +5)+7E¢
(P72 145 | AT S —
~ g g B g (B 4 BB
AZ(E®)?  ETE¥A E*E*'E¥’
— p\2 TP _ ¥ ! AN
x/\2
+ % + E°EY (3.80)

Donde en el dltimo paso se usé el vinculo de Gauss en su forma (3.51). Final-
mente, notando que /g = \/|E*|[(EV)? + (E?)?] = \/|E*|E¥, tenemos

AR
52
VIE=|E*"

P EE

—sgn(E”)

1 E¥ A2 E¥
{_ . (As+ 0’ +8)

C=_— —
2G| VIETT 4p2y/]E7]

\/|EI|E$’EW (EI')2
—sgn(E” +
an(E) (E%)? 4/|E=|E®

Ahora el vinculo estd expresado en funcién de las cantidades independientes
del gauge: E“",ASD,Ef,Am + o' + 3. Hacemos un tltimo cambio de variable
con el que lograremos separar las variables invariantes ante rotaciones U(1) de
las dependientes. Integrando por partes, la forma simpléctica (3.44) se puede

reescribir como:

+ sgn(

1
=53
+ 0(2A,E? sina+ E*') Ad(a+ B)} (3.82)

Q /dr{éEz NO(Ay + o + B') +0E? N G(2A, cos a)

Esta forma sugiere definir las nuevas variables

Ap =Ap+1 =As +(a+8) (3.83)
P"=p" 4+ EY (3.84)

las cuales tienen la siguiente estructura de corchetes de Poisson:

{A,(z), E*(2')} = 2GBé(z — ') (3.85)
{A,(2), E¥(a')} = 2GBo(x — 2') (3.86)
{n(z), P"(2")} = 2GBS(x — 2’) (3.87)
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En términos de estas variables, los vinculos toman la siguiente formas:

1 -

:7Pn .
U=3a5 (3.88)
D— - {ALE? + 9/ P" — A,E""} (3.89)

2GB V¥ *
¢ A% E? VIE*[A,A
oo LB Py AA
2G| VBT 482V1E 8

VBB | (B
—sgn(E* +
g ( ) (E“’)z 4 /E:EESD

En términos de la curvatura extrinseca:

+ sgn

(EZ)WP{E:EQC} (3.90)

1 -
- pn 91
U 503 (3.91)
1 1
D=_-{K E¥*+ K,E*)+ —po'P" .92
g VKGE? + KoE™'} + 5o (3.92)

—sgn(E%)4/|E®| K, K,
o VIE[E”

C:ﬁ -

VIETT VIET]

| E*|EY B¢’ (E*")?
—sgn(E* +
2 ( ) (EW)Q 4 ﬁEIEs&

El algebra de los vinculos:

1 {_ E?  K2E?

+ sgn(

{Ca[N],Cc[N} =0 (3.94)
{Cc[AL,C[N]} =0 (3.95)
{CalN, Cpiss[N*]} = =Cg[N“N] = —Ca[Ly=A] (3.96)
{Cpifs[M?],Cpifs[N®]} = Cpipsf[M*N®' — N*M*'] = Cp,zs[[M*, N*]|
(3.97)
{CIN],C[M]} = Cpigys | (NM' - MN’)%} - Cq [(NM’ - MN’)%U’
(3.98)

Los vinculos son de primera clase. El algebra es abierta pues los multipli-
cadores en el corchete entre dos vinculos hamiltonianos depende de las variables
dindmicas.

Las variables canénicas evolucionan con respecto al parametro temporal de
acuerdo a las ecuaciones de Hamilton. Calculando los corchetes de las variables
con el hamiltoniano, se puede ver que las ecuaciones de movimiento de n y de P"
no involucran a las demas variables, y las ecuaciones de movimiento de las otras
variables a su vez no involucran a 1 ni a P7. Sus ecuaciones de movimiento
entonces estan completamente desacopladas. Las variables 1, P" corresponden
a los grados de libertad internos correspondientes al grupo U(1), mientras que
las demads variables estan relacionadas a la geometria del espaciotiempo. Para
comprobar esto podemos describir la relacién entre las variables de Ashtekar y
las variables métricas.

Primero, elegimos coordenadas 2 = (z, 6.¢) adaptadas a la simetria esférica.
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El elemento de linea estd completamente caracterizado por dos funciones A(¢, x)
y R(t,x):

do®(t) = qupdz®dz?® = A2(t,z)dz? + R%(t,2)dQ? (3.99)

Donde d? = df + sin®#d¢? y R es el radio de curvatura. Luego, usando la
relacién qq®? = E?Eféij y la forma diagonalizada de E:

E = E®r3sin 00, + E¥ 711/ sin 00y + E“’Tgfc’)¢ (3100)
podemos obtener, con la componente (1,1):

(E%)?
Ex

E(E@)Q sin? 9% = (EI)Q sin? — A? = (3.101)

Donde se usé que ¢ = det[E®] = E*(E¥)?sin® §. Considerando las componentes
(2,2) o equivalentemente la (3, 3), llegamos a

E* = R? (3.102)
Entonces, de (3.101):
E¥Y = RA (3.103)
Por otro lado, el elemento de linea cuadridimensional estda dado por:
ds? = g, datdz” = —N?dt? + gap(da® + N¥dt)(dz” + NPde) (3.104)

En términos del lapso y del shift, la curvatura extrinseca:

Kag _ 1 <8Na 8N5 B 8ga5

BY.N2 — y
2N \ 0xf * oxr™ ot 205apN > (3.105)

Para el elemento de linea (3.99), las componentes de la curvatura extrinseca son
[21]:

K, = —N"'A (A - (ANf”)’> (3.106)
Koo =-N"'R (R - R’N“’) (3.107)
Kyp = sin? 0K = Kgg (3.108)

Recordar del capitulo anterior la siguiente relacién:
K = Kfej (3.109)
Las formas diagonales de K y e son respectivamente:

BK = BKgTi/dmo‘ = [A; + (a+ B)]m3dz + A, cosar df + Ay, cos aty sin Odg

(3.110)

VB

Tsdz + vV E®71/d0 + V E* sin 019, d¢ (3.111)

v
e=e! Tydz® =
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Entonces, usando la relacién K}, = Kf e, tenemos:

_ ,/Ef

— BK, A = BN~ (A - (AN*"”)’) (3.112)

_ / / 1 _
Aga = 2A<p Cos o = QBKel = 25K¢99601 = QﬁKgg \/ﬁ = QﬁKggR !

= 26N~ (R - R'N?) (3.113)

Vemos entonces que las componentes de E estan relacionadas a la geometria
intrinseca de la superficie X;, mientras que las componentes de A estan rela-
cionadas con su geometria extrinseca. Por otro lado, las variables 7, P" corres-
ponden unicamente a los grados de libertad internos y estan completamente
desacopladas de los grados de libertad correspondientes a la métrica.
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Capitulo 4

Contribucion
electromagnética

Consideremos ahora la presencia de un campo electromagnético descrito por
un potencial vector A. Este potencial vector es descrito por la 1-forma esférica-
mente simétrica:

A =Tdz + ®dt (4.1)

siendo I' y @ funciones de ¢ y x unicamente. La accién de la teoria de Einstein-
Maxwell esta dada por:

1
e — /d4a:\/—g (R—F"FE,,) (4.2)
167
donde F),, son las componentes del tensor de Maxwell, dadas por
F,, =0,A,-0,A, (4.3)

En el caso esféricamente simétrico tenemos que:
F,,F" = 2Fy F° (4.4)

Donde las coordenadas 0 y 1 se refieren a la temporal y radial respectivamente.
Luego, tenemos que:

FOl — gO,u,gluFHV — gOOgllF01 4 g()lgOlFlo — gttngth + gtzgthIt

(e (M o) e N A= R 0

Recordando que el elemento de linea toma la siguiente forma cuando hay sime-
tria esférica:

ds? = —N2dt> + A% (dz + N*dt)? + R2d0? (4.6)
tenemos que las componentes de la métrica forman la siguiente matriz:
(fN2 + AQN“"N””) (A2N®) 0 0
(A2N?®) A2 0 0
0 0 R? 0 (4.7)
0 0 0 RZ%sin’0

ol
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Usando esto podemos calcular la componente ¢**

oo _ gaw , NONT (—N? + A2N*N*®) L NN (48)
T =9 N2 A2(—N2) N2 A2 :

Entonces, la contribucion electromagnética a la accién:
4 2 B / 2
SEM = —/deAR 51n02N2A2 (F—(I’)

=2 / dtdmeZ (r <1>) (4.9)

El momento conjugado de la variable I':
Pr=(NA)~' R? (f - @’) (4.10)
Mientras que el momento conjugado de ® es cero, por lo que ¢ es un mul-

tiplicador de Lagrange, no una variable dindmica. A partir de (4.9) y (4.10)
podemos hallar el Hamiltoniano mediante una transformacion de Legendre:

Hgy = / dtdz (pr - ;(NA)R2P§>
= / dtdx (Pp (Pr (NAR™?) + @') — ;(NA)R2P13>
= / dtdz (;(NAR‘Q)PFQ + Pp¢>’> (4.11)
Integrando por partes, el segundo sumando se puede reescribir como:
/dtdeF(I)/ = —/dtdmcbpf = —/dtdx(q) — N*T + N*T') P}, (4.12)
Podemos redefinir el multiplicador ®:
$:=d— N°T (4.13)
Entonces, el Hamiltoniano de Maxwell:
lﬁM:/HMxh<<M%) >+Nw TPL) + ® (—PL)
= Cen(N) + Cp(N) + C o (4.14)

Los vinculos de la teoria de Einstein-Maxwell son:

C(N) = Ccar(N) + Cem(N) (4.15)
Cpiff(N®) = C'[éfrf(Nz) + C}%ﬁ (N7) (4.16)
Ca(A) =0 (4.17)

Ce =0 (4.18)



Capitulo 5

Espacio cuantico

Este capitulo estd dedicado a la construccién del espacio cinemético de LQG.
En el capitulo 2 reformulamos la relatividad general como una teoria de cone-
xiones, las cuales sustituyeron a la métrica. Las variables fundamentales son las
componentes de la conexién de Ashtekar-Barbero y sus momentos conjugados
las triadas. Los estados de la teorfa cuantizada serdn entonces funcién de la
conexién. Los estados del espacio cinematico que queremos construir deben ser
invariantes ante las transformaciones de gauge, esto es, antes las transforma-
ciones de gauge internas y ante los difeomorfismos espaciales. Para construir el
espacio recurriremos primero a conceptos provenientes de teorias de gauge en
redes y luego los adaptaremos al contexto de gravedad cuédntica. La principal
fuente de este capitulo es el libro de Rovelli [27].

5.1 Producto escalar en teorias de gauge sobre
redes

A continuacién introduciremos la definicién de producto escalar en el contexto
de una teoria de gauge en una red ya que este es el producto escalar usaremos
mds adelante para proceder con la cuantizacién de la formulacién canénica de la
relatividad general. Consideremos una red I' en tres dimensiones con L aristas [
y N nodos n. Para definir una teoria de Yang-Mills para un grupo compacto G
en esta red, asociamos a cada arista [ un elemento U; del grupo. Consideremos
el espacio de Hilbert K = L2[G*,dU;], donde G es el producto tensorial de L
copias del grupo G, y dU; = dU; ...dU; es la medida de Haar en G. Los estados
cudnticos en Kr son funciones U (U;) de L elementos del grupo. El producto
escalar entre dos estados se define como:

(U|D) = /dU1...dUL\I/(Ul,...,UL)<I>(U1,...,UL) (5.1)

Para encontrar una base del espacio K, podemos recurrir al teorema de
Peter-Weyl, éste dice que una base ortonormal de Ls[G,dU] estd dada por los
estados |7, 8, «) definidos por (U|j, 8, a) = (Rj(U))Z, esto es, los elementos de
matriz de la representacién unitaria irreducible de spin j del grupo G. Entonces,

33
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una base de Kr estd dada por los estados:

|jlaﬂl7al> = ‘j17 v ajL)Bla s 76L7a17 .. 'aaL> (52)

definidos por
(Ui, Bryon) = ] (le(Uz));; (5.3)

l

Bajo una transformacién de gauge, una holonomia transforma (Apéndice B):
Uy — AU, (5.4)

donde X es el elemento del grupo de gauge, y l;,1f son los nodos en donde la
arista [ empieza y termina respectivamente. Entonces, los estados invariantes
de gauge son los que satisfacen

U(U;) = U\, Uiy (5.5)

Estos estados forman un subespacio K2 de Kt. Para obtener una base de K@
definiremos a continuacién el concepto de intertwiner.

5.1.1 Intertwiners

Consideremos N representaciones irreducibles j; ... jy del grupo G. Conside-
remos ahora el producto tensorial de sus espacios de Hilbert

Hjlu-jN = Hjl .o 'HjN (56)

Sea ’H?l___jN el subespacio formado por vectores invariantes ante la accién del
grupo. Sea k la dimensién de este espacio, esto es, la cantidad de veces que
la representacién trivial aparece en la descomposicién. Llamamos intertwiners
entre las representaciones j;...jn a los elementos de la base de este espacio.
Los intertwiners son entonces tensores con indices en cada una de las repre-
sentaciones, los cuales son invariantes ante la accién del grupo G en todos sus
indices:

joll)ﬂél (U) o jo;\ziv)azv (U)U,Bl...BN — pQ1ON (57)

Ademsds son ortogonales en el producto escalar de 7-[5-)1”_ int

s e— -/
/Ulal.“aNUi/al...OéN = 6; (5'8)

Si un espacio H; tiene una representacion j, decimos que su espacio dual Hj
tiene la representacion dual j*. Un intertwiner entre n representaciones duales
J1...jn y m representaciones jj...j, es un tensor invariante en el espacio
(®¢:1,n7-{;i) ® (®r=1,mMr). Asociamos entonces a cada arista [ una repre-
sentacién j;, y a cada nodo n un intertwiner i, en el producto tensorial de
las representaciones asociadas a las aristas adyacentes al mismo. Al conjunto
s = (T, j1,1y) se le denomina red de espines. Una red de espines define un estado

|s):
(Ulls) = ¥s(U)) = Hle(Ul) : HZn (5.9)
l n
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donde el punto indica contraccion en todos los indices. Debido a las propiedades
de los intertwiners, estos estados son invariantes de gauge, es decir, verifican
(5.5). Estos estados forman una base ortonormal de K{:

<S|Sl> = 0ss/ (510)

5.2 Espacio cinematico K

Construimos ahora el espacio cinemético, utilizando los resultados de la secciéon
anterior.

5.2.1 Funciones cilindricas

Sea G el espacio de las conexiones A definidas en la superficie 3. Sea S el espacio
de funcionales en G. Recordar que una conexién su(2) se escribe como

A= Al rdx™ (5.11)

donde 7; son los generadores del dlgebra de Lie de su(2): 7, = f%cri siendo o;
las matrices de Pauli. Dado un camino v en 3, la conexién A determina un

elemento del grupo SU(2), la holonomia de A a lo largo del camino ~:
U(A,v) = Pexp/ A (5.12)
¥

Una holonomia es a la vez un funcional de G. Si consideramos una coleccién
ordenada de caminos I' en ¥ formada por L caminos 7, ...7v. (a la cual lla-

maremos grafo de ahora en adelante) y una funcién suave f(Ui,...,Ur) de L
elementos del grupo, entonces podemos definir un funcional de A
Ur ¢[A] = f(UA,M),...,U(A, 1)) (5.13)

Definimos el espacio S como el espacio de todos los funcionales ¥r f[A] para
todo I' y para toda funcién suave f. Llamamos a estos funcionales funciones
cilindricas.

5.2.2 Producto escalar

Una funcién cilindrica es una funciéon de un cierto nimero de elementos del
grupo. Para definir un producto escalar entre dos funciones cilindricas podemos
entonces utilizar (5.1). Si dos funcionales de A, Ur s[A] y ¥r 4 estdn definidos
en el mismo grafo I', definimos su producto escalar:

(Ur s

Up,) = /dU1...dULf(Ul,...,UL)g(Ul,...,UL) (5.14)

Si los funcionales estédn definidos en grafos diferentes IV y T, entonces la
definicién anterior se puede extender facilmente si consideramos la unién I" de
ambos grafos y definimos la funciéon f en I':

f(Uh .. 'aUL'7UL’+17' . '7UL’+L”)
g(U17 .. ’,UL”,UL”+17 .. '7UL’+L”)

f/(Ula"'7UL’> (515
g"(Uy,...,Upn) (5.16)
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para toda funcién f’ definida en I y toda funcién ¢” definida en I'”. Usando
esto, el producto escalar (5.14) es valido para dos funcionales cualesquiera en

S:
(Wrr g [V o) = (W f|¥r g) (5.17)

Hay que notar que si bien el producto escalar (5.14) es similar al definido en
(5.1), en este caso estamos trabajando con una teorfa continua en la cual los
estados no viven en una sola red I', sino en todas las posibles redes en 3. Més
adelante veremos que este producto escalar es invariante bajo difeomorfismos y
transformaciones locales de Gauge, y es tal que los observables clasicos reales
se transforman en operadores autoadjuntos al cuantizar. Estas condiciones son
las que debe satisfacer el producto escalar para tener una teoria consistente con
el limite clésico correcto.

5.2.3 Base ortonormal de K

Por el teorema de Peter-Weyl, tenemos que una base de L?(SU(2)) estd dada
por los elementos de matriz de las representaciones irreducibles del grupo. Es-
cribimos los elementos de matriz de la representacién de spin j de SU(2) como:

RY*(U) = (U], a) (5.18)

Eligiendo un orden y una orientacién para un grafo I', entonces una base de
Kr = L?[SU(2)%], cuyos elementos denotaremos por

|F7jlaalvﬁl> = |F,j17...,jL,O[1,...,OéL,,Bl,...,BL> (519)

se obtiene tomando el producto tensorial de elementos del tipo (5.18):
(AL iy, i) = RGD™ (U (A ) - BGE™ (U(A, 1) (5.20)

Si el grafo I' estd contenido en el grafo IV, entonces los elementos (5.20) aparecen
en ambos espacios Kr y Krs. Para deshacerse de esta redundancia, notemos
que los elementos de Kr pertenecen a la representacién trivial de los caminos
que estdn en I pero no en I'. Por lo tanto, una base ortonormal de K est4 dada
por los elementos |T', j;, ay, B;) donde los espines j nunca toman el valor cero.
Para cada grafo I' definimos el subespacio propio Kr como el subconjunto de
Kr generado por los estados (5.19) con j; > 0. Los subespacios propios Kr son
ortogonales entre si y generan K:

K ~ @Kr (5.21)
T

El grafo I' = () est4 incluido en la suma, su espacio de Hilbert correspondiente
es unidimensional y esté generado por el elemento identidad |@): (A|0) = 1

5.2.4 Invariancias del producto escalar

Como fue mencionado anteriormente, el producto escalar (5.14) cumple propie-
dades necesarias para tener una teoria cudntica consistente. En este apartado
estudiaremos dos de ellas: La invariancia bajo transformaciones de gauge, y la
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invariancia bajo difeomorfismos espaciales.

Transformaciones de gauge locales. La conexiéon A transforma de la siguiente
manera bajo transformaciones SU(2) locales \ : ¥ — SU(2) (Apéndice B):

A= Ay = AN ad ! (5.22)

Esta transformacion induce una representacion de las transformaciones de gauge
locales W(A) — W(Ay-1) en K. La holonomia por otro lado transforma de forma
homogénea (Apéndice B):

U[A, 9] = UlAx, 9] = Ma})ULA, 7N (2]) (5.23)
.

Donde z],z} € 3 son los puntos inicial y final del camino 4. Dado un par
(T, f), definimos

AU UL) = FAEP)TA @), M@ ) UL (2]) (5.24)

Entonces, la accién de una transformacién de gauge local Uy sobre los estados
cuanticos es:

Ur ;(A) = [Ux¥r f](A) = ¥r 5, (A) (5.25)

La medida de Haar es invariante bajo la accién derecha e izquierda del grupo,
por lo que el producto escalar (5.14) lo es también.

Difeomorfismos espaciales. Bajo un difeomorfismo, la conexién transforma como
una 1-forma

A— ¢p*A (5.26)
S tiene una representaciéon Uy del grupo de difeomorfismos definida por
UpW(A) = U((¢")7'4) (5.27)
La holonomia transforma entonces de la siguiente manera:
U[A,A] = Ul¢"A,7] = U[A, ¢~ 1] (5.28)

donde (¢v)(s) = (¢(v(s))). Entonces, una funcién cilindrica ¥r ¢[A] bajo un
difeomorfismo se transforma en otra funcién cilindrica Wyr f[A]. El producto
escalar (5.14) no depende explicitamente del grafo por lo que es invariante bajo
difeomorfismos espaciales.

5.3 Estados invariantes gauge e invariantes bajo
difeomorfismos

En la seccién anterior introdujimos el espacio cinematico /C el cual es el espacio
de funcionales de onda arbitrarios de la conexién W[A]. Los estados fisicos son
invariantes ante la accién de todos los vinculos, esto es, deben ser invariantes
gauge, invariantes bajo difeomorfismos, y deben ser solucién a la ecuacion de
Wheeler-DeWitt. Llamemos Ky al subespacio de I invariante gauge, Kpig al
subespacio invariante gauge y ademads invariante por difeomorfismos, y H al
subespacio de Kpig cuyos elementos son solucién a la ecuacién de Wheeler-
DeWitt. En las proximas secciones construiremos los espacios Ko v Kpig.
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5.3.1 Estados invariantes gauge. Espacio K

Para obtener una base del espacio Ky podemos recurrir al concepto de redes de
espines, introducido al comienzo del capitulo en el contexto de teorias de gauge
en redes. Las redes de espines en gravedad cuantica son diferentes a las intro-
ducidas anteriormente debido a la invariancia por difeomorfismos espaciales.

Redes de espines. Sea I' un grafo en ¥ formado por curvas « a las que
llamaremos aristas y denotamos por [. Llamamos nodos a las intersecciones de
dichas curvas y las denotamos por n. Le llamamos m (multiplicidad) al nimero
de links que empiezan y terminan en un nodo: m = m;, + Moy, siendo my,
el namero de links que terminan en el nodo, y Mgy €l nimero de links que
empiezan en él. Una vez elegido un orden y una orientacién, asignamos a cada
link [ una representacion irreducible j; del grupo. A cada nodo n le asignamos
un intertwiner 4,, entre las representaciones asociadas a los links adyacentes al
nodo. A la terna (T, j;,4,) se la llama red de espines en ¥. A la eleccién j; y iy,
se le llama color de los links y de los intertwiners respectivamente.

FEstados de redes de espines. Sea S = (T, ji,4,) una red de espines con L
links y N nodos. El estado |T, j;, oy, ;) definido en (5.20) tiene L {ndices oy y
L indices ;. Los intertwiners tienen un conjunto de indices duales a estos, su
contraccién:

Wl = (415) = (@RI HLA D) - (9in)
= (A[T, ji, cu, Br) - (%in> (5.29)

El indice a; del link [ se contrae con el indice correspondiente del intertwiner en
donde el link empieza, mientras que el indice 3; se contrae con el del intertwiner
en donde termina. De (5.25) tenemos que bajo una transformacién de gauge Uy
los estados |T', j;, «y, B;) transforman:

UN D, i s B = RS A (@ DR (M@ -
RIEE (N g, )R (N(w,)) T i o, Br) (5-30)

Teniendo en cuenta esto y la invariancia de los intertwiners (5.7), tenemos que los
estados (5.29) son invariantes gauge. Dado que los estados |T', j;, oy, 8;) forman
una base de K y la invariancia de los intertwiners, tenemos que los estados de
redes de espines forman una base del espacio K.

5.3.2 Invariancia bajo difeomorfismos. Espacio Kp;g

Un difeomorfismo ¢ mueve el grafo en la variedad por lo que los estados de redes
de espines no son invariantes bajo difeomorfismos. Sin embargo, un difeomor-
fismo puede no sélo mover el grafo, sino también cambiar el orden del mismo
o la orientacién de sus links. Entonces, ain si ¢pI' = T, el orden u orientaciéon
puede ser cambiado, y por lo tanto el estado obtenido tras la transformacion
sera diferente. Dado un grafo ordenado y orientado I', hay un grupo discreto
de mapas Gt que cambian su orden y orientacién. Los elementos de este grupo
actian sobre K. Para encontrar los estados invariantes por difeomorfismos,
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debemos ir al espacio de los funcionales ® de los estados ¥. La accién sobre
estos funcionales esta dada por

(Ugp®) (V) = ®(Up-1 V) (5.31)
Entonces, un funcional @ invariante es aquel que cumple
O(Uy®) = O(7) (5.32)

Definimos ahora un mapa Ppig que actiia en los funcionales W[A] y da como
resultado un funcional ®[¥], su accién estd definida por

(Ppig®) (W) = Y (9", ¥) (5.33)
B'=Uy W

donde la suma es sobre todos los estados U” para los cuales existe un difeo-
morfismo ¢ tal que ¥ = Uy V. Esta suma es siempre finita, ya que los estados
U, ¥’ se pueden escribir como una combinacién lineal finita de estados de re-
des de espines. Si un difeomorfismo sobre W cambia el grafo, entonces lleva el
estado a otro ortogonal a si mismo, mientras que si cambia sélo su orientaciéon
y/o su orden, al ser estas operaciones discretas no hacen mas que anadir una
multiplicidad discreta a la suma. Los estados (5.33) forman el subespacio de
K de estados invariantes gauge e invariantes bajo difeomorfismos. El producto
escalar en Kp;g esta definido por

(PpigVs, Ppig¥sr) = (PpirV¥s) (Usr) (5.34)

Kpist

5.3.3 Nudos y estados de spin-nudos

Llamamos nudo a una clase de equivalencia K bajo difeomorfismos de grafos
I' no orientados. Sean |S) y |S’) dos estados de redes de espines. Entonces
tenemos que su producto escalar en Kp;g es cero al menos que sus grafos estén
relacionados por un difeomorfismo:

0siT # ¢I”
(S| Poist [9") = 9> (S| g |S" ) si T # oI (5.35)

k

donde gj son las operaciones discretas que no cambian el grafo. Entonces, dos
estados son ortogonales a menos que estén “anudados”’de la misma manera. Se
puede entonces agrupar los elementos de una base de Kpig en distintas clases
K. Llamamos Ky al subespacio de Kp;g generado por los estados de la base
pertenecientes a la clase del nudo K:

Krx = Poig Kr (5.36)

para cualquier I € K.

Los estados en K se distinguen entre si sélo por el color de sus links y
de sus nodos, y no son necesariamente ortonormales. Para obtener una base
ortornormal entonces se debe realizar un proceso de ortonormalizacién a la
forma cuadrdtica en (5.35). Denotamos por |s) = |K, ¢) a los estados resultantes
de esa ortonormalizacién. Al indice discreto ¢ se le llama color del nodo. A
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estos estados se les denomina estados de spin-nudos. Los nudos forman un
conjunto discreto, por lo que el espacio Kp;g admite una base ortornormal y es
entonces separable. El “tamano excesivo” del espacio de Hilbert cinematico K en
realidad no era mas que gauge. Con esto concluimos la construccion del espacio
cinematico cuantico. Los estados de este espacio que sean ademas solucion a la
ecuacion de Wheeler-DeWitt son los estados fisicos.

5.4 Operadores basicos

Las dos variables bésicas de la teorfa son la conexién A?, y su momento conju-
gado, la triada E¥. Los estados cudnticos son funcionales de la conexién W[A].
Siguiendo el procedimiento descrito en (§ C.4.1), definimos los operadores

Al W[A] = AL D[A] (5.37)

ESU[A] = —ih8nG

—U[A 5.38
SVl (5.39)
Estos operadores no estan bien definidos en el espacio K pues envian al estado
W[A] fuera del mismo. Por esto, es necesario definir operadores que sean funcién
de los operadores bésicos (5.37)-(5.38) y que sf estén bien definidos en el espacio
K.

Un caso simple posible es la holonomia U(A,v). Sean Uz (A,~) los elementos
de matriz del elemento del grupo U(A, ), entonces

(U5 (A,7)®) [A] = U (A,7)[A][A] (5.39)

Cualquier funcién cilindrica de hecho esta bien definida como operador mul-
tiplicativo. El caso de la triada es un poco mas complicado y nos limitaremos
a presentar un resumen de la construccién del operador asociado a la misma.
Para més detalles ver [27] o [33]. Primero, tenemos que la derivada funcional
de la holonomia U(A,~) esta dada por

5£@U%w/®WWW®@WMMMWAM} (5.40)

donde 7(s) es una parametrizacién arbitraria de la curva v, y el punto s la divide
en 71 y v2. El resultado es una distribucién de dos dimensiones, pues la delta
de Dirac es tridimensional y estd integrada en la curva. Es natural entonces
integrar este resultado en una superficie bidimensional dentro de ¥ a la que

llamaremos S. Si llamamos & = (0!, 0?) a las coordenadas en S, entonces esta

estd definida en 3 por (o', 0%) — 2%(o!, 02). Definimos el operador

o

AT (5.41)

E;(S) = —ih87rG/ dotdo?®n, (&)
S

donde

027 (3) 027 (%)
Caby ool 002

ne(F) = (5.42)
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Es el vector normal a S.
La accién de este operador en una holonomia U(A,y) estd dada por

axﬁ( 7) 07 (5 ) kl
)

078 (& )3x'y( ox
- 17 2 iy
= ZﬁSﬂ'G/SLdU do“dseqsy 9oL 902 s ——5%(#(5), 7(s))

x U(A,71)7:U (A, 72) (5.43)

Ei(S)U(A,~) = —ih8rG / dotdo?eqs,
S

Ql

donde se supuso que la curva « intersecta a la superficie S en un solo punto P,

el cual separa a 7y en 1 y 2. Si consideramos el siguiente cambio de variable

de (0%, 0% s) a (at, 22, 23):

z%(ot, 0%, 5) = x%(ot, 0%) 4+ 2(s) (5.44)

cuyo jacobiano es precisamente

d(xt, 22, %) Oz 9zP oz
= Ot g e 4
J d(ot,02,s) 81901 9o Bs (5:45)
se puede verificar que (5.43) da como resultado:

La accién del operador (5.41) es introducir la matriz +iA87GT; en el punto de
interseccién de la curva v y la superficie S.
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Si hay varios puntos P de interseccién, el resultado anterior se extiende a

Ei(SU(Ay) = Y +ih8rGU(A,A{)mU(A, %) (5.47)
Pe(Sny)

A partir del operador (5.41), se puede construir un operador que se corresponde
con la cantidad clésica:

A(S) = /5 Q20 E (5.48)

Con E = \/naEfngEfda. (5.48) da como resultado el drea de la superficie
S por lo que el operador asociado sera el operador area. Los estados de redes

de espines resultan ser estados propios de este operador. Sea |S) uno de estos
estados correspondiente a un grafo I' entonces tenemos:

AS)|S) =h8aG > jr(ip+1)18) (5.49)
Pe(Sur)

Vemos entonces que el area de la superficie S se obtiene como la suma de las
contribuciones de las aristas que intersectan con ella.

Figura 1: Los links de la red de espines atraviesan la superficie,
cada una de estas intersecciones contribuye al area total de la
misma. (Extraido de “Quantum Gravity” de Carlo Rovelli)

Un link cuyo spin sea j y que intersecte con la superficie contribuye una cantidad
de h87G+/j(j + 1) al drea total de la misma. Notar que el valor més pequeio
posible en (5.49) se da cuando un solo link intersecta la superficie S y su valencia
es 1/2, en ese caso, el drea de la superficie serd

Ag = 4V3hnGe™3 ~ 107 %6cm? (5.50)

La cantidad Ag es una especie de cuanto de drea. Ningun drea puede ser medida
que sea mds pequenia que esta: El drea estd discretizada. Esto no fue impuesto
a priori sino que es una consecuencia directa de la cuantizacién de la teoria.
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De manera andloga se puede definir un operador asociado al volumen de una
cierta region de la variedad tridimensional . Sea R una regién de X, entonces,
el volumen de R estd dado clasicamente por

1 o
V(R) = /RdBCC\/m l€ap~€ijr BV EBIETk| (5.51)

A partir de esta expresién se puede construir el operador cudntico asociado al
volumen de una regién [27]. Asi como cada link que intersectara a una superficie
S daba una contribucién al area total de la misma, andlogamente en este caso,
los nodos de la red de espines dan una contribucién al volumen de la regién R.
Se puede probar que este operador estd bien definido, es autoadjunto, definido
positivo y que tiene un espectro discreto. Estos son resultados muy importantes
en LQG: El espacio fisico estd discretizado. La interpretacién de los estados
de redes de espines es la siguiente: Cada nodo de la red representa un cuanto
de volumen. Estos cuantos de volumen estan separados entre si por superficies,
representadas por los links que unen a los nodos. Cuando consideramos los
estados spin-nudos, la ubicacién de la red en la variedad tridimensional pasa a
ser irrelevante por la invariancia bajo difeomorfismos, sélo importa la ubicacién
relativa de los elementos de la red.

Figura 2: Los nodos de la red representan cuantos de volumen,
separados por superficies representadas por los links. (Extraido
de “Quantum Gravity” de Carlo Rovelli)
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5.5 Simetria esférica

En las secciones anteriores se introdujeron conceptos y técnicas utilizadas en
LQG en un contexto general. Esta seccién estda dedicada a la especializacion
de algunas de las cosas vistas en las secciones anteriores al caso de simetria
esférica. Recordar del capitulo 3 que mediante la reducciéon por simetria, uno
terminaba con tres pares de variables canénicas: (A, E¥), (4., E*) y (n, P").
Los estados de redes de espines estan dados por el producto de las holonomias
de estas variables. Dado un grafo g con aristas e; y vértices v;, los estados de
redes de espines toman la siguiente forma:

_ H o2k Je; Ax()de H it Ag (v5) ginsn(v;) (5.52)

e;€g v;€Qg

T

9.k, 7

donde k;, la valencia de la arista e;, es la representacién del elemento del grupo
U(1) obtenido al tomar la holonomia de la conexién A,. El caso de A, y n es
un poco més complicado. Intuitivamente se puede pensar que p; y n; son el
resultado de integrar estas variables en una curva angular de radio constante
ya que al no haber dependencia angular la integral tendra un efecto meramente
multiplicativo. Sin embargo, ni f_l(/, ni 7 son conexiones genuinas [6], mientras
que para definir una holonomia es necesario tener una conexién. En realidad,
si uno comienza con una holonomia en la teoria completa U(A,~y) = el Agridz®
introduciendo la conexién esféricamente simétrica (3.1) y con un poco de trabajo
es posible probar que los estados de redes de espines esféricamente simétricos
toman la forma (5.52) [6].

5.5.1 Accién de las triadas

Cerramos este capitulo con la acciéon de los operadores asociados a las triadas
sobre los estados de redes de espines esféricamente simétricos, las cuales serdn
usadas al principio del préximo capitulo. Recordar que el operador E* estaba
definido como

- 1

ES = —i — .
¢ 1h8nG SAL (5.53)
Entonces, tenemos:
E*(z) = —ih8 a2 (5.54)
= — Yis = .
0A,;(x)

Actuando sobre el estado (5.52), da como resultado:

. EF(x) + k7
E*(2)T, - :h87rGMT

o 2 5.55
g,k psm 2 g,k, 1,7 ( )
Siendo k;r(x) y k; (z) las valencias de las aristas que se unen en z si este es
un vértice, o las valencias de la arista que contiene a x si no lo es. Luego,
observemos que el operador

o 5
E?(z) = —ZhSﬂ'Gm (5.56)
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aplicado sobre los estados (5.52) dardn un resultado distribucional ya que fls@
no estd integrado. Para suavizar el resultado integramos en una regién Z:

/ E°T ¢ sn = 187G > T, i (5.57)
z v; €L
De manera analoga:
/ PnTg,E,ﬁ,ﬁ = h8rG Z T, 5 o (5.58)
z UjEI

Por 1ltimo, mencionamos la accién de la derivada del operador E®. El mismo
puede ser realizado como una diferencia finita [17]. M4s adelante veremos que
dicho operador aparecerd en expresiones en las que esta bajo una integral, por
lo que el espaciado de la diferencia finita termina cancelandose. La accién de
este operador sobre un estado de redes de espines puede entonces ser realizada
como

/w (E®) dz = E(z) — E(z™) (5.59)
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CAPITULO 5. ESPACIO CUANTICO



Capitulo 6

Abelianizacion del vinculo
hamiltoniano

Uno de las dificultades a la hora de cuantizar la teoria estd en que el corchete
de Poisson entre dos vinculos hamiltonianos da como resultado un vinculo de
difeomorfismos cuyo multiplicador depende de las variables dindmicas, el dlgebra
de los vinculos no es un édlgebra de Lie. Sin embargo, mediante un reescalado
de los multiplicadores de Lagrange y una combinacién lineal con el vinculo de
difeomorfismos, es posible abelianizar el vinculo hamiltoniano, de manera que
uno termina teniendo una verdadera algebra de Lie, y por lo tanto puede aplicar
las técnicas estandar de cuantizacién de Dirac. Empezaremos abelianizando el
vinculo hamiltoniano puramente gravitatorio y luego extenderemos el resultado
para incluir la contribucién electromagnética. En este capitulo se utilizaran
unidades en las que ¢ = G = 1.

6.1 Caso puramente gravitatorio

El vinculo hamiltoniano esféricamente simétrico en el vacio estd dado por:

C(N) = / NCdz (6.1)
Con
_ (B B 2 _ ;_ VETEUEY
“=sEE wE TE 2o Ko B 2(E%)?
\/ﬁ(Ez)//
+ T oEe (6.2)
Por otro lado, tenemos
{Kz(z), E*(y)} = 0(z — y) (6.3)
{Kp(z), E(y)} = d(z — y) (6.4
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Mientras que todos los otros corchetes son cero. Entonces, el corchete de Poisson
de C con las variables dindmicas:

(B (1+ K2 2) s
16 Kok = ((E*”)?) svEr TV g o)
- s -+ Y ey
\/mw ) (65)
(C,E?} = —%K@(x —y) = 2K NVES (z — ) (6.6)
_1 B s LB s
(O K} = 4 e (C0alo =) + 55 0 )
E?(1+ K2) K, K, 1 (E*)'(E®)
VE*(E?) 1 (E%)" VE®
+ Q(E‘P)Q (51;(1‘ - y) - i @E@é(m - y) - 2E% (;-’JW?(Qj - y) (67)
(C,E*} = 2K VE=§(z — y) (6.8)

Entonces, el corchete de Poisson de dos vinculos Hamiltonianos:

8V E*E®

{c /Mdy 1+K2)} {C(N),—/Mdy2K¢Kz\/ﬁ}

{o /Md VE( Ez))( )'}+{C(N),/Mdy\/’zg’?)"} (6.9)

Para realizar este cdlculo utilizamos (6.3)-(6.4) y los resultados (6.5)-(6.8). El
resultado es:

{c(V),c(M)} = {C(N),/dyM ()P }

(CN).CON} = [ de s (N = NI (K,(B) = (K,)B9) - (6.10)

Como fue mencionado anteriormente, mediante un reescalado de los multipli-
cadores de Lagrange y una combinacién lineal con el vinculo de difeomorfismos,
es posible abelianizar el vinculo hamiltoniano, de manera tal que terminaremos
con un algebra de Lie genuina y se podran utilizar las técnicas de cuantizacion
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de Dirac estandar. Primero, agregamos a C un término proporcional a Cp;g:

o 2VET (B B ) -
C=C— WKLPCDiH = SWEQO — 2@(1 + KS@) — 2K¢K$ FE

ExE* p' E=(E)"  2V/E=*
Y Y K (KLE# — KL (B7Y)

2(E¥)? 2F¢ (E=)!
E=))? E¥ 2V E*E? VET(E*) (E?)
8VE*E?» 2VE*® ¢ (B v 2(E%)?
VE=(E*)"
+ W (6.11)
Luego, introducimos un reescalado (%1)/ y obtenemos:

(B") a_ BT (BT 2\ _ o FEK. K
s 0= SV (577 avs LKD) WETK, K],

VER(EYYPESY | VER(E) (B

CA =

2(E%)3 2(E%)2
- (x/ﬁ [1 +K2 - E‘Egg;fbl (6.12)

Mediante esta transformacién, el vinculo hamiltoniano se convierte en una
derivada total.
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El corchete de Poisson del nuevo vinculo hamiltoniano con las variables
dindmicas es:

(itsoypvEe)
(C@). Ko )} = g 1B (@) Ko )

3\/Eﬁ E%)12 , . \/Eﬁ E*)2 o
~ 3 e T (B (B @), K ()} + L (B9 K )

([(Ez)’F E> sl g + VELE)P
)

2(E%)3 2(E%)3 (—0z(z —y)) (6.13)

{Cala). B*(y)} = (fi)K (K (@), B*(y)} + 2VETK, {K o (x), E°(y))
+2VET K, {K.(2), E?(y)} = (2VE"K,) (z — y) + 2VE*K ,0,(z — y)
(6.14)
(1= PvEF)
{Cala). K40} =~y (B9 @), K, (0)

_2%@@ {E¢(x),K;(y)}+VT{E/W Koy

_ (W) o)+ %(—@y(x—y» (6.15)

o - (EVE,
(Cale). E*w)) = ==

+VET K, {K[(z), B (y)} = QVETK,) (—0.(z — y)) — 2VE*K ;05 (z — y)
(6.16)

{Ko(@), E¥(y)} + 2VE K[ {K,(2), E" (y)}

Mientras que {Ca(z),E*(y)} =0, y {Ca(x), K;(y)} no son necesarios para lo
que sigue. Verifiquemos ahora que el nuevo vinculo hamiltoniano es abeliano:

(Cat),Caton)) = [ sy et | EEEE (Cate), Ko}
+2VE" ({Ca(z), Kp(y)} K, + {Ca(2), K, (y)} K,)
z\/12 )/ 2
# y EINEY (0w oy - SV E R () (Cator, 00)
T o AT <E@>'<y>}] (6.17)

Utilicemos ahora (6.13)-(6.16). Escribimos primero los términos en §(x — y)



6.1. CASO PURAMENTE GRAVITATORIO 71

luego de integrar en y:

Ex/KLp EI/Q E= ! , Er/2\/ﬁ/
[asv@nre) |- (“ o ) _WEK, (%)
1 ([(Em)’]Q Er)/ i / 3\/E7[(Ex)/]2 oy _ )
gw(wim) — 5W(E ) (2VE*K,)
) ]PVE* _
/de ( T ) (-eVEK,))
+ (W) (2@1@)/] =0 (6.18)

Luego, los términos en derivadas de d(x — y):

1

Jasavani | (CE) ((@Lﬂ%”) (@)=, y>>

2

+(2VE"K])(y) ((F) x—y))>

+ (@Eﬁ”) ) (wﬁm)' (@)(~8.x — )
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8

- (W) (@) (Q@Kw) (¥)day(z — y) (6.20)

Integrando en z, tenemos que la suma de los términos 1 y 2:

o (BELEIEY (s (45 vy

E¢)? VE*
/d <N@ ?I)] ) (2@1@)/ (6.21)
Integrando por partes:
_/dy<N\/ﬁ L(E")' ) 2MWK)) (6.22)
Luego, la suma de 3 y 4:
/dyM2FK <N< )/>/
,/dy (2MVEK,) (N\/ﬁ () ) (6.23)
5y 6 después de integrar por partes:
/ dy (([Q(ggl)}; >/M>/2@K¢N (6.24)

Y por ultimo, la suma de 7 y 8:

/dyM\/W (N (2@1@,)/)/

2(E%0)3
/
VET[(E®)]? )
/d ( I (NQ\/E Kw) (6.25)
Introduciendo las siguientes definiciones:
A= 20/E"K, (6.26)
VET|(ETYP

B=—"-—""" .

E) (6.27)

y sumando todas las contribuciones anteriores, recordando que la contribucién
de los términos en §(x — y) es cero:

(Ca(N).Ca (M) = [ dy(~(MAYNB ~ (MAY(NBY ~ MANE'Y
+(B'M)NA+ (NA'YBM + (MB) (NA)) (6.28)
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Desarrollando:

{CA(N),Ca(M)} = / dy (~M'A'NB — MA"NB — M'AN'B — M’ ANB'

~MA'N'B—- MA'NB' — MAN'B' — MANB"” + B"MNA+ B M'NA
N'A'BM + NA"BM + M'BN'A+ M'BNA" + MB'N'A+ MB'NA") =0
(6.29)
Vemos entonces que mediante una combinacién lineal con el vinculo de difeo-

morfismos y un reescalado, pudimos abelianizar el vinculo hamiltoniano, por lo
que ahora el dlgebra de los vinculos es una verdadera algebra de Lie.

6.2 Caso electromagético

A partir de ahora se denotard por H al vinculo hamiltoniano, C' al vinculo
de difeomorfismos y G al vinculo de Gauss. Los subindices G y EM indican
si se trata de la parte gravitatoria o electromagnética respectivamente. En el
capitulo 4 obtuvimos la contribucién electromagnética a los vinculos, en varia-
bles métricas, esta es:

H(N)= Hg(N)+ Hgym(N) = /dx (Hg(;v) + ;AR‘2PF2> (6.30)
C(NT) = Ca(N") + Cng (N*) = / dz (Ca(x) — TPL) (6.31)
Geri(®) = [ dab(-Fp) = [ dato - NT)(-P}) (6.32)

Las variables métricas que aparecen en (6.30) estdn relacionadas a las variables
de Ashtekar adaptadas a la simetria esférica de la siguiente manera:

E¥
A= R=./|E* 6.33
T R VIE (6:33)

Entonces, el vinculo hamiltoniano:

H(N) = /de (HG(:[;) + ;|E€;/2PF2> (6.34)

El hamiltoniano:
H= /dx [N (Hg(x) + Hgym(x)) + N* (Ca(z) + Cem(x))
+8 (-Pp)] (6.35)

Realizamos ahora el mismo re-escalado que hicimos para el caso puramente
gravitatorio:

_ K VE? _(E®)
N* =N* —2N—£Y"_ N =N
(E") B¢

(6.36)
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Obteniendo:
A /Ea:
F

ﬁ

H:/dx N(Hg+HEM2KLP )

(Ca + CEM)) + N* (Cq + Cgum)

+&(-Pp)]
[ _ [~ By K
= /dx _N <HGJr (E¢) Hgn QEZjvEICEM)
+N* (Cq + Cpu) + ©(—P}) (6.37)
El nuevo vinculo hamiltoniano toma la forma:
H=Hg+ 1 (E®) PE+2 *”\/ELFP (6.38)
G (Ew)S/Q T T .

Mientras que el vinculo de difeomorfismos y el vinculo de Gauss electromagnéti-
co permanecen inalterados. Se puede comprobar que los vinculos siguen siendo
de primera clase.

{H<N>,H<M>}: [astrm = (639
{H(N),C(N®)} = —H(N=N") +a~0 (6.40)
{c( N”” C(M*)} =C((N*)YM* — (M*)N*) =0 (6.41)
{ctv),6@)} = cved ~ o (6.42)

) (6.43)

{a@).6(0)} =0

Siendo a un término proporcional al vinculo de Gauss. Para simplificar los
vinculos, sumamos al vinculo hamiltoniano y al vinculo de difeomorfismos un
término proporcional al vinculo de Gauss, o equivalentemente, redefinimos el
multiplicador ®:

W(MN’ — M'N)~0

~ _ _K
& z _ B
=97 (N 2N E‘P> T (6.44)
Con lo cual los vinculos toman la forma:
1L (E7) 2
H=Hg+= (Ex)s/z (6.45)
C = E“’K;, — (E*)K, (6.46)
G=(-Pf) (6.47)

La nueva forma del vinculo de difeomorfismos parece no ser conveniente pues no
tiene la accién usual sobre las variables electromagnéticas. Esto en realidad no
es un problema pues el gauge electromagnético sera fijado como se suele hacer
en electrostatica. La condicién de gauge I' = 0 no tiene corchete de Poisson cero
con el vinculo hamiltoniano, el cual queremos conservar. Es necesario entonces
hacer una modificacion mas a los vinculos. Primero, integrando por partes el
vinculo de Gauss:

G(®) = / da®(—PL) = / dz®' (Pr + Q) (6.48)
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Siendo @ una constante de integracién que representa la carga eléctrica del
agujero negro, asi como la constante de integracién M que aparecera en breve
representa la masa [21]. Redefinimos ahora el multiplicador ®:

o N (B

=S Q)+ (6.49)

Siendo ¢ una funcién arbitraria. Esta modificacién es equivalente a sumarle al
vinculo hamiltoniano términos proporcionales al vinculo de Gauss y términos
de borde. El hamiltoniano ahora resulta ser:

w= [ (e 5 BT ) o v (o, - (B + 7 4 Q)
(6.50)

Notar que el vinculo hamiltoniano se puede escribir como una derivada total:

H:—(\/ﬁ[l—i—KZ—[igz;]j]—2M+(EC£)21/2)/ (6.51)

Siendo M una constante de integracién [21]. Ahora, la condicién de gauge
I' = 0 tiene corchete de Poisson cero tanto con el vinculo hamiltoniano como
con el vinculo de difeomorfismos, pero no asi con el vinculo de Gauss, con el
cual forma el conjunto de vinculos de segunda clase de la teoria. La conser-
vacién de la condicién de gauge implica ¢’ = 0, esto es, ¢ es una funcién del
tiempo unicamente. Por otro lado, el vinculo de Gauss puede ser tomado como
una igualdad fuerte: Pr = —@Q. El vinculo hamiltoniano y de difeomorfismos
tienen el dlgebra de Poisson usual, mientras que el vinculo hamiltoniano es ahora
abeliano.

Observacion

Notar que si fijamos el gauge completamente imponiendo las siguientes condi-
ciones:

: 2

E*=a° K,=0 (6.52)

tenemos, en primer lugar, que la conservacién de la primer condicién de gauge
implica:

{E* 1} = /da:N“”(EI)’ =0 5 N"=0 (6.53)

Entonces:

KNET K VE?

N* = N* —2N
(E") (E")

(6.54)
Luego, la conservacion de la segunda condicion:

{K,, H} = /dx{f@,,N (\/ﬁ {1+K§, — E@;}f + (Egl/QD/} =0
(6.55)
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Donde N = N’. La igualdad anterior implica:

N=0 - (éiw) —0 (6.56)

Elegimos la constante de integracién como 1/2, obteniendo:

. (6.57)

Por otro lado, resolviendo el vinculo de hamiltoniano (su versién integrada por
partes):
[(E)]PVE® Q°

—VE=(1+ K2)+2M + B0 () =0 (6.58)

Sustituyendo (6.52):

—x 4+ 2M + 4?22:;2 - %2 =0 — (E¥)? = <a:12 - 2%5 + fj)l (6.59)
Entonces, el lapso:
1(E~Y x 2M 2
N3 - = e (6.60)
Por otro lado, el shift:
N* =0 (6.61)

La métrica entonces es:

E¥)?
ds? = —(N? — gN*N®)dt? + ( o P + E*d0?

T

oM | Q? oM | Q*\
= (1 -—+ 622) de? + (1 -+ %) dz® +2°dQ*  (6.62)
T T x x

Mediante la fijaciéon completa de gauge hemos recuperado la métrica de Reissner-
Nordstrém en su forma usual.



Capitulo 7

Cuantizacion

7.1 Cinematica

En el capitulo 3 vimos que cuando hay simetria esférica, uno termina teniendo
tres pares de variables canénicas en el caso puramente gravitatorio: (A,, B%),
(A,, E?),y (n, P"). En nuestro problema tenemos ademéas un grado de libertad
correspondiente al campo eléctrico, junto a su momento candénicamente conju-
gado: (', P'). Entonces, los estados de redes de spines se pueden escribir de la
siguiente manera (ver (5.52)):

_ Lki [, dzdA,(x) i A (0s
TQ’E,ﬂ@(AI’AwanaF) :H62 7 Je; HeuJA¢( )
€i€g v €9
[T et T e rm 1)
vj€g e;j€g

siendo e; las aristas del grafo g, y v; sus vértices. k; son las valencias asociadas
a las aristas y p; son las “valencias”asociadas a los vértices. g; son las valencias
asociadas a la variable I' pero como veremos a continuacién en realidad no
juegan ningun papel. Primero impongamos el vinculo de Gauss gravitatorio:

Gg = /dx)\ (E*" + P7) (7.2)

Haciéndolo actuar sobre el estado (7.1), obtenemos:

. BI2
G g = 52 D M) (k+ —k, - an) T ine=0 (7.3)
vi€yg
Con solucién
1
ny =5 (ke — k.- ) (7.4)
g (e = F;

La holonomia de la variable 1 entonces sera:

H e% (ke;—kg)n(v]‘) (7.5)

'Ung

7
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Esto se puede reescribir:
1 Lo (Y (e
H 65 fejeg dlkj (1)77 (1) (76)
€j €g
Combinando este término con la holonomia de la variable A,
1 A 4n! 1
H e? Jejeq do(As+n') = H e? Jejeq 42K (7.7)
e;jeg e;€g

Por otro lado, el vinculo de Gauss eleéctrico toma una forma bastante simple
que actia solo en los vértices:

g(®) = /dx(be — Gom(®) =Y ®(z;) (Pr(zip1) — Prla;)) (7.8)

Su accién en los estados de redes de spines:

Q(Q))Tg’ﬁ’ﬁ’q = Z ®(v;) (gj+1 — a5) TQ’E’,:@ =0 (7.9)
j

Por lo tanto, en los estados invariantes gauge se verifica

gj+1=¢q; Vj (7.10)

Recordar que el vinculo de Gauge eléctrico junto con la condicién de gauge
I" = 0 forman un conjunto de vinculos de segunda clase por lo que se convierten
en igualdades fuertes. Los estados de redes de spines entonces se reducen a:

T gl ) = [0 O et
e; €9 v; €9

Tenemos ademds dos variables, la masa M [21, 14] y de manera andloga, la
carga (). Ambas estan asociadas con un espacio de Hilbert de funciones 2-
integrables, esto significa que tendrdn un espectro continuo [13]. Entonces, el
espacio cinemético completo es:

1%
Hein = HM © HY, { ®LE® lf] (7.12)
j=1

Donde elegimos funciones periédicas en K, con perfodo 7/p, siendo p una con-
stante real [14]. El espacio estd equipado con el producto interno:

<gv ]gu ﬁv Ma Q|g/a E/a ﬁla M/a Q/> = 59,9’5]};’];/5ﬁ,ﬁ’5M,JVI’5Q,Q’ (713)

7.1.1 Accién de operadores

Los operadores masa y carga actian de forma multiplicativa.

M

9.k i, M,Q) = M

9.k, 1. M,Q) = Q

9.k, i, M7Q> (7.14)

9., /i, M, Q) (7.15)

Q
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Luego, como vimos en (§ 5.5.1), las trfadas también actian de forma multiplica-
tiva:

E(x)

/I dzE? (x)

Siendo k;(z) la valencia del link que contiene el punto x. Las holonomias por
otro lado actian de la siguiente manera:

g7E,ﬁaMaQ> :lf)k](m) g,E,ﬁ,M7Q> (716)

9. R MQ) =123 py

v el

9.k MQ)  (717)

en% fe]_ de K, (x)

9.k, i, M, Q) =

95E7ﬁaMaQ> =

en%PKw(Uj)

9.k i+ na;, M,Q)  (T19)

Siendo z; cuya componente j es 1 mientras que las demads son cero. La accién de
la holonomia puntual fue restringida a los vértices pues de lo contrario también
crearfan nuevos vértices en la red. La accién de los vinculos no modifica el
numero de vértices, por lo que estamos interesados solamente en estados con un
nuamero fijo de ellos.

7.2 Dinamica
Queremos ahora encontrar los estados fisicos, aquellos que son solucién al vinculo

hamiltoniano. Para empezar, consideramos la expresién (3.93) del vinculo
hamiltoniano y la integramos por partes:

H(N) = /de' VE* <1 + K2+ if?f) —2GM — W (7.20)
Factorizamos ahora esta expresion, obteniendo:
H(N) = /de’H+H_ (7.21)
Siendo
Hi\/@<1+K3+W)2GMiW (7.22)
E* 2E%

Al factor H, lo absorbemos en el multiplicador, redefiniéndolo. Ademsds, rees-
calamos por un factor 4(E¥)?, obteniendo:

H(N) = /dxﬁ <2E“’\/\/ﬁ (1 + K2+ Cg) —2GM — (Ez)'(Er)1/4>

(7.23)

Eligiendo ahora un orden de factores, promovemos el hamiltoniano a oper-
ador cudntico, notando que la expresion KE, debera ser “holonomizada”pues
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la conexién no estd bien definida como operador mientras que la holonomia si
lo esta. El operador cudntico toma la forma:

E

o (e (5 ) aa

~ (EL)/
Ee — (E)1/4>

(7.24)

H(N) = [ daN (2

El siguiente paso seria aplicarle este operador a una combinacién lineal de los
estados base ‘g, I; i, M, Q>, notando que éste actia sélo en los vértices de la

red. Los coeficientes de dicha expansién serian las incégnitas de la ecuacién. Te-
niendo los coeficientes, tendriamos los estados del espacio fisico. Sin embargo,
resulta ttil hacer un cambio en la base usada, y en vez de usar la representacion
de holonomias en K, usar la representacién de conexiones. La razén de esto es

que el operador sin(pK,,) actia cambiando el indice p y por lo tanto llevando a
una ecuacién en diferencias finitas que no es facil de resolver. En cambio, uti-
lizando esta representacién mezclada, la acciéon de dicho operador es meramente
multiplicativa, mientras que E¥ actia como —il%0/ 0K, . Los estados que bus-

camos entonces son combinacién lineal de los vectores base |g,k, K,, M ,Q>,

siendo K, un vector cuya j-ésima componente es K, (v;). Dichos estados tienen
la forma:

w,) :/OoodM/oo Q] /Oﬂ/dew(vj)
- v €
3
k

9.k, Ko, M, Q) W(M, Q. F, K,) (7.25)
Podemos simplificar los coeficientes de (7.25), notando que el operador hamil-

toniano, como observamos en el parrafo anterior, actua solo sobre los vértices:

HN) = 3 N(vj)H(v;) (7.26)

Entonces, podemos suponer que la funciéon ¥ es factorizable:

\II(MaQ7Ea I(:;o> = H’(/}J(MﬂQakjakj+l7K¢(U])) (727)
J
La ecuacién H |¥,) = 0 toma por lo tanto una forma simple:

GQ?  sin’(pK.
4(—i)z%\/lpk}/2 <1 n ZQi 4o 2’; “’)) — 2G MO, (o, )0
P

= Bk (hy 1 = Ryt = 0 (7.28)

Dividiendo por —lgl;pk‘;”:

2 102
4 (1 . GQ sin“(pK,) 2GM

- Ok (w5 + (kjy1 — ki), =0 (7.29
12k; 02 lpk;m) Ko () %5 T (Kip1 — kj); (7.29)
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Equivalentemente:
. aom 6Qr )" - ) 2 GQ*\
41 (1 — W + l%) 1+ sin (ng,)p 2 (1 — W + l?o) aKw(vj)wj
Pl Pl
+ (kjar — k) =0 (7.30)

Multiplicando y dividiendo el primer sumando por p, y definiendo:

—1
_ 2GM  GQ?
lpk‘j P

La ecuacion anterior toma la forma:

1
4ig\/m5yj% + (kg1 — k)b =0 (7.32)

J

La solucién para ;:

i (M.Q, kj, kj1, Ko (vs)) = exp (imj(kj+1 - kj)F(PKsa(vj)ij)) (7.33)

Con
¢ dt
Fo.K) = [ et (7.34)
0 1— K2sin’t

Estos estados son normalizables con respecto al producto escalar cinematico
definido en § 5.1 ([14]). Aplicando el procedimiento descrito en § 5.3.2, ob-
tendremos estados invariantes por difeomorfismos, hallando asi el espacio de
estados fisicos de manera cerrada.

7.3 Observables

Recordar que un observable es una funciéon de las variables candnicas cuyo
corchete de Poisson con todos los vinculos es cero. Los observables son por
lo tanto cantidades invariantes de gauge. FEn nuestro caso hay dos observables
que podemos reconocer inmediatamente: La masa M y la carga ). Sin embargo,
hay otros observables que no tienen analogo clasico. El primero de ellos es el
ntimero de vértices. El vinculo hamiltoniano (7.24) no modifica el ntimero de
vértices al actuar sobre los estados cinematicos. Los estados fisicos pueden ser
elegidos todos con el mismo ntmero de vértices. Para identificar el proximo ob-
servable podemos notar que los difeomorfismos en la direccién radial no alteran
el orden de los vértices, por lo que la sucesién de valores k; es una cantidad
invariante bajo difeomorfismos y ademads invariante bajo la accién del vinculo
hamiltoniano. El observable correspondiente a esta propiedad se puede construir
de la siguiente manera: Sea z un pardmetro en el intervalo [0, 1], definimos

Siendo V' el ntmero total de vértices. Al variar z entre 0 y 1, el operador dard
como resultado las componentes del vector k de forma ordenada. Una utilidad
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de este observable es que puede ser usado para captar la parte invariante de
gauge del operador E* (el cual no es un observable pues no es invariante bajo
difeomorfismos) y por lo tanto tener una representacién del mismo en el espacio
de estados fisicos. Si consideramos una funcién z : R — [0, 1], podemos definir

E* () |0); = O(2(2)) [¥), (7.36)

El resultado si es un observable. Su valor estd especificado sélo si especifica
el pardmetro z(x), lo cual equivale a fijar el gauge en la direccién radial [17].
Poder definir E* en el espacio de los estados fisicos nos permite definir también
la métrica como un operador en dicho espacio. De la descomposicién ADM de
la métrica tenemos las expresiones clasicas:

2NK,VE* (E¥)? 2GM 2
Gto = quaN" = — o VE (E¥) =4/ +K2) - +Q—
(Er)/ Ex "2 /Eix Ex
(~2) Lz (B7) _ K (E*)
VET4((1+ K2) - 264 + &) 2VE"\ (1 + K2) — 201 4 5
(7.37)
Ex 12
Gz = Qea = N [(2 ) ]QGM GQ2 (738)
4B ((1+ K2) - 268 4 62°)
2GM  GQ?
_ ([ _n2 2\ _ _ —_v
it = ( N* + @z (N7) ) (1 o + 7o ) (7.39)

Estas expresiones pueden ser promovidas a operadores, sustituyendo E% — E:‘”,
M — M, Q — Q. La cantidad K, sigue siendo clasica, es un pardmetro
funcional del cual dependen los observables [15]. Podemos observar en (7.37)
que K, estd relacionado directamente con la foliacién. Si elegimos K, = 0, la
foliacion es manifiestamente estatica.

7.3.1 Singularidades

Singularidades de coordenadas: En la seccién 6.2 vimos que en el caso clasico,
fijando gauge completamente con las siguientes condiciones

K,=0 E”=2? (7.40)

se recupera la métrica usual de Reissner-Nordstrom. En los siguientes valores de
x: xy = GM + /(GM)? — GQ? las componentes de la métrica son singulares.
Estas singularidades no son genuinas sino que se deben simplemente a una mala
eleccion de coordenadas. Haciendo un cambio de coordenadas apropiado estas
singularidades se pueden eliminar [19)].

En el caso de los operadores cudnticos correspondientes a las componentes de
la métrica, mediante una elecciéon apropiada de coordenadas también se pueden
eliminar las singularidades en los horizontes [17].Primero, los estados sobre los
cuales haremos actuar estos operadores seran aquellos que aproximen bien la
geometria clasica. En primer lugar, consideraremos sélo estados con valores
de k definidos pues los observables sélo dependen de O(z) y no de su momento
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conjugado, por lo que estados de k fijo son estados propios de dichos observables.
Luego, recordemos que los valores de k; son los valores propios del operador E*
y que cldsicamente E* = 2%. Es decir, los valores k; son proporcionales al
area de la esfera de simetria. Por lo tanto, un estado que aproxime bien la
geometria cldsica seria uno cuyos valores de k; sean mondétonamente crecientes
y el espaciado entre dos componentes consecutivas sea pequefio comparado con
sus valores. Sin pérdida de generalidad podemos restringirnos a estados de redes
de spines con un nimero fijo de vértices (ver seccién anterior). Para simplificar,
eligiremos la funcién z(x) tal que el pardmetro x esté asociado a la variable
espacial. Notar que la separacién minima entre dos vértices, si la coordenada
radial vale z, estd dada por A = [%/2z. Fuera del horizonte exterior podemos
elegir un espaciado uniforme con A = 1% /2x, siendo x el valor de la posicién
del mismo. La posicién del i-ésimo vértice estarad en

€T, = (Z + ZH)A (741)

Siendo iy = Int(z4/A). Por lo que el vértice correspondiente a i = 0 es el mds
cercano al horizonte exterior. Los autovalores del operador E”

E* (W), = 13pk; [U), = 27 [¥), (7.42)

Con estas elecciones, tenemos z; = z(z;) = (i + ig)/V. Se puede entrar en
el agujero negro a través del horizonte exterior considerando valores negativos
de i, y permitiendo una curvatura extrinseca no nula desde el horizonte ha-
cia adentro. La eleccién de curvatura extrinseca (la cual es una eleccién de
foliacién) deberd ser tal que los operadores asociados a las componentes de la
métrica son audoadjuntos. Estas condiciones implican comparar K, el cual
es un parametro, con E* el cual es un operador cudntico. Esto se soluciona
considerando el valor esperando de E® [13]. De manera totalmente andloga se
puede remover la singularidad de coordenadas en el horizonte interno.

Singularidad en el centro del agujero negro: Mediante una eleccién apropiada de
coordenadas se pueden remover las singularidades en los horizontes, pero este
no es el caso para la singularidad en x = 0. Se puede verificar que cantidades
escalares formadas a partir de la curvatura divergen en este punto, por lo que
ningin cambio de coordenadas podréa hacer que esta singularidad desaparezca.
Decimos en este caso que se trata de una singularidad genuina, porque es inde-
pendiente de las coordenadas. Que haya una singularidad de este tipo significa
que la teoria ha sido llevada mas alld de su dominio. La relatividad general
clasica falla en la singularidad. Veamos ahora qué ocurre luego de haber cuan-
tizado la teoria con esta singularidad. En primer lugar tenemos que precisar a
qué corresponde el punto x = 0. Recordar que los valores propios del operador
E*(x) son 1%k;(x), siendo k;(z) la valencia del link que contiene al punto .
Estos valores propios son proporcionales a la superficie de la esfera de simetria
de radio z. Una esfera de radio x = 0 tiene area nula, por lo que el valor x = 0
corresponde a un link de valencia k; = 0. La singularidad estaria entonces en el
vértice en el cual empieza el primer link de la red, cuya valencia seria k1 = 0.
Sin embargo la accién de los vinculos no conecta estados con alguna componente
nula de k con los demds. Si alguna componente de k es nula, los operadores
anteriores no estan ni siquiera definidos en el correspondiente vértice, por lo que
podemos excluir esos estados y los operadores estaran bien definidos. El punto
x = 0 queda por tanto excluido del tratamiento, eliminando la singularidad.
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7.4 Extension analitica de la solucion

El resultado de la ultima seccién sugiere que se puede extender la solucion
obtenida a valores negativos de x, pasando por el lugar donde estaba antes la
singularidad y llegando a una nueva region del espacio-tiempo. En esta seccion
veremos, siguiendo los pasos de [30, 31], que es posible incluso encontrar un
sistema de coordenadas en el cual la métrica clasica no es singular en z = 0.
Recordar que la métrica de Reissner-Nordstrom, en el gauge K, =0, E¥ =«
estd dada por

290G M 2 9G M 2\ !
dSQZ_(l_G +GQ)dt2+(1_C;+GQ> 42?4 22d0?

x 22 2
(7.43)

2

El principal resultado de [30] es que esta métrica admite una extensién analitica
en x = 0. Para llegar a este resultado, realicemos primero el siguiente cambio
de coordenadas, definiendo p y 7 tales que
t=7p" (7.44)
z=p° (7.45)

donde los exponentes Ty S deberan ser determinados para que la métrica sea
analitica en = 0. Con estas definiciones, tenemos

ot ot _
o= o = TrpT—1 (7.46)
Ox Ox _

Si definimos A := 22 —2GMz+GQ? (y por lo tanto: A = p>* —2G M p° +GQ?)
entonces las componentes de la métrica se pueden escribir

A pQS
= ux = —, Gtz =Gut =0 7.48
g1 =357 9 A0 Yix = Gat (7.48)

Las componentes de la métrica en las nuevas coordenadas:

o\ 2 ot\? or A 2728
Grr = ((97_) Gz + (37’) gt =0—0p /)273 =-Ap (7.49)
_ (02 (B, (O0) (2
gp‘r - ap 87' Gz 8/) 5’7’ gtt
=0— %pTT’TpT71 _ _ATTp2T72571 (750)
P

oz \> ot\> s_1\2 p*° r_1n2 A
= rx = - — — (1 )
e <ap) g <8p> Gue (Sp ) A ( e ) p2s

2 A
_ 2P _ 2.2 ,2T—2 7.51
A L (7.51)
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De las componentes de la métrica en las nuevas coordenadas, se pueden
obtener condiciones para los coeficientes tales que las mismas no diverjan en p =
0. Queremos que los exponentes sean enteros ya que mas tarde extenderemos la
solucién a valores negativos de p. Entonces, viendo el primer sumando de g,,,
tenemos la primer condicion:

S5>1 (7.52)

Luego, del segundo sumando de g,, obtenemos la segunda condicién (las condi-
ciones obtenidas de g, y g, estdn comprendidas en ella):

2I'—-25-2>0 - T >S5+1 (7.53)
La métrica en estas nuevas coordenadas tiene la forma:
52
ds® = —Ap?T=2572 (pdr + Trdp)* + K,045*2dp2 + p*do? (7.54)

Si Sy T satisfacen las condiciones (7.52)-(7.53), la métrica es analitica en p = 0.

Campo electromagnético: En las coordenadas z,t, el potencial electromagnético
para el agujero de Reissner-Nordstrom es

A= —th (7.55)
x
Es singular en = 0. Pero en las nuevas coordenadas, tenemos:
A= —th =—qp° (pTdT + TTprldp)
x
= —qpT =57 (pdr + Trdp) (7.56)

El campo electromagnético:

F=dA=—qd (pT*SdT + TTprS*ldp)
apT—S 8TTpT_S_1
-1 =5 =r

dp AdT + dT/\dp)
T

=—q((T - S)pT=5=Ydp Adr + Tp" =57 tdr A dp)
=—qS (p" """ 1dr A dp) (7.57)

Ambas cantidades son analiticas en p = 0. Hemos encontrado entonces coor-
denadas en las cuales tanto la métrica como el campo electromagnético son
analiticos en p = 0. La métrica (7.54) se extiende a través de p = 0 hacia
valores negativos de p. Si tanto 1" como S son pares, la métrica y el campo
electromagnético son simétricos con respecto a p = 0. Si bien la métrica es
analitica en la singularidad, es degenerada, por lo que la métrica inversa no esté
bien definida en dicho punto. Esto impide definir la contracciéon entre indices
y por lo tanto operadores como la derivada covariante. Sin embargo, en [29]
se mostré que para métricas que verifican ciertas condiciones (llamadas semi-
regulares), incluso si estas son degeneradas en algtin punto, es posible definir
la contraccién entre indices y por lo tanto construir derivadas covariantes, el
tensor de curvatura, e incluso escribir un andnalogo de la ecuacién de Esintein.
En [31] se logré encontrar un cambio de coordenadas tal que la métrica del
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agujero negro de Schwarzschild sea analitica y semi-regular en la singularidad.
Sin embargo, no hay valores de S y T que hagan semi-regular la métrica de
Reissner-Nordstrom. Esto no significa que no exista un cambio de coordenadas
que la haga semi-regular sino mas bien que es un problema abierto, ya que la
manera de hacer analitica la singularidad no es tnica. De todas maneras, esto
no deberfa preocuparnos a nosotros pues tras cuantizar, el punto x = 0 (que
corresponde a p = 0) queda eliminado del tratamiento gracias a la discretizacién
del espacio; esto iltimo, sumado al resultado de [30] sugiere que se puede pasar
a través de la singularidad hacia otro espacio.

7.4.1 Diagrama de Penrose de la solucién extendida

Para visualizar mejor la estructura del espacio correspondiente a la extension
analitica de la seccién anterior podemos construir el diagrma de Penrose. El
procedimiento completo para la construcciéon del diagrama puede ser encon-
trado en [19] pdgs. 157-161. Presentaremos aqui un resumen. Partiendo de las
coordenadas x,t, se define zx tal que:

2GM  GQ?

dz = (1 - + 622 ) dz* (7.58)
T T
Fuera del horizonte exterior:

2 2

. z% il
=24+ —"F—Inlr—2,)— ———In(x —z_ 7.59
(.13+—.73_) ( +) (l‘+ —Z‘_) ( ) ( )

siendo x4 y x_ los horizontes externo e interno respectivamente. Luego, se
definen las coordenadas

v=t+az* w=t—2a" (7.60)

a partir de las cuales se define
" Lt:;7 v " ﬁiil:;jkzi w
v =arctan e "+ w =arctan | —e % (7.61)

En estas coordenadas:

2 4
ds?’=(1- 2GM + GQ 64 T ese(20 Vese(2w Vdv dw 4+ 22d0?
( 2

x .'172 Ty — SC_)
(7.62)
Donde ahora x esta definida de forma implicita por la siguiente relacién
" " — _2‘7:7 x a
tan(v Jtan(w ) =e ** (z—az )Y} (z—z_)"% (7.63)

2 /.2
Con o = 22 /a7
La métrica es analitica en x = x4 pero en z = z_ es degenerada. Para cubrir
esa zona se pueden definir las coordenadas

@y —w_ —zy tw_
2 yrsa 2 122 W
v =arctan [ e **= w =arctan [ —e *= (7.64)




7.4. EXTENSION ANALITICA DE LA SOLUCION 87

Finalmente, definimos las coordenadas T'y X:

1" 1"

T=v +w X=0v —w (7.65)

Las cuales son tipo tiempo y tipo espacio respectivamente.
Observar que dv” dw” = (1/2) (dT2 - dRQ), por lo que los conos de luz en estas
coordenadas estdn a 7/4 radianes de los ejes Ry T. Estas son las coordenadas
utilizadas para representar el espacio en el diagrama de Penrose que presentamos
a continuacion, luego de identificar algunas de sus regiones:

it =00 — ”;:00;7”;7% 2} fwil (7.66)

" t— 00— w:j;i;’iji/z} T (7.67)

0. g ooy v Y o2 } 7=0 (7.68)
w——00, W ——1/2

I wel") w:;;;g%m} Rétn /2] (7.69)

~— w——00 ’UJ”:77‘K‘2 R—T=m
o ve?oovoo)%“ao,ﬂ//z)}RE[”/*"] (770
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Figura 1: Diagrama de Penrose para el agujero negro de
Reissner-Nordstrom con GQ? < G2M?. (Extraido de “The large
scale structure of space-time” de S. Hawking y G. Ellis)

La zona I representa el universo fuera del agujero negro. La zona II es la region
entre los horizontes externo e interno. En ella la coordenada R pasa a ser tipo
tiempo, por lo que un observador no puede permanecer estatico sino que tiene
que avanzar necesariamente hacia el horizonte interior. La zona III es una zona
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estatica en la cual el observador puede moverse hacia la singularidad o bien
dirigirse nuevamente a la superficie x = x_, tras la cual la coordenada x vuelva
a ser tipo tiempo pero con la orientacién cambiada, ahora el observador estéa
forzado a moverse en la direccién de = creciente hasta cruzar la superficie x .
Esto es similar a emerger desde un agujero blanco hacia otro universo. A partir
de este punto el observador puede ingresar nuevamente en el agujero negro y
repetir el mismo recorrido cuantas veces quiera.

En relatividad general cldsica, una de las cosas que falla en este espacio
es la hiperbolicidad global: La presencia de una superficie de Cauchy sobre
la cual dando datos iniciales se pueda determinar la evolucién de los mismos
de manera unica. Consideremos un punto en la zona III, entre el horizonte
interno y * = 0. Un punto en esta zona no puede ser determinado por datos
iniciales fuera del agujero negro. Al horizonte interno se lo denomina entonces
horizonte de Cauchy, pues es una superficie nula tras la cual el problema de
condiciones iniciales deja de estar bien determinado. Para visualizar esto mejor,
consideremos las zonas I y I1, si las consideramos como el espacio total, entonces
podemos encontrar una hipersuperficie espacial que sirve como superficie de
Cauchy:

BLACK HOLE

complete spacelike hypersurface

Figura 2: Hipersuperficie de Cauchy para el espacio de
Reissner-Nordstrom. (Extraido de “Stability and Instability of
the Reissner-Nordstrom Cauchy Horizon and the Problem of

Uniqueness in General Relativity” de Mihalis Dafermos)
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Sin embargo, si consideramos un punto en la zona III, vemos que el mismo no
puede estar determinado por la hipersuperficie mostrada en la figura anterior:

Figura 3: El punto P se encuentra causalmente desconectado de
las zonas I y II pues estd detras del horizonte de Cauchy.
(Extraido de “Stability and Instability of the
Reissner-Nordstrom Cauchy Horizon and the Problem of
Uniqueness in General Relativity” de Mihalis Dafermos)

El punto P no puede depender de manera tinica de los datos iniciales dados en
la superficie de Cauchy anterior, asi como, por ejemplo, una funcién ¥, solucién
a la ecuacion diferencial W = 0, no puede ser determinada de manera tnica
en el punto P con los datos dados en la superficie S:

Figura 4: La situacién del punto P con respecto a la superficie S
es similar a la de los puntos en la zona III del espacio del agujero
negro de Reissner-Nordstrém con respecto a los datos iniciales
dados fuera del mismo. (Extraido de “Stability and Instability of
the Reissner-Nordstrom Cauchy Horizon and the Problem of
Uniqueness in General Relativity” de Mihalis Dafermos)

Este comportamiento es problemético, ya que la hiperbolicidad global es un
requerimiento bésico para que una teoria fisica esté bien formulada. Es im-
posible usar las leyes de la fisica para describir la estructura del agujero negro
mas alla del horizonte interno. Este comportamiento llevé a la hipétesis de que
una singularidad se deberfa formar en el horizonte de Cuachy, forzando asi a la
evoluciéon temporal de los datos iniciales a detenerse en el horizonte de Cauchy.
Esto es precisamente el resultado de [26]. En dicho trabajo, se consideran los
efectos de un flujo de radiacién entrante y otro saliente sobre la estructura del
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agujero negro de Reissner-Nordstrom. Esta radiacién es modelada como dos
cascarones esféricos moviéndose a la velocidad de la luz, uno contrayéndose y
el otro expandiéndose. Estos cascarones dividen el espacio tiempo en cuatro
regiones. Una regién en la cual no hay radiacién, otras dos en las cuales hay
solo radiacién entrante y saliente respectivamente, y una ultima region en la
cual ambos flujos estdn presentes. La masa del agujero negro no es ya una cons-
tante sino que pasa a ser una funcién del espacio tiempo (las variables usadas
en [26] son el tiempo avanzado y el tiempo retardado). El resultado de este tra-
bajo es que el parametro de la masa diverge clasicamente cerca del horizonte de
Cauchy, generando asi una singularidad cerca del mismo y forzando entonces a
la evolucion de los datos iniciales a detenerse cerca del mismo. Se dice entonces
que el horizonte de Cauchy es inestable, porque ante una perturbacién como la
radiacién descrita anteriormente, se vuelve singular.

., Cémo se modifican estos resultados tras la cuantizacién? En la seccién anterior
vimos que la singularidad es eliminada en el tratamiento cudntico. Una primer
consecuencia de esto es que ahora si se puede predecir la estructura del agujero
negro tras el horizonte interior. Observando la figura 3, podemos observar que
para poder determinar los puntos mas alla del horizonte interior, seria necesario
tener datos iniciales en una superficie tipo espacio que pase por la singularidad,
algo que no es posible en la teoria clasica. Sin embargo, ahora que la singulari-
dad ha sido removida, uno puede pasar a través de la misma hacia otra region
espaciotemporal, por lo que en principio ser podrian especificar datos iniciales
en una superficie de tales caracteristicas. Este punto es discutido en [30], aunque
en dicho trabajo no se trata la cuantizacién del agujero negro sino que como
se menciond anteriormente, se encuentran coordenadas en las que la métrica es
analitica. FEl resultado de este analisis es que dado que la singularidad puede
ser atravesada, el espacio se puede foliar por hipersuperficies de Cauchy.

Timelike singularity

Cauchy hypersurface

Figura 5: Foliacion del espacio por superficies de Cauchy. El
mismo fue mapeado a un poligono utilizando el mapeo de
Schwarz-Christoffel. (Extraido de “Analytic Reissner-Nordstrom
singularity” de Ovidiu Stoica)

Por otro lado, la discretizacion del espacio tiene consecuencias en el problema de
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la inestabilidad del horizonte de Cauchy. Recordar que E* = z2, y que los valo-
res propios de E¥ son discretos. Esto impone una restricciéon en el incremento
minimo en z de (% /(2x) al moverse de un vértice de la red hacia el siguiente. La
red més “fina” que se puede obtener entonces, es una red no uniforme cuyo espa-
ciado crece a medida que nos acercamos a la singularidad. Esta discretizacion
tiene consecuencias al estudiar la propagacién de ondas en el espaciotiempo,
pues en la propagacién de una onda en una red no uniforme puede presentar
fenémenos como atenuacion y reflexién. Estos fenémenos podrian en principio
evitar la inestabilidad del horizonte de Cauchy, pues no toda la radiacion llegard
hacia el mismo y por lo tanto la curvatura podria no crecer indefinidamente.
Esto no es suficiente para asegurar que el horizonte de Cauchy sera estable, pero
al menos sugiere que el problema deberia re-plantearse a nivel cuantico.
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Conclusiones

Mostramos que se puede completar la cuantizacién de Dirac del agujero negro
de Reissner-Nordstrom utilizando técnicas de gravedad cudntica de lazos. Los
estados fisicos fueron encontrados en forma cerrada. Fueron encontrados nuevos
observables ademas de la masa y la carga eléctrica: El ntimero de vértices y la
secuencia ordenada de las valencias de las aristas de la red. Estos observa-
bles estan asociados a la estructura discreta del espacio-tiempo y no tienen un
analogo clésico. Los valores propios de estos observables pueden caracterizar los
estados fisicos.

La singularidad es eliminada debido a efectos cudnticos al igual que en el caso
del agujero negro de Schwarzschild. FEn el caso clasico, cuando se verifica
GM? < QQ?, no existe el horizonte de eventos y por lo tanto se tiene una singu-
laridad desnuda, este caso es entonces descartado como no fisico (conjetura de
censura césmica). Sin embargo, la cuantizacién elimina la singularidad, por lo
que este caso podria ser estudiado a nivel cuantico.

La discretizacion del espacio-tiempo abre nuevas posibilidades para analizar el
problema de la estabilidad de los horizontes de Cauchy en los agujeros negros
de Reissner-Nordstrom.

En este trabajo se verificé que los resultados de [16] se pueden extender para
el caso de un agujero negro de Reissner-Nordstrom, un posible trabajo a futuro
es la extensién de [16] a agujeros negros més generales. Ademds, el estudio del
caso extremal y de los casos con singularidades desnudas pueden presentar in-
teresantes propiedades cuanticas con consecuencias en situaciones maés realistas
como en agujeros negros rotantes de Kerr.
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Apéndice A
Grupos

En este apéndice se recopilan algunas definiciones y resultados basicos de teoria
de grupos. La principal fuente aquf es el libro de Baez y Muniain [5].

Definimos un grupo G como un conjunto equipado con una operacién binaria
-1 G x G — G (llamada usualmente producto), una operacién ~! : G — G,
llamada inversa, y un elemento 1 € G llamando identidad, tal que Vg,h,k € G
tenemos:

L (g-h)-k=g-(h-k)

2.g-1=1-g=g

1 1

399 =9 -g=1
Un subgrupo de G es un subconjunto que contiene la identidad y es cerrado

bajo producto e inversa.

Algunos ejemplos de grupos son los siguientes:
1. GL(n,R) : Matrices reales n x n invertibles.
. GL(n,C) : Matrices complejas n x n invertibles.

) : Matrices reales n x n invertibles de determinante 1.

. SL(n,
S

2

3 R

4. SL(n,C) : Matrices complejas n x n invertibles de determinante 1.

5. O(p, q): Matrices reales n x n que preservan el producto interno entre dos
vectores en un espacio real equipado con una métrica g con signatura (p, q),
con p y g enteros no negativos tales que p+¢q = n. Es decir, si T € O(p, q),
entonces g(Tv, Tw) = g(v,w) VYv,w € R™. Sip = n, llamamos al grupo
simplemente O(n)

6. SO(p, q): Matrices de O(p, q) con determinante 1. Si p = n, andlogamente
al caso anterior llamamos al grupo SO(n). Obs: SO(3,1) es el grupo de
matrices de determinante 1 que preservan el producto interno en el espacio
de Minkowsky (Grupo de Lorentz).

7. U(n): Matrices complejas unitarias de nxn. Preservan el producto interno
usual en C" : (v, w) = > | v'w'.
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8. SU(n): Matrices de U(n) con determinante 1.

Homeomorfismos. Dados dos grupos G y H, decimos que una funcién p :
G — H es un homeomorfismo si

p(9192) = p(g91) p(g2) Vg1,92 € G (A1)
Esta definicién implica
p(1) =1
plg™") =plg)~" (A.2)

Lo cual puede verificarse facilmente. Primero, en todo grupo el elemento iden-
tidad es tnico. Si suponemos que hay dos elementos e y k en el grupo con la
propiedad del elemento identidad, tenemos:

e=¢ek=k (A.3)
Entonces, usando la definicién de homeomorfismo entre grupos:

p(g) p(1) = p(gl) = p(g) (A4)

Verificando la primer igualdad. Luego, para cada elemento del grupo hay sélo

un elemento del grupo con la propiedad de la inversa. Si suponemos que g € G
1 1

tiene dos inversos g7 , g~ en G, entonces:
_ -1 xg ! _ —
99 ' =95 —— g '=q" (A.5)
Entonces:
L=p(g9~") = plg)p(g™") (A.6)

Con lo que se verifica la segunda de las igualdades.

Isomorfismo. Un isomorfismo entre grupos es un homeomorfismo inyectivo y
sobreyectivo.
Ejemplo: El grupo U(1) = {e“’ RS R} actia sobre las matrices 1x 1 complejas,
esto es, sobre los niimeros complejos. Un elemento €? actiia sobre un ntimero
complejo rotandolo un dngulo 6 en sentido antihorario. La accién consecutiva
de dos elementos de este grupo: e?e’® = ¢'(®*+%) Por otro lado, un elemento del
grupo SO(2):
_( cos(0) sin(0)

M(6) = (sin(ﬂ) cos(6) (A7)

Actia en un vector de R? rotdndolo un dngulo @ en sentido antihorario. La

accion consecutiva de dos elementos de este grupo: M (0)M(¢) = M (0 + ¢) Se
puede verificar facilmente que:

P = (o) o) (A8

Es un isomorfismo entre U(1) y SO(2).
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Representaciones. Decimos que un grupo G actia en un espacio vectorial V'
si hay un mapa p de G a las transformaciones lineales GL(V') de V tal que:

p(g192)v = p(g1)p(g2)v Yv € V,Vg1,90 € G (A.9)

Decimos en este caso que p es una representaciéon de G en V.

Subespacio invariante. Un subespacio V' de un espacio vectorial V es in-
variante si v € V' entonces p(g)v € V' Vg € G

Representacion irreducible. Si una representacién p tiene como espacios
invariantes inicamente al vector nulo y al espacio vectorial, entonces decimos
que p es irreducible.

Representaciones equivalentes. Si tenemos dos representaciones de un
grupo en dos espacios vectoriales:

p:G—=GL(V) p:G— GLV) (A.10)

Decimos que las representaciones son equivalentes si hay un mapa lineal T :
V — V' tal que:

p'(9)T =Tp(g) (A.11)

Suma directa de representaciones. Si tenemos dos representaciones de

un grupo G : p: G — GL(V), p' : G — GL(V') Definimos p ® p’ como la
representacién en G en el espacio V @ V' dada por:

(p @) (9)(v,0") = (p(g)v, p'(g)v) Vv eV ' eV (A.12)

Producto tensorial de representaciones. Sean p y p’ representaciones en

V vy V' respectivamente. Definimos el producto tensorial de dichas representa-
ciones p ® p’ como la representacién de G en el espacio V ® V' dada por:

(p@p) (9 (vev) =plg)vep(g)v (A.13)

Grupo de Lie. Decimos que un grupo G es un grupo de Lie si es una variedad,

y las operaciones producto e inversa son mapas suaves. Obsservacion: Los
grupos matriciales definidos anteriormente son subvariedades del espacio de las
matrices n x n (reales o complejas segin corresponda). Usando las férmulas
explicitas se puede ver ademas que las operaciones producto e inversa son suaves.
Los grupos matriciales anteriormente mencionados son entonces grupos de Lie.
Ya vimos el caso particular del grupo U(1) :

U(l) = {e?:0€eR}

Este grupo es equivalente al circulo unidad en el plano complejo. Veamos ahora
en detalle el caso del grupo SU(2). Este grupo estd formado por las matrices
complejas unitarias 2 X 2 con determinante 1:

SU(2) = {(_‘Z* b) ca,beC, |af? + b = 1} (A.14)

a*x
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Los elementos de SU(2) se pueden escribir como combinacién lineal de las si-
guientes matrices:

O R (10 S () RS GV RS

O equivalentemente:

I, I= —iUl, J = —i0'2, K= —7:0'3 (A16)

)

Al algebra:
H={a+bl+cJ+dK :a,bc,deR} (A.17)

Se la denomina cuaterniones. La relacion entre los cuaterniones y SU(2) es la
siguiente:

SUR2)={a+bl+cJ+dK :a,b,c,d€R, a®+ b +c*+d> =1} (A.1B)

En otras palabras, el grupo SU(2) corresponde a la esfera S en los cuater-
niones.

Representacién de SU(2). Para cada nimero semientero j, el grupo SU(2)
tiene una representacion de dimensién 25 4+ 1 a la cual se la denomina repre-
sentacién de spin j. Definimos la representacién de spin j de SU(2) a la cual
llamaremos U; de la siguiente manera: Sea H; el espacio de los polinomios de
C? homogéneos de grado 2j, es decir, una combinacién lineal de polinomios del
tipo:

flz,y) =2Py? z,yeC, p+q=2j

Observacién: H; tiene dimensién 2j + 1 Para un elemento g € SU(2), sea U;(g)
la transformacién lineal de #; dada por:

Uj(9)f) (w) = £ (97")

Puede verificarse que se trata de una representacién: U;(1) es la identidad, y
ademds, para g, h € SU(2) tenemos

Ui (@)U;(h) f) (v) = U;(R) f) (97 ) = £ (k™ g7 ) = f ((gh) ")
= (Uj(gh)f) (v) (A.19)

Algebras de Lie. Sea GG un grupo de Lie. Definimos el lgebra de Lie g como

el espacio tangente de G en el elemento identidad. Ejemplo: Sea v un camino en
SO(3) tal que v(t) corresponde a una rotacién antihoraria de dngulo t alrededor
del eje z:

cos(t) —sin(t) 0
~v(t) = | sin(t) cos(t) O (A.20)
0 0 1

Entonces, el vector tangente a  en el elemento identidad:

0 -1 0
YO0)=({1 0 0 (A.21)
0 0
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Podemos recuperar el elemento del grupo a partir de este elemento del algebra
de Lie de la siguiente manera:

cos(t) —sin(t) 0
exp (t7'(0)) = | sin(t) cos(t) 0 (A.22)
0 0 1

De forma maés general, se puede probar que para todo grupo de Lie G hay un
mapa suave llamado mapa exponencial:

exp:g— G (A.23)
Univocamente determinado por las siguientes propiedades:
o exp(0) is el elemento identidad de G

o cxp(sz)exp(tr) = exp((s+t)x) Ve e}, s,t €R

o %emp(tx) =z

Podemos definir un dlgebra de Lie de manera mas abstracta como un espacio
vectorial g equipado con un mapa [-,-] : g X g — g llamado bracket de Lie que
verifica las siguientes propiedades:

o v,w] =—[w,v] Yo,weg
o [u,av + fw] = afu,v] + flu,w] Yu,v,w € gy escalares «, S.
e Identidad de Jacobi: [u, [v,w]] + [v, [w,u]] + [w, [u,v]] =0 Vu,v,w € g .

Homeomorfismos entre dlgebras de Lie. Decimos que f es un homeomor-
fismo entre dos dlgebras de Lie g, b si es un mapa lineal que verifica:

f([v,w]) = [f(v), f(w)] Yv,weg (A.24)

Si f es biyectiva decimos que es un isomorfismo entre g y b.
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Apéndice B
Conexiones en fibrados

En este apéndice se rednen definiciones y resultados basicos sobre fibrados,
conexiones y curvatura. La principal fuente de este apartado es el libro de
Baez y Muniain [5].

B.1 Fibrados y conexiones

Fibrados. Un fibrado es una estructura consistente en una variedad F, una
variedad M y un mapa sobreyectivo 7 : E — M. A la variedad E se la denomina
espacio total, a la variedad M espacio base, y al mapa 7 proyeccion.

Para cada punto p € M, el espacio

E,={qe€ E:n(q) = p}

se lo denomina fibra de q sobre p.
El espacio total se puede escribir como la unién de todas las fibras:

E = E
pEUM p

Por ejemplo, el espacio tangente de una variedad M, denotado por T'M se puede

escribir como:
™ = U T,M
peEM

La proyeccién @ : TM — M envia cada vector tangente v € T, M al punto
p € M. La fibra sobre el punto p € M es entonces el espacio tangente T, M. Se
puede verificar que T'M es efectivamente una variedad. Tanto M como T, M son
una variedad de dimensién n, por lo que localmente, TM “se parece”a R™ x R™.

Se pueden definir mapas para TM de la siguiente manera. Si {U,} es una
cobertura para M y ¢, : U, — R™ un atlas, definimos:

Vo={veTM:n(v) €Uy}
Definimos entonces los mapas: ¥ : V, — R™ x R™ de la siguiente manera:

P(v) = (Pa(m(v), (Pa),v) (B.1)

Con esta definicién se verifican todas las propiedades que debe cumplir un atlas.
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Fibrados triviales. Dadas dos variedades M y F, definimos un fibrado trivial
sobre M con fibra estandar F' al fibrado sobre M con espacio total £ = M x F.
El mapa de proyeccién esta dado por

m(p, f)=p V(p,f) e M x F (B.2)

La fibra sobre un punto p € M es
E,={p}xF (B.3)

Morfismos entre fibrados. Supongamos que tenemos dos fibrados 7 : £ —
M, « : E' — M’, definimos un morfismo entre dichos fibrados como un par
de mapas ¢ : E — E’, ¢ : M — M’ tal que ¢ mapea cada fibra E, en
E;)( ) Si tanto 1 como ¢ son difeomorfismos, decimos que este morfismo es un
isomorfismo.

Restricciéon de un fibrado. Dado un fibrado 7 : £ — M y una subvariedad
S C M, definimos la restriccién de 7 a S:

E‘S —{qge E:n(q) €S} (B.4)

Fibrados localmente triviales. Decimos que el fibrado 7 : B — M es
localmente trivial con fibra estiandar F si para cada punto p € M exite un
entorno U de p y un isomorfismo

qS:E’U%UxF (B.5)

enviando cada fibra E, a {p} x F. A ¢ se lo denomina una trivializacidn local.

Fibrados vectoriales. Un fibrado vectorial real de dimensién n es un fibrado
localmente trivial = : E — M tal que cada fibra E, es un espacio vectorial de
dimensién n. Ademads, para cada punto p € M hay un entorno U y de p y una
trivializaciéon local

¢:B| —UxER" (B.6)

que mapea cada fibra E, a {¢} x R" linealmente. Ejemplo: El fibrado tangente
TM es el fibrado vectorial cuyo espacio total es la unién de todos los espacios
tangentes de una variedad M. TM = Upep T, M Se define el fibrado cotangente
de manera andloga: T"M = Upe Ty M.

Un morfismo entre dos fibrados vectoriales m : E — M, ' : B/ — M’ se define
de forma analoga a como se define un morfismo entre fibrados en general, con
la condicién adicional de que la restriccién del morfismo ¢ : E — E’ a la fibra
E, sea lineal.

Secciones. Decimos que s es una secciéon de un fibrado 7 : E — M si es una
funcién s : M — E tal que para cada punto p € M se tiene

s(p) € Ep (B.7)

Al conjunto de las secciones de E se le llama I'(E'). Ejemplo: Un campo vectorial
en una variedad es una seccién de su fibrado tangente.
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Observaciéon: Si E' = M x F es un fibrado trivial con fibra estandar F' y tenemos
una seccion s : M — E | entonces hay una funcién f: M — F tal que

s(p) = (p, f(p)) € Ep

Si por otro lado tenemos una funcién f : M — F, la expresiéon anterior define
una seccion.

Si FE es un fibrado sobre M y s, s’ son secciones en E, definimos entonces las
secciones:

(s+5)(p)=sp) +s'(p) peM (B.8)
(fs)p) = f(p)stp)  peM feC™(M) (B.9)
Decimos que las secciones ey, . . . , ¢, son una base de I'( E) si cualquier seccién

s € I'(E) se puede escribir como combinacién lineal de las mismas.
s=s'e; s'€C™(M) (B.10)

Una base de secciones determina un isomorfismo entre fibrados vectoriales v :
M xR" — E:

Y(p,v) =v'e;(p) pEM, vER (B.11)

De manera reciproca, si tenemos un isomorfismo v : M x R" — E podemos
usarlo para obtener una base de I'(E) a partir de una base de I" (M x R™).

G-Fibrados. Sea M una variedad de dimensién n y {Uy} un conjunto de
abiertos que cubren M. Sea V un espacio vectorial y p una representacién de
un grupo G en V. Formaremos un fibrado a partir de la unién de los fibrados
triviales U, x V:

UU, x V (B.12)

Sea gop : Uy NUs — G una funcion de transicion. Identificamos dos puntos
(p,v) €Uy x V' y (p,v') €Ug x V si

v = p(gap(p)) v’ (B.13)

O de forma abreviada:

0= gap(p)?/ (B.14)

Observaciéon: Las funciones de transicion deben verificar ciertas condiciones de
consistencia. Al punto (p,v) € U, xV debemos identificarlo con (p, gaa¥) € ta X
V', por lo que la funcién de transformaciéon debe cumplir: g, = 1 en U,. Si un
punto de la variedad pertenece a la interseccién de tres cartas: p € U,NUgNUs,.
Entonces se puede ver que debe cumplirse gngggygya =1 Us NUgNU,. Se
puede ademas obtener una generalizacion analoga de esta condiciéon para cuando
el punto pertenece a la interseccién de un nimero arbitrario de cartas.

Podemos ahora formar el fibrado 7 : E — M. Denotaremos como [p,v],
al punto del espacio total E correspondiente a (p,v) € U, x V. Definimos la
proyeccién 7 : E — M como

7[p, v]a =p (B.15)
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La fibra E, es el conjunto de todos los puntos de la forma [p, v],. Definiendo la
funcién ¢, : E — Uy X V tal que oo ([p, v]a) = (p,v) y utilizando las condiciones
de consistencia, se puede verificar que este es un fibrado vectorial. A este tipo
de fibrados los denominamos G-fibrados. Al grupo G se lo denomina grupo de
gauge.

Transformaciones de gauge. Las fibras de un G-fibrado son un espacio
vectorial de dimensién n. Decimos que una transformacion lineal T': E, — E,
vive en G si es de la forma p(g), es decir:

[p,v]a = [P, gv]a (B.16)

Para algin g € G. Esta definiciéon no depende de la carta elegida. Recordemos
que identificamos:

[P, vla = [P, gav]s (B.17)
Entonces, podemos identificar también:
[P, 9vla = [P, 98agv]s (B.18)
Por lo que T" también en U, N Ug:
[P, 9avls = [P, 98agvls (B.19)

En otras palabras:
[p,v']5 = [p, g"v'] 5 (B.20)

Donde llamamos v = ggav y ¢’ = gﬁagggi.
A una transformacién lineal 7' : £, — FE, que vive en G y varia suavemente con
el punto p € M se le llama transformacion de gauge.

Endomorfismos. Dado un espacio vectorial V', llamamos endomorfismos (
denotados por End(V) ) al conjunto de las transformaciones lineales de V' en
s{ mismo. Se puede verificar que End(V') es un espacio vectorial y ademds un
algebra si definimos:

(aT) (v) = aT'(v) (B.21)

(S4+T)@w)=Sw)+T(v) (B.22)

(5+T)(v) =5(T(v)) (B.23)

Para un escalar a« y S, T € End(V), v € V Ejemplo: End(R") es el espacio de

las matrices reales n x n.

Se puede verificar que End(V) es isomorfo a V ® V*. Tomando el elemento
v® f eV ®V* le asignamos la funcién dada por:

z— flx)v Ve eV (B.24)
En términos de bases, el isomorfismo estd dado por:

e ®e; — eé- (B.25)
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Entonces, dado un fibrado E sobre una variedad M podemos definir el fibrado de
endomorfismos como el fibrado correspondiente a End(E), o equivalentemente
E ® E*. Una seccién T de este fibrado define un mapa de F en si mismo,
enviando v € E, a T(p)v € E,. Una seccién T' de End(E) actia en una seccién
s de F de la siguiente manera:

(T's) (p) = T(p)s(p) VpeM
También se puede verificar que T : T'(F) — I'(E) es C*°(M) — lineal:

T(fs) = fT(s)

Si T(p) vive en G Vp € M decimos que T es una transformacién de gauge. El
conjunto de las transformaciones de gauge es un grupo, con el producto y la
inversa definidos por:

(gh) (p) = g9(p)h(p) (B.26)
-t (! (B.27)

En teoria de campos gauge, los campos son secciones de G-fibrados, y las leyes
de la fisica son ecuaciones diferenciales tales que si una seccién s es solucion,
también lo es gs para cualquier g € G.

Conexiones. Sea F un fibrado sobre una variedad M. Una conexién D asigna
a cada campo vectorial v en M una funcién D, : I'(E) — I'(E) que satisface las
siguientes propiedades:

D,(as) = aDys (B.28)
D,(s+1t) = Dys+ Dyt (B.29)
Dy(fs) = o(f)s + [ Dys (B.30)
Dyiws = Dys+ Dys (B.31)
Divs = fD,s (B.32)

para todo v,w € Vect(M), s,t € T'(E), f € C®(M),« escalar. Llamamos a
D, s derivada covariante de s en la direccion de v

Si tenemos una base {9, } de Veect(M) y una base de secciones {e;}, podemos
expresar D, e; como una combinacién lineal de secciones:

A
Dye; = Amez

Las funciones A,; se denominan componentes del vector potencial. Podemos
expresar la derivada covariante de una seccién s de un fibrado F sobre una
variedad U en la direccién de un campo vectorial v.

Dys = Dyng,s =v"Dys = v“Du(siei) (B.33)
=t ((@Lsi)ei + Af”.siej> = v (Ous’ + Al;87) e (B.34)
El vector potencial es una 1-forma en U que toma valores en End(F), esto es,

una seccion del fibrado

End (E‘U) ® T*U (B.35)
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En términos de coordenadas:

A=A e;®e ®dat (B.36)

i

A cualquier conexién D se la puede escribir como D = Dy + A, siendo Dy la
conexién:
0o — Ne .
Dys =v(s’)e;

Entonces:

Dys =" (08" + Afw-sj) e = (v(s') + Aijv“sj) € (B.37)
= DVs+ A(v)s (B.38)

Decimos de D es una G-conexion si en coordenadas locales, las componentes
A, € End(E) viven en el algebra de Lie g del grupo G del G-fibrado.

Asi como se le puede aplicar una transformacién de Gauge a una seccién
de un G-fibrado, también se le puede aplicar a una G-conexién. Sea D una
G-conexién en F y g una transformaciéon de Gauge. La conexién transformada
esta dada por:

Dy (s) = gDy(g™"s) (B.39)

Utilizando esta expresién se pueden obtener las componentes transformadas
del potencial vector. Recordemos que ¢ es una forma abreviada de referirse a la
representacién del elemento g del grupo G en el espacio vectorial correspondiente
a la fibra de E sobre el cual actua:

9 plofle; @ € End(E) (B.40)
Entonces:
Di(s)=g (Dﬁ (p(g 1){;3’%])) +94u(97"s)
=Dp(s)+g [(&m(g’l)i) skej] +9Au(97 ")
= Dj(s) +9 [ (Burlg ™) eF @ ] (s'er) +94,(97"s)
= Dy(s) +9(9ug™") (s) + (94.97") ()
=D} (s) + A, (s) (B.41)
Con:
Al =g (0.9 ") +9Aug7" (B.42)

B.2 Holonomias

Transporte paralelo. Sea F un fibrado vectorial sobre M equipado con una
conexién D. Sea v : [0,7] — M un camino diferenciable desde p hasta g¢.
Sea u(t), un vector en la fibra de E sobre «(¢). En una trivializacién local

E| ZU®YV, podemos pensar en las secciones s de E como funciones valuadas
U
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en V. Decimos que u(t) es transportado paralelamente en la direccién de ()
si:

Dypyu(t) =0 WVt (B.43)
Entonces:
d
%u(t) + A (t)u(t) =0 (B.44)
d
2140 = = A0 (@)ul?) (B.45)
La solucién entonces satisface:
t
u(t) = u— / A (0)) ulty)dts (B.46)
0
Sustituyendo esta expresion en si misma, podemos obtener de forma recursiva:
u(t) =Y ((_1)”/ A (t1)) ... AV (tn))dty . ..dtn) u (B.47)
n=0 t>t12>->t, >0

Se puede probar que esta suma converge a la solucién.
La integral:

/ AG(0)) . A ()t .. dby (B.48)
t>t12>>tn >0
se puede reescribir si definimos el producto ordenado:
PA(Y(t1)) ... A( (tn)) (B.49)

Entonces, la integral anterior es igual a:

1

= PA(# (t1)) ... A( (tp)) dty ... d¢t, (B.50)

v Jtel0.4]

O de forma abreviada:

(] CAG/(5) ds)n (B.51)

Si definimos la exponencial ordenada:

A @)ds _ 5 (FD)" i)
’ 2 P(/O A0 >>d) (B.52)

Tenemos:
u(t) = Pe Jo AL (9)dsy, (B.53)
Holonomia. Seay : [0,7] — M un camino diferenciable de p a ¢ en la variedad

M, sobre la cual hay un fibrado F con conexién D. Dado u € F,, denotamos
por H(v,D)u al resultado de transportar el vector u paralelamente hasta q a
través del camino . Al mapa lineal

H(y,D): E, — E, (B.54)

se le llama holonomia a lo largo del camino .
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Propiedades:

e Sea a: [0,7] — M un camino diferenciable, y sea f : [0, 5] — [0,7] una
funcién suave con f(0),f(S) = T. Sea (8 el camino reparametrizado dado
por 3(t) = a(f(t)). Se puede probar que para cualquier conexién D en el
fibrado 7 : E — M se cumple H(«, D) = H(8, D).

e Sean « y 8 dos caminos componibles en la variedad M, entonces se tiene
que

H(Ba, D) = H(B,D)H(a, D) (B.55)

e Dado un camino v : [0,7] — M de p a ¢, el camino inverso v~ ! de g a p
estd dado por:

Y = (T — 1) (B.56)
Entonces, se puede probar:

H(y™',D)=H(y,D)™" (B.57)

e Para cualquier punto p, se puede definir el camino 1, : [0,1] - M dado

por
1,(t)=p (B.58)

Se tiene entonces:
H(y1,, D) = H(3, D) (B.60)
H(1,, D)=1 (B.61)

Transformaciones de gauge. Sea E un G-fibrado sobre M y v un camino
diferenciable en M. Supongamos que u(t) € E,q) satisface la ecuacién de
transporte paralelo

D pyu(t) =0 (B.62)
Si A es el potencial vector de A, entonces se cumple:

%U(t) = =7 u() A, (v (1) () (B.63)

donde se utilizaron coordenadas de una trivializacién local. Aplicando una
transformacién de gauge a u(t), obtenemos otro vector w(t) = g (v(¢t)) u(t), el
cual podemos diferenciar para obtener:

G0 = (5900 u) +9 () Fu) (5.61)

En funcién de coordenadas locales:

Y () (Bug)u(t) = gy (1) Ault) = 7 (8)(Dug)g~ " w(t) =

() gAug w(t)
(B.65)
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Sustituyendo:
(0u9)9~" = —90ug™" (B.66)
se obtiene:
Don(t) = (1) A1) (B.67
con:
Al =949 + 909! (B.68)

El vector w(t) satisface entonces la ecuacién de transporte paralelo
DL, yw(t) =0 (B.69)

donde D’ es el resultado de aplicarle la transformacién de gauge g a D.

La holonomia H(v, D) es el mapa lineal que envia «(0) a u(T'), mientras que
H(vy,D’) envia w(0) = ¢g(v(0))u(0) a w(T) = g (y(T))w(T), por lo tanto,
tenemos que bajo una transformacién de gauge:

H(y,D') = g(4(T)) H(v,D)g (+(0)) " (B.70)

B.3 Curvatura

Sea E un fibrado vectorial sobre M con una conexién D. Dados dos campos
vectoriales v, w en M, definimos la curvatura F'(v, w) de D como el operador en
I'E dado por:

F(v,w)s = DyDys — DyyDys — Dpy, 18 (B.71)
Propiedades:

o Antisimetria

Flv,w) = —F(w,v) (B.72)
o Linealidad

F(fo,w) = fF(v,w) (B.73)
F(v, fw) = fF(v,w) Yf e C®(M) (B.74)
F(v,w)(fs) = fF(v,w)(s) (B.75)

Si {z#} son coordenadas locales en un abierto U C M, definimos F),,, como
la seccién de End(E) dada por:

Fou = F(0,,0,) (B.76)
Aplicdndolo a un elemento de una base de secciones:
Fe;=D,Dye; —D,D,e;
I (Aiiej) -D, (Ajiej)

— ((6#Aii) + AJ Ak _ (8 Al ) — AljjAﬁi) e; (B.77)

i



110 APENDICE B. CONEXIONES EN FIBRADOS

Como las secciones e; ® €' forman una base local de las secciones de End(E),
podemos escribir:

F,=F e Q¢ (B.78)

Nz

Las componentes F' fwi estan dadas entonces por:

Fl = 0uAl, — 0,A7, + A AL, — AL AV, (B.79)



Apéndice C
Teorias de gauge

En una teorfa de gauge, el sistema fisico en cuestién (llamado sistema gauge)
es descrito por mas variables que el niimero de grados de libertad fisicos in-
dependientes. Estas teorias estan ademads caracterizadas por la existencia de
transformaciones que no afectan a las cantidades con significado fisico real,
tales transformaciones se denominan transformaciones de gauge. Las canti-
dades fisicas entonces son aquellas que son invariantes gauge. Un ejemplo de
teoria de gauge es el electromagnetismo; éste esta descrito por el potencial vec-

tor electromagnético A(t,Z) = (¢, /_f) el cual tiene cuatro componentes, siendo

cada una de ellas una funcién del tiempo ¢ y la posiciéon #. Sin embargo, no
todos los grados de libertad son fisicos. Recordar que los campos eléctrico y
magnético se obtienen a partir de A mediante las siguientes igualdades

. A
E=-V¢-—- (C.1)
B=VxA (C.2)

Podemos observar que las siguientes modificaciones

¢ — ¢+ f(t) (C.3)
A — A+ VA7) (C.4)

dejan tanto el campo eléctrico como el campo magnético invariantes. Las trans-
formaciones (C.3)-(C.4) dejan las cantidades fisicas observables invariantes por
lo que son transformaciones de gauge. Otro ejemplo de una teoria de gauge es la
relatividad general, en la cual hay grados de libertad no fisicos correspondientes
a la libertad gauge presente en los difeomorfismos espaciales y transformaciones
de gauge internas.

Un sistema de gauge puede ser pensado como uno en el que las variables estan es-
pecificadas con respecto a un cierto marco de referencia, el cual puede ser elegido
arbitrariamente a cualquier tiempo. Un cambio en este marco de referencia es
una transformacién que no afecta a las variables fisicas, una transformacién de
gauge. Ya que este marco de referencia puede ser cambiado en todo tiempo,
es esperable dadas condiciones iniciales, las ecuaciones de movimiento no de-
terminen completamente la evolucién del sistema, sino que la solucién general
contendrd funciones arbitrarias del tiempo, consecuencia de la libertad de gauge.

111
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Maés adelante veremos que la presencia de funciones arbitrarias en la solucion
general de las ecuaciones de movimiento implica que las variables canénicas no
son todas independientes sino que existen vinculos entre ellas. Comenzamos el
apéndice analizando la accién de un sistema de gauge y definiendo el conjunto
de vinculos primarios del mismo.

C.1 Vinculos lagrangeanos

Dado un sistema con N grados de libertad, las ecuaciones de movimiento clasicas
son aquellas que hacen que la accién

to
su= [ L dnde (C.5)
t1

sea estacionaria ante variaciones arbitrarias d¢™(t) de las variables ¢" tales que
dq"(t1) = 0¢™(t2) = 0. Para que (C.5) sea estacionaria, deben cumplirse las
ecuaciones de Euler-Lagrange:

d /0L oL
— == - == =1,...,N. .

Desarrollando la derivada temporal utilizando regla de la cadena:

. 2L oL + OL
"n.i.,zi—.n.i,. C.7
T g T a1 o (G7)

De (C.7), podemos en principio despejar las aceleraciones:

2L )‘1 ( oL AL >
I <5q"8q" aq" 1 9q"q" (C8)

Para esto es necesario que la matriz

%L
—_ C.9
AGnog™ (C-9)
sea invertible. Por otro lado, si
0*L
det | =——=—= 1] =0 C.10
ot (gmaer ) (€10

las aceleraciones no estan univocamente determinadas por las coordenadas y las
velocidades. Una misma condicién inicial puede entonces dar lugar a distintas

evoluciones temporales. Sea R, el rango de la matriz % (por lo tanto R <
N), entonces existen M = N — R vectores propios nulos Yﬁl m=1,...,.Mi=
1,...,N:
. 0L
n —
y» dirg” 0 (C.11)
Definimos

Oom(q",q") = Y"T =0 (C.12)
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A las k funciones independientes ¢ (con k < M) se las denomina vinculos
lagrangeanos. Vemos entonces que al no estar las soluciones de las ecuaciones
de movimiento completamente determinadas por las condiciones iniciales, los
grados de libertad no son independientes sino que existen relaciones entre ellos:
las igualdades ¢ = 0. Desde aqui se podria seguir desarrollando el anélisis de
los sistemas de gauge desde el punto de vista lagrangeano, pero vamos a optar
por cambiar a la formulaciéon hamiltoniana.

C.2 Formulaciéon hamiltoniana

C.2.1 Vinculos primarios

Recordar que para realizar la transformacién de Legendre que nos lleva del
lagrangeano al hamiltoniano, definimos el momento candnico conjugado de la
variable ¢" como

oL
= 95
Entonces, vemos que la condiciéon de no invertibilidad de la matriz hessiana
(C.10), se traduce en la formulacién hamiltoniana como la no invertibilidad de
los momentos conjugados en funcién de las velocidades, el mapa (¢",¢™) —
(¢"™, pm) 1o es inyectivo, por lo que para obtener un mapa inyectivo entre estos
espacios es necesario incluir pardmetros adicionales, como se verd mas adelante
en esta seccidon. Los momentos conjugados entonces no son independientes sino
que cumplen ciertas relaciones (vinculos)

Odm(@",pn) =0 m=1,..., M. (C.14)

Pn (C.13)

Cuando los momentos conjugados son expresados en funcién de las posiciones
y las velocidades mediante (C.13), las relaciones (C.14) se transforman en iden-
tidades. A las relaciones (C.14) se las denomina vinculos primarios. Las ecua-
ciones de movimiento no son utilizadas para obtener los vinculos primarios y
estos no imponen ninguna restriccién en las coordenadas (¢™, ¢™). A la superfi-
cie del espacio de fases en la que se cumplen las relaciones (C.14) se la denomina
superficie de vinculos primarios, la misma tiene una dimensién 2N — M’| siendo
M’ el nimero de vinculos independientes. Dadas ciertas condiciones de regu-
laridad ([20] pag. 7), se puede probar que se cumplen las siguientes propiedades

e Si I es una funcion en el espacio de fases que se anula en la superficie de
vinculos (F' =~ 0), entonces

F=f"op, (C.15)
para algunas funciones f™.

e Si \,6¢"™ + u"dp, = 0 para variaciones arbitrarias §¢™, dp,, entonces se

cumple
An =1 aq (C.16)

para algunas funciones u™.
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C.2.2 Hamiltoniano candnico

El hamiltoniano canoénico se obtiene a partir del lagrangeano L mediante una
transformacion de Legendre:

H=p,i" — L (C.18)

H es una funcién de las posiciones y las velocidades si usamos las definiciones
(C.13), pero gracias a la propiedad de la transformada de Legendre, depende de
las velocidades sélo a través de los momentos conjugados p(q, ¢), por lo que el
hamiltoniano es una funcién de las coordenadas y de sus momentos conjugados.
Para ver esto, tomamos variaciones en (C.18):

O0H = dpng" + pndq™ — 6L

= 0png" + prdq" — dq 87'”75‘] g

oL
= §"6p, — —5q" 1
q"0pn = 5200 (C.19)

Donde se usé la definicién (C.13).

Sin embargo, el hamiltoniano no estd univocamente determinado como funcién
de las coordenadas y sus momentos, pues estos ultimos no son independientes
entre sf sino que verifican ciertas igualdades llamadas vinculos (ver seccién an-
terior). Por lo tanto, las variaciones dp, no son todas independientes sino que
deben verificar los vinculos ¢, ~ 0. El hamiltoniano canénico esta entonces
bien definido sé6lo en la superficie de vinculos primarios, y puede ser extendido
arbitrariamente fuera de la misma. El formalismo no deberia cambiar bajo
transformaciones del tipo H — H + ¢™¢,,. Utilizando la ecuacién (C.19), tene-
mos:

oL OH OH
H =" _ n-~ _ 277§ n il
0 q"0py — dq g aqnéq + 8pn5pn
oH oL\ ., [(0H B
(5 + ) 0+ (g~ ") om0 (€20

Utilizando entonces la segunda de las propiedades vistas en la pagina 113, te-
nemos que

.  OH Obm,

= 21
T o, T Opn (©21)
OL  OH . 0¢m (C.22)

agn ~ ogr " g

Si los vinculos son independientes, la primera de estas relaciones permite ex-
presar, en principio, los pardmetros u como funciones de las coordenadas y los
momentos conjugados, resolviendo las ecuaciones

m

Opn

i = 220 )+ w0922 (0900, 0) (C.23)

Opn

Si los vinculos son independientes (lo cual se asumird por el resto del apéndice),
los vectores % también lo son, por lo que dos conjuntos distintos de pardmetros
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u™ no pueden dar las mismas velocidades en (C.21). Estos pardmetros son
justamente los que necesitamos para hacer que el mapa que va desde el espacio
(¢",¢™) a la superficie de vinculos primarios. Si definimos la transformada de
Legendre desde el espacio (¢",4") al espacio (¢", pn,u™) de la superficie de
vinculos de la siguiente manera

q"=q" (C.24)
oL .

Pn = afqn(q, q) (C.25)

u™ =u"(q,q) (C.26)

entonces vemos que la transformacion es invertible, pues tenemos también

" =q" (C.27)
) 0H Odm
n _ 277 m 92
q apn +u o, (C.28)
¢m(q,p) =0 (C.29)

C.2.3 Ecuaciones de Hamilton y vinculos

Las relaciones (C.24)-(C.29) permiten reescribir las ecuaciones de movimiento
(C.6) en su forma hamiltoniana equivalente

W OH L 06m
q = apn +u O (C.30)
. 0H 0¢n

¢m(Q7p) =0 (032)

Estas ecuaciones pueden ser obtenidas a partir de tomar variaciones en la accion
del sistema:

to
5 [~ H = w"6) =0 (0.33)
t1

para variaciones arbitrarias dq™,dp,,d0u™. Las variables extras que tuvimos
que introducir para que la transformada de Legendre sea invertible son multi-
plicadores de Lagrange, mientras que sus variaciones dan lugar a los vinculos
primarios. La derivada temporal de una funcién F(q,p) se escribe como

F =[F,H|+u™[F, ¢m] (C.34)

C.2.4 Vinculos secundarios

Ademaés de imponer los vinculos primarios ¢,, a las variables candnicas, uno
debe tambien exigir que estos vinculos se conserven en el tiempo. Utilizando
(C.34), esto ultimo se escribe como

Q'Sm ~0 — ¢.7m = [Qbma H] + um/ [¢TYH ¢77L/] ~0 (0'35)

Las condiciones de consistencia (C.35) pueden imponer alguna restriccién en los
u, o bien ser no involucrarlos y ser una relaciéon tnicamente entre coordenadas
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y momentos; si estas relaciones son independientes de los vinculos primarios se
tratan de nuevos vinculos, denominados vinculos secundarios. Uno debe ademés
imponer la conservacién de estos vinculos secundarios utilizando el mismo algo-
ritmo de consistencia que se utilizé para imponer la conservacién de los vinculos
primarios, obteniendo posiblemente vinculos terciarios. Imponiendo la conser-
vacion de los vinculos terciarios se pueden obtener vinculos cuaternarios, y asi
sucesivamente. A los vinculos secundarios, terciaros, cuaternarios, etc. usual-
mente se los llama simplemente vinculos secundarios. Al terminar de imponer
las condiciones de consistencia uno terminara con M + K vinculos, siendo K el
nimero de vinculos secundarios.

C.2.5 Hamiltoniano total

Al imponer la conservaciéon de los vinculos se obtienen, ademds de vinculos
nuevos, restricciones en los multiplicadores de Lagrange:

[¢j7 H] + um [¢ja QSWJ ~0 (036)
La solucién més general a (C.36) se puede escribir como
ut ="+ V" (C.37)

siendo U™ una solucién particular a (C.36), y V™ la solucién general a la
ecuacion homogénea

V™ [bj, dm] ~ 0 (C.38)
la cual se puede escribir como suma de soluciones linealmente independientes

VT =v'V" a=1,..., A (C.39)

a

donde los coeficientes v® son totalmente arbitrarios (se asumird que el rango
de la matriz es constante en la superficie de vinculos). Definimos ahora el
hamiltoniano total como

Hy =H+u"¢n, (C.40)
Utilizando (C.37) y (C.39), se puede reescribir como
Hy = H+U"¢n + 0"V "6 = H + 0%, (C.41)

donde se definié6 H' = H+U"¢,,, ¢o0 = V"¢, En términos del hamiltoniano
total, la evolucién temporal (C.34) toma la forma

F = [F, Hy) (C.42)

C.2.6 Vinculos de primera y segunda clase

La distincién entre vinculos primarios y secundarios resulta ser de poca impor-
tancia. Una distincién mucho més importante es la de vinculos de primera y
segunda clase. Decimos que un vinculo es de primera clase, y lo denotamos por
v, si su corchete de Poisson con el resto de los vinculos se anula débilmente.

[v: 5] =0 Vj (C.43)
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Por otro lado, un vinculo de segunda clase (los cuales serdn denotados por x) es
aquel cuyo corchete de Poisson con al menos uno de los otros vinculos no se anula
débilmente. Se pueden definir funciones en general de primera y segunda clase
utilizando la misma definicién. Observando (C.36) y (C.38), vemos que H' y los
vinculos ¢, definidos como ¢, = V"¢, son de primera clase. Ademads, cualquier
vinculo de primera clase se puede escribir como combinacion lineal de los ¢,
pues estos son la solucién mds general a (C.38). Entonces, el hamiltoniano total
H7 se puede escribir como la suma del hamiltoniano de primera clase H' y una
combinacion lineal de los vinculos de primera clase primarios ¢,

C.2.7 Transformaciones de gauge

La presencia de las funciones arbitrarias del tiempo v® en el hamiltoniano total
introduce una ambigiliedad en la evolucién de las variables canénicas. Dos elec-
ciones diferentes de las funciones v® daran como resultado una evolucién tempo-
ral distinta. Dadas las condiciones iniciales, las ecuaciones de movimiento deben
determinar completamente la evolucién de los estados fisicos. La ambigiiedad
introducida por las funciones v® entonces no puede ser fisicamente relevante.
Supongamos que conocemos el estado de una variable dindmica F' en el tiempo
t, y queremos evaluarla en un tiempo t + dt, con dt infinitesimal. El estado de
F en t 4+ 6t dependera de la eleccion de las funciones v® que hayamos hecho.
La diferencia de los valores de F' en t + §t correspondientes a dos elecciones
diferentes v* y v* estd dada por:

§F = ([F, H'] +v" [F, ¢a] — [F, H') — 0 [F, $a)) 6t
= 50" [F, ] (C.44)

con 6v* = (v* — 9*)dt. Los vinculos primarios de primera clase generan trans-
formaciones que no afectan el estado fisico, a las cuales llamamos transforma-
ciones de gauge. Se puede probar que tanto el corchete de Poisson de dos de
estos vinculos asi como entre uno de ellos y el hamiltoniano de primera clase
también generan una transformacién de gauge ([20] pdg. 17). No existe ninguna
razén para pensar que al tomar los corchetes de Poisson anteriores, el resultado
contenga unicamente vinculos primarios, por lo que es esperable que vinculos
secundarios de primera clase también generen transformaciones de gauge. Este
es precisamente lo que dice la conjetura de Dirac, que todos los vinculos de
primera clase (primarios y secundarios) generan transformaciones de gauge. Si
bien no puede ser probada, existen buenas razones para pensar que todos los
vinculos de primera clase generan transformaciones de gauge, siendo la obser-
vacion anterior una de ellas. La conjetura es valida en practicamente todas las
aplicaciones fisicas conocidas por lo que se suele tomar como vélida. Para més
detalles sobre esto, ver [20].
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C.2.8 Hamiltoniano extendido

Definimos el hamiltoniano extendido anadiendo al hamiltoniano total los vincu-
los de primera clase secundarios:

Hp = H 4+ uy, (C.45)

Donde ahora 7, incluye a todos los vinculos de primera clase. La evolucion
temporal generada por el hamiltoniano extendido tiene en cuenta toda la liber-
tad gauge, ya que incluye todos los vinculos de primera clase mientras que el
hamiltoniano total sélo los primarios.

C.2.9 Vinculos de segunda clase

A diferencia de los vinculos de primera clase, los de segunda clase no generan
ninguna transformacién de gauge. ;Coémo deberian ser tratados? El siguiente
ejemplo simple es bastante ilustrativo del caso general. Supongamos que tene-
mos un sistema con N grados de libertad descrito por las coordenadas ¢, ..., q"
y los siguientes vinculos

¢ ~0 (C.46)
=0 (C.47)

los cuales son de segunda clase pues [ql, pl] = 1. En este caso es bastante claro
cémo tratar los vinculos; éstos nos dicen que el grado de libertad ¢ es totalmente
irrelevante y puede ser descartado junto con su momento, modificando asi el
corchete de Poisson:

N
. OF G  OF 0G
[F,G]" = ; < 3 . Boe aqn> (C.48)

El corchete (C.48) de una funcién cualquiera con ambos vinculos es idéntica-
mente cero, por lo que estos se pueden imponer como igualdades fuertes.
Corchete de Dirac

La generalizacién de (C.48) para un conjunto cualquiera de vinculos de segunda
clase se denomina corchete de Dirac.

Sea C la matriz cuyas componentes Cy,g estan dadas por [xa, xs]. Se puede ve-
rificar que el determinante de C' es distinto de cero [20], por lo que esta matriz
posee inversa:

CoyC7P = 68 (C.49)
El corchete de Dirac se define como
[F.G]" = [F.G] ~ [F,xa] C* [x5,G] (C.50)
Se puede verificar que cumple las siguientes propiedades
o [F,.G]=-[G,F|"
e [F,GR|"=[F,G]" R+ G|[F,R]"
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® [Xa, F|" = 0 para cualquier funcién F.

e [F,G]" =~ [F,G] para G primera clase y F arbitraria.

e [R,[F,G]"] "~ [R,[F,G]] para F y G primera clase y R arbitraria.
o [[F,G]",R]" +[[R.F",G]" + [[G,R" ,F]" =0

De la tercera de estas propiedades tenemos que los vinculos de segunda clase se
pueden imponer como igualdades fuertes; por otro lado, de la cuarta propiedad
tenemos que el corchete de Dirac genera la evolucion temporal correcta, pues al
ser el hamiltoniano extendido de primera clase, se cumple

F ~|[F,Hg| ~ [F,Hg]" (C.51)

Ademss, el efecto de una transformacién de gauge puede ser evaluado con el
corchete de Dirac:

[F,va] = [F,74)" para cualquier F (C.52)

Entonces, el tratamiento de los vinculos de segunda clase consiste en reemplazar
el corchete de Poisson por el corchete de Dirac, e imponer estos vinculos como
igualdades fuertes.

C.2.10 Fijacion de gauge

La presencia de vinculos de primera clase quiere decir que hay una cierta libertad
de gauge en el sistema, por lo que distintos valores de las variables canénicas
pueden corresponder al mismo estado fisico. Uno puede querer eliminar esa
ambigliedad para que haya una correspondencia uno a uno entre los valores
de las variables candnicas y los estados fisicos; esto se consigue imponiendo
relaciones (condiciones de gauge canénicas) entre las variables candnicas que
notaremos por Cy(g, p) = 0 las cuales deben cumplir las siguientes propiedades:

e Ser accesibles: Dado un conjunto cualquiera de variables canénicas, debe
existir una transformacién de gauge que mapee dicho conjunto en uno que
verifique las condiciones de gauge.

e Fijar el gauge completamente. Dado un conjunto de condiciones de gauge,
no debe existir ninguna otra transformacion ademaés de la identidad que
preserve estas condiciones. Entonces, las ecuaciones

ou® [Cy(q,p); va] = 0 (C.53)

deben implicar ju® = 0. Esto quiere decir que la matriz [Cy(q,p),Va] €s
invertible, por lo que las condiciones de gauge C% forman junto con los
vinculos 7, un conjunto de vinculos de segunda clase.

El nimero de condiciones necesarias para fijar gauge completamente es igual
al numero de vinculos de primera clase independientes. Una vez fijamos el
gauge, no quedan vinculos de primera clase y por lo tanto no queda ninguna
libertad gauge en el sistema. Uno puede también fijar el gauge parcialmente,
imponiendo un ntimero de condiciones menor al nimero de vinculos de primera
clase independientes, quedandose atin con cierta libertad gauge en el sistema.
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C.3 Sistemas totalmente vinculados

Usualmente se describe la evolucién de un sistema dando las variables dinamicas
en funcién del tiempo. El tiempo tiene un significado fisico directo y no es una
variable dindmica. Existe una formulacién diferente en la cual el tiempo es
tratado como una variable candénica més. Las evolucién de todas las variables
es descrita en funcién de un pardmetro externo el cual no tiene ningun signifi-
cado fisico. La teoria es invariante bajo reparametrizaciones de este parametro;
el sistema se dice entonces que es generlamente covariante. Un sistema puede
ya ser generalmente covariante, o puede ser que inicialmente el tiempo no sea
originalmente una variable candnica, pero se transforme al parametrizar el sis-
tema. Esto ultimo siempre puede ser hecho, aunque no se ha tenido mucho
éxito intentando “deparametrizando” teorias que inicialmente son generalmente
covariantes.

C.3.1 Hamiltoniano cero
Consideremos un sistema con variables candnicas ¢*, p; descrito por la siguiente
accion:
) to dqi
SO0 = [ (w5 o) at (©54)
ty

donde se asumié por simplicidad que no hay ningin vinculo. Si introducimos
ahora la variable canénica t = ¢ y su momento conjugado pg, reemplazamos la
accién (C.54) por

S (7). ().l = [ [podqo 0.3 0 o+ )|

dr dr
(C.55)

La evolucién obtenida por extremizar (C.55) es equivalente a la obtenida de
(C.54). Las ecuaciones obtenidas al variar (C.55) con respecto a u® y pg son
respectivamente:

Yo=po+Ho=0 (C.56)
t—u’=0 (C.57)

Utilizando estas relaciones es posible reducir la accién, sustituyendo:
Py, — —H, (058)

obteniendo asi:

SI(r), ' (7), pi(r), u(7)] = / " (p‘jf - Hot') ar

1

to dqi
- /t | (p,-dt - H0> at (C.60)

La accién (C.55) contiene un par mds de variables canénicas, pero también
tiene un vinculo més: vy =~ 0, el cual al ser el tnico, es de primera clase. El
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numero de grados de libertad es por lo tanto el mismo. Es importante notar que
en la accién (C.55) no hay hamiltoniano de primera clase H'; el hamiltoniano
extendido contiene tan sélo un vinculo. Si existen méas vinculos, el hamiltoniano
extendido es la suma de todos ellos:

Hg = u®v, + u“Xa (C.61)

donde el vinculo 7y estd incluido en (C.61). Vemos entonces que la evolucién
del sistema es el desarrollo de una transformacién de gauge.

. Es el hamiltoniano de un sistema generalmente covariante necesariamente cero?
Esta discusién puede ser encontrada en [20] pdg. 105. En ella se llega a la
conclusién de que si las variables canénicas transforman como escalares bajo
una reparametrizacion, entonces el hamiltoniano de un sistema generalmente
covariante debe ser débilmente cero. Si observamos la accién (C.55), podemos
ver que si hubiera un hamiltoniano de primera clase H'(q%,p;), el mismo no
transformaria como una densidad escalar por lo que dicho término no puede
estar presente. El hamiltoniano extendido entonces es una suma de vinculos; por
esta razon, a estos sistemas se les llama también sistemas totalmente vinculados.
Una de las ventajas de incorporar al tiempo como variable candnica, ademés
de dar lugar a un tratamiento mas simétrico de las variables, es que en los
problemas en los cuales hay una dependencia explicita del tiempo, las ecuaciones
que expresan la conservacion en el tiempo de los vinculos involucran derivadas
explicitas con respecto al tiempo, las cuales no son formuladas en términos de
los corchetes de Poisson. Esta dificultad es eliminada cuando uno incluye al
tiempo como variable candnica y trabaja en el espacio de fases extendido. Un
vinculo se dice que es de primera clase si se anula su corchete de Poisson con
todos los demds vinculos, incluyendo a 7.

La relatividad general es el ejemplo més importante de un sistema totalmente
vinculado. En el capitulo 2 vimos que el hamiltoniano en relatividad general es
una suma de vinculos. Esto es por supuesto esperable, ya que en relatividad
general no existe la nocién de tiempo absoluto, sino que el tiempo y el espacio
son tratados de forma totalmente simétrica.

C.4 Cuantizacion canonica

La cuantizacion canénica es un procedimiento para cuantizar una teoria clasica
en el que se intenta preservar lo mejor posible la estructura formal de la teoria,
como los corchetes de Poisson y las simetrias de la misma. Recordar que si
tenemos un sistema cldsico descrito por los pares de coordenadas candnicas
q", pn y €l hamiltoniano H, las ecuaciones de movimiento estan dadas por

0H
"= C.62
=5 (C.62)
OH
I = — C.63
P 9 (C.63)
éstas se pueden escribir en términos del corchete de Poisson:
" ={¢",H} (C.64)

Pn = {pn, H} (C.65)
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y en generla, si f es un observable, su evolucién temporal estda dada por

fo Mgy Oy S OTOH IOy iy (o)

q Pn q” Opn Pn 04
Para cuantizar, se reemplazan los observables que son funciéon de las variables
candnicas por operadores autoadjuntos en el espacio de Hilbert correspondiente;
por ejemplo, si estamos cuantizando un particula libre que vive en R", el espacio
de Hilbert es el de las funciones 2-integrables en R", denotado por L?(R™).
Dicho reemplazo debe ser tal que se tenga la siguiente correspondencia entre
los corchetes de Poisson entre las cantidades clascias y los conmutadores de los
operadores cudnticos:

{f.g} — % [f, Q} (C.67)

En general es imposible asignar un operador a todos los observables tal que
(C.67) se cumpla, por lo que esta no debe tomarse como una regla sino como un
ideal a seguir. Una vez se asignaron operadores a los observables, la evolucion
de dichos operadores esta dada por

f(t)y=Ujfut (C.68)

Donde U es el operador evolucién temporal. (C.68) no es mds que el operador
f en la representacién de Heisenberg. Cuando H es independiente del tiempo,
el operador evolucién:

U =eHt (C.69)

Por lo que (C.68) toma la forma:

f(t) =Mt femt (C.70)

Luego, si derivamos (C.70) con respecto al tiempo, obtenemos, en analogia con
el caso clasico:

df
dt

Un caso simple e ilustrativo es el de la ya mencionada particula libre que vive en
R™. Para simplificar aiin mas supongamos que se mueve en una unica dimension,
n = 1. Las variables fundamentales son la posicién ¢ y el momento p. El corchete
de Poisson entre estas:

(t) = % [f, H] (C.71)

{a.p} =1 (C.72)

Y ademas:

{e4} =0 {p,p} =0 (C.73)

El espacio de Hilbert es L?(R), y los operadores posicién y momento estdn
definidos por:

(ql 4 1v) = q(alv) = ab(q) (C.74)
(gl p|¥) = —ihdy (q|v) = —ihdy(q) (C.75)
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Las relaciones de conmutacién entre estos operadores:

[d,0) = —ih 1 (C.76)
Luego,
[,9] = [p,p] =0 (C.77)
El hamiltoniano clasico:
2
_
= o (C.78)

siendo m la masa de la particula. El operador hamiltoniano es entonces:

A2

g P
H= (C.79)

y este operador es usado para definir la dindmica de la teorfa.

C.4.1 Cuantizacion de Dirac de los vinculos de primera
clase

La situaciéon es mas complicada si hay vinculos en la teoria. Existen varias
maneras de tratar a los vinculos para incorporarlos en la cuantizacién. En esta
subseccion describimos la que es de interés para este trabajo, la cuantizacion de
Dirac. Este método es para vinculos de primera clase, por lo que supondremos
que no hay vinculos de segunda clase, o que estos fueron eliminados, ya sea
imponiéndolos como igualdades fuertes y reemplazando el corchete de Poisson
por el de Dirac, o agrandando el espacio de fases de manera tal que todos
los vinculos resultantes sean de primera clase ([20]). Mientras que en otros
métodos de cuantizacion los vinculos de primera clase son eliminados mediante
la fijacién de gauge, en el método de Dirac no se elimina ningtin grado de libertad
sino que se conservan todos. Todas las variables dindmicas son promovidas
a operadores en el espacio de Hilbert correspondiente. Al no fijar el gauge,
se acarrea informaciéon no fisica al cuantizar. Esta informacién no fisica es
eliminada imponiendo condiciones que seleccionan los “estados fisicos”. KEstas
condiciones deben seleccionar aquellos estados que sean invariantes gauge. Se
puede comprobar que el corchete de Poisson verifica todas las propiedades de un
corchete de Lie por lo que se puede definir un dlgebra de Lie con las funciones del
espacio de fases y el corchete de Poisson como operacion de multiplicacién. En el
capitulo 6 vimos que con la abelianizaciéon del vinculo hamiltoniano, logramos
que los vinculos formen un algebra de Lie bajo el corchete de Poisson. Un
elemento del grupo de Lie se obtiene exponenciando los elementos del dlgebra
de Lie, por lo que una transformacién de gauge en los estados tendria la forma

) = €= ) (C.80)
siendo &, pardametros infinitesimales y G, las versiones operatoriales de los
vinculos de primera clase.

En (C.80) podemos ver que para que un estado sea invariante ante una trans-
formacion de gauge, debe cumplir

Galth) =0 (C.81)
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para todos los operadores G,. La condicién (C.81) es lineal, por lo que cualquier
combinacién lineal de estados fisicos seguira siendo fisica. Por ejemplo, si
nuestro espacio de fases consta de n pares de variables candnicas conjugadas
q',...,q";p1,...,pn y tenemos sélo un vinculo p; ~ 0, la condicién (C.81) para
este sistema en la representacion de Schrodinger es la siguiente:

L0
il 19) =0 (C.82)

Esto nos dice que el vinculo p; =~ 0 tiene como consecuencia que los estados
fisicos no dependen de la variable ¢'.
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