
Tesis de Maestŕıa en F́ısica
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Resumen

En este trabajo cuantizamos el espacio-tiempo de un agujero negro de Reissner-
Nordström. Mediante un re-escalado y una combinación lineal con el v́ınculo de
difeomorfismos se logra que el v́ınculo hamiltoniano tenga un álgebra Abeliana
consigo mismo y el álgebra usual con el v́ınculo de difeomorfismos. El álgebra
de los v́ınculos es entonces una verdadera álgebra de Lie. Completamos la cuan-
tización de Dirac usando técnicas de gravedad cuántica de lazos. Obtenemos
el espacio de Hilbert de estados f́ısicos invariantes bajo la acción de todos los
v́ınculos. A nivel cuántico aparecen nuevos observables que no tienen un análogo
a nivel clásico y están asociados a la naturaleza discreta del espacio-tiempo. La
singularidad presente en la teoŕıa clásica es eliminada tras la cuantización, lo
que nos permite extender el espacio-tiempo más allá de donde la singularidad
soĺıa estar hacia nuevas regiones. Observamos que la discretización del espacio-
tiempo podŕıa en principio jugar un papel en la estabilización de los horizontes
de Cauchy.
Presentamos a modo introductorio la reformulación de la Relatividad General en
términos de las variables de Ashtekar, seguida de una introducción a la gravedad
cuántica de lazos. Algunos temas básicos como teoŕıa de grupos, fibrados, co-
nexiones y dinámica de sistemas vinculados son cubiertos en los apéndices.

Abstract

In this work we quantize spherically symmetric electrovacuum gravity. Via
a rescaling and a linear combination with the diffeomorphism constraint, the
Hamiltonian constraint can be made to have an Abelian algebra with itself,
therefore the constraint algebra is a true Lie algebra. We complete the Dirac
quantization using loop quantum gravity techniques. We obtain the Hilbert
space of physical states annihilated by all the constraints. New observables
appear at the quantum level which have no classical analog and are associated
to the discrete nature of spacetime. After quantization, the singularity present
in the classical theory is resolved, allowing us to extend the spacetime through
where the singularity used to be into new regions. We argue that quantum
discreteness of spacetime may play a role in stabilizing the Cauchy horizons.
As an introduction to this work, we present the reformulation of general relativi-
ty in terms of Ashtekar’s variables, followed by an introduction to loop quantum
gravity. Background material (group theory, fibre bundles and dynamics of
constrained systems) is provided in the appendices.
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1.1 Gravedad cuántica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Formulación ADM de la Relatividad General . . . . . . . . . . . 2
1.3 Variables de Ashtekar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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6.2 Caso electromagético . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

7 Cuantización 77
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1 Gravedad cuántica

Los dos pilares de la f́ısica moderna son la Relatividad General (GR por sus si-
glas en inglés) y la Mecánica Cuántica (QM). Por un lado han abierto la puerta
a grandes descubrimientos y avances cient́ıficos, pero por el otro han destruido
la coherencia de la f́ısica clásica prerelativista, ya que los postulados básicos de
cada una de las dos teoŕıas contradice a los de la otra. La Mecánica cuántica está
formulada usando un espacio-tiempo newtoniano absoluto (fijo, no dinámico).
Para la Relatividad General, en cambio, el espacio-tiempo no está fijo sino que
es un campo f́ısico que interactúa con la materia (campo gravitatorio); GR des-
cribe la dinámica del espacio-tiempo (o campo gravitatorio) en śı, aśı como la
dinámica de los cuerpos sujetos al mismo.

Ambas teoŕıas han sido exitosas en sus respectivos rangos de aplicabilidad.
La Mecánica Cuántica describe los fenómenos microscópicos que involucran
part́ıculas fundamentales, ignorando completamente la gravedad. Unificando la
Mecánica Cuántica con la Relatividad Especial se lograron describir las interac-
ciones electromagéticas, débiles y fuertes en el lenguaje de la Teoŕıa Cuántica
de Campos (QFT). La Relatividad General por su parte describe fenómenos
macroscópicos, cuyos efectos cuánticos pueden ser ignorados. Sin embargo,
hasta el d́ıa de hoy no hay una teoŕıa f́ısica que pueda predecir los resulta-
dos de medidas en fenómenos en los cuales tanto los efectos cuánticos como los
gravitatorios no puedan ser ignorados. Se cree que los efectos cuánticos de la
gravedad se vuelven apreciables a enerǵıas del orden de la enerǵıa de Planck
(EP ≈ 1028eV ), esto es, quince órdenes de magnitud por encima de la máxima
enerǵıa alcanzable por el LHC. Que los efectos cuánticos de la gravedad no
sean apreciables en los experimentos realizables no es en ninguna manera mo-
tivo para considerar innecesaria una teoŕıa cuántica de la gravedad (QG). Las
motivaciones para seguir buscando esta teoŕıa están conectadas con el hecho de
que en la naturaleza existen part́ıculas cuyas enerǵıas son mucho mayores a las
obtenidas en los aceleradores, además de que el Universo durante su evolución
experimentó régimenes en los cuales la enerǵıa disponible podŕıa haber sido
incluso mayor que la enerǵıa de Planck. Aunque las enerǵıas que se pueden
conseguir en los aceleradores hoy en d́ıa son mucho menores que la de Planck,
existe la posibilidad de que algunos fenómenos astrof́ısicos sirvan como “ampli-
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

ficadores” pudiendo hacer los efectos cuánticos de la gravedad visibles en un
futuro cercano (ver [25] y referencias dentro).

Desde el punto de vista teórico también existen razones para intentar cuan-
tizar la gravedad. Para empezar, tanto GR como QFT son incompletas, fallan
al llevarlas fuera de los ĺımites de su aplicabilidad. Una serie de teoremas prin-
cipalmente debidos Hawking y Penrose demuestran que bajo ciertas condiciones
la gravitación produce singularidades: Existen geodésicas inextensibles, esto es,
que tienen un rango finito de parámetro af́ın. Si un observador viaja sobre una
de estas geodésicas, en un tiempo propio finito encontrará alguna patoloǵıa en
la cual las leyes de la GR fallan. Esto sugiere que una extensión hacia QG es
necesaria ya que GR no da una descripción completa y consistente del universo.
La aparición de singularidades ocurre tanto en GR como en QFT. Se espera que
QG solucione los problemas de estas dos teoŕıas.

Si uno intenta aplicar las prescripciones estándar de QFT a GR, se encon-
trará con muchas dificultades. Por ejemplo, la condición de microcausalidad
dice que si los dominios de dos campos están separados espacialmente, entonces
los campos conmutan o anti-conmutan. F́ısicamente, esta condición asegura
que la medida de un campo en una región del espacio-tiempo no puede afectar
la medida de otro campo (o el mismo) en una región espacialmente separada.
Intentar aplicar este principio al campo gravitatorio no tiene sentido, ya que no
podemos darle un significado consistente al requerimiento de que los soportes
de los campos estén espacialmente separados a no ser que conozcamos el estado
del campo gravitatorio, o sea, de la métrica. Pero la relación de conmutación
debe valer independientemente del estado del campo. Esta es sólo una de las
dificultades que se encuentran debido a que en GR no existe un espacio-tiempo
fijo de fondo, ya que ésta describe la dinámica del espacio-tiempo en śı. Un
enfoque perturbativo en el cual se separa la métrica en una parte fija que sirve
como espacio-tiempo de fondo y una parte dinámica podŕıa ser la solución, sin
embargo la teoŕıa resultante es no renormalizable [25]. Estos y otros problemas
dejan en evidencia que GR es incompatible con QFT dada la no existencia de
un espacio-tiempo de fondo fijo. Sin embargo, esto no significa que GR sea in-
compatible con QM. Es importante distinguir QM de QFT [27]. Esta última es
una aplicación de la mecánica cuántica a sistemas con infinitos grados de liber-
tad. Entonces, lo que debemos preguntarnos es si podemos construir una teoŕıa
cuántica de un sistema con infinitos grados de libertad sin recurrir a una estruc-
tura causal fija de fondo. Una de las candidatas a teoŕıa cuántica de la gravedad
es la llamada Gravedad Cuántica de Lazos (LQG) sobre la cual hablaremos más
adelante.

1.2 Formulación ADM de la Relatividad Gene-
ral

El formalismo ADM (nombrado aśı por sus autores Arnowitt, Deser y Misner)
es una formulación Hamiltoniana de la Relatividad General [1](§ 2.3.1). En él
se supone que el espacio-tiempo está foliado en superficies espaciales Σt, siendo
t una coordenada temporal y con coordenadas xi en cada una de ellas. La
métrica induce una métrica espacial qab(t, xi) en cada una de las superficies Σt.
Esta métrica inducida y sus momentos conjugados πab(t, x

i) son las variables
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dinámicas de la teoŕıa. Utilizando estas variables es posible definir un Hamil-
toniano y por lo tanto escribir las ecuaciones de movimiento de GR en forma
de ecuaciones de Hamilton. No todas las variables dinámicas son independien-
tes sino que existen v́ınculos en la teoŕıa (los cuales son de primera clase en
la terminoloǵıa de Dirac). El Hamiltoniano resulta ser una combinación lineal
de estos v́ınculos (como es esperable para un sistema generalmente covariante
[20]). Uno de ellos genera difeomorfismos espaciales en las superficies Σt (de
donde obtiene su nombre) y el otro, llamado v́ınculo Hamiltoniano, genera una
evolución en una dirección normal a la foliación. A los multiplicadores de La-
grange de estos v́ınculos se los llama lapso y shift. Su evolución es totalmente
arbitraria, esta libertad en su evolución corresponde a la libertad que tenemos
en elegir la foliación del espacio-tiempo.

Si uno intenta utilizar el procedimiento de cuantización canónica (§ C.4) en
este caso, se encontrará con serios obstáculos que impiden completar el proceso
de cuantización. Uno de ellos es el hecho de que el álgebra de los v́ınculos no
sólo no es un álgebra de Lie sino que depende de las variables dinámicas en una
forma no polinomial, lo cual hace prácticamente imposible encontrar un orden
de los operadores con el cual se cumpla la correspondencia entre los corchetes
de Poisson de los v́ınculos y los conmutadores de los operadores asociados a los
mismos. Además al intentar usar el método de Dirac para cuantizar sistemas
vinculados (§ C.4.1), se llega a la ecuación de Wheeler-DeWitt, resultado de
exigir la invariancia de los estados f́ısicos ante la acción del v́ınculo Hamilto-
niano, reemplazando las cantidades clásicas por sus operadores correspondien-
tes. Esta ecuación presenta muchas dificultades y no se ha encontrado forma
consistente de completar la cuantización. El proceso de cuantización canónica
entonces parećıa estar estancado. Sin embargo, en 1986 Ashtekar introdujo
variables alternativas a las usadas en la formulación ADM las cuales simplifican
notablemente la forma de los v́ınculos y permitieron avanzar en el programa de
cuantización [2].

1.3 Variables de Ashtekar

En el formalismo de Ashtekar uno reescribe las variables métricas en términos de
un campo que es una conexión de gauge SU(2) (conexión de Ashtekar-Barbero)
y sus momentos conjugados (tŕıadas) (§ 2.3.2). A esta nueva representación
se le llama representación de conexión de la Relatividad General canónica. En
términos de estas nuevas variables los v́ınculos se simplifican notablemente, per-
mitiendo por ejemplo encontrar soluciones a la ecuación de Wheeler-DeWitt. La
representación de conexión permite expresar GR en un lenguaje de teoŕıas de
gauge y por lo tanto provee nuevas formas de abordar problemas en GR tanto
clásicos como cuánticos. Esto dio lugar a la representación de lazos, introducida
inicialmente por Gambini y Trias para teoŕıas de gauge [18] y por Rovelli y
Smolin [28] para el caso gravitacional. En esta representación las variables
dinámicas se obtienen de las holonomı́as de la conexión de gauge en caminos
cerrados ( § B.2 ). Esta representación es el origen de LQG.
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1.4 Simetŕıa esférica

LQG es un candidato a una teoŕıa cuántica de la gravedad. La teoŕıa tiene una
base matemática rigurosa para su espacio de estados cinemáticos [3]. Uno de
los problemas que impide completar la cuantización es la implementación de la
dinámica; ésta está codificada en los v́ınculos de primera clase con un álgebra
que involucra funciones de estructura, lo cual impide completar la cuantización
siguiendo el enfoque de Dirac. Este problema está ausente en modelos reduci-
dos por simetŕıa correspondientes a espacios homogéneos, aunque reaparece al
considerar modelos con dependencia espacial en las variables. Algunos de los
modelos reducidos por simetŕıa más relevantes para ser estudiados son aquellos
en los que el espacio-tiempo es esféricamente simétrico. Éstos pueden describir
por ejemplo el estado final del colapso gravitatorio de objetos astrof́ısicos; sin
embargo, la descripción clásica de este tipo de geometŕıas resulta ser incompleta
debido a que presentan una singularidad. Estos modelos reducidos son también
interesantes dado que tienen un v́ınculo hamiltoniano que representa la inva-
riancia bajo redefiniciones temporales, y un v́ınculo de difeomorfismos asociado
a la simetŕıa bajo redefiniciones de la coordenada radial.

En un trabajo de Gambini y Pullin [16], aplicando técnicas de LQG se con-
siguió completar la cuantización de un agujero negro de Schwarzschild (solución
esféricamente simétrica a la ecuación de Einstein en el vaćıo), basándose en tra-
bajos anteriores en los cuales se desarrolló la estructura cinemática para modelos
esféricamente simétricos. En [16] se muestra que bajo un re-escalado simple y
una combinación lineal con el v́ınculo de difeomorfismos, se puede obtener un
v́ınculo Hamiltoniano abeliano, y en consecuencia el álgebra de los v́ınculos
obtenida es una verdadera álgebra de Lie; esto permite completar la cuanti-
zación de Dirac. Se encontraron los estados f́ısicos invariantes bajo la acción
de los v́ınculos y se vio que la singularidad es eliminada tras la cuantización.
Además, se identificaron observables que no poseen un análogo clásico.

En esta tesis, basada en [16] (y también en una versión extendida del mismo
[14]), se desean extender los resultados de dicho trabajo al caso de un agujero
negro con carga eléctrica, un agujero negro de Reissner-Nordström.

1.5 Esquema del trabajo

Para comenzar, en el caṕıtulo 2 hacemos una repaso de Relatividad General
clásica, comenzando con algunos conceptos básicos de geometŕıa semi-Riema-
nniana, siguiendo con la formulación lagrangena utilizando variables métricas
tradicionales (Acción de Einstein-Hilbert). Se introduce luego la acción de Pala-
tini, la cual es simplemente la acción de Einstein-Hilbert re-escrita de manera
tal que no es una función de la métrica, sino de la conexión y un campo llamado
tétrada. La principal utilidad del formalismo de Palatini para este trabajo es que
sirve como “calentamiento” para la introducción de las variables de Ashtekar que
aparecen en la siguiente sección, luego de haber repasado el formalismo ADM.
Al cambiar de las variables métricas a las variables de Ashtekar los v́ınculos
se simplifican pero aparece un nuevo v́ınculo de primera clase asociado a las
rotaciones internas, el v́ınculo de Gauss. La principal fuente de este caṕıtulo es
el libro de Baez y Muniain [5].

En el caṕıtulo 3 estudiamos cómo se reduce la teoŕıa cuando hay simetŕıa
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esférica. Siguiendo principalmente los art́ıculos de Bojowald [6], Chiou et. al
[12] y Campiglia et al. [9], obtenemos el espacio cinemático para modelos
esféricamente simétricos y mostramos cómo se simplifican los v́ınculos; en par-
ticular, se obtiene que el grupo de simetŕıa que en la teoŕıa completa es SU(2),
cuando hay simetŕıa esférica pasa a ser U(1). La contribución de un campo elec-
tromagnético esféricamente simétrico es estudiada en el caṕıtulo 4, cuya fuente
es el art́ıculo de Louko [24]. Son halladas las contribuciones electromagnéticas
a los v́ınculos Hamiltoniano y de difeomorfismos, aśı como un nuevo v́ınculo de
Gauss de origen electromagnético, asociado a las rotaciones del grupo U(1).

El caṕıtulo 5 está basado principalmente en el libro de Rovelli [27]. En él se
construye el espacio cinemático de LQG, utilizando técnicas de teoŕıas de gauge
en redes. Las variables dinámicas serán holonomı́as de la conexión de Ashtekar-
Barbero. A las funciones de estas holonomı́as (las cuales son elementos del
grupo SU(2)) se las denomina funciones ciĺındricas. Una base del espacio de las
funciones ciĺındricas se obtiene a partir de los elementos de matriz de las repre-
sentaciones unitarias irreducibles de estas holonomı́as (teorema de Peter-Weyl).
A partir de estos estados y recurriendo al concepto de intertwiners se pueden
obtener estados invariantes bajo rotaciones internas, conocidos como redes de
spines. Luego son introducidos los estados de redes de spines que además son
invariantes bajo difeomorfismos espaciales (estados de spin-nudos).

A partir de las variables básicas de la teoŕıa se definen operadores en el es-
pacio de estados cinemáticos, siendo uno de ellos el operador correspondiente
al área de una superficie espacial, del cual los estados de redes de spines son
estados propios. El espectro de este operador está discretizado: No se pueden
medir superficies más chicas que cierto valor A0. Este es un resultado f́ısico
importante (el cual además ha sido esperado en QG, ver por ejemplo ([25] pág
18): El espacio en LQG está cuantizado. El caṕıtulo concluye especializando
resultados generales al caso esféricamente simétrico

En el caṕıtulo 6 se comienza a tratar el problema de la cuantización del agu-
jero negro de Reissner-Nordström. Mediante un re-escalado de la función lapso
y la adición al v́ınculo hamiltoniano de un término proporcional al v́ınculo de
difeomorfismos, se consigue que este sea abeliano, y por lo tanto que el álgebra
de los v́ınculos sea una verdadera álgebra de Lie.

El resultado obtenido en el caṕıtulo 6 permite a uno completar el proced-
imiento de cuantización de Dirac. En el caṕıtulo 7 se comienza construyendo
el espacio cinemático de la teoŕıa. Luego se da una prescripción para el op-
erador Hamiltoniano, encontrando luego el espacio de Hilbert de los estados
f́ısicos aniquilados por todos los v́ınculos de forma cerrada. Además de la masa
y la carga eléctrica, son encontrados nuevos observables que no tienen análogos
clásicos. Se discute luego el problema de las singularidades. Se observa que las
singularidades de coordenadas son resueltas fácilmente mediante una fijación de
gauge apropiada. Por otro lado, la singularidad clásica genuina es eliminada en
el tratamiento cuántico, permitiéndonos extender la solución más allá de donde
la singularidad soĺıa estar hacia nuevas regiones. Se hace luego una observación
de cómo afecta esto al problema de la hiperbolicidad global del espacio-tiempo,
teniendo como referencia un art́ıculo de Stoica [30] quien trató este problema en
un contexto clásico mediante una extensión anaĺıtica de la métrica. El caṕıtulo
se cierra con una breve discusión sobre cómo podŕıa afectar la discretización del
espacio a la estabilización de los horizontes de Cauchy.

Se presentan en el caṕıtulo 8 las conclusiones del trabajo.
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En los apéndices A y B se puede encontrar un resumen de herramientas
matemáticas usadas en el trabajo, siendo el libro de Baez y Muniain [5] la
principal fuente. El apéndice C trata sobre generalidades de los sistemas ha-
miltonianos vinculados. También se da un breve resumen sobre cuantización
canónica y el método de Dirac para cuantizar sistemas vinculados. Sus prin-
cipales fuentes son los libros de Baez y Muniain [5] y el libro de Henneaux y
Teitelboim [20]. El lector que no esté familiarizado con estos temas debeŕıa
comenzar leyendo los apéndices ya que su contenido se presupone conocido en
la tesis.



Caṕıtulo 2

Relatividad general clásica

2.1 Geometŕıa semi Riemanniana

2.1.1 Tensores

Sea M una variedad de dimensión n. Definimos el fibrado de tensores (r, s)
como el producto tensorial:

TM ⊗ · · · ⊗ TM ⊗ T ∗M ⊗ · · · ⊗ T ∗M (2.1)

Siendo TM y T ∗M los espacios tangente y co-tangente de M respectivamente.
Llamamos tensor de orden (r, s) a una sección de este fibrado. Definimos los
tensores de orden (0, 0) como funciones en M . En coordenadas locales, tenemos
una base dada por:

∂α1
⊗ · · · ⊗ ∂αn ⊗ dxβ1 ⊗ · · · ⊗ dxβs (2.2)

donde los ı́ndices αi, βj toman valores desde 1 hasta n. Si tenemos entonces un
tensor de orden (r, s), podemos escribirlo como combinación lineal de la base:

Xα1...αr
β1...βs

∂α1
⊗ · · · ⊗ ∂αn ⊗ dxβ1 ⊗ · · · ⊗ dxβs (2.3)

donde las funciones

Xα1...αr
β1...βs

(2.4)

se denominan componentes del tensor. Un tensor actúa sobre r 1-formas ω1 . . . ωr
y s campos vectoriales v1 . . . vs dando un número real como resultado:

X(ω1, . . . , ωr, v1. . . . , vs) = Xα1...αr
β1...βs

ω1α1
. . . ωrαr v

β1

1 . . . vβss (2.5)

Una métrica semi-Riemanniana g sobre una variedad M en particular puede
ser vista como un tensor de orden (0, 2) ya que actúa sobre dos campos vec-
toriales dando como resultado un número real y es C∞(M)−lineal en cada
argumento:

g(v + v′, w) = g(v, w) + g(v′, w) (2.6)

g(v, w + w′) = g(v, w) + g(v, w′) (2.7)

g(fv, w) = g(v, fw) = fg(v, w) (2.8)

7
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para v, v′, w, w′ ∈ V ect(M) y f ∈ C∞(M). En coordenadas locales, tenemos:

g = gαβdx
α ⊗ dxβ (2.9)

donde gαβ = g(∂α, ∂β). En coordenadas esféricas (φ, θ) en la 2-esfera S2, la
métrica estándar tiene las siguientes componentes:

g(∂φ, ∂φ) = 1, g(∂θ, ∂θ) = sin2(φ), g(∂θ, ∂φ) = 0 (2.10)

Por lo que podemos expresar la métrica de la siguiente manera:

dφ⊗ dφ+ sin2φ dθ ⊗ dθ (2.11)

O de forma abreviada:

dφ2 + sin2φ dθ2 (2.12)

Aśı como podemos tomar el producto tensorial de una sección de un fibrado
E y una sección de otro fibrado E′ para obtener una sección de E⊗E′, también
podemos tomar el producto tensorial de campos tensoriales. En particular, el
producto tensorial de un tensor X de orden (r, s) y otro tensor Y de orden (r′, s′)
da como resultado un tensor de orden (r + r′, s+ s′) X ⊗ Y . Las componentes
están dadas por:

(X ⊗ Y )
α1...αr+r′

β1...βs+s′
= Xα1...αr

β1...βs
Y
α1...αr+r′

β1...βs+s′
(2.13)

Luego, si tenemos el tensor (r, s)

X = v1 ⊗ . . . vr ⊗ ω1 ⊗ · · · ⊗ ωs (2.14)

Podemos acoplar una 1-forma con un campo vectorial para obtener un tensor
de orden (r − 1, s− 1):

ωj(vi)v1 ⊗ . . . v̂i · · · ⊗ vr ⊗ ω1 . . . ω̂j · · · ⊗ ωs (2.15)

donde el śımbolo ˆ indica que estos factores no están presentes. En términos
de componentes, se puede obtener el nuevo tensor contrayendo un supraindice
con un subindice.

Y α1...α̂i...αr
β1...β̂j ...βs

= Xα1...µ...αr
β1...µ...βs

(2.16)

Por ejemplo, el tensor de Riemann es un tensor de orden (1, 3) de componentes
Rαβγδ. Este tensor es la curvatura de la conexión de Levi-Civita, la cual intro-
duciremos en la próxima sección. Contrayendo se obtiene un tensor de orden
(0, 2) llamado tensor de Ricci.

Rαβ = Rµαµβ (2.17)

Podemos subir y bajar ı́ndices de tensores utilizando la métrica y su inversa de
componentes gαβ , g

αβ respectivamente, que satisfacen:

gαβgβγ = δαγ (2.18)

Por ejemplo, podemos obtener un tensor (1, 1) a partir del tensor de Ricci:

Rαβ = gαγRβγ (2.19)

Luego, se pueden contraer ambos ı́ndices para obtener el escalar de Ricci:

R = Rαα (2.20)
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2.1.2 Conexión de Levi-Civita

Una conexión en un fibrado vectorial define el concepto de transporte paralelo.
Al estar el fibrado equipado con una conexión, esta permite transportar vectores
desde una fibra hasta otra de forma paralela con respecto a dicha conexión
(§ B.1). La conexión es especificada de forma equivalente por una derivada
covariante, un endomorfismo en el espacio de las secciones del fibrado con el
cual se puede diferenciar una sección en la dirección de algún campo vectorial
en la variedad.

La métrica induce una conexión llamada conexión de Levi-Civita. Esta
conexión tiene dos particularidades:

• Es compatible con la métrica: Esto significa simplemente que un vector
tangente no cambia su longitud al transportarlo paralelamente.

• Es libre de torsión: El vector tangente no rota al transportarlo paralela-
mente (ver [5] para una discusión más detallada sobre esta noción).

Sea M una variedad con una métrica semi-Riemanniana g. Sea D una
conexión en el fibrado tangente TM . La conexión D permite tomar la derivada
de un campo vectorial v (el cual es una sección del fibrado tangente) en la
dirección de otro campo vectorial u, obteniendo un nuevo campo vectorial Duv.
Decimos que D es compatible con la métrica si para todo u, v, w ∈ V ect(M) se
cumple

ug(v, w) = g(Duv, w) + g(v,Duw) (2.21)

Luego, decimos que D es libre de torsión si para todo v, w ∈ V ect(M) se cumple

[v, w] = Dvw −Dwv (2.22)

Se puede verificar que para cada métrica g hay sólo una conexión con estas
dos caracteŕısticas. Esta es la conexión de Levi-Civita y es denotada por ∇.
Supongamos que la conexión ∇ es compatible con la métrica y libre de torsión.
En coordenadas locales tenemos una base {∂µ}. Denotamos la derivada cova-
riante en la dirección de uno de estos vectores de la base de la siguiente manera:

∇µ = ∇∂µ (2.23)

Luego, como g es compatible con la métrica, tenemos:

∂αgβγ = g(∇α∂β , ∂γ)︸ ︷︷ ︸
a

+ g(∂β ,∇α∂γ)︸ ︷︷ ︸
b

(2.24)

∂βgγα = g(∇β∂γ , ∂α)︸ ︷︷ ︸
c

+ g(∂γ ,∇β∂α)︸ ︷︷ ︸
d

(2.25)

∂γgαβ = g(∇γ∂α, ∂γ)︸ ︷︷ ︸
e

+ g(∂α,∇γ∂β)︸ ︷︷ ︸
f

(2.26)

Los campos vectoriales de la base de coordenadas conmutan entre śı y la conexión
es libre de torsión, por lo tanto:

∇α∂β −∇β∂α = [∂β , ∂α] = 0 (2.27)
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Entonces: ∇α∂β = ∇β∂α. Utilizando esto último y la simetŕıa de la métrica
tenemos que los términos b y e son iguales entre śı aśı como los términos c
y f . Entonces, sumando las dos primeras ecuaciones y restando la tercera,
obtenemos:

∂αgβγ + ∂βgγα − ∂γgαβ = g(∇α∂β , ∂γ) + g(∂γ ,∇β∂α) = 2g(∇α∂β , ∂γ) (2.28)

Dos campos vectoriales sólo pueden tener el mismo producto interno con todos
los vectores de la base si son iguales, por lo que ∇ es único. La acción de una
conexión D en un elemento ej de una base de secciones de un fibrado vectorial
E se puede expresar en términos del potencial vector A (§ B.1):

Dαej = Aiαjei (2.29)

De igual manera, definimos los śımbolos de Christoffel como las componentes
del potencial vector de la conexión de Levi-Civita.

∇α∂β = Γγαβ∂γ (2.30)

Entonces, la derivada covariante de un campo vectorial w en la dirección de v
está dada por:

∇vw = vα
(
∂αw

β + Γβαγw
γ
)
∂β (2.31)

Reescribiendo la expresión (2.28):

∂αgβγ + ∂βgγα − ∂γgαβ = 2g(Γδαβ∂δ, ∂γ) = 2Γδαβg(∂δ, ∂γ) = 2gδγΓδαβ (2.32)

Utilizando la métrica inversa se obtiene la expresión para los śımbolos de Chris-
toffel:

Γγαβ =
1

2
gγδ(∂αgβδ + ∂βgδα − ∂δgαβ) (2.33)

Al tener la conexión de Levi-Civita en el fibrado tangente TM , podemos
obtener una conexión análoga en los fibrados tensoriales de orden (r, s). A esta
conexión también la denominaremos ∇. A modo ilustrativo, dado un tensor X
de orden (2, 2), su derivada covariante está dada por:

(∇µX)
αβ
γδ = ∂µX

αβ
γδ +

ı́ndices vectoriales︷ ︸︸ ︷
ΓαµλX

λβ
γδ + ΓβµλX

αλ
γδ −ΓλµγX

αβ
λδ − ΓλµδX

αβ
γδ︸ ︷︷ ︸

ı́ndices covectoriales

(2.34)

Se puede obtener una expresión análoga para tensores de orden (r, s).

2.1.3 Tensor de Riemann

En relatividad general, el espacio-tiempo es una variedad semi-Riemanniana, en
particular, una variedad Lorentziana. Una variedad semi-Riemanniana tiene en
su fibrado tangente una conexión compatible con la métrica y libre de torsión, la
conexión de Levi-Civita que denotamos por ∇. Definimos el tensor de curvatura
de Riemann como la curvatura de esta conexión. Dados u, v, w ∈ V ect(M),
tenemos:

R(u, v)w = (∇u∇v −∇v∇u −∇[u,v])w (2.35)
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En una base local de campos vectoriales eα, las componentes del tensor están
dadas por:

R(eβ , eγ)eδ = Rαβγδeα (2.36)

Si elegimos una base de coordenadas, tenemos:

R(∂β , ∂γ)∂δ = (∇β∇γ −∇γ∇β)∂δ (2.37)

Utilizando la definición ∇α∂β = Γγβδ∂γ :

R(∂β , ∂γ)∂δ = ∇β(Γσγδ∂σ)−∇γ(Γσβδ∂σ)

= (∂βΓσγδ)∂σ + Γσγδ∇β∂σ − (∂γΓσβδ)∂σ − Γσβγ∇γ∂σ
= (∂βΓσγδ)∂σ + ΓσγδΓ

τ
βσ∂τ − (∂γΓσβδ)∂σ − ΓσβδΓ

τ
γσ∂τ (2.38)

Renombrando ı́ndices mudos, obtenemos las componentes del tensor de Riemann
en la base de coordenadas:

Rαβγδ = ∂βΓαγδ − ∂γΓαβδ + ΓσγδΓ
α
βσ − ΓσβδΓ

α
γσ (2.39)

En la sección anterior se nombraron dos tensores obtenidos a partir del tensor
de Riemann, el tensor de Ricci:

Rαβ = Rγαγβ (2.40)

Y el escalar de Ricci:

R = Rαα (2.41)

El tensor de Riemann tiene tres simetŕıas básicas:

1. Rλβγδ = −Rλγβδ
2. Rαβγδ = −Rδβγα

3. Rλ[βγδ] = 0

La primer relación es equivalente a

R(eβ , eγ)eδ = −R(eγ , eβ)eδ (2.42)

Lo cual es una consecuencia de que R(v.w) = −R(w, v) ∀v, w ∈ V ect(M). La
segunda relación es equivalente a

g(eα, R(eβ , eγ)eδ) = −g(eδ, R(eβ , eγ)eα) (2.43)

Lo cual a su vez se puede expresar sin recurrir al uso de una base local

g(u,R(v, w)z) = −g(z,R(v, w)u) ∀u, v, w, z ∈ V ect(M) (2.44)

Por linealidad, basta probar la igualdad anterior para campos vectoriales aso-
ciados a una base de coordenadas. La conexión es compatible con la métrica,
por lo que:

vw(g(u, z)) = v(g(∇wu, z) + g(u,∇wz))
= g(∇v∇wu, z) + g(∇wu,∇vz) + g(∇vu,∇wz) + g(u,∇v∇wz) (2.45)
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Intercambiando v por w se obtiene wv(g(u, z)). Restando ambos términos:

(vw − wv)(g(u, z)) = g([∇v,∇w]u, z) + g(u, [∇v,∇w]z) (2.46)

Utilizando la definición del tensor de Riemann y el hecho de que los campos
vectoriales de la base de coordenadas conmutan entre śı:

0 = g(R(v, w)u, z) + g(u,R(v, w)z) (2.47)

Por lo tanto:

g(eα, R(eβ , eγ)eδ) = −g(eδ, R(eβ , eγ)eα) (2.48)

Utilizando las simetŕıas anteriores, la tercer propiedad se puede reescribir como

Rλβγδ +Rλγδβ +Rλδβγ = 0 (2.49)

O equivalentemente:

R(eβ , eγ)eδ +R(eγ , eδ)eβ +R(eδ, eβ)eγ = 0 (2.50)

Trabajando con una base de vectores coordenadas y utilizando la definición del
tensor de Riemann, el miembro izquiero de la igualdad anterior se puede escribir:

∇β∇γeδ −∇γ∇βeδ +∇γ∇δeβ −∇δ∇γeβ +∇δ∇βeγ −∇β∇δeγ (2.51)

Utilizando el hecho de que la métrica es libre de torsión, lo anterior es igual a:

∇β [eγ , eδ] +∇γ [eδ, eβ ] +∇δ[eβ , eγ ] = 0 (2.52)

Es igual a cero ya que el bracket de Lie de dos vectores coordenadas se anula.

2.2 Formulación Lagrangeana

2.2.1 Acción de Einstein-Hilbert

Sea M una variedad orientable de dimensión cuatro con una métrica semi-
Riemanniana g. El lagrangeano que da lugar a las ecuaciones de Einstein está
dado por

R vol (2.53)

donde R es el escalar de Ricci y vol es la 4-forma de volumen asociada a g. La
acción es entonces:

S(g) =

∫
M

R vol (2.54)

En coordenadas locales:

S(g) =

∫
M

R
√
|detg| d4x (2.55)

Tomando las variaciones con respecto a la métrica se obtiene la ecuación de
Einstein en el vaćıo:

Rαβ −
1

2
Rgαβ = 0 (2.56)
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2.2.2 Acción de Palatini

En la formulación de la sección anterior la variable dinámica es la métrica. Una
formulación alternativa fue introducida por Palatini, en la misma, la métrica y
la conexión son tratadas como variables independientes. Al variar la acción con
respecto a la métrica se obtienen las ecuaciones de Einstein usuales, mientras
que al variarla con respecto a la conexión se llega a que la conexión debe ser la
de Levi-Civita. Existe otra formulación llamada Acción de Palatini tetrádica en
la cual las variables dinámicas son la conexión espinorial y la tétrada, las cuales
introduciremos a continuación.

Tétradas

Sea M una variedad difeomorfa a R4. M puede ser vista como un subconjunto
abierto del espacio tiempo. El fibrado tangente TM es obviamente trivial.
Llamamos e a la trivialización de TM , esto es, al isomorfismo entre fibrados
vectoriales

e : M × R4 → TM (2.57)

que env́ıa cada fibra {p}×R4 al correspondiente espacio tangente TpM . A dicha
trivialización la llamaremos tétrada. Podemos movernos entre un fibrado y otro
utilizando la tétrada y su inversa, llamada co-tétrada:

e−1 : TM →M × R4 (2.58)

Una sección de M ×R4 es simplemente una función en M que toma valores en
R4. La base canónica se estas secciones es:

ξ0(p) = (1, 0, 0, 0) (2.59)

ξ1(p) = (0, 1, 0, 0) (2.60)

ξ2(p) = (0, 0, 1, 0) (2.61)

ξ3(p) = (0, 0, 0, 1) (2.62)

Una sección cualquiera puede ser escrita como

s = sIξI (2.63)

donde sI ∈ C∞(M). A R4 se lo denomina espacio interno. Aplicando e a la
base de secciones del M × R4 obtenemos una base de campos vectoriales en
M , aśı como al aplicar la co-tétrada a una base de campos vectoriales en M
podemos obtener una base de secciones en M × R4:

e(ξI) = eαI ∂α e−1(∂α) = eIαξI (2.64)

siendo las componentes eαI funciones en M . Es habitual llamar tétradas a estas
componentes ya que son suficientes para determinar el mapa. La tétrada nos
permite trabajar en el fibrado trivial M × R4 en vez de en el fibrado tangente
TM . En este fibrado trivial tenemos un producto interno canónico: Dadas dos
secciones s y s′ en M × R4 definimos su producto interno como

η(s, s′) = ηIJs
Is′J (2.65)



14 CAPÍTULO 2. RELATIVIDAD GENERAL CLÁSICA

donde ηIJ es la métrica interna:

ηIJ =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (2.66)

Con la métrica interna y su inversa podemos subir y bajar ı́ndices internos, aśı
como podemos subir y bajar ı́ndices espacio-temporales con la métrica g.
Decimos que las tétradas son ortonormales si los campos vectoriales eI = e(ξI)
lo son:

g(eI , eJ) = ηIJ (2.67)

Entonces, si las tétradas son ortonormales, podemos encontrar una relación
entra la métrica y las tétradas:

g(eαI ∂α, e
β
J∂β) = eαI e

β
Jgαβ = ηIJ (2.68)

Por otro lado, si s y s′ son secciones de M × R4:

g(e(s), e(s′)) = g(e(sIξI), e(s
JξJ)) = sIsJg(eI , eJ)

= ηIJs
IsJ = η(sIξI , s

JξJ) = η(s, s′) (2.69)

Entonces, si e(s) = ∂α
(
→ s = e−1(∂α)

)
y e(s′) = ∂α

(
→ s′ = e−1(∂β)

)
tene-

mos:

g(∂α, ∂β) = η(e−1∂α, e
−1∂β) = eIαe

J
βη(ξI , ξJ) = eIαe

J
βηIJ (2.70)

Por lo tanto, la relación entre las tétradas y las co-tétradas con la métrica:

ηIJ = gαβe
α
I e
β
J gαβ = ηIJe

I
αe
J
β (2.71)

De las cuales se puede deducir:

δIJ = eIαe
α
J δβα = eIαe

β
I (2.72)

Conexión de Lorentz

La otra variable dinámica en la formulación tetrádica de Palatini es una conexión
en el fibrado trivial M × R4. Decimos que una conexión en este fibrado es una
conexión de Lorentz si es compatible con la métrica de Minkowski:

vη(s, s′) = η(Dvs, s
′) + η(s,Dvs

′) (2.73)

Un caso particular es la conexión plana estándar, que denotamos por D0:

D0
vs = v(sI)ξI (2.74)

Toda conexión D puede ser escrita como D = D0 + A, donde A, el potencial
vector es una 1-forma que toma valores en End(R4) (§ B.1):

Dvs =
(
v(sJ) +AJµIv

µsI
)
ξJ (2.75)
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Las componentes de la curvatura de D están dadas por:

F IJαβ = ∂αA
IJ
β − ∂βAIJα +AIαKA

KI
β −AIβKAKJα (2.76)

Observación: Si D es una conexión de Lorentz, entonces

vη(s, s′) = v
(
sIs′JηIJ

)
= v(sI)s′JηIJ + sIv(s′J)ηIJ (2.77)

Por otro lado:

η(Dvs, s
′) = η

(
v(sI)ξI +AIµJv

µsJξI , s
′KξK

)
= v(sI)s′KηIK + vµsJs′KAIµJηIK (2.78)

η(s,Dvs
′) = η

(
sIξI , v(s′K)ξK +AKµJv

µs′JξK
)

= sIv(s′K)ηIK + vµsIs′JAKµJηIK (2.79)

Sumando ambos términos y renombrando ı́ndices mudos:

η(Dvs, s
′) + η(s,Dvs

′) = (v(sI)s′J + sIv(s′J))ηIJ + vµsJs
′
I(A

IJ
µ +AJIµ )

(2.80)

Vemos entonces que D es una conexión de Lorentz si AIJµ = −AJIµ . Esto es
equivalente a que Aµ viva en el álgebra de Lie so(3, 1) [5]. De la expresión para
la curvatura también se puede observar que se verifica: F IJαβ = −F IJβα .

Utilizando la tétrada, podemos obtener, a partir de la conexión de Lorentz,
una conexión en el fibrado tangente, definida por:

∇̃α∂β = eIβDα(ξI) (2.81)

Usando la nomenclatura de [5], llamamos a ∇̃ conexión imitación de Levi-Civita.
Definimos ahora los śımbolos imitación de Christoffel :

∇̃α∂β = Γ̃γαβ∂γ (2.82)

Se puede hallar una expresión para los mismos en función del potencial vector
y las tétradas:

∇̃α∂β = Γ̃γαβ∂γ = eIβDα(ξI) = eIβA
J
αIξJ = eIβA

J
αIe

γ
J∂γ (2.83)

Entonces, tenemos:

Γ̃γαβ = AJαIe
I
βe
γ
J (2.84)

Definimos el tensor imitación de Riemann como la curvatura de la conexión
imitación de Levi-Civita [5].

R̃γ δ
αβ = F IJαβe

δ
Ie
γ
J (2.85)

Definimos también el tensor imitación de Ricci:

R̃αβ = R̃γαγβ (2.86)

Y el escalar imitación de Ricci:

R̃ = R̃αα (2.87)
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Acción

La acción de Palatini está dada por:

S(A, e) =

∫
M

R̃ vol. (2.88)

donde el escalar imitación de Ricci corresponde a la conexión de Levi-Civita
imitación, mientras que el escalar de Ricci que aparece en la acción de Einstein-
Hilbert es el asociado a la conexión de Levi-Civita del fibrado tangente.
Utilizando la definición (2.85) y las igualdades (2.71) y (2.72):

R̃γ δ
αβ = F IJαβe

δ
Ie
γ
J → R̃γαβδ = R̃γ δ′

αβ gδ′δ = F IJαβe
δ′

I e
γ
JηKLe

K
δ′ e

L
δ

= F IJαβe
γ
Je
L
δ ηIL (2.89)

Entonces, el tensor imitación de Ricci:

R̃αβ = R̃γαγβ = F IJαγ e
γ
Je
L
βηIL (2.90)

Luego, usando (2.71):

R̃ = R̃αα = R̃αβg
αβ = F IJαγ e

γ
Je
L
βηILe

α
Me

β
Nη

MN (2.91)

Utilizando (2.72) obtenemos:

R̃ = F IJαβe
α
I e
β
J (2.92)

La acción de Palatini entonces se puede expresar:

S(A, e) =

∫
M

eαI e
β
JF

IJ
αβ vol. (2.93)

Variando con respecto a la tétrada, tenemos en primer lugar, la variación del
elemento de volumen [5, 11]:

δvol = −1

2
gαβ(δgαβ)vol. (2.94)

donde ahora

δgαβ = δ(ηIJeαI e
β
J) = ηIJ((δeαI )eβJ + eαI (δeβJ)) = 2ηIJeβJδe

α
I (2.95)

Entonces

δvol = −ηIJgαβeβJ(δeαI )vol = −ηIJeKα eLβηKLe
β
J(δeαI )vol

= −ηIJeKα δLJ ηKL(δeαI )vol = −eIα(δeαI )vol (2.96)

La variación de la acción con respecto a la tétrada:

δS =

∫
M

(
(δeαI )eβJF

IJ
αβ + eαI (δeβJ)F IJαβ − eKγ (δeγk)eαI e

β
JF

IJ
αβ

)
vol.

= 2

∫
M

(
eβJF

IJ
αβ −

1

2
eIαe

γ
Le

δ
LF

KL
γδ

)
(δeαI )vol. (2.97)
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Utilizando (2.90) y (2.92):

δS = 2

∫
M

(R̃αβ −
1

2
R̃gαβ)ηIJeβJ(δeαI )vol. (2.98)

Entonces, δS = 0 cuando se cumple(
R̃αβ −

1

2
R̃gαβ

)
= 0 (2.99)

Cuando ∇̃ = ∇, esta es la ecuación de Einstein. Luego, cuando variamos con
respecto a la conexión, tenemos

δS =

∫
M

(δR̃) vol =

∫
M

gαβ(δR̃αβ) vol (2.100)

La variación del tensor de Ricci imitación [5]:

R̃αβ = 2∇̃[αδΓ̃
γ
γ]β (2.101)

Si escribimos

Γ̃γαβ = Γγαβ + Cγαβ (2.102)

Tenemos

∇̃α∂β = Γ̃γαβ∂γ = Γγαβ∂γ + Cγαβ∂γ (2.103)

Además, al ser δΓγαβ = 0, la variación:

δΓ̃γαβ = δCγαβ (2.104)

Entonces

δR̃αβ = 2∇̃[αδC
γ
γ]β =

[
∇̃αδCγγβ − ∇̃γδC

γ
αβ

]
=
[
∇αδCγγβ −∇γδC

γ
αβ

]
+CγαλδC

λ
γβ − CλαγδC

γ
λβ − C

λ
αβδC

γ
γλ − C

γ
γλδC

λ
αβ + CλγαδC

γ
λβ + CλγβδC

γ
αλ

(2.105)

Por lo tanto, la variación del tensor imitación de Ricci:

δR̃ = gαβδR̃αβ = gαβ
(
−Cγγη − CλαβδC

γ
γλ − C

γ
γλδC

λ
αβ + CλγαδC

γ
λβ + CλγβδC

γ
αλ

)
=
(
−CγγηδCη αα + CαηγδC

η γ
α − Cη αα δCγγη + Cη αγ δCγαη

)
= 2CαηγδC

η γ
α − 2CγγηδC

η α
α (2.106)

Para que la variación sea nula, debe ser

Cαηγ = 0 (2.107)

Lo que es equivalente a decir que ∇̃ = ∇, la conexión debe ser la conexión
de Levi-Civita, y por lo tanto (2.99) es la ecuación de Einstein en el vaćıo. La
formulación tetrádica es por lo tanto completamente equivalente a la formulación
de Einstein-Hilbert.
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2.3 Formulación Hamiltoniana

2.3.1 Formulación ADM

Mientras que la formulación Lagrangeana es manifiestamente covariante, en la
formulación Hamiltoniana es necesario tener una coordenada temporal y separar
el espacio-tiempo en espacio y tiempo. El primer paso entonces consiste en
especificar la coordenada temporal. Consideraremos el caso de una variedad
Lorentziana M difeomorfa a R × S, donde S representa el espacio y t ∈ R
representa el tiempo. Con esto, estamos eligiendo una forma particular de
dividir el espacio-tiempo en “instantes de tiempo ”. Esta elección es arbitraria
ya que el espacio-tiempo no viene pre-equipado con una coordenada tiempo y
una familia de superficies espaciales en las cuales el mismo está foliado; hay
muchas maneras de elegir un difeomorfismo

φ : M → R× S (2.108)

cada una de las cuales define una coordenada tiempo τ distinta. Esta coordenada
está dada por el pull-back de la coordenada tiempo en R× S:

τ = φ∗t (2.109)

Decimos que una subvariedad Σ ∈M es un instante de M si corresponde a una
superficie de τ constante para la coordenada temporal elegida. En esta formu-
lación, las variables dinámicas son las componentes de la métrica restringida a las
superficies espaciales Σ (la cual denotaremos por q) y sus momentos conjugados.
Si n es un campo vectorial unitario tipo tiempo normal a Σ, las componentes
de la métrica espacial están dadas por:

qαβ = gαβ + nαnβ (2.110)

Observación 1: El proyector sobre la superficie Σ tiene componentes qβα. Si se
lo aplicamos a un vector v ∈ V ect(M), sus nuevas componentes serán

qβαvβ (2.111)

Si tomamos el producto escalar de este vector con n:

nαqβαvβ = nα
(
δβα + nαn

β
)
vβ =

(
nβ − nβ

)
vβ = 0 (2.112)

Observación 2: Dos elecciones de n son posibles ya que se puede invertir su
signo. Estas dos signos corresponden a las direcciones “futuro”y “pasado”,
pudiéndose asignar a cada dirección cualquiera de los dos signos de manera
arbitraria. Elegimos entonces un sentido, y decimos que nuestro campo vectorial
n apunta hacia el futuro.

Curvatura extŕınseca

La curvatura extŕınseca K dice cómo se curva la superficie Σ con respecto a M ;
más adelante se verá que la curvatura extŕınseca está relacionada con la derivada
temporal de la métrica espacial, por lo que el par (q,K) sirve como condición
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inicial para la métrica. Sea Σ una subvariedad tipo espacio representando un
instante de tiempo. La métrica restringida a esta subvariedad es Riemanniana:

q(v, v) > 0 (2.113)

para todo vector v ∈ TpM no nulo. Además, tenemos:

g(n, n) = −1 g(n, v) = 0 ∀v ∈ TpM (2.114)

A un vector v ∈ TpM lo podemos descomponer en sus componentes normal y
tangencial a Σ:

v = −g(v, n)n+ (v + g(v, n)n) (2.115)

En particular, dados dos campos vectoriales u, v en Σ, podemos descomponer
∇uv:

∇uv = −g(∇uv, n)n+ (∇uv + g(∇uv, n)n) (2.116)

Y definimos:

−g(∇uv, n)n = K(u, v)n (2.117)

donde K se denomina curvatura extŕınseca. Esta mide la componente normal
de un vector tangente a Σ al transportarlo utilizando la conexión de Levi-Civita
de M , en la dirección de otro vector tangente u. En otras palabras, mide cuánto
se curva Σ con respecto a M . Se puede comprobar que K es un tensor (depende
C∞(Σ)−linealmente en sus dos argumentos):

K(fu, v) = −g (∇fuv, n) = −g(f∇uv, n)

= −fg(∇uv, n) = fK(u, v) ∀f ∈ C∞(Σ) (2.118)

Por otro lado, para toda función f ∈ C∞(Σ):

K(u, fv) = −g(∇ufv, n) = −g(u(f)v + f∇uv, n)

= −fg(∇uv, n) = −fK(u, v) (2.119)

La curvatura extŕınseca es además simétrica. Usando la linealidad, podemos
ver que para que K(u, v) = uivjK(∂i, ∂j) sea igual a K(v, u), basta probar
K(∂i, ∂j) = K(∂j , ∂i), lo cual puede probarse utilizando que la conexión ∇ es
libre de torsión:

K(∂i, ∂j)−K(∂j , ∂i) = −g(∇i∂j , n) + g(∇j∂i, n)

= −g(∇i∂j −∇j∂i, n)

= −g([∂i, ∂j ], n) = 0 (2.120)

Luego, definimos:

Duv = ∇uv + g(∇uv, n)n (2.121)

Se puede verificar que D es la conexión de Levi-Civita en Σ asociada a la métrica
q.
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Primero, para u, v ∈ V ect(Σ) y f ∈ C∞(Σ), tenemos:

Du(fv) = ∇u(fv) + g (n,∇u(fv))n

= u(f)v + f∇uv + g (n, u(f)v + f∇uv)

= u(f)v + f∇uv + u(f)g(n, v) + fg (n,∇uv)

= u(f)v + f (∇uv + g(n,∇uv)) = u(f)v + fDuv (2.122)

Luego, para u, v, w ∈ V ect(M), usando que ∇ es compatible con la métrica:

ug(v, w) = g(∇uv, w) + g(v,∇uw)

= g(K(u, v)n+Duv, w) + g(v,K(u,w)n,Duw)

= g(Duv, w) + g(v,Duw) (2.123)

Además:

Duv −Dvu = ∇uv −K(u, v)n−∇vu+K(v, u)n

= ∇uv −∇vu = [u, v] (2.124)

También se puede verificar que D es lineal. Por lo tanto D es una conexión, es
compatible con la métrica y es libre de torsión.

Ecuaciones de Gauss-Codazzi

En las ecuaciones de Einstein(
Rαβ −

1

2
Rgαβ

)
= 0 (2.125)

hay en realidad sólo 10 ecuaciones independientes; éstas nos dicen cómo evolu-
ciona la métrica en el tiempo. En términos de las variables ADM, cómo vaŕıa
la métrica espacial (y la curvatura extŕınseca) al moverse entre las distintas su-
perficies Σ de la foliación, las cuales representan cada una un instante distinto
de tiempo. La manera de separar el espacio-tiempo no es única, por lo tanto
no sabremos cómo evolucionarán las variables hasta que hayamos elegido una
foliación. Tal elección se expresa en las funciones lapso y shift que se definirán
a continuación. Al elegir un difeomorfismo

φ : M → R× S (2.126)

esto nos da una coordenada tiempo τ = φ∗t en M y por lo tanto una forma
particular de foliar el espacio con superficies espaciales. Además, si tomamos
el pushforward por φ−1 del vector ∂t en R × S, tendremos un vector ∂τ en
M , el cual apunta hacia el “futuro”, pero no es necesariamente ortogonal a las
superficies {τ = s}. Podemos descomponer este vector en sus partes normal y
tangencial a Σ:

∂τ = −g(∂τ , n)n+ (∂τ + g(∂τ , n)n) (2.127)

Definimos:

N = −g(∂τ , n) (2.128)

~N = ∂τ + g(∂τ , n)n (2.129)
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A N se le denomina lapso y a ~N shift. Veremos ahora que cuatro de las diez
ecuaciones de Einstein son en realidad v́ınculos, siendo las restantes seis las
ecuaciones de movimiento que describen cómo cambia la métrica espacial en el
tiempo. Elegimos coordenadas locales x0, x1, x2, x3 en un entorno de un punto
p ∈ Σ tal que x0 = τ, ∂0 = ∂τ y los vectores ∂1, ∂2, ∂3 son tangentes a Σ en p.
Las componentes del tensor de Riemann:

R(∂i, ∂j)∂k = ∇i∇j∂k −∇j∇i∂k (2.130)

Esto es igual a:

Rαijk∂α (2.131)

donde los ı́ndices en letras griegas van desde 0 hasta 3, mientras que las letras
romanas son ı́ndices espaciales y van desde 1 hasta 3.
Para calcular el primer término, se usará que ∇i∂j = K(i, j)n + 3Γmij∂m para

campos vectoriales u, v en Σ, donde 3Γmij son las componentes de la conexión
asociada a la derivada covariante espacial. También, a partir de

Kij = g ((∇in), ∂j) = qmn(∇in)m (∂j)
n︸ ︷︷ ︸

δnj

= qmj(∇in)m (2.132)

Multiplicando por qnj :

qnjKij = (∇in)n → (∇in)j = Kj
i → (∇in) = Kj

i ∂j (2.133)

Entonces, utilizando estos últimos resultados, el primer sumando en (2.130)
toma la forma:

∇i∇j∂k = ∇i(Kjkn+ 3Γ
m
jk ∂m)

= ∂i(Kjk)n+Kjk∇in+ ∂i

(
3Γ

m
jk

)
∂m + 3Γ

m
jk∇i∂m

= ∂i(Kjk)n+KjkK
m
i ∂m + ∂i

(
3Γ

m
jk

)
∂m + 3Γ

m
jk

(
Kimn+ 3Γ

l
im ∂l

)
=
(
∂i(Kjk) + 3Γ

m
jkKim

)
n+KjkK

m
i ∂m +

(
∂i

(
3Γ

m
jk

)
+ 3Γ

l
jk

3Γ
m
il

)
∂m (2.134)

Para obtener el segundo sumando en (2.130) intercambiamos i↔ j, entonces:

Rαijk∂α =
(
∂iKjk − ∂jKik + 3Γ

m
jkKim − 3Γ

m
ikKjm

)
n

+(KjkK
m
i −KikK

m
j )∂m +

(
∂i

3Γ
m
jk −∂j 3Γ

m
ik + 3Γ

l
jk

3Γ
m
il − 3Γ

l
ik

3Γ
m
jl

)
∂m

(2.135)

Utilizando las definiciones de la derivada covariante y el tensor de Riemann,
llegamos a las ecuaciones de Gauss-Codazzi:

Rαijk∂α = (DiKjk −DjKik)n+
(

3Rmijk +KjkK
m
i −KikK

m
j

)
∂m (2.136)

Entonces:

Rαijk = (DiKjk −DjKik) (n)α +
(

3Rmijk +KjkK
m
i −KikK

m
j

)
(∂m)

α
(2.137)
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Aplicando el proyector en Σ a todos los ı́ndices, y notando que el único efecto
en el lado derecho de (2.137) es eliminar el primer sumando, obtenemos:

3Rdabc = qfaq
g
b q
k
c q
d
jR

j
fgk −KacK

d
b +KbcK

d
a (2.138)

Además, tenemos:

Rabcdq
acqbd = Rabcd (gac + nanc)

(
gbd + nbnc

)
= R+ 2Racn

anc = 2Gacn
anc (2.139)

Entonces, utilizando (2.138):

Gabn
anb =

1

2

{
3R+ (Ka

a )2 −KabK
ab
}

(2.140)

De manera similar, se obtiene:

Rcdn
dqcb = DaK

a
b −DbK

a
a (2.141)

De donde

Gbcq
b
an

c = qbaRbcn
c = DbK

b
a −DaK

b
b (2.142)

Se puede verificar que tanto (2.140) como (2.142) no tienen derivadas segundas
temporales y son por lo tanto v́ınculos de condiciones iniciales.

Hamiltoniano

En la formulación Lagrangeana, la variable dinámica era la métrica inversa,
cuyas componentes son:

gab = qab − nanb (2.143)

Utilizando (2.128) y (2.129) tenemos que:

na =
1

N
((∂τ )a −Na) (2.144)

Entonces:

gab = qab − 1

N2
((∂τ )a −Na)

(
(∂τ )b −N b

)
(2.145)

La información contenida en gab es equivalente a la contenida en (qab, Na, N).
Para pasar a la fomulación Hamiltoniana es conveniente tomar como variables
a la métrica espacial inversa, al lapso y al shift.
El escalar de Ricci puede ser escrito como:

R = 2
(
Gabn

anb −Rabnanb
)

(2.146)

Utilizando (2.140) tenemos el primero de los términos. Por otro lado, el segundo
sumando resulta ser:

Rabn
anb = −na (∇a∇c −∇c∇a)nc

= (Ka
a )2 −KabK

ab −∇a(na∇cnc) +∇c(na∇anc) (2.147)
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Donde se usó

Kab = qca∇cnb (2.148)

Lo cual puede obtenerse a partir de (2.132).
Entonces, el escalar de Ricci en términos de las nuevas variables:

R =
[
3R+KabK

ab − (Ka
a )2
]

(2.149)

Por otro lado:
√
−g = N

√
q (2.150)

El lagrangeaeno entonces toma la forma:

L =
√
hN

[
3R+KabK

ab − (Ka
a )2
]

(2.151)

Para obtener el hamiltoniano es necesario tener los momentos conjugados a las
variables dinámicas definidos por:

πab =
∂L

∂q̇ab
(2.152)

La dependencia en q̇ab está en la curvatura extŕınseca [34]:

Kab = qca∇cnb =
1

2
Lnqab =

1

2
L 1
N (∂τ− ~N)qab

=
1

2N

(
L∂τ qab − L ~Nqab

)
=

1

2N
(q̇ab −DaNb −DbNa) (2.153)

Volviendo a (2.151), obtenemos el momento conjugado de la métrica espacial:

πab =
∂L

∂q̇ab
=
√
q
(
Kab −Kqab

)
(2.154)

Mientras que los momentos conjugados del lapso y del shift se anulan:

πN =
∂L

∂N
= 0 (2.155)

πN
a

=
∂L

∂Na
= 0 (2.156)

Reconocemos a (2.155) y a (2.156) como v́ınculos primarios.
Entonces, el Hamiltoniano [5, 34]:

H = πabq̇ab − L

=
√
q

{
N

[
−3R+ q−1πabπab −

1

2
q−1π2

]
− 2Nb[Da(q−1/2πab)] + 2Da(q−1/2Nbπ

ab)
}

(2.157)

El último sumando en (2.157) es una divergencia y puede ser descartado. Halla-
mos los v́ınculos secundarios (a los cuales denotaremos por C y Ca) calculando
el corchete de Poisson de los v́ınculos primarios con el Hamiltoniano:

C =
{
πN , H

}
=
√
q

[
−3R+ q−1πabπab −

1

2
q−1π2

]
(2.158)

Ca =
{
πN

a

, H
}

= −2[Db(q−1/2πab)] (2.159)
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Se puede verificar que no hay v́ınculos terciarios. Utilizando (2.154) se puede
ver que los v́ınculos secundarios son iguales a (2.140) y (2.142) y son por lo tanto
los v́ınculos de condiciones iniciales. Las ecuaciones dinámicas están dadas por:

q̇ab =
∂H

∂πab
= 2q−1/2N

(
πab −

1

2
qabπ

c
c

)
+DaNb +DbNa

(2.160)

˙πab = − ∂H

∂qab
= −Nq1/2

(
3Rab − 1

2

3

Rqab
)

+
1

2
Nq−1/2qab

(
πcdπ

cd − 1

2
π2

)
−2Nq−1/2

(
πacπcb −

1

2
ππab

)
+ q1/2

(
DaDbN − qabDcDcN

)
+q1/2Dc

(
q−1/2N cπab

)
− πcaDcN

b + πcbDcN
a

(2.161)

Estas ecuaciones junto con los v́ınculos son completamente equivalentes a las
ecuaciones de Einstein.

Acción de los v́ınculos

La acción de los v́ınculos en las variables dinámicas puede ser hallada calculando
los correspondientes corchetes de Poisson. Para ello introducimos los v́ınculos
suavizados:

C(N) =

∫
Σ

NCq1/2d3x (2.162)

C( ~N) =

∫
Σ

NaCaq
1/2d3x (2.163)

Tenemos entonces:

{
qcd(y), C( ~N)

}
=

{
qcd(y),

∫
Σ

Na
(
−2[Db(q−1/2πab)]

)
q1/2d3x

}
=

{
qcd(y),

∫
Σ

Na
(
−2Dbπab

)
d3x

}
=

{
qcd(y),

∫
Σ

DbNa
(
2πab

)
d3x

}
= 2

∫
Σ

DbNa(x)
(
δac δ

b
d + δadδ

b
c

)
δ3(x− y) d3x

= 2 (DcNd(y) +DdNc(y))

= 2L ~Nqcd(y) (2.164)
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Siendo L ~Nqcd la derivada de Lie de qcd en la dirección de ~N . Luego, la acción
sobre los momentos conjugados:{

πcd(y), C( ~N)
}

=

{
πcd(y),

∫
Σ

Na
(
−2[Db(q−1/2πab)]

)
q1/2d3x

}
=

{
πcd(y),

∫
Σ

Na
(
−2Dbπab

)
d3x

}
=

{
πcd(y),

∫
Σ

Na
(
−2Dbπ

ab
)

d3x

}
=

{
πcd(y),

∫
Σ

qaa′N
a′
(
−2Dbπ

ab
)

d3x

}
=

{
πcd(y),

∫
Σ

2qaa′(DbN
a′)πabd3x

}
=

∫
Σ

−2
(
δcaδ

d
a′ + δdaδ

c
a′
)
δ3(x− y)(DbN

a′)πabd3x

= 2
(
−(DbN

d)πcb +−(DbN
c)πdb

)
= 2LNaπ

cd(y)
(2.165)

Reescalando el v́ınculo por un factor de 1/2, vemos que C( ~N) genera un difeo-
morfismo espacial en las variables dinámicas, por lo que se le denomina v́ınculo
de difeomorfismos. De manera similar se pueden probar que cuando se cumplen
las ecuaciones de movimiento, se tienen las siguientes igualdades:

{qcd(y), C(N)} = LN~nqcd(y) (2.166){
πcd(y), C(N)

}
= LN~nπ

cd(y) (2.167)

Por lo que, en la superficie de v́ınculos, C(N) genera un difeomorfismo en una
dirección normal a Σ. La acción de este v́ınculo entonces es la de una evolución
temporal que corresponde a mover Σ en la dirección normal. Recordando que el
Hamiltoniano es el que genera la evolución temporal, si calculamos el corchete
de Poisson de una función de las variables dinámicas con el mismo:

{f,H} =
{
f, C(N) + C( ~N)

}
= LN~nf + L ~Nf = L~tf (2.168)

Podemos observar que la evolución temporal completa consta de dos partes, una
evolución temporal normal a Σ y otra “evolución temporal”tangencial que es
en realidad un difeomorfismo espacial en Σ. Esta última se debe a que en la
foliación elegida, el vector temporal no es puramente normal a las superficies
Σ. Si elegimos una foliación tal que el vector shift es nulo, en ese caso C(N) es
igual al Hamiltoniano y genera la evolución temporal. A C(N) se lo denomina
entonces v́ınculo Hamiltoniano.

Álgebra de los v́ınculos

Calculando el corchete de Poisson entre los v́ınculos, se obtiene:{
C( ~N), C( ~N ′)

}
= C([ ~N, ~N ′]) (2.169){

C( ~N), C(N)
}

= C( ~N(N)) (2.170)

{C(N), C(N ′)} = C
(
(N∂iN ′ −N ′∂iN)∂i

)
(2.171)

Lo primero que notamos es que los v́ınculos son de primera clase: El corchete
de Poisson entre los v́ınculos da como resultado otro v́ınculo. Luego, se puede
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ver en (2.171) que el corchete de Poisson entre dos v́ınculos Hamiltonianos da
como resultado un v́ınculo de difeomorfismos con un vector shift que depende
de las variables dinámicas (pues ∂i = qij∂j). El álgebra que forman no es un
álgebra de Lie.

2.3.2 Formulación de Ashtekar-Barbero

Introducción

La formulación Hamiltoniana ADM de la relatividad general presenta serias
dificultades a la hora de intentar cuantizar la teoŕıa, las cuales hasta el d́ıa de
hoy no han sido resueltas. Existe una formulación Hamiltoniana alternativa la
cual consiste en elegir otras variables distintas a las variables ADM, llamadas
variables de Ashtekar. Esta elección simplifica notablemente la estructura de la
teoŕıa, permitiendo a uno llegar más lejos en el proceso de cuantización. Para
introducir estas variables usaremos conceptos introducidos en el apéndice B y
en § 2.2.2.
Llamaremos M a la variedad de dimensión 4 equipada con una métrica Loren-
tziana g que representa el espacio-tiempo. Sobre esta variedad hay un G-fibrado,
y un mapa inyectivo e : M × R4 → TpM que env́ıa campos tensoriales en M
a campos tensoriales en el espacio tangente TpM (al cual llamaremos espacio
interno) para todo punto p ∈ M . Si {ξa} es una base de secciones de M , al
aplicarle el mapa e obtenemos una sección de TpM , la cual podemos expresar
como combinación lineal de una base de secciones de este espacio a la cual
denotaremos por {∂µ}:

e(ξa) = eµa∂µ (2.172)

Tanto a e como a sus componentes eµa se les denomina tétradas. Al mapa inverso
e−1 : TpM →M × R4 o a sus componentes

e−1(∂µ) = eaµξa (2.173)

se les denomina equivalentemente co-tétradas. Las tétradas y co-tétradas satis-
facen las siguientes relaciones con la métrica:

gµν = ηabe
a
µe
b
ν ηab = gµνe

µ
ae
ν
b (2.174)

eaµe
µ
b = δab eaµe

ν
a = δνµ (2.175)

donde ηab son las componentes de la métrica de Minkowski. Los ı́ndices lati-
nos corresponden al espacio interno y las letras griegas son ı́ndices espacio-
temporales.
Observación: Toda la información de la métrica está contenida en las tétradas,
pero el rećıproco no es cierto. En gµν hay 10 grados de libertad mientras que
en eaµ hay 16. Estos 6 grados de libertad extra en las tétradas corresponden
al número de grados de libertad del grupo SO(3, 1), esto es, al número de
parámetros independientes de una transformación de Lorentz en el espacio in-
terno. Se pude ver en (2.174) que una transformación de Lorentz en el espacio
interno deja invariante la expresión. El grupo SO(3, 1) tiene una representa-
ción en el espacio interno dada simplemente por la representación fundamental.
SO(3, 1) es entonces un grupo de gauge y una transformación de Lorentz es a
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su vez una transformación de gauge.
En el apéndice B definimos el concepto de derivada covariante; ésta es un

operador que permite derivar campos tensoriales en la dirección de algún vector
del espacio tangente de una variedad. La derivada covariante puede ser especifi-
cada de forma equivalente por su correspondiente potencial vector, como se vio
en el apéndice B. Luego, en § 2.1.2 introdujimos un tipo especial de conexión, la
conexión de Levi-Civita, la cual actúa sobre los campos tensoriales en el espacio-
tiempo. Un campo como eµa tiene por un lado un ı́ndice espacio-temporal y un
ı́ndice interno, por lo que si le aplicamos el operador ∇ definido en la sección
2.1.2, obtendremos:

∇µeνa = ∂µe
ν
a + Γνµρe

ρ
a (2.176)

Definimos ahora una derivada covariante D que actúa también sobre el ı́ndice
interno mediante una conexión espinorial ω. Si T es un tensor que toma valores
en el grupo de Lorentz, entonces tenemos

DµT
ν1...νn
a1...am = ∂µT

ν1...νn
a1...am + Γν1µρT

ρ...νn
a1...am + · · · − ωba1µT

ν1...νn
b...am

− . . .
= ∇µT ν1...νna1...am − ω

b
a1µT

ν1...νn
b...am

(2.177)

donde Γρµν son las componentes de la conexión de Levi-Civita y ωbaµ las com-
ponentes de la conexión espinorial. Ambas conexiones actúan sobre los ı́ndices
duales cambiando de signo el correspondiente sumando. Imponiendo la com-
patibilidad de la derivada covariante con la tétrada:

Dµe
a
ν = 0 (2.178)

obtenemos, desarrollando

Dµe
a
ν = ∇µeaν + ωabµe

b
ν = 0

→evb′ × (∇µeaν) = −ωabµebνeνb′
→ωabµ = −eνb∇µeaν (2.179)

Por otro lado, tenemos

0 = ∇µ(δab ) = ∇µ(eaνe
ν
b )

→eνb∇µeaν = −eaν∇µeνb (2.180)

Entonces, obtenemos las componentes de la conexión espinorial en función de
las tétradas y co-tétradas:

ωabµ = eaν∇µeνb (2.181)

Las tétradas junto con la conexión de Ashtekar-Barbero la cual introducire-
mos más adelante son las variables fundamentales en esta formulación Hamilto-
niana de la relatividad general.

Para construir la teoŕıa canónica, separaremos el espacio-tiempo en espacio
y tiempo de la misma manera que lo hicimos en 2.3.1. Suponemos que el espacio
tiempo es una variedad globalmente hiperbólica. Podemos entonces encontrar
un difeomorfismo

φ : M → Σ× R (2.182)
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Donde Σ es una variedad tipo espacio y R representa el tiempo. Llamamos qµν
a las componentes de la métrica inducida por gµν en Σ, dadas por:

qµν = gµν + nµnν (2.183)

Llamamos además Kµν a las componentes de la curvatura extŕınseca, dadas por:

Kµν =
1

2
Lnqµν (2.184)

Donde n es el vector unitario normal saliente a Σ.
Utilizando (2.174), escribimos:

qµν = ηabe
a
µe
b
ν + nµnν = −e0

µe
0
ν + δije

i
µe
j
ν + nµnν (2.185)

donde los ı́ndices i y j van desde 1 hasta 3. La forma de la métrica en (2.185)
sugiere una fijación de gauge simple para eliminar algunos grados de libertad.
En el llamado gauge temporal, la componente e0

µ coincide con el vector normal,
eliminando la componente del boost del grupo de Lorentz haciéndola coincidir
con el vector normal. El grupo de simetŕıas de gauge queda reducido al grupo
de las rotaciones espaciales. La métrica espacial adquiere la forma:

qµν = δije
i
αe
j
β (2.186)

Tomando el pull-back en Σ:

qαβ = δije
i
αe
j
β (2.187)

donde los ı́ndices α y β van desde 1 hasta 3 y los ı́ndices i, j están relacionados
con la simetŕıa SO(3) (o equivalentemente, SU(2)). Considerando el elemento
de ĺınea

ds2 = −N2dt2 + qαβ(Nαdt+ dxα)(Nβdt+ dxβ) (2.188)

es posible identificar las componentes de las tétradas con las variables ADM:

eaµ =

(
N Nαeiα
0 eiα

)
eνb =

( 1
N 0

−N
β

N eβj

)
(2.189)

Nuevas variables, simetŕıa de gauge

En (2.187) se puede observar que la métrica espacial es invariante bajo transfor-
maciones de gauge en el espacio interno, esto es, rotaciones SO(3). La tétrada
proyectada en Σ entonces tiene tres grados de libertad más que la métrica es-
pacial. En consecuencia, deben haber tres v́ınculos de primera clase más que
en la formulación ADM; a estos v́ınculos relacionados con la simetŕıa de las
transformaciones de gauge del grupo SO(3) se les denomina v́ınculo de Gauss.
Para hallar este v́ınculo, primero definimos la siguiente 1-forma Ki

α en Σ:

Ki
α = Xi

aX
µ
αω

a0
µ (2.190)

donde Xµ
α son las componentes del proyector de M a Σ. De manera similar,

Xi
a son las componentes del mapa inverso al que va desde el espacio interno

cuadridimensional al tridimensional. Utilizando (2.181):

Ki
α = Xi

aX
µ
αe

νa
(
∇µe0

ν

)
= Xi

aX
µ
αe

νa (∇µnν)

= eiνX
µ
α (∇µnν) = Xµ

αX
β
ν e

i
β (∇µnν) (2.191)
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Aśı como las tétradas proyectadas en Σ (también llamadas tŕıadas) están
relacionadas con la métrica espacial por (2.174), la 1-forma Ki

α está relacionada
con la curvatura extŕınseca de la siguiente manera. Sea K una 2-forma en Σ
definida por:

Kαβ = δijK
i
αe
j
β (2.192)

Esto es, la contracción de los ı́ndices internos de K y e utilizando la métrica
euclideana. La curvatura extŕınseca se encuentra dentro de esta 2-forma, más
espećıficamente, la curvatura extŕınseca es la parte simétrica de K. Para ver
esto, primero calculamos la componente Kαβ utilizando (2.191):

Kαβ = δijX
µ
αX

γ
ν (∇µnν) eiγe

j
β (2.193)

Por otro lado, la curvatura extŕınseca:

Kαβ =
1

2
Lnqαβ =

1

2
Ln

(
δije

i
αe
j
β

)
=

1

2
δij

(
ejβLne

i
α + eiαLne

j
β

)
=

1

2
δij

(
ejβe

i
ν(∇αnν) + ejνe

i
α(∇βnν)

)
=

1

2
δij

(
ejβX

γ
ν e
i
γX

µ
α∇µnν + eiαX

γ
ν e
j
γX

µ
α∇µnν

)
(2.194)

Comparando este resultado con (2.193), vemos que

Kαβ = K(αβ) (2.195)

Entonces, la curvatura extŕınseca está contenida en la parte simétrica de la 2-
forma K. Las tétradas a su vez contienen la información de la métrica espacial,
como puede observarse en (2.174). Más adelante se reemplazará el par de varia-
bles ADM (qab,Kab) y se verá que la dinámica obtenida utilizando la 1-forma
Ki
α y las tétradas es equivalente a la obtenida con las variables ADM. Vamos

a exigir ahora que Kab sea igual a la curvatura extŕınseca, la cual es simétrica.
Entonces, la parte antisimétrica de K debe satisfacer el siguiente v́ınculo:

K[αβ] ≈ 0 (2.196)

Dicho de otra manera, definimos la 1-forma Ki
α tal que satisface tanto (2.195)

como el v́ınculo (2.196). En (2.196) se tienen tres v́ınculos ya que la matriz
K[αβ] es antisimétrica. Estos tres v́ınculos son los que absorben los tres grados
de libertad extras introducidos al elegir las tétradas como variables.
Definimos ahora las tŕıadas densitizadas:

Eαi = eeαi (2.197)

Donde e = det[eiα] = (det[eαi ])
−1

. La relación entre las variables ADM y las
variables (Eαi ,K

i
α):

qαβ = δije
i
αe
j
β = δije

2EiαE
j
β = δijEE

i
αE

j
β (2.198)

Donde E = det[Eαi ] = det[eeαi ] = e3det[eαi ] = e3e−1 = e2. Luego, utilizando
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(2.195) y que q = det[Eαi ]3det[Eiα]2 = det[Eαi ] = E:

παβ =
√
q
(
Kαβ −Kqαβ

)
=
√
q
(
Ki(αeβ)i − qαβKiγeiγ

)
=
√
E

 1√
E

(
KiαEβi +KiβEαi

)
2

− 1

E
δijEαi E

β
j

√
EKiγEiγ


=

(
KiαEβi +KiβEαi

)
2

− δijEαi E
β
j K

iγEiγ (2.199)

Por otro lado, tenemos que:

2δ
(α
δ E

β)iEjγE
[γ
i K

δ]
j = 2

(
δαδ E

βi + δβδE
αi
)

2
Ejγ

(
Eγi K

δ
j − EδiK

γ
j

)
2

=
1

2

(
EβiEjγE

γ
i K

α
j − EβiEjγEαi K

γ
j

+EαiEjγE
γ
i K

β
j − E

αiEjγE
β
i K

γ
j

)
=

(
KiαEβi +Kβ

i E
α
i

)
2

− Eαi EβiKjγEjγ (2.200)

Comparando este resultado con (2.199) vemos que son iguales, entonces:

παβ = 2δ
(α
δ E

β)iEjγE
[γ
i K

δ]
j (2.201)

En términos de estas nuevas variables, el v́ınculo (2.196):

Rij = eeαi e
β
jK[αβ] = eeαi e

β
jK

k
[αeβ]k = eeαi e

β
j

1

2

(
Kk
αeβk −Kk

βeαk
)

= e

(
1

e
Eαi

)(
1

e
Eβj

)
1

2

(
Kαk(eEkβ)−Kβk(eEkα)

)
=

1

2
Eαi E

β
j

(
EkβKαk − EkαKβk

)
=

1

2

(
Eαi Kαj − Eβj Kβk

)
= Kα[iE

α
j] ≈ 0

(2.202)

Sus ı́ndices espacio-temporales fueron transformados en ı́ndices internos uti-
lizando las tétradas. Luego, el v́ınculo de difeomorfismos (2.159):

Cα = −2Dβπ
β
α = −2Dβ(Ki

αE
β
i − δ

β
αK

γ
j E

j
γ) (2.203)

donde se usó que δβα = δji e
i
αe
β
j = δjiE

i
αE

β
j = EiαE

β
i y también la igualdad débil

Ki
[αeβ]i ≈ 0 → Ki

[αEβ]i ≈ 0 → Ki
αE

β
i ≈ Kβ

i E
i
α. De forma similar se puede

probar que el v́ınculo Hamiltoniano en términos de estas nuevas variables toma
la forma:

C =
√
EEαi E

β
j

(
Kj
αK

i
β −Ki

αK
j
β

)
− 1√

E

(
3R(E)

)
(2.204)

Donde el escalar de Ricci tridimensional se considera una función de las tŕıadas
densitizadas. Si equipamos el nuevo espacio de fases con la siguiente estructura:{

Eiα(t, x),Kβ
j (t, y)

}
= δijδ

β
αδ(x− y) (2.205){

Eiα(t, x), Ejβ(t, y)
}

=
{
Kα
i (t, x),Kβ

j (t, y)
}

= 0 (2.206)
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entonces se puede probar que la dinámica descrita por las variables (Eiα,K
β
j ) es

equivalente a la descrita por las variables ADM. Primero, La versión suavizada
del v́ınculo (2.202) se obtiene integrándolo contra una función suave. La deno-
minaremos v́ınculo rotacional:

R(α) =

∫
αijKαiE

α
j d3x (2.207)

Donde αij es una matriz antisimétrica arbitraria. Calculando el álgebra gene-
rada por estos v́ınculos:

{R(α),R(α′)} =

{∫
αijKαiE

α
j d3x,

∫
α′
kl
KβkE

β
l d3y

}
=

∫
d3xd3yKαi

{
Eαj ,Kβk

}
Eβl α

′kl +

∫
d3xd3yαij

{
Kαi, E

β
l

}
Eαj Kβkα

′kl

=

∫
d3xd3yαijK

α
i

{
Ejα,K

β
k

}
Elβα

′k
l +

∫
d3xd3yαij

{
Kα
i , E

l
β

}
EjαK

β
kα
′k
l

=

∫
d3xd3yαijK

α
i δ

j
kδ
β
αδ(x− y)Elβα

′k
l −

∫
d3xd3yαijδ

l
iδ
α
β δ(x− y)EjαK

β
kα
′k
l

=

∫
d3x(αα′)ilKαiE

αl −
∫

d3x(α′α)kiKαkE
αi =

∫
d3x[α, α′]ijKαiE

α
j

= R([α, α′]) (2.208)

Esta es el álgebra de las rotaciones espaciales SO(3). El corchete de Poisson
del v́ınculo rotacional con las variables ADM es cero pues estas últimas son
manifiestamente invariantes bajo rotaciones. La métrica espacial, al ser función
únicamente de las tŕıadas, satisface:

{qαβ(t, x), qγδ(t, y)} = 0 (2.209)

Por otro lado, los momentos conjugados de la métrica espacial satisfacen [25]:{
παβ(t, x), πγδ(t, y)

}
= −
√
q

8

[
qαγRβδ + qαδRβγ + qβγRαδ

+qβγRαγ
]

(t, x)δ(x− y) (2.210)

Los corchetes anteriores se anulan cuando se satisface el v́ınculo rotacional.
Luego, se puede ver que {

παβ , qγδ
}

= δα(γδ
β
δ)δ(x− y) (2.211)

Resumiendo, las nuevas variables Eiα y Kα
i son equivalentes a las variables ADM

cuando se satisface el v́ınculo rotacional.

Variables de Ashtekar

Las transformaciones Eαj →
Eαj
β y Kj

α → βKj
α son canónicas ya que no al-

teran la estructura (2.205),(2.206). Al parámetro β se le llama parámetro de
Barbero-Immirzi (BI) y es en general un número complejo, aunque nosotros lo
tomaremos como real. El v́ınculo rotacional también permanece invariante bajo
este reescalado:

Rk = εkijRij = εkij
(
βKi

α

) (
βEαj

)
≈ 0 (2.212)



32 CAPÍTULO 2. RELATIVIDAD GENERAL CLÁSICA

Donde βKi
α = βKi

α y βEαj =
Eαj
β . Para obtener (2.212) se definió el vector Rk,

el cual contiene la misma información queda Rij pues esta última es una matriz
3×3 antisimétrica, luego se utilizó la propiedad de antisimetŕıa del śımbolo εkij ,
y luego se utilizó (2.202).

Introducimos ahora la conexión asociada con la simetŕıa SO(3), cuyas com-
ponentes serán denotadas por Γijα . La derivada covariante de un tensor con
ı́ndices tanto espaciotemporales como internos:

DβT
i1...im
α1...αn = ∂βT

i1...in
α1...αn −

n∑
k=1

ΓγβαkT
i1...im
α1...αk−1γαk+1...αm

+

m∑
l=1

ΓiljβT
i1...il−1jil+1...im
α1...αn = ∇βT i1...inα1...αn +

m∑
l=1

ΓiljβT
i1...il−1jil+1...im
α1...αn (2.213)

De manera completamente análoga al caso cuadridimensional en (2.178), exigi-
mos que esta derivada covariante sea compatible con las tétradas:

Dβe
i
α = 0 → Γijα = eβi∇αejβ (2.214)

La curvatura es una 2-forma que se obtiene considerando el conmutador de
dos derivadas covariantes actuando sobre un vector valuado en SO(3):

Riαβj = [Dα, Dβ ] vi → Rijαβ = 2∂[αΓijβ] + Γij[αΓkjβ] (2.215)

Utilizando (2.214) y que e =
√
q → ∇αe = 0, tenemos:

DαE
β
j = ∇α(eeβj )− Γkαjee

β
k = eDαe

β
j = 0 (2.216)

Entonces:

DαE
α
j = 0 (2.217)

Además, utilizando el hecho de que ∂αE
α
j = ∂α(eeαj ) = ∇αEαj [11], obtenemos:

DαE
α
j = ∂αE

α
j − ΓkjαE

β
k = ∂αE

α
j + εljkΓkαE

α
l = 0 (2.218)

Donde se definió: Γkα := −1/2εkijΓ
ij
α . En función de las tŕıadas:

Γiα =
1

2
εijkE

βk
[
∂βE

j
α − ∂αE

j
β + EγjEαl∂βE

l
γ

]
+

1

4
εijkE

βk

2Ejα
∂β(det[Eiγ ])

det[Eiγ ]− Ejβ
∂α(det[Eiγ ])

det[Eiγ ]

 (2.219)

Podemos ver en (2.191) que Γiα no cambia al realizar la transformación Eαj →
βE

α
j = Eαj /β. Utilizando la igualdad fuerte (2.218) podemos modificar el

v́ınculo rotacional:

Gk = ∂α
(
βEαk

)
+ εjkiΓ

i
α

(
βE

α

j

)
+ εjki

(
βKi

α

) (
βEαj

)
= ∂α

(
βEαk

)
+ εjki

(
βAiα

) (
βEαj

)
≈ 0 (2.220)
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Donde se definió la conexión de Ashtekar-Barbero como βAiα = Γiα + βKi
α.

A Gk se le denomina v́ınculo de Gauss. Se puede probar que las variables
βEαi ,

βAiα forman un par canónico conjugado pues tienen la siguiente estructura
de corchetes de Poisson:{

βE
i

α(t, x), βAβj (t, y)
}

= δijδ
β
αδ(x, y) (2.221){

βE
i

α(t, x), βE
j

β(t, y)
}

=
{
βAαi (t, x), βAβj (t, y)

}
= 0 (2.222)

La curvatura de la conexión de Ashtekar-Barbero:

Fkαβ = 2∂[α
βAkβ] +εkij

βAiα βA
j

β (2.223)

La cual satisface la siguiente relación

Fkαβ = 2∂[α
βAkβ] +εkij

βAiα βA
j

β

= 2∂[αΓkβ] + 2∂[α
βK

k

β] + εkij

(
Γiα + βK

i

α

)(
Γjβ + βK

j

β

)
= Rkαβ + εkij

βK
i

α
βK

j

β +εkijΓ
i
α
βK

j

β +εkij
βK

i

α Γjβ + 2∂[α
βK

k

β] (2.224)

Donde Rkαβ = ∂[αΓkβ] + εkijΓ
i
αΓjβ , y está relacionado con la curvatura (2.215) de

la siguiente manera:

Rijαβ = εijk R
k
αβ (2.225)

Lo cual puede verificarse fácilmente expresando Γkα en función de Γijα y utilizando
la identidad

εijkεlmn = δilδjmδkn + δimδjnδkl + δinδjlδkm − δilδjnδkm − δinδjmδkl
−δimδjlδkn (2.226)

Por otro lado, tenemos que

D[α
βK

k

β] = ∂[α
βK

k

β] +
(
−ΓγαβK

k
γ + ΓγβαK

k
γ

)
+
(
ΓklαK

l
β − ΓklβK

l
α

)
(2.227)

El segundo sumando en (2.227) es cero ya que los śımbolos de Christoffel son
simétricos. Luego, tenemos:

Γkα = −1

2
εkijΓ

ij
α = −1

2
εijkΓijα (2.228)

Multiplicando por εkmn:

εkmnΓkα = −1

2
εkmnε

kijΓijα = −1

2

(
δimδ

j
n − δjmδin

)
Γijα = Γnmα (2.229)

Entonces:

εmknΓkα = Γmnα → Γmnα = εmknΓkα = Γmnα (2.230)

Renombrando ı́ndices mudos y contrayendo ı́ndices internos con Kj
β :

εkijΓ
i
αK

j
β = ΓkjαK

j
β (2.231)
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Usando esta última igualdad, podemos reescribir (2.224) como:

Fkαβ = Rkαβ + 2D[α
βK

k

β] +εkij
βK

i

α
βK

j

β (2.232)

Utilizando (2.223), (2.224) y la identidad ćıclica de Bianchi tridimensional [33]:

RjαβE
β
j = 0 (2.233)

Se pueden hallar expresiones para los v́ınculos en función de las nuevas va-

riables. Primero, contrayendo (2.232) con βE
β
k :

Fkαβ βE
β

k = Rkαβ
βE

β

j +2D[α
βK

k

β]E
β
k + εkij

βK
i

α
βK

j

β
βE

β

k (2.234)

El primer sumando es cero por (2.233). Luego, el tercer sumando se puede
reescribir utilizando (2.212) y la igualdad fuerte (2.218):

εkij
βK

i

α
βK

j

β
βE

β

k = βK
i

αRi = βK
i

αGi (2.235)

Luego, comparando el segundo sumando al v́ınculo de difeomorfismos (2.203)
(re-escalado por un factor de -2):

2D[α
βK

k

β]E
β
k = Dα

βK
k

β E
β
k −Dβ

βK
k

αE
β
k = Cα (2.236)

Entonces, tenemos:

FkαβE
β
k = Cα + βK

i

αGi → Cα = FkαβE
β
k −

βK
i

αGi (2.237)

De manera similar, se puede probar que el v́ınculo hamiltoniano toma la siguien-
te forma en función de las nuevas variables [33]:

C =
β2

(det[Eiα])1/2
βE

α

i
βE

γ

j

[
εijk F

k
αγ − 2(β2 + 1)Ki

[αK
j
γ]

]
+

β2

(det[Eiα])1/2
βE

γ

j DγG
j (2.238)

Los v́ınculos (2.220), (2.237) y (2.238) son completamente equivalentes a:

Gi = DαEαi := ∂αE
α
i + εkij

βAjαEαk ≈ 0 (2.239)

Cα = Eβi F
i
αβ ≈ 0 (2.240)

C =
1

(det[Eiα])1/2
Eαi E

γ
j

[
εijk F

k
αγ − 2(β2 + 1)Ki

[αK
j
γ]

]
≈ 0 (2.241)

Acción de los v́ınculos

En la sección (2.3.1) vimos que los v́ınculos (2.159) y (2.158) generan difeo-
morfismos espaciales y en la dirección normal a la foliación Σ respectivamente.
Lo mismo ocurre con los v́ınculos (2.240) y (2.241), estos generan el mismo
tipo de difeomorfismos en las nuevas variables Eαi y Aiα. El v́ınculo de Gauss
(2.239) por su parte genera rotaciones en el espacio interno, esto es, rotaciones
correspondientes al grupo SO(3) (o equivalentemente SU(2)).
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Para calcular los corchetes de Poisson de los v́ınculos con las variables
dinámicas, introducimos las versiones suavizadas de los v́ınculos. Primero, el
v́ınculo de Gauss suavizado:

CG(Λ) :=

∫
Σ

d3xΛiGi (2.242)

donde Λ es un campo suave en Σ valuado en so(3). El v́ınculo de difeomorfismos:

CDiff( ~N) :=

∫
Σ

d3x
(
NαEβi F

i
αβ − (NαAiα)Gi

)
(2.243)

Con ~N un campo suave en Σ. En esta definición se sumó un término propor-
cional v́ınculo de Gauss para obtener el resultado deseado de forma expĺıcita,
eliminando una parte del v́ınculo proporcional al v́ınculo de Gauss, el cual ge-
nera rotaciones internas. Por último, el v́ınculo Hamiltoniano:

C(N) :=

∫
Σ

d3xN
1

(det[Eiα])1/2
Eαi E

β
j

[
εijk F

k
αβ − 2(β2 + 1)Ki

[αK
j
β]

]
(2.244)

Calculando los corchetes de Poisson de los v́ınculos con las variables dinámicas,
obtenemos: {

Aiα, CG(Λ)
}

= −DαΛi {Eαi , CG(Λ)} = εkijΛ
jEαk (2.245)

El v́ınculo de Gauss genera entonces rotaciones en el espacio interno. Por otro
lado, el v́ınculo (2.243):{

Aiα, CDiff ( ~N)
}

= L ~NA
i
α

{
Eαi , CDiff ( ~N)

}
= L ~NE

α
i (2.246)

genera difeomorfismos espaciales en las variables dinámicas en la dirección del
vector ~N . El v́ınculo Hamiltoniano, como es de esperar, genera la evolución
temporal, esto es, un difeomorfismo en la dirección perpendicular a Σ:{

Aiα, C(N)
}
≈ LNnAiα {Eαi , C(N)} ≈ LNnEαi (2.247)

Los śımbolos de igualdad débil se deben a que los corchetes tienen otros suman-
dos que se anulan en la superficie de v́ınculos.

Álgebra de los v́ınculos

Calculando el corchete de Poisson entre los v́ınculos, obtenemos [4]:

{CG(Λ), CG(Λ′)} = {CG([Λ,Λ′])} (2.248){
CG(Λ), CDiff ( ~N)

}
= −CG(L ~NΛ) (2.249){

CDiff ( ~N), CDiff ( ~N ′)
}

= CDiff ([ ~N, ~N ′]) (2.250)

{CG(Λ), C(N)} = 0 (2.251){
CDiff ( ~N), C(M)

}
= −C(LNM) (2.252)

{C(N), C(M)} = −4
(
CDiff (~S) + CG(SαAiα)

)
− 4

(
1 +

1

β2

)
CG

(
[Eiα∂

αN,Eiβ∂
βM ]

q

)
(2.253)
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Donde se definió el vector ~S:

Sα = (N∂βM −M∂βN)
Eβi E

αi

q
(2.254)

En resumen, la relatividad general se puede reformular como una teoŕıa dinámica
de conexiones con grupos de estructura compactos. El precio a pagar es intro-
ducir más grados de libertad, más v́ınculos y trabajar con una estructura de
corchetes de Poisson más complicada.



Caṕıtulo 3

Simetŕıa esférica

En el problema a estudiar en este trabajo, el espaciotiempo en cuestión admite
simetŕıa esférica, esto es, hay tres vectores de Killing de S2 que forman el álgebra
so(3) ' su(2).

3.1 Variables de Ashtekar

El formalismo ADM supone que el espaciotiempoM es foliado por una familia de
hipersuperficies espaciales Σt, siendo t el parámetro correspondiente al tiempo.
Supondremos además que cada una de estas hipersuperficies tiene la forma Σ =
I × S, donde I es una variedad unidimensional caracterizada por un parámetro
x al que llamaremos coordenada radial, y S2 es una 2-esfera descrita por las
coordenadas θ y φ. Estas son coordenadas adaptadas a la simetŕıa esférica
del problema. Cuando la variedad Σ admite simetŕıa esférica, la conexión de
Ashtekar-Barbero toma la siguiente forma reducida [6] (de ahora en más se
omitirá el β):

A = Aiατidxα = Ax(x)τ3dx+ (A1(x)τ1 +A2(x)τ2)) dθ

+ [(A1(x)τ2 −A2(x)τ1) sin θ + τ3 cos θ] dφ (3.1)

donde Ax, A1 y A2 son funciones de x y τi = −iσi/2 son los elementos de una
base ortonormal de SU(2), los cuales satisfacen [τi, τj ] = εkijτk. Luego, la tŕıada
densitizada toma la forma

E = Eαi τ
i∂α = Ex(x)τ3 sin θ∂x +

(
E1(x)τ1 + E2(x)τ2

)
sin θ∂θ

+
(
E1(x)τ2 − E2(x)τ1

)
∂φ (3.2)

donde Ex, E1 y E2 son funciones de x. En términos de las variables reducidas
por simetŕıa, la 2-forma simpléctica adquiere la siguiente forma:

Ω =
1

8πGβ

∫
Σ

d3xδEαi ∧ δAiα

=
1

8πGβ

∫
I

dx

∫
S2

dθdφ sin θ
(
δEx ∧ δAx + 2(δE1 ∧ δA1 + δE2 ∧ δA2)

)
(3.3)

37
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Integrando en el ángulo sólido:

Ω =
1

2Gβ

∫
I

dx
(
δEx ∧ δAx + 2(δE1 ∧ δA1 + δE2 ∧ δA2)

)
(3.4)

Notar que la teoŕıa de dimensión 3 + 1, por la simetŕıa esférica ha sido reducida
a una teoŕıa de dimensión 1+1. Observando (3.1), vemos que bajo el cambio de
coordenadas x → x̄ la componente Ax transforma como una densidad escalar
de peso 1, ya que tenemos

Ax(x)dx =Āx(x̄)dx̄, dx̄ =
∂x̄

∂x
dx

→ Āx(x̄) =
∂x

∂x̄
Ax(x) (3.5)

Mientras que las componentes A1 y A2 son escalares. Por otro lado, como
Eαi = eeαi , siendo e =

√
q es una densidad de peso −1, y además ∂x = ∂x

∂x̄∂x̄,
entonces tenemos que Ex transforma como un escalar, mientras que E1 y E2

son densidades tensoriales de peso 1.
La nueva estructura simpléctica (3.4) nos da la siguiente estructura de cor-

chetes de Poisson:

{Ax(x), Ex(x′)} = 2Gβδ(x− x′) (3.6){
A1(x), E1(x′)

}
= Gβδ(x− x′) (3.7){

A2(x), E2(x′)
}

= Gβδ(x− x′) (3.8)

El resto de los corchetes son nulos. Luego, el tensor curvatura:

F =
1

2
Fαβdxαdxβ (3.9)

Las componentes están dadas por:

F iαβ = ∂[αA
i
β] + εijkA

j
αA

k
β (3.10)

Para hallar las componentes en el caso esféricamente simétrico recurrimos a
(3.1). Mostramos a continuación el cálculo expĺıcito de una de ellas a modo
ilustrativo:

Fθφ = F iθφτi = τi

(
∂[θA

i
φ] + εijkA

j
θA

k
φ

)
=
(
τi∂θA

i
φ + εijkA

j
θA

k
φ

)
= ∂θ [(A1τ2 −A2τ1) sin θ + τ3 cos θ]

+A2 cos θτ1 −A1 cos θτ2 +A2
1 sin θτ3 +A2

2 sin θτ3

= (A1τ2 −A2τ1) cos θ − τ3 sin θ +A2 cos θτ1 −A1 cos θτ2 +A2
1 sin θτ3

+A2
2 sin θτ3 = (A2

2 +A2
1 − 1) sin θτ3 (3.11)

El resto de las componentes se puede calcular de forma análoga. Entonces, el
tensor curvatura para el caso esféricamente simétrico resulta ser:

F =
1

2
Fαβdxαdxβ = (A2

1 +A2
2 − 1)τ3 sin θdθ ∧ dφ− [(A′1τ2 −A′2τ1)

−Ax(A1τ1 +A2τ2)] sin θdφ ∧ dx

+ [(A′1τ1 +A′2τ2) +Ax(A1τ2 −A2τ1)]dx ∧ dθ (3.12)
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3.2 Vı́nculos

La dinámica de la teoŕıa está descrita por tres v́ınculos. Primero, el v́ınculo de
Gauss:

CG[Λi(~x)] =
1

8πGβ

∫
Σ

d3xΛiGi (3.13)

genera las rotaciones internas, o transformaciones de gauge del grupo SO(3) (o
SU(2)). Gi está dado por:

Gi = DαEαi = ∂αE
α
i + εkijA

j
αE

α
k (3.14)

La componente i = 1:

G1 = ∂αE
α
1 +A2

αE
α
3 −A3

αE
α
2 = ∂θ(E

1 sin θ)−A3
φE

φ
2

= E1 cos θ − cos θE1 = 0 (3.15)

De forma análoga se puede verificar que la componente i = 2 también se anula,
siendo i = 3 la única componente no nula:

G3 = ∂αE
α
3 +A1

αE
α
2 −A2

αE
α
1

= ∂xE
x
3 +A1

θE
θ
1 +A1

φE
φ
2 −A2

θE
θ
1 −A2

φE
φ
1

= Ex′(x) sin θ +A1E
2 sin θ −A2E

1 sin θ −A2E
1 sin θ +A1E

2 sin θ

= Ex′(x) sin θ + 2
(
A1E

2 −A2E
1
)

sin θ (3.16)

El v́ınculo de Gauss entonces toma la forma:

CG(λ(x)) =
1

8πGβ

∫
Σ

d3xΛ3(Ex′ + 2A1E
2 − 2A2E

1) sin θ

=
1

2Gβ

∫
dxλ(x)

(
Ex′ + 2A1E

2 − 2A2E
1
)

(3.17)

donde se definió λ(x) = 1
4π

∫
dθdφ sin θΛ3(x, θ, φ). Es importante destacar

la acción v́ınculo de Gauss reducido por simetŕıa esférica sobre las variables
dinámicas. Utilizando (3.6)-(3.8):

δE1(x) =

{
E1(x),

1

2Gβ

∫
dx′λ(x′)

(
2A1(x′)E2(x′)− 2A2(x′)E1(x′)

)}
=

∫
dx′λ(x′)(−δ(x− x′))E2(x′) = −λ(x)E2(x) (3.18)

δE2(x) = λ(x)E1(x) (3.19)

δA1(x) = −λ(x)A2(x) (3.20)

δA2(x) = λ(x)A1(x) (3.21)
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Mientras que:

δAx(x) =

{
Ax(x),

1

2Gγ

∫
dx′λ(x′)∂x′E

x(x′)

}
=

∫
dx′λ(x′)∂x′δ(x− x′) = −∂xλ(x) (3.22)

δEx(x) = 0 (3.23)

Por otro lado, la transformación de gauge eτ3λ(x) del grupo U(1) tiene por acción
rotar los vectores τ1, τ2 un ángulo λ(x). Su acción sobre E:

E′ = eτ3λ(x)Ee−τ3λ(x) = (1 + τ3λ)E(1− τ3λ(x))

= E + λ(x)E1 sin θτ2 + λ(x)E2 sin θ(−τ1) + λ(x)E1(−τ2)− λ(x)E2τ2
(3.24)

→ δEx = 0, δE1 = −λ(x)E2, δE2 = λ(x)E1 (3.25)

Luego, su acción sobre A:

A′ = eτ3λ(x)Ae−τ3λ(x) + eτ3λ(x)de−τ3λ(x)

= (1 + τ3λ(x))A(1− τ3λ(x))− ∂xλ(x)τ3dx

= A+ λ(x)A1τ1dθ + λ(x)A2(−τ1)dθ + λ(x)A1τ1dφ− λ(x)A2τ2dφ

− ∂xλ(x)τ3dx (3.26)

→ δAx = −∂xλ(x), δA1 = −λ(x)A2, δA2 = λ(x)A1 (3.27)

Vemos entonces que la acción del v́ınculo de Gauss fue reducida a la acción del
grupo de gauge U(1).
Luego, el v́ınculo de difeomorfismos:

CDiff( ~N) =
1

8πGβ

∫
Σ

d3x(NαEβi F
i
αβ −NαAiαGi) (3.28)

utilizando las formas reducidas por simetŕıa esférica de la conexión y la cur-
vatura, toma la forma

CDiff ( ~N) =
1

2Gβ

∫
1

4π

∫
S2

dφdθ sin θNx(2A′1E
1 + 2A′2E

2 −AxEx′)

=
1

2Gβ

∫
Nx(x)(2A′1E

1 + 2A′2E
2 −AxEx′) (3.29)
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donde se definió Nx(x) = 1
4π

∫
S2 dφdθ sin θNx. Esto genera difeomorfismos en

la dirección de x:

δA1(x) =

{
A1(x),

1

2Gβ

∫
dx′2Nx(x′)A′1(x′)E1(x′)

}
= Nx∂xA1(x)

= LNxA1(x) (3.30)

δE1(x) =

{
E1(x),

1

2Gβ

∫
dx′2Nx(x′)A′1(x′)E1(x′)

}
=

∫
δ(x− x′)∂x(NxE1)

= ∂xN
xE1 +Nx∂xE

1 = LNxE1 (3.31)

δA2(x) = LNxA2(x) (3.32)

δE2(x) = LNxE2(x) (3.33)

δAx(x) = LNxAx(x) (3.34)

δEx(x) = LNxEx(x) (3.35)

Finalmente, el v́ınculo Hamiltoniano está dado por:

C(N) =
1

16πG

∫
d3xN(~x)e−1

{
εjki F

i
αβE

α
j E

β
k − 2(1 + β2)Ki

[αK
j
β]E

α
i E

β
j

}
(3.36)

Donde e = |det[Eαi ]|1/2, lo cual utilizando (3.2) se puede reducir a:

e = |det[Eαi ]|1/2 =
√
Ex[(E1)2 + (E2)2] sin θ2 (3.37)

La curvatura extŕınseca esféricamente simétrica tiene la forma

K = Ki
ατidx

α = Kxτ3dx+ (K1τ1 +K2τ2) dθ + (K1τ2 −K2τ1) sin θdφ (3.38)

Siendo Kx,K1 y K2 funciones de x que pueden ser escritas en función de A
y E recurriendo a su relación con la conexión AB. Con este último resultado,
y usando además (3.2) y (3.12), la forma reducida del v́ınculo Hamiltoniano
resulta ser:

C(N(x)) =
1

2G

∫
dx

N(x)√
|Ex| [(E1)2 + (E2)2]

×
{

2Ex(E1A′2 − E2A′1) + 2AxE
x(A1E

1 +A2E
2)

+(A2
1 +A2

2 − 1)
[
(E1)2 + (E2)2

]
− (1 + β2)

(
2KxE

x(K1E
1 +K2E

2)

+
[
(K1)2 + (K2)2

] [
(E1)2 + (E2)2

])}
=

∫
dxN(x)C(x) (3.39)

Donde se definió N(x) = 1
4π

∫
dθdφ sin θN(x, θ, φ)

3.3 Variables polares

En esta sección introducimos nuevas variables denominadas polares, las cuales
están mejor adaptadas a la transformación de gauge del grupo U(1). Primero,
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definimos Aϕ y Eϕ mediante:

A1 = Aϕ cosβ A2 = Aϕ sinβ (3.40)

E1 = Eϕ cos(α+ β) E2 = Eϕ sin(α+ β) (3.41)

Notar que el producto escalar

(A1, A2).(E1, E2) = AϕE
ϕ (cosβ cos(α+ β) + sinβ sin(α+ β))

= AϕE
ϕ cosα (3.42)

es invariante bajo rotaciones del grupo U(1), como puede comprobarse usando
(3.18)-(3.21):

δ(A1E
1 +A2E

2) = −λA2E
1 −A1λE

2 + λA1E
2 +A2λE

1 = 0 (3.43)

Ya que tanto Aϕ =
√
A2

1 +A2
2 como Eϕ =

√
(E1)2 + (E2)2 son invariantes bajo

la acción del grupo U(1), el ángulo α es un invariante gauge, mientras que el
ángulo β es puro gauge. Con estas nuevas variables, la forma simpléctica (3.4)
adquiere la forma:

Ω =
1

2Gβ

∫
dx {δEx ∧ δAx + 2 [δEϕ ∧ δ(Aϕ cosα)

+δ(AϕE
ϕ sinα) ∧ δ(α+ β)]} (3.44)

La forma de (3.44) sugiere que podemos elegir un nuevo conjunto de variables
canónicas definiendo:

Āϕ := 2Aϕ cos θ (3.45)

η := α+ β (3.46)

P η := 2AϕE
ϕ sinα = 2A1E

2 − 2A2E
1 (3.47)

con lo que tenemos la siguiente estructura de corchetes de Poisson:

{Ax(x), Ex(x′)} = 2Gβδ(x− x′) (3.48){
Āϕ(x), Eϕ(x′)

}
= 2Gβδ(x− x′) (3.49)

{η(x), P η(x′)} = 2Gβδ(x− x′) (3.50)

En términos de las variables polares, el v́ınculo de Gauss (3.17) toma la forma:

GG(λ(x)) =
1

2Gβ

∫
dxλ(x)(Ex′ + 2A1E

2 − 2A2E
1)

=
1

2Gβ

∫
dxλ(x)

(
Ex′ + 2AϕE

ϕ sinα
)

=
1

2Gβ

∫
dxλ(x)

(
Ex′ + P η

)
(3.51)

El v́ınculo de difeomorfismos:

CDiff( ~N) =
1

2Gβ

∫
dxNx(x′)

(
2A′1E

1 + 2A′2E
2 −AxEx′

)
=

1

2Gβ

∫
dxNx (2(A′ϕ cosβ − β′ sinβAϕ)Eϕ cos(α+ β)

+2(A′ϕ sinβ + β′ cosβAϕ)Eϕ sin(α+ β)−AxEx′
)

=
1

2Gβ

∫
dx
(
2A′ϕE

ϕ cosα+ 2AϕE
ϕβ′ sinα−AxEx′

)
(3.52)
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Esto es igual a

1

2Gβ

∫
dx
[
(2Aϕ cosα)′ + 2Aϕ sinαα′)Eϕ + 2AϕE

ϕ sinαβ′ −AxEx′
]

=
1

2Gβ

∫
dx
[
Ā′ϕE

ϕ + P ηη′ −AxEx′
]

(3.53)

El caso del v́ınculo Hamiltoniano es un poco más complicado. Para hacer el
cálculo más simple, podemos rotar la base ortonormal (τ1, τ2, τ3) de su(2) para
obtener la nueva base (τ1′ , τ2′ , τ3′) cuyos elementos están dados por:

τ1′(x) := τ1 cos(α+ β) + τ2 sin(α+ β) (3.54)

τ2′(x) := −τ1′ sin(α+ β) + τ2 cos(α+ β) (3.55)

τ3′ := τ3 (3.56)

En términos de las variables polares y la nueva base de su(2), la conexión (3.1)
y la tŕıada (3.2):

A = Aiατidx
α = Axτ3dx+Aϕ(cosατ1′ − sinατ2′)dθ

+Aϕ(sinατ1′ + cosατ2′) sin θdφ+ τ3 cos θdφ (3.57)

E = Eαi τ
i∂α = Exτ3 sin θ∂x + Eϕτ1′ sin θ∂θ + Eϕτ2′∂φ (3.58)

En esta nueva base E es diagonalizado, por lo que tenemos que

q = det[Eαi ] = Ex(Eϕ)2 sin2 θ (3.59)

Entonces:

e = eiατidx
α =

Eϕ√
|Ex|

τ3dx+
√
|Ex|τ1′dθ +

√
|Ex| sin θτ2′dφ (3.60)

Tomando la derivada exterior:

de =
Ex′

2
√
|Ex|

τ1′dx ∧ dθ +
√
|Ex|(α+ β)′τ2′dx ∧ dθ

+
Ex′

2
√
|Ex|

τ2′ sin θdx ∧ dφ−
√
|Ex|(α+ β)′τ1′ sin θdx ∧ dφ

+
√
|Ex|τ2′ cos θdθ ∧ dφ (3.61)

Donde se usó:

τ ′1′ = τ2′(α+ β)′, τ ′2′ = −τ1′(α+ β)′ (3.62)
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Teniendo (3.2) y (3.61), se pueden obtener las componentes de la conexión Γ
compatible con la tŕıada mediante la ecuación de+ Γ ∧ e = 0:

de+ Γ ∧ e =(
Ex′

2
√
Ex

τ1′ +
√
Ex(α+ β)′τ2′

)
dx ∧ dθ +

Ex′

2
√
Ex

sin θτ2′dx ∧ dφ

−
√
Ex(α+ β)′τ1′ sin θdx ∧ dφ+

√
Exτ2′ cos θdθ ∧ dφ

(Γxdx+ Γθdθ + Γφdφ) ∧
(
Eϕ√
Ex

τ3dx+
√
Exτ1′dθ +

√
Ex sin θτ2′dφ

)
=

(
Ex′

2
√
Ex

τ1′ +
√
Ex(α+ β)′τ2′

)
dx ∧ dθ +

Ex′

2
√
Ex

sin θτ2′dx ∧ dφ

−
√
Ex(α+ β)′τ1′ sin θdx ∧ dφ+

√
Exτ2′ cos θdθ ∧ dφ

+ τi′Γ
i′

x

√
Exτ1′dx ∧ dθ + τi′Γ

i′

x

√
Ex sin θτ2′dx ∧ dφ

− τi′Γi
′

θ

Eϕ√
Ex

τ3dx ∧ dθ + τi′Γ
i′

θ

√
Ex sin θτ2′dθ ∧ dφ

− τi′Γi
′

φ

Eϕ√
Ex

dx ∧ dφ− τi′Γi
′

φ

√
Exτ1′dθ ∧ dφ (3.63)

Con las definiciones (3.54)-(3.56), se puede verificar fácilmente que:

τ1′ ∧ τ2′ = τ3 (3.64)

τ1′ ∧ τ3′ = −τ2 (3.65)

τ2′ ∧ τ3′ = τ1 (3.66)

Usando esto y desarrollando (3.63) se pueden obtener las componentes de Γ, el
resultado es:

Γ = Γi
′

ατi′dα = −(α+ β)′τ3dx+
Ex′

2Eϕ
τ2′dθ −

Ex′

2Eϕ
τ1′ sin θdφ+ τ3 cos θdφ

(3.67)

La curvatura extŕınseca puede ser hallada ahora mediante la relación βK =
A− Γ, y los resultados (3.1) y (3.67):

A− Γ = (Ax + (α+ β)′) τ3dx+

{[
Aϕ cosβ +

Ex′

2Eϕ
sin(α+ β)

]
τ1

+

[
Aϕ sinβ − Ex′

2Eϕ
cos(α+ β)

]
τ2

}
dθ

+

[(
−Aϕ sinβ sin θ +

Ex′

2Eϕ
cos(α+ β) sin θ

)
τ1

+

(
Aϕ cosβ sin θ +

Ex′

2Eϕ
sin(α+ β) sin θ

)
τ2

]
dφ (3.68)
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Donde se utilizaron las relaciones (3.54)-(3.56). Comparando con (3.38), obte-
nemos:

βKx = Ax + (α+ β)′ (3.69)

βK1 = Aϕ cosβ +
Ex′

2Eϕ
sin(α+ β) (3.70)

βK2 = Aϕ sinβ − Ex′

2Eϕ
cos(α+ β) (3.71)

Podemos además imponer el v́ınculo de Gauss:

Ex′ + 2AϕE
ϕ sinα = 0→ Ex′

2Eϕ
= −Aϕ sinα (3.72)

y entonces, las ecuaciones (3.69)-(3.71) toman la forma:

βKx = Ax + (α+ β)′ (3.73)

βK1 = Aϕ cosα cos(α+ β) (3.74)

βK2 = Aϕ cosα sin(α+ β) (3.75)

Con estos resultados y las definiciones (3.40),(3.41) podemos calcular el término
dentro de los corchetes en (3.39):

2β
√
qC(x) = 2Ex(E1A′2 − E2A′1) + 2AxE

x(A1E
1 +A2E

2)

+ (A2
1 +A2

2 − 1)[(E1)2 + (E2)2]− (1 + β2)(2KxE
x(K1E

1 +K2E
2)

+ [(K1)2 + (K2)2][(E1)2 + (E2)2])

= − 1

4β2

{
4(β2 +A2

ϕ)(Eϕ)2 + (1 + β2)(Ex′)2

+8β2ExEϕA′ϕ sinα+ 8ExEϕAxAϕ cosα

+8ExEϕAϕ cosα((1 + β2)α′ + β′) + 4(1 + β2)EϕAϕE
x′ sinα

}
(3.76)

Notar que tanto la conexión de Ashtekar-Barbero como la conexión Γ no trans-
forman de manera covariante ante una rotación de U(1), pero su diferencia K
śı lo hace. En (3.76) la invariancia del v́ınculo hamiltoniano ante rotaciones
U(1) no es expĺıcita dado que depende de cantidades como Ax y el ángulo β.
Para hacer esta invariancia expĺıcita, podemos sumar un múltiplo del v́ınculo
de Gauss:

2GβEx∂xU = 2ExEϕA′ϕ sinα+ 2ExEϕA′ϕ cosαα′

+ 2ExAϕE
ϕ′ sinα+ ExEx′′ (3.77)

Sumando este nuevo término, (3.76) se transforma en:

2G
√
qC + 2GβEx∂xU = − 1

4β2

{
4(β2 +A2

ϕ)(Eϕ)2 + (1 + β2)(Ex′)2

+ 8ExEϕAϕ(Ax + (α+ β)′) cosα

+4(1 + β2)EϕAϕE
x′ sinα

}
+ 2ExAϕE

ϕ′ sinα+ ExEx′′ (3.78)



46 CAPÍTULO 3. SIMETRÍA ESFÉRICA

Ahora las cantidades Ax y β aparecen sólo a través de la cantidad βKx =
Ax+(α+β)′, la cual se puede verificar que es invariante bajo la acción del grupo
U(1) aplicándole una rotación interna a (3.38). Sustituyendo Aϕ sinα,Aϕ cosα
con (3.45) y A2

ϕ por

A2
ϕ =

Ā2
ϕ

4
+A2

ϕ sin2 α =
Ā2
ϕ

4
+

(
P η

2Eϕ

)2

(3.79)

el v́ınculo (3.78) queda:

2G
√
qC = −(Eϕ)2 −

Ā2
ϕ(Eϕ)2

4β2
− ExEϕĀϕ

β2
(Ax + α′ + β′) +

ExEϕ′P η

Eϕ

− (P η)2

4β2
− 1 + β2

2β2
Ex′P η − 1 + β2

4β2
(Ex′)2 + ExEx′

′

= −(Eϕ)2 −
Ā2
ϕ(Eϕ)2

4β2
− ExEϕĀϕ

β2
(Ax + α′ + β′)− ExEx′Eϕ′

Eϕ

+
(Ex′)2

4
+ ExEx′

′
(3.80)

Donde en el último paso se usó el v́ınculo de Gauss en su forma (3.51). Final-
mente, notando que

√
q =

√
|Ex| [(E1)2 + (E2)2] =

√
|Ex|Eϕ, tenemos

C =
1

2G

{
− Eϕ√
|Ex|

−
Ā2
ϕE

ϕ

4β2
√
|Ex|

− sgn(Ex)

√
|Ex|Āϕ
β2

(Ax + α′ + β′)

−sgn(Ex)

√
|Ex|Ex′Eϕ′

(Eϕ)2
+

(Ex′)2

4
√
|Ex|Eϕ

+ sgn(Ex)

√
|Ex|Ex′′

Eϕ

}
(3.81)

Ahora el v́ınculo está expresado en función de las cantidades independientes
del gauge: Eϕ, Āϕ, E

x, Ax + α′ + β′. Hacemos un último cambio de variable
con el que lograremos separar las variables invariantes ante rotaciones U(1) de
las dependientes. Integrando por partes, la forma simpléctica (3.44) se puede
reescribir como:

Ω =
1

2Gβ

∫
dx {δEx ∧ δ(Ax + α′ + β′) + δEϕ ∧ δ(2Aϕ cosα)

+ δ(2AϕE
ϕ sinα+ Ex′) ∧ δ(α+ β)

}
(3.82)

Esta forma sugiere definir las nuevas variables

Āx = Ax + η′ = Ax + (α+ β)′ (3.83)

P̄ η = P η + Ex′ (3.84)

las cuales tienen la siguiente estructura de corchetes de Poisson:{
Āx(x), Ex(x′)

}
= 2Gβδ(x− x′) (3.85){

Āϕ(x), Eϕ(x′)
}

= 2Gβδ(x− x′) (3.86){
η(x), P̄ η(x′)

}
= 2Gβδ(x− x′) (3.87)
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En términos de estas variables, los v́ınculos toman la siguiente forma:

U =
1

2Gβ
P̄ η (3.88)

D =
1

2Gβ

{
Ā′ϕE

ϕ + η′P̄ η − ĀxEx′
}

(3.89)

C =
1

2G

{
− Eϕ√
|Ex|

−
Ā2
ϕE

ϕ

4β2
√
|Ex|

− sgn(Ex)

√
|Ex|ĀϕĀx
β2

−sgn(Ex)

√
|Ex|Ex′Eϕ′

(Eϕ)2
+

(Ex′)2

4
√
ExEϕ

+ sgn(Ex)

√
|Ex|Ex′′

Eϕ

}
(3.90)

En términos de la curvatura extŕınseca:

U =
1

2Gβ
P̄ η (3.91)

D =
1

G

{
K ′ϕE

ϕ +KxE
x′}+

1

2Gβ
η′P̄ η (3.92)

C =
1

2G

{
− Eϕ√
|Ex|

−
K2
ϕE

ϕ√
|Ex|

− sgn(Ex)4
√
|Ex|KϕKx

−sgn(Ex)

√
|Ex|Ex′Eϕ′

(Eϕ)2
+

(Ex′)2

4
√
ExEϕ

+ sgn(Ex)

√
|Ex|Ex′′

Eϕ

}
(3.93)

El álgebra de los v́ınculos:

{CG[λ], CG[λ]} = 0 (3.94)

{CG[λ], C[N ]} = 0 (3.95)

{CG[λ], CDiff [Nx]} = −CG[Nxλ′] = −CG[LNxλ] (3.96)

{CDiff [Mx], CDiff [Nx]} = CDiff [MxNx′ −NxMx′] = CDiff [[Mx, Nx]]
(3.97)

{C[N ], C[M ]} = CDiff

[
(NM ′ −MN ′)

E2
x

|q|

]
− CG

[
(NM ′ −MN ′)

E2
x

|q|
η′
]

(3.98)

Los v́ınculos son de primera clase. El álgebra es abierta pues los multipli-
cadores en el corchete entre dos v́ınculos hamiltonianos depende de las variables
dinámicas.

Las variables canónicas evolucionan con respecto al parámetro temporal de
acuerdo a las ecuaciones de Hamilton. Calculando los corchetes de las variables
con el hamiltoniano, se puede ver que las ecuaciones de movimiento de η y de P̄ η

no involucran a las demás variables, y las ecuaciones de movimiento de las otras
variables a su vez no involucran a η ni a P̄ η. Sus ecuaciones de movimiento
entonces están completamente desacopladas. Las variables η, P̄ η corresponden
a los grados de libertad internos correspondientes al grupo U(1), mientras que
las demás variables están relacionadas a la geometŕıa del espaciotiempo. Para
comprobar esto podemos describir la relación entre las variables de Ashtekar y
las variables métricas.

Primero, elegimos coordenadas xα = (x, θ.φ) adaptadas a la simetŕıa esférica.
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El elemento de ĺınea está completamente caracterizado por dos funciones Λ(t, x)
y R(t, x):

dσ2(t) = qabdx
αdxβ = Λ2(t, x)dx2 +R2(t, x)dΩ2 (3.99)

Donde dΩ2 = dθ + sin2 θdφ2 y R es el radio de curvatura. Luego, usando la
relación qqαβ = Eαi E

β
j δ

ij y la forma diagonalizada de E:

E = Exτ3 sin θ∂x + Eϕτ1′ sin θ∂θ + Eϕτ2′∂φ (3.100)

podemos obtener, con la componente (1, 1):

E(Eϕ)2 sin2 θ
1

Λ2
= (Ex)2 sin2 θ → Λ2 =

(Eϕ)2

Ex
(3.101)

Donde se usó que q = det[Eαi ] = Ex(Eϕ)2 sin2 θ. Considerando las componentes
(2, 2) o equivalentemente la (3, 3), llegamos a

Ex = R2 (3.102)

Entonces, de (3.101):

Eϕ = RΛ (3.103)

Por otro lado, el elemento de ĺınea cuadridimensional está dado por:

ds2 = gµνdxµdxν = −N2dt2 + qαβ(dxα +Nαdt)(dxβ +Nβdt) (3.104)

En términos del lapso y del shift, la curvatura extŕınseca:

Kαβ =
1

2N

(
∂Nα
∂xβ

+
∂Nβ
∂xα

− ∂gαβ
∂t
− 2ΓγαβN

γ

)
(3.105)

Para el elemento de ĺınea (3.99), las componentes de la curvatura extŕınseca son
[21]:

Kxx = −N−1Λ
(

Λ̇− (ΛNx)′
)

(3.106)

Kθθ = −N−1R
(
Ṙ−R′Nx

)
(3.107)

Kφφ = sin2 θK = Kθθ (3.108)

Recordar del caṕıtulo anterior la siguiente relación:

Ki
α = Kβ

αe
i
β (3.109)

Las formas diagonales de K y e son respectivamente:

βK = βKi′

α τi′dx
α = [Ax + (α+ β)′] τ3dx+Aϕ cosατ1′dθ +Aϕ cosατ2′ sin θdφ

(3.110)

e = ei
′

ατi′dx
α =

Eϕ√
Ex

τ3dx+
√
Exτ1′dθ +

√
Ex sin θτ2′dφ (3.111)



3.3. VARIABLES POLARES 49

Entonces, usando la relación Ki
α = Kβ

αe
i
β , tenemos:

Āx = Ax + (α+ β)′ = βK3
x = βKx

xe
3
x = βKxxe

x3 = βKxx

√
Ex

Eϕ

= βKxxΛ−1 = −βN−1
(

Λ̇− (ΛNx)′
)

(3.112)

Āϕ = 2Aϕ cosα = 2βK1′

θ = 2βKθθe
θ1′ = 2βKθθ

1√
Ex

= 2βKθθR
−1

= −2βN−1
(
Ṙ−R′Nx

)
(3.113)

Vemos entonces que las componentes de E están relacionadas a la geometŕıa
intŕınseca de la superficie Σt, mientras que las componentes de A están rela-
cionadas con su geometŕıa extŕınseca. Por otro lado, las variables η, P̄ η corres-
ponden únicamente a los grados de libertad internos y están completamente
desacopladas de los grados de libertad correspondientes a la métrica.
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Caṕıtulo 4

Contribución
electromagnética

Consideremos ahora la presencia de un campo electromagnético descrito por
un potencial vector A. Este potencial vector es descrito por la 1-forma esférica-
mente simétrica:

A = Γdx+ Φdt (4.1)

siendo Γ y Φ funciones de t y x únicamente. La acción de la teoŕıa de Einstein-
Maxwell está dada por:

S =
1

16π

∫
d4x
√
−g (R− FµνFµν) (4.2)

donde Fµν son las componentes del tensor de Maxwell, dadas por

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (4.3)

En el caso esféricamente simétrico tenemos que:

FµνF
µν = 2F01F

01 (4.4)

Donde las coordenadas 0 y 1 se refieren a la temporal y radial respectivamente.
Luego, tenemos que:

F 01 = g0µg1νFµν = g00g11F01 + g01g01F10 = gttgxxFtx + gtxgtxFxt

=

(
− 1

N2

(
−N

xNx

N2
+ qxx

))
Ftx −

NxNx

N4
Ftx = −q

xx

N2
Ftx (4.5)

Recordando que el elemento de ĺınea toma la siguiente forma cuando hay sime-
tŕıa esférica:

ds2 = −N2dt2 + Λ2 (dx+Nxdt)
2

+R2dΩ2 (4.6)

tenemos que las componentes de la métrica forman la siguiente matriz:
(
−N2 + Λ2NxNx

)
(Λ2Nx) 0 0

(Λ2Nx) Λ2 0 0
0 0 R2 0
0 0 0 R2 sin2 θ

 (4.7)
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Usando esto podemos calcular la componente qxx:

qxx = gxx +
NxNx

N2
=

(
−N2 + Λ2NxNx

)
Λ2(−N2)

+
NxNx

N2
=

1

Λ2
(4.8)

Entonces, la contribución electromagnética a la acción:

SEM =
1

16π

∫
d4xNΛR2 sin θ2

1

N2Λ2

(
Γ̇− Φ′

)2

=
1

2

∫
dtdx

1

NΛ
R2
(

Γ̇− Φ′
)2

(4.9)

El momento conjugado de la variable Γ:

PΓ = (NΛ)
−1
R2
(

Γ̇− Φ′
)

(4.10)

Mientras que el momento conjugado de Φ es cero, por lo que Φ es un mul-
tiplicador de Lagrange, no una variable dinámica. A partir de (4.9) y (4.10)
podemos hallar el Hamiltoniano mediante una transformación de Legendre:

HEM =

∫
dtdx

(
PΓΓ̇− 1

2
(NΛ)R−2P 2

Γ

)
=

∫
dtdx

(
PΓ

(
PΓ

(
NΛR−2

)
+ Φ′

)
− 1

2
(NΛ)R−2P 2

Γ

)
=

∫
dtdx

(
1

2
(NΛR−2)P 2

Γ + PΓΦ′
)

(4.11)

Integrando por partes, el segundo sumando se puede reescribir como:∫
dtdxPΓΦ′ = −

∫
dtdxΦP ′Γ = −

∫
dtdx(Φ−NxΓ +NxΓ)P ′Γ (4.12)

Podemos redefinir el multiplicador Φ:

Φ̃ := Φ−NxΓ (4.13)

Entonces, el Hamiltoniano de Maxwell:

HEM =

∫
dtdx

[
N

(
1

2
ΛR−2)P 2

Γ

)
+Nx (−ΓP ′Γ) + Φ′(−P ′Γ)

]
= CEM(N) + CDiff

EM
(Nx) + C G

EM
(4.14)

Los v́ınculos de la teoŕıa de Einstein-Maxwell son:

C(N) = CGr(N) + CEM(N) (4.15)

CDiff (Nx) = CDiff
Gr

(Nx) + CDiff
EM

(Nx) (4.16)

CG(Λ) = 0 (4.17)

C G
EM

= 0 (4.18)



Caṕıtulo 5

Espacio cuántico

Este caṕıtulo está dedicado a la construcción del espacio cinemático de LQG.
En el caṕıtulo 2 reformulamos la relatividad general como una teoŕıa de cone-
xiones, las cuales sustituyeron a la métrica. Las variables fundamentales son las
componentes de la conexión de Ashtekar-Barbero y sus momentos conjugados
las tŕıadas. Los estados de la teoŕıa cuantizada serán entonces función de la
conexión. Los estados del espacio cinemático que queremos construir deben ser
invariantes ante las transformaciones de gauge, esto es, antes las transforma-
ciones de gauge internas y ante los difeomorfismos espaciales. Para construir el
espacio recurriremos primero a conceptos provenientes de teoŕıas de gauge en
redes y luego los adaptaremos al contexto de gravedad cuántica. La principal
fuente de este caṕıtulo es el libro de Rovelli [27].

5.1 Producto escalar en teoŕıas de gauge sobre
redes

A continuación introduciremos la definición de producto escalar en el contexto
de una teoŕıa de gauge en una red ya que este es el producto escalar usaremos
más adelante para proceder con la cuantización de la formulación canónica de la
relatividad general. Consideremos una red Γ en tres dimensiones con L aristas l
y N nodos n. Para definir una teoŕıa de Yang-Mills para un grupo compacto G
en esta red, asociamos a cada arista l un elemento Ul del grupo. Consideremos
el espacio de Hilbert K̃Γ = L2[GL,dUl], donde GL es el producto tensorial de L
copias del grupo G, y dUl = dU1 . . . dUl es la medida de Haar en G. Los estados
cuánticos en K̃Γ son funciones Ψ(Ul) de L elementos del grupo. El producto
escalar entre dos estados se define como:

〈Ψ|Φ〉 =

∫
dU1 . . . dULΨ(U1, . . . , UL)Φ(U1, . . . , UL) (5.1)

Para encontrar una base del espacio K̃Γ, podemos recurrir al teorema de
Peter-Weyl, éste dice que una base ortonormal de L2[G,dU ] está dada por los
estados |j, β, α〉 definidos por 〈U |j, β, α〉 =

(
Rj(U)

)α
β

, esto es, los elementos de

matriz de la representación unitaria irreducible de spin j del grupo G. Entonces,
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54 CAPÍTULO 5. ESPACIO CUÁNTICO

una base de K̃Γ está dada por los estados:

|jl, βl, αl〉 = |j1, . . . , jL, β1, . . . , βL, α1, . . . , αL〉 (5.2)

definidos por

〈U |jl, βl, αl〉 =
∏
l

(
Rjl(Ul)

)αl
βl

(5.3)

Bajo una transformación de gauge, una holonomı́a transforma (Apéndice B):

Ul → λ−1
li
Ulλlf (5.4)

donde λ es el elemento del grupo de gauge, y li, lf son los nodos en donde la
arista l empieza y termina respectivamente. Entonces, los estados invariantes
de gauge son los que satisfacen

Ψ(Ul) = Ψ(λ−1
li
Ulλlf ) (5.5)

Estos estados forman un subespacio K̃0
Γ de K̃Γ. Para obtener una base de K̃0

Γ

definiremos a continuación el concepto de intertwiner.

5.1.1 Intertwiners

Consideremos N representaciones irreducibles j1 . . . jN del grupo G. Conside-
remos ahora el producto tensorial de sus espacios de Hilbert

Hj1...jN = Hj1 . . .HjN (5.6)

Sea H0
j1...jN

el subespacio formado por vectores invariantes ante la acción del
grupo. Sea k la dimensión de este espacio, esto es, la cantidad de veces que
la representación trivial aparece en la descomposición. Llamamos intertwiners
entre las representaciones j1 . . . jN a los elementos de la base de este espacio.
Los intertwiners son entonces tensores con ı́ndices en cada una de las repre-
sentaciones, los cuales son invariantes ante la acción del grupo G en todos sus
ı́ndices:

R
(j1)α1

β1
(U) . . . R

(jN )αN
βN

(U)vβ1...βN = vα1...αN (5.7)

Además son ortogonales en el producto escalar de H0
j1...jN

:

viα1...αN vi′α1...αN = δi
′

i (5.8)

Si un espacio Hj tiene una representación j, decimos que su espacio dual H∗j
tiene la representación dual j∗. Un intertwiner entre n representaciones duales
j∗1 . . . j

∗
n y m representaciones j1 . . . jm es un tensor invariante en el espacio(

⊗i=1,nH∗ji
)
⊗ (⊗k=1,mHk). Asociamos entonces a cada arista l una repre-

sentación jl, y a cada nodo n un intertwiner in en el producto tensorial de
las representaciones asociadas a las aristas adyacentes al mismo. Al conjunto
s = (Γ, jl, in) se le denomina red de espines. Una red de espines define un estado
|s〉:

〈Ul|s〉 = Ψs(Ul) =
∏
l

Rjl(Ul) ·
∏
n

in (5.9)
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donde el punto indica contracción en todos los ı́ndices. Debido a las propiedades
de los intertwiners, estos estados son invariantes de gauge, es decir, verifican
(5.5). Estos estados forman una base ortonormal de K̃0

Γ:

〈s|s′〉 = δss′ (5.10)

5.2 Espacio cinemático K
Construimos ahora el espacio cinemático, utilizando los resultados de la sección
anterior.

5.2.1 Funciones ciĺındricas

Sea G el espacio de las conexiones A definidas en la superficie Σ. Sea S el espacio
de funcionales en G. Recordar que una conexión su(2) se escribe como

A = Aiατidx
α (5.11)

donde τi son los generadores del álgebra de Lie de su(2): τi = − i
2σi siendo σi

las matrices de Pauli. Dado un camino γ en Σ, la conexión A determina un
elemento del grupo SU(2), la holonomı́a de A a lo largo del camino γ:

U(A, γ) = Pexp
∫
γ

A (5.12)

Una holonomı́a es a la vez un funcional de G. Si consideramos una colección
ordenada de caminos Γ en Σ formada por L caminos γ1 . . . γL (a la cual lla-
maremos grafo de ahora en adelante) y una función suave f(U1, . . . , UL) de L
elementos del grupo, entonces podemos definir un funcional de A

ΨΓ,f [A] = f(U(A, γ1), . . . , U(A, γL)) (5.13)

Definimos el espacio S como el espacio de todos los funcionales ΨΓ,f [A] para
todo Γ y para toda función suave f . Llamamos a estos funcionales funciones
ciĺındricas.

5.2.2 Producto escalar

Una función ciĺındrica es una función de un cierto número de elementos del
grupo. Para definir un producto escalar entre dos funciones ciĺındricas podemos
entonces utilizar (5.1). Si dos funcionales de A, ΨΓ,f [A] y ΨΓ,g están definidos
en el mismo grafo Γ, definimos su producto escalar:

〈ΨΓ,f |ΨΓ,g〉 =

∫
dU1 . . . dULf(U1, . . . , UL)g(U1, . . . , UL) (5.14)

Si los funcionales están definidos en grafos diferentes Γ′ y Γ′′, entonces la
definición anterior se puede extender fácilmente si consideramos la unión Γ de
ambos grafos y definimos la función f en Γ:

f(U1, . . . , UL′ , UL′+1, . . . , UL′+L′′) = f ′(U1, . . . , UL′) (5.15)

g(U1, . . . , UL′′ , UL′′+1, . . . , UL′+L′′) = g′′(U1, . . . , UL′′) (5.16)
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para toda función f ′ definida en Γ′ y toda función g′′ definida en Γ′′. Usando
esto, el producto escalar (5.14) es válido para dos funcionales cualesquiera en
S:

〈ΨΓ′,f ′ |ΨΓ′′,g′〉 ≡ 〈ΨΓ,f |ΨΓ,g〉 (5.17)

Hay que notar que si bien el producto escalar (5.14) es similar al definido en
(5.1), en este caso estamos trabajando con una teoŕıa continua en la cual los
estados no viven en una sola red Γ, sino en todas las posibles redes en Σ. Más
adelante veremos que este producto escalar es invariante bajo difeomorfismos y
transformaciones locales de Gauge, y es tal que los observables clásicos reales
se transforman en operadores autoadjuntos al cuantizar. Estas condiciones son
las que debe satisfacer el producto escalar para tener una teoŕıa consistente con
el ĺımite clásico correcto.

5.2.3 Base ortonormal de K
Por el teorema de Peter-Weyl, tenemos que una base de L2(SU(2)) está dada
por los elementos de matriz de las representaciones irreducibles del grupo. Es-
cribimos los elementos de matriz de la representación de spin j de SU(2) como:

R
(j)α
β (U) = 〈U |j, αβ〉 (5.18)

Eligiendo un orden y una orientación para un grafo Γ, entonces una base de
K̃Γ = L2[SU(2)L], cuyos elementos denotaremos por

|Γ, jl, αl, βl〉 ≡ |Γ, j1, . . . , jL, α1, . . . , αL, β1, . . . , βL〉 (5.19)

se obtiene tomando el producto tensorial de elementos del tipo (5.18):

〈A|Γ, jl, αl, βl〉 = R
(j1)α1

β1
(U(A, γ1)) . . . R

(jL)αL
βL

(U(A, γL)) (5.20)

Si el grafo Γ está contenido en el grafo Γ′, entonces los elementos (5.20) aparecen
en ambos espacios K̃Γ y K̃Γ′ . Para deshacerse de esta redundancia, notemos
que los elementos de K̃Γ pertenecen a la representación trivial de los caminos
que están en Γ′ pero no en Γ. Por lo tanto, una base ortonormal de K está dada
por los elementos |Γ, jl, αl, βl〉 donde los espines j nunca toman el valor cero.
Para cada grafo Γ definimos el subespacio propio KΓ como el subconjunto de
K̃Γ generado por los estados (5.19) con jl > 0. Los subespacios propios KΓ son
ortogonales entre śı y generan K:

K ∼ ⊕
Γ
KΓ (5.21)

El grafo Γ = ∅ está incluido en la suma, su espacio de Hilbert correspondiente
es unidimensional y está generado por el elemento identidad |∅〉: 〈A|∅〉 = 1

5.2.4 Invariancias del producto escalar

Como fue mencionado anteriormente, el producto escalar (5.14) cumple propie-
dades necesarias para tener una teoŕıa cuántica consistente. En este apartado
estudiaremos dos de ellas: La invariancia bajo transformaciones de gauge, y la
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invariancia bajo difeomorfismos espaciales.

Transformaciones de gauge locales. La conexión A transforma de la siguiente
manera bajo transformaciones SU(2) locales λ : Σ→ SU(2) (Apéndice B):

A→ Aλ = λAλ−1 + λdλ−1 (5.22)

Esta transformación induce una representación de las transformaciones de gauge
locales Ψ(A)→ Ψ(Aλ−1) en K. La holonomı́a por otro lado transforma de forma
homogénea (Apéndice B):

U [A, γ]→ U [Aλ, γ] = λ(xγf )U [A, γ]λ−1(xγi ) (5.23)

Donde xγi , x
γ
f ∈ Σ son los puntos inicial y final del camino γ. Dado un par

(Γ, f), definimos

fλ(U1, . . . , UL) = f(λ(xγ1f )U1λ
−1(xγ1i ), . . . , λ(xγLf )ULλ

−1(xγLi )) (5.24)

Entonces, la acción de una transformación de gauge local Uλ sobre los estados
cuánticos es:

ΨΓ,f (A)→ [UλΨΓ,f ](A) = ΨΓ,fλ−1 (A) (5.25)

La medida de Haar es invariante bajo la acción derecha e izquierda del grupo,
por lo que el producto escalar (5.14) lo es también.

Difeomorfismos espaciales. Bajo un difeomorfismo, la conexión transforma como
una 1-forma

A→ φ∗A (5.26)

S tiene una representación Uφ del grupo de difeomorfismos definida por

UφΨ(A) = Ψ((φ∗)−1A) (5.27)

La holonomı́a transforma entonces de la siguiente manera:

U [A, γ]→ U [φ∗A, γ] = U [A, φ−1γ] (5.28)

donde (φγ)(s) ≡ (φ(γ(s))). Entonces, una función ciĺındrica ΨΓ,f [A] bajo un
difeomorfismo se transforma en otra función ciĺındrica ΨφΓ,f [A]. El producto
escalar (5.14) no depende expĺıcitamente del grafo por lo que es invariante bajo
difeomorfismos espaciales.

5.3 Estados invariantes gauge e invariantes bajo
difeomorfismos

En la sección anterior introdujimos el espacio cinemático K el cual es el espacio
de funcionales de onda arbitrarios de la conexión Ψ[A]. Los estados f́ısicos son
invariantes ante la acción de todos los v́ınculos, esto es, deben ser invariantes
gauge, invariantes bajo difeomorfismos, y deben ser solución a la ecuación de
Wheeler-DeWitt. Llamemos K0 al subespacio de K invariante gauge, KDiff al
subespacio invariante gauge y además invariante por difeomorfismos, y H al
subespacio de KDiff cuyos elementos son solución a la ecuación de Wheeler-
DeWitt. En las próximas secciones construiremos los espacios K0 y KDiff .
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5.3.1 Estados invariantes gauge. Espacio K0

Para obtener una base del espacio K0 podemos recurrir al concepto de redes de
espines, introducido al comienzo del caṕıtulo en el contexto de teoŕıas de gauge
en redes. Las redes de espines en gravedad cuántica son diferentes a las intro-
ducidas anteriormente debido a la invariancia por difeomorfismos espaciales.

Redes de espines. Sea Γ un grafo en Σ formado por curvas γ a las que
llamaremos aristas y denotamos por l. Llamamos nodos a las intersecciones de
dichas curvas y las denotamos por n. Le llamamos m (multiplicidad) al número
de links que empiezan y terminan en un nodo: m = min + mout, siendo min

el número de links que terminan en el nodo, y mout el número de links que
empiezan en él. Una vez elegido un orden y una orientación, asignamos a cada
link l una representación irreducible jl del grupo. A cada nodo n le asignamos
un intertwiner in entre las representaciones asociadas a los links adyacentes al
nodo. A la terna (Γ, jl, in) se la llama red de espines en Σ. A la elección jl y in
se le llama color de los links y de los intertwiners respectivamente.

Estados de redes de espines. Sea S = (Γ, jl, in) una red de espines con L
links y N nodos. El estado |Γ, jl, αl, βl〉 definido en (5.20) tiene L ı́ndices αl y
L ı́ndices βl. Los intertwiners tienen un conjunto de ı́ndices duales a estos, su
contracción:

ΨS [A] = 〈A|S〉 ≡
(
⊗
l
Rjl(H[A, γl])

)
·
(
⊗
n
in

)
= 〈A|Γ, jl, αl, βl〉 ·

(
⊗
n
in

)
(5.29)

El ı́ndice αl del link l se contrae con el ı́ndice correspondiente del intertwiner en
donde el link empieza, mientras que el ı́ndice βl se contrae con el del intertwiner
en donde termina. De (5.25) tenemos que bajo una transformación de gauge Uλ
los estados |Γ, jl, αl, βl〉 transforman:

Uλ |Γ, jl, αl, βl〉 = Rj1α1

α′1
(λ−1(xf1))R

j1β
′
1

β1
(λ(xi1)) . . .

RjLαLα′L
(λ−1(xfL)R

jLβ
′
L

βL
(λ(xiL)) |Γ, jl, α′L, β′L〉 (5.30)

Teniendo en cuenta esto y la invariancia de los intertwiners (5.7), tenemos que los
estados (5.29) son invariantes gauge. Dado que los estados |Γ, jl, αl, βl〉 forman
una base de K y la invariancia de los intertwiners, tenemos que los estados de
redes de espines forman una base del espacio K0.

5.3.2 Invariancia bajo difeomorfismos. Espacio KDiff

Un difeomorfismo φ mueve el grafo en la variedad por lo que los estados de redes
de espines no son invariantes bajo difeomorfismos. Sin embargo, un difeomor-
fismo puede no sólo mover el grafo, sino también cambiar el orden del mismo
o la orientación de sus links. Entonces, aún si φΓ = Γ, el orden u orientación
puede ser cambiado, y por lo tanto el estado obtenido tras la transformación
será diferente. Dado un grafo ordenado y orientado Γ, hay un grupo discreto
de mapas GΓ que cambian su orden y orientación. Los elementos de este grupo
actúan sobre KΓ. Para encontrar los estados invariantes por difeomorfismos,
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debemos ir al espacio de los funcionales Φ de los estados Ψ. La acción sobre
estos funcionales está dada por

(UφΦ) (Ψ) ≡ Φ(Uφ−1Ψ) (5.31)

Entonces, un funcional Φ invariante es aquel que cumple

Φ(UφΦ) ≡ Φ(Ψ) (5.32)

Definimos ahora un mapa PDiff que actúa en los funcionales Ψ[A] y da como
resultado un funcional Φ[Ψ], su acción está definida por

(PDiffΨ) (Ψ′) =
∑

Ψ′′=UφΨ

〈Ψ′′,Ψ′〉 (5.33)

donde la suma es sobre todos los estados Ψ′′ para los cuales existe un difeo-
morfismo φ tal que Ψ′′ = UφΨ. Esta suma es siempre finita, ya que los estados
Ψ,Ψ′ se pueden escribir como una combinación lineal finita de estados de re-
des de espines. Si un difeomorfismo sobre Ψ cambia el grafo, entonces lleva el
estado a otro ortogonal a śı mismo, mientras que si cambia sólo su orientación
y/o su orden, al ser estas operaciones discretas no hacen más que añadir una
multiplicidad discreta a la suma. Los estados (5.33) forman el subespacio de
K de estados invariantes gauge e invariantes bajo difeomorfismos. El producto
escalar en KDiff está definido por

〈PDiffΨS , PDiffΨS′〉KDiff
≡ (PDiffΨS) (ΨS′) (5.34)

5.3.3 Nudos y estados de spin-nudos

Llamamos nudo a una clase de equivalencia K bajo difeomorfismos de grafos
Γ no orientados. Sean |S〉 y |S′〉 dos estados de redes de espines. Entonces
tenemos que su producto escalar en KDiff es cero al menos que sus grafos estén
relacionados por un difeomorfismo:

〈S|PDiff |S′〉 =

 0 si Γ 6= φΓ′∑
k

〈S| gk |S′ 〉 si Γ 6= φΓ′ (5.35)

donde gk son las operaciones discretas que no cambian el grafo. Entonces, dos
estados son ortogonales a menos que estén “anudados”de la misma manera. Se
puede entonces agrupar los elementos de una base de KDiff en distintas clases
K. Llamamos KK al subespacio de KDiff generado por los estados de la base
pertenecientes a la clase del nudo K:

KK = PDiffKΓ (5.36)

para cualquier Γ ∈ K.
Los estados en KK se distinguen entre śı sólo por el color de sus links y

de sus nodos, y no son necesariamente ortonormales. Para obtener una base
ortornormal entonces se debe realizar un proceso de ortonormalización a la
forma cuadrática en (5.35). Denotamos por |s〉 = |K, c〉 a los estados resultantes
de esa ortonormalización. Al ı́ndice discreto c se le llama color del nodo. A
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estos estados se les denomina estados de spin-nudos. Los nudos forman un
conjunto discreto, por lo que el espacio KDiff admite una base ortornormal y es
entonces separable. El “tamaño excesivo” del espacio de Hilbert cinemático K en
realidad no era más que gauge. Con esto concluimos la construcción del espacio
cinemático cuántico. Los estados de este espacio que sean además solución a la
ecuación de Wheeler-DeWitt son los estados f́ısicos.

5.4 Operadores básicos

Las dos variables básicas de la teoŕıa son la conexión Aiα y su momento conju-
gado, la tŕıada Eαi . Los estados cuánticos son funcionales de la conexión Ψ[A].
Siguiendo el procedimiento descrito en (§ C.4.1), definimos los operadores

ÂiαΨ[A] = AiαΨ[A] (5.37)

Êαi Ψ[A] = −i~8πG
δ

δAiα
Ψ[A] (5.38)

Estos operadores no están bien definidos en el espacio K pues env́ıan al estado
Ψ[A] fuera del mismo. Por esto, es necesario definir operadores que sean función
de los operadores básicos (5.37)-(5.38) y que śı estén bien definidos en el espacio
K.
Un caso simple posible es la holonomı́a U(A, γ). Sean UAB (A, γ) los elementos
de matriz del elemento del grupo U(A, γ), entonces(

UAB (A, γ)Ψ
)

[A] = UAB (A, γ)[A]Ψ[A] (5.39)

Cualquier función ciĺındrica de hecho está bien definida como operador mul-
tiplicativo. El caso de la tŕıada es un poco más complicado y nos limitaremos
a presentar un resumen de la construcción del operador asociado a la misma.
Para más detalles ver [27] o [33]. Primero, tenemos que la derivada funcional
de la holonomı́a U(A, γ) está dada por

δ

δAiα(x)
U(A, γ) =

∫
dsγ̇(s)δ3(γ(s), x)[U(A, γ1)τiU(A, γ2)] (5.40)

donde γ(s) es una parametrización arbitraria de la curva γ, y el punto s la divide
en γ1 y γ2. El resultado es una distribución de dos dimensiones, pues la delta
de Dirac es tridimensional y está integrada en la curva. Es natural entonces
integrar este resultado en una superficie bidimensional dentro de Σ a la que
llamaremos S. Si llamamos ~σ = (σ1, σ2) a las coordenadas en S, entonces esta
está definida en Σ por (σ1, σ2)→ xα(σ1, σ2). Definimos el operador

Ei(S) = −i~8πG

∫
S

dσ1dσ2nα(~σ)
δ

δAiα(x(~σ))
(5.41)

donde

nα(~σ) = εαβγ
∂xβ(~σ)

∂σ1

∂xγ(~σ)

∂σ2
(5.42)
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Es el vector normal a S.
La acción de este operador en una holonomı́a U(A, γ) está dada por

Ei(S)U(A, γ) = −i~8πG

∫
S

dσ1dσ2εαβγ
∂xβ(~σ)

∂σ1

∂xγ(~σ)

∂σ2

δ

δAiγ(~x(~σ)
U(A, γ)

= −i~8πG

∫
S

∫
γ

dσ1dσ2dsεαβγ
∂xβ(~σ)

∂σ1

∂xγ(~σ)

∂σ2

∂xγ

∂s
δ3(~x(~σ), ~x(s))

× U(A, γ1)τiU(A, γ2) (5.43)

donde se supuso que la curva γ intersecta a la superficie S en un solo punto P ,
el cual separa a γ en γ1 y γ2. Si consideramos el siguiente cambio de variable
de (σ1, σ2, s) a (x1, x2, x3):

xα(σ1, σ2, s) = xα(σ1, σ2) + xα(s) (5.44)

cuyo jacobiano es precisamente

J =
∂(x1, x2, x3)

∂(σ1, σ2, s)
= εαβγ

∂xα

∂σ1

∂xβ

∂σ2

∂xγ

∂s
(5.45)

se puede verificar que (5.43) da como resultado:

Ei(S)U(A, γ) = ±i~8πGU(A, γ1)τiU(A, γ2) (5.46)

La acción del operador (5.41) es introducir la matriz ±i~8πGτi en el punto de
intersección de la curva γ y la superficie S.
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Si hay varios puntos P de intersección, el resultado anterior se extiende a

Ei(S)U(A, γ) =
∑

P∈(S∩γ)

±i~8πGU(A, γP1 )τiU(A, γP2 ) (5.47)

A partir del operador (5.41), se puede construir un operador que se corresponde
con la cantidad clásica:

A(S) =

∫
S

d2σE (5.48)

Con E =
√
nαEαi nβE

β
i dσ. (5.48) da como resultado el área de la superficie

S por lo que el operador asociado será el operador área. Los estados de redes
de espines resultan ser estados propios de este operador. Sea |S〉 uno de estos
estados correspondiente a un grafo Γ entonces tenemos:

A(S) |S〉 = ~8πG
∑

P∈(S∪Γ)

√
jP (jP + 1) |S〉 (5.49)

Vemos entonces que el área de la superficie S se obtiene como la suma de las
contribuciones de las aristas que intersectan con ella.

Figura 1: Los links de la red de espines atraviesan la superficie,
cada una de estas intersecciones contribuye al área total de la
misma. (Extraido de “Quantum Gravity” de Carlo Rovelli)

Un link cuyo spin sea j y que intersecte con la superficie contribuye una cantidad
de ~8πG

√
j(j + 1) al área total de la misma. Notar que el valor más pequeño

posible en (5.49) se da cuando un solo link intersecta la superficie S y su valencia
es 1/2, en ese caso, el área de la superficie será

A0 = 4
√

3~πGc−3 ∼ 10−66cm2 (5.50)

La cantidad A0 es una especie de cuanto de área. Ningun área puede ser medida
que sea más pequeña que esta: El área está discretizada. Esto no fue impuesto
a priori sino que es una consecuencia directa de la cuantización de la teoŕıa.



5.4. OPERADORES BÁSICOS 63

De manera análoga se puede definir un operador asociado al volumen de una
cierta región de la variedad tridimensional Σ. Sea R una región de Σ, entonces,
el volumen de R está dado clásicamente por

V (R) =

∫
R

d3x

√
1

3!
|εαβγεijkEαiEβjEγk| (5.51)

A partir de esta expresión se puede construir el operador cuántico asociado al
volumen de una región [27]. Aśı como cada link que intersectara a una superficie
S daba una contribución al área total de la misma, análogamente en este caso,
los nodos de la red de espines dan una contribución al volumen de la región R.
Se puede probar que este operador está bien definido, es autoadjunto, definido
positivo y que tiene un espectro discreto. Estos son resultados muy importantes
en LQG: El espacio f́ısico está discretizado. La interpretación de los estados
de redes de espines es la siguiente: Cada nodo de la red representa un cuanto
de volumen. Estos cuantos de volumen están separados entre śı por superficies,
representadas por los links que unen a los nodos. Cuando consideramos los
estados spin-nudos, la ubicación de la red en la variedad tridimensional pasa a
ser irrelevante por la invariancia bajo difeomorfismos, sólo importa la ubicación
relativa de los elementos de la red.

Figura 2: Los nodos de la red representan cuantos de volumen,
separados por superficies representadas por los links. (Extraido

de “Quantum Gravity” de Carlo Rovelli)
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5.5 Simetŕıa esférica

En las secciones anteriores se introdujeron conceptos y técnicas utilizadas en
LQG en un contexto general. Esta sección está dedicada a la especialización
de algunas de las cosas vistas en las secciones anteriores al caso de simetŕıa
esférica. Recordar del caṕıtulo 3 que mediante la reducción por simetŕıa, uno
terminaba con tres pares de variables canónicas: (Āϕ, E

ϕ), (Āx, E
x) y (η, P η).

Los estados de redes de espines están dados por el producto de las holonomı́as
de estas variables. Dado un grafo g con aristas ej y vértices vj , los estados de
redes de espines toman la siguiente forma:

Tg,~k.~µ,~n =
∏
ej∈g

e
i
2kj

∫
ej
Āx(x)dx ∏

vj∈g
eiµjĀϕ(vj)einjη(vj) (5.52)

donde kj , la valencia de la arista ej , es la representación del elemento del grupo
U(1) obtenido al tomar la holonomı́a de la conexión Āx. El caso de Āϕ y η es
un poco más complicado. Intuitivamente se puede pensar que µj y nj son el
resultado de integrar estas variables en una curva angular de radio constante
ya que al no haber dependencia angular la integral tendrá un efecto meramente
multiplicativo. Sin embargo, ni Āϕ ni η son conexiones genuinas [6], mientras
que para definir una holonomı́a es necesario tener una conexión. En realidad,
si uno comienza con una holonomı́a en la teoŕıa completa U(A, γ) = e

∫
Aiατidx

α

,
introduciendo la conexión esféricamente simétrica (3.1) y con un poco de trabajo
es posible probar que los estados de redes de espines esféricamente simétricos
toman la forma (5.52) [6].

5.5.1 Acción de las tŕıadas

Cerramos este caṕıtulo con la acción de los operadores asociados a las tŕıadas
sobre los estados de redes de espines esféricamente simétricos, las cuales serán
usadas al principio del próximo caṕıtulo. Recordar que el operador Eαi estaba
definido como

Êαi = −i~8πG
δ

δAiα
(5.53)

Entonces, tenemos:

Êx(x) = −i~8πG
δ

δĀx(x)
(5.54)

Actuando sobre el estado (5.52), da como resultado:

Êx(x)Tg,~k,~µ,~n = ~8πG
k+
j (x) + k−j (x)

2
Tg,~k,~µ,~n (5.55)

Siendo k+
j (x) y k−j (x) las valencias de las aristas que se unen en x si este es

un vértice, o las valencias de la arista que contiene a x si no lo es. Luego,
observemos que el operador

Êϕ(x) = −i~8πG
δ

δĀϕ(x)
(5.56)
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aplicado sobre los estados (5.52) darán un resultado distribucional ya que Āϕ
no está integrado. Para suavizar el resultado integramos en una región I:∫

I
ÊϕTg,~k,~ν,~n = ~8πG

∑
vj∈I

µjTg,~k,~ν,~n (5.57)

De manera análoga: ∫
I
P̂ ηTg,~k,~ν,~n = ~8πG

∑
vj∈I

njTg,~k,~ν,~n (5.58)

Por último, mencionamos la acción de la derivada del operador Êx. El mismo
puede ser realizado como una diferencia finita [17]. Más adelante veremos que
dicho operador aparecerá en expresiones en las que está bajo una integral, por
lo que el espaciado de la diferencia finita termina cancelándose. La acción de
este operador sobre un estado de redes de espines puede entonces ser realizada
como ∫ x+

x−
(Ex)

′
dx = E(x+)− E(x−) (5.59)
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Caṕıtulo 6

Abelianización del v́ınculo
hamiltoniano

Uno de las dificultades a la hora de cuantizar la teoŕıa está en que el corchete
de Poisson entre dos v́ınculos hamiltonianos da como resultado un v́ınculo de
difeomorfismos cuyo multiplicador depende de las variables dinámicas, el álgebra
de los v́ınculos no es un álgebra de Lie. Sin embargo, mediante un reescalado
de los multiplicadores de Lagrange y una combinación lineal con el v́ınculo de
difeomorfismos, es posible abelianizar el v́ınculo hamiltoniano, de manera que
uno termina teniendo una verdadera álgebra de Lie, y por lo tanto puede aplicar
las técnicas estándar de cuantización de Dirac. Empezaremos abelianizando el
v́ınculo hamiltoniano puramente gravitatorio y luego extenderemos el resultado
para incluir la contribución electromagnética. En este caṕıtulo se utilizarán
unidades en las que c = G = 1.

6.1 Caso puramente gravitatorio

El v́ınculo hamiltoniano esféricamente simétrico en el vaćıo está dado por:

C(N) =

∫
NCdx (6.1)

Con

C =
(Ex)′

2

8
√
ExEϕ

− Eϕ

2
√
Ex

(1 +K2
ϕ)− 2KϕKx

√
Ex −

√
ExEx′Eϕ′

2(Eϕ)2

+

√
Ex(Ex)′′

2Eϕ
(6.2)

Por otro lado, tenemos

{Kx(x), Ex(y)} = δ(x− y) (6.3)

{Kϕ(x), Eϕ(y)} = δ(x− y) (6.4)

67
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Mientras que todos los otros corchetes son cero. Entonces, el corchete de Poisson
de C con las variables dinámicas:

{C,Kϕ} =

(
1

(Eϕ)2

)
((Ex)′)

2

8
√
Ex

δ(x− y) +
(1 +K2

ϕ)

2
√
Ex

δ(x− y)

−
√
Ex

(Eϕ)3
(Ex)′(Eϕ)′δ(x− y) +

√
Ex(Ex)′′

2Eϕ
δ(x− y)

+

√
Ex(Ex)′

2(Eϕ)2
δx(x− y) (6.5)

{C,Eϕ} = − Eϕ√
Ex

Kϕδ(x− y)− 2Kx

√
Exδ(x− y) (6.6)

{C,Kx} =
1

4

(Ex)′√
ExEϕ

(−δx(x− y)) +
1

16

((Ex)′)2)

(
√
Ex)3Eϕ

δ(x− y)

−
Eϕ(1 +K2

ϕ)

4(
√
Ex)3

δ(x− y) +
KϕKx√
Ex

δ(x− y) +
1

4

(Ex)′(Eϕ)′√
Ex(Eϕ)2

δ(x− y)

+

√
Ex(Eϕ)′

2(Eϕ)2
δx(x− y)− 1

4

(Ex)′′√
ExEϕ

δ(x− y)−
√
Ex

2Eϕ
δxx(x− y) (6.7)

{C,Ex} = −2Kϕ

√
Exδ(x− y) (6.8)

Entonces, el corchete de Poisson de dos v́ınculos Hamiltonianos:

{C(N), C(M)} =

{
C(N),

∫
dyM

[(Ex)′]2

8
√
ExEϕ

}
+

{
C(N),−

∫
Mdy

Eϕ

2
√
Ex

(1 +K2
ϕ)

}
+

{
C(N),−

∫
Mdy2KϕKx

√
Ex
}

+

{
C(N),−

∫
Mdy

√
Ex(Ex)′(Eϕ)′

2(Eϕ)2

}
+

{
C(N),

∫
Mdy

√
Ex(Ex)′′

2Eϕ

}
(6.9)

Para realizar este cálculo utilizamos (6.3)-(6.4) y los resultados (6.5)-(6.8). El
resultado es:

{C(N), C(M)} =

∫
dx

Ex

(Eϕ)2
(MN ′ −NM ′) (Kx(Ex)′ − (Kϕ)′Eϕ) (6.10)

Como fue mencionado anteriormente, mediante un reescalado de los multipli-
cadores de Lagrange y una combinación lineal con el v́ınculo de difeomorfismos,
es posible abelianizar el v́ınculo hamiltoniano, de manera tal que terminaremos
con un álgebra de Lie genuina y se podrán utilizar las técnicas de cuantización
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de Dirac estándar. Primero, agregamos a C un término proporcional a CDiff :

C̄ := C − 2
√
Ex

(Ex)′
KϕCDiff =

[(Ex)′]
2

8
√
ExEϕ

− Eϕ

2
√
Ex

(1 +K2
ϕ)− 2KϕKx

√
Ex

−
√
ExEx′Eϕ′

2(Eϕ)2
+

√
Ex(Ex)′′

2Eϕ
− 2
√
Ex

(Ex)′
Kϕ

(
K ′ϕE

ϕ −Kx(Ex)′
)

=
[(Ex)′]2

8
√
ExEϕ

− Eϕ

2
√
Ex

(1 +K2
ϕ)− 2

√
ExEϕ

(Ex)′
KϕK

′
ϕ −
√
Ex(Ex)′(Eϕ)′

2(Eϕ)2

+

√
Ex(Ex)′′

2Eϕ
(6.11)

Luego, introducimos un reescalado (Ex)′

Eϕ y obtenemos:

CA :=
(Ex)′

Eϕ
C̄ =

[(Ex)′]3

8
√
Ex(Eϕ)2

− (Ex)′

2
√
Ex

(1 +K2
ϕ)− 2

√
ExKϕK

′
ϕ

−
√
Ex[(Ex)′]2(Eϕ)′

2(Eϕ)3
+

√
Ex(Ex)′(Ex)′′

2(Eϕ)2

= −
(√

Ex
[
1 +K2

ϕ −
[(Ex)′]2

4(Eϕ)2

])′
(6.12)

Mediante esta transformación, el v́ınculo hamiltoniano se convierte en una
derivada total.
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El corchete de Poisson del nuevo v́ınculo hamiltoniano con las variables
dinámicas es:

{CA(x),Kϕ(y)} =

(
[(Ex)′]2

√
Ex
)′

2(Eϕ)3
{Eϕ(x),Kϕ(y)}

− 3

2

√
Ex[(Ex)′]2

(Eϕ)4
(Eϕ)′ {Eϕ(x),Kϕ(y)}+

√
Ex[(Ex)′]2

2(Eϕ)3
{(Eϕ)′,Kϕ}

=

(
[(Ex)′]2

√
Ex

2(Eϕ)3

)′
(−δ(x− y)) +

√
Ex[(Ex)′]2

2(Eϕ)3
(−δx(x− y)) (6.13)

{CA(x), Eϕ(y)} =
(Ex)′√
Ex

Kϕ {Kϕ(x), Eϕ(y)}+ 2
√
ExK ′ϕ {Kϕ(x), Eϕ(y)}

+2
√
ExKϕ

{
K ′ϕ(x), Eϕ(y)

}
= (2
√
ExKϕ)′δ(x− y) + 2

√
ExKϕδx(x− y)

(6.14)

{
CA(x),K ′ϕ(y)

}
=

(
[(Ex)′]2

√
Ex
)2

2(Eϕ)3

{
Eϕ(x),K ′ϕ(y)

}
− 3

2

√
Ex[(Ex)′]2

(Eϕ)4
(Eϕ)′

{
Eϕ(x),K ′ϕ(y)

}
+

√
Ex[(Ex)′]2

2(Eϕ)3

{
E′ϕ(x),K ′ϕ(y)

}
=

(
[(Ex)′]2

√
Ex

2(Eϕ)3

)′
(−δ(x− y)) +

√
Ex[(Ex)′]2

2(Eϕ)3
(−δxy(x− y)) (6.15)

{CA(x), E′ϕ(y)} =
(Ex)′Kϕ√

Ex
{Kϕ(x), E′ϕ(y)}+ 2

√
ExK ′ϕ {Kϕ(x), E′ϕ(y)}

+
√
ExKϕ

{
K ′ϕ(x), E′ϕ(y)

}
= (2
√
ExKϕ)′(−δx(x− y))− 2

√
ExKϕδxy(x− y)

(6.16)

Mientras que {CA(x), Ex(y)} = 0, y {CA(x),Kx(y)} no son necesarios para lo
que sigue. Verifiquemos ahora que el nuevo v́ınculo hamiltoniano es abeliano:

{CA(N), CA(M)} =

∫
dxdyN(x)M(y)

[
(Ex)′Kϕ√

Ex
{CA(x),Kϕ(y)}

+ 2
√
Ex
(
{CA(x),Kϕ(y)}K ′ϕ +

{
CA(x),K ′ϕ(y)

}
Kϕ

)
+

1

2

([(Ex)′]2
√
Ex)′

(Eϕ)3
{CA(x), Eϕ(y)} − 3

2

√
Ex[(Ex)′]2

(Eϕ)4
(Eϕ)′ {CA(x), Eϕ(y)}

+

√
Ex[(Ex)′]2

2(Eϕ)3
{CA(x), (Eϕ)′(y)}

]
(6.17)

Utilicemos ahora (6.13)-(6.16). Escribimos primero los términos en δ(x − y)
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luego de integrar en y:∫
dxN(x)M(x)

[
− (Ex)′Kϕ√

Ex

(
[(Ex)′]2

√
Ex

2(Eϕ)3

)′
− 2
√
ExK ′ϕ

(
[(Ex)′]2

√
Ex

2(Eϕ)3

)′

+
1

2

(
[(Ex)′]2

√
Ex
)′

(Eϕ)3
(2
√
ExKϕ)′ − 3

2

√
Ex[(Ex)′]2

(Eϕ)4
(Eϕ)′(2

√
ExKϕ)′


=

∫
dxN(x)M(x)

[(
[(Ex)′]2

√
Ex

2(Eϕ)3

)′ (
−(2
√
ExKϕ)′

)
+

(
[(Ex)′]2

√
Ex

2(Eϕ)3

)′ (
2
√
ExKϕ

)′]
= 0 (6.18)

Luego, los términos en derivadas de δ(x− y):

∫
dxdyN(x)M(y)


1︷ ︸︸ ︷(

(Ex)′Kϕ√
Ex

)
(y)

((√
Ex[(Ex)′]2

2(Eϕ)3

)
(x)(−δx(x− y)

)

+

2︷ ︸︸ ︷
(2
√
ExK ′ϕ)(y)

((√
Ex[(Ex)′]2

2(Eϕ)3

)
(x)(−δx(x− y))

)

+

3︷ ︸︸ ︷
(2
√
ExKϕ)(y)

(
[(Ex)′]2

√
Ex

2(Eϕ)3

)′
(x)δx(x− y)

+

4︷ ︸︸ ︷
(2
√
ExKϕ)(y)

(√
Ex[(Ex)′]2

2(Eϕ)3

)
(x)δxy(x− y)

+

5︷ ︸︸ ︷
1

2


(

[(Ex)′]2
√
Ex
)′

(Eϕ)3

 (y)
(

2
√
ExKϕ

)
(x)δx(x− y)

6︷ ︸︸ ︷
−3

2

(√
Ex[(Ex)′]2(Eϕ)′

(Eϕ)4

)
(y)
(

2
√
ExKϕ

)
(x)δx(x− y)

+

7︷ ︸︸ ︷(√
Ex[(Ex)′]2

2(Eϕ)3

)
(y)
(

2
√
ExKϕ

)′
(x)(−δx(x− y))

(6.19)
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8︷ ︸︸ ︷
−

(√
Ex[(Ex)′]2

2(Eϕ)3

)
(x)
(

2
√
ExKϕ

)
(y)δxy(x− y)

 (6.20)

Integrando en x, tenemos que la suma de los términos 1 y 2:∫
dy

(
N
√
Ex[(Ex)′]2

2(Eϕ)3

)′(
M

(
(Ex)′Kϕ√

Ex
+ 2
√
ExK ′ϕ

))

=

∫
dy

(
N
√
Ex[(Ex)′]2

2(Eϕ)3

)′
M
(

2
√
ExKϕ

)′
(6.21)

Integrando por partes:

−
∫

dy

(
N
√
Ex[(Ex)′]2

2(Eϕ)3

)(
2M(
√
ExKϕ)′

)′
(6.22)

Luego, la suma de 3 y 4:

−
∫

dyM2
√
ExKϕ

(
N

(
[(Ex)′]2

√
Ex

2(Eϕ)3

)′)′

−
∫

dy
(

2M
√
ExKϕ

)′(N√Ex[(Ex)′]2

2(Eϕ)3

)′
(6.23)

5 y 6 después de integrar por partes:∫
dy

((
[(Ex)′]2

2(Eϕ)3

)′
M

)′
2
√
ExKϕN (6.24)

Y por último, la suma de 7 y 8:∫
dyM

√
Ex[(Ex)′]2

2(Eϕ)3

(
N
(

2
√
ExKϕ

)′)′
+

∫
dy

(
M

√
Ex[(Ex)′]2

2(Eϕ)3

)′ (
N2
√
ExKϕ

)′
(6.25)

Introduciendo las siguientes definiciones:

A := 2
√
ExKϕ (6.26)

B :=

√
Ex[(Ex)′]2

2(Eϕ)3
(6.27)

y sumando todas las contribuciones anteriores, recordando que la contribución
de los términos en δ(x− y) es cero:

{CA(N), CA(M)} =

∫
dy (−(MA′)′NB − (MA)′(NB)′ −MA(NB′)′

+(B′M)′NA+ (NA′)′BM + (MB)′(NA)′) (6.28)
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Desarrollando:

{CA(N), CA(M)} =

∫
dy (−M ′A′NB −MA′′NB −M ′AN ′B −M ′ANB′

−MA′N ′B −MA′NB′ −MAN ′B′ −MANB′′ +B′′MNA+B′M ′NA

N ′A′BM +NA′′BM +M ′BN ′A+M ′BNA′ +MB′N ′A+MB′NA′) = 0
(6.29)

Vemos entonces que mediante una combinación lineal con el v́ınculo de difeo-
morfismos y un reescalado, pudimos abelianizar el v́ınculo hamiltoniano, por lo
que ahora el álgebra de los v́ınculos es una verdadera álgebra de Lie.

6.2 Caso electromagético

A partir de ahora se denotará por H al v́ınculo hamiltoniano, C al v́ınculo
de difeomorfismos y G al v́ınculo de Gauss. Los sub́ındices G y EM indican
si se trata de la parte gravitatoria o electromagnética respectivamente. En el
caṕıtulo 4 obtuvimos la contribución electromagnética a los v́ınculos, en varia-
bles métricas, esta es:

H(N) = HG(N) +HEM (N) =

∫
dx

(
HG(x) +

1

2
ΛR−2P 2

Γ

)
(6.30)

C(Nx) = CG(Nx) + CEM (Nx) =

∫
dx (CG(x)− ΓP ′Γ) (6.31)

GEM (Φ̃) =

∫
dxΦ̃(−P ′Γ) =

∫
dx(φ−NxΓ)(−P ′Γ) (6.32)

Las variables métricas que aparecen en (6.30) están relacionadas a las variables
de Ashtekar adaptadas a la simetŕıa esférica de la siguiente manera:

Λ =
Eϕ√
|Ex|

R =
√
|Ex| (6.33)

Entonces, el v́ınculo hamiltoniano:

H(N) =

∫
dxN

(
HG(x) +

1

2

Eϕ

|Ex|3/2
P 2

Γ

)
(6.34)

El hamiltoniano:

H =

∫
dx [N (HG(x) +HEM (x)) +Nx (CG(x) + CEM (x))

+Φ̃ (−P ′Γ)
]

(6.35)

Realizamos ahora el mismo re-escalado que hicimos para el caso puramente
gravitatorio:

Nx = N̄x − 2N
Kϕ

√
Ex

(Ex)′
N = N̄

(Ex)′

Eϕ
(6.36)
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Obteniendo:

H =

∫
dx

[
N̄

(
HG +HEM − 2Kϕ

√
Ex

(Ex)′
(CG + CEM )

)
+ N̄x (CG + CEM )

+Φ̃(−P ′Γ)
]

=

∫
dx

[
N̄

(
H̃G +

(Ex)′

Eϕ
HEM − 2

Kϕ

Eϕ

√
ExCEM

)
+N̄x (CG + CEM ) + Φ̃(−P ′Γ)

]
(6.37)

El nuevo v́ınculo hamiltoniano toma la forma:

H̃ = H̃G +
1

2

(Ex)′

(Ex)3/2
P 2

Γ + 2
Kϕ

Eϕ

√
ExΓP ′Γ (6.38)

Mientras que el v́ınculo de difeomorfismos y el v́ınculo de Gauss electromagnéti-
co permanecen inalterados. Se puede comprobar que los v́ınculos siguen siendo
de primera clase.{

H(N̄),H(M̄)
}

=

∫
dx(−ΓP ′Γ)

Ex[(Ex)′]2

(Eϕ)3
(MN ′ −M ′N) ≈ 0 (6.39){

H(N̄), C(N̄x)
}

= −H(N̄xN̄ ′) + α ≈ 0 (6.40){
C(N̄x), C(M̄x)

}
= C ((Nx)′Mx − (Mx)′Nx) ≈ 0 (6.41){

C(N̄x),G(Φ̃)
}

= C(NxΦ̃′) ≈ 0 (6.42){
G(Φ̃),G(Ψ̃)

}
= 0 (6.43)

Siendo α un término proporcional al v́ınculo de Gauss. Para simplificar los
v́ınculos, sumamos al v́ınculo hamiltoniano y al v́ınculo de difeomorfismos un
término proporcional al v́ınculo de Gauss, o equivalentemente, redefinimos el
multiplicador Φ̃:

Φ̃ = Φ−
(
N̄x − 2N̄

Kϕ

Eϕ

)
Γ (6.44)

Con lo cual los v́ınculos toman la forma:

H̃ = H̃G +
1

2

(Ex)′

(Ex)3/2
P 2

Γ (6.45)

C = EϕK ′ϕ − (Ex)′Kx (6.46)

G = (−P ′Γ) (6.47)

La nueva forma del v́ınculo de difeomorfismos parece no ser conveniente pues no
tiene la acción usual sobre las variables electromagnéticas. Esto en realidad no
es un problema pues el gauge electromagnético será fijado como se suele hacer
en electrostática. La condición de gauge Γ = 0 no tiene corchete de Poisson cero
con el v́ınculo hamiltoniano, el cual queremos conservar. Es necesario entonces
hacer una modificación más a los v́ınculos. Primero, integrando por partes el
v́ınculo de Gauss:

G(Φ) =

∫
dxΦ(−P ′Γ) =

∫
dxΦ′(PΓ +Q) (6.48)
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Siendo Q una constante de integración que representa la carga eléctrica del
agujero negro, aśı como la constante de integración M que aparecerá en breve
representa la masa [21]. Redefinimos ahora el multiplicador Φ:

Φ′ = −N̄
2

(Ex)′

(Ex)3/2
(PΓ −Q) + ϕ′ (6.49)

Siendo ϕ una función arbitraria. Esta modificación es equivalente a sumarle al
v́ınculo hamiltoniano términos proporcionales al v́ınculo de Gauss y términos
de borde. El hamiltoniano ahora resulta ser:

H =

∫
dx

[
N̄

(
H̃G +

1

2

(Ex)′

(Ex)3/2
Q2

)
+ N̄x

(
EϕK ′ϕ − (Ex)′Kx

)
+ ϕ′(PΓ +Q)

]
(6.50)

Notar que el v́ınculo hamiltoniano se puede escribir como una derivada total:

H = −
(√

Ex
[
1 +K2

ϕ −
[(Ex)′]2

4(Eϕ)2

]
− 2M +

Q2

(Ex)1/2

)′
(6.51)

Siendo M una constante de integración [21]. Ahora, la condición de gauge
Γ = 0 tiene corchete de Poisson cero tanto con el v́ınculo hamiltoniano como
con el v́ınculo de difeomorfismos, pero no aśı con el v́ınculo de Gauss, con el
cual forma el conjunto de v́ınculos de segunda clase de la teoŕıa. La conser-
vación de la condición de gauge implica ϕ′ = 0, esto es, ϕ es una función del
tiempo únicamente. Por otro lado, el v́ınculo de Gauss puede ser tomado como
una igualdad fuerte: PΓ = −Q. El v́ınculo hamiltoniano y de difeomorfismos
tienen el álgebra de Poisson usual, mientras que el v́ınculo hamiltoniano es ahora
abeliano.

Observación

Notar que si fijamos el gauge completamente imponiendo las siguientes condi-
ciones:

Ex = x2 Kϕ = 0 (6.52)

tenemos, en primer lugar, que la conservación de la primer condición de gauge
implica:

{Ex,H} =

∫
dxN̄x(Ex)′ = 0 → N̄x = 0 (6.53)

Entonces:

Nx = N̄x − 2N
Kϕ

√
Ex

(Ex)′
= −2N

Kϕ

√
Ex

(Ex)′
(6.54)

Luego, la conservación de la segunda condición:

{Kϕ,H} =

∫
dx

{
Kϕ,−Ñ

(√
Ex
[
1 +K2

ϕ −
[(Ex)′]2

4(Eϕ)2
+

Q

(Ex)1/2

])′}
= 0

(6.55)
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Donde Ñ = Ñ ′. La igualdad anterior implica:

N̄ ′ = 0 →
(

Eϕ

(Ex)′
N

)′
= 0 (6.56)

Elegimos la constante de integración como 1/2, obteniendo:

N =
1

2

(Ex)′

Eϕ
(6.57)

Por otro lado, resolviendo el v́ınculo de hamiltoniano (su versión integrada por
partes):

−
√
Ex(1 +K2

ϕ) + 2M +
[(Ex)′]2

√
Ex

4(Eϕ)2
− Q2

(Ex)1/2
= 0 (6.58)

Sustituyendo (6.52):

−x+ 2M +
4x2x

4(Eϕ)2
− Q2

x
= 0 → (Eϕ)2 =

(
1

x2
− 2M

x3
+
Q2

x4

)−1

(6.59)

Entonces, el lapso:

N =
1

2

(Ex)′

Eϕ
=

x
x√

1− 2M
x +Q2

x2

=

√
1− 2M

x
+
Q2

x2
(6.60)

Por otro lado, el shift:

Nx = 0 (6.61)

La métrica entonces es:

ds2 = −(N2 − gNxNx)dt2 +
(Eϕ)2

Ex
dx2 + ExdΩ2

=

(
1− 2M

x
+
Q2

x2

)
dt2 +

(
1− 2M

x
+
Q2

x2

)−1

dx2 + x2dΩ2 (6.62)

Mediante la fijación completa de gauge hemos recuperado la métrica de Reissner-
Nordström en su forma usual.



Caṕıtulo 7

Cuantización

7.1 Cinemática

En el caṕıtulo 3 vimos que cuando hay simetŕıa esférica, uno termina teniendo
tres pares de variables canónicas en el caso puramente gravitatorio: (Āx, E

x),
(Āϕ, E

ϕ), y (η, P η). En nuestro problema tenemos además un grado de libertad
correspondiente al campo eléctrico, junto a su momento canónicamente conju-
gado: (Γ, PΓ). Entonces, los estados de redes de spines se pueden escribir de la
siguiente manera (ver (5.52)):

Tg,~k,~µ,~q(Āx, Āϕ, η,Γ) =
∏
ej∈g

e
i
2kj

∫
ej

dxĀx(x) ∏
vj∈g

eiµjĀϕ(vj)

∏
vj∈g

einjη(vj)
∏
ej∈g

e
i
∫
ej

dxqjΓ(x)
(7.1)

siendo ej las aristas del grafo g, y vj sus vértices. kj son las valencias asociadas
a las aristas y µj son las “valencias”asociadas a los vértices. qj son las valencias
asociadas a la variable Γ pero como veremos a continuación en realidad no
juegan ningún papel. Primero impongamos el v́ınculo de Gauss gravitatorio:

GG =

∫
dxλ

(
Ex′ + P η

)
(7.2)

Haciéndolo actuar sobre el estado (7.1), obtenemos:

Ĝg(λ)Tg,~k,~µ,~q =
βl2P
8π

∑
vj∈g

λ(vj)
(
ke+j
− ke−j − 2nj

)
Tg,~k,~µ,~q = 0 (7.3)

Con solución

nj =
1

2

(
ke+j
− ke−j

)
(7.4)

La holonomı́a de la variable η entonces será:

∏
vj∈g

e
i
2

(
k
e
+
j
−k

e
−
j

)
η(vj)

(7.5)

77
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Esto se puede reescribir: ∏
ej∈g

e
1
2

∫
ej∈g

dxkj(x)η′(x)
(7.6)

Combinando este término con la holonomı́a de la variable Āx∏
ej∈g

e
1
2

∫
ej∈g

dx(Āx+η′)
=
∏
ej∈g

e
1
2

∫
ej∈g

dxKx
(7.7)

Por otro lado, el v́ınculo de Gauss eleéctrico toma una forma bastante simple
que actúa sólo en los vértices:

G(Φ) =

∫
dxΦP ′Γ → ĜEM (Φ) =

∑
xi

Φ(xi) (PΓ(xi+1)− PΓ(xi)) (7.8)

Su acción en los estados de redes de spines:

Ĝ(Φ)Tg,~k,~µ,~q =
∑
vj

Φ(vj) (qj+1 − qj)Tg,~k,~µ,~q = 0 (7.9)

Por lo tanto, en los estados invariantes gauge se verifica

qj+1 = qj ∀j (7.10)

Recordar que el v́ınculo de Gauge eléctrico junto con la condición de gauge
Γ = 0 forman un conjunto de v́ınculos de segunda clase por lo que se convierten
en igualdades fuertes. Los estados de redes de spines entonces se reducen a:

Tg,~k,~µ(Kx,Kϕ) =
∏
ej∈g

e
i
2kj

∫
ej

dxKx(x) ∏
vj∈g

e
i
2µjKϕ(vj) (7.11)

Tenemos además dos variables, la masa M [21, 14] y de manera análoga, la
carga Q. Ambas están asociadas con un espacio de Hilbert de funciones 2-
integrables, esto significa que tendrán un espectro continuo [13]. Entonces, el
espacio cinemático completo es:

Hcin = HM
cin ⊗H

Q
cin

[
V
⊗
j=1

l2j ⊗ l2j
]

(7.12)

Donde elegimos funciones periódicas en Kϕ con peŕıodo π/ρ, siendo ρ una con-
stante real [14]. El espacio está equipado con el producto interno:〈

g,~k, ~µ,M,Q|g′,~k′, ~µ′,M ′, Q′
〉

= δg,g′δ~k,~k′δ~µ,~µ′δM,M ′δQ,Q′ (7.13)

7.1.1 Acción de operadores

Los operadores masa y carga actúan de forma multiplicativa.

M̂
∣∣∣g,~k, ~µ,M,Q

〉
= M

∣∣∣g,~k, ~µ,M,Q
〉

(7.14)

Q̂
∣∣∣g,~k, ~µ,M,Q

〉
= Q

∣∣∣g,~k, ~µ,M,Q
〉

(7.15)
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Luego, como vimos en (§ 5.5.1), las tŕıadas también actúan de forma multiplica-
tiva:

Êx(x)
∣∣∣g,~k, ~µ,M,Q

〉
= l2pkj(x)

∣∣∣g,~k, ~µ,M,Q
〉

(7.16)∫
I

dxÊϕ(x)
∣∣∣g,~k, ~µ,M,Q

〉
= l2p

∑
vj∈I

µj

∣∣∣g,~k, ~µ,M,Q
〉

(7.17)

Siendo kj(x) la valencia del link que contiene el punto x. Las holonomı́as por
otro lado actúan de la siguiente manera:

e
n i2
∫
ej

dxKx(x)
∣∣∣g,~k, ~µ,M,Q

〉
=
∣∣∣g,~k + nxj , ~µ,M,Q

〉
(7.18)

en
i
2ρKϕ(vj)

∣∣∣g,~k, ~µ,M,Q
〉

=
∣∣∣g,~k, ~µ+ nxj ,M,Q

〉
(7.19)

Siendo xj cuya componente j es 1 mientras que las demás son cero. La acción de
la holonomı́a puntual fue restringida a los vértices pues de lo contrario también
creaŕıan nuevos vértices en la red. La acción de los v́ınculos no modifica el
número de vértices, por lo que estamos interesados solamente en estados con un
número fijo de ellos.

7.2 Dinámica

Queremos ahora encontrar los estados f́ısicos, aquellos que son solución al v́ınculo
hamiltoniano. Para empezar, consideramos la expresión (3.93) del v́ınculo
hamiltoniano y la integramos por partes:

H(N) =

∫
dxN ′

[
√
Ex
(

1 +K2
ϕ +

GQ2

Ex

)
− 2GM − [(Ex)′]2

√
Ex

4(Eϕ)2

]
(7.20)

Factorizamos ahora esta expresión, obteniendo:

H(N) =

∫
dxN ′H+H− (7.21)

Siendo

H± =

√
√
Ex
(

1 +K2
ϕ +

GQ2

Ex

)
− 2GM ± (Ex)′(Ex)1/4

2Eϕ
(7.22)

Al factor H+ lo absorbemos en el multiplicador, redefiniéndolo. Además, rees-
calamos por un factor 4(Eϕ)2, obteniendo:

H(N) =

∫
dxN

(
2Eϕ

√
√
Ex
(

1 +K2
ϕ +

GQ2

Ex

)
− 2GM − (Ex)′(Ex)1/4

)
(7.23)

Eligiendo ahora un orden de factores, promovemos el hamiltoniano a oper-
ador cuántico, notando que la expresión K2

ϕ deberá ser “holonomizada”pues
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la conexión no está bien definida como operador mientras que la holonomı́a śı
lo está. El operador cuántico toma la forma:

Ĥ(N) =
∫

dxN

(
2

[√
ˆ√Ex
(

1 +
(

ˆsin(ρKϕ)
ρ

)2

+ GQ̂2

Êx

)
− 2GM̂

]
Êϕ − (Êx)′

(Ê)1/4

)
(7.24)

El siguiente paso seŕıa aplicarle este operador a una combinación lineal de los

estados base
∣∣∣g,~k, ~µ,M,Q

〉
, notando que éste actúa sólo en los vértices de la

red. Los coeficientes de dicha expansión seŕıan las incógnitas de la ecuación. Te-
niendo los coeficientes, tendŕıamos los estados del espacio f́ısico. Sin embargo,
resulta útil hacer un cambio en la base usada, y en vez de usar la representación
de holonomı́as en Kϕ, usar la representación de conexiones. La razón de esto es

que el operador ˆsin(ρKϕ) actúa cambiando el ı́ndice µ y por lo tanto llevando a
una ecuación en diferencias finitas que no es fácil de resolver. En cambio, uti-
lizando esta representación mezclada, la acción de dicho operador es meramente
multiplicativa, mientras que Eϕ actúa como −il2P∂/∂Kϕ. Los estados que bus-

camos entonces son combinación lineal de los vectores base
∣∣∣g,~k, ~Kϕ,M,Q

〉
,

siendo ~Kϕ un vector cuya j-ésima componente es Kϕ(vj). Dichos estados tienen
la forma:

|Ψg〉 =

∫ ∞
0

dM

∫ ∞
−∞

dQ
∏
vj∈g

∫ π/ρ

0

dKϕ(vj)

×
∑
~k

∣∣∣g,~k, ~Kϕ,M,Q
〉

Ψ(M,Q,~k, ~Kϕ) (7.25)

Podemos simplificar los coeficientes de (7.25), notando que el operador hamil-
toniano, como observamos en el párrafo anterior, actúa sólo sobre los vértices:

Ĥ(N) =
∑
vj∈g

N(vj)H(vj) (7.26)

Entonces, podemos suponer que la función Ψ es factorizable:

Ψ(M,Q,~k, ~Kϕ) =
∏
j

ψj(M,Q, kj , kj+1,Kϕ(vj)) (7.27)

La ecuación Ĥ |Ψg〉 = 0 toma por lo tanto una forma simple:

4(−i)l2P

√
lP k

1/2
j

(
1 +

GQ2

l2P kj
+

sin2(ρKϕ)

ρ2

)
− 2GM∂Kϕ(vj)ψj

− l2P l
1/2
P k

1/4
j (kj+1 − kj)ψj = 0 (7.28)

Dividiendo por −l2pl
1/2
p k

1/4
j :

4i

√√√√(1 +
GQ2

l2P kj
+

sin2(ρKϕ)

ρ2
− 2GM

lpk
1/2
j

)
∂Kϕ(vj)ψj + (kj+1 − kj)ψj = 0 (7.29)
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Equivalentemente:

4i

(
1− 2GM

lP k
1/2
j

+
GQ2

l2P

)1/2
√√√√1 + sin2(ρKϕ)ρ−2

(
1− 2GM

lP k
1/2
j

+
GQ2

l2P

)−1

∂Kϕ(vj)ψj

+ (kj+1 − kj)ψj = 0 (7.30)

Multiplicando y dividiendo el primer sumando por ρ, y definiendo:

yj := ρKϕ(vj) m2
j := ρ−2

(
1− 2GM

lP k
1/2
j

+
GQ2

l2P

)−1

(7.31)

La ecuación anterior toma la forma:

4i
1

mj

√
1 +m2

j sin2 yj∂yjψj + (kj+1 − kj)ψj = 0 (7.32)

La solución para ψj :

ψj(M.Q, kj , kj+1,Kϕ(vj)) = exp

(
i

4
mj(kj+1 − kj)F (ρKϕ(vj), imj)

)
(7.33)

Con

F (φ,K) =

∫ φ

0

dt√
1−K2 sin2 t

(7.34)

Estos estados son normalizables con respecto al producto escalar cinemático
definido en § 5.1 ([14]). Aplicando el procedimiento descrito en § 5.3.2, ob-
tendremos estados invariantes por difeomorfismos, hallando aśı el espacio de
estados f́ısicos de manera cerrada.

7.3 Observables

Recordar que un observable es una función de las variables canónicas cuyo
corchete de Poisson con todos los v́ınculos es cero. Los observables son por
lo tanto cantidades invariantes de gauge. En nuestro caso hay dos observables
que podemos reconocer inmediatamente: La masa M y la carga Q. Sin embargo,
hay otros observables que no tienen análogo clásico. El primero de ellos es el
número de vértices. El v́ınculo hamiltoniano (7.24) no modifica el número de
vértices al actuar sobre los estados cinemáticos. Los estados f́ısicos pueden ser
elegidos todos con el mismo número de vértices. Para identificar el próximo ob-
servable podemos notar que los difeomorfismos en la dirección radial no alteran
el orden de los vértices, por lo que la sucesión de valores kj es una cantidad
invariante bajo difeomorfismos y además invariante bajo la acción del v́ınculo
hamiltoniano. El observable correspondiente a esta propiedad se puede construir
de la siguiente manera: Sea z un parámetro en el intervalo [0, 1], definimos

Ô(z) |Ψ〉f = l2P kInt(V z) |Ψ〉f (7.35)

Siendo V el número total de vértices. Al variar z entre 0 y 1, el operador dará
como resultado las componentes del vector ~k de forma ordenada. Una utilidad
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de este observable es que puede ser usado para captar la parte invariante de
gauge del operador Ex (el cual no es un observable pues no es invariante bajo
difeomorfismos) y por lo tanto tener una representación del mismo en el espacio
de estados f́ısicos. Si consideramos una función z : R→ [0, 1], podemos definir

Êx(x) |Ψ〉f = Ô(z(x)) |Ψ〉f (7.36)

El resultado śı es un observable. Su valor está especificado sólo si especifica
el parámetro z(x), lo cual equivale a fijar el gauge en la dirección radial [17].
Poder definir Êx en el espacio de los estados f́ısicos nos permite definir también
la métrica como un operador en dicho espacio. De la descomposición ADM de
la métrica tenemos las expresiones clásicas:

gtx = qxxN
x = −2NKϕ

√
Ex

(Ex)′
(Eϕ)2

Ex
=

√
(1 +K2

ϕ)− 2GM√
Ex

+
Q2

Ex

(−2)
Kϕ√
Ex

(Ex)′

4
(

(1 +K2
ϕ)− 2GM√

Ex
+ Q2

Ex

) = − Kϕ(Ex)′

2
√
Ex
√

(1 +K2
ϕ)− 2GM√

Ex
+ GQ2

Ex

(7.37)

gxx = qxx =
[(Ex)′]2

4Ex
(

(1 +K2
ϕ)− 2GM√

Ex
+ GQ2

Ex

) (7.38)

gtt =
(
−N2 + qxx (Nx)

2
)

=

(
1− 2GM√

Ex
+
GQ2

Ex

)
(7.39)

Estas expresiones pueden ser promovidas a operadores, sustituyendo Ex → Êx,
M → M̂ , Q → Q̂. La cantidad Kϕ sigue siendo clásica, es un parámetro
funcional del cual dependen los observables [15]. Podemos observar en (7.37)
que Kϕ está relacionado directamente con la foliación. Si elegimos Kϕ = 0, la
foliación es manifiestamente estática.

7.3.1 Singularidades

Singularidades de coordenadas: En la sección 6.2 vimos que en el caso clásico,
fijando gauge completamente con las siguientes condiciones

Kϕ = 0 Ex = x2 (7.40)

se recupera la métrica usual de Reissner-Nordström. En los siguientes valores de
x: x± = GM ±

√
(GM)2 −GQ2 las componentes de la métrica son singulares.

Estas singularidades no son genuinas sino que se deben simplemente a una mala
elección de coordenadas. Haciendo un cambio de coordenadas apropiado estas
singularidades se pueden eliminar [19].
En el caso de los operadores cuánticos correspondientes a las componentes de
la métrica, mediante una elección apropiada de coordenadas también se pueden
eliminar las singularidades en los horizontes [17].Primero, los estados sobre los
cuales haremos actuar estos operadores serán aquellos que aproximen bien la
geometŕıa clásica. En primer lugar, consideraremos sólo estados con valores
de ~k definidos pues los observables sólo dependen de Ô(z) y no de su momento
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conjugado, por lo que estados de ~k fijo son estados propios de dichos observables.
Luego, recordemos que los valores de ki son los valores propios del operador Êx

y que clásicamente Ex = x2. Es decir, los valores ki son proporcionales al
área de la esfera de simetŕıa. Por lo tanto, un estado que aproxime bien la
geometŕıa clásica seŕıa uno cuyos valores de ki sean monótonamente crecientes
y el espaciado entre dos componentes consecutivas sea pequeño comparado con
sus valores. Sin pérdida de generalidad podemos restringirnos a estados de redes
de spines con un número fijo de vértices (ver sección anterior). Para simplificar,
eligiremos la función z(x) tal que el parámetro x esté asociado a la variable
espacial. Notar que la separación mı́nima entre dos vértices, si la coordenada
radial vale x, está dada por ∆ = l2P /2x. Fuera del horizonte exterior podemos
elegir un espaciado uniforme con ∆ = l2P /2x+, siendo x+ el valor de la posición
del mismo. La posición del i-ésimo vértice estará en

xi = (i+ iH)∆ (7.41)

Siendo iH = Int(x+/∆). Por lo que el vértice correspondiente a i = 0 es el más
cercano al horizonte exterior. Los autovalores del operador Êx

Êx |Ψ〉f = l2P ki |Ψ〉f = x2
i |Ψ〉f (7.42)

Con estas elecciones, tenemos zi ≡ z(xi) = (i + iH)/V . Se puede entrar en
el agujero negro a través del horizonte exterior considerando valores negativos
de i, y permitiendo una curvatura extŕınseca no nula desde el horizonte ha-
cia adentro. La elección de curvatura extŕınseca (la cual es una elección de
foliación) deberá ser tal que los operadores asociados a las componentes de la
métrica son audoadjuntos. Estas condiciones implican comparar Kϕ, el cual
es un parámetro, con Ex el cual es un operador cuántico. Esto se soluciona
considerando el valor esperando de Ex [13]. De manera totalmente análoga se
puede remover la singularidad de coordenadas en el horizonte interno.

Singularidad en el centro del agujero negro: Mediante una elección apropiada de
coordenadas se pueden remover las singularidades en los horizontes, pero este
no es el caso para la singularidad en x = 0. Se puede verificar que cantidades
escalares formadas a partir de la curvatura divergen en este punto, por lo que
ningún cambio de coordenadas podrá hacer que esta singularidad desaparezca.
Decimos en este caso que se trata de una singularidad genuina, porque es inde-
pendiente de las coordenadas. Que haya una singularidad de este tipo significa
que la teoŕıa ha sido llevada más allá de su dominio. La relatividad general
clásica falla en la singularidad. Veamos ahora qué ocurre luego de haber cuan-
tizado la teoŕıa con esta singularidad. En primer lugar tenemos que precisar a
qué corresponde el punto x = 0. Recordar que los valores propios del operador
Êx(x) son l2P ki(x), siendo ki(x) la valencia del link que contiene al punto x.
Estos valores propios son proporcionales a la superficie de la esfera de simetŕıa
de radio x. Una esfera de radio x = 0 tiene área nula, por lo que el valor x = 0
corresponde a un link de valencia ki = 0. La singularidad estaŕıa entonces en el
vértice en el cual empieza el primer link de la red, cuya valencia seŕıa k1 = 0.
Sin embargo la acción de los v́ınculos no conecta estados con alguna componente
nula de ~k con los demás. Si alguna componente de ~k es nula, los operadores
anteriores no están ni siquiera definidos en el correspondiente vértice, por lo que
podemos excluir esos estados y los operadores estarán bien definidos. El punto
x = 0 queda por tanto excluido del tratamiento, eliminando la singularidad.
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7.4 Extensión anaĺıtica de la solución

El resultado de la última sección sugiere que se puede extender la solución
obtenida a valores negativos de x, pasando por el lugar donde estaba antes la
singularidad y llegando a una nueva región del espacio-tiempo. En esta sección
veremos, siguiendo los pasos de [30, 31], que es posible incluso encontrar un
sistema de coordenadas en el cual la métrica clásica no es singular en x = 0.
Recordar que la métrica de Reissner-Nordström, en el gauge Kϕ = 0, Ex = x2

está dada por

ds2 = −
(

1− 2GM

x
+
GQ2

x2

)
dt2 +

(
1− 2GM

x
+
GQ2

x2

)−1

dx2 + x2dΩ2

(7.43)

El principal resultado de [30] es que esta métrica admite una extensión anaĺıtica
en x = 0. Para llegar a este resultado, realicemos primero el siguiente cambio
de coordenadas, definiendo ρ y τ tales que

t = τρT (7.44)

x = ρS (7.45)

donde los exponentes T y S deberán ser determinados para que la métrica sea
anaĺıtica en x = 0. Con estas definiciones, tenemos

∂t

∂τ
= ρT

∂t

∂ρ
= TτρT−1 (7.46)

∂x

∂τ
= 0

∂x

∂ρ
= SρS−1 (7.47)

Si definimos ∆ := x2−2GMx+GQ2 (y por lo tanto: ∆ = ρ2S−2GMρS+GQ2)
entonces las componentes de la métrica se pueden escribir

gtt = − ∆

ρ2S
, gxx =

ρ2S

∆
, gtx = gxt = 0 (7.48)

Las componentes de la métrica en las nuevas coordenadas:

gττ =

(
∂x

∂τ

)2

gxx +

(
∂t

∂τ

)2

gtt = 0− ρ2T ∆

ρ2S
= −∆ρ2T−2S (7.49)

gρτ =

(
∂x

∂ρ

)(
∂x

∂τ

)
gxx +

(
∂t

∂ρ

)(
∂t

∂τ

)
gtt

= 0− ∆

ρ2S
ρTTτρT−1 = −∆Tτρ2T−2S−1 (7.50)

gρρ =

(
∂x

∂ρ

)2

gxx +

(
∂t

∂ρ

)2

gtt =
(
SρS−1

)2 ρ2S

∆
−
(
TτρT−1

)2 ∆

ρ2S

= S2 ρ
4S−2

∆
− T 2τ2ρ2T−2 ∆

ρ2S
(7.51)
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De las componentes de la métrica en las nuevas coordenadas, se pueden
obtener condiciones para los coeficientes tales que las mismas no diverjan en ρ =
0. Queremos que los exponentes sean enteros ya que más tarde extenderemos la
solución a valores negativos de ρ. Entonces, viendo el primer sumando de gρρ,
tenemos la primer condición:

S ≥ 1 (7.52)

Luego, del segundo sumando de gρρ obtenemos la segunda condición (las condi-
ciones obtenidas de gττ y gτρ están comprendidas en ella):

2T − 2S − 2 ≥ 0 → T ≥ S + 1 (7.53)

La métrica en estas nuevas coordenadas tiene la forma:

ds2 = −∆ρ2T−2S−2 (ρdτ + Tτdρ)
2

+
S2

∆
ρ4S−2dρ2 + ρ2Sdσ2 (7.54)

Si S y T satisfacen las condiciones (7.52)-(7.53), la métrica es anaĺıtica en ρ = 0.

Campo electromagnético: En las coordenadas x, t, el potencial electromagnético
para el agujero de Reissner-Nordström es

A = −Q
x

dt (7.55)

Es singular en x = 0. Pero en las nuevas coordenadas, tenemos:

A = −Q
x

dt = −qρ−S
(
ρTdτ + TτρT−1dρ

)
= −qρT−S−1 (ρdτ + Tτdρ) (7.56)

El campo electromagnético:

F = dA = −qd
(
ρT−Sdτ + TτρT−S−1dρ

)
= −q

(
∂ρT−S

∂ρ
dρ ∧ dτ +

∂TτρT−S−1

∂τ
dτ ∧ dρ

)
= −q

(
(T − S)ρT−S−1dρ ∧ dτ + TρT−S−1dτ ∧ dρ

)
= −qS

(
ρT−S−1dτ ∧ dρ

)
(7.57)

Ambas cantidades son anaĺıticas en ρ = 0. Hemos encontrado entonces coor-
denadas en las cuales tanto la métrica como el campo electromagnético son
anaĺıticos en ρ = 0. La métrica (7.54) se extiende a través de ρ = 0 hacia
valores negativos de ρ. Si tanto T como S son pares, la métrica y el campo
electromagnético son simétricos con respecto a ρ = 0. Si bien la métrica es
anaĺıtica en la singularidad, es degenerada, por lo que la métrica inversa no está
bien definida en dicho punto. Esto impide definir la contracción entre ı́ndices
y por lo tanto operadores como la derivada covariante. Sin embargo, en [29]
se mostró que para métricas que verifican ciertas condiciones (llamadas semi-
regulares), incluso si estas son degeneradas en algún punto, es posible definir
la contracción entre ı́ndices y por lo tanto construir derivadas covariantes, el
tensor de curvatura, e incluso escribir un anánalogo de la ecuación de Esintein.
En [31] se logró encontrar un cambio de coordenadas tal que la métrica del
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agujero negro de Schwarzschild sea anaĺıtica y semi-regular en la singularidad.
Sin embargo, no hay valores de S y T que hagan semi-regular la métrica de
Reissner-Nordström. Esto no significa que no exista un cambio de coordenadas
que la haga semi-regular sino más bien que es un problema abierto, ya que la
manera de hacer anaĺıtica la singularidad no es única. De todas maneras, esto
no debeŕıa preocuparnos a nosotros pues tras cuantizar, el punto x = 0 (que
corresponde a ρ = 0) queda eliminado del tratamiento gracias a la discretización
del espacio; esto último, sumado al resultado de [30] sugiere que se puede pasar
a través de la singularidad hacia otro espacio.

7.4.1 Diagrama de Penrose de la solución extendida

Para visualizar mejor la estructura del espacio correspondiente a la extensión
anaĺıtica de la sección anterior podemos construir el diagrma de Penrose. El
procedimiento completo para la construcción del diagrama puede ser encon-
trado en [19] págs. 157-161. Presentaremos aqúı un resumen. Partiendo de las
coordenadas x, t, se define x∗ tal que:

dx =

(
1− 2GM

x
+
GQ2

x2

)
dx∗ (7.58)

Fuera del horizonte exterior:

x∗ = x+
x2

+

(x+ − x−)
ln(x− x+)−

x2
−

(x+ − x−)
ln(x− x−) (7.59)

siendo x+ y x− los horizontes externo e interno respectivamente. Luego, se
definen las coordenadas

v = t+ x∗ w = t− x∗ (7.60)

a partir de las cuales se define

v
′′

= arctan

(
e

x+−x−
4x2

+

v

)
w
′′

= arctan

(
−e

−x++x−
4x2

+

w

)
(7.61)

En estas coordenadas:

ds2 =

(
1− 2GM

x
+
GQ2

x2

)
64

x4
+

(x+ − x−)
2 csc(2v

′′
) csc(2w

′′
)dv

′′
dw
′′

+ x2dΩ2

(7.62)

Donde ahora x está definida de forma impĺıcita por la siguiente relación

tan(v
′′
) tan(w

′′
) = e

− x+−x−
2x2

+

x
(x− x+)1/2(x− x−)−

α
2 (7.63)

Con α = x2
−/x

2
+.

La métrica es anaĺıtica en x = x+ pero en x = x− es degenerada. Para cubrir
esa zona se pueden definir las coordenadas

v
′′′

= arctan

(
e

x+−x−
4x2−

v

)
w
′′′

= arctan

(
−e

−x++x−
4x2−

w

)
(7.64)
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Finalmente, definimos las coordenadas T y X:

T = v
′′

+ w
′′

X = v
′′
− w

′′
(7.65)

Las cuales son tipo tiempo y tipo espacio respectivamente.
Observar que dv

′′
dw
′′

= (1/2)
(
dT 2 − dR2

)
, por lo que los conos de luz en estas

coordenadas están a π/4 radianes de los ejes R y T . Estas son las coordenadas
utilizadas para representar el espacio en el diagrama de Penrose que presentamos
a continuación, luego de identificar algunas de sus regiones:

i+ : t→∞→ v→∞, v
′′
→π/2

w→∞, w
′′
→0

}
T=π/2
R=π/2 (7.66)

i− : t→ −∞→ v→−∞, v
′′
→0

w→−∞, w
′′
→−π/2

}
T=−π/2
R=π/2 (7.67)

i0 : x→∞→ v→∞, v
′′
→π/2

w→−∞, w
′′
→−π/2

}
T=0
R=π (7.68)

J+ :
v→∞

w∈(−∞,∞)→ v
′′

=π/2

w
′′
∈(π/2,0)

}
R+T=π
R∈[π/2,π] (7.69)

J− : w→−∞
v∈(−∞,∞)→

w
′′

=−π/2
v
′′
∈(0,π/2)

}
R−T=π
R∈[π/2,π] (7.70)



88 CAPÍTULO 7. CUANTIZACIÓN

Figura 1: Diagrama de Penrose para el agujero negro de
Reissner-Nordström con GQ2 < G2M2. (Extraido de “The large

scale structure of space-time” de S. Hawking y G. Ellis)

La zona I representa el universo fuera del agujero negro. La zona II es la región
entre los horizontes externo e interno. En ella la coordenada R pasa a ser tipo
tiempo, por lo que un observador no puede permanecer estático sino que tiene
que avanzar necesariamente hacia el horizonte interior. La zona III es una zona
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estática en la cual el observador puede moverse hacia la singularidad o bien
dirigirse nuevamente a la superficie x = x−, tras la cual la coordenada x vuelva
a ser tipo tiempo pero con la orientación cambiada, ahora el observador está
forzado a moverse en la dirección de x creciente hasta cruzar la superficie x+.
Esto es similar a emerger desde un agujero blanco hacia otro universo. A partir
de este punto el observador puede ingresar nuevamente en el agujero negro y
repetir el mismo recorrido cuantas veces quiera.

En relatividad general clásica, una de las cosas que falla en este espacio
es la hiperbolicidad global: La presencia de una superficie de Cauchy sobre
la cual dando datos iniciales se pueda determinar la evolución de los mismos
de manera única. Consideremos un punto en la zona III, entre el horizonte
interno y x = 0. Un punto en esta zona no puede ser determinado por datos
iniciales fuera del agujero negro. Al horizonte interno se lo denomina entonces
horizonte de Cauchy, pues es una superficie nula tras la cual el problema de
condiciones iniciales deja de estar bien determinado. Para visualizar esto mejor,
consideremos las zonas I y II, si las consideramos como el espacio total, entonces
podemos encontrar una hipersuperficie espacial que sirve como superficie de
Cauchy:

Figura 2: Hipersuperficie de Cauchy para el espacio de
Reissner-Nordström.(Extraido de “Stability and Instability of
the Reissner-Nordström Cauchy Horizon and the Problem of

Uniqueness in General Relativity” de Mihalis Dafermos)
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Sin embargo, si consideramos un punto en la zona III, vemos que el mismo no
puede estar determinado por la hipersuperficie mostrada en la figura anterior:

Figura 3: El punto P se encuentra causalmente desconectado de
las zonas I y II pues está detrás del horizonte de Cauchy.

(Extraido de “Stability and Instability of the
Reissner-Nordström Cauchy Horizon and the Problem of
Uniqueness in General Relativity” de Mihalis Dafermos)

El punto P no puede depender de manera única de los datos iniciales dados en
la superficie de Cauchy anterior, aśı como, por ejemplo, una función Ψ, solución
a la ecuación diferencial �Ψ = 0, no puede ser determinada de manera única
en el punto P con los datos dados en la superficie S:

Figura 4: La situación del punto P con respecto a la superficie S
es similar a la de los puntos en la zona III del espacio del agujero

negro de Reissner-Nordström con respecto a los datos iniciales
dados fuera del mismo. (Extraido de “Stability and Instability of

the Reissner-Nordstrom Cauchy Horizon and the Problem of
Uniqueness in General Relativity” de Mihalis Dafermos)

Este comportamiento es problemático, ya que la hiperbolicidad global es un
requerimiento básico para que una teoŕıa f́ısica esté bien formulada. Es im-
posible usar las leyes de la f́ısica para describir la estructura del agujero negro
más allá del horizonte interno. Este comportamiento llevó a la hipótesis de que
una singularidad se debeŕıa formar en el horizonte de Cuachy, forzando aśı a la
evolución temporal de los datos iniciales a detenerse en el horizonte de Cauchy.
Esto es precisamente el resultado de [26]. En dicho trabajo, se consideran los
efectos de un flujo de radiación entrante y otro saliente sobre la estructura del
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agujero negro de Reissner-Nordström. Esta radiación es modelada como dos
cascarones esféricos moviéndose a la velocidad de la luz, uno contrayéndose y
el otro expandiéndose. Estos cascarones dividen el espacio tiempo en cuatro
regiones. Una región en la cual no hay radiación, otras dos en las cuales hay
sólo radiación entrante y saliente respectivamente, y una última región en la
cual ambos flujos están presentes. La masa del agujero negro no es ya una cons-
tante sino que pasa a ser una función del espacio tiempo (las variables usadas
en [26] son el tiempo avanzado y el tiempo retardado). El resultado de este tra-
bajo es que el parámetro de la masa diverge clásicamente cerca del horizonte de
Cauchy, generando aśı una singularidad cerca del mismo y forzando entonces a
la evolución de los datos iniciales a detenerse cerca del mismo. Se dice entonces
que el horizonte de Cauchy es inestable, porque ante una perturbación como la
radiación descrita anteriormente, se vuelve singular.
¿Cómo se modifican estos resultados tras la cuantización? En la sección anterior
vimos que la singularidad es eliminada en el tratamiento cuántico. Una primer
consecuencia de esto es que ahora śı se puede predecir la estructura del agujero
negro tras el horizonte interior. Observando la figura 3, podemos observar que
para poder determinar los puntos más allá del horizonte interior, seŕıa necesario
tener datos iniciales en una superficie tipo espacio que pase por la singularidad,
algo que no es posible en la teoŕıa clásica. Sin embargo, ahora que la singulari-
dad ha sido removida, uno puede pasar a través de la misma hacia otra región
espaciotemporal, por lo que en principio ser podŕıan especificar datos iniciales
en una superficie de tales caracteŕısticas. Este punto es discutido en [30], aunque
en dicho trabajo no se trata la cuantización del agujero negro sino que como
se mencionó anteriormente, se encuentran coordenadas en las que la métrica es
anaĺıtica. El resultado de este análisis es que dado que la singularidad puede
ser atravesada, el espacio se puede foliar por hipersuperficies de Cauchy.

Figura 5: Foliacion del espacio por superficies de Cauchy. El
mismo fue mapeado a un poĺıgono utilizando el mapeo de

Schwarz-Christoffel. (Extraido de “Analytic Reissner-Nordström
singularity” de Ovidiu Stoica)

Por otro lado, la discretización del espacio tiene consecuencias en el problema de
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la inestabilidad del horizonte de Cauchy. Recordar que Ex = x2, y que los valo-
res propios de Ex son discretos. Esto impone una restricción en el incremento
mı́nimo en x de l2P /(2x) al moverse de un vértice de la red hacia el siguiente. La
red más “fina”que se puede obtener entonces, es una red no uniforme cuyo espa-
ciado crece a medida que nos acercamos a la singularidad. Esta discretización
tiene consecuencias al estudiar la propagación de ondas en el espaciotiempo,
pues en la propagación de una onda en una red no uniforme puede presentar
fenómenos como atenuación y reflexión. Estos fenómenos podŕıan en principio
evitar la inestabilidad del horizonte de Cauchy, pues no toda la radiación llegará
hacia el mismo y por lo tanto la curvatura podŕıa no crecer indefinidamente.
Esto no es suficiente para asegurar que el horizonte de Cauchy será estable, pero
al menos sugiere que el problema debeŕıa re-plantearse a nivel cuántico.
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Conclusiones

Mostramos que se puede completar la cuantización de Dirac del agujero negro
de Reissner-Nordström utilizando técnicas de gravedad cuántica de lazos. Los
estados f́ısicos fueron encontrados en forma cerrada. Fueron encontrados nuevos
observables además de la masa y la carga eléctrica: El número de vértices y la
secuencia ordenada de las valencias de las aristas de la red. Estos observa-
bles están asociados a la estructura discreta del espacio-tiempo y no tienen un
análogo clásico. Los valores propios de estos observables pueden caracterizar los
estados f́ısicos.
La singularidad es eliminada debido a efectos cuánticos al igual que en el caso
del agujero negro de Schwarzschild. En el caso clásico, cuando se verifica
GM2 < Q2, no existe el horizonte de eventos y por lo tanto se tiene una singu-
laridad desnuda, este caso es entonces descartado como no f́ısico (conjetura de
censura cósmica). Sin embargo, la cuantización elimina la singularidad, por lo
que este caso podŕıa ser estudiado a nivel cuántico.
La discretización del espacio-tiempo abre nuevas posibilidades para analizar el
problema de la estabilidad de los horizontes de Cauchy en los agujeros negros
de Reissner-Nordström.
En este trabajo se verificó que los resultados de [16] se pueden extender para
el caso de un agujero negro de Reissner-Nordström, un posible trabajo a futuro
es la extensión de [16] a agujeros negros más generales. Además, el estudio del
caso extremal y de los casos con singularidades desnudas pueden presentar in-
teresantes propiedades cuanticas con consecuencias en situaciones más realistas
como en agujeros negros rotantes de Kerr.
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Apéndice A

Grupos

En este apéndice se recopilan algunas definiciones y resultados básicos de teoŕıa
de grupos. La principal fuente aqúı es el libro de Baez y Muniain [5].

Definimos un grupo G como un conjunto equipado con una operación binaria
· : G × G → G (llamada usualmente producto), una operación −1 : G → G,
llamada inversa, y un elemento 1 ∈ G llamando identidad, tal que ∀g, h, k ∈ G
tenemos:

1. (g · h) · k = g · (h · k)

2. g · 1 = 1 · g = g

3. g · g−1 = g−1 · g = 1

Un subgrupo de G es un subconjunto que contiene la identidad y es cerrado
bajo producto e inversa.

Algunos ejemplos de grupos son los siguientes:

1. GL(n,R) : Matrices reales n× n invertibles.

2. GL(n,C) : Matrices complejas n× n invertibles.

3. SL(n,R) : Matrices reales n× n invertibles de determinante 1.

4. SL(n,C) : Matrices complejas n× n invertibles de determinante 1.

5. O(p, q): Matrices reales n×n que preservan el producto interno entre dos
vectores en un espacio real equipado con una métrica g con signatura (p, q),
con p y q enteros no negativos tales que p+q = n. Es decir, si T ∈ O(p, q),
entonces g(Tv, Tw) = g(v, w) ∀v, w ∈ Rn. Si p = n, llamamos al grupo
simplemente O(n)

6. SO(p, q): Matrices de O(p, q) con determinante 1. Si p = n, análogamente
al caso anterior llamamos al grupo SO(n). Obs: SO(3, 1) es el grupo de
matrices de determinante 1 que preservan el producto interno en el espacio
de Minkowsky (Grupo de Lorentz).

7. U(n): Matrices complejas unitarias de n×n. Preservan el producto interno
usual en Cn : 〈v, w〉 =

∑n
i=1 v

iwi.
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8. SU(n): Matrices de U(n) con determinante 1.

Homeomorfismos. Dados dos grupos G y H, decimos que una función ρ :
G→ H es un homeomorfismo si

ρ(g1g2) = ρ(g1) ρ(g2) ∀g1, g2 ∈ G (A.1)

Esta definición implica

ρ(1) = 1

ρ(g−1) = ρ(g)
−1

(A.2)

Lo cual puede verificarse fácilmente. Primero, en todo grupo el elemento iden-
tidad es único. Si suponemos que hay dos elementos e y k en el grupo con la
propiedad del elemento identidad, tenemos:

e = ek = k (A.3)

Entonces, usando la definición de homeomorfismo entre grupos:

ρ(g) ρ(1) = ρ(g1) = ρ(g) (A.4)

Verificando la primer igualdad. Luego, para cada elemento del grupo hay sólo
un elemento del grupo con la propiedad de la inversa. Si suponemos que g ∈ G
tiene dos inversos g−1 , g̃−1 en G, entonces:

gg−1 = gg̃−1 ×g−1

−−−→ g−1 = g̃−1 (A.5)

Entonces:

1 = ρ(gg−1) = ρ(g)ρ(g−1) (A.6)

Con lo que se verifica la segunda de las igualdades.

Isomorfismo. Un isomorfismo entre grupos es un homeomorfismo inyectivo y
sobreyectivo.
Ejemplo: El grupo U(1) =

{
eiθ : θ ∈ R

}
actúa sobre las matrices 1×1 complejas,

esto es, sobre los números complejos. Un elemento eiθ actúa sobre un número
complejo rotándolo un ángulo θ en sentido antihorario. La acción consecutiva
de dos elementos de este grupo: eiθeiφ = ei(θ+φ) Por otro lado, un elemento del
grupo SO(2):

M(θ) =

(
cos(θ) sin(θ)
−sin(θ) cos(θ)

)
(A.7)

Actúa en un vector de R2 rotándolo un ángulo θ en sentido antihorario. La
acción consecutiva de dos elementos de este grupo: M(θ)M(φ) = M(θ + φ) Se
puede verificar fácilmente que:

ρ
(
eiθ
)

=

(
cos(θ) sin(θ)
−sin(θ) cos(θ)

)
(A.8)

Es un isomorfismo entre U(1) y SO(2).
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Representaciones. Decimos que un grupo G actúa en un espacio vectorial V
si hay un mapa ρ de G a las transformaciones lineales GL(V ) de V tal que:

ρ(g1g2)v = ρ(g1)ρ(g2)v ∀v ∈ V,∀g1, g2 ∈ G (A.9)

Decimos en este caso que ρ es una representación de G en V .

Subespacio invariante. Un subespacio V ′ de un espacio vectorial V es in-
variante si v ∈ V ′ entonces ρ(g)v ∈ V ′ ∀g ∈ G
Representación irreducible. Si una representación ρ tiene como espacios
invariantes únicamente al vector nulo y al espacio vectorial, entonces decimos
que ρ es irreducible.

Representaciones equivalentes. Si tenemos dos representaciones de un
grupo en dos espacios vectoriales:

ρ : G→ GL(V ) ρ′ : G→ GL(V ′) (A.10)

Decimos que las representaciones son equivalentes si hay un mapa lineal T :
V → V ′ tal que:

ρ′(g)T = Tρ(g) (A.11)

Suma directa de representaciones. Si tenemos dos representaciones de

un grupo G : ρ : G → GL(V ), ρ′ : G → GL(V ′) Definimos ρ ⊕ ρ′ como la
representación en G en el espacio V ⊕ V ′ dada por:

(ρ⊕ ρ′) (g)(v, v′) = (ρ(g)v, ρ′(g)v′) ∀v ∈ V v′ ∈ V ′ (A.12)

Producto tensorial de representaciones. Sean ρ y ρ′ representaciones en

V y V ′ respectivamente. Definimos el producto tensorial de dichas representa-
ciones ρ⊗ ρ′ como la representación de G en el espacio V ⊗ V ′ dada por:

(ρ⊗ ρ′) (g)(v ⊗ v′) = ρ(g)v ⊗ ρ′(g)v′ (A.13)

Grupo de Lie. Decimos que un grupo G es un grupo de Lie si es una variedad,

y las operaciones producto e inversa son mapas suaves. Obsservación: Los
grupos matriciales definidos anteriormente son subvariedades del espacio de las
matrices n × n (reales o complejas según corresponda). Usando las fórmulas
expĺıcitas se puede ver además que las operaciones producto e inversa son suaves.
Los grupos matriciales anteriormente mencionados son entonces grupos de Lie.
Ya vimos el caso particular del grupo U(1) :

U(1) =
{
eiθ : θ ∈ R

}
Este grupo es equivalente al ćırculo unidad en el plano complejo. Veamos ahora
en detalle el caso del grupo SU(2). Este grupo está formado por las matrices
complejas unitarias 2× 2 con determinante 1:

SU(2) =

{(
a b
−b∗ a∗

)
: a, b ∈ C, |a|2 + |b|2 = 1

}
(A.14)
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Los elementos de SU(2) se pueden escribir como combinación lineal de las si-
guientes matrices:

σ0 =

(
1 0
0 1

)
σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(A.15)

O equivalentemente:

I, I = −iσ1, J = −iσ2, K = −iσ3 (A.16)

Al álgebra:

H = {a+ bI + cJ + dK : a, b, c, d ∈ R} (A.17)

Se la denomina cuaterniones. La relación entre los cuaterniones y SU(2) es la
siguiente:

SU(2) =
{
a+ bI + cJ + dK : a, b, c, d ∈ R, a2 + b2 + c2 + d2 = 1

}
(A.18)

En otras palabras, el grupo SU(2) corresponde a la esfera S3 en los cuater-
niones.

Representación de SU(2). Para cada número semientero j, el grupo SU(2)
tiene una representación de dimensión 2j + 1 a la cual se la denomina repre-
sentación de spin j. Definimos la representación de spin j de SU(2) a la cual
llamaremos Uj de la siguiente manera: Sea Hj el espacio de los polinomios de
C2 homogéneos de grado 2j, es decir, una combinación lineal de polinomios del
tipo:

f(x, y) = xpyq x, y ∈ C, p+ q = 2j

Observación: Hj tiene dimensión 2j+ 1 Para un elemento g ∈ SU(2), sea Uj(g)
la transformación lineal de Hj dada por:

(Uj(g)f) (v) = f
(
g−1v

)
Puede verificarse que se trata de una representación: Uj(1) es la identidad, y
además, para g, h ∈ SU(2) tenemos

(Uj(g)Uj(h)f) (v) = (Uj(h)f) (g−1v) = f
(
h−1g−1v

)
= f

(
(gh)−1v

)
= (Uj(gh)f) (v) (A.19)

Álgebras de Lie. Sea G un grupo de Lie. Definimos el álgebra de Lie g como

el espacio tangente de G en el elemento identidad. Ejemplo: Sea γ un camino en
SO(3) tal que γ(t) corresponde a una rotación antihoraria de ángulo t alrededor
del eje z:

γ(t) =

cos(t) −sin(t) 0
sin(t) cos(t) 0

0 0 1

 (A.20)

Entonces, el vector tangente a γ en el elemento identidad:

γ′(0) =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 (A.21)
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Podemos recuperar el elemento del grupo a partir de este elemento del álgebra
de Lie de la siguiente manera:

exp (tγ′(0)) =

cos(t) −sin(t) 0
sin(t) cos(t) 0

0 0 1

 (A.22)

De forma más general, se puede probar que para todo grupo de Lie G hay un
mapa suave llamado mapa exponencial :

exp : g→ G (A.23)

Uńıvocamente determinado por las siguientes propiedades:

• exp(0) is el elemento identidad de G

• exp(sx)exp(tx) = exp((s+ t)x) ∀x ∈ }, s, t ∈ R

• d
dt
exp(tx)

∣∣∣
t=0

= x

Podemos definir un álgebra de Lie de manera más abstracta como un espacio
vectorial g equipado con un mapa [·, ·] : g × g → g llamado bracket de Lie que
verifica las siguientes propiedades:

• [v, w] = −[w, v] ∀v, w ∈ g

• [u, αv + βw] = α[u, v] + β[u,w] ∀u, v, w ∈ g y escalares α, β.

• Identidad de Jacobi: [u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0 ∀u, v, w ∈ g .

Homeomorfismos entre álgebras de Lie. Decimos que f es un homeomor-
fismo entre dos álgebras de Lie g, h si es un mapa lineal que verifica:

f ([v, w]) = [f(v), f(w)] ∀v, w ∈ g (A.24)

Si f es biyectiva decimos que es un isomorfismo entre g y h.
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Apéndice B

Conexiones en fibrados

En este apéndice se reúnen definiciones y resultados básicos sobre fibrados,
conexiones y curvatura. La principal fuente de este apartado es el libro de
Baez y Muniain [5].

B.1 Fibrados y conexiones

Fibrados. Un fibrado es una estructura consistente en una variedad E, una
variedad M y un mapa sobreyectivo π : E →M . A la variedad E se la denomina
espacio total, a la variedad M espacio base, y al mapa π proyección.
Para cada punto p ∈M , el espacio

Ep = {q ∈ E : π(q) = p}

se lo denomina fibra de q sobre p.
El espacio total se puede escribir como la unión de todas las fibras:

E = ∪
p∈M

Ep

Por ejemplo, el espacio tangente de una variedad M , denotado por TM se puede
escribir como:

TM = ∪
p∈M

TpM

La proyección π : TM → M env́ıa cada vector tangente v ∈ TpM al punto
p ∈M . La fibra sobre el punto p ∈M es entonces el espacio tangente TpM . Se
puede verificar que TM es efectivamente una variedad. Tanto M como TpM son
una variedad de dimensión n, por lo que localmente, TM “se parece”a Rn×Rn.

Se pueden definir mapas para TM de la siguiente manera. Si {Uα} es una
cobertura para M y ϕα : Uα → Rn un atlas, definimos:

Vα = {v ∈ TM : π(v) ∈ Uα}

Definimos entonces los mapas: ψ : Vα → Rn × Rn de la siguiente manera:

ψ(v) = (ϕα(π(v)), (ϕα)∗v) (B.1)

Con esta definición se verifican todas las propiedades que debe cumplir un atlas.
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Fibrados triviales. Dadas dos variedades M y F , definimos un fibrado trivial
sobre M con fibra estándar F al fibrado sobre M con espacio total E = M ×F .
El mapa de proyección está dado por

π(p, f) = p ∀(p, f) ∈M × F (B.2)

La fibra sobre un punto p ∈M es

Ep = {p} × F (B.3)

Morfismos entre fibrados. Supongamos que tenemos dos fibrados π : E →
M, π′ : E′ → M ′, definimos un morfismo entre dichos fibrados como un par
de mapas ψ : E → E′, φ : M → M ′ tal que ψ mapea cada fibra Ep en
E′φ(p). Si tanto ψ como φ son difeomorfismos, decimos que este morfismo es un
isomorfismo.

Restricción de un fibrado. Dado un fibrado π : E → M y una subvariedad
S ⊆M , definimos la restricción de π a S:

E
∣∣∣
S

= {q ∈ E : π(q) ∈ S} (B.4)

Fibrados localmente triviales. Decimos que el fibrado π : E → M es
localmente trivial con fibra estándar F si para cada punto p ∈ M exite un
entorno U de p y un isomorfismo

φ : E
∣∣∣
U
→ U × F (B.5)

enviando cada fibra Ep a {p} × F . A φ se lo denomina una trivialización local.

Fibrados vectoriales. Un fibrado vectorial real de dimensión n es un fibrado
localmente trivial π : E → M tal que cada fibra Ep es un espacio vectorial de
dimensión n. Además, para cada punto p ∈M hay un entorno U y de p y una
trivialización local

φ : E
∣∣∣
U
→ U × Rn (B.6)

que mapea cada fibra Eq a {q}×Rn linealmente. Ejemplo: El fibrado tangente
TM es el fibrado vectorial cuyo espacio total es la unión de todos los espacios
tangentes de una variedad M . TM = ∪p∈MTpM Se define el fibrado cotangente
de manera análoga: T ∗M = ∪p∈MT ∗pM .
Un morfismo entre dos fibrados vectoriales π : E →M, π′ : E′ →M ′ se define
de forma análoga a como se define un morfismo entre fibrados en general, con
la condición adicional de que la restricción del morfismo ψ : E → E′ a la fibra
Ep sea lineal.

Secciones. Decimos que s es una sección de un fibrado π : E → M si es una
función s : M → E tal que para cada punto p ∈M se tiene

s(p) ∈ Ep (B.7)

Al conjunto de las secciones de E se le llama Γ(E). Ejemplo: Un campo vectorial
en una variedad es una sección de su fibrado tangente.
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Observación: Si E = M×F es un fibrado trivial con fibra estándar F y tenemos
una sección s : M → E , entonces hay una función f : M → F tal que

s(p) = (p, f(p)) ∈ Ep

Si por otro lado tenemos una función f : M → F , la expresión anterior define
una sección.

Si E es un fibrado sobre M y s, s′ son secciones en E, definimos entonces las
secciones:

(s+ s′)(p) = s(p) + s′(p) p ∈M (B.8)

(fs)(p) = f(p)s(p) p ∈M f ∈ C∞(M) (B.9)

Decimos que las secciones e1, . . . , en son una base de Γ(E) si cualquier sección
s ∈ Γ(E) se puede escribir como combinación lineal de las mismas.

s = siei si ∈ C∞(M) (B.10)

Una base de secciones determina un isomorfismo entre fibrados vectoriales ψ :
M × Rn → E:

ψ(p, v) = viei(p) p ∈M, v ∈ Rn (B.11)

De manera rećıproca, si tenemos un isomorfismo ψ : M × Rn → E podemos
usarlo para obtener una base de Γ(E) a partir de una base de Γ (M × Rn).

G-Fibrados. Sea M una variedad de dimensión n y {Uα} un conjunto de
abiertos que cubren M . Sea V un espacio vectorial y ρ una representación de
un grupo G en V . Formaremos un fibrado a partir de la unión de los fibrados
triviales Uα × V :

∪
α
Uα × V (B.12)

Sea gαβ : Uα ∩ Uβ → G una función de transición. Identificamos dos puntos
(p, v) ∈ Uα × V y (p, v′) ∈ Uβ × V si

v = ρ (gαβ(p)) v′ (B.13)

O de forma abreviada:

v = gαβ(p)v′ (B.14)

Observación: Las funciones de transición deben verificar ciertas condiciones de
consistencia. Al punto (p, v) ∈ Uα×V debemos identificarlo con (p, gααv) ∈ uα×
V , por lo que la función de transformación debe cumplir: gαα = 1 en Uα. Si un
punto de la variedad pertenece a la intersección de tres cartas: p ∈ Uα∩Uβ∩Uγ .
Entonces se puede ver que debe cumplirse gαβgβγgγα = 1 Uα ∩ Uβ ∩ Uγ . Se
puede además obtener una generalización análoga de esta condición para cuando
el punto pertenece a la intersección de un número arbitrario de cartas.

Podemos ahora formar el fibrado π : E → M . Denotaremos como [p, v]α
al punto del espacio total E correspondiente a (p, v) ∈ Uα × V . Definimos la
proyección π : E →M como

π[p, v]α = p (B.15)
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La fibra Ep es el conjunto de todos los puntos de la forma [p, v]α. Definiendo la
función ϕα : E → Uα×V tal que ϕα([p, v]α) = (p, v) y utilizando las condiciones
de consistencia, se puede verificar que este es un fibrado vectorial. A este tipo
de fibrados los denominamos G-fibrados. Al grupo G se lo denomina grupo de
gauge.

Transformaciones de gauge. Las fibras de un G-fibrado son un espacio
vectorial de dimensión n. Decimos que una transformación lineal T : Ep → Ep
vive en G si es de la forma ρ(g), es decir:

[p, v]α → [p, gv]α (B.16)

Para algún g ∈ G. Esta definición no depende de la carta elegida. Recordemos
que identificamos:

[p, v]α = [p, gβαv]β (B.17)

Entonces, podemos identificar también:

[p, gv]α = [p, gβαgv]β (B.18)

Por lo que T también en Uα ∩ Uβ :

[p, gβαv]β → [p, gβαgv]β (B.19)

En otras palabras:

[p, v′]β → [p, g′v′]β (B.20)

Donde llamamos v′ = gβαv y g′ = gβαgg
−1
βα .

A una transformación lineal T : Ep → Ep que vive en G y vaŕıa suavemente con
el punto p ∈M se le llama transformación de gauge.

Endomorfismos. Dado un espacio vectorial V , llamamos endomorfismos (
denotados por End(V ) ) al conjunto de las transformaciones lineales de V en
śı mismo. Se puede verificar que End(V ) es un espacio vectorial y además un
álgebra si definimos:

(αT ) (v) = αT (v) (B.21)

(S + T ) (v) = S(v) + T (v) (B.22)

(S + T ) (v) = S (T (v)) (B.23)

Para un escalar α y S, T ∈ End(V ), v ∈ V Ejemplo: End(Rn) es el espacio de
las matrices reales n× n.

Se puede verificar que End(V ) es isomorfo a V ⊗ V ∗. Tomando el elemento
v ⊗ f ∈ V ⊗ V ∗, le asignamos la función dada por:

x→ f(x)v ∀x ∈ V (B.24)

En términos de bases, el isomorfismo está dado por:

ei ⊗ ej → eij (B.25)



B.1. FIBRADOS Y CONEXIONES 105

Entonces, dado un fibrado E sobre una variedad M podemos definir el fibrado de
endomorfismos como el fibrado correspondiente a End(E), o equivalentemente
E ⊗ E∗. Una sección T de este fibrado define un mapa de E en śı mismo,
enviando v ∈ Ep a T (p)v ∈ Ep. Una sección T de End(E) actúa en una sección
s de E de la siguiente manera:

(Ts) (p) = T (p)s(p) ∀p ∈M

También se puede verificar que T : Γ(E)→ Γ(E) es C∞(M)− lineal:

T (fs) = fT (s)

Si T (p) vive en G ∀p ∈ M decimos que T es una transformación de gauge. El
conjunto de las transformaciones de gauge es un grupo, con el producto y la
inversa definidos por:

(gh) (p) = g(p)h(p) (B.26)

g−1(p) = g(p)−1 (B.27)

En teoŕıa de campos gauge, los campos son secciones de G-fibrados, y las leyes
de la f́ısica son ecuaciones diferenciales tales que si una sección s es solución,
también lo es gs para cualquier g ∈ G.

Conexiones. Sea E un fibrado sobre una variedad M . Una conexión D asigna
a cada campo vectorial v en M una función Dv : Γ(E)→ Γ(E) que satisface las
siguientes propiedades:

Dv(αs) = αDvs (B.28)

Dv(s+ t) = Dvs+Dvt (B.29)

Dv(fs) = v(f)s+ fDvs (B.30)

Dv+ws = Dvs+Dws (B.31)

Dfvs = fDvs (B.32)

para todo v, w ∈ V ect(M), s, t ∈ Γ(E), f ∈ C∞(M), α escalar. Llamamos a
Dvs derivada covariante de s en la dirección de v

Si tenemos una base {∂µ} de V ect(M) y una base de secciones {ej}, podemos
expresar Dµej como una combinación lineal de secciones:

Dµej = Aiµjei

Las funciones Aµj se denominan componentes del vector potencial. Podemos
expresar la derivada covariante de una sección s de un fibrado E sobre una
variedad U en la dirección de un campo vectorial v.

Dvs = Dvµ∂µs = vµDµs = vµDµ(siei) (B.33)

= vµ
(

(∂µs
i)ei +Ajµis

iej

)
= vµ

(
∂µs

i +Aiµjs
j
)
ei (B.34)

El vector potencial es una 1-forma en U que toma valores en End(E), esto es,
una sección del fibrado

End
(
E
∣∣∣
U

)
⊗ T ∗U (B.35)
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En términos de coordenadas:

A = Ajµiej ⊗ e
i ⊗ dxµ (B.36)

A cualquier conexión D se la puede escribir como D = D0 + A, siendo D0 la
conexión:

D0
vs = v(sj)ej

Entonces:

Dvs = vµ
(
∂µs

i +Aiµjs
j
)
ei =

(
v(si) +Aiµjv

µsj
)
ei (B.37)

= D0
vs+A(v)s (B.38)

Decimos de D es una G-conexión si en coordenadas locales, las componentes
Aµ ∈ End(E) viven en el álgebra de Lie g del grupo G del G-fibrado.

Aśı como se le puede aplicar una transformación de Gauge a una sección
de un G-fibrado, también se le puede aplicar a una G-conexión. Sea D una
G-conexión en E y g una transformación de Gauge. La conexión transformada
está dada por:

D′v(s) = gDv(g
−1s) (B.39)

Utilizando esta expresión se pueden obtener las componentes transformadas
del potencial vector. Recordemos que g es una forma abreviada de referirse a la
representación del elemento g del grupo G en el espacio vectorial correspondiente
a la fibra de E sobre el cual actúa:

g → ρ(g)jkej ⊗ e
k ∈ End(E) (B.40)

Entonces:

D′µ(s) = g
(
D0
µ

(
ρ(g−1)jks

kej

))
+ gAµ(g−1s)

= D0
µ(s) + g

[(
∂µρ(g−1)

j

k

)
skej

]
+ gAµ(g−1s)

= D0
µ(s) + g

[(
∂µρ(g−1)

j

k

)
ek ⊗ ej

]
(slel) + gAµ(g−1s)

= D0
µ(s) + g

(
∂µg
−1
)

(s) +
(
gAµg

−1
)

(s)

= D0
µ(s) +A′µ(s) (B.41)

Con:

A′µ = g
(
∂µg
−1
)

+ gAµg
−1 (B.42)

B.2 Holonomı́as

Transporte paralelo. Sea E un fibrado vectorial sobre M equipado con una
conexión D. Sea γ : [0, T ] → M un camino diferenciable desde p hasta q.
Sea u(t), un vector en la fibra de E sobre γ(t). En una trivialización local

E
∣∣∣
U

∼= U ⊗V , podemos pensar en las secciones s de E como funciones valuadas
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en V . Decimos que u(t) es transportado paralelamente en la dirección de γ(t)
si:

Dγ′(t)u(t) = 0 ∀t (B.43)

Entonces:

d

dt
u(t) +A(γ′(t))u(t) = 0 (B.44)

d

dt
u(t) = −A(γ′(t))u(t) (B.45)

La solución entonces satisface:

u(t) = u−
∫ t

0

A (γ′(t1))u(t1)dt1 (B.46)

Sustituyendo esta expresión en śı misma, podemos obtener de forma recursiva:

u(t) =

∞∑
n=0

(
(−1)n

∫
t≥t1≥···≥tn≥0

A (γ′(t1)) . . . A (γ′(tn))dt1 . . . dtn

)
u (B.47)

Se puede probar que esta suma converge a la solución.

La integral: ∫
t≥t1≥···≥tn≥0

A (γ′(t1)) . . . A (γ′(tn))dt1 . . . dtn (B.48)

se puede reescribir si definimos el producto ordenado:

PA (γ′(t1)) . . . A (γ′(tn)) (B.49)

Entonces, la integral anterior es igual a:

1

n!

∫
ti∈[0.t]

PA (γ′(t1)) . . . A (γ′(tn)) dt1 . . . dtn (B.50)

O de forma abreviada:

1

n!
P

(∫ t

0

A (γ′(s)) ds

)n
(B.51)

Si definimos la exponencial ordenada:

Pe−
∫ t
0
A(γ′(s))ds =

∞∑
n=0

(−1)n

n!
P

(∫ t

0

A (γ′(s)) ds

)n
(B.52)

Tenemos:

u(t) = Pe−
∫ t
0
A(γ′(s))dsu (B.53)

Holonomı́a. Sea γ : [0, T ]→M un camino diferenciable de p a q en la variedad

M , sobre la cual hay un fibrado E con conexión D. Dado u ∈ Ep, denotamos
por H(γ,D)u al resultado de transportar el vector u paralelamente hasta q a
través del camino γ. Al mapa lineal

H(γ,D) : Ep → Eq (B.54)

se le llama holonomı́a a lo largo del camino γ.
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Propiedades:

• Sea α : [0, T ] → M un camino diferenciable, y sea f : [0, S] → [0, T ] una
función suave con f(0),f(S) = T . Sea β el camino reparametrizado dado
por β(t) = α(f(t)). Se puede probar que para cualquier conexión D en el
fibrado π : E →M se cumple H(α,D) = H(β,D).

• Sean α y β dos caminos componibles en la variedad M , entonces se tiene
que

H(βα,D) = H(β,D)H(α,D) (B.55)

• Dado un camino γ : [0, T ] → M de p a q, el camino inverso γ−1 de q a p
está dado por:

γ−1(t) = γ(T − t) (B.56)

Entonces, se puede probar:

H(γ−1, D) = H(γ,D)−1 (B.57)

• Para cualquier punto p, se puede definir el camino 1p : [0, 1] → M dado
por

1p(t) = p (B.58)

Se tiene entonces:

H(1qγ,D) = H(γ,D) (B.59)

H(γ1p, D) = H(γ,D) (B.60)

H(1p, D) = 1 (B.61)

Transformaciones de gauge. Sea E un G-fibrado sobre M y γ un camino
diferenciable en M . Supongamos que u(t) ∈ Eγ(t) satisface la ecuación de
transporte paralelo

Dγ′(t)u(t) = 0 (B.62)

Si A es el potencial vector de A, entonces se cumple:

d

dt
u(t) = −γ′µ(t)Aµ (γ′(t))u(t) (B.63)

donde se utilizaron coordenadas de una trivialización local. Aplicando una
transformación de gauge a u(t), obtenemos otro vector w(t) = g (γ(t))u(t), el
cual podemos diferenciar para obtener:

d

dt
w(t) =

(
d

dt
g (γ(t))

)
u(t) + g (γ(t))

d

dt
u(t) (B.64)

En función de coordenadas locales:

γ′(t)(∂µg)u(t)− gγ
′µ(t)Aµu(t) = γ

′µ(t)(∂µg)g−1w(t)− γ
′µ(t)gAµg

−1w(t)
(B.65)
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Sustituyendo:

(∂µg)g−1 = −g∂µg−1 (B.66)

se obtiene:

d

dt
w(t) = −γ′µ(t)A′µw(t) (B.67)

con:

A′µ = gAµg
−1 + g∂µg

−1 (B.68)

El vector w(t) satisface entonces la ecuación de transporte paralelo

D′γ′(t)w(t) = 0 (B.69)

donde D′ es el resultado de aplicarle la transformación de gauge g a D.

La holonomı́a H(γ,D) es el mapa lineal que env́ıa u(0) a u(T ), mientras que
H(γ,D′) env́ıa w(0) = g (γ(0))u(0) a w(T ) = g (γ(T ))w(T ), por lo tanto,
tenemos que bajo una transformación de gauge:

H(γ,D′) = g (γ(T ))H(γ,D)g (γ(0))
−1

(B.70)

B.3 Curvatura

Sea E un fibrado vectorial sobre M con una conexión D. Dados dos campos
vectoriales v, w en M , definimos la curvatura F (v, w) de D como el operador en
ΓE dado por:

F (v, w)s = DvDws−DwDvs−D[v,w]s (B.71)

Propiedades:

• Antisimetŕıa

F (v, w) = −F (w, v) (B.72)

• Linealidad

F (fv, w) = fF (v, w) (B.73)

F (v, fw) = fF (v, w) ∀f ∈ C∞(M) (B.74)

F (v, w)(fs) = fF (v, w)(s) (B.75)

Si {xµ} son coordenadas locales en un abierto U ⊂M , definimos Fµν como
la sección de End(E) dada por:

Fµν = F (∂µ, ∂ν) (B.76)

Aplicándolo a un elemento de una base de secciones:

Fµνei = DµDνei −DνDµei

= Dµ

(
Ajνiej

)
−Dν

(
Ajµiej

)
=
((
∂µA

j
νi

)
+AjµkA

k
νi −

(
∂νA

j
µi

)
−AkνjAkµi

)
ej (B.77)
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Como las secciones ej ⊗ ei forman una base local de las secciones de End(E),
podemos escribir:

Fµν = F jµνi ej ⊗ e
i (B.78)

Las componentes F jµνi están dadas entonces por:

F jµνi = ∂µA
j
νi − ∂νA

j
µi +AjµkA

k
νi −A

j
νkA

k
µi (B.79)



Apéndice C

Teoŕıas de gauge

En una teoŕıa de gauge, el sistema f́ısico en cuestión (llamado sistema gauge)
es descrito por más variables que el número de grados de libertad f́ısicos in-
dependientes. Estas teoŕıas están además caracterizadas por la existencia de
transformaciones que no afectan a las cantidades con significado f́ısico real,
tales transformaciones se denominan transformaciones de gauge. Las canti-
dades f́ısicas entonces son aquellas que son invariantes gauge. Un ejemplo de
teoŕıa de gauge es el electromagnetismo; éste está descrito por el potencial vec-

tor electromagnético A(t, ~x) =
(
φ, ~A

)
el cual tiene cuatro componentes, siendo

cada una de ellas una función del tiempo t y la posición ~x. Sin embargo, no
todos los grados de libertad son f́ısicos. Recordar que los campos eléctrico y
magnético se obtienen a partir de A mediante las siguientes igualdades

~E = −∇φ− ∂ ~A

∂t
(C.1)

~B = ∇× ~A (C.2)

Podemos observar que las siguientes modificaciones

φ→ φ+ f(t) (C.3)

~A→ ~A+∇λ(~x) (C.4)

dejan tanto el campo eléctrico como el campo magnético invariantes. Las trans-
formaciones (C.3)-(C.4) dejan las cantidades f́ısicas observables invariantes por
lo que son transformaciones de gauge. Otro ejemplo de una teoŕıa de gauge es la
relatividad general, en la cual hay grados de libertad no f́ısicos correspondientes
a la libertad gauge presente en los difeomorfismos espaciales y transformaciones
de gauge internas.
Un sistema de gauge puede ser pensado como uno en el que las variables están es-
pecificadas con respecto a un cierto marco de referencia, el cual puede ser elegido
arbitrariamente a cualquier tiempo. Un cambio en este marco de referencia es
una transformación que no afecta a las variables f́ısicas, una transformación de
gauge. Ya que este marco de referencia puede ser cambiado en todo tiempo,
es esperable dadas condiciones iniciales, las ecuaciones de movimiento no de-
terminen completamente la evolución del sistema, sino que la solución general
contendrá funciones arbitrarias del tiempo, consecuencia de la libertad de gauge.
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Más adelante veremos que la presencia de funciones arbitrarias en la solución
general de las ecuaciones de movimiento implica que las variables canónicas no
son todas independientes sino que existen v́ınculos entre ellas. Comenzamos el
apéndice analizando la acción de un sistema de gauge y definiendo el conjunto
de v́ınculos primarios del mismo.

C.1 Vı́nculos lagrangeanos

Dado un sistema con N grados de libertad, las ecuaciones de movimiento clásicas
son aquellas que hacen que la acción

SL =

∫ t2

t1

L(qn, q̇n)dt (C.5)

sea estacionaria ante variaciones arbitrarias δqn(t) de las variables qn tales que
δqn(t1) = δqn(t2) = 0. Para que (C.5) sea estacionaria, deben cumplirse las
ecuaciones de Euler-Lagrange:

d

dt

(
∂L

∂q̇n

)
− ∂L

∂qn
= 0 n = 1, . . . , N. (C.6)

Desarrollando la derivada temporal utilizando regla de la cadena:

q̈n
′ ∂2L

∂q̇nq̇n′
=

∂L

∂qn
− q̇n

′ ∂L

∂q̇n′ q̇n
(C.7)

De (C.7), podemos en principio despejar las aceleraciones:

q̈m =

(
∂2L

∂q̇n∂q̇n′

)−1(
∂L

∂qn
− q̇m ∂L

∂q̇nq̇n′

)
(C.8)

Para esto es necesario que la matriz

∂2L

∂q̇n∂q̇n′
(C.9)

sea invertible. Por otro lado, si

det

(
∂2L

∂q̇n∂q̇n′

)
= 0 (C.10)

las aceleraciones no están uńıvocamente determinadas por las coordenadas y las
velocidades. Una misma condición inicial puede entonces dar lugar a distintas

evoluciones temporales. Sea R, el rango de la matriz ∂2L
∂q̇nq̇m (por lo tanto R <

N), entonces existen M = N−R vectores propios nulos Y n
′

m m = 1, . . . ,M i =
1, . . . , N :

Y n
′

m

∂2L

∂q̇nq̇n′
= 0 (C.11)

Definimos

φm(qn, q̇n) := Y nm
∂L

∂qn
= 0 (C.12)
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A las k funciones independientes φk (con k ≤ M) se las denomina v́ınculos
lagrangeanos. Vemos entonces que al no estar las soluciones de las ecuaciones
de movimiento completamente determinadas por las condiciones iniciales, los
grados de libertad no son independientes sino que existen relaciones entre ellos:
las igualdades φk = 0. Desde aqúı se podŕıa seguir desarrollando el análisis de
los sistemas de gauge desde el punto de vista lagrangeano, pero vamos a optar
por cambiar a la formulación hamiltoniana.

C.2 Formulación hamiltoniana

C.2.1 Vı́nculos primarios

Recordar que para realizar la transformación de Legendre que nos lleva del
lagrangeano al hamiltoniano, definimos el momento canónico conjugado de la
variable qn como

pn =
∂L

∂q̇n
(C.13)

Entonces, vemos que la condición de no invertibilidad de la matriz hessiana
(C.10), se traduce en la formulación hamiltoniana como la no invertibilidad de
los momentos conjugados en función de las velocidades, el mapa (qn, q̇m) →
(qn, pm) no es inyectivo, por lo que para obtener un mapa inyectivo entre estos
espacios es necesario incluir parámetros adicionales, como se verá más adelante
en esta sección. Los momentos conjugados entonces no son independientes sino
que cumplen ciertas relaciones (v́ınculos)

φm(qn, pn) = 0 m = 1, . . . ,M. (C.14)

Cuando los momentos conjugados son expresados en función de las posiciones
y las velocidades mediante (C.13), las relaciones (C.14) se transforman en iden-
tidades. A las relaciones (C.14) se las denomina v́ınculos primarios. Las ecua-
ciones de movimiento no son utilizadas para obtener los v́ınculos primarios y
estos no imponen ninguna restricción en las coordenadas (qn, q̇n). A la superfi-
cie del espacio de fases en la que se cumplen las relaciones (C.14) se la denomina
superficie de v́ınculos primarios, la misma tiene una dimensión 2N −M ′, siendo
M ′ el número de v́ınculos independientes. Dadas ciertas condiciones de regu-
laridad ([20] pág. 7), se puede probar que se cumplen las siguientes propiedades

• Si F es una función en el espacio de fases que se anula en la superficie de
v́ınculos (F ≈ 0), entonces

F = fmφm (C.15)

para algunas funciones fm.

• Si λnδq
n + µnδpn = 0 para variaciones arbitrarias δqn, δpn, entonces se

cumple

λn = um
∂φm
∂qn

(C.16)

µn = um
∂φm
∂pn

(C.17)

para algunas funciones um.
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C.2.2 Hamiltoniano canónico

El hamiltoniano canónico se obtiene a partir del lagrangeano L mediante una
transformación de Legendre:

H = pnq̇
n − L (C.18)

H es una función de las posiciones y las velocidades si usamos las definiciones
(C.13), pero gracias a la propiedad de la transformada de Legendre, depende de
las velocidades sólo a través de los momentos conjugados p(q, q̇), por lo que el
hamiltoniano es una función de las coordenadas y de sus momentos conjugados.
Para ver esto, tomamos variaciones en (C.18):

δH = δpnq̇
n + pnδq̇

n − δL

= δpnq̇
n + pnδq̇

n − δq̇n ∂L
∂q̇n
− δqn ∂L

∂qn

= q̇nδpn −
∂L

∂qn
δqn (C.19)

Donde se usó la definición (C.13).
Sin embargo, el hamiltoniano no está uńıvocamente determinado como función
de las coordenadas y sus momentos, pues estos últimos no son independientes
entre śı sino que verifican ciertas igualdades llamadas v́ınculos (ver sección an-
terior). Por lo tanto, las variaciones δpn no son todas independientes sino que
deben verificar los v́ınculos φm ≈ 0. El hamiltoniano canónico está entonces
bien definido sólo en la superficie de v́ınculos primarios, y puede ser extendido
arbitrariamente fuera de la misma. El formalismo no debeŕıa cambiar bajo
transformaciones del tipo H → H + cmφm. Utilizando la ecuación (C.19), tene-
mos:

δH = q̇nδpn − δqn
∂L

∂qn
=
∂H

∂qn
δqn +

∂H

∂pn
δpn

→
(
∂H

∂qn
+
∂L

∂qn

)
δqn +

(
∂H

∂pn
− q̇n

)
δpn = 0 (C.20)

Utilizando entonces la segunda de las propiedades vistas en la página 113, te-
nemos que

q̇n =
∂H

∂pn
+ um

∂φm
∂pn

(C.21)

∂L

∂qn
= − ∂H

∂qn
− um ∂φm

∂qn
(C.22)

Si los v́ınculos son independientes, la primera de estas relaciones permite ex-
presar, en principio, los parámetros u como funciones de las coordenadas y los
momentos conjugados, resolviendo las ecuaciones

q̇n =
∂H

∂pn
(q, q̇) + um(q, q̇)

∂φm
∂pn

(q, p(q, q̇)) (C.23)

Si los v́ınculos son independientes (lo cual se asumirá por el resto del apéndice),
los vectores ∂φm

∂pn
también lo son, por lo que dos conjuntos distintos de parámetros



C.2. FORMULACIÓN HAMILTONIANA 115

um no pueden dar las mismas velocidades en (C.21). Estos parámetros son
justamente los que necesitamos para hacer que el mapa que va desde el espacio
(qn, q̇n) a la superficie de v́ınculos primarios. Si definimos la transformada de
Legendre desde el espacio (qn, q̇n) al espacio (qn, pn, u

m) de la superficie de
v́ınculos de la siguiente manera

qn = qn (C.24)

pn =
∂L

∂q̇n
(q, q̇) (C.25)

um = um(q, q̇) (C.26)

entonces vemos que la transformación es invertible, pues tenemos también

qn = qn (C.27)

q̇n =
∂H

∂pn
+ um

∂φm
∂pn

(C.28)

φm(q, p) = 0 (C.29)

C.2.3 Ecuaciones de Hamilton y v́ınculos

Las relaciones (C.24)-(C.29) permiten reescribir las ecuaciones de movimiento
(C.6) en su forma hamiltoniana equivalente

q̇n =
∂H

∂pn
+ um

∂φm
∂pn

(C.30)

ṗn = − ∂H
∂qn
− um ∂φm

∂qn
(C.31)

φm(q, p) = 0 (C.32)

Estas ecuaciones pueden ser obtenidas a partir de tomar variaciones en la acción
del sistema:

δ

∫ t2

t1

(q̇npn −H − umφm) = 0 (C.33)

para variaciones arbitrarias δqn, δpn, δu
m. Las variables extras que tuvimos

que introducir para que la transformada de Legendre sea invertible son multi-
plicadores de Lagrange, mientras que sus variaciones dan lugar a los v́ınculos
primarios. La derivada temporal de una función F (q, p) se escribe como

Ḟ = [F,H] + um [F, φm] (C.34)

C.2.4 Vı́nculos secundarios

Además de imponer los v́ınculos primarios φm a las variables canónicas, uno
debe tambien exigir que estos v́ınculos se conserven en el tiempo. Utilizando
(C.34), esto último se escribe como

φ̇m ≈ 0 → φ̇m = [φm, H] + um
′
[φm, φm′ ] ≈ 0 (C.35)

Las condiciones de consistencia (C.35) pueden imponer alguna restricción en los
u, o bien ser no involucrarlos y ser una relación únicamente entre coordenadas
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y momentos; si estas relaciones son independientes de los v́ınculos primarios se
tratan de nuevos v́ınculos, denominados v́ınculos secundarios. Uno debe además
imponer la conservación de estos v́ınculos secundarios utilizando el mismo algo-
ritmo de consistencia que se utilizó para imponer la conservación de los v́ınculos
primarios, obteniendo posiblemente v́ınculos terciarios. Imponiendo la conser-
vación de los v́ınculos terciarios se pueden obtener v́ınculos cuaternarios, y aśı
sucesivamente. A los v́ınculos secundarios, terciaros, cuaternarios, etc. usual-
mente se los llama simplemente v́ınculos secundarios. Al terminar de imponer
las condiciones de consistencia uno terminará con M +K v́ınculos, siendo K el
número de v́ınculos secundarios.

C.2.5 Hamiltoniano total

Al imponer la conservación de los v́ınculos se obtienen, además de v́ınculos
nuevos, restricciones en los multiplicadores de Lagrange:

[φj , H] + um [φj , φm] ≈ 0 (C.36)

La solución más general a (C.36) se puede escribir como

um = Um + V m (C.37)

siendo Um una solución particular a (C.36), y V m la solución general a la
ecuación homogénea

V m [φj , φm] ≈ 0 (C.38)

la cual se puede escribir como suma de soluciones linealmente independientes

V m = vaV ma a = 1, . . . , A. (C.39)

donde los coeficientes va son totalmente arbitrarios (se asumirá que el rango
de la matriz es constante en la superficie de v́ınculos). Definimos ahora el
hamiltoniano total como

HT = H + umφm (C.40)

Utilizando (C.37) y (C.39), se puede reescribir como

HT = H + Umφm + vaV ma φm = H ′ + vaφa (C.41)

donde se definió H ′ = H+Umφm, φa = V ma φm. En términos del hamiltoniano
total, la evolución temporal (C.34) toma la forma

Ḟ = [F,HT ] (C.42)

C.2.6 Vı́nculos de primera y segunda clase

La distinción entre v́ınculos primarios y secundarios resulta ser de poca impor-
tancia. Una distinción mucho más importante es la de v́ınculos de primera y
segunda clase. Decimos que un v́ınculo es de primera clase, y lo denotamos por
γ, si su corchete de Poisson con el resto de los v́ınculos se anula débilmente.

[γ, φj ] ≈ 0 ∀j (C.43)
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Por otro lado, un v́ınculo de segunda clase (los cuales serán denotados por χ) es
aquel cuyo corchete de Poisson con al menos uno de los otros v́ınculos no se anula
débilmente. Se pueden definir funciones en general de primera y segunda clase
utilizando la misma definición. Observando (C.36) y (C.38), vemos que H ′ y los
v́ınculos φa definidos como φa = V ma φm son de primera clase. Además, cualquier
v́ınculo de primera clase se puede escribir como combinación lineal de los φa,
pues estos son la solución más general a (C.38). Entonces, el hamiltoniano total
HT se puede escribir como la suma del hamiltoniano de primera clase H ′ y una
combinación lineal de los v́ınculos de primera clase primarios φa

C.2.7 Transformaciones de gauge

La presencia de las funciones arbitrarias del tiempo va en el hamiltoniano total
introduce una ambigüedad en la evolución de las variables canónicas. Dos elec-
ciones diferentes de las funciones va darán como resultado una evolución tempo-
ral distinta. Dadas las condiciones iniciales, las ecuaciones de movimiento deben
determinar completamente la evolución de los estados f́ısicos. La ambigüedad
introducida por las funciones va entonces no puede ser f́ısicamente relevante.
Supongamos que conocemos el estado de una variable dinámica F en el tiempo
t, y queremos evaluarla en un tiempo t + δt, con δt infinitesimal. El estado de
F en t + δt dependerá de la elección de las funciones va que hayamos hecho.
La diferencia de los valores de F en t + δt correspondientes a dos elecciones
diferentes va y ṽa está dada por:

δF = ([F,H ′] + va [F, φa]− [F,H ′]− ṽa [F, φa]) δt

= δva [F, φa] (C.44)

con δva = (va − ṽa)δt. Los v́ınculos primarios de primera clase generan trans-
formaciones que no afectan el estado f́ısico, a las cuales llamamos transforma-
ciones de gauge. Se puede probar que tanto el corchete de Poisson de dos de
estos v́ınculos aśı como entre uno de ellos y el hamiltoniano de primera clase
también generan una transformación de gauge ([20] pág. 17). No existe ninguna
razón para pensar que al tomar los corchetes de Poisson anteriores, el resultado
contenga únicamente v́ınculos primarios, por lo que es esperable que v́ınculos
secundarios de primera clase también generen transformaciones de gauge. Este
es precisamente lo que dice la conjetura de Dirac, que todos los v́ınculos de
primera clase (primarios y secundarios) generan transformaciones de gauge. Si
bien no puede ser probada, existen buenas razones para pensar que todos los
v́ınculos de primera clase generan transformaciones de gauge, siendo la obser-
vación anterior una de ellas. La conjetura es válida en prácticamente todas las
aplicaciones f́ısicas conocidas por lo que se suele tomar como válida. Para más
detalles sobre esto, ver [20].
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C.2.8 Hamiltoniano extendido

Definimos el hamiltoniano extendido añadiendo al hamiltoniano total los v́ıncu-
los de primera clase secundarios:

HE = H ′ + uaγa (C.45)

Donde ahora γa incluye a todos los v́ınculos de primera clase. La evolución
temporal generada por el hamiltoniano extendido tiene en cuenta toda la liber-
tad gauge, ya que incluye todos los v́ınculos de primera clase mientras que el
hamiltoniano total sólo los primarios.

C.2.9 Vı́nculos de segunda clase

A diferencia de los v́ınculos de primera clase, los de segunda clase no generan
ninguna transformación de gauge. ¿Cómo debeŕıan ser tratados? El siguiente
ejemplo simple es bastante ilustrativo del caso general. Supongamos que tene-
mos un sistema con N grados de libertad descrito por las coordenadas q1, . . . , qn

y los siguientes v́ınculos

q1 ≈ 0 (C.46)

p1 ≈ 0 (C.47)

los cuales son de segunda clase pues
[
q1, p1

]
= 1. En este caso es bastante claro

cómo tratar los v́ınculos; éstos nos dicen que el grado de libertad q1 es totalmente
irrelevante y puede ser descartado junto con su momento, modificando aśı el
corchete de Poisson:

[F,G]
∗

=

N∑
n=2

(
∂F

∂qn
∂G

∂pn
− ∂F

∂pn

∂G

∂qn

)
(C.48)

El corchete (C.48) de una función cualquiera con ambos v́ınculos es idéntica-
mente cero, por lo que estos se pueden imponer como igualdades fuertes.

Corchete de Dirac

La generalización de (C.48) para un conjunto cualquiera de v́ınculos de segunda
clase se denomina corchete de Dirac.
Sea C la matriz cuyas componentes Cαβ están dadas por [χα, χβ ]. Se puede ve-
rificar que el determinante de C es distinto de cero [20], por lo que esta matriz
posee inversa:

CαγC
γβ = δβα (C.49)

El corchete de Dirac se define como

[F,G]
∗

= [F,G]− [F, χα]Cαβ [χβ , G] (C.50)

Se puede verificar que cumple las siguientes propiedades

• [F,G] = − [G,F ]
∗

• [F,GR]
∗

= [F,G]
∗
R+G [F,R]

∗
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• [χα, F ]
∗

= 0 para cualquier función F .

• [F,G]
∗ ≈ [F,G] para G primera clase y F arbitraria.

•
[
R, [F,G]

∗]∗ ≈ [R, [F,G]] para F y G primera clase y R arbitraria.

•
[
[F,G]

∗
, R
]∗

+
[
[R,F ]

∗
, G
]∗

+
[
[G,R]

∗
, F
]∗

= 0

De la tercera de estas propiedades tenemos que los v́ınculos de segunda clase se
pueden imponer como igualdades fuertes; por otro lado, de la cuarta propiedad
tenemos que el corchete de Dirac genera la evolución temporal correcta, pues al
ser el hamiltoniano extendido de primera clase, se cumple

Ḟ ≈ [F,HE ] ≈ [F,HE ]
∗

(C.51)

Además, el efecto de una transformación de gauge puede ser evaluado con el
corchete de Dirac:

[F, γa] ≈ [F, γa]
∗

para cualquier F (C.52)

Entonces, el tratamiento de los v́ınculos de segunda clase consiste en reemplazar
el corchete de Poisson por el corchete de Dirac, e imponer estos v́ınculos como
igualdades fuertes.

C.2.10 Fijación de gauge

La presencia de v́ınculos de primera clase quiere decir que hay una cierta libertad
de gauge en el sistema, por lo que distintos valores de las variables canónicas
pueden corresponder al mismo estado f́ısico. Uno puede querer eliminar esa
ambigüedad para que haya una correspondencia uno a uno entre los valores
de las variables canónicas y los estados f́ısicos; esto se consigue imponiendo
relaciones (condiciones de gauge canónicas) entre las variables canónicas que
notaremos por Cb(q, p) ≈ 0 las cuales deben cumplir las siguientes propiedades:

• Ser accesibles: Dado un conjunto cualquiera de variables canónicas, debe
existir una transformación de gauge que mapee dicho conjunto en uno que
verifique las condiciones de gauge.

• Fijar el gauge completamente. Dado un conjunto de condiciones de gauge,
no debe existir ninguna otra transformación además de la identidad que
preserve estas condiciones. Entonces, las ecuaciones

δua [Cb(q, p), γa] ≈ 0 (C.53)

deben implicar δua = 0. Esto quiere decir que la matriz [Cb(q, p), γa] es
invertible, por lo que las condiciones de gauge Cb forman junto con los
v́ınculos γa un conjunto de v́ınculos de segunda clase.

El número de condiciones necesarias para fijar gauge completamente es igual
al número de v́ınculos de primera clase independientes. Una vez fijamos el
gauge, no quedan v́ınculos de primera clase y por lo tanto no queda ninguna
libertad gauge en el sistema. Uno puede también fijar el gauge parcialmente,
imponiendo un número de condiciones menor al número de v́ınculos de primera
clase independientes, quedándose aún con cierta libertad gauge en el sistema.
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C.3 Sistemas totalmente vinculados

Usualmente se describe la evolución de un sistema dando las variables dinámicas
en función del tiempo. El tiempo tiene un significado f́ısico directo y no es una
variable dinámica. Existe una formulación diferente en la cual el tiempo es
tratado como una variable canónica más. Las evolución de todas las variables
es descrita en función de un parámetro externo el cual no tiene ningún signifi-
cado f́ısico. La teoŕıa es invariante bajo reparametrizaciones de este parámetro;
el sistema se dice entonces que es generlamente covariante. Un sistema puede
ya ser generalmente covariante, o puede ser que inicialmente el tiempo no sea
originalmente una variable canónica, pero se transforme al parametrizar el sis-
tema. Esto último siempre puede ser hecho, aunque no se ha tenido mucho
éxito intentando “deparametrizando” teoŕıas que inicialmente son generalmente
covariantes.

C.3.1 Hamiltoniano cero

Consideremos un sistema con variables canónicas qi, pi descrito por la siguiente
acción:

S[qi(t), pi(t)] =

∫ t2

t1

(
pi

dqi

dt
−H0

)
dt (C.54)

donde se asumió por simplicidad que no hay ningún v́ınculo. Si introducimos
ahora la variable canónica t ≡ q0 y su momento conjugado p0, reemplazamos la
acción (C.54) por

S[q0(τ), qi(τ), p0(τ), pi(τ), u0(τ)] =

∫ τ2

τ1

[
p0

dq0

dτ
+ pi

dqi

dτ
− u0 (p0 +H0)

]
dτ

(C.55)

La evolución obtenida por extremizar (C.55) es equivalente a la obtenida de
(C.54). Las ecuaciones obtenidas al variar (C.55) con respecto a u0 y p0 son
respectivamente:

γ0 ≡ p0 +H0 = 0 (C.56)

ṫ− u0 = 0 (C.57)

Utilizando estas relaciones es posible reducir la acción, sustituyendo:

P0 → −H0 (C.58)

u0 → ṫ (C.59)

obteniendo aśı:

S[q0(τ), qi(τ), pi(τ), u0(τ)] =

∫ τ2

τ1

(
pi

dqi

dτ
−H0ṫ

)
dτ

=

∫ t2

t1

(
pi

dqi

dt
−H0

)
dt (C.60)

La acción (C.55) contiene un par más de variables canónicas, pero también
tiene un v́ınculo más: γ0 ≈ 0, el cual al ser el único, es de primera clase. El



C.4. CUANTIZACIÓN CANÓNICA 121

número de grados de libertad es por lo tanto el mismo. Es importante notar que
en la acción (C.55) no hay hamiltoniano de primera clase H ′; el hamiltoniano
extendido contiene tan sólo un v́ınculo. Si existen más v́ınculos, el hamiltoniano
extendido es la suma de todos ellos:

HE = uaγa + uαχα (C.61)

donde el v́ınculo γ0 está incluido en (C.61). Vemos entonces que la evolución
del sistema es el desarrollo de una transformación de gauge.

¿Es el hamiltoniano de un sistema generalmente covariante necesariamente cero?
Esta discusión puede ser encontrada en [20] pág. 105. En ella se llega a la
conclusión de que si las variables canónicas transforman como escalares bajo
una reparametrización, entonces el hamiltoniano de un sistema generalmente
covariante debe ser débilmente cero. Si observamos la acción (C.55), podemos
ver que si hubiera un hamiltoniano de primera clase H ′(qi, pi), el mismo no
transformaŕıa como una densidad escalar por lo que dicho término no puede
estar presente. El hamiltoniano extendido entonces es una suma de v́ınculos; por
esta razón, a estos sistemas se les llama también sistemas totalmente vinculados.
Una de las ventajas de incorporar al tiempo como variable canónica, además
de dar lugar a un tratamiento más simétrico de las variables, es que en los
problemas en los cuales hay una dependencia expĺıcita del tiempo, las ecuaciones
que expresan la conservación en el tiempo de los v́ınculos involucran derivadas
expĺıcitas con respecto al tiempo, las cuales no son formuladas en términos de
los corchetes de Poisson. Esta dificultad es eliminada cuando uno incluye al
tiempo como variable canónica y trabaja en el espacio de fases extendido. Un
v́ınculo se dice que es de primera clase si se anula su corchete de Poisson con
todos los demás v́ınculos, incluyendo a γ0.
La relatividad general es el ejemplo más importante de un sistema totalmente
vinculado. En el caṕıtulo 2 vimos que el hamiltoniano en relatividad general es
una suma de v́ınculos. Esto es por supuesto esperable, ya que en relatividad
general no existe la noción de tiempo absoluto, sino que el tiempo y el espacio
son tratados de forma totalmente simétrica.

C.4 Cuantización canónica

La cuantización canónica es un procedimiento para cuantizar una teoŕıa clásica
en el que se intenta preservar lo mejor posible la estructura formal de la teoŕıa,
como los corchetes de Poisson y las simetŕıas de la misma. Recordar que si
tenemos un sistema clásico descrito por los pares de coordenadas canónicas
qn, pn y el hamiltoniano H, las ecuaciones de movimiento están dadas por

q̇n =
∂H

∂pn
(C.62)

ṗn = − ∂H
∂qn

(C.63)

éstas se pueden escribir en términos del corchete de Poisson:

q̇n = {qn, H} (C.64)

ṗn = {pn, H} (C.65)
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y en generla, si f es un observable, su evolución temporal está dada por

ḟ =
∂f

∂qn
q̇n +

∂f

∂pn
ṗn =

∂f

∂qn
∂H

∂pn
− ∂f

∂pn

∂H

∂qn
= {f,H} (C.66)

Para cuantizar, se reemplazan los observables que son función de las variables
canónicas por operadores autoadjuntos en el espacio de Hilbert correspondiente;
por ejemplo, si estamos cuantizando un part́ıcula libre que vive en Rn, el espacio
de Hilbert es el de las funciones 2-integrables en Rn, denotado por L2(Rn).
Dicho reemplazo debe ser tal que se tenga la siguiente correspondencia entre
los corchetes de Poisson entre las cantidades cláscias y los conmutadores de los
operadores cuánticos:

{f, g} → 1

i~

[
f̂ , ĝ
]

(C.67)

En general es imposible asignar un operador a todos los observables tal que
(C.67) se cumpla, por lo que esta no debe tomarse como una regla sino como un
ideal a seguir. Una vez se asignaron operadores a los observables, la evolución
de dichos operadores está dada por

f̂(t) = Uf̂U† (C.68)

Donde U es el operador evolución temporal. (C.68) no es más que el operador

f̂ en la representación de Heisenberg. Cuando H es independiente del tiempo,
el operador evolución:

U = eiHt (C.69)

Por lo que (C.68) toma la forma:

f̂(t) = eiHtf̂ e−iHt (C.70)

Luego, si derivamos (C.70) con respecto al tiempo, obtenemos, en analoǵıa con
el caso clásico:

df̂

dt
(t) =

1

i~

[
f̂ , Ĥ

]
(C.71)

Un caso simple e ilustrativo es el de la ya mencionada part́ıcula libre que vive en
Rn. Para simplificar aún más supongamos que se mueve en una única dimensión,
n = 1. Las variables fundamentales son la posición q y el momento p. El corchete
de Poisson entre estas:

{q, p} = 1 (C.72)

Y además:

{q, q} = 0 {p, p} = 0 (C.73)

El espacio de Hilbert es L2(R), y los operadores posición y momento están
definidos por:

〈q| q̂ |ψ〉 = q 〈q|ψ〉 = qψ(q) (C.74)

〈q| p̂ |ψ〉 = −i~∂q 〈q|ψ〉 = −i~∂qψ(q) (C.75)
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Las relaciones de conmutación entre estos operadores:

[q̂, p̂] = −i~ I (C.76)

Luego,

[q̂, q̂] = [p̂, p̂] = 0 (C.77)

El hamiltoniano clásico:

H =
p2

2m
(C.78)

siendo m la masa de la part́ıcula. El operador hamiltoniano es entonces:

Ĥ =
p̂2

2m
(C.79)

y este operador es usado para definir la dinámica de la teoŕıa.

C.4.1 Cuantización de Dirac de los v́ınculos de primera
clase

La situación es más complicada si hay v́ınculos en la teoŕıa. Existen varias
maneras de tratar a los v́ınculos para incorporarlos en la cuantización. En esta
subsección describimos la que es de interés para este trabajo, la cuantización de
Dirac. Este método es para v́ınculos de primera clase, por lo que supondremos
que no hay v́ınculos de segunda clase, o que estos fueron eliminados, ya sea
imponiéndolos como igualdades fuertes y reemplazando el corchete de Poisson
por el de Dirac, o agrandando el espacio de fases de manera tal que todos
los v́ınculos resultantes sean de primera clase ([20]). Mientras que en otros
métodos de cuantización los v́ınculos de primera clase son eliminados mediante
la fijación de gauge, en el método de Dirac no se elimina ningún grado de libertad
sino que se conservan todos. Todas las variables dinámicas son promovidas
a operadores en el espacio de Hilbert correspondiente. Al no fijar el gauge,
se acarrea información no f́ısica al cuantizar. Esta información no f́ısica es
eliminada imponiendo condiciones que seleccionan los “estados f́ısicos”. Estas
condiciones deben seleccionar aquellos estados que sean invariantes gauge. Se
puede comprobar que el corchete de Poisson verifica todas las propiedades de un
corchete de Lie por lo que se puede definir un álgebra de Lie con las funciones del
espacio de fases y el corchete de Poisson como operación de multiplicación. En el
caṕıtulo 6 vimos que con la abelianización del v́ınculo hamiltoniano, logramos
que los v́ınculos formen un álgebra de Lie bajo el corchete de Poisson. Un
elemento del grupo de Lie se obtiene exponenciando los elementos del álgebra
de Lie, por lo que una transformación de gauge en los estados tendŕıa la forma

|ψ〉 → eiε
aĜa |ψ〉 (C.80)

siendo εa parámetros infinitesimales y Ĝa las versiones operatoriales de los
v́ınculos de primera clase.
En (C.80) podemos ver que para que un estado sea invariante ante una trans-
formación de gauge, debe cumplir

Ĝa |ψ〉 = 0 (C.81)
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para todos los operadores Ĝa. La condición (C.81) es lineal, por lo que cualquier
combinación lineal de estados f́ısicos seguirá siendo f́ısica. Por ejemplo, si
nuestro espacio de fases consta de n pares de variables canónicas conjugadas
q1, . . . , qn; p1, . . . , pn y tenemos sólo un v́ınculo p1 ≈ 0, la condición (C.81) para
este sistema en la representación de Schrödinger es la siguiente:

−i~ ∂

∂q1
|ψ〉 = 0 (C.82)

Esto nos dice que el v́ınculo p1 ≈ 0 tiene como consecuencia que los estados
f́ısicos no dependen de la variable q1.
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