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Resumen

El estudio de transporte en flujos cadticos es un area en constante evolucion den-
tro de la mecanica de fluidos e ingenieria. Recientemente, la utilizacién de campos de
Exponentes de Lyapunov a tiempos finitos (FTLE) ha servido de herramienta para
detectar Estructuras Lagrangianas Coherentes (LCS) en flujos no estacionarios y ana-
lizar los fenémenos de transporte y mezcla que se desarrollan en el seno de un fluido.
Hasta el momento, los datos experimentales obtenidos en nuestro laboratorio eran
analizados utilizando una descripcién Euleriana para estudiar la dinamica del flujo,
permitiendo obtener campos de velocidades, vorticidad, lineas de corriente, perfiles
de velocidad, etc. Sin embargo este enfoque no aporta informacién sobre procesos de
transporte y mezcla como tampoco sobre la organizacién del flujo. El nuevo enfoque
Lagrangiano desarrollado en este trabajo de tesis permite a partir de los campos de
velocidades complementar el estudio de la dindmica de flujos no estacionarios, me-
diante el calculo de los Exponentes de Lyapunov a Tiempo Finito y las Estructuras
Lagrangianas Coherentes, que como se muestra en este trabajo, actiian como barreras
materiales y cumplen un rol fundamental en la organizacion del flujo. Los algoritmos
desarrollados en esta tesis son aplicados a dos experiencias de laboratorio, microburst
y fuentes en un medio estraficado, y a una serie de medidas de velocidad en la super-
ficie del océano Atlantico Sur obtenidas de un modelo de asimilacién oceanico. Los
resultados obtenidos en las dos primeras experiencias aportan informacion sobre la
generacion de estructuras coherentes que organizan el flujo, los procesos de mezcla
involucrados y el transporte de fluido hacia la atmoésfera. En el caso de los datos
oceanograficos, los resultados obtenidos son preliminares y se discuten las posibles

estrategias para mejorarlos.
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Capitulo 1

Introduccion

Los fenémenos de transporte ocurren en las més diversas areas de la naturaleza
y actividades del hombre: agricultura, ingenieria, biologia, meteorologia, entre otros.
Si nos referimos exclusivamente al transporte de particulas de cierto material en un
fluido, es necesario estudiar el intercambio de masa, energia y momento entre los sis-
temas involucrados.
Un ejemplo del fenémeno de transporte ocurrido en la naturaleza en Junio de 2011, es
el proceso de erupcién ocurrido en el volcan Puyehue en Chile, el mas intenso que se
haya registrado. En cuestion de pocas horas la nube cubrio las ciudades mas cercanas
del lado Chileno y Argentino. Tres dias maés tarde las imagenes satelitales registraban
que la nube ya habia atravesado el territorio Argentino e ingresado en los territorios
de Uruguay, Paraguay y el sur de Brasil.
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Otro ejemplo de este fenémeno ocurre en las costas de Madagascar: el “bloom” o flo-
recimiento de algas. Las zonas donde se concentran estos blooms de algas, claramente
visibles a simple vista, presentan una gran variabilidad espacio-temporal y se puede
apreciar como cambian su forma, extension y concentracién de manera impredecible.
Los ejemplos anteriores se repiten en todo el mundo y tienen analogos en los mas
diversos escenarios. Si bien parecen distintos al principio, tienen en comin que son
eventos controlados por adveccion cadtica. El término adveccién cadtica fue intro-

ducido por Aref en 1984 [I] y se utiliza para referirse al transporte desordenado e

irregular de particulas en un fluido. Aref establecié que no es necesario que el fluido



esté en régimen turbulento para que se observe la adveccion cadtica. Si en un fluido
en reposo se lanzan particulas con una cierta velocidad inicial, estas se transportaran
formando un patrén regular cuya evolucion es posible de determinar. Entre tanto, en
un flujo laminar donde el movimiento es ordenado y las fluctuacciones de velocidad
son suaves, se puede apreciar adveccién caodtica, en tal caso el patrén seria irregular
y predecible si se conoce la dependencia del flujo con el tiempo. En el caso del flujo
turbulento, donde el movimiento es impredecible y cadtico, el patrén se vuelve irre-
gular e impredecible. En los dos ejemplos mencionados al comienzo, el material es
introducido y transportado por el flujo de la atmédsfera (en el caso de las cenizas del
volcén) o el flujo del ocedno (para el caso de los blooms de algas). Ambos flujos son
claramente no estacionarios y en cualquiera de los casos resulta de gran importancia
predecir como afectard al transporte del material.

Para predecir el transporte, se utilizan programas especificos que simulan el movi-
miento del flujo (CAFFA, CFD, OpenFOAM, etc) los cuales permiten obtener el
campo de velocidad y a partir de ellos las trayectorias del material. Si estos flujos son
turbulentos, entonces debido a la dependencia en las condiciones iniciales, se requiere
relizar un gran numero de simulaciones para estudiar dicha dependencia. Como re-
sultado se obtiene una gran cantidad de datos que representan las posibles multiples
trayectorias del material transportado y la visualizacién de estas trayectorias suele
ser dificil de interpretar por lo cual se torna necesario contar con otros métodos para
describir el comportamiento del fluido.

Existen dos maneras de describir un fluido, estas son la descripciéon euleriana y la
lagrangiana. En el enfoque euleriano, se estudia la evolucién de las magnitudes in-
volucradas para un punto dado del espacio. Por ejemplo, se analiza la velocidad en
un punto del espacio para un determinado tiempo. A la coleccién de puntos en los
cuales se analiza la velocidad para un determinado tiempo, se le denomina campo de
velocidad. En esta descripcién, los campos de velocidad o las lineas de corriente (las
curvas que para cada instante de tiempo son las envolventes del campo de velocidad)
no cumplen con la propiedad de objetividad, que especifica la invarianza ante rota-

ciones y traslaciones dependientes del tiempo del sistema de referencia. Es decir los
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campos de velocidad seran distintos en distintos sistemas de referencia. Debido a que
en esta tesis queremos estudiar el transporte en flujos no estacionarios, los cuales no
presentan un sistema de referencia preferencial, una descripcién euleriana no resulta
adecuado para describir el transporte. La formulacién lagrangiana por el contrario
sigue la evolucién de cada particula individualmente, la trayectoria y los cambios de
velocidad que le imprime el flujo en el que se encuentran inmersas. Esta descripcion
es la mas adecuada para el estudio de transporte en flujos no estacionarios.

En los fluidos bidimensionales, las trayectorias de las particulas se pueden represen-
tar en un espacio de coordenadas (z,y) equivalente al espacio de fases y a partir de
alli se identificaran puntos hiperbdlicos y sus correspondientes variedades estables e
inestables en un intervalo de tiempo finito. Estas variedades o estructuras del flujo
se denominan Estructuras Lagrangianas Coherentes (LCS por su sigla en inglés) que
actian como barreras materiales ya que las particulas no atraviesan dichas estructu-
ras. Las LCS organizan el flujo en regiones cuyas trayectorias poseen una dinamica
distinta. Mas especificamente, estas estructuras son aquellas donde localmente las
particulas presentan una méaxima convergencia o divergencia exponencial entre si.
Para cuantificar la divergencia y convergencia entre particulas en un intervalo de
tiempo finito en este trabajo, se utilizaron los exponentes de Lyapunov a tiempos
finitos (FTLE por su sigla en inglés). Los extremos locales del campo FTLE se co-
rresponderan entonces con las LCS y dado que el campo de FTLE se obtiene a partir
de las trayectorias queda clara la conveniencia de una descripcion lagrangiana.

De esta manera las LCS resultan una herramienta muy potente para describir el flujo
y el transporte de problemas como los mencionados inicialmente. Dado que las LCS
organizan el fluido, al ubicar las regiones desde donde divergen o convergen las trayec-
torias de las particulas, la visualizacién e interpretaciéon de estas estructuras permite
comprender el transporte y la mezcla en el flujo de una manera mas sencilla que re-
curriendo a gréaficas de, por ejemplo, trayectorias de centenares o miles de particulas.
En esta tesis se trabajé con dos flujos experimentales obtenidos en el laboratorio, a
partir de los cuales se obtuvieron campos de velocidad utilizando la técnica Digital

Particle Image Velocimetry (DPIV) y una serie de datos oceanograficos en la zona
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del oceano atlantico de la confluencia Brasil-Malvinas. Se desarrollaron los algoritmos
para calcular los campos de FTLE, a partir de los cuales se identificaron las estruc-
turas que organizan el flujo y permiten entender el comportamiento de los procesos

de transporte y mezcla en los sistemas analizados.

La presente tesis esta organizada de la siguiente forma: en el capitulo [2]se presenta
un breve fundamento de los conceptos de transporte y mezcla en fluidos, definiendo
adveccion, adveccion caotica, difusion y como intervienen en los procesos de mezcla.
En la seccién [2.2] se plantea un enfoque desde el punto de vista de los sistemas dindmi-
cos para obtener las variedades estables e inestables en torno a un punto hiperbdlico
que representan las LCS. Esto se plantea para un sistema que representa un flujo
bidimensional estacionario. En la seccion [2.3] se definen los conceptos necesarios para
obtener las variedades materiales que representa a las LCS en un flujo bidimensional
no estacionario, introduciendo el concepto de exponente de Lyapunov.

En el capitulo [3| se introduce la definiciéon de los exponentes de Lyapunov a tiempos
finitos (FTLE) y se presenta la propiedad de objetividad de los mismos. Luego se
define LCS formalmente y se vincula con el campo de FTLE.

En el capitulo4]se introducen nociones de DPIV, la técnica experimental para obtener
campos de velocidad en un flujo. Esta técnica fue utilizada en los dos experimentos
que se analizan: una simulacién a escala de un microburst y una fuente en un medio
estratificado. En este capitulo se detallan también los montajes experimentales para
ambos experimentos y se resumen algunos resultados previos a tener en cuenta.

En el capitulo 5| se discuten los resultados de los campos de FTLE calculados en
ambos experimentos y se obtienen las LCS. También se detallan los aportes que esta
técnica brind6 a la comprensiéon de la dindmica de ambos flujos estudiados.

En el capitulo [f] se aplican las técnicas desarrolladas al problema del frente de la
convergencia de las corrientes de Brasil y Malvinas. Se discuten los resultados y por

qué son considerados como preliminares.

Por tltimo en el capitulo [7] se resumen los resultados obtenidos y la importancia
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de los mismos resaltando el aporte a la comprensién de la dinamica de los sistemas

estudiados.
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Capitulo 2

Preliminares

En el presente capitulo se presentaran los conceptos basicos relacionados al trans-
porte y mezcla de fluidos, [2, B, 4, [5, [6] [7, §]. Debido a que se trabajé con flujos
bidimensionales, los conceptos seran desarrollados para este tipo de flujos pudiéndo-
se generalizar también para flujos tridimensionales. Antes de comenzar es necesario
definir la descripciones euleriana y lagrangiana de un fluido. En el enfoque euleriano
se describen las magnitudes en puntos fijos del espacio y el tiempo. Tipicamente se
utilizan campos, por ejemplo de velocidad, vorticidad, esfuerzos, etc. En la descrip-
cién lagrangiana se estudia la evolucion de cada particula en el flujo, en especial la
trayectoria y los cambios de velocidad que experimentan.

En las siguientes secciones se presentan los fundamentos béasicos de transporte y mez-
cla de fluidos y posteriormente una formalizacion matematica para encontrar barreras

materiales en flujos independientes y dependientes del tiempo.

2.1. Fundamentos basicos de transporte y mezcla

en fluidos

Una posible descripcién del movimiento de un fluido es considerar el movimiento
de cada particula que lo constituye. Este enfoque resulta complejo o incluso inabor-

dable debido al gran nimero de particulas involucradas. Por ello, una descripcion
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alternativa es considerar al fluido como un continuo compuesto por parcelas o ele-
mento de fluido, cuya escala es mucho menor que la escala macroscopica del fluido
total pero atin mucho mas grande que la escala microscépica de las particulas que lo
componen. Estas parcelas de fluido, pueden trasladarse, rotar y sufrir deformaciones,
estas ultimas debido al desplazamiento relativo de las particulas que lo componen. A
lo largo de todo este trabajo se consideraran ambos enfoques dependiendo del con-
cepto que se quiera desarrollar.

También se utilizara en esta tesis el concepto de trazadores, los cuales consideraremos
como puntuales, indeformables, no invasivos (no perturban el flujo) y pasivos (no
reaccionan o decaen en el medio). Estos trazadores no representen necesariamente
una particula material constitutiva del fluido, pero su movimiento puede ser asociado
al movimiento del mismo; la evolucién de una parcela de fluido vendra dada por la

evolucion del conjunto de trazadores que la componen.

2.1.1. Adveccion

Comunmente se denomina adveccion al movimiento de fluido de un punto a otro.
Este movimiento es determinado a partir del campo de velocidades v (x,t) del fluido,
el cual depende de la posicién x y el tiempo ¢. Si « (%, t) es el campo que representa la
concentracion de trazadores, entonces el movimiento de estos trazadores vendra dado

por

Oa (x,t
da(x,t) =—v(x,t) - Va(x,t) (2.1)
ot
La ecuacion [2.1| se puede interpretar como que la tasa con la que varia localmente
a (x,t) es igual al cambio de « (x,t) debido al movimiento, o adveccién, de particulas

dado por v (x,t). Esta ecuacién se suele escribir como,

D 0

conocida como derivada material, donde v es la velocidad, el primer término repre-
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senta la tasa local de cambio y el segundo el cambio debido a la adveccion. También
se puede interpretar este operador como una combinacién de las dos concepciones en
el tratamiento de fluidos: euleriana y lagrangiana. El primer término es euleriano por
la localidad y el segundo es lagrangiano y surge debido al movimiento de particu-
las. Usualmente se dice que la derivada material es una derivada de la particula en
una descripcion de campo. La ecuacion [2.1] escrita en funcién de la derivada material

queda
Do (x,t)

=0 2.3
Di (2.3)
Lo que significa que la concentracion en una parcela de fluido es constante en el

tiempo.

2.1.2. Difusion

En la difusiéon molecular el movimiento térmico de moéleculas o &tomos en un me-
dio es determinista pero debido al gran niimero de colisiones que sufre con el medio se
puede describir estadisticamente como una caminata al azar. Este tipo de movimiento
se conoce como movimiento Browniano. Por lo tanto las magnitudes que describen
los desplazamientos son estocasticas y siguen una determinada distribucién de pro-
babilidad. Si se considera una concentracién no homogenéa, es decir un gradiente de
concentracion no nulo, se generara entonces un flujo difusivo dado por J el cual es
positivo al ir de regiones de mayor concentracién a regiones de menor concentracion,

representado por la ley de Fick

J = —DVa(x,1t) (2.4)

El parametro D se conoce como coeficiente de difusién molecular y depende de la
temperatura.
Si se supone que no hay fuentes o sumideros para la concentracién se puede escribir

una ecuacion de continuidad

Oa (x, 1)

S V-I=0 (2.5)
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combinando ambas ecuaciones, se obtiene la segunda ley de Fick

OJa (x,t)

5% DV« (x,t) (2.6)

En los casos que presentaremos en esta tesis, el transporte debido a difusién es des-
preciable respecto al transporte debido a adveccién. Eso se puede ver, calculando el

nimero de Péclet dado por
UL

P
=D

(2.7)

donde U es una velocidad caracteristica y L una longitud caracteristica. El niimero
de Péclet compara el transporte por adveccion (UL), con el transporte por difusion
(D). En los casos estudiados D es el coeficiente de difusién del agua (D ~ 107?m?s™1)
mientras que UL ~ 107*m?s™!, dejando en claro una predominancia en el transporte

por adveccion pudiendo asi despreciar los efectos de difusion.

2.1.3. Adveccion caédtica y procesos de mezcla

Cuando una particula se mueve con el fluido se dice que es advectada por este.
Incluso se ha llegado a llamar adveccion pasiva para remarcar cuando una particula
es tan liviana que no puede hacer otra cosa que seguir el flujo como si fuera parte
del mismo. En un flujo laminar es de esperar que ocurra dicho comportamiento A
mediados de la decada de los 80, H. Aref [I] introdujo el término adveccién cadtica
para referirse al movimiento irregular de particulas dado por un campo de velocidades
dependiente del tiempo. Esto significa que, debido a que el campo de velocidades es
determinista y las trayectorias se obtienen a partir de la integracién del mismo, estas
también seran deterministas. Este tipo de movimiento se puede dar también en flujos
laminares como se muestra en trabajos posteriores [7), [9].

Aref utilizé el hecho de que un flujo bidimensional, incompresible y dependiente del
tiempo puede ser expresado como un sistema hamiltoniano con un grado de libertad
no auténomo, donde el hamiltoniano representa la funcion de corriente del flujo. En

estos sistemas hamiltonianos las trayectorias en el espacio de fases son cadticas de-
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terministas. Asi, Aref propuso un modelo en el cual se comprueban las trayectorias
cadticas para las particulas de fluido. En ese modelo, que es una idealizacion de un
mezclador, se tienen dos vértices puntuales y el flujo permanece regular y predeci-
ble. Si los vortices dejan de actuar alternadamente las trayectorias de las particulas
se vuelven cadticas y se produce la mezcla. Las técnicas que se usan a lo largo de
este trabajo derivan de estudiar la geometria de la mezcla, es decir la distribucion
espacial de volumenes de fluidos, deformados, separados y fusionados que sufren una
reorganizacién a causa del propio flujo. Para obtener una descripcién mas detallada

de adveccion cadtica y mezcla referirse a [7), 9] [10] [11].

2.2. Barreras materiales en flujos independientes

del tiempo

2.2.1. Flujo independiente del tiempo en 2D

Como se vid en la seccion [2.1.3] la mezcla consta escencialmente de una reorga-
nizacion de materia. Nos interesa entonces encontrar una descripcion matematica de
flujos que puedan presentar mezcla. La descripcién mas sencilla de un flujo 2D es la

que se corresponde con la de un sistema dindamico autéonomo, del tipo

x =v(x) (2.8)

donde el campo de velocidades no dependa del tiempo. En estos casos decimos
que el flujo es independiente del tiempo o estacionario [12, 13|, ya que las trayectorias
no varian en el tiempo. Como veremos méas adelante en esta misma seccion, en estos
sistemas no se produce mezcla, no obstante serviran como punto de partida para
describir un flujo no estacionario en el cual se puede observar mezcla.
Llamaremos sistema autonomo o sistema independiente del tiempo indistintamente a

aquellos sistemas dinamicos que representen un flujo estacionario. Escrito en funcién
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de sus componentes, la ecuacién [2.8 queda

E=ulny) (2.9)

y=uv(zy)

Donde u (z,y) representa la velocidad en x y v (z,y) representa la velocidad en y.
Las soluciones de este tipo de sistemas no se atraviesan entre si, por lo tanto las
trayectorias de particulas de fluido tampoco y no habra mezcla. Otra forma de de-
mostrar esto es considerar que el flujo es incompresible, entonces este puede ser escrito

en términos de una funcién de corriente ¥ (x) = ¥ (z,y), donde

ov ov

La funcién de corriente ¥ (x,y) define las lineas de corriente y en un flujo esta-
cionario, el fluido se mueve a lo largo de ellas. Estas lineas de corriente son curvas
de nivel de la funcién ¥ (x,y), por lo tanto no se intersectan. Cada linea de corriente
separa el dominio del flujo en 2 regiones entre las que no hay intercambio de materia

y por lo tanto, no hay mezcla.

2.2.2. Linealizacion en torno a un punto fijo

A continuacién se definird punto de estancamiento en un flujo estacionario y se
vera un modo de identificar las barreras materiales que surgen en torno a los mismos.
Identificar un punto de estancamiento en un sistema dinamico como [2.8| es hallar los

puntos xq tal que

v (x0) =0 (2.11)

Se define xg = (0, o) como un punto de estancamiento o punto fijo en un lengua-
je mas habitual de sistemas dindmicos. Consideremos un flujo estacionario o laminar.
Si observamos dos lineas de corriente proximas, para que exista un punto de estanca-

miento deberan tener sentidos opuestos. Es decir alejandose y acercandose al punto
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de estancamiento.

La linealizacion a primer orden en torno al punto fijo viene dada por

. Ou(xo, Ou(xo,
b= u(r,y) = 2GR (1 — qg) + 250 (y — ) (2.12)
. ov(xo, ov(zo, )
g=v(z,y) = 2Ee) (p — ap) + 2L (y — yy)
O en forma matricial,
. Ou(zo,yo) Ou(zo,yo)
B Ta e (e (2.13)
y’ 87}(2(;7y0) 8U(2(;7y0) y _ yO

De los autovalores que surgen de la linealizacién nos interesa solamente el caso en
que el punto fijo es un punto silla o punto hiperbolico, debido a que los autovectores
generan los subespacios que se corresponden con las lineas de corriente en las cercanias
de un punto de estancamiento. Un punto silla o hiperbolico en un sistema de dimensién
2 se obtiene cuando los autovalores son reales y de signo opuesto (el otro caso que
mencionaremo mas adelante en este trabajo es el punto fijo eliptico que ocurre cuando
los autovalores son imaginarios puros y opuestos). Los autovectores correspondientes
a dichos autovalores generan dos subespacios: uno en el cual el punto de fijo es estable
y el otro en el cual el punto fijo es inestable, como se ve en la figura 2-1] Mds atn,
si el flujo es incompresible, V - v = 0, lo que significa que la traza de la matriz en
la ecuaciéon debe ser cero. Luego los autovalores son iguales y opuestos, es decir

4+ ). Definiendo las coordenadas

=xr—z
: ‘ (2.14)
n=Y—%
Podemos reescribir el sistema en los subespacios propios
= A
¢ : (2.15)
n=—An
Cuyas soluciones son
t) = &eM
ORI -
n(t) =mne
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Figura 2-1: La linealizacién en torno al punto (xg,yo) genera los subepacios estable, 1 e
inestable, £. Las trayectorias sobre estos subespacios no son atravesados por trayectorias
vecinas y definen las separatrices del fluido.[4]

Estas trayectorias son invariantes en el tiempo, invariantes ante rotaciones, y de-
finen una barrera material ya que separan el fluido en cuatro regiones entre las que

no habra intercambio de materia.

2.3. Barreras materiales en flujos dependientes del

tiempo

Vimos anteriormente que en un flujo estacionario, los subespacios propios que sur-
gen de la linealizacién en torno a un punto silla, son una formalizacién matematica de
lo que fisicamente serian barreras materiales. En el comienzo de esta seccién generali-
zaremos el concepto matematico que representa las barreras materiales para sistemas
dependientes del tiempo. Sobre el final de esta seccién y recurriendo a los conceptos
de adveccion caotica y flujo bidimensional, dependiente del tiempo e incompresible,
se contara con las herramientas suficientes para describir el surgimiento de barreras
materiales y las regiones en las que queda dividido el flujo. Un andlisis posterior a

estos resultados permitirfa cuantificar la mezcla [4], 6] [7].
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2.3.1. Linealizacion en torno a una trayectoria: Matriz prin-
cipal

Un sistema dependiente del tiempo puede no tener puntos de estancamiento. En-
tonces, para estos sistemas, la deteccién de trayectorias ya sean elipticas o hiperbdli-
cas proviene del estudio de la linealizacién en torno a una trayectoria, en lugar de un
punto de estancamiento como se hacia con los sistemas auténomos.

Consideremos entonces, una trayectoria X = Xg (t) y una trayectoria cercana X =
Xp () + x' (t), sustituyendo X en X = v (x,t) y haciendo una expansién de Taylor a
primer orden en X', los términos con xg () a ambos lados de la ecuacién se eliminan

quedando asi:

x' = Dv (X', t)x’ (2.17)

Donde Dv (x',t) representa el Jacobiano. Al escribir la ecuacién en forma

matricial queda

PN (Fre @) SEe®I) () (¢ (2.18)
v 5 lxo ()] Golxo®]) \¥/ y

Una solucion general del sistema anterior viene dada por la matriz fundamental,

®(t) que cumple

D (t)=A(t)®(t) (2.19)

La cual no considera explicitamente las condiciones iniciales. En general, para
considerar las condiciones iniciales en la solucion, se define la Matriz principal que
cumple

X (tt)=d@t) 0" (1) (2.20)

Donde ® (t)~" es la matriz inversa de ® (). La ventaja de considerar la Matriz prin-
ctpal, es que permite obtener la solucion en el tiempo t ponderada por la condicién

inicial en un tiempo arbitrario ¢;. En otras palabras, como la variable del sistema
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es x' (la separacién entre trayectorias cercanas) se puede decir que X (¢,%1) es una
medida de la separacién de las trayectorias en un tiempo ¢ escaladas segin la sepa-
racion en el tiempo inicial ¢;. Esta cantidad serd muy importante cuando definamos
los exponentes de Lyapunov en la préxima subseccién. La solucién para condiciones

iniciales arbitrarias x'(0) = (&, 7o) viene dada por

) = (1) o (2.21)

considerando un tiempo arbitrario t1, la perturbacion en dicho tiempo estard dada

por

t
O\ _ g [© -
n (t1) o
Aplicando la inversa de la matriz fundamental a ambos lados de la ecuacion se

tiene
t
o _ g (t) ¢(h) (2.23)
Mo 1 (t1)
Entonces la perturbacion en el tiempo ¢ en funcién de la perturbacién en el tiempo
t, viene dada por

=)D () ¢(h) = X (t,t1) ¢(h) (2.24)

n(t) n (t1) 1 (t1)

La ecuacion muestra que la trayectoria linealizada que representa la Matriz

principal, X (t,t1), es la aproximacion lineal a la trayectoria que pasa por el punto

x =X (t1) + (&1, m) en t = ;.

2.3.2. Exponentes de Lyapunov

Consideremos ahora la trayectoria x1 = Xo (t1) y la perturbacién xj = x’ (¢1) en
un tiempo arbitrario ¢;. Por lo visto en la seccién anterior, la solucion a la evolucién de

la linealizacién en torno a esa trayectoria viene dada por X (¢, t;) x7, donde X (¢,¢;) X}
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es la trayectoria linealizada en torno a x;.

Se define el Ezponente de Lyapunov como

A (x0,X],t1) = th In || X (¢,¢1) x7|| (2.25)
_>

OOt—tl

Donde ||x|| = v/x - x es la magnitud de x. El Ezponente de Lyapunov mide la tasa
del crecimiento exponencial promedio de la distancia de x¢ (f) a x¢ (t) + X (¢,¢1) X}
siendo esta tltima, la aproximacion lineal a la trayectoria que pasa por x; + Xj en
t=t.

En la figura se ilustra el concepto de Exponente de Lyapunov. En el instante
inicial ¢; se tiene la trayectoria x; y la trayectoria cercana x; + xj a una “distancia”
® (t1). La solucion @ (¢;) surge de la linealizacién en torno a x;. Para un tiempo
posterior ¢, la separacion entre trayectorias viene dado por @ (¢) y la relacién entre
las separaciones final e inicial por X (¢,t1) = ® (t) @' (¢). Despejando || X (¢, 1) X} ||
de la definicién se ve que la separacion entre trayectorias que caracteriza este ex-
ponente es estrictamente de tipo exponencial. Esto sera algo a tener en cuenta a la
hora de implementar algoritmos que calculen los exponentes de Lyapunov para evitar
resultados espurios que no representen divergencia exponencial entre trayectorias. La
introduccion de los exponentes de Lyapunov es el primer paso para cuantificar el com-
portamiento de trayectorias Lagrangianas en sistemas dependientes del tiempo. Por
eso, resulta de suma importancia que una magnitud de este tipo no sea dependiente
del tiempo. Como estamos viendo un crecimiento exponencial de la separacién entre
trayectorias interesa ver que este comportamiento se mantenga a medida que avanza
el tiempo, es por eso que nos centraremos en el comportamiento asintético tomando el
limite en £ — o0. En sintesis, se puede decir que el exponente de Lyapunov representa

el valor asintético en la tasa de la separaciéon exponencial promedio entre trayectorias.
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Figura 2-2: En el instante inicial ¢; la separacién entre trayectorias queda ubicada en el
plano de fases por el vector x) y la distancia entre ellas por @ (¢;). Al evolucionar hasta ¢,
la separacién evolucioné segun ® (7).

2.3.3. Dicotomias exponenciales

La introduccién del concepto de exponentes de Lyapunov es el primer paso para
cuantificar el comportamiento de trayectorias Lagrangianas en sistemas dependientes
del tiempo. Esto es equivalente al anélisis realizado para un sistema estacionario para
el cual los autovalores identifican las trayectorias que convergen y divergen desde y
hacia un punto silla. El exponente de Lyapunov cumple la misma funciéon para la
linealizacion en torno a una trayectoria pero esta vez de un sistema dependiente del
tiempo, por eso introduce el limite en ¢ — oo para obtener el comportamiento asintéti-
co. No obstante, una rapida inspeccién de la definicion del exponente de Lyapunov
deja en claro que identifica solamente las trayectorias que divergen exponencialmente
de xq (%).

Para completar la analogia con el estudio de los autovalores en el caso estacionario,
debemos poder identificar las soluciones que convergen exponencialmente a Xq ().
Para ello, se utiliza el artificio de identificar las trayectorias que divergen de xq (%)
en el sentido temporal opuesto, entonces el calculo de exponentes de Lyapunov en el
limite temporal opuesto, t — —oo, determina las soluciones que convergen exponen-

cialmente a xq (t). Luego, los conjuntos de trayectorias determinados por
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A (%0, X7, t1) = th'rn In || X (¢,¢1) %} ||
— 00

—t

)\<XO>X€[>t1) = m IHHX (t7t1)XIIH

1i

constituyen lo que se conoce como Dicotomia Fxponencial

Para fijar ideas, consideremos un ejemplo basico de un flujo estacionario (se puede

generalizar en forma sencilla a flujos no estacionarios)

T=—\r
. (2.26)
y=2Ay
con A\ > 0, la matriz fundamental, con t; = 0 serd
e 0
X (t,t1) = X (t,0) = (2.27)
0 e)\t

Entonces, podemos definir un operador P que proyecte sobre una de las compo-

nentes linealmente independiente de la solucion, en z,

pP= (2.28)

Anélogamente, se puede definir el operador que proyecta sobre la otra componente

linealmente independiente de la solucion, y:

I-P= (2.29)

La interseccién de las soluciones, (0,0), tiene una estabilidad tipo punto silla. Por
lo tanto las proyecciones anteriormente definidas, son proyecciones sobre la solucién

que convergen al punto de silla (P proyecta sobre x) y que divergen del mismo (I —
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P proyecta sobre y). Entonces, siguiendo el criterio anterior de los exponentes de
Lyapunov, si se compara la proyeccién sobre x en un tiempo 7 con la proyeccién

sobre x en un tiempo ¢t > 7

e*)\(f*ﬂ') 0
X (t,0) PX 1 (7,0) = (2.30)
0 0

Se observa que la proyeccién converge a (0,0) cuanto mayor sea la diferencia entre ¢ y
7. Anédlogamente para las trayectorias proyectadas sobre y se puede ver la divergencia
desde el punto silla si tomamos ¢ > 7 (o de manera equivalente, la convergencia al

punto silla si tomamos ¢t < 1)

X (t,0)(I = P)X ' (7,0) = g A(?_T) (2.31)

A partir del ejemplo anterior podemos formalizar la definicién para dicotomia
exponencial como sigue:
Dada la matriz fundamental, X (¢,¢;), existe una dicotomia exponencial si se puede
definir un operador de proyeccion P y constantes arbitrarias, Ky, Ky, a, 8 > 0 tal que

| X (¢,t) PX7 (1, t)|| < Kye @7 ¢t > 71

| X (t,t) (I = P) X7 (1, 1)|| < KpP=7) ¢t <7

En el ejemplo anterior: K1 = Ko =1, a=0= A

2.3.4. Trayectorias hiperbdlicas y variedades materiales

Se dice que xg (t) es una trayectoria hiperbdlica si la linealizacién en torno a xg (t)
presenta una dicotomia exponencial
Las propiedades de las trayectorias vecinas a Xg (t), obtenidas de la linealizacién, son

las responsables de que una determinada trayectoria sea hiperbdlica. Desde una inter-
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pretacion fisica, las trayectorias que componen la dicotomia exponencial son barreras
materiales. Podemos interpretarlo de esa manera porque las trayectorias vecinas a las
hiperbdlicas se aproximan o alejan exponencialmente a estas pero no las atraviesan.
Desde un punto de vista matematico, las trayectorias que componen la dicotomia ex-
ponencial son subespacios del plano, determinados a partir de la respectiva solucién
del flujo. Se suele llamar E* (t) al subespacio correspondiente a las soluciones conver-

gentes a Xg (t) y E* (t) al subespacio correspondiente a las soluciones divergentes de

X0 (t)

Figura 2-3: Trayectoria hiperbdlica x¢ (¢). Se puede ver como E* (t) y E* (t) pueden rotar
y trasladarse a medida que avanza ¢ [4].

Las variedades materiales de la trayectoria hiperbdlica xo (t), son los subespacios
W= (t) y W"(t) que para todo tiempo ¢ son tangentes a E® (t) y E"(t) respectiva-

mente.

Figura 2-4: Variedades materiales de la trayectoria hiperbdlica xq (¢). Se puede ver como
las variedades W* (t) y W" (t) pueden rotar y trasladarse a medida que avanza t [4].

Para concluir esta seccion resumiremos las definiciones dadas y su analogo en
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sistemas autéonomos. En un sistema autéonomo, partimos el anélisis desde un punto
hiperbdlico en torno al cual se hace la linealizacion. Como estos puntos no siempre son
localizables en un sistema no auténomo, se busca una trayectoria hiperbélica en torno
a la cual linealizar. En el sistema auténomo, la linealizacién en torno al punto silla
da los autovalores, su correspondiente de comportamiento asintético para un sistema
no autonomo son los exponentes de Lyapunov. Por tltimo las barreras materiales que
representan los subespacios propios en los sistemas autonomos, tienen su equivalente

en las variedades materiales de trayectorias hiperbdlicas para sistemas no auténomos.

2.4. Criterio de Okubo-Weiss

El criterio de Okubo-Weiss permite separar las regiones donde domina la vortici-
dad de las regiones donde domina el strain. Para poder comparar entre los médulos

de vorticidad y strain instantaneo, se define el tensor de Okubo-Weiss como sigue
OW (x,t) = 8% (x,1) — w? (x, 1) (2.32)

donde

v 8u)2 (2.3

2 f— —— —
w (X7t)_(8x o

es la vorticidad cuadratica y

ou  Ov\? o ou\?
2 — _ — —
s°(x,t) = (8x 8y> + (8x + 8y) (2.34)

el strain cuadrético. El tensor OW (x,t) surge del tensor gradiente del campo de

velocidades v (x, 1), es decir

ou Ju
_ oz oy

Vv (x,t) = SO (2.35)
or  dy

Segun lo visto en la seccion [2.2.2] la linealizaciéon de este tensor en torno a un punto

de estancamiento nos da la caracterizacion de dicho punto, es decir si se trata de un
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punto hiperbélico o eliptico. El autovalor entonces queda

1 /0u Ov 1/0u  ov\> Ovou
)\1,2—5(%4—8—3;):*:\/1 (%_8_3/> +%6_y (2.36)

la cual puede reescribirse como

2)\172 =V.v (X, t) + v 52 — w? (237)

Si el fluido es incompresible, V - v (x,t) = 0, entonces al reescribir se obtiene

2)\1,2 = :l:\/ SQ —w?i== ow (X, t) (238)

Por lo tanto, se deduce que si OW > 0, A2 son reales y el punto es hiperbdlico.
Si OW < 0, A2 son complejos y el punto es eliptico. Podemos decir entonces que
aquellos puntos en el flujo donde OW > 0 domina el strain y para aquellos donde
OW < 0, domina la vorticidad. De la definicién del tensor de Okubo-Weiss se puede
delimitar por completo las regiones donde domina vorticidad o strain sin limitarse
unicamente a los puntos de estancamiento. El vinculo entre strain (vorticidad) y
comportamiento hiperbdlico (eliptico) de un punto fijo que aparece en la ecuacién m
representa la conexién matemética entre zonas de strain (vorticidad) y trayectorias
hiperbdlicas (elipticas) de las particulas.

El tensor de Okubo-Weiss representa una cantidad euleriana e instantdnea por
definirse a partir de los campos de velocidad evaluados en un tiempo especifico.
Por lo tanto definiremos el criterio de Okubo-Weiss para determinar regiones don-
de instantdneamente domina el strain (OW > 0) vinculandolo con la condicién para

autovalores reales:

OW (x,t) > 0 < detVv (x,t) <0 (2.39)
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Capitulo 3

Exponentes de Lyapunov a tiempos
finitos y Estructuras Lagrangianas

coherentes

En el capitulo anterior, se definieron las herramientas necesarias para detectar
barreras materiales tanto en sistemas auténomos como no auténomos. Si bien las de-
finiciones son validas independientemente de como se exprese el sistema, las formas
que vimos para hallar estas barreras materiales se limitan a los casos en que se cuenta
con una expresion analitica del sistema.

En este capitulo se desarrollaran herramientas que permitan encontrar las barreras
materiales en un flujo dependiente del tiempo para el cual no se tiene una expresion
analitica pero si se cuenta con una serie temporal de datos experimentales, por ejem-
plo de campos de velocidad o de posicién de particulas de fluido. De acuerdo a las
definiciones del capitulo anterior, es posible observar el comportamiento en cualquier
tiempo t y el comportamiento asintético. No obstante, surgen algunas limitaciones si
se quiere aplicar estas definiciones a una serie de datos experimentales: la resolucién
temporal y la duracién total del experimento la cual corresponde a un tiempo finito.

Este hecho generd la necesidad de definir barreras materiales para intervalos de

tiempo finitos en un flujo dependiente del tiempo. En definitiva nos centraremos en

la busqueda de barreras materiales que permanezcan coherentes en un intervalo de
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tiempo finito pero que puedan cambiar a lo largo de todo el tiempo que dure el expe-
rimento. Estas barreras materiales son dadas por variedades materiales hiperbdlicas
como las definidas en la seccién pero a tiempo finito. Los primeros acercamientos
a una definicion de barreras materiales a tiempos finitos fueron presentados por G.
Haller [14], més tarde se propone por primera vez la definicién de Estructuras Lagran-
gianas Coherentes y de algoritmos para localizarlas también por G. Haller [15] [16] y
la posterior mejora en los algoritmos para su deteccién por parte de G. Haller[17], J.
Lipinski [18], F. Okushima [19] y S.C. Shadden [20]. Para fijar ideas, en funcién de
los conceptos vistos hasta el momento, veamos una primera definicién de las estruc-
turas Lagrangianas Coherentes (Coherent Lagrangian Structures o LCS por su sigla
en inglés) que no son otra cosa que barreras materiales coherentes en un intervalo de
tiempo finito.

Formalmente se definen las Estructuras Lagrangianas Coherentes (LCS) como varie-

dades materiales de trayectorias hiperbdlicas a tiempos finitos.

El problema en el que nos centraremos ahora es la forma de localizarlas. Las
variedades materiales de trayectorias hiperbdlicas quedan caracterizadas por los Ex-
ponentes de Lyapunov, por ello si se quiere encontrar variedades materiales a tiempos
finitos habra que restringir los Exponentes de Lyapunov para un intervalo de tiem-
po finito. A continuacion definiremos los exponentes de Lyapunov a tiempos finitos
partiendo de un sistema dindmico que describe un flujo dependiente del tiempo, no
obstante la definiciéon final a la que llegaremos serd totalemente aplicable tanto a

datos experimentales o de simulaciéon como a un sistema analitico.

3.1. Exponentes de Lyapunov a Tiempos Finitos

Consideremos un flujo bidimensional restringido a moverse en el conjunto abierto
D C R. Si se tiene un campo de velocidades dependiente del tiempo dado por v (x, t),
entonces la trayectoria de una particula en el tiempo ¢ representada por x (t) con

condiciones iniciales x (ty) = x¢ vendra dado por la solucién del sistema dindmico
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(3.1)

Como lo que se pretende ver es que las trayectorias del sistema dindmico 3.1
representen trayectorias de particulas en un flujo, definiremos la funcién ¢j , llamada
Mapa de flujo, que mapea un punto desde la posicion inicial x¢ un tiempo inicial %,

hasta la posicién final en el tiempo ¢ como sigue:

¢y :D—D (32)
©}, + Xo — X (t; 0, Xo)

En la definicién de exponente de Lyapunov tradicional como la que se dio en la
seccion [2.25] se calcula la divergencia exponencial entre trayectorias para un tiempo
infinito. Por lo explicado al comienzo de esta seccién, nos interesa una definicién
analoga a la de exponente de Lyapunov que sea aplicable para datos experimentales
en los que se cuenta con tiempos finitos. Es decir, una medida de la divergencia
exponencial entre trayectorias pero esta vez como promedio en un intervalo de tiempo
acotado. Para lograr este objetivo, estudiemos la adveccion de particulas inicialmente
cercanas en un intervalo de tiempo de duracién 7 que va desde el tiempo inicial
to hasta ty + 7. Consideremos la trayectoria de una particula que en t; se halla en
X = X (1), denotaremos una particula inicialmente préxima a esta como xg+ 0x (o),
donde x (o) es infinitesimal y orientado arbitrariamente. Al cabo del intervalo de
tiempo 7, la evolucién de la separacion entre trayectorias vendra dado por 0x (to + 7)

y se puede escribir como la diferencia de los mapas de flujo para cada particula.

0x (to + 7) = @27 (x (to) + 0% (to)) — 1077 (x (to)) - (3.3)

Haciendo una expansién en torno a xo = x (tg) y despreciando los términos de

orden mayor o igual a 2, se tiene

to+7

dotg™” (x () s 107 (3.4)

X (to+7) = T

35



Para obtener la magnitud de la separacién de la trayectoria en el tiempo final

to + 7 dada por dx (ty + 7) se usa la norma euclidiana convencional

6% (o + 7)) = \/ <d¢—(x(”)(sx (1), 2P Lx(to)) W) ©3)

dx dx
dgint™ (x (t)) "ders ™ (x (o))
= ox (t " : ox (t 3.6
<x<o>, ~ () ) (36)
ot (x * to+7 o
Donde d%(’d—i(to)) representa la matriz adjunta de d%od—i(to)). La magnitud de

0x (to + 7) queda definido entonces por el tensor

_ deig ™ (x (1)) " dels ™ (x (o))

¢ dx dx

(3.7)

que equivale a una version para tiempo finito del Tensor de deformacion de Cauchy.
Si bien el desarrollo realizado hasta aqui se obtuvo a partir de particulas individuales
de fluido, la equivalencia entre el tensor C' definido en la ecuacion 3.7y el tensor de
Cauchy permite aplicarlo a una parcela de fluido. Al considerar la parcela de fluido y
ver su deformacién, se toma dicha parcela como constituida por una gran cantidad de
particulas que idealmente consideraremos puntuales. La deformacién de esta parcela
surge a partir de los desplazamientos relativos entre las particulas puntuales que la
conforman. De ahora en mas nos referiremos a la direccion de mayor divergencia o
direccion de mayor deformacion indistintamente.

En un tensor de deformacién, las direcciones principales son los subespacios gene-
rados por los autovalores que surgen de la linealizacién. Al autovalor més grande lo
llamaremos Ay, y al autovalor mas pequeno A,,. El tensor C' expresado en las coor-
denadas de los ejes principales es una matriz diagonal, por lo cual si se aplica una
rotacién apareceran términos fuera de la diagonal lo que corresponde con otras direc-
ciones de deformacion. Estos términos deberan ser mayores que A, y menores que A,y
[3] ya que la deformacién total es invariante respecto a cambio de coordenadas. Por

lo tanto la direccién de mayor deformacion se corresponde con la direccién principal
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generada por Ays. Si alineamos 0x (t) con el subespacio generado por Ay, lo pasamos

a llamar 0x,,, (o) y se observa su evolucién hasta ¢y + 7 se obtiene

max [|0% (o + 7)|| = v/ Au (C) [0, (o) (3-8)

Si se define Aig” como la cantidad que represente la tasa de maximo crecimien-
to exponencial entre trayectorias (o deformacién exponencial de una parcela) en el

intervalo 7, podemos reescribir la ecuacién [3.8] como

to+T
max ||0x (to + 7)|| = ™% |6, (to)]] (3.9)

También se puede reescribir la ecuacién de una forma que facilite el calculo de

to+T1
Ato )

to+T7
A (C) = €™ (3.10)
A partir de la ecuacion se obtiene la definicién de exponente de Lyapunov A,fg”

a tiempo finito (FTLE por su sigla en inglés):

AP = F1|1n A (C) (3.11)

El Exponente de Lyapunov a tiempo finito representa la tasa del médximo crecimiento

exponencial entre trayectorias. Esta cantidad depende de las condiciones iniciales g
y la posicion en ese instante Xq.

Antes de pasar a la interpretacion de los campos de FTLE u obtener una definicion
mas precisa de las LCS a partir de estos mismos, es necesario considerar otras res-
tricciones a la hora de asignar los valores de FTLE a un conjunto de trayectorias.

La primera restriccion a considerar se puede plantear de la manera siguiente:
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Eziste una constante k tal que se cumple

dgj, (x)

i <Ml ity <t <to+ T (3.12)
X

De esta forma se garantiza que la divergencia sea efectivamente exponencial para

todo tiempo en el intervalo [tg, to+ 7]. De no considerar tal restriccién, se podrian en-

to+
d@tg " (%)

k7|
dx S €

contrar trayectorias para las cuales existe una constante k tal que

pero no necesariamente se haya mantenido la divergencia exponencial a lo largo de
todo el intervalo de tiempo 7.

La otra restriccion que consideraremos es la que asegure que las trayectorias se com-
porten como las trayectorias hiperbdlicas definidas en la seccion [2.3.4] pero esta vez
para un intervalo de tiempo finito 7. Se debe cumplir que en una de las direcciones
prinicipales haya una expansion de la parcela de fluido y en otra direcciéon principal
una compresion. En otras palabras, que las trayectorias se alejen en una de las direc-
ciones principales y se acerquen en la otra. En funcién de los autovalores de C, este

tipo de trayectoria debe cumplir la condicion

In A\, (C) <0 <InAy (C) (3.13)

Lo que significa que se expande en la direccion de Ay, y se comprime en la direccion
de \,,. A estas, se les denomina trayectorias hiperbdlicas a tiempo finito.
Finalmente haremos notar que los FTLE cumplen con la propiedad de objetividad.
Una magnitud se dice que es objetiva si permance invariante ante una transformacion

del tipo

X' =Q#)x(t) +b(t) (3.14)

Donde @ (t) es una matriz ortogonal dependiente del tiempo y b (¢) representa
una traslacién temporal. El hecho de que @ (t) sea ortogonal significa que la transfor-
macion que representa es una isometria, es decir, conserva la norma de x. Escribamos

la trayectoria x (t) con condiciones iniciales x (ty) = xo como x (t; g, Xg) de manera
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de considerar explicitamente las condiciones iniciales en la definiciéon. Luego conside-

remos un dXg y su evolucién en el tiempo hasta dx (t), entonces

0% (t) = x (t; to, X0 + 0Xo) — x (t; 10, X0)

si se aplica la transformacién se tiene

ox' (t) = Q (t) x (t; to, X0 + 0x0) — Q (t) x (£; o, X0)
= Q (1) 0x (1)

Recordando que

to+t
max [|dx (to + 1)]| = e [|oxy,, (to)]]

y que @(t) es una isometria, se tiene la igualdad entre las normas
16" (£)[| = [lox (2)]| v

Por lo tanto se concluye que los FTLE son una magnitud objetiva.

(3.15)

(3.16)
(3.17)

(3.18)

(3.19)

3.2. Estructuras lagrangianas coherentes y crestas

de exponentes de Lyapunov a tiempos finitos

Una vez obtenido el campo de FTLE, Aig”, este se puede representar en un mapa

de colores que represente las superficies de nivel o como una superficie 3D que revele

la topografia de este campo. Los valores mas altos aparecen en areas y a veces en

lineas faciles de distinguir, obviamente en estas regiones partieron las trayectorias

con mayor divergencia exponencial relativa en el intervalo 7 y por ende en estas

regiones se encuentran las barreras materiales. No obstante, si bien estas curvas se

pueden encontrar mediante simple observacién de los campos FTLE, hace falta una

definicién matemaética formal para las curvas que determinen las LCS.
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Habiamos dicho que las LCS eran variedades materiales de trayectorias hiperbdlicas a
tiempos finitos. Ahora nos disponemos a definirla en funcién del campo de FTLE. Si
consideramos la topografia del campo de FTLE, los maximos relativos se encontraran
a lo largo de una cresta que conforma una curva en dicha topografia. Sin perder
generalidad estas crestas son méaximos relativos del campo de FTLE. Definiremos a
las LCS como las mencionadas crestas del campo de FTLE, pero veamos primero
formalmente una forma de hallar esas crestas.

La definicién que se dard de cresta del campo FTLE debe contemplar las siguientes
ideas intuitivas sobre las mismas. Por un lado, debera estar representado por una
curva de dimension 1 en la topografia del campo FTLE tal que si nos movemos en la
direccion de esa curva debemos estar en un méaximo local en todo momento. Si nos
desplazamos hacia los costados de esa direccién en la que nos movemos, es decir en
direccion transversal a la misma, solo se podra ir hacia abajo y méas aun, esa direccién
serd la de menor curvatura. Por lo tanto, si en la topografia consideramos los vectores
que representan esas dos direcciones y proyectamos sobre el dominio D C R?, dichas
proyecciones deben ser vectores ortogonales. Definamos a continuacién las crestas del
campo de FTLE:

Sea G C R® la gréfica de la funcién Ay : D C R? — R, una Cresta de la grifica G
es una curva inyectiva c : (a,b) — D que cumple las siguientes condiciones para todo

s en (a,b)

= Los vectores ¢/(s) = % y VAE:T (c(s)) son paralelos

» H(n,n) = minH (u,u) < 0 donde n es un vector unitario normal a c(s),
2 totT
d2A,0

|ul| =1y H (u,u) es la forma bilineal de la matriz Hessiana, H = —%—

Analicemos la definicién anterior. El primer punto establece que nos movemos
sobre la direccion de la cresta. Para el segundo punto, recordemos que la forma bilineal
de la Hessiana es simétrica por lo tanto evaluado en el maximo relativo de una funcién,
esta forma bilineal debe dar negativo. Ademas si la direccion de n es la equivalente a
la direccién del minimo de la forma bilineal para la Hessiana, entonces esa direccién

es la de curvatura minima. Ahora si estamos en condiciones de definir las LCS en
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funcién del campo de FTLE.

Para todo tiempo t, una Estructura Lagrangiana Coherente(LCS) es una cresta del
campo de FTLE Ay,

Las LCS claramente definen las regiones que dividen al flujo. Lo cual es de mayor
importancia para el objetivo de este trabajo. De todos modos es de notar que como
se explica en [20, 21, 22], por mas que se cuente con una definicién precisa para
las LCS, lo que se esta hallando no son exactamente trayectorias de particulas por
lo tanto no es del todo correcto decir que son lineas materiales y su adveccion no
serd necesariamente dada por el flujo. Por lo tanto diremos de ahora en mas que las
crestas del campo de FTLE son LCS y actian como barreras materiales dividiendo
las regiones en las que se organiza el fluido, y aunque veremos la advecciéon de estas
estructuras, no entraremos en detalle de como se genera esta adveccion. Por tltimo
mencionaremos dos propiedades interesantes de las LCS las cuales no demostraremos.

Un estudio més detallado de las mismas se da en [20), 23].

= Los FTLE se vuelven constante a lo largo de las trayectorias para tiempos de

integracién 7 muy grandes.

= El flujo a través de una LCS es despreciable.

3.3. Calculo de variedades materiales estables e
inestables a partir de exponentes de Lyapu-

nov a tiempos finitos

Para terminar, comentaremos brevemente que siguiendo los mismos principios que
se utilizaron para definir la dicotomia exponencial en la seccién [2.3.3], la integracién
de ty a ty + 7 definird las variedades materiales inestables a las cuales llamaremos
también repelores y denominaremos a ese campo de FTLE como A;B,T. Por otro lado
la integracion de ty hasta ty — 7 definira las variedades materiales estables a las cuales

también llamaremos atractores y denominaremos a ese campo de FTLE A; .. Otro
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campo de FTLE que resulta interesante ver es la comparacién relativa entre estos dos
ultimos campos,

AE = A — A

to,T to,T to,T

(3.20)

Este campo resaltard las LCS dominantes de A vy A .

y resulta conveniente

para visualizar variedades estables e inestables en una misma grafica.
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Capitulo 4

Dispositivos experimentales y

resultados previos

En el presente capitulo se describe el montaje experimental y algunos resultados
de los dos experimentos realizados. En ambos casos, se partié de datos de velocidad
para luego obtener campos de FTLE y las LCS. La técnica experimental utilizada que
permite visualizar el fluido y obtener campos de velocidad se denomina DPIV (Digital
Particle Image Velocimetry) y sera el primer punto a describir en este capitulo. Luego
describiremos los dos montajes experimentales, el fenémeno a escala que representan

cada uno y los resultados relevantes para el presente trabajo.

4.1. Nociones de DPIV

Es conocido el hecho de que la resolucién analitica de los problemas en mecanica
de fluidos son, en la mayoria de los casos, imposibles de obtener. El abordaje experi-
mental a estos problemas fue la tinica opciéon durante mucho tiempo y en este enfoque,
la visualizacién de un fluido en movimiento fue clave para entender qué estaba suce-
diendo. Incluso Ludwig Prandtl, referente en el desarrollo de la mecanica de fluidos,
fue precursor en la visualizacién de fluidos a principios del siglo XX. Prandtl disené un
canal que le permitia estudiar flujos en regimenes estacionarios y no estacionarios y

su interaccion con perfiles de alas y otros obstaculos. Dispersd pequenas particulas de
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mica que se movian con el fluido, (a este proceso se lo se conoce como sembrado de
particulas) y obtuvo asi una manera de visualizar el movimiento del fluido y las es-
tructuras que se formaban. Incluso estudié con este dispositivo que sucedia al cambiar
ciertos parametros como velocidad del fluido, angulo de incidencia con el obstaculo,
presion etc. De todos modos, esta técnica de visualizacién permitia obtener solamente
una descripcion cualitativa del fluido. Hoy en dia se puede obtener una descripcién
cuantitativa a partir de montajes experimentales similares al de Prandtl. En la figura
se muestra el flujo alrededor de un perfil de ala obtenido en una replica del canal
de Prandtl.

La idea bésica de la técnica conocida como DPIV, Digital Particle Image Velocimetry,
es a partir de dos imagenes consecutivas, como la que se muestra en la figura [4-1]
correlacionarlas para calcular el desplazamiento de las particulas en el intervalo de
tiempo entre imagenes y finalmente obtener un campo de velocidad.

En las dos experiencias en las que se basa este trabajo, los flujos fueron tratados
con la técnica de DPIV lo que permitié obtener campos de velocidad, campos de
vorticidad, turbulencia, etc. A partir de estos campos de velocidad se integré para
obtener la trayectoria de particulas, necesaria para calcular campos de FTLE y por lo
tanto obtener las LCS. A lo largo de esta seccién describiremos brevemente la técnica
DPIV con el fin de conocer los conceptos basicos que permitieron utilizarla en las
experiencias que fueron usadas en este trabajo. Para un analisis més detallado sobre

DPIV se recomienda consultar |24, 25].

Figura 4-1: Imagen obtenida de una replica del canal de Prandtl [24]
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4.1.1. Descripcién de la técnica

Un arreglo experimental que utiliza la técnica DPIV (fig para medir campos
de velocidad, consta de diversos subarreglos experimentales para realizar cada una
de las tareas involucradas. Podemos decir que los componentes principales en un
arreglo DPIV son 1) las particulas, 2) la iluminacion, 3) el proceso de adquisicion de

imdgenes y 4) el procesamiento de imdgenes

Flow with_
tracer particles

Imaging optics

» First light pulse at &
= Second light pulse at ¢

ARy

Flow direction

Image planc
tl

Figura 4-2: Arreglo experimental tipico de DPIV en un tunel [24]

En primer lugar se siembra el fluido con particulas que siguen el movimiento del
fluido, a las que llamaremos trazadores y cumplen la funcién de “hacer visible” el
fluido, como ocurria con las particulas de mica de Prandtl. Se hace incidir un plano
de luz laser en el fluido determinando la regién bidimensional de la que obtendremos
los campos de velocidad. La luz del plano laser es dispersada por las particulas y
una camara se encarga de grabar imagenes cada un intervalo de tiempo especificado
At. Dos instantes consecutivos pueden ser guardados en una tnica imagen la cual
llamaremos frame o cuadro o en dos cuadros por separado. Una vez digitalizados los
cuadros en una computadora, se aplica un algoritmo que escencialmente los divide
en pequenas subregiones llamadas dreas de interrogacion (por su nombre en inglés
interrogation areas). El vector desplazamiento para cada particula en cada drea de

interrogacion se obtiene a partir de métodos estadisticos que vinculan los dos cuadros
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(por ejemplo: autocorrelacién o correlaciéon cruzada). Estos algoritmos consideran el
caso de una particula que abandona un area de interrogacion en el tiempo entre los
dos cuadros, calculando también la correlaciéon en las regiones solapadas entre areas
de interrogacién contiguas.

Notemos que por lo general esta técnica se aplica fluidos netamente bidimensionales
o con simetria de revolucion. En las siguientes subsecciones se veran algunas carac-
teristicas de los cuatro componentes fundamentales de la técnica asi como también

las soluciones a aspectos técnicos que surgen.

4.1.2. Particulas

En las experiencias realizadas en este trabajo se usaron microesferas de poliamida
de 50pum de didmetro. El sembrado de particulas le otorga las siguientes caracteristicas

a la técnica DPIV

No intrusiva: En comparacién con otras técnicas para medir velocidad como
tubo de Pitot o anemometria de filamento caliente donde se debe introducir un

dispositivo en el flujo.

» Indirecta: Porque mide la velocidad del fluido a partir de la medida de un

trazador que se mueve con el fluido.

= Medida de campo completo: A diferencia de las técnicas mencionadas arriba
o incluso otras como DGV (Doppler Global Velocimetry), obtiene un campo de

velocidad y no la velocidad en un tinico punto o una pequena region del fluido.

= Retraso de velocidades: El hecho de usar trazadores, requiere chequear pre-
viamente que estos se muevan adecuadamente junto al fluido. Esto depende
de las densidades relativas entre fluido y trazadores. Ocurre aunque sea en los
primeros instantes, una diferencia de velocidades entre particulas trazadoras y
fluido a lo que llamaremos retraso de velocidades. A partir de la ley de Stokes
de arrastre para la fuerza gravitacional se puede estimar el tiempo de retra-

so, Ts, que le toma a las particulas alcanzar la velocidad del fluido. Para estas

46



particulas, el tiempo de retraso es muy pequeno y los datos utilizados fueron a
partir de varios segundos superada esta cota, por lo que podemos asegurar que

la velocidad de las particulas se corresponde con la del fluido.

4.1.3. Tluminacién

El arreglo tipico de la iluminacién se muestra en la figura [4-2] La luz emitida
desde una fuente, ingresa en un arreglo de lentes cilindricas que genere el plano sobre
el cual se iluminara el fluido. En nuestro caso la iluminaciéon constaba de un laser
continuo de Nd:YAG de longitud de onda 532 nm, potencia 500 mW y una lente
cilindrica que convierte el haz en un plano de 2mm de espesor. El laser mencionado
es de estado sélido de Nd:YAG, (Neodymium doped-Yttrium-aluminium-garnet) lo
cual significa que el material encargado de la emisién esta compuesto por cristales de
Yag y el haz es generado por iones de Nd*?. Si bien no entraremos en detalles sobre
su funcionamiento, presenta varios aspectos que lo hacen muy adecuado en la técnica
DPIV. El primero de todos es que emite luz monocromatica lo cual facilita el contraste
y el procesamiento de imagenes. Ademas cuenta con una densidad de energia mucho
mayor que otras fuentes de luz mas habituales y es muy facil de convertir el haz en
un plano delgado a partir de un arreglo adecuado de lentes. Otra ventaja es que, al
ser el laser monocromatico, el uso de la lente no trae el problema de la aberracion
cromatica. Mas ain, en nuestro arreglo solo fue necesario una lente cilindrica para
generar el plano de luz de 2mm y con una intensidad suficiente para ver el movimiento
de los trazadores.

La distribucion de particulas trazadoras en el plano iluminado debe ser homogéneo
de manera que el procesamiento de imagenes pueda dar una descripcién homogénea
en todas las regiones del plano. Recordemos que el procesamiento de imégenes consta
de dividir la regién en areas de interrogacion y ver como se movieron los trazadores
en estas areas de interrogacion. Por eso es que se debe tener una densidad adecuada
de trazadores en cada area de interrogaciéon. En la figura se observan tres posibles

configuraciones de densidad.
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(a) (b)

Figura 4-3: En (a) hay una baja densidad de trazadores y esto trae dificultades al correla-
cionar pares de trazadores con la imagen subsiguiente. En (b) hay una densidad adecuada
de trazadores para realizar PIV. En (c) la densidad es tan alta que ni siquiera se pueden
identificar particulas puntuales [24]

En las experiencias con DPIV que se usaron para este trabajo, se trabajo en el
régimen de densidad de particulas correspondiente a la figura [4-3}b. Cabe mencionar
que se puede trabajar con densidades distintas de particulas pero estas requieren

algoritmos distintos a los aqui presentados.

4.1.4. Adquisicién de imagenes

En nuestro caso, usamos una camara CMOS cuyo software permite obtener las
componentes de colores por separado, como se trabajé con un laser verde, se uso6 solo
la componente verde (G) de la grabacién de imégenes.

La resolucién temporal vendra limitado por la capacidad de la camara en conjunto
con la capacidad de memoria que tenga la computadora para guardar imagenes. Por
ultimo, existen dos formas de grabar las iméagenes: de cuadro simple con exposicién
doble, CS-ED y de doble cuadro con exposicién simple DC-ES como se pueden dife-
renciar en la figura[d-4l En el caso CS-ED, se requiere de lentes de muy buena calidad
dado que se tienen dos imagenes superpuestas y generalmente se graban en camaras
digitales o cdmaras de cinta. En cambio el almacenamiento DC-ES es el de mayor
aplicacion hoy en dia y se usa satisfactoriamente con camaras digitales. Ademds, el
problema del método CS-ED es que no identifica la correcta secuencia temporal de
par de trazadores en una misma imagen o cuadro. En el método DC-ES no ocurre

esta ambiguedad y fue el que usamos en todas las experiencias.
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Figura 4-4: Método de grabacién CS-ED en (a) y DC-ES en (b) [26]

4.1.5. Procesamiento de imagenes

Una vez obtenidas las iméagenes, el algoritmo que calcula los campos de velocidades
béasicamente se desarrolla de la siguiente forma. Se divide cada cuadro en una grilla de
puntos, centrado en el punto designado por P(i, j), se toma un area de interrogacién
de tamano A; y se identificaran las particulas que contenga a partir de un patrén de
intensidades G (i, 7). En la imagen o cuadro siguiente, que corresponde a un intervalo
de tiempo At posterior, se designa un drea S mayor que A; y que contenga a P(3, j).
En S se busca un area de interrogacién As del mismo tamano que A; y que tenga el
mismo patron que A;. La manera que el algoritmo tiene para decidir si se corresponde
Aj con A, es desplazar a un punto P(i 4+ z,j + y), centrada en este punto establecer
el area de interrogacion A, y buscar el maximo de correlacién cruzada para todos los

puntos desplazados permitidos en S. La correlacion cruzada la calculamos como

S S (G (6, §) = ) (G (i 2, + ) — p2)
Vo102

Donde py, pe, 01 y 09 son respectivamente los promedios y las desviaciones

C(z,y) = (4.1)

estandar de las intensidades en las areas de interrogacion A; y A, y [, m especifi-
ca los puntos permitidos dentro de la regién S. El algoritmo busca los puntos (z,y)
tal que C'(x,y) sea un maximo. A partir de ahi se obtiene el desplazamiento Ar en

el intervalo de tiempo At y con ello la velocidad segin
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Donde h es un factor de escala que convierte de pixeles a unidades de longitud. La
calidad de los resultados y el costo computacional depende de la eleccién del tamano
en las areas de interrogacion, de las dreas de busqueda, del espaciamiento entre puntos
y del tiempo entre cuadros At, para un estudio mas profundo en este y otros topicos

de DPIV se sugiere ver [24], 25| 26].

4.2. Microburst

Un microburst es un fenémeno atmosférico que consta de una rafaga descendente
de aire frio (microburst seco) o aire frio acompanado de precipitaciones (microburst
himedo). Estas rafagas tienen una densidad mayor que la atmésfera proveniente de
una perturbacion que genera el enfriamiento localizado en una region de la atmosfera,
este aire mas frio y por ende mas denso adquiere una flotabilidad negativa desembo-
cando en el movimiento descendente. Estas rafagas descendentes muy intensas luego
de impactar sobre el suelo, generan un patron divergente de vientos horizontales so-
bre el mismo, formando un resalto hidraulico. Los vientos horizontales suelen ser muy
intensos alcanzando velocidades de hasta 30 m/s.

Fujita [27] fue quien propuso la idea de una rafaga descendente al observar que el
patréon que dejaba en los campos de forma divergente no se correspondia con los de
un tornado como se sospechaba. De ahi en més, el microburst cobrd gran interés de
estudio principalmente en meteorologia, ya que era necesario detectarlos y entender
su surgimiento y evolucién [27, 28, 29], asi como también en ingenierfa o aviacién
por los riesgos que representa, habiéndose reportado danos en estructuras civiles y
accidentes aeronatiticos en aterrizajes y despegues[27, B30, 31, [32].

A continuacién resumiremos el montaje experimental que usamos para la simulacién
de un microburst a escala de laboratorio asi como también los resultados relevantes
para este trabajo. Para més detalles sobre este arreglo experimental y los resultados

de la investigacién ver [33].
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4.2.1. Montaje Experimental

Existen varias alternativas para generar la rafaga descendente experimentalmente
y varios trabajos previos han demostrado equivalencia entre estas técnicas al repro-
ducir las principales caracteristicas de un microburst. En nuestro caso, se usaron
corrientes de densidad para simular experimentalmente un microburst. Esto fue lo-
grado inyectando continuamente desde arriba y hacia abajo un chorro de fluido mas
denso en una atmésfera de fluido menos denso. Las diferencias de densidades fueron
generadas usando agua para la atmdsfera y agua con sal en distintas concentracio-
nes para el chorro descendente. Para mantener continua la inyeccion de fluido en la
atmosfera se dejo caer el fluido mas denso por gravedad desde un tanque de descarga.
Un caudalimetro digital con un error de 1% se usé para medir el caudal del fluido
que entra en la atmosfera a través de una valvula de diametro d = 6mm. Una cuba
de acrilico sirvié de contenedor para la atmésfera cuyo tamano es de 40 x 40 x 10cm?
siendo la altura H = 10cm. Dado que los caudales que se usaron fueron 300ml/min y
500 ml/min y los experimentos duraban entre 15 y 20 segundos, se puede asumir que
H permanece constante con un error relativo entre 0.5-1.0 %. Un esquema del arreglo

experimental se muestra en la figura

Environment

Figura 4-5: Esquema del arreglo experimental para la simulacién de laboratorio de un
microburst[33]
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Un laser de Nd:YAG de 500mW de potencia se usé junto a una lente cilindrica

para crear un plano de luz de 2mm de espesor que pasara por el eje del microburst.
Se sembré el fluido (atmésfera y chorro) con particulas de poliamida de 50 pm de
didmetro para poder aplicar la técnica DPIV explicada en la seccién y obtener
campos de velocidad. Los videos se tomaron con una camara CMOS a 50 cuadros
por segundo (fps). Denominando a la direccién horizontal z y a la vertical y, el pro-
cesamiento se hizo sobre la mitad de la region en la direccién horizontal: desde el
centro del chorro hasta un extremo lateral de la cuba. Las ventanas de interrogacién
utilizadas fueron de 64 x 64 pixeles y 50 % de superposicién, por lo cual se obtuvieron
campos de velocidad de 108 puntos en x, por 49 puntos en y.
Los pardametros que definen los experimentos fueron el caudal y la diferencia de den-
sidad Ap, los distintos valores usados se muestran en la figura Los numeros
adimensionados relevantes, ya que fueron los niimeros que caracterizaron al sistema,
son el numero de Reynolds

Re = — (4.3)

v

y el nimero de Froude

U
V' H

Donde U es la velocidad descendente del chorro obtenida de la relacién con el caudal

F =

(4.4)

Q =nU(d/ 2)2, d es el didmetro de la valvula por la que descarga el chorro descen-
dente, v es la viscosidad cinemadtica y ¢' = gAp/p la gravedad reducida siendo p la

densidad de la atmosfera.

Flow rate (ml/min) Ap (%)
300 0.5
500 0.5
300 1.0
500 1.0

Figura 4-6: Parametros que definen los distintos experimentos realizados [33]

Los valores para el ntimero de Reynolds en esta experiencia fueron Re; = 1 x 103
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y Rey = 1,5 x 103, mientras que el valor del nimero de Froude fue F' ~ 6, dando
buena concordancia con un microburst de escala natural.

La principal caracteristica de microburst estudiada con este arreglo experimental es la
formacién de un anillo de vortices que se propaga radialmente sobre la superficie del
suelo. Esta propagacién, sus tiempos caracteristicos y qué tan bien definidos quedan
los vértices dependen fuertemente de F'y Re. Los resultados que seran de interés

para este trabajo se resumen en la siguiente subseccion.

4.2.2. Resultados previos

En la figura [4-7) se muestran los mapas de velocidad superpuestos con vorticidad
obtenidos a partir de la técnica DPIV para distintos instantes de tiempo. La regién
considerada en dichos campos se extiende desde el centro del jet descendente, lo cual
denominaremos eje del microburst, hasta el extremo derecho de la cuba. En esta
figura se observa el avance radial del anillo de vértices. El avance del vortice se puede
apreciar en la figura que indica la posicién en funcion del tiempo. Las distintas
condiciones del experimento vienen dadas por el caudal ) y diferencia de densidad
Ap y son representadas por un codigo de cinco ntiimeros donde las tres primeras cifras
representan el caudal en ml/min y las ultimas dos el porcentaje en la diferencia
de densidad. Para todas las condiciones del experimento se observa una velocidad
constante. El intervalo de tiempo fue considerado tal que el vértice no se acercara

demasiado al extremo de la cuba como para que influya las condiciones de frontera.
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Figura 4-7: Campo de velocidad (flechas) superpuesto a campo de vérticidad (colores) del
microburst en (a) t = 3s, (b) t =6s, (c¢) t =9sy (d) t = 13,9s. [33]
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Figura 4-8: Posicién del vértice en funcién del tiempo para diferentes condiciones del
experimento. [33]

En la figura[d-9 se muestra los perfiles de velocidad radial en funcién de la distancia
para distintos tiempos y tanto por debajo del vértice (linea sélida) como por encima
del mismo (linea punteada). En dicha figura también se muestra la comparacién con

los resultados de simulacién de un trabajo de Proctor [28] y se puede apreciar la
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similitud entre ambos perfiles.

0.5 T T 40 T
=3s =10 min
o - 20t
e " — 0.4 cm A
o T --22
05 = 0
L] 4 B 12 L] 2 4
0.5 40
- t=6s t=12 min
2 2
s OF YR E n; 1
= o —0.4 cm - /L\-
05 ) e - -25cm 0 . . ;
L] 4 8 12 ] 2 4
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Radial position (cm)

Radial position (km)

Figura 4-9: Perfiles de velocidad radial en funcién de la distancia medida desde el eje de
microburst para distintos tiempos. A la izquierda se muestra los resultados del experimento
[33]. A la derecha se muestran los resultados de simulacién de un trabajo previo[28].

En esta experiencia se encontraron no solamente el vortice primario si no también
una serie de vértices secundarios, estos se pueden apreciar en la figura [4-10] Dichos
vortices secundarios se vuelven mas definidos para valores bajos de ) (i.e. bajos Re)
y altos Ap. A su vez al aumentar (), se pierde definicién en los vortices secundarios,

esto se puede apreciar en la figura [4-11]
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Figura 4-10: Campo de velocidad (flechas) superpuesto con campo de vorticidad (colores)

para todos los experimentos en t =18s. Con flechas negras se ubican los vértices primarios
y con flechas rojas los vértices secundarios [33].
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Figura 4-11: En colores, la vorticidad promediada en funcién del tiempo y la posicién
radial para los distintos experimentos [33].

4.3. Fuente en un medio estratificado

Un area de gran aplicacién en la mecanica de fluidos es la que concierne a flujos
estratificados. Un flujo estratificado es aquel que posee una variacién de la densidad
en funcién de la altura. Existen distintos tipos de estratificacién, la mas conocida
y utilizada en este trabajo, se denomina estratificacion por capas y consta de dos o
mas capas distintas que son dispuestas de modo que la capa mas pesada se ubica
en el fondo y las capas subsiguientes son cada vez mas livianas. El estudio de los
flujos estratificados tuvo origen en el afan de comprender la dindmica de fluidos en la

atmosfera y los ocednos y se extiende hasta diversas aplicaciones de ingenieria.
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Consideremos ahora que se tiene un flujo en reposo estratificado, al cual llamare-
mos indistintamente atmésfera estratificada, en la cual ingresa otro flujo en direccién
vertical ascendente. Las diferencias de densidad entre ellos se traduce en la flotabili-
dad. Si el flujo que ingresa posee una velocidad en el mismo sentido de la flotabilidad,
este se vera favorecido por la misma y se dice que estamos ante una pluma [34]. Si,
por el contrario, la velocidad del flujo que ingresa y la flotabilidad son opuestas, en-
tonces decimos que estamos ante una fuente. La flotabilidad y la adveccién cadtica
que genera los procesos de mezcla son los principales responsables de la evolucion de
la fuente.

Un ejemplo emblematico de la interaccion entre una fuente y un flujo estratificado
es el S.I.S. (Sumidero Invertido Selectivo) usado para la mitigacion de las heladas de
radiacién en cultivos, entre otras aplicaciones [35]. Las heladas de radiacién surgen en
las noches de cielo despejado, con ausencia de brisa y de niebla. En estas condiciones
la radiacion infrarroja de la superficie hace que se enfrie el suelo, causando ademés
que se enfrie el aire cercano siendo mas abrupto el enfriamiento en los primeros metros
desde el suelo. Esto resulta en una estratificacion estable y capaz de permanecer toda
la noche hasta que el sol de la manana comienza a calentar la superficie. Las heladas
de radiacién pueden hechar a perder cultivos enteros debido a la baja temperatura
de la capa inferior de la atmésfera estratificada. En Uruguay donde ocurre del orden
de algunas decenas de heladas de radiacién anuales, ha significado grandes pérdidas
especialmente en cultivos de vinedos y citricos.

La implementacion del S.I.S. consta de un dispositivo ubicado a la altura del suelo
que succiona fluido de las capas mas bajas, o sea el aire mas denso y frio, para lanzarlo
a la atmésfera en direccién vertical ascendente. El fendmeno que se observa es una
fuente, como la explicada anteriormente, donde el aire mas denso de la capa inferior
se mezcla con aire menos denso de capas superiores. El beneficio que el S.I.S. brinda
a los cultivos es que al remover el aire mas denso de la capa inferior, pasa a ocupar
su lugar aire menos denso, es decir mas caliente.

En esta experiencia estamos interesados en una atmosfera estratificada por capas

donde la capa inferior es la mas densa y las capas subsiguientes van disminuyendo
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la densidad en forma lineal con la altura. Se inyecta un fluido con la densidad de la
capa inferior y se estudia la evolucion de la fuente.

A continuacién se mostrara el arreglo experimental para simular la fuente generada
por un S.I.S. en una atmosfera estratificada a escala de laboratorio. Para obtener un

analisis detallado sobre este arreglo y los resultados consultar [35].

4.3.1. Montaje experimental

El arreglo experimental se ve en la figura [4-12| y constaba de una cuba de 40 x
40 x 50cm? llena de agua estratificada. En el medio de la base inferior se tenia una
valvula de Smm de didmetro por donde se le inyectaba agua a 15°Cde forma continua
a 300ml/min, medido con un caudalimetro digital con error de 1%. Para mantener
constante el nivel de agua en la atmosfera, se tenfa un desague en la tapa superior. La
estratificacion se realizé calentando por capas con una resistencia que se delizaba en
la altura. Otro método que también se empled para estratificar fue preparar el agua
con la temperatura adecuada de cada capa por separado e ir inyectando lentamente
a través de la valvula inferior hasta completar cada una de las capas comenzando
por la mas caliente. La temperatura en la capa inferior era de 15°Cy en la superior
27.5°C. Los campos de velocidad se obtuvieron mediante la técnica DPIV, al igual
que en el montaje experimental del microburst, con un laser de Nd:YAG de 500 mW
de potencia, una lente ciindrica para generar un plano de luz de 2 mm de espesor que
pasaba por el centro de la cuba y el eje de la valvula. Dada la simetria de la fuente,
se us6 la mitad de la region de las imagenes: desde el centro de la valvula hasta el
extremo derecho de la cuba. Las imagenes fueron tomadas con una camara CMOS a
4 cuadros por segundo (fps) y en el procesamiento de imégenes se usaron ventanas

de interrogacién de 64 pixeles x 64 pixeles con solapamiento de 8 pixeles.
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water atmosphere container
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Figura 4-12
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Figura 4-13: Evolucién de la fuente: (a) ¢t = 3s, (b) t = 26s, (¢) t = 38s, (d) t = 70s.

Figura obtenida de [36].

Resultados Previos

En esta seccién veremos algunos resultados de los campos de velocidad obtenidos
a partir de la técnica DPIV. En la figura [§-14] se muestra la evolucién de la mitad de-
recha del experimento (desde el centro del chorro hasta el extremo derecho de la cuba)
para tres instantes distintos de tiempo. En este se aprecia como el fluido inicialmente
ascendente, se va introduciendo horizontalmente a una altura aproximadamente so-
bre la mitad de la cuba. Esto comprueba que la mezcla del chorro con fluido de la
atmosfera estratificada, desemboca en un cambio en la temperatura y por ende en la

densidad que hacen que este fluido se equilibre a una altura, permaneciendo alli por
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tiempos prolongados.
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Figura 4-14: Campos de velocidad de la mitad derecha del SIS en ¢ = 36,25s en (a),
t = 88,55 en (b) y t = 100,755 en (c).
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Capitulo 5

Resultados y discusion

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos mediante la utilizacion de
las técnicas desarrolladas en esta tesis. Asi mismo, se discute la importancia de los
mismos y los aportes novedosos realizados a la comprensién de los fenémenos fisicos

involucrados en las experiencias realizadas.

5.1. Microburst

5.1.1. Propiedades de FTLE y LCS

De la definicién y propiedades de los exponentes de Lyapunov a tiempos finitos
(FTLE), surgen caracteristicas que este campo va a cumplir a medida que cambiamos
sus dos parametros fundamentales: el intervalo de integraciéon 7 y el tiempo inicial .
El tiempo ¢, se refiere al instante inicial en el que se calculan los FTLE. Es usual en la
literatura asociada a este tema, denominar al parametro 7 como tiempo de adveccién
o tiempo de integracién; por eso de aqui en adelante se usarandn indistintamente
ambas expresiones para referirnos a 7.

Veremos primero que sucede si se mantiene el tiempo inicial ¢, fijo y se varia el tiempo
de adveccion 7. Luego se muestran los resultados cuando el tiempo de adveccion 7

permanece constante pero se cambian las condiciones iniciales, es decir t.
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Figura 5-1: Campo de velocidades y de vorticidad para t = 6,0s donde t = 0,0s se
corresponde con el instante en el que el chorro toca el suelo.

Antes de mostrar y analizar los resultados de los campos de FTLE para el mi-
croburst, veremos los campos de velocidad desde los que se calcularon los FTLE. En
la figura [5-1] se muestra el campo de velocidades instantdneo superpuesto al campo
de vorticidad instantanea, en colores, para el tiempo 6,0s. La regién en la que se
muestran los resultados es el plano vertical que pasa por el centro de la cuba para-
lelo a una de las paredes y se extiende desde el eje del microburst hasta el extremo
izquierdo de la cuba. Las cantidades que aparecen en esta figura son eulerianas y
describen el estado del fluido para un instante de tiempo. Un andlisis a partir de los
campos de velocidad y vorticidad instantanea permite obtener una vasta informacion
del flujo, la que fue resumida en la seccién [£.2.2] y para més detalle se recomienda
referirse a [33]. No obstante, este enfoque euleriano no brinda informacién sobre la
mezcla ni permite localizar de manera clara el frente que avanza sobre la superficie.
Como veremos en este capitulo, esta informacién se puede obtener a partir de los
campos FTLE. Existen dos diferencias generales que tiene la informacion que se da a
partir de campos de la figura con los campos de FTLE: por un lado estos ultimos
provienen de una cantidad lagrangiana, la trayectoria de particulas de fluido, y este
tipo de enfoque suele ser mas adecuado para describir la mezcla. Por otro lado, las

estructuras que revelen los campos de FTLE no son instantaneas si no que son fruto
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de observar el flujo durante un intervalo de tiempo 7.
En la ﬁgura se ven los campos A; en (a) y A;, ; en (b). Los datos del experimen-
to al que corresponden estos campos de FTLE son @ = 500ml/min y Ap = 0,5%.

Recordemos que los campos A _y A

to.r representa los campos de FTLE con tiempo

t_07T
inicial ¢ y tiempo de integracién 7, integrado hacia adelante y hacia atras respecti-

to,T

repeloras y atractoras. Por lo tanto de la figura [5-2(a)| se obtienen las LCS repeloras
mientras que de la figura [5-2(b)| se obtienen las LCS atractoras. En la figura [5-2(a)|

se observa la cresta que delimita el resalto. La misma se extiende desde el eje del mi-

vamente. Las crestas de los campos A;[W y A, _ representan respectivamente las LCS

croburst, aproximadamente x = 2cm a la altura del suelo, bordea la zona del vértice
(ver figura , hasta el frente del microburst aproximadamene en x = 8cm. En la
figura la cresta no llega hasta el eje del microburst y en la zona maés cerca-
na al frente se puede apreciar que queda delimitado en una regién que seria interior
a su correspondiente de la figura ya que se extiende aproximadamente hasta

xr = Tcm, y = 4em.
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Figura 5-2: Campo AZM en (a) y Ay, en (b) con tg = 6,0s y 7 = 0,85 en ambos casos.

Resulta util poder visualizar qué tan préximas se encuentran las variedades re-
peloras y atractoras. Para visualizar ambos campos en una misma figura, se suele

j::A+

graficar el campo A;; , tor =

Ay, .- que se aprecia en la figura . En estos campos
sobresalen las variedades mas intensas que son las que nos interesan, por eso de ahora
en mas mostraremos principalmente estos campos salvo que se indique lo contrario.
Tal como se explicd en la figura p-2 se puede apreciar més facilmente el frente de-

limitado como una variedad repelora y en su interior una variedad atractora en la

66



figura 5-3| En definitiva, esta figura muestra las regiones que quedan delimitadas en
la dinamica del fluido durante ese intervalo de tiempo. La variedad repelora delimita
las regiones entre las que no habré intercambio, la variedad atractora cerca del frente
y dentro del resalto especifica la zona en la que hay mayor convergencia del fluido.
Es decir, el frente frio (méas denso) que se propaga en forma de anillo desplazara al
fluido més caliente (menos denso) a la derecha de la variedad repelora y por lo tanto

no habra mezcla.

0.5
0.08
_0.08 ’
£
= -/ —— 0
0.04 .
/ 2 >
-
0.02 5 ‘::t' 9
W r S 0.5

016 0.14 012 01 0.08 0.06 004 002 0

x(m)
Figura 5-3: Campo Affm = A;;?T — Ay, contg=6,0sy7=08s.

En los algoritmos que generan las gréficas de los campos de FTLE se suele filtrar
sus valores para mostrar solamente las regiones por encima o debajo de una cierta cota.
Definamos la cota como C' = p*max ’A;EA donde p representa un porcentaje a elegir.
Por lo tanto si se parte desde C' = 0 (donde se tendrian los datos sin filtro alguno)
y se va aumentando gradualmente C', los campos de FTLE con valores por encima
de C dejaran a la vista las regiones mds intensas (ver figura . El motivo para
realizar este filtrado es simplemente para favorecer la visualizacion de las estructuras
en el campo de FTLE. La cota que tomaremos por defecto en todos los resultados

sera C' = 0,01 * max !Ai77|, salvo que se especifique lo contrario.

67



0.08

0.06

y(m)

0.04

0.02

016 014 0412 041 008 006 004 002 0
x(m)
(a)

0.08

0.06

y(m)

0.04

0.02

016 0.14 012 0.1 0.08 0.06 004 0.02 0
x(m)

(b)

Figura 5-4: Campo A;J(EW con filtro p = 0,01 en (a) y p = 0,25 en (b). En ambos casos

to = 6,0s y 7 = 0,8s. A medida que se aumenta el filtro se resaltan las regiones con valores
maés intensos de FTLE y por lo tanto las LCS predominantes.

5.1.1.1. Dependencia de LCS en el tiempo de adveccion

Ahora veamos las caracteristicas propias de los FTLE a medida que cambia el
tiempo de adveccién 7 y se mantiene la condicion inicial ¢y constante. Como se observa
en la figura[5-5| existen regiones con valor absoluto de FTLE mads alto a medida que el

tiempo de adveccion es més cercano a cero. Este resultado se corresponde con el hecho
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que los valores de FTLE al principio disminuyen con el aumento de 7 y luego se hacen
constantes para tiempos de adveccién muy grandes (7 — oc0) como fue planteado al
final de la seccién [3.2] En otras palabras, significa que para flujos ergédicos cerrados,
el campo FTLE por completo converge al mismo valor llamemosle A, correspondiente

a1 — oo [37].

Si se comparan las figuras de |5-5(a)} [5-5(b)| v |5-5(c)| se observa que las zonas de

extremos locales de FTLE pasan de ser pequenas, difusas y con valores altos (en
valor absoluto) de FTLE a estar méas conexas, bien definidas y con valores menores
(en valor absoluto) de FTLE. Claramente, esto es consecuencia de la eleccién de 7.
Para valores muy pequenos, cercanos a cero, sobresalen las regiones que actiian como
repelor o atractor en forma casi instantanea, mientras que en el resto del dominio no
se presenta una divergencia exponencial significativa entre particulas. A medida que
aumenta 7, cada vez més regiones del dominio presentaran valores altos de FTLE (en
términos relativos a los valores FTLE de ese 7) llegando al caso extremo, cuando 7 es
suficientemente grande, en que la divergencia exponencial entre particulas puede ser
los propios limites del dominio, entonces todo el dominio o su mayor parte presenta
valores de FTLE similares.

Se puede apreciar el comportamiento de los valores de FTLE para distintos valores de
7 en la figura . Aqui se ve la funcién de distribucién del campo AZSJ para distintos
valores de 7 y el mismo ty, = 6,0s. Lo que representa cada una de las curvas en la
figura[5-6|es la densidad de regiones en funcién de los valores de FTLE. Se observa que
para valores de 7 més pequenos aparecen mas regiones con altos valores de FTLE y
a medida que aumenta 7 la distribucion se vuelve un pico cada vez mas agudo lo cual
evidencia que la mayor parte del dominio adquiere valores en un rango pequeno de
FTLE. La densidad de regiones graficadas en el eje vertical de la figura[5-6|es conocida
como funcion de distribucion de probabilidad [38] y sirve para localizar tiempos de
adveccion 7 con una determinada distribucion de valores de FTLE y cuantificar los

casos extremos no deseados: 7 pequenos o 7 grandes.
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Figura 5-5: Campo Atiw = A:(“),T — A, con tg = 6,0s en los 3 casos y 7 = 0,04s en (a),

7=0,8sen (b) y 7 =5,0s en (c). Por tratarse de distintos valores de 7, se tienen estructuras

y valores de FTLE distintos. Eso se evidencia en la diferencia de valores entre los mapas de
colores.
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Figura 5-6: Funcion de distribuciéon de probabilidad para el campo A%J con tg = 6,0s y

distintos valores de 7

La dependencia de los valores de FTLE con 7 se ve reflejada en la deformacion
o strain de las parcelas de fluido. Cuando 7 tiende a cero podemos decir que se
estd observando las regiones hiperbdlicas aproximadamente instantdneas. Como la
hiperbolicidad se corresponde con la deformacién, entonces estaremos observando
las regiones de deformacion aproximadamente instantanea. En contrapartida, para
7 finito, distinto de cero, los FTLE ubicaran las regiones hiperbdlicas coherentes, es
decir las regiones que mantuvieron ese nivel de deformacién en todo el intervalo 7.
Esto sugeriria que si se tiene como medir la deformacion instantanea, los maximos
deberian ubicarse aproximadamente en los extremos locales del campo FTLE con
T— 0.
El criterio de Okubo-Weiss es la herramienta utilizada en este trabajo para comparar
el strain cuadratico instantaneo con la vorticidad cuadrética instantanea. Luego, las
regiones donde ) > 0 (ver ecuacién predomina la deformacién y por lo tanto
la hiperbolicidad frente a la vorticidad. Por lo tanto los extremos locales del campo
FTLE con 7 — 0 deberian ubicarse donde ) > 0 en el campo de Okubo-Weiss. En
la figura se ve el campo () de Okubo-Weiss para t = 6,0s.
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Ahora comparemos el campo @ (t = 6,0s) de la figura con campos de FTLE
para distintos 7 y el mismo tiempo inicial g = 6,0s como el de la figura . Se
puede observar la coincidencia de las regiones donde domina el strain instantaneo,
los maximos de @), con aquellas donde el campo FTLE esta en un maximo local para
7 = 0,04s y como se deja de percibir la correspondencia a medida que aumenta 7.
La figura muestra el campo de Okubo-Weiss como un mapa de dos colores con
la particion de Q < 0 en azul y () > 0 en rojo, se puede decir que los campos de
FTLE emergen de la figura a partir de una pérdida gradual de hiperbolicidad
a medida que aumenta 7. Es decir todas las variedades hiperbdlicas que aparecen de
los FTLE, estan en la region () > 0 de la figura . A medida que aumenta el
tiempo de adveccién 7 permanecen las regiones hiperbdlicas coherentes mientras que
las regiones hiperbdlicas instantédneas (en el sentido de Okubo-Weiss) desaparecen.
En otras palabras, se puede decir que los campos FTLE tienden al campo @ (como

el de la figura [5-7(b))en el limite 7 — 0.
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En la figura[5-8|se puede ver la densidad de regiones hiperbdlicas de los campos de
FTLE para distintos valores de 7 y la densidad instantanea de regiones hiperbdlicas
tomada a partir del campo @ (¢t = 6,0s). Aunque no nos brinde informacién sobre la
ubicacién de las regiones hiperbdlicas, claramente se puede ver que la densidad de

regiones hiperbdlicas se acerca al valor instantdneo a medida que 7 disminuye.
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Figura 5-8: Densidad de regiones hiperbdlicas del campo @ (¢t = 6,0s) y del campo de A
para ty = 6,0s distintos valores de 7

+
to,T

5.1.1.2. Dependencia de LCS en la condicién inicial

En esta seccion analizaremos el comportamiento de los campos de FTLE para 7
fijo y to variable de la figura [5-9
Si se comparan las figuras [5-9(a)| y [5-9(b)| con la figura claramente se nota la

localizacién y avance del frente del microburst. En la siguiente seccién ampliaremos
sobre el avance del mismo, por ahora vamos a centrarnos en la densidad de regiones
hiperbdlicas. En la figura [5-10| se ve la densidad de regiones hiperbdlicas por encima
de p = 0,01. Como las condiciones iniciales son distintas y a medida que estas evi-
dencian el avance del frente es de esperar entonces una mayor proporcion de regiones

hiperbdlicas.
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Figura 5-10: Densidad de regiones hiperbdlicas para distintas condiciones iniciales, tg, y
el mismo tiempo de adveccién 7 = 0,08s. Se tomaron los valores de FTLE tal que A > O,
donde C = 0,01 * maz(]AX])s~ 1.

Ahora bien, si el tiempo inicial es aproximadamente ty = 16s o superior el frente
ya esta lo suficientemente avanzado, es decir cercano a la frontera, la velocidad con
la que avanza el frente deja de ser constante E| y con ella el posible aumento de zonas
hiperbdlicas (la regién que quedaria dentro de la zona del frente). Al contrario de
lo que sucede cuando se varia 7 (ver figura , la proporcién de crestas de FTLE,
no parece variar, al menos de una forma tan notoria. Ademé&s no se observa una
variacion importante en los valores maximos, en valor absoluto, de FTLE si no que
estos se mantienen aproximadamente constantes. Escencialmente, si el microburst se
encuentra completamente desarrollado, a medida que cambia ¢y las LCS aparecen en
otras posiciones pero no aumenta su proporcién. En otras palabras las estructuras
LCS permanecen invariantes.

Acerca de esta invarianza de las LCS, podemos decir que las mismas para un 7 dado,
dependen del tiempo de adveccion considerado. Por lo tanto, si se varia la condicién
inicial de ty a tg 4+ 0ty donde 6ty < 7, parte de los datos de velocidades para obtener

ambos campos de FTLE, Affm y A;E L5t Seran iguales. Mientras la mayorfa de estos

!Para tiempos menores a t = 16s el avance del frente es lineal en una buena aproximacién, ver

figura [4-8| y referencia [33]
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datos de velocidad sean iguales, es de esperar entonces que no cambie sustancialmente
las regiones de maxima divergencia exponencial ni sus valores.

Las LCS, dadas por las crestas de los campos de FTLE, mantienen su proporcién a
medida que cambia t; pero pueden ubicarse en posiciones ligeramente distintas. Si
se observa un video (ver video en fisicanolineal.fisica.edu.uy/?page_id=254)
formado por imagenes de los campos FTLE, con el mismo 7 y distintos ¢y, con un
cambio pequeno de ty entre cuadro y cuadro, se veria escencialmente las mismas
crestas del campo FTLE que se mueven en el dominio pero no aparece generacion de
estructuras nuevas. Para cuantificar este efecto, se calcul6 la densidad de regiones cuyo
valor absoluto de FTLE permanece por encima de una cierta cota C' para distintos
tiempos iniciales t5. Vemos en la figura m que para una cota C' = 0,01 méax ’Ati(M!
la funcién permanece constante para distintos t; en una muy buena aproximacién,
con un valor medio (D) = 0,7611 y desviacién estdndar op = 0,0245. Dado que para
este 7 las crestas de FTLE se encuentran aproximadamente para valores superiores

a ' = 0,2max ‘Ai , en la figura |5-12(a)| se ve la funcién D para esa misma cota

to,T

con un valor medio (D) = 0,0528 y desviacién estdndar op = 0,0080. Podemos
concluir entonces que las LCS seran caracteristicas del tiempo de adveccién 7 y que
un cambio en las condiciones iniciales no generara nuevas LCS si no que evidencian

el “movimiento” de las mismas.
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7=0,25 y tyg = 16,0s.
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Figura 5-12: Densidad de regiones Affm > (' para distintos valores de C' 'y 7. En (a
C = 0,01 * max(|AL])s~t y 7 = 02s, (D) = 0.7611 y 0p=0.0245. En (b) C = 0,2 x
mazx(|AE]) s7'y 7 =02s, (D) =0.0528 y op= 0.0080.

5.1.2. Deteccidon de frentes

En un microburst, luego que la rafaga descendente impacta en el suelo, se forma un
resalto el cual se expande sobre la superficie, como ya se disutié en la seccién [5.1.1} Si
denominamos frente a la frontera de este resalto, la deteccion del frente es primordial
para entender el desarrollo del microburst y las consecuencias que puede implicar
[277, [30], BT}, B3]. En la mayoria de los casos reportados en la literatura y especialmente
en los experimentos realizados en [33], sobre los que se basa este trabajo, el frente
consta de un anillo de vértices bien definido que van aumentando su radio. Las figuras
mostradas en esta tesis, por ejemplo [4-7] son un corte sobre el plano vertical que pasa
por uno de los diametros del anillo de vortices y el centro del vértice se corresponde
con los maximos de vorticidad. El avance de estos maximos a medida que transcurre
el tiempo da una buena idea del avance del frente, pero no son el frente. El frente
es el limite en la expansén del microburst y se encuentra a una distancia a priori
desconocida del méaximo de vorticidad. Es por eso que con este tipo de figuras no se
puede obtener una buena determinacion del mismo.

Si observamos el comportamiento de las particulas de fluido en un intervalo de tiempo,
sobre el frente tendremos una trayectoria que tiende a cerrarse bordeando la zona del

maximo de vorticidad. El movimiento sobre el frente es tal que ascienden las particulas
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de las capas mas bajas y se mueven concentricamente en el mismo sentido que marca el
campo de velocidad en el pico de vorticidad, determinando asi la frontera del vortice.
Sobre esta frontera o frente, el estiramiento o stretching que sufren las parcelas de
fluido sera muy alto. Las particulas inicialmente fuera de los limites del microburst no
se veran afectadas por este stretching y cuando mucho puden tender hacia el frente
como si fuera un ciclo limite (ver [I3]) pero no atraviesan el frente hacia la region del
vortice. A su vez las particulas que inicialmente se encontraban dentro de los limites
del resalto, no cruzaran el frente hacia el exterior. Esto da la pauta que el frente se
comportara como una LCS ya que consta de una region de maximo stretching local.
Maés aun, este frente seria una LCS repelora. En la ﬁgura se muestra el campo
AL

to.r con tp = 6,0s y 7 = 0,8s. En la misma se puede ver claramente una LCS, que se

localiza en la cresta de dicho campo, y que se corresponde con el frente. Queda claro
que la posicién del frente a partir de los FTLE no sera la instantanea. Necesitamos de
un intervalo de tiempo en el que ocurre la adveccion como fue descrita en el parrafo
anterior, de ese modo los FTLE recogen indirectamente la localizacion del frente al
tratarse de una regién de méxima deformacién. De todos modos, aunque la posicién
del frente no sea la instantdnea, este método permite la localizacion del mismo con
una claridad que no brindan los campos de velocidad y vorticidad como los de la
figura .

Las dos figuras en dan informacion complementaria: la ubicaciéon del maximo
de vorticidad y la del frente, delimitando una regién que contiene al maximo de
vorticidad y que se corresponde también con un atractor. Lo tltimo confirma que las
particulas inicialmente dentro de los limites del microburst, permanecen en esta zona
(existencia de atractor) y entonces no habra mezcla (durante ese 7) entre zonas a
cada lado de la LCS. También se puede seguir el desplazamiento del frente si se toma

un 7 pequeno y se va cambiando el tiempo inicial ¢y, como se aprecia en
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informacién complementaria para la ubicacion del frente.
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apreciar el vance del frente.

La localizacién del frente de microburst también se puede aplicar en la fase de un
microburst en la que aparecen multiples vortices. En la figura [5-15| se aprecia cada

uno de los vértices (5-15(b)) en una zona atractores y encerrada por una zona de

repelores ((5-15(a))).

81



0.16 014 012 01 008 0.06 0.04
x(m)
(a)

y(m)

0.04

0.02/

016 0.14 012 01 008 006 0.04 002 0
x(m)

(b)

Figura 5-15: (a) campo Aifm con tg = 14,0s y 7 = 2,0s. (b) Campos de velocidad y

vorticidad superpuestos para t = 14,0s

Por 1ltimo veamos la adveccion de particulas en algunas zonas. En la figura [5-16
se recuadra una zona del microburst donde se realiza un zoom. En este, figura
se muestra la posicién inicial de las particulas (ordenadas equiespaciadas dentro de
cada rectdngulos de color) y la posicién final de las mismas (en el mismo color de la
posicién inicial).

En todas las zonas seleccionadas se puede apreciar el hecho que no hay mezcla de
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materia inicialmente a cada lado del frente. En las zonas interiores y maés altas,
podemos observar la convergencia hacia el atractor. Finalmente paralelo al frente,

sin importar de que lado se esté inicialmente, la adveccién corre en la direccion del

frente, justificando entonces que se trata de una LCS.
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Figura 5-16: Adveccién de particulas en torno a LCS para el campo A;EW con tg = 6,0s y
7=0,8s

Para finlizar la discusion de los resultados del microburst, es de destacar que con
este método se puede localizar satisfactoriamente el frente y delimitar las zonas de

mezcla. Ademads recordemos que no es posible obtener esta informacion directamente
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de los campos de DPIV.

5.2. Fuente en un medio estratificado

En esta seccion se veran los resultados obtenidos para la fuente en la atmdsfera
estratificada. En primer lugar se comentan las propiedades de los FTLE y las LCS en
funcién de los parametros ty y 7. Luego, se usan los campos de FTLE hallados junto
con las trayectorias de las particulas para caracterizar LCS que son responsables de

controlar el movimiento del fluido principalmente en la intrusion.

5.2.1. Propiedades de FTLE y LCS

A continuacién mostraremos las propiedades de las FTLE y LCS que claramente
se han podido comprobar en este experimento. Dado que la discusion seria la misma
que la llevada a cabo en la seccién [5.1.1 se comentaran los resultados remitiendo la

discusiéon a dicha seccion.

5.2.1.1. Dependencia de LCS en el tiempo de adveccién

Al igual que en los resultados presentados para el microburst, analizaremos prime-
ro que sucede con los campos de FTLE si se mantiene t, fijo y 7 variable. En la figura
se muestra Afw para 7 = 1,75s en m, T = 12,55 en m, T = 49,755
en y tg = 112,55 en todos los casos. Para tiempos de adveccion pequenos,
se pueden ver los extremos locales del campo FTLE mas bien difusos, localizados en
zonas pequenas, y con valores altos (en valor absoluto).

A medida que aumenta 7, los extremos locales se vuelven més conexos, ya no loca-
lizados en pequenas regiones si no que cubren una porciéon mayor del dominio y los
valores de FTLE disminuyen en valor absoluto. Este comportamiento comprobado en

esta experiencia, fue discutido en la seccion y es caracteristico de los FTLE.
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Figura 5-17: Campo Azfm = A;B,T — Ay, con tg = 112,55 en los 3 casos y 7 = 1,755 en

(a), 7 =12,5s en (b) y 7 = 49,755 en (c).

En la figura [5-18| se muestra la funciéon de densidad de probabilidad para el campo
AZN . La distribucion de valores de FTLE se concentra sobre los valores mas pequenos
de FTLE a medida que aumenta 7 al punto que el pico se hace muy agudo para 7

grande. La funcion de distribucién de probabilidad facilita la eleccion de tiempo de
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adveccion 7 adecuado para observar las estructuras. Es decir 7 no puede ser tan
pequeno que se aproxime al comportamiento instantaneo en el que hay estructuras
difusas y de poca extension espacial ni tan grande de manera que el campo por

completo tienda al valor asintotico M.
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Figura 5-18: Funcion de distribucién de probabilidad para el campo A;;J con tg = 112,55
y distintos valores de 7

En esta experiencia también se comprobd que los campos de FTLE tienden al
campo de Okubo-Weiss cuando 7 — 0. Una vez mads, las regiones hiperbdlicas ins-
tantaneas van perdiendo hiperbolicidad a medida que aumenta 7 y permanecen las
regiones hiperbdlicas coherentes. En la figura [5-19| se compara el campo de Okubo-
Weiss Q(t = 112, 5s) con los de Atjfw para to = 112,55 y distintos valores de 7 com-
probando la similitud en las regiones entre () y Aiﬁ con 7 = 0,25s. En la figura
se ve que a medida que 7 decrece, la densidad de regiones hiperbdlicas se aproxima

hacia el valor de densidad instantaneo dado por Q).
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AtiO,T para distintos valores de 7.

5.2.1.2. Dependencia de LCS en la condicién inicial

Veamos ahora los resultados cuando 7 es fijo y to variable. En [5-21] se ven los
campos de FTLE Atim con 7 = fijoy tg = 117,55 en m to = 125s en m
y to = 140s en Se puede apreciar que no cambia la amplitud del valor de
FTLE ni la generacién de nuevas estructuras. A diferencia de la etapa del microburst
en la que aumentaba rapidamente la expansion del frente, aqui los procesos se dan
mas lentos y ademads estamos observando un intervalo de tiempo en el que la intrusién
ya se formd y no hay una expansion. Eso explica que no haya generacion de nuevas
estructuras y escencialmente al variar ¢y con un tiempo de adveccién 7 fijo, dard el
movimiento de las estructuras. Una manera de verlo es la desviacién de estos campos

respecto al campo promediado en todas las condiciones iniciales t; como se muestra

en la figura [5-22
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(a), to = 125,0s en (b) y to = 140,0s en (c)
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Figura 5-22: Campo A?;’T promediado en todos los tiempos iniciales para el tiempo de
adveccion 7.

Una forma alternativa de analizar la conservacion de las estructuras para un 7
fijo, es verificar la densidad de regiones hiperbdlicas con valores de FTLE mayores

a C' = 0,01méx|A ;| (en [p-23(a)| [5-23(b)) y mayores a C' = 0,6 méx|Aj; ;| (en

to,T

[5-23(c)lf5-23(d)|) para dos tiempos de adveccién: 7 = 50s y 7 = 75s.
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Figura 5-23: Densidad de regiones Af([m > C para distintos valores de C'y 7. En (a) C' =

0,01xmax(|AL|)s~y 7 = 50s, (D) = 0.8234 y 0 p=0.0077. En (b) C' = 0,01xmax(|AL|)s~ 'y
7 = 755, (D) =0.8206 y o p= 0.0130. En (c) C = 0,6xmax(|AL])s~! y 7 = 50s, (D) =0.0206,
op=0.0044 y en (d) C = 0,6 * maz(|AL|)s™' y 7 = 75s, (D) =0.0226 y 0p=0.0027.

5.2.2. Adveccién de particulas y organizacién del fluido

La aplicacién de los FTLE a este experimento ha resultado una valiosa herramien-
ta en la comprension de la intrusién del fluido en la atmosfera. Esto queda claro al
observar la adveccién de particulas de fluido desde ciertos lugares que son clave ya
que, por ejemplo, en la figura se ve el campo Atiw para to = 112,bs y 7 = 50s y
las posiciones iniciales y finales en ese intervalo de tiempo para particulas en ciertas
regiones. A la izquierda podemos observar el dominio completo mientras que a la de-
recha vemos un zoom en una de las regiones seleccionadas. Lo primero que notaremos
en la figura [5-24] es la constatacion de ciertas propiedades de las LCS. Los recuadros
representan la posicion inicial de particulas, como una grilla equiespaciada con un

nimero de particulas en su interior. La posicion final de las particulas esta indicada
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por circulos que representan cada particula individualmente en el mismo color del
recuadro de la posicién inicial. Se prefirié no incluir las particulas individualmente
en la posicion inicial ni sus trayectorias para facilitar la visualizacién. En la figura
ampliada, se ve un grupo de particulas inicialmente sobre la cresta (fucsia), y a cada
lado de la misma (verde y celeste). Aqui se observa que aquellas particulas inicial-
mente sobre las LCS se mueven parelelo a las mismas y particulas inicialmente a cada
lado de las mismas no cruzan la LCS. Esta es una caracteristica de las LCS, tal como
se remarco en la seccion |3.2] Por lo tanto se puede afirmar que, para ese intervalo de
tiempo, dichas LCS actian como una barrera material.
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A 3 -ﬁr Field (5 ') A A" Field [5.1]
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Figura 5-24: Adveccién de particulas en torno a LCS para el campo A, -

y 7 = 50s

con tg = 112,55

Ahora veremos algunas caracteristicas del fluido en la intrusiéon que si bien se
mostraran para un unico conjunto de valores de ty y 7, permanecen para todos los ¢
y T una vez que se empezo6 a formar la intrusion. Se encuentran ciertas LCS que son
responzables de organizar el fluido. En la ﬁgura se observa un atractor (en azul)
que se encuentra a la altura maxima que llega la fuente. El chorro ascendente, debido
a su densidad se comporta como una fuente y al irse mezclando y adquieriendo mayor

temperatura, encontrara una altura en la que se estabiliza y comienza a expandirse
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horizontalmente. No obstante en el centro del chorro es donde tiene mayor momento
lineal y por eso es en el centro donde llegara a una altura mayor que en las zonas
radialmente mas alejadas del mismo. En la zona de altura maxima se encuentra una
LCS atractora que delimita la fuente con la atmésfera. Estos resultados son coherentes
con los observados a simple vista en la experiencia ya que en esa region el fluido del

chorro comienza su descenso y el fluido de la atmésfera en la zona superior desciende.

Un poco por debajo de este atractor se encuentra un repelor (en rojo) en el
que las particulas que inicialmente se encuentran debajo y encima del mismo, son
advectadas hacia abajo y hacia el atractor respectivamente. Estas dos estructuras
aparecen independientemente de t3 y 7 y son dominantes en su region, es decir,

siempre son extremos relativos.
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Figura 5-25: Adveccion de particulas en torno a LCS para el campo Affm con tg = 112,55
y 7 = 50s

Otra regién de interés es la que aparece en la figura [5-26| En verde se ve el pa-
ralelogramo que determina la posicion inicial de las particulas. En la localizacion de

(x,y) = (0,26,0,16)m se centra un repelor desde el que las particulas son transporta-
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das hacia la intrusion.

La tdltima regién que veremos es la que se muestra en la figura sobre la figura
ampliada se ven varias zonas desde donde se vio la adveccién. En colores blanco y
negro, se ubican la localizacién incial a la derecha y arriba respectivamente de un
repelor. Este repelor es, independientemente de ty y 7, de los mas intensos y se en-
cuentra a la altura que comienza la intrusién y sobre el borde del chorro, es decir a
la altura donde el fluido comienza a desplazarse horizontalmente. El comportamiento
de este repelor es tal que particulas inicialmente a su derecha divergen rapidamente
hacia la intrusién (blanco) y aquellas inicialmente sobre el repelor irdn hacia arriba.
El otro repelor que aparece en la figura se centra (para estas condiciones de to y 7)
aproximadamente en (z,y) = (0,23,0,19)m y de la misma manera que el de la figura

[-25] se encarga de repeler particulas hacia abajo.

oA Flend (s e i
® e AT -a Field (57)

3
0,3 / r\

.‘\ 0.0z

-0

| pre
i} -0.01

0.25 0.3 .36 026 028 03 032 034
x(m)

ey

Figura 5-26: Adveccién de particulas en torno a LCS para el campo Affm con tg = 112,5s
y 7 =50s

Por 1ltimo, las variedades repeloras horizontales més bien estrechas y largas que

aparecen en la figura determinan la zona por donde se produce con mayor inten-
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sidad la intrusién. Si vemos la adveccion en esta zona, observamos que corre paralelo
al repelor lo cual tiene sentido ya que es una cresta del campo FTLE. Las variedades

atractoras por encima y debajo de esta ultima establece los limites en altura de la

intrusion.

+ - =
' * 07 Fleld (s & Pdis)
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Figura 5-27: Adveccién de particulas en torno a LLCS para el campo Affm con tg = 112,55
y 7 =150s
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Figura 5-28: Adveccién de particulas en torno a LCS para el campo AtiO,T con tg = 112,55
y 7 = 50s

El conjunto de las variedades sobre las que nos enfocamos en las figuras anteriores,
sean atractoras o repeloras, podran moverse o cambiar su tamano conforme se varie tg
y T, no obstante siempre se encuentran presente y ademas son dominantes localmente,
es decir son extremos locales. Este conjunto ademas siempre se comporta de la misma
manera respecto a la adveccion de particulas y por eso decimos que esas estructuras
se encargan de organizar el fluido. En la figura [5-29| se representa esquematicamente
la ubicaciéon y comportamiento de estas variedades. De esta forma, los campos de
FTLE son una herramienta que brindan un nuevo entendimiento sobre el proceso que
conduce a la mezcla e intrusion en el experimento que modela el SIS. Estos procesos
que se dan en la intrusion no son observables a partir de cantidades eulerianas como

campo de velocidad (como en la figura |4-14]), vorticidad, etc.
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Figura 5-29: esquema con la organizacion del fluido

En trabajos previos, se estudiaba la fuente a partir de campos de velocidad obte-
nidos por DPIV [36], como también con la técnica Proper Orthogonal Decomposition
(POD) [39]. Con dichas técnicas no es posible describir el fluido dentro de la intru-
sién. La aplicacion de los FTLE sirvié para arrojar luz en este aspecto al localizar,

por primera vez, las estructuras que organizan el fluido.
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Capitulo 6

Analisis de datos oceanograficos:

resultados preliminares

En este dltimo capitulo se mostrara la aplicaciéon de los campos de FTLE para
buscar LCS en una serie de datos ocenograficos. Los datos cubren la region del océano
atlantico entre los 290.75° y 359.75° de longitud este y entre -60.25° y -10.25° de la-
titud sur. La grilla espacial es de 0.5 x 0.5° y se trabajaron con datos promediados
cada un mes y durante 30 anos desde 1978 a 2008. Estos datos utilizados provienen
de la base de datos Simple Ocean Data Assimilation (SODA) y en el caso del cam-
po de velocidades se tienen datos para 40 niveles de profundidad, en los resultados

aqui mostrados se utiliza solo los datos de la capa superficial.
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Figura 6-1: Campo de velocidades correspondiente al mes de junio de 1993. En blanco
se aprecia el continente y la region de las Islas Malvinas. Los datos originales poseen 40
capas correspondientes a los niveles de profundidad, en este y en todos los casos tomados
se utilizé solamente la capa superficial

En la figura se muestra el campo de velocidades para el mes de Junio de
1993. A partir de estos campos de velocidad, se calcularon las trayectorias de las
particulas integrando los datos mediante un esquema Runge-Kutta de cuarto orden e
interpolacion ctibica en el espacio. La region que abarca estos datos incluye la zona de
confluencia Brasil-Malvinas que adquiere su nombre debido a la convergencia entre
las corrientes de Brasil, que es una corriente calida cercana a la costa del continente,
y la corriente de Malvinas, la cual es una corriente fria ya que se identifica como una
rama de la corriente circumpolar antartica. La corriente de Brasil tiene en promedio
22°C' mientras que la corriente de Malvinas posee una temperatura promedio en el
entorno de 6°C. Las diferencias de temperatura hacen que en la zona de confluencia
, que abarca la zona frente a los territorios de Uruguay y Argentina, se produzcan

intensos gradientes de temperatura y por lo tanto de densidad. En esta regién se en-
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cuentran gran cantidad de torbellinos y vortices de alta energia los cuales favoreceran
la mezcla.

Con el objetivo de encontrar las regiones hiperbdlicas del flujo, veremos el tensor de
Okubo-Weiss para ver strain instantaneo y los campos de FTLE para obtener posibles
LCS. Estas seran comparadas con el frente que se obtiene del gradiente de tempera-
tura.

En la figura se observa el gradiente de temperaturas en °C'/grados, en la di-
reccién de la longitud para el mes de Junio de 1993. En la figura se muestra el
tensor de Okubo-Weiss para el mes de Junio de 1993 en meses—!. Se puede ver que
las regiones de alto strain presentan una buena coincidencia con las zonas donde son
extremos los cambios de temperatura. De esta forma podemos decir que en esas re-
giones donde son altos los cambios de temperatura, domina el strain (aunque existan
grandes valores de vorticidad) y por ende la deformacién de las parcelas de fluido lo

cual favorece a la mezcla.
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Figura 6-2: Mapa de colores que representa la direccién paralela a la longitud del gradiente
de temperaturas para el mes de Junio de 1993 en C/grados en (a). Campo de Okubo-Weiss
en meses™ !, para el mes 186 en (b).

Con el objetivo de identificar dichos frentes con los campos de FTLE, se calcularon
campos de FTLE para distintos valores de ty y 7. En la figura[6-3]se muestra el campo
de FTLE Afm para tg = 31 meses, correspondiente al mes de Julio de 1980 y 7 =7
meses. Se calcularon los campos para distintas condiciones de ty y 7, obteniéndose
resultados muy similares en un amplio espectro de valores para ty y 7. Lo que se

puede ver para estos valores de ty y 7, representados en la figura |6-3| es que la zona



de confluencia presenta valores de FTLE mas bien uniformes y cercanos a cero. En
una regién donde domina el strain instantaneo para todo tiempo, debe existir un valor
minimo de 7 en el que la hiperbolicidad permanezca en ese intervalo 7. Se probaron
para distintos tiempos iniciales tq y tiempos de adveccién 7, también se probd en
aumentar la resolucion de trazadores por unidad de grilla, sin embargo los campos

de AF

to,T

no difieren demasiado del que se muestra en la figura y no fue posible

localizar la regién del frente.
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Figura 6-3: Campo A;'(EW en meses !

con tp=31 meses y 7= 7 meses.

Para evitar posibles anomalias al tomar un mes y tiempo de adveccién aleatorio,
se estudiaron los datos promediando cada uno de los meses en todos los anos. Asi se
tienen el promedio de todos los meses de enero, febrero, etc. En la figura|6-4|se muestra
el campo Atjfw para el mes promediado de julio, ya que tanto enero como julio son
los meses que se presenta mayor actividad y 7 =2 meses. En este caso, dicho campo

tampoco mostré las regiones de la confluencia. Si en cambio se muestran los campos

+
to,T

forward, Ay, ; v backward, A, . por separado como en la ﬁgura se pueden apreciar
estructuras que sobresalen en la regién de la confluencia Brasil-Malvinas. Claramente

estos campos por separado presentan LCS en la zona de interés, principalmente frente
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a las costas del continente entre Brasil y Argentina y al este de las islas Malvinas.
El inconveniente surge en que la localizacién y valores de FTLE de las variedades

estables (dadas por A, ;) e inestables dadas por (A ) son précticamente idénticos y

to,T
al calcular el campo Af _ = A _— A, _los valores de FTLE se anulan y desaparecen

to,T to,T ;),T
las estructuras. No tiene sentido que las variedades estables e inestables coincidan,
de todos modos se propondra por qué sucede en los campos hallados. Como fue visto
al comienzo de este capitulo, el problema no radica en la resoluciéon de particulas
por grilla ni las condiciones tg y 7. A medida que se aumenta 7 las particulas son
advectadas por distancias comparables al tamano de la regiéon o incluso escapaban
del dominio. Con valores de 7 mayores o iguales a los 10 meses ya se puede observar
este comportamiento, en tal caso las estructuras del campo FTLE son cada vez mas
difusas y toda la regiéon tiende a volverse uniforme. En el caso limite en que 7 =1 mes,
el valor mas pequeno permitido por nuestros datos, se tienen campos como los de [6-4
y Para este valor de 7 podemos sugerir que se esta por encima del limite en el que
se mantiene la coherencia de las zonas hiperbdlicas. Para ser més especificos, sigue
habiendo hiperbolicidad (queda claro en la ﬁgura, pero es tal que no se diferencian
las variedades estables de las inestables y una misma regién actia como repelor y
como atractor. Lo que hace falta entonces, es observar los procesos en intervalos mas

pequenos de tiempo, en el cual posiblemente se diferencien las cualidades atractoras

y repeloras de una misma regién con valores distintos de FTLE.
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Figura 6-4: Campo A;; ;. en meses~!. En este caso la condicién inicial, tg, es el campo
promediado de todos los meses de julio y 7 =2 meses.
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Figura 6-5: (a) Campo AZB’T y (b) campo A, .. En ambos casos, en meses ™! y la condicién
inicial, tg, es el campo promediado de todos los meses de julio y 7 =2 meses.
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Capitulo 7

Conclusiones y perspectivas

En esta tesis se han mostrado los resultados al aplicar la técnica de exponentes
de Lyapunov a tiempos finitos (FTLE) en diversos flujos no estacionarios. Se desa-
rrollaron los algoritmos para calcular los campos de FTLE y al aplicarlos a los flujos
tratados, revelaron las estructuras responsables de organizar el fluido. A estas estruc-
turas las denominamos Estructuras lagrangianas coherentes (LCS).

La visualizacién de los campos de FTLE permitié obtener facilmente una vasta infor-
macion de los flujos aqui tratados. Por ejemplo, se pudo delimitar regiones entre las
que no se produce mezcla, es decir, encontrar barreras materiales y permitié localizar
zonas de convergencia o divergencia entre particulas de fluido. Esta informacion es
de suma importancia para la comprensién de flujos no estacionarios y cabe destacar
que no es posible obtenerla directamente con la visualizaciéon de campos de velocidad
o trayectorias de particulas.

Se comprobaron propiedades de los FTLE y las LCS. Por ejemplo, se comprobd que
los valores de FTLE se hacen constantes para 7 — oo y el valor de FTLE en este limi-
te es el exponente de Lyapunov tradicional. También se verificd el comportamiento
del flujo en torno a las LCS. Estas se identificaron como separatrices del fluido al no
verse un flujo neto que las atravesase. Mientras tanto en la direccion transversal a las
LCS, las particulas divergen (si son variedades repeloras) o convergen (si son varie-
dades atractoras) y aquellas que incialmente se encuentras sobre la LCS se moveran

paralelas a la misma. Esto determina la deformacién de las parcelas de fluido, por
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lo tanto concluimos que las LCS revelan la estructura geométrica que domina dichos
procesos que ademas, son la base de la adveccién cadtica y mezcla.

También se observo en todas las fuentes de datos utilizadas que a medida que, 7 — 0,
las regiones hiperbdlicas obtenidas de los campos de FTLE tienden a las regiones
donde domina el strain instantaneo segin el criterio de Okubo-Weiss. Las regiones
donde domina el strain instantaneo, son hiperbélicas y se comprobd que la coherencia
de la hiperbolicidad dada por los campos de FTLE a medida que aumenta 7 per-
manece en las regiones que instantaneamente eran hiperbdlicas. De esta manera se
puede concluir que la pérdida gradual de hiperbolicidad en todo el dominio, permite
la visualizacién de las LCS, localizadas donde subsiste la hiperbolicidad.

Por otro lado, si se varia el tiempo inicial ¢; en una fase en la que el flujo ya se
encuentra completamente desarrollado, se puede observar la adveccién de las LCS y
que no se generan nuevas estructuras. Esto nos permite decir la proporcién de re-
giones hiperbdlicas dominantes localmente y por ende de LCS para flujos que ya se

desarrollaron depende del parametro 7.

En particular para el microburst, la aplicaciéon de los métodos aqui desarrolla-
dos permitieron localizar el frente del mismo. De esta forma, los campos de FTLE
complementan la informacién obtenida de los campos de velocidad y vorticidad. Por
ejemplo, en los trabajos previos a esta tesis, los campos de velocidad y vorticidad
permiten seguir la evolucion del vortice pero no del frente.

El seguimiento del mismo se llevo a cabo al variar el tiempo inicial ¢, y manteniendo
un 7 pequeno, por ejemplo 7 = 0,8s. De esta forma nos aseguramos un intervalo de
tiempo entre ty y to + 7 en el cual sobresale la variedad repelora que caracteriza el
frente del microburst. Ademaés, la localizacién del frente delimita la zona del resalto
hidrailico, lo cual separa la regién donde ocurre la mezcla (el resalto) de la regién
donde no hay mezcla.

También permitié estudiar la evolucion del microburst en las etapas de multiples
vortices, localizando el frente y delimitando la frontera entre cada vértice como una

variedad repelora.
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Para la fuente en un medio estratificado, los campos de FTLE muestran un conjunto
de LCS que se encargan de organizar el flujo. Dichas estructuras son responsables de
delimitar la intrusién (representado por variedades estables) y de especificar la zona
donde la velocidad de las particulas es mayor (representado por variedades inesta-
bles).

Estas estructuras pueden variar en extension e intensidad segun los pardametros ¢y y
7. No obstante, se ubican aproximadamente en la misma zona, independientemente
de tg y 7, y son siempre estructuras localmente dominantes del campo de FTLE.
Ademas, por ser LCS, tienen bien definida la direccién y sentido en que se advectan
las particulas inicialmente préximas. Es por eso que resulta sencillo predecir el movi-
miento del fluido en torno a dichas LCS y por lo tanto estas estructuras organizan el
flujo.

Se destaca el hecho que es la primera vez que se logra observar las estructuras que
organizan el flujo. Esto se debe a que las técnicas con las que se habia estudiado

previamente, no permiten obtener este tipo de informacion.

+

Para los datos oceanograficos, los campos A ;

y A;W por separado representaron
de buena manera las estructuras buscadas que se corresponden con los frentes del
gradiente de temperatura en la zona de confluencia Brasil-Malvinas. La mezcla en
esta regién resulta de particular interés y lo que también se observé es que el campo
de Okubo-Weiss ubica las zonas de mayor strain en donde se encuentran los frentes.
No obstante, debido a que los campos A;BJ y A

A:t

to,T

to.» dieron muy similares, el campo
no permtio localizar los frentes satisfactoriamente. En la discusion se propuso
como posible explicacion que los procesos en el que se revelan variedades atractoras y
repeloras de intensidad y localizacion distinta, si es que ocurren, lo hagan en tiempos
de adveccién menores al intervalo de tiempo mas pequeno con el que contamos, el
cual es de 1 mes.

Los resultados de esta tesis implican el haber creado los algoritmos para calcular
FTLE y haber obtenido nuevos aportes en la comprension de los experimentos rea-

lizados. Estos algoritmos son de suma importancia ya que se vuelven una valiosa

herramienta para el estudio de flujos no estacionarios con un gran potencial de apli-

109



cacion en problemas de las mas diversas dreas.

Perspectivas

El estudio de flujos no estacionarios también se puede complementar con otras
herramientas del tipo de los FTLE. Por ejemplo, Exponentes de Lyapunov a tamanos
finitos (FSLE) que también permiten localizar barreras materiales. Otra herramienta
de este tipo son los Mapas lagrangianos sinépticos (LSM) que muestra el tiempo de
permanencia del fluido en una region delimitada y las fronteras por las que ingresa
o sale de dicha region. Para las LSM ya se cuenta con el algoritmo desarrollado y se

espera aplicarlo en conjunto con los FTLE en una serie de datos.

Dada la importancia del frente que se presenta en la zona de la confluencia de
las corrientes de Brasil y Malvinas, se espera poder contar con datos cuya resolucién
temporal sea menor a un mes para profundizar el estudio de las estructuras que se
generan en dicha zona. Por ltimo, las técnicas desarrolladas en esta tesis abren un
vasto campo de aplicaciones fuera del &mbito académico. Por ejemplo puden aplicarse
al estudio de propagacion de contaminantes en cauces de agua y procesos de mezcla

de agua dulce con agua salada en la desembocadura de los rios en el mar.
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Apéndice A

Algoritmos para el calculo de los
exponentes de Lyapunov a tiempos

finitos

En el presente apéndice se describen los pasos fundamentales en el algoritmo para
calcular los campos de FTLE a partir de los datos de campos de velocidad obtenidos

con DPIV.

1.Trayectorias de las particulas
Los datos de DPIV arrojan campos de velocidad como los que se muestran en las
figuras [4-7] o [6-1}] En dichos campos, se representa la velocidad en puntos de
una grilla espacial que no varia con el tiempo. Para obtener la trayectoria de las
particulas se parte de una grilla regular de puntos que representa la posicion inicial
de las mismas, denominada por x (tg) = xo donde t, especifica el instante inicial. En
todos los casos usados en este trabajo, la densidad de particulas fue mayor que la
densidad de puntos en la grilla de campos de velocidad. Para obtener la posicién de

las particulas en un tiempo posterior ¢, se integro la ecuacion

x(t) =v(x,t)

X (to) = Xp
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siguiendo un esquema Runge-Kutta de cuarto orden con interpolacién cibica en el
espacio y el tiempo. De esta manera se obtienen las posiciones iniciales de las particu-
las, Xg, y las posiciones finales de las mismas, x (to + 7), necesarias para el célculo de

los FTLE.

2.Calculo de FTLE
El célculo numérico de los exponentes de Lyapunov a tiempos finitos requiere del
tensor de deformacion:

_ dple™ (x(to)) " deig ™ (x (o))

¢ dx dx

(A.2)

Dicho tensor, definido en el capitulo , se obtiene a partir de las matrices x (to + 7)
y Xp. Si nombramos con 4, j a cada particula y designamos sus posiciones iniciales y
finales como x¢ = (2 (¢,7),%0 (¢,7)) vy x(to + 7) = (2 (¢, 7) ,y (4, j)) respectivamente,

es posible escribir la el tensor de deformacién a partir de

to+T w(i+1,5)—z(i—1,5) x(i,j+1)—x(i,j—1)
de™ (% (to)) _ | zol(i+1.5)—z0(i—1.5)  wo(ij+1)—yol(ii—1) (A.3)
dx ygi+1,j)—y(i—17j) ygz’,ﬂl)—y(iu’—l)

zo(i+1,5)—x0(i—1,5)  yo(i,j+1)—yo(4,5—1)

Una vez obtenido el tensor C, se diagonaliza y de su autovalor maximo, Ays (C),

se obtiene el exponente de Lyapunov segin

AR = ﬁ In /Ay (C) (A.4)
T

3.Filtrado del campo de FTLE
Para visualizar las crestas del campo Aig”, se filtran los valores de FTLE dejando
solamente aquellos por encima de una cierta cota minima A,,;,. Este proceso descarta
estructuras que no sean relevantes, resalta las crestas de mayor valor y que se corres-

ponden con las LCS.
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Otra forma de estimar LCS es a partir de la condicién que involucra el gradiente y la
matriz Hessiana del campo FTLE. Segun este criterio (ver seccién y referencias
[40, 41]), las crestas del campo de FTLE cumplen con dos condiciones: en primer
lugar la curva que representa la cresta es paralela al gradiente del campo de FTLE.
En segundo lugar, dicha curva posee curvatura negativa y alta, lo que significa que
tiene autovalor negativo, €,,;,, de la matriz Hessiana. Estas condiciones resultan en
que el autovector €,,;, sea perpendicular al gradiente del campo de FTLE, de aqui se

obtiene la condicién para localizar las LCS:
€min - VALY =0 (A.5)

Esta forma de calcular las LCS requiere de condiciones de continuidad en los campos
de FTLE que se logra a partir de interpolaciones cuibicas, como las realizadas en este
trabajo, para garantizar la existencia de la derivada segunda.

En el presente trabajo se combinaron ambas condiciones para obtener LCS, no obstan-
te cabe resaltar que para valores adecuados de A,,;,, es suficiente solo con la primera

condicién de filtrado.
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