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1. Introducciéon

En esta monografia se tratara la dinamica de los homeomorfismos expansivos en va-
riedades. Como ejemplos paradigmaticos tenemos los difeomorfismos de Anosov, los di-
feomorfismos pseudo-Anosov en superficies (ver [?]), y los quasi-Anosov, que no son nece-
sariamente de Anosov (ver[?]). El producto de homeomorfismos expansivos es expansivo,
por lo que tomando productos de los anteriormente mencionados, tenemos una buena
fuente de ejemplos.

La clasificacién de Thurston [?] de las clases de isotopia de homeomorfismos en super-
ficies, dice que un homeomorfismo que ni el, ni una potencia preserven una clase no trivial
de isotopia libre de curvas, es isotopico a un pseudo-Anosov. Por su parte, Lewowicz y
Hiraide ([?][?])prueban que cualquier expansivo en superficies es conjugado a un pseudo-
Anosov. Ademas, el pseudo-Anosov es iinico modulo conjugaciones en la clase de isotopia,
y cualquier homeomorfismo de ésta, es semiconjugado al pseudo-Anosov. Lo anterior hace
de un expansivo en una superficie un representante canénico de su clase de isotopia.

Comenzaremos exponiendo la clasificacién de homeomorfismos expansivos en super-
ficies, siguiendo el trabajo de Lewowicz [?]. En este trabajo se prueba la existencia de
estructura de producto local en entornos reducidos de cualquier punto. Esto se logra gra-
cias a la existencia de conexos estables de tamano uniforme en todos los puntos de la
variedad. Las propiedades de los conjuntos estables e inestables locales de semicontinui-
dad, interseccion trivial local, de tener interior vacio, y que estables e inestables formen
7angulos grandes”implican que la inica forma de coexistir en la variedad es con la mayor
regularidad posible (estuctura de producto local). Si la variedad es una superficie alcanza
con saber que tengo un conexo, (basicamente porque desconecta localmente) para lograr
la estructura, pero en dimensiones mayores no es suficiente con la existencia del mismo.
De hecho hay ejemplos en dimension tres, donde no hay estructura de producto local en
toda la variedad [?], siendo la dimensién de los conjuntos estables e inestables uno, en un
abierto denso (el conjunto errante).

Siguiendo con esta heuristica, Vieitez en [?], y [?], asume la existencia de un conjunto
denso de puntos periddicos topoldgicamente hiperbdlicos para un expansivo en una varie-
dad de dimensién tres. Ahora, la existencia de un conjunto denso de puntos con variedades



estables e inestables de tamano uniforme y dimension complementaria, implica la existen-
cia de un abierto denso con estructura de producto local, probando finalmente que dicho
abierto es toda la variedad, que ésta es un toro, y que el expansivo es conjugado a un
Anosov lineal. Luego en [?] Vieitez, asumiendo diferenciabilidad (f € C'*¢) y utlilizando
técnicas de teoria ergddica diferenciable obtiene el mismo resultado, si el conjunto errante
es vacio.

Luego, expondremos una generalizacién de los trabajos de Vieitez (realizada conjun-
tamente con Alfonso Artigue y Rafael Potrie [?]), sin restricciones en la dimensién de la
variedad. En esta, asumiendo la existencia de un conjunto denso de puntos periédicos to-
polégicamente hiperbdlicos, obtenemos un abierto denso con estructura de producto local.
Si ademds hay un punto periédico cuyo conjunto estable (o inestable) tenga codimensién
uno, probaremos que la variedad tiene estructura de producto local uniforme, esta es un
toro (T"), y el expansivo es conjugado a un Anosov lineal.

La heuristica es la misma, pero debimos sustituir argumentos de conexion, por ar-
gumentos homolédgicos para probar que los conjuntos estables e inestables de puntos pe-
riédicos cercanos a uno dado se cortan. Una vez obtenida esta interseccién se obtiene la
estructura de producto local utilizando el teorema de invariancia del dominio. La forma
de descartar las singularidades en el caso de que haya un periédico de codimension uno,
es probando que el conjunto de singularidades es estable, lo que implica que consiste de
una cantidad finita de puntos, hecho que descartamos posteriormente. Finalmente la es-
tructura de producto local obtenida nos da una foliacién de codimensién uno, por hojas
homeomorfas a R™ ! lo que implica que la variedad es un toro, y en este caso con la ayuda
de un teorema de Hiraide tenemos que el expansivo es conjugado a un Anosov lineal.

Si observamos el producto de dos pseudo-Anosov, vemos que un abierto denso con
estructura de producto local es un resultado 6ptimo sin la hipétesis de un periddico de
codimension uno (cabe recalcar que los difeomorfismos pseudo-Anosov, tienen un conjunto
denso de puntos periédicos topologicamente hiperbédlicos, y por tanto también lo tienen
productos de ellos).

1.1. Definiciones y esquema de la monografia

En esta seccién definiremos los conceptos que se usaran en la monografia y enuncia-
remos los resultados principales.

Definicién 1.1. Decimos que un homeomorfismo f: M — M es expansivo si existe a > 0
tal que para todo x,y € M tales que x # y existe n € Z tal que dist(f™(z), f"(y)) > «.

Definicién 1.2. Decimos que p € M tiene estructura de producto local si existe un
mapa h: R* x R"™* — M homeomorfismo sobre su imdgen (p € Im(h)) y e > 0 tales
que para todo (z,y) € R* x R"™* se cumple que h({z} x R" %) = W*(h(z,y)) N Im(h)
y h(R* x {y}) = W2(h(x,y)) N Im(h). Diremos que la estructura de producto local es
uniforme si existe r > 0 de forma tal que para todo x € M se cumple que los puntos de
B.(z) admiten estructura de producto local.



En la seccién 77 se expondré la clasificacién de homeomorfismos expansivos en su-
perfices basandonos en [?], v [?]. Un paso fundamental es encontrar que la expansividad
implica la existencia de producto local en toda la variedad salvo finitos puntos.

La existencia de estas foliaciones ya alcanza como una obstruccion topoldgica para
la existencia de homeomorfismos expansivos en la esfera S?. En los casos de superficies
de género mayor o igual a uno, se utiliza la clasificacién de las clases de isotopia de
homeomorfismos para completar la clasificacién de los homeomorfismos expansivos en
dichas superficies.

Definicién 1.3. Decimos que un puntop € M de periodo | es topolégicamente hiperbdlico
(p € Pery) si f' es localmente conjugado al mapa lineal L: R" x R"™" — R" x R"™" dado
por L(z,y) = (x/2,2y). En este caso decimos que p € Per}, C Pery (diremos que p es
un p.t.h. de indice r).

Como es usual definimos los conjuntos estables e inestables de un punto x € M
como W (x) = {y € M : dist(f*(z), f"(y)) — 0,n — oo} y W¥(x) = {y € M :
dist(f"(x), f"(y)) — 0,n — —oo}. Los conjuntos estables e inestables locales (e-local) se
defininen como W2(z) = {y € M : dist(f"(x), f"(y)) < e,Vn >0} y Wi(z) ={y € M :
dist(f"(z), f"(y)) < €,¥n < 0}. Denotaremos como cc,(X) a la componente conexa de
X C M que contiene a p.

Observaciéon 1.1. Si f : M — M es un homeomorfismo expansivo y z € M entonces,
para todo € > 0 existe § > 0 de forma tal que si S, = cc,(W?*(z) N Bs(z)) entonces
S, C W2(z). Para esto ver [?].

Siguiendo con esta heuristica asumimos de las secciéon 5 en adelante la existencia de
un conjunto denso de puntos periddicos topolégicamente hiperbdlicos, lo que junto con
la observacién previa y la Proposicién 7?7 nos da buenos conjuntos estables e inestables
de tamano uniforme y dimensiéon complementaria en un conjunto denso de puntos. Por el
Teorema ?7 tenemos que Per?, = Per? = () ya que no puede haber puntos estables.

Probamos una propiedad de separacion homoldgica que verifican el conjunto estable
y el inestable local de un punto p € Per};. La demostracién de esta proposicién sigue
las ideas de [?], [?] cambiando la conexién (H®) por médulos de homologia de dérdenes
superiores, y se desarrolla en la secciéon ?7. La propiedad es la siguiente.

Proposicién 1.1. Sea f: M — M un homeomorfismo expansivo. Entonces existe € > 0
tal que para todo x € M, p € Per%, N B.(z) y V C B.(x) homeomorfo a R" que contiene
ap se cumple que H,__1(V '\ S,) = R siendo S, = cc,(V NW?*(p)).

Consideraremos el resultado andlogo para la variedad inestable con identica demos-
tracion.

Observar que el conjunto de puntos con estructura de producto local es abierto. Lla-
maremos singulares a los puntos sin estructura de producto local.



Teorema 1.1. Sea f: M — M un homeomorfismo expansivo tal que Peryg = M. Enton-
ces todo punto de Perpy tiene estructura de producto local. En particular, hay un abierto
denso de puntos con estructura de producto local.

Una vez conseguido esto, en [?] se estudian las singularidades, descartando su existen-
cia. Como fue comentado, en el producto de pseudo-Anosov coexisten puntos periddicos
topoldgicamente hiperbdlicos densos y singularidades. En la seccion 77, se vera que si
Perz_l = Pery, puede descartarse la existencia de singularidades.

Vale la pena observar que un abierto denso con estructura de producto local, no implica
a priori, que el indice de los puntos periddicos topolégicamente hiperbdlicos sea constante
(aunque tenemos la fuerte conviccién de que asi es). En 77 probaremos que si Per}‘fl + )
o Per}; # () el indice es constante.

Teorema 1.2. Sea f : M — M homeomorfismo expansivo que verifica que Pery = M.
Entonces Per?y' = Pery o Per?y' = 0. Andlogamente para Per};.

Corolario 1.1. Sea f : M — M homeomorfismo expansivo de una variedad conexa de
dimension 3 0 4 con Perg(f) = M. Entonces, todos los puntos periddicos topoldgicamente
hiperbolicos tienen el mismo indice.

DEMOSTRACION. En dimensién 3 se cumple que Pery = Perl, U Per?, (ver [?] donde
se prueba que no hay puntos estables) el teorema ?? concluye la prueba. En dimensién
4, se tiene Pery = Per}; U Per? U Perd; y dado que si Perl, U Perd, # () el indice es
constante, (nuevamente por el teorema ?7), tenemos lo que queriamos.
OJ
En la seccion 7?7 estudiamos las singularidades en el caso de codimensién uno, des-
cartando su existencia y concluyendo la existencia de una estructura de producto local
uniforme en toda la variedad.

Definicién 1.4. Sea f : M — M homeomorfismo, decimos que verifica la propiedad de
sombreado si es cierto que para todo o > 0 existe K > 0 de forma tal que si {In}nGZ
cumple que dist(Ty,, f(rn-1)) < a entonces existe x € M de forma tal que dist(f™(z), x,) <
K para todo n € 7.

Teorema 1.3. Sea f : M — M homeomorfismo expansivo, que verifica que Peryg = M
y que Per’st £ 0 o que Perl, # 0 . Entonces, hay estructura de producto local uniforme
en toda la variedad, en particular se cumple la propiedad del sombreado.

En el caso anterior, se sabe del trabajo de Franks, que si la foliacién es diferenciable,
la variedad es homeomorfa a T" = R"/Z". Este también es el caso sin la hip6tesis de
diferenciablidad, para probarlo se requiere adaptar los argumentos que aparecen en [?] y
[?], donde se prueba en dimensién 3 sin la hipdtesis de diferenciabilidad.

Corolario 1.2. Sea f : M™ — M™ homeomorfismo expansivo, que verifica que Pery =
M™. Supongamos que Per’;t # () o que Per}; # 0. Entonces M = T", y f es conjugado
a un difeomorfismo de Anosov Lineal.



DEMOSTRACION. Esto es consecuencia del teorema ?? junto con el resultado de [?]
que asegura que un homeomorfismo expansivo de T" con la propiedad del sombreado es
conjugado a un Anosov lineal.

O

2. Preliminares

2.1. Topologia de puntos

Definicién 2.1. Sea X un espacio topoldgico metrizable y separable. Diremos que () tiene
dimension —1. Decimos que X, tiene dimension < n en un punto x, si éste tiene una
base de entornos abiertos, cuyos bordes tienen dimension < n — 1. Decimos que X tiene
dimension n en p, si tiene dimension < n y es falso que tiene dimension < n — 1. Si X
tiene dimension n en todos sus puntos, decimos que tiene dimension n.

La dimensién topoldgica es claramente un invariante topoldgico. Esta dimensiéon coin-
cide con los conceptos de dimensiéon para variedades.

Teorema 2.1. Un espacio que es union numerable de cerrados de dimension < n, tiene
dimension < n.

Para la prueba de esto ver [?] pg. 30.

Teorema 2.2. Una condicion necesaria y suficiente para que un subconjunto de una
variedad de dimension n, tenga dimension n, es que contenga un abierto de la misma

Teorema 2.3. Una variedad de dimension n no se puede desconectar quitando un sub-
conjunto de dimension topologica de dimension < n — 2.

Las pruebas de estos resultados se pueden encontrar también en [?] pg. 44,48 respec-
tivamente.

Un teorema fundamental para encontrar estructura de producto local es el siguiente,
el que llamaremos Teorema de Invariancia del Dominio:

Teorema 2.4. Si f: U C R" — R" es continua e inyectiva, entonces es abierta

Para una prueba de esto ver [?].
Finalmente, para clasificar los homeomorfismos de superficies, utilizaremos el siguiente
teorema de topologia del plano.

Teorema 2.5. 5i A y B son subconjuntos compactos conexos del plano. Entonces AU B
separa el plano si y solo si AN B es disconezo.

La prueba de este teorema se puede encontrar en [?] pg, 506.



2.2. Preliminares de topologia algebraica

Sea R* el conjunto de las sucesiénes de reales con sporte compacto, y F; € R™ tal
que E;(i) =1, E;(n) = 0sin # i. Sea A, la envolvente convexa de { Fy, ...F, }, el simplice
n-dimensional. Dados py, ..., p,, puntos de R™ notamos (py, ..., p,) al tnico mapa lineal
afin que lleva E; en p;.

Dado un espacio topoldgico X. Notamos por S,(X) al R-médulo libre, generado por los
mapas o: A, — X. Definimos ahora los mapas borde 9,: S;(X) — S,;—1(X), definiendolo
sobre los stmplices como 8,(c) = S=0(—1)'o 0 (Ey, ..., E;_1, Eis1, ..., E,). Definimos 8y =
0

Se cumple que 9, o J,41 = 0. Entonces podemos definir el g-ésimo médulo de homo-
logia de X, H,(X) como kerd,/Im0d,4;. Si cambiamos Jy por un mapa ¢: Sp(X) — R
que a »_ V;0, lo manda a ) _ v, tenemos lo que llamaremos homologia reducida. A los
elementos de kerd, los llamaremos g-ciclos y a los de Imd,41 g-bordes.

Definicién 2.2. Un complejo de cadenas es una sucesion de modulos Cy, y una sucesion
de homomorfismos 0,: Cy — Cy_1, que cumplen 0;_1 00, =0

Dada una cadena C', se pueden definir los ¢-ésimos maédulos de homologia como
H,(C) = kerd,/Im0,,.

Definicién 2.3. Dados (C,,9,), (C;,0)) dos complejos de cadenas. Decimos que una

3 . ! . / —
sucesion de homomorfismos f,: Cy — Cy es un mapa de cadenas si se cumple que 9,0 f, =

fq—l o aq-

Es claro de la definicion de mapa de cadenas, que estos llevan ciclos en ciclos y bor-
des en bordes, por lo que cada mapa de cadenas, define homomorfismos a nivel de los
modulos de homologia. Observar que si tenemos f: X — Y, esto define un homomor-
fismo S,(f): S,(X) — S,(y) como S,(f)(0) = foo. Es facil ver que la sucesién de
homomorfismos S,(f) es un mapa de cadenas entra las cadenas S,(X) y 5,(Y).

Dado A C X, consideremos S,;(A) C S,(X) las g-cadenas que se mapean sobre A.
Podemos considerar el médulo cociente S,(X)/S,(A) v los mapas 9,: Sy(X)/S,(A) —
Sq-1(X)/S,-1(A) que cumplen 9,([c]) = [Oc|. Claramente J, | 0 J, = 0 lo que permite
definir la homologia para el complejo de cadenas de los mdédulos cocientes, y los homo-
morfismos .

Notamos H,(X, A) = kerd,/Imd,,, al g-6simo médulo de homologia de X médulo A.
Es facil ver que las proyecciénes candnicas m,: S,(X) — S,(X)/S,(A) son un mapa de
cadenas, entre las cadenas en consideracion.

Podemos definir un mapa 0: H,(X, A) — H, 1(A) como 9([c]) = [0c]. Es una buena
definicion ya que no depende del representante.

Definicién 2.4. Sea X un espacio topologico. El modulo de cocadenas singulares en X
es Homp(S,(X), R). Lo notaremos S(X)



Definicién 2.5. Definimos los mapas de coborde §7: S9(X) — ST X) como §(c) =
co 0q+1.

Y ahora definamos el g-ésimo moédulo de cohomologia de X, que notaremos H?(X)
como kerd?/Imd?~! (cociclos/cobordes).

Si f: X — Y, entonces podemos definir SU(f): SU(Y) — S9(X) como SU(f)(c) =
co S,(f). Claramente 0% o SU(f) = S (f) 0 7™ por lo que f define homomorfismos a
nivel de cohomologia H?(f): HI(Y) — HI(X).

Supongamos ahora A C X, definimos S X, A) = Hompg(5,(X)/S,(A), R). Defina-
mos ahora un nuevo coborde §,: S?(X, A) — S?(X, A) como §,(c) = co 9, donde
g1 Syr1(X)/Sg1(A) — S,(X)/S,(A) es el borde definido durante la definicién de
homologia relativa. Nuevamente, se verifica m o 5_q = 0 por lo que podemos definir
HY(X, A) = kerd,/Imd, ;.

Un conjunto dirigido, es un un conjunto / junto con una relaciéon de orden parcial
1 < j, de forma de que dados i,j € I, dk e [ tal que i < ky j <k.

Definicién 2.6. Supongamos (M;)e; una familia de R-mddulos indezada en I un con-
Junto dirigido, y que para ¢ < j tenemos homomorfismo ®;;: M; — M; que verifica
Dpio®;; = Py parat < j < k, y®,; = Id. Llamamos a esto un sistema dirigido de
modulos.

Definicién 2.7. Un limite directo para un sistema dirigido de mddulos (M;)icr, €s un
modulo M junto con una familia de homomorfismos ®;: M; — M indexada en I, que
cumple la propiedad ®;jo0®;;, = ®,;. Y que ademds verifica la siguiente siguiente propiedad
universal. Para cualquier R-modulo N, y familia V; de homomorfismos V;: M; — N que
cumpla V0 ®;; =V, sii < j. Existe un unico homomorfismo ¥: M — N que cumple
VU, =W o ®,; para todo 1.

Se prueba que dado cualquier sistema dirigido de médulos (M;);e;, existe un limite
directo, y de la propiedad universal se deduce facilmente que el limite es tinico, por lo
que podemos hablar de el limite directo de un sistema dirigido de moédulos. Lo notaremos
lim_M;. Un ejemplo de esto es el conjunto de todos los submddulos ordenados por la
inclusion, donde los morfismos sean las inclusiones, en este caso el limite directo es el
moédulo original.

Definicién 2.8. La cohomologia singular de soporte compacto sobre X, HY(X), la de-
finimos como HI(X) = lim_HY(X,X — K) donde el conjunto dirigido es el conjunto
de subconjuntos compactos K con la inclusion, y los morfismos son los inducidos por la
inclusion.

Claramente si X es compacto, las definiciones coinciden.
A continuacién enunciamos una aplicacién del teorema de dualidad de Alexander que
se puede encontrar en [?]pg.301.



Teorema 2.6. Si A C R" es una subvariedad cerrada de dimensidn k, entonces Hy,_,_1(R"/A)
es isomorfo a H¥(A)

Finalmente enunciamos el siguiente teorema que puede encontrarse en [?] pg.245,
teorema 3.35.

Teorema 2.7. Si M es orientable, entonces H*(M) = H,, (M)

3. Clasificacion de Homeomorfismos expansivos en
superficies

En toda esta seccién M es una superfice cerrada orientable sin borde, v f: M — M
un homeomorfismo expansivo con constante de expansividad a. Esta seccién esta basada

en [?], vy [?].

Definicién 3.1. x € M se dice estable para f, si Ve > 0, 36 > 0 tal que si d(z,y) <
entonces d(f"(x), f"(y)) <e VYn >0

Observacion 3.1. Six es estable para f, entonces IV entorno de x, tal que diam(V') — 0
sin — 00. Sino existiria v > 0 y n, — oo de forma que diam(f™ (V) > v, y podria tomar
yr € Bs(x) de forma que d(f™(x), f™(yx)) > v. Tomando puntos limites de wy, = f™(x)
y 2z = f™(yr) que llamaremos T e § tenemos que, para todo n € Z, d(f™(z), f"(9))=
limg oo d(f™(wy), f™(2x)) que es menor que € a partir de algin k, violando la ezpansividad.

Teorema 3.1. f no tiene puntos estables.

DEMOSTRACION. Sea z € M un punto estable, ¢ < o y ¢ el valor asociado a € por la
estabilidad. Para probar este teorema se hace uso del siguiente lema técnico.

Lema 3.1. Sea x € M un punto estable, 3o > 0y N > 0 tales queVn > N, f¥(B,(f"(z))) C
Bs(f~"*t™(x)) con v € [0,n].

DEMOSTRACION. Sino fuese asf, existirfan ny — ooy o, — 0 tales que f**(B,, (f~"(v))) €
Bs(f~™ ¥k (x)) para algin v € [0,ny]. Es decir, para algin punto en B, (f~"(z)), su
imdgen segin f“* dista de f~™*(x) mds que 0. Uniendo este punto con f~"™(x) por
un arco contenido en B, (f~"*(z)), es posible encontrar un punto y,,, y algin v;. de
forma que d(f~™" "k (x), Yk (yn,) = 0 v d(f 7™ (2), f¥ (yn,) < 8, para v € [0,n4]. Por la
estabilidad del punto @, f“(y,,) v f~™*"(z) estdn a menos de ¢ para el futuro, y como
on, tiende a cero, v}, — co. Por lo tanto tomando subsucesiones de f“(y,, ) y f~™ " (z)
encontramos puntos distintos que estan a menos de la constante de expansividad para el

futuro y el pasado.
O



Continuemos con la demostracion del Teorema. Observemos que el lema anterior nos
da estabilidad en el a(x). En efecto, sea ¢ > 0, y § > 0 asociado a € por la estabilidad de
x, ahora sea ¢ > 0 dado por el lema anterior para el 0. Si z € a(z), con f~™(z) — zy
w € B,(z), tenemos que, para todon > 0 d(f"(z), f"(w)) = limg_ood(f ™" (x), f"(w)),
que es menor que ¢ a partir de algun k. Luego, debido a la compacidad de a(z) y a la
observacién 7?7, podemos cubrir a(z) con finitos abiertos cuyos didmetros tienden a cero
al iterarlos al futuro. Esto implica que a(z) consiste de una cantidad finita de puntos, en
particular tenemos que () es una érbita periddica atractora. Dado que por la observacion
7?7, la estabilidad es una propiedad abierta, los puntos cercanos a x deberian ser periddicos
de f, lo que es absurdo por ser la érbita de x peridédica atractora.

O

La no existencia de puntos estables esta fuértemente basada en la arcoconexién local
del espacio, hay ejemplos de expansivos con puntos estables. Un ejemplo de esto es la
restriccién del shift en 2Z al conjunto C' = {H{an}:a; =021 =0, = a; = 0Vi < j}

En esta seccién notaremos S () (U-(x)) a cc,(W2(x)) (ce,(W2(x))). Y fijada una bola
B, (z), si y € B,(z) llamaremos Cy(z,0,0)(Dy(z,0,0)) a cc;(Ss(x) N By ())(cce (Us(z) N
B,(z))). Cuando estén implicitos los pardmetros x,0 y 0, se omitirdn.

Teorema 3.2. Para cada € > 0, diam(S:(x)) y diam(U.(x)) estd acotado por encima de
0.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior, sabemos que dado 0 < ¢ < ay & € M, existen
nk — 00, 0, — 0y v € [0,ny] de forma que f(By, (f~"(x))) € B:(f™*"*(z)), ya que
de otra forma obtendriamos puntos estables en el a(x). Esto permite encontrar puntos
yr € B,, (f~™(x)), arcos v, C By, (f~™(z)) uniendo f~™(x) con yx, y v, € [0,ng] de
forma que () C Ba(f~"*"(2)) para todo n € [0,m] v d(f% (ye), /"4 () = e.
Observar que si ny — v}, no estuviese acotado superiormente en k y en z, tomando puntos
limites encontrariamos pares de puntos que se mantienen a menos de € < « para todo
tiempo violando la expansividad. Llamemos dj, a f () cuyo didmetro estd acotado por
encima de cero, debido a la continuidad uniforme de los iterados de f y a la acotacién
de ny, — v,. Consideremos ahora S = [y Urey dk, este conjunto es conexo por ser in-
terseccién decreciente de compactos conexos, y su didmetro esta acotado por encima de
cero por estarlo el de los arcos f™ (7). Para finalizar probemos que S C S.(x), en efecto
tomemos y € S, por la construccién, existe wp — y con wy € dg, ahora, dado n > 0
d(f"(y), f™(x))=limg_ood(f " (wy), f7"(x)) que a partir de un momento es menor que
eyaquen, — ooy f"(dy) C Bo(f"(x)) para n € [0, ng.
O

Nuevamente, la existencia de conexos estables estd basado en la arcoconexién local
del espacio, el conjunto no errante de un difeomorfismo de Denjoy es expansivo y si € es
suficientemente pequeno, se cumple que W2(z) = {z}.

Se utilizaran dos lemas que pasaremos a enunciar, pero que no llevaran demostracion
ya que, mas adelante apareceran versiones muy similares de éstos, que demostraremos.



Lema 3.2. Fijados x,0 y ¢, las funciones que mandan y — Ss(x) y z — C,(x,0,0) son
superiormente semicontinuas (Lo mismo ocurre con Us(y) y D,(z,0,9)).

Lema 3.3. . Dadose >0yp>0,3u>0yoc >0 de forma que si d(x,z") < o,y € S.(x),
z e U(2"), dlz,y) > p, d(a',z) > p entonces d(y,z) > p.

Un teorema clasico de topologia general dice que un compacto conexo, localmente
conexo es arcoconexo. Sabemos que que para todo x tanto S.(x) como U (x) son compactos
y conexos, el proximo teorema es justamente lo que falta para probar la arcoconexion de
estos conjuntos.

Teorema 3.3. Ss5(x) (Us(z)) es localmente conezo.

DEMOSTRACION.
Consideremos ¢ < «/2,0¢ > 0 de forma que si o < 0¢, y y € B,(x) exista un conjunto
conexo uniendo y con 0B, (z), contenido en By(x) N Wy, (y). Esto lo podemos hacer

gracias al lema ?7?.

Veamos que también podemos escoger oy de forma que para o < oy, si y € Wg(z) N
B (z) entonces y € W ,(x). Si asf no fuese, tendrfamos x — z con zy € W5 () \W; (),
por lo que existirfa ny — oo con d(f™(xy), f*(x))> /2. Tomando puntos limite de
f™(zg) vy f™(x) encontrarfamos un par de puntos que se mantendrian cerca para todo
tiempo.

Siy € Ss(x), lamemos Cy, a la componente conexa que contiene a y de B,(z)N Ss(z).
En virtud del o escogido tenemos que los C, llegan a 0B, (z). Si la tesis no fuera cierta,
existirfan 0 > 0 y puntos y € Ss(x) arbitrariamente cerca de x de forma que C, N C, = 0.

Tomemos y € Ss(z) de forma que C, N C, = 0. Unamos x con y por un segmento de
recta vy, y C, con Cy, por un arco de circunferencia v, contenido en el borde de B, (z). Pero
lo hacemos con el cuidado de que tanto 7;, como 7, tengan solo un punto en comun con
C, y C, (eventualmente ; corta a los conexos en puntos distintos de x e y). Ni C;, ni C,
separan el plano, ya que el didmetro de los conjuntos estables locales tiende a cero y por
tanto también tenderia a cero el didmetro de las componentes acotadas del complemento
de estos, teniendo asi puntos estables, hecho ya descartado.

Usando el teorema ?? vemos que v; U C, U Cy no separa el plano, pero que L =
7 Uy UC, U,y si, por lo que cada componente conexa del complemento de L debe
tener a 7, en su borde. Esto implica que el complemento de L tiene exactamente dos
componentes conexas, una de las cuales es acotada. Tomemos ahora un segmento 73,
incluido en la clausura de la componente acotada, con un extremo en C, otro en Cy y
que solo corte a los conjuntos estables en los extremos. Ademés pidamos que si y € 73
Us(y) no pueda cortar v ni v en virtud del lema ?? ver[?]. Entonces las Us(y) sobre
puntos de ~3 deben cortar el borde de la componente acotada pero en C, o C,.

Ahora, los puntos que cortan C, son un cerrado de 73, y los que cortan C, también,
por lo que para algin y, Us(y) debe cortar a ambos. Observar que lo anterior resulta una
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contradiccién, ya que tanto C, como C, estén incluidos en Wj(z). Esto prueba que Ss(z)
es localmente conexo en .

Veamos ahora que Ss(z) es localmente conexo en todos sus puntos. Sea y € Ss(z) y
z € Ss(x) cerca de y. Por la conexién local de Sys(y) en y, hay un conexo C' contenido
en B,(y) N Sas(y). Luego C' N Ss(x) es conexo, y contiene a x y a z, lo que prueba la
arcoconexion en y (si no fuese conexo, su unién separarfa y habria puntos estables).

O

Dado x en la superficie, y ¢ > 0 como el del lema anterior, Llamemos A al conjunto
de los arcos contenidos en C, que salen de z y llegan al 0B, (z). Diremos que dos arcos
en A son equivalentes si su interseccién no es {z}.

Lema 3.4. Hay una cantidad finita de clases de equivalencia en A.

DEMOSTRACION. Sea o > 0 como en el teorema anterior. Llamemos X a la curva de
Jordan a U b U ¢ con su interior, y D, a la componente conexa que contiene a x de
Us(x) N X. Veamos que existe N un entorno de D, en X que verifica que si y € N
entonces Uso(y) Ne = . Si este entorno no existiese, existirfa una una sucesién de puntos
w, — y con y € D, cumpliendo Uss(w,) Ne # B, y tomando (N, Ur—,, wi tendriamos que
Us(x) N ¢ # (). Consideremos tal N, y asumamos que el borde de la componente conexa
de X \ N que contiene a ¢, que llamaremos V', es conexo. Siy € V, Us/a(y) Nec = 0, pero
como Us/2(y) N 0B, (x) # 0, debe intersectar a o b. Por la variacién semicontinua de los
conjuntos inestables, tenemos que los puntos de V' que no salen por a son un abierto de
V', asi como los que no salen por b, como V' es conexo, esto resulta una contradiccion. En
efectos, estos abiertos son disjuntos dado que tienen que salir por a o por b, por lo que
la unién no puede cubrir V', teniendo entonces un y € V' que sale por a y por b violando
la expansividad. Concluimos entonces que hay una cota para la cantidad de clases no
equivalentes dos a dos.
O
A un conjunto X como el del lema anterior lo llamaremos sector estable, y si cambiamos
los arcos estables por inestables, lo llamaremos sector inestable.

Observacion 3.2. De la prueba del lema anterior, se deduce que si X es un sector estable
y D, separa X, en particular hay un arco en D, uniendo x con 0B, (x). Lo mismo ocurre
para un sector inestable y C,.

Lema 3.5. Cada x € M tal que hay dos clases no equivalentes en A, tiene un entorno
reducido tal que todos sus puntos tienen estructura de producto local.

DEMOSTRACION. Veamos primero que existe un ¢’ > 0 de forma que en A hay un
solo representante por cada clase, al igual que para su analogo inestable B. Si a,a’ € A
son equivalentes, su interseccién consiste de un arco (ya que debe ser conexa por no
desconectar el plano). Si no existiese un arco comun a todos los representantes de a,
existiria una sucesién de puntos x,, — x, con x,, € a, y una sucesion de arcos disjuntos
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d,, uniendo z,, con 0B,(x), donde d,, C Wj(x). Utilizando argumentos andlogos a los del
lema anterior vemos que esto resulta una contradiccion. Repitiendo lo mismo para los
conjuntos inestables, vemos entonces que existe ¢’ > 0 de forma que tanto en a como en
B hay un solo representante por cada clase de equivalencia.

Tomemos ahora X un sector estable delimitado por arcos a,b,c, donde a,b C A, y
¢ C 0B,/(x), de forma que en el interior de X no hay otro elemento de A. Debido a
la construccién de o', si y € X, Ss(y) N 0B,/ (x) C ¢. Nuevamente, debido a la eleccién
de 0’ y X, y por el lema 7?7, tenemos que existen ci, co entornos en ¢ de aNecy bNec
respectivamente, y U entorno de = en X, de forma que si y € U, C, N¢c C {c1 U ea}.
Llamemos D a D, N X. Achicando U podemos suponer que siy € U, D, Nc C {c; Ucea}°.
Debido a la observacién anterior, sabemos que existe un arco D' € D, N X¢ uniendo =
con 0B, (x). Nuevamente, usando la observacién anterior, y considerando DU D', vemos
que siy € DNU, entonces Cy une c¢; con ¢ dentro de X. En forma andloga, considerando
aUb, vemos que si z € {a Ub} NU, entonces D, N ¢ # (). Si consideramos ahora un
arco S, entorno de z en {a Ub} N U, y un semiarco U entorno de = en D N U. Podemos
definir h: S x U — X, como h(z,y) = D, NC,. D, corta c fuera de {¢; U ¢y}, y C, une
¢1 con ¢y, por le que es facil ver que D, N C, # ), ademas, la interseccién es tunica por la
expansividad, por lo que el mapa esta bien definido.

El mapa es inyectivo, en efecto, supongamos h(zy,w;) = h(z9,w2) = p vy, sin perder
generalidad z; # 2o, tenemos entonces que z; y 2y estan en Us(p) N Ss(x) violando la
expansividad. Veamos ahora que el mapa h es continuo, consideremos sucesiones z, — 2z,
Yn — y con limy,_ooh(2,,y,) = I, por el lema 7?7, tenemos que [ € D, N C,, por lo que
I = h(z,y). Ahora, el Teorema de Invariancia del Dominio (ver Teorema??), no dice que
la imagen del mapa h es un entorno de x en X. Es facil ver que z x U se mapea por
h en conjuntos inestables, y S X y se mapea en conjuntos estables, por lo que tenemos
estructura de producto local en un entorno de x en X. Gracias al lema 7?7, repitiendo este
proceso, en todos los sectores estables (y también en los inestables, de forma de obtener
estructura de producto local en los puntos de C), tenemos estructura de producto local
en un entorno reducido de z.

O

Asumiremos el siguiente lema.

Lema 3.6. Para todo x € M, existe 0 > 0 de forma que la familia A tiene por lo menos
dos arcos no equivalentes.

Estamos ahora en condiciones de probar el siguiente teorema fundamental.

Teorema 3.4. Salvo un conjunto finito e invariante de puntos que llamaremos singu-
laridades, todo x € M tiene estructura de producto local. El conjunto de singularidades
consiste de orbitas periodicas.

DEMOSTRACION. Por los lemas 77, 77, y la compacidad de M tenemos que el conjunto de
singularidades es finito. Como los conjuntos estables e inestables se mapean en si mismo
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por el homeomorfismo, tenemos que el conjunto de singularidades es invariante, y por
ende, dado que es finito, consiste de orbitas periddicas.
OJ
Comenzemos ahora a estudiar los homeomorfismos expansivos segiin la topologia de
la superficie M.

3.1. El caso de la esfera S?

Un rectangulo en M es la imdgen de un homeomorfismo de [0, 1] x [0,1] que lleva
segmentos horizontales en conjuntos estables, y verticales en inestables. Los rectangulos
tendran didmetro menor que « (constante de expansividad), y contendran a lo sumo una
singularidad en uno de sus vértices. Podemos construir una familia finita R; de rectangulos
que cubren a la variedad, tal que si i # j, R; N R; = OR; N OR;, y que esta interseccién
consiste en a lo sumo un arco incluido en uno de los lados de cada rectangulo.

Sea x1 un punto en un lado inestable de un rectangulo al que llamamos R; (puede ser
un vértice), que no estd en el conjunto estable de ninguna singularidad (hay un genérico
de puntos con esta propiedad). En el lado inestable de Ry opuesto al de x; y sobre el arco
estable de R; que pasa por x; tomamos s, como o pertenece la lado inestable de otro
rectangulo, digamos Ry, podemos continuar con este procedimiento. Reindexando, encon-
tramos de esta manera, una coleccion finita de rectangulos y puntos, que denotaremos
R;,x;, i =1,...,n, de forma que

)R, #R;sii#j,i,j=1,..,n—1y R = R,.

ii) Para i = 2,...,n, z; pertenece a un lado inestable de R;_; y de R;.

En particular, z, pertenece al lado inestable de R; por xy, o por xs. En el primer
caso la union de los arcos x1x9,2223,...,2,_12, v €l arco inestable z,x; nos da una curva
de Jordan, asi como en el segundo caso nos la da la concatenacion de los arcos estables
ToX3,...,L,_ 12, V €l arco inestable x,x-.

Sea ahora M homeomorfa a S?, y C' una componente conexa del complemento de una
de las curvas de Jordan definidas previamente.

Para cualquier x € M, hay una secuencia zp, k = 0,1, ...,n, ..., de forma que g = x,
TrTry1 €s un arco estable contenido en algin rectangulo R y xpxr1 Nap 1 consiste en
a lo sumo un punto si k # k’. Es mas, para todo k, xy v xx,1 estdn en lados opuestos de un
mismo rectangulo. La existencia de tal secuencia es una consecuencia de la no existencia
de curvas estables cerradas. Llamaremos prolongacion estable infinita a la unién de los
arcos TpTpi1.

Lema 3.7. C' contiene una prolongacion estable infinita.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que dentro de C' no hay puntos singulares. Llame-
mos u al arco inestable contenido en el borde de C. Si no hubiese prolongaciones estables
infinitas dentro de C, esto nos permitiria definir un mapa h de u en si mismo de la si-
guiente forma. Tomemos un punto z € u y prolonguemos la estable que sale del, hacia
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dentro de C', al no haber prolongaciones estables infinitas dentro de C', esta tiene que
salir de C' cortando a u, este punto de corte serd h(z). El mapa es continuo por no haber
singularidades en C', y tiene un punto fijo por el teorema de Brower, lo cual es un absur-
do. Si dentro de C' hubiese singularidades, y no hubiese prolongaciones estables infinitas,
considero los arcos estables dentro de C' que unen las singularidades pertenecientes a C
con el arco u. Luego, puedo encontrar una curva de Jordan dentro de C', que consta de
un arco ' C u y dos arcos estables a,b que unen una singularidad s € C' con u, y que
dentro de ella no hay singularidades, esto permiten construir un mapa como el h anterior
llegando a la misma contradiccion.

O

Teorema 3.5. S? no admite homeomorfismos expansivos.

DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto E, de todos los compactos delimitados por
curvas de Jordan que consistan en un arco estable y uno inestable, y que no contengan
puntos singulares. Veamos que E # (), dada una singularidad s;, considerando una pro-
longacion estable infinta, encontramos a; € F que no la contiene. Si dentro de a; hay una
singularidad ss, consideremos sus prolongaciones estables, si alguna de estas se mantiene
dentro de a1, encontramos as que no contiene ni a; ni as. Si todas salen de aq, al igual que
en el lema anterior, encontramos una curva de Jordan en a; hecha de dos arcos estables y
uno inestable que no contiene singularidades en su interior, dentro de esta curva hay un
as como el buscado. Dado que el conjunto de singularidades es finito, este procedimiento
se detiene, probando la afirmacion. Definamos el orden parcial < en E, como a < b si
b C a. Por el lema anterior, dado e € E, podemos encontrar ¢ € FE, con e < €. Si
tenemos a; < a;41 1 = 1,... a; € F, ﬂ;’il a; contiene en su interior una prolongacién
estable infinita. En efecto, el conjunto A; = {x € a;; x tiene prolongacién estable infinita
en a;} es un conjunto no vacio por el lema anterior, y compacto por el hecho de que no
hay singularidades en a;. Claramente A;;; C A;, luego (| A; # 0 por ser una sucesién
decreciente de compactos, lo cual prueba la afirmacién anterior. Luego, por el Lema de

Zorn, tenemos que hay un elemento maximal en F lo cual es absurdo por el lema anterior.
O

3.2. El caso del toro T?

Sea f: T? — T? un homeomorfismo expansivo, m: R* — T? la proyeccién sobre T? de
su cubrimiento universal, y F': T? — T? un levantamiento de f (1o F = f o).

Cubramos T? con rectdngulos igual que en la seccién anterior, pero ademds pidamos
que el didmetro de estos sea menor que «/3 (« es la constante de expansividad), y que un
arco estable v que una dos lados inestables de un rectangulo cumpla diam(f"(y))< a para
n > 0. En estas condiciones, y por argumentos ya realizados repetidas veces, tenemos que
AN > 0 tal que cualquier arco 7 como el que se mencion6 cumple que f~V(v) atraviesa al
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menos dos rectangulos. Es facil ver que el levantamiento por 7 de las foliaciones estables
(inestables) de f, nos da las foliaciones estables (inestables) de F.

Lema 3.8. Si vy un arco estable (inestable) de F', entonces diam(F~"(~y))— oo exponen-
cialmente si n — 0o (n— —00).

DEMOSTRACION. Levantemos ahora los descomposicién en rectdngulos de T? a R? por 7.
Ahora, sean vy N como los ya definidos, entonces F'~*V(v) corta al menos 2% rectdngulos
distintos, ya que ninguna prolongacién estable ni inestable puede cortar dos veces el
mismo rectangulo por argumentos similares a los de la seccion anterior. Es claro que
diam(F ="V (v)) estd a menos de 2a/3 del didmetro de la unién de los rectangulos que
intersecta. La cantidad de rectdngulos en B,(x) se puede acotar por Cr™ donde C,m > 0
sin depender de z, ya que la particién por rectangulos es invariante por transformaciones
de cubrimiento, y la cantidad de dominios fundamentales en B,.(z) crece polinomialmente
en r. Luego, si la unién de 2" rectdangulos tiene didmetro d, entonces C'd™ > 2" lo que
implica que d > (2'/™)"/C'/™ por lo que la unién de 2" rectangulos tiene didmetro mayor
o igual que (21/™)"/CY™ como querfamos.
OJ

Franks prueba en [?], que si f: T> — T? es homotépico un difeomorfismo de Anosov
Lineal A, existe una semiconjugacién h (h: T? — T2 continua y sobreyectiva) isotépica
a la identidad que verifica h o f = A o h. Luego, existe H, levantamiento de h a R?,
que cumple H o F' = Ao H , donde A es el levantamiento de A. Por ser h isotdpica a la
identidad, se cumple que 3K > 0 de forma que d(z, H(z)) < K para todo = € R?

Necesitaremos del siguiente lema, el cual tiene su andlogo estable.

Lema 3.9. Si f es homotopico a un difeomorfismo de Anosov Lineal, y x ey estdn unidos
por un arco inestable v, entonces d(F™(x), F"(y))— oo sin — oo.

DEMOSTRACION. Sabemos que diam(F"(y))— oo si n — o0o. Supongamos que existe
una subsucesion ny de forma que d(F™(x), F™(y))< K . Llamemos x; a F™(x), y
a F™(y) y v, a F™ (). Aplicando transformaciones de cubrimiento, podemos suponer
que T, Yy, estd siempre en un mismo compacto L, y 7, es un arco inestable que los une.
Tomemos zj, € 7, de forma que d(zg, xx) y d(z,yx) tienda a infinito. Unamos z e yg
por un segmento s, entonces s, y 7, forman una curva de Jordan J. Prolongando el
conjunto estable por z; hacia dentro de J; vemos que debe salir de J, pues sino cortaria
dos veces un mismo rectangulo lo cual es absurdo como vimos en la seccién anterior. Si el
conjunto estable en cuestién corta 7, en otro punto distinto de z;, obtenemos una curva de
Jordan hecha de un arco estable y uno inestable. Con argumentos utilizados en la seccion
anterior, vemos que esto nos darfa una prolongacion estable infinita dentro de esta curva
lo cual nos lleva a una contradiccién. Entonces el conjunto estable por z; debe salir por un
punto wy € si. En resumen, tenemos wy, xp sucesion de puntos a distancia acotada, y tal
que d(W*(wy) N W*(xy), {xk, wr})— oo. La semiconjugacién H mencionada previamente
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preserva los conjuntos estables e inestables y esta cerca de la identidad, por lo que esto
nos daria que A tendria sucesiones de pares de puntos a distancia acotada cuyos conjuntos
estables e inestables se cortan a distancias arbitrariamente grande, lo cual es un absurdo.

O

Teorema 3.6. Si f: T? — T? es un homeomorfismo expansivo, homotdpico a un Anosov
Lineal A, entonces es conjugado a A.

DEMOSTRACION. Como ya mencionamos, el trabajo de Franks ([?]), nos da una semicon-
jugacion h entre f y A. Veamos que esta semiconjugacion es en efecto una conjugacién.
Si probamos que el levantamiento H de h, es localmente inyectivo, como ademés H es
propia, serfa un cubrimiento, pero como R? es simplemente conexo, H serfa un homeo-
morfismo. El hecho de h sea isotépica a la identidad, y que su levantamiento H a R? sea
un homeomorfismo, implica que h es un homeomorfismo, como querfamos. Dado = € R?
existe un entorno U de x, tal que cualquier par de puntos en U pueden unirse por un arco
estable y uno inestable, esto implica que estos puntos se alejan infinitamente por iterados
de F' ya sea para el pasado o para el futuro. H restricta a U es inyectiva, ya que si tuviese
x,y € U distintos, y H(xz) = H(y), esto implicaria que las érbitas de = e y por F estarfan
a distancia acotada para todo tiempo, dado que H lleva érbitas en dérbitas y esta cerca
de la identidad.
!
Sea B la matriz de coeficientes enteros y determinante 1 o —1 tal que F(z 4+ v) =
F(x)+B(v) paratodo z € R* v € ZxZ. 3H > 0 tal que d(F(x),0)> H para todo x en un
dominio fundamental de R%. Sea z € R?, x = o + 14, con 2o en el dominio fundamental,
y vy € Z x Z. Entonces F(x) = F(xg) + B(vy), F(x9) = o1 + 11 con x; en el dominio
fundamental y vy € Z x Z, d(11,0)< H + 1. Definamos z;, v; como F(z;) = x;11 + Vit
donde ;1 estd en el dominio fundamental y v;11 € Z X Z, d(v;41,0)< H + 1. Tenemos
entonces F'(z) = z; + v; + B(vi1) + ... + B'(p), y si para algin s > 0, la norma de
B! < si, tenemos que existen C', D > 0, tal que d(F*(z),0)< C' +1/2Di(i + 1). Este serfa
el caso si la matriz B no fuese hiperbdlica, y estd en contradiccién con el lema ??7. Por
tanto B es hiperbdlica y se puede ver que f es entonces isotopico al difeomorfismo lineal
de Anosov que se obtiene de bajar a R?/Z? el mapa B. Gracias a esto, y al Teorema
anterior, tenemos:

Teorema 3.7. f: T? — T? es un homeomorfismo expansivo, entonces es conjugado a un
difeomorfismo de Anosov Lineal.

El caso de superficies S, de genero mayor o igual a 2, es similar al caso del toro
T?, primero se prueba que si g: Sg — Sy es un homeomorfismo expansivo, entonces es
homotépico a un difeomorfismo pseudo-Anosov. Aqui es necesario utilizar la clasificacion
de Thurston de clases de isotopfa para homeomorfismos de superficies (ver [?]), donde
se prueba que si ningin iterado del homeomorfismo preserva una clase de homotopia
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libre de curvas no trivial, entonces el homeomorfismo es homotopico a un difeomorfismo
pseudo-Anosov.

Justamente eso es lo que prueba Lewowicz, es decir que ningtin homeomorfismo expan-
sivo preserva un clase de homotopfia libre de curvas (por tanto tampoco un iterado de él).
Una vez que se tiene que el expansivo es homotopico a un pseudo-Anosov f, levantando
ambos al disco hiperbdlico, se encuentra que 3K > 0 de forma que cualquier érbita de g
es K — sombreada por una érbita de f tanto para el pasado como para el futuro, dicha
orbita es unica por la expansividad de f, esta semiconjugacién baja a la superficie. Para
probar que la semiconjugacion es de hecho una conjugacion se procede igual que en el
caso del toro. En definitiva

Teorema 3.8. St f: S, — S, es un homeomorfismo expansivo, entonces es conjugado a
un difeomorfismo de tipo pseudo-Anosov.

4. Propiedades de separaciéon

En esta seccién seguiremos ideas de [?] que nos permitiran probar la proposicién ?7.
El siguiente lema es una propiedad homolégica general de los espacios euclideos.

Lema 4.1. Sean B homeomorfo a R" y F' C B cerrado conexo homeomorfo a un abierto
de R*. Entonces H,__1(B\ F) =R

DEMOSTRACION. Por el Teorema ?? tenemos que H, ,_1(B\ F) es isomorfo a H*(F),
y por el Teorema ?? H*(F) = Hy(F) = R.
O
Un ejemplo concreto, donde convencerse del resultado anterior puede ser R x R” \
{0} x R*, que al retraerse sobre R" \ {0} se tiene que H,,(R™ x R*\ {0} x R*) = R si
m=n—10m =0,y 0 sino.

Lema 4.2. Sea f : M — M un homeomorfismo expansivo. Ezxiste € > 0 tal que para
todo p € Pery, existe ¢ : D" — W?*(p) un homeomorfismo sobre su imagen de forma tal
que: ¢(0) = p y para todo y : [0,1] — D" continua tal que y(0) = 0 e y(1) € AD" emiste
s € (0,1] tal que poy(s) ¢ B.(p).

DEMOSTRACION. La expansividad asegura que existe € > 0 tal que para todo compacto
conexo C' de didmetro menor que ¢ se cumple que si el didmetro de f™(C) es mayor que
la constante de expansividad «, para algin n negativo, entonces el didmetro de f™(C)
es mayor que ¢ para todo m < m. Supongamos que esto no ocurre, entonces existe una
sucesién de conexos C, y un par de sucesiones de naturales m,, y [, tal que —l, <
—m, < 0y de forma que diam(C,)< 1/n, diam(f~(C,))< 1/n y diam(f~™(C,))> a.
La conexién y compacidad de C,,, permite encontrar k, € [—~1,,,0] v 2, yn € f*(C,,) tal
que d(z,, yn)= /2 y d(f/(z,), f/(yn))< /2 para j € -1, — kyn, —k,]. La continuidad
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uniforme de f implica que l,,+k, y —k, tienden a infinito con n. Sean x e y puntos limite de
T, e y, respectivamente. d(f7(z), f(y))= limn_ood(f?(x,), f’(yn)), por la construccién
de z,, € yn, d(f7(x,), f/(yn))< /2 a partir de un cierto n, por lo que d(f7(z), f7(y))< «/2
para todo j € Z violando la expansividad.

Sin perder generalidad supongamos que p es un punto fijo y consideremos el mapa
h : D" — W*(p) que se obtiene al restringir la conjugacién local dada por la definicién de
punto periédico hiperbdlico. Existe N < 0 tal que para todo x € h(9D") C W*(p) existe
n € [N,0] tal que f"(z) ¢ B(p,«) (si no, hay puntos en h(9D") que se mantienen en
B(p, ) por una cantidad arbitrariamente grande de iterados, tomando puntos limite de
esas sucesiones, que existen por ser dD" compacto, se viola la expansividad). Definimos
entonces ¢ : D" — W*(p) por ¢(x) = fV o h(x). Luego, para toda curva y que conecte p
con ¢(0D") se cumple que y([0,1]) es un conexo de didmetro mayor que ¢. Para este ¢ se
cumple la tesis.

O

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION ??. Por lo ya probado, basta probar que si se
tiene un homeomorfismo sobre su imdgen ¢ : DF — R™ tal que #»(0) = 0 y de forma que
que para toda curva continua y : [0,1] — DF tal que y(0) = 0 e y(1) € dD* se verifica
que ¢oy([0,1]) no esta contenido en B.(0), entonces considerando X como la componente
conexa de 0 en ¢~ *(B.(0)) entonces H,,_;_1(B:(0) \ (X)) = R.

Para eso, sean F' = ¢(X) y B = B.(0). Como B es abierto tenemos que ¢~ *(B)
es abierto de DF. Como DF es localmente arcoconexo, entonces X también lo es (por
ser componente conexa de un abierto) ademdas de ser abierto en DF. Eso implica que es
arcoconexo.

Por hipétesis tenemos que X NOD* = () pues si no existiria una curva que une al 0 con
ODF cuya imagen por ¢ estd incluida en B. Entonces F es homeomorfo a un abierto de
R*. Como X es componente conexa, X es cerrado en ¢~Y(B) por lo cual F es un cerrado
de B. El lema 7?7 implica la tesis.

O

5. Estructura de producto local

La construccién de la estructura de producto local se basa fuertemente en conseguir
que los conjuntos estables e inestables de los puntos periddicos se intersecten. Eso permite
definir un mapa de W2(p) x W(p) en un entorno de p que sera un homeomorfismo con
las propiedades deseadas por el teorema de la Invariancia del Dominio. En esta seccion
probaremos entonces que dicha intereseccion se da para puntos periddicos cercanos a uno
dado.

Sea A™ = {(21,...Tms1) € R™ 2, > 021 +... 2,41 = 1} el simplice canénico
de dimensién m. Notaremos v = > .a;0; denota una m—cadena, donde o;: A™ — V
(a; € R). A lo largo de esta seccién, v hara mencién tanto a la cadena propiamente dicha
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como a la unién de las imagenes de los o;.

Lema 5.1. Para todo v € M, existe ¢ > 0 tal que V C B.(x) homeomorfo a R" y
p € V. N Perly existe un ciclo v C U, no trivial en la homologia de V' \ S, de dimensién
n—I1—1 (siendo S, = cc,(VNW?*(p)) y U, = cc,(VNW¥(p))). Ademds, dado K compacto
en V' podemos suponer que vy C V \ K.

DEMOSTRACION. Por la proposicién ?? sabemos que existe eg > 0 tal que si V' C B, (z),
H,_1-1(V\'S,) # 0. Sea v un n — [ — 1-ciclo tal que su clase en homologia [7] es no trivial
en V' \ S,. Como H,_;_1(V) = 0 podemos suponer que v = 9dn siendo 7 una cadena de
dimensiéon n — [ en V.

Digamos que 1 = Z]l a;o; con o;: A"U —V (a; € R).

Podemos suponer que cada o; y Jo; es topolégicamente transversal a S, de forma
tal que la cantidad de cortes entre cada o; con S, sea finita y do; N S, = (. Dado
g1 > 0, mediante la subdivisién baricéntrica (ver [?]), podemos suponer también que
diam(o;) < £1. Observemos que si 0; NS, = () entonces do; es trivial en H(V '\ S,). Por
lo tanto,tomando e; suficientemente pequeno, podemos suponer que cada o; corta a S,
en y; Unicamente con ¢ = 1,...,5 . Sea h: U C R" — M la conjugacion local con el mapa
hiperbdlico en un entorno de p. Intersectando con V podemos suponer que h(U) C V e
iterando f, podemos suponer que S, C h(U). Podemos entonces pensar U C V C R"
(utilizando la identificacion dada por h), S, € R' x {p} v U, C {p1} x R"" donde
p = (p1,p2). Podemos elegir £; més chico, de forma que B, (y;) C U. Como y; € o; y
diam(o;) < &1 entonces o; C B., (y:). Sea hi: R x R"™ — R! x R"™ continua dado por
hi(a+y;.b) = (ta+y;,b) con t € [0,1] donde y; = (y;, 47).

Luego para todo ¢ € [0,1], hi o o; no corta a S,, y estd contenida en V. Ademds
hi o do; = Doy y hiyoo; C {y}} x R*™. Como hg o do; es homotépico a do; tenemos que
ambas son homdlogas en V' \ S,,.

Para cada ¢ = 1,...,j sea §;: [0,1] — S, una curva continua tal que 3(0) = y; y
B(1) = p. Achicamos nuevamente e; de forma tal que B., (f;) C U para todo i =1, ..., j.

Consideramos ahora gi: R" — R", otra homotopia, dada por gi(z) = 2+ 0;(t) —y;. Esta
verifica que gj(hg o do;) no corta a S, para todo t € [0, 1], g) = idgn y gi(y;) = p por lo
cual Y7, a;gi ohlyodo; C U, y como g es una homotopia, es homoéloga a v = >_7_, a;00;
que es no trivial en la homologia de V'\ S,. Llamémosle v a ZLI a;gi o hly o do;.

Para ver que hay un representante homologo a v fuera de cualquier compacto en V,
utilizaremos el andlogo inestable del mapa de la demostracién del lema ?? ¢: D*—! C
R™" — M que verifica que U, = #(X) donde X = ccy(¢~*(V)). Consideremos una
subdivisién de R™™" en simplices de dimensién n — [ de didmetro menor que p. Digamos
que R" ! = U2, 6; v que 0 € R™! es interior a 6. Si consideramos un entorno B C V de p
con estructura lineal como antes, sabemos que H,_;_1(B\S,) = R. Entonces, tenemos que
existe un a € R no nulo, tal que v = ad(¢obpy) en H,,_;_1(B\ S,) y en particular también
en H, 1 1(V\S,). Sean =6 — )y -y 0i- Observamos que (¢ o) es un ciclo trivial en
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V'\ S,. Entonces a~'y es homélogo a v = d¢ o (3, x 0i) = D_p. x ¢ © 06;. Observar que
podemos suponer ),  00; C By,(0X). Siendo que podemos tomar p arbitrariamente
pequeno y que ¢ es uniformemente continua, tenemos lo deseado.

O

Corolario 5.1. En las hipétesis del lema anterior, si p € Per'y™ ! entonces Sy separa a 'V
en dos componentes conexas Vi y V. Ademds p separa a U, en dos componentes conexas
Uy y Uy de forma tal que Uy C Vy, y Uy C V5.

DEMOSTRACION. Como estamos trabajando con la homologia reducida tenemos, por el
lema anterior, que V'\ S, tiene dos componentes conexas. Ademéds U, es homeomorfo a R,
luego U, \ {p} tiene dos componentes conexas. Supongamos por absurdo que Uy, Uy C V.
Como Vi es conexo tendriamos que cualquier v C Uy U U, seria trivial en la homologia de
V'\ S,, contradiciendo el lema anterior.
!
Utilizaremos reiteradas veces el siguiente resultado acerca de la variacion semicontinua
de los conjuntos estables e inestables locales (ver [?]).

Lema 5.2. Sea f : M — M wun homeomorfismo. Entonces, dado e,v > 0, y x € M,
existe 6 > 0 de forma tal que si dist(z,y) < 0 entonces, W(y) € B,(W2(z)).

DEMOSTRACION. Si no fuese asi, existiria ¢ > 0 y z,, — x de forma que existan puntos
Yn € W2(zy,) N B, (W2(z))¢. Tomando z punto limite de y,, llegamos a un absurdo dado
que dist(f*(2), f¥(x)) = lim,, 4 dist(f*(y,), f*¥(x,)) < & para k > 0.
O
Otro resultado que utilizaremos reiteradas veces hace referencia a las distancias entre
las variedades estables e inestables locales de los puntos (ver también [?]).

Lema 5.3. Sea f : M — M wun homeomorfismo expansivo de una variedad compacta.
36 > 0, de forma que dados V C U C Bgs(x) entornos de x y p suficientemente pequeno,
existe W C V' entorno de forma tal que siy,z € W se cumple que dist(S, N (U\V),U, N

(U\V)) > p (donde Sy = cc, (W*(y)NU) yU, =cc, (W*(2)NU)).

DEMOSTRACION. Para comenzar consideremos el § dado por la obsevacién ??. Sea ahora
U C Bs(z), y V C U entorno de x. Supongamos que no existiera dicho W, entonces
existiria y,, 2, — x tal que d(S,, N (U\V),U,, N (U \V)) < 1/n. Considerando a,, €
Sy, N(U\V),yb, €U, N(U\V) de forma tal que d(a,,b,) < 1/n y tomando un punto
limite Z, (observar que T # z) vemos que d(f*(x), f*(T)) < ¢ < « para todo k € Z,
violando la expansividad.
O
En la siguiente proposicién probaremos que el indice de los puntos periédicos topologi-
camente hiperbdlicos es localmente constante y que si dos de ellos se encuentran cerca
entonces sus estables e inestables se cortan. Como fue mencionado este es el paso clave
para construir la estructura de producto local.
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Proposicién 5.1. Sea f: M — M un homeomofismo expansivo. Entonces
1. para todo k =1,...,n— 1, Per® es abierto en Pery y

2. para todo p € Pery existen dos entornos de p abiertos V, y V5 tales que para todo
q € PeryNVy se cumple que S,NU, # 0 y U,NS, # 0, siendo S, = cc,(W*(x)NVs),
Uy = ce,(W"(x) N V).

DEMOSTRACION. Sean p € Per};, e > 0 del lema ?7 aplicado a p y h: B,(0) C R" —
h(B,(0)) C B.(p) la conjugacion local, h(0) = p, entre fy L: R¥xR** — RFxR"* dada
por L(z,y) = (2/2,2y). En R" = RF x R"™" consideramos la métrica d((z,v), (u,v)) =
max{ ||z — ul|, ||y — v||}. Fijemos p; € (0,p) (donde el p es el dado por el Lema ?7?) y sea
Vo = h(B,,(0)). Para q € h(B,,(0)) denotaremos S; = h™'(S,) y U, = h='(U,).

Sean py y ps dados por los lemas 7?7 y ?7 tales que si dist(h™1q,0) < ps entonces
UyN B,, (S, N 9B, (0) =0y Sh C By, (S). Sea Vi = h(B,,(0)).

Aplicando el lema ?? tenemos que si ¢ € V3 N Pery; entonces existe h o~y C S, un
ciclo no trivial en la (m — 1) homologfa de V5 \ U, de dimensién m — 1. Podemos suponer
también por el lema ?? que v C B,,(S, N 9B,,(0))

Sea m;: RF x R"™* — R* x R"* dada por m,(x,y) = (,ty) para t € [0,1]. Es claro
que (B, (S, N 0B,,(0))) C B, (S, N 9B, (0)) para todo ¢ € [0,1]. Luego m o v es una
homotopia entre v y mp 0y C .5, contenida en B, (0) \ U; y por lo tanto son homélogas
en B, (0) \ U,. Para concluir resta lo siguiente:

1. Si Per® no es abierto en Pery podemos suponer que existe h(q) € Vi N Per® con
m < k. Luego v es de dimensiéon m — 1 < k — 1 pero la homologia de dimensién
m —1de S) \ U; es trivial (dado que S}, es un disco) lo cual es absurdo.

2. Sim = k entonces existe un ciclo n C S}, tal que dn = . Como h o~y es no trivial
en V, \ U, concluimos que S, N U, # 0.

O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. ?7? Vamos a construir estructura de producto local en
un entorno de cada p € Perpy. Consideremos la notacién del enunciado de la proposicion
??. Sea m,: Vi — S, definida en los puntos ¢ € Pery como m,(q) = U, N S,. Esta
funcién estd definida en un conjunto denso de V; por la proposicién anterior. Sea z € ] y
¢n — T, ¢n € Pery conn(g,) — y. Observar que y € W*(x)NS, y que por la expansividad
este punto de interseccién es tinico. Esto nos permite extender 7, a V;. Esta extension es
continua por la misma razén. Ademas se cumple que 74(z) € U, NS, y por la expansividad
ms(x) = U,NS, para todo x € V;. La expansividad también implica que 7|5, es inyectiva.

Si g € Perpg entonces el teorema de Invariancia del Dominio (ver [?]) nos dice que
75|S, es abierta y un homeomorfismo sobre su imagen. Observar que si m,(r) € m5(.S,) con
r,q € Pery entonces U, NS, # (). Sea W C S, p € W, W homeomorfo a el disco D" y
W entorno relativo de p en S,. Afirmamos que existe V3 entorno de p tal que para todo
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q € V3N Pery, W C 7y(S,). Si no existe ¢, — p, ¢, € Pery y W & 74(S,,). Entonces
como W es conexo y |5, es abierta debe existir un y, € dns(S,,) N W (tomando la
frontera relativa a S,). Por lo tanto existe x, € 0V1 N S,, tal que ms(x,) = y,. Podemos
suponer que z, — z y Yy, — ¥y a puntos de S, N OV; y W respectivamente, lo primero
debido a la semicontinuidad de los conjuntos estables locales. Debido a la construccion
de la 7, x e y estan sobre el mismo conjunto estable e inestable local contradiciendo la
expansividad (observar que dist(W,S, N 0V} > 0) por lo cual = # y).

Sea V; = ;1 (W) N V3, tenemos que para todo ¢,r € Pery NV, se cample que S,NU, # 0
y S, NU, # ( por construccién. Sean A; C S, NV} entornos relativos de py B, C U, NV,
homeomorfos a discos. Sean ahora z € A, y y € B, entonces tomando limite de los cortes
de puntos periddicos que se acercan a x y a y respectivamente, por la semicontinudad de
los conjuntos estables e inestables(lema ?7?) y la expansividad, es facil ver que U, N S, es
un tnico punto. Sea h: A, x B,, — V; dada por h(z,y) = U, N S,. Es continua, inyectiva y
por lo tanto, utilizando nuevamente el teorema de Invariancia del Dominio abierta. Esto

completa la prueba de la existencia de estructura de producto local.
OJ

Observacion 5.1. Si bien el splitting de los periddicos topologicamente hiperbdlicos no
tiene en principio porqué ser el mismo, esto resulta inmediato a partir de los resultados
obtenidos si se agrega la hipdtesis de que f sea transitivo. Probaremos en la seccion 77
que cuando Perymt # 0 o Perl, # 0 el splitting es siempre el mismo.

6. El caso de codimension uno

6.1. Ordenacién de puntos periddicos y sus propiedades

Dada una singularidad x € M estudiaremos la estructura de Per}; ! en un entorno de

x definiendo un orden parcial local en Perf, . Consideremos B, (z) de forma que valga
la proposicién ??7. Sean

S, = ce(W*(p) N B, (a)),

Uy = cc(W"(p) 1 B, (x).
Supondremos ademds por la observacién ?? que S, C Wi(p) y U, C W(p) para algin
e > 0. Para todo p € Perl;y ' N B, () definimos p = B, \ cc,(B,(z) \ S,)

Dado 6 > 0 definiremos la siguiente relacién. Si p,q € Xs = Per"H_1 N Bs(z) decimos
que p < ¢ si p C ¢. Es claro que esto es un orden parcial y el mismo depende de la
singularidad x € M, v > 0 de la proposicién ?? y 6 € (0,r). Llamaremos cadena a todo
subconjunto de X5 que sea totalmente ordenado.

Observacién 6.1. Dado que conjuntos estables de puntos periodicos distintos no se in-
tersectan, tenemos que si p N q # O entonces los puntos p y q deben estar relacionados.
Porlo tanto sip < q yp < r entonces p C N7 y por ende q y r estan relacionados. Esto
implica que sip < q y C es una cadena mazximal conteniendo a p, entonces q € C'.
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Un buen lugar para visualizar el 6rden propuesto es alrededor de una singularidad de
un pseudo-Anosov, donde hay mas de dos cadenas maximales.

Lema 6.1. Dado x € M yv > 0 existe 6 > 0 de forma tal que en Bs(x) hay finitas
cadenas mazximales, estas son disjuntas dos a dos y todas acumulan en x.

DEMOSTRACION. Supongamos que hubiese infinitas cadenas maximales distintas. Pro-
baremos que hay conjuntos arbitrariamente grandes de puntos no relacionados dos a dos.
Probaremos esto por induccién. Sean pq, ..., p; no relacionados dos a dos. Sea C; una ca-
dena maximal tal que p; € C; y tomemos C' # C; para todo i, otra cadena maximal.
Dado que dos puntos en una misma cadena maximal estan relacionados, a lo suma un p;
estd en C. Si p; ¢ C para todo i = 1, ..., entonces podemos elegir p;41 € C\ (), C)),
quien no estara relacionado con ninguno de los p;’s por la Observacién ??. Si p; € C' para
algin 1 < i <[ entonces podemos tomar p;, € C; \ C' y pp1 € C'\ C; no relacionados.
Entonces, los puntos {p1, ..., 0%, ..., pi, pi+1} seran dos a dos no relacionados, nuevamente
por Observacién ?7. Esto nos lleva a una contradiccion, dado que el Lema 7?7 implica la
existencia de § > 0y v/ € (0,v) tal que si p € X entonces

dist(S, N 0B,/ (x), U, N OB, /(x)) > p

Dado p; € X5 se cumple por el lema ??, y la Observacién 7?7, que existe ¢; € pNIB,/(x)N
U,, de forma tal que dist(q;,q;) > psii # j. Y luego la cantidad de puntos no relacionados
dos a dos es acotada ya que dB,/(x) es compacto.

Siendo finitas cadenas maximales, las que no acumulan en = se encuentran todas fuera
de un entorno de x. Por lo tanto achicando d obtenemos que todas las cadenas maximales
en Bs(z) acumulan en x.

Sean C'y C" dos cadenas maximales y ¢ € C' N C". Si achicamos ¢ de forma tal que
¢ sea disjunto con Bs(z) conseguimos reducir la cantidad de cadenas maximales. Luego
podemos suponer que las cadenas maximales son disjuntas dos a dos.

O

Llamaremos [p] a la cadena maximal de p en X5 dada por el lema anterior. Vamos a
definir ahora el conjunto

Sp = J ¢4 Bu(x)

q€(p|

donde p € X;. Observar que se puede elegir v de forma tal que para todo p € PergNB,(x)
se tenga S, € W?(x) donde 0 < 2¢ < « siendo « la constante de expansividad

Lema 6.2. Eriste ¢ > 0 tal que para toda cadena mazimal [p] se cumple que 0Sp) C

DEMOSTRACION. Por el lema ?? sabemos que [p] acumula en z. Sea ¢, € [p] tal que
¢, — z. Tomemos un punto y € 9S5),. Luego existe una sucesién z, € ¢, tal que z, — y.
Sin perder generalidad podemos suponer que z, € S,,.
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Como la observacién ?7 nos asegura que existe € > 0 tal que S, C W?(z]), tenemos
que para todo m > 0, dist(f™(y), f™(z)) = lUm, d(f™(z]), f™(g.)) < €y por lo tanto
y € WZ(x). Luego 0Sj, C Wi(x).

O

Lema 6.3. Supongamos Pery = M y x € M una singularidad. Entonces, para todo
p € Bs N Pery™t, existe un entorno V de S, tal que Pery NV N Bs(z) C [p].

DEMOSTRACION. Por absurdo, supongamos que existe y € S, N Bs(x) y ¢, — y con
¢n € [q] # [p] (recordar que por el teorema ?7?, cerca de S, hay estructura de producto
local, entonces cerca de y todo periédico tiene el mismo indice que p). Entonces y € 05
(porque pertenece al mismo tiempo a int(Sp) y a Sjg, y los interiores de Sp,) y Sjg tienen
interseccién vacia). Entonces, por el Lema 7?7, y € W?(z). Por lo tanto x € W*(p) ya que
y € S, C W2(p). Pero, como p € Pery es contradictorio con el hecho de que z es una
singularidad, dado que el Teorema ?? nos da estructura de producto local en x, iterando

por f~! la estructura de producto local en p.
O

Lema 6.4. Si Pery = M y x € M una singularidad. Entonces int(Sp)) N Bs(z) =

DEMOSTRACION. La inclusién Uyepy @NBs(x) C int Sy N Bs(x) es inmediata porque sig >
r entonces 7 Cintq. Para obtener la otra inclusion razonaremos por absurdo suponiendo
que existe y € Bjs(x) en el interior de Sy y que y ¢ ¢ para todo ¢ € [p]. Entonces
existe y, € S,, que cumple que y,, — y (esto en particular implica que y € W2(x) por
el lema ??) y ¢, — . Usando el lema ?? y el hecho de que Pery = M sabemos que
existe r, € [p| arbitrariamente cerca de y,. Podemos suponer entonces r, — y y que
esta sucesién no estd acotada para el érden de [p]. Por otro lado, consideremos U, =
ccr, (B, () "N W™(ry,)) C W(r,)(ver Observacién ?7) quien estd separado por S, en dos
componentes conexas distintas (ver Corolario ??). Seay > 0y 2, € 0B,(y)NU,, de forma
que z, ¢ 7,. Podemos suponer que z, — z € 0B,,(y) y usando la variacién semicontinua
de los conjuntos estable e inestables (Lema ?7) obtenemos que z € W*(y). Si probamos
que z ¢ Sp,), como v es arbitrario, tendremos que y € 9S[p] lo que contradice el hecho de
que y € int(Sp,)). Sabemos que z ¢ ¢ para todo ¢ € [p], entonces si z € Sp) serd acumulado
por puntos en S, y por lo tanto verificara z € W2(z). Entonces, z # y, z € WX(y) e
y,z € WZ2(x) lo que contradice la expansividad (recordar que tomamos ¢ de forma tal que
2e < a).

O

Observacién 6.2. Como Sp, es un cerrado con interior no vacio y x € 9Sp,), tenemos
que su complemento en B,(x) que es abierto, también es no vacio. Esto implica que 0Sp,
separa B, (x).
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El siguiente lema muestra que los conjuntos estables de puntos periddicos convergen
uniformemente al 9S,).

Lema 6.5. Supongamos Pery = M y sean z € 0Sy, N Bs(x) y p > 0. Entonces, existe V

entorno de z de forma tal que si q € [p] NV entonces Sy N Bs(x) C ¢U B,(9S})).

DEMOSTRACION. Dado p > 0 se cumple que K = (S \ B,(9Sy))) N Bs(z) es un
compacto contenido en int(Sy) N Bs(x)), entonces usando el lema ?7, {int(§)}4epy €s un
cubrimiento por abiertos de K, por lo que existe r € [p] de forma tal que K C 7. Sea V un
entorno de z disjunto de 7. Entonces, para todo ¢ € [p] NV tenemos que ¢ > r. Entonces,

K = (S \ B,(0Sp,))) N Bs(x) C ¢ y por lo tanto Sy N Bs(x) C ¢U B,(0Sy))-

O

Lema 6.6. Para todo z € 0Sy, N Bs(x) y para todo € > 0 existe V entorno de z de forma
tal que si g, € V N [p] entonces Uy corta a S, y a 0Sp) en B.(z).

DEMOSTRACION. Ses V' un entorno de z tal que z € V' C Bs(x). Por el corolario 77 le
asociaremos a cada ¢ € [p] NV dos puntos y{,ys € U, N Bs(x) tales que y{ € § e y5 ¢ q.
Por el Lema ?? existe p > 0 (quizas achicando V') tal que parai=1,2y g€ [p|NV

dist(y{, dSp)) > p (1)

Al mismo tiempo, por el lema ?? podemos suponer que para todo ¢ € [p] NV,
S N Bs(x) € ¢ U Bpyya(95p) (2)

Luego, como y3 ¢ e y3 ¢ B,(0S})), tenemos que y3 ¢ Sp). Por el lema ?? y como U,
es conexo tenemos que U, corta a 0Sp,).

Tomemos r € V N [p] tal que ¢ < 7, es decir § C 7. Consideramos ¥] e y5 asociados a
7 de forma idéntica a lo hecho para ¢. Luego y{ € ¢ C 7. Por otro lado y} € S, N Bj(x) y
por (??) yi € U B,/2(9S}y)). Por (??) tenemos que yi ¢ B,/2(0S],) por lo tanto yi € ¢.
Entonces y,y7 € ¢ C 7.

Por otro lado como y5 ¢ 7y ¢ C 7 tenemos que y5 ¢ ¢. Anteriormente dijimos que
y3 ¢ Spp. Aplicando la ecuacién (?7) (para r en lugar de ¢) tenemos que yj ¢ 7. Por lo
tanto ya,ys & 7 D q.

Luego como U, D {y{,y3} v Uy D {y},y5} son conexos y S, y S, separan la bola B, (z)
tenemos que S, N U, y U, N .S, son no vacios.

Dado ¢ > 0, la expansividad y la variaciéon semicontinua de los conjuntos estables e
inestables locales, permiten probar que podemos achicar V' de forma que los cortes se den
en B.(z).

OJ

Los conjuntos Sj,) resultardn ser semi-espacios con estructura de producto local, la
siguiente proposicién va en direccién a dotar a Sp, con la mencionada estructura.
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Proposicién 6.1. Si Pery = M entonces Sy, N Bs(x) es una variedad topoldgica de
dimension n — 1.

DEMOSTRACION. Sea z € S}, N Bs(x). Elegimos € > 0 de forma tal que B.(z) C Bs(z)

y sea V entorno de z de forma tal que ¢,r € V N [p| entonces U, NS, N B.(z) # 0. Ademds

para todo ¢ € V N [p] se cumple que U, N 0Sp,) N B.(z) # 0. Esto es por el lema ?7?.
Fijamos ¢ € V N [p] y definimos h,: S,NV — 0Sp) N B:(z) dada por

hy(y) = qlnl/gy U, N 85[,,]
que existe y es unico por la expansividad y la variacién semicontinua de los conjuntos
inestables locales (junto con que 95y C WZ(2) por el lema ?7). El hecho de que existe
qn € [p] — y es una consecuencia del Lema ?? y del hecho de que Pery = M. El
mismo argumento implica que h, es continua e inyectiva. Ademds, dado que el dominio
es compacto, h, es un homeomorfismo sobre su imagen. Nuevamente, por el Lema 77,

podemos tomar V' y ¢/ > 0 de tal forma que B.(z) C V y tal que si ¢,r € [p| NV,
U,NS,NB.(z) # (. Analogamente, tenemos que para todo ¢ € V'N[p|, U;NISy N B (x) #
(. Si ademés g € V' N [p], todo w € 9Sy, NV’ tiene preiméagen en S, NV por hy. Esto es
cierto porque para todo w € dSp NV’ podemos encontrar g, — w, con g, C [p| NV’ y
de tal forma que 0 # U,, NS, N B(2) C VN S,. En particular, todo punto en 0S5y NV’
tiene una preimégen por h, en S, N m C S4NV. Como h, es un homemorfismo sobre
su imagen, 0S5y, NV’ es homeomorfo a su preimégen, que es un abierto de S, NV lo que
prueba la proposicién (recordar que S; NV es homeomorfo a un abierto de ]R”_l).

O

6.2. Descomposicién constante

DEMOSTRACION DEL TEOREMA ??. Supongamos por absurdo que §) # Peryt # M y
tomemos una singularidad = € (3Pe7‘}§_1. Consideremos v y 6 como en el lema 7?7, para el

cual se tiene que hay finitas cadenas maximales asociadas a x. Sea [p] una cadena maximal
que acumula en z.

Lema 6.7. Eziste § > 0 de forma tal que Pery N Sy N Bs(z) C Perfy .

DEMOSTRACION. Por absurdo supongamos que existen p,,, ¢, — « con p, € SN Pery \
Per? 'y g, € [p]. Por el teorema ?? podemos suponer que py, g, ¢ 0Sp). Luego U, es
una variedad topoldgica conexa (y por lo tanto arcoconexa) de dimensién por lo menos
dos. Consecuentemente si le quitamos un punto a U, continua siendo arcoconexa. Es claro
que para todo g, existe pp, ¢ §,. Recordemos que 9Sy,; y S, separan la bola B, (x).
Probaremos que U, C Sp \ Gn- Si no, supongamos que existe y € U,,, \ S Como
0Sp) separa la bola B, (x) tenemos que toda curva contenida en U, que conecte a p,
con y debe cortar a 05|,. Por la expansividad U,,, corta a 9S[, en un solo punto. Luego
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existen dos curvas contenidas en U, que conectan a p, con y y coinciden solo en los
extremos. Luego existen dos puntos de corte distintos entre U, y 95|, contradiciendo la
expansividad. Andlogamente se razona si consideramos y € ¢,,.
Finalmente el hecho de que para todo ng existan m,n > ng tales que U, C Sy \ ¢n
contradice el lema ?7.
O
Sea C' el conjunto finito de las cadenas maximales en Bj(z) y definimos

S=J Sy
[pleC
Como cada S, es cerrado en B, () tenemos que S es cerrado. Se cumple entonces que

Bs(z) NS = Bs(x) N Perly™ (3)

Como z € dPery; ! resulta que S no puede ser un entorno de z. Veamos como eso
conduce a un absurdo.
Para eso, utilizaremos la proposicion ?? y el siguiente lema.

Lema 6.8. Para todo p € Perly ' N By(x) existe Ay C Sy tal que Ay, es abierto y
denso relativo de 0Sp) N Bs(x) y Ajp que se encuentra en el interior de S.

La proposiciéon ??7 asegura que 0S|, es una variedad topoldgica de dimensién n — 1.
Luego, por el lema ?? y el teorema??, tenemos que para toda [p], dimtop(9Sy \ Ap)) <
n — 2. Ademds, como 05 C |J S,

95 C U 85[13} \A[p}
[pleC

Por el teorema?? tenemos que dimtop(dS) < n — 2. Entonces 0S5 no puede sepa-
rar Bs(z), ya para esto debe tener dimensién topoldgica al menos n — 1 (ver ?7). Esto
constituye una contradiccion.

DEMOSTRACION DEL LEMA ?77.

Sea e > 0y z € 0S5}, Por el Lema ?? , existe ¢ € [p] de forma tal que {a} = U,N0OSy,
estd en B.(z). El teorema 7?7 implica que ¢ tiene un entorno con estructura de producto
local, interando este entorno para el pasado, obtenemos estructura de producto local en
un entorno de a, entonces a € int(S) = int(Per ') N Bs(z).

!

6.3. Estructura de producto local uniforme

En esta seccién probaremos el Teorema ?7. Por el Teorema 7?7, sabemos que hay un
abierto denso de puntos con estructura de producto local. Y por el Teorema 7?7 concluimos
que, como Per? ! # () Pery = Per’;'. Notemos S al conjunto de singularidades de f,
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es decir al conjunto de puntos que no admiten estructura de producto local. Probar el
Teorema ?7, es probar que S = (). La préxima proposicién nos da una especie de estructura
de producto local en Sp,).

Proposicién 6.2. Sea x € S. Entonces, para todo z € 0Sy, N Bs(x) existe h : I x "1 —
Sy (I =10,1]) un homeomorfismo sobre su imdgen donde h({a} x I") estd contenido en
un conjunto estable local, h(I x {b}) estd contenido en un conjunto inestable local y la
imagen es un entorno de z relativo a Sp,).

DEMOSTRACION. Por el lema 77 existe V' C Bs(x) entorno de z en M tal que si g,r €
[p] NV entonces S,NU, # 0y U,NASy) # 0. Sea D, C 8Sp, NV homeomorfo a I"~* (ver
proposicion ?7) de forma tal que z esté en el interior de D, relativo a 0S},. Sea V! C V
entorno de z tal que g € [p|NV’, S,NU,NV # Oy U,ND, # . Sea g € V'N[p], definimos
h: UyNV NSy x D, — Sy como h(y, w) = W2(y) NW(w). Debido a la definicién de V,
y con argumentos ya esobazodos anteriormente, vemos que h es un homeomorfismo sobre
su imagen. Veamos ahora que la iméagen de h contiene a V' N Sy, para esto es suficiente
observar que debido a la definicién de V', [p] NV’ C Im(h) (recordar que Perl; " es denso
en V). Sea U = h™1(V' N S}) que es abierto porque h es un homeomorfismo sobre su
imagen. Como z € V' N .S, un abierto relativo de la imégen de h y de Sp, h™'(2) estd en
el interior de U. Dado que U, NV N Sp) X D, es localmente conexo en h™'(z), podemos
encontrar U homeomorfo a I x I"~! entorno de h™1(2) cuya imdgen va a ser un entorno
relativo de z en Sp,). El resto de las propiedades de h enunciadas en la proposicién son

inmediatas de la definicién de h.
O

Lema 6.9. Si Per?,' = M entonces S (el conjunto de singularidades)es finito.

DEMOSTRACION. Como los puntos con estructura de producto local son un abierto
invariante, el conjunto de singularidades es un compacto invariante. Entonces f: S — S
es un homeomorfismo expansivo. Sea z € S. Probaremos que existe un entorno de z de
forma tal que toda singularidad en ese entorno pertenece al conjunto estable local de z.
Eso se debe a que existe ¢ suficientemente pequeno (dado por el lema ?7) de forma tal
que (por el hecho de que Per? ™t es denso) Bs(z) ¢ UL, Sip- Por la proposicion 77 se
cumple que en el interior de Sy, hay estructura de producto local (quizas achicando ¢)
entonces se ha de cumplir que las singularidades deben estar en Ule dS|p,)- Luego por el
lema ?7? las singularidades de Bj(z) estan en el conjunto estable de z.

La expansividad implica que los puntos estables Lyapunov sean asintéticamente esta-
bles dado que en caso contrario, existirian puntos x e y cumpliendo que d(f"(x), f"(y)) <
€ < « (a constante de expansividad) y de forma que exista una subsucesiéon n; — 400
de forma tal que d(f™ (x), f"(y)) > v > 0. Tomando puntos limite de f™(z) y f™ (y) se
viola la expansividad.

Luego el conjunto de singularidades debe ser finito.
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O

En el siguiente lema, provamos que si dim(M) > 3 no hay singularidades aisladas.

Cabe recalcar que los homeomorfismos de tipo pseudo-Anosov en superficies cumplen que

Pery = M siendo estos de codimension uno, pero sin embargo existen singularidades
aisladas.

Lema 6.10. Si dim(M) > 3 y Per’;' = M no hay singularidades aisladas

DEMOSTRACION. Supongamos por absurdo que x € M es una singularidad aislada. Sean
v,0 > 0 como en la proposicién ?? y de forma tal que B,(z) NS = {z}. Fijemos [p]
una cadena maximal acumulando en z, y sea T = cc,(0Sp N Bs(x)). Sabemos por la
proposicién ?? que T es una variedad topoldgica cerrada en Bs(x). Sea z € T\ {x} y [¢] #
[p] tal que z € 0S[g. Definamos T" = cc.(0S[NBs(x)). Sea F' = T"\{x}NT\{z}, que es un
cerrado no vacio de T\ {z} y de 7"\ {z}. Como todo w € F tiene estructura de producto
local, F'es abierto en T\{z} y en T"\{z}. Por lo tanto F' = T\{z} = T"\{z} porque T\{z}
y 1"\ {z} son conexos (dim(m) > 3). Luego, como 7" es cerrado, x € T", lo que implica
que T" = cc, (89S N Bs(x)). Como Perf; " es denso en S}, podemos aplicar la proposicién
?? ax. Sea h,: [0,1) x (—1,1)"' — R, C Bs(z) tal homeomorfismo, y de forma que R,
sea un entorno de x relativo a Sy y h,(0,0) = z. Sea F,, = TN R, = h,({0} x (—1,1)"71).
También por la proposicién ?? podemos considerar h,: (—1,0]x (—1,1)"' — R, C Bs(z)
un homeomorfismo satisfaciendo que R, es un entorno de z relativo a Sig v hy(0,0) = {z}.
Analogamente definimos F, = SN R, = hy({0} x (—1,1)"1) C F. Podemos considerar
F, C F,. Sea my: R x R"™!' — R"! la proyeccién canénica sobre la segunda coordenada.
Mas atin, si restringimos h,, al conjunto [0, 1) x ma(h, " (Fy)) podemos suponer F), = Fy. Sea
h: (=1,1) x F, — Bs(x) dada por h(t,y) = hy(t,m(h, ' (y))) sit > 0,y hy(t, ma(h; " (y)))
si t < 0. Claramente h(0,y) = y por lo que h es continua. Nuevamente usando el Teorema
de la invariancia del dominio, tenemos que x tiene estructura de producto local, lo que
constituye una contradiccion.

0

DEMOSTRACION DEL TEOREMA ?7?.

Una vez descartadas las singularidades es muy sencillo probar que hay una estructura
de producto local uniforme dado que si no la hubiese, existirian puntos x,, que no admitan
estructuras de producto local en las bolas de radio mayor que 1/n. Tomando un punto
limite, encontrariamos un punto que no podria admitir estructura de producto local, es
decir, una singularidad.

La estructura de producto local uniforme implica inmediatamente la propiedad de
sombreado a partir de los resultados de [?] que aseguran que existe una métrica hiperbdlica
en las coordenadas de la estructura de producto local (ver [?]) .

O
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7. Apéndice

Lema 7.1. Sea M wuna variedad de dimension n > 3 y f: M — M un homeomorfismo
que cumple Perg = M y que Per}}_l # 0 o Perl, # (. Entonces M admite una foliacidén
de codimension uno con hojas homeomorfas a R".

DEMOSTRACION. La estructra de producto local uniforme obtenida en el Teorema ?7
muestra la existencia de la foliacion. Supongamos que Per"H_1 # (), entonces las hojas de la
foliacién son los conjuntos estables de los puntos. Sea x € M, probaremos que W?*(x) es ho-
meomorfa a R"~!. Para ver esto es suficiente observar que W*(z) = |, o, " (S-(f"(2))).
Donde S.(z) es un disco de tamafio uniforme en W (z) (que existe por la estructura de
producto local uniforme). Luego, W*(z) puede ser escrita (quizds tomando una subsu-
cesién n; — oo de forma que f~"(S.(f™(x))) C f+ (S (f™+(x)))) como una unién
creciente de discos de dimension n — 1, lo que implica la tesis.
OJ

Una ves que sabemos que las hojas son homeomorfas a R"™!, argumentos clésicos
permiten probar que M es homeomorfa a T". Vamos a hacer un esquema de algunos pasos
de la prueba por razénes de autocontenido. Las ideas estdan basadas en [?] y [?]. El primer
paso es probar que el cubrimiento universal de M (M) es R™. Para probar que M = R”"
alcanza con probar que dados T, € M, sus conjuntos estables e inestables respectivos
se intersectan en un tnico punto. Para ver que la interseccion tiene a lo sumo un punto,
podemos ver que si las foliaciones se intersectan en mas de un punto, entonces podemos
obtener una curva cerrada transversal a la foliacién de codimension uno, que por ende es
borde de un disco de dimensién dos. Utilizando los métodos de Solodov ([?]lema 5), vemos
que el disco puede ser elegido para estar en posicion general, de forma de que obtenemos
una foliacion en el disco, transversal a la frontera, con singularidades no degeneradas, y sin
conexiones de silla(este es el tnico paso donde se usa la diferenciabilidad en [?]). Ahora,
utilizando argumentos de Haefliger ([?] lema 2.11, o [?] lema 5.1) concluimos que hay una
hoja de la foliacién de codimensiéon uno con holonomia no trivial, en contradiccién con el
hecho de que las hojas son simplemente conexas.

Finalmente, probar que las hojas se intersectan es una adaptacién de los argumentos
de [?], lema 5.2, después de saber que las hojas de codimensién uno son densas en M
(hecho que es cierto por la densidad de los periddicos topolégicamente hiperbélicos). Una
vez que tenemos lo anterior, no es dificil probar que I1;(M) es abeliano libre, estudian-
do la accién de (M) sobre R que permuta sin puntos fijos las hojas de la foliacién de
codimension uno([?], capitulo VIII, seccién 3). Ahora podemos seguir la prueba en [?],
leyendo las pruebas de la Proposicién(6.2), Teorema (4.2) y Teorema (3.6)(Recordar que
homeomorfismos expansivos con estructura de producto local tienen coordenadas canéni-
cas hiperbdlicas [?]). Esto prueba que M = T"
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