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Capitulo 1

Introduccion

La dindmica de un fluido incompresible puede ser descrita por dos principios
bésicos: la ley de conservacién de masa y la segunda ley de Newton. La
primera implica que la divergencia del campo de velocidades del fluido es
nula, mientras que de la segunda se deduce una ecuacién diferencial no
lineal, conocida como ecuacién de Navier-Stokes. Si consideramos el fluido
en cuestion como no viscoso, entonces el término de segundo orden de esta
ecuacion se anula y obtenemos la llamada ecuacion de Euler.

En el siguiente trabajo se presentan las soluciones débiles (o de Leray-Hopf)
de las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes para un fluido incompresible. Las
mismas no son soluciones clésicas en el sentido de que no tienen por qué ser
funciones derivables; estan dadas por una funcién v de cuadrado localmente
integrable, cuyas derivadas se entienden en el sentido de las distribuciones.
Con el objetivo de obtener estas soluciones, en el capitulo 3 se introducen
las distribuciones, tanto escalares como vectoriales y tensoriales, y se definen
los operadores diferenciales sobre las mismas.

Luego, en el capitulo 4 se definen soluciones débiles para ecuaciones en
derivadas parciales lineales, asi como también la topologia del espacio de
distribuciones D', y se obtiene un resultado deseable: el limite débil de una
sucesion de soluciones débiles de una ecuacién en derivadas parciales lineal
también es solucién débil. Se presentan ejemplos de procesos de traslacién,
oscilacién y concentracién en D', y se muestra -a través del ejemplo concreto
de la energia cinética- que el comportamiento de los mismos ante un funcio-
nal no lineal puede presentar problemas de continuidad: la energia cinética
del limite es estrictamente menor que el limite de la energia cinética.

Este comportamiento poco deseable es también presentado por los limites
débiles de sucesiones de soluciones de la ecuaciéon de Euler. A pesar de que
exista el limite débil y de que éste sea diferenciable, no tiene por qué ser
solucién, ni clasica ni de Leray-Hopf, o incluso en el caso de que la sucesién
converja a una solucién, se puede tener una pérdida de energia cinética en
el limite. En el capitulo 5 se presentan ejemplos de estos dos fendémenos.



Ademas, en este capitulo se obtienen algunos resultados de regularidad,
como el hecho de que el limite uniforme de soluciones clésicas de la ecuaciéon
de Navier-Stokes para un fluido incompresible sea soluciéon débil.
Finalmente, en el capitulo 6 se definen las soluciones generalizadas de DiPerna-
Majda de la ecuacion de Euler para un fluido incompresible, que permiten
resolver los problemas presentados anteriormente: sucesiones de soluciones
débiles de la ecuacién de Euler con una cierta condiciéon de acotacion unifor-
me de energia cinética tienen una subsucesién convergiendo a una solucién
generalizada de DiPerna-Majda.




Capitulo 2

Ecuaciones de Euler y de
Navier-Stokes

En este capitulo presentaremos las ecuaciones fundamentales de la mecani-
ca de los fluidos. En primer lugar, daremos una breve descripcién de la
cinematica de los mismos; a partir de ésta y de dos principios basicos -que
la masa no se genera ni se destruye y la segunda ley de Newton-, obten-
dremos las formulaciones de conservacion de masa y del momento. Luego,
combinando estos resultados con una hipétesis adicional de incompresibili-
dad derivaremos las ecuaciones de Euler y de Navier-Stokes. Finalizaremos
el capitulo introduciendo el concepto de vorticidad y mostrando un ejemplo
de solucién de la ecuacion de Euler en dos dimensiones.

2.1. Cinematica de fluidos

Sea Qo una regién de R? (o R?) llena de un fluido en un instante ty. Nuestro
objetivo es describir el movimiento de este fluido. Supongamos que existe
una funcién ¢ : Qg x [tg, +00) — R3 (o R?) diferenciable, a la que llamaremos
flujo, de forma tal que para todo t > to, ¢+ = ¢(-, t) sea un difeomorfismo.
Entonces, dado un instante ¢ y un punto =z € ; = ¢4(€p), tendremos dos
formas de describir su posicién:

1. Considerando el punto xzy € Qp tal que z = ¢(xg). Aqui tendremos la
ventaja de que para cada punto xzy € €, la correspondencia t — ¢¢(xo)
describe la trayectoria de la particula material que en el instante tg ocupa
la posicion xg.

Esta descripcién es llamada lagrangiana, y las coordenadas (xg, t) se deno-
minan coordenadas de Lagrange.

2. Considerando el punto z como un punto fijo del espacio y no asociandolo
a ninguna particula del fluido. Esta descripcién se llama euleriana y las



2.1. Cinemética de fluidos

coordenadas (z, t) reciben el nombre de coordenadas de Euler.

A partir de estas definiciones, se deduce que la velocidad del fluido en un
punto (z, t), con & = ¢(xg), To € Qo es la derivada de la posicién respecto
del tiempo en coordenadas de Lagrange, es decir,

v(x, t) = gt¢(xo, t).

Definicién 2.1 (Derivada material)

Dada una funcién escalar f(zx, t), con z € §, llamaremos derivada material
(o derivada total) de la funcién f a la derivada de f respecto del tiempo a
lo largo de la trayectoria de la particula que en el instante ¢ ocupa el punto
x. Notaremos esta derivada como %.

Entonces, tenemos:

3 .
0= g 00,00 =3 5 0.0 ) + o) =
:<Vf.v+af>(x ) 2.1)
ot e .

Definicién 2.2 (Derivada local)
En las mismas condiciones que en la definicién anterior, llamaremos derivada
local de f en (x, t) a la derivada parcial de f respecto del tiempo en dicho

. af
punto, y la notaremos mediante ;.

Observacion 2.3
La ecuacién (2.1) nos brinda una relacién entre la derivada material y la
derivada local de una funcién escalar f.

Para cada instante t, suponemos que existe una funcién densidad de masa
p & — R,. La hipdtesis de que exista tal funcién representando la den-
sidad del fluido no seria adecuada si vamos a tener en cuenta la estructura
molecular del mismo, aunque resulta muy apropiada para trabajar con la
mayoria de los fenémenos macroscopicos que ocurren en la naturaleza.

En adelante asumiremos que v y p son suficientemente regulares como pa-
ra aplicarles los operadores diferenciales clasicos. Culminaremos la seccion
presentando un importante resultado técnico.




2.1. Cinemética de fluidos

Teorema 2.4 (Teorema de transporte)

St la funcion flujo ¢ satisface las hipotesis descritas anteriormente y si €y
es una region cuyo borde es una superficie reqular a trozos, entonces dada
una funcion f de clase C, vale:

d df )

— t)dr = — d t) dx. 2.2

i | et = [ (§ 4 pdivo)@ode @2
Demostracion.

Haciendo en la integral del lado izquierdo de (2.2) el cambio de variable
Yy = cb;l(a:), obtenemos

flx, t)yde = [ f(ou(y), t) [I(y, 1)] dy,
Q Qo

donde J(y, t) = det ((g$;>)1<ij<3' Ademas, por hipétesis J(y, t) nunca se

anula y el jacobiano es continuo, y como J(y, 0) = 1 para todo y € Qo,
el determinante de arriba es siempre positivo. Asi, podemos quitar el valor
absoluto del jacobiano.

La integral que obtuvimos al hacer el cambio de variable tiene dominio
independiente del tiempo, por lo que podemos intercambiar el orden de
derivacién e integracién:

) 03 0y + [ £, 0 G w0y

d
— flx, t)dx =
@ dr= [ 5

dt Jo,

Observemos que %(gbt(y), t) es la derivada de f calculada a lo largo de
una trayectoria, es decir, la derivada material de f. Haciendo nuevamente
el cambio de variable z = ¢;(y), tenemos

0
%J%@wmwwzég%MQmwwzmﬁ@wﬁ

Calculemos la derivada del jacobiano:

991 O¢1 O

dy1  By2  Oys

0J 0 b 96 96

Od3  9¢3  Ods
Oy1  Oy2  Oys
Conmutando derivadas, usando que v(¢(y, t), t) = %d)(y, t) para todo y €
Qo, v la regla de la cadena, se tiene

d O, 9 0 _ 9 . _
aaiyj(y’ t) = 87@/]'5(% t) = oy [vi(de(y), 1)] =

J




2.2. Conservacién de masa

T
k=1 "k
Luego,
Ovy O Ovi 9dk,  Ouv1 0oy 91 091 91
Oxyp Oy1 Oxp Oy2  Oxy Oys 9y1 0y2 Jys3
9] < 3
722 9¢2 9¢2 O¢2 +Z%% Qug Ody, Oy Oy |
ot 9y1 0y2 0y3 Oz Oy1 Oz Oy2  Oxy Oys
k=1 k=1
93 093 93 O3 993 O3
oy Jy2 9y3 oY1 Jy2 Jy3
91 91 91
Jy1 Oy2 0y3
3
[elur) [eloby [elur) _ ;
—|—Z By, Dy Dy = J divw.
k=1
Qv O¢,  Ovg O Ovz Odi
Ozy dy1 Oz Oy2  Oxy Oys

Entonces, aplicando nuevamente el cambio de variable x = ¢(y),

[ o105 0y =

= 0 f(qb(y, t)v t) (dZUU(gb(y, t)’ t)) J(ya t) dy = 0 f(xa t) diUU(l‘, t) dz.

De esta forma,

d d
— (x, t)de = / o (x, t)dz + f(z, t) divu(z, t)de =
dt R R dt Qs

:~/Qt <2}; + f divv) (x, t)dx.

2.2. Conservacion de masa

Recordemos que notamos mediante p = p(x, t) a la densidad de masa de un
fluido, de forma tal que la masa del mismo que ocupa una regién €2 en el
instante ¢ estd dada por [, p(z, t) dz. El principio fisico de conservacién de
masa se puede formular de la siguiente forma: dados t > 0, £y un conjunto
medible arbitrario y ; = ¢(0),

/Q 0 plz, 0)do = /Q Pl t)dz. (2.3)




2.3. Conservacién del momento

Si asumimos que p es de clase C!, podemos aplicar el teorema de transporte:

d dp .
0= — t)dx = — d t)dx. 2.4
i | oo /Qt(dtwm)(x,)x (2.4)

Observemos que esta igualdad vale para cualquier subconjunto £2; abierto:
si )y es abierto, entonces Qy = ¢, 1(Qt) también lo es por la continuidad
de ¢, de forma tal que podemos aplicar el principio de conservacion de
masa (2.3). Entonces, como el integrando en (2.4) es una funcién continua
cuya integral sobre cualquier conjunto abierto es nula, sélo puede ser la
funcion idénticamente nula. De este modo, obtenemos una ecuacién puntual
de balance de masa:
dp

p + p dive = 0. (2.5)

La condicién de que el volumen de cualquier porcién de fluido sea preservado
por el flujo puede ser planteada como

i dr =0 (2.6)
dt Qt
para todo €); medible. Si esto se cumple, podemos aplicar el teorema de
transporte a la funciéon constante 1: fQO divv = 0 para todo €y abierto.
Luego,
divv = 0. (2.7)

El reciproco de esto es trivialmente cierto: si divv = 0, aplicando el teorema
de transporte a la funcién f =1 se tiene (2.6).

Si un fluido tiene densidad constante, independientemente del tiempo y del
espacio, se tiene % = 0, por lo que (2.5) implica que el fluido verifica (2.7)
y por lo tanto también la condicién de incompresibilidad (2.6). Diremos que

un fluido es incompresible si p es constante.

2.3. Conservacion del momento

Definiremos la cantidad de movimiento de una porcién de fluido que ocupa
en el instante ¢ una regién 2; como:

/ p(x, t)v(z, t)dz.
Qy

La segunda ley de Newton afirma que la derivada respecto al tiempo de la
cantidad de movimiento de una porcién de fluido es igual a la suma de las
fuerzas actuando en la misma. Asumiremos que las fuerzas actuando sobre
los fluidos son o bien fuerzas de volumen o fuerzas de contacto.




2.4. Ecuaciones de Euler

Las primeras estdn dadas por un campo vectorial conocido F(z, t), es decir,
la suma de las fuerzas de volumen sobre una porcién de fluido que en el
instante ¢t ocupa una regién €); estd dada por:

/ p(x, t) F(x, t)dz.
Q¢

Supondremos la existencia de un campo de tensiones f(z, t, n) que da la
fuerza de contacto por unidad de area actuando en una superficie normal
a n en el punto x y en el instante t. De esta forma, la fuerza de contacto
actuando sobre una porcion de fluido que en el instante ¢ ocupa la region €2,
es:

f(wv t, n(w, t)) dSa
o

donde n(z, t) es el vector unitario normal a 9€2; apuntando hacia el exterior
de Qt.

Un resultado conocido como Teorema de Cauchy asegura que el campo de
tensiones f es lineal en n, esto es, para todos t y = € §; existe una trans-
formacion lineal T'(z, t) tal que f(z, t, n) = T(z, t) (n). Asi, la segunda ley
de Newton queda expresada:

d

— pvd:c—/ dea:+/ T(n)dS.
dt Jo, o o0

Aplicamos el teorema de transporte a la integral del lado izquierdo de la
igualdad anterior y el teorema de la divergencia a la integral de superficie:

d

/ <(pv) + pv divv — pF — Div T) dr =0, (2.8)
o, \ dt

donde Div T es el vector cuya entrada i-ésima es la divergencia de la i-ésima

fila del tensor 7. Por (2.5) se tiene %(pv) + pv dive = p%, por lo que la

ecuacién (2.8) puede ser reducida a la ecuacién puntual:

v .
p— = pF + DivT, (2.9)
dt
ya que el integrando es continuo y €2; arbitrario. Esta ecuacion es conocida
como la ecuaciéon de conservaciéon del momento.

2.4. Ecuaciones de Euler

Las ecuaciones de conservacién de masa (2.5) y de conservacién del momento
(2.9) no son suficientes para describir completamente el movimiento de un
fluido: es necesario vincular el tensor T' con las otras magnitudes.

10



2.5. Ecuaciones de Navier-Stokes

Si suponemos que las fuerzas de contacto sobre una regién €2; sélo actuan en
la direccién normal a 9€); en cada punto, entonces Tn debe ser paralelo a n,
esto es, debe existir una funcién escalar p(zx, t) tal que T'(x, t) = —p(z, t)I,
donde I denota a la matriz identidad. A esta funcién p la llamaremos presion,
y en estas condiciones se cumple que DivT = —Vp. Asi, tenemos que los
campos de velocidades, densidades y presiones del fluido deben satisfacer el
sistema de ecuaciones " .

{ %v+ pdive =0

pg = pF — Vp

Observemos que tenemos cuatro funciones escalares para cinco incégnitas:
v1, V2, v3, p, p. Todavia no podemos resolver completamente el movimiento
del fluido. Si suponemos ademds que el fluido es incompresible de densidad
p constante conocida, tenemos una salida para esta situacién, obteniendo:

{divv:()
p% = pF — Vp

A partir de la definicién de derivada material, llegamos a las ecuaciones de
Fuler para un fluido incompresible:

{ divv = 0
p% + p(v.V)v = pF — Vp ~

donde (v.V)v := Vv (v).

2.5. Ecuaciones de Navier-Stokes

Cuando buscamos formas para la matriz T de la ecuacién de conservacion
del momento (2.9) que incluyan formas de viscosidad, bajo la suposicién
adicional de que el fluido en cuestién sea newtoniano!, se tiene T'= —pI +
Mdivv)I + p(L+1L7), donde A, p son constantes y

L =Vu= ((av’)) .
Ox; 1<i,j<3

Nuevamente, nos enfrentamos a que el sistema

%% + pdive =0
pg = pF +DivT
T = —pI + Mdivv)I + p(L+1LT)

presenta mas incognitas que ecuaciones. Una salida es nuevamente suponer
que el fluido es incompresible, lo que implica divv = 0.

1Se denomina newtoniano a todo fluido en el que el campo de tensiones depende li-
nealmente del de deformaciones.

11



2.5. Ecuaciones de Navier-Stokes

Observacion 2.5

En este contexto, se cumple que Div (L + LT) = Auv.
Demostracion.

Calculando directamente la i-ésima componente de Div (L + L T):

3 3

o (ov o Poi v,
Div(L+L"))i = 7|5 ) =2 e
(Div (L + )) ;axj <(9£L‘j + 8@) = 833? Oxj 0x;

Entonces,

0 (divwv),

(Div(L+L")); = Av) + 6, Z% = Alv) + o0x;

es decir, Div (L +LT) = Av + V(divv). Ahora, como divv = 0, se tiene
el resultado buscado.
O

Mediante esta observacion, obtenemos que para un fluido incompresible vis-

coso, Divl' = —Vp + pulAwv, y la ecuacién de conservaciéon del momento
puede ser reformulada como
dv

P = pF — Vp + puAwv, (2.10)

conocida como ecuacién de Navier-Stokes.

Lema 2.6
Un par (v, p) es solucion del sistema

p% = —Vp + pnAv
divv =0

si y sdlo si el par (v, p) es solucion de

p% = pFy — Vp + pAv
divv =0 ’

donde Fy € R? es una constante y p(z, t) = p(x, t) + pFy.x .

Demostracion.

Observemos que Vp = Vp + V(pEy . x) = Vp + pFp, por lo tanto si (v, p) es
solucién del primer sistema, se verifica p% =—-Vp + plAv = pFy — Vp +
HAv.

12



2.6. Vorticidad

El reciproco es andlogo.
O

Gracias a este lema, estudiar las ecuaciones de Euler y de Navier-Stokes sin
fuerzas de masa es equivalente a hacerlo con fuerzas de masa constantes. Las
ecuaciones de Euler y de Navier-Stokes para un fluido incompresible, son,
en ausencia de fuerzas de masa,

pgq; + p(v.V)v = —Vp (Euler), (2.11)
ov :
i + p(v.V)v = —Vp + pAv (Navier-Stokes). (2.12)

2.6. Vorticidad

Consideremos un campo de velocidades de un fluido, un instante ¢, y un pun-
to x € 4, entonces la matriz L(x, t) = Vuv(x, t) tiene una parte simétrica
D y una parte antisimétrica W,

D(z, ) = (Vv n vuT) (1), (2.13)

W(z,t) = (w - vﬂ) (,1). (2.14)

Definicion 2.7

A la matriz D definida en (2.13) la llamaremos tensor de velocidades de
deformacién en (z,t), y a la matriz W dada por (2.14) la llamaremos tensor
de velocidades de rotacién en (z,t).

Como W es antisimétrica, existe un unico vector w(z,t) tal que para todo
u € R3, Jw(z, t) x u = W(z, t)u. A este vector w(z,t) lo llamaremos
vorticidad del campo v en (z,t).

Observacion 2.8
Se cumple la igualdad w(x, t) = rotw (z, t) para todo (x, t).

Ahora, buscamos obtener una ecuacién para la evolucién de la vorticidad
de un campo de velocidades solucién de la ecuacion de Euler para un fluido
incompresible (2.11). Derivando respecto de z; la i-ésima componente de
esta ecuacion,

3
ov; ov; . p
rn + '0;%81% Oz

13



2.6. Vorticidad

y usando que las derivadas conmutan, tenemos:

3 3
0 Ov; 0 0Ov; Ovy, 0v; 0?2
+p E e — +p E b = P
k=1 k=1

pa 81‘j 8xk aZL'j T%&%k _8xi8xj '
Esta ultima igualdad puede ser reescrita en forma matricial:

d
p L+ pl? = —P, (2.15)

donde P denota la matriz hessiana de la presién. Planteamos igualdades en
las partes simétricas y antisimétricas de (2.15):

d
pD + p(D* +W?) = —P, (2.16)

d
p%W + p (WD +DW) = 0. (2.17)
Observemos que dado u € R3, (%W) u = %w X u, y (WD +DW)u =
wxXDu+D(wxu) = —(Dw) xu. Como p # 0, la ecuacién (2.17) es equivalente

a la ecuacion de evolucion de la vorticidad

%w = Dw. (2.18)

De esta forma, el sistema de ecuaciones

divv = 0
rotv = w (2.19)
‘fl—‘;’ = Dw

debe ser necesariamente satisfecho por un campo de velocidades solucién de
las ecuaciones de Euler para un fluido incompresible.

Reciprocamente, si un campo v es solucién de este sistema y si la regién
ocupada por el fluido es simplemente conexa, entonces existe una funcién
p tal que (2.11) es satisfecha: en primer lugar, intercambiando el orden de
derivacién y teniendo en cuenta que si divv = 0 se tiene rot[(v.V)v] =
—D(rotv) + (v.V)(rotv), tenemos

rot [pgz +p(v. V)v] =p ((?;} + rot[(v. V)v]) =

Ow dw
= p(at—ﬂ)w—i—(v.V)w) = p(clt—ID)w> =0,

en virtud de la igualdad (2.18).

14



2.6. Vorticidad

Luego, podemos definir la presién en un punto x como el opuesto de la
integral de linea de p% + p(v.V)v a partir de un punto fijo y hasta x por
un camino arbitrario:

ov
po) = = [ o+ ol Vet
Y

donde v : [a, b — R? es una curva continua, diferenciable a trozos, con
v(a) = zo0, ¥(b) = .

Asi, si un campo de velocidades v es solucién del sistema (2.19), entonces
existe un campo p de presiones tal que (v, p) es solucién de la ecuacién de
Euler para un fluido incompresible.

Ejemplo 2.9
Diremos que un campo de velocidades v es bidimensional si es de la forma

’U(Cl'f, t) == (Ul(xla o, t)? UQ(.Z'l, T2, t)7 0>T7

donde z = (x1, w2, xg)T € R3. La vorticidad w correspondiente a este campo
de velocidades es
Gz, t) = (0, 0w(xy, 29, 1)) T,

donde
o 81)2 81)1

W= 8%1 8952 '

De este modo, el término Dw de la ecuacién (2.18) es nulo, por lo que ésta
se reduce a la ecuacion escalar:

Ow Ow Oow ow
_ o= AL 2.2
0 5 +Vw.v 5 + v By + v D (2.20)

Las otras ecuaciones del sistema (2.19) quedan dadas por:

Ov1 Ova __

Gu oy g

0 0.

R T (2.21)
le 312 -

Dada una funcién w radial, w = w(r, t), el sistema (2.21) tiene por solucién:

o(@, 1) = (‘”) :2/0 sw(s, 1) ds. (2.22)

I

Utilicemos esto junto con (2.20) para ver qué condiciones debe verificar w.
Observemos que v(z, t) es perpendicular a (z1,z2) en todos los puntos, lo
que significa que las trayectorias de las particulas son circulos con centro en

15



2.6. Vorticidad

el eje x3. Como la funcién w es radial, (g—;"l, 88—;"2) es paralelo a (z1,22) en

todos los puntos, por lo que

ow Oow

— — = 0.
V1 o1 + U9 07s

La ecuacién (2.20) se simplifica:

Ow

— = 0.
ot

Por lo tanto, es necesario y suficiente que la vorticidad sea independiente

del tiempo, w = w(r), para tener una familia de soluciones estacionarias

de la ecuacién de Euler. Retomaremos este ejemplo en el capitulo 5 cuando

presentemos el fenémeno de desarrollo de concentraciones.
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Capitulo 3

Distribuciones

Vamos a dejar temporalmente de lado el estudio de las ecuaciones que ri-
gen el movimiento de fluidos incompresibles para introducir la nocién de
distribucion, o funcién generalizada. Este nuevo conjunto de funciones ge-
neralizadas contendra a las funciones localmente integrables y a las medidas
regulares. Definiremos la derivada débil de una distribuciéon como una nueva
distribucion, de forma tal que en el caso en que la primera sea una funcién
derivable, la derivada débil coincida con la cldsica. Como corolario tendremos
que toda distribucién es infinitamente derivable. Finalmente, se presentaran
las distribuciones vectoriales y tensoriales, y se definiran los operadores di-
ferenciales cldsicos (gradiente, divergencia, rotacional, laplaciano) en este
contexto.

3.1. Funciones Test

En primer lugar, vamos a precisar algunas notaciones y términos. Llamare-
mos multiindice a toda n-upla ordenada de nimeros naturales

a=(ag,...,an),

y llamaremos orden del multiindice « al niimero natural |o| := a1 +. ..+ ay,.
A cada multiindice a le asociamos un operador diferencial D* tal que si
U C R" es un abierto y f : U — R, entonces para cada xz € U,

ol £(
e fay - O°@)

- « (o799
0z ... 0xp"

Definicién 3.1 (Funciones test)

Sea 2 C R™ un conjunto abierto no vacio, llamaremos funciones test a las
funciones en C2°(2), es decir, a las funciones infinitamente diferenciables y
con soporte compacto contenido en €.

Notaremos por D(£2) al conjunto de las funciones test.

17



3.1. Funciones Test

Observacion 3.2

Claramente, con las operaciones de suma de funciones y multiplicaciéon por
escalares punto a punto, tenemos que D(Q) tiene estructura de espacio vecto-
rial. De hecho es un dlgebra, ya que si ¢1, g3 € D(Q), entonces ¢1¢2 € D().
Més en general, si ¢ € D(2) y 9 es una funcién de clase C*° cuyo soporte
no es necesariamente acotado, se tiene que ¢ip € D(Q).

Proposiciéon 3.3

Sea f una funcion continua con soporte K C Q compacto. Entonces, dado
e > 0, existe ¢ € D(Q) tal que sup{|f(x) — ¢(z)|/ z € K} < e y ¢ puede
tener soporte contenido en un entorno arbitrario de K.

Demostracion.
Sea § > 0, definimos K5 = {z € R" : 3y € K /d(z, y) < 0}. Queremos
probar que existe ¢ con soporte contenido en K5 que verifica

sup [f(z) — ¢(x)] <e.

TER™

Dado a > 0, sea 6 una funcién no negativa, de clase C*°, que cumpla
sop(0) = B(0, a) y [gn 0(x)dz = 1. Definimos ¢ mediante:

o) = [ a9 = [ f©0 -~ [ 60— ds

(3.1)

Vamos a probar que eligiendo a suficientemente pequeno, ¢ tendra las pro-

piedades buscadas.

Primero, si z ¢ K, se tiene que ¢(x) = 0 porque f(x — &) = 0 para todo

¢ € K. Luego, sop (¢) C K, C Kssia<3.

Por otra parte, ¢ es de clase C*° porque podemos derivar indefinidamente

la expresién en la integral de la derecha en (3.1).

Finalmente, como [p, 0(z)dz = 1, dado = € R™ se tiene:

) o) = [ ()~ fe-9)oede = [ (1)~ s 0(0) e

Al ser f continua y de soporte compacto, es uniformemente continua, de
donde dado € > 0, existe p > 0 tal que si || < p, se tiene |[f(z) — f(z —

& <e.

Si a < p, tenemos:

@) — flx—€)] 6(€)de < ¢ / 0(¢) de = <.

B(0,a)

18



3.2. Distribuciones

Tomando a < min{d, p}, se tiene que ¢ cumple las propiedades deseadas. []

Daremos ahora la nocién de convergencia en D(12).

Definicion 3.4
Una sucesion (¢p)neny C D(£2) converge a ¢ € D(Q2) si y sblo si se verifican
las siguientes dos condiciones:
i) existe K C € compacto tal que sop (p,) C K Vn € Ny sop(¢) C K.
ii) la sucesién de derivadas parciales de cualquier orden de las ¢,, converge
uniformemente a la correspondiente derivada parcial de @, esto es, dado un
multiindice o, D%, = D%p.

. . D
Notaremos esta convergencia mediante: ¢, — .

Observaciéon 3.5

La nocién anterior de convergencia es la correspondiente a la de una to-
pologia 7 en D(Q) (ver [9]). El conjunto de las funciones test, dotado de
dicha topologia 7 y de las operaciones descritas en la observacién 3.2 tiene
estructura de espacio vectorial topolégico localmente convexo.

3.2. Distribuciones

Definicién 3.6 (Distribucién)

Llamaremos distribucién (o funcién generalizada) a todo funcional lineal
continuo T : D(2) — R. Notaremos por (T, ¢) := T(¢).

El conjunto de las distribuciones en 2 serd notado por D’'(Q).

Observacion 3.7

Un funcional lineal T es continuo si y sélo si dada (¢,) C D(Q) tal que
Uy, 2, ¥ se cumple que (T, 1) —= (T, 1).

Ademéds, por la linealidad de T, es suficiente verificar lo anterior para toda
sucesién de funciones test que converge a la funcién nula. Tenemos, por lo
tanto, que un funcional lineal 7" : D(2) — R es una distribucién si y sélo si

(T, b)) — (T, 0) para toda (1) 2.0

Miés adelante dotaremos al espacio D'(£2) de la topologia débil como espacio
dual de D(Q2). Ahora justificaremos la denominacién de “funciones genera-
lizadas” empleado. En este capitulo, €2 serd un subconjunto abierto de R"
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3.2. Distribuciones

y consideraremos en dicho espacio la medida de Lebesgue a menos que se
especifique lo contrario.

Diremos que una funciéon medible f : 2 — R es localmente integrable si

/ |f(z)|dx < oo VK C § compacto.
K

Denotaremos por L}OC(Q) al conjunto de funciones localmente integrables.

De forma analoga, diremos que una funcién es de cuadrado localmente in-
tegrable si

/ If(z)?dz < 00 YK C Q compacto,
K

y notaremos mediante L? () al espacio de funciones de cuadrado local-
mente integrable.

La importancia de las funciones de cuadrado localmente integrable sera cla-
ra mas adelante en el trabajo. Por el momento, podemos decir que si una
funcién v : Q x (0, tg) — R? representa el campo de velocidades de un flui-
do de densidad constante p, entonces [y 5|v(z,t)|* dz representa la energfa
cinética de la porcién de fluido que en el instante ¢ ocupa la region K.

Lema 3.8
Se cumple que C°(Y) C L2 () C Li,.(Q). Ademds, si f € L (), enton-
ces f2 € L} (Q).

loc

Demostracion.
Sea ¢ € C°(Q2), dado K C  compacto, se tiene que

IM = méx{|¢(z)|/z € K} < oo.

Entonces, como m(K) < oo, se tiene
/ lp(2)|?dz < M*m(K) < oo,
K

de donde ¢ € L? (Q).

loc

Siy e L2 (Q),ysi K CQ es compacto, entonces xi, |¢|xx € L?(2), por

loc
lo que podemos aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

</KW)\>2 = [(xks W) < m(K) /K|¢|2 < 0.

De esta forma, se tiene que ¢ € L} (Q).

loc
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3.2. Distribuciones

Finalmente, si f € Lloc(Q) se tiene | f|> € L], .(), pero |f|* = |f?], por lo
que se cumple f2 € L ().
O

Proposicién 3.9
Dada f € L}, (), entonces el mapa i : D(2) — R dado por

(if, ¢ / f(x
es una distribucion.

Demostracion.
La linealidad del mapa i es trivial: sean a, 3 € Ry ¢, v € D(),

ir(a+ B) = /Q £(z) (ad(z) + Bu()) do = aig(d)+ Fis(w).

Sea ahora (¢p)nen tal que ¢y, 2.0 y sea K C § compacto tal que
sop (¢n) C K ¥n € N. Consideremos M, = méx{|¢,(x)| / = € K}. En-

tonces,

Como f € L}, se tiene que [, |f(z)]dz = a < oo; ademds, M, = 0

<M/|f )| de.

<2fv¢n|—’/f Jon(a

porque ¢, 2, 0. De esta forma,

[{ig, dn)| — 0,

por lo que 7y es continuo.
O

La proposicién anterior nos induce a considerar un mapa L}, () — D'(Q)
tal que f  iy.

Proposicién 3.10
Dadas f, g € L}, () tales que iy = i, entonces f(z) = g(x) c.t.p. x € Q.

Demostracion.
Como la correspondencia f + iy es lineal, alcanza con probar que si h €
L} (Q) cumple (h, ¢) = 0 para toda ¢ € D(f2), entonces h = 0 c.t.p.
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3.2. Distribuciones

En primer lugar, veamos que se cumple fQ hiy = 0 para toda funcién ¢ con-
tinua con soporte compacto: sea sop1 = K, por la observacién 3.3 tenemos
que dados € > 0y § > 0, existe p € D(1) tal que

sop C Ky = {w € Q/d(w, K) <8} y mixlo(e) — v(z)| <e.

Entonces,

/ (@) — $(2)) h(z) de
Q

<e /K |h(z)| dz.

Como [, ¢(x)h(x)dr = 0 por hipdtesis, se deduce que

< E/K |h(z)| dx.

Dejando § fijo y haciendo € — 0, se tiene que [, htp = 0.

Ahora, sea « una funcién medible acotada, con soporte compacto. Veamos
que [, ha = 0: sabemos que existe (a,) C C°() sucesién de funciones
continuas tal que ay,(x) — a(x) c.t.p. z € Q. Podemos suponer sop (ay,) C
K Vn, con K compacto. Esto implica que

/Q b(z) hz) da

sup |a (z)] = M(x) < oo c.t.p. z €.
neN

Aplicando el teorema de convergencia dominada, tenemos:

n

h’gﬂ/ﬂ&n(a:)h(m) dr = lirlgrl/Kan(x)h(x) dx = /Kliman(:c)h(a:) dx =

= /Q a(z)h(z) dx.

Por lo ya visto, [ o (z)h(x)dx = 0Vn € N. Entonces, [, ha = 0.
Finalmente, dado r > 0, consideremos la funcién «, definida por:

(z) = 0, si|z| >roh(x) =0
G T e @) sz <7y h(z) = |h(z)| @

Claramente «,. es una funcién medible, acotada, y sop (a,) C B(0,r). Por
lo tanto,

0= /Qar(x) h(z) dx :/ |h(x)| dx.

B(0,r)

Como |h| es una funcién en LT con integral sobre B(0,7) nula para todo
r > 0, se tiene que |h(z)| = 0 c.t.p. x € Q, es decir, h = 0 c.t.p.
0

Abusando de notacién, siempre que sea claro notaremos por f a la distribu-
cién iy definida por la funcién f.

22



3.3. Derivadas distribucionales

Observacién 3.11

Por el teorema de Riesz-Markov, tenemos que si p es una medida regular
definida sobre los borelianos de €2, entonces el mapa F), : D(§2) — R tal que
Fu.(¢) = [, ¢dp es una distribucion.

Ejemplo 3.12 (Distribuciones delta de Dirac)
En este contexto, dado x € 2, consideramos la medida de Dirac con soporte
en x, 0. La distribucién Fj, que induce verifica:

(B, 6 /¢> b(2).

A esta distribucion la llamaremos delta de Dirac centrada en x. Para sim-
plificar la notacion, utilizaremos J, para referirnos tanto a la medida como
a la distribucién delta de Dirac; en el caso particular en que x = 0, nos
referiremos a esta distribucién simplemente mediante d.

3.3. Derivadas distribucionales

En esta seccién nos ocuparemos de definir la derivada de una distribucién.
Sabemos que si f es una funcién derivable, entonces f define una distribu-
cién; naturalmente, es deseable que en este caso la derivada distribucional
de f coincida con la derivada en el sentido clésico.

Sean ¢ € D(Q), f € C'(Q), entonces:

of 9o

—(f9) = —¢+f8x j=1,...,n. (3.2)
J

&L‘J
Si consideramos el campo de vectores ¥ en Q, ¥(z) = f(x)¢(z)e;, donde
ej es el vector j-ésimo de la base canénica de R", tenemos:

o,

(v w) () = 52 () = 5o

2 (19) (@),

Integrando esta ultima igualdad en €2, y considerando una variedad diferen-
ciable con borde M de dimensién n y tal que sop (¢p) C M C €2, obtenemos

a ) - Xz X)€e; n\x X
| artro@ar = [ @in) @iz = | (0@ @) @

donde n(z) denota el vector unitario normal a M en z.
Como sop (¢) C M, tenemos que ¢ (x) = 0V € M. De esta forma,

| artro -
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3.3. Derivadas distribucionales

Luego, en virtud de la igualdad (3.2), obtenemos

8% / f@x]

lo que nos permite formular una definicién de derivada distribucional.

Definicién 3.13 (Derivada distribucional)
Dada T' € D'(€2), definimos la derivada parcial de T' respecto a x; como la
distribucion 8877; dada por:

or B 9
<am; ¢> - ‘<T’ axj>'

Verifiquemos que efectivamente la derivada parcial de una distribucién res-
pecto a z; es una distribucién: dados o, 5 € Ry ¢, ¢ € D(Q),

or P - % "
<8x] a¢+ﬁ¢> <T,%<a¢+ﬁw>>——<T g 68%>

0¢ o or oT
- T, 22 T, 2N (L Zw).
< 337j> ﬁ< ’3%‘> a<3%’j’¢>+ﬁ<3%’w>
Por otra parte, si (¢,) C D(Q2) es una sucesién tal que ¢, N 0, se tiene

3% D, 0 para todo j. Entonces,

<a.’L‘j’ ¢n> - <T7 al']> Oa

que

pues T es continua.

Observacién 3.14
Esta definicion generaliza la de derivada clasica de una funcién.

Observacién 3.15

Aplicando esta definicion sucesivamente, se pueden definir las derivadas par-
ciales de cualquier orden de una distribucién.

Como corolario de esto, se tiene que toda distribucién admite derivadas
parciales de cualquier orden, esto es, si T € D'(2) entonces D*T € D'(Q)
para todo multiindice c.
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3.4. Distribuciones vectoriales y tensoriales

Ejemplo 3.16 (Distribucién de Heaviside)

Sea H : R — R tal que H(x) = X|o,00)(7). A esta funcién H se la conoce
como funcién de Heaviside.

Como H € L} (R), H define una distribucién (llamada también distribucién

loc
de Heaviside) mediante:

#.0) = [ H@)o@)do = [ ow)dz Vo e D).
R 0
Calculemos la derivada de H en el sentido de las distribuciones:
(', ¢) = —(H, &) = - /0 #(x) de = 6(0) — lim ¢(x) Vo € D(Q).

Al ser sop (¢) compacto, se tiene que lim, - ¢(x) = 0, de donde

(H', ¢) = 6(0) = (3, ¢) Vo€ D(Q).

La derivada débil de la distribucién de Heaviside es la distribucién delta de
Dirac.

3.4. Distribuciones vectoriales y tensoriales

La modelaciéon de varios fenémenos fisicos -entre ellos las ecuaciones de
Navier-Stokes- requiere utilizar magnitudes no sélo escalares, sino también
vectoriales y tensoriales. Luego, resulta natural la necesidad de definir fun-
ciones generalizadas que tomen valores en R™ o en M, (R) y extender los
operadores diferenciales de forma adecuada.

3.4.1. Distribuciones vectoriales

Definicién 3.17 (Funciones test vectoriales)
Definimos el conjunto de las funciones test vectoriales en €2 como

D(Q,R™) := D)™ = {d = (¢1,....,0m) /d; €DQ) Vi=1,...,m}.

Podemos identificar los elementos de D(§2, R™) con funciones en C° (€2, R™).
Diremos que una sucesion (¢,) C D(Q,R™) converge a ¢ € D(Q,R™) si
e . D .

y sélo si converge coordenada a coordenada, es decir: (p;), — ¢; Vi =

1,...,m. Notaremos esto mediante ¢, 2, ©.

Definicién 3.18 (Distribuciones vectoriales)
Definimos el conjunto de las distribuciones vectoriales en {2 mediante

D'(Q,R™) = {T = (Ty,...,Tn)" /T, €D'(Q) Vi=1,...,m}.
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3.4. Distribuciones vectoriales y tensoriales

Dada una distribucién vectorial T', llamaremos componentes de T a cada
una de las distribuciones T;.

Observacion 3.19

Cada distribucién vectorial T' induce un funcional lineal continuo sobre
D(Q,R™) a través de

(T, ¢) = T() = > (T, ¢;) Vo€ DQ,R™).

m
j=1

Andlogamente a como hicimos antes, podemos definir el espacio
1 1 m
Lloc(Q’ Rm) = [Lloc(Q)] =

={f=(f,.. ., fm)/ [ €LL () Vi=1,...,m}.

De la misma forma, si f € L}, (2, R™), se tiene que induce iy € D’'(2, R™)
definida por:
(ig, 8) = Y (if,. 6;) Yo €DQ,R™).
j=1
Considerando también

m

L%OC(Q’ Rm) = [L?OC(Q)] =

= {f:(flavfm)/fleL%oc(Q) Vi:17""m}7

tendremos que C°(Q2, R™) C L2 (Q, R™) C L}

loc loc(Q7 Rm), en forma anéloga
al lema 3.8.

Veamos ahora cémo actiian los operadores diferenciales clasicos en D'(2, R3).

Definicién 3.20
Dados Q2 C R? abierto, T € D'(,R) y v € D'(Q,R?), definimos:

= el gradiente de T,

VT — <8T or oT

t
A A A D'(Q,R%);
a$178x27a$3) e ( ? )7

= el rotacional de v,

rotv = ((rotw)y, (rotwv)s, (rotv)s)" € D'(Q,R?), donde
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3.4. Distribuciones vectoriales y tensoriales

3 3
Oy, ,
(rotv); = Z Zeijk D2 e D'(2, R)
Y €k es el pseudo-tensor antisimétrico de Levi-Civita:

0, sii=j,i=koj=k
ek =< 1, si(i, 5, k) e{(1,2,3), (2,3, 1), (3,1,2)} ;
—1, si (i, 4, k) € {(2, 1, 3), (3,2, 1), (1, 3, 2)}

= la divergencia de v,

o 0n T po, Ry

dive = 87.7}1 8.%'2 8.%'3

= el laplaciano de T,

o' | 9*T | 0T

- e D'(Q, R).
Ox? Ox3 0x3 (&2, R)

AT

Lema 3.21

Sean T € D'(Q, R), v € D'(Q, R3), ¢ € D, R3) y ¢ € D(Q, R). Entonces
valen:

- <VT7 ¢> - = <T7 div ¢>7

ii- (rotwv, ¢) = (v, rot ¢);

iii- (divv, V) = — (v, V);

iv- rot (VT') = 0;

v- div (VT) = AT;

vi- div (rotv) = 0.

Demostracion.
i- Calculando directamente,

5. /T 5. 00, ,
(VT, ¢) = ;<8m]a ¢g> = —<T, ;&rj> = — (T, div ¢) .

ii- Por una parte,
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3.4. Distribuciones vectoriales y tensoriales

Observemos que €, = —€xj; Vi, j, k, lo que implica que

3 3 3

ot ¢) = 3% Ze,w< o, 8¢f>.

i=1 j=1 k=1

Por otra parte, (rot ¢); = Zle Z?:l ekji%, de donde se deduce:

k=1 k=1 =1 j=1
3 3 3
0
=33 e (e 52 ) = ot o
i=1 j=1 k=1 J

iii- Tenemos

<vi7 (Vw)2> = = <U, VW :
1=1
3}, calculando la i-ésima componente de rot(VT),

i=
3

iv- Sea i € {1, 2

3 3 3 3 2T
(rot(VT)) ZZW Zz%km =9
Jj=1k=1 Jj=1k=1
pues €5k = —€ikj Vj, k.
v- Se tiene que:
3 3
. o(VT); 0?
div (VT) = Z o = ZW = AT.
=1 =1 ?
vi- Observemos que
3 3 3 3
d(rotv); 0%vy,
div (rotv) ZZZewki
i=1 - Om Sioen Onowm
Como €, = —€ji Vi, j, k, se tiene el resultado buscado.
O
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3.4. Distribuciones vectoriales y tensoriales

3.4.2. Distribuciones tensoriales

Comenzamos esta seccion definiendo el producto tensorial entre dos vectores
de R¥ mediante @ : R¥ x R¥ — My(R), de forma que ®(u, v) := u®wv es la
matriz (u ® v);; = w;vj, 1< 4,5 <k.

En My (R) definimos el producto interno de la siguiente forma: dadas A, B €
Mk(R)v

k k
A:B :ZZA”B”
i=1 j=1

Llamaremos funciones test matriciales a los elementos del conjunto

La convergencia en D(2, My(R)) estd dada por la convergencia coordenada
a coordenada en D(Q), es decir, 4, — A en D(Q, My(R)) si y sélo si
(An)ij = Ay V1< i, j <k

Notaremos por D'(2, M(R)) al conjunto de las matrices cuadradas k x k
cuyas entradas son distribuciones, y lo llamaremos espacio de distribuciones
tensoriales.

Claramente, dada una distribucién tensorial T, ésta induce una transforma-
cién lineal continua D(2, My (R)) — R mediante

k
<T> <I)> = T((I)) = Z <Ejv (I)ij> .
i=1 j=1
Definicién 3.22
T
Sea T € D'(Q, Mp(R)), T = | : |, donde T; es la distribucién vectorial
T
dada por la i-ésima fila de T', definimos la divergencia de 1" como
div T1
Div (T) = : e D'(Q, R¥).
div Ty,

Por otra parte, dada v € D(Q, R¥) definimos la distribucién tensorial Vv €
D'(Q, My(R)) mediante
o 8’01'

a 856]"

Vo = ((Vv))ij, con (Vv);j
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3.4. Distribuciones vectoriales y tensoriales

Lema 3.23
Sean T € D'(2, Mp(R)) y ¢ € D(Q,RF). Entonces,

(DivT, ¢) = — (T, V).

Demostracion.
Por un lado,

diUTl ¢1 k
div Ty, Ok J=1
i 8T‘i k a¢z
=2 <ax],-’¢j> > _<T”’ &zj>'
i,j=1 ,j=1

Por otra parte, tenemos
k k 06,
2.V = 3 (T (o) = 3 (T 5,
ij=1 i,j=1 !

lo que implica el resultado buscado. O
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Capitulo 4

Soluciones débiles de
Ecuaciones en Derivadas
Parciales

Una solucién clasica de una ecuacion diferencial es una funcién que sus-
tituida en la ecuacion resulta en una identidad vélida en cada punto de
su dominio de definicién. Esto exige que esta funcion sea diferenciable. Sin
embargo, en ciertas ocasiones resulta conveniente considerar funciones que
sean solamente continuas, o incluso discontinuas, como soluciones. De esta
forma, podemos buscar soluciones distribucionales, considerando la nocién
de derivada presentada en el capitulo anterior.

En este capitulo definiremos soluciones débiles de ecuaciones en derivadas
parciales lineales y presentaremos, mediante un ejemplo, una idea de cémo
se puede extender esta definicién para ciertas ecuaciones no lineales. Dare-
mos una nocién de convergencia en D', y con ella estudiaremos procesos de
traslacién, oscilacién y concentracién.

4.1. Ecuaciones en derivadas parciales

Comenzamos este capitulo definiendo las ecuaciones en derivadas parcia-
les (EDP’s), que son ecuaciones que involucran una funcién de dos o més
variables con alguna de sus derivadas parciales.

Sean Q CR" f:Q —Ryk>0. Dado x € (), notaremos al conjunto de
derivadas parciales de orden k de f en x por

D*f(z) = {Df (z) / la| = k}.
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4.1. Ecuaciones en derivadas parciales

Definicion 4.1
Una expresién de la forma

F(Dkf(.%'),...,Df(ZL'), f(x), x) = 0, (4.1)

se llama ecuacién en derivadas parciales (EDP) de orden k, donde

k—1

F: R xR 'x... xRxQ—R

estd dada y f: € — R es la incégnita.

Resolvemos la EDP si encontramos todas las funciones que verifican (4.1),
posiblemente entre aquellas que satisfacen ciertas condiciones de borde en
un subconjunto I' C 99.

Definicién 4.2 (EDP lineal)
La EDP (4.1) es lineal si es de la forma

Y aal(z) D*f(z) = (), (4.2)

o] <k

para ciertas funciones dadas a, (|| < k), ¢ de clase C*°.

Observacion 4.3

Para que una distribucién pueda ser solucién de una EDP, es necesario
tener bien definido el producto entre una funcién y una distribucién. Dadas
T eD(Q), feC>®),y ¢ e D), por la observacién 3.2, f¢ € D(Q), de
donde se podria definir fT" a través de: fT (¢) = (T, fo).

De hecho, se tiene que esta fT' es una distribucién: la linealidad es trivial.

En cuanto a la continuidad, si (¢,) C D(Q2), ¢, 2, 0, entonces basta

verificar que fo, 2. 0. Como existe K compacto tal que sop (¢,) C K
para todo n, el propio conjunto K verifica sop (f¢,) C K para todo n. Por
otra parte, dado un multiindice «,

D(fon)l = | Y (DPF) (D76a)| < C| Y2 DVl
1Bl +1vI=le 1y|<lel

pues para todo multiindice 3, existe cg > 0 tal que sup ¢ |Dﬁf(x)’ < cg.
Como D¢, =2 0 para todo multiindice -y, obtenemos D*(f¢,) = 0.
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4.2. Topologia de D'(§2)

Definicién 4.4 (Producto de una funcién por una distribucién)
SiT eD(Q), feC®), el producto de f por T es la distribucién fT tal

que (fT, ¢) = (T, f¢) para toda ¢ € D(Q).

Definicién 4.5 (Solucién débil de una EDP lineal)
Diremos que una distribucién 7" € D’'(Q2) es solucién débil de la EDP lineal
(4.2) si satisface la igualdad en el sentido de las distribuciones.

Observacion 4.6
Esta definicién generaliza la de solucién clasica, ya que sabemos que la no-
cion de derivada distribucional generaliza a la de derivada clasica.

4.2. Topologia de D'(Q)

La principal razén para incorporar la topologia de D'(Q) a este trabajo
es estudiar qué ocurre al considerar una sucesién de soluciones débiles de
una EDP. En particular, se tendré que el limite de dicha sucesién sera una
solucién débil si la ecuaciéon es lineal; si la EDP no lo fuera, no podremos
asegurar este resultado.

Recordemos que tenfamos definido
D'(Q) = {T:D(Q) — R /T lineal y continuo} = [D(2)]".

Es natural dotar a este espacio con la topologia débil-* como espacio dual
de D(R), por lo que la nocién de convergencia de sucesiones en D'(€2) que-
dara definida como a continuacién.

Definicién 4.7 (Convergencia débil)
Diremos que una red de distribuciones (7;);c; converge débilmente a T' €
D'(Q) si para toda ¢ € D(Q) se tiene que (T}, ¢) — (T, ¢).

Notaremos este hecho mediante T; 2 T.

Observacion 4.8

La nocién de convergencia débil puede extenderse facilmente a D'(2, R™)
y a D'(Q, My(R)): sucesiones en estos espacios convergen débilmente si y
sélo si lo hacen coordenada a coordenada en D'(Q).

33



4.3. Un ejemplo no lineal

Proposicién 4.9
Dada la EDP lineal 3, < aa D*f = ¢, si (In) C D'(Q) es una sucesion

de soluciones débiles de la misma tal que T, D T, entonces T también es
solucion débil.

Demostracion.
Como para todo n € N, ngk aq DT, = @, tenemos que, dado n € N,

(¢, 6) = <Z ao DT, ¢> = Y (-)PI(T,, D*(aa ¢)) Vo€ D(Q).

|laf<k o] <k

Al ser T, LA T, se tiene que para toda @ € D(Q), (T,, ) — (T, ¥); en
particular, (T, D (aq ¢)) — (T, D* (aq ¢)) para todo multiindice o.
Entonces,

(o, ¢) = Y (1IN, D* (aa 9)) "= Y (~=1)* T\ D* (aa ¢)) =

la|<k | <k
= < Z aq DT, ¢>, es decir, Z ao DT = .
|| <k la| <k

O

En general, no podemos definir el producto entre dos distribuciones, lo cual
podria ser un obstaculo para estudiar ecuaciones no lineales. Sin embargo, si
nos restringimos a ciertas clases de ecuaciones no lineales, atin podremos dar
una nocion de solucién débil para las mismas. De todas formas, la propiedad
deseable de que una sucesién de soluciones débiles converja a una solucién
débil no se cumpliré.

4.3. Un ejemplo no lineal

En esta seccion veremos a través de un ejemplo cémo podrian definirse
soluciones débiles para ciertas EDP’s no lineales.

Definicién 4.10 (Ecuacién de Burgers sin viscosidad)
La ecuacién diferencial no lineal u; +uu, = 0 se llama ecuacién de Burgers
sin viscosidad.

Observacion 4.11
La ecuacién de Burgers sin viscosidad puede ser reescrita en forma de diver-
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4.4. Ejemplos de procesos en D’

gencia, es decir, a través de la aplicacién del operador divergencia a ciertas
funciones dadas:
0 0

9 7w + 2 gl =0
con [y g tales que f'(u) = ug'(u). En este caso, podriamos elegir f(u) = u
2

y g(u) = %

La nueva forma de la ecuacién si tiene sentido en D'(R x R4), lo que nos
permite introducir la nocién de solucién débil para la misma.

Definicion 4.12
Una funcién u € LZ (R x R;) es solucién débil de la ecuacién de Burgers
sin viscosidad si se satisface la identidad en D'(R x R)

0 0 [u?

Observacion 4.13
Ya sabemos que si u € L?OC(]R x R ), entonces u y u? definen distribuciones,
por lo que la definicién anterior tiene sentido.

Ademss, dada ¢ € D(R x Ry),

) 9 (u? u’
0= (500 + 5 (5 ) o) == [ [ (vorrgo) aam

Entonces, u es solucién débil de la ecuacion de Burgers sin viscosidad si y
solo si

2
// (u¢t+u¢)x> dtde =0 Vo € D(R xRy).
R JR, 2

4.4. Ejemplos de procesos en D’

Consideraremos tres procesos béasicos que tomaran particular relevancia en
el estudio de la convergencia de sucesiones de soluciones débiles de las ecua-
ciones de Euler y Navier-Stokes.

4.4.1. Traslaciones

Sea 1 € C%(R) una funcién continua con soporte compacto, consideremos
la sucesién de funciones (1)~ definida por

() = Yz —t).
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4.4. Ejemplos de procesos en D’

Si 9 representara una magnitud fisica, la sucesiéon (¢;) representaria a la
magnitud ¢ escapando de cualquier subconjunto compacto de R en tiempo
finito.

Proposicion 4.14

.. . D!
En las condiciones enunciadas, ¢y — 0, cuando t — oo.

Demostracion.
En primer lugar,

1/%(1'3) = 1/)(95 - t) = 1/}(33 - t) Xsopd)(‘r - t) = 7!)(90 - t) Xsopzﬁ—i-t(‘r)a

con
sop) +t = {y+t/y € sop}.

Sea ¢ € D(R), entonces:

(¥, &) =

/R D — ) Xsopp12(2) D) da

< k/RX(SOPw-&-t)OSOp(i)(x) dl’,

donde k = max{|y(z)| / x € R}. méx{|o¢(z)| / © € R} < oc.

Ahora, |X(sopw+t)nsops(T)] < Xsope(x) para todo x € R, y Xsope € L'(R).
Por otra parte, como sop®¥ C R es compacto, tiene minimo (m), y como
sop¢p C R es compacto, tiene maximo (M). Basta tomar to tal que M <
m + to para afirmar que para todo t > tg,

(sop + t) Nsopd = 0 = X(sopu+6)rsops =0 V1 > .

Entonces, se cumple que (¢, ¢) — 0 para toda ¢ € D(R), es decir, 1 Dy,
]

4.4.2. Oscilaciones

Sea p € CY(R™ x R) una funcién continua y periédica de periodo T respecto
a la segunda variable. Consideremos la sucesién de funciones (p°) € CO(R™),
con p(z) = p(x, x1/e). Definimos la funcién media de p en x € R™ como:

Vamos a probar que en estas condiciones se tiene p° o p con € — 0, lo que
generaliza el Lema de Riemann-Lebesgue clésico (ver [5], pagina 249).
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4.4. Ejemplos de procesos en D’

Lema 4.15
Sean g : R — R continua, periddica de periodo T y E = [a, b] x A C R™
medible y acotado. Entonces,

i [ o (2) xe@ e = 1 ([ o1 ) me)

Demostracion.
Se tiene que

/Eg(f”;) dxz//\(/jg(?) dm)dmg...dxm.

Dado € > 0, consideremos n = n(e) € N tal que
nelT <b—a<(n+1)eT. (4.3)

Entonces,

b a+neT b
/ g (E> dr1 = / g (ﬂ> dri + / g <E> dzx.
a € a € a+neT €

Ahora,

[ o (@Y asy = [ () = e [t

mientras que si M es una mayorante para g,

b
/ g (ﬂ> dxy
a+neT €

De esta forma,

T
lim [ ¢ (E> dr = lim [ ne </ g(z) dz) dxa...dTy,.
e—0 E 3} e—0 A 0

Las desigualdades (4.3) implican neT — b — a, por lo que
T
lim [ ne (/ g(2) dz) dxsy...dz, =
e—0 A 0
h— T
:/(a)</ g(z)dz)d:vg...dxm:
A T 0
1 (T b 1 T
— gzdz)//dml...da;m:</gzdz>mE.
(7 [ ore) | [ ([ ara)me

b
g/ ‘g(ﬂ)‘dxlgMaTﬂO.
a+neT €
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4.4. Ejemplos de procesos en D’

Lema 4.16
Sean g como antes y ' C R™ medible y acotado. Entonces

i [ (2 e e = 1 ([ o1 mee)

Demostracion.
Dado § > 0, existen Fjy,..., E, C R™ medibles y disjuntos dos a dos tales
que E,, = [an, by] X Ay, con A, medibles y acotados, que cumplen

LHJEZ'CF, m(F\OEZ><(5
=1 i=1

Observemos que xug, () = Y. xg,(z), y por el lema anterior, se tiene

/Eig (%) dz == % (/OTg(z) dz> m(Ey),

de donde

zn:/E g(%> w0y ;(/OTQ(Z)dZ> m(E;) =

1=1 i i=1

:}(/OTg(z)dz)mQQEi).

Ademsds, si M es una mayorante para g,

I 1 T
gl—)dx / / g(z)dz
/F\UEi (6 ) T Jp\uE, Jo (2)

Entonces, )
/F[g@) _;/0 9(2) dz} dz

S [p(2) - [ s

/F\ua- {g (%) _;/OTW) dz] do

y tomando limite con € — 0, el primer sumando tiende a cero, mientras que
el segundo esta acotado por 2M§. De este modo, dado d > 0,

/F [g (%) —;/OTg(z) dz} dx

<M y < M.

< +

_l’_

)

lim < 2M6,

e—0
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4.4. Ejemplos de procesos en D’

lo que implica

lim Fg(%) dz = /FG/OTg(z)dz> dz = ;(/OTg(z)dz> m(F).

O]

Observacion 4.17

Como el lema anterior es valido para funciones caracteristicas de conjuntos
medibles y acotados, también lo serd para funciones simples: dada {F;},
familia finita de conjuntos medibles, acotados, disjuntos dos a dos y A; € R,
entonces

lim Y (%) (g /\iXFi(x)> dx = % </0T9(2’) d2’> /m g)\iXFi(x) dx

En efecto,

k k
/Rm g <%> (; )\iXFi(ﬂf)> dx = Zz;)\,- /Rm g <%) XF; () dx.

Aplicando el lema anterior,

lim \; g (ﬂ) Xr(z)de = N\ 1 /Tg(z) dz | m(F;)

por lo que

lim o <%> (Zf: AiXF; ($)> dx = Z lim (Ai/m g (%) XF, (2) dl‘) =

Lema 4.18

Seap:R™"xR —R conp(x,z) = f(x)g(z), donde f :R™ - R, g: R—R
son funciones continuas, f acotada y g periddica de periodo T. Sean p,
p° : R™ — R definidas por:

Py = 310 [ oz v e = S (D). )

€

Entonces, p° D, p, esto es, dada ¢ € D(R™),

lim p°(x / p(x
e—0 Rm™ Rm™
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4.4. Ejemplos de procesos en D’

Demostracion.
En primer lugar, tenemos que dados ¢ € D(R™) y ¢ > 0, existe una funcién
1) simple,

k k
U(z) = Z)\ixpi(:c), con U F,Csopgp, FiNF; =0 sii#j,
i=1 i=1

tal que
sup |f(z) ¢(x) — P(x)] <4,

reR™

pues f¢ es acotada y de soporte compacto.

Entonces,

<

gém<g(?>_;iATﬂ@dﬁf@ﬁM@dx
/m (g (%) N % /OTQ(Z) d2> ¥(x) dz

/ m <9 (%) - % /0T9(2> d2> [f (@)¢(x) — ()] d

Por la observaciéon anterior, el primero de los sumandos tiende a cero cuando
e — 0, mientras que el segundo estd acotado por 2Mdm(sop ¢), con M
mayorante para g, de donde se deduce que para todo ¢ > 0,

/m(ps—ifM’:

<

+

+

lim
e—0

< 2Mdém(sop @),

[ 05 @) = fa)) (o)

es decir,

Observacion 4.19
El resultado sigue siendo valido para combinaciones lineales finitas de fun-

ciones de este tipo, es decir, si p(x, z) = Zle fi(x) gi(z), entonces p° o D,
donde p° y p estéan definidos como en (4.4).

Lema 4.20
Sea p : R™ x R — R continua, periddica de periodo T con respecto a la
sequnda variable, entonces dados K C R™ compacto, y § > 0, existen
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4.4. Ejemplos de procesos en D’

fi,oo s fn R -5 R, g1,...,9, : R — R continuas, acotadas, con g; pe-
riddica de periodo T para todo i tales que

méx _|p(x, 2) = Y filx) gi(2)| < 6.
=1

zeK, z€R

Demostracion.

Como K x [0, T| es compacto, se tiene que p es uniformemente continua en
K x [0, T]. Entonces, dado 6 > 0, existe o > 0 tal que ||(z1, 21) — (z2, 22)|| <
o implica |p(z1, 21) — p(z2, 22)| < 0.

Dado =z € K, sea B, = B(z, o), entonces K C Uzeci By, y tomemos un
subcubrimiento finito {B,,..., By, }. Consideremos {fi,..., fn} particién
de la unidad subordinada a este subcubrimiento, es decir, f; : K — R es
diferenciable, sop fi C By,,0 < f; <1y > =, fi(z) = 1. Definimos la familia
de funciones {g1, ..., g,} mediante g;(z) = p(z;, 2).

Dado (z, z) € K xR, sea I, = {j € {1,...,n} / x € By}, de forma tal que

Sh) =1y Y L@ eiz) =Y fie)gi(z) VzeR.
=1

jEI JE€Lx

Observemos ademés que dado (z, z) € R™ x R,

minp(zj, ) < 3 f(2) g5(2) < méxp(z;, 2)

i€k jElL
y ademas
ml’lnp(xj, z) — p(x, 2) > —0, puesx € By, Vj € I,
]G x
mz’}xp(:zj, z) — p(z, z) < 06, puesz € By, Vj € I,.
]e T
Entonces,

p(z, z) — Z fi(x)gij(2)| <6 VY(z, z) e R" x R.
Jj€ls

O

Ahora si estamos en condiciones de probar el resultado previamente enun-
ciado.
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4.4. Ejemplos de procesos en D’

Teorema 4.21 (Lema de Riemann-Lebesgue)
Sea p : R™ x R — R continua, periddica de periodo T con respecto a la
segunda variable. Sean p: R™ — R definida por

y la sucesion de funciones (p®), con p*(x) = p(z, x1/e).
Entonces, se tiene que p° LA p, es decir, dada ¢ € D(Q),

/mpsqﬁﬂ po.

R™

Demostracion.

Dados ¢ € D(2) y 6 > 0, consideramos ¢ : R™ xR — R, ¢ =Y _;" | fi g; que
aproxima uniformemente a p en sop ¢ (que es compacto). Sea a > 0 una
mayorante para ¢.

Entonces,

‘/RW(PE—@¢‘§

/m(q5—®¢’+

[ or=s|+ [ @-mo|.

Se tiene
£ £ _ ﬂ _ ﬂ m
p@) - @l =|p (e, 2) —q(n 2)|<svrer
y
. _ 1 (7
i) -3 = | [ o 2) - pla, )tz <o v e
Luego,

/m(ps —q°) ¢‘ < am(sop ¢) J;

‘/Rm(qe—éﬁb

/m(zj—ﬁﬁ?' < am(sop @) .

e—0
— 0;

De este modo,

lim
e—0

/R (r° —i?)cb‘ < 2am(sop ),
por lo que

lim [ 556 = / 5.
8—>0 Rm m
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4.4. Ejemplos de procesos en D’

4.4.3. Concentraciones
Con “masa” finita

Sea p € C°(R™) una funcién continua y no negativa, con Jgn p = 1. Conside-
ramos la familia de funciones (p®).~0 dada por p°(z) = ¢ "p(x/c). Vamos a

probar que p° D §cone — 0, es decir, (p°, @) — ¢(0) para toda ¢ € D(R™).

Definicion 4.22
Una sucesién de funciones (¢°) € C°(R") es una identidad aproximada si
verifica:

w pf(x) >0 Va, Ve,
o fen 0 (x)de =1 Ve,
s VA, Vv >0, Jeo/ Ve < e, fB(OW)CwE(x)d:): < A

Observacién 4.23

La familia de funciones definida anteriormente es una identidad aproximada:
la positividad y el hecho de que fRn p° = 1 son triviales. Ahora, dado
A > 0, existe Ry tal que fB(O, Ry P < A para todo R > Ry. Luego, dados
A >0, v >0, tomamos ¢g = 7/Ry y tenemos:

/ p(z)dx = / ply)dy < A Ve < ep.
R™\B(0,7) R™\B(0,v/¢)

Proposicion 4.24
Toda identidad aproximada converge débilmente a la distribucion delta de
Dirac.

Demostracion.
Sea (¢°) una identidad aproximada, queremos probar que para toda ¢ €
D(R"),

V(@) () dz — ¢(0) = | ¢°(z) $(0) da.
Rn Rn

Luego, es suficiente probar que

lim [ 4°(2) (8(x) — 6(0))dx = 0.

e—0 Rn
Ahora, si By = B(0, ),

IN

- V7 (2) (o(2) — 9(0)) dx
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4.4. Ejemplos de procesos en D’

< + ¥ (2) (o(x) — ¢(0)) da| .

By

¥*(z) (¢(x) — ¢(0)) da

B;

Sea M una mayorante de ¢, como esta funcion es uniformemente continua,
dado A > 0, existe v > 0 tal que |¢(x) — ¢(0)] < A/2 para todo = € B,.
Como (¢*) es de Dirac , tenemos que 3&¢ /Ve < e,

Vv (x) dx

By

A
< o Y ademds |¢(z) — ¢(0)] < 2M Vz € R".

De esta forma, si € < &g,

¥ (2) (o(z) — 9(0)) dx

R

A
<2M [ Y (z)dx + = Y (x) dr < A.
Be 2 /B

¥ Y

Luego, ¢* ¥

Con “masa” infinita

En este ejemplo veremos qué ocurre en un proceso de concentraciéon que no
se produce mediante una identidad aproximada.

Teorema 4.25
Sea W € C([0, ) tal que:

a) |W(r)| < kr? para algin k > 0 y para todo |r| <1,
b) lim W(r) = X\/27 # 0,

c) /0 |(In s) W'(s)|ds = v < oo.

Sea ¢ : R? > R, ¢(z) = [z[2W(|z|) y ¥5(z) = (In 1/e)~" e 2¢p(x/e).

Entonces *° o Ad, con e — 0.

Demostracion.
Dada ¢ € D(R?), definimos la media de ¢ en r,
- 1 2
o(r) = — ¢ (rcos, rsend) db.
2 0

Por la definicién de v, aplicando un cambio a coordenadas polares e inte-
grando por partes, se obtiene

lim | é(x)v(z)de = lim [ o) <lni>_1 |$1|2W <|‘:|> dw =

e—0 Jr2 e—0 Jr2
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4.4. Ejemplos de procesos en D’

o N\t g
= I =) cw (L) dar = 4.
il_r% ; 27 ¢(r) (ln 5) . w (€> dr (4.5)
_ 1 -1 r 00
= lim A. + B. + C., donde A. = 27w ¢(r) <ln ) InrWw (7> ’ ,
e—0 g e 0

B. = —/00027T¢'(r) <lni>_1lnr W(g) dr y

C. = —/OOO 2%5(7’)% <ln i)llan’ (g) dr.

Calculemos el limite cuando € — 0 de cada uno de estos sumandos.

= Como sop$ es compacto, 5&7") = 0 para todo r mayor que un cierto
ro. Observemos que lim,_o¢(r) = ¢(0), por la continuidad de ¢.
Fijado € > 0, la condicién a) implica lim, o [lnr W(r/e)| = 0.

Luego, A. =0 Ve > 0.

» Dado que W es continua y tiene limite finito en el infinito, tenemos que
W estd acotada, digamos, por a. Sean R > 0 tal que sop¢’ C B(0, R)
y L una mayorante de ¢’. Tenemos:

/OO 21 ¢’ (r) <ln i>_1lan (g) dr
0
<2r <lni>_1 /OR ‘5’(7“) InrWw (g)‘ dr <

A R -
<or <ln> La/ Inr| dr =20. = lim B. = 0.
g 0 e—0

|Be, = <

» Hagamos el cambio de variable z = R/¢ en la integral de C.:

C. = —/00027T¢(7‘)3: <lni>_llnr w’ (g) dr =

_ /O T ond(e) W (2) dx + /0 " ond(e2) (m i>_1lnz W (2) d.

Sea M una mayorante de ¢, entonces |p(cz) W'(z)| < M |[W'(z)| €
LY(R), por la hipétesis ¢). Aplicamos el teorema de convergencia do-

minada:
HH(lJ Oo27r$(sz) W' (2) dz = 27 ¢(0) lim (W(z) — W(0)) = A ¢(0).
E—> 0 zZ— 00
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4.5. Problemas de continuidad

Para el otro término, aplicamos la condicién c):

N\
<2mM (ln ) v =00.
€

/0 T 9rd(ex) (m 1) s W () de

3

Entonces lim._,g C. = A ¢(0).

De esta forma,

lim (x) Y (z)dz = Ap(0) V¢ € D(R?).
E— R2

Observacion 4.26

La condicién b) que se le impuso a la funcién W implica que 1 decae a 0
lentamente, de forma tal que fRQ 1) = 400. Es por esto que no estamos ante
una identidad aproximada, ya que la “masa” total es infinita y el cambio de
escala e =2 1)(x/¢) que se hizo anteriormente no funciona y debe ser sustituido
por el presentado en el enunciado del teorema.

4.5. Problemas de continuidad

En los ejemplos presentados en la seccién anterior se mostré diferentes suce-
siones de campos en R"; en ésta mostraremos qué comportamiento pueden
presentar ante un funcional no lineal.

Dado un campo wu definido en una regiéon ) y una constante positiva p,
denotaremos por
u?

E(Qu) = /Qp2

a la energia cinética asociada a dicho campo.

4.5.1. Pérdida de energia cinética en un proceso de oscilacion

Sea la familia (u%)c~0, u° : R — R, definida por u(z) = sen(x/¢), entonces

por el Lema de Riemann-Lebesgue, tenemos que u® D 0sie—0.
Por otra parte,
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4.5. Problemas de continuidad

y aplicando nuevamente dicho resultado,

3 o 15 _ F
liy B[, 7, u) = °2.

De esta forma,

_ T

0= E([_ﬂ-7 W]a il’_)rréub:) 7é ;l,_I)I(I)E([—F, ﬂ-]a us) 2

Como la energia cinética del limite es menor que el limite de la energfa
cinética, diremos que hay una pérdida de energia cinética en el limite. Esto
significa que la funcién E : D'(R) — R es discontinua con respecto a la
convergencia débil.

4.5.2. Pérdida de energia cinética en un proceso de concen-
tracién

Sea u € C°(R?) una funcién no negativa tal que [pou < 00 y [pau? = 1.
Consideremos la sucesion (u®).so tal que u®(z) = e tu(x/e).
Por un lado, dada ¢ € D(R?),

/RQ el = k/]R wlede = ke /R u(y) dy =2 0,

de donde u¢ 2 0.
Sin embargo, (u® )2 es una identidad aproximada, por lo que converge débil-
mente a la distribucién delta de Dirac. Ademas,

E(R?, uf) = /RQ P (2)de = ’)/RQ w@/e) g~ g Ve > 0.

2 2 g2
Entonces,
0 = BE(R?, lim ) £ lim E(R?, v¢) = 2.
e—0 e—0 2

Nuevamente tenemos una pérdida de energia cinética en el limite.
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Capitulo 5

Soluciones débiles de Euler y
Navier-Stokes

En el capitulo anterior se presentd la nocién de soluciones débiles de ecua-
ciones en derivadas parciales lineales, y vimos cémo se las podia definir para
ecuaciones no lineales que fuesen escritas en forma de divergencia. Aqui nos
ocuparemos de reformular las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes para un
fluido incompresible, para luego definir las soluciones débiles de dichas ecua-
ciones. Se estudiardn sucesiones de soluciones débiles de las mismas, y se
mostrara que el limite débil de dichas sucesiones no tiene por qué ser so-
lucién mediante dos ejemplos: uno presentando persistencia de oscilaciones
y otro en el que se produce un desarrollo de concentraciones alrededor del
origen.

5.1. Forma débil de las ecuaciones

Sean  C R3 abierto, tg € (0, +00], y recordemos la formulacién obtenida en
el capitulo 2 de las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incompresible
en ausencia de fuerzas externas:

p% + p(.V)v = =Vp + plAv (5.1)
divv = 0 ’

Nuestro objetivo es formular estas ecuaciones en forma de divergencia. En
primer lugar, como p es constante,

Q( ) = dv
ot P T Pap

y por otra parte,

3
8%
pl(v.V)v]; = ;PUJ o,
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5.1. Forma débil de las ecuaciones

Consideremos el tensor pv @ v € M3(R), con (pv ® v);; = pv;v;, entonces

div ([pv ® v]1) pLivL
Div (pv®wv) = | div ([pv ® v]2) | , con [pv®v]; = | prive | Vi e {1, 2, 3}.
div ([pv ® v]3) pUiV3

De este modo,

[Div(pv ® )], = div ([ov ®v];) =

pues divv = 0.
Entonces, para todo i € {1, 2, 3}, p[(v.V)v], = [Div(pv ® v)];, por lo que

p(v.V)v = Div(pv ®v).
Las ecuaciones del sistema (5.1) pueden ser formuladas como:

en  x (0, to) (5.2)

% (pv) + Div(pv ® v) = —Vp + pAv
divv = 0

Sea ¢ € D(Q x (0, ty), R?). Haciendo producto escalar:

<gt(pv) + Div(pv®wv) + Vp — ,LLAU>-¢ =0

:>/(f°/Q <§t(pv) + Div(pv®@v) + Vp — um) 6=0. (53

Observacion 5.1
Podemos trabajar separadamente con cada uno de los sumandos de la inte-
gral anterior:

0
= Como Z(pv.¢) = 5(pv).¢ + pv. 52,y

/Otofggt(pv.@ = /Q(pv.¢\go) = 0, se tiene que
/Oto/ggt(pv)-¢ = —/Oto/ﬂpv_g?
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5.1. Forma débil de las ecuaciones

Se tiene que

3.5 3
div ((pr®v) @) = Za— (prv®@v) @), = Z

Q)‘QJ

(-

3
= Z vazl}])gb + pv;

= : T
x; = Div (pv@v) .o+ (pv@w) : (V) '.

’U]a

hj=1

Tomemos k > 0 tal que sop¢ C B(0, k) x (0, ty) y sea n(x) la normal
saliente a B(0, k) en el punto z; por el teorema de Gauss tenemos

/tO/Dw (prRv). ¢+ (prv): (Vo) ' /to/dw (v@v) @) =
:/Oto /8B(O’k)(pv®v)¢. n = 0.

Ademis,

3 9 3 ;
(po@v) : (Vo)T = Y pujv, ;j Z 00 P = Vo : (pr@v).

i,j=1 =

Por lo tanto,

/OtO/QDiU(PU®v).¢ - _/Oto/ng(m}@v)'

Como div (pp) = Vp.¢ + p div ¢, tomando k igual que antes,

/OtO/QVp.qb+pdiv¢ = /OtO/de(W) = /oto/ag(o,k)w'" = 0.
Luego, ) §
/0 /va.¢— —/0 /deivqﬁ.

div (Ve v) — div (Vv ¢) =

3
. 8Uj 8(;51 62@51- _ &;Sj 8% & o
N Z (81‘@ axj * vi 8%? 8$1 8$j + (25] 8.%]2 n

Observemos que
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5.1. Forma débil de las ecuaciones

Ademas, considerando el mismo k que antes,

to to
/0 /de (Vo v) —div (Vv ¢) = /0 /83(0’k)(v¢ v—=Vv¢).n =0,

por lo que
to to
/ /U.Aqﬁ—/ /¢.Av.
0 Q 0 Q

Combinando estas observaciones con la ecuacién (5.3), obtenemos la igual-
d

ad:
to 8
/O /Q(pv.af+V¢:(pv®v)+pdiv¢+uv.A¢> = 0.

Por otra parte, como div v = 0, tenemos que para toda 1) € D(Q2x (0, ty), R),
Y. divv = 0.
Pero div (¢v) = V. v + 9 dive = Vb . v, por lo que

/OtO/QVIb.U = /Oto/ﬂdiv(wv) = /otO/B(Qk)dw(wv) = 0.

De esta forma, probamos que si v € C?(2 x (0, ¢y), R?) y p € C1(Q x
(0, t9), R) verifican (5.2), entonces dadas ¢ € D(Q x (0, t), R?) y ¥ €
D(Q x (0, t), R, se satisface:

to 0¢ . : —

{ o Jo (pv.ﬁ + Vo:(pv@v) +pdive + /w.Aqb) drdt = 0 (5.4)
O o Vv dedt = 0

El reciproco de esta afirmacion también es verdadero, como se muestra en
la siguiente proposicion.

Proposicion 5.2

Dadas v € C?(2 x (0, t9), R?) y p € CH(Q x (0, o), R) que satisfacen las
ecuaciones (5.4) para toda ¢ € D(Q x (0, to), R?) y ¢ € D(Q x (0, t), R),
entonces (v, p) es solucidn del sistema (5.2).

Demostracion.
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5.1. Forma débil de las ecuaciones

A partir de la observacién 5.1, dada ¢ € D(Q x (0, tg), R?), se tiene

to to
/ /pv.qﬁtdxdt:—/
to to
/ /ng (pv @ v)dxdt = / /Dw pv @ V). pdxdt;

to

/ /pdivd)dmdt = —/ /Vp.(bdmdt;
0 Jo o Ja
to to

/ /,uAQS.Ud:Udt:/ /,uAv.gZ)dmdt.
0o Jao 0o Ja

Entonces, para toda ¢ € D(2 x (0, to), R3), v y p verifican:

to
L/(/<8ww_%Dmgw®v)+Vp—uA0.¢MMt—0

En particular, dada ¢ € D(Q x (0, tg), R), consideremos ¢ = @e;, donde
i€{1,2, 3}y {e1, e, e3} es la base canénica de R3. Se verifica que:

to
/ / ( + Div(pv ®v) + Vp — uAv) dedt =0, Vi.

Como para todo i se tiene (% + Div(pv®@v) + Vp — ,uAU)i €C%Q) c

Lllo .(Q) y la igualdad anterior vale para toda funcién test ¢, podemos aplicar
la proposicion 3.10 para obtener que

i
Entonces se satisface la primera de las igualdades del sistema (5.2), esto es,

8({;) + Div(pv ®v) + Vp — pAv = 0.

Por otra parte, dada ¢ € D(2 x (0, tp), R), tomando k& > 0 tal que sopy) C
B(0, k), se tiene que

to to
/ /div(wv)d:):dt:/ / Yv.n dedt = 0.
0o Ja 0 JoB(o,k)
Entonces, como V). v = div (Yv) — ¢ divv y

to
/)/VWUMﬁ:0V¢GMQx@mLM,
0 Q

se cumple que

to
/ /Q,Z)divv dredt = 0 V¢ € D(Q x (0, tp), R).
0 Q
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5.1. Forma débil de las ecuaciones

Aplicando nuevamente la proposicién 3.10, ya que divv € C1(2 x (0, o)),
se deduce que divv (z,t) = 0V (x, t) € Q x (0, tp).
O

La forma débil de la ecuacién de Navier-Stokes excluird la presién. En esta
direccién, tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.3
Sea Q C R™ abierto y u € D'(Q, R¥). Si existe f € D'(Q, R) solucion de
Vf = u, entonces (u, ) = 0 para toda ¢ € D(Q,RF) con divé = 0.

Demostracion.
Dada ¢ € D(Q,R¥) con div ¢ = 0, verificamos directamente:

<U, d)) = <Vf, ¢> = _<f7 d“)¢> = 0.

Observacion 5.4

El reciproco de este lema también es valido: dados 2 C R”™ abierto y u €
D'(Q, R¥), si (u, ¢) = 0 para toda ¢ € D(Q) con div ¢ = 0, entonces existe
f € D'(R) tal que Vf = w.

Ademsds, valen los siguientes resultados de regularidad:
1) siue L2 (Q, R3), entonces f € L2 (Q),

2) si u € C%Q, R3), entonces f € CL(Q).

De este modo podemos excluir la presion de la formulacién débil, ya que si
u € D'(Q, R3) verifica (u, ¢) = 0 para toda ¢ € D(2,R?) con divgp = 0,
entonces tendremos asegurada la existencia de un campo de presiones p tal
que u = Vp.

Definicién 5.5 (Solucién débil de la ecuacién de Navier-Stokes)
Una funcién v € L? (Q x (0, to), R3) es solucién débil (o de Leray-Hopf) de

loc
la ecuacion de Navier-Stokes para un fluido incompresible

en 2 x (0, to)

% (pv) + Div(pv ® v) = —Vp + pAv
divv = 0

si satisface las siguientes condiciones:

53



5.1. Forma débil de las ecuaciones

= (Conservacién del momento) dada ¢ € D(Qx (0, to), R3) con div¢ =
0,

to
/ / [6r.pv + Vo : (pv@v) + pA¢.v] dedt = 0. (5.5)
0 Jo

» (Incompresibilidad) dada ¢ € D(Q2 x (0, t9), R),
to
/ /Vzp.v dxdt = 0. (5.6)
0 Q

Observacion 5.6

La definiciéon de solucién débil de la ecuacién de Euler para un fluido in-
compresible es obtenida a partir de la definicién anterior, tomando p = 0.
En particular, la ley débil de conservacion del momento que debe verificar
dicha solucién es

/O/ [Dr.pv + Vo : (pv®@v)| dedt = 0, (5.7)
0 Q

para toda ¢ € D(Q x (0, tg), R?) con div o = 0.

Observacién 5.7
Si (v, p) es solucién clésica de las ecuaciones de Euler o de Navier-Stokes,
entonces v es solucién débil.

Observacion 5.8

Como v € L2 (2 x (0, t), R?), induce una distribucién vectorial en (2 x
(0, to)). Ademés, el funcional lineal iyg, : D(2 % (0, t9), M3(R)) — R dado
por

3

to
(togw, P Z (vj g, jk Z/ /vjvkq)]k dx dt

7 k=

es una distribucién, ya que v; v, € L} (2 x (0, to)) Vj, k € {1, 2, 3}: sea
K C Qx (0, tg) compacto; se tiene

1/2 1/2
JAE ( / |vj|2) ( / |vk|2) < oo,
K K K

pues v;, v € L
v .

2 (2% (0, tp)). A la distribucién i,e, la notaremos mediante
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5.2. Primeros resultados de regularidad

5.2. Primeros resultados de regularidad

Observacion 5.9

Una funcién v € L} (Q x (0, to), R3) satisface la condicién de conservacién
del momento (5.5) siy sélo si la distribucién J = (pv); +Div (pv@v) — pu Av
satisface

(J, ¢) =0 Yo eDQx(0,1t), R} con dive = 0.

Luego, por la observacién 5.4 , existe p € D'(Q, R) tal que J = —Vp. Por
otra parte, si v € C?(£2 x (0, to)), entonces las derivadas distribucionales de
primer y segundo orden de v coinciden con las clésicas, de donde J € C%(Q x
(0, to)). Aplicando la segunda condicién de regularidad de la observacién 5.4,
se tiene que p € C! satisface J = —Vp en el sentido clésico.

Tenemos entonces demostrada la siguiente proposicién, que asegura que toda
solucién débil suficientemente regular es solucién clasica.

Proposicién 5.10

Sea Q C R? abierto, v € C?(Q x (0, tg), R3) solucién débil de la ecuacion
de Navier-Stokes para un fluido incompresible. Entonces, existe una funcion
p € CH(Qx(0, tg), R), tinica a menos de una constante aditiva tal que (v, p)
es solucion cldsica de la ecuacion de Navier-Stokes.

Observacién 5.11

Argumentando de forma ansloga, se puede demostrar que si v € CH(Q x
(0, to), R3) es solucién débil de la ecuacién de Euler para un fluido incom-
presible, entonces existe p € C1(2 x (0, to), R) tal que (v, p) es solucién
clasica de la ecuacién de Euler.

Dada una sucesién de funciones (f,), notaremos mediante f, = fo a la
convergencia uniforme de la misma a una funcién f.

Observacion 5.12
Sean 2 C R? abierto acotado y ¥ € D(2). Si (uy), (vs) C C°(Q) son tales
que Uy == Uso Y Up = Voo , €ntonces:

" Up ) 3 U P: seae > 0, tenemos que existe M > 0 tal que |¢(z)| < M
para todo z € Q; tomamos No(e/M) para (uy), es decir, [uso(x) —
un(x)| < e/M para todo z € Q y n > Ny(e/M).
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5.2. Primeros resultados de regularidad

Luego, dados z € @y n > No(e/M),
[ucct) (x) — unt (z)| = |¢(2)] |uce(x) — un(z)| <e.
m Uy Up = Uso Uso © S€A T € ),
|too Voo () = Un Un ()] < [thoo Voo () = Uoo U ()] + [t () — tn vn(z)| <
< fttoo ()] Voo (#) = vn (@) + [uco () — un ()] [vn () — voo ()| +

+ [ttoo () = un ()] oo ().

Como U, Voo € CY(Q), y Q es compacto, se tiene el resultado buscado.

Proposicion 5.13

Sean (vy) C C*(Q2x (0, t), R3), (pn) C CHQx (0, to), R) tales que (vy, pp)
es una sucesion de soluciones clasicas de la ecuacion de Navier-Stokes para
un fluido incompresible y vy = Voo, Prn = Poo-

Entonces, vo es solucion débil de la ecuacion de Navier-Stokes para un
fluido incompresible.

Demostracion.

En primer lugar, como (v,) C C?(2 x (0, t9), R3) y v, = v, tenemos que
Voo € OV x (0, t9), R?), y por la observacién 3.19, tenemos que vy, €
L2 (9 x (0, to), R?).

Como (vy,, pp) son soluciones clésicas, para todon € N, ¢ € D(2x (0, tg), R?),
P € D(Q x (0, ty)), se verifican:

0" Jo (pon - &1 + Vo : (pun ® v) + pn div e + v, . Ad) dudt = 0
I3 [y Vb vy, dzdt = 0 '

Ahora, como v, =2 Voo ¥ P = Poo, POT la observacién anterior tenemos

pop . Py + Vo : (pvn®vn) +pn dive + pop . Ap =

3
= <p(vn)j (00); + 9D _(VO)jk (vn); (vn)kz> Tpndivo+p(vn); (Ad); =

j=1 k=1

= PUso - Ot + VO i (PU00 @ Vo) + Do div P + oo - A.

Entonces,

to
0=/ /(Pvn-¢t+v¢i(;01)n®vn)+pndi1}¢+uvn.A¢) dx dt —
0 Q
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5.3. Nuevos fenémenos

to
—>/ / (PUoo - bt + Vo : (oo @ Vo) + Poo div ¢ + Vs - A) dx dt.
o Jo

Tomando ¢ con div ¢ = 0, tenemos que vy cumple la ley de conservacion
del momento.
Andlogamente, se tiene que V. v, = V.04, de donde vy, también satis-
face la condicién de incompresibilidad.

O

5.3. Nuevos fendmenos

A continuacion presentaremos dos clases de sucesiones de soluciones diferen-
ciables de la ecuacién de Euler que motivan la introduccién de la nocién de
solucién generalizada de DiPerna-Majda de la misma.

Una caracteristica en comtn entre los ejemplos a ser presentados es la aco-
tacion local uniforme de la energia cinética:

to
VR0, t <tp, IC < 00/ / L1 (@ )2 dedt < C, Ve. (5.8)
t1 JB(O,R) 2

Esta condicién impide que para una soluciéon de las ecuaciones del movi-
miento de un fluido corresponda una cantidad infinita de energia cinética
en una regién acotada del espacio-tiempo. Ademads, una sucesiéon (v°) de
soluciones débiles de la ecuacién de Euler que cumpla (5.8) tendra siempre
una subsucesién convergiendo débilmente en D’(R? x R, R3), aunque no ne-
cesariamente el limite serd solucion débil de dicha ecuacién; incluso cuando
si lo sea, puede haber pérdida de energia cinética en el limite.

Las sucesiones de funciones que satisfacen (5.8) nos permiten definir una
nueva forma de expresar la conservacién del momento.

5.3.1. Persistencia de oscilaciones

Sea v = v(z,2) una funcién diferenciable y periédica de periodo 1 en z y
con media 0 para todo =z € R:

1
/ v(z, z)dz = 0.
0

Recordemos que la ecuacién de Euler en dos dimensiones es:

O (o) L (O, 0N () Ly
Pot\w) TP\ oz, T oz, ) \w) T TV
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5.3. Nuevos fenémenos

Observemos que la sucesién (v$) tal que v(zq, 2, t) = (v(z2, 22),0)" es
una familia de soluciones estacionarias de la ecuacion de Euler en dos di-

mensiones con presion constante.

Observacién 5.14

Un campo de velocidades independiente de la coordenada x3, v(z1, z2,t) =
(v1(x1, T2, t), vo(z1, T2, t), v3(x1, T2, t)) | es solucién de la ecuacién de Eu-
ler para un fluido incompresible con presién constante si y sélo si (v, va) es
solucién de la ecuacién de Euler en dos dimensiones para un fluido incom-
presible con presién constante y vs es solucién de la ecuacion

Demostracion.
Para el directo, como v es solucién de la ecuacién de Euler, vy + (v. V) v = 0,
y coordenada a coordenada esto es

Al ser ‘g—;’:’;) =0 V4, se tiene lo buscado.

Para el reciproco, basta observar que gz; = 0 para todo i. ]

De esta forma podemos construir, a partir de (v$), una familia de soluciones
de la ecuacién de Euler en tres dimensiones, v° = (vf, v3, vg)T, indepen-
diente de z3. Definiendo (v§, v5) = vg, tenemos que v§ debera satisfacer la
ecuacién en derivadas parciales:

. 22
ot ) oxy

Seaw = w(x1, T2, z) una funcién diferenciable y periédica en z de periodo 1;
elegimos la condicién inicial v§(x1, z2, 0) = w(x1, x2, x2/¢).
Tenemos entonces el problema de valores iniciales
ovg zo\ OV
Gt v (e, 2) gt =0
vi(x1, x2, 0) = w(z1, z2, 22/€)

Este PVI tiene por solucién v§(z1, z2, t) = w (ml —v(wg, 22)t, X9, %) (ver
[8], pag. 109).
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5.3. Nuevos fenémenos

Asi, tenemos construida la sucesion de soluciones de la ecuacion de Euler en
2
v (2, )
tres dimensiones, v (z1, z2, 3, t) = 0
X X
w (1‘1 —v(x2, 2)t, 12, ?2)
Observemos que v°(x1, x2, x3, t) = u(x1, x9, 2/, t), donde

u(zy, o9, 2, t) = (v(wg, 2), 0, w (z1 — v(@2, 2)t, T2, 2)) . (5.9)

Aplicando el lema de Riemann-Lebesgue coordenada a coordenada, tenemos

0

Dl
que v = v", con

0
VO(xy, 20, t) = 0 : (5.10)
fo (1 —v(we, 2)t, x9, 2) dz

Aplicando nuevamente el lema de Riemann-Lebesgue en cada coordenada,

obtenemos v° ® v* D T, donde el tensor simétrico T = T (z1, x2, t) es

fo (z2, 2)dz 0 fo (1 — v(®we, 2)t, T2, 2) v(x9, 2)dz
T = . 0 0
. ° fo (x1 —v(xe, 2)t, z2, 2) dz
(5.11)

Por otra parte, la densidad de energfa cinética % p|v|? es igual a £ Tr(v° ®

v%), por lo que %p\v5|2 EA %peg, donde
1
eo(z, t) = / v (29, 2) + w? (21 — v(29, 2)t, o, 2) dz. (5.12)
0

2
Como ( fol w) < fol w?, la densidad de energfa cinética del limite es & [v°]? =

2
p 1 . p 0 2 p . .
5 (fo w) y v es no nula, se tiene que £ [v°|* < £eg, lo que implica que
tenemos una pérdida de energia cinética en el limite.

La funcién definida v° es diferenciable, y por la observacién 5.14, seréd so-
1ucic’)n de la ecuacién de Euler si y sélo si vg es solucion de la ecuacion
8tv3 = 0.

Esto ocurrira si y sélo si

L dw

P (r1 — v(we, 2)t, x9, 2) v(x9, 2)dz = 0.
0

En general, esta integral no tiene por qué ser nula. En este caso, a pesar de
que v¥ es diferenciable y es limite débil de una sucesién de soluciones, no
podemos garantizar que v° sea solucién clésica de la ecuacién de Euler.
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5.3.2. Una nueva ley de conservacion del momento

En el ejemplo anterior, acabamos de verificar que v° no es solucién clésica,

y como es de clase C! tampoco puede ser solucién débil, en virtud de la
observacién 5.11. Sin embargo, la ley de conservacion del momento puede
ser extendida de forma tal que esta funcién v la satisfaga.

La ley de conservacién del momento (5.7) puede ser reescrita en la forma:
(p, &) = (Tin, Vo) Yo €D(Qx(0, 1), R} con divg =0, (5.13)

donde pe D,(Q X (07 tO)a RS) y T:m € D/(Q X (O’ tO)a MS(R))
Aceptamos que p = pv y T;, = —pv ® v son distribuciones cualesquiera.

Definicién 5.15
Diremos que la ley generalizada de conservaciéon del momento es satisfecha
por (p, Ti,) si se satisface la igualdad (5.13).

Observacién 5.16

En el ejemplo anterior, como Ve > 0 se tiene que v® es solucién clasica,
resulta claro que la ley generalizada de conservaciéon del momento es valida
tomando p = pv° y Ti = —pv® ® v°.

Por la definicién de limite débil se deduce que la ley generalizada de conser-
vacién del momento se verifica con p igual al limite débil de (pv®) y T, el
de (—pv°® ® v°), es decir:

[ee) e}
/ /pvo.gbtdazdt = / / —pT : Vodzxdt
0 Q 0 Q

para toda ¢ € D(2 x (0, tp), R3) con diveé = 0, donde v° y T son los
definidos en el ejemplo anterior.

5.3.3. Desarrollo de concentraciones

Sabemos -por el ejemplo 2.9- que dada w : R — R,

o(z) = (‘xf?) |$1‘2 /O " so(s) ds (5.14)

es una solucién estacionaria de la ecuacién de Euler en dos dimensiones. A
partir de ella, construimos la sucesion de soluciones de esta ecuacion

o (z) = <ln1>_1/2 = (D). (5.15)

9 9
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5.3. Nuevos fenémenos

Consideramos W : R — R tal que W (r) = (f; sw(s) ds)g.

Proposicién 5.17
Sea w € C([0, 0)) tal que:

, A

0 Jm W(r) = - #0,

b)/ lsw(s)|ds = a < oo,
OOO

c)/ |sw(s) Ins|ds = [ < 0.
0

En estas condiciones, la sucesion (v°) de soluciones de la ecuacion de Euler
dada por (5.14) y (5.15) satisface v° 20 y la sucesion correspondiente a la

R . D!
energia cinética verifica 5v°|> = %5.

Demostracion.
Tenemos que

o (z) = <lni>_1/2 <‘£2> |2 W (:')1/2.

Sean ¢ € D(R?, R?), R > 0 tal que sop¢ C B(0, R) y k > 0 una mayorante
de ||, entonces

o(x) . v°(x) dex
R2

<mewunwuwm<

)

1\ 12 1/2
< k:/ <ln> x|t W <|x!> dx =
B(0, R) € €
-1/2 R 1/2
- k<1n1> 271'/ W(f) .
13 0 g

Como lim._,q (ln %)71/2 = 0y como W2 > 0 estd acotada por o < 0o, se

cumple que

= 0 V¢ € D(R?, R?).

lim
e—0

(x).v°(x) dzx

RQ

Veamos la convergencia de la sucesién de densidades de energia cinética. En
primer lugar, observemos que W'(r) = 2rw(r) ([, sw(s)ds) y que W es de
clase C2, por lo que existe ¢ > 0 tal que |W (k)| < ch? para toda |h| < 1.
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5.3. Nuevos fenémenos

Ademaés,

00 0 Y
/ W'(y) lnydy’ < 2/ / sw(s)ds
0 o IJo

<o ([Tiswotas) ([ vt waldy) = 205

De esta forma, estamos en condiciones del teorema 4.25, de donde se concluye
€12 D
que |v°|* = AJ.

lyw(y) Iny|dy <

O]

En este ejemplo tenemos nuevamente pérdida de energia cinética en el paso

.. D! . D! ,
al limite, puesto que v* — 0 mientras que g]vE\Q = %5, esto es, la energia
cinética del limite (que es cero) es menor que el limite de las energias cinéticas
(que es %)

Proposicién 5.18
En las mismas condiciones que en la proposicion anterior, se tiene que v° ®

v X %Ié, donde I € M3y(R) es la matriz identidad. Es decir, dada ® €
D(R?, M2(R)),

lim (UE & ’UE) P = % ((I)H(O) + @22(0)) .

e—0 R2
Demostracion.
En los puntos z € R? en los que |[v¥|?(x) # 0 se verifica que v° ® v (z) =
e ® v& |v5|2
el = [o¥] :
Como
Ve ( ) —XT2 1 t
—(z) = —, tenemos que
[ n ) Jel !
L% —11212
v @ () = 7'51‘ v @ [v¥(x)]? si z#0, yo°®v°(0) = 0.
|=[? [ER

Sea gy € CY(S, M3(R)) la matriz que aparece del lado derecho de esta
ultima ecuacién, entonces

—senfcosf cos? 6

2 —Q
gr(cosf, senf) = ( sen” ¢ ben9c089>.

Sea ® € D(R?, M3(R)), usando (5.15), obtenemos
x

/RQ F O bdr = /R v (@) g (u) () dr =
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5.3. Nuevos fenémenos

L) () () -
- /OOO /027r (mi)_lr—lw (g) gi (cos 0, sen ) : O(r, 0) df dr =
/OOO o <1n 1) o (g) gr = B(r) dr, (5.16)

€

donde gg : ® denota la media en 0,
1

T oon

Notemos que la integral a resolver es analoga a la de (4.5) -aunque la fun-
cion en este caso sera en general discontinua en x = 0, pero esto no afecta el
desarrollo presentado-. Sea (r,,) una sucesién arbitraria verificando r, — 0;
observando que estamos en condiciones del teorema de convergencia domi-
nada, tenemos:

2
g = D(r) / g1 (cosB, senf) : ®(rcosb, rsenb)db.
0

lim gp : ®(r) =

rn—0

1 2
= lim02/ (sen29<1>11 — senf cos (Do + Po1) + 00820@22) df =
Tn— T 0

1 27
lim (sen29¢’11 — senf cosO(P12 + Po1) + COSQQ‘I)QQ) do =

- 2 o T™m—0

1 2

=5 sen? 0 ®11(0) — sen 6 cos O(P12(0) + Pa1(0)) + cos? O Poy(0) df =
0

1 21

=5 ; gr(cosf, senf) : ©(0)dh =

1 2m sen2 6 —senf cosb 1
S 2r </0 (— sen 6 cos 6 cos? 6 >d9> 1 @(0) = 51 1 ®(0).

Como este limite es el mismo para toda subsucesién (r,) tendiendo a 0,
tenemos gg : ®(r) — 31 : ®(0), si r — 0. Notando la similitud entre las
ecuaciones (5.16) y (4.5), podemos usar la misma demostracién que en el
teorema 4.25 para concluir que

Iim [ (v*®@0%):® = Agm : ®)(0) =

A
e—0 Jr2 2

(@11(0) + P22(0)).

En este ejemplo, a pesar de que el limite débil de la sucesién (v°) (que es
cero) es solucién, no es la que a priori pareceria deseable, ya que ni pv® @ v°
ni g\v€|2 tienden a cero. La ley generalizada de conservacién del momento
(5.13) es vélida para cada ¢ > 0 tomando p = pv° y T;, = —pv° ® V5, y
tomando limite con € — 0, también lo serd tomando p =0y T}, = —%I d.
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Capitulo 6

Soluciones de
DiPerna-Majda

En este capitulo definiremos las soluciones generalizadas de DiPerna-Majda
de la ecuacién de Euler para un fluido incompresible. Mostraremos algunos
resultados en cuanto a la estructura de estas soluciones generalizadas y, en
particular, la obtendremos para los ejemplos de persistencia de oscilaciones
y desarrollo de concentraciones del capitulo anterior. A lo largo de este
capitulo consideraremos 2 C R? x (0, +00) abierto y acotado.

6.1. Algunos resultados previos

En primer lugar, vamos a enunciar tres importantes teoremas que van a ser
aplicados en este capitulo.

Definicién 6.1 (Medida de Radon)

Sea p una medida definida sobre la g-dlgebra de Borel de R™. Diremos que
w es de Radon si pu(K) es finito para todo K compacto, y si dados U C 2
abierto, C' C € cerrado,

w(U) = sup{u(K) / K C U, K compacto}
p(C) = inf {u(V) / C CV, V abierto}.

Consideremos los siguientes conjuntos de restricciones de medidas de Radon
a
M(Q) = {,u‘Q / 1 es una medida de Radon },

MT(Q) = {/’L‘Q / 1 es una medida de Radon positiva}.
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6.1. Algunos resultados previos

En estos conjuntos, tomamos la norma

il = 1l (€2)-

Sea E C R?® medible, dada f € C°(E), diremos que se anula en el infinito si
dado € > 0, el conjunto {z : |f(x)| > ¢} es compacto. Notaremos:

CYUE) = {f € C°(E) / f se anula en el infinito}.

Una prueba del siguiente teorema puede ser encontrada en [5]:

Teorema 6.2 (Riesz-Markov)
Dadas n € M(E) y f € CY(E), sea I,(f) = [f du. Entonces el mapa
w1, es un isomorfismo isométrico entre M(E) y [CQ(E)]*.

Otros dos resultados previos necesarios son los siguientes, y sus demostra-
ciones pueden ser encontradas en [2].

Teorema 6.3 (de representacién de Riesz)
Sea H un espacio de Hilbert. Dado h € H, el mapa vy : H — C tal que

on(z) = (x, h) es un funcional lineal continuo.
Ademds, el mapa ¢ : H — H*, p(h) = @ es un isomorfismo antilineal
isométrico.

Teorema 6.4 (Alaoglu)
Si X es un espacio vectorial normado, entonces el conjunto Bx«(0,1) =
{p e X* / |l¢ll <1} es w*-compacto.

Nuestro interés serd aplicar el teorema anterior al espacio dual de L?(£2). En
el caso en que tratemos con espacios duales de espacios separables, tenemos
el siguiente resultado en [9]:

Teorema 6.5

Sea X un espacio vectorial topolégico separable. St K C X* y si K es un
subconjunto débilmente-x compacto de X*, entonces K dotado de la topologia
débil-x es metrizable.
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6.2. Soluciones de DiPerna-Majda

Observacion 6.6
Como corolario de esto, si K es una bola cerrada en el espacio dual de L?(2),
tenemos que toda red en K tiene una subsucesién convergente en K.

6.2. Soluciones de DiPerna-Majda

En esta seccién se introducirdan las soluciones generalizadas de DiPerna-
Majda, se mostrara que toda familia de soluciones débiles de la ecuacion
de Euler que cumple la condicién de acotacion uniforme de energia cinética
tiene una subsucesion que converge débilmente a una de estas soluciones
generalizadas, y veremos como estas soluciones pueden ser caracterizadas
por una medida vectorial v € M (Q) x MT(Q) x ProbM (S?).

Proposiciéon 6.7
Sea (v°) una familia de funciones en Q que satisfacen la condicion de aco-
tacion uniforme de energia cinética (5.8):

to
VR>0, t; <ty, 3C <00 / / £|v5(:1:,t)|2 dedt < C, Ve.
t, JB(O,R) 2

Entonces, existen una subsucesion de (v°), que por practicidad también lla-
maremos (v¢), una funcion v° € L2 (Q) y T € D'(2, M3(R)) tales que

loc

vt g0 (6.1)
)
v o X T (6.2)
Demostracion.

Tenemos definido D’(€2) como [D(Q)]*. Observemos que la familia (v¢) estéd con-
tenida en L2(Q), pues Q estd acotado. Ademds, sabemos que L?(£2) es un
espacio de Hilbert, y por el teorema de representacion de Riesz tenemos un
isomorfismo isométrico entre L?() y su espacio dual. Abusando de nota-
cién, nos referiremos al elemento del espacio dual @, € [LQ(Q)] " como v°.
Por lo tanto, dado € > 0, [[v¥[[jz2q)* = [v°l2(0)-

Por la condicién de acotacion uniforme de energia cinética,

H'UEH%Q(Q) = /Q [v¢ (z, t)|* dzdt < C* Ve > 0.
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6.2. Soluciones de DiPerna-Majda

Entonces, la familia de distribuciones (v®) estd contenida en B2 (q)-(0, C).
Ahora, aplicando la observacién 6.6, obtenemos que (v®) contiene una sub-
sucesién (v7) convergente a, digamos, v°. Como |[v°|| < C, si K C Q es
compacto,

/ 100(z, t)*dzdt < / |00z, t)|? dzdt = ||v°)* < C2
K Q

Entonces, v* € L2 ().

loc
Trabajando coordenada a coordenada de forma andloga se tiene que existe
una subsucesién de (v?), digamos (v®), tal que v® ® v* &
O

De esta forma, podemos dar una primera definicién de solucién generalizada.

Definicién 6.8 (Solucién generalizada de DiPerna-Majda)
Consideremos una familia de funciones (v°) satisfaciendo la condicién de
acotacién uniforme de energfa cinética (5.8). La funcién v definida a partir
de esta familia como en (6.1) es solucién generalizada de DiPerna-Majda de
la ecuacién de Euler para un fluido incompresible si satisface la ley genera-
lizada de conservacién del momento, es decir, si

(W%, @) + (T, V¢) = 0 V¢ € D(Q, R?) con dive = 0,

0

donde T es la distribucién tensorial definida en (6.2), y si v” es incompresible

en el sentido de las distribuciones.
Tenemos entonces un primer resultado.

Proposicién 6.9
Sea (v°) una familia de soluciones débiles de la ecuacion de Euler para un
fluido incompresible que verifican también (5.8). Entonces, el campo de ve-
locidades definido en (6.1) es solucion generalizada de DiPerna-Magjda de la
ecuacion de Fuler.

Demostracion.
Como para todo ¢ > 0, v® es solucién débil de la ecuacion de Euler, tomando
una subsucesién como en la proposiciéon 6.7, se tiene:

3 3
/Q 610+ Vo v = 3 <<<v€>j, (605 + 3 (" ), wm) B

j=1 k=1
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6.2. Soluciones de DiPerna-Majda

3

3
-3 (<<v°>j, (60);) + > Tk, wm) = (v°, ¢¢) + (T, V)
j=1 k=1

para toda ¢ € D(Q, R?) con div¢ = 0, y como la primera integral es igual
a 0 para todo €, pues v° es solucién débil, se tiene que se satisface la ley
generalizada de conservacion del momento.

Por otra parte, como divv® = Z?_l gf. y
- 1

dv° _ £ 61/} 8’¢ . 8’[)0
<8%, ¢> = —<u : 8xi> — _<vo, 8x2~> = <8%, w> Vi) € D(),

. . D .. ..
se tiene 0 = divev® = div®. Asi, divv® = 0 y se cumple la condicién de
incompresibilidad.

O]

Observacion 6.10

Como casos particulares de la proposiciéon anterior tenemos las sucesiones
de soluciones del capitulo 5 que presentaban persistencia de oscilaciones y
desarrollo de concentraciones.

Ademsds, el campo limite del ejemplo de persistencia de oscilaciones es dife-
renciable y solucién generalizada, pero no es solucién débil ni clasica de la
ecuaciéon de Euler.

Proposicién 6.11
Dada una familia de funciones (v°) que satisface (5.8), existe una subsu-

cesion que ademds de satisfacer (6.1) y (6.2), cumple que |v¢|? A [, con
pe M Q).

Demostracion.

Consideremos (v®) que cumple (6.1) y (6.2), y veamos que tiene una subsu-
cesién que verifica lo pedido.

Por ser © compacto, la condicién de acotacién uniforme de energia cinética
implica que existe C' > 0 tal que para todo € > 0,

/ [v¢ (x, t)[* dzdt < C>.
Q

Sea ¢ € C(Q2), entonces dado € > 0, el mapa ¢ — [ @|v°|* dz dt es trivial-

mente lineal; ademés es continuo, ya que

\/ so|v€|2dxdt\ < llol \/ rv€|2dxdt\ < llell ™.
Q Q
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6.2. Soluciones de DiPerna-Majda

Por el teorema de Riesz-Markov, existe p. € M(Q) tal que para toda ¢ €

Co(Q),
/@]’Ua\dedt = /(pdus.
Q Q

En particular, como D(Q) C CJ(9), tenemos que para todo € > 0, la dis-
tribucién definida por la funcién |v°| € L2 () coincide con la que define la
medida de Radon positiva p..

Sabemos que p:(2) = sup{p(K) / K C ©Q compacto }. Sea K C {2
compacto, consideramos ¢ € C?(£2) tal que <p|K =1y 0<yp(x) <1 para
todo x € Q). Entonces, dado € > 0,

IU’E(K):/ d,us:/ ‘Pdﬂsf/‘Pdﬂa:/@‘vg|2dxdt<02'
K K Q Q

Tomando supremo entre los subconjuntos compactos de 2, se tiene que para
todo &€ > 0, ps(2) < C?. Luego, (ue) C Bco(ay)+(0,C?), que es compacto
por el teorema de Alaoglu. Entonces, existe una subsucesiéon de (ue) que
converge débilmente a p € M (Q).

Como las distribuciones inducidas por la familia (|v°|?) coinciden con las
definidas por la familia (ju.), se tiene el resultado buscado.

O]

Sean E C R", H € C°(E, R). Si I es una medida en E, notaremos

(', H) = / H(x)dl'(z).
B
Notaremos andlogamente si H toma valores en R™ o en My (R).

Tenemos el siguiente resultado ([3], Teorema 1), que es valido ain sin la
restriccién de que 2 sea acotado:

Teorema 6.12
Si (v%) es una familia de funciones cuya norma en L? estd uniformemente
acotada, entonces (v°) tiene una subsucesion que cumple:

» existe p € M() tal que |v¢|? LA 1

» existe un mapa medible Q — M7T(R") @ ProbM(S™Y), (z,t) —
{V(lx " 1/(2:6 t)} tal que para toda g de la forma

v

9(0) = go(v) (1 + o) + g () o, (6.3)

v
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6.2. Soluciones de DiPerna-Majda

donde go € C§(R™) y gg € CO(S™™1), se cumple que

goo® 2 (W g0\ (L4 fdedt + (v, gu) du,

donde f es la derivada de Radon-Nikodym de p respecto a la medida
de Lebesgue, esto es:

lim [ (gov®)pdadt =
e—0 (9}

| (e o) 0+ podadt+ [ (12, . 0m) ddn o € D(@),

Observacién 6.13

Las funciones v y v®v en la ecuacién de Euler se pueden descomponer como
n (6.3), tomando para la primera de ellas go(v) = ﬁ, g =0, y para la

segunda, go =0, gy () =0 ® 6.

En particular, si tomamos para i, j € {1, 2, 3},

”(,Ua) _ (’Ua®1}€)" _ vis ,UE ‘ €|2 _ v* |,Ua|2
S 9 o o s el )1

que es de esta clase, tenemos que existe Aij(z y € ProbM (S?) tal que

lim (U€ ®U6)¢j ¢pdrdt = / <Aij, gH>¢d,u =
Q

e—0 Q
v;
:/ (/SQ |U|2J dAm‘(z,t)(v)) é(x, t)dp, Vé € D(Q).
Entonces, como v* ® v° A T tenemos

(T, @) =1lim | (v*®@0v°%): Pdrdt = lim [ (v° ®v%);; B drdt =
e—0 Jo ]_15—>0

3
UV,
= Z /Q(/S2 ’U|2j dAZJ(x t)( )) q)ij(xa t)dp =
ij—=1

_ /Q </S % ® fwdA(x’t)(v)>  B(x, 1) du(z, 1),

para cierta familia de medidas A(, 4 € ProbM(S?).

Asi, si consideramos A := {Ag 4 / (v, t) € }, entonces tenemos T =
<A( Y H> du, con
v v
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Observacion 6.14
Si para alguna distribucién p € D'(2) se cumple

pgtvo + pDiv((A, H)dp) +Vp = 0,

entonces v satisface la ley débil de conservacién del momento (5.13).
Demostracion.

Dada ¢ € D(Q2, R?) con div ¢ = 0,

» por el lema 5.3, (Vp, ¢) = 0;

= por la definicién de derivada débil, <%UO, ¢> = — <v0, ¢t>;

» (Div((A, H)dp), ¢) = —(((A, H)du), Vo), por el lema 3.23.
Entonces, dada ¢ € D(2, R3) con div ¢ = 0,

0
0= <p8tv0 + pDiv ((A, H)du) + Vp, ¢> =

= —p ((v% éu) + ((A, H)dp, V).

Observacion 6.15
Identificando v € L2 (9) con una medida de Radon en 2, la terna
(v9, p, A) nos da una descomposicién de una medida v que toma valores

vectoriales. Dada una familia (v®) de soluciones débiles de la ecuacién de

Euler, esta medida verifica g o v® A (v, g) para toda g del tipo (6.3), donde

(v, g) = (W°, g) (dxdt + du) + (A, g)dp.

6.3. Ejemplos

Finalmente, daremos una descripcién de soluciones de DiPerna-Majda pa-
ra tres casos: en el primero de ellos se caracteriza a las soluciones débiles
presentadas en el capitulo 5 dentro de las soluciones generalizadas; los dos
restantes corresponden a los ejemplos exhibiendo persistencia de oscilaciones
y desarrollo de concentraciones del mismo capitulo.
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6.3. Ejemplos

1. Soluciones débiles.- Si v es solucién débil (de Leray-Hopf) de la ecua-
cion de Euler, se tiene

v =w, du(z,t)=|v(z, t)]*ddt, Aty =0 @) :
[v(z, t)]

dada ¢ € D(Q, R?) con div ¢ = 0,
/(¢t-v + Vo :v®v)drdt =0.
Q

Entonces,

(01, v) + (Vo, (A, H) dp) =
v 2
/gf)t vdr dt + / Vo </52 o wdélzgzgl) lv(x, t)|° dzdt,

v se tiene
v v v(x, t) @v(x, t
/ T O vey = ( ) (2 )7
g2 |v] v R |v(z, t)]

de donde

(¢, v) + (Vo, (A, H) dp) :/Q(¢t.v + Vo :v®v)dedt = 0.

. . G . . , D’
2. Persistencia de oscilaciones.- En este ejmplo, tenfamos que v = Y,

con v° dada por (5.10) y que [v°|? EA eo, donde ¢g esta dada por (5.12).
Aplicando la proposicién 6.11 y el Teorema de Riesz-Markov, se tiene du =

eo(z, t)dx dt. Ademds, v° ® v° LA T, con T definido por (5.11).

Lema 6.16
Sean a € CY([0, 1]), c: [0, 1] — S? inyectiva, diferenciable y sea C = Im(c).
Definimos un mapa N : C°(S?) — R tal que N(g fcg‘c adl. Entonces

N es un funcional lineal continuo.

Demostracion.

La linealidad de N es trivial. Dados g € C°(S?) y € > 0, consideremos
f € C°S?) tal que |f(x) — g(z)| < ¢/M para todo z € S?, donde M >
a(z)||d(2)|| para todo z € [0, 1].

Entonces,

N - N = | [0 jaar| -

)

1
/0 [f(c(2)) = g(c(2))] a(2) [I¢'(2)]] d=
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6.3. Ejemplos

por lo que N es continuo.
O

FEn las condiciones de este lema, el teorema de Riesz-Markov nos asegura
que existe A € M(S?) tal que para toda g € C°(S?),

Joax = [ o] oa = /019<c<z>>a<z> ()] d=.

Para este ejemplo, consideramos A, ;) € ProbM (5?) definida por el lema
anterior, tomando
u(zx, z, t)

) = Tz, = 9]

con u definido como en (5.9), es decir,
1 2
u(e, 1) \ Jule, 2, 8
w)dA, pn(u) = / ( ) dz.
Jowasen = [0 (Rea) e
Veamos que T' = (A, H) du, con H dada por (6.4): sea ® € D(R?, M3(R)),

3
(6 ) du ) = [

R

C Jule = )2
) = I enw, 8

( . H(u) dA(x’t)(u)) : ®(z, t)eo(x, t)dxdt =

:/Q</Olu(x, 2 1) @ ulz, 2, t)dz) Dz, t)dedt = (T, B).

Entonces, (A, H) dp = Ty tenemos la descomposicién de la solucién gene-
ralizada de DiPerna-Majda para este ejemplo.

3. Desarrollo de concentraciones.- En este caso, se tiene

do
0
v :07 M:A(Su A(I,t)zgv
es decir, A, 4 es la medida de probabilidad uniformemente distribuida en
St

e I c12 D € e Dl A
Ya sabemos que v* = 0, [v°]° = X6 y v* ® v® — 3514, por lo que resta
verificar 316 = (A(, ), H) dp. Sea ® € D(R?, M3(R)),

(A, H) dp, @) = /RQ </51 yZ|®|Z|dZ§:})) L D(, t) d(\)) =

:2A77</91|Z|®|Z|d9> :/R2<1>(x,t)d6:2)7\r(7rl :<1>(0))z<;15, q>>,

pues

2m 2 2
v v cos’0df [ senfcosddf
Yo Y dow) = [ 40 0 — I
/51 v © |v] (v) (fo% sen @ cos 6 df fo% sen? 6 df ) i

De esta forma, <A(x7 0> H> du = %Id.
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