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“Prefacio

Estos apuntes de fotoelasticidad, que estudian uno de los temas
deé un conjunto que comnprenderd la medida de tensiones en general, son
destinados exclusivamente a servir de texto para la parte correspondiente
del cursillo que se dicta dentro del curso de Ensayo de Materiales, con
caracter general y obligatorio para los estudiantes de ingenieria de nues-
tra Facultad.

Este cursillo pues,—que en total absorbe unas 12 o 14 horas fe6-
ricas y de demostracién,— no tiene carécter de especializacion, sino que
su finico objefo es que los nuevos ingenieros conozcan la existencia de
esfos métodos experimentales y fengan nociones de sus bases fecoricas, el
alcance y campo de utilizacién de cada uno y la forma de interprefar
~ sus resultados.

Ha movido a las auforidades de la Facultad de Ingenieria a in-
cluir la medida de tensiones o elasticidod experimental en los curscs
normales, la doble consideracién de que, por una parfe, la literatura 1éc-
nica muestra con gran frecuencia la utilizacién de estos méfodos para
resolver o comprobar problemas de elasticidad teérica o aplicada, y por
otra parte, los libros destinados a la ensefianza de la Resistencia de Ma-
teriales empiezan a utilizarlos para ayudar a visualizar los conceptos,
como ya lo han hecho, — por ejemplo,— Southwell (Theory of Elasticity),
Colonnetti (Statica delle Costruzioni) y especialmente Riggs y Frocht
(Strength of Materials).

Esa condicién de simple texto de cardcter general ha conducido
a eliminar totalmente las citas bibliogrdficas y a dejar de lado muchos
detalles inferesanfes exclusivamente para aquellos que trabajan personal-
mente con la fotoelasticidad; también se ha tratado de no repetir cono-
cimientos adquiridos en los cursos de Fisica y Resistencia de Maferiales,
incluyendo solamente los desarrolios y férmulas directamente aplicables,
con el objeto de facilitar su lectura. Si se deseara profundizar el tema,
estan el “Treatise on Photoelasticity” de Coker y Filon y el “Photoelas-
ticity” de Frocht, obras que pueden considerarse, la primera desde el pun-
to de vistateérico y cientifico y la segunda desde el punto de vista préac-
tico y técnico, como lo mds completo que se ha escrifo.
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. Introduccién

1. Historia. Aunque la utilizacién de la doble refraccién ac-
cidental producida en los cuerpos isétropos transparentes por la
accién de fuerzas exteriores es relativamente reciente, sus bases
cientificas tedrico - experimentales, datan de principios del siglo
XIX: en efecto, en su comunicacién del 9 de febrero de 1816, Sir
David Brewster hace notar la relacién. que existe entre los fenéme-
nos mecanicos y 6pticos que tiénen lugar en una chapa de mate-
rial transparente e isétropo como el vidrio.

Esta relacién basica de la fotoelasticidad fué vista por Brewster,
légicamente, desde el punto de vista fisico, interesindose exclusi-
vamente en su aspecto 6ptico y no formulando nada mas que re-
laciones cualitativas referentes a estados elasticos simples, critetio
que aparece también en los estudios de Biot y Fresnel que estos
investigadores realizan entre 1820 y 1825 en base a lo indicado
por Brewster. Las primeras leyes cuantitativas de los fenémenos
6ptico-elasticos son enunciadas por Neumann en 1841, establecien-
do la proporcionalidad entre las deformaciones y las velocidades
de propagaciéon para los estados elasticos complejos; Maxwell en
1852 establece relaciones anélogas pero, a la inversa de Neumann,
se refiere a las fensiones en cambio de las deformaciones.

Finalmente Wertheim en 1854 di6é la forma definitiva a la se.
gunda ley de la doble refraccién accidental y consiguié realizar
las primeras experiencias con compresién y traccién pura, deter-
minando por vez primera el coeficiente 6ptico-elastico de una serie
de materiales utilizando el método del compensador, que mucho
después reviviera Coker. Simultdneamente, alrededor de 1853
Maxwell publicaba su estudio tedrico de los campos de tensiones,
en el cual planteaba las caracteristicas de las curvas fundamenta-
les en fotoelasticidad,—isoclinas, isostaticas e isocromaticas, —e in-
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dicaba también, ya en esa época,un método grafico-analitico para
separar las tensiones principales en base a los datos fotoelasticos,
utilizando las ecuaciones de equilibrio de un elemento limitado por
isostaticas. Este método, del cual no daba detalles en cuanto a su
aplicacién practica, fué tomado mas tarde por Filon para dar uno
de los métodos mas convenientes y mas usados actualmente. (ar-
ticulo 33). ’

LLas primeras aplicaciones practicas de esta nueva ciencia a la
resolucién de problemas elasticos parecen ser el estudio hecho en
1891 por Carus Wilson, sobre las tensiones producidas en vigas muy
altas y el efecto de cargas concentradas, asi como también un
articulo de A. Marston (1893) sobre las tensiones en los rodillos
de dilatacién. Pero sin embargo, desde el punto de vista del in-
geniero es mas cierto y mas justo decir que la fotoelasticidad na-
ci6 en 1901 con las célebres memorias de A. Mesnager: ‘“Mésures
des efforts intérieurs dans les solides et ses applications” en el
Congreso I. de Ensayo de Materiales de Budapest y ‘““Contribution
a I'étude de la déformation élastique des solides”.

En estas memorias Mesnager hace notar, basindose en estu-
dios de Maurice Levy publicados en 1898, la generalidad de los
resultados obtenidos con el vidrio (!) y ademas describe la utili-
zacién de su latémetro interferencial para medir la suma de ten-
siones o sea completar la resolucién del problema. Finalmente rea-
liza la verificacién experimental de las piezas flexadas (reproduce
los resultados de C. Wilson), de la carga concentrada en una pla-
ca indefinida y de un cilindro bajo cargas diametrales.

Aunque a partir de esta fecha existe ya un aumento sustan-
cial en las contribuciones al progreso de la fotoelasticidad, entre
las que merecen destacarse las de L. N. G. Filon sobre las carac-
teristicas de los materiales, efectos 6pticos iniciales y métodos de
medida, las primeras aplicaciones practicas a la técnica de la in-
genieria se producen entre 1910 y 1915 con los estudios de E.
G. Coker sobre problemas aislados (tensiones en placas y barras
de seccion variable o con discontinuidades, analisis de ejemplares
de ensayo de materiales, resortes, etc.) y-especialmente con la me-

(1) En realidad en esta primera memoria Mesnager no aclara bien la in~
fluencia que fienen las condiciones en los limites sobre la generalidad
de los resultados y es solamente en 1913 cuando diferencia entre con~
diciones de fuerzas o de desplazamientos y la forma de independizarse
en algunos casos. ’
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moria de Mesnager (1913) sobre la determinacién completa de las
tensiones producidas en un modelo de un puente sobre el Rédano,
que es el primer caso de estudio de un problema concreto de es-
tabilidad por medio de fotoelasticidad. Este tipo de experiencia le
exige el estudio de la similitud rigurosa y también el de las es-
tructuras de barras.

Entre 1920 y 1925 comienza a notarse cierta evolucion en el
tipo de estudios referentes a fotoelasticidad, puesto que sus temas
son cada vez mas de indole practica como lo revelan claramente
las revistas en donde se publican, que dejan de ser poco a poco
las revistas de fisica o ciencias puras, para pasar a revistas de inge-
nieria o ciencias aplicadas y también la fotoelasticidad comienza
a entrar en la industria en forma cada vez mas general: comienza
en esa época pues el periodo moderno de la fotoelasticidad, ca-
racterizado por su utilizacién corriente en la resolucién de proble-
mas tanto tedricos como practicos de la resistencia de materiales,
en estrecha colaboracién con el andlisis y con otros métodos ex-
perimentales. ) '

Su importancia real queda de manifiesto con solo mencionar
algunas de las organizaciones industriales mas importantes que po-
seen su laboratorio propio de fotoelasticidad: General Electric,
Westinghouse, Metropolitan-Vickers, General Motors, etc.

Actualmente esa tendencia es cada vez méas pronunciada, agre-
géndose continuamente nuevos perfeccionamientos a los zparatos
y a la técnica, asi como alcanzindose nuevos horizontes como
la fotoelasticidad tridimensional, pero quizas puede decirse que los
hechos que permitieron este intenso desarrollo técnico e industrial,
mas bien que cientifico y fisico, fueron la introduccién de un ma-
terial fotoelastico sensible y facil de trabajar como la bakelita y la
invenciéon del “polaroid” que permitié sustituir los prismas de Ni
col por elementos polarizantes de gran campo, mucho mas lumi-
nosos y que no necesitan la interposicién de ningin elemento
cristalino dentro del haz de rayos polarizados.

2. Campos de utilizacion y exactitud probable. Como todo
método experimental, — y ain desde el punto de vista practico
como todo método analitico, — la fotoelasticidad tiene sus limita-
ciones en la aplicacién, no solamente desde el punto de vista teé-
rico, sino también considerando su conveniencia practica.

Desde el punto de vista estrictamente tedrico puede decirse
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que actualmente no existe limitacion en cuanto al estado elastico
del prototipo a estudiar, puesto que ya existen diversos métodos
de fotoelasticidad tridimensional (modelo congelado, luz conver-
gente, luz difusa, etc.), aunque aparece en este tipo una depen-
dencia total de los coeficientes de elasticidad de los materiales, que
impide siempre la generalizacién rigurosa de los resultados. EI
aspecto técnico-practico de estas determinaciones todavia no esta
totalmente resuelto sin embargo, ya que exigen, estos métodos,
trabajos dificiles y engorrosos y utilaje méas delicado.

Se puede pues establecer que el campo méas interesante de la
fotoelasticidad es el de la elasticidad bidimensional: es a este tipo,
por otra parte, al qu= se refieren exclusivamente estos apuntes de
caracter didactico.

Las caracteristicas principales o determinantes de la fotoelasti-
cidad podriamos reducirlas a tres: costo elevado de las experien-
cias, delicadeza de las medidas, gran exactitud de las observacio-
nes. Esta precisién excepcional de la fotoelasticidad explica y jus-
tifica su uso extensivo a pesar de la existencia de las dos prime-
ras caracteristicas, ya que, en efecto, esta ciencia es la iinica que
permite la auscultacién total y simultidnea de las tensiones individua-
lizadas, — casi podriamos decir, — en cada punto geométrico de la
pieza, con un error probable muy pequeno.

Es asi, por ejemplo, que con buenos materiales y aparatos se
puede llegar a distinguir tensiones en puntos distantes alrededor
de 0.015 mm (como por ejemplo en la figura 35, representativa de
un modelo cuyo ancho es de 6,3 mm). Por otra parte ese error
probable puede establecerse que no excedera del 10 °/, como es-
tima Brahtz (Director del Laboratorio de Fotoelasticidad del “'U. S.
Bureau of Reclamation’), aunque Coker baja al 2 o 3 °/,, pero
debe recordarse que el tipo de investigaciones es diferente en uno
y otro caso, y que las de Brahtz caen precisamente en el caso
mas interesante para nosotros, de las aplicaciones técnicas. La
experiencia personal se acerca mas a Brahtz que a Coker, efecti-
vamente: en los iltimos trabajos realizados, el error total (que in-
cluye la escala, la constante éptico- elastica, la medida y el dis-
positivo de carga y los errores de observacién y de calculo gra-
fico-analiticos posteriores) tuvo un valor medio de 4 °/, y un
maximo de 7 “/,, obtenidos por comprobacion-del equilibrio esta-
tico en una serie de secciones.
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Tales errores pueden considerarse especialmente bajos ya que
ademaéas se refieren a valores de las tensiones y no de las solicita-
ciones, es decir a los errores iltimos.

Es facil ver que esas tres caracteristicas excluirdn a la foto.
elasticidad de la categoria de los métodos experimentales destina-
dos al estudio de rutina, tal como sucede con los influenciégrafos
por ejemplo y en cambio la llevan al estudio de cuerpos o estruc-
turas que, a causa de su forma o de su solicitacion, no es posi-
ble calcularlas teéricamente o bien a la comprobacién de férmulas
obtenidas por calculo aproximado como muchas de la Resistencia
de Materiales.

Luego pues, desde el punto de vista del interés general o
cientifico se ha aplicado intensamente la fotoelasticidad para
la realizacién de estudios de elasticidad plana como extensién
de la teoria matematica de la elasticidad, para comprobar férmulas
existentes o para deducir o fundamentar otras y también para me-
jorar o simplemente conocer mejor los ejemplares de ensayo de
materiales, campos en los cuales la obra de Coker y sus colabo-
radores ha sido enorme.

En cuanto a su interés practico o técnico-industrial es diferen-
te de "acuerdo al'tipo de estructura, — definida en su sentido mais
amplio,—que se considere. La mayor cantided de estudios fotoelas-
ticos realizados es sobre partes o elementos de maquinas, hecho
facilmente explicable debido a tres causas fundamentalmente:

a) La reproduccién idéntica, de una parte dada, en gran ni-
. mero de ejemp]ares. significa que una pequena economia por uni-
dad se multiplica extraordinariamente.

b) La influencia del peso propio es de primaria importancia,
dée manera que una pequena reduccién en su magnitud tiene nue-

vas repercusiones y efectos favorables.

c) La solicitacién variable generalmente existente enfoca la
‘atencién sobre las concentraciones de tensiones o tensicnes localiza-
das como causa determinante de la rotura, y esas tensiones loca-
lizadas en formas generalmente complicadas sé6lo pueden avaluar-
se con estos métodos experimentales.

En ingenieria civil,—a pesar de que se vié ya que el primer
trabajo fundamental en fotoelasticidad fué precisamente sobre un
puente,— su interés es, en general, méas reducido, como se puede
comprendqr aplicando negativamente las tres consideraciones an-
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teriores, pero sin embargo no es despreciable ni mucho menos y
su tendencia actual es aumentar, dividiéndose en dos campos di-

ferentes.
Por una parte se paede utilizar la fotoelasticidad para el cal-

culo de solicitaciones en estructuras complejas altamente hiperes-
taticas o bien en estructuras en que, Qaunque puedan considerarse
de barras, la influencia de los nudos o acordamientos es funda-
mental en la distribucién de aquellas: desde este punto de vista
se pueden recordar en la época actual los estudios de Baes sobre
el calculo de vigas Vierendeel.

Y por otra parte, y mas extensa, se ha utilizado para profun-
dizar el conocimiento de la reparticién cualitativa y cuantitativa
de tensiones en partes localizadas o detalles de las estructuras. En
este sentido pueden mencionarse los nudos de estructuras conti-
nuas, apoyos, articulaciones y efecto de discontinuidades en pare-
des o vigas, tanto para acero como para hormigén armado, pero
donde se ha hecho un empleo extenso y sistematico de la foto-
elasticidad semejante al de maquinas, es en el estudio de las
uniones soldadas para estructuras de aceroy en el cual puede afir-
marse que este estudio ha sido preponderante en conducir a los
perfeccionamientos en su resistencia a la fatiga indispensable para

los puentes.
Para terminar quizds convenga decir alguna palabra sobre la

utilizacién de la fotoelasticidad al hormigdén armado ya que, a pri-
mera vista, pareceria que para que los resultados fueran de algin
valor el modelo debiera ser un modelo armado como el prototipo,
lo que estrictamente no es asi. La fabricacion de modelos de ba-
kelita armados con varillas de aluminio fué intentada por Beyer y
Solakian en 1933 pero las dificultades ‘de construccién y manipu-
lacién no permitieron su utilizaciéon posterior, de manera que se
debe contar unicamente con modelos simples.

Tal circunstancia no disminuye .el interés ni el mérito de la
investigacién puesto que, precisamente, las armaduras deben dis-
ponerse teéricamente segiin las tensiones principales, generalmen-
te de traccion, qué se producen en el cuerpo homogéneo, o sea
segin sus isostaticas, curvas perfectamente determinables fotoelasti-
camente. Pero ademas, sus datos permiten proyectar muchas veces
las armaduras necesarias para obtener determinada seguridad a la
fisuracién y ain a la rotura, como sucede por ejemplo con la ar-
madura transversal de las péndolas en hormigén armado.
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lI. Optica Cristalina

CAPITULO 1. DEFINICIONES Y NOTACION

3.  Generalidades. A los efectos de este estudio no interesa
entrar a definir la naturaleza de la vibracién Iuminosa, sino que
nos es suficiente establecer que es una perturbacién periédica que
puede representarse por un vector luminoso, — desplazamiento se-
gin la teoria clasica o fuerza eléctrica o magnética segin la teoria
electromagnética, — normal a la direccién de propagacién pero en
general variable en magnitud y azimut.

Como se consideran haces luminosos de pequefio didmetro se
estudiaran ondas planas normales desde luego a la direccién de
propagacién, que tomaremos siempre como eje Z; para caracteri-
zar esa perturbacién o vector luminoso que designaremos en ge-
neral con la letra % se utilizard la forma:

2
u—a sen%C (vt —2) ; (a)

designando con « la amplitud de la vibracién, con A su longitud
de onda, con v la velocidad de propagacién y con ¢ y 2 los pa-
rametros tiempo y distancia, cuando se eligen convenientemente
los origenes de ambos.

También, introduciendo el periodo 7' de la vibracién:

y)
T=—
= (b)
se puede poner la ecuacién (a) en la forma:
¢ 2
— 2 S M
Uu=—a sen =7 (T ) ) (c)
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o en forma sumaria:
Uw—=—a sen ¥

con @:275(,%_;_) \ (1)

cuando se indica con ¢ la fase del movimiento.

Como no interesan los valores absolutos de la intensidad de
las diversas radiaciones luminosas sino valores relativos, dejaremos
de lado las constantes correspondientes, variables segin el signifi-
cado fisico que se le atribuya al vector luminoso, y tomaremos siem-

pre al cuadrado de la amplitud como expresién de esa intensidad I:
1= «u®

El proceso fotoelastico se basa en esencia en el estudio de la
interferencia de varias radiaciones luminosas provenientes de una

misma fuente luminosa, por cuya razén seridn todas de un mismo

. i
periodo T(o frecuencia [I'= ,],') .
Este periodo 1" es la dnica caracteristica intrinseca de cada
radiacién, ya que se mantiene invariable en todo su recorrido a

través de diversos medios; en cambio la velocidad ¢ y por lo tanto

su longitud de onda %2 (A=—=v1") son funciones no solamente de la
radiacién sino también del medio en que se toman Precisamente
es la relacién de esas velocidades v, y v, para dos medios (I) y
(2) lo que caracteriza las propiedades épticas relativas de los dos
medios:

Wiy 19 = — == (2)
Uy A
siendo 7, , el indice de refraccion relativo del medio (1) con res-
pecto al (2).
Ademas si el primer mzdio es el vacio, el indice de refrac-
cion absoluto de un medio cualquiera serd, si indicamos con ¢ la
velocidad de propagacién en el vacio comiin a todas las radiaciones,

¢
= —L-l— (d)
de donde
Ny, — L ] (e)

'711

Para los materiales utilizados en fotoelasticidad (cristal corrien-
te, celuloide, bakelita, etc.) se tiene siempre 2, > 1.0.
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4. Polarizacién. En la luz comin el vector luminoso esta
variando de azimut continuamente y sin ley ninguna, pero si por
cualquier medio adecuado disciplinamos ese vector obligandolo a
que su direccisn obedezca a una ley definida se dice que la luz
esta polarizada. Por ejemplo si el vector permanece sobre un pla-
no dado de los que contienen al eje 2 se dice que la vibracién esta
;:)olarizada en un plano o que es luz polarizada rectilinea; si su
extremo describe una hélice circular es una luz polarizada circu-
lar, etc. '

El plano de polarizacion de una vibracién rectilinea es el pla-
no normal al plano determinado por el vector luminoso y la nor-
mal a la superficie de onda

d. I'ase y recorrido. Cuando se estudia la interferencia o com-
binacién de varias radiaciones que se propagan seglin un mismo
eje 2, interesa conocer, ademas de .

sus amplitudes, las diferencias de d <
marcha o camino relativo, es decir _{\ux/\[\

la distancia O (fig. 1) que separa | 5 >
dos puntos correspondientes de las \j /uz =

dos vibraciones, — por ejemplo los

Fig. 1
maximos, — en un instante dado.

Ahodra bien, si se elige siempre los origenes de ¢ y z de ma-
nera de tener -para una de las vibraciones la expresién (1) del
art 3, o sea que %, —0 para 2 =0 =1, la otra,— que en general
no estard en fase,—tendra una diferencia de fase /Ay con la pri-
mera, es decir que sera de ecuacién

uy =a, sen (o — N ¢) con U, =a, sen ¢ .

La diferencia de marcha 0 que interesa sera igual a la dife-

rencia (2, — 2,) de las distancias a esos méaximos para un instante
dado con %, =a, y u,=—a, o sea
t "2 t 2,

(=)= v (=) —be =

de donde tomando /7T dela primera y sustituyendo en la segunda:

e 2L 3)

A

que es la relacién que se buscaba.

e



CAPITULO Il

6. Vibraciones rectilineas coplanares.

COMPOSICION DE VIBRACIONES

Sean dos movimientos

vibratorios de igual periodo que se propagan segin un mismo eje

Z y cuyos vectores descansan en un mismo plano 2y, es decir dos

Fig. 2

vibraciones polarizadas rectili-
neas coplanares, de diferente am-
pltud y con una diferencia de

fase Ao (fig. 2)
Yy, =a, sen p
Yo =@y sen (¢ —Np).

El resultado de su compo-
sicion sera desde luego otra vi-
bracién coplanar 'Y de igual pe-

riodo que designaremos con

Y =4 sen (¢ — A Y)

.

siendo Ay la diferencia de fase con ¥,

. Para hallar sus magnitu-

des caracteristicas 4 y A, establecida la condicién
hty=7Y

@, sen ¢ + a, [sen ¢ cos Ne — cos o sen Ne| =
— A [sen ¢ cos ANy — cos o sen N Y]

O S€a

e igualando los coeficientes de las variables sene y cos¢ tenemos:

a,~+ a, cos Ne= A cos Ay,
—dysenlNg = — A sen Ny

de donde
tg A Y=

ay;+a, cos N

@

a, sen Ao

“
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A= a2+ a,® + 2 a, ag cos A\ ¢. (5)

Esta dltima expresién puede ponerse en otra forma més con-

veniente agregando 1~ 2« d, y reagrupando:

A%

A= (a, -} a,)*— 4a, a, sen®

: (5')

7. Vibraciones rectilineas situadas en planos ortogonales. Sean

nuevamente dos movimientos vibratorios que se propagan segin

e
Y|
/ VR
|
] 7|
X | X
oz
Fig. 3a Fig. 3b

el eje z pero cuyos vectores descansan respectivamente en dos
planos ortogonales que tomaremos como #Z e YZ, con amp]itudes
diferentes y una diferencia de fase A ®, cuyas expresiones seran
por lo tanto:

B=a

, Sen ¢

(a)

y=ay sen (¢ —/ o).

El extremo 4 del vector resultante /£ de la composicién (fig. 3b)
describird pues una curva que descansa en el plano 02y normal
también al eje 2z, cuya ecuacién se halla eliminando el pardmetro
¢ en las ecuaciones anteriores; en efecto despejando sen ¢, y de
alll cos¢, en la primera de las (a):

3 | Wy ?
seno = ala,, cow:|//-~(”)
1

y sustituyendo en la segunda desarrollada:

yla, = (sen ¢ cos \ p— cos p sen N\ ¢)
queda

yla, = x|ay cos No— sen N o l/ 7——(—L ) 2

ay



O sea x 1 @ 2,
TCOSAXW—'L:.SE?Zﬁxw]/l—( )

oy Uy / ay

de donde elevando al cuadrado y ordenando, tenemos finalmente:
o B 2 9.
) o) magebe=ete @
A .
que es, en general, la ecuacién de una elipse referida a su centro,
o sea que la vibracién resultante es una vibracién polarizada elip-
ticamente.

Para ver el sentido en que es recorrida tomemos nuevamente
las ecuaciones iniciales (¢) y tomemos como punto de partida el-
instante para el cual ¥ == 0, o sea que las cordenadas del extremo
A del vector serdn: x =0, y = a, sen (— /\ ¢).

Vemos por lo tanto que si
i K /¢ estd comprendido entre 0y

TN T se tendra i = ay sen (— \o)<0
\ y el extremo /A tomard una po-
,
7 ! .y  sicién tal como la A4', por cuya
) 7 0

) razén al considerar un instante
/4 posterior, para el que ¢ >0, se

. tendrda « >0 a sea que el ex-

vibracién inversa vibracion directa tremo del vector girara en sentido
@ Fig. 4 2 inverso (fig. ¢a).
Haciendo el mismo razona-
miento para /\¢ comprendido entre T y 27 se tendrid el punto A"
y por lo tanto una vibracién directa.

Por otra parte, interesan las formas particulares que toma esa
elipse para determinados valores de las amplitudes y dé la dife-
rencia de fase:

a) Ae¢ —n.2n  (fig. 5a)

De la ecuacién (6) se tiene:

[-Ll;]ﬂ [;’/,]2_2_"3,!/:,, osea (L !/,_]‘:,,

ay (ty ay a, ay  a,

que es la ecuacién de una doble recta colocada en el primer cua-
drante y que forma un angulo ¢ con-el eje. 2 tal que tga=— a,/a,.
Debemos notar que aqgui,— como en todos los otros casos, — los
valores’ maximos que pueden alcanzar las cordenadas z e y del
punto 4 son i ay y —f_— [ respectivamente.
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b) Aqa:%—}— n.27  (fig. 5b) .

De la ecuacién: (_6):

r
d‘)

que es la ecuacién de una elipse referida a sus ejes; ademas por

=

~

lo visto mas arriba
. ¢ ¢
(fig. 4a) el sentido de
recorrido es “inverso’’.
c) Ne=(an+1)n
(fig. 5¢c) .
Se tiene como a F

s o Q, /0
ecuacion : .
24y kj
(a; Uy ) i

que en la ecuacién
de una doble recta
ubicada en el segun- ¢ ¢

do cuadrante y con
a *
tgo=— =%
g ay : . a,
T Qaz & a X

d) Ae=3—+ 2~ x o
4+ 2nn  (fig. 5d)-

De la ecuacién (6): .

gl HE V=

ay \ Ay

Q@

(2) ’ ()

) Fig. 5 (d)
que es ofra vez una
elipse referida a sus ejes, péro recorrida en sentido ‘‘directo”.
También es de mucha importancia-el caso particular en que

iy = 0 =0 y Ne= (2n+ 1) n2
para cuyos valores la ecuacién (3) se transforma en

.w2+y2:az

= AT s



que es la ecuacién de una circunferencia. Ademas sustituyendo es-
tos valores también en las ecuaciones originales (@), tenemos en
resimen de (40). y (4d):

7

<

. .t = . {x=— asen o
DNeo= m|2 : wvibracion circular inversa <
ly=—acosey

S

(7)

. : . ) (= a sen o

Np=23mxn|2: wibracion circular directa <
(y=—acose

8.  Descomposicion de una vibracion eliptica en dos wvibracio-

nes circulares. Tomando la vibracién eliptica en sus vibraciones

componentes (Ct):
xr = ay sen ¢

Y = a, sen (o — Do)

vemos que para que esta vibracién pueda ser expresada en fun-

cién de dos vibraciones circulares de sentido contrario dadas por:

, = A se: 4+ =D&
v. c. directa 4(90‘ e een e ) v.c. inversa {f‘”? B sen (¢ P)

Lyr=4 cos (¢ + @) (Y = —B cos (¢ B)
debera ser posible cumplir las siguientes igualdades :

ay sen ¢ = A sen (¢ + o) + B sen (¢ -+ B)
ay sen (o— No) = A cos (¢4 a) — B cos (¢+f)

o sea igualando los coeficientes de sen¢ y cos¢ en las expre-
siones desarrolladas :

ay= A cos o+ Bcos 0 —=Aseno-+ Bsenf
a,cos No —=— Asena—+ Bsenf. —a,sen Ao = A cosa— Bcosf
De este sistema de cuatro ecuaciones se pueden deducir de

inmediato las cuatro incégnitas 4 y B (amplitudes) y o y B (dife.
rencias de fase de #1, ¥4 y @5, ¥, con #, y), llegando a

st Ay COS AN p g 9 9 y

tg a_—[—————“ ] i log A =7 (a2t a2 —2a1a,sen Np) (8)
g T COSOP R e 2 1
tgﬁ_al 2 89 Aop T — 4 (ar® 4 ay® + 2a1a, sen N o) (8')

SR T



En el caso particular en que la vibracién eliptica original
tenga ay — y — & estas expresiones se transforman a

; 2
tga—— Gt e —-—t,(/<45+é;<—p>, Ag:%(l—sen&p)(‘))

[ —senlNep

~

s g = BN i ;
tgﬁ_;—}—,se—nAw'_t'q<4o = B ._2(1—!—.senA:p) 9"

— gt



CAPITULO IIl. PROPAGACION EN MEDIOS CRISTALINOS.

9. Condiciones gemerales. Sabemos que en los medios homo-
géneos la vibracién luminosa se propaga en linea recta con velo-
cidades caracteristicas de cada medio y que esta velocidad es ini-
ca en los medios is6tropos, mientras que en los cuerpos aniséiro-
pos adquiere valores diferentes de acuerdo con su azimut, o sea
que en estos medios la velocidad de propagacion es funcién de la
direccién del frente de onda que se considera.

Tomando en cuenta la wvelocidad mormal v de la onda plana

(velocidad medida segin la normal N al plano o frente de onda)
y designando, por generalizacién de los medios isétropos, con el
nombre ‘de indice de refraccién de la onda estudiada a la re-

= Cc 5 i ) I
lacién n:? de la velocidad de propagacién ¢ en el vacio a la

velocidad antedicha, la superficie de los indices, o sea aquella su-
perficie cuyo radio vector tiene por longitud el indice % corres-
pondiente al plano de onda normal a dicho radio, serad para los
medios isétropos una esfera y para los medios cristalinos una su-
perficie de 2 hojas correspondiente a una ecuacion de 4° grado
Tal circunstancia indica pues, que para cada plano de onda

P, — o normal N, — existen dos indices diferentes %' o %", o sea

que segin dicha direccién se propagaran dos vibraciones con ve-
locidades normales diferentes:

c

i A e

g P

Si se toman como ejes cordenados los ejes de simetria 6pti-

ca, la interseccién de dicha superficie con uno cualquiera de di-
chos ejes determina, sobre éste, segmentos iguales a los #ndices
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principales correspondientes a los otros dos ejes (fig. 6). Las di-
recciones determinadas por los puntos de interseccién | y su simé-
trico 1' respecto al eje 2 (si se eligen los ejes de manera que los
tres indices principales estén ordenados segin 7y > 7, > %), fijan

las direcciones de los ejes dpticos .

Ol y Ol', que corresponden pues a la
normal de los planos de onda para
los cuales los dos indices #' y %" son
iguales entre si e iguales al indice
intermedio 7, .

£e optico |1

Ademias cada una de esas dos

ondas correspondientes a un determi-

nado plano de onda, tiene una direc-

cién de vibracién (tomada como tal Fig. 6
la induccién eléctrica) perfectamente

definida; estas dos vibraciones son normales entre si y normales
al plano de polarizacion respectivo. '

La superficie de onda, de acuerdo con la expresién %.v—=rc,
es enteramente analoga a la superficie de indices, deduciéndose
de ésta mediante una polaridad.

A

e apfico
T

Fig. 7

Este tipo general de estructura cristalina, el de los cristales
biaxicos o con dos ejes 6pticos, se simplifica notablemente cuan-
do dos de los indices principales se hacen iguales: son los c¢ris.
tales wnidxicos. En este caso tendremos pues, por ejemplo,
ny —=n; —ny y llamando 7. =7, vemos que la superficie de los
indices de 2 hojas se desdobla en dos superficies de 2.° grado de
revolucién alrededor del eje « (fig. 7) y los dos ejes 6pticos Ol
y Ol' de la figura 6 se confunden en uno sélo dirigido segiin el
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eje &, que pasa a ser el inico eje Sptico pero dotado de la si-
metria de revolucién.

De los dos indices correspondienteif a cada plano de onda
definido por una normal determinada &, uno es independiente de
la orientaciéon de N y constantemente igual a 7¢ y se le llama #n-
dice ordinario, mientras que el otro es funcién de N (@, f3, v) v su
valor estd comprendido entre el indice ordinario 2y y el 7. llama-
do indice extraordinario principal,

Cuando INE coincide con el eje Optico, o sea para planos de
onda normalzs a éste, no existe na\da mas que una onda de ve-
locidad vy =c¢[ny, es decir que no existe birefringencia y la vi-
bracién correspondiente viaja sin deformarse ni dividirse, cualquie-
ra que sea su plano de polari-
er) zaci6n:.el cristal se. c.ornporta

, como si fuera un medio isétropo,
e ; En el caso mas simple en
7 v el que el plano de onda es pa-
A ralelo al eje o6ptico:, que es el

bo caso Unico que se presenta en

e e\ y . fotoelasticidad bidimensional, la

normal N queda en el plano
X (2, y), — (fig. 7y 8) y la vibra-
0

cién V. correspondiente al indi-

£je oplico

K ce 7 (vibracién extraordinaria)

Fig. 8 resulta paralela al eje # o sea

al eje éptico y la Vy correspon-

diente al 7, (vibracién ordinar-ia_), resulta mormal 2 N lambien y

a Ve: V. estara en el plano (N—eje dptico) y V, serd normal a

este plano, quedando ademas Vy y V. en el plano de onda nor-
mal a V. )

10. Efecto de una ldmina cristalina. Consideremos una lami-
na cristalina de caras paralelas orientadas de manera que sean
también paralelas al eje optico, sobre la cual incide normalmente
un haz luminoso (fig. 9). La construccion de Huyghens nos indi-
ca que las dos ondas planas originadas por la birefringencia seran
también paralelas a las caras, asi como también seguiran de ese
modo después de salir de la ldmina: los dos rayos luminosos se-
gin los cuales se divide el rayo incidente no se desplazan ni al--
teran su direccién de propagacién al atravesar la lamina, o sea
que estas direcciones coinciden a la salida.
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Ademas, si la onda incidente era una vibracién polarizada
_plana #—=a. sene, en la incidencia se desdoblard en (fig. 9):

Vo = u. cos ® = a cos ©. sen ¢

5 Ve=—u.sen ®@ = a sen @ sen ¢

~

ondas que viajaran con sus velocidades correspondientes vy y e,

por cuya razdn

[ Gedoco | - "5 Goico a la salida pre-
1

sentaran una

cierta diferencia

de fase.

Para hallar

esta diferencia

S SR L | S| et e e

tndo orcinorio 7/ ' de fase conside-
Onda extraordinario. —

oo remos primero’

su valor cuando
una onda plana (fig. 10) llega a una ldmina paralela de indice
absoluto 7' y de espesor 4 de manera que una parte (vibracién
v') la atraviese y otra parte (vibracién vp) siga su camino en el
vacio (mo=17). Si ¢; es la fase de la

onda incidente, al llegar a la cara 0.0, : i |

tendremos llamando ¢' y ¢o a las ex- SEESH AR SO S
presiones de la fase de ?' y vy, segin P st
ecuacién (1) del articulo (3) P’
z (n
: t 2 e VS 5
o' =Zp; toa( =—— 1
T A gp
0
t - Z - SO = 'Z
Po—¢i T 2T T_A> (a)
0 ; PR
'-——_L'—;\", 0 /
con = ey : Fietio

tomando para origen de z y ¢ el momento en que la onda P lle-
ga al plano 0.0. Luego pues al llegar al plano 7.7 de. salida, o
sea para 2 —d, las expresiones de dichas fases en un instante da-
do ¢ serdn: .

: t d ¢ d
w':goi—[—ZTE(T——}j) ; po—¢if2n —‘-—"“>

oz



y su diferencia de fase o sea la diferencia de fase absoluta de la
vibracién v' sera:
: d d 1 1
fpaie e O S T Rl eeslo
Npla = 0o ano 2m an(ko X ) (b)
O seéa

Aw'a:%“——n') (10)

Anilogamente, en el caso de que esa onda incidente dé ori-
gen en el cristal a otra vibracién ¢", por lo tanto de igual 7 o
L, a la cual le corresponda alli otro indice #", su diferencia de
fase absoluta (respecto por lo tanto a la que se propagd en el va-
cio) sera:

Atp"a:ﬂ(l—n) (1)
Ao

Finalmente, la diferencia de fase producida entre las dos vi-
braciones v'y ¥" o diferencia de fase relativa de la vibracién v' con
respecto a la v" la tendremos notando de (10) y (b) que:

d
¢'—%(7 — =

y como analogamente

d
¢"—2:—0(I—71“):¢0

nos queda

Do =g — o =201 — ) — (1— )]
; 0
O sea
g N _znod (n"——-n') (12)

Recordando la ecuacién (3) del articulo (5) tendremos como
diferencias de marcha absoluta y relativa:

) e
(127
O =d (n" — n") .

17. Polarizadores. Para obtener Ja luz polarizada rectilinea
que se necesita para las experiencias fotoelasticas se puede utili-
zar, desde luego, cualquier dispositivo polarizante, aunque puede
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haber preferencias para uno u otro tipo segiin la clase de apli-
caciones que se tenga en vista.

Los primeros fotoelasticimetros y atdn algunos fabricados ac-
tualmente, utilizaron la polarizacién por doble refraccién mediante
' prismas de Nicol o de Ahrens, basados ambos en el principio de
hacer pasar el rayo de. luz natural por un medio cristalino y eli-
minar una de las dos vibraciones polarizadas rectilineas asi produ-

3) Frismo b’e Nico/

Fig. 11a

cidas, mediante desviacion lateral y absorcién en la montura, obte-
nida por un juego adecuado de los indices de refraccién de los
diversos medigs atravesados (fig. 11). Este sistema tiene el incon-
veniente de su pequeno rendimiento luminoso debido a sus redu-
cidas dimensiones transversales, asi como también el de necesitar
un mayor nimero de lentes para formar el haz paralelo (ver la
figura 2la del articulo 18); por otra parte es cada dia mas dificil
obtener cristales de espato de calidad y dimensiones convenientes.

Otros dispositivos polarizantes ya utilizados en varios casos
son los dispositives por reflexién o refraccion En efecto, cuando

o5



un rayo de luz natural sufre una reflexién, el rayo reflejado que-
. da parcialmente polarizado en el plano de incidencia, ‘en una mag-
nitud variable con el d4ngulo de incidencia y esa polarizacién se
hace total para la incidencia de Brewster (tgi =n). Por otra parte
cuando un rayo de luz natural sufre refracciones y concretamente
cuando atraviesa una ladmina transparente de caras paralelas, el ra-
yo emergente esta parcialmente polarizado en el plano normal al

£/e dotico

v

~ | po

~
& o
~——

|
|

b) Frisma de Ahrens

_ Fig. 11b

plano de incidencia, con un valor maximo de polarizacién para
la misma incidencia de Brewster, pero sin llegar nunca a ser total.
Para el vidrio comin ese maximo,— expresado el grado de pola-
rizacién por la relacién de la intensidad de la componente normal
al plano de incidencia con respecto a la componente en dicho
plano,— es de 0.73 aproximadamente; este grado.puede mejorarse
superponiendo varias laminas, es decir haciendo atravesar a la luz
una pila de vidrios, siempre con la incidencia de Brewster, ya que
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esa relacién baja a 0.40 para 4 laminas y a 0.25 para 8, en con-
diciones perfectas.

En cambio la utilizacién de pilas de vidrios como polarizador
por reflexién no es conveniente, puesto que si bien la intensidad
de la componente normal al plano de incidencia aumenta, el au-
mento es mayor para la intensidad de la otra componente y el
valor relativo de la polarizacién disminuye.

En resimen puede decirse que con estos tipos de polarizado-
res los mejores resultados se obtienen con una superficie reflec-
tora dnica (ldmina de vidrio negro pulido) o bien por transmisién
a través de una pila de vidrios, aunque de cualquiera manera, —y
s especialmente en este

iltimo caso,— la cali-

dad polarizante no es

muy buena, pero en

‘ / cambio permite obte-
\.nj;/_’)e",'_'/i 1931102

veny, oy
€ iy, et

ner campos de obser-

vacién de dimensio-
Fig. 12 .

nes importantes, po-
driamos decir tan grandes como se quiera, con los cuales efectuar

observaciones cualitativas y alin cuantitativas no muy exactas.

En la (fig. 12) se reproduce un polariscopio de gran campo
de este tipo fabricado por Coker para estudiar modelos de puen-
tes, que utiliza un polarizador por reflexién y un analizador por
refraccion, disposicién mas conveniente para la composicién del
conjunto. Dado que tanto uno como el otro tienen rendimiento
luminoso mas bien bajo, se necesita una fuente luminosa de una
gran intensidad y suficientemente extensa, lo que se obtiene con

un nimero importante de ldmparas de incandescencia.

El tercer tipo de polarizador es de utilizacién muy reciente
aunque el mas conveniente, ya que reiline las ventajas de los dos
tipos expuestos, sin tener sus inconvenientes: las laminas de “Po-
laroid” y afines, constituidas por una suspensién de cristales de
hepatita en celuloide, orientados por un proceso mecanico o elec-
tromagnético [Estos cristales presentan la propiedad del “dicrois-
m>”’, o sea de absorber una de las vibraciones producidas por la
doble refracciéon en una proporcién mucho mayor que la otra, de
manera que un rayo de luz natural que incida sobre dicho cristal
queda 'transformado a la salida en un rayo polarizado rectilineo.
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Esa orientacién uniforme de los cristales en toda la superficie de
la lamina de celuloide permite obtener en toda ésta una luz de
idénticas caracteristicas e intensidad cuando se hace incidir un
haz de rayos paralelos y obtener asi un campo de luz polarizada
rectilinea de superficie excepcionalmente grande como en el caso
de la polarizacién por reflexién (las ldminas se fabrican normal-
mente con un ancho de 30 o 40 cms pudiéndose componer discos
con didmetros de 60 o mas) pero en cambio de mejor calidad y
rendimiento.

En efecto, en la regién del espectro visible para el ojo huma-
no, el porcentaje de luz polarizada rectilinea contenida en la luz
emergente llega a 98 y el porcentaje de transmisién,—relacién de
la intensidad emergente a la intensidad incidente es de 37 apro-
ximadamente en el mismo campo de visibilidad, a comparar con
46 para un polarizador perfecto.

El empleo de discos de “Polaroid’” como polarizadores o ana-
lizadores permite simplificar el conjunto del polariscopio como pue-
de verse en la figura ZI,b del art. 18, mejorando el rendimiento
luminoso y ain permitiendo la eliminacion de uno de los lentes
dentro del campo de luz polarizada, que 'es una causa de altera-
cién de la calidad de la polarizacién debido a las reflexiones y
refracciones oblicuas. Todas las fotografias reproducidas en este
trabajo han sido tomadas en el fotoelasticimetro de Polaroid.

Finalmente recordemos que las condiciones 6ptimas de pola-
rizacién de estos sistemas son funcién de la frecuencia de las ra-
diaciones, de manera que los mejores resultados se obtendran con
luz monocromaética.
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CAPITULO IV. POLARISCOPIOS.

12. Polariscopio plano. El polariscopio plano es un sistema
éptico compuesto por dos dispositivos o aparatos polarizadores
colocados a continuacién uno del otro con sus ejes segin la di-
reccién de un haz de rayos paralelos (fig.13a): el primero de esos

rismas (a partir de
EL. Pol. An. 0bs. = c

%___m_w_ 2 - la fuente luminosa) es
£ @) el polarizador y el se-
el gundo ( sobre el ob-
servador ) es el analizador. Ambos estdn “colocados en monturas
giratorias acotadas que permiten girar alrededor de sus ejes y por
p lo tanto colocar sus e¢jes de polarizacién en

u cualquier azimut deseado.

LLuego pues si designamos con u=a sen ¢
la vibracién plana (I) que sale del polariza-
dor segin la direccién P del eje de polari-
zacién (fig.13b), el segundo prisma 4 no de-
jara pasar nada mas que la ‘componente de ese vector dirigida
segin su propio eje, o sea que la vibracién (II) serd otra vibra-
cién rectilinea de ecuacién:

Fig 13b

v=1u cos @ —=a cos @ sen ¢

con una amplitud @' =acos ® de donde la intensidad 7 de laluz
que llega al observador seri, si indicamos con [y =«¢? la inten-

sidad a la luz (I):
1=a’cos* ® = [y cos* @ (a)

y la intensidad relativa 0 =1/ :
0 = cos® @ (b)
que sera nula para prismas cruzados e igual a 7 para prismas paralelos.
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13.  Interposicion de una ldmina cristalina en un polariscopio
plans. Si en el dispositivo anterior se intercala, normalmente a los
rayos, una lamina cristalina con su eje optico paralelo a las caras
y cuyos ejes de polarizacién designaremos con «, y (fig.14a), la
vibracién (II) que llega al analizador 4 ya no serd una vibracién
rectilinea sino eliptica. En efecto (fig. 14b), indicando con « = a sene

la vibracién (1)

xy
emerge
FL Pol 2 ; An 0bs ¢ gEanls (f]el
‘}%*—W R T — ! analizador, alin-
a) s T
I D cidir en la lami-
Fig. 14a

na se descom-
pondra segiin dos vibraciones % y v polarizadas respectivamente se-
gin los ejes # ¢ ¥ de la lamina de manera que sus ecuaciones
al iniciar el pasaje a través de la lamina, —en (/s ), — seran:

W == @ COS 0. Sen ¢

(a)

V=« Sen U sen ¢,

A la salida de la ldmina, —en ( /I; ), — el recorrido en su es-
pesor ¢ habra introducido entre las dos vibraciones v y %0, que se
propagan segin la misma recta, una dife-
rencia de fase /\p cuyo valor se vié en
el art. 10; luego pues las ecuaciones de las
vibraciones v y 2 que ahora llamaremos
'y ' seran :

w' = a cos a. sen(¢ — Nop)

(b)

v = a sen o sen ¢

Fig. 14b

o sea que la vibracién (Il) es una vibra-
cién eliptica como se deduce del articulo 7.

Al llegar estas dos vibraciones componentes, cuyo resultado
es una vibracic_‘)n eliptica, al analizador 4, se tendrd analogamente
al caso ‘del articulo anterior, que sélo podrdn pasar a través de
dicho prisma las proyecciones de los vectores segin su eje, de
manera que segin el eje A tendremos dos vibraciones coplanares
w" y ¢" con las ecuaciones siguientes (indicando con =0 -} o el
angulo de 4 con )

w" ="' cos B =a cos & cos P. sen (o— N\ o)

(c)

" =2 sen p=a sen & sen . sen ¢



o sea w" = ay sen (¢ — A @)

(c')
o = ay sen ¢

con
R a7
am=uacosdcosP , ay=—asena senf

. De acuerdo con lo deducido en el art. 6, la composicién de
dos vibraciones rectilineas coplanares dia origen a otra vibracién
rectilinea con su vector descansando en el mismo plano, cuya am-
plitud 4 y su diferencia de fase AY respecto a la vibracién ori-
ginal v estadn dadas por la ecuacién (4) y (5'). La amplitud 4

serd pues en este caso:
A 2 2 ' a el
A2 = a®|(cos tcos P+ sen o sen B)%2— 4 sen awsen . cos o cos P sen 5

O sea

AN
oa (d)

A2i— g2 [cos"’ (B—a) —senza. sen 2 B sen

o sea la intensidad relativa en (Ill) sera, con ®—=f — a (&ngulo
relativo de los prismas):

0 =rcos® @ — sen 20. sen 2 (o —{—@)seuz/‘\—;p (13)

En esta expresién pueden distinguirse dos términos con in-
fluencias netamente diferentes: el primero es tGnicamente funcién
de ® es decir que depende solamente de la posicién relativa del
polarizador y analizador mientras que en la magnitud del segundo
influyen no solamente esa posicién a través del angulo @, sino
también los datos referentes a la lamina cristalina interpuesta.
A su vez ésta influye en dos formas: Por una parte hay un efec-
to direccional que aparece por el angulo & que forma el eje « de
la lJAmina con el eje del polarizador, es decir que depende de la
posicién relativa de estos dos elementos pero no de las caracte-
risticas 6pticas de la lamina y por otra parte hay un efecto que
depende de las caracteristicas intrinsecas de la lamina en forma
de la diferencia de fase /A » introducida por la lidmina a las dos
vibraciones polarizadas, que a su vez, como ya se vié, depende
de los indices de refraccién, del espesor y de la luz, segin la
expresién del art. 10:

2md  2m

A¢:TO :—Z)t' (g — ny)



Luego pues la intensidad relativa 0 tendri,—para una lamina
dada,—un valor diferente segiin sea la longitud de onda de la vi-
bracién luminosa utilizada, o sea para cada radiacién. De aqui
que si se trabaja con luz blanca el resultado final se obtendra
aplicando la expresién (13) a cada unay todas las radiaciones mo-
nocromadticas de que estdi compuesta. Concretando, si llamamos
ip (= a®) la intensidad incidente de cada radiacién e i (= 4?) la
intensidad final (a menos de una constante naturalmente) tendre-
mos analogamente que, para luz blanca, la intensidad incidente se--
rta Ip = 2u’ y la final serda | = 2 A% o sea

= 3'a° [6‘082 (B— o) — sen 2 a. sen 2P sen? %p] (e)
y la intensidad relativa 0:

Y.

[ 2a2 [(‘052 (B = U.) — sen 2 U sen 2(-} Sen2 %p]

Io Za?

o sea sacando fuera de la sumatoria los términos que no varian
con las diversas radiaciones:

2 (a%sen? %_‘a)
0 =cos® @ — sen 20. sen 2 (a4 O) EEREE e T (14)
El primer término representa una luz blanca debilitada en la
relacién de cos? ® a 7 y el segundo es una luz en que entran ca-
da una de las radiaciones con un valor relativo proporcional a
Ay e 5

sen -2— —sen To o sea con un valor tanto menor cuanto mas se
aproxime el valor de la diferencia de marcha introducida 8 a un
nimero entero de longitudes de onda Ay, puesto que para aquella
radiacién para la cual se cumpla exactamente la relacién 8= n X\
siendo # un nidmero entero ese término se anulara; la luz obser-

vada serd del color complementario de la radiacion extinguida.
14. Polariscopio civcular . Hemos visto que un polarizador |
comin (prisma de Nicol, Polaroid, etc.) produce luz polarizada
rectilineamente; veamos ahora un dispositivo que en cambio pro-
duce luz polarizada circular cuando incide sobre el mismo un haz
de luz comiin. Este dispositivo, conocido con el nombre de po-
larizador circular se compone de un polarizador corriente y a con-

I



tinuacién una lamina cristalina, colocada normalmente al haz de
rayos con sus ejes de polarizacion z, ¥ a 45" del eje del prisma

polarizador y de caracteristicas tales que produzca, — sobre deter-
minada radiacién des-
de luego, — una dife- Ay

rencia de marcha igual
a un cuarto de longi-

tud de onda o sea una
diferencia de fase igual Fig 15

a 7/2 . Una lamina tal como ésta se designa con el nombre de
lidmina cuarto de onda.

En efecto, (fig. 15), andlogamente al articulo anterior tendre-
mos en (II) una radiacién que en general tendrid sus componentes
dadas por las ecuaciones (b :

w' = @ cos o sen (WFAw)
V' = a sen o. sen @
pero en este caso precisamente, segiin lo dicho recién, se tendra:
0—:45.° " LlNe —nls

de donde las expresiones anteriores quedan :

a ,
W' =—sen (p— /2 V= ——sen ¢ (a
% ( 12) ¥ T )
O sea
wh= & c
= — ——cos
Voo
(b)
o
Ve
A
An. Obs. 7
PR AP — >
(Z) (/9] :
¥ S
AT,
Fig. 16a

componentes que forman, segin lo visto en el art. 7-d, una vibra-
cién circular inversa como se habia dicho. Se trata pues de un
polarizador circular inverso.

S izEee



A partir de dos polarizadores circulares se puede formar un
polariscopio circular ‘de manera semejante al polariscopio plano co-
mo se ve en la (fig. 16a) Supondremos primero que los dos sis-
temas son del mismo nombre, es decir que los ejes @, ¥y ' e ¥

tienen la misma posicion relativa con referencia a los ejes de los

prismas correspondientes tal como se indicé en la (fig. 16b); — en
' ¢ este caso seran, concretamen-
A te, un polarizador y un ana-

P lizador circular inverso :

La vibracién (II) esta da-

da por las ecuaciones (a); al

llegar a la 2." lamina, por

simetria de ]la vibracién cir-

cular, podemos admitir que 2¢'

(ﬂ)/ _ y ¥' estan dirigidos segiin los

Fig. 16b e : mismos ejes X' e ' de la se-

gunda lamina )\/4 de manera

que no habra nueva descomposmlon de vectores sino que manten-

dran un plano de polarizacién invariable. [ a Gnica influencia de

esta lémina serd pues introducir una nueva diferencia de marcha
N4 o de fase /2, de manera que a la salida, — vibracién (IIl),

las ecuaciones seran:

71}':1/%.‘.0// (=a) s 0 :Tlféxmup (c)
lo que representa, de acuerdo con los resultados del art. 7-c, una
doble recta en el segundo cuadrante es decir que forma un angulo
de 135" con el eje ' De la figura se desprende que esta vibra-
cién lll es normal al eje 4 del analizador y que por lo tanto no
pasara ninguna luz al observador.

Si contrariamente, el prisma analizador tuviera su eje coloca-
do a 135° del eje #' de la ldAmina es decir que constituyera como
se puede ver facilmente un analizador circular directo, vemos que
su eje A' coincidiria con la vibracién (llI), la cual, por lo tanto,

pasaria al observador sin alteracién ninguna.

En consecuencia puede establecerse finalmente que un anali-

. zador circular deja pasar integramente a una vibracién circular de
nombre contrario y elimina, en cambio, a la luz circular del mis-

mo nombre. ; ,



15.  Interposicion de una ldmina cristalina en un polariscopio
circular. Cuando en un polariscopio circular con luz monocroma-
tica se introduce una lamina cristalina normalmente a los rayos,
en el espacio comprendido entre las dos laminas cuarto de onda,
es decir entre el polarizador y el analizador, al llegar a dicha lamina
lavvibracién circular (I1), (fig.17) por las razones de simetria que ya
se mencionaron, puede considerarse formada por las componentes

Ale Ala
£l : 0bs. X
R — W RS R — P L

JE

e SR s AP SR

PC AC.
Fig. 17

w' y v de la ecuacién'(a),idirigidas segin los ejes # e y de la la-
mina. Luego pues la vibracién (lll) a la salida, después de sufrir un
nuevo retardo relativo Qg introducido por la ldmina, de acuerdo
con las ecuaciones (a) respondera a las siguientes componentes:

=L, [e— (n]2 -+ A¢)]
ez :

| a
v = —=seny.
2

Estas componentes segin el articulo 8 dan lugar a una vi-
bracién eliptica que puede descomponerse en dos vibraciones cir-
culares de sentido contrario; precisamente para este caso en que
las amplitudes de 2' y ¢' son iguales entre si, las ecuaciones (9)
y (9') de aquel articulo nos dan como valor de las amplitudes
4 y B de esas dos componentes, ya que la diferencia de fase
entre ambas es (m[2 + A¢p):

vibracidn circular directa:

a® a?
A2 :—{[/ —sen (A o+m/2) ] :-Z(/ — cos N\e)
vibracion circular inversa: : 5 : - (a)

o a? . :
B = (7 + cos D).

Ahora bien, por tratarse de un polariscopio circular inverso
se tiene, segin lo expuesto en el articulo anterior, que el analiza-



dor no dejard pasar nada mas que la luz directa, de manera que
la vibracién que llega al observador sera una vibracion rectilinea

de amplitud

2 2
A2:%(1—c08A¢):%sen”&

o sea que la intensidad relativa sera:

0 = sen?

(15)

Si por el contrario disponemos un analizador de nombre con-
trario, es decir directo, pasard la vibracién inversa de las (a) o sea

; 2
132=az (1 1 cos Ag) =a*cos® Apl2

de donde la intensidad relativa sera

0= cos? (16)

Vemos que en el primer caso a los lugares que no hay lami-
na ( A¢=0) corresponde 0 =0, mientras que a los mismos co-
rresponde en el segundo un valor 0= 7: cuando se utiliza pues
polarizador y analizador de igual nombre se tendrd un campo de
observacién a fondo oscuro y cuando se utilizan polarizador y ana-
lizador de nombre contrario serda a fondo claro

Si la observacién se hubiera efectuado en luz blanca las ecua-
ciones (15) y (16) se transformarin analogamente a la (4) en la
siguientes: 3 : :

S a?sen® Nol2 -
0= > a? §0/ (ISI)

2 a? cos® A\ go./2
0= > a? (!6')

es decir ‘que, como ya se vi6é alli, la luz que llega al observador
es una luz en la que cada radiacién entra con un valor relativo

N

7d :
igual a sen? o 60827 respectivamente o sea tanto menor cuan-
0 : 0

: d
to mis se acerque el valor de su longitud de onda A, al de (*)
n



d : ;
o | ——7— ] respectivamente siendo » un entero cualquiera; aque-
/1—|— 1/2 - :

: > ; % )
lla radiacién que cumpla estrictamente la igualdad /~0=7 , — pa-
| polari io a fond A $ 1d
ra el polariscopio a fondo oscuro,— o 4y=————, — para el de
P P 0 n_{__ 7/2 P

fondo claro, — desaparecerd totalmente.
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Ill. Doble refraccién accidental

CAPITULO I. LEYES FUNDAMENTALES

16. Observaciones de Brewster y Wertheim. Las primeras leyes
referentes a la fotoelasticidad, deducidas por Brewster en 1815 en
base a las observaciones realizadas sobre ldminas de vidrio, pue-
den expresarse con la nomenclatura actual en la forma siguiente:

Si se somete una ldmina de material transparente y naturalmente
z'so'[roﬁo,— como el vidrio, celuloide, bakelita, etc.,— a una fuerza co-
locada en el plano de la ldmina y se observa bajo luz polarizada nor-
mal-a ese mismo plano, la ldmina de referencia se transforma, desde
el punto de vista oplico, en un cristal unidxico cuyos ejes de polariza-
cidn son rvespectivamente paralelo y normal a la fuerza aplicada. Si la
fuerza es de compresion la estructura rvesponde a la de los cristales
negativos (espato) y si es de traccion a la de los cristales positivos
(cuarzo); por simetria el eje Optico coincide con la direccion de la
fuerza.

Luego pues, recordando lo expuesto en los articulos 9 y 10, se
obtiene la superficie de onda indicadas en la (fig.18). Debido a
que el rayo luminoso es normal a las caras de la lamina y al eje
6ptico, los rayos luminosos no sufren ninguna desviacién por re-
fraccién en las caras, ni interiormente por la birefringencia, de
manera que a la salida siguen propagiandose segin la misma rec-
ta, aunque con una diferencia de fase relativa.

También, de acuerdo con el tipo de cristal vemos que:

. En compresién: Vo < Ve i 10 = e

. En traccion : Vo U e e

Aunque en su tratado de 6ptica de 1835, Brewster menciona
que en una pieza flexada el nimero de franjas (positivas o nega-
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tivas) aumenta cuando aumenta la carga y que las tintas varian
con sus distancias al eje neutro, no -llegé a establecer relaciones
cuantitativas entre los fenémenos 6pticos y elasticos, correspon-
diendo recién a Wertheim en 1854 exponer claramente esas rela-
ciones, asi como extender el campo de observaciones a los esta-
dgs elasticos dobles. :
Es asi que dicho fisico establece las dos leyes s1gu1entes,_con-
sideradas como las leyss fundamentales de la fotoelasticidad, leyes

Vibracion ordinario

8

(et exfroordinario Vibeacion extraordinaria

ordinario

BS
i oSt ie ] Heracidn arainaria
" : 5
b
—_— !
|
fue) !
1 = N\_\Onda ordiinaria i
i 8 N o lewtmaorclinono fibracion extroordinaria
= y
Fig: 18 - .

que definen las relaciones que existen en todos los puntos de un -
modelo bidimensional,— desde el punto de vista elastico, — entre
las tensiones principales que  caracterizan su estado elastico y la
birefringencia accidental provocada: : :

a) Los ejes de poluri&zb[én coinciden con las direcciones de las
tensiones principales.

b) La diferencia de marcha relativa d introducida entre los dos

L zon



rayos polarizados es proporcional al espesor t del modelo v a la dife-
rencia de las tensiones principales 0y y 0y, 0 sea que

8 =ct (01— 05) (17)

siendo ¢ una constante que depende del material del modelo y de la
luz utilizada y que es llamada “constante dptica-eldstica relaliva’ (Y).

-Ahora bien, en un estado plano de tensiones la tensién prin-
cipal'normal al plano de la la-
mina se hace igual a cero y porlo
tanto el elipsoide de las tensiones
degenera en una elipse colocada
en ese mismo plano, de manera
que las dos leyes anteriores nos

determinan las direcciones- de
los ejes de la elipse 'y la dife-
rencia entre las magnitudes de

sus semi-ejes (fig.19).
Fig. 19 Ademas, recordando la ecua-
: cién (3) del articulo 5 tenemos
la relacién entre la diferencia de fase y las tensiones:

om et

AN T (04 — 03) (18)

Podemos observar. desde ya que estas dos leyes no nos re-
suelven el problema elastico en su totalidad, ya que con excep-
cién de casos muy especiales, s6lo tenemos dos datos (inclinacién
y diferencia de los ejes) para hallar las tres incégnitas que nos
definen el estado elastico en un punto.

17. Relaciones generales entre los fendmenos oplicos y eldsticos.
Aunque con los métodos corrientemente utilizados en fotoelastici-
dad es suficiente disponer de las expresiones (17) o (18), es con-
veniente establecer relaciones mas generales entre los fenémenos
elasticos y sus efectos 6pticos con discriminacién de las tensiones
principales.

(1) Se utilizara la notacién 64 y o, para designar las tensiones principales
con cardcter general dejando la notacién p y q para designarlas cuan~
do se quiere distinguir las que corresponden a cada familia de isos-
taticas, e indicando siempre con p la fension principal algébricamen-~
te mayor. S
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Supongamos que hacemos incidir sobre el modelo una vibra-
cidon rectilinea % orientada sobre uno de los ejes principales, 0,
por ejemplo, para que al cargar el modelo esta % no sufra ningu-
na descomposicién y mantenga su direccién (fig.20). Cuando se
carga el modelo, el camino 6ptico dentro del mismo (z=1./) su-
fre un cambio motivado por dos causas, ya que no solamente se
produce la variacién en el indice de refracciéon ‘debido a la bire-
fringencia accidental pro- '
piamente dicha, sino que
también varia el camino
geométrico ! debido. a la
variacién en el espesordel
modelo que produce el es-
tado de tensiones.

Si designamos con 7

v

y t el indice de refraccién //
y el espesor del modelo sin ////
carga (fig. 20a) y con i (1240)- 0,
m=n-FAnyti=t(1 -2

esos valores una vez producida la carga (fig.20b ), los caminos
opticos respectivos seran

=nt y z=m.ly=mt (1 + ¢)

y ademas la “diferencia de marcha absoluta’’ correspondiente a la
tension oy, definida ecomo el atraso o adelanto que sufre la vibra-
cién orientada segin 0; cuando se carga el modelo, respecto a la
misma vibracién antes de ‘cargarlo, representada con 0; sera:

64=z;—z=t=m(/—|—ﬁ)—n§ (a)

Ahora bien, para una determinada experiencia, en Ja cual la
luz y el material son constantes en todos los puntos del modelo
asi como en los ejemplares de tarado, tanto la variacién de es-
pesor € como el indice de refracciéon 73 son funciones exclusivas
de 6y y 0,, de manera que podremos poner brevemente:

: S =t fi1 (01. 6,) ()

siendo /i una funcién continua y derivable. Ahora bien, si de-
sarrollamos esta funcién en serie y nos limitamos a los términos

Sl



de primer grado, admitiendo la validez de esta simplificacién ba-
sados en los resultados experimentales, se tiene:

871=f* (o1, %) =/ (0,0) +;— {af‘ (0.0) O-‘_i__afl"(g‘, 0) 621
0 Y9 J

30'"

Pero por la misma definicién (a) se tiene que f1(0,0) =0y
df1(0,0)  9fi(0,0)

9 0y 2 d o,

ademas siendo constantes para una experien-

cia dada, que designaremos con ¢ y 0 podremos poner:

= (aor+boy)t
y analogamente por simetria (19)

Oy, =(ac,+ boy)t

siendo @ la constante 6ptico-elastica  absoluta directa y b la trans-
versal y Oy y 0, las diferencias de marcha absoluta que producen
las tensiones Gy y 0, sobre rayos polarizados segin las direccio-
nes de 0y o de 0, respectivamente . Estas constantes a y b son
pues funciones de la luz y del material del modelo.

Con estas expresiones llegamos de inmediato a la ley de
Wertheim si restamos miembro a miembro

=0, — 8, = (a—b) (0 — o) t
o sea que

c=a—2b (c)

Zzrfom =



CAPITULO II. CURVAS FOTOELASTICAS

18.  IFotoelasticimetro. El fotoelasticimetro, es decir el apa-
rato donde se efectian las medidas de la doble refraccién acci-
dental, no es en principio otra cosa que un polariscopio de tipo
especial. En términos generales se compone de una fuente lumi-
nosa que pueda emitir tanto luz blanca como monocromatica, un
grupo polarizador y otro analizador planos o circulares, un siste-
ma O6ptico que produzca un haz de rayos paralelos en un campo

|

) == |

f Hodelo
f Hocelo -
Fig. 21

comprendido entre los grupos polarizador - analizador destinado a
la colocacién,— normalmente al haz,— del modelo a estudio y fi-
nalmente una pantalla para observacién visual o fotografia.

En la (fig.21a) se indica el esquema correspondiente cuando
se utilizan prismas de Nicol y en la ( fig.21b) cuando se utilizan
sistemas polarizantes de gran campo, como las ldminas de “Po-
laroid”; tanto el grupo polarizador como el analizador se compo-
nen, naturalmente, del dispositivo polarizante y de una lamina
cuarto de onda escamoteable, que permita utilizar luz polarizada
plana o circular a voluntad.



Ademas esos grupos deben estar colocados en monturas gi-
ratorias, — alrededor del eje longitudinal del fotoelasticimetro, —
que permitan colocar los ejes de polarizacién en un azimut cual-
quiera del plano del modelo. En la (fig.22) se ven los fotoelasti-
cimetros que posee el Instituto: a la izquierda el que utiliza Po-
laroid, sin conexién rigida entre los dos grupos,— y a la derecha
otro con prisma de Nicol montado sobre un banco éptico con
arbol de conexién central.

Fig. 22

19. Franjas en luz monocromdtica. Conocido ya el efecto de
una lamina cristalina sobre la luz polarizada y también la relacién
que existe entre las constantes o6pticas y elasticas se puede em-
pezar a estudiar directamente los fenémenos producidos por las
tensiones existentes en el modelo en los diversos tipos de pola-
riscopios analizados, transformados ahora en fotoelasticimetros.

Supongamos primero el modelo colocado en un fotoelastici-
metro circular con luz monocromdtica. Segidn la ecuacién (15) la

intensidad relativa final estd dada por:
: 2 md
o=sen?/A\¢/2 con Ao = i (a)
0
cuando se utiliza a fondo oscuro.
Por otra parte, segin la ley de Werthelm
6= ct (G.—O‘2),

de donde, combinando ambas ecuaciones tenemos directamente la.
influencia de.las tensiones:
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et s
0 = sen? 170— (01— 0y) (a')

Se ve pues que:se producird oscuridad en aquellos puntos
del modelo en los cuales (61—0,) tenga un valor tal que cumpla
la condicién:

. 2 (51— o;) = na
i
o sea ;
(G,——Gz)ziz/(;—; (=051 28 e i o) (20)

o también, como Ay, ¢ y ¢ tienen un valor dnico para cada expe-

3 5 Y0 .
riencia podremos poner -CT=K, siendo ¢ una constante para ca-

da experiencia y por lo tanto quedara la condicién:

(04—0y) =n K (020 o) 21
Es asi que, observando un mo-
delo cargado, aparecen una serie de
bandas o franjas oscuras (fig. 23)
que son el lugar de los puntos pa-
ra los cuales se cumple la condi-
cién (21) para un valor determi-
nado de 7 o sea el lugar de los
puntos de (04 — ;) = constante.

Estas franjas son precisamente
un caso particular de las isocromd- Fig. 23
ticas, cuyo nombre se adapta me- ’
jor a la observacién en luz blanca como se verd a continuacidn.
El valor particular de u correspondiente a cada curva es la
cota de la franja o isocromatica y por lo tanto la diferencia de
tensiones (0;—0,) en un punto de una isocromatica serd propor-
cional a la cota de ésta; ademas la cota » se expresa en longitu-
des de onda ya que de las ecuaciones anteriores se deduce que

d=nk

o sea que 2 es el nimero de longitudes de onda a que alcanza
la birefringencia accidental que existe en un punto de la isocro-
matica. Los nimeros indicados en la fotografia sobre cada isocro-
matica son precisamente los valores de n correspondientes.

A



Si en cambio de considerar el conjunto del modelo para una
carga final dada, tomamos un punto determinado de aquél y lo
observamos a lo largo del proceso de carga del modelo, se ten-:
dra lo siguiente: .

Cuando el modelo estd descargado se tiene O =0 en todos los
puntos y habrd oscuridad completa, tedricamente por lo menos,

2 3 2 ; T Cl-
(fig. 24). Si se empieza a aplicar la carga, el argumento 7 (04— 0,)

Y0

que figura en la ecuacion (a') y que era nulo a modelo descarga-

o do, comienza a aumentar y por

lo tanto a producir una ilumina-
L S .cién relativa 0 que varia como
sen? 0|4, llegando al maximo para
(0y—o0,) ="'/, K (fig.24) y anulando-

| §
‘ » se cuando 0=14y o sea (0,—0,) =X

| |
' A i i
3 : % :
g ! 2; $ y asl suceslvamente.
1 2 9] - :
: : 1 Vemos pues entonces, que la
K 2K 3K -0-0, 2 =
' : : : 5 cota n es también el nimero de
Fig. 24 - veces que se anula la luz en, — o
sea el nimero de isocromaticas que
pasan’ por, — el punto dado, cuando se aumenta gradualmente la

carga desde O al valor final (fig. 25).

Finalmente, vemos que K es la diferencia de tensiones co-
rrespondiente a la isocromatica de cota 1 o sea la diferencia de
tensiones que,— con determinado material y luz, — produce un re-
tardo igual a una longitud de onda y se expresara por lo tanto

Kg/cm?

e on s o

< 20. Luz blanca : Isocromdticas. Cuando, por el contrario, se
utiliza el foloelasticimetro ‘circular con luz blanca el fenémeno se
complica y se hace menos preciso que en el caso anterior puesto
que en la luz blanca existen una infinita variedad de radiaciones
con diferente longitud de onda. Los lugares de puntos correspon-
dientes a un determinado valor de (6;—0,) tendran pues un color
constante que ha resultado de la eliminacién total o parcial de las
diversas radiaciones: los puntos oscuros corresponderdn aqui uni-
camente a los puntos de (0;—0,) =0 es decir a los puntos neulros
o0 isétropos. En todo lugar que no sean estos habra luz coloreada.

~ ]
Para ver la relacién entre las tensiones y los colores produ-

A
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cidos, lo mas conveniente es estudiar-un punto dado bajo cargas
crecientes. Con el polariscopio normal a fondo oscuro, la inten-
sidad observada tiene la siguiente expresion, obtenida combinando
la ecuacién (15') y la ley de Wertheim :
2 a¥ sen? ﬂ;t (6 —0,)
0= .5 (b)

-

como efecto general, y ademas la extincién de cada una de las
radiaciones se regird por la misma ecuacién (20) del articulo an-
terior derivada para luz monocromaética :

X
(0“——(72):;1—? (”:O) laz . ) ‘ (C)
c

Por otra parte, el espectro visible lo podemos esquematizar
tomando los valores aproximados de los grupos de radiaciones co-

rrespondientes a los colores piincipales, en la siguiente forma:

violeta — 4o = 4000 >< 10-'® mts.
azul — 4500
verde — ' 5400
amarillo del sodio 5900
naranja — 6500
rojo extremo 7700

Vemos pues segiin la ecuacién (b) que para el modelo des-

cargado se tiene 0 = O o sea la oscuridad completa; si comenza-
. et

mos a aumentar ligeramente la carga, el argumento Ty (04— 0y) to-
ma valores diferentes de cero para todas las radiaciones pero,
desde luego, su valor serd mayor para las radiaciones de menor
longitud de onda o sea que el violeta y el azul tomardn mayor
incremento que el amarillo o el rojo aunque rapidamente el ma-
yor brillo del amarillo equilibra el conjunto para volver a un color
blancuzco. Pero aumentando mas las cargas llega un momento
en que la birefringencia producida alcanza a producir efectos de
interferencia en alguna de las radiaciones: segin la ecuacién (c)
se ve que la primera en desaparecer sera la de menor longitud
de onda y luego iran desapareciendo en el orden de las longitu-
des crecientes.

De acuerdo con la tabla precedente la primera radiacién en
desaparecer sera el violeta, apareciendo pues como color comple-
mentario el naranja; luego desaparecerd el azul y el verde, dando
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lugar a la produccién de un rojo intenso o rojo de primer orden.
Luego cuando (0y — 0;) es suficiente para cumplir la igualdad (c)
para A = 5900 u.A. correspondiente al amarillo del sodio, — que
es la radiacién mas brillante del espectro,— aparece un color com-
plementario muy caracteristico y de mucha importancia que es un
color pirpura profundo o morado oscuro, llamado tinta de pasaje,
que forma una linea muy bien delineada y nitida.

Siguiendo el aumento de (6,—0,) desaparecen el naranja y el
rojo provocando la aparicién del azul profundo o aszul de primer
orden y luego un tinte verdoso y finalmente vuelve un blanco le-
choso cuando no hay extincién total de ninguna radiacién.

Sin embargo siguiendo adelante llega en seguida a extinguirse
nuevamente el violeta (8 = 2 X 4000 = 8000 uA) y aiin el rojo ex-
tremo no ha sido totalmente restituido (49 = 7700 uA) dando origen
al primer color de la segunda serie o sea un rosado llamado 70jo
de segundo orden, el cual deja su lugar a una nueva tinta de pa-
saje cuando 8 =2 X long. de onda del amarillo = 11800 y luego
a un verde azulado o asul de segundo orden cuando O =< 13000 que
equivale a la segunda extincién del naranja y la tercera del azul.

Esta sucesion de los tres colores, — rosado, tinta de pasaje y
verde,— separados por un blanco amarillento, es un ciclo que se
repite valias veces al seguir el aumento de la carga, hasta que
después de 5 o 6 ciclos la superposicién de las diversas radiacio-
nes es tan grande que se tiene practicamente una luz blancuzca

dnicamente. Resumiendo podemos indicar el cuadro siguiente:

hE Radiacién extinguida _ Color observado
0 ninguna negro
4000 violeta naranja
azul oo
verde - » 1™ orden
5900 amarillo tinta de pasaje
naranja azul
7700 rojo
8000 2° violeta 4 1°™ rojo (parcial) rojo )
11800 2° amarillo tinta de pasaje ; 2 orden
13000 2° naranja -+ 3°" azul verde
blanco lechoso. etc.
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La utilizacién de luz blanca actualmente se limita para obser-
vaciones -de orden cualitativo ya que la luz monocromatica y los
materiales con mayor coeficiente Sptico-elastico dan una precisién
muchisimo mayor. Su interés sin embargo es muy grande ya que
permite individualizar los puntos isétropos (0j—0, = 0) por ser los
dnicos puntos negros y ademéas indica el sentido de crecimiento
de | 6y—0, | ya que vemos de la tabla anterior que este se pro-
duce en el sentido de pasaje del rojo al verde a través de la tinta
de pasaje. Ninguno de estos dos
resultados puede obtenerse en luz
monocromatica.

21. lsoclinas. Si en cambio de
utilizar un fotoelasticimetro circu-
lar se coloca el modelo en un fo-
toelasticimetro plano, aparecera,
ademas del efecto cuantitativo es-
tudiado recién, el efecto direccio-
nal de las tensiones principales re-
gido por la primera ley de Wer-
theim. Se definira al fotoelastici-

metro plano como un polariscopio
plano con prismas cruzados (©#=90");

en esas condiciones la ecuacién

(13) queda:
0 = sen? 2a. sen® \¢|2 (22)

en donde vemos que el segundo
factor es el mismo de la ecuacién
(a) del articulo 19, relativa al fo-
toelasticimetro circular, de donde

Fig. 27 se deduce que el efecto de (0;—0,

para todos los puntos en cue el

primer factor no es nulo, es el mismo que en aquel o sea que
aqui_apareceran también las isocromaticas .

Ahora bien, dejando de lado este efecto ya estudiado, se ve
que la intensidad relativa 0 es también funcién de la posicién
respectiva de los ejes del fotoelasticimetro y de las tensiones prin-
cipales'y que esa iluminacién serd maxima para a= 1 45", — e
igual a la del fotoelasticimetro circular,— y se anularad para o =0,
o sea que habra oscuridad completa alli donde los ejes principa-

— B0 =



es de tensiones coincidan con los ejes del fotoelasticimetro.

Luego pues si se observa un modelo en: estas condiciones se

vera surcado (fig.26) por una o varias bandas oscuras que son el

lugar de los puntos en los cuales las tensiones principales son pa-

ralelas a los ejes épticos del foto-
elasticimetro y que se designan con
el nombre de isoclinas o bandas de
igual inclinacién. En esta forma,
haciendo tomar a los ejes del foto-
elasticimetro una serie de posicio-
nes comprendidas entre O' y 90°
se obtendra la posicién de las ten-
siones principales en todos los pun-
tos del modelo (figs. 26 a 29). Na-
turalmente en cada observacién o
fotografia todas las bandas tienen
la misma cota ®@, que serd el an-
gulo formado por uno de los ejes
6pticos con un eje de referencia

generalmente vertical.

La observacién de las isocli-
nas se hace mas favorablemente
en luz blanca,—forma en que han
sido tomadas las fotografias ante-
riores,—puesto que se destacan en
forma mas clara sobre un fondo
coloreado en el cual, salvo las ra-
ras excepciones de los puntos neu-
tros, son las tdnicas bandas oscu-
ras, que en luz monocromatica pa-
ra la cual todas las isocromaticas
son-también oscuras, como se pue-
de comprobar comparando aquellas
con la (fig. 30), obtenida en luz
monocromatica.

Ya sea en luz blanca o mo-
nocromatica, las isocromaéticas sig-
nifican los lugares de igual dife-

rencia de tensiones, de manera que

- 51 =

Fig. 28

“Fig. 29

Fig. 30



si designamos con /\ esta diferencia caracteristica de cada curva,

o parametro, y puesto que las tensiones pricipales estan dadas por

Oy (fy . “/ (f_q;'—(fu 2
fam— St (BT
N 2 = 2

tenemos como ecuacién de las isocromaticas :

(0:—0y)? +47° = A* (23)

Por otra parte para los puntos singulares .con 03 —0; = A== 0,
se tendrd como ecuacién

(a*/:—dy)2+ 4172:0 (24)
ecuacién verificada solamente cuando se tiene simultdneamente
(63;_Gy)=0 T =0 (24')

es decir que estos puntos seran la interseccién de esos dos lugares
geométricos o sea que, en general, no formaran lineas sino que
constituirdan puntos aislados.

En cuanto a las isoclinas su ecuacion sera:

21— (0y,—0,)1g20 =0 (25)

y para los puntos neutros, segin (24') se obtiene una expresién
indeterminada, o sea que por alll pasan todas las isoclinas, cosa
completamente légica ya que siendo 03 = 6, la elipse de tensiones
se reduce a una circunferencia.



CAPITULO lll. METODO DE ESTUDIO

22. Método de la reticula. El objeto del estudio en el toto-
elasticimetro es en definitiva poder establecer para todos los pun-
tos del modelo los dos datos fundamentales,.— inclinacién y dife-
rencia de tensiones principales, — para proceder, generalmente, a su
separacién posterior con vistas a obtener el campo de tensiones
completo, o sea para resolver el problema fotoelastico.

El procedimiento practico a utilizar para ello depende funda-
mentalmente del material disponible para el modelo y de su for-
ma y cargas a aplicarle, puesto que de todo ello dependera la in-
tensidad y nitidez del efecto 6ptico a medir.

Cuando se dispone de material poco sensible, como por ejem-
plo el celuloide, o bien se trata de modelos' macizos con produc-
cion de tensiones pequeflas, es necesario apreciar la birefringen-
cia en fracciones de longitud de onda para obtener una exactitud
suficiente, de manera que no es posible basarse tinicamente en las
isocromaticas. como se hace en el método de las franjas. Es asi,
‘entonces, que debe recurrirse a la medida de la birefringencia
punto por punto por medio de compensadores o con el método
goniométrico.

En lo que se refiere a las isoclinas éstas se pueden obtener
generalmente con suficiente nitidez directamente por fotografia
como en el método de las franjas, ya que la birefringencia nece-
saria para destacarlas lo suficiente es relativamente pequeha, pero
ain asl a veces conviene complementarla por observacién diree-
ta, utilizando la reticula para replantear los puntos de cruce.

Para la medida de la birefringencia o diferencia de marcha
en puntos determinados la forma mas conveniente es dibujar en
el mismo modelo con una punta muy afilada una reticula de re-
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ferencia (fig. 31a y 31b) ya que la utilizacién de mascarillas con
pequefios orificios u otras formas analogas tienen el inconveniente
de la deformacién del modelo, a veces bastante apreciable. Una
vez fijados los puntos se debe proceder pues a la medida de 0 (%)

Fig."31a

23. Compensadores. El método mas simple y mas comin es
el de medir la diferencia de marcha 0 producida en cada punto
por compensacién, o sea disponer a continuacién del modelo un
dispositivo regulable con el cual se pueda producir una diferencia
de marcha igual y de signo contrario a la del modelo, para anular
todo efecto éptico sobre el observador.

(1 En la figura 31b se puede observar el dispositivo ulilizado en el mo-
delo de la figura 3la para realizar una carga reparfida triangular en
forma aproximada, asi como la base solidaria del muro en el mismo
material de este para cumplir mejor con las condiciones de similifud
en el contorno.
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Para obtener esa birefringencia regulable y medible se pue-

den utilizar compensadores 6pticos o elasticos indiferentemente.

Eatre los compensadores 6pticos se tiene por ejemplo el com-

pensador Soleil-Babinet que consiste (fig.32) en dos liminas de

cuarzo, una de espesor variable y otra de espesor fijo, colocadas

~

Fig. 31b

a continuacién una de otra en el paso del rayo

luminoso y diri-

gidas en forma tal que tengan sus ejes 6pticos respectivos colo-

cados a 90° uno del otro, por ejemplo el eje de la

lamina 4 se-

gin el eje v y el de la B segiin el eje , de manera que a una

vibracién polarizada seglin uno
cualquiera de los ejes o ¥ que
atraviese los dos. cristales co-
rresponderan en uno y otro, in-
dices de refraccion diferentes.
Si por ejemplo es una vibracién
polarizada segiin el eje ¥ tenemos

de la (fig.32) y de lo expuesto

A
0

8

'

y
e/e

-

P
'
-l -

Fig. 32

en el articulo 16 que le corresponderd en el cristal 4 una onda

ordinaria y en el B una extraordinaria, por cuya razén el camino

optico dentro de las dos laminas sera:

U = no to+ ne
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y si la vibracién incidente estuviera polarizada segin el eje « se-
ria analogamente

"= ne to + ny 1y

Luego pues si, en cambio, incide una vibracién eliptica o cir-
cular, el pasaje por el compensador introducird una diferencia de
marcha 0 =" — ' o sea

O = (ne—m) (o —t1) = (fo— ) (a)

siendo 7 una constante del compensador.

Luego pues el proceso de la medida es el siguiente: se de-
termina la posicién de los ejes, en el fotoelasticimetro plano y lue-
go transformado en circular se introduce el compensador a con-
tinuacién del modelo con sus ejes (4, B) coincidiendo con los
(01, 0,); si aquel estad en su posicién neutra se tiene f{) =t y el mo-
delo se observa como antes, pero haciendo desplazar las cufas se
va introduciendo una nueva diferencia de marcha entre las vibra-
ciones segin 0y, 0, que se busca de signo contrario a la del mo-
delo, hasta que se anule la birefringencia accidental (obteniendo
en luz blanca el retorno a la oscuridad) en cuyo momento:

el (9~ o)~ # (g — 1} =0
O Sea

r{to— ty)

(01— 0p) = —
ct

(b)

ecuacién en la cual todas son magnitudes conocidas o determina-

bles.

El compensador eldstico, introducido por Coker, es de manejo
ain mas simple y directo y consiste en un ejemplar de traccién
pura fabricado con el mismo material del modelo (cortado de la
misma hoja e inmediato a aquel) montado con su dinamémetro
en una montura giratoria que se coloca también a continuacién
del modelo y se orienta con el eje de la barra,— o sea la direc-
cién de su tdnica tensiéon principal 6,, — paralelamente a la me-
nor de las tensiones 0} o 0y .

Aplicando luego una tensién creciente al compensador, cuan-
do 0, llegue a ser igual a la diferencia entre 0; y 0, se tendra
restituida la oscuridad en el punto observado puesto que el efec-
to total sera '

ct [oy — 0, — 0ol =0 (c)
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si 0) =0 — 0,, ya que ¢ y t son los mismos en el modelo y el
compensador. Desde luego que la determinacién de la direccién
de la menor tensién principal se hace probando con el mismo
compensador y observando el desplazamiento de las isocromaticas.

24. Medida goniométrica. Aunque de mucho menor utilizacién
que el anterior nos referiremos brevemente a este método por ser
utilizado en nuestro laboratorio v por ser de aplicacién mas sen-
cilla que cualquiera.

Si se coloca el fotoelasticimetro circular con los ejes de los
prismas paralelos a las tensiones principales, — o sea en la posi-
cion de fotoelasticimetro plano cuando pasa la isoclina por el pun-
to considerado, — y desplazamos el prisma analizador solamente un
angulo @ con respecto a su posicién normal, la iluminacién rela-
tiva 0 estard dada por la expresién

Q:S€II2(%— @)

como se demuestra facilmente aunque con desarrollos sumamente
fastidiosos. Luego pues, si colocado el fotoelasticimetro en la for-
ma descrita, giramos el prisma analizador hasta que se obtenga
oscuridad en el punto considerado tendremos que el dngulo @ de
giro y la birefringencia A ¢ cumplirdn la condicién

Nolg —O=nnt osea ANAe=2nn-+20
de donde

5=(n—|—ﬁ9)7\0 con n=0,1,... (d)

Es decir que si el giro ® se refiere a un circulo graduado en
que se toma a 180° como unidad y se divide por ejemplo en 100
partes, cada una de éstas nos dard en %L—) de longitud de onda
la fraccién de birefringencia a agregar a la cota de isocromética
cercana al punto, cota que corresponde precisamente al valor »
de la ecuacién anterior.

Con los valores de (6;—0,) conocidos en los puntos de lare-
ticula podemos trazar las isocromaéaticas de cota fraccionaria por
interpolacién entre aquellos valores o bien, si interesa posterior-
mente a los efectos de la separacién de tensiones por medio de
integraciéon grafica a lo largo de isostaticas, limitarse a hallar los
valores correspondientes a puntos de esa isostatica. Para el tra-
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zado de éstas conviene tener la red de isoclinas obtenida direc-

tamsnte por fotografia o trazada por interpolacién entre los pun-
tos de la reticula. : :
25. Método de las franjas. Cuando, por el contrario, puede
obtenerse una red de isocromaticas lo suficientemente cerrada co-
mo para que la interpolacién para puntos intermedios sea sufi-
cien'temelnte aproximada, no es entonces necesario hacer la medi-
da de la birefringencia punto por punto y el proceso se hace mas
simple y rapido. Este proceso pudo ser llevado a la practica por
la utilizacién de la bakelita y analogos con un coeficiente éptico-
elastico mucho, mayor que el celuloide y también gracias a dispo-
- sitivos (polarizado-
ety res y laminas cuar-
to de onda) de al-

0¢ ta calidad polari-

7 zante gue permitan
= la observacién cla-

e\ +5 i
(= ) ra de fran‘]as con
(o ¥ v5 cota superior a |5
/ 4 o 20. :

A % Cuando se uti-
|2, : liza este método de
A\ 3 . .
,5/,‘25 estudio las isocli-
30 /: /_/ nas también se de-
Q\/(/ _ terminan por foto-
\/& grafia o dibujo di-

N

recto, aunque no

habria inconvenien-

Fig. 33 te en utilizar si es

necesario, la verifi-

cacién por puntos: se toman una serie de fotografias para cotas

variables tales como las reproducidas en las figuras 26 a 29 y des-

pués de indicar en las mismas ampliaciones los ejes de las ban-

das se superponen en un diagrama que nos da el campo total de
isoclinas ( fig. 33).

En lo que se refiere a las isocromaticas, para aumentar la exac-
titud de los trazados se puede proceder de dos maneras diferentes:
' a) Obtener isocroméaticas para_la carga de estudio y ademas
para‘cargas menores elegidas en forma tal que estas nuevas iso.
cromaticas dividan las diferencias de cota de las curvas basicas
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en partes iguales. Para ello si P es la carga basica o de calculo
y AP es la carga correspondiente al aumento de la cota en la

unidad en el punto considerado,
w A : obtendremos los resultados deseados
4 \ . si estudiamos las isocroméaticas de
Q/ (P—AP), (P=2AP)...(P=r.AP),

3,
si * es el nimero de curvas inter-

medias. Este sistema puede tener
‘ el inconveniente de que las defor-
: maciones variables del modelo ha-
cen dificil luego la superposicién
b) Si no es necesario intet-

Fig. 34 calar muchas curvas, se obtiene

una aproximacién doble reprodu-

ciendo las isocromaticas a fondo oscuro y a fondo claro. En efecto
vimos en el art 15 que trabajando a fondo claro, o sea con pola-
rizador y analizador de nombre contrario, hay extincién para el

caso que se cumpla 80 =7%4,(n- 7/2) o sea para

(()‘,—02)=—/ﬂ(n~|— //.‘?):K(u - 717) (n=0,1,2...) (26)
ct 2

es decir que las cotas
de las isocromaéticas
asi obtenidas seran las
intermedias de las de
fondo oscuro (0,5, 1,5,
2,5, etc.) como se vé
en la (fig.34) y en las
dos fotografias de la
( fig.35) correspon-
dientes a un rodillo

de dilatacién en hor-

migén armado.

En definitiva se

superponen los diver-

sos sistemas de iso-

_cromaticas,—en el ca-

so general los dos sis-

temas a fondo claro

Fig. 35



y oscuro tal como los de figuras 23 y 34, — para obtener el dia-
grama final de isocromaéticas reproducido en la (fig.36), en el cual
las cotas son indicadas en longitudes de onda.

Las figuras 33 y 36 nos resumen pues todos los datos foto-
elasticos del mode-
lo en estudio cuan-
do se utiliza el mé-
todo de las franjas:
de ellos se sacaran
los datos necesarios
para resolver total-
mente el problema
de la determinacién
de tensiones en to-
dos los puntos del

cuerpo.

El acotado de

las isocromaticas se

hace con la ayuda

de la observacién

Fig 36 en luz blanca, ya

que en esta forma

se pueden individualizar las bandas de orden cero por ser las tni-

cas bandas oscuras y ademas el sentido de crecimiento mediante

la disposicion de los colores rojo y verde con respecto a la tinta

de pasaje como ya se dijo. Por otra parte se pueden fijar como

comprobacién la cota de algunos puntos aislados contando el ni-

mero de bandas que pasan,— en luz monocromatica,— cuando se
lleva la carga de cero al valor final.
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CAPITULO IV. CARACTERISTICAS DE LOS MATERIALES

926. Determinacién de las constantes. La relacién entre el es-
tado elastico y el efecto 6ptico correlativo depende como se ha
visto, del material del modelo y de la luz utilizada, a través de la
constante optico-elastica ¢, que es la constante intrinseca del ma-
terial al que permite definirlo cientificamente y se mide tomando
como unidad al Brewster que es igual a 10-'® cm?/dina o sea que
trabajando las magnitudes observables en las unidades corrientes
se tendra:

M 7,02 du.a.
(01—03) kglem® X tim

(27)

si indicamos con Oy, a la diferencia de marcha expresada en
Augstroms (10- mts) . Esta constante nos permite comparar la
sensibilidad 6ptica de los diversos materiales.

Sin embargo, en la utilizacién técnica de la fotoelasticidad, o
mzjor expresado, en la resolucién practica de determinado estudio,
mas conveniente que la constante ¢ es la constante X definida en
el articulo 19, puesto que en ella se engloba no solamente el ma-

terial sino que también la longitud de onda de la luz y el espe-
A )

sor del modelo (K=—t°—) , permitiéndonos traducir directamente el
c

retraso medido en longitudes de onda 9} a tensiones, de acuerdo
con

(01 —0y) =Kn
o sea

foy — o) = K. 8y (a)

y por lo tanto K se expresard en kg/cm? por longitud de onda.
g

La determinacién de la constante, de cualquiera de ellas, de-
be hacerse sometiendo un ejemplar del material considerado a un
estado eldstico calculable exactamente y lo mas simple posible y
midiéndole la birefringencia producida. Los tipos de utilizacién
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mas corriente han sido para los materiales poco sensibles un
ejemplar de compresién pura (vidrio) o de traccién pura (celuloi-
de) y para materiales de mayor sensibilidad como la bakelita,
marblette, etc. un ejemplar en flexién pura.

En el primer caso debe irse naturalmente a la observacién
visual bajo cargas variables y cons-
l l : truccién del diagrama (tensiones-

diferencia de marcha), mientras que

I | I en el segundo la fotografia de un

? t— solo estado de carga permite la
(24 —Qa medida de la constante ( fig. 37).

n MH“”””UU | “IHUW La figura representa un peque-

i no prisma de bakelita sometido a

{l:xién pura en su parte central;
en la parte inferior a la izquierda
de la figura se reproduce la foto-
grafia de las isocroméaticas corres-
pondientes y a la derecha el dia-
grama tebrico de la distribucién de tensiones, entre los cuales

puede advertirse la perfecta coincidencia.
De acuerdo con dicha notacién, si #; es el orden de la fran-
ja considerada, se tiene

M
0; :fj—. yi y de la ecuacién (21) también
oy — K
de donde:
= M Yi
T
b I " b}

que es la expresién utilizada para hallar K.

27. Valores relativos. Creep. La eleccion del material para
modelos fotoelasticos debe hacerse teniendo en cuenta una serie
de factores, puesto que aungue como ya se dijo es deseable que
tenga un coeficiente 6ptico-elastico lo mayor posible para permi-
tir la utilizacién del método de las franjas y para aumentar la
exactitud de los resultados, por otra parte esa condicién va mu-
chas veces acompanada de birefringencia inicial muy elevada y
de mayor ‘‘creep’” Sptico. Ademas hay otras propiedades de mu-
cho interés practico como la facilidad de pulido y corte del mo-
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delo, rigidez, etc., que pueden influir la eleccién en forma cate-
goérica pero cuyo estudio no corresponde aqui y solamente dire-
mos que actualmente en este laboratorio se trabaja casi exclusiva-
mente con la Bakelita BT 61-893 de fabricacién norteamericana,
que es el material generalmente utilizado en:las experiencias fo-
tqelasticas de todo el mundo.

A tfecto optico &
Long. de ondo

MARBLETTE BAKELITA

C-0.630
3.00
200
CELULOIDE v XiLomiTA.
_ 093
.00+

] / ' VIDRIO

N C-0050
J[ W L I
1.00 2.00 300 400 5.00 6.00 F/q
a

Kgs:mm.

Como ejemplo de la magnitud relativa de la sensibilidad de
varios materiales se reproducen en la (fig.38), los diagramas co-
rrespondientes a la determinacién de la constante &ptico-elastica
¢ efectuada en ejemplares sometidos a traccién pura en diversos
materiales utilizados aqui (!), donde podemos ohservar que el ce-

(1) Los valores de ¢’ indicados en la figura no son, como puede verse
por las unidades utilizadas, los valores reales en Brewsfer sino valo-~
res proporcionales expresados simplemente en longitud de onda por
kg: mm, debido a que la longitud de onda de la luz utilizada en esas
experiencias no se conocia exactamente; de acuerdo con la expresion

(27) se fendra: cBr = 0.0102 v.a. X .



luloide es casi 5 veces mas sensible que el vidrio, por cuya razén
su utilizacién iniciada especialmente por Coker fué ya una gran
ventaja y que el material de uso universal, la bakelita, llega a 13
veces.

Esos graficos sirven también de comprobacién a la ley de
Wertheim ya que se puede observar la perfecta proporcionalidad
que hay entre tensiones y birefringencia, asi como la pequena dis-
persiéon de los valores individuales; también se puede apreciar que
la birefringencia inicial o latente, practicamente nula para el vi-
drio, aumenta con el valor de ¢. En la bakelita el limite propor-
cional tensién-birefringencia es ain mas elevado que el limite pro-
porcional tension-deformacién.

Ese coeficiente ¢ no es sin embargo un valor constante bajo
cualquier condicién sino que existe el creep 6Sptico-elastico o sea

que hay un fenémeno de variacién del efecto 6ptico con el tiem-

. Ko/
A A8 en-longitudes de ondl. gakelito k- 100 9/cnf
.10
y Bakelita- R+ 40*9jcn?
<03 Xilonita - R=100"9/c?
Xilonito - R+ 40"%fem?
0—r— . - : =~ ¢
L L %20 50 100 minufos

Fig. 39

po bajo carga constante, analogo al que existe en las deformacio-
nes; esa variacién de O (o de ¢) que se observa cuando se man-
tiene un ejemplar somstido a una carga constante tiende a esta-
bilizarse con el tiempo y es variable segiin los materiales, como
puede observarse en el diagrama de la (fig.39), aumentando rapi-
damente con las tensiones. Estos diagramas fueron obtenidos en
ejemplares sometidos a traccién pura.

Este fenémeno del creep hace mas conveniente ain la utiliza-
cién del método de las franjas, pues entonces todos los datos

necesarios para el estudio se obtienen en pocos minutos.
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En la tabla siguiente se resumen algunas
principales materiales utilizados :

caracteristicas de los

Material | oy 7cg/cn_{2 oc kglem®| E kglcm® m:’i ; ¢!
Vidrio 700 300 600.000 080 | 0.050
Celuloide | 400/600 150 20.000 0.75 0.230
Bakelita 1000 400 40.000 0.75 | 0.630
Hormigén 0.15/0.20x108 ~ 0.90 —
Acero . 2.1x108 0.77 =

I Eh—




V. Similitud

28. Influencia del material. Dado que la fotoelasticidad sig-
nifica la medida de tensiones en un modelo fabricado con un ma-
terial totalmente diferente de los materiales de construccién, se
plantea el problema de .saber si el material de que estd constitui-
do un cuerpo no tiene influencia sobre la distribucién de las ten-
siones en ese cuerpo. Expresado en otra forma: el problema con-
siste en conocer si en dos cuerpos de idéntica forma y dimensio-
nes sometidos a idénticas cargas pero de distinto material, las ten-
siones que existen son iguales.

El estudio completo de este problema excede de los limites
de estos apuntes, de manera que solo se harda un resimen de las
conclusiones. =

En los estados elasticos bidimensionales el estudio de la dis-
tribucién de las tensiones y de las deformaciones nos dan repec-

tivamente,— cuando no existen fuerzas de .masa, — las ecuaciones
de equilibrio indefinido
d 03 9T 2
Z _‘_ e
9 ay
; (a)
g, 0T
dy dx

y la ecuacién de compatibilidad

azsw +028y — 62'\{
ay? ox* 9% Oy

(b)

Si utilizando la ley de Hooke &, =0, — 10, y anilogas, sus-
tituimos en (b) los valores de (a) se llega de inmediato a :

g



[ t32s) (mta)=0 (28)

dor ay?
y también derivando las (a) a:

(’)2 61 a, 6_1/
3 xt 0yt

=0 ' (28")

Ahora bien, cuando el cuerpo considerado es a conexién sim-
ple o isostatico las condiciones en los limites son simples condi-
ciones de equilibrio entre las fuerzas aplicadas (conocidas todas
de antemano por esa misma condicién) y las tensiones internas
y por lo tanto como ni en estas ni en las ecuaciones (28) y
(28") que son suficientes para determinar las tensiones en todos
los puntos del cuerpo, aparece ninguna constante elastica, pode-
mos deducir de inmediato que para tales cuerpos a conexién simple
las tensiones son independientes del material,

En este caso entonces los resultados fotoelasticos pueden trans-
ferirse inmediata y exactamente al prototipo cualquiera que sea
su material de constitucién.

Por el contrario, si las condiciones en los limites involucran
deformaciones o sea que imponen determinadas compatibilidades

ya sea con los vinculos o bien en deter-

4 @ minadas regiones a las que se puede lle-

. gar por circuitos diferentes, es decir, cuan-

& do se trata de estructuras hiperestaticas o

. a conexién multiple, no se puede establecer

a S b esa independencia de los cuerpos isostati-
cos, puesto que en esas condiciones de de-

formacién intervienen desde luego ciertos coeficientes de elasticidad.

Las condiciones de dependencia en este caso estin definidas
en el siguiente teorema debido a Mitchell:

“Las tensiones en un cuerpo de cualquier forma, perforado
por cualquier nimero de orificios y sometido a fuerzas cualesquiera
en sus contornos, son independientes de las constantes elasticas
en el caso, y solamente en ese caso, que sea nula cada resultante
de las fuerzas exteriores que obran en cada contorno’.

En la (fig.40) se indican dos ejemplos en estructuras anilogas
en’ las cuales en un caso (a) hay independencia y en el otro (b)
dependencia de las constantes elasticas.
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Felizmente para la utilizacién universal de la fotoelasticidad,
esa dependencia,— en el caso que exista,— es de pequefia impor-
tancia y en general despreciable. En efecto, segiin el mismo estu-
dio de Mitchell las caracteristicas del material solamente influyen
en la distribucién de las tensiones, a través de la constante

ms 20
ey

relativamente poco entre los materiales de estructuras y los mate-

o sea que son funcién de una constante que varia

riales para modelos, como se puede observar en la tabla de la pa-
gina 65 . Por esta razén, y aunque hay un método indicado por
Filon para la resolucién exacta de este problema, es unanime la
practica de admitir la validez completa de los resultados fotoelas-
ticos en su transferencia a las estructuras reales.

Para fijar un poco mejor los conceptos anteriores se puede
analizar, desde ese punto de vista, las estructuras a fibra media
planas consideradas en la resistencia de materiales. En las es-
tructuras isostiticas externa e internamente, trianguladas o flexa-
das se sabe que las solicitaciones (y por lo tanto las tensiones)
son independientes.de toda constante elastica. En el caso de es-
tructuras hiperestaticas de cualquier tipo, las magnitudes o solici-
taciones hiperestaticas se pueden calcular utilizando la energia de
deformacién © mediante la expresién conocida:

G f oM oM NGO T ()
X o (E[ aX+E4 c)X—'—tGA aX)d iax

en la cual el segundo miembro es nulo cuando la incégnita Xes
una solicitacién de vinculo indeformable o una solicitacién inter-
na, o bien es igual a 0; cuando X es una solicitacién correspon-
diente a un vinculo deformable en esa magnitud .

Sustituyendo G por su valor en funcién de Z queda la expre-
sién anterior (1)

Mo N ONE ol i) Loy e [0 :
2/ e e aX)d‘s_iE.&v )

(1) Se supone alli que £ es constante en toda la esfructura; si asi no fue-
ra, la Unica diferencia seria que los diversos términos estarian afecta~
dos por la relacion Y= %

S GR



Vemos pues que en general las tensiones dependen inica-

m

mente de L, ¥ que esa influencia es, aparte de la pequena
n -

— 1
diferencia entre los diversos valores de ese coeficiente, también
muy pequefia en general debido a que la influencia del término
en 7 es despreciable, como se acepta con rarisimas ekcepciones al
no considerarlo en los calculos tedricos. Es pues un caso entera-
mente analogo al de los cuerpos de forma cualquiera.

29. ‘Escalas. Similitud rigurosa. El caso de similitud geomé-
trica rigurosa es el mas comin en fotoelasticidad ya que en la ma-
yoria de los casos lo que se desea investigar es precisamente la
reparticion real de tensiones en el cuerpo provocado por formas
no asimilables a las formas simples que puede estudiar la resisten-
cia de materiales o atn la teoria de la elasticidad, por lo menos
con respecto a un prototipo que a veces debe simplificarse algo
o esquematizarse para llevarlo a dos dimensiones.

De manera pues que en elevacién, o sea en el plano de las
fuerzas y plano medio del cuerpo, sus dimensiones seran las del
prototipo reducidas en la escala @ o escala de distancias; en cam-
bio el espesor, o sentido normal el plano medio no puede ser to-
mado a escala porque las chapas de material vienen con un es-
pesor determinado que llamaremos #,, de manera que, procedien-
do en forma inversa, calcularemos un espesor de prototipo corres-
pondiente

f = 2 (a)

a

a cuyo espesor reduciremos la fuerzas reales /7. admitiendo que
se reparten uniformemente en el espesor del cuerpo como se supo-
ne en los casos de elasticidad plana. Es decir que tomaremos

como cargas del prototipo 7 a

t,
F,=F, B

»

(b)

si ¢ es el espesor real de la estructura en consideracidn.
Aplicando ahora a estas fuerzas del prototipo /7, una escala
} para llevarlas al modelo y recordando que podemos poner sim-

2i3 fuerza .
bélicamente que 6 = ————— se tendra:
superficie
Fy . Fn ol a?

0y

i S = Op——
Ay B Am "B
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o sea, indicando con ¢ la escala de tensiones :

O B
L7 mm g (30)

g ol

30. Estructuras a fibra media. Si la estructura a estudio es
una estructura a fibra media en la cual interesan las solicitaciones,—
se trataria en ese caso de utilizar la fotoelasticidad como sustitu-
to de los elastémetros o influenciémetros, — salvo raras excepcio-
nes constituidas por estructuras de laminas (losas, bévedas, etc. en
hormigén armado), no es posible una similitud rigurosa puesto que
las barras tienen seccidn transversal a tres' dimensiones, pero tam-
poco es necesario. .

En efecto, segin la ecuactén (29), vemos que la seccién trans-
versal no interviene con sus dimensiones reales sino solamente,—
dejando de lado desde ya la influencia del cortante,— a través de
dos caracteristicas geométricas: el area 4 y su momento de iner-
cia baricéntrico I; esto permitiria, utilizando material de diver-
sos espesores, construir un modelo con barras de seccién rectan-
gular que cumplieran con las condiciones establecidas, hallando
primero un prototipo ideal de seccién rectangular.

Sin embargo en la generalidad de los casos intervienen en
forma fundamental a los efectos de la determinacién de las solicita-
ciones, Gnicamente una u otra de ellas, esfuerzo normal o momen-
to flector, de manera que entonces se puede utilizar una chapa
de un espesor dnico puesto que sé6lo se necesita variar una dimen-
si6n de la seccién transversal para obtener similitud en una de las
caracteristicas geométricas mencionadas. Sin entrar a profundizar
‘ésas escalas se puede ver de inmediato que cuando el esfuerzo
normal IV es el fundamental debera buscarse

Ilm = ] Ap

siendo Zx la altura de la seccion del modelo .y j una constante
cualquiera; cuando lo fundamental es el flector sera

3
: hw=7VIp
Por otra parte las escalas interesantes son las de solicitaciones

y en ese sentido, con la notacién del articulo anterior se tendra:

Escala de Esfuerzos Normales n ==
Escala de Esfuerzos Tangenciales ¢ = f
Escala de Momentos Flectores m =af3

0



V. Fotoelasticidad

CAPITULO 1. ISOSTATICAS.

31. “Caracteristicas y trazado. En este capitulo se tratara de
la resolucién completa del problema eldstico, o sea de los proce-
dimientos que permiten separar las dos tensiones principales, —
de las cuales la doble refraccién accidental nos da directamente
nada mas que su diferencia,— obteniendo entonces la magnitud y

: direccién de los
1soclinas

ejes de la elipse
de tensiones, pe-
ro basandonos
tnicamente en los
datos recogidos
en el fotoelasti-
cimetro. La otra
= forma de hacer
Isostaticos la separacién de
tensiones, me-
Fig. 41 diante la realiza-
cién de otras ex-
periencias, totalmente diferentes de la fotoelasticidad se verin en
el capitulo siguiente referente a “Métodos complementarios’.
Aunque no indispensables para la resolucién del problema,
pues se ‘verda que uno de los métodos que expondremos no las
utiliza para nada, las isostdticas o curvas cuyas tangentes coinciden
con la direccién de las tensiones principales en el punto de tan-
gencia correspondiente, son de un gran interés directo para el
estudio cualitativo de la distribucién de tensiones y se deducen
facil y directamente de las isoclinas.



Desde luego que, de acuerdo con su definicién, habra dos fa-
milias de isostaticas respectivamente ortogonales, correspondientes
a las dos tensiones principales en cada punto y se deduce tam-
bién de inmediato que la inclinacion de su tangente en cualquier
punto serad precisamente el pa-

rametro de la isoclina que pase
por el mismo (fig 41).

" El trazado de las isostaticas
a partir de las isoclinas se hace
graficamente con suma facilidad
si admitimos que el trozo de
isostatica comprendido entre dos
isoclinas sucesivas, se puede asi-

milar al arco de circulo que

posee en los puntos de cruce
5 5 5 Fig. 42a
con las isoclinas las mismas tan-

gentes que la isostatica (fig.42a); en ese caso vemos que la cuer-

da AB hace un 4dngulo @ con la vertical de referencia igual a

6016
% puesto que, considerando los angulos en O, y dado que

AC = CB la recta OC biseca el angulo 4 O B.

Luego pues (fig, 42b)
sl queremos trazar una
de las isostaticas que pa-
san por A, hallaremos
primero los puntos de
cruce' A, B, C, etc. en
las isoclinas, trazando
las rectas que forman su-
cesivamente los angulos

0,1+ 6, 0,+ 0,

2 ’ 2 , etc,

con la vertical de refe-

Fig 42b rencia y luego en esos

puntos trazaremos las

tangentes f1, 3, t3, . . . inclinadas los angulos @;, @3 . . . . La
isostatica nos queda definida asi por una serie de puntos con sus
tangentes, lo cual basta, si la red de isoclinas es lo su‘ficiente-
mente cerrada, para definir clara y exactamente a la isostatica

gl

4



aunque no se suavice en nada la poligonal, como puede verse en

la (fig. 43), que es el trazado de isostaticas correspondiente a las
isoclinas de la figura 33.

39. Teorema de Lamé-Maxwell. Anadlogamente-a las ecuaciones

de equilibrio indefinidas

(a) del articulo. 28 obtenidas estudiando

un paralelepipedo cuya base es un rectangulo construido sobre los

|

0
N 3 .
13
> A %
: 1\ &
< \ ] Do
| <
2
1— =
L -

Fig. 44

ejes &, Y con orienta-
cién arbitraria, pue-
den establecerse las
ecuaciones de equili-
brio de un paralele
pipedo cuya base so-
bre el plano i, y esta
limitada por arcos de
1sostaticas, por cuya
razén en cambio de
aparecer las tensiones
generales 6., 6,, T,
apareceran las tensio-

nes principales 6, y ;.

Sea pues el ele-
mento de superficie
ABCD sobre el plano
x,y o plano medio
del cuerpo, la base de
un paralelepipedo de
altura z = 7 (fig. 44)
en la cual los lados
AB=ds, y C(D=ds,
pertenecen a la fa-
milia de isostaticas s,
y AC=ds,y BD = d',
aladelas, cuyos sen-
tidos positivos se in-
dican enlafigura, y a
las cuales correspon-

den las tensiones o, y

' G, respectivamente

Ahora bien, des-



preciando infinitésimos de orden superior, se puede suponer que
las resultantes de las tensiones sobre cada cara del elemento pa-
san por su centro de gravedad y por lo tanto proyectando sobre
la bisectriz n' del angulo deq obtendremos como ecuacién de equi-
librio en esa direccién :

d
— 0y dsg + (Gl_i‘”_‘d?l )d'82—|:Fz ds1 + (ffﬁ- —dSa) d'u—l g’

pero se tiene dsy = 7| dey dso =13 de s

y también con aproximacién de orden superior
ds'v = (r1 + dse) der y  ds's= (re -+ dst ) des

de donde, sustituyendo arriba :
Jd 0, 3
— 0y 73 doy + (01 = T,gdm) (2 + ds1 ) dea —

d —
M

—l:o'z ry dey - (0'2"— g:z ] ) (r1 + dse) der A

Dividiendo por dea y desarrollando

(1 401
— 0 7’9 0 o SO, gl S
0y g ~+ 0 72 + 0y ds1 + o1 zﬂ'sn—l——asl(dsn)
7 = 60"
— ? 0y dsy + 0z dst -+ 03 dsa de: +— 71 dsa dey +

609

(d82)’d¢1J —0

y simplificando y despreciando los infinitésimos de 2° y 3°" orden
nos queda

oy dsi —]— 7'3 dsi — 63 dsi =0 o sea finalmente
901 0L — 09
gipdiene i et 3
a5 7_, (31)
90 03 — O
y analogamente L e e e (31"
0se 7,

si proyectamos sobre la bisectriz del angulo fd¢;; estas son las
ecuaciones de equilibrio de Lamé-Maxwell.

L P



CAPITULO 1l. SEPARACION DE LAS TENSIONES PRINCIPALES

33. Integracién a lo largo de isostdticas. las ecuaciones ante-
riores nos indican de inmediato la posibilidad de resolver el pro-
blema propuesto de separar las tensiones principales, puesto que
las variables que figuran en ella son, ambas, dadas por las obser-
vaciones fotoelasticas: (6, -— 0,) por las isocromaticas y # del tra-
zado de isostaticas obtenido a partir de las isoclinas. En efecto
si nos desplazamos, por ejemplo, sobre la isostatica si podemos
integrar la ecuacién (31):

(061)s=(01)0— . 2 sy (33)

en donde (0,)y y (0,)s son respectivamente la tensién (6, ) en el
origen de integracién y en el punto distante s; por lo tanto si
tomamos como punto de partida O
un punto en que se conozca G|, —
como por ejemplo un punto del con-
torno libre en el cual la tensién nor-
mal al mismo es igual a O y la iso-
cromatica nos da directamente la ten-
sién principal no nula,— y a lo largo
de la isostatica que por alli pasa de-

Fig 45 terminamos los valores (0, — 03) y

”3, podemos realizar grafica o anali-
ticamente dicha integracién, sustituida naturalmente por una su-
matoria.

Estas ecuaciones no pudieron, sin embargo, ser utilizadas
practicamente hasta que Filon halls la manera de determinar los
radios de curvatura ” ya que su medida directa es muy dificil e
inexacta; para realizar ese propésito se dispone de los dos mé-
todos siguientes :

— 75 —



Sea si (fig.45) la isostitica de integracién, 4 el punto donde
deseamos hallar 79 y ® y. (® +d®) las isoclinas préximas a ese

: : .dse e
punto; de inmediato tenemos TQ:dP o sea practicamente
: 2 5
Ay
7 = 34
N (34)

si indicamos con Ay el segmento interceptado sobre la normal a
la isostatica s; levantada en el punto 4, por dos isoclinas préxi-
mas (a uno y otro lado) cuyos parametros difieren en A ®.

En las regiones donde si es casi normal a la direccion de las
‘isoclinas este método es muy inexacto pues /\y se hace muy di-
ficil de medir y entonces se recurre al método siguiente (fig.46)
en el que designamos con ds; y dsa los segmentos de las dos isos-
taticas ortogonales interceptados por las isoclinas ® y (@ + 40),

o sea que al recorrer AB —ds; o AC = dsy el angulo girado es
el mismo angulo d® ; luego pues '

e & G
e e 0
o sea practicamente:
mmia (35)
Lo e

siendo As, el segmento de isostatica s; interceptado en el punto
A por dos isoclinas sucesivas cuyo
pardmetro difiere en A ©® y tgf
el angulo que forma la isostatica
con laisoclina. También podriamos
decir comparando las ecuaciones
(34) y (35) -que cuando la medivda
directa de Ay es dificil, la susti-
tqimoé por la indirecta por medio
de Ay= As,. tgf,

Se dijo que la integracién de

(33) se puede hacer analitica o graficamente y dado que el pro-
ceso analitico es obvio se indicard el grafico que es mucho mas
conveniente para revelar errores y para determinar inequivocamen-
te el signo. Como ejemplo se procedera a efectuar la integraciéon
a lo largo de la isostatica M-N de la figura 43:



Como primer paso se desarrolla y rectifica la isostitica y to-
méandola como eje de abcisas (fig.47) se trazan los diagramas de
los angulos de inclinacién de las tensiones con respecto a la ver-
tical, cotas ¢, y de la diferencia de tensiones ( p-¢), obtenidas exac-
tamente en los puntos de interseccidn de la isostatica con las iso-
clhhas e isocromaticas respectivamente ..

Por otra parte se determina 73, por medio de las ecuaciones
(34) o (35), en diversos puntos de la isostitica y sus valores, o

100

mejor adin su inverso @:T' se replantean también sobre la

isostatica rectificada, estando entonces en condiciones de efectuar
la integracién grafica.

?.ms (1

tensiones
Y
/‘\\

— RN NGB

Se divide el eje # en segmentos /A convenientemente elegi-
dos de acuerdo con las variaciones méas o menos rapidas de las
variables y en el centro de cada una se determina,—por intersec-
cién con el diagrama correspondiente, — una vertical igual al va-
lor de (p-g) y desde su extremo B se toma horizontalmente el

segmento 4B igual al radio de curvatura 73 en ese punto, tomado
100 ... . . )
del diagrama de ® — ra dirigido en el sentido de la concavidad;

e T e



uniendo el punto 4 con el punto C o centro del segmento, la

recta AC nos da la inclinacién del diagrama integral en el seg-
mento A% considerado. :

En efecto, de la‘semejanza del triangulo ABC con el pequeno
triangulo formado por el trozo de diagrama de p asi obtenido
(marcado con trozo mas grueso en la figura) y lados vertical dy
y horizontal dxz, se tiene

AB dxr
Bl
AB v = BC = (p-q) y dx—4ds queda:
dy — (r-q) ds = dp de acuerdo con la (33)

2

De manera que si empezamos esa integracién desde un punto,

en que'se conozca p.

g el diagrama integral

y g trazado nos da el dia-

0 grama de p como se
o ve en la figura.

Gﬁ T e El diagrama de

T q se obtiene desde

o -F—\ luego por diferencia

del diagrama p con el

gy de (pq) .

Este proceso de

8

integraciéon es espe-
cialmente indicado
; con cuerpos de forma

irregular y especial-
mente para estructu-
ras de hormigén ar-

mado.

; S . Integracidn
Fig. 48 5 34 : glac
: segiin Secciones rectas.
Las ecuaciones de equilibrio indefinido referidas a un par de ejes

ortogonales, ecuaciones (a) del articulo 28, — permiten:también la
solucién del problema propuesto, dado que, como se vé de inme-
diato con el circulo de Mohr (fig. 48)



PP sen 20 (36)

en donde @ es el parametro de la isoclina que pasa por el punto
y (p-q) la cota de la isocromatica: los datos fotoelasticos permiten

entonces el calculo de t.
Luego pues la integracion de aquellas ecuaciones respecto a
2 o a y nos dan

o bien

5°

¢
j
Y
%
o )| 150CLINAS
I

X
P
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en donde, si partimos de puntos de tensiones conocidas, todos los

términos son conocidos.
Determinado por ejemplo 6, si hemos seguido el eje 2, se

tiene (figura 48) también :
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Oyt O i (Z" Q) cos 20 (38)
y finalmente como la suma de tensiones normales es un invariante
se obtiene (p +¢q): :
(p+q)=(ox+0,)=3S

que junto con D = (p—y¢y) nos da
S+D
e _42;_

S—D
Ui (39)

3 Como ejemplo de aplicacién sea el modelo de un rodillo de
dilatacién en hormigén armado cuyas isocromaéticas, isoclinas e
isostaticas se indican en la (fig. 49), en el cual se desean deter-
minar las tensiones a lo largo de la seccién transversal A.B.
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Fig. 50
Puesto que segiin la ecuacién (37) lo que interesa es el in-
cremento At del tangencial T en direccidn normal al eje de integra-
cion se debe calcular T por la (36) en dos secciones l.I y ILII pa-
~ralelas a la de integracién AB y a distancias Ay' y A" (fig.50a)
suficientemente pequenas para que
Tr — U : o . ot
m sea un valor suficientemente aproximado de 5}./
En la (fig.50b) estan indicados los diagramas de (p—q) y ©
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para esas dos secciones Il y ILIl tomados de los trazados de la
(fig. 49) v en la (fig.50c) los valores de T calculados con la ecua-
cién (36) y también el /AT correspondiente.

Finalmente en la (fig.50d) el calculo de la integral 2%; =

realizado en forma analoga a la integracién segin isostaticas, con
la cual se obtiene el diagrama de 0, indicado; con éste y con los
diagramas de (p—q) y ®.ip alli reproducidos se calcula ¢, apli-
cando la expresion (38). El cilculo de p y ¢ se haria posterior-
mente segin la (39). .

35. Solucién numérica de la ecuacién de Laplace. La resolucién
del problema de hallar las tensiones principales ¢; y 05 puede
obtenerse también resolviendo la ecuacién (28) que define la su-
ma de dichas tensiones :

AR (b )= (40)

cuando se le agregan las condiciones del contorno particulares a
cada problema.

Aunque desde luego que en los casos de interés de esta ecua-
cién no es posible obtener su solucién analitica, dltimamentle se
ha propuesto utilizar su resolucién numérica por un proceso de
iteracion. Para iniciar el proceso debe disponerse de los valores
exactos en el contorno de la regién a estudiar, lo que se produce
exactamente en los bordes libres del ejemplar; en el resto del ejemplar
o bien se puede llegar a regiones en que existan estados simples y
conocidos de antemano (como piezas extendidas con discontinui-
dades en los puntos lejanos de éstas) o bien se determinan con
algin otro método de los expuestos, a lo largo de una seccién
arbitraria conveniente para delimitar perfectamente la regién a
estudiar,— o aln,— si no interesa la regién inmediata de la apli-
cacién de la carga se sustituye ésta por una distribucién aproxi-
mada, etc.

Luego el proceso es cubrir la regién a estudio con una red
de malla cuadrada y atribuir valores supuestos, — mas o menos
racionalmente tomados,—para esa suma (0, + 6, ) en los puntos de
interseccidén, ajustandolos después sucesivamente de acuerdo con
un proceso debido a Liebmann y mejorado por Shortley y Weller
y también por Frocht y Leven.
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VI. Métodos complementarios

36. Latémetros de Mesnager y Coker. Se ha visto ya que con
los datos que da el fotoelasticimetro es posible resolver totalmente
el problema elastico a dos dimensiones, puesto que obtenidas
directamente isoclinas e isocroméaticas,— es decir @ y (01 — 65 ),—
es posible deducir por integracién de tal o cual ecuacién diferen-
cial en las tensiones, el valor por separado de cada una de las
tensiones principales 61 y 0, .

Cualquiera de estos sistemas p 74

tiene, desde luego, el inconvenien- \ /

te de necesitar calculos graficos o

numéricos algo largos y fastidiosos
y también, con excepcién del idlti-

las isoclinas, curvas poco nitidas

mo expuesto, — el de basarse en £ og‘

en general y que pueden por ello /4 \ %
provocar errores. En cambio tiene 7
la ventaja, muchas veces econémi- Figs &
camente decisiva,— de no necesitar ningin otro dispositivo expe-
rimental. Sin embargo ha sido y es muy comin el empleo de tales
métodos en la practica corriente de la fotoelasticidad.

Los primeros de estos dispositivos que se utilizaron fueron los
lalémetros, es decir aparatos destinados a medir la variacién de
espesor del modelo como base para obtener la suma de tensiones
principales (61 + 62). En efecto, en una lamina plana (fig.51) de
espesor ¢ sometida a un estado eldstico plano, la deformacién en
el sentido transversal 2 es igual a

L 1
Eas:—%—(ﬁa:+0y)=—w_z(ﬁx+62)

= 89 =



de donde la variacién de espesor A ¢ sera:

1
At:EZt:—nlE(Gl —I—O'-_),)t
4 E Nt
. (o‘l—}—o‘_,):—iJ-A—:—_kAt (41)

t

siendo & una constante que depende exclusivamente del material
y espesor del modelo y que por lo tanto es dnico para todos los
puntos, constante que se determina midiendo /\? en un ejemplar
de traccién pura, por eiemplo, cortado en la misma lamina del
modelo.

Conocida asilasuma S=(p+¢) y con D= (p—gq) obtenida
de las isocrométicas tenemos de inmediato

S+D __S5—D
L sl

P p——— (42)

El problema pues es medir /A ? con una aproximacién analo-
ga a la de las isocromaticas, lo que no es problema facil induda-
blemente. En efecto, admitiendo que, con el método de las fran-
jas, se pueda apreciar la birefringencia con una aproximacién de

A ; 5
ig— y tomando para la bakelita un valor medio de la constante

kg [mm?

Sptico-elastica {==0.250 vemos que con las isocro-

long. onda’
maticas podemos apreciar las tensiones con una aproximacién de

-22'0 =5.2 kg/cm?.

Por otra parte, tomando también para la bakelita como cons-
tantes elasticas los valores m— 3,0 y ¥ =40.000 kg/cm?, tendre-
mos para un espesor del modelo £ =0,6 cm, segiin la expresién

(41) de mas arriba:

(b gy mTE G 1 ><0460.000

At =200,000 At
de donde, para tener la apreciacién de tensiones recien mencio-
nada deberemos poder wedir:

5.2

AT = 360,000

—0000026 cm==2 6 X 10-* mm.



Para medir estas pequefiisimas deformaciones se han propues-
to dos tipos de aparatos. En uno de ellos (Coker) se utiliza un
principio idéatico al del conocido extensimetro de Martens: el mo-
delo M se coloca entre dos puntas de las cuales una 4 es fija
(fig.52) y la otra B puede desplazarse relativamente a la primera.
El movimiento del punto B es entonces amplificado primero me-
cdnicamente por medio de dos palancas O, y O; basta un espejo
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Fig. 52

I cuyo giro y por lo tanto el desplazamiento de 53 es medido
con el anteojo C y la escala graduada R.

En esta forma se llega a apreciar, segiin los fabricantes, fa-
cilmente, hasta 2,5 X 10+ mm.

En el otro tipo ( Mesnager ) la medicién del desplazamiento
se hace utilizando las
franjas de interferen-
cia: al movimiento del
punto B (fig.53), co-
rresponde un despla-

M |
{
|

zamiento relativo de
dos cristales C y D
de un sistema 6ptico
que contiene ademis un ‘‘étalon’’ delgado de Perot y Fabry con-
jugado Spticamente con el primero. Luego pues la observacion

Fig. 53

por un anteojo O hace aparecer, cuando el intervalo entre C' y D
es igual al espesor de la cufia de aire de P, unas franjas de in-
terferencia que se desplazan cuando cambia el espesor del mode-
lo. Anulando ese desplazamiento mediante modificacion de la cu-
fia del “étalon” P se obtiene, mediante tarado previo de éste, la
medida que se busca.

37. Analogia de la membrana. Otra forma de resolver el pro-
blema, usada con relativa frecuencia, se basa en el hecho de que
la ecuacién (40) ‘
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( 9 2 _l_ 9 2
gt 9yR

) (or4-02) =0

es valida también para las ordenadas z de una membrana delga-
da sometida a una tensién uniforme segin su superficie, sin dife-
rencia de presién entre sus dos caras, mientras 2 o preferentemente
su pendiente se mantenga relativamente pequena. Luego pues si
alrededor de una abertura recortada en una chapa que tomamos
como plano («, y), con forma idéntica al modelo en estudio, co-
locamos una pared vertical cuyas ordenadas # sean proporcionales
a los valores de (06 + 02) en esos mismos puntos, y sobre la
curva gausa asi obtenida colocamos una membrana en las con-
diciones definidas mas arriba, entonces, ya que los valores de las
funciones (01 4 6:) y 2 son proporcionales, también lo serdn los
valores interiores; las ordenadas 2 de la membrana se pueden medir
con un micrémetro de profundidad.

Los valores de (61 + 62 ) en el contorno se obtienen direc-
tamente de las isocromaticas en las partes de ese contorno que
no tengan fuerzas aplicadas y en el resto, o bien se calculan ted.
ricamente si existe algin campo de tensiones que lo permita o
bien se calculan a lo largo de secciones convenientemente elegi-
das con los métodos de integracién recién expuestos.

Para la membrana se ha propuesto utilizar una membrana de
caucho sometidas con pesos o resortes a una tensién uniforme,
pero en general se ha utilizado mejor una membrana de jabén.

El disefio del aparato y proceso de medidas se di con mas
detalles en la parte IV (Analogias) de este cursillo.
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