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Resumen

En esta tesis, estudiamos la existencia de soluciones periédicas para sistemas Lagrangianos
en variedades cerradas. Es conocido que para energias superiores al valor critico de Mané
todo Lagrangiano Tonelli tiene una érbita periddica en dicho nivel de energia. Usamos este
resultado como puntapié inicial para presentar la teoria y el enfoque variacional que
utilizaremos a lo largo del texto. En esta linea de resultados, se prob6 que los Lagrangianos
convexos y cuadraticos en infinito poseen 6rbitas periddicas para acciones abreviadas
suficientemente grandes. En este trabajo, extendemos este resultado para Lagrangianos
Tonelli, sin tener que asumir que el Lagrangiano es cuadratico en infinito. Adema4s,
identificamos una subfamilia suficientemente grande de Lagrangianos Tonelli que poseen
orbitas periédicas contractibles con accién negativa arbitraria.
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Capitulo 1

Introduccion

Supongamos que queremos estudiar la dinamica de un sistema mecéanico, como lo puede
ser un péndulo o una masa en un resorte. La primera forma que se nos ensena a obtener
las ecuaciones de movimiento es utilizando las leyes de Newton, las cuales se enfocan en el
concepto de fuerza. Ahora bien, también se puede hacer esto utilizando un enfoque centrado
en la energia. Consideramos la siguiente cantidad, que se llama Lagrangiano,

L=T+V,

donde T es la energia cinética y V la energia potencial de nuestro sistema. Asi, las ecuaciones
de movimiento vienen dadas por las ecuaciones de FEuler-Lagrange. En muchos casos, este
segundo método es mas eficiente que usar las leyes de Newton.

Este enfoque Lagrangiano se basa en el principio de minima accion, a partir del cual se
puede deducir la segunda ley de Newton, es decir, F' = ma. Este principio dice que

El recorrido de una particula es aquel que constituye un valor estacionario de la accion.

Se sigue que para estudiar las trayectorias de un sistema mecdanico, basta estudiar los puntos
criticos de un funcional adecuado. Esta es la idea central de esta tesis, en donde estudiaremos
tres funcionales cuyos puntos criticos se corresponden con soluciones a la ecuacién de Euler-
Lagrange: el funcional de accion, el funcional de energia, y el funcional de tiempo.

Mas en concreto, dada una variedad cerrada M y una funcién suave L : TM — R, la cual
llamaremos Lagrangiano, la ecuaciéon de Euler-Lagrange en coordenadas locales es

i (5o 6500 ) = 5 6.460).

En este trabajo, nos enfocamos es justificar la existencia de soluciones peridédicas de esta
ecuacion, las cuales cumplan alguna propiedad interesante para la mecanica. Para hacer es-
to, utilizamos un enfoque variacional, que sigue el principio de detectar (por ejemplo, via
minimax) puntos criticos de una funcién en un espacio de Hilbert. Este tipo de enfoque varia-
cional se encuentra muy desarrollado y algunas referencias se pueden ver en [BT98|, |CIPP00],
[Con06] y [Abbl13].

Son especialmente interesantes los Lagrangianos convexos, esto es, aquellos Lagrangianos
tales que la hessiana en la direccion de la fibra es definida positiva. El Lagrangiano permite
definir la funcional de accién en un espacio de curvas cerradas adecuado. Més especificamente,
si L es el Lagrangiano y = : [0,7] — M es una curva, la accién de x es

1
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6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Bajo hipétesis adicionales, los puntos estacionarios de la accién corresponden a soluciones
periddicas de la ecuacién de Euler-Lagrange de L, formalizando el principio de minima accién
que ya comentamos.

Particular atencién se ha dedicado a los Lagrangianos que son cuadraticos en infinito, esto
es, cuadraticos para valores suficientemente grandes de la fibra. En este caso, si el espacio de
curvas es el espacio de las curvas absolutamente continuas con derivada en L?, entonces la
accién es derivable con derivada localmente Lipschitziana (JAbb13]). Esto permite entender
las 6rbitas periddicas como puntos criticos de una funcién en una variedad de Hilbert.

En [Con06| se demostré que para energias superiores al valor critico de Mané, todo La-
grangiano convexo y superlineal tiene una o6rbita periddica en dicho nivel de energia. Es un
problema abierto saber si los Lagrangianos magnéticos poseen ademés orbitas periddicas con-
tractibles debajo del valor critico. En esta linea de resultados, se probé que los Lagrangianos
convexos y cuadraticos en infinito poseen érbitas peridédicas para acciones abreviadas sufi-
cientemente grandes ([Pat15]). Uno de los aportes de esta tesis es generalizar este resultado,
obteniendo:

Teorema Para todo Lagrangiano Tonelli, existe un ntimero real wy tal que para todo
w > wp existe una dérbita periddica con accién abreviada w.

El otro aporte de esta tesis es identificar una subfamilia de Lagrangianos Tonelli que
poseen érbitas periddicas contractibles con accién negativa arbitraria. Este resultado es una
generalizacién del obtenido en [Pat19], en donde se trabaja con Lagrangianos cuadraticos en
infinito.

Teorema Sea L un Lagrangiano Tonelli tal que L(q,0) = 0 para todo ¢ € M y la
1-forma 64(v) = Ly(x,0) - v no es cerrada. Entonces, para todo a < 0 el Lagrangiano admite
una orbita periddica contractible y no trivial con accién a. Més ain, los periodos de dichas
orbitas crecen a lo sumo linealmente con a.

Descripcién por capitulo

En el segundo capitulo se presentaran definiciones y herramientas que utilizaremos durante
todo el texto. Comenzaremos definiendo los Lagrangianos Tonelli, la familia de Lagrangianos
que estudiaremos durante toda la tesis. También veremos la estructura de variedad de Hil-
bert que puede darse al espacio de curvas cerradas absolutamente continuas en una variedad.
Ademas, presentamos las R-modificaciones Lg de un Lagrangiano Tonelli L, las cuales permi-
ten trabajar con Lagrangianos que poseen cotas de crecimiento més precisas. Teniendo esto,
introduciremos el funcional de accidn, el cual estd bien definido para Lagrangianos convexos
y cuadraticos, como lo son las R-modificaciones. Probaremos que este operador es de clase
CY1 y que sus puntos criticos se corresponden con érbitas periédicas de la ecuacién de Euler-
Lagrange de Lg, las cuales también son soluciones a la ecuacién de Euler-Lagrange de L si
consideramos una R-modificacién adecuada.

En el tercer capitulo se introduce el enfoque variacional que usaremos para justificar la
existencia de puntos criticos de los funcionales que estudiaremos. Utilizamos el cldsico teorema
del paso de la montafia para motivar el teorema de minimax que probaremos, el cual es un
caso particular del presentado en |[Con06).

En el cuarto capitulo de la tesis se prueba la existencia de orbitas periddicas con energia
prefijada mayor que el valor critico de Mané. Para probar esto, seguimos las pruebas dadas en
[Con06] y |[Abb13]. Lo que haremos es justificar la existencia de puntos criticos de la accién a
tiempo libre, lo que serda una consecuencia del teorema de minimax previamente presentado.



Primero haremos esto asumiendo que el Lagrangiano es convexo y cuadratico, y utilizando
una R-modificacién adecuada, generalizaremos este resultado a Lagrangianos Tonelli.

En el quinto capitulo se justifica la existencia de érbitas periddicas con accién abreviada
suficientemente grande. Comenzamos introduciendo la accién abreviada y el funcional de
energia, el cual dependerd de una (R, «)-modificacién Ly de L (una generalizacién de las R-
modificaciones). Luego veremos que los puntos criticos del funcional de energia se corresponden
con O6rbitas periédicas de Lg. Al probar la existencia de estos puntos criticos, acotaremos
la energia de esta solucién, lo que nos permite encontrar una (R, «)-modificacién adecuada
para recuperar una Orbita del Lagrangiano original. Por dltimo, justificamos que se pueden
considerar orbitas tales que tanto la accién abreviada como la energia tienden a infinito.

En el ultimo capitulo probamos la existencia de una subfamilia de Lagrangianos Tone-
1li que admiten Orbitas periddicas no triviales con acciéon negativa prefijada. Esta familia
estd conformada por los Lagrangianos de tipo magnético. Primero estudiaremos las (R, «)-
modificaciones de estos Lagrangianos. Luego presentamos el funcional de tiempo, el cual de-
pende de una (R, «)-modificacién de L y cuyos puntos criticos se corresponden con érbitas
periddicas. Usando una (R, «)-modificacién adecuada, veremos que también podemos obtener
soluciones del Lagrangiano original. Al igual que antes, la existencia de estos puntos criticos
es una consecuencia del teorema de minimax probado en el Capitulo 3.
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Capitulo 2
Accion

Dada una variedad Riemanniana cerrada M y un Lagrangiano Tonelli L : TM — R, nos
interesa resolver la ecuacién de Euler-Lagrange, que en coordenadas locales es

jt(gi(y(t),ﬁ(t))) = %(wawt»,

donde anotamos (¢q,v) € TM a los puntos del espacio tangente. A las soluciones de esta
ecuacion las llamamos orbitas de L

En particular, nos interesan las érbitas periddicas de L. En este capitulo vamos a justificar
que los puntos criticos del funcional de accién

Apyp(z,T) := T/
Sl

(L(x(s),:i:(s) JT) + m) ds

se corresponden con soluciones a la ecuacién con energia x, siendo x una curva cerrada en M
en un espacio adecuado (ver Teorema. Un detalle técnico es que si L es Tonelli, entonces
la accién de (x,T) puede no ser finita. Para saltear este problema, vamos a cambiar L por una
modificaciéon adecuada, justificando que al final obtenemos soluciones del problema original.

2.1. Lagrangianos Tonelli

La métrica en M induce una métrica en T'M, derivadas covariantes en M y TM, y el
splitting
Tig)TM = H(q,v) ®V(q,v) ~T;M & T, M,

donde V(q,v), que es el subespacio vertical, es el kernel de dpm, siendo 7 : TM — M la
proyecciéon canédnica, y H(gq,v), que es el subespacio horizontal, es el kernel del mapa de
conexion K : TyT'M — T M. Anotamos V, a la componente horizontal del gradiente de
una funcién definida en TM, y V, a su componente vertical. Usamos una notacién similar
para las derivadas de orden mayor.

Definimos la familia de Lagrangianos vamos a estudiar a lo largo de todo el texto.

Definicion 2.1.1. Sea M una variedad cerrada y conexa. Una funcién suave L : TM — R es
un Lagrangiano Tonelli si

(A) L es estrictamente convexo en cada fibra, es decir,
VouLl(q,v) >0,  V(g,v) € TM

9



10 CAPITULO 2. ACCION

(B) Para todo k > 0 existe una constante c(k) tal que

L(Q7U) > k|v|q - C(k)’ V(qa U) €TM.

Observacién 2.1.2. La condicién es equivalente a decir que L es superlineal en cada

fibra, es decir,
L
lim (g, ) = 400,
fol=+oe  [v]q

siendo este limite uniforme en gq.

Por otro lado, a la condicién (Al la podemos ver en coordenadas locales de la siguiente
forma. Va a ser 1til considerar cartas que dependan del tiempo, es decir, mapas suaves

0:[0,1] x U — M,

donde U es un abierto de R™, y ¢(t, -) es un difeomorfismo sobre ¢({t} xU) para todo t € [0, 1].
Anotamos F a la familia de estos pares (U, ). En particular, nos interesa considerar que (U, ¢)
es una carta acotada. Decimos que (U, ) es una carta acotada si p(t,-) : U C R™ — M es un
encaje tal que el pull-back f*g de la métrica Riemanniana tiene matriz G(x) tal que Gy G~*
tienen norma C' acotada. También vamos a pedir que U sea acotado y convexo, y que las
derivadas de ¢(t,-) y de ¢(t,-) ! estén acotadas. Cada elemento (U, ¢) induce una sistema de
coordenadas en T'M dado por

0,1 x U xR" = TM, (t,q,v) — (p(t,q), Dgp(t, q)[v]).
El pull-back de L por dicho sistema de coordenadas es

(" L)(t q,v) := L(t, (t, q), Dap(t, q)[v]),  V(t,q,v) €[0,1] x U x R™.

Cuando no hay confusién posible, anotamos ¢* L simplemente como L. Considerando esto, la
condicion se traduce en que para toda carta acotada (U, ¢) vale

0%L

Ov?
Ejemplo 2.1.3. Al final del dia, el ejemplo en el que se basa toda esta teoria son los Lagran-
gianos electromagnéticos, que son funciones de la forma

(t,q,v) >0, V(t,q,v)€[0,1] x U x R".

L(gv) = 5ol2 +8(a)[e] ~ V(a),

siendo |- |4 la norma asociada a la métrica Riemanniana (la energia cinética), 6 es una 1-forma
suave (el potencial magnético) y V' es una funcién suave (el potencial) en M. Notar que fijada
la fibra, esta funcién es un polinomio de grado 2 en |v|, y al trabajar con Lagrangianos Tonelli
estamos debilitando estas hipdtesis.

Conviene notar que a la ecuacién de Euler-Lagrange la podemos reescribir como

2 2
oz (10:30) -5 = 52 (0A0) (0~ 52 (10.3(0) (0.

Debido a la convexidad y a la regularidad de L, tenemos que esta es una ecuaciéon de orden
2 que se puede resolver. En definitiva, la ecuacion de Euler-Lagrange define un flujo suave en
T M. Una propiedad clave es que este flujo preserva la energia, la cual estd dada por

oL
EL:TM =R, Ep(quv):= %(q,v) v — L(q,v).
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En efecto, si anotamos () = vy 4(t) = %, tenemos

%(m(%ﬁ)) = i(gﬁ(%‘y) -y - L('M))

—(DOE L ) e Eay — Yy - R 4) 5
=arae (01 )1+ 5, 000) A= 5 009) i =50 (n9)
oL, . . OL, .. . OL, . . OL, . .
=8fq(%7)-7+%(%7)-v—afq(%'y)-v—%(%'y)-v

= 0.

Observacion 2.1.4. En general, la energia de un Lagrangiano Tonelli satisface las siguientes
propiedades:

» Para todo g € M, la restriccién de E' a T; M alcanza su minimo en v = 0.

» El punto (¢,0) es singular para le ecuacién de Euler-Lagrange si y solo si (¢q,0) es un
punto critico de Ef,.

2.2. Espacio de loops

Antes de pasar al estudio de la accién, vamos a definir los espacios de funciones en los
que vamos a trabajar. Sea (M, g) una variedad Riemanniana cerrada de dimensién n. Por el
Teorema de Nash, existe un encaje isométrico en algin RY. Teniendo esto, consideramos

1
H'(RY) = {5 :[0,1] = RN | ¢ es absolutamente continua y/ 1£(s)|ds < +oo}
0

con la métrica

1
(& m i@y = (£(0),1(0)) +/0 (€(s),1(s)) ds.

Por otro lado, en H'(R") x R* consideramos la métrica producto.
Nos va a interesar estudiar a las curvas cerradas (o loops) en H'(RY) que estén incluidas
en M. Para ello, primero definimos

A= {(z,T) € H'RY) x R* : 2(0) = z(1)}

equipado con la métrica anterior. La idea es que en la segunda coordenada lo que estamos
haciendo es guardar el periodo del loop x, y asi podemos considerar que siempre estan definidos
en [0, 1]. Su espacio tangente en (z,T') estd dado por

Temh ={(6a) € H'(RY) x R: £(0) = £(1)}.

Anotamos
HYM) :={z € H'(R"Y) : 2([0,1]) ¢ M},

HY(S', M) := An HY(M),
Ay = HY(SY, M) x RT.

Notar que Ajs es una subvariedad de Hilbert de A, y una componente conexa de Ajp; esta
dada por curvas cerradas en la misma clase de homotopia.
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También damos otra definicion sin necesidad de pasar por el Teorema de Nash, pues ambas
formulaciones nos van a ser utiles. Primero vamos a dar la estructura de variedad de Hilbert de
H' (M), que es el espacio de las curvas absolutamente continuas 7 : [0,1] — M con derivada
en L2

Recordar que F es el conjunto de las parametrizacion de M que dependen del tiempo.
Dada (U, ¢) € F, consideramos

HY(U) = {y € H'(R") : 4([0,1]) c U},

que es un conjunto abierto debido a la continuidad del encaje H' < C°. El mapa ¢ induce
un mapa inyectivo
o HY(U) = HY(M),  @u(7) =0 (7)),

cuya imagen anotamos U La estructura de variedad que le damos a H (M) es la dada al
declarar que que la familia de los mapas ¢ es un atlas. Es 1til saber que los conjuntos Uy, ,)
son abiertos con respecto a la topologia C° en H'(M).

Notar que todo elemento de v € H'(M) pertenece a U,y para algin (U,¢) € F. En
efecto, si 7 es una curva suave en M tal que dist(y(¢),7(t)) < p, siendo p el radio de inyec-
tividad del mapa exponencial, entonces podemos definir un mapa ¢ tal que v € Uy, de la
siguiente forma: componemos el mapa exponencial

(t,8) — expy (), & € Ty M,
con una trivializacién del fibrado ¥*(T'M) sobre [0, 1]
®:[0,1] x R" - ~7(TM),
obteniendo asi el mapa
1 [0,1] X By (t,€) = expsn (D(4,)).
Usando lo anterior, podemos definir H*(S*, M) como la inversa de la diagonal por el encaje
HY([0,1], M) = M x M, v~ ((0),7(1)).

Un anélisis mas detallado de la estructura como espacio de Hilbert del espacio de loops se
puede encontrar en la Seccién 3.1 de [Mazl1].

Observacion 2.2.1. Las inclusiones
C>®(SY, M) < H(S*, M) — C(S*, M)

son equivalencias homotdpicas densas. Esto se puede probar tomando M encajada en RY,
regularizando los loops x : S — M por convolucién, y proyectando a otro loop en M usando
el teorema del entorno tubular. Ver [Lee03] para mas detalles.

2.3. Modificaciones cuadraticas convexas

La accién va a ser un operador de la forma Ay, : Ayr — R. Sin embargo, si asumimos que
L es Tonelli, ni siquiera es inmediato que esta cantidad sea finita para cualquier loop. Para
evitar este problema, vamos a tener que estudiar la acciéon de una modificacién adecuada Ly
de L. En este capitulo justificamos la existencia de este tipo de modificaciones, y vemos que
se pueden considerar de forma tal que los niveles de energia k son iguales para L y para Ly.
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Definicion 2.3.1. Decimos que un Lagrangiano Lg es convexo y cuadrdtico si
(a) Existe £y > 0 tal que V,Lo(q,v) > £oI para todo (q,v) € TM.
(b) Existe ¢1 > 0 tal que para todo (g,v) € T M vale

IVooLo(@0)| < &1, [[VegLo(q, o)l < 61+ [vlg),  [IVgqLo(g,v)|l < £r(L + [v3).

Notar que @ implica que L crece al menos cuadraticamente en v, mientras que (]ED implica
que crece a lo sumo cuadraticamente. Conviene notar que @ implica y (B). Es decir, que
estos son Lagrangianos Tonelli.

Las condiciones @ y (]ED son equivalentes a decir que para toda parametrizacion acotada
(o, U) vale

(a’) Existe £y > 0 tal que 92Lg/0v?(t, q,v) > Lo, para todo (t,q,v) € [0,1] x U x R™.
(b’) Existe ¢; > 0 tal que

H %L,

9’L
5,2 (:0:0) y

< -
_glﬁ Havaq(t7q7v)

para todo (¢,q,v) € [0,1] x U x R™.

9%Lg
Sf ]-+ v ) H tuQaU
(o). || Gt than)

<01+ ulp),

Ademsds, integrando a lo largo de las fibras, (]Er ) implica que existe ¢o > 0 tal que

oL

0t q,0)| < L1 + Ju), (2.3.2)
ov

oL
]%,q,v) < 6y(1+ o), (2.33)
0q

Lo(t, q,v) < La(1 + |v]?). (2.3.4)

A partir de ahora, anotamos 0,L = L, = % tanto a la derivada en coordenadas como a
la derivada covariante, y de forma andloga para las derivadas de orden mayor y las derivadas
en q.

Los Lagrangianos convexos y cuadraticos tienen mejores cotas de crecimiento que los
Lagrangianos Tonelli, y por esto nos va a interesar trabajar con ellos. Pero recordar que
queremos estudiar las orbitas periddicas de un Lagrangiano Tonelli L, por lo que precisamos
Lagrangianos convexos y cuadréticos que estén relacionados con L. La siguiente definicién
introduce la familia de modificaciones de L que utilizaremos.

Definicion 2.3.5. Sea L un Lagrangiano Tonelli. Decimos que un Lagrangiano Ly es una
R-modificacion (cuadratica convexa) de L si

- LO(Q7U) = L(q,’l}) para |U‘q S R
= [, es convexo y cuadratico.
» Lo(q,v) > |v|]g — c(1), donde ¢(1) es la dada por la condicién (B)).

En el resto del texto, L denotard Lagrangianos Tonelli y Ly Lagrangianos convexos y
cuadraticos. Cuando se especifique, Ly podra ser una modificacién de L, en caso contrario,
seran independientes.

Ahora vamos a justificar la existencia de las R-modificaciones. Para ello, seguimos la
construccién dada en [AF07].
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Proposicion 2.3.6. Sean L un Lagrangiano Tonelli y R > 0. Entonces, existe una R-
modificacién Lo de L.

Demostracion. Sea ¢ : R — R una funcién suave tal que ¢(s) = s para s < 1y ¢(s) es
constante para s > 2. Fijamos un A > 0 tal que

A > méx{L(q,v) : (¢,v) € TM, |v|q < 2R},

y definimos

1 2 —OR—%R

Como lfm‘v‘_mo L(g,v) = +o0, se tiene que L es constante por fuera de un compacto. Por
lo tanto, existe una constante u tal que

8L
pl 2 =25 (a,v), Vigv) e TM. (2.3.7)

A menos de agrandar p, podemos asumir las siguientes desigualdades, que solo usaremos para
probar la tltima condicién de la definicién de R-modificacién.

ARp>1, 2R*u>2R—C(1) —minL. (2.3.8)

La funcién afin s — pus—2uR? es negativa en (—oo, R?] y positiva en [4R?, +00), por lo que
existe una funcién suave y convexa 1 : R — R tal que ¥(s) = 0si s < R? y 9(s) = pus — 2uR?
para s > 4R?.

U(s)

2,uR2 T

R 4R

Teniendo esto, damos a nuestro candidato a R-modificacién cuadratica:
Lo:TM — R
(,v) = L(g,v) + 9 (|of3)
Debido a la definicién de L, vale

Lo(g,v) = L(g,v) + ¢(|vl), st [o]; <2R. (2.3.9)
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En particular, vale L = Lg si |v|; < R. Por lo tanto, ya tenemos la primera parte de la
Definicién 2.3.51

Ahora vamos a ver que L satisface @) y @) de la Definicién Usando 1) vy que
1) es convexa y mondtona, se sigue que

0Ly 0’L .
W(q,v) > 7((],1}), si vl < 2R. (2.3.10)
Por otro lado, por (2.3.7) tenemos
0%Lg 0L :
T (q,v) = 502 (q,v) +2ul > pl,  si|v|g > 2R. (2.3.11)

Como L es C?-estrictamente convexa, (2.3.10) y (2.3.11)) implican que Lo cumple @ Ademds,
al ser L constante por fuera de un compacto, vale

Lo(gq,v) = M|v|g + constante,  si |v|, es suficientemente grande,

por lo que Ly cumple @
Unicamente nos falta probar la tultima condicién de la Definicion De y
deducimos
Lo(q,v) = L(q,v) = |v]g — c(1),  si|vlg < 2R.

Por otro lado, tenemos
Lo(g,v) > min L + plv|? — 2uR? > |v|g — c(1), si |v], > 2R. (2.3.12)
La primera desigualdad se debe a la definicion de Lg. Para la segunda, basta con probar que
min L 4 ps? — s — 2uR? + ¢(1) > 0.

Esto se puede verificar evaluando este polinomio y su derivada en s = 2R, y usando las

desigualdades ([2.3.8)).
O

Lo que resta de esta seccién lo dedicamos a probar que, fijado un nivel de energia k, se
puede elegir R > 0 tal que EZI(H) = EZOI(F;) para todo R-modificacién Ly.

Para esto, primero vamos a ver que Egl(ﬂ) es compacto, y por lo tanto existe un R > 0
tal que E; (k) C {(g,v) € TM : |jv||; < R}. De esta forma, trivialmente tenemos E; '(x) C
Egol(li), siendo Lo una R-modificacién. Para la otra inclusién vamos a precisar una modifica-
cién mas fina.

Sea L un Lagrangiano Tonelli. Vamos a necesitar usar el Hamiltoniano asociado a L, que
este es
Hp :T*"M — R, Hg(q,p) := sup p(v)— L(g,v).
vET M
Se tiene p(v) < L(q,v)+Hr(q,p), y vale la igualdad si y solo p = g—ﬁ(q, v). Para una prueba nos
referimos al Teorema 3.4.2, parte (6), de [Fat14]. Por lo tanto, vale Hy,(q, L,(q,v)) = EL(q,v).

Para probar que Egl(n) es compacto, lo que haremos serd probar que el Hamiltoniano es
superlineal en las fibras y que || Ly(x,v)|| = 400 cuando |v| — +00. De esta forma se deduce
que Ep(z,v) = +oo cuando |v| — 400, y por lo tanto Egl(/-i) tiene que ser un conjunto
acotado, de lo que se sigue que es compacto.
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Lema 2.3.13. Hy : T*M — R es superlineal en las fibras. Es decir, vale

H
fm Helop) _
pl=+o [P

siendo este limite uniforme en gq.

Demostracion. Fijado R > 0, consideramos
K = K(R) :=sup{L(q,v) : g € M, ||v||g < R} < 400,

que es finito debido a la compacidad de M y la continuidad de L. Notar que para todo
(¢,p) € T*M vale Hr(q,p) > p(v) — K si ||v]lq < R, de lo que se sigue que Hy, es superlineal
en las fibras:

Hir(g,p) = sup p(v) — K = Rlp| — K.

lvllg<R

Lema 2.3.14. ||L,(g,v)| — 400 si [v| = 400, siendo el limite uniforme en q.

Demostracidn. Notar que dado (g,v) € TM con |v] =1yt >0, existe un 0 < ¢ < ¢ tal que

boL oL, ~
L(Qutv) _L(Q70) _/(; %(q,sv)"uds—t%(q,tv) " .

Ademas, al ser L estrictamente convexa, vale

oL oL, ~ LOrL
R = 2 vds > 0.
5y (@ tv) v — o (g;tv) v A (g;sv) - vds >0

Por otro lado, tenemos

L(g,tv) maxgen L(q,0)  L(g,tv) L(q,0) 0L, ~ oL
< e — . < — -,
(6:70) v < T (g, ) -

t t - t t v

Notar que el término de la izquierda tienda a infinito uniformemente en ¢ debido a que L es
superlineal. Al haber tomado |v| = 1, vale ||L,(q,tv)| > g—%(q,tv) -V — +00.
O

Juntando estos dos lemas y que Hr,(q, Ly(q,v)) = EL(q,v), concluimos que los niveles de
energia son compactos. Teniendo esto, podemos probar el dltimo resultado de esta seccion.

Proposicion 2.3.15. Sea L un Lagrangiano Tonelli y x € R. Entonces, existe R > 0 tal que
si Lo es una R—modificaciéon cuadratica, vale

E (k) = EZOI(/@).
Ademis, L y Lo son iguales en un entorno de E;*(k).

Demostracion. Tomamos Ry > 0 tal que E; (k) C {(g,v) € TM : |v| < Ro}. De esta forma,
si Ly es una Rp-modificacién de L, entonces L y Lg coinciden en un entorno de E;l(n), y se
sigue que E; (k) C Egol(m).
Para la otra inclusion basta con probar que existe un R > Ry tal que para toda R-
modificacién Lg vale
[Er, < kK] C{(q,v) € TM : |v|, < R/2}. (2.3.16)
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Es decir, si |v|q > R/2, entonces Er,(q,v) > k. Notar que este R satisface la tesis.

Tomamos R es suficientemente grande tal que L(q, (R/2)v) > L(q,0) para todo (g,v) €
T'M, el cual existe por ser L Tonelli. Dada una R-modificacién Lg, para todo (q,v) € T*M
y0<t<R/2<tvale

dLo 0Ly, ~ oL ~
v o> = = — ..
5y (q,tv) - v > 5y (g,tv) - v 5y (q,tv) - v

Por otro lado, fijado t > R/2, existe t € [0, R/2] tal que

OLg oL~
o> .
5 (q,tv) v > 5 (q,tv) -v

_ L(g, (R/2)v) _ L(g,0)

R/2 R/2
< L(q, (R/2)v) méxgenm L(q,0)
=" R/2 R/2

Como |v|; = 1, para todo t > R/2 vale

[ (Lo)w(g, tv)| = L(q,;{}%Q}v) _ méXquRJ\%?(CY, 0)

(2.3.17)

Al ser L superlineal, existe un R suficientemente grande tal que para todo (q,v) € T*M vale

L(q}(zl%?)v) B méXaeg/QL(qf 0 ki + sup{L(q,v) : ¢ € M, |v], < 1} (2.3.18)

Consideramos R que satisface ([2.3.18]). También suponemos R > Ry y R > 1. Fijada una
R-modificacién Lg, probaremos ([2.3.16)). Anotamos Hp,, al Hamiltoniano de Lg. Juntando el
Lema [2.3.13| con (2.3.17) y (2.3.18), obtenemos que para todo (g,v) € T*M y t > R/2 vale

ELo (Qa t’l}) = HLO (Q7 (LO)”U<Q7 tv))
> ||(Lo)w(q, tv)|| — sup{Lo(q,v) : ¢ € M, |v]q < 1}
= [|(Lo)u(g; tv)[| — sup{L(q,v) : ¢ € M, |v|g <1}
> K.

2.4. Regularidad de la acciéon

Fijamos un Lagrangiano cuadraticos y convexo Lg para el resto de la seccién. Nos interesa
estudiar el mapa Ay, : H'(M) — R dado por

1
Ary() = [ Lola0),5(0) .

Al ser Lg convexo y cuadrdtico, entonces Ar,(v) € R cuando v € H'(M).
Si (¢, U) pertenece a F, entonces

ALy (0x(7)) = Ape(r0)(7), ¥y € H'Y(U),

por lo que el estudio de las propiedades locales de A, se reduce al estudio del funcional
Ag+(Lg)- Para esto, ver la pagina 11 de [AS09], o la Observacién 3.4.1 de [Maz11] (en donde
se lo prueba para algunas cartas adecuadas).
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Nuestro objetivo ahora es probar que Ay, pertenece a CUY(HY(M)), es decir, Az, es
diferenciable Fréchet y su derivada es Lipschitz. Antes de probar esto, primero enunciamos
unos lemas. Arrancamos con un resultado estandar de analisis real.

Lema 2.4.1. Sea (f,) una sucesién que converge a f en L?([0,1],R). Entonces, existe una
subsucesién (f,,) v g € L*([0,1],R) tal que

w | fn,(2)] < |g(x)| para todo k, en casi todo punto.
= fn, converge a f en casi todo punto.

Demostracion. Dado k € N, consideramos ny tal que ||f — fn, ||z < 1/2¥. Definimos

keN

Entonces, g :== f 4+ h y la subsucesion (f,, ) satisfacen la primer condicién.

Para la segunda condicion, por la desigualdad de Hélder se tiene que f y f, pertenecen a
L3([0,1],R), y (fn) converge a f en L?([0,1],R). Entonces, a menos de tomar una subsucesién
de (fn,), podemos asumir

1 1
m(B) < gp. Buim {o € 0.1]: 1 - S0 > 1},
donde m es la medida de Lebesgue en [0, 1]. Usando Borel-Cantelli,
1
m(N)=0, N:= {ﬂs € [0,1] : | fn, (z) — f(2)] > . bara infinitos k:}

Se sigue que si « ¢ N, entonces f,, () — f(z), por lo que f,, converge a f en casi todo
punto.
O

También precisamos un resultado sobre la derivada de Gateaux y la derivada de Fréchet.

Lema 2.4.2 (|[DM13], Proposicién 3.2.15). Sea f : X — Y un mapa Gateaux diferenciable,
y anotamos D f(z) a la derivada de Gateaux en z. Si x — Df(z) es continuo como mapa
X — L(X,Y), entonces f es Fréchet diferenciable, y la derivada de Fréchet de f en un punto
a€ X es Df(a).

Por 1ltimo, conviene tener presente la siguiente observacién elemental sobre sucesiones.

Observacién 2.4.3. Una sucesién (z,,) es un espacio métrico converge a = si y solo toda
subsucesién de (x,,) tiene una subsucesién que converge a x.

Sin méas predmbulo, ahora sf vamos a probar que Apr, es de clase CT1. Vamos a seguir la
prueba dada en [AS09], Proposicién 3.1. La idea consiste en usar el Lema para probar
que Ar, es de clase C 1'y el teorema de valor medio para probar que tiene derivada de Fréchet
localmente Lipschitz, y para esto vamos a tener que probar que Ar, es dos veces derivable
Gateaux.

Proposicién 2.4.4. (1) Ay, € CH(H'(M)). Su diferencial DAy, es localmente Lipschitz
y diferenciable Gateaux.

(2) Ar, es dos veces Fréchet diferenciable si y solo Ly es electromagnético en todo 7M. En
este caso, Ay, es suave en H(M).
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El primer punto nos asegura un minimo de regularidad para la accién, mientras que el
segundo nos habla sobre la rigidez de esta regularidad. El segundo item no lo vamos a probar,
y su prueba también se encuentra en |[AS09], Proposicién 3.2.

Demostracion. Como el resultado es local, podemos asumir que el Lagrangiano L esta definido
en [0,1] x U x R", siendo U C R™ un conjunto abierto. Asumimos que la carta es acotada.
Para probar (1), va a ser clave usar que Ly satisface la condicién (b]).

Sean v € HY(U) y £ € HY(R"). Si § € R\{0} tiene valor absoluto suficientemente chico,
podemos asumir que 7y + §§ es una curva incluida en U.

Para cada t € [0, 1], consideramos la funcién fi(s) : [0,1] — R dada por

fis) i= Lo(t.9(8) + s0€(2).4(8) + s0E(1)).

Usando el Teorema Fundamental del Calculo, deducimos

1
Asa(r+66) = Awy () = [ [70) = fi0)] e

// dftd dt

:// [M(tﬁ%—(sé&ﬁ%—séé)~5£]dsdt

+ (t,y + s6&,7% + s€) -6£]dsdt

Lo
[ [
_5// [%Ltv—kséf’y—kséf) f]dsdt

+5//[ t’y+s5§’y+s5§) f]dsdt.

Entonces, vale

1
< (Ao (556) = Ary (7))
_ bt Lo . : 0L . . .
_/0 A |:8q(t77+35€a7+86€)'§+aq}(t,’7+35§,’7+35§).£:|d8dt_

Por las cotas (2.3.2) y (2.3.3)), y el teorema de convergencia dominada, al tomar 6 — 0 el
resultado anterior converge a

DAL = [ B e+ G202 ar

Notar que DAz, () es un funcional lineal acotado en H'(R"), por lo que Ay, es diferenciable
Gateaux, y DAL, (7) es su diferencial Gateaux en -.

Ahora vamos a probar que DAy, es continuo en 7. Para ello, dada una sucesion de curvas
tal que 7, converge a v en H'(R"), debemos probar que DAy, (V) converge a DA, () en
la norma dual de H'(R"). Notar que en particular 7, converge uniformemente a .

Usando la Observacién y el Lema podemos asumir que 7, — 7 en casi todo
punto, y que existe g € L%([0,1],R) tal que |5,| < g en casi todo punto. Por las cotas
y (2.3.3), en casi todo punto vale

0Ly

v (.9 (1), 4 ()| < L1+ [ @O)) < (1 +9()?),
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AL
v

Como l5(1+ g(t)?) € LY([0,1],R) y l2(1+ g(t)) € L*([0,1],R), usando el teorema de conver-
gencia dominada deducimos

(7 (1), 4 ()| < L1+ [An(®)I) < €(1+ g(t)).

aa[;] ( : "Yn(')a '771()) — 881;0 ( ’ 77(')? 7()) en Ll([o’ 1]’ Rn)’

%("%(‘)’%(‘)) %%( ,7(),4() en L*([0,1],R™).

De esto se sigue que DAy, (7,) converge a DA, (7) en la norma dual de H!(U). Por lo tanto,
DAr, () depende continuamente de -, y por el Lema Ar, es Fréchet diferenciable con
derivada continua.

Nos falta probar que DAy, es Lipschitz y Gateaux diferenciable. Primero vamos a ver que
es Gateaux diferenciable. Sean v y & como antes, y € H'(R"). De forma andloga a lo que
ya hicimos, para cada t € [0, 1] podemos considerar una funcién g; : [0, 1] — R dada por

oL oL .
ge(s) = % (87() + sm (), 4(0) + 5071 (1) ) - £(8) + 52 (9(8) + so(8), 4(1) + s00(1)) - €(1):
6q ov
En lo que sigue, anotamos 882 1{“20 [u, w] == u* 882 szo -w, y de forma analoga con las otras derivadas.

Al igual que antes, usando el teorema fundamental del cdlculo, se sigue

0Ly

%(DALO 0 omie) = Dl / / [ (t,7 + s0m, 75 + s0n) €, 77]] dtds
(0L
+/0 /o Ovdq 2ty + 581, + s6i) €, n] dtds

62L, :
—I-/ / (t v+ 56m, % + son) €, 7] |dt ds
0 Jo | 0g0v ]

Lol ro?r,
+ o (t,y + son,~ + s60)[€, 77] dtds.
0o Jo

Usando (]Er ) y convergencia dominada, al tomar § — 0 esto converge a
L10%L L T62Lg
EAn O = [ |G| d+ [ |5 ) Enl|d
o L Ov o | OvOq

+/0 BZa (t, 7, )[S,ﬁ]]dwr/ol [8(;@ (t, v, )€, n]]dt‘

Al ser d? A, (7y) una forma bilineal simétrica acotada en H'(R™), entonces DAy, es Gateaux
diferenciable en v, y su derivada Gateaux en « es el operador lineal acotado D2Ar,(7) :
H'(R") — H'(R")* dado por

(D*AL,(1)€) ) == > AL, (V)€ m), V&, € H'(R).

Por (]Er), el mapa v — DQ.AL0 (7) es un operador acotado en el espacio de los operadores auto-
adjuntos. Usando el teorema de valor medio, se tiene que DAy, es Lipschitz en subconjuntos
convexos de H(U).

O
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2.5. Puntos criticos de la accion

Consideramos un Lagrangiano Tonelli L y una R-modificacién Ly. Entonces, podemos
definir la accion a tiempo libre Ar, : Apr — R como

Apy(z,T) = T/ L(z(s),#(s)/T) ds.

Sl

Notar que este operador se puede definir en H!(M) x RT, pero nos restringimos a A, porque
nos vamos a centrar en las 6rbitas periddicas. En el Teorema [2.4.4] probamos que el operador
x — Ar,(x,1) es CH1. Ahora bien, siguiendo el mismo razonamiento, se puede probar que
Ap,(z,T) también tiene esta regularidad.

Este operador es relevante ya que sus puntos criticos se corresponden con 6rbitas periédicas
de Lg. Mas aun, si consideramos « € R, resulta que los puntos criticos de

Apon(z,T) = T/ (L(a:(s),j:(s)/T) + ﬁ)ds

S’l

se corresponden con Orbitas de energia k. En esta seccién justificamos esto, y vemos como
recuperar una érbita del Lagrangiano original L.

Antes de probar que los puntos criticos se corresponden con soluciones de la ecuacién de
Fuler-Lagrange de Lg, enunciamos dos lemas y fijamos un poco de notacién que usaremos.
Como ya venimos anotando, L va a ser un Lagrangiano Tonelli y Ly una R-modificacion.

Lema 2.5.1 (Teorema 3.4.2 de |Fat14]). La transformada de Legendre

L:TM —-T*M

(¢ v) = <q, %(q, v))

es un difeomorfismo.

Lema 2.5.2. Sea I = [a,b] C R. Sea h € L?(I,R") tal que

b
/ h(t)p(t)dt =0, sipe H(I,R)y ¢la) = o(b). (2.5.3)

Entonces, existe A € R™ tal que (t) = A para casi todo punto.

Demostracion. Definimos

1

b t
A= o /a h(t)dt, (t):= /a (h(y) — A) dy.

Entonces,
b b
o(a) =0, o(b) = / H(t) dt — / (h(t) — A) dt = 0. (2.5.4)
Usando y tenemos
b b
0= [ (o) - A dy = [ () - 27 dy.

Concluimos h(y) = A para casi todo y € [a, b].
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Fijamos un poco de notacién. Se puede ver que la derivada de Ar,,1, estd dada por

ds+oz/01 [/{—EL(](w,%)}ds

a T
ﬁ+T/ [k — Eo(y, 9)]dt
0

d(ﬂC?T)ALo—i-n(g» a) = /OIT [881;0 (m, %) &+ %(x, %) . %

~ (TToLy, . 0Ly, ..
—A[aqmmr+60mwr

siendo y(t) = z(t/T), ¢ = &(t/T) para 0 < ¢t < T. Las formulas anteriores las podemos
interpretar tanto en coordenadas locales como usando la derivada covariante. En este tltimo
caso,

0Lg 0Ly

= .=

dq ov
siendo VLo y Vy Lo las proyecciones del gradiente de L en el splitting T(, nTM = H® V' y
%5 la derivada covariante de &.

D
<quOu€>:r:(s)7 <va0ﬂ £€>CE(S)7

Definicién 2.5.5. Sea L un Lagrangiano Tonelli. Decimos que (x,7T) € Ay se corresponde
con una drbita de L siy : [0,T] — M dada por y(t) = z(t/T) es una solucién de la ecuacién
de Euler-Lagrange de L. También decimos que (z,T') se corresponde con una solucion de L.

Ahora si vamos a probar que los puntos criticos de Ar, 4, se corresponden con soluciones
de Lg. Seguimos la prueba presentada en |Con06|. Una vez tengamos esto, lo que nos va a
interesar es justificar la existencia de estos puntos criticos, y eso lo veremos en los siguientes
capitulos.

Teorema 2.5.6. Sea L un Lagrangiano Tonelli y Ly una R-modificacién. Fijamos x € R. Si
(x,T) € Apr un punto critico de la accion Ar, 4, : Ay — R, entonces (x,T') se corresponde con
una érbita de Lg, y ademads es una Orbita de energia k. En particular, si R es suficientemente
grande, (z,T) también se corresponde con una érbita de L de energia x.

Demostracion. Sea y : [0,T] — M dada por y(t) = z(¢/T"). Primero vamos a probar que y es
solucién de la ecuacién asociada a L. Para ello, cubrimos ([0, T]) por imégenes U C M de
cartas U C R". Basta con probar que y es solucién en cada interseccién y([0,7])N U, y como el
argumento es local, vamos a asumir que vale y([0,7]) C U C R", donde y no necesariamente
es un loop, solo precisamos que x € H'(M). Anotamos

L, (%) ::/0 (zl;)(y(s),y(s)) ds.

Entonces,
TroLy, . oLy, ..
dam Anyen(©0) = [ 500 ¢+ 500 ¢ (257)
TToLy, . :
:LQC‘5+A |:8v0<y7y)_LQ:|'Cdt

=0.

Recordar que y(t) = x(t/T), {(t) = £(t/T). Por otro lado, tenemos |(Lo)q(y, %) < C(1+ [9]2)
y @ € HY(M), por lo que vale (Lo)4(y,y) € L*([0,T],R™) y L, es (absolutamente) continua
en [0,7]. En particular, se sigue que L, estd acotada y pertenece a L%([0,T],R"). Por otro
lado, (Lo)y(y,9) € L*([0,T],R™) ya que z € HY(M).
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Notar que si tomamos ( tal que ((0) = ((7") = 0, entonces

TroLy, . :
/O[J(y,y)—ﬂ_dq}-(dtzo.

Por el Lema [2.5.2] existe A € R™ tal que (L), (y(t),y(t)) = A+ Ly(t) en casi todo punto.
Ahora vamos a justificar que esta igualdad en realidad vale en todo punto. Como L, esta
acotado, entonces (Lg)y(y, ) estd acotado en casi todo punto, pero al ser L superlineal, se
sigue que ¥ esta acotado en casi todo punto. Por el Lema tenemos que exista una tnica
v :[0,T] = R™ tal que (Lo),(y(t),v(t)) = A+ Ly(t) es constante en todo punto, y ademds
coincide con 7 en casi todo punto. Ahora bien, usando que y es absolutamente continua, vale

y al ser v continua se sigue que y es derivable en todo punto, de lo que deducimos y = v. Es
decir, acabamos de probar

0Lg .
W(y(t), y(t)) = A+ Lg(t), Vtelo,T].
Como g(t) es continua, el lado derecho de la igualdad anterior es diferenciable y tenemos

e (0.9(0) = 52 (0.9,

Concluimos que ¥ es una solucién C' de la ecuacién de Euler-Lagrange de Lg. Més atin, por
la teorfa de ecuaciones diferenciales, sabemos que si Ly es C™ 12, entonces y es C", por lo que
tenemos que y es suave.

Al ser solucién, se tiene que Er,(y(t),y(t)) es constante. Ademas,

a-ALo +rK
orT

/ (k= Ery(y,9)) dt =0,
(z,T)

de lo que se sigue que Er,(y,y) = k.

Notar que ain nos falta probar ¢(0) = y(T), es decir, que se pega bien la curva al cerrase.
Tomamos una carta U C R™ con imagen UcC M tal que contiene y(0), y nos restringimos a
trabajar con campos ¢ sobre y que estan soportados en la componente conexa de y([0,7])N U
que contiene a y(0). Como ya sabemos que y es una 6rbita de Lo, integrando por partes en

(2.5.7), obtenemos

oL T oL d o
oy iaen@0) = 22000 0) o)+ [ [22 ) - £ 800.0)] - car

[%V@Wm>i$umwﬂf@+m

si asumimos ¢(0) = ¢(7). Entonces, (Lo),(y(T),y(T)) = (Lo) ( (0),9(0)). Finalmente, como
y(T) = y(0) y v = (Lo)u(y(0),v) es inyectivo (por el Lema [2.5.1]), concluimos §(T') = ¢(0).
Atn nos falta probar la 1iltima afirmacién. Tomamos el R de la Proposicién De
esta forma, L y Ly coinciden en un entorno de E} ' (k) = Egol(m), y se sigue que sus derivadas
coinciden en Egl(/ﬁi). Entonces, sus respectivas ecuaciones de Euler-Lagrange también son
iguales en Egl(fi). En particular, ambos Lagrangianos tienen las mismas soluciones en el

nivel de energia k.
O
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Observacién 2.5.8. A nosotros nos interesan las drbitas periédicas, y por eso ese que tra-
bajamos en el espacio de loops. Sin embargo, de la prueba anterior también se sigue de que
si consideramos las curvas que unen dos puntos fijos y restringimos la accién a ese espacio,
entonces los puntos criticos son soluciones a la ecuacién de Euler-Lagrange.

Una consecuencia del teorema anterior es que para verificar que (x,T) se corresponde con

., 0A . .
una solucién de Lg, basta con probar que 850 = 0. Para ver esto, definimos la funcion de
energia promedio, que es e : Aj; — R dada por

1
e(z,T) = /0 Er, (2(t), #(8)/T) dt.

Consideramos la siguiente observacién inmediata para poder referirnos a ella en el futuro.

Observacion 2.5.9.

DAL,
oT

De esta observacién y el Teorema concluimos lo siguiente.

(x,T) = —e(z,T).

Corolario 2.5.10. Si (z,T) € Ajs es tal que

O0AL,
ox

(va) =0,

entonces (z,7T") se corresponde con una solucién de Lo con energia e(x,T).

Demostracion. Recordar que Ar4x(z,T) = Ar,(x,T) + £T. Entonces, para cualquier x € R

1
o 0 = 9ALo (2,T) = OALo+n (2,T)
9z U oz T
DALy +r DAL,
ar @)= *r

Por la Observacion m se concluye tomando k = e(z,T) y aplicando el Teorema m
O



Capitulo 3
Minimax

En esta seccién vamos a presentar un método para probar la existencia de puntos criticos
para funciones f : N — R que tengan cierta regularidad, en donde N es una variedad de
Hilbert. El resultado que probaremos es un caso particular de la Proposicién 6.3 de [Con06).

3.1. Teorema del paso de la montana

Conviene arrancar con el Teorema del paso de la montafia, que en definitiva es una version
simplificada de lo que vamos a hacer. El setting es el siguiente. Consideremos un espacio de
Hilbert real H y f : H — R de clase C'!. Supongamos que {f < a} no es conexo, y podemos
escribir {f < a} = AU B con A, B abiertos disjuntos no vacios. Asi podemos pensar que A y
B son dos valles. Definimos

F :={curvas en H con un extremo en A y otro en B}.
Definimos el minimax de f en F como

= inf mé& .
i fof i S (@)

Notar que a < ¢ < 400, pues todas las curvas consideradas cortan el conjunto (AU B)¢ =

{f>a}.
Lo que estamos haciendo es tomar todas las curvas que unen A y B, y ¢ nos dice cual es
la altura minima que debemos subir para pasar de un valle a otro. Intuitivamente, ¢ deberia

ser un valor critico de f, pero esto es falso.

Ejemplo 3.1.1. Consideremos la funcién f(z,y) = e* — y? definida en R2. Esta funcién no
tiene puntos criticos, sin embargo tenemos

lim f(—n,0) = lim e " =0,

lim df(—n,0) = lim e "dz = 0.

Notar que de aqui no podemos extraer una subsucesién convergente. Podriamos decir que el
punto critico “estd en el infinito”. En definitiva, es un problema de compacidad.

Para evitar este problema es que consideramos la siguiente definicién.

Definicién 3.1.2. Sea N una variedad de Hilbert Riemanniana y f € C11(N,R). Decimos
que (x,) es una sucesion de Palais-Smale al nivel ¢, o (PS). de forma abreviada, si

M [df (zn)[| =0y lm f(an) = c.

25



26 CAPITULO 3. MINIMAX

Se dice que f satisface la condicion de Palais-Smale restricta al nivel ¢, o (PS). de forma
abreviada, si toda sucesion de Palais-Smale tiene una subsucesion convergente.

Notar que los puntos limite de sucesiones (P.S). son valores criticos de nivel c. El siguiente
resultado es el teorema del paso de la montana, el cual nos asegura la existencia de puntos
criticos de f : N — R asumiendo regularidad de la funcién. Para una prueba detallada, ver
Teorema 1.3 de [Abb13].

Teorema 3.1.3. Sea f € CY(H) que satisface (PS).. Supongamos que el conjunto {f < a}
no es conexo, y sea ¢ como el definido antes. Entonces, f admite una sucesiéon (PS)., y ¢ es
un valor critico.

Veamos la idea de la prueba. Supongamos por absurdo que existe un € > 0 tal que
|ldf|| > € en el conjunto {|f — ¢| > e}. Anotamos 1, al flujo =V f, el cual vamos a asumir
que es positivamente completo, es decir, que estd definido para todo tiempo positivo. Por la
definicion de ¢, podemos considerar una curva que esté por debajo de ¢ + . Es decir

c+ e
c
c—¢€

Y

Como en [c — €, ¢+ €] el gradiente estd lejos de ser cero, al fluir suficiente tiempo la curva
queda por debajo del nivel ¢ — €.

c+e
c
c—¢

WO

Esto contradice la definicién de c.

Al tener f € O, en general, el flujo ¢, no es positivamente completo. En |[Abb13] se
evita este problema estudiando el flujo de —V f/4/1 + ||V f]|?, mientras que en este texto lo
haremos asumiendo que 1, es relativamente completo, que es mas débil que ser positivamente
completo.

3.2. Principio general del Minimax

El objetivo de esta seccién es probar un resultado mas general que el teorema del paso de
la montana, llegando asi al Teorema Esto lo haremos siguiendo |[Con06].

En esta seccién, N va a ser una variedad de Hilbert Riemanniana. Es decir, podemos
pensar N = Ays. Sea f: N — R un mapa Ch!. A priori, el flujo gradiente v; de —f solo es
un flujo local. Dado p € N, definimos

a(p) :=sup{s > 0:t— Y (p) estd definido para t € [0, s]}.

Decimos que el flujo ¢y de —V f es relativamente completo en [a < f < b] si para todo p € N

tal que a < f(p) < b, vale a(p) = 400 o bien f(¢5(p)) < a para algin 0 < 5 < a(p).
Decimos que una funcién 7 : N — [0,400) es un tiempo admisible si T es continuo y

0 < 7(z) < a(z) para todo x € N. Es decir, un tiempo admisible le asigna a cada punto de
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N cuanto tiempo va a fluir, y se hace esto de forma continua. Dado un tiempo admisible 7 y
un subconjunto F C N, definimos

F; = {¢T(m) HF S F}

Observacion 3.2.1. El paso clave de esta seccion es justificar la existencia de un tiempo ad-
misible que nos permita repetir el absurdo del teorema del paso de la montana. Los siguientes
lemas apuntan a eso.

Dados ¢ € R, § > 0 definimos
Kei={z e N: f(x) = c, df(z) = O},

B.s:={x € N :d(z,K.) < 6},
Ves :={z e N:|ldf(x)|| <9, |f(z) — | <}

Lema 3.2.2. Sea f : N — R una funcién C'. Si f cumple la condicién de Palais-Smale al
nivel ¢, entonces

1. K. es compacto.
2. La familia {B.s}s>0 es un base de entornos de K.
3. La familia {V,s}s>0 es un base de entornos de K.

Demostracion. 1. Por (PS)., toda sucesién en K, tiene una subsucesién convergente. Como
df es continuo, el limite también pertenece a K..

2. Trivial.

3. Supongamos que es falso. Entonces, existe un entorno U de K. y una sucesién (x;,)
tal que xz, € V, 1/, NU°. Por (PS)., existe una subsucesién convergente (rp, ), con
z = limy, xp,. Como f € C*, entonces z € K., lo que contradice que z,, ¢ U para todo
n.
O

Lema 3.2.3. Sean f: N — R una funcién C>! y ¢ € R. Supongamos que

(a) f satisface (PS)e.

(b) El flujo —V f es relativamente completo en [c — ey < f < ¢+ ] para algin &y.

(c) K=o

Entonces, existen 0 < € < § < 1 tales que existe un tiempo admisible 7(x) que satisface
F.Cc[f<c—¢], 7(x)=0en|[|f—c|>4d],

siendo F = ([f < c+¢]).

Demostracion. Como K. = &, por el Lema existe un 0 < § < min{1,ep} tal que vale
para todo x € N vale alguna de las siguientes dos condiciones:

ldf (z)| >0, |f(z) —c| > 0. (3.2.4)

2
0<5<m1’n{€0 é 5}.

Consideramos ¢ tal que

27272



28 CAPITULO 3. MINIMAX

Sea A : R — [0, 1] una funcién suave tal que

0 silz—c|>9,
A(x) = .
1 sile—¢l <6/2.

Como f € O entonces el campo de vectores Y () = —A(f(z))Vf(z) es localmente Lips-
chitz. Anotamos ¥y el flujo de —V f, y ns el de Y. Notar que este ultimo es una reparame-
trizacién del primero tal que los puntos en {|f(z) — ¢| > 0} son fijos. Al tener § < eg, de la
hipétesis (b) se sigue que 75 es completo.

Definimos 7(x) como () () = n1(x). Es claro que satisface 7(z) = 0 si [f(z) — ¢| > 0.
Ahora vamos a probar que 7 es continuo. Si anotamos 7s(x) = (s ) (), tenemos

ot

_%Vf(ns(x))

Y(ns(m)) = —)\(f(ﬂs(x)))vf(ﬁs(l’)) =

Entonces,
1
S A @), t(1,7) = () = /0 A () ds,

por lo que 7(x) es finito y continuo.

Nos falta probar que F; C [f < ¢ —¢]. Sea z € [f < ¢+ €]. Supongamos que existe un
s € 10,1] tal que |f(ns(x)) —¢c| > §/2. Al ser s — f(ns(x)) decreciente y en s = 0 tener
f(z) <c+e <c+d/2, obtenemos

FWro(@) = Fm(a)) = inf (@) <e—§ <c—c.

s€[0,1]

Sea x € [f < ¢+ ¢]. Ahora asumimos que |f(ns(z)) — ¢| < §/2 < § para todo s € [0, 1]. De

(3.2.4) se sigue que
Vi) =5, Vs € [0.1].

Entonces,
1
(@) = f(z) - /O (V1 (a(2)), Y (ns(2))) ds
1
Cete- /0 (£ (1)) 19 £ (1s(2)) | ds

1
—cte- /0 IV £ (ns() | ds
<c4e—62
< c—E.
]

Sea F una familia de subconjuntos F' C X. Decimos que F es invariante hacia adelante
si F. € F para todo F' € F y cualquier tiempo admisible 7. Definimos

c(f,F) = }%Ielffsggf(a:)

Ahora vamos a probar que, bajo ciertas hipdtesis, se tiene Ky r) # &. La idea es que
al suponer K. r) = @, usando el Lema podemos construir un tiempo admisible que
contradice la definicién de c(f, F).
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Teorema 3.2.5. Sea f: N — R una funcién C'!. Sea F una familia de subconjuntos de N.
Supongamos que

1. F es invariante hacia adelante.

2. c:=c(f,F)eR.

3. El fluyjo —V f es relativamente completo en [c —e1 < f < ¢+ ¢1] para algin €1 > 0.

4. f satisface (PS)..
Entonces, K. # @. Es decir, existe x € M tal que f(z) = cy df(z) = 0.

Demostracion. Supongamos que K. = @. Sean ¢ y § los dados por el Lema Por la
definicién de ¢, existe un F' € F tal que F' C [f < ¢+ ¢]. Por el Lema existe un tiempo

admisible 7 tal que F. C [f < ¢ — €], lo que contradice la definicién de c.
L]

Observacién 3.2.6. Basta con considerar tiempos admisibles 7(z) tales que 7(z) = 0 si
f(x) < c¢— 9 para algun 0 > 0. Notar que esto no modifica el valor de ¢(f, F) y la prueba de
la Teorema [3.2.5| solo usa este tipo de tiempos admisibles.

Nos va a resultar 1til el siguiente caso particular del teorema anterior.
Corolario 3.2.7. Sea f : N — R una funcién C*!. Supongamos que
1. c:=inf,en f(x) > —o0.
2. El flujo de —V f es relativamente completo en [c — e < f < ¢+ ¢] para algun € > 0.
3. f cumple (PS),.

Entonces, ¢ es un valor critico de f.
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Capitulo 4

Energias altas

Nuestro objetivo de esta seccién es probar la existencia de érbitas periddicas no homotopi-
camente triviales si consideramos energia suficientemente alta. También vamos a dar algo de
informacién en el caso de que la variedad sea simplemente conexa. La energia a partir de la
cual podemos asegurar esto estd dada por el valor critico de Mané.

Definicién 4.1. El valor critico de Mané (asociado a un Lagrangiano L) es
cy(L) :=mf{x e R: Apyx(2,T) >0, ¥Y(z,T) € Aps con z homotépicamente nula, 7" > 0}.
Ma3s concretamente, lo que vamos a probar es lo siguiente.
Teorema 4.2. Sea L un Lagrangiano Tonelli. Supongamos que x > ¢, (L). Entonces

(1) Si M no es simplemente conexa, entonces E; (k) contiene una érbita periédica que mi-
nimiza Ary, en cada componente conexa de Aj; no homotépicamente trivial. Es decir,
si se restringe el operador a una componente conexa de Aj; no homotépicamente trivial,
siempre existe un minimo de Az .

(2) Si M es simplemente conexa, entonces E;l(n) tiene una Orbita periédica con accién
positiva Ar .

Pruebas de este teorema se pueden encontrar en |[Con06| (aqui se asume uniformemente
convexo en lugar de Tonelli) y en [Abbl3|, y son muy parecidas. La idea de esta seccién es
dar una mezcla de ambas, aprovechando asi para presentar resultados e ideas que usaremos
en las siguientes secciones

Durante este capitulo, L siempre va a ser un Lagrangiano Tonelli y Ly un Lagrangiano
cuadrético y convexo. Consideramos constantes positivas A, B, C, D tales que

Clv|* — D < Lo(q,v) < App|* + B, Clv]* =D < Ep,(q,v), V(g,v) € TM. (4.3)

Ademids, dado (z,T') € Ay, anotamos y a la curva y : [0,7] — M dada por y(t) = z(t/T).

La prueba del Teorema [4.2] consiste en aplicar el Teorema [3.2.5]a la accién a tiempo libre.
Lo que haremos sera probar el resultado para cualquier R-modificacién Ly de L. Asi, usando
una R-modificacién adecuada, vamos a justificar que podemos obtener una érbita periddica
de L.

31
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4.1. Completitud relativa de la accion

En esta seccion probamos que la acciéon del Lagrangiano es relativamente completa en
ciertos niveles, o restricta a una clase de homotopia no trivial.

Lema 4.1.1. Si 0 ¢ [a,b] C R, entonces el flujo gradiente de Af, 4+, en Ajs es relativamente
completo en [a < Ar,4x < b].

Demostracion. Consideramos f = Ar,4x : Ay — R. Sea ¢ el flujo de Y = —V f. Entonces,

to t2
fWu () = F(W(p) == | VI(¥s(p) - Y(¥s(p)) ds = /t 1Y (¥s(p))IP ds. (4.1.2)

t1

Usando Cauchy-Schwarz tenemos

to 2 t2
d(tr, (p), ¥ (p))” < [/ IIY(%(}?))IIdS} < Itz—tll/t 1Y (s (0))1* ds,

t1

y luego
A, (p), ¥, (p))” < Ita — ta|F (6, (9)) — F (01, (D)) (4.1.3)

Sea I = [0,«) el intervalo maximal en el que estd definido el flujo ¢t — 1;(p). Supongamos
que a < f(i¢(p)) < b para todo t € I, y a partir de esto queremos llegar a un absurdo. Por la
desigualdad (4.1.3), para toda sucesién s, T a tenemos que n — ¥, (p) = (zs,,T(s,)) es una
sucesion de Cauchy en Ay Nja < f < b]. Entonces,

Ty :=1imT(s) € [0,+00) existe.
sta

Ahora discutimos segun el valor de Tjy. Supongamos que 0 < Ty < +o00. Como todas las
sucesiones del tipo {v, (p)} son de Cauchy, entonces existe limgpq 1s(p) = ¥a(p), y pertenece
a Ay ya que Ty # 0. Como f es C1!) podemos extender la solucién t — ¢;(p) en t = a, lo
que contradice la definicién de a.

Nos queda ver el caso Tp = 0. En este caso, tiene que existir una sucesion s, T « tal que

d

—T(sp) <0.
ds (sn) <0

Anotamos T;, = T'(sp), yn(t) = x5, (t/T},). Usando las cotas (4.3)), tenemos

d OALy 1 1 (T . C / L
0>-—-T = — o = — — E dt > —k — D + — dt.
- dS (Sn) aT K + Tn 0 LO (yn>yn) - K + Tn 0 |yn|

Como T;, — 0, vale
Tn
h’m/ |9 |2 dt = 0.
mJo

Ahora usamos las desigualdades para el Lagrangiano, obteniendo

T, T,
C/ |2 dt + Tp(k — D) < A ir(n, Tp) < A/ |2 dt + Tn(B + k).
0 0

Al tomar n — oo, ambos extremos de la cadena de desigualdades tiende a cero, por lo que
deducimos lim,, Apyx(xs,,Tn) = 0. Como Ar,1x(xs,,Tn) € [a,b] y 0 ¢ [a,b], llegamos a un
absurdo.

O
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En la prueba anterior la hipdtesis de que 0 ¢ [a,b] la usamos para evitar el caso en que
el periodo de los loops tiende a cero. Esto lo podemos evitar de otra forma, por ejemplo, al
restringirnos a trabajar en una componente conexa no homotépicamente trivial de Ap;. Ahora
vamos a probar esto, pero primero necesitamos unos lemas.

Lema 4.1.4. Dados &, A1, A9, existe A = A(k, A1, A2) > 0 tal que si (z,7) € Ay satisface
Arg+r(z,T) < A1 vy T < Ao, entonces vale

{(z)? T L[t
< ds = — dt < \.
< [k [Capas

En particular, si T'— 0, entonces £(z) — 0.

Demostracién. Volvemos a usar las cotas (4.3]). Notar que
)\1 Z ‘ALO—‘—H(:L" T)
T
— [ (Lalw) - ) ds
0
T
> c/ 9 ds — (D + %)T
0
T
> c/ P ds — (D + |s|)T.
0

Por Cauchy-Schwarz, vale

2

T
< T/ 9] ds.
0

= ([ 1ilas)

2 T
{(x) S/ 912 ds < M+ (D+ |&)T < A+ (D+ |/<;|)>\2.
0

Juntando todo, tenemos

T C - C
O

Lema 4.1.5. Sea A, una componente conexa de Ajy; no homotdépicamente trivial. Entonces,
para todo A > 0 vale

mf{T >0: (z,T) € A, Arg+x(z,T) < A} > 0.

Demostracion. Como M es compacta, entonces inf{l(z) : (z,T) € Ay} > 0. Concluimos
usando el Lema [£.1.41
O

Corolario 4.1.6. Sea A, una componente conexa fija de A s con clase de homotopia no trivial.
Entonces, para todo a,b € R con a < b el flujo gradiente de Ar, 4, en A, es relativamente
completo en [a < A 4, < b].

Demostracion. Por el Lema tenemos que el caso Ty = 0 de la prueba del Lema no
sucede.
O
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4.2. Sucesiones de Palais-Smale para la accién

Ahora vamos a estudiar a las sucesiones de Palais-Smale (x,,, T;,) para el operador Af 1.
Notar que si T,, — 0, entonces (z,,T,) no tiene ninguna subsucesién convergente en A ;. El
siguiente resultado muestra que esto solo puede pasar al nivel cero.

Lema 4.2.1. Sea (z,,.T},) una sucesién (PS). de A 4. tal que T,, — 0. Entonces, ¢ = 0.

Demostracion. Sea yy(t) = x,(t/T),). Como (x,,T,) cumple (PS)., tenemos

a -:1/T"(E ( ')—H)dt:—%(;x T,) — 0
n - Tn 0 Lo\Yns Yn oT nydn .

n—oo

Por otro lado,

S e P c (M,
an> = [ (Clim|? =D —k)dt=— | |gn|?dt — (D + k).
T, Jo T, Jo

Notar que «,, es una sucesion acotada, y entonces al tomar n — oo deducimos
Ty T
/ |9 | dt < %(an + D+ r) = O(Ty).
0

Notar que también vale

T T,
c/ nl2dt + Ty (5 — D) g/ (Lo(yns i) + ) dt
0 0
- ALO—H@(xnaTn)

Tn
<A [l e+ 1D+ ).
0

Al tomar n — oo, ambos extremos de la desigualdades son de orden O(T},). Como T, — 0,
concluimos que Ar, 4. (zn,T5) = 0, y por lo tanto ¢ = 0.
O

El siguiente resultado nos dice que las sucesiones de Palais-Smale que estan acotadas y
lejos de cero son siempre compactas.

Lema 4.2.2. Sea (x,,T),) una sucesién de Palais-Smale para A4, tal que existen constantes
T* y T, tales que 0 < Ty, < T, < T"* < co. Entonces, (z,,T},) es compacto en Ajyy.

Demostracién. A menos de tomar una subsucesién, podemos asumir T,, — T' € [T}, T*]. Notar
que

c+o(l) = Apgtu(xn, Th)

1
_T /0 [Lo(@n, &n/Tn) + K] ds

c . .
> =kl — 77D —
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Entonces, ||Z]|2 estd uniformemente acotado y (x,) cumple

/

dist(xn(s'),xn(s))gf ()] dt < |5 — s[Y2]Jdn]lo.

Por el teorema de Arzela-Ascoli, a menos de tomar una subsucesion resulta que (z,,) converge
uniformemente a algin =z € C(S',M). En particular, (z,) eventualmente pertenece a la
imagen de una parametrizacién ¢, inducida por un mapa suave ¢ : [0, 1] x B, — M. Conviene
recordar que la imagen de la parametrizacién es C°—abierta. Entonces, z, = ©.(&,) para
&, € HY(B,) y es una sucesién de Palais-Smale para el funcional

~ 1 ~ .
AET) =T /O To(s.&.€/T) ds

donde el Lagrangiano Ly € C>(]0, 1] x B, x R™) se obtiene al hacer el pull-back de Lo+ por
. Notar que (£,) converge uniformemente a algin £, pero como ||&, |2 estd acotada, podemos
asumir que converge débilmente a ¢ € H'(S', B,). Debemos probar que esta convergencia en
realidad es fuerte.

Notar que existe una constante C' tal que

%Iglo(s,q,v) < C(1+ v]?), %(s,q,v) <C(1+v]), V(s,q,v)€]0,1] x B, x R™.

(4.2.3)
Como (&, T;,) es una sucesién de Palais-Smale, vale

o(1) = dA(&n, Tn)[(&n — €,0)]

o (o 2) cforn [ [ §) el

Por la primer cota de (4.2.3) y la convergencia uniforme de &, — &, la primera integral tiende
a cero. Al tener que (7),) esta lejos de cero, deducimos

/0 [%Lo ( En, ‘SZ) ) énT; é]ds = o(1). (4.2.4)

Por la convexidad de Zg, existe § > 0 tal que

9L
T;)(s,x,v)[u,u} > blul?,  V(s,z,v) €[0,1] x B, x R", u € R",
v
donde estamos anotando awio(s, q,v)[u,u] :=ut- Gm,zo(s, q,v) - u. Entonces,

dLo Ein (& —€\ 9Ly gg' (¢
v T, T, v ", T,
Lo?L £ €€
:/0 81}20<S,£n’7‘n+0- Tn )

. ‘19

én_é §H_§

d
T, 1, |

Integrando en s y usando (4.2.4), obtenemos

o) [ 220060 2} sz L itz (425)

n
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Por la segunda cota de 1' la sucesién OUZO(S, &n, € /T,) converge fuertemente en L?. Como
(&, — &) converge débilmente a 0 en L?, deducimos que la integral del lado izquierdo de 1|
tiende a cero. Concluimos que (&,) converge a & fuertemente en H'.

O

Observacion 4.2.6. Se puede debilitar un poco el lema anterior. Notar que en realidad no
estamos usando que ||dAL,+x(2n, Ty)|| — 0, si no que basta con pedir

|‘dv4Lo+ﬁ(13na Tn) |T$AM x{0} ” — 0,

o equivalentemente,
0AL,
Ox

Corolario 4.2.7. Sea (x,,T),) una sucesioén tal que Ar,tx(zn,T),) — ¢, para algin c. Ademds
supongamos que 8“;;0 (xn, Tn) — 0, y que existen constantes T y T} tales que 0 < T, < T,, <

T* < oo. Entonces, (x,,T,) es compacto en Ay.

Notar que hasta ahora no hemos usado que el nivel de energia es mayor a ¢, (Lg). Ahora si
va a ser importante, porque en general Ay, puede tener sucesiones de Palais-Smale (x,, T},)
con T}, no acotado. Sin embargo, esto no pasa si k > ¢,(Lg). Para probar esto, usaremos el
lema anterior y el siguiente resultado.

Lema 4.2.8. Si k > ¢,(Lo), entonces Ar,, 1, estd acotado por debajo en cada componente co-
nexa de Aps. Sik < ¢,(Lo), entonces Af, 4, 00 estd acotado por abajo en ninguna componente
conexa de Ayy.

Demostracion. Supongamos que k > ¢, (Lg). Sea v : R/Z — M un loop en cierta componente
de Ay fija. Sea v : [0,T] — M el levantado al cubrimiento universal 7 : M — M. También
levantamos la métrica a M , y como estamos trabajando en una componente conexa fija de
Ay, entonces dist(Y(T),7(0)) estd acotado uniformemente. Usando Lo(q,v) < Alv|> + B,
podemos acotar la accién en funcién del largo de la curva, y por lo tanto existe un camino
a:[0,1] = M desde ¥(T') hasta 7(0) con accién uniformemente acotada

~ 1 ~ .
Apyon(@) = /0 (Fo(@, &) + #) dt < A,

siendo EO el Lagrangiano obtenido al levantar Lo a T’ M.Sia:=mo «, al componer las curvas
~v#a obtenemos un loop contractible en M. Como k > ¢, (L), tenemos

0< ALo-‘rH('Y#O‘) = AL0+R(7) + ALO-H@(O‘) = ALo-&-n('}/) + “ZL(H-H(&) < AL0+R(7) + A,

y concluimos Ar,4.(7) > —A.

Si k < ¢yu(Lo), entonces existe una curva contractible a tal que Ar,4.(a) < 0. Sea =
cualquier curva en Ajs. Ahora consideramos la siguiente curva que estd en la misma clase de
homotopia de v: primero unimos v(0) con «a(0) por algiin camino, luego recorremos n veces
a, volvemos a ~y(0) por el camino inverso, y finalmente recorremos ~y. Al ir aumentando el n,
obtenemos curvas en la clase de homotopia de v con accién arbitrariamente negativa.

O

!Uniforme en el sentido de que no depende de 7, pero si depende de la componente conexa de Ay que
fijamos.
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Proposicién 4.2.9. Sea k > ¢,(Lo) y (xn,T,) una sucesién de Palais-Smale para Ar, . en
una componente conexa de Ajp; dada. Si existe una constante Ty tal que T;, > T, > 0, entonces
(zn,T),) es compacta.

Demostracion. Por el Lema basta con probar que (7},) estd acotado por arriba. Notar
que

ALots(®,T) = Apgte, 1) (@, T) + (5 = cu(Lo)) T
Entonces vale

1
Th = ———~ (ALgtx (xnaTn) - ALO+CH(L) (xn,Tn)).

Kk — cy(Lo)
Notar que Ar,4x ($n,Tn) estd acotado por ser (z,,T,) una sucesiéon de Palais-Smale,
mientras que Ap i, (r)(Tn, 1) estd acotado por abajo por el Lema Concluimos que

(T},) es una sucesién acotada, y en definitiva (x,,T,) es compacta.
]

4.3. Demostracion del Teorema

Antes de poder hacer la prueba, precisamos unos tultimos comentarios. Recordar que Ay
no es una variedad completa, y el problema esta cuando el periodo de los loops tiende a cero.
Fl siguiente resultado nos dice qué sucede con la accién cuando el periodo tiende a cero.

Consideramos la descomposicién H'(S*, M) = Ag LI Ay, siendo Ag los loops contractibles.

Lema 4.3.1. Sea (x,,T},) una sucesién en Ay tal que T,, — 0.

» Si(z,,T,) € Ay xRT, entonces Ap, 1 x(Tn, Tr) — +00. Es decir, los subniveles { A+, <
¢} son completos en A; x RT.

» Si (2, T;,) € Ag x RT, entonces liminf,, Ap,1x(2n, Tn) > 0.

Demostracion. Usando la notacién de (4.3)), tenemos

Apgsn(@,T) =T / (Lol #/T) + ) dt

S1
-2

ZTLAC?2+D+@ﬁ

.12
= — — (D — r)I
. ||~ dt — ( K)

C
Z?HML%D—@ﬂ

siendo £(x) el largo del loop z. Importante notar que el largo de los loops no contractibles
en M estd acotado por abajo por una constante positiva. De las desigualdades anteriores se
siguen directamente ambas afirmaciones del lema.

O]

Observacion 4.3.2. Anotamos A. al conjunto de las curvas cerradas y continuas en M.
Consideramos un natural ¢ > 2. Un mapa f : S* — M con clase de homotopia o puede ser
visto como una familia de mapas T’ : S¢=! — A, x RT. Sea G el conjunto de todos estos mapas
correspondientes a la clase de homotopia o y sea F la familia de los conjuntos I‘(Sl_l), I'eg.
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Si asumimos que M es simplemente conexa y £ es el menor natural tal que el grupo de
homotopia 7y es no trivial, por el Teorema 2.1.8 de [KI1i78|, vale

inf sup f(xs) =:p >0,
FGgseslIzl ( 8) P

donde T'(s) = (x5, Ts).

Ahora vamos a probar el Teorema [4.2] pero para Lagrangianos cuadraticos y convexos.
Una vez tengamos esto, usando R-modificaciones adecuadas, podemos generalizar el resultado
para Lagrangianos Tonelli.

Lema 4.3.3. Sea L un Lagrangiano cuadrético y convexo. Supongamos k > ¢, (Lg). Entonces

(1) Si M no es simplemente conexa, entonces EZDI(F;) contiene una o6rbita periddica que mi-
nimiza Ar,4. en cada componente conexa de Aj; no homotépicamente trivial. Es decir,
si se restringe el operador a una componente conexa de Ajs no homotépicamente trivial,
siempre existe un minimo de A 4.

(2) Si M es simplemente conexa, entonces Egol(/{) tiene una Orbita peridédica con accién
positiva Arg 1.

Demostracion. (1) Supongamos que 71(M) # 0. Sea « € [S!, M] una clase de homotopia no
trivial, y Ao la componente conexa de Ajs correspondiente a «.. Por el Lema[f.2.8, Ar 4,
estd acotado por abajo en A,. Sea (zy,T),) una sucesién de Palais-Smale para Ar .
Por el Lema sabemos que (7},) estéd lejos de cero, por lo que la Proposicién
nos asegura que A+, satisface la condicién de Palais-Smale en A,. Finalmente, por el
Corolario [4.1.6] estamos en las hipdtesis del Corolario y concluimos que el minimo
es alcanzado.

(2) Al ser M cerrada, existe un minimo ¢ > 2 tal que el grupo de homotopia 7;(M) # 0 es
no trivial. Sea o € [SY, M| no trivial. Sea F el conjunto de la Observacién Se tiene
que F es invariante hacia adelante, y al ser o no trivial, vale

inf sup 4(zg) =: p > 0.
Fegsesllzl ( S) p

Recordar que existen constantes positivas tales que C|v|— D < Ly(q,v) para todo (g,v) €
TM. Podemos asumir D > k. Si (x,T) € Aps es una curva cerrada de largo ¢(x) > py
accién acotada Ar,1.(z,T) < a, entonces

() = [/01 ]a‘;\dtr < T/Ol @2 dt.

a> Apgpn(z,T)

1
:T/O (Lo(z/T,3/T) + k) dt

v

NlQ8IQ S

T |x’2

0
{(z)? — (D —r)T

A\

Vv

p? — (D —kK)T.
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Entonces, (D — k)T? + oT — Cp? > 0. Como T > 0, si D es suficientemente grande,
tenemos

s Ot Va?+4(D — k)Cp?

=:d
= 2(D — ) >0

Se sigue que
ALyin(@,T) > Apyyes 1)@ T) + 5 = cu(Lo)|T = 0+ [k — cu(Lo)ld > 0.
En definitiva, probamos

c:=c(Argtr, F) = llrelg sgl;)l Apoiwx(xs, Ts) > [k — cu(Lo)]d > 0.
s€E0TT

Ahora lo que queremos hacer es aplicar el Teorema [3.2.5] con M = Ay, F la familia de
los conjuntos I'(S'™1), T € Gy f = A, 1x. Como ¢ > 0, por el Lema existe € > 0
tal que —V AL 4, es relativamente completo en [c —e < A 4, < c+¢]. Lo tinico que nos
falta verificar es que Ar, 1, satisface (PS).. Sea (z,,T,) una sucesién (PS),. Por el Lema
tenemos que (7},) estd lejos de cero, entonces el Lema nos permite deducir que
Ap,+x satisface (PS).. Ahora si podemos aplicar el Teorema y concluir que existe
un punto critico de A4, en Apy.

O

Ahora nos resta generalizar el resultado para Lagrangianos Tonelli. Para ello, precisamos
el siguiente resultado, que es el Lema 19 de [CIPPOO].

Lema 4.3.4. Sea L un Lagrangiano Tonelli. Entonces, existe R > 0 tal que
E;Yk) C{(g,v) € TM : |v| < R} para todo k < ¢, (L) + 1.
Ademas, este R cumple que toda R-modificacién Ly de L satisface
cu(L) = cy(Lo).

Demostracion. Sea H : T*M — R el Hamiltoniano asociado a L. La existencia de R es una
consecuencia de que H es superlineal (Lema y que Hp(q, Ly(q,v)) = Er(q,v).

Ahora, dada una R-modificacién Ly, queremos probar ¢, (L) = ¢,(Lg). Usamos la carac-
terizacién del valor critico probada en [CIPP9S]

cu(L) = inf sugﬁ(q, dqu). (4.3.5)
weC™>(MR) geif

donde M es el cubrimiento universal de M y H es el Hamiltoniano asociado al levantado de
L al cubrimiento universal. N N _
Sea 0 < € < 1. Notar que H(q,p) < cy(L) + € implica Ho(q,p) = H(q,p) < cu(L) + ¢,

siendo Hy el Hamiltoniano del levantado de Lg. Por , existe u € C*°(M,R) tal que
H(q, dqu) < ¢u(L) + ¢, y por lo tanto Holq, dqu) = H(q, dqu) < ¢y(L) +¢. Al ser € arbitrario,
acabamos de probar ¢,(Lg) < ¢,(L). Cambiando los roles de Hy, H, cu(Lo), cy(L) se prueba
la otra desigualdad.

O]

Ahora si podemos probar el teorema para el caso general.
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Demostracidon del Teorema[f.3 Fijamos r > ¢, (L). Consideramos R més grande que los ob-
tenidos en el Lema y la Proposicién [2.3.15] Sea Ly una R-modificacion. Entonces, L y

Lo coinciden en un entorno de E;'(x), y ademds
cu(L) = cu(Lo), Egl(“) = Eiol("{)-

Notar que las ecuaciones de Euler-Lagrange de L y de Lg son iguales en E;l(li), y entonces
las érbitas peridédicas con energia k son las mismas para ambos Lagrangianos. Finalmente,

concluimos la prueba aplicando el Lema
O



Capitulo 5

Accion Abreviada

Hasta ahora hemos trabajado con tres cantidades que son importantes para la mecanica:
la accidn, la energia y el periodo. Sin embargo, no tenemos una féormula que nos relacione
unicamente a estas tres cantidades. Ahora bien, si (z,7T) es una érbita periddica de energia
E, entonces

1
Ap(z,T) :T/O L(z,z/T)dt

T

1 T 1
:T/O ‘;i(x,i/T).TdHT/O [L(:z,ab/T)—gi(a:,ﬂb/T) =

Yo, . .
=, %(x,x/T) ~&dt —TE.

A esta tultima integral la llamamos accién abreviada.

Definicién 5.1. La accion abreviada de (z,T) € Aps es

LoL
W(x,T) := a—(x(t),x(t)/T) - &(t) dt.
0 v
Este funcional es el que esta involucrado en el principio de Maupertuis, el cual dice que las
orbitas de energia k se corresponden con los puntos criticos de la accién abreviada restricta a

curvas holondémicas de energia x.

Nos proponemos presentar un resultado analogo al de la secciéon anterior, pero ahora para
la accion abreviada. Es decir, vamos a probar:

Teorema 5.2. Para todo Lagrangiano Tonelli, existe un nimero real wgy tal que para todo
w > wyp existe una érbita periddica con accién abreviada w.

Este resultado es una generalizacion del Teorema 1 de [Patl5|, en donde se concluye
lo mismo, pero asumiendo que el Lagrangiano es cuadratico en infinito. Cabe destacar que
también hay resultados de este tipo para la accién y el periodo (ver [Patl6] y [Pat24]).

La idea de la prueba es la siguiente. Dada una aproximacién cuadratica Ly apropiada,

definimos el funcional
w— A, (z,T)

T )
el cual depende de un parametro real w. Probaremos que los puntos criticos de este operador
se corresponden con érbitas periédicas de Ly con accidon abreviada w y energia igual al valor

ELo(z, 1) =

41
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critico del funcional. Entonces, lo que queremos hacer es justificar la existencia de puntos criti-
cos, y lo haremos aplicando el Teorema Luego veremos que el punto critico encontrado
también es una drbita de L.

5.1. Preliminares

Definicion 5.1.1. Sean o > 0, R > 0 y L un Lagrangiano Tonelli. Decimos que un Lagran-
giano Lg es una (R, o)-modificacion de L si:

» Lo(q,v) = L(q,v) para todo |v|; < R.
= [, es convexo y cuadratico.
= Lo(q,v) > alv];—c(a) para todo (¢,v) € TM, donde ¢(a) es como en la definicién 2.1.1}

Notar que esto es una generalizacién de la definicién de R—modificacién (Deﬁnici(’)n,
pues toda R—modificacién es una (R, 1)—modificacién. La existencia de esta nueva familia de
modificaciones se deduce del caso particular que ya hemos probado (ver Seccién , como
mostramos a continuacién.

Lema 5.1.2. Sea L un Lagrangiano Tonelli. Fijamos o > 0 y R > 0. Entonces, existe una
(R, a)—modificacién de L.

Demostracion. Sea cq(k) = c(ak), donde c(ak) es como en la Definicién Como L es
superlineal, tenemos L(q,v) > ka|v|;—cq(k), que esto puede ser visto como la superlinealidad
de L con respecto a la métrica «| - |. Por lo tanto, existe una (aR,1)—modificaciéon Lo con
respecto a la métrica «-|. Entonces, Lo(g,v) = L(g,v) paratodo |v|; < R,y ademds Loy(g,v) >
alvlg — cq(1) para todo (q,v) € TM.

]

A partir de ahora, Ly es una (R, «)—modificacién. Conviene recordar a la funcién de
energia promedio e : Ay — R, que estd dada por

1 T
w.7) = [ B i0/Tydt = 5 [ Erylus). i) ds

donde y : [0,T] — M estd dada por y(t) = x(t/T'). De esta forma podemos reescribir a la
accién abreviada como

W(z,T) = AL, (x,T) + Te(z,T).

Proposicién 5.1.3. Si (x,T) es un punto critico de L0, entonces (x, T') se corresponde con
una 6rbita de Ly con accién abreviada w y energia ELo(z, T).

Demostracion. Notar que
851%0 _ 1 0AL,

0= or T 0z

Usando la Observacion tenemos

0— ok w  Ap(z,T)+ Te(x,T) w Wz, T) e(z,T)—EL(z,T)

ar — T1? T2 Tt T T
Por lo tanto, si (x,T) es un punto critico, entonces W(z,T) = w y EL0 (2, T) = e(x,T). Se
concluye aplicando el Corolario [2.5.10

O
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5.2. Demostracion del Teorema

Al igual que en la prueba del Teorema [4.2] vamos a separar la demostracién segin si M
es simplemente conexa o no. Primero vamos a asumir que M es simplemente conexa y luego
comentamos como se resuelve el otro caso.

Como M es cerrada, existe un primer grupo de homotopia no trivial m;(M) # 0. Tomamos
un clase de homotopia no trivial o € [S!, M]. Vamos a volver a utilizar la Observacién m
con la misma notacién. Recordar que al ser ¢ no trivial, por el Teorema 2.1.8 de [KIi78| vale

inf sup {£(zs)=:p>0, 5.2.1
faf sup o) =20 (521)

donde T'(s) = (zs,Ts). Notar que podemos asumir que I' € G es suave por la Observacién

221

Ahora presentamos la familia de aproximaciones de L que vamos a estudiar.

Definicién 5.2.2. Dado un Lagrangiano Tonelli L, ¢(1) su constante de superlinealidad (ver
Definicién 2.1.1)) y k € R, definimos £(k) al conjunto de los Lagrangianos Ly tales que

» [j es una (R, a)—modificacién de L.
» Ly y L coinciden en el conjunto de los (z,7T) tales que Er(x,T) < k.
= Si % < K, entonces £ (F) = EZOI(E).
Notar que el segundo y tercer item nos aseguran que las 6rbitas de Ly con energia menor
a k también son érbitas de L.
Sea I' € G suave. Fijamos kg tal que
ko > ¢(1),
Er(T(s)) < ko, Vse S
Ademas, como estamos asumiendo que I' es suave, existe un wg > 0 tal que
ALt ro(D(5)) <wp, Vse S

En efecto, al ser I' suave, existe K > 0 tal que |@s(t)] < K para todo s € S, t € [0,1],
donde estamos anotando I'(s) = (zs,Ts). También tenemos que existen constantes tales que
0< T, <Ty, <T* < +o0. Si anotamos

h(r) := max{L(q,v) : (q,v) € TM,[v|g <7},
se sigue que para todo s vale

as(t)

s

1
Ay (T(s) =T, [ L (xsm, >dt+Tsﬁ0 <7 <z{<> T,
0

*

Observaciéon 5.2.3. Por construccién, existe I' € G tal que
ALgino(T(8)) <wg, Vs e ST VLo € L(ko).
Observacién 5.2.4. Como L + ¢(1) > 0, tenemos
AL tro(#,T) = Apy ey (@, T) + (ko — ¢(1))T > (ko — ¢(1))T.

Es decir, kg > ¢, (L), y por lo tanto existen 6rbitas periédicas por arriba de este nivel de
energia.
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Lo que vamos a hacer es probar que estamos en las hipdtesis del Teorema Los
siguientes dos lemas demuestran que c(—c‘fﬁo, F) € R para cierta eleccién de w y L.

Lema 5.2.5. ¢(—&L0, F) < —kg para todo w > wp y todo Lo € L(ko).

Demostracion. Por definicién de wy, existe I' € G, I'(s) = (x5, Ts) tal que
Ap(xs,Ts) + koTls < w, Vsé€ g1,

Es decir, vale —EL0(T'(s)) < —rg para todo s € S'~1.

Lema 5.2.6. Para todo w > wy existen x > kg y Lo € L(k) tales que ¢(—EL0, F) > —
Demostracion. Sean a > 0y k > kg tales que

w<ap, 2c(a)<Ek,
siendo p el de (5.2.1). Tomamos Ly € L(k) siendo una (R, a)-modificacién, con el a que
acabamos de considerar. Sea I' € G arbitrario y sgp € S'~! tal que £(x4,) > p. Entonces,

ALo(xsov So + T 20‘/ stoH+ 7_0( )>T30>04p>w.

Por lo tanto, para todo I' € G existe so € S"! tal que
I K
L (T(s0)) 2 5 > .

de lo que se concluye el lema.
O

Nos resta ver que flujo de VELO es relativamente completo y que —EL0 satisface la condicién
de Palais-Smale al nivel c(—é’l{jo, F). El resto de lemas son para hacer esto, y luego ya podemos
terminar la prueba del teorema.

Lema 5.2.7. Sea w > wy y supongamos que {(zy,T},)} es una sucesién de Palais-Smale para
ELo a nivel ¢(—&Lo, F), siendo k y Lg los dados por el Lema Entonces, T), esta acotado
y acotado lejos de cero.

Demostracion. Por contradiccién supongamos que 7T, converge a cero. Por la Observaciéon

[2.5.9] tenemos
0ELo (20, T) = e(Tn, Tp) — EE0 (2, T1) notoo
aT ny+n Tn

> 0,
y por lo tanto
e(xn, T,) — ELo Ui Ny}

Por el Lema vale £Lo(x,,T,)) < k si n es suficientemente grande, y por lo tanto
e(zn, T)) < 2k si n es suficientemente grande. Sean A, B, C, D constantes positivas tales que

LO(xa U) < A’U ]

g+ B, Y(z,v)eTM

Er,(z,v) > C]v|3 - D, V(z,v)eTM.
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Entonces, para n suficientemente grande vale

[

C
T3

— D <e(xn,T,) < 2k.

Al tener que T, converge a cero, se deduce

1%

Tn n—-+o00

0.

Por otro lado, de —&Lo(z,,, T),) > —k se sigue que w < A, (wn, Tp) + £, y entonces

517,

0<w<Ar (xn,Tn) + T, < A + BT, + T},

n

lo que es una contradiccién, pues el lado derecho converge a cero.
Ahora vamos a probar que T, estd acotado. Por el Lema [5.2.5] vale

—&Lo(z,,T7) < —ko
si n es suficientemente grande. Entonces,
Ary (20, T) + koTn < w.
Por otro lado,
Apo(@n, Tn) + 60T = Ary (20, Tn) + c¢(1)T, + (ko — ¢(1)) T,

Recordar que Ar,(zy, 1)) + ¢(1)T;, > 0, y como ko > ¢(1), se concluye que T;, esta acotado.
]

Lema 5.2.8. Sean w > wo y & > Ko. Entonces, para todo Ly € L(k) el flujo de VELo es
relativamente completo en kg < EL0 < k.

Demostracién. Supongamos por absurdo que s — I'(s) = (x(s),T(s)) es una semitrayectoria
definida en un intervalo maximal [0,a) y contenida en [kg < £L0 < k]. Sea t, € [0,1) una
sucesion que converge a a. Por el mismo argumento que en el Lema la sucesién I'(t,,) es
de Cauchy, lo que implica que T'(t,,) converge a Ty € [0, +00). Si Ty > 0, entonces la sucesién
I'(t,,) converge y la trayectoria puede ser extendida. Si Ty = 0, entonces existe una sucesién
sp, que converge a a tal que T'(s,) converge a 0y

C{%(sn) <0.
Entonces,
drT . 851%0 o e(x(snaT(Sn))) - 5£O($(Sn),T(Sn))
T (sn) = S (@(0). T(s) = xEN <o.

Como kg < EEo(x(s,), T(sn)) < K, se concluye que e(z (s, ), T(s,)) estd acotado por arriba,
lo que nos permite llegar a un absurdo de la misma forma que en el lema anterior.

O]

Lema 5.2.9. Sea w > wg. Consideramos Lg el Lagrangiano dado por el Lema Entonces,
—&Lo gatisface la condicién de Palais-Smale al nivel ¢(—&Lo, F) € R.
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Demostracion. Sea {(zn,T,)} una sucesién en Ay tal que EL0(x,, T,) — c(—EL0, F) y tal
que V&fo(aﬁn, T,) — 0. Por el Lema la sucesién T;, es acotada y acotada lejos de cero.
Entonces,

dAL,
gz (T Tn) S50 0

Por otro lado, como
- A T,
5160 (ajnajn) - L LO(xm n) C( 51607-; )7

Tn n—-+o00

se deduce que Ar,(xn,Ty) es una sucesion acotada. Se sigue que existe una subsucesion tal
que Argtro(Zn,, Tn,) converge, y por lo tanto podemos aplicar el Lema para concluir la
prueba.

O

Juntando los lemas anteriores podemos concluir la prueba del Teorema 5.2

Demostracion del Teorema[5.3. Vamos primero con el caso en que M es simplemente conexa.
Sea w > wg. Consideramos k y Lo € L(x) dados por el Lema Usando el Lema se
sigue que

ko < c(EL0F) < &, (5.2.10)

y entonces c(EL0, F) € R. Los Lemas y nos permiten aplicar el Teorema por

lo que existe una érbita de Lo con accién abreviada w en el nivel de energfa c(£L0, F). Usando
5.2.10|y que Lo € L(k), se sigue esta es una 6rbita de L.

Si M no es simplemente conexa, entonces existe una clase de homotopia ¢ no trivial de
Apr. Sea F la familia de los conjuntos F' = {(z,T)} tales que z € 0. Como todas las curvas en
o tienen longitud acotada lejos de cero, tenemos un resultado andlogo a la ecuacién (5.2.1)), y
esto implica que podemos aplicar todos los argumentos del caso simplemente conexo.

O

5.3. Estimacion de la energia
Sea I' € G diferenciable, kg > ¢(1) y wg como en la seccién anterior, es decir,
AL 1o (T(5)) < wo, Vs S
Anotamos I'(s) = (zs,Ts). Sean a y T* tales que
AL(T(s) <a, VseSL

T, <T*, VseS L
a+ koT* < wg.

Para w > wp definimos ko(w) como el nimero real que satisface
a+ ko(w)T™ = w.
De esta forma, vale ro(w) > kg si w > wg. Ademds, para todo s € S'~! se tiene
AL tro(w)(T(8)) = AL(T(5)) + Ko(w)Ts < a+ ro(w)T™ = w.

De esta ecuacién, siguiendo el Lema obtenemos el siguiente resultado.
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Lema 5.3.1. ¢(—&Lo  F) < ko(w) para todo w > wp.
El Teorema [5.2] puede ser mejorado de la siguiente manera.

Teorema 5.3.2. Para todo w > wy existe una érbita periddica con accién abreviada w y
energia mayor a ro(w), donde ko(w) tiende a infinito si w tiende a infinito.

Demostracion. Siguiendo la seccién anterior se prueba la existencia de k(w) > ko(w) tal que
hay una érbita periddica con energia en [ko(w), k(w)].
O

Observacion 5.3.3. Usando el teorema anterior no podemos construir orbitas tales que
Ap(x,T), E(x,T), W(x,T) y T tiendan a infinito a al mismo tiempo. Para esto notar que
2k0(w)T™* > w si w suficientemente grande. Entonces,

w— Arp(x,T)

< < =
5 = ko(w) < E(x,T) T e +00,

siendo (z,T) € Ap; una 6rbita de las obtenidas en el Teorema Se sigue que
2T* Ap(z, T) < w(2T* —T).

Por lo tanto, si A(z,T) > 0, entonces T' < 27*, mientras que si T tiende a infinito, entonces
la accion tiende a menos infinito. En particular, no podemos hacer que las cuatro cantidades
tiendan a infinito a la vez.
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Capitulo 6

Accion negativa

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente resultado.

Teorema 6.1. Sea L un Lagrangiano Tonelli tal que L(q,0) = 0 para todo ¢ € M y la
1-forma 64(v) = Ly(x,0) - v no es cerrada. Entonces, para todo a < 0 el Lagrangiano admite
una orbita periddica contractible y no trivial con accién a. Més ain, los periodos de dichas
orbitas crecen a lo sumo linealmente con a.

Esto es una generalizacién del teorema probado en [Pat19], en donde se prueba este resul-
tado cambiando Tonelli por cuadratico en infinito.

La idea de la prueba la siguiente. Fijamos a < 0. Dada una aproximacién L, adecuada de
L, consideramos el conjunto X, de los (z,7T) tales que Ay, (z,T) = a. Veremos que X, es no
vacio, y que de hecho es una variedad C'!. Luego lo que haremos sers estudiar el funcional
To : Xo — R dado por

To(z,T) :=T.

Los puntos criticos de este funcional se corresponden con érbitas periédicas de L, las cuales
debemos asegurarnos que también son soluciones para el Lagrangiano original L. La prueba
del teorema es consecuencia de la existencia de estos puntos criticos, y las érbitas peridédicas
obtenidas son no triviales ya que si (z,T) € X,, entonces |||, estd acotado lejos de cero.

Conviene notar que al probar la existencia de drbitas peridédicas con energia o acciéon abre-
viada prefijada, en ambos casos trabajamos con energias altas. Es decir, siempre estabamos
por encima del valor critico de Mané. Sin embargo, las soluciones obtenidas en el Teorema [6.1
pueden tener energia baja, como se muestra en [Pat19].

Por otro lado, en [Pat19], al asumir que el Lagrangiano es cuadrético en infinito, se puede
obtener cotas precisas para el periodo y la energia de las soluciones, cosa que para el caso
Tonelli no tenemos. Como consecuencia de no tener controlado el nivel de energia en que
estamos trabajando, la dificultad de encontrar una buena (R, «)-modificacién aumenta.

Los Lagrangianos que estan en las hipétesis del Teorema se llaman de tipo magnético.

Definicién 6.2. Decimos que un Lagrangiano Tonelli es de tipo magnético si L(q,0) = 0
para todo ¢ € M y la uno-forma € definida por 6,(v) = L,(g,0) - v no es cerrada.

6.1. Modificaciones de tipo magnético

En esta seccién veremos qué tipo de modificaciones de L vamos a utilizar. Primero consi-
deramos dos observaciones sobre los Lagrangianos de tipo magnético.

49
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Observacién 6.1.1. Si L es tipo magnético, entonces Er(q,0) = 0 para todo ¢ € M, y
Er(g,v) > 0si |v] > 0.

Observaciéon 6.1.2. Supongamos que L es de tipo magnético. Conviene notar que la 1-
forma 6 es la misma para cualquier (R, a)-modificacién de L. Es decir, si Ly es una (R, «)-
modificacién de L, entonces (Lg)y(g,0) = Ly(g,0) para todo g € M. Se sigue que todas estas
modificaciones de L son de tipo magnético.

Las siguientes definiciones son tomadas de [Pat24]. Para r > 0 definimos

h(r) = sup L(q,v), g(r):= sup Er(q,v).

[vlg<r [vlg<r
Notar que tanto h como g divergen a infinito. De la definicién de h tenemos

|£(2)]
T

Ap(z,T) < Th(r), si <r Vvte]l0,1].

Recordar que decimos que (z,T") € Ajps se corresponde con una solucién de Lsiy : [0,7] — M
dada por y(t) = x(t/T) es una solucién de la ecuacién de Euler-Lagrange de L.

El siguiente resultado nos da una condicién para asegurar que si (x,T') se corresponde con
una solucién de una modificacién Ly de L, entonces (x,7T") también se corresponde con una
solucién de L.

Lema 6.1.3. Sea L un Lagrangiano Tonelli. Para todo niimero real A y a > 0, existe ro > 0
tal que si Lo es una (rq(A), a)-modificacién de L y (x,T') se corresponde con una solucién de
Ly con A, (z,T) < AT, entonces |@(t)/T| < ro(A) para todo ¢ € [0,1]. En particular, (z,T)
se corresponde con una solucién de L.

Demostracion. Definimos f : [min E, +00) — R dada por
f(t) :=sup{|v| : Er(q,v) <t,q€ M}.

Sea s > 0 tal que

y tomamos 74(A) > 0 tal que

ra(A) > f(g(s)) vy rald) >s. (6.1.4)

Sea Lo una (rq(A), @)-modificacién de L. Se sigue que
1
/ alz(t)| dt — c(a)T < Apy(z,T) < TA.
0

Entonces, existe un ¢y € [0, 1] tal que

i(to)| _ (o) + A

< ——<s (6.1.5)
Juntando y , tenemos
Ery(x(to), &(t0)/T) = Er(x(to), 2(to)/T) < g(s). (6.1.6)

Primero supongamos to < 1. Recordar que y(t) = z(¢/T). Sea I el conjunto de los ¢ € [to, 1] tal
que Y[y, 74 €s una solucion de la ecuacion de Euler-Lagrange de L. Notar que I es cerrado,
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y consideramos 7™ el maximo de I. Por (6.1.6]), la definicién de I y la conservacién de la
energia, tenemos

Ep(w(t), (t)/T) < g(s), VL€ [to, T,

|2 (2)]
T

Entonces,

< f(g(s)), Vte[to,T7]. (6.1.7)
Afirmamos que 7% = 1. Si T™ # 1, como f(g(s)) < ro(A), entonces existe 6 > 0 tal que

|£(2)]
T

y por lo tanto yirs, 7(7+44)) €s solucion de la ecuacion, lo que es absurdo. Un argumento similar
prueba que yo 7, €s solucion de la ecuacion. Por lo tanto, y es solucién y satisface

<ro(4), Vtety, T+ 4],

\¢¥)| <ra(A). Ve [t 1].

Un argumento similar se utiliza para el caso tg = 1, completando la prueba.
O

A partir de ahora es que empezamos a trabajar con loops contractibles. Sea Ag C H'(M)
el subespacio de los loops contractibles. Recordar que estamos asumiendo que 6 no es cerrada.
Definimos

O(z) = /9, x € Ap.

©
oc=o0(L):= sup | (i)‘
a2, 20 12172
€Ny

El siguiente resultado es el Lema 5.1 de |[Con06].

Lema 6.1.8. Sean ¢, una 1-forma, go € M y V' C M un entorno de ¢qo. Entonces, existen una
bola U centrada en xzg y b > 0 tales que si v es una curva cerrada en U, entonces

fo
Y

Demostracion. Sea V un entorno de gg. Achicando V' y usando cartas locales, podemos asumir
que V' es una bola cerrada en R™ con la métrica euclidea. También podemos asumir 0 € V.
Sea b tal que |dg0,(u,v)| < blu||v| para todo u,v € R, g € V.

Sea v : [0,7] — V una curva. Sea F : [0,1] x [0,T] — V dada por F(s,t) := sy(t).

En‘ OnCeS,
/ ?
vy

<b-l(y)*.

[ dyf

I/\
\\\
\\

%

§

oy

IN
SH

IN
SH
=
2
no
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Por lo tanto, basta con tomar U como una bola abierta para la métrica Riemanniana centrada

en qq e incluida en V.
O

Lema 6.1.9. 0 < o(L) < +o0.

Demostracion. Primero probamos que o(L) < +oo. Notar que ¢(x) < ||Z||. Sea 9 > 0 tal que
todo conjunto de didmetro menor a gg esta incluido en la imagen de una bola euclidea por
alguna carta local. Por el Lema [6.1.8] existe op > 0 tal que |©(z)| < oof(x)? para todo = € A
tal que diam(xz([0,1])) < €0, y entonces [O(x)| < ao||&|3, si [|£[F2 < eo.

|

2
Consideramos el Lagrangiano Lo(q,v) := %‘q + 04(v) y sea ¢, (L) el valor critico de Lyg.
Por definicién, vale Ar ... (1) (x,T) > 0 para todo = € Ag y T > 0. Ahora fijamos = tal que
||| L2 # 0 y consideramos la funcién

N
2T

f(T): +O(x) + cu(L)T.

Notar que f(7') > 0 y el minimo se alcanza en T'(x) := ||%|12/+1/2¢cu(L). Entonces,

F(T(x)) = O(z) + /2ca(D)||&] 12 = 0, Vz € A

Observar que |O(z)| vale —O(x) o —O(Z), donde Z(t) = x(1—t). Luego, si || |72 # 0, tenemos

W) _ ooy, -20) __O@ _ sy

[Ealre

[V [
y entonces para toda x no constante vale
S}
W) _ s,
1| .2

Si ||&|| 2 > €0, se tiene [|&]|75 > eol|@| 12, y por lo tanto

O] _ \2eu(D)
. 2 — .
E

De esta forma, o < 4o0.

Afirmamos que existe z € Ay tal que ©(x) # 0. Supongamos por absurdo que O(x) = 0
para todo x € Ag. Sea U C M un conjunto abierto y contractible. Entonces, ©(z) = 0 para
todo z € Ay contenida en U. Se sigue que 6|y es exacta, y entonces df|y = 0. Al ser U

arbitrario, entonces # se cerrada, lo que es absurdo.
O

Ahora veamos que el conjunto de los (z,T) € Ag x RT tales que A, (x,T) = a es no vacio,
siendo Ly alguna modificacién acorde de L. Mas atin, damos una cota superior para 1.

Lema 6.1.10. Si L es de tipo magnético, entonces existen R > 0, ag < 0 y Ty tales que,
para todo a < 0 y toda (R, 1)-modificacién Ly, existe (z,T) € Ag x Rt con Ay (z,T) =ay
T < %(—a —ap).

Demostracion. Primero veamos que existe xg € Ag tal que

g,.
O(zg) < —5\\x0|@2. (6.1.11)
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Para esto, sea xg € Ag tal que
o _ |©(o)

2 &z

Si ©(zg) < 0, listo. Si ©(zg) > 0, basta con considerar xg recorrida al revés.

Podemos asumir que la curva zg que cumple (6.1.11)) es una curva C'. Sea R tal que
|Zo(t)| < R/2 para todo ¢ € [0,1]. Definimos M := supj, <2 [[Lvo(q,v)||; y notar que este
valor es el mismo para toda (R, 1)-modificacién de L.

Fijamos (g, v) tal que |v| < R/2, y una (R, 1)-modificacién Lg. Luego consideramos

f:]0,400] = R,  f(t):= Lo(g, tv).

Entonces, f(1) = f'(0) + fol ds [y f"(u) du. Notar que f”(u) < M|v|? para 0 < u < 1. Por lo
tanto,
M . R
LO(Qav) < eq(v) + ?‘UP, S1 ”U‘ < 5
Luego, si T' > 1, vale

M M o
A ,T)<© —lzol]?2 < [ = — = | ||Z0]/?2.
1o T) < Oan) + gl < (57 - 5 ) ol
Entonces, si tomamos Ty > 1y Ty > M /o, obtenemos ag := Ar,(xo, Tp) < 0.

Para todo n entero positivo, sea w" : [0,n] — M el mapa dado por w"(t) = zo(t — 7)
para t € [i,i + 1], donde i es cualquier entero tal que 0 < i < n. Sea z{ € Ay dado por
xg(t) = w"(tn). Se sigue que

Ap,(xg,nTh) = nao, (6.1.12)
probando que Ay, toma valor arbitrariamente negativos. Como Ay, toma el valor 0, usando

la continuidad de Ar, y que Ag es conexo, se sigue que Ar, toma cualquier valor negativo.
Para la segunda afirmacion, fijamos a < ag. Sea n entero positivo tal que

(n+1)ag < a < nap.
Sea I': [0,1] — Ag x RT un mapa continuo dado por

F(S> = (287 ﬁs)

tal que By = (n+ s)Tp, 20 = 24 y 21 = xS’H. Por continuidad de Ap, y (6.1.12), existe
s1 € [0,1] tal que
ALy (I'(s1)) = a,

T T
Bsy < (n+1)Tph = —O(—nag —ap) < —0(—a —ap).-
—ag —a

Ahora tomamos a tal que ag < a < 0. Notar que podemos repetir el mismo argumento
que para el caso anterior, pero con I' : [0,1] — Ag x RT tal que 85 = Ty, 20 = 2o ¥ 21 una
curva constante.

O

Teniendo esto, estamos listos para definir la familia de modificaciones que vamos a usar
para probar el Teorema Sea

(@) = = (a— ao).
ao

Sean A :=a/vy(a), r1(A) como en el Lema y R como en el Lema [6.1.10, Consideramos
N tal que ng > 11(A) y na > R.
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Observacién 6.1.13. Sea L, una (7,, 1)-modificacién. Si (z,T') se corresponde con una solu-
ci6n periddica de L, y satisface Ar, (z,T) = a, con T > ~y(a), entonces Az, (z,T) = ay(a) <
AT. En particular, por el Lema (x,T) se corresponde con una Orbita periédica de L y
Ap(z,T) = a.

Ahora veamos algunas cotas para L,. Esto es un caso particular del Lema 3.1 de [Con06|.

Lema 6.1.14. Existen constantes g, C tales que

7+ 04(v) < La(q,0) < S [vfg + 0q(v), (6.1.15)

w\:bz

2

C A
5’”\2 < FEr,(g,v) < 5\”’2-

(6.1.16)
Demostracién. Consideramos L(q, v) := L(q,v) — 04(v). Fijado (q,v) € TM, definimos

fo(t) = z(q,tv).

Se sigue que fr,(0) =0, f(0) =0y f/(t) =v*- a L“ (g, tv)-v. Por lo tanto, existen constantes

positivas A, C independientes de (g, v) tales que
Clo|? < fL(t) < A2 (6.1.17)

La cota superior se debe a la condicién (a) de la Definicién mientras que la cota superior

es por (b). Entonces,
// dsdt>/ /C|v|2dsdt> —v[2.

Usando la otra cota de f7(t), se prueba E(q, v) < §|v|g.

Ahora veamos las cotas de la energia. Fijado (¢,v) € T M, consideramos
fe(t) = E(q,tv) = (La)u(q,tv) - tv — La(q, tv).
Entonces, fr(0) =0y fp(t) =tv- 8 L“ (g,tv) - v. Por (6.1.17)), vale
tCloly < fu(t) < tAof;.

Entonces,

1 1 O
Pru(ao) = fo() = 50+ [ fpyie= [ iClufiar = Sl

Usando la otra cota de f5(t), se obtiene Er,,(q,v) < élvg.

O
Lema 6.1.18. Existen constantes positivas A, B, C, D tales que
C .9 Ao
i3 + O(r) < Ap,(2,T) < ﬁuxup +6(2), (6.1.19)
C’
CH%”L2 — DT < Ap, (x,T) < Aw + BT. (6.1.21)
2T e TS 2T
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Demostracion. Sean g, C las constantes del Lema|6.1.14} Por otro lado, como L, es convexo
y cuadrético, existen constantes positivas Ay, C1, B, D tales que

Cy A
7|vy§ — D < Ly(q,v) < 7|vy§ + B. (6.1.22)
Luego, tomamos A y C tales que 0 < A < min{A, A,} y 0 < méx{C,C1} < C. El resultado
de sigue de esta eleccién usando (6.1.15)), (6.1.16]) y (6.1.22]).

O]

6.2. Funcional de tiempo

En es te capitulo, L, va a ser una (7, 1)-modificacién, siendo 7, como en la seccién
anterior. Ahora vamos a presentar el funcional que vamos a estudiar, que va a ser el funcional
de tiempo.

Definicién 6.2.1. Sea X, el conjunto de los (z,T) € Ay x R tales que Ay, (z,T) = a.
Definimos el funcional de tiempo T, : X, — R como

To(z,T) :=T.

Veremos que los puntos criticos de este funcional se corresponden con soluciones de Ly,
y por definicién de X,, su accién es a. Para probar el Teorema lo que vamos a hacer es
aplicar el Corolario [3.2.7] a 7, justificando asi la existencia de puntos criticos.

Notar que 7, es la restriccién a X, de la proyeccién canénica IT : H(S!, M) x Rt — R*,
donde Ay = H(S', M) x R*. Entonces, VT,(x,T) es la proyeccién ortogonal de VII = (0, 1)
sobre T, 7yX4. Podemos calcular la proyeccion escribiendo

VAL,

V7:1: x> ) 071 = Q=7 T
(warvr)s (O 1) =gz 4

(vg,v7), (6.2.2)

donde estamos usando que VA, es un vector normal a 7, 7)X,.
Proposicién 6.2.3. Usando la notacién de (6.2.2)), vale

1 AL, 1 0AL, 0AL,

_ _ 2
TVAL oT T TVALIR T oz

vp=1—a“.

(0%

En particular, V7, es localmente Lipschitz.

Demostracion. Primero obtenemos la expresién de a. Como V7, es ortogonal a VA, =
(0. AL, ,0rAL,), se sigue que

0AL, 0AL\ [ VAL DAL, OAL
@”Kax%ﬁ>_@wmw+wo<ax’w>‘

Entonces,

0Ar, _  IVALI® _
oT IVAL,I

al VAL,

de donde se despeja a.
Luego, sustituyendo el valor de « en ([6.2.2)), llegamos la ecuacién

OAL, 1 OAL, ALY | (00,00
oT |VAL|2\ o9z * oT © it

(Oa 1) =
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Al mirar la primer coordenada, obtenemos la expresion de v,, mientras que con la segunda
coordenada se deduce la de vr.

O]

Teniendo esto, es directo probar que los puntos criticos del funcional se corresponden con
soluciones de L.

Proposicién 6.2.4. Si (z,T) € X, es un punto critico de 7, entonces (z,T) se corresponde
con una Orbita de L.

Demostracion. Sea (x,T) tal que VT, (z,T) = 0. Entonces, v;(z,T) = 0 = vp(z,T). Usando
la Proposicién se deduce a # 0. Luego

0AL,
ox

(x,T) = 0.

Concluimos usando el Corolario 2.5.101
O

Los dos siguientes lemas son para probar que a es un valor regular de Ay, y para asegu-
rarnos que los elementos de X, no son curvas constantes.

Lema 6.2.5. X, no contiene puntos criticos de Ay, para ningin a < 0.

Demostracion. Supongamos que es falso. Sea (z,7T") € X, un punto critico. Por la Observacién

tenemos e(z,T) = 0, y por (6.1.20)), se sigue que ||Z||;2 = 0. Ademés, por (6.1.19)), vale
C .9
0= olill3 + () < Ap,(2,7) = a <0

lo que es absurdo.

Lema 6.2.6. Sean (x,T) € X, y a < 0. Entonces,
C 19 —a
T=5. 2|72 > e
Demostracion. Por (6.1.19)) y el Lema tenemos
C . C ..
(57— ) 13 < Sl + ©(6) < s, (,T) =a <0,

lo que prueba la primera parte. Para la otra afirmacién, notar que

C .12 .12
~a< (o= 1) 1912 < ol
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6.3. Demostracion del teorema

Recordar que queremos aplicar el Corolario al operador 7. Por ello, definimos F,
como la familia de conjuntos de la forma F' = {(x,T)} tal que Az, (z,T) = a. Ahora veremos
que estamos en las hipétesis del Corolario [3.2.7], lo que nos permite probar el Teorema

Lema 6.3.1. F, es no vacio para todo a < 0, y ademds 0 < ¢(7q, Fa) < y(a).

Demostracion. F, es no vacio para a < 0 por el Lema [6.1.10l Del Lema [6.2.6| se sigue que
0< % < ¢(Ta, Fa)- La otra desigualdad se sigue del Lema [6.1.10
O

Los siguientes Lemas aparecen en |[Pat16]. Solo cambiamos unos detalles para que la prueba
sea autocontenida.

Lema 6.3.2. El flujo de —V7, es relativamente completo en 0 < ¢; < 7, < ¢o.

Demostracion. Por absurdo, sea s — I'(s) = (z(s),1'(s)) una semitrayectoria definida en un
intervalo maximal [0,3) tal que estd contenida en [c; < T, < ¢a]. Sea t, € [0,3) una sucesién
que converge a s. Por el mismo argumento que en el Lema la sucesién I'(¢,,) es de Cauchy,
lo que implica que T'(t,) converge a algun Tj € [0, +00). Como T'(t,) > ¢; > 0, sabemos que
To > 0, y por lo tanto la sucesién I'(t,) converge en X,. Concluimos que la semitrayectoria
puede ser extendida.

O

Lema 6.3.3. 7, satisface la condicién de Palais-Smale al nivel ¢(7,, Fy).

Demostracion. Sea (x,,T,) una sucesiéon en X, tal que Tq(zn,T,) — c(Ta, Fa) y tal que
|V Ta(2n, T,,)|| — 0. Por el Lema6.3.1] T}, estd acotado y acotado lejos de cero.

Veamos que ||V AL, || estd acotado lejos de cero. Supongamos que no, y por lo tanto existe
una subsucesién {(zp,, Ty, )} tal que

AL, (l‘"k7Tnk) =a, ||VAL(1 ($nk7Tnk)|| — 0.

Como ademads T, estd acotado y acotado lejos de cero, podemos aplicar el Lema [£.2.2] y asi
obtenemos que {(z,,T,)}, tiene una subsucesién que converge a un punto critico de Ay, .
Esto es absurdo ya que a es un valor regular de Ay, .

Por otro lado, como Ar,(x,,T,) = a y T, estd acotado y acotado lejos de cero, de
(6.1.21)) se sigue que ||@y| 12 estd acotado. Entonces, por (6.1.16), se tiene que e(zp,Ty,) =
9, La

o7~ (Tn, Tr) estd acotado.
Sean vy, vy, como en el Lema Entonces v¢(zp,T,) — 0, y por lo tanto a(zp,Ty,)

estd acotado y acotado lejos de cero. Luego ||V Ay, || estd acotado y 8“5%“ (n, Ty) estd acotado
lejos de cero.

Ahora bien, al tener |||vg(zp,Ty)| — 0, se deduce

— 0.

H aALa (xna Tn)

ox

Concluimos aplicando el Corolario 4.2.

Ahora estamos listos para concluir la prueba del Teorema [6.1
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Demostracion del Teorema[6.1. Fijamos a < 0. Los Lemas [6.5.1}, [6.3.2] y [6.3.3] nos permiten
aplicar el Corolario a T,. Por la Proposicién existe una orbita de L, con accion a.
Notar que la orbita encontrada es no trivial por el Lema y las estimaciones del periodo
se siguen del Lema Finalmente, la 6rbita encontrada también es una orbita de L por la

Observacién 16.1.13

O]
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