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6.3. Métodos simplécticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

6.3.1. El método de Euler simpléctico . . . . . . . . . . 127
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Prólogo

Este libro tiene su origen en un curso que dicté para las licenciaturas
de Matemática y de F́ısica de la Facultad de Ciencias de la Universi-
dad de la República. El mismo brinda las nociones básicas que permiten
aproximar una ecuación diferencial ordinaria. Esto significa, básicamente,
describir un algoritmo que permite obtener una secuencia de números que
se aproximan al valor de la solución de la ecuación para varios tiempos
definidos. Para saber si el algoritmo funciona bien, es decir, si propor-
ciona efectivamente números cercanos a los valores de la solución exacta
y si se comporta de manera razonable cuando modificamos los paráme-
tros, las matemáticas son imprescindibles. Es, particularmente, el rol del
análisis numérico asegurar que el método de aproximación funcione bien
o señalar sus fallas.

Quise hacer algo muy introductorio que reflejara parte de mi propia
experiencia en investigación y que requiriera solo un mı́nimo de conoci-
mientos previos, en la ĺınea de los libros de M. Crouzeix y A. L. Mig-
not [16], y de J. P. Demailly [17]. También busqué hacer algo que no solo
se dedicara a ecuaciones diferenciales, sino que también pudiera servir
como una introducción al análisis numérico en general, y que pudiera
extenderse después a las ecuaciones en derivadas parciales. De hecho, pa-
ra ecuaciones en derivadas parciales que dependen del tiempo, como la
ecuación del calor o la ecuación de ondas, se obtiene un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias una vez realizada la discretización espacial
con algún método como diferencias finitas, volúmenes finitos o elementos
finitos.

Existen varios libros dedicados al tema, por ejemplo, los clásicos de A.
Iserles [46], J. D. Lambert [49], y los de E. Hairer y G. Wanner y coauto-
res [36], [37], [38], [39]. Además, varios libros clásicos generales de análisis
numérico tratan de aproximación de ecuaciones diferenciales ordinarias,
por ejemplo, los de W. Gander, M. J. Gander y F. Kwok [33], W. Gauts-
chi [34], J. H. Hubbard y F. Hubert [44], J. Rappaz y M. Picasso [53],
M. Schatzman [56] y el de E. Süli y D. F. Mayers [60].

9



10 Prólogo

Sin duda, recomiendo consultar las referencias mencionadas anterior-
mente y varias otras para profundizar en el tema, además de descubrir
otros aspectos. Por otra parte, recomiendo probar los códigos Python
asociados a los diversos métodos y ejemplos (la mayor parte estando
disponibles también en la web [12]).

Franz Chouly



Caṕıtulo 1

Introducción

El objetivo de este libro es ofrecer una primera aproximación a los
métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias ins-
piradas en la f́ısica, la geometŕıa, la ingenieŕıa, entre otras disciplinas.
Se centra tanto en los fundamentos y justificaciones matemáticas de los
métodos numéricos como en los aspectos prácticos relacionados con su
implementación.

Se asume que el lector cuenta con conocimientos básicos de análisis y
algunas nociones sobre ecuaciones diferenciales ordinarias.

1.1. Un ejemplo para comenzar

Para motivar todo lo que sigue, comenzamos con un ejemplo que
puede encontrarse en un libro como el de W. Gander, M. J. Gander y F.
Kwok [33]: el problema del perro y el corredor. Veamos primero cómo se
puede obtener la ecuación diferencial.

1.1.1. Formulación

Un corredor (el objetivo) tiene su posición en el plano dada por las
coordenadas (η(t), ξ(t)) con t el tiempo. Es seguido por un perro, cu-
ya posición es (x(t), y(t)), ver figura 1. Hay dos hipótesis que permiten
determinar la trayectoria del perro:

Hipótesis 1. La magnitud de la velocidad w del perro es constante
en el tiempo. Esto se traduce en la ecuación:

ẋ(t)2 + ẏ(t)2 = w2(> 0), (1.1)

para todo t real positivo, y donde ẋ(t), respectivamente ẏ(t), repre-
senta la derivada en tiempo de x(t), respectivamente de y(t).

11
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x

y

Trayectoria del corredor

Perro (x(t), y(t))

Corredor (η(t), ξ(t))

Figura 1: Perro y corredor.

Hipótesis 2. El perro siempre apunta hacia el corredor (ver figura 1).
Es decir, existe una función λ(t) > 0 tal que:

ẋ(t) = λ(t)(η(t)− x(t)), (1.2)

ẏ(t) = λ(t)(ξ(t)− y(t)). (1.3)

Ahora utilizamos (1.2) y (1.3) en la primera ecuación (1.1) para deter-
minar λ:

(λ(t))2
(
(η(t)− x(t))2 + (ξ(t)− y(t))2

)
= w2.

De donde se obtiene:

λ(t) =
w√

(η(t)− x(t))2 + (ξ(t)− y(t))2
.

Finalmente, el sistema de ecuaciones (1.2)-(1.3) queda expresado como:

ẋ(t) = w
η(t)− x(t)√

(η(t)− x(t))2 + (ξ(t)− y(t))2
, (1.4)

ẏ(t) = w
ξ(t)− y(t)√

(η(t)− x(t))2 + (ξ(t)− y(t))2
. (1.5)
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Este sistema debe complementarse con dos ecuaciones que indiquen la
posición inicial (x0, y0) del perro (condiciones iniciales en t = 0):

x(0) = x0, y(0) = y0. (1.6)

El sistema de ecuaciones (1.4)-(1.5)-(1.6) no tiene una solución anaĺıtica
evidente. Sin embargo, puede ser aproximado y resuelto numéricamente
mediante el esquema de Euler expĺıcito1.

1.1.2. Aproximación de Euler

Se toma un paso de tiempo pequeño τ > 0 y dividimos el intervalo
de tiempo [0, T ] aśı:

0 = t0 < t1 < . . . tN = T,

con tn = nτ , n = 0, . . . , N . Para cada valor de n, buscamos aproximacio-
nes xn y yn de x y y en el tiempo tn:

xn ≃ x(tn), yn ≃ y(tn).

En el sistema de ecuaciones (1.4)-(1.5) utilizamos una aproximación de
diferencias finitas para las derivadas:

ẋ(tn) ≃ x(tn + τ)− x(tn)

τ
,

ẏ(tn) ≃ y(tn + τ)− y(tn)

τ
,

donde asumimos que τ es suficientemente pequeño para estar cerca del
ĺımite. Se obtiene

xn+1 − xn

τ
= w

η(tn)− xn√
(η(tn)− xn)2 + (ξ(tn)− yn)2

, (1.7)

yn+1 − yn
τ

= w
ξ(tn)− yn√

(η(tn)− xn)2 + (ξ(tn)− yn)2
. (1.8)

1Sobre la historia de L. Euler y de este método ver, por ejemplo, [32], [33], [37],
[38], [60].
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Lo que se escribe, también:

xn+1 = xn + τw
η(tn)− xn√

(η(tn)− xn)2 + (ξ(tn)− yn)2
, (1.9)

yn+1 = yn + τw
ξ(tn)− yn√

(η(tn)− xn)2 + (ξ(tn)− yn)2
. (1.10)

Y tenemos fórmulas recursivas para calcular las coordenadas al paso n+1
con las del paso n. Estas se complementan con las condiciones iniciales
x0 y y0 para n = 0. Esto se implementa sin ninguna dificultad.

1.1.3. Algo de Python

El código siguiente se encarga de calcular una trayectoria aproximada
del perro y del corredor utilizando las fórmulas de Euler (1.9)-(1.10).
Necesita solamente las libreŕıas NumPy2 y Matplotlib3.

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3

4 # Par á metros

5 w = 1.0 # Velocidad del perro

6 dt = 0.01 # Tama~no del paso de tiempo

7 t_end = 10.0 # Tiempo final

8

9 # Definir eta(t) y xi(t) como funciones del tiempo

10 def eta(t):

11 return np.sin(t)

12 def xi(t):

13 return np.cos(t)

14

15 # Inicializar arreglos

16 t = np.arange(0, t_end , dt) # Arreglo de tiempo

17 x = np.zeros_like(t) # x(t)

18 y = np.zeros_like(t) # y(t)

19

20 # Condiciones iniciales

21 x[0] = 0.0 # Modificar si es necesario

2NumPy: The fundamental package for scientific computing with Python (https:
//numpy.org/).

3Matplotlib: Visualization with Python (https://matplotlib.org/).

https://numpy.org/
https://numpy.org/
https://matplotlib.org/
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22 y[0] = 0.0 # Modificar si es necesario

23

24 # Método de Euler (hacia adelante)

25 for i in range(1, len(t)):

26 r = np.sqrt((eta(t[i-1]) - x[i-1]) **2 + (xi(t[i-1]) -

y[i-1]) **2)

27 x[i] = x[i-1] + dt * (w / r) * (eta(t[i-1]) - x[i-1])

28 y[i] = y[i-1] + dt * (w / r) * (xi(t[i-1]) - y[i-1])

29

30 # Graficar la trayectoria en el espacio de fase

31 plt.figure(figsize =(8, 6))

32 plt.plot(x, y, label=’Trayectoria (x, y)’)

33 plt.xlabel(’x’)

34 plt.ylabel(’y’)

35 plt.title(’Trayectoria del perro’)

36 plt.legend ()

37 plt.grid()

38 plt.show()

Listado 1: Implementación en Python de Euler expĺıcito para el problema
del perro y corredor.

El resultado obtenido se puede ver en la figura 2. El perro parte del origen
(0, 0) y se acerca a la trayectoria circular del corredor.

1.1.4. Eṕılogo

Acá vemos que un método como el de Euler permite obtener fácilmen-
te una solución muy precisa de una ecuación diferencial, incluso cuando
es muy compleja y no tiene una solución anaĺıtica evidente. Por supuesto,
el problema que resolvemos en Python ya no es exactamente el mismo
que el problema inicial, porque:

1. aproximamos una función continua por una sucesión finita de núme-
ros reales;

2. aproximamos una derivada exacta por un cociente entre dos valores
de funciones;

3. la implementación en la computadora introduce otro sesgo, ya que
los números reales se aproximan mediante números de punto flo-
tante (con una precisión fija en la cantidad de decimales).
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Figura 2: Trayectoria (x(t), y(t)) del perro a partir de su posición inicial
(0, 0) en el plano de fase, calculada en Python con el método de Euler
expĺıcito.

Entonces, se introducen errores. Si queremos ser rigurosos, tenemos que
justificar matemáticamente que las aproximaciones realizadas van a tener
un impacto mı́nimo y controlado en los errores, particularmente cuando
elegimos el paso de tiempo τ pequeño. Además, seŕıa interesante saber
cómo se mejora la aproximación de la solución cuando τ disminuye.

Mencionamos también que el esquema de Euler puede dar resultados
desastrosos en ciertas situaciones, por lo que es clave entender por qué
ocurre esto y contar con alternativas para la aproximación. Para termi-
nar, mencionamos también que muchas libreŕıas de cálculo, como SciPy o
Julia, tienen instrucciones predefinidas para solucionar de forma aproxi-
mada EDO y no es siempre preciso implementar un algoritmo completo.
Estas instrucciones utilizan automáticamente un método predefinido (ve-
remos después cuáles) y también se puede especificar opcionalmente un
método a elección.
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1.2. En pocas palabras

Ahora volvemos a un problema de valor inicial simple, pero más ge-
neral que en la sección anterior 1.1. Sea T > 0 un real.{

y′(t) = f(t, y(t)), 0 ≤ t ≤ T,
y(0) = y0.

(1.11)

Aqúı y : [0, T ] → R es la solución (desconocida), una función que depende
de la variable (tiempo) t, y′ es la derivada de primer orden de y, y f : R+×
R → R es una función dada (conocida) de dos variables. El escalar (real)
y0 es conocido. La primera ecuación de (1.11) es una ecuación diferencial
ordinaria (EDO) de primer orden y la segunda es la condición inicial
en el tiempo t = 0. Suponemos que f es lo suficientemente amable, por
ejemplo, globalmente Lipschitz, para que (1.11) tenga una única solución
y, bien definida y diferenciable de forma continua en todo el intervalo
[0, T ].

1.2.1. Diferencias finitas

Supongamos que f , aunque lo suficientemente amable como para que
(1.11) esté bien planteado, no es tan amable, sin embargo, como para que
sea fácil encontrar una solución expĺıcita en forma cerrada. Entonces, si
realmente estamos interesados en resolver esto, una opción realista es re-
solverlo aproximadamente usando una computadora. El principal proble-
ma, en este punto, es que una computadora es muy eficiente para realizar
rápidamente operaciones aritméticas básicas, pero no lo suficientemente
inteligente como para entender los conceptos de función y derivada. Aśı
que no podemos darle directamente (1.11) y decirle: “¡Por favor, resuel-
ve esto!”, necesitamos preprocesarlo para que solo tenga que tratar con
secuencias de números. La forma más sencilla de hacer esto es dividir
la ĺınea medio-real en pequeños intervalos de tamaño τ , donde τ > 0 es
un parámetro elegido llamado el paso de tiempo. Como resultado, defini-
mos la secuencia de valores reales tn := nτ , para cualquier 0 ≤ n ≤ N ,
N = T/τ :

0 = t0 < t1(= τ) < . . . < tn(= nτ) < . . . < tN = T.
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A cada valor de n también le asociamos una incógnita real yn, y traba-
jaremos lo suficiente para que, al final, la computadora proporcione un
valor expĺıcito de yn tal que

yn ≃ y(tn),

y más adelante precisaremos el significado de ≃. La idea es que, si τ es
lo suficientemente pequeño, la secuencia (yn) sea lo suficientemente pre-
cisa como para representar aproximadamente la función y. Por supuesto,
faltan muchos valores de y, pero podŕıan recuperarse, si es necesario, uti-
lizando, por ejemplo, interpolación lineal entre dos valores sucesivos yn
y yn+1.

Ahora necesitamos aproximar el valor de la derivada y′ usando la
secuencia (yn). La idea básica es hacer uso de la diferencia finita:

y′(tn) ≃
yn+1 − yn

τ
.

Solo hagamos una pequeña observación por el momento: si (yn) repre-
senta con precisión la función y, y si τ es muy pequeño, debeŕıamos
aproximar correctamente la derivada, dado que

y′(tn) = ĺım
τ→0

y(tn+1)− y(tn)

τ
.

La condición inicial se transcribe simplemente como

y0 = y0.

A partir de aqúı surgen tres opciones naturales para la discretización de
(1.11), que dependen de cómo tratemos el lado derecho de la primera
ecuación (f(t, y(t))):

1. La primera opción: tomamos f(t, y(t)) en el paso de tiempo n, lo
que lleva a la ecuación, para todo 0 ≤ n < N :

yn+1 − yn
τ

= f(tn, yn). (1.12)

A esto se le llama el esquema de Euler hacia adelante o expĺıcito.
Es el mismo de la sección anterior 1.1.
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2. La segunda opción: tomamos f(t, y(t)) en el paso de tiempo n+ 1,
lo que lleva a la ecuación, para todo 0 ≤ n < N :

yn+1 − yn
τ

= f(tn+1, yn+1). (1.13)

A esto se le llama el esquema de Euler hacia atrás o impĺıcito.

3. La tercera opción: tomamos una combinación convexa de los pasos
de tiempo n y n+1. Esto lleva, por ejemplo, a la siguiente ecuación,
para todo 0 ≤ n < N :

yn+1 − yn
τ

=
1

2
(f(tn, yn) + f(tn+1, yn+1)). (1.14)

A esto se le llama el esquema de Crank-Nicolson. El valor de 1/2
no es casual, y veremos también cómo se justifica.

1.2.2. Hacia la implementación

Empecemos con la implementación del primer esquema (1.12), el
método de Euler expĺıcito. Notemos que la relación (1.12) se puede rees-
cribir como:

yn+1 = yn + τf(tn, yn). (1.15)

Esto nos da una fórmula de recurrencia sencilla para calcular la aproxi-
mación yn+1 en el tiempo tn+1, a partir de la solución aproximada yn en
el tiempo tn. No hay más nada que hacer. Como la solución aproximada
en un instante de tiempo discreto se obtiene expĺıcitamente a partir de
la solución previa, este esquema se llama expĺıcito.

Para el esquema de Euler impĺıcito (1.13), también podemos reescri-
birlo de la siguiente forma:

yn+1 − τf(tn+1, yn+1) = yn. (1.16)

Esto también proporciona una fórmula de recurrencia, pero no es tan
sencilla como la de Euler expĺıcito. En efecto, la aproximación yn+1 no se
obtiene directamente, sino que debe calcularse como la ráız de la función
I − τf(tn+1, ·)− yn (donde I denota la identidad). Este cálculo se puede
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hacer de varias formas, por ejemplo, usando el método de Newton, pero
requiere un esfuerzo adicional y un mayor costo computacional.

Por esta razón, este esquema se llama impĺıcito (y se lo conoce como
método de Euler impĺıcito en el tiempo). A pesar de esta dificultad, este
esquema sigue siendo interesante en muchas situaciones. Más adelante
veremos exactamente por qué.

El esquema de Crank-Nicolson (1.14) se puede reescribir como:

yn+1 −
1

2
τf(tn+1, yn+1) = yn +

1

2
τf(tn, yn). (1.17)

Notemos que este esquema sigue siendo impĺıcito. También es interesante
notar que cualquier otra combinación convexa entre los tiempos n y n+1
podŕıa tener sentido, pero el esquema de Crank-Nicolson corresponde a
los valores (1

2
, 1
2
) (si se usan otros valores, se habla de esquemas θ). A

primera vista, este esquema parece no tener ventajas sobre el de Euler
impĺıcito, pero más adelante veremos que śı las tiene.

Una última observación sobre la implementación: aunque todos estos
esquemas son muy fáciles de programar, su principal desventaja es que,
para obtener la solución en un tiempo final dado, es necesario calcular
iterativamente todas las soluciones intermedias, lo que puede ser costoso
en ciertos problemas. De hecho, en el caso de las EDO, no hay una forma
directa de resolverlas rápidamente usando arquitecturas paralelas y se
requieren esquemas especiales si se quiere lograr esto [30], [50].

1.2.3. Estabilidad numérica

Ahora, para cerrar esta primera parte, introduzcamos algunas nocio-
nes básicas sobre la estabilidad numérica de los esquemas anteriores. Para
esto, consideremos la siguiente variante de (1.11):{

y′(t) = −α y(t),
y(0) = 1.

(1.18)

Aqúı, α ∈ C es un parámetro complejo, con ℜ(α) ≥ 0. La ecuación
anterior tiene la siguiente solución exacta:

y(t) = exp(−αt).
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Esta solución es acotada, en el sentido de que su módulo se mantiene
menor o igual a 1:

|y(t)| ≤ 1, ∀t ∈ R+.

Aproximemos ahora esta solución utilizando el esquema de Euler expĺıci-
to. Siguiendo la ecuación (1.15), obtenemos:

yn+1 = yn − ατyn = (1− ατ) yn. (1.19)

En este caso, no hace falta usar una computadora para obtener la solución
discreta, ya que está dada por la siguiente fórmula para cualquier n:

yn = (1− ατ)n.

Por lo tanto, el módulo de la solución discreta es:

|yn| = |1− ατ |n.

Esperamos que, al menos, la solución discreta se mantenga acotada, pero
acá observamos que esto no siempre sucede. Una condición necesaria y
suficiente, en este caso, es que:

|1− ατ | ≤ 1

o, equivalentemente:

(1−ℜ(α)τ)2 + ℑ(α)2τ 2 ≤ 1.

Particularmente, para α real, tenemos:

−1 ≤ 1− ατ ≤ 1,

lo que se puede reformular como:

τ ≤ 2

α

(donde usamos que α y τ son positivos). Esto significa que la solución
discreta (yn) se mantiene acotada solo si el paso de tiempo τ es lo su-
ficientemente pequeño. En este caso, decimos que el esquema de Euler
expĺıcito es condicionalmente estable: es estable si τ es lo bastante chico,
e inestable en caso contrario. Obviamente, queremos evitar la inestabili-
dad numérica, ya que en esa situación la solución discreta no se parece
en nada a la solución exacta.
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1.3. Descripción de cada caṕıtulo

El contenido del libro se estructura de la siguiente manera:

El caṕıtulo 2 presenta nociones generales sobre las ecuaciones dife-
renciales ordinarias, en particular, resultados de existencia y unici-
dad.

El caṕıtulo 3 introduce los métodos expĺıcitos de un paso para
aproximar ecuaciones diferenciales, que son los más sencillos. En
particular, revisamos el método de Euler expĺıcito y presentamos
los métodos de Runge-Kutta.

El caṕıtulo 4 se centra en los métodos multipaso expĺıcitos, que per-
miten alcanzar una buena precisión a bajo costo. No obstante, son
más delicados desde el punto de vista de la estabilidad numérica.

El caṕıtulo 5 introduce varios métodos impĺıcitos, que requieren
la resolución de ecuaciones algebraicas en cada tiempo discreto.
Estos métodos son más adecuados para las ecuaciones diferenciales
ŕıgidas.

El caṕıtulo 6 es una introducción a métodos simplécticos para sis-
temas hamiltonianos, que permiten la conservación de ciertas can-
tidades de interés geométrico o f́ısico.

Terminamos con una bibliograf́ıa, con la esperanza de que proporcione
ideas para profundizar en el tema y descubrir otras nociones.



Caṕıtulo 2

Ecuaciones diferenciales ordinarias

En este caṕıtulo presentamos la teoŕıa básica sobre ecuaciones dife-
renciales ordinarias. Comenzamos con algunas definiciones; luego enun-
ciamos un primer resultado fundamental de existencia (Cauchy-Peano-
Arzelà), y después un resultado de existencia y unicidad (Cauchy-Lipschitz
o Picard-Lindelöf). Seguimos el libro de J. P. Demailly [17].

2.1. Algunas definiciones básicas

Consideramos ecuaciones diferenciales en R para simplificar. No obs-
tante, lo que sigue se extiende sin mayor problema a sistemas de ecua-
ciones diferenciales en Rd, d ≥ 1. Sea U un conjunto abierto de R × R
y

f : U → R

una función continua. Una ecuación diferencial ordinaria es de la forma

y′ = f(·, y). (2.1)

Una solución de (2.1) en un intervalo I de R es una función derivable y
tal que:

(t, y(t)) ∈ U, ∀t ∈ I,
y′(t) = f(t, y(t)) ∀t ∈ I.

(2.2)

Especificamos, además, un punto (t0, y0) ∈ U , y un problema de Cauchy
consiste en encontrar un intervalo I que contenga a t0 y una función y
que:

1. resuelva la ecuación diferencial (2.2), y

2. satisfaga la condición inicial y(t0) = y0.

23
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Ejemplo 1. Tomemos U = R2, α ∈ R y f(t, y) = αy. Sea I = R, una
solución de la ecuación diferencial

y′ = αy

es de la forma y(t) = Ceαt, donde C ∈ R es una constante arbitraria. Si
fijamos y(0) = 1, obtenemos y(t) = eαt, que es la solución del problema
de Cauchy: y′ = αy, y(0) = 1.

Hemos visto otro ejemplo en el caṕıtulo 1. Existen varios otros ejem-
plos clásicos que vienen de la f́ısica, la geometŕıa, la bioloǵıa, la qúımica,
etc. Nos referimos, particularmente, a las ecuaciones de la tractrix, del
péndulo, de Lorenz, de Van der Pol, entre otros clásicos. Algunas de ellas
las veremos en los siguientes caṕıtulos. Más ejemplos se pueden encontrar
en [1], [17], [33], [36], [37], [38], [39], entre otros.

2.2. Teorema de Cauchy-Peano-Arzelà

Ahora presentamos un primer resultado general sobre la existencia
de soluciones locales para un problema de Cauchy. Solo se necesita una
hipótesis de continuidad en f . Por otra parte, esta hipótesis sola no garan-
tiza la unicidad: pueden coexistir varias soluciones de un mismo problema
de Cauchy. Seguimos con la ecuación:

y′ = f(t, y), (2.3)

con la hipótesis de que f : U → R es continua en U , donde U es un
abierto. Vamos a demostrar, en varias etapas, el resultado siguiente.

Teorema 1 (Cauchy-Peano-Arzelà – primera versión). Sea t0, y0 ∈ R con
(t0, y0) ∈ U . Supongamos que f : U → R es continua en U . Entonces,
existe T > 0 y (por lo menos) una solución de (2.3) en [t0 − T, t0 + T ]
que satisface la condición inicial y(t0) = y0.

Ahora vamos a demostrar este teorema, y al fin a dar una versión más
precisa.
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2.2.1. Otra formulación del problema de Cauchy

Va a ser conveniente formular el problema de Cauchy integrándolo.
Es el propósito del siguiente lema:

Lema 1. Sea I ⊂ R un intervalo. La función y : I → R es solución del
problema de Cauchy

y′ = f(t, y), y(t0) = y0,

de datos iniciales (t0, y0) si y solo si:

1. para todo t ∈ I, (t, y(t)) ∈ U ,

2. para todo t ∈ I,

y(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s, y(s)) ds.

Demostración. Demostramos la equivalencia:

1. si y es solución del problema de Cauchy, satisface el punto 1 inme-
diatamente, y también el punto 2 si integramos la ecuación (2.3)
entre t0 y t y luego tomamos en cuenta la condición y(t0) = y0;

2. ahora, si y satisface 1 y 2, derivamos 2 y encontramos la ecua-
ción (2.3). Con 2 en t = t0 verificamos la condición inicial y(t0) =
y0.

2.2.2. Cilindros de seguridad

Como U es abierto, existe un cilindro

C0 = [t0 − T0, t0 + T0]× [y0 − r0, y0 + r0]

contenido en U , con T0 > 0 y r0 > 0. Dado que C0 es cerrado y acotado
en R2, se sigue que es compacto. Como consecuencia, la función f , al ser
continua, es acotada en C0. Es decir, existe M < +∞ tal que

M = sup
(t,y)∈C0

|f(t, y)|.
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Sea T ≤ T0 y definimos

C := [t0 − T, t0 + T ]× [y0 − r0, y0 + r0].

Definición 1. Decimos que C es un cilindro de seguridad para (2.3), si
toda solución y del problema de Cauchy con condición inicial y(t0) = y0,
definida en un intervalo I ⊂ [t0 − T, t0 + T ], permanece contenida en
[y0 − r0, y0 + r0].

Demostramos ahora que existe siempre un tiempo T que permite tener
un cilindro de seguridad. Es suficiente elegir T suficientemente pequeño.

Proposición 1. Si T > 0, cumple con lo siguiente:

T ≤ mı́n
(
T0,

r0
M

)
, (2.4)

entonces, C es un cilindro de seguridad.

Demostración. Supongamos que la solución y escapa de C en el intervalo
[t0, t0 + T ], y sea τ el primer instante en el que esto ocurre:

τ := ı́nf{t ∈ [t0, t0 + T ] | |y(t)− y0| > r0}.

Por definición de τ , se cumple que |y(t)− y0| ≤ r0 para todo t < τ , y por
continuidad de y, se tiene que |y(τ)− y0| = r0. Como (t, y(t)) ∈ C ⊂ C0

para t0 ≤ t ≤ τ , se deduce que

|y′(t)| = |f(t, y(t))| ≤ M.

Integrando lo anterior entre t0 y τ , se obtiene

r0 = |y(τ)− y0| =
∣∣∣∣∫ τ

t0

y′(s)ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ τ

t0

|y′(s)| ds ≤ M(τ − t0).

Por lo tanto,

τ − t0 ≥
r0
M

,

lo que no es posible si suponemos la relación (2.4).
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2.2.3. Aproximación de Euler

Volvemos ahora a encontrarnos con el método de Euler expĺıcito del
caṕıtulo 1. Construimos en [t0; t0 + T ] una aproximación de la solución
de (2.3). Es suficiente considerar [t0; t0 + T ] como la mitad del intervalo
[t0−T ; t0+T ], dado que el proceso se aplica de la misma forma en el otro
subintervalo [t0 − T ; t0]. Elegimos N ≥ 1 y definimos el paso de tiempo
τ = T/N . Notamos tn = t0 + nτ , 0 ≤ n ≤ N . Definimos una función yE
de la forma siguiente:

yE(0) = y0, (2.5)

yE(t) = yn + (t− tn)f(tn, yn), t ∈ [tn; tn+1], ∀ 0 ≤ n < N, (2.6)

con la convención yn = yE(tn). Es otra forma de definir el método de
Euler expĺıcito. De hecho, volvemos a encontrar la fórmula

yn+1 = yn + τf(tn, yn)

si evaluamos (2.6) en tn+1, 0 ≤ n < N . Simplemente hacemos una inter-
polación lineal (con polinomios de grado uno) entre los pasos. También
se puede hablar de método poligonal. Esto permite reconstruir, a partir
de la secuencia (yn)0≤n<N , una función yE en el sentido usual. Se verifica
directamente que yE es globalmente continua en [t0; t0+T ] y, además, es
C1 por trozos (tn; tn+1) en [t0; t0 + T ]. Recordamos que la notación C1 se
refiere a funciones derivables de derivada continua. Probamos ahora que
estas soluciones aproximadas se quedan también adentro de los cilindros
de seguridad.

Proposición 2. Sea C un cilindro de seguridad de tamaño T , con

T ≤ mı́n
(
T0,

r0
M

)
.

Entonces, toda solución aproximada de Euler yE permanece dentro de
[y0 − r0; y0 + r0].

Demostración. Procedemos por recurrencia en n. Verificamos que para
todo n:

yE([t0, tn]) ⊂ [y0 − r0; y0 + r0] y |yE(t)− y0| ≤ M(t− t0), ∀ t0 ≤ t ≤ tn.
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Para n = 0, esto es inmediato. Supongamos que la propiedad se cum-
ple hasta el paso n. Como (tn, yn) ∈ C, se tiene que |f(tn, yn)| ≤ M .
Entonces, para tn ≤ t ≤ tn+1, partimos de (2.6) y acotamos:

|yE(t)− yn| = (t− tn)|f(tn, yn)| ≤ M(t− tn).

Usando la hipótesis de recurrencia, sabemos que |yn − y0| ≤ M(tn − t0).
Por la desigualdad triangular, para tn ≤ t ≤ tn+1,

|yE(t)−y0| ≤ |yE(t)−yn|+ |yn−y0| ≤ M(t−tn)+M(tn−t0) = M(t−t0).

Dado que MT ≤ r0, se concluye por otro lado que yE(t) partenece a
[y0 − r0; y0 + r0].

2.2.4. Error del método de Euler

Sea, ahora, ωf el módulo de continuidad de f en C, definido como:

ωf (u) := sup{|f(t1, y1)− f(t2, y2)| | (t1, y1), (t2, y2) ∈ C(u)},

con
C(u) := {(t1, y1), (t2, y2) ∈ C, |t2 − t1|+ |y2 − y1| ≤ u}.

Dado que el cilindro de seguridad C es compacto, la función f es unifor-
memente continua en C, por lo que

ĺım
u→0

ωf (u) = 0. (2.7)

Supongamos que C es un cilindro de seguridad con T ≤ mı́n(T0, r0/M).
Definimos el residuo asociado a la ecuación diferencial (2.3) aproximada
por Euler como:

ϵ := sup
t0≤t≤t0+T0

|y′E(t)− f(t, yE(t))|.

En otros términos, mesuramos hasta qué punto la solución aproximada
yE satisface la ecuación diferencial. Demostramos primero lo siguiente.

Proposición 3. Sea yE una solución aproximada de Euler definida por
(2.5)–(2.6) y asociada a un paso de tiempo τ > 0. Entonces, el residuo ϵ
cumple la cota:

ϵ ≤ ωf ((M + 1)τ),

donde ωf es el módulo de continuidad de f y M = sup(t,y)∈C0
|f(t, y)|.
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Demostración. Sea 0 ≤ n < N y t ∈ [tn; tn+1]. Dado que y
′
E(t) = f(tn, yn),

integrando obtenemos:

|yE(t)− yn| = (t− tn)|f(tn, yn)| ≤ Mτ.

Por definición del módulo de continuidad,

|f(tn, yn)− f(t, y(t))| ≤ ωf (τ +Mτ) = ωf ((M + 1)τ).

Dado que y′E(t) = f(tn, yn), tenemos ahora

|y′E(t)− f(t, y(t))| ≤ ωf ((M + 1)τ),

lo que termina la demostración.

Luego, la siguiente proposición va a tener un rol importante.

Proposición 4. Sea (yE,k)k≥0 una sucesión de soluciones de Euler apro-
ximadas definidas por (2.5)–(2.6), con residuos asociados (ϵk)k≥0 que
cumplen

ĺım
k→+∞

ϵk = 0. (2.8)

Si (yE,k)k≥0 converge uniformemente a una función y⋆ en [t0; t0 + T ],
entonces, y⋆ es una solución de la ecuación diferencial (2.3).

Demostración. Estimamos primero∣∣∣∣yE,k(t)− yE,k(t0)−
∫ t

t0

f(s, yE,k(s))ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ t

t0

(y′E,k(s)− f(s, yE,k(s)))ds

∣∣∣∣
≤

∫ t

t0

∣∣(y′E,k(s)− f(s, yE,k(s)))
∣∣ ds

≤ ϵk

∫ t

t0

ds

dada la definición del residuo. Entonces,∣∣∣∣yE,k(t)− yE,k(t0)−
∫ t

t0

f(s, yE,k(s))ds

∣∣∣∣ ≤ (t− t0)ϵk. (2.9)
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Sea y⋆ = ĺımk→+∞ yE,k. Como la convergencia es uniforme, y⋆ también
es continua, y podemos definir δk = máxt0≤t≤t0+T |y⋆(t) − yE,k(t)|. Por
definición del módulo de continuidad de f , se tiene que:

|f(s, yE,k(s))− f(s, y⋆(s))| ≤ ωf (δk),

para t0 ≤ s ≤ t0 + T . Si integramos∣∣∣∣∫ t

t0

f(s, yE,k(s))ds−
∫ t

t0

f(s, y⋆(s))ds

∣∣∣∣ ≤ (t− t0)ωf (δk), (2.10)

la convergencia uniforme implica δk → 0 cuando k → +∞. Se sigue que
ωf (δk) → 0 cuando k → +∞. Ahora pasamos al ĺımite en k en (2.9),
utilizamos (2.10) y obtenemos:∣∣∣∣y⋆(t)− y⋆0 −

∫ t

t0

f(s, y⋆(s))ds

∣∣∣∣ = 0,

lo que implica la formulación integral de (2.3). Aplicando el lema 1, con-
cluimos que y⋆ es una solución de (2.3).

Observación 1. En lo anterior, no se supone nada sobre la secuen-
cia (yE,k)k≥0, sino que los residuos correspondientes tienden hacia cero.
Obviamente, tal como hemos definido las aproximaciones de Euler, es-
to quiere decir que hacemos variar los pasos de tiempo correspondientes
(τ)k≥0 o, de forma equivalente, (Nk)k≥0.

2.2.5. Teorema de existencia

Antes de mostrar el teorema de existencia necesitamos un resultado
de análisis funcional, que es una variante simplificada del teorema de
Ascoli-Arzelà. No lo vamos a demostrar, por lo que recomendamos ver
[17] para la demostración detallada.

Teorema 2 (Ascoli-Arzelà). Sean [a1 : b1] y [a2 : b2] dos intervalos
cerrados de R (ai, bi ∈ R, ai < bi para i = 1, 2). Sea l ≥ 0 una sucesión
(φn)n≥0 de funciones l-Lipschitz de [a1 : b1] en [a2 : b2]:

|φn(x)− φn(y)| ≤ l|x− y|, ∀x, y ∈ [a1 : b1], ∀n ∈ N.

Entonces, se puede extraer de (φn)n≥0 una subsucesión convergente cuya
ĺımite φ sigue siendo una función l-Lipschitz.
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Para un enunciado más general, puede consultarse el sitio Planet-
Math4 o también a los libros [14], [52], [61], donde el enunciado viene con
una demostración completa.

Ahora podemos enunciar y mostrar:

Teorema 3 (teorema de existencia de Cauchy-Peano-Arzelà). Sea U un
abierto de R2 y f : U → R una funcion continua. Sea (t0, y0) ∈ U y
C ⊂ U un cilindro de seguridad asociado. Entonces, existe una solución
de y′ = f(t, y) en C que satisface y(t0) = y0.

Demostración. Sea C = [t0−T : t0+T ]×[y0−r0; y0+r0] un cilindro de se-
guridad. Sea (yE,k)k≥0 la sucesión de soluciones aproximadas con el méto-
do de Euler (2.5)–(2.6) y con paso τk = T/k. Con la fórmula (2.6), dedu-
cimos directamente que cada función yE,k : [t0; t0+T ] → [y0− r0; y0+ r0]
es Lipschitz con constante M . Aplicamos el teorema 2 de Ascoli-Arzelà:
se puede extraer una subsecuencia de (yE,k)k≥0 que converge uniforme-
mente a un ĺımite y. Para simplificar, seguimos anotando (yE,k)k≥0 esta
misma subsecuencia.

Para cada yE,k, el residuo ϵk verifica (proposición 3):

ϵk ≤ ωf

(
(M + 1)T

k

)
,

con ωf el módulo de continuidad de f y M la constante que acota f .
Sabemos, con (2.7), que ωf tiende a 0 cuando k → +∞ y, entonces,
verificamos (2.8). Finalmente, cumplimos todos los requisitos de la pro-
posición 4: y es una solución exacta de y′ = f(t, y) en C. La condición
inicial y(t0) = y0 está satisfecha, también, dada la convergencia uniforme
de (yE,k)k≥0.

2.2.6. Ejemplo con soluciones múltiples

Suponiendo únicamente la continuidad de f , la solución y del teo-
rema 3 no es siempre única. En caso de soluciones múltiples, hay una
subsucesión de aproximaciones de Euler que converge hacia una de las

4PlanetMath (https://planetmath.org/ascoliarzelatheorem).

https://planetmath.org/ascoliarzelatheorem


32 2. Ecuaciones diferenciales ordinarias

soluciones. Damos un ejemplo de problema de Cauchy con soluciones
múltiples:

y′(t) = 3|y(t)|2/3, y(0) = 0

tiene como soluciones y(t) = 0 y y(t) = t3 para todo t ∈ R. Se pueden
encontrar otros ejemplos en [60].

2.3. Teorema de Cauchy-Lipschitz

Presentamos aqúı una forma muy general de volver a encontrar uni-
cidad de soluciones. Será enunciado en un teorema muy famoso, el de
Cauchy-Lipschitz o Picard-Lindelhöf.

Supongamos ahora que f , además de ser continua en U , es localmente
Lipschitz en y: para todo punto (t0, y0) ∈ U , existe un cilindro C0 =
[t0−T0; t0+T0]× [y0−r0; y0+r0] ⊂ U y una constante K = K(t0, y0) ≥ 0
tales que, para todo (t, y1) y (t, y2) en C0, se cumple

|f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ K|y1 − y2|. (2.11)

Una posibilidad para mostrar existencia y unicidad de soluciones bajo la
hipótesis (2.11) se basa en el lema de Gronwall, que vamos a enunciar y
demostrar.

2.3.1. Lema de Gronwall

Sean yE,1 y yE,2 dos soluciones aproximadas obtenidas por el método
de Euler (2.5)–(2.6), con residuos asociados ϵ1, ϵ2, respectivamente. Sea
de nuevo

M = sup
(t,y)∈C0

|f(t, y)|.

Se deduce de (2.6) que yE,1 y yE,2 tienen sus derivadas acotadas por M .
Entonces, yE,1 y yE,2 permanecen dentro del cilindro C siempre que

T ≤ mı́n
(
T0,

r0
M

)
.

El lema de Gronwall nos da una estimación sobre la diferencia entre yE,1

y yE,2.
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Lema 2 (Gronwall). Supongamos ahora que f es continua en U y veri-
fica (2.11). Sean yE,1 y yE,2 dos soluciones aproximadas obtenidas por el
método de Euler, con residuos ϵ1, ϵ2. Entonces, para todo t ∈ [t0−T, t0+T ]
se cumple

|yE,1(t)− yE,2(t)| ≤
ϵ1 + ϵ2
K

(exp(K|t− t0|)− 1) ,

donde K ≥ 0 es la constante de Lipschitz que aparece en (2.11).

Demostración. Tomamos t0 = 0, para simplificar, y sea t ∈ (0, T ). Pri-
mero tenemos

|y′E,1(t)− y′E,2(t)|
≤ |y′E,1(t)− f(t, yE,1(t))|+ |y′E,2(t)− f(t, yE,2(t))|

+|f(t, yE,1(t))− f(t, yE,2(t))|.

Como yE,1 y yE,2 son aproximaciones de Euler de residuos ϵ1 y ϵ2, obte-
nemos

|y′E,1(t)− y′E,2(t)| ≤ |f(t, yE,1(t))− f(t, yE,2(t))|+ ϵ1 + ϵ2

≤ K|yE,1(t)− yE,2(t)|+ ϵ1 + ϵ2,

lo último por la hipótesis de que f es K-Lipschitz en y. Además, como
las soluciones satisfacen la misma condición inicial, se cumple

yE,1(t)− yE,2(t) =

∫ t

0

(y′E,1(s)− y′E,2(s))ds.

Pongamos ϵ := ϵ1 + ϵ2. De lo anterior deducimos que

|yE,1(t)− yE,2(t)| ≤ K

∫ t

0

|yE,1(s)− yE,2(s)|ds+ ϵt. (2.12)

Definimos

v(t) =

∫ t

0

|yE,1(s)− yE,2(s)|ds

y (2.12) se reformula
v′(t) ≤ Kv(t) + ϵt.
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Restando Kv(t) y multiplicando por e−Kt obtenemos

d

dt
(v(t)) e−Kt −Kv(t)e−Kt ≤ ϵte−Kt

y, entonces,
d

dt

(
v(t)e−Kt

)
≤ ϵte−Kt.

Integramos y utilizamos v(0) = 0 para obtener

v(t)e−Kt ≤
∫ t

0

ϵue−Kudu.

Ahora integramos por partes

v(t)e−Kt ≤ ϵ

(
− t

K
e−Kt − 1

K2
(e−Kt − 1)

)
.

Reorganizamos:

v(t)e−Kt ≤ ϵ

K2

(
1− (1 +Kt)e−Kt

)
y, por lo tanto,

v(t) ≤ ϵ

K2

(
eKt − (1 +Kt)

)
.

Ahora volvemos a la ecuación (2.12) que se escribe también:

|yE,1(t)− yE,2(t)| ≤ Kv(t) + ϵt ≤ ϵ

K

(
eKt − (1 +Kt)

)
+ ϵt.

Simplificamos:

|yE,1(t)− yE,2(t)| ≤
ϵ

K

(
eKt − 1

)
.

Obtenemos la cota deseada, lo que concluye la prueba.

2.3.2. Teorema de Cauchy-Lipschitz

Ahora enunciamos lo siguiente.
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Teorema 4 (Cauchy-Lipschitz). Sea U un abierto de R2 y f : U → R
una función continua y localmente Lipschitz en la segunda variable (ver
(2.11)). Sea (t0, y0) ∈ U y C = [t0−T ; t0+T ]×[y0−r0; y0+r0] un cilindro
de seguridad centrado en (t0, y0), con T > 0 y r0 > 0. Entonces, existe
una única solución y del problema de Cauchy y′ = f(t, y) con y(t0) = y0.
Además, toda secuencia (yE,k)k≥0 de soluciones aproximadas de residuos
asociados (ϵk)k≥0 que verifica:

ĺım
k→+∞

ϵk = 0

converge uniformemente hacia y.

Demostración. Sea una secuencia (yE,k)k≥0 de soluciones aproximadas de
residuos asociados (ϵk)k≥0 que verifica:

ĺım
k→+∞

ϵk = 0.

Deducimos del lema de Gronwall que (yE,k)k≥0 es una secuencia de Cauchy
en el espacio C([t0 − T : t0 + T ]) de funciones continuas en el compacto
[t0 − T : t0 + T ] y con la norma

∥z∥∞ := máx
t∈[t0−T :t0+T ]

|z(t)|,

donde z ∈ C([t0 − T : t0 + T ]). El espacio (C([t0 − T : t0 + T ]), ∥ · ∥∞) es
un espacio de Banach [14]. Entonces, (yE,k)k≥0 converge uniformemente
hacia un ĺımite y⋆. Aun utilizando la proposición 4 se comprueba que y⋆

es solución del problema de Cauchy. Esto nos da la existencia. Ahora,
si tomamos una solución y cualquiera del problema de Cauchy, se puede
también considerar como una solución aproximada con residuo ϵ2 = 0.
Del lema de Gronwall deducimos

|yE,k(t)− y(t)| ≤ ϵk
K

(exp(K|t− t0|)− 1) .

Entonces, (yE,k)k≥0 converge también uniformemente hacia y : y = y⋆.
Esto establece la unicidad de la solución al problema de Cauchy.
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Observación 2. Si, por ejemplo, f es derivable según y con la derivada
parcial en y continua en el cilindro C, entonces, esta misma derivada es
acotada: existe K ≥ 0 que verifica∣∣∣∣∂f∂y (t, y)

∣∣∣∣ ≤ K

para todo (t, y) ∈ C. Por el teorema de Lagrange (o teorema del valor
medio), la condición (2.11) se cumple. Es una forma fácil y usual de
obtenerla.

Observación 3. Otra forma clásica de mostrar existencia y unicidad de
soluciones es mediante el teorema de iteraciones sucesivas de Picard o
teorema de punto fijo de Banach [14]. Para pruebas que se hacen de esta
forma ver, por ejemplo, los libros de J. P. Demailly [17] y de E. Süli y
D. F. Mayers [60, Theorem 12.1]. Notar que esta forma de demostrar
el teorema de Cauchy-Lipschitz / Picard-Lindelhöf es también construc-
tiva, tal como la que hicimos anteriormente con las aproximaciones de
Euler. Constructiva se tiene que entender en el sentido que explicitamos
aproximaciones de la solución, que se pueden calcular de forma efectiva,
y demostramos que estas aproximaciones iteradas tienen como ĺımite la
solución. Es un proceso diferente que en otros resultados, como el punto
fijo de Brouwer, donde la existencia se demuestra por contradicción [14].

2.4. Existencia global

Bajo más hipótesis en f se pueden alcanzar resultados de existencia
global: la solución t 7→ y(t) del problema de Cauchy existe para todo
t ∈ R, o al menos para todo t ∈ [0,+∞). Por ejemplo, si la función f es
globalmente acotada en R2, con

M = sup
(t,y)∈R2

|f(t, y)|,

entonces, para todo T > 0, la condición (2.4) se verifica si tomamos r0
y T0 suficientemente grandes. Obviamente, puede ser demasiado exigir
que f sea globalmente acotada. Un resultado un poco más general de
existencia global es el siguiente.
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Teorema 5. Sea f : R2 → R una función continua y globalmente Lips-
chitz en y: existe K > 0 tal que

|f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ K|y1 − y2|,

para todo t, y1, y2 ∈ R. Sea (t0, y0) ∈ R2 y supongamos que f(·, y0) es
globalmente acotada: existe L > 0 tal que

|f(t, y0)| ≤ L

para todo t ∈ R. Entonces, existe una única solución y, definida en todo
R, del problema de Cauchy y′ = f(t, y) con y(t0) = y0.

No vamos a demostrar este resultado. Se obtiene mediante una adap-
tación directa del teorema de Picard tal como se describe en el caṕıtulo
12 del libro de E. Süli y D. F. Mayers [60, Theorem 12.1]. Veamos unos
ejemplos donde se puede aplicar.

Ejemplo 2. Como primer ejemplo, tomamos a, b, y0 ∈ R y el problema
de Cauchy

y′ = ay + b, y(0) = y0.

Podemos aplicar el teorema 5 con

K = |a|, L = |ay0 + b|,

para asegurar que existe una única solución y en todo R.

Ejemplo 3. Sea el problema de Cauchy

y′(t) = |y(t)|+ sen(y(t)) + exp

(
−1

2
t2
)
, t ∈ R, y(0) = 1.

Aqúı tenemos f(t, y) = |y|+ sen(y) + exp (−1/2t2). Tomamos y1, y2 ∈ R
y calculamos:

f(t, y1)− f(t, y2)

= |y1|+ sen(y1) + exp
(
−1/2t2

)
−
(
|y2|+ sen(y2) + exp

(
−1/2t2

))
= |y1| − |y2|+ sen(y1)− sen(y2).
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Primero hacemos:
||y1| − |y2|| ≤ |y1 − y2|.

Luego utilizamos

sen(y1)− sen(y2) =

∫ y1

y2

cos(t)dt,

para tener:

| sen(y1)− sen(y2)| ≤
∫ y1

y2

| cos(t)|dt ≤ |y1 − y2|.

Finalmente, lo anterior da:

|f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ 2|y1 − y2|,

para y1, y2 ∈ R. Además, tenemos

|f(t, 1)| ≤ 3.

Se puede, de nuevo, aplicar el teorema 5, con K = 2 y L = 3, para
obtener una única solución global y en todo R.

Ejemplo 4. Consideramos, finalmente, el problema de Cauchy siguiente:

y′(t) =
y(t)2

1 + y(t)2
+ cos(t2), t ∈ R, y(0) = 1.

Esto corresponde a:

f(t, y) =
y2

1 + y2
+ cos(t2).

Calculamos
∂f

∂y
(t, y) =

2y

(1 + y2)2
,

y luego
∂2f

∂y2
(t, y) =

2(1− 3y2)

(1 + y2)3
.
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Se deduce que la derivada ∂f/∂y admite un mı́nimo en −
√
3/3, que tie-

ne como valor −3
√
3/8, y (por simetŕıa) un máximo en

√
3/3, que tiene

como valor 3
√
3/8. Entonces, utilizando el teorema de Lagrange, se ob-

tiene: ∣∣∣∣∂f∂y (t, y)
∣∣∣∣ ≤ 3

√
3/8.

Por otro lado, tenemos

|f(t, 1)| ≤ 3

2

para todo t ∈ R. Aplicamos el teorema 5, con K = 3
√
3/8 y L = 3/2, y

el problema de Cauchy tiene una única solución global y en todo R.

Observación 4. Estudiando los casos |y| ≤ 1 y |y| > 1, se obtiene
directamente: ∣∣∣∣∂f∂y (t, y)

∣∣∣∣ ≤ 2.

Comprobar la existencia y unicidad es un poco más fácil aśı, a cambio de
una cuota menos precisa (K = 2).

Observación 5. En el ejemplo anterior, podemos mostrar que f es Lips-
chitz en y directamente sin hacer cálculo de derivadas.

Sea x, y ∈ R, tenemos

x2

1 + x2
− y2

1 + y2
=

(1 + y2)x2 − (1 + x2)y2

(1 + x2)(1 + y2)
=

x2 − y2

(1 + x2)(1 + y2)

y, entonces,
x2

1 + x2
− y2

1 + y2
=

(x− y)(x+ y)

(1 + x2)(1 + y2)
.

Luego, utilizamos

x ≤ 1

2
(1 + x2), y ≤ 1

2
(1 + y2)

para deducir

x+ y

(1 + x2)(1 + y2)
≤ 1

2

(1 + x2) + (1 + y2)

(1 + x2)(1 + y2)
=

1

2

(
1

1 + y2
+

1

1 + x2

)
≤ 1.
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De lo anterior viene ∣∣∣∣ x2

1 + x2
− y2

1 + y2

∣∣∣∣ ≤ |x− y|.

Finalmente, obtenemos K = 1. Otra vez, la estimación fina de los extre-
mos de la derivada da un mejor valor de K, pero no es tan importante
dado nuestro propósito (mostrar existencia y unicidad).

Notar que en el libro de J. P. Demailly [17] se encuentran, igualmente,
teoremas que permiten obtener una solución global. Finalmente, el ejem-
plo siguiente [60] ilustra que para una función f localmente Lipschitz
en y, pero no globalmente Lipschitz, no hay necesariamente existencia
global:

y′ = y2, y(0) = 1,

es un problema de Cauchy que tiene como solución exacta

y(t) =
1

1− t
,

definida en [0, T ], T < 1.

2.5. Preparación para lo que sigue

En los tres caṕıtulos siguientes siempre nos va a interesar un problema
de Cauchy escalar de tipo:

y′(t) = f(t, y(t)), 0 ≤ t ≤ T, y(0) = y0.

En otros términos, para simplificar lo anterior, tomamos t0 = 0 y no
tomamos más un intervalo centrado en t0. Adaptaciones al caso más
general se podrán hacer sin problemas. También vamos a suponer, en
general, que f y T permiten satisfacer las condiciones del teorema de
Cauchy-Lipschitz. De hecho, si no hay existencia o unicidad de la solu-
ción del problema de Cauchy, no es nada claro lo que puede producir el
método numérico. Particularmente, vamos a suponer la mayor parte del
tiempo que f es localmente Lipschitz en y, porque esto va a tener un rol
importante para asegurar que los métodos numéricos son estables.
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Mencionamos, finalmente, que los resultados anteriores, tal como los
métodos numéricos presentados en los próximos caṕıtulos, se extienden
sin mayor problema a sistemas de varias ecuaciones, donde

y : [0, T ] → Rd,

con d ≥ 1 arbitrario. Ver, por ejemplo, [17]. Recordamos que ecuacio-
nes diferenciales de orden dos o más siempre se pueden transformar en
sistemas de orden uno equivalentes, por ejemplo:

y”(t) = f(t, y(t), y′(t)),

es equivalente a

z′(t) = f(t, y(t), z(t)), y′(t) = z(t),

y los problemas de Cauchy asociados tienen dos condiciones iniciales
sobre y y su derivada.

2.6. Referencias clásicas

Los libros de E. A. Coddington y N. Levinson [15] y de J. P. De-
mailly [17] pueden ser una buena introducción al tema de ecuaciones
diferenciales. Podemos mencionar, además, los libros de V. I. Arnold [1]
y de M. W. Hirsch, S. Smale y R. L. Devaney [42], [43], más orientados
hacia sistemas dinámicos. Para una visión más enfocada en la historia de
la matemática se puede consultar el libro de E. Hairer y G. Wanner [38].





Caṕıtulo 3

Métodos expĺıcitos de un paso

Comenzamos con la discretización y la aproximación numérica me-
diante métodos expĺıcitos de un paso, los cuales son los más básicos y
populares para las ecuaciones diferenciales ordinarias. Nos enfocaremos,
particularmente, en los métodos de Runge-Kutta (expĺıcitos), amplia-
mente utilizados y estudiados. En este contexto, volveremos a encontrar
el método de Euler expĺıcito como un caso particular. Veremos cómo
estos métodos se implementan. Además, estudiaremos sus propiedades
básicas de estabilidad y convergencia. Finalmente, abordaremos algunas
nociones sobre los errores de redondeo y la adaptación del paso.

3.1. Definición y primeros ejemplos

Queremos aproximar numéricamente la solución y : [0, T ] → R del pro-
blema de Cauchy

y′ = f(t, y), 0 ≤ t ≤ T, y(0) = y0, (3.1)

donde T > 0 y f : [0, T ] × R → R es una función. La extensión al caso
vectorial se realiza sin dificultad.

Sea τ > 0 un paso de tiempo. Sea (tn)0≤n≤N una subdivisión del intervalo
[0, T ] que verifica:

τ = tn+1 − tn, (3.2)

para todo 0 ≤ n < N . Vamos a calcular iterativamente una secuencia de
reales (yn)0≤n≤N , de tal forma que yn ≃ y(tn), donde y(tn) es la solución
exacta (pero desconocida) de (3.1) evaluada en el tiempo tn.

Definimos unmétodo de un paso como aquel que permite calcular yn+1

únicamente a partir del iterado anterior yn (como en el método de Euler
expĺıcito). En contraste, un método multipasos de k ≥ 2 pasos utiliza los

43
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valores anteriores yn, yn−1, . . . , yn−k+1. El método es expĺıcito si el cálculo
de yn+1 se hace directamente v́ıa fórmulas, sin resolver ninguna ecuación
algebraica ni ningún sistema de ecuaciones. Si no es el caso, es impĺıcito
(ver el caṕıtulo 5). Un método de un paso tiene la forma:

yn+1 = yn + τF (tn, yn, τ), (3.3)

donde F es una función continua. Veamos primero unos ejemplos.

Ejemplo 5. El método de Euler expĺıcito

yn+1 = yn + τf(tn, yn)

es un método de un paso, que corresponde a

F (t, y, τ) = f(t, y).

En este caso, F no depende de τ . El método de Euler expĺıcito se puede
obtener con diferencias finitas o interpolación lineal como lo hemos visto
anteriormente. También se puede obtener utilizando integración numéri-
ca [16], [17]. De hecho, si integramos la ecuación diferencial en (3.1) a
través de un paso de tiempo τ , llegamos a:

y(tn+1) = y(tn) +

∫ tn+1

tn

f(t, y(t))dt ≃ y(tn) + τf(tn, y(tn)).

Luego, sustituimos la solución exacta y(tn) por su aproximación yn. En
términos de integración numérica, viene del método de rectángulos a la
izquierda.

Ejemplo 6. El método de Heun corresponde a

F (t, y, τ) =
1

2
(f(t, y) + f(t+ τ, y + τf(t, y))) .

Se puede obtener mediante integración numérica y el método de trapecios.
Hacemos

y(tn+1) = y(tn) +

∫ tn+1

tn

f(t, y(t))dt

≃ y(tn) +
τ

2
(f(tn, y(tn)) + f(tn+1, y(tn+1)))
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y luego la aproximación y(tn+1) ≃ yn + τf(tn, yn) en el último término
a la derecha, para volver a encontrar un método expĺıcito. La expresión
final del método es

yn+1 = yn +
τ

2
(f(tn, yn) + f(tn + τ, yn + τf(tn, yn))) .

Ejemplo 7. El método del punto medio expĺıcito viene con

F (t, y, τ) = f
(
t+

τ

2
, y +

τ

2
f(t, y)

)
.

De nuevo, se puede derivar mediante integración numérica y el método
del punto medio. Hacemos

y(tn+1) = y(tn) +

∫ tn+1

tn

f(t, y(t))dt

≃ y(tn) + τf
(
tn +

τ

2
, y
(
tn +

τ

2

))
y luego la aproximación y(tn + τ/2) ≃ y(tn)+ τ/2f(tn, y(tn)) para volver
a encontrar un método expĺıcito. La expresión final del método es

yn+1 = yn + τf
(
tn +

τ

2
, yn +

τ

2
f(tn, yn)

)
.

3.2. Convergencia

En esta sección vamos a hacer el análisis numérico general de métodos
de un paso, y mostrar que bajo unas condiciones mı́nimas la solución
obtenida con un método de un paso tiende hacia la solución exacta del
problema de Cauchy cuando el paso de tiempo τ tiende hacia cero. Los
puntos claves consisten en estudiar la consistencia y la estabilidad del
método.

3.2.1. Error de consistencia

Ahora precisamos definir propiedades fundamentales de consistencia y es-
tabilidad. Luego veremos que la convergencia es una consecuencia lógica
de ambas. Empecemos por definir la consistencia.
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Definición 2 (error de consistencia). El error de consistencia asociada
al método de un paso (3.3) es:

en := y(tn+1)− (y(tn) + τF (tn, y(tn), τ)) , (3.4)

para todo 0 ≤ n < N , donde y(tn+1) es la solución exacta de (3.1) en
t = tn+1, y donde y(tn) es la solución exacta de (3.1) en t = tn.

Veamos ahora cómo se calcula en el caso de Euler expĺıcito.

Ejemplo 8. Supongamos, por ejemplo, que la solución y de (3.1) per-
tenece a C2([0, T ]) (dos veces derivable con derivada y derivada segunda
continuas en [0, T ]). El error de consistencia asociada al método de Euler
expĺıcito es:

en = y(tn+1)−
(
y(tn) + τf(tn, y(tn))

)
= y(tn) + τy′(tn) +

1

2
τ 2y′′(tn) +O(τ 3)−

(
y(tn) + τy′(tn)

)
=

1

2
τ 2y′′(tn) +O(τ 3).

Hemos utilizado, primero, la definición del error de consistencia y la
ecuación diferencial en (3.1). Después, hicimos un desarrollo de Taylor-
Young al orden 2 en tn. Recordamos que la notación de Landau tiene
el significado siguiente: para dos funciones arbitrarias f y g, tenemos la
relación

f(τ) = O(g(τ))

si y solo si

ĺım
τ→0

f(τ)

g(τ)
= c

con c ∈ R (el ĺımite existe y es finito).

Observamos aqúı la dependencia en τ del error de consistencia y, par-
ticularmente, que se comporta como en = O(τ 2): cuando τ disminuye,
la consistencia disminuye también como una función cuadrática de τ .
Este comportamiento va a tener un rol clave en probar la convergencia
del método. Además, se puede mostrar, utilizando una técnica similar,
que para los métodos de Heun y del punto medio expĺıcito obtenemos
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en = O(τ 3). Veremos después una técnica más expedita para compro-
barlo. A continuación vamos a definir la noción de método de un paso
consistente.

Definición 3 (método consistente). Un método de un paso (3.3) es con-
sistente si y0 = y(0) y si, para toda solución exacta y del problema de
Cauchy (3.1), la suma de los errores de consistencia satisface:

N−1∑
n=0

|en| → 0 cuando τ → 0. (3.5)

3.2.2. Condición de consistencia

Veamos aqúı un resultado útil que permite asegurar, sin mayor es-
fuerzo, si un método es consistente o no. De hecho, es una condición
necesaria y suficiente de consistencia.

Teorema 6 (caracterización de la consistencia). Supongamos que f y
F son funciones continuas en sus dominios de definición. Un método de
un paso (3.3) es consistente si y solo si para todo t ∈ [0, T ] y para todo
y ∈ R, tales que f(t, y) sea definido, verificamos:

F (t, y, 0) = f(t, y). (3.6)

Demostración. Sea 0 ≤ n < N y sea y la solución de (3.1) con el error
de consistencia asociado:

en = y(tn+1)− y(tn)− τF (tn, y(tn), τ). (3.7)

Utilizando el teorema del valor medio, sabemos que existe cn ∈ (tn; tn+1)
tal que:

y(tn+1)− y(tn) = τy′(cn) = τf(cn, y(cn)). (3.8)

Entonces,

en = τ
(
f(cn, y(cn))− F (tn, y(tn), τ)

)
= τ(an + bn) (3.9)

con
an = f(cn, y(cn))− F (cn, y(cn), 0)
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y
bn = F (cn, y(cn), 0)− F (tn, y(tn), τ).

Podemos, sin perder generalidad, suponer τ ≤ 1 (nos interesan valores
pequeños de τ). Como (t, τ) → F (t, y(t), τ) es continua en el compacto
[0, T ]× [0, 1], entonces, es continua uniforme: sea ε > 0, existe η > 0 tal
que para todo τ ≤ η y para todo 0 ≤ n < N : |bn| ≤ ε (dado que también
|cn − tn| ≤ τ). De esto podemos deducir:∣∣∣∣∣

N−1∑
n=0

|en| − τ
N−1∑
n=0

|an|

∣∣∣∣∣ ≤ τ
N−1∑
n=0

|bn| ≤ τ
N−1∑
n=0

ε = τNε = Tε.

Lo que implica:

ĺım
τ→0

N−1∑
n=0

|en| = ĺım
τ→0

τ
N−1∑
n=0

|an|.

Por definición de la integral de Riemann tenemos, por otro lado:

ĺım
τ→0

τ
N−1∑
n=0

|an| =
∫ T

0

|f(t, y(t))− F (t, y(t), 0)|dt.

De ah́ı deducimos la condición necesaria y suficente del teorema.

Ejemplo 9. Los métodos introducidos anteriormente en los ejemplos 5,
6 y 7 son todos consistentes, dado que en cada caso se verifica:

F (t, y, 0) = f(t, y).

3.2.3. Estabilidad

Introducimos una primera noción de estabilidad para un método de
un paso. Esta noción implica, en cierto sentido, que el método no amplifi-
ca demasiado pequeños errores que se pueden introducir a cada iteración.
Esta noción de estabilidad no es muy exigente, y veremos en el caṕıtu-
lo 5 una noción más fuerte que es imprescindible para cierta categoŕıa de
ecuaciones diferenciales. Sin embargo, va a ser suficiente para asegurar
que la aproximación converge hacia la solución exacta cuando refinamos
el paso de tiempo.



3. Métodos expĺıcitos de un paso 49

Definición 4 (estabilidad). Un método de un paso (3.3) es estable si
verifica lo siguiente. Sea τM > 0. Existe una constante de estabilidad
Cs > 0 tal que, para todo valor de τ ≤ τM (o equivalentemente N ≥
T/τM), y para toda pareja de soluciones (yn)0≤n≤N y (ỹn)0≤n≤N definidas
de la siguiente forma:

yn+1 = yn + τF (tn, yn, τ),

ỹn+1 = ỹn + τF (tn, ỹn, τ) + ϵn,

para todo 0 ≤ n < N , a partir de reales y0 y ỹ0, y con (ϵn)0≤n<N una
secuencia arbitraria de reales, se cumple la desigualdad:

máx
n=0,...,N

|ỹn − yn| ≤ Cs

(
|ỹ0 − y0|+

N−1∑
n=0

|ϵn|

)
. (3.10)

Observación 6. Aclaramos que la constante de estabilidad Cs tiene que
ser independiente de τ , o de N , para que la definición tenga sentido.
Por otro lado, y como veremos, esta constante depende del problema de
Cauchy que se quiere resolver y del método numérico. Particularmente,
Cs depende, en general, del tiempo final T .

3.2.4. Condición de estabilidad

Ahora nos interesa una forma simple de caracterizar le estabilidad
para un método de un paso. Empezamos con una variante del lema de
Gronwall, visto anteriormente en el caṕıtulo 2.

Lema 3 (Gronwall discreto). Sea κ ≥ 0 y dos secuencias de reales
(θn)n≥0, (ϵn)n≥0 que verifican, para todo n ≥ 0:

|θn+1| ≤ (1 + κ)|θn|+ |ϵn|. (3.11)

Como consecuencia, se cumple, para todo n ≥ 0:

|θn| ≤ eκn|θ0|+
n∑

i=1

eκ(n−i)|ϵi−1|. (3.12)
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Demostración. Se puede hacer por inducción. Empezamos con n = 0 y
verificamos que θ0 = θ0. Supongamos que la desigualdad (3.12) se verifica
en n ≥ 0. Como la función exponencial es convexa, tenemos:

1 + κ ≤ eκ.

Entonces, de (3.11) deducimos

|θn+1| ≤ eκ|θn|+ |ϵn|.

Aplicamos (3.12) en n:

|θn+1| ≤ eκ

(
eκn|θ0|+

n∑
i=1

eκ(n−i)|ϵi−1|

)
+ |ϵn|.

Además,

eκ
n∑

i=1

eκ(n−i)|ϵi−1|+ |ϵn| =
n∑

i=1

eκ(n+1−i)|ϵi−1|+ eκ(n+1−n+1)|ϵn|.

Lo que permite establecer

|θn+1| ≤ eκ(n+1)|θ0|+
n+1∑
i=1

eκ(n+1−i)|ϵi−1|.

Encontramos exactamente la desigualdad (3.12) para n+ 1.

Lo anterior nos va a permitir establecer la siguiente condición suficiente
de estabilidad.

Teorema 7. Sea un método de un paso definido por (3.3). Sea τM > 0.
Supongamos que la función F en (3.3) asociada al método sea Lipschitz
en y: existe KF ≥ 0 tal que, para todo 0 < τ ≤ τM , para todo t ∈ [0, T ]
y para todo (y1, y2) ∈ R2, tengamos:

|F (t, y1, τ)− F (t, y2, τ)| ≤ KF |y1 − y2|. (3.13)

Entonces, el método de un paso (3.3) es estable en el sentido de la defini-
ción 4. Además, se puede tomar Cs = eKFT como constante de estabilidad
en la desigualdad (3.10).
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Demostración. Sea 0 ≤ n < N . Consideramos las siguientes secuencias
de la definición 4:

yn+1 = yn + τF (tn, yn, τ),

ỹn+1 = ỹn + τF (tn, ỹn, τ) + ϵn,

restamos y luego aplicamos la condición (3.13) (F Lipschitz en y):

|yn+1 − ỹn+1| ≤ (1 + τKF )|yn − ỹn|+ |ϵn|.

Como cumplimos con (3.11), con κ = τKF , podemos aplicar el lema de
Gronwall y (3.12) se vuelve a escribir

|yn − ỹn| ≤ eτKFn|y0 − ỹ0|+
n∑

i=1

eτKF (n−i)|ϵi−1|.

Como n− i ≤ n ≤ N y τN = T , resulta que

eτKF (n−i) ≤ eτKFn ≤ eτKFN = eKFT .

Acotamos

|yn − ỹn| ≤ eKFT |y0 − ỹ0|+ eKFT

N∑
i=1

|ϵi−1|.

Lo que corresponde a (3.10) con Cs = eKFT .

Observación 7. En el caso anterior, la constante KF y, entonces, Cs

dependen de T y, eventualmente, de τM . Veremos en la práctica que,
para una clase importante de métodos, KF es polinomial en τM . El punto
importante consiste en asegurarse de que KF sea acotada cuando τ tiende
hacia cero.

Ejemplo 10. Si la función f del problema (3.1) es K-Lipschitz, los
métodos introducidos anteriormente en los ejemplos 5, 6 y 7 son todos
estables. Se puede verificar fácilmente en cada caso que F es Lipschitz.
En particular, en el caso de Euler expĺıcito, tenemos F = f y, entonces,
KF = K. Para los otros dos métodos de Heun y del punto medio expĺıcito
veremos luego un resultado más general.
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3.2.5. Convergencia

Ahora que hemos visto las propiedades básicas de consistencia y es-
tabilidad, nos vamos a centrar primero en la convergencia del método de
un paso. Definimos el error de discretización de la siguiente manera:

Definición 5. El error de discretización asociado a un método de un
paso (3.3), dado un paso de tiempo τ > 0, se define como

Eτ := máx
0≤n≤T/τ

|yn − y(tn)|, (3.14)

donde y(tn) es la solución exacta de (3.1) y yn es la solución aproximada
por (3.3), ambas evaluadas en el tiempo tn = nτ . En otras palabras, Eτ

mide la diferencia máxima entre las soluciones exacta y aproximada en
el intervalo de tiempo [0, T ].

Observamos en lo anterior que N = T/τ y que también podŕıamos

definir ẼN = ET/N e interesarnos en los valores de ẼN cuando N es
grande. Notar también que el error de discretización se podŕıa definir de
otra forma, utilizando otra función de distancia, por ejemplo. No obs-
tante, hay dos motivaciones para utilizar una distancia que involucra el
máximo del valor absoluto de la diferencia entre las soluciones:

1. es algo que aparece naturalmente en nuestro análisis;

2. tiene un interés práctico, sobre todo cuando nos interesamos por la
calidad de la solución en tiempos espećıficos tn.

Lo que nos va a interesar a continuación es cómo se comporta el error
de discretización Eτ cuando τ se hace pequeño.

Estabilidad y consistencia dan convergencia

En el caṕıtulo 2, el teorema 3 de Cauchy-Peano-Arzelà permit́ıa ga-
rantizar que, al aproximar la solución de un problema de Cauchy con
aproximaciones de Euler expĺıcito, existe una subsucesión que converge
uniformemente hacia una solución exacta del problema. Ahora veremos
un resultado similar que asegura que cualquier método de un paso con-
sistente y estable proporciona una solución aproximada que converge a
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la solución exacta cuando el paso de tiempo τ tiende a cero. En otros
términos, demostraremos que el error de discretización Eτ tiende a ce-
ro cuando τ → 0. Observemos que la regla consistencia más estabilidad
implican convergencia es un clásico en análisis numérico.

Teorema 8. Sea un método de un paso (3.3) consistente (definición 3)
y estable (definición 4), asociado a un paso de tiempo τ > 0. Entonces,
el método es convergente:

ĺım
τ→0

Eτ = 0.

Demostración. Dado que el error de consistencia en satisface (3.4):

y(tn+1) = y(tn) + τF (tn, yn) + en,

por estabilidad (ecuación (3.10)), el error de discretización global Eτ

cumple:

Eτ = máx
n=0,...,N

|y(tn)− yn| ≤ Cs

(
|y(t0)− y0|+

N−1∑
n=0

|en|

)
. (3.15)

Se concluye con la propiedad de consistencia dada por la definición 3:
y(0) = y0 y

N−1∑
n=0

|en| → 0

cuando τ → 0 (N → +∞).

Ejemplo 11. Si la función f del problema de Cauchy (3.1) es K-Lipschitz,
los métodos introducidos anteriormente en los ejemplos 5, 6 y 7 son todos
convergentes.

Observación 8. Observamos que la relación (3.15) permite acotar el
error de discretización en función de la suma de los errores de consisten-
cia. Esto ilustra bien el mecanismo que genera el error de discretización:
los errores de consistencia se acumulan a lo largo de los pasos de tiempo.
La propiedad de estabilidad permite demostrar que esta acumulación del
error tiene un efecto limitado sobre la precisión global.
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Observación 9. Veremos más adelante que el error de discretización es
una fuente importante de error en las simulaciones numéricas. Lamen-
tablemente, no es la única fuente de errores, ya que se combinan con
errores de modelización y errores numéricos.

El error de modelización surge cuando la ecuación diferencial no re-
presenta con precisión el sistema f́ısico relevante. Por ejemplo, en el caso
de la ecuación del péndulo, cuando sustituimos

θ̈ + sen(θ) = 0

por
θ̈ + θ = 0,

asumiendo que el ángulo θ es pequeño, estamos introduciendo un error de
modelización. Aqúı, θ es la función que representa el ángulo del péndulo
en función del tiempo y θ̈ es su derivada segunda.

Estos errores son relevantes en la práctica, pero su estudio riguroso
está fuera del alcance de este libro. Por otro lado, los errores numéricos
provienen t́ıpicamente de la representación inexacta de los números reales
en una computadora, o también de las aproximaciones e iteraciones nece-
sarias para resolver ecuaciones diferenciales (por ejemplo, la resolución
de ecuaciones impĺıcitas o de sistemas lineales). Más adelante veremos
cómo se pueden manejar estos errores.

Orden de convergencia

El resultado de convergencia anterior no permite saber en la práctica
a partir de qué valor de τ la aproximación es aceptable. Solo es una forma
de asegurar que el método no tiene patoloǵıas. De hecho, un método que
no tiene propiedades de consistencia y estabilidad produce resultados
inaceptables en la práctica la mayor parte del tiempo. El paso siguiente
del análisis consiste en tener tasas expĺıcitas de convergencia. En otros
términos, queremos saber cómo el error se reduce cuando τ es reducido.
Particularmente, hemos visto que algunos métodos de un paso tienen un
error de consistencia en τ 2 y otras en τ 3. Seŕıa interesante averiguar que
los métodos con error de consistencia de orden más alto producen una
mejor aproximación en la práctica, sobre todo porque son más dif́ıciles
de implementar e involucran más cálculos.
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Definición 6. Supongamos ahora que f sea de clase Cp, con p ≥ 0,
derivable hasta el orden p con derivadas parciales de orden p continuas
en todo el dominio de definición. Decimos que un método de un paso
es de orden p, o más, si el error de consistencia satisface lo siguiente.
Existe una constante Cc > 0 tal que, para todo τ > 0 y todo n = 0, . . . , N ,
tengamos:

|en| ≤ Ccτ
p+1.

Verificamos ahora que el método de Euler expĺıcito es de orden uno
según la definición anterior. Retomamos el cálculo anterior y hacemos un
Taylor-Lagrange en vez de un Taylor-Young:

en = y(tn+1)−
(
y(tn) + τf(tn, y(tn))

)
= y(tn) + τy′(tn) +

1

2
τ 2y′′(ξn)−

(
y(tn) + τy′(tn)

)
=

1

2
τ 2y′′(ξn),

con tn ≤ ξn ≤ tn+1. Entonces, obtenemos

|en| ≤ Ccτ
2, Cc =

1

2
máx
0≤t≤T

|y′′(t)|.

Se puede asegurar que Cc < +∞ bajo algunas condiciones sobre f y T
(ver caṕıtulo 2).

Observación 10. Se observa en la definición anterior que Cc tiene que
ser independiente del paso de tiempo τ (o de N). No obstante, puede ser
dependiente de T , de f y de los coeficientes que aparecen en el método de
un paso. Veamos un ejemplo simple donde se puede acotar expĺıcitamente
Cc. Sea α ∈ R y el problema de Cauchy

y′ = αy, y(0) = 1,

en [0;T ]. Para todo t ∈ [0;T ] tenemos la solución exacta

y(t) = eαt.

Derivamos dos veces:
y”(t) = α2eαt.
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Entonces, en este caso tenemos

Cc =
1

2
máx{1, eαT}.

Veamos el resultado siguiente.

Teorema 9. Si un método de un paso (3.3) es estable y consistente de
orden p ≥ 1, entonces, el error de discretización es de orden O(τ p):

Eτ ≤ CTτ p.

La constante C > 0 anterior es independiente de τ , y depende de las
constantes de estabilidad Cs y de orden de consistencia Cc.

Demostración. Acotamos primero

N−1∑
n=0

|en| ≤ Cc

N−1∑
n=0

τ p+1 = Cc

(
N−1∑
n=0

τ

)
τ p = CcTτ

p,

y el resultado sigue utilizando la estabilidad (ecuación (3.10)). En efecto,
el error de discretización global Eτ cumple (3.15), que se vuelve a escribir,
asumiendo y(t0) = y0:

Eτ ≤ Cs

(
N−1∑
n=0

|en|

)
≤ CsCcTτ

p.

Observamos que C = CsCc.

Observación 11. Para ecuaciones diferenciales simples y Euler expĺıcito
se puede obtener una expresión expĺıcita de la constante C(= CsCc) (ver,
por ejemplo, [53]).

Finalmente, antes de descubrir los métodos de Runge-Kutta, derivamos
una caracterización del orden que nos va a ser útil. Para esto, introduci-
mos primero la notación siguiente [17].

Supongamos que f : R× R → R sea de clase Cp, p ≥ 0, y que la función
y satisface la ecuación diferencial

y′(t) = f(t, y(t)), t ∈ [0;T ],
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del problema de Cauchy (3.1). Derivamos una vez la ecuación diferencial
y obtenemos:

y′′ = (f,t + f,yf)(t, y),

donde f,t, respectivamente f,y, denota la derivada parcial de f relativa a
t, respectivamente a y. Ahora notaremos y′ = f [0](t, y) y y′′ = f [1](t, y),
con

f [0] = f, f [1] = f,t + f,yf.

Siguiendo la misma idea, para k ≥ 0 notamos f [k] la función de f y de
sus distintas derivadas que satisface:

y(k+1) = f [k].

Derivando la ecuación diferencial, se demuestra por inducción que tene-
mos, por k ≥ 1:

f [k] = (f [k−1]),t + (f [k−1]),yf. (3.16)

Proposición 5. Supongamos que f y F sean ambas de clase Cp, p ≥ 0.
Un método de un paso (3.3) es de orden p, o más, si y solo si se cumple
la relación siguiente:

∂qF

∂τ q
(t, y, 0) =

1

q + 1
f [q](t, y), 0 ≤ q ≤ p− 1, (3.17)

en todo punto (t, y) ∈ [0, T ] × R, donde ∂qF/∂τ q denota la derivada
parcial de F relativamente a τ , de orden q, y donde f [q] se obtiene a
partir de f con la recurrencia (3.16).

Demostración. El error de consistencia es dado por la fórmula (3.4):

en = y(tn+1)− y(tn)− τF (tn, y(tn), τ).

Aplicamos Taylor-Young a F en τ = 0 y al orden p:

F (tn, y(tn), τ) =

p∑
q=0

1

q!
τ q

∂qF

∂τ q
(tn, y(tn), 0) + o(τ p).
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Por otra parte, como f es Cp, y es Cp+1 y podemos escribir:

y(tn+1)− y(tn) =

p+1∑
k=1

1

k!
τ k

∂ky

∂τ k
(tn) + o(τ p+1),

o también

y(tn+1)− y(tn) =

p∑
q=0

1

(q + 1)!
τ q+1f [q](tn, y(tn)) + o(τ p+1).

Deducimos

en =

p∑
q=0

1

(q + 1)!
τ q+1f [q](tn, y(tn))−

p∑
q=0

1

q!
τ q+1∂

qF

∂τ q
(tn, y(tn), 0)+o(τ p+1).

Entonces, si la condición (3.17) se cumple, tenemos en = o(τ p+1) y, de
forma idéntica a lo anterior, podemos mostrar que existe Cc ≥ 0 tal
que |en| ≤ Ccτ

p+1. Por otra parte, si la condición (3.17) no se cumple,
deducimos de la fórmula anterior que por q ≤ p, en = C(f, F, q)τ q +
o(τ q+1), entonces, el método no puede ser de orden p.

Observación 12. El resultado anterior implica lo siguiente: un método
de un paso es consistente si y solo si es de orden p ≥ 1.

Observación 13. El criterio (3.17) permite determinar si un método es
exactamente de orden p. En otros términos, permite saber si es de orden
p pero no cumple con el orden p + 1. De hecho, si la condición (3.17)
está satisfecha y también tenemos

∂pF

∂τ p
(t, y, 0) ̸= 1

p+ 1
f [p](t, y),

entonces, el método de un paso no puede ser de orden p+1. Por ejemplo,
vamos a ver de esta forma, y con resultados numéricos, que el método de
Euler expĺıcito es exactamente de orden 1: no puede ser, en general, de
orden 2 o más.
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3.3. Métodos de Runge-Kutta

Los métodos de Runge-Kutta son algunos de los más utilizados para
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Su relevancia persiste
en bibliotecas modernas de cómputo cient́ıfico, como SciPy (Python) y
DifferentialEquations.jl (Julia). Aunque son métodos expĺıcitos, ofrecen
una precisión significativamente mayor sin incrementar excesivamente la
complejidad computacional.

Estos métodos se basan en el método de Euler, propuesto originalmen-
te por Leonhard Euler en 1768. La idea central es componer múltiples
pasos del método de Euler para aumentar el orden de precisión. Esta
técnica fue introducida por Carl Runge en 1895 [54] y desarrollada pos-
teriormente por Karl Heun en 1900 [41]. La formulación general de los
métodos de Runge-Kutta fue presentada por primera vez en el trabajo de
Wilhelm Kutta en 1901 [48]. Durante el siglo XX, John C. Butcher realizó
un estudio sistemático y exhaustivo de estos métodos [6], consolidando
su teoŕıa y aplicaciones.

Para un análisis detallado, incluyendo notas históricas y desarrollos
teóricos, se recomienda consultar el texto de Hairer, Nørsett y Wanner
[37].

3.3.1. Idea del método

Describimos primero el método. Seguimos la presentación de [17]. Sea
q ≥ 1 y unos ci ∈ [0, 1] para i = 1, . . . , q. Sean en cada intervalo [tn; tn+1]
unos puntos intermedios

ti(= tn,i) = tn + ciτ.

Introducimos
pi = f(ti, yi).

La solución exacta y del problema de Cauchy (3.1) verifica:

y(ti)− y(tn) =

∫ ti

tn

f(t, y(t))dt.

Hacemos el cambio de variable t = tn + τs, notamos

f̃(s) := f(tn + sτ, y(tn + sτ))

https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.solve_ivp.html
https://diffeq.sciml.ai/stable/
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y obtenemos

y(ti)− y(tn) = τ

∫ ci

0

f̃(s)ds.

De la misma forma podemos escribir:

y(tn+1)− y(tn) = τ

∫ 1

0

f̃(s)ds.

Para cada i = 1, . . . , q hacemos una aproximación de la siguiente forma,
basada en cualquier método de integración numérica:∫ ci

0

f̃(s)ds ≃
∑
1≤j<i

aij f̃(cj), (3.18)

donde (aij)1≤j<i son coeficientes espećıficos. Veremos luego cómo se pue-
den elegir. De la misma forma podemos escribir:∫ 1

0

f̃(s)ds ≃
∑

1≤j≤q

bj f̃(cj). (3.19)

De nuevo, (bj)1≤j≤q son coeficientes espećıficos. Esto permite obtener el
método de Runge-Kutta siguiente:

ti = tn + ciτ,

yi = yn + τ
∑
1≤j<i

aijpj,

pi = f(ti, yi),

tn+1 = tn + τ,

yn+1 = yn + τ
∑

1≤j≤q

bjpj.

Antes de estudiarlo, veamos cómo se puede implementar.

3.3.2. Aspectos de implementación

Vamos a dar ahora más detalles sobre su implementación.
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Tabla de Butcher

Una forma cómoda de describir un método de Runge-Kutta de q
etapas es representarlo con una tabla que da los coeficientes (tabla de
Butcher):

c1 a11 0 · · · 0
...

... a22
. . .

...
cq aq1 · · · · · · 0

b1 · · · · · · bq

(3.20)

donde:

q es el número de etapas del método;

(aij) es la matriz de coeficientes;

b = (b1, . . . , bq) son los pesos de la combinación lineal final;

c = (c1, . . . , cq) son los nodos de evaluación intermedia.

Algoritmo

Dado un paso de tiempo τ , el esquema de Runge-Kutta avanza de yn
a yn+1 como sigue:

1. se calculan los valores pi para i = 1, . . . , q:

pi = f

(
tn + ciτ, yn + τ

i−1∑
j=1

aijpj

)
; (3.21)

2. se actualiza la solución:

yn+1 = yn + τ
s∑

j=1

bjpj. (3.22)
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Ejemplo (Heun)

Para q = 2, el método de Runge-Kutta (RK2) se puede escribir con
una tabla de Butcher:

0 0 0
1 1 0

1/2 1/2

El esquema de actualización correspondiente es:

p1 = f(tn, yn),

p2 = f(tn + τ, yn + τp1),

yn+1 = yn +
τ

2
(p1 + p2).

Volvemos a encontrar exactamente el método de Heun presentado en el
ejemplo 6. Para q = 1, volvemos a encontrar Euler expĺıcito.

Python

A continuación, damos una implementación genérica de Runge-Kutta
en Python.

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3

4 def runge_kutta_butcher(f, y0 , t0 , T, N, A, b, c):

5 # Resuelve la ecuaci ón diferencial y’ = f(t, y)

6 # usando un método de Runge -Kutta

7 # definido por la tabla de Butcher.

8

9 # Par á metros:

10 # f : funci ón derivada f(t, y)

11 # y0 : condici ón inicial

12 # t0 : tiempo inicial

13 # T : tiempo final

14 # N : cantidad de pasos de tiempo

15 # A : matriz de coeficientes de la tabla de Butcher

16 # b : pesos para actualizar y_n

17 # c : nodos de evaluaci ón intermedia

18

19 # Retorna:

20 # t : array con los valores de tiempo
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21 # y : array con las aproximaciones de la soluci ón

22

23 q = len(b) # Etapas del método

24 # Intervalo

25 t = np.linspace(t0 , T, N+1)

26 # Array para la soluci ón num érica

27 y = np.zeros(N+1)

28 # Asignamos la condici ón inicial

29 y[0] = y0

30 # Tama~no de paso

31 tau = (T - t0) / N

32

33 for n in range(N):

34 tn , yn = t[n], y[n]

35 p = np.zeros(s) # Intermedios p_i

36

37 # Calculamos los p_i

38 # de acuerdo a la tabla de Butcher

39 for i in range(q):

40 ti = tn + c[i] * tau

41 yi = yn + tau * np.sum(A[i, :i] * p[:i])

42 p[i] = f(ti , yi)

43

44 # Actualizamos y_n usando los p_i

45 y[n+1] = yn + tau * np.sum(b * p)

46

47 return t, y

48

49 # ejemplo de uso: método de Heun (RK2)

50 def f(t, y):

51 return -y + np.sin(t)

52 # Definimos la ecuaci ón diferencial

53

54 # Par á metros

55 T, N = 10, 100 # Tiempo final y cantidad de pasos

56 y0 = 1 # Condici ón inicial

57

58 # Tabla de Butcher para el método de Heun (RK2)

59 A = np.array ([[0, 0],

60 [1, 0]])

61 b = np.array ([0.5, 0.5])

62 c = np.array([0, 1])

63

64 # Llamamos al solver



64 3. Métodos expĺıcitos de un paso

65 t, y = runge_kutta_butcher(f, y0 , 0, T, N, A, b, c)

66

67 # Graficamos la soluci ón

68 plt.plot(t, y, label=’RK (Heun)’)

69 plt.xlabel(’Tiempo t’)

70 plt.ylabel(’y(t)’)

71 plt.legend ()

72 plt.grid()

73 plt.show()

Listado 2: Implementación de Runge-Kutta en Python.

3.3.3. Estabilidad de los métodos de Runge-Kutta

Volvemos al análisis y primero estudiamos, de forma general, la esta-
bilidad numérica de los métodos de Runge-Kutta. Podemos escribir un
método de Runge-Kutta como:

yn+1 = yn + τ F (tn, yn, τ),

con

F (t, y, τ) =
∑

1≤j≤q

bjf(t+ cjτ, yj)

yi = y + τ
∑
1≤j<i

aijf(t+ cjτ, yj). (3.23)

Supongamos que f esK-Lipschitz, entonces, demostramos que F es Lips-
chitz y más precisamente lo siguiente.

Lema 4. Sea

α := máx
1≤i≤q

(∑
1≤j≤i

|aij|

)
y Λ := αKτ , entonces,

|yi − zi| ≤ (1 + Λ + . . .+ Λi−1)|y − z|, (3.24)

donde los yi, respectivamente los zi, son obtenidos a partir de y, respec-
tivamente z, en la fórmula de Runge-Kutta (3.23).
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Demostración. Para i = 1 tenemos yi = y y zi = z, entonces, (3.24) se
verifica. Supongamos i ≥ 2 y que la relación (3.23) es válida para todo
j < i. Entonces, (3.23) y f K-Lipschitz implican

|yi − zi| ≤ |y − z|+ τ
∑
1≤j<i

|aij|K|yj − zj|,

y luego

|yi − zi| ≤ |y − z|+ τK

(
máx
1≤j<i

|yj − zj|
) ∑

1≤j<i

|aij|;

y, con las definiciones de α y Λ,

|yi − zi| ≤ |y − z|+ Λ máx
1≤j<i

|yj − zj|.

Finalmente, basta aplicar la fórmula de recurrencia

|yi − zi| ≤ |y − z|+ Λ(1 + Λ + . . .+ Λi−2)|y − z|

para terminar la demostración.

Deducimos que los métodos de Runge-Kutta son estables.

Teorema 10. Sea el método de Runge-Kutta definido por (3.23). Sea
τM > 0. Supongamos que la función f en (3.1) sea K−Lipschitz en
y. Entonces, la función F en (3.3) asociada al método de Runge-Kutta
(3.23) es Lipschitz en y:

|F (t, y, τ)− F (t, z, τ)| ≤ KF |y − z|, (3.25)

con

KF = K

( ∑
1≤j≤q

|bj|

)
(1 + Λ + . . .+ Λq−1).

Esto implica que el método Runge-Kutta (3.3) es estable en el sentido de
la definición 4.



66 3. Métodos expĺıcitos de un paso

Demostración. Partamos de la definición (3.23) y acotamos:

|F (t, y, τ)− F (t, z, τ)| ≤
∑

1≤j≤q

|bj||f(t+ cjτ, yj)− f(t+ cjτ, zj)|.

Como f es K-Lipschitz en y:

|F (t, y, τ)− F (t, z, τ)| ≤ K
∑

1≤j≤q

|bj||yj − zj|.

Aplicamos el resultado anterior (3.24) junto con j ≤ q:

|F (t, y, τ)− F (t, z, τ)| ≤ K

( ∑
1≤j≤q

|bj|

)
(1 + Λ + . . .+ Λq−1)|y − z|,

lo que concluye la prueba.

3.3.4. Orden de los métodos

Estudiamos ahora cómo los coeficientes de los métodos de Runge-
Kutta determinan su orden. Vamos a aplicar el resultado anterior (fórmu-
la (3.17)).

Observación preliminar

Se suele suponer que los métodos de integración numérica (3.18) y
(3.19) son de orden cero, en el sentido de que son exactos para las fun-
ciones constantes. Esto implica

ci =
∑
1≤j<i

aij, i = 1, . . . , q (3.26)

y

1 =
∑

1≤j≤q

bj. (3.27)

Particularmente,

c1 = 0, t1,1 = tn, y1 = yn, p1 = f(tn, yn).
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3.3.5. Condiciones de orden

Recordemos que

F (t, y, τ) =
∑

1≤j≤q

bjf(t+ cjτ, yj)

yi = y + τ
∑
1≤j<i

aijf(t+ cjτ, yj).

Veamos cuáles son las relaciones entre los coeficientes que permiten tener
métodos de diferentes órdenes.

Orden uno Tenemos

F (t, y, 0) =
∑

1≤j≤q

bjf(t, y) = f(t, y)
∑

1≤j≤q

bj = f(t, y),

dada la condición (3.27). Entonces, todos los métodos son de orden uno
o más (o consistentes). Como además son estables, son también conver-
gentes.

Orden dos Derivamos:

∂F

∂τ
(t, y, τ) =

∑
1≤j≤q

bj

(
cj
∂f

∂t
(t+ cjτ, yj) +

∂f

∂y
(t+ cjτ, yj)

∂yj
∂τ

)
,

∂yi
∂τ

=
∑
1≤j<i

aijf(t+ cjτ, yj)

+τ
∑
1≤j<i

aij

(
cj
∂f

∂t
(t+ cjτ, yj) +

∂f

∂y
(t+ cjτ, yj)

∂yj
∂τ

)
.

Evaluamos lo anterior en τ = 0 y luego aplicamos la condición (3.27):

∂F

∂τ
(t, y, 0) =

∑
1≤j≤q

bj

(
cj
∂f

∂t
(t, y) +

∂f

∂y
(t, y)

∂yj
∂τ

(τ = 0)

)
∂yi
∂τ

(τ = 0) =
∑
1≤j<i

aijf(t, y) = cif(t, y).
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Combinamos los dos cálculos anteriores y viene:

∂F

∂τ
(t, y, 0) =

∑
1≤j≤q

bj

(
cj
∂f

∂t
(t, y) +

∂f

∂y
(t, y)cjf(t, y)

)
Simplificamos

∂F

∂τ
(t, y, 0) =

∑
1≤j≤q

bjcj

(
∂f

∂t
(t, y) +

∂f

∂y
(t, y)f(t, y)

)

=

( ∑
1≤j≤q

bjcj

)
f [1](t, y).

La condición (3.17) escrita al orden 2 implica

∂F

∂τ
(t, y, 0) =

1

2
f [1](t, y), (3.28)

y obtenemos la siguiente condición sobre los coeficientes:

1

2
=
∑

1≤j≤q

bjcj. (3.29)

Orden tres y más Se puede, mediante unos cálculos adicionales, con-
seguir condiciones para el orden tres y más. Se pueden estudiar los deta-
lles en [17] o también en [6], [37].

3.3.6. Métodos de Runge-Kutta clásicos y órdenes

Veamos ahora algunos ejemplos precisos de métodos por orden cre-
ciente.

Métodos de un subpaso Tomamos q = 1 y la tabla de Butcher es:

0 0
1

Entonces, Euler expĺıcito es el único método de Runge-Kutta de 1 sub-
paso. Como b1 = 1 y b1c1 = 0, deducimos de (3.17) que es un método de
orden 1 exactamente. No puede ser, en general, de orden 2.
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Métodos de dos subpasos De forma general, tomando q = 2, la tabla
de Butcher que corresponde a Runge–Kutta de dos subpasos es:

0 0 0
c2 a21 0

b1 b2

Para tener consistencia (u orden 1) necesitamos satisfacer

b1 + b2 = 1.

Supongamos también

c2 = a21.

Quedan, entonces, dos parámetros libres. Para tener un método de orden
2, la condición (3.17) impone

1

2
= b2c2.

Con lo anterior dedujimos que todos los métodos de orden 2 se escriben
de la forma

0 0 0
α α 0

1− 1
2α

1
2α

(3.30)

con α un parámetro libre. Se encuentran aśı los métodos de Heun, con
α = 1 y de punto medio expĺıcito con α = 1/2. Se puede comprobar que
no se alcanza el orden 3 con q = 2: no hay ningún valor de α que permite
cumplir las condiciones de orden 3 dadas por ejemplo en [17].

Métodos de tres subpasos o más A partir de q ≥ 3 hay mucha más
libertad para tener métodos diferentes. La idea es optimizar el valor de los
diferentes coeficientes de forma de alcanzar el orden más alto posible sin
alterar demasiado la estabilidad. A pesar de que todos los métodos sean
estables, la constante de estabilidad depende de los coeficientes del méto-
do. Tener coeficientes pequeños en valor absoluto mejora la estabilidad.
El método más conocido en este sentido es el método de Runge-Kutta
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clásico (RK4, con q = 4) que es un buen compromiso entre precisión y
estabilidad, y que sigue siendo muy utilizado. Su tabla de Butcher es

0 0 0 0 0
1/2 1/2 0 0 0
1/2 0 1/2 0 0
1 0 0 1 0

1/6 1/3 1/3 1/6

Es obtenido gracias a las fórmulas de integración numérica de punto
medio, de rectángulos a la izquierda y, finalmente, de Simpson [17], [60].
Se puede comprobar que es de orden 4 [17], [36]. De hecho, se verifica
fácilmente que es de orden 2 o más.

3.4. Órdenes y precisión en la práctica

Nos vamos a enfocar en el siguiente ejemplo, que viene del libro de
A. Fortin [28] y que tiene una solución anaĺıtica:

y′ = −y + t+ 1, y(0) = 1.

Tomemos, primero, un paso de tiempo τ = 0,1 y veamos los resultados
obtenidos con tres métodos de Runge-Kutta: Euler (RK1), de orden 1;
Heun (RK2), de orden 2, y RK4, de orden 4. Presentamos en el cuadro 1
los valores obtenidos por los tres métodos. Observamos que en t = 1 en-
contramos la solución exacta con: 1 decimal correcto por Euler expĺıcito;
2 decimales correctos por Heun, y 5 decimales correctos por RK4.

Ahora calculamos los errores y(tn)− yn. Con el cuadro 2 veamos que
al último paso de tiempo tenemos, aproximadamente, un error de: 2,10−2

para Euler; 7,10−4 para Heun, y 3,10−7 para RK4.
Finalmente, dividimos por 2 el paso de tiempo (τ = 0, 05). El cua-

dro 3 y el cuadro 4 describen los resultados. Observamos ahora que en
t = 1 encontramos la solución exacta con: 1 decimal correcto por Euler
expĺıcito; 2 decimales correctos por Heun, y 6 decimales correctos por
RK4. Pero, sobre todo, veamos que al último paso de tiempo tenemos
aproximadamente un error de:



3. Métodos expĺıcitos de un paso 71

1,10−2 para Euler, lo que corresponde a una reducción del error con
un factor 1/2 en comparación a la solución para τ = 0, 1;

1,6,10−4 para Heun, lo que corresponde a una reducción del error
de 1/4, aproximadamente;

2,10−8 para RK4, lo que corresponde a una reducción del error de
1/15, aproximadamente.

Volvemos a encontrar los órdenes de convergencia teóricos: respectiva-
mente, 1, 2 y 4.

t Euler expĺıcito Heun RK4 Solución anaĺıtica

0,0 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000
0,1 1,000000 1,005000 1,004838 1,004837
0,2 1,010000 1,019025 1,018731 1,018731
0,3 1,029000 1,041218 1,040818 1,040818
0,4 1,056100 1,070802 1,070320 1,070320
0,5 1,090490 1,107076 1,106531 1,106531
0,6 1,131441 1,149404 1,148812 1,148812
0,7 1,178297 1,197210 1,196586 1,196585
0,8 1,230467 1,249975 1,249329 1,249329
0,9 1,287420 1,307228 1,306570 1,306570
1,0 1,348678 1,368541 1,367880 1,367879

Cuadro 1: Comparación de métodos numéricos con la solución anaĺıtica.
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t Euler expĺıcito Heun RK4

0,0 0,000000 0,000000 0,000000e+00
0,1 -0,004837 0,000163 8,196404e-08
0,2 -0,008731 0,000294 1,483283e-07
0,3 -0,011818 0,000399 2,013195e-07
0,4 -0,014220 0,000482 2,428819e-07
0,5 -0,016041 0,000545 2,747107e-07
0,6 -0,017371 0,000592 2,982823e-07
0,7 -0,018288 0,000625 3,148798e-07
0,8 -0,018862 0,000646 3,256172e-07
0,9 -0,019149 0,000658 3,314595e-07
1,0 -0,019201 0,000662 3,332411e-07

Cuadro 2: Comparación de errores y(tn)-yn para diferentes métodos
numéricos.
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t Euler expĺıcito Heun RK4 Solución anaĺıtica

0,00 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000
0,05 1,000000 1,001250 1,001229 1,001229
0,10 1,002500 1,004877 1,004837 1,004837
0,15 1,007375 1,010764 1,010708 1,010708
0,20 1,014506 1,018802 1,018731 1,018731
0,25 1,023781 1,028885 1,028801 1,028801
0,30 1,035092 1,040914 1,040818 1,040818
0,35 1,048337 1,054795 1,054688 1,054688
0,40 1,063420 1,070436 1,070320 1,070320
0,45 1,080249 1,087752 1,087628 1,087628
0,50 1,098737 1,106662 1,106531 1,106531
0,55 1,118800 1,127087 1,126950 1,126950
0,60 1,140360 1,148954 1,148812 1,148812
0,65 1,163342 1,172193 1,172046 1,172046
0,70 1,187675 1,196736 1,196585 1,196585
0,75 1,213291 1,222520 1,222367 1,222367
0,80 1,240127 1,249484 1,249329 1,249329
0,85 1,268120 1,277572 1,277415 1,277415
0,90 1,297214 1,306728 1,306570 1,306570
0,95 1,327354 1,336900 1,336741 1,336741
1,00 1,358486 1,368039 1,367879 1,367879

Cuadro 3: Comparación de métodos numéricos con la solución anaĺıtica,
con τ = 0, 05.
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t Euler expĺıcito Heun RK4

0,00 0,000000 0,000000 0,000000e+00
0,05 -0,001229 0,000021 2,582619e-09
0,10 -0,002337 0,000039 4,913327e-09
0,15 -0,003333 0,000056 7,010552e-09
0,20 -0,004225 0,000071 8,891524e-09
0,25 -0,005020 0,000084 1,057235e-08
0,30 -0,005726 0,000096 1,206808e-08
0,35 -0,006351 0,000107 1,339276e-08
0,40 -0,006900 0,000116 1,455953e-08
0,45 -0,007379 0,000124 1,558063e-08
0,50 -0,007794 0,000131 1,646751e-08
0,55 -0,008150 0,000137 1,723082e-08
0,60 -0,008452 0,000142 1,788050e-08
0,65 -0,008704 0,000147 1,842583e-08
0,70 -0,008910 0,000150 1,887544e-08
0,75 -0,009075 0,000153 1,923736e-08
0,80 -0,009202 0,000156 1,951909e-08
0,85 -0,009295 0,000157 1,972758e-08
0,90 -0,009355 0,000158 1,986930e-08
0,95 -0,009387 0,000159 1,995028e-08
1,00 -0,009394 0,000159 1,997610e-08

Cuadro 4: Comparación de errores y(tn)-yn para diferentes métodos
numéricos, con τ = 0, 05.
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3.5. Errores de redondeo

Las fórmulas

yn+1 = yn + τ F (tn, yn, τ), y0 = y(0),

siguen siendo teóricas, en el sentido de que no toman en cuenta los errores
de redondeo. En la práctica tenemos, de hecho:

ỹn+1 = ỹn + τ (F (tn, ỹn, τ) + ρn) + σn, ỹ0 = y(0) + δ0, (3.31)

donde:

1. δ0 representa el error de redondeo en la condición inicial;

2. ρn representa el error de redondeo en el cálculo de F ;

3. σn representa el error de redondeo en el cálculo de ỹn+1.

Vamos a suponer que existen ρ > 0 y σ > 0 que verifican

|ρn| ≤ ρ, |σn| ≤ σ,

para 0 ≤ n < N . El estándar desde los años 2000 para representar los
números reales de forma aproximada es el IEEE 754 binary floating-point
arithmetic [45]. La magnitud de los errores de redondeo en el IEEE 754
es de 10−7 en precisión simple (IEEE single precision) y de 10−16 en
precisión doble (IEEE double precision).

Supongamos nuestro método de un paso estable, en otros términos

máx
n=0,...,N

|ỹn − yn| ≤ CS

(
|ỹ0 − y0|+

N−1∑
n=0

|ϵn|

)
,

con
ϵn = τρn + σn.

Entonces, tenemos

N−1∑
n=0

|ϵn| ≤
N−1∑
n=0

(τ |ρn|+ |σn|) .
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Luego acotamos de forma separada

N−1∑
n=0

τ |ρn| ≤ ρ
N−1∑
n=0

τ = Tρ

y también
N−1∑
n=0

|σn| ≤ Nσ.

Esto lleva, finalmente, a

máx
n=0,...,N

|ỹn − yn| ≤ CS (|δ0|+ Tρ+Nσ) .

Combinamos lo anterior con el error de discretización del teorema 9 para
un método de un paso estable de orden p:

máx
n=0,...,N

|yn − y(tn)| ≤ CTτ p.

Obtenemos, mediante desigualdad triangular:

máx
n=0,...,N

|ỹn − y(tn)| ≤ CTτ p + CS (|δ0|+ Tρ+Nσ) .

Utilizamos la relación T = Nτ y obtenemos:

máx
n=0,...,N

|ỹn − y(tn)| ≤ CTτ p + CS

(
|δ0|+ Tρ+

T

τ
σ

)
.

Deducimos el efecto siguiente: si τ es demasiado pequeño, el error total
aumenta, dado que el término de error de redondeo T

τ
σ termina por ser

predominante. Lo ilustramos con el programa que sigue (en precisión
simple).

1 import numpy as np

2

3 # Definimos la funci ón para el método de Euler

4 def euler_method(f, y0 , t0 , tf , h):

5 t_values = np.arange(t0 , tf + h, h, dtype=np.float32)

6 y_values = np.zeros(len(t_values), dtype=np.float32)

7 y_values [0] = np.float32(y0)

8
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9 for i in range(1, len(t_values)):

10 y_values[i] = y_values[i-1] + h * f(t_values[i-1],

y_values[i-1])

11

12 return t_values , y_values

13

14 # Definimos la funci ón para la ecuaci ón diferencial

15 def f(t, y):

16 return np.float32(-y)

17

18 # Condiciones iniciales

19 y0 = np.float32 (1)

20 t0 = np.float32 (0)

21 tf = np.float32 (1)

22

23 # Soluci ón exacta

24 def exact_solution(t):

25 return np.exp(np.float32(-t))

26

27 # Tama~nos de paso a evaluar

28 step_sizes = np.logspace(-1, -7, 10, dtype=np.float32)

29

30 # Iteramos sobre los diferentes tama~nos de paso

31 for h in step_sizes:

32 t_values , y_values = euler_method(f, y0 , t0 , tf , h)

33 # Calculamos el error en t = 1

34 error = abs(y_values [-1] - exact_solution(tf))

35 print("Tama~no del paso (h): {h:.10f}, Error en t = 1:

{error :.10f}")

Listado 3: Ilustración del efecto del error de redondeo.

Obtenemos el resultado presentado en el cuadro 5. Se observa claramente
el efecto del redondeo: a partir de un paso de tiempo 0, 00001 el error
vuelve a crecer.



78 3. Métodos expĺıcitos de un paso

Tamaño del paso τ Error en t = 1
0,1000000015 0,0192009807
0,0215443466 0,0085987151
0,0046415888 0,0018043816
0,0010000000 0,0001839995
0,0002154435 0,0000718236
0,0000464159 0,0000199676
0,0000100000 0,0000004470
0,0000021544 0,0000506639
0,0000004642 0,0016169846
0,0000001000 0,0311321318

Cuadro 5: Efecto del error de redondeo: error ỹn − y(tn) por varios valores
del paso de tiempo τ .
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3.6. Control del paso

Podemos hacer variar fácilmente el paso de tiempo a cada iterada en
un método de un paso expĺıcito. Cabe hacer lo siguiente: sea t0 < t1 <
t2 < . . . < tN una subdivisión arbitraria del intervalo [0, T ]. Definimos:

τn = tn+1 − tn, (3.32)

para todo 0 ≤ n < N . Luego cambiamos (3.3) como sigue:

yn+1 = yn + τnF (tn, yn, τn), (3.33)

donde simplemente τ fue sustituido por τn. Se puede definir τn a priori,
por ejemplo, si estamos interesados en tener más precisión en un intervalo
de tiempo espećıfico. También se puede pensar en ajustar τn de forma
automática. Vamos a ver una forma de hacerlo.

3.6.1. Indicador a posteriori del error

En el caso de Euler expĺıcito, no es dif́ıcil tener un indicador local
ηn del error de discretización siguiendo [17]. La idea seŕıa utilizarlo para
disminuir el paso de tiempo τn en las regiones donde ηn es demasiado
grande. Nos acordamos de que para controlar el error de discretización
global es suficiente controlar

∑
0≤n<N |en|, que es la suma de los errores de

consistencia. Para Euler expĺıcito, hemos visto que el error de consistencia
local es

en =
1

2
τ 2nf

[1](tn, y(tn)) +O(τ 3n),

donde y(tn) es la solución exacta. Vamos a determinar una estimación ηn
de en. En efecto, con Taylor tenemos, por otro lado,

pn+1 − pn = f(tn+1, yn+1)− f(tn, yn)

= τnf
[1](tn, yn) +O(τ 2n),

donde yn es la solución aproximada por el método de Euler. Entonces,
definimos

ηn :=
1

2
τn(pn+1 − pn).



80 3. Métodos expĺıcitos de un paso

Mencionemos que el indicador a posteriori ηn se calcula únicamente a
partir de la solución aproximada yn, y el cálculo es fácil, dado que so-
lo involucra la evaluación de f . De esta forma, tenemos ηn ≃ en. Más
precisamente:

ηn =
1

2
τ 2nf

[1](tn, yn) +O(τ 3n)

=
1

2
τ 2nf

[1](tn, y(tn) + δy) +O(τ 3n),

donde δy := yn − y(tn). Ahora utilizamos la cuota a priori (teorema 9)
que nos entrega

|δy| ≤ CTτn,

donde CT es independiente de τn. Utilizando Taylor:

f [1](tn, y(tn) + δy) = f [1](tn, y(tn)) + f [1]′

y (tn, y(tn))δy +O(δy2).

Finalmente, con lo anterior y la desigualdad triangular, viene

|ηn − en| ≤ 1

2
τ 2n

∣∣∣f [1]′

y (tn, y(tn))
∣∣∣ |δy|+ 1

2
τ 2n
∣∣O(δy2)

∣∣+ ∣∣O(τ 3n)
∣∣

≤ 1

2
τ 2n(C

′CTτn) +
1

2
τ 2n
∣∣O((CTτn)

2)
∣∣+ ∣∣O(τ 3n)

∣∣ ,
con

C ′ := sup
0≤t≤T

∣∣∣f [1]′

y (tn, y(tn))
∣∣∣ .

Asumimos esta constante finita, simplificamos y obtenemos

|en| ≤ |ηn|+O(τ 3n).

Esto se puede considerar como un resultado de fiabilidad: si no se toman
en cuenta los términos de alto orden en τn, el estimador domina el error
de consistencia. Cabe mencionar que no es fácil generalizar para méto-
dos de más alto orden [17]. Para estimadores más generales y con mejores
propiedades ver, por ejemplo, el art́ıculo de D. Estep [23], las publicacio-
nes relacionadas [18], [19], [24], además de los trabajos recientes de B.
Kehlet y A. Logg [47] y de M. Feischl y D. Niederkofler [27].



3. Métodos expĺıcitos de un paso 81

3.6.2. Aplicación a Van der Pol

Tomamos el mismo ejemplo del caṕıtulo de M. Feischl y D. Niederko-
fler [27]: el oscilador de Van der Pol5. Hallamos x, y : [0, T ] → R (T = 10)
soluciones de

x′ = f1(x, y), y′ = f2(x, y), (3.34)

con condiciones iniciales

x(0) = y(0) = 1

y las siguientes expresiones de f1 y f2:

f1(x, y) = y, f2(x, y) = 5(1− x2)y − x.

Es un sistema autónomo de dos ecuaciones no lineales de primer orden.
Aqúı no seguimos los métodos tradicionales que adaptan directamente

y dinámicamente el paso de tiempo τn, tal como están presentados en
[17], [37], por ejemplo. De hecho, estos métodos carecen, por lo general, de
robusteza y de respaldo teórico fuerte (ver la discusión en la introducción
de [27]). Preferimos seguir la tecnoloǵıa presentada en [27], que sigue
métodos adaptativos clásicos para ecuaciones en derivadas parciales (ver,
entre otros, [5], [8]). Esta tecnoloǵıa sigue la idea siguiente:

SOLVE → ESTIMATE → MARK → REFINE

Explicamos e ilustramos a continuación los 4 pasos.

Etapa 1: SOLVE Solucionamos (3.34) con Euler expĺıcito. En la etapa
inicial, tomamos un paso de tiempo τ uniforme lo más grande posible.
Obtenemos lo siguiente:

5Ver también, por ejemplo, [35].
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Etapa 2: ESTIMATE Calculamos ηn para todo n. Como el sistema
de Van der Pol (3.34) tiene dos componentes, hacemos un cálculo por
componente y tomamos la norma euclidiana de los dos. Obtenemos:

Hemos representado la norma global del estimador a posteriori ηn.
Notamos que el estimador indica errores de importante magnitud un
poco después de t = 2 y un poco antes de t = 10.

Etapa 3: MARK Identificamos los intervalos discretos [tn; tn+1], don-
de |ηn| tiene los valores más altos y lo marcamos para refinar. Los inter-
valos marcados se localizan un poco después de t = 2 y un poco antes de
t = 10, de manera conforme al comportamiento del estimador.

Etapa 4: REFINE Dividimos en dos únicamente los intervalos discre-
tos marcados en la etapa anterior, donde |ηn| es de magnitud importante.

Iteración siguiente: SOLVE (2) Hemos obtenido, al final, una nueva
subdivisión t0 < t1 < . . . < tN1 del intervalo de tiempo, con N1 > N .
La subdivisión es más fina y refinada donde se necesita más precisión.
Calculamos de nuevo una solución con Euler expĺıcito y esta subdivisión
más fina. Obtenemos:
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Observamos que la solución cambió en comparación a la iteración ante-
rior, sobre todo, entre t = 8 y t = 10.

Iteración siguiente: ESTIMATE (2) Luego se puede volver a cal-
cular el estimador ηn. Ahora tenemos la siguiente distribución de error.

Se observa que refinar donde el estimador fue más grande, cerca de t =
2, fue efectivo y permitió reducir el error en esta región. No obstante,
aparece un nuevo error cerca de t = 8. Veamos ahora una solución de
referencia calculada con un paso de tiempo muy pequeño (τ = 0,0005).
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Ahora tenemos la explicación: la predicción a la primera iteración era
muy gruesa y no haćıa aparecer la oscilación cerca de t = 8. La pri-
mera iteración adaptativa lo corrigió, pero no completamente. Con unas
iteraciones más, llegamos muy cerca de la solución de referencia.

3.7. Referencias complementarias

Si se quiere saber más sobre métodos de un paso, aconsejamos, par-
ticularmente, [16], [17], [37], [46], [60] y también [4], [11], [28], [44]. Unos
clásicos sobre métodos de Runge-Kutta son [6], [7].



Caṕıtulo 4

Métodos expĺıcitos multipasos

Seguimos con el problema de Cauchy

y′ = f(t, y)

e y(0) = y0 por 0 ≤ t ≤ T . Sea τ el paso de tiempo y seguimos con las
mismas notaciones relativas a lo anterior. Un método multipasos a r+ 1
pasos es un método de la forma

yn+1 = Ψ(tn, yn; . . . ; tn−r, yn−r).

Se puede, de esta forma, obtener un orden de convergencia elevado sin
tener tantos cálculos como en los métodos de Runge-Kutta, aprovechan-
do los cálculos de los pasos anteriores para mejorar la precisión. Esta
estrategia tiene una contraparte: se pierde algo de estabilidad.

4.1. Una clase general de métodos

Notamos fn = f(tn, yn) e introducimos

yn+1 =
r∑

k=0

αkyn−k + τ
r∑

k=0

βkfn−k, (4.1)

donde vamos a especificar los valores de los coeficientes reales (αk)0≤k≤r

y (βk)0≤k≤r. Se inicia el algoritmo de la siguiente forma: se calculan
(y1, f1), . . . , (yr, fr), por ejemplo, gracias a un método de un paso como
Runge-Kutta, eligiendo con cuidado su orden.

4.1.1. Ejemplo: el método de Nyström

El método de Nyström se define como

yn+1 = yn−1 + 2τfn.

85
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Es parecido al método del punto medio expĺıcito visto en el caṕıtulo
anterior, pero utiliza dos pasos de tiempo en vez de uno.

4.1.2. Error de consistencia

La definición del error de consistencia vista en el caṕıtulo anterior se
extiende naturalmente a métodos multipasos.

Definición 7. El error de consistencia asociada al método (4.1) se define
como

en := y(tn+1)−

(
r∑

k=0

αky(tn−k) + τ
r∑

k=0

βkf(tn−k, y(tn−k))

)
,

donde y es la solución exacta del problema de Cauchy (3.1).

De nuevo, si el error de consistencia es de orden p+ 1, el método multi-
pasos es de orden p.

Ejemplo 12. Veamos el error de consistencia para el método de Nyström.
Tenemos:

en = y(tn+1)−

(
r∑

k=0

αky(tn−k) + τ
r∑

k=0

βkf(tn−k, y(tn−k))

)
= y(tn+1)− (y(tn−1) + 2τf(tn, y(tn)))

= y(tn+1)− (y(tn−1) + 2τy′(tn))

= y(tn) + τy′(tn) +
1

2
τ 2y′′(tn) +

1

6
τ 3y(3)(tn) + o(τ 3)

−(y(tn)− τy′(tn) +
1

2
τ 2y′′(tn)−

1

6
τ 3y(3)(tn) + o(τ 3) + 2τy′(tn))

=
1

3
τ 3y(3)(tn) + o(τ 3).

Obtenemos un método de orden 2.

4.1.3. Métodos de Adams-Bashforth

Veamos ahora una clase muy conocida de métodos multipasos expĺıci-
tos [17], [60]. Sea y la solución exacta del problema de Cauchy (3.3).
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Podemos escribir

y(tn+1) = y(tn) +

∫ tn+1

tn

f(t, y(t))dt.

Tomamos r ≥ 0. Conocemos los valores siguientes:

y(tn−k), fn−k := f(tn−k, y(tn−k)),

para 0 ≤ k ≤ r. El método se basa en la idea siguiente: calcular el
polinomio de interpolación de Lagrange p que aproxima t 7→ f(t, y(t)) en
los puntos (tn, yn), . . . , (tn−r, yn−r) [17], [60]. Este polinomio se escribe

p(t) =
r∑

k=0

fn−kLk(t),

con (Lk)k=0,...,r los polinomios de la base de Lagrange asociada, de grado
r y definidos mediante:

Lk(tn−i) =

{
1 i = k,
0 i ̸= k.

El polinomio p es un polinomio de grado r. Ahora escribimos

y(tn+1) = y(tn) +

∫ tn+1

tn

f(t, y(t)) dt

≃ y(tn) +

∫ tn+1

tn

p(t) dt

= y(tn) +
r∑

k=0

fn−k

∫ tn+1

tn

Lk(t) dt.

Hemos utilizado la propiedad f ≃ p, y luego la descomposición de p en
la base de Lagrange. Inspirados por la fórmula anterior, los métodos de
Adams-Bashforth se escriben como

yn+1 = yn + τ

r∑
k=0

βn−kfn−k (4.2)
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con

βn−k =
1

τ

∫ tn+1

tn

Lk(t)dt. (4.3)

El éxito de estos métodos viene de que son sencillos y que permiten
alcanzar un orden alto sin evaluaciones extras de la función f . Veamos
ahora algunos casos particulares.

Cuando r = 0, tenemos L0 = 1, y βn = 1. La ecuación (4.2) se
reduce a

yn+1 = yn + τfn (4.4)

y volvemos a encontrar Euler expĺıcito.

Cuando r = 1, un simple cálculo permite obtener

yn+1 = yn + τ

(
3

2
fn −

1

2
fn−1

)
. (4.5)

Cuando r = 3, encontramos el método clásico de Adams-Bashforth
que se escribe

yn+1 = yn +
τ

24
(55fn − 59fn−1 + 37fn−2 − 9fn−3) .

Ver, por ejemplo, [60]. Es un método de orden 4 como lo vamos a
ver después.

Se puede también escribir el método para cualquier orden r ≥ 4.
No obstante, los coeficientes βn−k crecen con r, lo que disminuye la
estabilidad del método [17].

4.1.4. Implementación y un ejemplo

Veamos cómo se implementa el método de Adams-Bashforth en Py-
thon. Notar la etapa de inicialización con Runge-Kutta. Lo ilustramos
con el sistema de Lorenz:

x′ = σ(y − x),

y′ = x(ρ− z)− y,

z′ = xy − βz,
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donde σ, ρ y β son parámetros del sistema con condiciones iniciales
x(0) = y(0) = z(0) = 1. Tenemos T = 50 y τ = 0,005. El gráfico
resultante está en la figura 3.

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3

4 # Definimos el sistema de Lorenz

5 def lorenz(t, y, sigma=10, beta =8/3, rho =28):

6 dy = np.zeros_like(y)

7 dy[0] = sigma * (y[1] - y[0])

8 dy[1] = y[0] * (rho - y[2]) - y[1]

9 dy[2] = y[0] * y[1] - beta * y[2]

10 return dy

11

12 # Implementaci ón del método de Adams -Bashforth de 4 pasos

13 def adams_bashforth(f, t_span , y0 , steps):

14 t0 , tf = t_span

15 h = (tf - t0) / steps

16 t = np.linspace(t0 , tf , steps + 1)

17 y = np.zeros(( steps + 1, len(y0)))

18 y[0] = y0

19

20 # Usamos RK4 para los primeros 4 pasos

21 for i in range (3):

22 k1 = f(t[i], y[i])

23 k2 = f(t[i] + h/2, y[i] + h/2 * k1)

24 k3 = f(t[i] + h/2, y[i] + h/2 * k2)

25 k4 = f(t[i] + h, y[i] + h * k3)

26 y[i+1] = y[i] + h/6 * (k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4)

27

28 # Aplicamos Adams -Bashforth para los pasos restantes

29 for i in range(3, steps):

30 y[i+1] = y[i] + h/24 * (55*f(t[i], y[i]) - 59*f(t[

i-1], y[i-1]) + 37*f(t[i-2], y[i-2]) - 9*f(t[i

-3], y[i-3]))

31

32 return t, y

33

34 # Cond. iniciales

35 y0 = np.array ([1.0, 1.0, 1.0])

36 t_span = (0, 50)

37 steps = 10000

38
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39 # Resolvemos el sistema

40 t, y = adams_bashforth(lorenz , t_span , y0 , steps)

41

42 # Graficamos el plano de fase

43 fig = plt.figure(figsize =(10, 8))

44 ax = fig.add_subplot (111, projection=’3d’)

45 ax.plot(y[:, 0], y[:, 1], y[:, 2], lw =0.5)

46 ax.set_xlabel("X")

47 ax.set_ylabel("Y")

48 ax.set_zlabel("Z")

49 ax.set_title("Plano de fase del sistema de Lorenz")

50 plt.show()

Listado 4: Implementación de Adams-Bashforth en Python.

Figura 3: Sistema de Lorenz resuelto con Adams-Bashforth (dibujo en el
plano de fase).
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4.1.5. Consistencia de Adams-Bashforth

Necesitamos el resultado clásico siguiente sobre la interpolación de
Lagrange [60]. Suponemos que f es una función real definida y continua
en un intervalo [a, b], que admite derivadas continuas en [a, b] hasta el
orden r+1. Tomamos r+1 puntos de interpolación distintos x0, x1, . . . , xr

y denotamos p el polinomio de interpolación asociado (p(xk) = f(xk),
k = 0, . . . , r). Introducimos el polinomio de grado r + 1 siguiente:

πr+1(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xr).

Se puede establecer [60]:

|f(x)− p(x)| ≤ Mr+1

(r + 1)!
|πr+1(x)|,

donde
Mr+1 = máx

a≤ξ≤b
|f (r+1)(ξ)|.

Ahora volvemos al error de consistencia, que es dado por

en = y(tn+1)− y(tn)−
∫ tn+1

tn

p(t)dt =

∫ tn+1

tn

(y′(t)− p(t))dt,

donde p es el polinomio de interpolación de t 7→ f(t, y(t)) = y′(t) in-
troducido anteriormente. Utilizamos el teorema del valor medio: existe
tn ≤ θ ≤ tn+1 que cumple

en = (tn+1 − tn)(y
′(θ)− p(θ)).

Utilizamos ahora la cuota superior:

|y′(θ)− p(θ)| ≤ Mr+1

(r + 1)!
|πr+1(θ)|.

Para 0 ≤ k ≤ r utilizamos tn ≤ θ ≤ tn+1 y acotamos

|θ − tn−k| ≤ (k + 1)τ ≤ (r + 1)τ.

Obtenemos:

|πr+1(θ)| = |θ − tn| . . . |θ − tn−r| ≤ ((r + 1)τ)r+1.
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Finalmente, deducimos:

|en| ≤ τ
Mr+1

(r + 1)!
((r + 1)τ)r+1 =

Mr+1(r + 1)r+1

(r + 1)!
τ r+2.

Entonces, el método de Adams-Bashforth de r+1 pasos es de orden r+1.

4.2. Cero-estabilidad

Estudiamos la estabilidad de los métodos multipasos; es un asunto
más delicado en comparación a los métodos de un paso.

4.2.1. Una definición

Primero extendemos la noción de estabilidad vista en el caṕıtulo an-
terior.

Definición 8. Un método multipasos es estable si verifica lo siguiente.
Sea τM > 0. Existe una constante de estabilidad Cs > 0 tal que, para todo
valor de τ ≤ τM (o equivalentemente N ≥ T/τM), y para toda pareja de
soluciones (yn)0≤n≤N y (ỹn)0≤n≤N definidas de la siguiente forma:

yn+1 = Ψ(tn, yn; . . . ; tn−r, yn−r),

ỹn+1 = Ψ(tn, ỹn; . . . ; tn−r, ỹn−r) + ϵn,

para todo r ≤ n < N , con (ϵn)0≤n<N una secuencia arbitraria de reales,
se cumple la desigualdad:

máx
0≤n≤N

|yn − ỹn| ≤ Cs

(
máx
0≤n≤r

|yn − ỹn|+
∑

r≤n<N

|ϵn|

)
. (4.6)

4.2.2. Un lema importante

El análisis de estabilidad se basa en el resultado siguiente. Es enun-
ciado en el libro de E. Süli y D. Mayers y demostrado en el libro de P.
Henrici [40].
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Lema 5 (Lema 12.1 de Süli & Mayers). Sea la relación de recurrencia
lineal homogénea de orden r siguiente:

αryn+r + · · ·+ α1yn+1 + α0yn = 0, n ∈ N, (4.7)

donde αk ∈ R, k = 0, . . . , r, αr ̸= 0, α0 ̸= 0. Sea el polinomio carac-
teŕıstico correspondiente,

p(z) = αrz
r + · · ·+ α1z + α0.

Sean

(z1,m1) . . . (zl,ml)

las ráıces distintas del polinomio p juntas con sus multiplicidades, con
l ≤ r y m1+ . . .+ml = r. Entonces, toda secuencia (yn)n≥0 de complejos
que verifica (4.7) se escribe de la forma

yn =
l∑

j=1

pj(n)z
n
j , (4.8)

donde pj(·) es un polinomio de orden mj − 1, 1 ≤ j ≤ l.

4.2.3. Condición necesaria de estabilidad

Para tener una condición necesaria de estabilidad, consideramos la
ecuación

y′ = 0.

En este caso, el método de un paso (4.1) se escribe

yn+1 =
r∑

k=0

αkyn−k, (4.9)

para n ≥ r. Sea el polinomio caracteŕıstico

λr+1 − α0λ
r − α1λ

r−1 − . . .− αr = 0.
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Utilizamos el lema 5. Vamos a notar λj ∈ C las ráıces de este polinomio
caracteŕıstico y mj las multiplicidades correspondientes. Fijamos j y con-
sideramos λj una de estas ráıces. Ahora tomamos ϵ > 0 y consideramos
las secuencias yn y ỹn generadas por las iteraciones

yn+1 =
r∑

k=0

αkyn−k, ỹn+1 =
r∑

k=0

αkỹn−k,

con n ≥ r. Las fórmulas anteriores son idénticas. Entonces, para que
las secuencias puedan ser distintas, las iniciamos de forma distinta, por
n = 0, . . . , r:

yn = 0, ỹn = ϵλn
j .

Dado que λj es solución del polinomio caracteŕıstico, tenemos, para todo
n ≥ 0:

yn = 0, ỹn = ϵλn
j .

Supongamos que el método multipasos sea estable. La fórmula (4.6) im-
plica

|yN − ỹN | = ϵ|λj|N ≤ Cs máx
0≤n≤r

ϵ|λj|n.

Simplificamos:

|λj|N ≤ Cs máx
0≤n≤r

|λj|n = Csmáx{1, |λj|r}.

Finalmente, tomamos el ĺımite cuando τ → 0, o con N → +∞. Obtene-
mos la condición |λj| ≤ 1.

Ahora consideramos la situación donde λj es de módulo 1 (|λj| = 1) y
de multiplicidad mj ≥ 2. En este caso, λj, como ráız múltiple, es también
ráız del polinomio derivado. Tomamos ỹn = ϵnλn

j y encontramos

|yN − ỹN | = ϵN |λj|N = ϵN

y, por otro lado,
máx
0≤n≤r

|yn − ỹn| = ϵr,

lo que impide tener la condición (4.6): el método multipasos no puede
ser estable. Hemos demostrado el resultado siguiente.
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Teorema 11. Si el método multipasos (4.1) es estable, entonces, todas
las ráıces λ de su polinomio caracteŕıstico tienen que cumplir |λ| ≤ 1.
Además, todas las ráıces de módulo 1 tienen que ser simples.

Observación 14. Se puede establecer que la condición necesaria anterior
es también suficente [17].

4.2.4. Unos ejemplos

Veamos ahora algunos ejemplos.

Método de Nyström El polinomio caracteŕıstico es

λ2 − 1 = 0,

que admite dos ráıces simples: −1 y 1. Entonces, el método es estable. No
obstante, dado que la otra ráız es −1, la estabilidad no es muy buena [17].

Método de Adams–Bashforth El polinomio caracteŕıstico es

λr−1(λ− 1) = 0.

El polinomio tiene una ráız múltiple, 0, y otra ráız simple, 1, entonces,
el métodos es estable.

Se puede demostrar que la constante de estabilidad, que depende de
los coeficientes del método, aumenta cuando r crece [17]. Entonces, se
pierde estabilidad para métodos de orden alto. Por esta misma razón, no
se utilizan mucho métodos de orden más grande que 4.

4.3. Convergencia

Como para los métodos de un paso la estabilidad implica el resultado
siguiente:

máx
0≤n≤N

|yn − y(tn)| ≤ Cs

(
máx
0≤n≤r

|yn − y(tn)|+
∑

r≤n<N

|en|

)
,
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donde y es la solución exacta del problema de Cauchy (3.1), yn es la
solución aproximada por el método multipasos (4.1) y en es el error de
consistencia del método. Esta vez tenemos que acotar todos los pasos de
inicialización del método. Dado esto, veamos que si el método es estable
y consistente, aún tenemos convergencia.

Veamos ahora lo del orden de convergencia. Supongamos que la ini-
cialización se hace con un método de orden q ≥ 1:

máx
0≤n≤r

|yn − y(tn)| ≤ Cτ q+1,

y que el método multipasos sea de orden p:∑
r≤n<N

|en| ≤ C
∑

r≤n<N

τ p+1 ≤ CTτ p.

Obtenemos:

máx
0≤n≤N

|yn − y(tn)| ≤ CsC
(
τ q+1 + Tτ p

)
.

Particularmente, si q ≥ p− 1, tenemos

máx
0≤n≤N

|yn − y(tn)| ≤ Cτ p.

Podemos, entonces, hacer la inicialización con un método de orden p− 1
sin perder la convergencia en orden p.



Caṕıtulo 5

Métodos impĺıcitos

Hasta ahora hemos visto métodos expĺıcitos, que son fáciles de im-
plementar y que funcionan muy bien para una clase importante de ecua-
ciones diferenciales. Sin embargo, existe otra clase de ecuaciones diferen-
ciales, bastante comunes, para las cuales los métodos expĺıcitos no dan
buenos resultados en la práctica. Vamos a tratar de entender por qué y
ver cómo los métodos impĺıcitos de integración permiten solucionar este
tema.

5.1. Sistemas ŕıgidos

Hemos visto en el caṕıtulo introductorio (caṕıtulo 1) un ejemplo de
problema de Cauchy que no se resuelve bien con el método de Euler
expĺıcito. Los problemas ŕıgidos (stiff, en inglés) son todos los proble-
mas por los cuales los métodos expĺıcitos no dan buenos resultados en la
práctica. Veamos otro ejemplo propuesto en el libro de J. P. Demailly [17]
(varios otros ejemplos muy ilustrativos se pueden encontrar en otros li-
bros, particularmente en [39], [46]). Sea el problema de Cauchy

y′ = −150y + 30, y(0) = 1/5.

La solución exacta es una constante:

y(t) = 1/5.

Si tomamos como dato inicial

ỹ(0) = 1/5 + ϵ,

con epsilon cualquier real, tenemos

ỹ(t) = 1/5 + ϵe−150t

97
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El problema está matemáticamente bien puesto: hay existencia y unici-
dad de solución (Cauchy-Lipschitz aplica sin problema). Está también
numéricamente bien puesto: la sensibilidad a la perturbación es compen-
sada por el término exponencial decreciente.

Tratamos de aplicar Euler expĺıcito con un paso de tiempo τ . Una
recurrencia directa nos da

yn − 1/5 = (1− 150τ)n(y0 − 1/5).

Para darnos una idea, supongamos τ = 0,02. Si tenemos un error inicial
y0 = 1/5 + ϵ, esto nos da

yn = 1/5 + (−2)nϵ,

y al tiempo t = 1
y50 ≃ 1/50 + 1015ϵ.

La solución tiene oscilaciones crecientes y no se parece en nada a la
solución exacta. Para tener estabilidad, y volver a tener una solución
monótona y decreciente, necesitamos τ < 1/75. Esto es demasiado res-
trictivo.

Otros ejemplos vienen de la discretización de ciertas ecuaciones par-
ciales en tiempo y espacio (parabólicas), como la ecuación del calor o la
de Stokes.

5.2. A-estabilidad

Veamos ahora una nueva noción de estabilidad, más fuerte que la
anterior. Esta noción permite entender mejor algunas propiedades de los
métodos de integración en tiempo, particularmente en tiempo largo y
para sistemas ŕıgidos. Seguimos la presentación del libro de E. Süli y D.
F. Mayers [60].

Consideremos el siguiente método multipasos:

r∑
k=0

αkyn+k = τ
r∑

k=0

βkfn+k. (5.1)
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Observamos que la fórmula es más general que la del caṕıtulo anterior.
Notamos también que, por un tema de comodidad, hemos cambiado el
rol de los ı́ndices. Aplicamos el método (5.1) para aproximar la ecuación
lineal y′ = λy, λ ∈ C, y obtenemos la siguiente relación de recurrencia:

r∑
k=0

(αk − τλβk)yn+k = 0.

El polinomio caracteŕıstico de esta relación es:

π(z; τλ) =
r∑

k=0

(αk − τλβk)z
k.

Se llama polinomio de estabilidad. Es un polinomio en z. Fijamos τλ.
Según el lema 5 del caṕıtulo anterior, la solución de la relación de recu-
rrencia se puede expresar de la forma:

yn =
l∑

j=1

pj(n)z
n
j ,

con zj, j = 1, . . . , l, las ráıces complejas distintas de π(·; τλ), mj sus
multiplicidades, l ≤ r y m1 + . . . +ml = r. Cada pj(·) es un polinomio
de orden mj − 1, 1 ≤ j ≤ l.

Si el parámetro λ es un complejo con parte real negativa, la solución
de la ecuación diferencial y′ = λy tiende a cero para t grande:

ĺım
t→+∞

y(t) = 0.

Esperamos el mismo comportamiento para la solución yn del método
multipasos (5.1). Esta propiedad se cumple si, y solamente si, todas las
ráıces zj son de módulo inferior estricto a 1. La discusión anterior motiva
la serie de definiciones siguientes.

Definición 9. El método (5.1) es absolutamente estable en el punto

τλ ∈ C,

si todas las ráıces zj del polinomio de estabilidad π(·; τλ) son de módulo
inferior estricto a 1.
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Definición 10. La región A de estabilidad absoluta del método (5.1)
es constituida por todos los puntos τλ ∈ C, donde el método (5.1) es
absolutamente estable.

Definición 11. El método (5.1) es A-estable, si su región de estabilidad
A contiene la parte izquierda del plano complejo:

A ⊂ {z ∈ C|ℑz < 0} .

5.3. Euler y A-estabilidad

La fórmula (5.1) permite tener Euler expĺıcito como un caso particu-
lar:

yn+1 − yn = τfn.

El polinomio de estabilidad se escribe como

π(z;λτ) = z − 1− λτ.

Tiene una única ráız simple:

z1 = 1 + λτ.

Esta ráız z1 es de módulo inferior estricto a 1 cuando

|1 + λτ | < 1.

Dibujamos, a continuación, la región de estabilidad. Volvemos a encon-
trar el resultado del primer caṕıtulo. Comprobamos, entonces, que Euler
expĺıcito no es A-estable.

ℜ(λτ)

ℑ(λτ)zona de A-estabilidad

de Euler expĺıcito

|1 + λτ | < 1

−1 0
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Volvemos ahora a introducir Euler impĺıcito. En el formalismo de
(5.1) se escribe como

yn+1 − yn = τfn+1.

El polinomio de estabilidad asociado es

π(z;λτ) = (1− λτ)z − 1.

Tiene una única ráız simple:

z1 =
1

1− λτ
.

Esta ráız es de módulo inferior estricto a 1 cuando∣∣∣∣ 1

1− λτ

∣∣∣∣ < 1,

o, dicho de otra manera,
|1− λτ | > 1.

Veamos que para cualquier valor de λ de parte real negativa, esta condi-
ción se cumple. Entonces, Euler impĺıcito es A-estable.

5.4. Otros métodos impĺıcitos

El método de Euler impĺıcito, por muy estable que sea, es solamente
de orden 1. Veamos en esta sección otros dos métodos impĺıcitos conoci-
dos que son de orden 2.

5.4.1. Método de trapecios (o Crank-Nicolson)

Este método es la variante impĺıcita del método de Heun. Se escribe
de la forma siguiente:

yn+1 − yn =
1

2
τ(fn + fn+1).

La idea es la misma que para el método de Heun. Se basa en la for-
mulación integral de la ecuación diferencial, más la aproximación de la
integral por la fórmula de trapecios. Se puede comprobar sin dificultad
que es un método A-estable y de orden 2.
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5.4.2. Método de punto medio impĺıcito

Igualmente, este método es la variante impĺıcita del punto medio
expĺıcito. Se escribe como

yn+1 − yn = τf

(
tn + tn+1

2
,
yn + yn+1

2

)
.

También se puede derivar de la fórmula de integración numérica del punto
medio. Es un método A-estable y de orden 2. Cuando f es lineal, coincide
con el método de Crank-Nicolson.

5.4.3. Métodos más sofisticados

Existen much́ısimos más métodos impĺıcitos que los muy básicos men-
cionados anteriormente. Algunos permiten obtener órdenes más eleva-
dos que uno o dos. Particularmente, existen variantes impĺıcitas de los
métodos de Runge-Kutta, y también métodos multipasos impĺıcitos co-
mo Adams-Moulton o Backward Finite Differences (BDF). Además, se
pueden combinar métodos expĺıcitos e impĺıcitos para tener métodos de
predicción-corrección. Para más detalles ver, por ejemplo, [17], [37], [39],
[46], [60].

5.5. Método de Newton

Los métodos impĺıcitos se pueden escribir de la forma

Ψ(yn+1) = 0,

donde Ψ es una función posiblemente no lineal que depende también de f ,
de τ , de los coeficientes del método y de los valores anteriores yn, . . . , yn−r,
r ≥ 0. Por ejemplo, con Euler impĺıcito tenemos a cada paso de tiempo
la fórmula siguiente:

yn+1 − τf(tn+1, yn+1)− yn = 0.

A nivel de implementación se necesita, entonces, una herramienta nueva
para solucionar a cada paso de tiempo este problema. De hecho, cualquier
método para calcular el cero de funciones sirve [60]. Lo más natural es el
método de Newton.
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5.5.1. Algoritmo

Supongamos que queremos solucionar

Ψ(y) = 0.

Se parte de una estimación y0 de la solución y luego se calcula una
secuencia (yk)k≥0 con la iteración siguiente:

Ψ(yk) + Ψ′(yk)(yk+1 − yk) = 0,

que se puede volver a escribir aśı:

yk+1 = yk − Ψ(yk)

Ψ′(yk)
. (5.2)

Asumimos que, para todo k ≥ 0, Ψ′(xk) ̸= 0. Este método tiene una
interpretación geométrica en términos de intersección de la tangente con
la recta de ecuación y = 0. Paramos cuando el residuo es más pequeño
que una tolerancia ϵ elegida:

|Ψ(yK)| ≤ ϵ.

5.5.2. Convergencia cuadrática

El teorema de Kantorovich asegura que el método de Newton aproxi-
ma el cero con convergencia cuadrática, bajo algunas hipótesis de suavi-
dad en Ψ y si y0 esta cerca de y. Esta propiedad de convergencia cuadráti-
ca hace muy atractivo el algoritmo: entrega una aproximación con alta
precisión en muy pocas iteraciones. No obstante, el algoritmo puede no
entregar ninguna solución si lo iniciamos lejos del cero. Además, calcular
la derivada exacta de Ψ puede ser desafiante para problemas complejos.

Enunciamos primero el teorema de Kantorovich (para la demostración
ver, por ejemplo, el libro de E. Süli y D. F. Mayers [60]):

Teorema 12 (Kantorovich). Sea Ψ una función real de derivada segunda
continua en un intervalo cerrado [ξ − δ; ξ + δ] con δ > 0. Asumimos
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Ψ(ξ) = 0 y Ψ”(ξ) ̸= 0. Asumimos, también, que existe una constante
A > 0 por la cual tenemos la relación:∣∣∣∣Ψ”(x)

Ψ′(y)

∣∣∣∣ ≤ A, ∀x, y ∈ [ξ − δ; ξ + δ].

Entonces, para todo x0 ∈ R con

|x0 − ξ| ≤ mı́n(δ, 1/A),

la secuencia (xk) que corresponde al método de Newton (5.2) tiende hacia
ξ con convergencia cuadrática: existe µ ∈ R, µ > 0, que verifica

ĺım
k→+∞

|xk+1 − ξ|
|xk − ξ|2

= µ.

5.5.3. Implicación práctica

Sea ahora la siguiente implementación en Python del método de New-
ton, que soluciona f(x) = x2 − 2 para aproximar la ráız de 2.

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3

4 # Cero de

5 def f(x, a):

6 return x**2 - a

7

8 # Derivada

9 def df(x):

10 return 2 * x

11

12 # Método de Newton

13 def newton_method(a, x0 , tol=1e-10, max_iter =10):

14 x = x0

15 errors = []

16 for _ in range(max_iter):

17 x_new = x - f(x, a) / df(x)

18 errors.append(abs(x_new - np.sqrt(a)))

19 if abs(x_new - x) < tol:

20 break

21 x = x_new
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22 return errors

23

24 # Par á metros

25 a = 2.0

26 x0 = 1.5

27

28 # Utilizamos Newton

29 errors = newton_method(a, x0)

Listado 5: Newton en Python.

Esto nos entrega los errores siguientes:

Iteración k xk − ξ
0 0,5
1 0,002453104293571595
2 2,1239014147411694,10−06

3 1,5947243525715749,10−12

4 0,0

Observamos claramente la influencia de la convergencia cuadrática. Apro-
ximadamente, el método permite tener el doble de cifras significativas de
una iteración a la otra. A la cuarta iteración, el error esta debajo de la
precisión aritmética usual.

5.5.4. Aplicación a Euler impĺıcito

Mostramos aqúı cómo el método sirve para Euler impĺıcito. La función
fsolve de Python se encarga automáticamente de aplicar el método de
Newton.

1 import numpy as np

2 from scipy.optimize import fsolve

3

4 def implicit_euler(f, y0 , t0 , tf , tau):

5 # Euler impl ı́cito

6

7 # Par á metros:

8 # f (function): EDO.

9 # y0 (float): valor inicial.

10 # t0 (float): tiempo inicial.
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11 # tf (float): tiempo final.

12 # tau (float): paso de tiempo.

13

14 # Devuelve:

15 tuple: tn y yn.

16

17 # Pasos de tiempo

18 num_steps = int((tf - t0) / tau)

19

20 # Inicializaci ón

21 t_values = np.linspace(t0 , tf , num_steps + 1)

22 y_values = np.zeros(num_steps + 1)

23 y_values [0] = y0

24

25 # Euler impl ı́cito

26 for i in range(num_steps):

27 # Define la ecuaci ón impl ı́cita

28 def implicit_equation(y_new):

29 return y_new - y_values[i] - tau * f(t_values[

i + 1], y_new)

30

31 # Soluci ón con Newton

32 y_new_guess = y_values[i]

33 y_new = fsolve(implicit_equation , y_new_guess)[0]

34

35 # Guarda el valor

36 y_values[i + 1] = y_new

37

38 return t_values , y_values

39

40 # ejemplo de ecuaci ón diferencial

41 def f(t, y):

42 return -150 * y + 30

43

44 # Condici ón inicial

45 y0 = 0.2

46

47 # Tiempo

48 t0 = 0

49 tf = 1

50

51 # Paso de tiempo

52 tau = 0.02

53
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54 # Solucionamos

55 t_values , y_values = implicit_euler(f, y0 , t0 , tf , tau)

56

57 # Escribimos los resultados

58 for t, y in zip(t_values , y_values):

59 print(f"t = {t:.2f}, y = {y:.6f}")

Listado 6: Euler implicito en Python.

Obtenemos el resultado siguiente, que podemos comparar con el ejemplo
inicial del caṕıtulo.

tn yn
0,00 0,200000
0,02 0,200000
0,04 0,200000
. . . . . .
0,26 0,200000
0,28 0,200000
0,30 0,200000

5.6. Métodos paralelos en tiempo

Vimos que un método como Euler impĺıcito permite, para una cla-
se importante de ecuaciones o sistemas diferenciales, elegir un paso de
tiempo τ grande sin perder estabilidad. Además, este método es de fácil
implementación y permite obtener una solución sin muchos cálculos. Ex-
plicamos ahora cómo se puede sacar provecho de esto para hacer parale-
lización en tiempo.

5.6.1. Propagadores e integración en tiempo

Todav́ıa para el problema de Cauchy

y′ = f(t, y)

e y(0) = y0 por 0 ≤ t ≤ T , introducimos M pasos de tiempo largos
∆T : ∆T = T/M , con τ ≪ ∆T y M ≪ N . Introducimos la notación
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Tn = n∆T , n = 0, . . . ,M . Primero, con un método poco preciso pero
económico, construimos un propagador grueso G que sirve para predecir
un esquema de la evolución temporal de la cantidad y(t):

Yn+1 = G(Tn, Tn+1;Yn), ∀n = 0, . . . ,M − 1 ;Y0 = y0. (5.3)

Ejemplo 13. Tomamos f(t, y) = αy, α ∈ R (y′ = αy) y Euler impĺıcito
con paso de tiempo ∆T . En este caso:

G(Tn, Tn+1;Yn) =
Yn

1− α∆T
.

En segundo lugar, introducimos un propagador fino F mucho más preciso
que G pero más costoso:

Ŷn+1 = F(Tn, Tn+1; Ŷn), ∀n = 0, . . . ,M − 1, Ŷ 0 = Y (0). (5.4)

Ejemplo 14. Tomamos aún f(t, y) = αy, α ∈ R y la solución anaĺıtica
de y′ = αy en un intervalo de tamaño ∆T . En este caso:

F(Tn, Tn+1;Yn) = exp(α∆T )Yn.

En el caso general, se puede elegir un método de orden alto.

Ejemplo 15. De nuevo, en el caso particular f(t, y) = αy, α ∈ R (y′ =
αy), elegimos Euler impĺıcito pero con paso de tiempo τ = ∆T/p, con p
grande. En este caso:

F(Tn, Tn+1;Yn) =
Yn

(1− ατ)p
.

Aclaramos que los ejemplos anteriores son puramente ilustrativos. En
casos un poco más generales no es fácil dar una expresión expĺıcita de
estos propagadores, a pesar de que siguen siendo bien definidos. Se pue-
den elegir métodos expĺıcitos también a condición de que sean estables.
Por el momento tenemos dos fórmulas de integración numérica en tiempo
que son ambas secuenciales: el método (5.3) toma poco tiempo de cálculo
pero no da una solución muy precisa, y el método (5.4) da una solución
precisa pero con más costo computacional. Teniendo una máquina con
M procesadores paralelos, se pueden combinar de forma astuta los dos
métodos antagonistas y terminamos con un método preciso y rápido.
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5.6.2. Idea pararéelle

La idea de paralelizar la resolución en tiempo de ecuaciones diferen-
ciales parece haber nacido en 1964 con un trabajo de J. Nievergelt [51].
Para una perspectiva histórica sobre el tema y una descripción de di-
versos métodos ver, en particular, [29], [30]. Nos vamos a enfocar en un
método sencillo, pararéel, que fue propuesto en 2001 por J. L. Lions, Y.
Maday y G. Turinici [50]. Ideas similares se encuentran en un trabajo
anterior (1997) de P. Saha, J. Stadel y S. Tremaine [55], y en un art́ıculo
publicado por C. Farhat y M. Chandesris en 2003 [26].

Seguiremos la presentación dada en el libro de M. Gander y T. Lu-
net [30] (o, alternativamente, en [3], [31]). Empezamos como en (5.3) para
recorrer todo el intervalo de tiempo [0, T ] con el propagador grueso:

Y 0
n+1 = G(Tn, Tn+1;Y

0
n ), ∀n = 0, . . . ,M − 1 ; Y 0

0 = y(0).

Obtenemos una primera secuencia Y 0
0 , . . . , Y

0
M que puede servir para pre-

decir en cada intervalo de tiempo (T n;T n+1) una solución precisa con el
propagador fino F :

Ŷ 0
n+1 = F(Tn, Tn+1;Y

0
n ), ∀n = 0, . . . , N − 1 ; Ŷ 0

0 = y(0).

Dado que toda la secuencia Y 0
0 , . . . , Y

0
M es conocida, este paso puede ser

completamente paralelizado enM procesadores. Sin embargo, debido a la
diferencia de precisión entre el propagador fino F y el propagador grueso
G, es esperable que las soluciones no coincidan en los tiempos T1, . . . , TM .
Sea

δYn+1 = Ŷ 0
n+1 − Y 0

n+1

el salto de solución en Tn+1 que puede ser diferente de cero. Reducimos
estos saltos con una nueva etapa secuencial, con la cual utilizamos úni-
camente el propagador grueso (para seguir siendo rápido):

Y 1
n+1 = G(Tn, Tn+1;Y

1
n )︸ ︷︷ ︸

predicción

+ δYn+1︸ ︷︷ ︸
corrección

, ∀n = 0, . . . ,M − 1.

Corresponde a un paso de predicción-corrección, o corrección de defec-
tos [58], donde la predicción gruesa (o el defecto) está corregida utilizando
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la solución fina. Podemos escribirlo también como

Y 1
n+1 = G(Tn, Tn+1;Y

1
n )︸ ︷︷ ︸

predicción

+F(Tn, Tn+1;Y
0
n )− G(Tn, Tn+1;Y

0
n )︸ ︷︷ ︸

corrección

,

para ∀n = 0, . . . ,M−1. Como resultado obtenemos una nueva secuen-
cia,

Y 1
0 , . . . , Y

1
M ,

que, bajo algunas hipótesis, aproxima más precisamente la solución del
problema de Cauchy inicial. Luego iteramos y volvemos a calcular nue-
vas soluciones finas en los M procesadores, utilizando Y 1

0 , . . . , Y
1
M como

nuevos valores iniciales.

5.6.3. Algoritmo pararéel

Detallamos el método pararéel de forma completa. Los componentes
del algoritmo son:

Propagador fino (F): Método de integración preciso (ejemplo:
Runge-Kutta de orden alto).

Propagador grueso (G): Método de integración rápido pero me-
nos preciso (ejemplo: Euler).

Intervalo temporal: [0, T ] dividido en M subintervalos [Tn, Tn+1],
con T0 = 0 y TM = T , para M procesadores.

El método está descrito en el algoritmo 1. Comentamos los pasos.

1. Inicialización: Se propaga la solución inicial y0 usando solo el
propagador grueso G en todo el intervalo temporal.

2. Iteraciones pararéelles en k:

Paso en paralelo: Para cada subintervalo [Tn, Tn+1] se cal-
cula la solución usando el propagador fino F con la condición
inicial Yn. Este paso se paraleliza, ya que cada subintervalo es
independiente en esta fase.
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Corrección secuencial: Se actualiza la solución en cada
subintervalo usando la fórmula de corrección:

Y k+1
n+1 = G(Tn, Tn+1;Y

k
n+1)+F(Tn, Tn+1;Y

k
n )−G(Tn, Tn+1;Y

k
n ).

(5.5)
Este paso es secuencial, porque Y k+1

n+1 depende de Y k
n .

3. Convergencia: Tras K iteraciones, la solución Y K
n aproxima a la

solución que se obtendŕıa usando solo el propagador fino F en todo
el intervalo.

Algoritmo 1 (pararéel)

Requerido: f(t, y): Función del sistema de EDO;

y0: Condición inicial;

F : Propagador fino;

G: Propagador grueso;
M : Número de subintervalos;

K: Número máximo de iteraciones.
Garantizar: Solución aproximada Yn en los puntos Tn.
1: Inicialización: Y0 = y(0)
2: para desde n = 0 hasta M − 1 hacer
3: Yn+1 = G(Tn, Tn+1;Yn) ▷ Propagación gruesa secuencial
4: fin para
5: para desde k = 0 hasta K − 1 hacer ▷ Iteraciones pararéelles
6: para desde n = 0 hasta M − 1 hacer en paralelo
7: Ŷn+1 = F(Tn, Tn+1;Yn) ▷ Propagación fina en paralelo
8: fin para
9: para desde n = 0 hasta M − 1 hacer ▷ Corrección secuencial
10: Yn+1 = G(Tn, Tn+1;Yn) + Ŷn+1 − Yn+1

11: fin para
12: fin para
13: Devolver Yn para n = 0, . . . ,M .

Hacemos k → +∞ en la fórmula (5.5). Suponiendo que haya con-
vergencia hasta una secuencia (Y ∞

0 , . . . , Y ∞
M ) que verifica para cualquier
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0 ≤ n < M :

Y ∞
n+1

= G(Tn, Tn+1;Y
∞
n ) + F(Tn, Tn+1;Y

∞
n )

−G(Tn, Tn+1;Y
∞
n )

= F(Tn, Tn+1;Y
∞
n ).

Por lo tanto, (Y ∞
0 , . . . , Y ∞

M ) es la solución obtenida a través de cálcu-
los secuenciales (costosos) con el método numérico preciso. Notar que
la aceleración en paralelo es efectiva siempre que K ≪ M , donde K es
el número de iteraciones pararéelles necesarias para la convergencia, y
siempre que el cálculo grueso sea mucho más económico que el fino. De
hecho, se muestra sin dificultad que el algoritmo converge en un máximo
de K = M iteraciones [30]. El estudio preciso de estabilidad y convergen-
cia del algoritmo se puede encontrar en [30], [31]. El tema de estabilidad
es particularmente delicado: de cierta forma, pararéel es un método mul-
tipasos y se enfrenta a las barreras de Dahlquist, que son una serie de
teoremas generales sobre los ĺımites de orden de métodos multipasos es-
tables (ver [34], [37], [39], [60] para más detalles).

5.6.4. Pararéel y disparos múltiples

Ahora trataremos de entender mejor cómo está construida la etapa de
corrección en pararéel. Para este propósito, es interesante hacer el v́ınculo
con el método de disparos múltiples (multiple shooting) de P. Chartier
y B. Philippe [9], siguiendo la presentación de [30], [31]. Partamos de la
iteración (5.5) y hacemos lo siguiente:

G(Tn, Tn+1, Y
k+1
n )− G(Tn, Tn+1, Y

k
n ) ≃ y(Tn+1;Y

k+1
n )− y(Tn+1;Y

k
n ),

donde y(Tn+1;Y ) denota la solución exacta en Tn+1 del problema de
Cauchy y′ = f(t, y), y(Tn) = Y . Lo combinamos con una fórmula de
Taylor para obtener:

G(Tn, Tn+1, Y
k+1
n )− G(Tn, Tn+1, Y

k
n ) ≃

∂y

∂Y
(Tn+1;Y

k+1
n − Y k

n ).

Nos da la fórmula siguiente, alternativa a (5.5):

Y k+1
n+1 = F(Tn, Tn+1;Y

k
n ) +

∂y

∂Y
(Tn+1;Y

k+1
n − Y k

n ).
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Esta es la fórmula a la base del método de disparos múltiples (multiple
shooting) de P. Chartier y B. Philippe [9]. La podemos entender mejor
de la forma siguiente.

5.6.5. Formulaciones globales

Introducimos primero el vector columnaY que contiene las soluciones
en cada subintervalo temporal:

Y =


Y1

Y2
...

YM

 ,

donde Yn es la solución aproximada en el tiempo Tn. Sea la siguiente
función F(Y) definida como:

F(Y) =


F1(Y)
F2(Y)

...
FM(Y)

 =


Y1 −F(T0, T1;Y0)
Y2 −F(T1, T2, Y1)

...
YM −F(TM−1, TM ;YM−1)

 ,

donde F(Tn−1, Tn;Yn−1) es la solución obtenida con el propagador fino
en el subintervalo [Tn−1, Tn]. Para simplificar, podemos suponer que el
propagador corresponde a la solución exacta. La ecuación

F(Y) = 0

representa el sistema de ecuaciones que debe resolverse para encontrar la
solución fina/exacta del problema de Cauchy. La idea de [9] es utilizar el
método de Newton visto previamente para solucionar estas ecuaciones.
La iteración k del método de Newton se expresa en forma compacta como:

Yk+1 = Yk − [J(Yk)]−1F(Yk),

donde J(Yk) es la matriz Jacobiana de F evaluada en Yk.
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Matriz jacobiana J(Y)

Dado que Fn(Y) = Yn − F(Tn−1, Tn;Yn−1), la matriz jacobiana tiene la
siguiente estructura:



1 0 0 · · · 0

−∂F(T1, T2;Y1)

∂Y1

1 0 · · · 0

0 −∂F(T2, T3;Y2)

∂Y2

1 · · · 0

...
...

. . . . . .
...

0 0 · · · −∂F(TM−1, TM ;YM−1)

∂YM−1

1


︸ ︷︷ ︸

=J(Y)

.

Método de Newton componente por componente

Entonces, la iteración k

[J(Yk)](Yk+1 −Yk) = −F(Yk)

del método de Newton puede escribirse componente por componente co-
mo:



Y k+1
1 − Y k

1 = −Y k
1 + F(T0, T1;Y

k
0 ),

−∂F(T1, T2;Y1)

∂Y1

(Y k+1
1 − Y k

1 ) + Y k+1
2 − Y k

2

= −Y k
2 + F(T1, T2;Y

k
1 ),

...

−∂F(TM−1, TM ;YM−1)

∂YM−1

(Y k+1
M−1 − Y k

M−1) + Y k+1
M − Y k

M

= −Y k
M + F(TM−1, TM ;Y k

M−1).
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Simplificamos:

Y k+1
1 = F(T0, T1;Y

k
0 ),

Y k+1
2 = F(T1, T2;Y

k
1 ) +

∂F(T1, T2;Y1)

∂Y1

(Y k+1
1 − Y k

1 ),

...

Y k+1
M = F(TM−1, TM ;Y k

M−1)

+
∂F(TM−1, TM ;YM−1)

∂YM−1

(Y k+1
M−1 − Y k

M−1).

Volvemos a encontrar el método de [9]. Es paralelizable también y tiene
las ventajas de los métodos de Newton, particularmente, la convergencia
cuadrática. No obstante, tiene desventajas: se tienen que calcular de las
jacobianas y la convergencia ocurre solo si estamos cerca de la solución
(ver [30] para más detalles).

Pararéel en formulación matricial

En el caso de que el propagador grueso G sea una aplicación lineal,
veamos también que la iteración k pararéelle se formula aśı:

[JG](Y
k+1 −Yk) = −F(Yk),

donde 
1 0 0 · · · 0

−G(T1, T2; ·) 1 0 · · · 0
0 −G(T2, T3; ·) 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 · · · −G(TM−1, TM ; ·) 1


︸ ︷︷ ︸

=JG

.

En este caso, JG se puede ver como una aproximación gruesa de la jaco-
biana exacta J(Y) y el método pararéel un método de cuasi Newton o
de Newton inexacto para solucionar el sistema F(Y) = 0.
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5.6.6. Ejemplo en Python

Retomamos el ejemplo del caṕıtulo 3 con Van der Pol y los mismos
parámetros. Hallamos x, y : [0, T ] → R (T = 10) soluciones de

x′ = f1(x, y), y′ = f2(x, y),

con condiciones iniciales

x(0) = y(0) = 1

y las siguientes expresiones de f1 y f2:

f1(x, y) = y, f2(x, y) = 5(1− x2)y − x.

Para paralelizar, empleamos la libreŕıa multiprocessing de Python.

1 import numpy as np

2 from scipy.integrate import solve_ivp

3 import matplotlib.pyplot as plt

4 from multiprocessing import Pool

5

6 # Definici ón del sistema de Van der Pol

7 def f(t, u):

8 x, y = u

9 dxdt = y

10 dydt = 5 * (1 - x**2) * y - x

11 return [dxdt , dydt]

12

13 # Propagador fino (F): solve_ivp (Runge -Kutta 4-5)

14 def F(args):

15 t0 , t1 , u0 = args

16 sol = solve_ivp(f, [t0 , t1], u0 , t_eval =[t1], method=’

RK45’)

17 return sol.y[:, 0] # Devuelve el valor final como

arreglo

18

19 # Propagador grueso (G): Euler expl ı́cito

20 def G(t0 , t1 , u0 , dt =0.05):

21 t = t0

22 u = u0.copy() # u0 es un arreglo de dimensi ón 2

23 while t < t1:

24 u += dt * np.array(f(t, u))
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25 t += dt

26 return u # Devuelve un arreglo de dimensi ón 2

27

28 # Par á metros de simulaci ón

29 T = 20.0 # Tiempo final

30 N = 40 # Número de subintervalos

31 T_n = np.linspace(0, T, N+1)

32 u0 = np.array ([1.0, 1.0]) # Condiciones iniciales: x(0) =

y(0) = 1

33 max_iter = 6 # Número de iteraciones

34

35 # Inicializaci ón (solo G)

36 U = np.zeros((N+1, 2))

37 U[0] = u0

38 for n in range(N):

39 U[n+1] = G(T_n[n], T_n[n+1], U[n])

40

41 # Lista para guardar soluciones intermedias

42 soluciones_intermedias = [U.copy()]

43

44 # Iteraciones

45 for k in range(max_iter):

46 U_new = U.copy()

47 # Preparamos los argumentos para el propagador fino F

48 args_F = [(T_n[n], T_n[n+1], U[n]) for n in range(N)]

49

50 # Usamos multiprocessing para paralelizar el cá lculo

de F

51 with Pool() as pool:

52 F_vals = np.array(pool.map(F, args_F))

53

54 # Paso 2: Actualizaci ón secuencial

55 for n in range(N):

56 U_new[n+1] = G(T_n[n], T_n[n+1], U_new[n]) +

F_vals[n] - G(T_n[n], T_n[n+1], U[n])

57 U = U_new

58 soluciones_intermedias.append(U.copy())

59

60 # Soluci ón fina (referencia) usando solo el propagador

fino

61 sol_fina = solve_ivp(f, [0, T], u0 , t_eval=T_n , method=’

RK45’)

62

63 # Graficar las soluciones para x(t) e y(t)
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64 fig , (ax1 , ax2) = plt.subplots(2, 1, figsize =(12, 8))

65

66 # Graficar x(t)

67 ax1.plot(sol_fina.t, sol_fina.y[0], ’k--’, label=’Soluci ón

fina (RK45)’, linewidth =2)

68 for i, sol in enumerate(soluciones_intermedias):

69 ax1.plot(T_n , sol[:, 0], ’o-’, label=f’Iteraci ón {i}’)

70 ax1.set_xlabel(’Tiempo (t)’)

71 ax1.set_ylabel(’x(t)’)

72 ax1.set_title(’Convergencia del método parar éel para x(t)

en Van der Pol’)

73 ax1.legend ()

74 ax1.grid()

75 # Graficar y(t)

76 ax2.plot(sol_fina.t, sol_fina.y[1], ’k--’, label=’Soluci ón

fina (RK45)’, linewidth =2)

77 for i, sol in enumerate(soluciones_intermedias):

78 ax2.plot(T_n , sol[:, 1], ’o-’, label=f’Iteraci ón {i}’)

79 ax2.set_xlabel(’Tiempo (t)’)

80 ax2.set_ylabel(’y(t)’)

81 ax2.set_title(’Convergencia del método parar éel para y(t)

en Van der Pol’)

82 ax2.legend ()

83 ax2.grid()

84 plt.tight_layout ()

85 plt.show()

Listado 7: Pararéel en Python.

Los resultados se pueden observar en la figura 4. Se nota que el resultado
final se puede encontrar en pocas iteraciones (aproximadamente K =
4 ≪ 40 = M), en un problema donde no es fácil predecir la solución.
No obstante, es más dif́ıcil lograr tener convergencia entre los tiempos
8 y 10: las dos primeras iteraciones proporcionan una solución lejana de
la solución fina. Otras implementaciones de pararéel y variantes están
disponibles en el libro de M. J. Gander y T. Lunet [30] (en Matlab) y en
la web6.

6En Python: en https://github.com/KVuillemot/Project M1 Parallelisation en
temps y en https://parallelwindfarms.github.io/parareal/; en Julia: en https://arxiv.
org/abs/1706.08569, y en C++ en: https://github.com/NLESC-JCER/parareal.

https://github.com/KVuillemot/Project_M1_Parallelisation_en_temps
https://github.com/KVuillemot/Project_M1_Parallelisation_en_temps
https://parallelwindfarms.github.io/parareal/
https://arxiv.org/abs/1706.08569
https://arxiv.org/abs/1706.08569
https://github.com/NLESC-JCER/parareal
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Figura 4: Resolución de Van der Pol con pararéel.





Caṕıtulo 6

Métodos conservativos

Este caṕıtulo presenta métodos numéricos que permiten conservar
cantidades, o invariantes, tras el tiempo. Un invariante t́ıpico puede ser la
enerǵıa de un sistema. Veamos primero una clase importante de sistemas
f́ısicos, en un sentido amplio, que tienen propiedades notables.

6.1. Sistemas hamiltonianos

Sea d ≥ 1. Un sistema hamiltoniano es un sistema dinámico que
puede describirse mediante las ecuaciones de Hamilton [2], [36]. Estas
ecuaciones son de la forma:

dqi
dt

=
∂H

∂pi
,

dpi
dt

= −∂H

∂qi
, i = 1, . . . , d,

donde

q = (q1, . . . , qd) son las coordenadas generalizadas;

p = (p1, . . . , pd) son los momentos conjugados;

H(·, ·) es la función hamiltoniana:

H : D ∋ (p, q) 7→ H(p, q) ∈ R,

donde D es un subconjunto de R2d.

Ejemplo 16. Consideremos un sistema f́ısico simple: el oscilador armó-
nico. En este caso, d = 1 y notamos simplemente p = p1 y q = q1. El
hamiltoniano para este sistema es:

H(p, q) =
ω2

2
p2 +

1

2
q2,

121
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donde ω > 0 es un parámetro f́ısico. Este modelo puede representar un
resorte, un circuito electrónico, etc. Las ecuaciones de Hamilton para
este sistema son:

dq

dt
=

∂H

∂p
= ω2p,

dp

dt
= −∂H

∂q
= −q.

Deducimos, finalmente,

d2q

dt2
= ω2dp

dt
= −ω2q,

que podemos volver a escribir

d2q

dt2
+ ω2q = 0,

que es la ecuación diferencial clásica de segundo orden.

A partir de ahora, por comodidad, notaremos a veces en este caṕıtulo

ẏ =
dy

dt
, ÿ =

d2y

dt2

para las derivadas en tiempo de orden uno y dos, respectivamente, donde
y es una función del tiempo. El hamiltoniano tiene una propiedad notable:
se conserva en el transcurso del tiempo. Se dice que es un invariante o
una primera integral del sistema. Precisamente:

Teorema 13. Sea d ≥ 1 y H(·) un hamiltoniano. Para todo T ≥ 0 se
cumple

H(T ) = H(0). (6.1)

Demostración. Sea d ≥ 1, 0 ≤ t ≤ T y H un hamiltoniano. Aplicamos
la regla de la cadena

d

dt
H(p(t), q(t)) =

d∑
i=1

∂H

∂pi
ṗi(t) +

d∑
i=1

∂H

∂qi
q̇i(t).

Las ecuaciones de Hamilton permiten tener

d

dt
H(p(t), q(t)) =

d∑
i=1

q̇i(t)ṗi(t)−
d∑

i=1

ṗi(t)q̇i(t) = 0.

Terminamos integrando la ecuación anterior entre 0 y T .
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Veamos ahora varios ejemplos.

Ejemplo 17 (El péndulo). En este caso tenemos

H(p, q) =
1

2
ω2p2 − cos(q), (6.2)

donde ω > 0 es un parámetro f́ısico y q representa un ángulo. Entonces,
el sistema diferencial asociado es

ṗ = − sen(q), q̇ = ω2p.

Se puede, de nuevo, escribir como una ecuación diferencial de segundo
orden:

q̈ + ω2 sen(q) = 0.

Si las oscilaciones son muy pequeñas, podemos aproximar sen(q) ≃ q y
volvemos a encontrar el oscilador armónico.

Ejemplo 18 (El problema de dos cuerpos). Se trata de dos cuerpos
puntuales (p1, q1) y (p2, q2) en el espacio con la fuerza gravitacional [36].
El hamiltoniano en este caso es

H(p, q) =
1

2
(p21 + p22)− (q21 + q22)

− 1
2 .

Ejemplo 19 (El problema de Hénon-Heiles). Es otro problema en as-
trof́ısica relacionado con dinámica estelar [36]. El hamiltoniano se define
como:

H(p, q) =
1

2
(p21 + p22) + U(q),

con

U(q) =
1

2
(q21 + q22) + q21q2 −

1

3
q32.

6.2. Flujos simplécticos

La estructura simpléctica es una propiedad geométrica fundamental
de los sistemas hamiltonianos. En el espacio de fase, que es el espacio
de todas las posibles coordenadas y momentos, la estructura simpléctica
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se define mediante una forma diferencial cerrada y no degenerada lla-
mada forma simpléctica. La preservación de esta estructura es crucial
porque garantiza que ciertas propiedades f́ısicas, como la conservación de
la enerǵıa, se mantengan a lo largo del tiempo. Nos vamos a enfocar en
el caso d = 1, donde podemos simplificar bastante la presentación. Nota-
mos, entonces, p = p1 y q = q1. Para el caso general ver, por ejemplo, [36]
y otras referencias clásicas [2].

Primero definimos una aplicación simpléctica como una aplicación
que preserva localmente el área orientada.

Definición 12. Sea D un conjunto abierto en R2. Una aplicación dife-
rencial g : D → R2 es simpléctica si su matriz jacobiana J satisface

det(J(p, q)) = 1,

para todo (p, q) ∈ D.

T́ıpicamente, una rotación del plano es simpléctica, pero una homo-
tecia de razón diferente de 1 no lo es. Veamos ahora lo que pasa con el
flujo de un sistema hamiltoniano.

Sea (p0, q0) una coordenada inicial cualquiera en D. Para todo t ≥ 0,
definimos el flujo de un sistema hamiltoniano como:

φt(p0, q0) =

(
p(t; p0, q0)
q(t; p0, q0)

)
.

Observamos que
φt : D → R2

y permite saber, al tiempo t, cómo el sistema hamiltoniano ha transfor-
mado el punto (p0, q0). Consideramos t como un parámetro de φ. Notamos
Jt la matriz jacobiana de φt. Tenemos

Jt(p0, q0) =

(
∂p0p ∂q0p
∂p0q ∂q0q

)
.

Para aliviar un poco las notaciones hemos omitido la dependencia en t a
la derecha y notado

∂p0p =
∂p

∂p0
, ∂q0p =

∂p

∂q0
, ∂p0q =

∂q

∂p0
, ∂q0q =

∂q

∂q0
.



6. Métodos conservativos 125

La derivada en tiempo de Jt es dada por:

J̇t(p0, q0) =

(
∂p0 ṗ ∂q0 ṗ
∂p0 q̇ ∂q0 q̇

)
.

Demostramos el teorema siguiente, que va a tener un rol fundamen-
tal [36] y que asegura que el flujo de un sistema hamiltoniano es simplécti-
co.

Teorema 14 (Poincaré, 1899). Supongamos que el hamiltoniano H sea
de clase C2 en su dominio D. Entonces, el jacobiano Jt del flujo φt

verifica
det (Jt) = 1,

para todo t ≥ 0.

Demostración. Consideremos la ecuación diferencial que proviene del ha-
miltoniano: (

ṗ
q̇

)
=

(
−∂qH
∂pH

)
.

Hemos utilizado la notación

∂pH =
∂H

∂p
, ∂qH =

∂H

∂q
.

Derivamos con respecto a (p0, q0):(
∂p0 ṗ ∂q0 ṗ
∂p0 q̇ ∂q0 q̇

)
=

(
−∂p0(∂qH) −∂q0(∂qH)
∂p0(∂pH) ∂q0(∂pH)

)
.

Aplicamos la regla de la cadena:

∂p0(∂qH) = (∂pqH)∂p0p+ (∂qqH)∂p0q.

De la misma forma:

∂q0(∂qH) = (∂pqH)∂q0p+ (∂qqH)∂q0q,

∂p0(∂pH) = (∂ppH)∂p0p+ (∂qpH)∂p0q,

∂q0(∂pH) = (∂ppH)∂q0p+ (∂qpH)∂q0q.
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Llegamos, entonces, a(
∂p0 ṗ ∂q0 ṗ
∂p0 q̇ ∂q0 q̇

)
=

(
−∂pqH −∂qqH
∂ppH ∂qpH

)(
∂p0p ∂q0p
∂p0q ∂q0q

)
,

que podemos formular como

J̇t = ΞHJt,

donde

ΞH :=

(
−∂pqH −∂qqH
∂ppH ∂qpH

)
.

Ahora, utilizando la fórmula de Jacobi, podemos calcular:

d

dt
(det Jt) = tr(Adj(Jt)J̇t) = tr(Adj(Jt)ΞHJt),

donde Adj(Jt) es la matriz adjunta de Jt (traspuesta de la matriz de
cofactores [57]). Ahora, utilizando las propiedades de la traza y la relación

Adj(Jt)Jt = (det Jt)I,

con I la identidad en R2×2 [57], llegamos a

tr(Adj(Jt)ΞHJt) = tr(Adj(Jt)JtΞH) = (det Jt)tr(ΞH).

Asumiendo que H es C2, el teorema de Schwarz implica

tr(ΞH) = −Hqp +Hpq = −Hpq +Hpq = 0.

Finalmente:
d

dt
(det Jt) = 0.

Además,
det (J0) = 1.

Entonces, deducimos de lo anterior:

det (Jt) = 1,

para todo t ≥ 0.
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Observación 15. Se verifica que

ΞH =

(
0 −1
1 0

)(
∂ppH ∂qpH
∂pqH ∂qqH

)
.

Entonces, ΞH es el producto de una matriz de rotación por la hessiana
de H. La misma matriz de rotación tiene un rol importante para sistemas
hamiltonianos más generales [36].

De forma rećıproca, se puede demostrar, bajo unas hipótesis mı́nimas,
que toda ecuación diferencial autónoma cuyo flujo es simpléctico es lo-
calmente hamiltoniana [36].

6.3. Métodos simplécticos

Los métodos simplécticos son técnicas numéricas que preservan la es-
tructura simpléctica de los sistemas hamiltonianos; esto significa que con-
servan el área en el espacio de fase, lo cual es una propiedad fundamental
de los sistemas hamiltonianos tal como lo hemos visto anteriormente (ver
también [36] para una exposición mucho más detallada).

6.3.1. El método de Euler simpléctico

Para un sistema hamiltoniano, el método de Euler simpléctico se pue-
de definir como:

pn+1 = pn − τ∂qH(pn+1, qn),

qn+1 = qn + τ∂pH(pn+1, qn), (6.3)

con τ > 0 el paso de tiempo y con (tn)0≤n≤N una subdivisión del intervalo
[0, T ], que verifica:

τ = tn+1 − tn, (6.4)

para todo 0 ≤ n < N . Es una forma de combinar Euler expĺıcito y Euler
impĺıcito, vistos anteriormente. Se puede comprobar, sin mayor dificul-
tad, que es convergente de orden 1 bajo las mismas hipótesis que en los
casos anteriores. Ahora probamos que Euler simpléctico es simpléctico.
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Teorema 15. Supongamos que el hamiltoniano es C2. El método (6.3)
verifica, para todo τ > 0 y para todo 0 ≤ n < N :

det

(
∂(pn+1, qn+1)

∂(pn, qn)

)
= 1, (6.5)

donde
∂(pn+1, qn+1)

∂(pn, qn)

es la jacobiana de la aplicación (pn, qn) → (pn+1, qn+1).

Demostración. Utilizamos la regla de la cadena y derivamos la primera
ecuación de (6.3) en pn:

∂pn+1

∂pn
= 1− τ∂pqH

∂pn+1

∂pn
,

donde ∂qpH = ∂qpH(pn+1, qn). Esto nos da

∂pn+1

∂pn
=

1

1 + τ∂pqH
.

De la misma forma, tenemos

∂pn+1

∂qn
= −τ∂pqH

∂pn+1

∂qn
− τ∂qqH,

y deducimos
∂pn+1

∂qn
=

−τ∂qqH

1 + τ∂Hpq

.

Ahora, derivando la segunda ecuación, obtenemos:

∂qn+1

∂pn
= τ∂ppH

∂pn+1

∂pn
.

Luego, obtenemos
∂qn+1

∂pn
=

τ∂ppH

1 + τ∂pqH
.

Finalmente, calculamos:

∂qn+1

∂qn
= 1 + τ∂ppH

∂pn+1

∂qn
+ τ∂qpH,
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y luego, utilizando de nuevo lo anterior:

∂qn+1

∂qn
= 1 + τ∂ppH

(
−τ∂qqH

1 + τ∂pqH

)
+ τ∂qpH.

Lo volvemos a escribir aśı:

∂qn+1

∂qn
= 1 + τ∂qpH − τ 2∂ppH∂qqH

1 + τ∂pqH
.

Tenemos, entonces, la siguiente expresión para el flujo discreto:

(
∂(pn+1, qn+1)

∂(pn, qn)

)
=


1

1 + τ∂pqH

−τ∂qqH

1 + τ∂pqH
τ∂ppH

1 + τ∂pqH
1 + τ∂qpH − τ 2∂ppH∂Hqq

1 + τ∂Hpq

 .

Y ahora calculamos

det

(
∂(pn+1, qn+1)

∂(pn, qn)

)
= 1− τ 2∂ppH∂qqH

(1 + τ∂qpH)(1 + τ∂qpH)
+

τ 2∂ppH∂qqH

(1 + τ∂qpH)(1 + τ∂qpH)
= 1,

donde hemos utilizado la simetŕıa de la hessiana de H, dada por el teo-
rema de Schwarz, y la hipótesis H pertenece a C2. Concluimos que el
método (6.3) es simpléctico.

Observación 16. Mostrar la extensión del teorema anterior en el caso
d ≥ 2 resulta ser delicado. Se necesitan, en este caso, técnicas bastante
más sofisticadas que las que se brindan en este caṕıtulo introductorio (ver
[36] por los detalles).

Observación 17. Por simetŕıa, se puede considerar también el otro
método de Euler simpléctico

pn+1 = pn − τ
∂H

∂q
(qn, pn+1),

qn+1 = qn + τ
∂H

∂p
(qn, pn+1),

y mostrar que tiene las mismas propiedades que el método anterior (es
también de orden 1).
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Observación 18. Cuando el hamiltoniano se descompone en una suma
de la forma

H(p, q) = T (p) + U(q)

como en los ejemplos anteriores (en varios casos se puede interpretar
como la suma de dos enerǵıas distintas), Euler simpléctico se vuelve un
método expĺıcito:

pn+1 = pn − τU ′(qn),

qn+1 = qn + τT ′(pn+1).

En efecto, el primer paso no necesita más la solución de una ecuación
impĺıcita en pn+1, y el valor pn+1 se inyecta en la segunda para obtener
qn+1.

6.3.2. Unos contraejemplos

Veamos ahora que Euler expĺıcito y Euler impĺıcito no son simplécti-
cos. Para un sistema hamiltoniano, Euler expĺıcito se formula aśı:

pn+1 = pn − τ∂qH(pn, qn),

qn+1 = qn + τ∂pH(pn, qn).

Asumiendo de nuevo H de regularidad C2, la matriz de flujo discreto que
corresponde es la siguiente:

∂pn+1

∂pn

∂pn+1

∂qn
∂qn+1

∂pn

∂qn+1

∂qn

 =

(
1− τ∂pqH −τ∂qqH
τ∂ppH 1 + τ∂pqH

)

y el determinante es, entonces,

det


∂pn+1

∂pn

∂pn+1

∂qn
∂qn+1

∂pn

∂qn+1

∂qn

 = 1− τ 2∂pqH + τ 2∂ppH∂qqH.
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T́ıpicamente, para el oscilador harmónico, obtenemos

det


∂pn+1

∂pn

∂pn+1

∂qn
∂qn+1

∂pn

∂qn+1

∂qn

 = 1 + τ 2.

El área del flujo discreto aumenta con el tiempo. Veremos que esto se
observa claramente en experimentos numéricos.

Ahora veamos lo que podemos decir sobre la conservación del hamil-
toniano discreto. Notamos

δp = pn+1 − pn, δq = qn+1 − qn,

y con una fórmula de Taylor al orden 2, obtenemos:

H(pn+1, qn+1)−H(pn, qn)

= ∂qH(pn, qn)(qn+1 − qn) + ∂pH(pn, qn)(pn+1 − pn)︸ ︷︷ ︸
0

+
1

2
∂qqH(δq)2 +

1

2
∂Hpp(δp)

2 + ∂pqH(δp)(δq) +O((δp)3, (δq)3).

Para el oscilador harmónico, con ω = 1, tenemos, por ejemplo:

H(pn+1, qn+1)−H(pn, qn) =
1

2
(δq)2 +

1

2
(δp)2.

Utilizando las ecuaciones de Euler expĺıcito

δp = −τqn, δq = τpn,

llegamos a

H(pn+1, qn+1)−H(pn, qn) =
τ

2
(p2n + q2n).

Observamos que el hamiltoniano a nivel discreto no se conserva sino que
aumenta en el transcurso del tiempo. Este efecto se puede reducir con τ
muy pequeño. Otro punto de vista: este fenómeno se puede interpretar
como una creación de enerǵıa artificial (numérica) a cada paso de tiempo.
Para simulaciones en tiempo corto, este crecimiento del hamiltoniano es
controlado por Gronwall (ver el caṕıtulo 3). No obstante, puede ser un
problema para simulaciones en grandes intervalos de tiempo, como en
astrof́ısica.
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Observación 19. Cálculos similares muestran que el método de Euler
impĺıcito produce efectos contrarios: el determinante del jacobiano del
flujo se reduce a cada paso de tiempo y el hamiltoniano decrece a cada
paso de tiempo.

6.3.3. Método de punto medio

El método de punto medio impĺıcito visto en el caṕıtulo 5 es otro ejem-
plo de un método simpléctico. Para un sistema hamiltoniano, el método
se puede definir como:

pn+1 = pn − τ∂qH(pn+ 1
2
, qn+ 1

2
),

qn+1 = qn + τ∂pH(pn+ 1
2
, qn+ 1

2
), (6.6)

con τ > 0 el paso de tiempo, y las notaciones:

pn+ 1
2
=

pn + pn+1

2
, qn+ 1

2
=

qn + qn+1

2
.

Demostramos ahora que es simpléctico.

Teorema 16. Supongamos que el hamiltoniano es C2. El método (6.6)
verifica, para todo τ > 0 y para todo 0 ≤ n < N :

det

(
∂(pn+1, qn+1)

∂(pn, qn)

)
= 1, (6.7)

donde
∂(pn+1, qn+1)

∂(pn, qn)

es la jacobiana de la aplicación (pn, qn) → (pn+1, qn+1).

Demostración. Derivamos la primera ecuación de (6.6) en pn:

∂pn+1

∂pn
= 1− τ

2
∂pqH(

∂pn+1

∂pn
+ 1)− τ

2
∂qqH

∂qn+1

∂pn
.

De la misma forma, tenemos

∂pn+1

∂qn
= −τ

2
∂pqH

∂pn+1

∂qn
− τ

2
∂qqH(

∂qn+1

∂qn
+ 1).
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Ahora, derivando la segunda ecuación, obtenemos:

∂qn+1

∂pn
=

τ

2
∂pp(

∂pn+1

∂pn
+ 1) +

τ

2
∂qp

∂qn+1

∂pn
y

∂qn+1

∂qn
= 1 +

τ

2
∂ppH

∂pn+1

∂qn
+

τ

2
∂qpH

(
∂qn+1

∂qn
+ 1

)
.

Aplicamos de nuevo el teorema de Schwarz y tenemos, entonces, la si-
guiente expresión para el flujo discreto:1 +

τ

2
∂pqH

τ

2
∂qqH

−τ

2
∂ppH 1− τ

2
∂pqH



∂pn+1

∂pn

∂pn+1

∂qn
∂qn+1

∂pn

∂qn+1

∂qn


=

1− τ

2
∂pqH −τ

2
∂qqH

τ

2
∂ppH 1 +

τ

2
∂pqH

 .

Dado que las matrices de izquierda y derecha tienen el mismo determi-
nante, obtenemos:

det

(
∂(pn+1, qn+1)

∂(pn, qn)

)
= 1,

lo que termina la demostración.

Ahora veamos lo que podemos decir sobre la conservación del hamil-
toniano discreto. Primero hacemos:

H(pn+1, qn+1)−H(pn, qn)

= H(pn+1, qn+1)−H(pn+1/2, qn+1/2) +H(pn+1/2, qn+1/2)−H(pn, qn).

Después aplicamos Taylor en el punto (pn+1/2, qn+1/2) al orden 2:

H(pn+1, qn+1)−H(pn, qn) = (pn+1 − pn+1/2)∂pH(pn+1/2, qn+1/2)

+(qn+1 − qn+1/2)∂qH(pn+1/2, qn+1/2)

−(pn − pn+1/2)∂pH(pn+1/2, qn+1/2)

−(qn − qn+1/2)∂qH(pn+1/2, qn+1/2)

= δp∂pH + δq∂qH +O((δp)3, (δq)3)

= O((δp)3, (δq)3).
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Hemos utilizado el hecho de que los términos de orden dos se anulan,
y luego las ecuaciones (6.6) del método. De forma notable, para el os-
cilador armónico, tenemos una conservación exacta del hamiltoniano (si
omitimos los errores de redondeo). Finalmente, nos acordamos de que es
un método impĺıcito y de orden 2 (caṕıtulo 5).

6.3.4. Método de Störmer-Verlet

El método de Störmer-Verlet fue concebido, entre otros, por L. Verlet
y C. Störmer (ver [36] para un histórico más completo). Su simplicidad
y sus propiedades lo hicieron muy popular en la comunidad de cálcu-
lo cient́ıfico, particularmente, de dinámica molecular y de computación
gráfica. Las evoluciones recientes en las arquitecturas computacionales
(paralelización masiva con Graphical Processing Units, GPU ) han au-
mentado su interés en los últimos años (ver, por ejemplo, [13] y las refe-
rencias citadas).

Una forma de obtenerlo es componiendo dos métodos de Euler simplécti-
co [36]. Más precisamente, notamos

ϕτ : (pn, qn) 7→ (pn+1, qn+1)

el mapeo asociado a Euler simpléctico en su primera versión (6.3):

pn+1 = pn − τ∂qH(pn+1, qn),

qn+1 = qn + τ∂pH(pn+1, qn),

y

ϕ⋆
τ : (pn, qn) 7→ (pn+1, qn+1)

el mapeo asociado a la segunda versión

pn+1 = pn − τ∂qH(pn, qn+1),

qn+1 = qn + τ∂pH(pn, qn+1).

El método de Störmer-Verlet se puede obtener como

Ψτ = ϕ⋆
τ
2
◦ ϕ τ

2
.
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Ahora explicitamos su fórmula:

pn+ 1
2

= pn −
τ

2
∂qH(pn+ 1

2
, qn),

qn+ 1
2

= qn +
τ

2
∂pH(pn+ 1

2
, qn),

pn+1 = pn+ 1
2
− τ

2
∂qH(pn+ 1

2
, qn+1),

qn+1 = qn+ 1
2
+

τ

2
∂pH(pn+ 1

2
, qn+1),

lo que se escribe también como

pn+ 1
2

= pn −
τ

2
∂qH(pn+ 1

2
, qn),

qn+1 = qn +
τ

2
∂pH(pn+ 1

2
, qn) +

τ

2
∂pH(pn+ 1

2
, qn+1),

pn+1 = pn+ 1
2
− τ

2
∂qH(pn+ 1

2
, qn+1).

Otra versión de Störmer-Verlet se obtiene haciendo

Ψ⋆
τ = ϕ τ

2
◦ ϕ⋆

τ
2
.

Para un hamiltoniano de la forma H(p, q) = H(p) + H(q), obtenemos
un método completamente expĺıcito. Se comprueba, sin problema, que es
un método de orden 2, entonces, mucho más preciso que Euler simplécti-
co [36]. El método de Störmer-Verlet es simpléctico dado que está com-
puesto por dos metódos simplécticos [36]. Se puede escribir de varias
otras formas [13], [36].

6.4. Ejemplo con el oscilador harmónico

Programamos los métodos vistos anteriormente en Python y compa-
ramos los resultados en el caso del oscilador armónico.

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3

4 # Par á metros del oscilador arm ónico

5 omega = 1.0 # frecuencia angular
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6 t_start , t_end = 0, 10 # intervalo de tiempo

7 step_size = 0.1 # tama~no del paso

8 num_steps = int(( t_end - t_start) / step_size) # número

de pasos

9

10 # Condiciones iniciales

11 initial_position = 1.0

12 initial_momentum = 0.0

13

14 # Definici ón de la funci ón para el oscilador arm ónico

15 def harmonic_oscillator(state , t, omega):

16 x, p = state

17 dxdt = p

18 dydt = -omega **2 * x

19 return np.array([dxdt , dydt])

20

21 # Método de Euler expl ı́cito

22 def explicit_euler(method_func , initial_state , step_size ,

num_steps , *method_args):

23 state = np.copy(initial_state)

24 results = np.zeros((num_steps , len(initial_state)))

25 for i in range(num_steps):

26 results[i] = state

27 state += step_size * method_func(state , i *

step_size , *method_args)

28 return results

29

30 # Método de Euler impl ı́cito

31 def implicit_euler(method_func , initial_state , step_size ,

num_steps , *method_args):

32 state = np.copy(initial_state)

33 results = np.zeros((num_steps , len(initial_state)))

34 for i in range(num_steps):

35 results[i] = state

36 x_new = state [0] + step_size * (state [1] -

step_size * omega **2 * (state [0] + step_size *

state [1]))

37 p_new = state [1] - step_size * omega **2 * (state

[0] + step_size * state [1])

38 state = np.array([x_new , p_new])

39 return results

40

41 # Método de Euler simpl é ctico

42 def symplectic_euler(method_func , initial_state , step_size
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, num_steps , *method_args):

43 state = np.copy(initial_state)

44 results = np.zeros((num_steps , len(initial_state)))

45 for i in range(num_steps):

46 results[i] = state

47 x_new = state [0] + step_size * state [1]

48 p_new = state [1] - step_size * omega **2 * x_new

49 state = np.array([x_new , p_new])

50 return results

51

52 # Método del punto medio

53 def midpoint_method(method_func , initial_state , step_size ,

num_steps , *method_args):

54 state = np.copy(initial_state)

55 results = np.zeros((num_steps , len(initial_state)))

56 for i in range(num_steps):

57 results[i] = state

58 k1 = method_func(state , i * step_size , *

method_args)

59 k2 = method_func(state + 0.5 * step_size * k1 , i *

step_size + 0.5 * step_size , *method_args)

60 state += step_size * k2

61 return results

62

63 # Resolver usando los cuatro mé todos

64 initial_state = np.array([ initial_position ,

initial_momentum ])

65 explicit_results = explicit_euler(harmonic_oscillator ,

initial_state , step_size , num_steps , omega)

66 implicit_results = implicit_euler(harmonic_oscillator ,

initial_state , step_size , num_steps , omega)

67 symplectic_results = symplectic_euler(harmonic_oscillator ,

initial_state , step_size , num_steps , omega)

68 midpoint_results = midpoint_method(harmonic_oscillator ,

initial_state , step_size , num_steps , omega)

69

70 # Calcular el hamiltoniano para cada método

71 def hamiltonian(x, p, omega):

72 return 0.5 * p**2 + 0.5 * omega **2 * x**2

73

74 h_explicit = np.array([ hamiltonian(explicit_results[i, 0],

explicit_results[i, 1], omega) for i in range(

num_steps)])

75 h_implicit = np.array([ hamiltonian(implicit_results[i, 0],
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implicit_results[i, 1], omega) for i in range(

num_steps)])

76 h_symplectic = np.array([ hamiltonian(symplectic_results[i,

0], symplectic_results[i, 1], omega) for i in range(

num_steps)])

77 h_midpoint = np.array([ hamiltonian(midpoint_results[i, 0],

midpoint_results[i, 1], omega) for i in range(

num_steps)])

78

79 # Graficar los resultados en el plano de fase

80 plt.figure(figsize =(14, 6))

81

82 plt.subplot(1, 2, 1)

83 plt.plot(explicit_results [:, 0], explicit_results [:, 1],

label=’Euler expl ı́cito’)

84 plt.plot(implicit_results [:, 0], implicit_results [:, 1],

label=’Euler impl ı́cito’)

85 plt.plot(symplectic_results [:, 0], symplectic_results [:,

1], label=’Euler simpl é ctico ’)

86 plt.plot(midpoint_results [:, 0], midpoint_results [:, 1],

label=’punto medio ’)

87 plt.title(’Plano de fase’)

88 plt.xlabel(’posici ón’)

89 plt.ylabel(’momento ’)

90 plt.legend ()

91 plt.grid()

92

93 # Graficar la evoluci ón del hamiltoniano

94 plt.subplot(1, 2, 2)

95 plt.plot(np.linspace(t_start , t_end , num_steps),

h_explicit , label=’Euler expl ı́cito’)

96 plt.plot(np.linspace(t_start , t_end , num_steps),

h_implicit , label=’Euler impl ı́cito’)

97 plt.plot(np.linspace(t_start , t_end , num_steps),

h_symplectic , label=’Euler simpl é ctico ’)

98 plt.plot(np.linspace(t_start , t_end , num_steps),

h_midpoint , label=’punto medio ’)

99 plt.title(’Evoluci ón del hamiltoniano ’)

100 plt.xlabel(’tiempo ’)

101 plt.ylabel(’hamiltoniano ’)

102 plt.legend ()

103 plt.grid()

104

105 plt.tight_layout ()
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106 plt.show()

Listado 8: Implementación en Python para solucionar el oscilador

armónico.

Figura 5: Aproximación del oscilador armónico con diferentes métodos.
Órbitas en el plano de fase y hamiltoniano en función del tiempo.

Los resultados se pueden observar en la figura 5. Las conclusiones son
conformes a la teoŕıa:

El método del punto medio impĺıcito conserva perfectamente la
trayectoria en el plano de fase aśı como el hamiltoniano.

El método de Euler simpléctico conserva casi perfectamente la tra-
yectoria en el plano de fase (se nota una leve diferencia). No conser-
va exactamente el hamiltoniano y se notan oscilaciones alrededor
del valor exacto. Esas oscilaciones se atenúan cuando disminuimos
el paso de tiempo τ .

El método de Euler expĺıcito calcula una trayectoria divergente,
que se aleja al infinito, y el hamiltoniano es una función creciente
del tiempo.

El método de Euler impĺıcito calcula una trayectoria divergente,
que se acerca al punto (0, 0), y el hamiltoniano disminuye en el
transcurso del tiempo.
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6.5. Ejemplo con Lotka-Volterra

Tomamos el ejemplo inicial de [36] y estudiamos cómo se comporta
Euler simpléctico en la práctica para las ecuaciones de Lotka-Volterra.
Las ecuaciones de Lotka-Volterra, también conocidas como el modelo
depredador-presa, son un par de ecuaciones diferenciales no lineales de
primer orden que se utilizan frecuentemente para describir la dinámica
de sistemas biológicos en los que dos especies interactúan, una como
depredador y la otra como presa. El modelo está dado por las siguientes
ecuaciones:

dx

dt
= αx− βxy,

dy

dt
= δxy − γy,

donde x representa el número de presas, y el número de depredadores,
α, β, δ, y γ son parámetros que representan las tasas de interacción y
crecimiento de las dos poblaciones. Este modelo simple ilustra cómo la
coexistencia de dos especies puede surgir de la interacción entre ellas7.

El código Python que corresponde es:

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3 def lotka_volterra(state , t, alpha , beta , delta , gamma):

4 x, y = state

5 dxdt = alpha * x - beta * x * y

6 dydt = delta * x * y - gamma * y

7 return np.array([dxdt , dydt])

8

9 # Par á metros

10 alpha , beta , delta , gamma = 0.1, 0.02, 0.01, 0.3

11 initial_state = np.array ([40.0 , 9.0])

12 t_start , t_end = 0, 200

13 step_size = 0.1

14 num_steps = int(( t_end - t_start) / step_size)

15

16 # Euler expl ı́cito

7Ver, por ejemplo, [10].
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17 def explicit_euler(method_func , initial_state , step_size ,

num_steps , *method_args):

18 state = np.copy(initial_state)

19 results = np.zeros((num_steps , len(initial_state)),

dtype=float)

20 for i in range(num_steps):

21 results[i] = state

22 state += step_size * method_func(state , i *

step_size , *method_args)

23 return results

24

25 # Euler simpl é ctico

26 def symplectic_euler(method_func , initial_state , step_size

, num_steps , *method_args):

27 state = np.copy(initial_state)

28 results = np.zeros((num_steps , len(initial_state)),

dtype=float)

29 for i in range(num_steps):

30 results[i] = state

31 k1 = method_func(state , i * step_size , *

method_args)

32 state += step_size * np.array([k1[0], method_func(

state + step_size * np.array ([k1[0], 0.0]) , i *

step_size , *method_args)[1]])

33 return results

34

35 explicit_results = explicit_euler(lotka_volterra ,

initial_state , step_size , num_steps , alpha , beta , delta

, gamma)

36 symplectic_results = symplectic_euler(lotka_volterra ,

initial_state , step_size , num_steps , alpha , beta , delta

, gamma)

37

38 plt.figure(figsize =(12, 6))

39

40 plt.subplot(1, 2, 1)

41 plt.plot(explicit_results [:, 0], explicit_results [:, 1],

label=’expl ı́cito’, color=’b’)

42 plt.grid()

43

44 plt.subplot(1, 2, 2)

45 plt.plot(symplectic_results [:, 0], symplectic_results [:,

1], label=’simpl é ctico ’, color=’r’)

46 plt.grid()
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47

48 plt.tight_layout ()

49 plt.show()

Listado 9: Implementación en Python: Euler para Lotka-Volterra.

La figura 6 muestra el resultado numérico.

Figura 6: Lotka-Volterra con Euler expĺıcito y Euler simpléctico.

El método Euler simpléctico actualiza las variables de estado de una
manera que respeta la geometŕıa simpléctica del sistema. Las reglas de
actualización para el método Euler simpléctico aplicado a las ecuaciones
de Lotka-Volterra son:

1. Actualizar la población de presas x usando la población actualizada
de depredadores y:

xn+1 = xn + τ(αxn − βxnyn)

2. Actualizar la población de depredadores y usando la población ac-
tualizada de presas xn+1:

yn+1 = yn + τ(δxn+1yn − γyn)
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Aqúı, τ es el tamaño del paso de tiempo y xn, yn son las poblaciones en
el paso de tiempo n. La idea clave es que la actualización de x se realiza
primero, y luego la actualización de y utiliza la xn+1 recién calculada.
Esta actualización secuencial ayuda a preservar la estructura simpléctica
del sistema, lo que puede llevar a simulaciones más precisas a largo pla-
zo en comparación con métodos no simplécticos como el método Euler
expĺıcito.

Observación 20. El hamiltoniano asociado a las ecuaciones de Lotka-
Volterra es

H(p, q) = exp(p)− p+ exp(q)− q,

con p = ln(x) y q = ln(y).





Caṕıtulo 7

Conclusión y perspectivas

Para concluir nuestra breve introducción al tema de la aproximación
numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias, damos unas sugerencias
que permitirán al lector ir más allá en el tema y/o descubrir otros campos
relacionados.

Primero, para tener una visión más general y más completa sobre el
tema se puede consultar [37], [39]. Particularmente, alĺı se detallan los
resultados generales obtenidos por Dahlquist relacionados a los ĺımites de
los métodos multipasos (ver también [60] a un nivel más introductorio).
En segundo lugar, hubo mucho progreso recientemente en el tema de
métodos paralelos en tiempo; para ello, ver el libro [30] y sus referencias
asociadas. Otro tema aún abierto es la integración numérica geométrica.
El libro [36] presenta una base sobre el tema (ver también [25] para
una extensión a algunas ecuaciones en derivadas parciales de la f́ısica
cuántica). Mencionamos, también, la aplicación de técnicas numéricas
para asuntos en sistemas dinámicos; para ello, ver, por ejemplo, [59].

Además, las técnicas vistas en este libro son una base para aproximar
ecuaciones en derivadas parciales con componente en tiempo, como la
ecuación del calor o de onda. De hecho, una técnica clásica para solucionar
estas ecuaciones consiste en aplicar primero una técnica de discretización
espacial, como las diferencias finitas, los volúmenes finitos o los elementos
finitos; esto permite tratar las variables espaciales. Luego, se obtiene
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y se puede, entonces,
aplicar uno de los métodos vistos en este libro (ver, por ejemplo, [20],
[21], [22] en el caso de los elementos finitos).
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Cauchy-Peano-Arzelà (teorema de), 24, 31
cero-estabilidad, 95
cilindro de seguridad, 26, 27
consistencia, 45–47, 53, 86, 92
control del paso, 79
convergencia, 53, 96
convergencia cuadrática, 103, 105
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