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Resumen

Este trabajo estudia los problemas de parada éptima en el contexto de procesos estocasti-
cos, con un enfoque particular en difusiones de It6. El objetivo es determinar el tiempo de
parada éptimo que maximiza el valor esperado de una funcién de pago que depende de la tra-
yectoria del proceso. Partiendo de la formulacion clasica introducida en el andlisis secuencial,
la monografia desarrolla el marco tedrico necesario para analizar estos problemas en tiempo
continuo.

El estudio comienza con el caso de funciones de pago homogéneas en el tiempo, no ne-
gativas y continuas, estableciendo conceptos clave como tiempos de parada, filtraciones y
funciones superarménicas (supermeanvalued). Un resultado central muestra que la funcién
valor del problema de parada éptima coincide con el menor mayorante superarménico de la
funcién de pago. El trabajo proporciona métodos constructivos para obtener este mayorante
y demuestra resultados de existencia y aproximacién mediante tiempos de parada e-6ptimos.

La teoria se extiende luego a contextos méds generales, incluyendo funciones de pago no
homogéneas y problemas que involucran funcionales integrales. Se presenta un teorema de ve-
rificacion para caracterizar la optimalidad, y se discuten condiciones de existencia y unicidad
de tiempos de parada éptimos. La monografia también destaca casos en los que el tiempo de
parada Optimo no existe.

Finalmente, se exploran métodos de simulacién para ilustrar los resultados tedricos y
proporcionar intuicién numérica sobre estrategias de parada éptima.

Palabras clave: Parada éptima, procesos estocasticos, difusiones de Ito, tiempos de
parada, movimiento browniano.



Capitulo 1

Introduccion

Los problemas de parada éptima tienen un papel central en la optimizacién y el control de
procesos estocasticos. Una de las varias formulaciones del problema es la siguiente: un usuario
quiere vender un activo cuyo precio evoluciona de manera aleatoria en el tiempo mediante un
proceso Xy, contando el usuario solo con la informacién generada por la trayectoria del valor
del activo hasta tiempo ¢t. Formalmente, el problema a considerar en esta monografia es que,
dado un proceso estocédstico Xy, que tiene como punto inicial Xg = z, y una funcién de pago
g : R xR™ — [0,00), se quiere encontrar el valor de la funcién ¢g*(x) y el tiempo de parada
Optimo 7%, que cumplen

g"(w) = sup E¥[g(7, X7 )] = E[g (", Xr)], (1.1)

donde el supremo se toma sobre todos los tiempos de parada posibles. La notacion E* corres-
ponde a tomar esperanza siendo x el punto inicial del proceso.

La teorfa de parada éptima se construyé por Wald en la década del 40 (ver [13]) para
trabajar en el analisis secuencial, esto es, en la comparacién de hipdtesis estadisticas median-
te métodos no tradicionales (métodos secuenciales). En los métodos estadisticos cldsicos el
numero de observaciones estd fijado con anterioridad, mientras que en los métodos sucuen-
ciales se caracterizan porque el momento en que se terminan las observaciones (tiempo de
parada) es aleatorio y estd definido por el observador en funcién de los datos observados. Wald
mostro la ventaja de esta metodologia en el problema de probar (para datos independientes)
dos hipotesis simples. Demostré que dichos métodos producen, en promedio, un nimero me-
nor de observaciones que cualquier otro método que utilice un tamano de muestra fijo (y con
las mismas probabilidades de error). Ademds, Wald describié un procedimiento secuencial
especifico que resulté ser 6ptimo dentro de la clase de todos los métodos secuenciales.

Posteriormente se relacioné a estos métodos con la teoria general de optimizacion es-
tocdastica para procesos aleatorios. Algunos afios méas tarde, esta teoria se aplico al estudio de
las finanzas cuantitativas de opciones americanas (entra otras), donde la opcién evoluciona
siguiendo un proceso aleatorio y se puede ejecutar el contrato en cualquier momento. La evo-
lucién de los problemas de parada optima aplicados distintos tipos de opciones ha sido una
temdtica ampliamente abordada en la literatura. A modo de ejemplos, el caso de opciones
rusas se aborda en el articulo [§] de Shepp y Shiryaev y el de opciones integrales en [6] por



Kramkov y Mordecki.

Uno de los primeros trabajos sobre el problema de parada éptima para procesos estocasti-
cos a tiempo continuo se debe a Shiryaev [10], donde se aborda el problema de la deteccién
mas rapida de una perturbacién de un proceso estacionario que aparece en un tiempo alea-
torio (con algunas condiciones). También en Taylor [I2] se enfoca en el problema de parada
Optima para procesos de Markov con descuento en el tiempo y para diferentes criterios de
maximizacién.

La referencia clasica dentro de los problemas de parada éptima para procesos estocasticos
es el libro de Albert N. Shiryaev [I1], publicado originalmente en ruso en la década de los 60
y posteriormente publicado en inglés por Springer hacia finales de la década del 70. Este libro
ha tenido ediciones posteriores que han actualizado algunos temas y las referencias de un area
que sigue siendo activa. Otro libro importante del adrea, mas avanzado, con contribuciones
posteriores y abordando el vinculo con ecuaciones de frontera libre, es el libro [4] de Peskir y
Shiryaev.

En el caso particular de esta monografia estudiaremos los problemas de parada 6ptima
para difusiones de Itd, basdndonos en el libro de @ksendal [7]. Un proceso estocéstico X; es
una difusion de Ito si es solucién de una ecuacion estocastica de la siguiente forma

dX; = b(Xt)dt + O'(Xt)th. (12)

Sobre estos tipos de procesos estocasticos se puede encontrar una cantidad extensa de
informacién en [7] y [2].

Para trabajar el problema de parada éptima, comenzaremos por el caso donde la funcién
de pago es continua, homogénea en el tiempo y no negativa, es decir, contamos con una
funcién de pago g : R"™ — [0,00). Este es el caso mas sencillo de trabajar y el que nos dara
una amplia teoria; luego podemos eliminar la restriccién de homogeneidad o la no negatividad,
y veremos que estos casos se pueden reducir al caso homogéneo, permitiéndonos asi extender
de manera sencilla nuestra teoria.



Capitulo 2

Pagos homogéneos en el tiempo

En este capitulo estudiamos la teoria de parada 6ptima en el caso especifico de contar
con una funciéon de pago homogénea en el tiempo, es decir que nuestro pago no depende del
tiempo. Este capitulo es ademés el més extenso y con méas contenido teérico, dado que sera
la base para las generalizaciones planteadas luego.

Antes de definir formalmente cudl es el problema de parada 6ptima, tenemos que brindar
la definicién de tiempo de parada, y para esto comenzaremos con lo que es una filtracion.

Definicién 2.1.1. Una filtracién es una familia {N;} de o-dlgebras tales que si

0<s<t=N; CM (2.1)

es decir, son crecientes en el sentido de la inclusién con t.

Definicién 2.1.2. Sea {N;} una filtracién en 2, se dice que 7: 2 — [0,00] es un tiempo de
parada respecto de {N;} si se cumple que el evento
{w:T(w) <t}eN, Vt>0, (2.2)
lo que se traduce que para decidir si 7 < ¢, solo se precisa la informacién hasta el momento t.
Otro concepto que precisamos introducir son las difusién de Ito.

Definicién 2.1.3. Un proceso estocastico X : [0,00) x @ — R", X;(w) = X (¢,w), se dice
que es una difusiéon de It6 homogénea en el tiempo, si es solucién de la ecuacion diferencial
estocastica

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)th t>s XS =, (23)

donde W; es un proceso de Wiener m-dimensional. Para que esta solucién exista las funciones
b:R" - R"yo:R" — R"™™ deben cumplir las condiciones del Teorema

Nos interesa la filtracién M;, por simplicidad denotaremos M; a la o-algebra y a la
filtracién al mismo tiempo, donde M, es la o-dlgebra generada por {Xs : s < t}, siendo
X; la difusién de It6 con la que estemos trabajando, es decir la o-dlgebra que guarda la



informacién del proceso hasta un momento ¢t. Otra filtracién que es importante es F;, la
o-dlgebra generada por {Wy : s < t}, es decir la o-dlgebra que contiene la informacién hasta
tiempo ¢ del movimiento browniano que controla al proceso.

Ambas filtraciones no necesariamente coinciden, esto se puede ver en el hecho que no
siempre se puede recuperar Wy desde {X; : s < t}, pero sin embargo sabemos que {W;}
genera a Xjy.

En ocasiones precisaremos guardar la informacién hasta un tiempo de parada en lugar
de un tiempo fijo; esto brinda una nueva filtracién asociada a un tiempo de parada 7, que
es la o-dlgebra generada por las trayectorias {Wsar : s > 0}, y se denota F,. Para M, la
definicién es completamente analoga.

2.2. Parada 6ptima con pagos homogéneos en el tiempo

El primer caso de parada éptima que estudiaremos es el més sencillo, donde X; es una
difusion de It6 homogénea en R"™, como la Definicion y g : R® — R es una funcién
homogénea en el tiempo, es decir depende solo del espacio, que cumple las siguientes condi-
ciones

a) g(x) > 0 para todo x € R"

b) g continua,

Se quiere hallar el tiempo de parada 6ptimo 7* y la funcién de pago 6ptima g* : R™ — R
que verifican

g (x) = E" [g(X7+)] = sup E* [g(X:)], (2.4)

donde el supremo se toma sobre todos los tiempos de parada 7 asociados a la filtracion F;.
Para las trayectorias w tales que 7(w) = oo impondremos g(X,(,)) = 0. Equivalentemente,
se puede pensar que estamos hallando el supremo

sup E” [9(Xr)T{reoe] - (2.5)

Por comodidad no incluiremos la funcién indicatriz. La dificultad de este problema de
parada Optima se encuentra en que no es obvio que el supremo se alcance.

Ahora se presentan dos definiciones que usaremos en el estudio del problema de parada
éptima (2.4) y generalizaciones que se abordan més adelante.

Definicién 2.2.1 (Funcién Semicontinua por debajo). Sea f: D — R y & en D, entonces se
dice que f es semicontinua por debajo en & cuando para todo € > 0 existe un § > 0 tal que

f(@) —e < f(z) Yz e B(z,6)ND. (2.6)

Diremos que una funcién es semicontinua por debajo cuando esta es semicontinua por
debajo para todos los puntos del dominio.



Es importante remarcar que a menudo usaremos la equivalencia del Teorema la cual
se encuentra en el apéndice de la monografia. Esta equivalencia nos dice que una funcién es
semicontinua por debajo si y solo si el limite inferior cuando nos acercamos a T es mayor o

igual a f(z).

Definicién 2.2.2. Sea f : R™ — [0, 00| una funcién medible, diremos que es supermeanvalued
respecto al proceso X; cuando

f(z) > E*[f(X7)] (2.7)

para todo tiempo de parada 7 respecto a la filtracion F;, y « en R™.
Si ademds f es semicontinua por debajo, entonces se dice que f es superarmdnica respecto
a Xt.

Observacidn 2.2.3. Si f es superarmoénica y {73} una secuencia de tiempos de parada, que
cumple 7, — 0 casi seguramente. Entonces se cumple que:

f(z) = lim E* [f(X,,)].

k—o0

Demostracién. Que f sea semicontinua por debajo, por el Teorema[7.2} implica

f(z) < lim f(XZ)

k—o0

para toda sucesién de tiempos de parada {73} tal que 7, — 0 casi seguramente, donde X}
denota al proceso X; con Xy = x. Luego, se toma esperanza y se aplica el Lema de Fatou[7.5
y se tiene que:

f(z) <E” [h’mf(Xm)] < lim E* [f(X7,)].

k—o00 k—o00

Por (2.7) ademads se tiene que f(x) > E[f(X,)]. Tomando limite superior en esta tltima
desigualdad nos queda

lm E” [f(X5,)] < f(z) < Mm E” [f(X7,)].
k—o0 k—o0
En consecuencia,
f(z) = Mm B [f(X7,)],
k—o00
para toda sucesién de tiempos de parada {7} tal que 7, — 0 casi seguramente. O

Algunas propiedades asociadas a las funciones supermeanvalued y las funciones supe-
rarménicas se listan a continuacion.

Lema 2.2.4. Las funciones superarmdnicas (supermeanvalued) cumplen las siguientes pro-
piedades.



a) Si f es superarmonica (supermeanvalued) y a > 0, entonces af es superarmdnica
(supermeanvalued).

b) Si f1, fa son superarmdnicas (supermeanvalued), entonces fi + fo lo es.

c) Si {fj}jes es una familia de funciones supermeanvalued, entonces cuando f(x) :=
1n§{f](x)} es medible, se tiene que es supermeanvalued. Notar que st J es numerable,
j€

f serd medible.

d) Si{fr}r>1 son supermeanvalued (superarmdnicas) y fi T f puntualmente, entonces f
es supermeanvalued (superarmdnica).

e) Si f es supermeanvalued y o < 7 son tiempos de parada asociados a F, entonces
E* [f(Xo)] > E* [f(X7)]

f) Si f es supermeanvalued y H C R"™ es un conjunto de Borel, entonces la funcidén
definida por .
f(x) = E* [f(Xrp)]
es supermeanvalued, siendo 7y = inf{t > 0: X; ¢ H} el primer tiempo de salida de
H.

Demostracion a). Veamos que si f cumple que f(x) > E* [f(X,)], entonces para cualquier
a > 0 se cumple
af(r) > aE" [f(X7)] = E* [af(X;)],

por lo cual si f es supermeanvalued entonces af también lo es.
Si f es superarmonica, entonces es semicontinua por debajo, usando la condicién del
Teorema, [7.2] y multiplicando esta condicién por «, tenemos que:

lim of (z) = alim f(z) > af(Z)

T—T T—T

para todo Z en el dominio de f, con lo cual af es semicontinua por debajo, y por ende
superarmonica. O

Demostracion b). Si fi 'y fa son supermeanvalued entonces

(f1+ f2) (@) = fi(x) + fa(z) = E* [f1 (X)) + E* [f2(X7)] = B [/1(X7) + fo(X7)] .-

Ahora si ambas son superarmédnicas entonces otra vez son semicontinuas por debajo y por
el Teorema [7.2] se cumple

(@) + fo(z) < Um fi(2) + lim fo(z) = Um fi(z) + fo(z) = 1m (f1 + f2)(@). (2.8)
Tr—T Tr—T Tr—T T—T
Por ende f; + f2 es también semicontinua por debajo y entonces superarmdnica. O



Demostracion c¢). Tenemos que como f; es supermeanvalued para todo j € J entonces

i) 2 B2 [5(0) 2 B° [t 150600 = B 0]

y dado que esto se cumple para todo j € J, vale:

f(z) = mf fi(z) > E*[f(X7)].

jeJ
Con lo cual f es supermeanvalued siempre y cuando sea una funcion medible. O

Demostracion d). Sabemos que fi 1 f puntualmente, entonces

f(x) > fe(z) > E* [fr(X7)]

para todo k£ en N, con lo cual tomando esperanza

) 2 Jim B [A06)] = B | fim ()| = B* 700,

donde podemos intercambiar limite y esperanza porque estamos dentro de las hipdtesis del
Teorema de convergencia monétona, Teorema [7.3
Si fi es semicontinua por debajo entonces

fr(@) < lm fi(z) < lm f(z),

T—T T—T

por lo tanto

f(@) = lim fi(@) < lin f(z),

T—T

con lo cual f es semicontinua por debajo por el Teorema O

Demostracion e). Sea t > s, entonces por ser f supermeanvalued se cumple

f(Xs) > EXS [f(ths)] )

donde se toma la definicién de supermeanvalued, para el caso especifico donde 7 =t — s
v x = X, v luego por la propiedad de Markov para difusiones de Itd, Teorema y el

Lema se tiene

EX [f(Xi—s)] = B [f(Xe)|Fs] < F(X)

Donde Fs es la o—4lgebra generada por {W, : r < s}, que implica que el proceso f(X)
es una supermartingala respecto a la filtracién {F;}.

Para poder utilizar el Teorema de Muestreo Opcional de Doob, Teorema ademas del
proceso ser una supermartingala, se debe contar con una variable aleatoria 7 uniformemente

integrable, Definicién que cumpla
f(Xy) > E[n|lF). (2.9)

8



En el caso que nos encontramos no es dificil ver que la variable aleatoria = 0, cumple
todo lo que queremos, dado que la funcién f es no negativa, y n es uniformemente integrable,
con esto podemos utilizar el Teorema de Muestreo Opcional, y queda demostrado que se
cumple

E7[f(X,)] < E°[f(X — o)]. (2.10)
O

Demostracion f). Sea o un tiempo de parada, entonces

Ex[f(XU)] =E* []EXU [f(XTH)]] =E* [Ew [f(XTg)U:UH =E” [f(XTI‘fI)] ) (2'11)

donde 7§, = inf{t > ¢ : X; ¢ H}. La primera igualdad sale de la definicién de f, luego
utilizamos la propiedad fuerte de Markov para procesos de It0, ver el Teorema y por
ultimo la propiedad telescopica de la esperanza condicional, Teorema

Dado que o es un tiempo de parada entonces o > 0 por lo cual 7, > 7 podemos entonces
utilizar la parte e) y tenemos

E*[f(Xo)] = E*[f(Xrg)] < E” [f(Xry)] = f(2), (2.12)
de lo que se deduce que f es supermeanvalued. O

Las siguientes definiciones introducen el concepto de mayorante supermeanvalued y supe-
rarménico.

Definicién 2.2.5. Mayorante supermeanvalued (superarménico)

Sea h : R™ — R una funcién medible. Si f es supermeanvalued (superarménica) y f > h
entonces decimos que f es un mayorante supermeanvalued (superarménico) de h respecto al
proceso X;.

Particularmente nos interesa el menor mayorante tanto supermeanvalued como supe-
rarmonico. Veremos que estos se encuentran fuertemente relacionados con la funciéon de pago
optimo.

Definicién 2.2.6. Menor mayorante supermeanvalued (superarmonico). Sea el conjunto
MSV, ={f:R" =R\ f > h, f supermeanvalued}.

Se define la funcion
h(z) = inf z), zeR", 2.13
@= i f() (213)
y se la llama el menor mayorante supermeanvalued de h.
Andlogamente se define h como el menor mayorante superarmoénico de h, donde el infimo
se toma en

MSH, ={f:R" =R ‘ f > h, f superarménico}.



Observacién 2.2.7. Notar que por Lema 10.1.3 ¢) si la funcién h es medible entonces es
supermeanvalued. Ademés, si h es semicontinua por debajo entonces h existe y h= h, ya que
cumple la definicién 2.2.2]

Ahora se introducirdn las funciones excesivas. A primera vista puede parecer un caso
particular de la definicién de funciones superarmoénicas, pero veremos méas adelante que son
en realidad equivalentes. La utilidad que presentan las funciones excesivas es que algunas
veces resulta més sencillo demostrar esta propiedad que ser superarmoénica.

Definicién 2.2.8. Sea f : R™ — [0, 00| semicontinua por debajo, entonces se dice que f es
excesiva respecto de X; cuando

f(z) > E*[f(Xs)] Vs>0 VreR"™ (2.14)

Observaciéon 2.2.9. Tomando la definicién de funcién superarmonica y el tiempo de pa-
rada constante 7 = s, se recupera la definicién de funcién excesiva; por ende, toda funcién
superarménica también es excesiva.

Para demostrar la equivalencia entre las funciones superarménicas y excesivas precisamos
introducir el concepto de operador caracteristico de un proceso.

Definicion 2.2.10. Sea X; una difusién de It0, el operador caracteristico de Xy, A, se define
mediante el siguiente limite

E* f( X )] — fl=
st = i EY )l @)

T R ] (2.15)

Donde los conjuntos Uy son una secuencia de conjuntos abiertos que decrece a {z}, es
decir, cumplen U1 C Uy y (. Ur = {2}, y 7v, es el primer tiempo de salida de Uy,
1, = Inf{t > 0: X; € Uy}. Si E*[ry,] = oo para todo Uy, que contenga a z, diremos que
Af(z) =

Denotaremos D4 al conjunto de funciones f tales que el limite existe para todo x
en R™, y para toda secuencia {Uy}.

Se puede demostrar que si f es una funcién con derivada segunda continua, que denotare-
mos por f € C?(R"), entonces f € D4. Ademas, el operador caracteristico se puede expresar
como un operador diferencial, lo cual se analiza en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.11. Sea X una difusion de Ito de la forma

dX; = b(Xy)dt + o (X,)dW.

Entonces, si f € C?(R"), se cumple que f € D4 vy el operador caracteristico se escribe
como:

Zb + = Z (oot a2f (2.16)
6931 ’] 69%813 ' '

]
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No se incluye la demostracién de este Teorema en la monografia. Se la puede encontrar
en la pagina 123 de [7].

Con el resultado anterior se puede finalmente demostrar la equivalencia entre las funciones
superarménicas y excesivas.

Teorema 2.2.12. Sea f : R™ — [0,00]. Entonces f es excesiva respecto a Xy si y solo si f
es superarmonica respecto a Xz.

Demostracion. Recordemos que ya probamos que toda funcién superarmoénica es excesiva en
la observacién [2.2.9] Con lo cual solo resta probar que toda funcién excesiva es superarménica.
Sea L el operador diferencial asociado a X;, que coincide con el término de la derecha
de , es decir, que coincide con el operador caracteristico A de X; en C%(R"). Solo
demostraremos el teorema en el caso donde f € C?(R") y Lf es acotado. La prueba general
se encuentra en [3].
Por la férmula de Dynkin, ver Teorema [7.11] se tiene que

t
E* [f(Xy)] = f(z) + E* [/0 Lf(Xr)dr] vt > 0.
Como f es excesiva, entonces

E*[f(Xe)] = f(z) <0

de lo que se obtiene que Af < 0y entonces Lf < 0. Sea 7 un tiempo de parada asociado a
la filtracion F3, entonces

E” [f(Xinr)] < f(z) VE>0.

Si se toma t — oo, utilizando el Lema de Fatou reverso, entonces se recupera la definicién
de funcién superarmoénica, formalmente

i E*(f(Xinr)) < B[ f(Xin,)] = E°[£(X0)]. (2.17)

t—o00

Se cumple asi que toda funcién excesiva es superarmoénica, por lo cual queda demostrada
la equivalencia. O

Estas definiciones sobre funciones superarménicas, excesivas o el menor mayorante supe-
rarmonico, son definiciones relevantes para el estudio del problema de parada 6ptima. Sin
embargo, no es claro cémo se pueden hallar dichas funciones, o siquiera asegurar su existen-
cia. El siguiente teorema nos da un método para obtener el menor mayorante superarmonico
y, ademads, si se toma g = 400, la funcién constante igual a +0o0 como una funcién valida,
nos garantiza que siempre existird un menor mayorante superarménico.

Teorema 2.2.13. Construccién del menor mayorante superarmonico
Sea g : R™ — R una funcion no negativa y semicontinua por debajo, se define la sucesion
de funciones {gi}

11



gi(x) = sup E* [g—1(X¢)], g0 =g (2.18)
teS

Siendo Sy = {l1-27%: 1 =1,2,...,4F}, Kk € N. Entonces, g, 1 §, donde § es el menor
mayorante superarmdnico de g. Ademds, el menor mayorante superarmdnico § y el menor
mayorante supermeanvalued g coinciden.

Demostracion. Notar que la sucesién {g} es creciente, ya que se cumple

gr(x) = Sup E” [gr—1(X¢)] > E* [gr—1(X0)] = gr—1(x).

Sea goo(x) = kli)ngo gk (), donde admitimos que pueda tomar el valor co, y obtenemos la

siguiente desigualdad

Joo() > gr(x) > E* [gp—1(Xy)] VEEN, te€Sy.
Utilizando esto junto con el Lema de Fatou se plantean las siguientes desigualdades

gool) > lim E'[ge1(X,)] > B[ lim gs 1 (X0)] = E¥lgoe (X)), (2.19)
k—o0 k—o0
lo que vale para todo ¢t € S = ;- Sk. Con esto se tiene que la funcién g es excesiva para
t en S, pero veamos que se puede generalizar para [0, co].

Notemos primero que, por el Lema se tiene que goo €s semicontinua por debajo, ya
que es el limite puntual de una sucesién de funciones semicontinuas por debajo. Sea t € [0, o0]
y {t;} una sucesién de puntos en S tal que t; — t, que existe porque S es denso en [0, c0].
Entonces

) 2 M B [0 (X)) 2 B | i (00| 2 B fomX), (220)

j—o0 k—o0

donde la primera desigualdad se obtiene utilizando (2.19) y tomando limite inferior, luego
utilizamos el Lema de Fatou y por ultimo que la funcién g, es semicontinua por debajo. Dado
que se toma t € [0, 00| genérico, se ha probado que g es excesiva, y por Teorema es
superarmonica.

Notar ademads que si f es cualquier mayorante supermeanvalued de g entonces por defini-
cion f > g = go y entonces:

flz) =2 B [f(X7)] = E* [g0(X7)], (2.21)

para cualquier x € R™ y tiempo de parada 7. En particular

flz) = sup E [g0(X1)] = g1 (). (2.22)

Podemos entonces repetir (2.21)) y (2.22)) tomando g; en lugar de gg y tendremos que
f(x) > ga(x). Iterando este procedimiento se obtiene entonces que
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f(z) > gn(z) VneN, (2.23)

por lo que f(x) > goo(z). Esto prueba que g, es el menor mayorante supermeanvalued g, y
como es semicontinua por debajo, goo = g, es decir es el menor mayorante superarmoénico. [

Corolario 2.2.14. Se define la sucesion de funciones hy : R™ — R tal que

hi(z) =sup E* [he—1(Xy)], ho=g.
t>0

Entonces hi, 1 g.

Demostracion. Notemos que la secuencia de funciones hy, es creciente; esto se puede demostrar
de igual manera que en el caso de las funciones g.

Denotamos por h = kh’m hi. Observar que como el supremo se toma sobre un conjunto
— 00

mayor que S, entonces hy > gr para todo k y tomando limite de ambos lados se tiene que
h>gw=4g.
Como § es superarmoénica es entonces es excesiva por lo cual cumple que:

g(z) > sup E® [§(Xy)] > sup E” [g0(X41)] -

Procediendo de la misma forma que en (2.21)) y (2.22f), del Teorema anterior, tenemos
g>hr VkeN.
Si se toma limite en k se obtiene que § = h. O

Este método alternativo para hallar el menor mayorante superarmoénico puede simplificar
significativamente las cuentas, por lo que resulta util.

Luego de la cantidad de definiciones y propiedades, se cuenta con las herramientas necesa-
rias para comenzar a profundizar en resultados del problema de parada éptima propiamente
dicho. Se comienza demostrando uno de los teoremas fundamentales para el estudio de estos
problemas.

Teorema 2.2.15. Teorema de existencia de parada optima
Sea g : R™ — R una funcion de pago continua y no negativa; se denota por g* a la funcion
de pago dptimo definida en y g al menor mayorante superarmonico de g. Entonces se
cumple que:
a) Vale
9" (x) = g(). (2.24)
b) Para e >0, sea
D, ={x: g(x) < g(x) —€}. (2.25)
Si se asume que g es acotada, entonces el tiempo de parada 7. = inf{t > 0: X; ¢ D.},
que representa el primer momento de salida de D., cumple

lg"(x) —E* [g(X.)]| <2 VzeR", (2.26)

por lo tanto, es cercano al dptimo y la diferencia se puede cuantificar.
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¢) Para g no negativa y continua, sea

D={x: g(x) < g"(x)}. (2.27)

Para N € N se definen gn = gAN, Dy = {x : gn(z) < gn(x)}. Entonces Dy C D41,

DycDng ' ([0,N)) y D= U Dn.
N>1

Si Tpy < 00 casi seqguramente para todo N, entonces

¢*(x) = lim E° [g(XTDN )} . (2.28)

N—o0

d) Si Tp < oo casi seguramente y {g(XTDN)}NEN es uniformemente integrable, ver defini-
cion |7.15, entonces

g*(l‘) =E* [g(XTD)] ) (2‘29)

y vale también que TF = Tp es un tiempo optimo.

Demostracion. Para comenzar la demostracion, asumamos que g es una funcién acotada. Se
define para € > 0 la funcion g.

gs(l') =E* [Q(X‘re)] . (2'30)

Por el Lema f) se sabe que la funcién g. es superarmonica.
Afirmamos que vale que:

g(z) < g-(x) +e VreR" (2.31)
Se probara por contradiccién. Supongamos que se cumple que

B = Sélﬂ{il{g(:”) —ge(7)} > ¢, (2.32)

lo que implica que existe = tal que g(Z) > g-(Z) + €. Si vale (2.32)) se tiene que, dado n > 0
existe xq tal que
9(x0) = ge(wo) = B — . (2.33)

Notar que g- + S es un mayorante de g, puesto por la definiciéon de g se tiene que

9e(x) + 5 = g=(2) + 9(x) — ge(2) = g(2).

Dado que g es el menor mayorante superarménico de g, se tiene que para todo x en R"

§(x) < ge(z) + B (2.34)
Partiendo de (2.34)), y evaluando en z( se obtiene que
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donde lo tnico a notar aqui es que la segunda desigualdad se acota ge(x¢) — g(x¢) por n — 3
a partir de (2.33)). Con esto nos queda

9(z0) < g(z0) + 1, (2.35)

para i > 0 cualquiera.

Para ver que ([2.35]) genera una contradiccién, veamos que solo hay dos posibilidades para
Te, este puede ser 0 casi seguramente, o en contraposicién, positivo casi seguramente. Dado
que 7 es un tiempo de parada entonces {w : 7. < t} € M,. Entonces se cumple que:

{w:m. =0} € ﬂ/\/lt,
>0

{w:7'5>0}€ﬂ/\/lt.

t>0

La primera de estas dos inclusiones es evidente, ya que el evento se encuentra en My, la
segunda inclusién se puede ver teniendo en cuenta que {w : 7. > 0} es el complemento de
{w : 7= = 0}, por lo cual también se encuentra dentro de M.

Se esta entonces dentro de las hipdtesis del Lema [7.15] es decir que uno de estos dos
sucesos debe de ocurrir casi seguramente.

Esto es importante, ya que podemos ver que en ambos casos causa una contradic-
cion, para asi concluir la demostracién de .

Primero estudiemos cuando 7. > 0 casi seguramente.

Partiendo de la desigualdad , y utilizando que § e supermeanvalued, se cumple para
todo t que

g(wo) +n = g(wo) = E™ [§(Xiar)] - (2.36)

Podemos separar esto en dos casos, cuando t < 7. y t > 7., en el primer caso sabemos que
el proceso aun se encuentra dentro de D., mientras que el segundo no, dado que este segundo
caso no nos interesa, podemos tomar la siguiente cota

E* [9(Xinr)] 2 E™[§(Xinr ) Lirary]- (2.37)

Como mencionamos anteriormente para t < 7. el proceso atin se encuentra dentro de D,,
y t A 7. = t, para este caso se cumple §(Xiar ) lgcry > (9(Xt) +€)1ry, por la definicién
de D. obtenemos entonces la desigualdad
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g(wo) +n > E™[(g(Xy) + &) Lgrary]- (2.38)

Por 1ltimo, si se toma t — 0, y se usa el Lema de Fatou y se recupera g(xg) + € del lado
derecho, es decir, se obtiene:

g(xo) +1 > ll;H(l) E™ [(g(X:) + e)Ljrary]
%

> E™ | Hm(g(X:) +e)ljpary
t—0

> g(xo) +e.

Esta desigualdad es equivalente a n > €, pero nétese que la desigualdad (2.33) debe
cumplirse para n > 0 arbitrario, pero para n < € tenemos una contradiccién.
Ahora nos queda ver que sucede cuando 7. = 0 casi seguramente. Por la definicién de

9e(o) (2.30), se cumple que

9e(xo) = E* [9(Xr.)] = E* [§(X0)] = g(x0), (2.39)

pero como § es un mayorante de g, entonces g(zg) < ge(xo), por lo cual g(z¢) — ge(zo) < 0.
Esto contradice directamente sin < p.

Tenemos entonces que en ambos existen valores de 7 los cuales causan una contradiccion,
en particular n < min{f,e} causa contradicciones para ambos casos, en consecuencia la
ecuacion se debe cumplir, es decir g(z) < g-(x) + € para todo x en R™.

Volvemos a probar a) y b) del Teorema. Se tiene entonces que g. + € es un mayorante
supermeanvalued de g. Como § es el menor mayorante superarmonico de g, este debe cumplir

g(7) < ge(z) + e =E" [§(Xr)] +e. (2.40)

Dado que 7 es el primer tiempo de salida de D., se cumple que el proceso evaluado en
este tiempo estd fuera de D, lo que implica que §(X,.) — e < g(X,.). Sustituyendo esto en
la desigualdad anterior se obtiene que

9(x) <E* [9(X7)] +e <E"[g(Xr)] + 2 < g"(x) + 2¢, (2.41)

donde la ultima desigualdad es evidente de la definicién de ¢*, puesto que es el supremo
sobre todos los tiempos de parada. De la desigualdad (2.41)) podemos obtener dos resultados
relevantes, primero de esta secuencia de desigualdades podemos plantear la siguiente cota

E*[9(X7.)] < 9" () + 2, (2.42)

reordenando términos y usando que g*(z) > E*[g(X.)], se llega a

9" (x) — E* [g(X7)]| < 2, (2.43)

lo que demuestra la parte b) del Teorema.
Y segundo como ¢ > 0 arbitrario, podemos concluir que
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g<g". (2.44)

Para obtener la igualdad se debe probar que § > g*. Dado que § es un mayorante su-
perarménico de g, para todo z la funcién § domina a la esperanza de g(X;) para cualquier
tiempo de parada, cuando el proceso inicia en x, con lo cual también serd mayor que el
supremo de esta esperanza sobre todos los tiempos de parada 7, que es por definiciéon g*.
Formalmente, esto es que

9(x) = E* [§(X-)] = E* [9(Xr)],

pero como ya se dijo, esto es valido para cualquier tiempo de parada 7, por lo que tomando
entonces supremo sobre todos estos

9(x) = sup E* [9(X:)] = g"(x).

Se concluye entonces que § > g*, y entonces § = g*, si g es acotada.

Observemos que nunca utilizamos que g sea acotada para demostrar ¢ > ¢*, por ende
para terminar la demostracién de a) se precisa ver que § < g* para g no acotada.

En el caso de que g no sea acotada se escribe por gy a la funcién

gy =min(N,g) N=1,2,.., (2.45)

esta funcién se encuentra acotada por N, se quiere esto para poder utilizar el resultado ante-
rior, el cual dice que la funcién de pago 6ptimo y el menor mayorante superarménico coinciden
si nuestra funcién de pago es acotada. Denotamos gy al menor mayorante superarménico de
gn, que cumple gy = g, siendo gy la funcién de pago 6ptimo para gn.

De la definicién de gy se desprende que esta familia de funciones es creciente con N, y
que todas se encuentran acotadas por g, es decir gy < gn+1 < g, para todo N.

Esto ademaés implica que las funciones de pago 6ptimas asociadas son crecientes en N y se
encuentran acotadas por g*, es decir, tenemos que gy < gy, < g*. Siendo que gy < gn41,
se evalia en X, y se toma esperanza, queddndonos que

E*[gn(X7)] < E*[gn41(X7)],

para cualquier tiempo de parada 7, en particular se cumple para el supremo, con lo cual
9~ < gn41- La demostracion de g3, < g* es completamente andloga.

Recordando que gy = g por ser gn acotada, entonces la sucesién de funciones {gn } ven
es creciente, estando ademads acotada superiormente por g*. Por esto se tiene que existir una
funcién h, limite puntual de gy que cumple, gy = gx Thy h < g*.

Debido a que h es el limite puntual de funciones superarménicas por el Lema d) la
funcién h es superarmonica.

Tomando en cuenta que h es el limite de los mayorantes superarmoénicos asociados a gy,
entonces esta serd mayor a g, puesto que se puede plantear que

M) = Jim_ Gw(x) > Jm_gy(x) = g(r). (2.46)
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Tenemos entonces que h es superarmonica y h > g, por lo cual es un mayorante supe-
rarménico de g, y como § es el menor mayorante superarménico, se cumple h > g. Ademés
como se menciond anteriormente g > g*. Por lo que se prueba la parte a) del Teorema, esto
se da por el hecho de que h se encuentra acotada superiormente por g*, quedando que

FEh>g> g (2.47)

que implica que los tres términos deben ser iguales.

Por 1ltimo nos queda demostrar ¢) y d). Esto ya que debemos tratar el caso particular de
d) donde la funcién de pago g es acotada, para poder entonces demostrar c), que nos permite
generalizar d) a funciones de pago no acotadas.

El punto d) nos muestra que cuando el tiempo de salida de D es finito casi seguramente,
entonces este alcanzara el supremo sobre todos los tiempos de parada.

Comenzando por el caso donde g es acotada, se puede notar que los conjuntos D, tienden
a D en el siguiente sentido:

D=|]JD.. (2.48)
e>0

Recordando la definicién de D, tenemos que D. C D, para & < e. Esta inclusién se
obtiene trivialmente, dado que si ¢’ < g, entonces §(z) — e < g(z) — &', de lo que se concluye
que cuando g(z) es menor al primer término, también es menor al segundo.

Considerando la definicién de D = {x : ¢(x) < g(z)}, donde se sustituyé ¢g* por §
utilizando la parte a), podemos pensar entonces a D como el conjunto D, con € = 0, de esto
queda claro que D, C D, y que efectivamente se cumple .

Recordar también que 7. es el primer tiempo de salida de D., entonces para & < ¢
se cumple 7. < 7./ casi seguramente, dado que, como vimos anteriormente, el conjunto D
contiene al conjunto D,.. Luego, por , dado que D contiene a todos los subconjuntos D,
se cumple

7. T7Tp c.s. el0. (2.49)

Se sabe que Tp < oo casi seguramente por hipétesis de d), por lo que utilizando que g
es continua y las trayectorias de la difusién de Ité6 también lo son, se tiene que g(X,. ) —
9(X:,)9(X5) = 9(X;,) cuando € — 0.

Como se esta trabajando con g acotada, existe C' > 0 tal que |g(X;)| < C para todo t en
[0, 0], por lo que se estd en las hipdtesis del Teorema de convergencia dominada, Teorema
lo que nos permite intercambiar limite con esperanza, para afirmar que

lim E* [g(X7.)] = E* [¢(X-,)]. (2.50)

e—0

Como ya se probé g = g*, utilizando esto en la desigualdad ([2.41)), se cumple que

9" (x) = §(z) <E* [g(Xr,)] + 26 < g"(x) + 2¢,

y tomando limite con ¢ | 0 resulta
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9" (z) = E*[9(X7,)].- (2.51)

Esto entonces demuestra d) para el caso de una funcién de pago acotada. Ahora lo usa-
remos para demostrar ¢) para cualquier funcién de pago g.

Iniciando con una construccion idéntica al caso de una funcién no acotada para la parte
a), denotando a gy como el minimo entre N y g, y a gy el menor mayorante superarménico
asociado. Ya vimos que estos son crecientes con N y que h, su limite cuando N — oo es g*
(2.47)).

La igualdad junto con la parte a) de este Teorema, nos dice que

gy (@) = g (@) = E*[g(Xrp )], (2.52)

siendo Dy el conjunto D asociado a gy, es decir, Dy = {z : gn(z) < gn(2)}, v Dy €l
primer tiempo de salida del mismo.

Utilizando que h, el limite puntual de {gn} nen, es igual a g*, que gy es siempre menor a
g, y por ultimo que g* es el supremo sobre todos los tiempos de parada, se tiene la siguiente
secuencia de desigualdades

g9*(z) = h(z) = lim gy(z) = Hm E*[gn(X7, )] < lim E*[g(X7, )] < g"(z), (2.53)
N N—oo N N—oo N
donde en el tltimo paso se usd que g* es el supremo sobre todos los tiempos de parada.
Debido a que ambos limites son ¢g*(z) se concluye que todos son igualdades, con lo que
queda demostrada la primera parte de ¢), que mencionaba

g*(z) = lim E*[g(X7, ). (2.54)

N—oo

Para concluir la prueba de ¢) queda ver la igualdad de conjuntos es cierta. Notemos que
gn < N, esto ya que la funcién es igual a la funcién de pago éptima, y dado que la funcién
de pago es menor o igual a N entonces la funcién de pago 6ptima también debe de serlo, en
términos matematicos tenemos

gN(z) = g"(z) = sup E*[gn(X7)] < sup E*[N] = N. (2.55)

Esta desigualdad nos es 1til para ver que se cumple Dy € DNg~1([0, N)). Podemos notar
que si x se encuentra en Dy, entonces gy (z) es menor estricto a gy(x) y por consecuente
es menor a NN, equivalentemente, se cumple gy(x) < N. Teniendo en cuenta que gy es el
minimo entre g y N, y sabemos ademas que en este punto es estrictamente menor a N,
entonces se debe cumplir que g(z) = gn(z) < N, que implica de manera directa que z se
encuentra en el conjunto preimagen de [0, N), g~1([0, N)). Para ver que z se encuentra dentro
de D observemos que g(z) = gn(z) < gn(z) < g(z), es asi que x cumple g(z) < g(z), que
por definicién implica que x se encuentra dentro de D. Al encontrarse x dentro de ambos
conjuntos siempre que z se encuentra en Dy, podemos afirmar que Dy se encuentra contenido
en la interseccién de ambos
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Dy € DngY([0,N)). (2.56)

Resta ver que los conjuntos Dy son crecientes respecto a N, en el sentido de inclusién, y
que la unién de estos recupera D.

Como mencionamos, si x se encuentra dentro de Dy, entonces g(z) = gn(x), es decir que
g(z) es menor a N, y por ende serd menor a N + 1, con lo cual g(x) = gn+1(x). Esto nos
permite plantear

gn+1(x) = gn(z) < gn (@) < gri(a), (2.57)

que implica que x se encuentra dentro de Dpyy1, es decir, se probé que Dy C Dpyyq. Con
esto y tomando en cuenta la definicién de Dy, se cumple que

D= |]J Dw. (2.58)
N=1

Esto concluye la demostracién de la parte ¢). Utilizaremos este punto para demostrar d)
en el caso donde g no es acotada.

Al igual que cuando trabajamos con D., dado que los conjuntos Dy son crecientes, y D
contiene a todos ellos, entonces se sabe que 7p,, < 7py,, < 7p. En particular

= i . 2.
™ NgllmTDN (2.59)

Dentro de las hipétesis de d) se pide que la familia {g(X-, )}nen sea uniformemente

integrable, esto es porque se quiere intercambiar limite con la esperanza en (2.54]). Ademss,
como ¢ es continua y X; tiene trayectorias continuas, se tiene la siguiente igualdad

g (x) = A}gnooEx [g(XTDN)} =E* [A}gnoog(XTDN)] =E*[g(X;,)]- (2.60)
Lo que demuestra d), y por ende finaliza la prueba del Teorema. O

Observacién 2.2.16. Notemos que se cumple lo siguiente

1. Dado que g es continua y g es semicontinua por debajo, entonces los conjuntos D, D,
y Dy son abiertos.

2. En la demostracién del item a) del Teorema, solo se utilizé que g > 0 sea semicontinua
por debajo, con lo cual se puede pedir esto en lugar de continuidad para a).

Demostracion. Demostraremos el caso de D, las demostraciones para D, y Dy son analogas.
Para demostrar que este conjunto es abierto, veamos que para cualquier punto de D se
puede encontrar una bola abierta contenida en D.
Para xyp en D se cumple g(z9) < g*(zp). Como g es una funcién continua, se puede
encontrar € > 0 tal que la bola cerrada de centro zg y radio e, B(xg, €), esté contenida en D,
y ademds el maximo de g en esta bola, M, sea menor estricto a §(zp).

20



Como g* es semicontinua por debajo, se sabe que para todo d; > 0, existe una bola abierta
de centro zg y radio do > 0 tal que

9" (z0) — 01 < g*(z) Vx € B(xg,02). (2.61)

Observemos que al cumplirse M < g*(zg), podemos tomar §; = g*(zg) — M > 0 y asi
quedarnos con la desigualdad,

M < g*(z) Yz € B(zo,02). (2.62)

Si se toma la menor de las bolas, ambas condiciones se cumplen a la vez, con lo cual
g(x) < M < g*(x) y nos encontramos dentro de D. Es decir la bola que tenga radio &/ =
min{dz, e} y centro xy, se encuentra contenida dentro de D. Se concluye que para todo punto
x( se puede encontrar un abierto contenido dentro de D, con lo cual D es abierto. O

Corolario 2.2.17. Si existe un conjunto de Borel H tal que la funcion g : R™ — R
gu(z) =E* [g(X+,)], (2.63)
sea un mayorante supermeanvalued de g, donde Ty = inf{t > 0: X; ¢ H}, se tiene entonces
9" (x) = gn(x), (2.64)
y 7" = T es optimo.

Demostracion. Sea g el menor mayorante supermeanvalued de g. Entonces si gy es un ma-
yorante supermeanvalued de g se cumple que g(z) < gg(x).
Por como se define gy, resulta sencillo acotar la funcién por g*,

g (x) =E* [9(X7,)] < sup E* [g(X7)] = g"(x). (2.65)

Finalmente por los Teoremas [2.2.13] y [2.2.15[ se tiene que

g9 (x) = g(x) = g(x) < gu(r) < g"(z), (2.66)
por lo que gy (z) = g*(x) y queda demostrado el corolario. O
Corolario 2.2.18. Sea
D ={x: g(z) <g(x)}, (2.67)
definimos la funcion g : R™ — R como
9(x) = gp(x) = E* [9(X7,)].- (2.68)

Si g > g, entonces g = g*
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Demostracion. Dado que 7p es el primer tiempo de salida de D, se tiene que X,, & D,
entonces g(X,,) > §(X;,). Sin embargo, ¢ es un mayorante de g, con lo cual se debe cumplir
9(X:,) = g(X;,) casi seguramente. Esto permite sustituir a g por ¢ en la definicién de g
queddndonos §(z) = E*[§(X,,)]. El Lema f) nos asegura que g es una funcién super-
meanvalued. Por hipdtesis se cumple g > g, siendo entonces g un mayorante supermeanvalued
de g. Esto implica que estamos dentro de las condiciones del Corolario lo que completa
la demostracién. O

Es importante observar que la teoria vista hasta el momento en ningin momento nos
asegura la existencia del tiempo de parada éptimo 7%, esto es simplemente porque este no
siempre existe. Veamos a continuacion un caso trivial donde el tiempo de parada 6ptimo no
existe.

Ejemplo 2.2.19. Sea X; =t, un proceso deterministico. Este es una difusion de Ito ya que
lo determina la siguiente ecuacion diferencial estocdstica

dX, = dt+0dW, Xo=0. (2.69)

Si se elige como funcion de pago a

entonces el tiempo de parada optimo no existe.

La funcién de pago g es creciente, y su limite cuando x — oo es 1, lo cual nos permite
afirmar que
2
sup E*[g(Xy)] =sup —— =1
Sur [9(X0)] D
Observemos que este es el resultado de la primera iteracién del Corolario [2.2.14] al de-
volvernos esta iteracion un término constante, nos permite decir que g = 1, y por el Teore-
ma [2.2.15(a) esta funcién es también la funcién de pago ptimo. Con esto se tiene que, para
cualquier tiempo de parada que no sea T = co casi seguramente, la funciéon de pago evaluada
en el proceso serd menor a 1, y por lo tanto la esperanza también lo sera. Se concluye que el
tiempo de parada éptimo 7* no existe.
Este resultado es entristecedor, pero para contraponer una mala noticia con una buena,
veremos que en caso de existir el tiempo de parada 6ptimo, entonces es 1inico, coincidiendo
con el tiempo de parada 6ptimo dado por el Teorema [2.2.15

Teorema 2.2.20. Unicidad del tiempo de parada optimo Recordando que
D={r: gla) < g"(x)}

y asumamos que existe un tiempo de parada dptimo T = T*(x,w) para toda x condicion
inicial. Entonces
™ >71p Vx €D, (2.71)
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y ademds

9" (z) =E*[g(X;,)] VxeR" (2.72)
Con lo cual Tp es un tiempo de parada dptimo.

Demostracion. Sea x un punto dentro de D, que recordemos es abierto, y un tiempo de
parada 7T respecto a la o-dlgebra F;. En primer lugar, nos interesa ver que efectivamente el
tiempo de parada optimo debe de ser mayor o igual a 7p. En efecto, si se cumple que 7 es
menor a 7p con probabilidad no nula, se obtiene que

E* [g(XT)] = E* []l{T<TD}g XT)] []l{TZTD}g(XT)]
<E* []l{‘r<‘rp}g (XT)} [1{T2TD}9* (XT)]
= E" [¢"(X7)] < g% (),

puesto que al condicionar al evento {7 < 7p}, que tiene probabilidad no nula, acotamos
de forma estricta g(X;) por g*(X;), dado que X; € D, y que g* = g; luego se juntan ambas
esperanzas en una sola y se usa que g* es superarmoénica.

Esto nos permite afirmar que si 7 < 7p con probabilidad no nula, se tiene la siguiente
desigualdad estricta

E* [g(X-)] < g*(2), (2.73)

por lo que se deduce que el tiempo de parada 6ptimo 7* es mayor a 7p casi seguramente.

Demostrar que el 6ptimo efectivamente se alcanza en 7p es mas complejo. Para ello
precisaremos separar la demostracién en tres casos, e introducir el concepto de punto irregular.
Comenzamos primero introduciendo dicha definicidn.

Definicién 2.2.21 (Punto Regular). Sea B un boreliano. Un punto x € 0B se dice regular
con respecto a X; si
P*(rp =0) =1, (2.74)

donde, como es usual 7p es el primer tiempo de salida del conjunto B. Si esto no se cumple,
entonces el punto se dice irregular.

Aplicando la Ley 0 — 1, Teorema no es dificil ver que el suceso {rp = 0}, debe tener
probabilidad 0 o 1. Esto es debido a que {75 = 0} se encuentra en My, y consecuentemente
se encuentra dentro de Ny>oM;.

Intuitivamente, la regularidad de un punto nos dice que si soltamos un proceso en el
borde de algtin conjunto, este entonces en el siguiente instante debe entrar o no al conjunto.
Llamamos a un punto regular si al dejar al proceso en este, el mismo se va del conjunto en el
siguiente instante, e irregular a los que no.

Comencemos entonces con la demostracién propiamente dicha, primero veamos el caso
en que z se encuentra dentro de D. Se buscara acotar E*[g(X,, )] tanto por arriba como por
debajo por g*.
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La cota superior es trivial por la definicién de g*. Para la cota inferior, recordemos que ¢
es un mayorante de g, con lo cual su esperanza serd mayor, es decir,

9" (x) = E*[g(X7+)] < E*[g(Xr)]. (2.75)

Luego, por el hecho que § es una funcién superarmoénica y se cumple 7 > 7p, entonces,
mediante el Lema se cumple

E* [9(Xr)] < E* [(Xrp)] - (2.76)

Por 1ltimo, dado que el proceso se encuentra evaluado en 7p, el primer tiempo de salida de
D, donde g y g son iguales, se tiene que

g*(l') <E” [Q(X’TD)] =E* [g(XTD)] : (2'77)

Tenemos entonces ambas cotas, por lo cual podemos asegurar que si x se encuentra dentro
de D se cumple

g*(x) =E” [g(XTD)] : (2'78)

Se demuestra ahora el més problematico de los casos, el cual es cuando x se encuentra

en el borde de D, siendo este un punto irregular. En este caso, por la Definicién se

cumple que 7p > 0 casi seguramente. Lo que haremos es definir una sucesion de tiempos

de parada {o}}ren, que tienden a 0 casi seguramente, y son todos menores a 7p. Esto nos

permite trabajar en el interior de D, donde ya tenemos una solucion. Denotemos entonces
{0k} ken, una secuencia de tiempos de parada que cumple

0 < o < 7p y ademaés o — 0 c.s. cuando k — 0. (2.79)

Como oy, < 7p entonces X,, € D, con esto mediante la propiedad telescépica de la esperanza
condicional, ver Teorema se tiene que

E*[g(Xrp)] = E[EX7k[g(Xr,)]). (2.80)

Observemos que la esperanza interior en el segundo término tiene como punto inicial a X,
que, como se menciond, se encuentra dentro de D, y se puede asi afirmar que esta esperanza
es igual a la funcién de pago éptima evaluada en X,

E*[9(Xrp)] = E*[g"(Xo,)]- (2.81)

Esta igualdad nos permite afirmar lo siguiente: si el proceso X; cumple que Xo = x, por
ser ¢g* semicontinua por debajo, se cumple

g9°(z) < lim ¢"(X,,), (2.82)

k—00

y por lo tanto, al tomar esperanzas de ambos lados nos queda

50 <& [ lim g ()] (2.83)

k—o0
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En esta ecuacién es conveniente aplicar el Lema de Fatou, recordando la igualdad (2.81]),
los términos que obtenemos luego de sacar el limite inferior de la esperanza son todos cons-
tantes, es decir que se cumple que

() < B | 1im 9" (X,)]

k—o0

< lim E* [g"(Xo, )]

k—o0

= lim E* [g(Xrp)]

k—o00

=E* [9(X7p)] < g% (2),

lo que prueba el resultado para x € 0D irregular.

Solo resta ver que sucede si x se encuentra en el borde de D, y es un punto regular,
y el caso x € D. En ambos casos se cumple 7p = 0 casi seguramente. Esto trivializa la
demostracién, dado que se cumple E*[g(X;,)] = g(z) y como X, estd fuera de D se tiene

queg=g=g"y
E*lg(X7p)] = E*[g°(X7p)] = g% (2), (2.84)
lo que completa la demostracion del teorema. O
Observacién 2.2.22. Sea A el operador caracteristico de X;. Si g € C?(R") se define
U={x:Ag > 0}, (2.85)
se cumple que U C D siendo D el conjunto definido en (2.27]).

Demostracion. Sea W un conjunto abierto y acotado incluido en U, y x € W. Denotemos
por Ty al primer tiempo de salida de W. Para T" > 0, mediante la férmula de Dynkin y se
obtiene

Tw AT
E® [g(Xnynr)] = g(z) + E° [ / Ag<xs>ds] > g(x), (2.86)

dado que z se encuentra en U, esto implica Ag > 0, y la esperanza también serd positiva.
Entonces se tiene que g(z) < ¢g*(x), por lo que U C D. O

2.3. Funciones de pago con valores negativos

Hasta el momento se piden tres condiciones sobre la funcién de pago g, que esta sea
homogénea en el tiempo, que sea continua y por dltimo, que sea no negativa. En los siguientes
capitulos ve de forma extensa cémo trabajar el caso no homogéneo, pero antes de esto,
de manera muy breve, veamos qué sucede cuando la funciéon de pago puede tomar valores
negativos.
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Existen asi dos posibles casos para g, el primero es que esta funcién se encuentre acotada
por debajo, es decir g > —M con M > 0, entonces se puede tomar

g1(x) = g(x) + M.

Esta nueva funciéon g; serd no negativa, y el problema es igual al anterior, con la dnica
diferencia de que debemos tomar

E* [g(X;)] = E* [q1(X;)] — M si T < o0 c.s.,

y por ende si existe 7%, las funciones de pago 6ptimo g* y ¢} se relacionan de la siguiente
forma

9" (x) = gi(z) — M.

La segunda posibilidad para g es que no se encuentre acotada inferiormente; para es-
te caso es necesario definir ¢~ (z) = —min{g(x),0}, donde se deben cumplir las siguientes
condiciones:

1. E*[g~ (X;)] < oo para cualquier tiempo de parada .

2. La familia de procesos {¢~ (X;) : 7 un tiempo de parada} debe ser uniformemente in-
tegrable.

Cuando ambas condiciones se cumplen la gran mayoria de la teoria vista hasta el momento
es aplicable, no realizaremos un desarrollo de esto en la monografia, pero se puede encontrar
el mismo en [9].

Lo que se verd luego en el Teorema [5.1] es el como verificar si una cierta funcién es
efectivamente la solucion del problema de parada éptima, donde se incluye la posibilidad de
una funcién de pago con valores negativos.
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Capitulo 3

Pagos no homogéneos en el tiempo

Como se mencioné anteriormente, es posible eliminar la restriccién de que la funcién de
pago g sea homogénea en el tiempo, lo cual es lo que se trabajara en este capitulo. Utilizando
un pequeino truco que ya veremos, el estudio de este caso en realidad se reduce a transformar
el problema en uno homogéneo y aplicar toda la teoria vista hasta el momento.

Dicho esto, las condiciones que sobre la funcién de pago g son que esta sea de la forma
g : RXxR" — [0,00), donde la primera coordenada se encuentra asociada al tiempo y la
segunda al espacio, que g sea continua, y por ultimo, como se puede ver en su definicion, que
sea no negativa.

Siendo el problema igual al del caso homogéneo, hallar g* : R — [0,00) la funcién de
pago optimo y el tiempo de parada éptimo 7* asociado. Es decir, hallar ¢* y 7* tales que se
cumpla

g" () = sup B* [g(7, X-)] = E* [g(7", X7)], (3.1)

Para trabajar este caso, lo que hacemos es acoplar el tiempo a nuestro proceso X, re-
sultando en un nuevo proceso Y;, de forma tal que nos encontremos nuevamente en el caso
homogéneo. Sea entonces el proceso X; = X’ una difusién de Ito, donde el superindice indica
el punto inicial, es decir, X; verifica

dX; = b(X)dt + o(X)dW, t>0 Xo=a. (3.2)

Se define la difusién de Itd Y; = Yt(s’x) en R™! como

s+t
= >
Y: ( Xz ) t>0, (3.3)
que verifica la ecuacion diferencial estocastica,
avi=( Y Yar+ (2 )aw! = bvpyde + 6(vi)aw. (3.4)
b(X¢) o(Xy)) !

Donde dt es el diferencial en R"*! y W/ el proceso browniano en este mismo espacio.
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Se cumple asi que el proceso Y; es una difusion de It6 homogénea, como queriamos, y se
puede reescribir el problema de la siguiente manera

g*(0,2) = sup B [g(Y;)] = B9 [g(Y;-)] (3.5)
que es un caso particular de

9" (s, ) = sup B [g(V7)] = E©) [g(Y7-)]. (3.6)

T

Este tipo de problemas fueron los que estudiamos en el capitulo anterior , y que
sabemos resolver.

Trabajar con funciones de pago no homogéneas se reduce a transformar nuestro proceso
en un proceso que incluya el tiempo, para pasar al caso homogéneo, y resolver el problema
con las herramientas conocidas.

Observacién 3.1. Si Y; es el proceso que resulta de homogeneizar el problema para una
difusién X, su operador caracteristico A cumple

Ap(s,z) = %(s,x) + Ap(s,z) ¢ € C*HR x R"Y), (3.7)

siendo A el operador caracteristico de X;, que actta sobre la variable x.

Una familia de funciones de pago importantes en finanzas son aquellas que toman cierta
funcién f : R™ — Ry se le aplica un término de descuento asociado a la inflacién, obteniendo
asi una funcién g : R x R™ — R, no homogénea en el tiempo, de la forma

g(s,x) = e " f (). (3-8)

Aqui r es un término dependiente de la inflacién.

Estudiaremos un caso particular que tiene esta forma, donde cierto activo tiene un precio
que llamaremos Xt, y lo modelaremos como un movimiento browniano geométrico. Se tomara
como funcién de pago a

g(s,2) =e "(x—a)", (3.9)
donde x* denota méx{z,0}.

Ejemplo 3.2. Sea X[ un movimiento Browniano geométrico, es decir, la solucion de la
ecuacion diferencial estocdstica

dXy = pXydt + o Xy dWy,  Xg =z, (310)

que es particularmente una difusion de Ito6 homogénea.
Queremos hallar el pago dptimo para la funcion

g(s,2) =e " (x—a)t (3.11)

donde r y a son constantes positivas.
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La teoria vista hasta el momento requiere simplemente que la funciéon de pago sea una
funcién continua y no negativa, condiciones que nuestra funcién de pago g cumple, pero que
no sea una funcién de clase C? resulta inconveniente, ya que no podemos trabajar con el
operador caracteristico de nuestro proceso estocastico. Para resolver este problema, se verd
que sustituir (z —a)™ por (z —a) da la misma funcién de pago 6ptima y el mismo tiempo de
parada 6ptimo, con la ventaja de que la nueva funcién de pago es de clase C?.

Lema 3.3. Sea X; un movimiento browniano geométrico de la forma

dXy = pXydt + o Xy dWy,  Xo =z, (312)

con z > 0.
Las funciones de pago

g(s,z) =e " (x—a)t yg(s,z) =e "(x —a) (3.13)

resultan en la misma funcion de pago optimo g*, y tienen el mismo tiempo de parada optimo
asociado T*.

Demostracion. Para demostrar que efectivamente ambas funciones cuentan con el mismo
tiempo de parada 6ptimo 7%, y la misma funcién de pago éptimo ¢*, vamos a ver que el
tiempo de parada 6ptimo debe cumplir X, « > a casi seguramente. Esto muestra que ambas
funciones tienen asociada una misma funciéon de pago éptimo y tiempo de parada éptimo, ya
que si > a, entonces §(s,z) = g(s,x), con lo cual nos encontramos maximizando la misma
funcioén.

Supongamos que el tiempo de parada 6ptimo 7* para g cumple que X+ < a con proba-
bilidad no nula, podemos entonces descomponer la esperanza de g de la siguiente manera,

e T
LR [e—rr* (X7 —a)lyx . Z(z}:|

<E [T (X — )l sy (3.14)

ya que bajo el evento que X« < a, se tiene que e_TT*(XT* —a) < 0y por ende su esperanza
también sera negativa.

La desigualdad en nos lleva directo a una contradiccion. Intuitivamente, se puede
tomar un nuevo tiempo de parada 7, que se comporta igual a 7*, excepto cuando el valor
resultante del proceso es menor a a; en este segundo caso, el tiempo 7T espera a que el proceso
alcance el valor a. Este mecanismo nos lleva a tener una mayor esperanza, puesto que no
contamos con pagos negativos.

Fuera de esta idea intuitiva del porqué sucede la contradiccién, se debe mostrar que
efectivamente 7 es un tiempo de parada, y que ademads se obtiene un valor esperado mayor.
Se define T de la siguiente manera:

T = T*]l{XT* >a} + Ta(T*)]l{XT* <a}s (315)
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donde 7,(7*) = inf{t > 7* : X; > a} es el primer tiempo mayor que 7* donde el proceso
alcanza a.

Veamos que este efectivamente es un tiempo de parada. Para esto tenemos que ver que el
suceso {7 <t} es F; medible. Para que 7 sea menor a ¢t debe suceder que 7* sea menor a t y
X+ mayor o igual a a, o en su defecto, que 7,(7*) sea menor a t y X,- sea menor a a. Esto
nos permite reescribir al conjunto {7 < ¢t} como

(F<t)=({r <N {Xo > a)) U ({r(r*) <t} N {X; < a}).

Resta ver que ambos términos de la unién son F; medibles. Podemos ver que el primer
término es F; medible observando que al sustituir 7% por 7* At en el evento {z.« > a}, no se
modificard el evento, pues estd intersectado con {7* < t}. Se obtiene que el primer término de
la unién es igual a {7* <t} N{X;+r¢ > a}, donde el primer conjunto, {7* < t}, es F; medible
por ser 7* un tiempo de parada, y el segundo conjunto, {X;«xs > a}, precisa la trayectoria
del proceso hasta un tiempo menor o igual a ¢, con lo cual también es F; medible.

Por ultimo, para mostrar que el segundo término de la unién es F; medible, observar que
si 74(7") es menor o igual a ¢, 7* también lo serd, con lo cual podemos plantear

{1.(7%) <t} N {X+ < a} ={7,(7") <t} N {7 <t} n{X~ < a}), (3.16)

ver que este conjunto es JF; medible es andlogo a la interseccién anterior.

Con esto queda demostrado que 7T es efectivamente un tiempo de parada, que como
queriamos se comporta como 7*, pero si X;« es menor que a continua hasta que el proceso
valga a. Tomando esperanza en la funcién de pago con este tiempo de parada y separando
en los casos donde X« es menor a a y mayor o igual a a, queda la siguiente ecuacion,

E* [e7(Xz —a)] =E [ (X7 —a)l{x .cqy] +E” [T (X7 —a)lix .>01] . (3.17)

Por como se define 7, la primera esperanza tiene la condicién de que X+ sea menor a a,
con lo cual 7 tomara el valor de 7,(7*). Como el proceso a tiempo 7,(7*) es mayor o igual a a
tenemos X (r+) —a > 0, y con esto la primera esperanza serd positiva. Luego, en la segunda
esperanza tenemos la condicion X, > a, con lo cual el tiempo de parada 7 coincide con 7%,
sustituyendo esto, tenemos la cota,

E”* [Birf(Xi— — a)} > E® |:eir7-* (XT* - a)]]-{X.,_* 2(1}i| . (318)

La desigualdad anterior nos lleva a una contradiccién, dado que por la ecuacién (3.14))
obtenemos que la esperanza para 7 es mayor que para 7%,

E° [e—w (X, — a)] <E*[e77 (X5 —a)], (3.19)

lo que es absurdo, ya que habiamos supuesto que 7* era el tiempo éptimo.
Con esto se concluye que, si se tiene un tiempo 6ptimo 7%, este tiene que cumplir que
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P(Xr+ < a) = 0. (3.20)

Entonces el tiempo de parada éptimo 7* cumple que X+« > a casi seguramente, por lo
que

E” [ (X — a)} —E° [e—”* (X — a)l {XT*ZG}] . (3.21)

En particular, 7% debe maximizar ambos lados de esta ecuacién. Teniendo en cuenta que
la esperanza de la derecha se encuentra restringida a X, « mayor o igual a a, la cual es la
misma regién donde (X« —a)™ y X« —a coinciden, esta esperanza sera igual a la que define
g(7*, X;+), es decir,

B (77 (Xoe = @),y =B [T (Xoe — )| = E7[g(r", X)) (3.22)

Se concluye que 7%, el tiempo de parada que maximiza a la funcién de pago g, también
maximiza a la funcién g. O

En la observacién [3.1] se mencioné que la forma del operador caracteristico de este proceso

es,
n _of Of | 1 5 20f
Para la funcién g toma la forma
Ag(s,x) = —re "z — a) + pre ™ = ((u — r)x + ra)e " (3.24)

Precisamos conocer ﬁg para determinar el conjunto U, donde el operador caracteristico de
la funcién de pago es positivo, que fue definido en la observacién En esta observacién
se demostré que U esta contenido en D, y en este caso nos permite determinar la forma de D.
Por los Teoremas v [2.2.20} sabemos que 7p el primer tiempo de salida de D es éptimo.

Estudiando la condicién Ag > 0 en 1j se desprenden dos casos: si p es mayor o igual
a r, entonces ng > 0 se cumple para todo (s,z), con x positivo; sin embargo, si 4 es menor
a r, entonces = debe pertenecer a (0, f_—“ﬂ) Existen dos posibilidades para el conjunto U, que
son:

(3.25)

RxR", pu>r
U_{

{(s,az): 0<33<7f"_au}7 <.

Comencemos por el primer caso, dado que este es el mas sencillo de ambos. El proceso X;

es siempre positivo por ser un movimiento browniano geométrico con una condicion inicial
positiva, que implica que Y; se encuentra en R x RT. El conjunto D debe ser entonces un
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subconjunto de R x R*, pero sabemos que U es un subconjunto de D, y U = R x R, por lo
que D es R x RT. Dado que el proceso Y; nunca saldrd de D, el tiempo de parada 7p toma
el valor infinito, con lo cual el tiempo de parada 6ptimo no existe.

El segundo caso, donde se cumple y < r, es més interesante. Veremos que D tiene una
forma similar a U, con la diferencia de que el limite superior de x es distinto. Para demostrar
esto veamos primero que D es invariante respecto al tiempo en el siguiente sentido,

D+ (t(), 0) =D VtyeR (3.26)

Notemos que § cumple la siguiente igualdad,

G(s —to,x) = e 770N (g — ) = e (2 — a) = e™0G(s, ). (3.27)

Y la funcién de pago 6ptimo g* cumple
§* = sup Es—107) e (X; —a)] =supE [e_T(T“LS_tO)(Xf - a)] (3.28)
= e"osup E [677"(7“) (X¥— a)} = e"og* (s, x).
T

Utilizando las igualdades (3.27)), (3.28)) se obtiene (3.26)) de la siguiente manera

D + (t0,0) = {(t + to,z) : (t,x) € D}

(s,x): (s —to,x) € D}

(s,x): g(s —to,x) < g*(s —to,x)}
(

(

S,

I
8

) eg(s,x) < eogt(s,x)}
s,z): g(s,x) < g*(s,x)} = D.

S,

8

{
{
{
{

Dado que D es invariante respecto del tiempo, esto implica que D esta compuesto por
franjas horizontales en el plano R x R, es decir debe ser la unién de conjuntos de la forma

D(a,b) ={(t,z): a <z < b}. (3.29)

En particular, uno de estos conjuntos debe ser D(0, ), con zg > TT#, dado que U se

encuentra contenido en D. De hecho, el conjunto D(0,xq) = D(z) es el unico elemento de
D con un tiempo de salida no nulo. Para ver esto, observemos que si D(a,b) es una franja
horizontal de D distinta a D(zg), e y € D(a,b) es un punto que no pertenece a U, debe
suceder que ,Zg < 0. Mediante la férmula de Dynkin, el valor esperado de nuestro proceso
decrece mientras permanezca en D(a,b). Planteando la férmula de Dynkin para un tiempo
de parada 7 cualquiera, se cumple

EY[§(Y;)] = 3(y) + EY [ / ' ﬁg(n)dt] < (y). (3.30)

En particular, tomando el tiempo de parada 7(a, b), el primer tiempo de salida de D(a,b),
que por el Teorema [2.2.15| debe ser el tiempo éptimo para el proceso Y}, con y en D(a,b),
nos queda
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EY[9(Yr ()] < 9(y), (3.31)

obteniendo la igualdad si y solo si 7(a,b) = 0.

Cuando y, el punto inicial del proceso, se encuentre en D(zg), dado que contiene a U,
no podemos asegurar que ,Eg < 0, con lo cual el razonamiento anterior no es aplicable, y se
cumple Tp(gz) > 0.

Ambas afirmaciones implican que el primer tiempo de salida de D, 7p, es igual a

)0, y¢& D(xo)
D =
TD(zo)) Y € D(.%'()),

o lo que es equivalente, el tiempo de parada 6ptimo es el primer tiempo de salida de D(xg).
Se conoce la forma del conjunto D, que en este caso es D(zg), un conjunto muy amigable,
dado que se conoce el valor de X; para Tp(4,), que no es mas que xo. Falta entonces ver que
o maximiza la funcién de pago, y hallar la forma de la funcién de pago éptimo g*.
Con este fin, se define a la funcién g,,, de la siguiente manera

Gro (5, ) = B2 [g(Vr,, )] (3.32)
En el capitulo 9 de [7] el autor demuestra que g, es solucién al siguiente problema,
2
%+uw%+%a2x2%:0, para 0 < x < g (3.33)
f(s,z9) = e " (zp — a).

Para simplificar esta ecuacién en derivadas parciales, y motivados por la forma de la
funcién g, busquemos soluciones de la forma

f(s,z) = e o). (3.34)

Para este tipo de funciones, la ecuacién en derivadas parciales definida en (3.33)) se reduce
a la siguiente ecuacién diferencial ordinaria,

{—rqﬁ(w) + pad/(z) + 30%22¢" (x) = 0 para 0 < z < g (3.35)

¢(x0) = o — a.

Sin adentrarse en la teoria de ecuaciones diferenciales, se puede ver que la solucién general
de este problema es

d(x) = cra” +cx™?, 0<z < (3.36)

con ¢ y co constantes que dependen de las condiciones iniciales, y

i=1,2. (3.37)

1 1
v =02 [202 —p+ \/(u — 502)2 + 2ro?

Estos valores se obtienen sustituyendo z7 en nuestra ecuacién diferencial, y viendo que
para que se cumpla la ecuacion se precisa que nuestro exponente 7 sea solucién de
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1 1
50272 + (,u — 502)’7 —r=0. (3'38)

Esta ecuacién define una parébola con concavidad positiva, que pasa por el punto (0, —r),
con lo cual se deduce que tiene una raiz positiva y otra negativa. Denotaremos por s a la
raiz negativa y por 7 a la positiva. Ademds, esta pardbola pasa por el punto (1, —7), y
dado que p — r < 0, se concluye que 1 no solo es positiva, sino que es mayor que 1.

Se buscan los valores de ¢ y ¢o para tener una solucién de la ecuacién diferencial .
Al ser 5 negativo, la componente 272 es no acotada cuando la funcién tiende a 0, lo que en
nuestro caso es absurdo, ya que implica que la funcién de pago 6ptimo crece cuando el valor
del activo es menor. Consecuentemente, co debe valer 0.

Para obtener ¢; podemos sustituir ¢ en la condicién inicial de la ecuacién diferencial

E3).

axl =0 —a, (3.39)

de lo que se obtiene ¢; =z, " (zg — a).

Determinados ¢; y ¢z, la solucion de la ecuacién en derivadas parciales (3.33) es,

Lo

G (5,2) = e (20 — a) (‘”)7 . (3.40)

Recapitulando lo visto hasta ahora, contamos con una familia de conjuntos D(zg) y una
funcién de pago g.,, que es nuestra candidata a ser la funcién de pago 6ptimo. Se quiere ver
qué valor de z¢p maximiza g,,. Para esto utilizaremos el método usual de derivar respecto de
xg e igualar a 0, y luego verificar que es un maximo. Para esto es importante recordar que se
cumple v; > 1. Derivando (|3.40]) respecto de zg e igualando a cero se obtiene

% jep(s.2) = e — (1~ Do) () =0 (3.41)
— Gz (8,2) = —e a— —Dxg) | — = .
axogxo y o 71 71 0 o 5
obteniendo el siguiente punto critico

zyy = —N (3.42)

-1
Estudiando el signo de la derivada se puede ver que este es efectivamente un maximo.

Para finalizar este estudio se debe verificar que §,,, es un mayorante supermeanvalued de
g, que mediante el Corolario implica que §g,,, es la funcién de pago 6ptimo.

Para demostrar que §;,, es un mayorante de g, nétese que el mapa x — §z,, (s, ), es
convexo, y la tangente en x s es igual a g(s, z). Al ser una funcién convexa todas las tangentes
se encuentran por debajo de la funcién y consecuentemente g, (s, ) es mayor a g, como s
es arbitrario esto se cumple para todo s en R, y entonces g,, (s, ) es un mayorante de g.

Queda por demostrar que la §,,, es supermeanvalued; resulta mas conveniente demostrar
que es una funcién excesiva, definida en Dado que §;,, es continua, si es excesiva, implica
por el Teorema, que es superarmonica, y entonces es supermeanvalued.

Puesto que X; es un movimiento browniano geometrico, se puede escribir como
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X, = welh—30")tHoWe, (3.43)

con z el punto inicial del proceso. Esto nos permite calcular la esperanza de (X;)", ya que la
funcién generatriz de momentos para W; se conoce por tener distribucién N(0,t). En efecto
se obtiene,

E7[(X,)"] = E* a7 e (= 20”)itom i)
— 671(M—%02)tE9& [ea'yth]
— gnemn(u—z0°)t, 50t
Notemos que (X¢)" es el tnico término aleatorio en la funcién g,,,(Y:). Esto implica

que la esperanza del proceso Y; con punto inicial (s,z) resulta en la esperanza de (X;)",
multiplicada por estos términos. Consecuentemente, se cumple la igualdad

E(s,m) [gﬂﬁM (Y;f)] =E* [gﬂﬁM (‘9 +1, Xt)]
X\
— = e—r(s-i—t)(xM o a) () ]

TMm
= e 2y — a)a " EY X}

— — _ 1.2 1.2 2
=) (g, — a)xM‘le%evl(u 30 )t+0 it

Los primeros cuatro factores de la tultima linea corresponden a §g,, (s, z), multiplicada por
e ", Se reescribe la ecuacién como

E(&x) [gxM (Yt)] = f]mM (S, $)€(%U2V%+(M_%U2)Aﬂ _r)t- (3-44)

Recordando que v, esta definida como la raiz positiva de la expresién

1 1
50+ (=0t =, (3.45)

lo que coincide con la expresiéon del exponente multiplicada por t y evaluada en ~y;, por lo
que el exponente vale 0. Consecuentemente se cumple

E(S#E) [gZ’M (Y;)] = gwM(S7$)7 (3'46)

con lo cual g,,, es excesiva, y como derivamos anteriormente es supermeanvalued. Por el
Corolario [2.2.17| es la funcién de pago éptimo g*.
En conclusién, la funcién de pago éptima obtenida es

* s (11— 1 net < L >’Yl
s, xr)=c¢e — , 3.47
ssa=er (M) (2 (347
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an
y1—1°

donde en la expresién anterior sustituyo x; por El tiempo éptimo asociado es 7p,

el tiempo de salida del conjunto

D:{(t,x):o<x<%m_11}. (3.48)
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Capitulo 4

Problemas de parada 6ptima con
integrales

El dltimo caso que se trabaja en esta monografia es cuando la funcion de pago incluye
una integral dentro de su definicién. Este es el caso de una funcién de pago no homogénea
en el tiempo, pero que ademaés cuenta con la particularidad de depender de toda la evolucién
del proceso, lo que introduce diferencias en su comportamiento.

Sea X; una difusién de It6 en R”, dado por la ecuacién

dXt = b(Xt)dt + U(Xt)th, X() =xI. (41)

Ademas sea g : R™ — [0, 00) una funcién continua y f : R™ — [0, 00) una funcién Lipschitz
continua la cual tiene crecimiento a lo sumo lineal.
Se puede definir el siguiente problema de parada optima

G*(z) = sup E* [/OT f(Xy)dt + g(XT)] =E”

/0 "Xt + g(Xm] (4.2)

donde en este caso G* es la funcién de pago éptimo, y como es usual, 7 es el tiempo de
pago éptimo entre todos los tiempos de parada F; medibles.

De manera similar que en el capitulo anterior se puede transformar este problema en un
problema homogéneo, definiendo el proceso Z; en R™*! de la siguiente forma

iz, = @);f) . (fe((i((g) dt + <"(g(t)> AW Zo = (z,y). (4.3)

Con dt es el diferencial en R"*! y W/ el proceso browniano en este mismo espacio.
Entonces Z; es una difusién de It6 homogénea en R"*!. Se replantea el problema ({4.2))
como

G*(z) = sup E@O [V, 4 ¢(X,)] = E@Y [G(Z,)], (4.4)

siendo G la funcién, G(z) = G(z,y) =y + g(x), con z = (z,y) € R" x R.
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De esta manera, el problema (4.2)) es un problema homogéneo (12.4]), donde se reemplaza
X por Z; y g por G, para los cuales contamos con un amplio estudio.

Observacién 4.1. Sea Ax el operador caracteristico de Xy, entonces Az, el operador ca-
racteristico de Z;, cumple que

Azd(a,y) = Axd(x.y) + f<x>§;;j’<x,y> b€ CHR™), (4.5)

donde Ax actiia sobre las coordenadas z. Concretamente, para G(x,y) = g(x) + y, como
estaba definida antes, si G se encuentra en C?(R"*!), tenemos que

AzG(z,y) = Axg(z) + f(x). (4.6)
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Capitulo 5

Un teorema de verificacion

En este ultimo capitulo se trabaja con una funcién de pago més general, combinando
tanto integrales como la posibilidad de tomar valores negativos. En contrapartida, el capitulo
trabaja sobre un solo resultado que nos permite verificar si una funcién, que obtuvimos ya
sea por intuicién, heuristica, casualidad o intervencién divina, es la funcién de pago 6ptimo,
pero no nos brinda ninguna herramienta para hallar dicha funcién.

Sea G un cierto dominio en R”, y X; una difusién de It6 de la forma

dX; =b(Xy)dt + o(Xy)dWy Xy = z. (5.1)

Sea 7 el primer tiempo de salida del conjunto G

76 = 1¢(zr,w) =f{t >0: X; € G}, (5.2)

consideremos R” - R : R™ — R funciones continuas ue satisfacen las siguientes
) )
condiciones

1. Para todo  en R se cumple E* [ [ | f(X,)|dt] < oo.

2. Lafamilia {g~ (X;), T < 7, 7 un tiempo de parada}, es uniformemente integrable, para
todo x en R™.

Se define 7 como el conjunto de tiempos de parada que cumplen 7 < 7¢. Se quiere
entonces (z) y 7" € T tal que

O(x) = :1619 J(z) = J7 (z). (5.3)

Donde J7(x) es la siguiente funcién,

J"(x) =FE" {/OT f(Xy)dt+g(X;)|, paraT e T. (5.4)

Aqui se tiene que ® es la funcién de pago 6ptimo, y 7 es el tiempo de parada 6ptimo
asociado.
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Se denota por L al operador en derivadas parciales dado por Ay, en el Teorema [2.2.11
para toda funcién de clase C?(R"), es decir

82
L= Zb 8xz+ Zaa il )8%8% (5.5)

i,j=1

Se tiene el siguiente teorema.
Teorema 5.1. Supongamos que tenemos una funcién ¢ : G — R que cumple las condiciones
(1) ¢ € CHG)NC(G).

(2) ¢>genGy lim ¢(X;) = g(XTG)]l{Tg<OO} c.s.

—)TG

(3) E* [fOTG ]l{XteaD}dt] =0 para todo x en G, donde D es el conjunto
D={zeG: ¢(x)>g(x)} (5.6)

(4) 0D es una superficie Lipschitz, es decir que localmente es el grifico de una funcion
h:R*™ ! = R que cumple

h(z) = h(y)| < Kle —y| Vao,ye R K < oo (5.7)

(5) ¢ € C?(G\ OD) y las derivadas de sequndo orden de ¢ estdin acotadas localmente cerca
de 0D.

(6) Lo+ f <0 en G\ D.
(7) Lé+ f =0 en D.
(8) 7o =mf{t >0: X; & D} < oo c.s. para todo x en G.

(9) La familia de procesos {¢p(X;): 7 < 1p,7 € T} es uniformemente integrable para todo
x en G.

Entonces se cumple

¢(x) = ®(x) = sup E* [/T f(Xy)dt+g9(X7)| = €@, (5.8)
T€T 0

y ademds TF = Tp es el tiempo de parada dptimo para este problema.

Demostracion. Es posible demostrar que las condiciones (1), (4) y (5) implican la existencia
de una sucesién de funciones ¢; € C*(G) N C(G), j =1,2,..., tales que cumplen

(a) ¢; converge uniformemente a ¢, para cualquier subconjunto compacto de G.

(b) L¢; converge uniformemente a L¢, para cualquier subconjunto compacto de G\ 9D.
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(c) {L¢;}32, se encuentran acotados localmente en G.

No se incluye la demostracién de esto, pero se encuentra en el apéndice C' de [7].
Sea {GRr}%._, una sucesién de conjuntos abiertos y acotados, tales que G = |Jj_, Gr.
Entonces podemos definir el tiempo de parada

Tr = min{R,inf{t >0: X; € Gr}}. (5.9)

Nos interesa este tiempo de parada un poco peculiar, debido a que controla al proceso,
mientras que también es acotado. Tomemos ahora otro tiempo de parada 7 en T y un punto
x en (. Entonces, por la formula de Dynkin, tenemos

TATR
E” (65 (Xon1y)] = 65(z) + E* [ / quj(Xt)dt] . (5.10)

Mediante un reordenamiento de términos resulta en

TATR
¢](.’E> =E* |:/0 —L¢j(Xt)dt + ¢j(XT/\TR):| . (511)

Se toma limite con j tendiendo a infinito en esta igualdad, y se obtiene la funcién ¢ del
lado izquierdo, pero resulta méas complejo hallar el limite del lado derecho.

Usando que 7 A T estd acotado por Ry que L¢; converge uniformemente a L¢ segun lo
mencionado al inicio de la demostracién; e ignorando momentédneamente que esta convergen-
cia uniforme es en G\0D y no en todo G, se tendria que:

lfm E® [ /0 s, (Xt)dt] _E* [ /0 T —Lgb(Xt)dt] . (5.12)

Jj—o0

La igualdad (5.12)) se implica de probar que

lim E* [

j—00

/0 T L) - Lgbj(Xt)dtH — 0. (5.13)

Como se menciond anteriormente, L¢; converge uniformemente a L¢, lo que implica que
la norma infinito de su diferencia tiende a 0, es decir

lim ([ L6 — Lo = 0. (5.14)
j—o0

Se plantea la cota

o

/ T L - Loy <& || [ " Lex) - LX) et

= [[Lo(Xt) = Lj(Xt)[looE™ [|7 A TR]
< Lo(Xe) = Ldj(Xi)[[oo R-

donde la ultima desigualdad resulta de que 7 ATg se encuentra acotado por R > 0. Al tomar
limite con respecto de 5 en ambos lados tenemos
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lim E* [

Jj—00

TATR
[ texo - zosxoar| < i (o) - Loj@llr =0 (519

Esto demostraria , si no fuera por el hecho de que obviamos que la convergencia no
es en todo G, sino en G\0D. Afortunadamente, la condicién (3) nos menciona que el proceso
pasa tiempo 0 en la frontera de D.

Para demostrar que se cumple el siguiente limite,

Jim E7 [0;(Xraz,)] = B [6(X7nmy)]. (5.16)

se puede utilizar un razonamiento completamente andlogo que para (5.12)), pero ahora ¢;
converge a ¢ uniformemente en G.
Con esto el tomar limite con respecto a j en la ecuacién (5.11)) resulta en,

o) = Jim | [ Loy X0t + 0,060, (5.17)

g T/\TR
=E* [/ —Lo(Xy)dt + ¢(XT/\TR):| :
0

Notemos ahora que por la condicién (2) tenemos ¢ > gy por (6) y (7), —L¢ > f, teniendo
en cuenta que se cumple (3), podemos entonces plantear

(z) > B { /0 T e+ g(XT/\TR)] . (5.18)

Con esta ultima desigualdad se puede utilizar el Lema de Fatou, donde en este caso no se
utiliza la hipotesis usual sino la notada en la Observacion haciendo tender R a infinito,
con lo que se obtiene

o) > lim B [ /0 T e+ g(XTATR)] > E* [ /0 ")t + g(XT)] (5.19)

observar que Tr — 7g cuando R — oo, y dado que 7 < 7¢, entonces 7 A 7g¢ = 7, se puede
concluir

¢(x) > ®(x) Vred. (5.20)

Con esta desigualdad podemos ya demostrar que ¢ coincide con el éptimo, en el caso
donde nuestro punto inicial x no se encuentra en D. Por la condicién (2), si nos encontramos
fuera de D, entonces ¢(x) = g(z). Luego notemos que J%(z) = g(z), con lo cual ®(z) > g(z),
y entonces ¢(z) < ®(x). Juntando esto con nos queda ¢(x) = ®(z). Es decir, si z no se
encuentra en D, entonces ¢ es la funcién de pago éptima con 7 = 0 como tiempo de parada
asociado.
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Cuando zx se encuentra dentro de D, la demostracién es un poco més compleja. Para esto
definimos {Dk}zozl una sucesién de conjuntos abiertos y acotados, donde D;, C D, Dy, es
compacto y D = J,2 Dy. Sea entonces 7p, el primer tiempo de salida del conjunto Dj. De
la manera que se encuentran definidos los conjuntos Dy, los tiempos de parada 7p, crecen a
Tp casi seguramente. Utilizando la ecuacién con tiempo de parada 7p, ATg, y tomando
limite con respecto a j queda

Jj—00 Jj—00

TDk/\TR
¢(z) = lim ¢;(x) = lim E* [/0 —Lo;(Xy)dt + d’j(X‘er/\TR)] (5.21)
’TDk/\TR
=t | [ Lo+ 0K, 1)
0

TDk/\TR
=FE” [/ f(Xy)dt + qﬁ(XTDkATR)] .
0

Donde el limite del lado derecho se resuelve con el mismo razonamiento que en .
Luego, dado que X; se encuentra dentro de D para esta sucesion de tiempos de parada,
entonces por la condicién (7) se sustituye —L¢ por f.

Es util ver que la siguiente familia de variables aleatorias son uniformemente integrables
respecto a Ry k, ya que el Teoremal[7.14]nos permitird luego intercambiar limites y esperanzas.
Sea

D, NTR
I(TDk A TR) = /0 f(Xt)dt (5.22)

Utilizando la definicién de integrabilidad uniforme ((7.13]), tenemos que el proceso es uni-
formemente integrable si cumple

i sup E (|17, A TR 16, syt | = 0. (5.23)

Primero podemos utilizar la desigualdad basica de integral y mdédulo, con lo cual tenemos

TDk/\TR TDk/\TR
/ F(XDdt| < / F(X)|dt. (5.24)
0 0

En el dltimo término, dado que la funciéon que estamos integrando es positiva, entonces
se toma 7 como limite superior de integracién, que es mayor a 7p, A Tg para todo R, y se
mantiene la desigualdad, es decir

[1(Tp, NTR)| =

I(rp, ATr)| < /0 1 rx) (5.25)

Ademids por esta desigualdad se cumple que el conjunto { fOTG |f(X¢)|dt > H} contiene a
{|I(7)| > H} para todo 7 < 7¢. Se plantea la desigualdad

TG
sup B [|I/(7Dk A TR)|11{|1'(TDkATR)|>H}] <E [/0 |F(XOdt L (rgy>my | 5 (5.26)
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donde I'(1g) = OTG |f(Xy)|dt.
Recordando que sobre la funcién f existe la condicién

B [/OG |f(Xt)\dt} < o0, (5.27)

se cumple OTG |f(X¢)|dt < oo casi seguramente, con lo cual 1;p(;,)>p} tiende a 0 cuando
H — oo. Podemos entonces concluir que I(7p, ATr) es uniformemente integrable con respecto
a R. La demostracién de integrabilidad uniforme respecto a k es anédloga, dado que 7p, ATr <
T¢ para todo k.

Tomando limites con £k — coy R — oo en , por la demostracion anterior el proceso
involucrando una integral es uniformemente integrable, y ademds por la condicién (9) ¢ es
uniformemente integrable, lo que permite intercambiar limites e integrales. Ademads dado
que X, se encuentra fuera de D, por (2) podemos sustituir ¢ por g, con esto se plantea la
siguiente sucesion de igualdades

o) = | [ TDkATRf(X»dtW(XTD)}

R,k—o0

_ g [ /0 Y e+ g(XTD)}
_ < B(a).

Recordando la desigualdad ([5.20]), se cumple ¢(z) = ®(z). Concluyendo que

o(x) = ®(x) Vred, (5.28)
con su tiempo de parada asociado
. 0, z¢D
T =
D, x € D.
Nétese que este siempre coincide con 7p, y se concluye que 7p es el éptimo. O

44



Capitulo 6

Simulaciones

Para cerrar esta monografia veamos algunas simulaciones que ilustran el comportamiento
de la esperanza de nuestra funcién de pago para distintos tiempos de parada 7.

Revistaremos el Ejemplo de manera computacional. Recordamos rdpidamente los re-
sultados de este ejemplo: vimos que el conjunto éptimo era de la forma D(zg) = {(¢,z) : 0 <
x < xo} y veamos entonces cémo se comporta

]El? [e_TTD(IO) (XT

D(zg) (l)+], (61)
para varios valores de x.

Simular esto parece muy complicado a primera vista, pero si notamos que el proceso a
tiempo Tp(,,) es igual a g, podemos entonces sacar el segundo término de la esperanza como
una constante. Sabemos ademdas que zg debe ser mayor que a, por lo cual ignoraremos el
caso donde xy es menor. Resulta entonces que queremos estudiar el comportamiento de la

siguiente funcién,

(20 — a)E¥[e"™PG0)], (6.2)

Se simplifico la funcién a simular, pero de todas formas contamos con un problema: el
tiempo de parada 7p(,,) no se encuentra acotado lo que causa que las simulaciones puedan
ser excesivamente largas. Para solucionar este problema, notemos que el término dentro de
la esperanza corresponde a la probabilidad de que una variable aleatoria exponencial F, con
pardmetro r, sea mayor a Tp(y,), es decir

e Do) = P(E > TD(:E[)))' (63)

Esto nos permite obtener un limite superior para el largo de las simulaciones, donde este
es un valor obtenido mediante una realizacion de la variable aleatoria E. La funcién final a
estimar es

(0 — @)E*[P(E > Tp(g))]- (6.4)
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Figura 6.1: Promedio en funcién del nivel xq

Se puede entonces estudiar numéricamente nuestra esperanza , dado que ahora la
simulacién se reduce a sortear un tiempo exponencial E, y luego simular al proceso X,
donde vemos si este llega al nivel xg en un tiempo menor que £ o no.

Veamos primero cémo se relaciona el pardmetro o con el nivel 6ptimo y el promedio
resultante; para ello se toman los pardmetros r = 10, u = 1, a = 1,5 y el punto inicial
z = 0,5, tomando los valores 0,7 y 3 para o. En la Figura [6.1] podemos ver que cuando o
es mayor, el punto 6ptimo es mas grande y ademas se da para un nivel mayor, dandose el
méximo en 1,87 aproximadamente para la primera figura y en 3,11 aproximadamente para la
segunda, donde el primer caso tiene una esperanza aproximadamente 100 veces mas pequena
que el segundo.

Esto es esperable, no solo por el estudio tedrico que realizamos anteriormente, sino también
teniendo en cuenta la expresién del movimiento browniano geométrico, que se puede escribir
como

Xy = zelmao)ito W, (6.5)

Dado que contamos con un término exponencial, completamente determinista, y luego un
término estocastico, en el caso que o es pequeno, este proceso se comportara parecido a su
parte determinista, que sabemos crece méas lentamente que el decaimiento por inflacién, pero
para un valor de o grande, la componente estocastica tendrd mas peso causando que algunas
veces este crezca de gran manera.

Veamos que también otro factor importante es qué tan grande es la diferencia entre p y
r. Para esto se simulé un proceso con pardametros r =8, p =2, 0 = 0,7, a = 1,5 y condicién
inicial x = 0,5. En la Figura podemos ver la comparacién entre el caso anterior con
r=10y p =1, contra r = 8 y u = 2. Se observa que el nivel éptimo para el segundo caso
nuevamente es mayor, siendo 2,19 aproximadamente, con un pago 15 veces mayor al primer
caso.

Esto también resulta razonable, dado que tomar un valor de p méas grande causa que la
diferencia entre nuestro crecimiento determinista y el decrecimiento por inflacion sea menor.
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Esto causa que el tiempo de parada Tp(,,) pueda ser mayor sin causar que el

disminuya rapidamente.
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Capitulo 7
Apéndice

Teorema 7.1. Sea T > 0 sean b : [0,T] x R® — R™ y o : [0,T] x R" — R™™ funciones
medibles que cumplan

|b(t,z)| + |o(t,x)] < C(1+ |z|), z€R"te€[0,T] (7.1)

para alguna constante C, donde |o]* =" |o]?.
Y ademds que se cumpla para alguna constante C’

[b(t, z) = b(t,y)| + |o(t, ) —o(t,y)| < C'|lz —yl, 2,y eR",t€(0,T] (7.2)

Sea Z una variable aleatoria independiente del o-dlgebra féé”) generada por Wy tal que
t >0 y que cumpla
E[Z?] < oo

Entonces la ecuacion diferencial estocdstica
dX; =b(t, Xy)dt + o(t, Xy)dWy, 0<t<T, Xog=2 (7.3)

Tiene una tnica solucion continua en t tal que X;(w) es adaptada a la filtracion F¥
generada por Z y Ws, s <t y ademds

T
E[/ det}<oo
0

Teorema 7.2. Sea f: D — R una funcion y & € D un punto limite de D, entonces f es
semicontinua por debajo en T si y solo si

lim f(z) > f(7) (7.4)

T—T

Demostracion. Primero demostremos que si f es semicontinua por debajo entonces se cumple

lim f(z) > f(Z)
T—T
Sea ¢ > 0, entonces existe d > 0 tal que

f(z) —e < f(x), Ve B(z,d0) N D (7.5)
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entonces se cumple
f(z) —e < inf f(x
( ) ~ z€B(#,6)ND ( )

< su inf T
B 5>13 z€B(z,6)ND i )

— lim f(x)

T—T

Dado que ¢ es arbitrario entonces podemos concluir

lim f(z) > f(7) (7.6)

T—T

Si ahora en su lugar se cumple lim f(x) > f(Z) entonces
T—T
Entonces para todo € > 0 se cumple

im f(z) > f(7) —¢ (7.7)

T—T

luego tomando la deﬁnicién de limite inferior tenemos
inf f > f(Z)—e¢ 7.8
?sgg xeBgﬁ)ﬂD (@) @) (7.8)

Dado que contamos con una desigualdad estricta entonces tenemos que debe existir 6 > 0
tal que

mB{g’g)mD flx) > f(z) —e€ (7.9)

Y con esto podemos concluir que se cumple

f(x) > f(&) —¢ Vo e B(z,6)ND (7.10)

es decir cumple la definicién de ser semicontinua por debajo y por ende queda demostrada
la equivalencia. O

Teorema 7.3 (Convergencia Monétona). Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias no
negativas, creciente, y que converge a X para todo w € ).
Entonces se cumple

E[X,] TE[X], n— oo (7.11)

Teorema 7.4 (Convergencia Dominada). Sean {X,} una sucesion de variables aleatorias
convergentes a X, supongamos que existe Y y E[Y] < oo, tal que | X,| <Y para todo w € €,
entonces se cumple

a) nh_)rgoE [X,] = E[X]

b) lim E[|X, - X|] =0
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Lema 7.5 (Lema de Fatou). Sean {X,} una sucesion de variables aleatorias no negativas,
entonces se cumple

E [hm Xn:| < lim E[X,)] (7.12)

Observacién 7.6. En el Lema de Fatou no estamos tomando las hipétesis méas generales
posibles, estas son en general suficientes, pero en el tltimo capitulo es necesario trabajar con
una forma mas general del Lema.

Esta forma més general afirma lo mismo, pero tomando como hipétesis que {X, } sea

uniformemente integrable, y que E( lim X,,) exista.
n—0o0
Esta forma del teorema se puede encontrar en [I], en la pdgina 211.

Teorema 7.7 (Propiedad Telescépica). Sea X wuna wvariable aleatoria en (2, F,P), con
E[|X|] < o0 y C y D o-algebras contenidas en F, entonces se cumple

a) E[E[X|C]] = E[X]
b) Si C C D entonces E[E[X|C]|D] = E[E[X|D]|C] = E[X|C]

Teorema 7.8 (Propiedad de Markov fuerte para procesos de 1t6). Sea f una funcién acotada
y medible de R™, y 7 un tiempo de parada Fi-medible y T < oo casi seqguramente, entonces se
cumple

E” [f(Xoqn)| Fr] = B [f(Xp)], VA >0 (7.13)

Lema 7.9. Sila funcién f cumple f > 0 se cumple la propiedad de Markov fuerte aunque f
no sea acotada.

Demostracion. Sea f > 0y N € N, entonces definimos fy = min(f, N), notemos entonces
que para todo h se cumple fy(Xp) 1 f(Xp) cuando N — oo, con esto estamos entonces
dentro de las hip6tesis del teorema de convergencia dominada (|7.4]). Tenemos entonces

Jm B ([ (X0)|F] =B | T fy(X0)|F | = B2 [£(X0)|F (7.14)

ademads por definicién se cumple fy < N con lo cual tenemos

E” [fn(Xrsn)|Fr] = EX [fn(Xn)] (7.15)

tomando limite de ambos lados se cumple

E” [f(Xrin)|Fr] = EX [£(X0))] (7.16)

vy queda demostrado el lema. O

Teorema 7.10 (Muestreo Opcional de Doob). Sea X; una supermartingala y n una variable
aleatoria uniformemente integrable qu cumplen la siguiente relacion

E[n|F:] < Xy para todo t. (7.17)
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Si o y T son dos tiempos de parada que cumplen o < T, entonces se cumple

E[X-|F,] < X,. (7.18)

Esta formulacién del teorema de Doob no es la méas usual, la misma se encuentra en [5],
con su demostracién, en la pagina 11, Teorema 6.

Teorema 7.11 (Formula de Dynkin). Sea f € C?(R"), y 7 un tiempo de parada tal que
E* [7] < co. Entonces se cumple

B[00 = £ + 87 | [T arxgas] (7.19)
0
con A el operador caracteristico de Xy.
Lema 7.12 (8.1.4). Sea g una funcion en R™ medible y acotada por debajo, se define para
unt >0 fijo
u(z) = E* [g(Xy)] (7.20)
Entonces se cumple lo siguiente
a) Si g es semicontinua por debajo, entonces u también lo es
b) Si g es acotada y continua, entonces u es continua.

Definicién 7.13 (Integrabilidad Uniforme). Una sucesién de variables aleatorias {X,,} es
uniformemente integrable si

lim sup E [| X, /1 ~0 7.21
Am sup E [IXn[ 1, > m] (7.21)

Teorema 7.14. Sea {X;} una sucesion uniformemente integrable de variables aleatorias, tal
que existe Xoo = lim Xy c.s., entonces se cumple
t—o00

1. E[Xy] 5 E[X&] sit — 00
2. E[| Xy — Xool] 2 0 it — 00

Lema 7.15. Ley 0 — 1 Sea M, la o-dlgebra generada por {Xs : s < t}, y H € (V59 My
entonces se cumple

P*(H) =0 o P"(H) = 1 (7.22)

Corolario 7.16. Sea x € R", entonces se cumple

P*(rp=0)=00 P*(rp=0) =1 (7.23)
Demostracion. La demostracién es directa del lema tenemos
{w:mp =0} e[\ M, (7.24)
>0
O
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