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Resumen

La interaccién fuerte es una de las interacciones fundamentales de la naturaleza y es la responsa-
ble de mantener a los protones y neutrones unidos dentro del nicleo atémico. La teoria cudntica de
campos que describe esta interaccién se conoce como Cromodindmica Cudntica (QCD), y postula
que algunas de las particulas fundamentales, los quarks y gluones, interactian fuertemente para
formar estados ligados denominados hadrones. A altas energfas, se sabe analizar la QCD de forma
bien controlada. Sin embargo, a bajas energias, la teorfa se vuelve extremadamente compleja y la
teoria de perturbaciones presenta inconsistencias con las simulaciones numéricas.

El régimen de bajas energias es donde se forman la mayoria de los hadrones que conocemos,
como protones y neutrones, y por lo tanto, es de gran importancia para entender el comportamiento
de la materia a nivel fundamental. El interés por el estudio de estas escalas de energia ha crecido
en la tdltima década, debido a los numerosos descubrimientos experimentales de estados nuevos que
no pueden describirse como mesones convencionales, formados por un par quark—antiquark, ni como
bariones tradicionales, formados por tres quarks. Entre ellos se destacan los tetraquarks, sistemas
formados por cuatro quarks. Para estudiar este tipo de estados exéticos es necesaria una descripcién
de la interaccién fuerte que sea efectiva en el régimen complicado de bajas energias.

El objetivo de esta tesis es estudiar el espectro de los tetraquarks, y para eso utilizamos una
version modificada de QCD, conocida como modelo de Curci-Ferrari, que consiste en agregar un
término de masa para los gluones. Con esta modificacién, se reproduce el comportamiento obser-
vado en simulaciones numéricas de QCD y presenta la ventaja de que permite realizar calculos
analiticos usando teoria de perturbaciones en regiones donde la teoria original se vuelve dificil de
manejar. A partir del lagrangiano de Curci—Ferrari, y utilizando algunas aproximaciones, es posible
derivar un potencial de interaccién entre quarks incluso a bajas energias, el cual utilizaremos para
estudiar la dindmica en sistemas de cuatro quarks.

Para abordar el estudio de los tetraquarks, los modelamos como dos sistemas de dos cuerpos.
Consideramos la configuracién diquark—antidiquark, donde dos quarks interacttian fuertemente for-
mando un objeto compacto llamado diquark, que a su vez interactia con el correspondiente anti-
diquark mediante intercambio de gluones. El analisis se lleva a cabo en el régimen no relativista,
limitandonos al estudio de tetraquarks compuestos solamente por quarks pesados como el charm
y el bottom. Previo al estudio del espectro de tetraquarks, ajustamos los distintos parametros del
modelo, incluyendo la masa del gluon, mediante la comparacion del espectro de mesones compuestos
por quarks pesados con los resultados experimentales. En particular, estudiamos el charmonium, el
bottomonium y el mesén charm-bottom en la aproximacién no relativista usando el potencial de
interaccion deducido de Curci-Ferrari.

Los resultados obtenidos para las masas de tetraquarks son consistentes con otros modelos tedri-
cos de la literatura. Para el caso del tetraquark compuesto tinicamente por quarks charm, que es
el tnico confirmado experimentalmente, obtenemos masas comparables a las observaciones experi-
mentales. Estos resultados validan la efectividad del modelo de Curci-Ferrari en el régimen de bajas
energias y abren nuevas posibilidades para el estudio de los hadrones exéticos.

Ademas, se estudia el efecto de la masa del gluon sobre las masas de los mesones y los tetraquarks.
Cuando se utiliza un modelo simplificado para describir estos hadrones, en el que los pardmetros
relevantes se consideran independientes para los distintos sectores estudiados, se obtiene una de-
pendencia muy débil con la masa del gluon. Sin embargo, al emplear un modelo mas completo,



en el que se incluyen parametros que dependen de la escala de energia de acuerdo con el flujo de
renormalizacién, se observa que la masa del gluon juega un papel muy importante para reprodu-
cir adecuadamente las propiedades de los mesones, favoreciendo valores relativamente grandes, del
orden de 0.8 GeV.



Abstract

The strong interaction is one of the fundamental interactions of nature and is responsible for the
binding of protons and neutrons within the atomic nucleus. The quantum field theory that describes
this interaction is known as Quantum Chromodynamics (QCD), which postulates that some of the
fundamental particles, quarks and gluons, interact strongly to form bound states known as hadrons.
At high energies, QCD can be analyzed in a well-controlled manner. However, at low energies the
theory becomes extremely complex and the perturbation theory presents inconsistencies when com-
pared with numerical simulations.

The low-energy regime is where most of the hadrons we observe in nature are formed, such as
protons and neutrons, and therefore it is of great importance for understanding the fundamental
behaviour of matter. Interest in the study of this energy regime has increased over the past decade
due to numerous experimental discoveries of new states that cannot be described as conventional
mesons, composed of a quark-antiquark pair, nor as traditional baryons, composed of three quarks.
Among these states the tetraquarks stand out, systems formed by four quarks. Studying such exotic
states requires an effective description of the strong interaction that remains valid in the complicated
low-energy regime.

The goal of this thesis is to study the spectrum of tetraquarks. To this end, we employ a modified
version of QCD known as the Curci-Ferrari model, which consists of introducing a mass term for the
gluons. This modification reproduces the behaviour observed in numerical simulations of QCD and
has the advantage of allowing analytical calculations using perturbation theory in regions where the
original theory becomes difficult to handle. Starting from the Curci-Ferrari lagrangian and applying
a set of approximations, it is possible to derive an interaction potential between quarks even at low
energies, which we use to study the dynamics of four-quark systems.

To address the study of tetraquarks, we model them as a two-body system. We consider the
diquark-antidiquark configuration, in which two quarks interact strongly to form a compact object
known as a diquark, which then interacts with the corresponding antidiquark through gluon ex-
change. The analysis is performed in the non-relativistic regime, restricting ourselves to tetraquarks
composed exclusively of heavy quarks, such as charm and bottom. Prior to studying the tetraquark
spectrum, we determine the model parameters, including the gluon mass, by comparing the spectra
of heavy-quark mesons with experimental results. In particualr, we analyze charmonium, bottomo-
nium and the charm-bottom meson within the non-relativistic approximation using the interaction
potential derived from the Curci-Ferrari model.

The resulting tetraquarks masses are consistent with those obtained in other theoretical models
in the literature. In the case of tetraquarks composed solely of charm quarks, which are the only
ones confirmed experimentally, we obtain masses that are comparable to experimental observations.
These results validate the effectiveness of the Curci-Ferrari model in the low-energy regime and open
new possibilities for the study of exotic hadrons.

Moreover, the effect of the gluon mass on the masses of mesons and tetraquarks is studied. When
a simplified model is used to describe these hadrons, in which the relevant parameters are assumed
to be independent for the different sectors under consideration, a very weak dependence on the
gluon mass is obtained. However, when a more complete model is employed, in which parameters
that depend on the energy scale according to the renormalization flow are included, it is observed



that the gluon mass plays a very important role in adequately reproducing the properties of mesons,
favoring relatively large values, of the order of 0.8 GeV.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de la interaccién fuerte se originé a partir de los intentos de comprender la estructura
del atomo. Uno de los problemas fundamentales de la época era entender por qué los protones, a
pesar de tener carga eléctrica positiva, no se repelen dentro del nicleo. La resolucién del problema
comenzo6 en la década de 1930, cuando se propuso que los protones y neutrones no sélo interactian
eléctricamente, sino también mediante una nueva fuerza que se llamé fuerza nuclear fuerte [1]. Esta
nueva interaccion, responsable de la estabilidad del nicleo, debia ser mayor que la interaccién elec-
tromagnética pero de muy corto alcance, lo que la hace imperceptible fuera del nicleo. A partir de
entonces, uno de los focos de interés de la fisica ha sido el desarrollo de una descripcién microscopica
més profunda de la materia.

Otro gran avance en la fisica de particulas ocurrié en la década de 1960, cuando Gell-Mann
propuso un sistema de clasificacién de las particulas conocidas hasta ese momento [2], hoy en dia
llamadas hadrones (como el protén y el neutrén). Dicho sistema, conocido como FEightfold Way,
llevé a descubrir ciertos patrones que sugerian que los hadrones no eran elementales, sino estados
ligados de particulas fundamentales que se denominaron quarks. Pocos anos después, experimentos
de dispersién ineldstica profunda del protén a altas energfas confirmaron esta teoria [3]. Se ob-
servo que los electrones dispersados no cambiaban su trayectoria como si impactaran con un protén
con una carga distribuida uniformemente, sino como si chocaran contra componentes internos. En
concordancia con estos resultados, unos anos antes Gell-Mann y Zweig propusieron el modelo de
quarks [4,5]. Inicialmente incluyeron sélo tres tipos de quarks: up, down y strange, que se distinguen
entre si mediante un ntiimero cuantico llamado sabor; y més adelante, se descubrieron tres sabores
adicionales: charm, bottom y top, con masas mucho mayores a los anteriores.

Sin embargo, el modelo de quarks presentaba un problema asociado con el principio de exclusién
de Pauli, el cual establece que dos particulas idénticas de spin semi-entero (llamadas fermiones)
no pueden ocupar el mismo estado. Algunas particulas, como el barién AT compuesto por tres
quarks up (uuu), parecfan violar este principio. En 1964, Greenberg propuso resolver este problema
introduciendo un nuevo nimero cuantico llamado color, que puede tomar tres valores: rojo, verde
y azul [6,7]. De esta forma, cada quark up en el barién ATT se encuentra en un estado distinto
de color y el principio de exclusién de Pauli no es violado. Poco tiempo después, en mediados de
los 70, la existencia del color fue demostrada experimentalmente estudiando la seccién eficaz de la
aniquilacién electrén-positrén [8].

Estos descubrimientos contribuyeron al desarrollo de lo que hoy se conoce como el modelo
estandar, el cual establece que la materia, a nivel fundamental, estd compuesta por particulas
subatémicas llamadas quarks, junto con sus correspondientes antiparticulas, los antiquarks, y otras



particulas llamadas leptones. Los quarks interactian mediante cuatro interacciones fundamentales:
la electromagnética, la nuclear fuerte, la nuclear débil y la gravitatoria. Sin embargo, esta tltima
no ha podido incorporarse de manera consistente dentro del modelo estandar. El estudio de estas
interacciones a nivel microscopico continia siendo un area activa de investigacion en teoria de cam-
pos, orientada tanto a mejorar la descripcién de cada interaccién como a construir un modelo que
permita unificarlas.

La teoria que describe microscopicamente la interaccién fuerte se conoce como Cromodindmica
Cudntica (QCD, por sus siglas en inglés), una teorfa cudntica de campos que explica esta interac-
cién fundamental. En QCD, se describe la interaccién entre particulas que poseen color mediante
el intercambio de gluones, particulas mediadoras de la interaccién fuerte similares a los fotones en
la interaccién electromagnética. La teorfa se basa en el grupo de simetria local de color SU(3), lo
que la convierte en una teoria no abeliana. Esto implica que, a diferencia de los fotones, que care-
cen de carga eléctrica, los gluones poseen color, lo que permite una interaccién entre ellos mismos.
Este comportamiento es una de las caracteristicas méas distintivas de QCD y la razén por la cual su
comportamiento difiere del electromagnetismo.

Otra de las principales diferencias entre la teoria asociada al electromagnetismo y QCD es el
confinamiento [9], un fenémeno caracteristico de QCD que ain no se logra explicar desde primeros
principios. Mientras que en la electrodindmica cuantica las particulas cargadas, como los electrones,
se pueden hallar aislados, en QCD las particulas con color, como los gluones y los quarks, no pueden
existir de forma aislada. En su lugar, estas particulas interactian fuertemente para formar estados
ligados incoloros llamados hadrones, que si podemos observar. Los hadrones se clasifican en dos gru-
pos: mesones, formados por un quark y un antiquark de valencia, y bariones, compuestos por tres
quarks o tres antiquarks de valencia. Una forma de entender el confinamiento es pensar en separar
un par quark-antiquark para crear estados aislados. Las simulaciones muestran que la energia del
par crece con la distancia, por lo que separarlos es muy costoso energéticamente [10,11]. Resulta ser
menos costoso a partir de cierta distancia, crear un nuevo par quark-antiquark a partir del vacio,
manteniendo Gnicamente estados ligados incoloros.

Otra propiedad muy importante de QCD es la libertad asintética [12-14], un fenémeno que se
presenta a escalas de alta energia (régimen ultravioleta), donde la interaccién fuerte se vuelve cada
vez mas débil. En estas escalas, los quarks confinados dentro de los hadrones se comportan casi
como particulas libres. La intensidad de la interaccién estd determinada por un pardmetro llamado
constante de acoplamiento fuerte; a altas energias este pardmetro toma valores muy pequenos y
por lo tanto es posible aplicar métodos perturbativos utilizando la constante de acoplamiento co-
mo pardmetro de desarrollo. Dicha técnica ha sido muy importante para obtener predicciones de la
teoria, como secciones eficaces, tazas de produccién de quark pesados en distintas colisiones, y para
entender como la constante de acoplamiento depende de la escala de energia.

Sin embargo, a escalas de baja energia (régimen infrarrojo), la constante de acoplamiento crece
indefinidamente segun los calculos perturbativos usuales, invalidando el uso de teoria de perturba-
ciones [15,16]. Este régimen se conoce como no perturbativo, y corresponde a la regién en la que
se producen la mayoria de los hadrones observados experimentalmente. Para explorar las escalas de
baja energfa se han desarrollado distintos métodos no perturbativos, entre ellos lattice QCD [17],
que se basa en principios fundamentales de la teoria y consiste en discretizar el espacio-tiempo en
una red finita. Dicha herramienta utiliza simulaciones Monte Carlo para calcular magnitudes rele-
vantes como las masas de los hadrones, obteniendo resultados consistentes con los experimentos. No
obstante, las simulaciones en el lattice requieren mucho poder de cémputo y no brindan informacién
sobre la descripcién correcta de QCD a nivel fundamental.



Con el desarrollo de las simulaciones numeéricas en QCD surgieron indicios de que la teoria, en
el régimen de bajas energias, presenta un comportamiento diferente al que predicen los métodos
perturbativos estdndar. En particular, simulaciones realizadas en el lattice en el gauge de Landau
muestran dos resultados muy importantes. En primer lugar, el propagador del gluon no diverge en
el infrarrojo, sino que se mantiene finito [18,19]. Esta saturacién del propagador a momento nulo es
consistente con el comportamiento esperado para una particula masiva. En segundo lugar, se observa
que la constante de acoplamiento no crece de manda indefinida como era esperado segun los calculos
perturbativos en el régimen ultravioleta [20], lo que sugiere que el régimen infrarrojo de la teoria
deberia controlable utilizando teoria de pertubaciones.

Motivados por estos resultados, en [21] se retoma un modelo ya existente llamado Curci-Ferrari
[22], que consiste en una versién modificada del lagrangiano de Faddeev-Popov para QCD donde se
incluye un término de masa para el gluon. En una serie de trabajos demostraron que este modelo
reproduce perturbativamente los resultados del lattice en el régimen infrarrojo, y al mismo tiempo
permanece compatible con QCD estdndar en el ultravioleta [23]. Una gran ventaja del modelo de
gluones masivos es que permite realizar cdlculos analiticos en el régimen infrarrojo de QCD utilizan-
do teoria de perturbaciones, lo que permite entender algunas propiedades de QCD en este régimen.

La introduccién de un término de masa para el gluon implica la aparicién de un parametro adi-
cional con respecto a QCD estandar. El valor de dicha masa ha sido estimado dentro del marco del
modelo de Curci-Ferrari mediante la comparacién con distintas funciones de correlacién del lattice y
también de diagramas de fase de QCD [24-32], asi como, mds recientemente, a partir de la constante
de decaimiento del pion en el limite quiral [33]. Sin embargo, resulta interesante explorar el valor de
este parametro a través de la comparacién con el espectro de masas de distintos estados ligados. Este
estudio, en teoria cuantica de campos, se realiza mediante el uso de la ecuaciéon de Bethe-Salpeter,
la cual consiste en un sistema de ecuaciones integrales acopladas de gran complejidad. Sin embargo,
cuando se considera la aproximacion no relativista, el problema se simplifica significativamente y
queda determinado por la ecuacion de Schrodinger. Esta aproximacion es valida para estados ligados
compuestos por quarks pesados, cuyas velocidades son mucho menores que la velocidad de la luz.
En este régimen, es posible estudiar la masa del gluon mediante el analisis del espectro de mesones,
bariones y también configuraciones exdticas que se han observado experimentalmente, todas ellas
compuestas por quarks pesados.

Durante décadas se asumié que el espectro hadrénico estaba compuesto tinicamente por mesones
y bariones, hasta que en 1977 Jaffe propuso la existencia de hadrones compuestos de cuatro particu-
las fundamentales: dos quarks y dos antiquarks, llamados tetraquarks [34, 35]. Desde el punto de
vista de QCD, la simetria de color SU(3) admite la formacién de estados incoloros de cuatro quarks,
por lo que estos nuevos hadrones no contradicen el confinamiento. Sin embargo, por muchos afios
no se obtuvo ningun indicio experimental de su existencia. Ademaés de los tetraquarks, se propusie-
ron otros estados nuevos compatibles con la simetria de color, como los pentaquarks, formados por
cinco quarks [36,37]. El conjunto de todos estos estados ligados posibles, més alld de los mesones y
bariones, reciben el nombre de hadrones exdticos.

El interés por el estudio de tetraquarks resurgié en 2003, cuando la colaboracién Belle descubrié
una resonancia estrecha en el canal B¥ — K*.J/v 7t 7~ [38]. Este estado, denominado X(3872) no
correspondia al mesén charmonium (¢¢), y no podia ser explicado mediante el modelo de mesones y
bariones. Hoy es considerado el primer candidato a hadrén exdtico. En los anos siguientes se identifi-
caron otras estructuras exéticas como Y (4260), Z(4430) y Y(4360) [39-41]. En particular, el Z(4430)
fue el primer estado cargado tipo charmonium, lo que implicaba una estructura con al menos cuatro
quarks.



La evidencia experimental de tetraquarks compuestos de quarks pesados (quarks charm y/o bot-
tom) se originé con el descubrimiento de los estados Z;(10610) y Z,(10650) por la colaboracién Belle,
que fueron los primeros candidatos a tetraquarks en el sector del bottomonium [42]. Posteriormente,
en 2021, el LHCD observo el estado estrecho T}, [43], confirmando por primera vez la existencia de un
tetraquark con dos quarks pesados. A su vez, en 2020, el LHCb anuncié una estructura identificada
como el X(6900), un candidato a tetraquark totalmente pesado (cccé) [44]. Més recientemente, en
2023 y 2024, las colaboraciones CMS y ATLAS detectaron los estados X (6600) y X (7200), agregan-
do més evidencia de tetraquarks totalmente pesados [45,46].

Simultaneamente, se lograron avances importantes en el estudio de tetraquarks mediante lattice
QCD. Los resultados actuales de estas simulaciones apoyan la existencia de tetraquarks pesados.
En particular, un estudio reciente de 2025, identificé un polo correspondiente a un tetraquark com-
puesto por dos quarks charm (T..), cuya masa es cercana al umbral de desintegracién en mesones,
lo que siguiere que podria ser un estado estable [47]. Mientras que, en el sector del bottom, las
simulaciones han encontrado un posible estado estable de un tetraquark compuesto por dos quarks
bottom (Tpp) [48,49].

A pesar del progreso experimental en el estudio de los tetraquarks, a nivel tedrico aun no existe
un consenso sobre cémo modelarlos. Una interpretacién posible consiste en pensar a los tetraquarks
como sistemas moleculares, compuestos por un par mesén-meson que interactiian residualmente me-
diante el intercambio de mesones [50-56]. Otra interpretacién propone un modelo de tetraquark
compacto de tipo diquark—antidiquark: dos quarks forman un diquark (gq) y dos antiquarks un an-
tidiquark (Gq), y estos interactian mediante intercambio de gluones para mantener al tetraquark
unido [57-62]. Ademds de estos dos modelos, han surgido mds variantes, incluyendo caracteristicas
de ambas representaciones [63-65].

En este trabajo, utilizaremos el modelo de diquarks para describir a los tetraquarks (ver Fig.
(1.1)), tomando inspiracién de los modelos de bariones, donde la representacién de diquarks ha teni-
do gran éxito. En particular, nos centraremos en una clase de tetraquarks denominada fully-heavy,
compuestos exclusivamente por quarks y antiquarks pesados. Este tipo de tetraquarks resulta espe-
cialmente interesante ya que son mas sencillos de identificar desde el punto de vista experimental,
debido a que sus masas se encuentran en regiones del espectro donde no se observan mesones.

Figura 1.1: Representacion esquemaética del modelo de diquarks. El problema de cuatro cuerpos
con interacciones (izquierda) se convierte en un problema de dos cuerpos interactuando mediante
el intercambio de gluones (derecha). Los quarks ¢q forman el diquark y los antiquarks gg forman el
antidiquark.
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Desde el punto de vista tedrico, se han desarrollado diversos modelos para describir los fully-
heavy tetraquarks. Los primeros trabajos fueron en 1975, cuando Iwasaki utilizé un potencial de
confinamiento para quarks pesados [66], y en 1981 con Chao [67] utilizando el modelo de diquarks e
incluyendo un término de confinamiento de forma cuadratica para describir tetraquarks, predicien-
do una masa entre 6.2 y 6.4 GeV para el ccee. Posteriormente, se estudiaron modelos completos de
cuatro cuerpos con un potencial tipo Cornell' utilizando métodos variacionales, obteniendo masas
en el rango de 6.3-6.6 GeV para el ccéc y 18.8-19.2 GeV para el bbbb [68]. En los tiltimos afios, las
simulaciones de lattice QCD permitieron determinar el potencial entre cuatro quarks, obteniendo
masas alrededor de 6.3-6.9 GeV para el cccc y 18.6-19.5 GeV para el bbbb [69-71]. Por otra parte,
estudios mediante reglas de sumas de QCD? de Chen et al. [72] obtuvieron 6.8-6.9 GeV para ccée y
18.3-18.5 GeV para bbbb, mientras que Li et al. [73], usando la ecuacién de Bethe-Salpeter, predije-
ron valores de 6.5-6.8 GeV y 18.4-18.8 GeV para la masa de los mismos estados.

El objetivo de esta tesis es realizar un primer estudio para analizar la posible influencia de la
masa del gluon en la prediccion del espectro de los fully-heavy tetraquarks. Para esto utilizaremos
la representacién de diquarks, aproximando cada diquark como una particula puntual. Ademads, ya
que los quarks involucrados son pesados, consideraremos la aproximacién no relativista, simplifi-
cando el calculo de los espectros. La interaccién fuerte entre los componentes del tetraquark sera
calculada con un modelo que incluye gluones masivos. Previo al estudio del espectro de tetraquarks,
ajustaremos los distintos pardmetros del modelo comparando el espectro de mesones compuestos
por quarks pesados con los resultados experimentales, especificamente estudiaremos el charmonium,
bottomonium y el mesén charm-bottom. Debido a que cada uno de dichos mesones representa una
escala de energia diferente, realizaremos un estudio considerando una relacién entre los pardmetros
del modelo en cada escala.

La tesis se organiza de la siguiente manera: en el Cap. 2 se introducen los conceptos bésicos de
QCD, algunos problemas encontrados y el modelo con gluones masivos. En el Cap. 3 se presenta
el modelo que utilizamos para describir al tetraquark, las interacciones relevantes, la estructura de
color y las aproximaciones utilizadas. En el Cap. 4 se detalla la metodologia, el cilculo hamilto-
niano, los métodos numéricos, y las correcciones empleadas. En el Cap. 5 se discuten los ajustes
de los parametros del modelo utilizando los valores conocidos de los espectros de mesones pesados,
utilizando pardametros independientes para describir los sistemas a diferentes escalas. En el Cap. 6 se
muestran las predicciones para los estados del tetraquark. En el Cap. 7 se repite este procedimien-
to, pero ahora considerando una relacién entre los pardmetros involucrados a las diferentes escalas
consideradas. Finalmente, en el Cap. 8 se presentan las conclusiones y las perspectivas de trabajo
futuro.

1Un potencial tipo Cornell es un potencial efectivo que se usa para describir la interaccién entre un quark y un
antiquark en sistemas ligados pesados, toma la forma: V(r) = = +br + C

2Las reglas de sumas de QCD son relaciones mateméticas entre funciones de correlacién que vinculan la descripcién
microscépica de quarks y gluones con la descripcién hadrénica.
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Capitulo 2

Cromodinamica cuantica

En este capitulo introducimos los conceptos bésicos de la teoria cudntica de campos que describe
la interaccién fuerte: la Cromodindmica Cudntica (QCD). Presentamos la simetria de gauge que ca-
racteriza a la teorfa y mostramos cémo esta simetria da lugar al lagrangiano de QCD. Describimos
también el procedimiento de Faddeev-Popov, mediante el cual se eliminan los grados de libertad
redundantes de la teoria asociados a la invarianza de gauge, y discutimos el rango de validez de este
procedimiento haciendo énfasis en los problemas que aparecen a bajas energias. Mencionamos tam-
bién cémo se renormaliza la teoria para resolver el problema de integrales divergentes. Finalmente,
introducimos un modelo de QCD con gluones masivos, capaz de reproducir algunos resultados del
lattice a escalas de bajas energias y recrear los resultados de QCD en su rango de validez a altas
energias. Este modelo serd utilizado a lo largo del trabajo. La mayoria de los conceptos de esta
capitulo se encuentran en libros de texto de teorfa cudntica de campos y reviews [74-78]. En este
capitulo, y a lo largo de toda la tesis, trabajaremos en unidades naturales (¢ = h = 1).

2.1. Grupo SU(3) local

Para describir la Cromodindmica Cudntica es necesario incorporar las simetrias que se observan
en la interacciéon fuerte. Distintos resultados experimentales muestran que la teoria presenta una
carga conservada denominada color, que puede tomar exactamente tres valores [79-81]. La conserva-
cion de esta carga se debe a la existencia de una simetria en la teoria, y la estructura que reproduce
correctamente las observaciones es la simetria de gauge asociada al grupo SU(3).

SU(3) es un grupo de Lie compacto de dimensién 8 que corresponde a las transformaciones
especiales y unitarias en un espacio de tres dimensiones. En la representacion fundamental, sus
elementos son matrices 3 X 3, unitarias y con determinante uno. Los generadores del algebra de Lie
de este grupo son 8 y se representan como ¢, donde a es un indice que toma valores de 1 a 8. Estos
generadores cumplen la siguiente relacién de conmutacién:

[ta’ tb] —_ Z-fabctc,

donde indices repetidos implican una suma en todos sus posibles valores. Definimos las constantes
de estructura, f*¢, que tienen en cuenta que los generadores no conmutan. Todo grupo de Lie en el
cual los generadores no conmutan se denomina no abeliano.

En la representacién fundamental de matrices, es usual escribir a los generadores como:
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siendo A? las matrices de Gell-Mann, que se explicitan en la Seccion 3.3. A partir de estos generadores
se puede escribir un elemento genérico del grupo como:

U(z) =N/, (2.1)

donde 6%(x) son ocho pardmetros reales que dependen de las coordenadas x del espacio-tiempo y
da lugar a los distintos elementos del grupo. La dependencia de los parametros en las coordenadas
define el cardcter local de esta simetria.

Distintas representaciones del grupo SU(3) actiian de diferentes formas sobre los elementos ca-
racteristicos de la teoria. La representacion fundamental de matrices actiia sobre vectores de tres
componentes de la siguiente formas:

¢ = U(z)y,

donde U(z) es un elemento del grupo y esta transformacién corresponde al producto matricial usual.

Por otro lado, los campos de gauge transforman de la siguiente manera bajo la accién de SU(3):
a a a a Z
e AL — Ut AU + ;U@HUT, (2.2)

donde t* Ay, es el campo de gauge. Los indices griegos representan componentes espacio-temporales,
y los indices latinos, componentes en el espacio de color.

2.2. Lagrangiano de QCD

La Cromodindmica Cuéntica es la teoria cuantica de campos que describe las interacciones entre
particulas con color. En esta teoria, los quarks y gluones se representan como excitaciones cuanticas
de campos y su dindmica se determina a partir del lagrangiano del sistema. Para reproducir las
caracteristicas de la interaccién fuerte, QCD se basa en las propiedades de la carga de color que se
han visto experimentalmente mediante la simetria del grupo SU(3) local.

Empecemos por describir a los quarks. A cada quark le asociamos un campo ¥ (z) que transforma
segin la representacién fundamental de SU(3). Es decir, como son particulas que tienen color, los
escribiremos como un vector de tres componentes en el espacio de color.

¥ ()
() = ,
¥(x)

donde cada componente ¢°(z) es un espinor de Dirac y el indice ¢ = 1,2, 3 refiere al color, rojo, verde
y azul respectivamente. Ademds de este campo, debemos definir el campo asociado a los antiquarks,
¥, = y%!, con v* las matrices de Dirac.

Para que esta teorfa de campos respete la simetria de SU(3), es decir, sea invariante ante la
accién de este grupo, se debe introducir el campo de gluones (también llamado campo de gauge)
Au(z) = t*Af(z), donde a es un indice de 1 a 8. Estos campos dan lugar a los 8 gluones de la
teorfa, cada uno asociado con un generador de SU(3). Ademads, debido a la accién de SU(3) sobre
los campos de gauge, cuando hacemos transformaciones de color los gluones se mezclan entre ellos.
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La interaccion entre quarks y gluones se representa mediante la derivada covariante:
Dy, = 0, — igt" A} (),
donde g es la constante de acoplamiento fuerte, y da una medida de qué tan intensa es esta interac-
cion.
Finalmente, la dindmica de los gluones se describe mediante el tensor F,,:
Fy, =0,A, — 0, A} + gf“bCAZA,C/,

donde el dltimo término es el que da lugar a las interacciones entre gluones, caracteristico de una
teorfa no abeliana. Este comportamiento proviene de la no conmutacién de los generadores de SU(3).

Con todo esto, se puede demostrar que la densidad lagrangiana de QCD debe escribirse de la
siguiente forma para respetar la simetria de color [82-86]:

Ny
1 — .
Sacp =~ FLF™ + 3, (0" Dy = me) s, (23
i=1

donde los indices repetidos implican que estamos sumando sobre ellos. El primer término describe
tanto la propagacién libre de gluones como las interacciones entre ellos. El segundo término, con la
derivada covariante, describe las interacciones entre los quarks y gluones. Y el iltimo término da
lugar a las masas de los quarks, m;.

A partir de la densidad lagrangiana de la ecuacién (2.3), se puede definir la accién de QCD como:
S = /d4l‘ Locp- (2.4)

2.3. Procedimiento de Faddeev-Popov

Una vez obtenido el lagrangiano de QCD, el siguiente problema al que nos enfrentamos es cémo
utilizarlo para calcular distintas cantidades, por ejemplo funciones de correlacién o funciones de
Green. Para eso, el primer paso es cuantizar la teoria clasica de QCD que acabamos de describir.
Existen varios métodos equivalentes para lograr este resultado [87,88], pero nos centraremos en el
formalismo de la integral de caminos [89-92]. Este consiste en, dado un proceso, integrar en todos
los caminos posibles desde la configuracién inicial a la final (no sélo la trayectoria cldsica). En este
caso una funcién de Green se escribe como:

l/@¢¢unm¢umés
(b(xn» =

'D¢) eiS

(d(@1)...

)

donde ¢ es un campo genérico de la teoria.

Una de las ventajas de este método, es que permite observar las simetrias de la teoria de forma
directa. Sin embargo, si s6lo sustituyéramos la accién de la ecuacién (2.4) en esta expresion, y la
utilizdramos para calcular alguna funcién de correlacién, llegariamos a un problema: el resultado
de cada integral seria infinito. Esta dificultad proviene de la invarianza de gauge, como veremos a
continuacion.
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A partir de ahora nos centraremos en estudiar QCD en el caso sin quarks, lo que se conoce como
la teoria de Yang-Mills pura, y prestaremos atencion a la siguiente integral de caminos:

/ DA €. (2.5)

Cuando dedujimos el lagrangiano de QCD, pedimos que fuera invariante bajo transformaciones
del grupo SU(3), en particular bajo transformaciones de la forma de la ecuacién (2.2). Esto significa
que, utilizando dicha ecuacién, podemos obtener infinitos campos de gauge A, distintos, pero que
dan lugar al mismo lagrangiano, y por lo tanto a la misma dinamica. El conjunto de todos estos
campos equivalentes se conoce como la érbita de gauge de A,, y no son campos fisicos, sino una
libertad extra que tiene nuestro sistema al definir el campo de gauge. Una representacion de estas
orbitas se puede observar en la Fig. (2.1).

— Condicién gauge

S AN

-\x ,

) —
s .
Orbitas /

gauge

Campos
inequivalentes

Figura 2.1: Representacion de las orbitas de gauge de una teoria y cémo fijar una condiciéon gauge
determina un tnico campo de gauge de la érbita. Extraido de [93].

La suma sobre estos grados de libertad no fisicos da lugar a divergencias en las integrales de
camino. La solucién a este problema se conoce como el procedimiento de Faddeev-Popov, el cual
implica fijar el gauge. Esto significa que, de cada érbita de gauge se elige un dnico representante,
eliminando las copias no fisicas. Existen muchas opciones para fijar el gauge, imponiendo distintas
condiciones al campo A,,. Nosotros nos vamos a enfocar en una especifica conocida como gauge de
Landau, que se basa en imponer la siguiente condicién:

9, A" = 0. (2.6)

Sin demostrar los pasos intermedios, veamos el procedimiento de Faddeev-Popov para el caso del
gauge de Landau [94,95]. El primer paso es escribir la identidad de la siguiente manera:

1= /@95((; [A%]) det (W) ;

donde G [A] es una funcién del campo de gauge que se anula cuando el campo cumple la condicién
de gauge, en nuestro caso G [A] = 0, A*. Ademas, 0 es pardmetro de un elemento del grupo SU(3),
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como muestra la ecuacién (2.1), y Aﬁ es el campo de gauge transformado segin la ecuacién (2.2).
El determinante en la expresion anterior se conoce como el determinante de Faddeev-Popov.

Utilizando propiedades de las transformaciones de gauge y de la integral de caminos, se puede
escribir esta integral como:

- / D § (9, A) det (;aupﬂ> .

Agregando esta identidad a la ecuacién (2.5) obtenemos:

/ DA ¥ = / DADE § (9, A*) det (;aﬂm) Sl

donde la integral en 6 sélo da lugar a una constante que es irrelevante en el cdlculo de las funciones
de correlacién.

El siguiente paso es escribir la delta de la integral de una forma conveniente. Podemos introducir
un campo auxiliar h%(x), tal que:

0 (QLA“) = /‘Dh eifd4z he o, Al

El objetivo, es intentar escribir todo como una integral de una exponencial compleja. El ltimo
problema a resolver es el determinante, para eso usamos un truco propuesto por Faddeev y Popov:

det (1aﬂ Dfﬁ?) = / DeDe ¢t [ 428 @) (-0 Di ) (@)
g

donde los nuevos campos ¢®(z) y ¢*(x) son campos escalares, complejos, que anticonmutan, y se los
conoce como los ghosts de Faddeev-Popov. Todos los campos introducidos en este proceso no son
més que herramientas matematicas, sus excitaciones no estdn asociadas a ninguna particula fisica,
v los observables de la teoria no dependen de estos campos.

Juntando todo e integrando por partes en la integral de ghosts:
/DA eiS — /DA@CDEDh el Jd*x heor A, eifd4r (B”EG)DzbcbeiS
y por lo tanto la densidad lagrangiana fijada de gauge se escribe como:
1 - b b
Lpp = _ZF;?VFWV + h*O" A, + (0Me") Dy c”. (2.7)
Es directo el proceso de incluir quarks en este lagrangiano.

Habiendo solucionado el problema de las érbitas de gauge, ahora podemos hallar las funciones
de correlacion de la teoria. Sin embargo, estos calculos no son para nada sencillos de resolver de
forma exacta. En su lugar, utilizamos la teoria de perturbaciones, considerando las interacciones de
la teoria como correcciones pequenas a la teoria libre. Es ttil dividir el lagrangiano de QCD de la

siguiente forma:

L= LO + Linh

donde L es el lagrangiano de la teoria libre y L;,¢ es el lagrangiano asociado a las interacciones.
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Para QCD:

Ny
1 - . —=a a a a
Lo=—7 (045 - 0,A4%)% + 3", ("0 — mi) s + O Dt + hOOP AL,

=1

2 Ny
2 " —=a (o
Cin = =51 (A7 — 0, A7) AP A — T (FeALA5)" 4 93 Byt A + g0 (9"2") At
i=1

Notamos que los términos de interacciéon dependen de la constante de acoplamiento g. Si ésta es
suficientemente pequena se puede hacer un desarrollo perturbativo en los términos de interaccién:

2 3
) . 1 1
€lfd4mL ~ 61fd4z Lo [1 — /d4$ Lint —|— 5 </ d4a: Lint) — ? </ d4l' Lint) 4+ ...

Mientras la constante de acoplamiento se mantenga pequena, cada término del desarrollo es me-
nor que el anterior, lo que habilita un desarrollo en g. De esta forma, se pueden hallar las funciones de
correlacion aproximadas, utilizando el desarrollo hasta cierto orden en la constante de acoplamiento.
En base a estas herramientas, se logra reproducir gran cantidad de resultados experimentales a altas
energias (scattering ineldstico profundo, produccién de jets, secciones eficaces a altas energias), asf
cémo demostrar la libertad asintética de QCD, como veremos en la siguiente seccién.

2.4. Regularizacion, renormalizacién y running de los parame-
tros

Los célculos perturbativos de funciones de correlacion mas alla del primer orden contienen integra-
les en el espacio de momentos que divergen en el ultravioleta. El proceso de aislar estas divergencias
se conoce como regularizacién [96,97]. Para esto se introduce un pardmetro externo que controla
las divergencias de forma condicional. Existen varios métodos para regularizar una teorfa, los mas
conocidos son: la inclusién de un corte ultravioleta, Pauli-Villars [98], regularizacién dimensional [99]
y regularizacién de lattice [100]. El més intuitivo es el primero, que implica introducir un limite su-
perior finito, A, en las integrales de momento, como se muestra en la ecuacién (2.8). Si bien no es el
procedimiento que utilizaremos en esta tesis, introduciremos el concepto de regularizacion siguiendo

este método mas intuitivo.
oo A
/ dg — / dg. (2.8)

Cambiando el limite de integracién por un parametro finito, la integral ya no diverge. Sin em-
bargo, ahora las funciones de Green y los observables de la teoria dependen de este nuevo pardmetro
arbitrario. Para solucionar este problema se utiliza la técnica de renormalizacién, a través de la cual
las funciones de correlacién dejan de depender de A y es posible tomar el limite en el cual A tiende
a infinito para recuperar la teoria original sin divergencias.

El proceso de renormalizacién implica absorber la dependencia en A con una redefiniciéon de los

campos, masas y constantes de acoplamiento. Llamaremos bare a las cantidades originales presentes
en el lagrangiano, y las denotaremos con un subindice B; y llamaremos renormalizadas a las nuevas
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cantidades, representandolas sin subindice. La relaciéon entre ambos conjuntos se expresa mediante
factores de renormalizacion, Z:

o5 =2y b,

Xp=2x X,

donde ¢ es un campo genérico de la teoria y X es un parametro genérico, como masas o constantes
de acoplamiento.

De esta forma, las funciones de Green bare se pueden escribir en funcién de las renormalizadas:
n
GB(p1s - Pn; 9B, mB) = (H \/Zz) G(p1; - Pni g, m),
i=1

donde cada +/Z; corresponde a un campo en la funcién de correlacion.

Sin embargo, no toda teoria es renormalizable, ya que necesitan existir suficientes pardmetros y
campos en el lagrangiano como para controlar cada funcién de correlacién divergente de la teoria.
En el caso de QCD, se puede demostrar que la teoria es renormalizable [101-103] y que los tinicos
factores de renormalizacién necesarios son: Za, Z¢, Zy, Zg, Zm,-

Las cantidades renormalizadas se definen con un esquema de renormalizacién. Es decir, definimos
los factores de renormalizacién fijando el valor de algunas funciones renormalizadas de Green a cierta
escala de momento p. Existen muchos esquemas de renormalizacién diferentes, todos absorben la
dependencia en A, pero dan distintos valores de la parte finita. Los mas conocidos son los esquemas
de resta, MS y MOM. Como ejemplo, en el esquema MOM (momentum-space substraction scheme)
los factores de renormalizacién se definen tal que las funciones de correlaciéon a dos y tres puntos
correspondan a su expresién a primer orden a escala p. Aplicando este esquema al propagador del
ghost D(p):

Dab(p) = 6“pr(f)7 con F(p) = Z. ' Fg(p).

La condicién MOM se fija exigiendo que, a la escala p,

F(p) =1, — Z. = Fp(p).

Procedimientos andlogos permiten determinar Z4, Z, y Z,,, a partir de los propagadores y vértices
correspondientes.

Ahora las constantes de acoplamiento, las masas y las funciones de Green dependen de la escala
de renormalizacién @ en la que se imponen las condiciones del esquema de renormalizacién. Para
determinar el comportamiento de los parametros con la escala, utilizamos las ecuaciones del grupo
de renormalizacién [104,105]. Para esto pensamos que u es una escala mévil, y que los valores de los
parametros del modelo varian con pu. Esta dependencia con la escala se llama corrimiento o running,
y para determinarla notamos que las funciones de correlacién bare no dependen de u:

d
0= N@GB (p, 9B, mB,)
9gB,MB;

Cuando escribimos esta expresion en términos de los campos, masas y acoplamientos renormali-
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zados obtenemos:

dg
ﬁg(ga mi) = :udi B
H 9B,MB;
dlog Z
’YA(gu ml) = /"LT 9
H 9B,MB;
dlog Z,
velg,mi) = p—y :
H 9B,MB;
dmi
6M1 (gﬂml) /"L d b
H g mp
dlog Z
Yo (g,mi) = p—y L
B lgp,.s,

En el caso de QCD, la funcién 3, fue calculada por primera vez en 1973 por por David Politzer
[12], y poco despies por David Gross y Frank Wilczek [13].No entraremos en detalle en los célculos,
pero haciendo un desarrollo perturbativo a altas energias se obtiene [106]:

3
80 (0 () = ~B2EE 1 o(g?),
donde 11 5
fo =5 N = =Ny

siendo Ny es la cantidad de sabores de quarks, y N es la cantidad de colores, que para QCD es tres.

Resolviendo la ecuacién de 3, para hallar la dependencia de la constante de acoplamiento con la
escala, se obtiene:

2
gA () = ——= ,
1+ {55 log (lf‘—o)

siendo gq el valor de la constante de acoplamiento en una escala de referencia g que llamamos es-
cala de renormalizacién. Un grafico del comportamiento de la constante de acoplamiento en funcién
de la escala se puede ver en la Fig. (2.2). Vemos que, a altas energias el acoplamiento decrece con
la energia. Este fendmeno se conoce como libertad asintética, segin el cual los quarks y gluones
se comportan casi como particulas libres en dicha escala. Adicionalmente, cuando la constante de
acoplamiento es pequena, la teoria de perturbaciones esta bien justificada. Sin embargo, a bajas
energias, los calculos perturbativos muestran que el acoplamiento crece, incluso alcanza lo que se
conoce como polo de Landau, un valor finito de p en el cual g diverge. Cuando la constante de
acoplamiento deja de ser pequena, el uso de teoria de perturbaciones ya no es valido. Por lo tanto,
el régimen de bajas energias de QCD presenta grandes dificultades para realizar calculos.
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Figura 2.2: Running de la constante de acoplamiento « establecida por distintos resultados experi-
mentales y comparada con las predicciones de la teoria de perturbaciones en QCD. Extraida de [107]

2.5. QCD a bajas energias

Debido al fallo de la teoria de perturbaciones para QCD a bajas energias, se han desarrollado
diversas metodologias alternas para su estudio. Entre ellas se encuentran el uso de las ecuaciones
de Dyson-Schwinger [108-128] u otras basadas en las ecuaciones del grupo de renormalizacién no
perturbativo [129-134], que han sido muy exitosas a la hora de calcular las funciones de correlacién
de una teoria aproximando un sistema infinito de ecuaciones integrales acopladas por un sistema
truncado finito. Otro método son las simulaciones Monte-Carlo en el lattice [135,136]. Estas permi-
ten calcular funciones de correlacion a partir de primeros principios con gauge fijado.

A escalas de altas energias, los resultados obtenidos aplicando teoria de perturbaciones a la accién
de Faddeev-Popov son compatibles con los cdlculos de lattice QCD. Sin embargo, a bajas energias,
las estas parecen contradecirse. Las simulaciones numéricas del lattice predicen que la constante de
acoplamiento no presenta un polo de Landau en el infrarrojo, sino que alcanza un valor méaximo
y luego vuelve a decrecer. En la Fig. (2.3) se representan estos resultados. Dicho comportamiento
pareceria permitir el uso de teoria de perturbaciones en cualquier régimen de energia, considerando
que el pardmetro de desarrollo correcto para la teoria de perturbaciones no es realimente g, sino
Aqep = Ng? /1672 [137], que no toma valores mayores a 0.3 para N = 3. Esto abre la pregunta, si
la teoria de perturbaciones podria ser valida a cualquier escala de energia, jpor qué los calculos uti-
lizando la accién de Faddeev-Popov presentan inconsistencias en el régimen infrarrojo? La respuesta
a esta pregunta continia siendo un problema a explorar.

20



12 — . . ‘
: B=2.10 L=48 —=—
; g<A% =60 —
08 |
s 06F
04 |
02}
0 L] 1 1 L L L
0 1 2 3 4 5 6

1 (GeV)

Figura 2.3: Resultados de lattice QCD en funcién de la escala de momento, u, representados con
puntos rojos y resultados del running de as usando QCD perturbativo representados con una linea
gris. Extraida de [138].

Otro problema que presenta la teoria se descubrié en 1978, cuando Vladimir Gribov probd que
el procedimiento de fijaciéon de gauge mediante el cual se deriva el lagrangiano de Faddeev-Popov es
incorrecto [139,140]. Para obtener un resultado consistente, se debe eliminar la libertad de gauge,
fijando una condicién que determine un tnico campo de gauge en cada érbita. En nuestro caso
impusimos el gauge de Landau. Gribov demostrd que existe mas de un campo de la misma orbita de
gauge que satisface la condicién de Landau, invalidando el procedimiento de Faddeev-Popov [141].
A estas repeticiones las llamé copias de Gribov. En particular, se puede demostrar que en el régimen
de altas energias, el campo de gauge no presenta copias de Gribov en el gauge de Landau, limitando
el problema al régimen de bajas energias.

2.6. Modelo de QCD con gluones masivos

A lo largo de esta tesis adoptaremos un lagrangiano diferente al de la ecuacién (2.3) para el estu-
dio de la interaccion fuerte a bajas energias. Dado que la fijacién de gauge es un gran problema en el
régimen infrarrojo, y por lo tanto no conocemos realmente el lagrangiano de QCD fijado de gauge,
buscamos el lagrangiano méas sencillo que logre reproducir los resultados del lattice en el régimen
de bajas energias y que sea compatible con los resultados del lagrangiano de Faddeev-Popov a altas
energias.

En particular, seguiremos la idea presentada por Tissier y Wschebor en 2010 [21]. Ellos se inspi-
raron en los resultados de lattice QCD para el propagador del gluon en el infrarrojo, que muestran
que el propagador satura en un valor finito a estas escalas [19,142-146]. Este resultado es el com-
portamiento esperado para una particula masiva. Un gréfico de este comportamiento se observa en
la Fig. (2.4). En base a estos resultados, plantearon agregar un término de masa para los gluones al
lagrangiano de Faddeev-Popov, con el cual se ha logrado reproducir con gran precision los resultados
del lattice del propagador del gluon usando teoria de perturbaciones [21,23] y recupera los resultados
de Fadeev-Popov a altas energias, donde si esta bien justificado.
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Figura 2.4: Resultados de lattice QCD para el propagador del gluon para distintos tamanos de la
red. Extraido de [143].

Este modelo de gluones masivos resulté ser un caso particular de un modelo planteado en la
década de 1970 por Curci y Ferrari en el gauge de Landau [22]. Originalmente, el modelo se planted
como una alternativa al mecanismo de Higgs, pero fue abandonado debido a que presenta problemas
de unitariedad. Es decir, daba lugar a estados fisicos con norma negativa [147]. Sin embargo, en
el caso de QCD los estados fisicos de norma negativa no son algo nuevo. Estudios realizados con
enfoques no perturbativos, como las ecuaciones de Dyson-Schwinger y lattice QCD, han observado
estados de norma negativa asociados al propagador del gluon usando la definicién del espacio fisico
usual [148-150]. Este problema se interpreté como un error en la definicién del espacio de estados fisi-
cos relacionada con el confinamiento y la imposibilidad de observar gluones como estados asintéticos.

En estas décadas se han realizados varios estudios que introducen el concepto de masa del gluon
de forma explicita, por ejemplo [112,151-164], entre otros. Por otra parte, es importante mencionar
que estudios basados en las ecuaciones de Dyson-Schwinger reproducen un comportamiento masivo
para el propagador del gluon y otras propiedades de QCD a bajas energias, siendo pioneros en mu-
chas de las observaciones (por mencionar algunas [108-134]). A pesar de esto, en la tesis usaremos el
modelo con gluones masivos, que presenta varias ventajas operacionales y que ha permitido entender
varias de las propiedades de la fisica a bajas energias.

Una aclaracién importante sobre este modelo es que el término de masa se agrega sobre el la-
grangiano de Faddeev-Popov, es decir, el lagrangiano ya fijado de gauge. Entendemos que esta masa
podria interpretarse como el efecto de las copias de Gribov en el lagrangiano fijado de gauge, aunque
aun no se conoce el proceso analitico completo que permitiria fijar el gauge en el infrarrojo libre del
problema de las copias de Gribov.

En el gauge de Landau, la densidad lagrangiana de este modelo corresponde a:
1 ali
Lop == Fi, F* + h*0" A + (9" ) Db + m2AaAW + ) 0, (9" Dy — mi) i
i=1

Una ventaja de este modelo es que resulta ser renormalizable. Este resultado fue probado en 1976
por Curci y Ferrari [22]. Cuando se realiza dicho proceso se llega a un resultado muy importante, y
es que existe un esquema de renormalizacién, llamado infrared-safe, con el cual se pueden obtener
constantes de acoplamiento sin polos de Landau [28,165], como el comportamiento observado en la
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Fig. (2.4). Para esto se debe imponer que la parte longitudinal de los propagadores del gluon y del
ghost coincidan con la forma a primer orden en la escala de renormalizacién. Trabajando con este
esquema, se logra obtener constantes de acoplamiento en concordancia con los resultados del lattice,
donde no se presenta un polo de Landau y el parametro perturbativo se mantiene razonablemente
pequeno, abriendo la posibilidad de aplicar teoria de perturbaciones a cualquier escala de energias
utilizando el modelo con gluones masivos. En particular, para el caso sin quarks se obtiene el running
calculado en [23]:

g*N

By =w{t4 (6+1)log(t) + (1216t + 1 + ¢ — 26%) log(1 + 1)

— 112 — 62t 4 29t2 + ViVA + t (—36 4 20t — 9t% + £3) log (
[ ( ) Vi+ i+t

—Vi+ \/mH }

con t = y? /mg. Recordando la relacién 34 = F‘%v obtenemos una ecuacion diferencial para la de-
pendencia en la escala de la constante de acoplamiento, cuya solucién se encuentra representada en
la Fig. (2.5).
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Figura 2.5: Comportamiento de la constante de acoplamiento con la escala p.

A partir del lagrangiano de Curci-Ferrari se pueden derivar las reglas de Feynman en el espacio
de momentos para esta teoria. Estas son esencialmente las mismas que las que se obtienen con el
lagrangiano de Faddeev—Popov (extraidas de [74]), pero con el propagador del gluon con la misma
forma que el de una particula masiva. La deduccion de este propagador se encuentra en el Apéndice A.

Los quarks y antiquarks entrantes y salientes se describen como espinores us(p) y vs(p), que son
las soluciones a la ecuacién de Dirac. Ademés, se introduce un vector ¢ de tres componentes asociado
al color. Los gluones entrantes y salientes tienen, ademds del vector de polarizacién €(p), un vector

de ocho componentes a®, correspondiente a los ocho gluones de la teorfa.

El factor de simetria de cada diagrama sigue las siguientes reglas:

= Hay un factor -1 por cada loop de fermiones.

= Si tenemos v vértices, hay un factor ¢ /v! del desarrollo de la exponencial.
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» Hay un factor 1/3! por cada vértice de tres gluones.
» Hay un factor 1/4! por cada vértice de cuatro gluones.

» Para diagramas con distintos tipos de vértices, hay un factor v!/ (v1lvglvs!) del desarrollo de
la exponencial.

= Hay un factor combinatorio debido a las distintas contracciones posibles del teorema de Wick.

Fermién entrante: u®(p)c —

Fermién saliente: u®(p)et —

0
\

Antifermién entrante: v%(p)c! —

A
®

Antifermién saliente: vi(p)e —

Gluon entrante: €u(p)a® —

Gluon saliente: €, (p)a” —

Propagador del fermién: ;;27(7]1::7271)15 %

, —io%b Py p
Propagador del gluon: m (mw — %) —

ca p
Propagador del ghost: p@‘:_:g T __
My a
|a

Vértice quark-gluon: igyHt®
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p,b

Vértice ghost-gluon: —gfebept ‘p/,

7Zg2 [fabEfcde (nypnua o T],u,a l/p
Vértice de cuatro gluones: 4 face fbde (purppo _ 77“"77””
+fad6fbce (nuunpo’ o ]

abc [, pv
Vértice de tres gluones: . 9f [ (@ = V
+nW@7%)+WW%fm

Para las reglas de Feynman mencionadas, y a lo largo de todo este trabajo, consideramos la
métrica mostly minus: 1, = diag(+1, -1, -1, —1).

La adicién del término de masa en el modelo de Curci-Ferrari permite recrear algunos resultados
de las simulaciones numéricas y otros métodos no perturbativos. En particular, se logran replicar
los resultados de funciones de correlacién a dos y tres puntos [24-32], y se obtienen ciertos obser-
vables como la temperatura de transicién confinamiento/desconfinamiento [166-170] y la constante
de decaimiento del pion [33]. Ademds, permite el uso de teorfa de perturbaciones en toda escala de
energia. Por esta razon, este trabajo utiliza este modelo para estudiar hadrones en el régimen de
energia donde Faddeev-Popov no admite métodos perturbativos. En particular, lo utilizaremos para
estudiar hadrones exdticos llamados tetraquarks. Adicionalmente, analizaremos la influencia de la
masa del gluon en el espectro de masas de mesones pesados.
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Capitulo 3

;. Como se modela un tetraquark?

La Cromodinamica Cuantica unicamente permite la existencia de estados ligados neutros en
color. Los hadrones convencionales, los mesones y bariones, satisfacen esta condicién, sin embar-
go, existen mds posibilidades. La simetria de SU(3) también admite configuraciones neutras mas
complejas, entre ellas los tetraquarks, compuestos por dos quarks y dos antiquarks, combinados de
forma que sean neutros en color (¢¢gqg). En los dltimos anos se han observado experimentalmente
diversos estados compatibles con una estructura de cuatro quarks, aumentando el interés por el es-
tudio de estos estados. Sin embargo, ain no existe un modelo tedrico tnico y aceptado que describa
de forma completa la estructura interna y la dinamica de los tetraquarks. En este trabajo adopta-
mos el modelo de diquarks para describir tetraquarks fully-heavy (compuestos por cuatros quarks
pesados como charm o bottom), donde pensamos al tetraquark como un estado compuesto por un di-
quark y un antidiquark, ambos con carga de color, que interactiian mediante intercambio de gluones.

En este capitulo, detallamos el modelo de diquarks, incluyendo qué aproximaciones debemos rea-
lizar para utilizarlo. Estudiamos la estructura de color de los subsistemas, identificando las configura-
ciones atractivas a partir del cdlculo de los factores de color. Ademads, introducimos la aproximacion
no relativista, adecuada para describir estados ligados de quarks pesados como los fully-heavy te-
traquarks. En general, describimos las bases del formalismo teérico que seguiremos en los siguientes
capitulos para estudiar el espectro de los tetraquarks.

3.1. El modelo de diquarks

El estudio de sistemas compuestos por cuatro cuerpos interactuando entre ellos resulta extre-
madamente dificil desde el punto de vista tedrico. Por esta razén, para describir los tetraquarks
es necesario utilizar un modelo que permita reemplazar el problema original de interacciones entre
cuatro cuerpos por un sistema efectivo con interacciones entre dos cuerpos, que son més sencillas
de resolver. En la literatura existen dos modelos predominantes para los tetraquarks: el modelo de
diquarks [57-62] y el modelo molecular [50-56,171]. En esta tesis abarcaremos el primero.

El modelo molecular describe a los tetraquarks como sistemas compuestos por dos mesones, cada
uno formado por un quark y un antiquark, que interactiian mediante una fuerza residual de QCD,
analoga a la interaccién entre protones y neutrones. Esta interaccién es mediada por el intercambio
de piones o mesones livianos, lo que la hace mas débil y de mayor alcance que la interaccién entre
quarks. Como resultado, los estados moleculares suelen ser inestables y no compactos. En este enfo-
que, los grados de libertad relevantes no son quarks y gluones, sino mesones que se consideran como
particulas puntuales con niimeros cuanticos bien definidos. El modelo ha tenido éxito describiendo
ciertos estados exéticos detectados experimentalmente, entre ellos el hadrén X (3872), cuya masa y

26



ancho de decaimiento se logra explicar como un estado molecular [172,173], asi como los estados
cargados Z;,(10610) y Z,(10650) [174,175].

En contraste, el modelo de diquarks plantea que la interaccién atractiva entre dos quarks produce
un estado compacto llamado diquark (gg), mientras que la interaccién entre antiquarks produce el
correspondiente antidiquark (¢g). De esta forma, la estructura del tetraquark se reduce a un sistema
de dos cuerpos, diquark y antidiquark, cada uno fuertemente ligado. Luego, como estos subsistemas
son estados con carga de color, también interactiian mediante el intercambio de gluones. El resultado
es que los tetraquarks en este modelo son compactos, con radios comparables a los de los mesones.
El modelo de diquarks también reproduce exitosamente una variedad de resultados experimentales
de hadrones ex6ticos, incluyendo el estado X (3872) que también se logra explicar como un estado
diquark-antidiquark [176], y otros hadrones como, por ejemplo,Y (4260), Y (4360), Z(4248), Z(4430)
y Y (4660) [177-179).

A diferencia del modelo molecular, los grados de libertad relevantes en este modelo son los
gluones y los quarks, que se describen mediante un esquema efectivo en términos de quarks constitu-
yentes [180,181]. En esta descripcién, los grados de libertad del modelo aparecen “vestidos” por una
nube de quarks y gluones virtuales, lo que permite tener en cuenta los efectos no perturbativos que
dan lugar a la generacién de masa. Este tratamiento es andlogo al que se utiliza habitualmente en
el estudio de mesones y bariones. Como consecuencia, los constituyentes adquieren una masa mayor
a las conocidas mediante experimentos indirectos.

La inspiracién detrds de ambos modelos viene de la estructura de color permitida por la simetria
SU(3). En el caso del modelo de diquarks, la simetria permite que dos quarks formen un estado
con anticolor y dos antiquarks formen un estado con color, tal que, cuando interactiian para formar
un estado ligado, la combinacion del anticolor del diquark y el color del antidiquark da lugar a un
estado neutro. De esta forma, la factorizacién del tetraquark en un diquark y un antidiquark respeta
el confinamiento, permitiendo que el estado ligado final sea observable.

En este modelo, como veremos en la Seccién 3.3, la interaccion entre quarks puede dar lugar a
dos configuraciones de color posibles, llamadas antitriplete de color 3 y sexteto de color 6 (o anti-
triplete de anticolor y sexteto de anticolor para el caso del antidiquark), siendo sélo el primer caso
una interaccion atractiva. Por lo tanto, para este trabajo, solamente consideramos los diquarks en la
configuracién 3 de anticolor y los antiquarks en la configuracién 3 de color, ignorando las configura-
ciones repulsivas cuyo efecto es despreciable en comparacién [182-184]. Es importante recordar que
como los diquarks y antidiquarks poseen carga de color, debido al confinamiento, no pueden existir
como particulas libres, sino tinicamente como subsistemas dentro del tetraquark.

El uso de diquarks para modelar hadrones no se originé con los tetraquarks, sino que se ha
utilizado para la descripcién de bariones [185-187]. Tomando estos casos previos como motivacién,
consideramos que los diquarks y antidiquarks que conforman al tetraquark se encuentran en su es-
tado fundamental. De esta forma, las excitaciones del tetraquark se obtienen como excitaciones del
sistema ligado diquark-antidiquark y no como excitaciones internas de los diquarks. Otra aproxima-
ciéon que utilizamos es considerar a los diquarks y antidiquarks como objetos puntuales dentro del
tetraquark, despreciando sus radios.

Un aspecto importante a tener en cuenta al trabajar con diquarks es el principio de exclusién
de Pauli, ya que este impone restricciones sobre las combinaciones de spin permitidas. Para quarks
de distintos sabores, se pueden formar diquarks escalares (s = 0) o axiales (s = 1), mientras que,
para quarks de igual sabor, sélo se permiten diquarks axiales (s = 1), como veremos en la Seccién 6.1.
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Una vez definida la estructura de diquark y antidiquark, el paso siguiente es modelar la inter-
accién entre particulas con color. Para abordar este problema se han desarrollado diversos modelos
efectivos inspirados en QCD. Entre los mas utilizados se encuentran aquellos basados en potenciales
que describen el intercambio de un gluon mediante un término tipo Coulomb, complementado por
un término confinante, que puede ser lineal o arménico [188-190]. Otro grupo de modelos incorpora
interacciones cromomagnéticas, que se enfocan en las interacciones debido al spin [182,191,192].
Existen ademd&s enfoques hibridos que combinan distintas descripciones en un tnico esquema efec-
tivo. En este trabajo estudiamos la interaccién entre particulas con color en el limite no relativista,
utilizando un modelo de QCD que incluye gluones masivos. La adicién de este término de masa nos
permite deducir el potencial de interaccion en el limite no relativista de forma analitica utilizando
teoria de perturbaciones, como se detallara en la Seccién 3.2.

Particularmente, nos centramos en el estudio de los fully-heavy tetraquarks, es decir, tetraquarks
compuestos exclusivamente por quarks pesados (charm o bottom), para los cuales el régimen no
relativista es una mejor aproximacién debido a las grandes masas de sus constituyentes. Esta clase
de tetraquarks parece ser mejor aproximada por el modelo de diquarks, ya que en el modelo molecular
no podrian intercambiar mesones livianos [193,194]. A partir de la estructura de color del sistema
se determina cémo factorizaremos el problema en esta tesis: primero estudiaremos el diquark (o,
andlogamente, el antidiquark) y luego construiremos el tetraquark como el estado ligado entre ambos.

3.2. Interaccién de color

Una ventaja de trabajar en la representacién de diquarks es que todos los subsistemas que con-
forman el tetraquark interactian mediante el mismo mecanismo: el intercambio de gluones. En este
esquema se consideran tres configuraciones de dos cuerpos: el sistema quark-quark, que da lugar al di-
quark; el sistema antiquark-antiquark, que da lugar al antidiquark, y el sistema diquark-antidiquark,
que forma el tetraquark. Cada uno de ellos estd compuesto por particulas con color, y por lo tanto,
interactian mediante el intercambio de gluones. De esta forma, el trabajo de modelar las interac-
ciones es mas sencillo, s6lo debemos entender el intercambio de gluones en QCD, y luego podemos
aplicarlo a los tres subsistemas.

Para esto, vamos a separar la interaccion en dos partes: la primera parte, derivada del intercambio
de un gluon masivo; y la segunda, en la cual introducimos los efectos de confinamiento de forma
fenomenoldgica en base a los resultados de las simulaciones numéricas de QCD. Este procedimiento
es el estandar en la literatura, ya que no es posible aun entender el fenémeno de confinamiento desde
primeros principios, y por lo tanto debemos basarnos en métodos alternativos para describirlo.

One gluon exchange

Comencemos el estudio del intercambio de gluones analizando la interaccién entre un quark y
un antiquark formando un estado neutro en color, y para eso, utilizaremos el modelo con gluones
masivos presentado en el capitulo anterior. En teoria cudntica de campos, las interacciones entre
particulas se describen mediante diagramas de Feynman, donde cada diagrama representa una ex-
presiéon matematica asociada con la amplitud de la interaccién. En el caso de la interaccién entre
un quark y un antiquark, el diagrama mas sencillo es aquel en el que ambas particulas intercambian
un tnico gluon, como se muestra en la Fig. (3.1). Sin embargo, también existen contribuciones de
orden superior, como las representadas en la Fig. (3.2), donde intervienen multiples gluones y con
topologias més complejas. En principio, infinitos diagramas contribuyen a la interacciéon mediante
intercambio de gluones.
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Figura 3.1: Diagrama de Feynman a primer orden de la interacciéon entre un quark y un antiquark.
Las lineas externas representan el par quark-antiquark entrante y saliente, y el espiral representa el
gluon que intercambian.
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Figura 3.2: Diagramas de Feynman de mayor orden de la interaccion entre un quark y un antiquark.
Las lineas externas representan el par quark-antiquark entrante y saliente, y los espirales representan
los gluones intercambiados.

El calculo de la amplitud total de interaccién entre dos particulas se realiza utilizando la ecuaciéon
de Bethe—Salpeter, que describe los estados ligados relativistas mediante una ecuacién integral. De
manera complementaria, las ecuaciones de Dyson—Schwinger determinan los propagadores y vértices
del sistema. En conjunto, estas ecuaciones incluyen la contribuciéon de los infinitos diagramas de
Feynman. La resolucién exacta de este sistema de ecuaciones es extremadamente compleja. Por esta
razén, se introducen distintas aproximaciones que permiten identificar los términos dominantes de
la interaccién. Una de ellas es el esquema Rainbow—Ladder, en el cual se considera tinicamente la
interaccion dada por el intercambio sucesivo de un gluon entre el quark y el antiquark, descartando
correcciones mas complejas. En este contexto, la contribucién principal a la interaccién es el in-
tercambio de un unico gluon, dando lugar a la aproximacién de one-gluon exchange (OGE). Otra
aproximacién utilizada es la no relativista, adecuada para sistemas formados por quarks pesados ya
que las velocidades relativas de los quarks son pequenas comparadas con la velocidad de la luz. En
esta aproximacion, la ecuacién de Bethe-Salpeter se reduce a una ecuacién de Schrodinger [195].

El uso de ambas aproximaciones da lugar a un potencial asociado a la interaccion OGE entre
el quark y el antiquark, que sera calculado en la Seccién 4.1.2. Para esto, se realizard un desarrollo
en potencias de p/m, donde el término dominante serd el primer orden y al considerar términos
del siguiente orden surgen correcciones dependientes del spin, como las interacciones spin—spin,
spin—orbita y tensoriales. Estas contribuciones son responsables de la estructura fina e hiperfina del
espectro hadrénico, de manera analoga a lo que ocurre en QED para el atomo de hidrégeno.

El procedimiento descrito hasta ahora nos permite estudiar la interaccién de color entre quarks
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y antiquarks de forma aproximada. El siguiente paso es extenderlo a la interaccién de color entre
diquarks, sin embargo, debido a que no son grados de libertad fundamentales de la teoria, dedu-
cir como interactian a partir diagramas de Feynman es una tarea muy complicada. En su lugar,
utilizamos otra aproximacién: consideramos a los diquarks como objetos compactos, sin grados de
libertad internos més alla del spin. Esta suposicién es ampliamente utilizada en estudios de tetra-
quarks compactos, y nos permite aplicar la misma estructura de interacciéon que en el caso de quarks,
cambiando solamente parametros como las masas y la carga de color.

Confinamiento

El confinamiento es un fenémeno que ain no se comprende desde primeros principios. Si bien
la teoria predice que la interaccién fuerte se vuelve més intensa a grandes distancias, no existe una
demostracion analitica que derive el confinamiento directamente del lagrangiano de QCD. Por esta
razén, en la literatura el confinamiento se aborda de manera fenomenoldgica, utilizando modelos
efectivos que tienen en cuenta los resultados experimentales y las simulaciones numéricas.

Resultados de lattice QCD muestran que la energia del sistema quark—antiquark crece linealmente
con la distancia. Esto se interpreta como la formacién de un tubo de flujo de color, una regién donde
se concentra el campo de color [196,197]. En este régimen, la energia del tubo es proporcional a su
longitud, lo cual motiva un potencial efectivo de la forma:

V(r)=br,

con b, la tensién de la cuerda, un parametro positivo. Este término asegura que los estados ligados
puedan tener energias positivas y que no existan estados no confinados, ya que a medida que la
separacion aumenta, la energia crece indefinidamente.

En el capitulo siguiente derivaremos la expresién del potencial asociado al one gluon exchange e
introduciremos manualmente un término confinante de la forma del potencial de la cuerda.

3.3. Estructura de color

Cuando modelamos la interaccion entre particulas con color mediante el one gluon exchange, es
necesario especificar cémo se combinan los colores de cada particula para formar el sistema completo.
Esta estructura de color determina tanto la intensidad como el signo de las interacciones mediadas
por gluones, y se representa mediante el factor de color (f). Por esta razén, al estudiar la interaccién
entre dos subsistemas resulta fundamental analizar primero su estructura de color.

En esta seccién nos centramos tinicamente en los grados de libertad de color de las particulas,
empezando por el caso de los quarks. Estos transforman segin la representacién fundamental del
grupo SU(3), conocida como triplete de color 3. Esto significa que transforman como vectores de
tres dimensiones bajo la accién del grupo. En la representaciéon fundamental, cada quark se escribe
como una combinacion lineal de los tres colores posibles: rojo, verde y azul, que se escriben como la
base:

1 0 0
r=1|(0], g=11], b=10
0 0 1

De la misma forma, los antiquarks pertenecen a la representacién conjugada 3, llamada triplete
de anticolor. Es este caso, los antiquarks se describen mediante combinaciones lineales de los colores
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conjugados 7, § y b.

Por otro lado, los gluones transforman en la representacién adjunta de SU(3), que es de di-
mensiéon ocho y se conoce como el octete 8. De manera informal suele decirse que, a diferencia de
los quarks o antiquarks que tienen color, los gluones poseen una combinacién de color y anticolor,
aunque nunca son neutros. En la representacién fundamental los gluones se escriben en la base de
matrices de Gell-Mann:

010 0 — 0 1 0 0
AM=(1 0 0 =171 0 0 =10 -1 0
0 0 0 0 0 O 0 0 O
0 0 1 0 0 — 0 0 0
AM=10 0 0 =10 0 0 =10 0 1
1 00 t 0 0 010

0 0 O 1 1 0 0

A=10 0 —¢ Ad=—7=10 1 0

0 ¢+ 0 V3 0 0 -2

Veamos ahora qué estructuras de color se pueden obtener mediante la interaccién de estas particu-
las. Analizaremos los distintos casos: interaccién quark-antiquark, interacciéon quark-quark e inter-
accion antiquark-antiquark, que resulta ser analoga al caso anterior. En cada situacién estudiaremos
la interaccion a orden dominante y, utilizando las reglas de Feynman, calcularemos el factor de color
(fc) asociado. Ademds, analizaremos si la interaccién es atractiva o repulsiva en cada caso.

Para el estudio de la interaccién entre dos particulas iguales (quark-quark y antiquark-antiquark)
calcularemos los factores de color asociados a la interaccidon. Sin embargo, al interpretar estos re-
sultados en términos de un potencial efectivo, es necesario tener en cuenta el argumento presentado
en [198]. Donde, mediante una analogifa con Quantum Electrodynamics (QED), se muestra que el
potencial entre las particulas iguales estd relacionado con el opuesto del factor de color. Por esta
razén, los criterios que determinan si la interaccion es atractiva o repulsiva se invierten en el caso
de particulas iguales con respecto a la interaccién quark-antiquark.

3.3.1. Quark-antiquark

Vemos cémo la estructura de color afecta al scattering quark-antiquark. En este caso, un quark
(triplete de color) interactia con un antiquark (triplete de anticolor), dando lugar a una estructura
de color que se obtiene como la combinacién de tres colores y tres anticolores. En términos de teoria
de grupos, esta combinacion se escribe de la siguiente formas:

33=1®8.

Esto implica que la interaccién entre un quark y un antiquark puede dar lugar a dos tipos de
estados de color. El primero es un singlete de color, que corresponde al estado neutro asociado con
la formacién de un mesén observable. Su combinacién de colores estd dada por:

(r7 + bb + gg)

i =

Una observacién importante es que el estado singlete, ademas de tener igual cantidad de color que
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de anticolor, es simétrico bajo el intercambio de pares de color y anticolor. Ambas propiedades son
necesarias para que el estado sea neutro en color.

Ademsds del singlete, la interaccién también puede dar lugar a un octete de color. Este octete
estd formado por ocho estados linealmente independientes que no son neutros en color y cuyas com-
binaciones pueden escribirse como:

o= T g = A,
=, =D,
4y = I+ 97) 18)g = (rr+bb — 299)

V2o V6 '

Nos interesa estudiar la configuracién singlete, ya que es la unica que da lugar a observables.
Consideremos entonces la amplitud de scattering del quark y antiquark a nivel arbol, aplicando
las reglas de Feynman a los diagramas mostrados en la Fig. (3.3). El segundo diagrama contribuye
tUnicamente en el caso de quark y antiquark del mismo sabor.

C1 C3 C1 C3

C2 Cq C2 C4

Figura 3.3: Diagramas de Feynman para el scattering quark-antiquark a nivel arbol, en el caso de
quark y antiquark del mismo sabor.

Siguiendo las reglas de Feynman, el factor de color del primer diagrama se calcula como:

Je= iz (C;AaQ) (cEAO‘@) ) (3.1)

donde ¢; y c3 son los colores del quark entrante y saliente respectivamente, y co y ¢4 son los colores
del antiquark entrante y saliente respectivamente.

Sustituyendo los estados de color en la Ec. (3.1) por singletes, se obtienen en total nueve com-

binaciones posibles de estados iniciales y finales sin color. Luego, sumando cada término sobre las
distintas matrices de Gell-Mann y utilizando sus propiedades, se obtiene que el factor de color
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asociado al primer diagrama es:

aoc_l aa_4
A —ﬁTr(/\)\)— .

fc 4\/>\[sz]7,

Mientras que para el segundo diagrama, el factor de color se calcula como:
1
fe=73 (c;)\“cl) (chm) : (3.2)
«

y, en el caso del estado singlete, operando igual que como el diagrama anterior, el factor de color
resulta nulo. Este resultado refleja el hecho de que un singlete de color no puede acoplarse a un
gluon, que pertenece al octete de color.

Por lo tanto, el factor de color de la interaccién quark-antiquark a orden dominante es:
4

flzgv

donde el subindice 1 refiere al estado singlete.

(3.3)

En el caso de scattering quark-antiquark, un factor de color positivo implica que la interaccién
es atractiva. Este resultado es fundamental para la formacién de mesones.

3.3.2. Quark-quark

En la interaccién entre dos quarks la estructura de color estd dada por la combinacién entre un
triplete de color con otro triplete. En lenguaje de teorfa de grupos:

3R3=306,
es decir, la interaccién entre quarks da lugar a estados con color, puede ser un antitriplete de color

o un sextete de color.

El antitriplete corresponde a combinaciones antisimétricas bajo el intercambio de dos quarks.
Sus estados pueden escribirse como:

(rb—br)

=

=

ol
I

)

>

(bg — gb)

©
>
|

|

)

S

(gr —rg)

w
N
|

Il
S

Por otro lado, el sextete corresponde a combinaciones simétricas en los colores. Los estados que
forman esta representacién estdn dados por:

)6 = rr, |4)6 = (rbf/;r),
26 =bb,  [5)s = (b“ﬁgb)
_ (grtrg)
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Estudiamos ahora el efecto de ambos estados en el scattering quark-quark. Los diagramas de
Feynman a nivel drbol se muestran en la Fig. (3.4), donde el segundo diagrama sélo existe en el caso
de quarks del mismo sabor.

C1 C3 C1 C3

C2 Cq C2 Cy4

Figura 3.4: Diagramas de Feynman para el scattering quark-quark a nivel arbol, en el caso de quarks
del mismo sabor.

En el primer diagrama, el factor de color se calcula como:
1
fo= 1 Z (cg)\“cl) (cjl)\“Q) , (3.4)
(e}

con ¢1 y ¢o los colores de los quarks entrantes, y c3 y ¢4 los colores de los quarks salientes. De manera
analoga, el factor de color del segundo diagrama es:

fe= iz (cg)\a@) (c:rl)\aq) . (3.5)

«

Antitriplete

Sustituimos los vectores de color en ambos diagramas por un estado del antitriplete. Resolvemos,
por ejemplo, usando la configuracién |1)5. Para el primer diagrama, la ecuacién (3.4) queda de la
forma:

_tr
1v22

Mientras que, en la ecuacién (3.5) se obtiene un factor de color:

2

fe Z (AT1AZ2 — AZ1ATy — AToAG) + ARAT) = —%

_tr 1
41v22

Se puede probar que el resultado es el mismo para cualquier estado del antitriplete.

« (o7 « « « (o7 (o7 « 2
fe Z (AT2A21 = AZAT) — AT1AS, + AZ1AT,) = 3
«

Esta diferencia de signo es irrelevante para el cdlculo final, ya que al tratarse de fermiones idénticos
es necesario antisimetrizar la amplitud de scattering ante el intercambio de particulas. Esto implica
que las amplitudes de ambos diagramas se restan, dando lugar a un factor de color global

fz=—-3 (3.6)



donde el subindice 3 refiere al antitriplete.

En el caso de la interaccion entre dos quarks, un factor de color negativo indica que la interaccién
es atractiva. Esto justifica que el antitriplete sea la configuracion relevante en el modelo de diquarks.

Sextete

Repitiendo el procedimiento para el sextete, y utilizando como ejemplo el estado |1)g, los factores
de color de las ecuaciones (3.4) y (3.5) dan el mismo resultado:

1

fo = 3 (3.7)

Como el factor de color es positivo, la interaccién entre estados del sextete es repulsiva.

3.3.3. Antiquark-antiquark

La interaccién antiquark-antiquark es completamente andloga al caso quark-quark. La estructura
de color estd dada por la combinacién de dos tripletes de anticolor:

33=336,

dando lugar a dos posibles estados: el antitriplete de anticolor y el sextete de anticolor. Analogo al
caso anterior.

Intercambiando los colores por anticolores en las expresiones del caso quark-quark, obtenemos
los mismos factores de color:

fo=—3. (33)

1

5=3 (3.9)

siendo nuevamente el antitriplete la configuracién atractiva y el sextete la respulsiva.

3.3.4. Diquarks y tetraquarks

A partir de los factores de color obtenidos, podemos entender la formacién de distintos hadrones.
Los mesones se forman por un quark y un antiquark combinados en un singlete de color, con un
factor de color 4/3. Por otro lado, los diquarks estdn compuestos por dos quarks, y por lo tanto
pueden existir en dos configuraciones, antitriplete y sextete. El antitriplete es la configuracién fa-
vorable, ya que es un estado atractivo, con factor de color 2/3. Los antidiquarks son anélogos, y el
estado atractivo tiene el mismo factor de color.

El tetraquark, modelado como un sistema compuesto por un diquark y un antidiquark en confi-
guraciones atractivas de antitriplete, presenta la siguiente estructura de color:

B®3)®(B®3)=323=138.

Por lo tanto, la interaccion entre diquark y antidiquark puede dar lugar a un singlete o a un octete
de color. Nos centramos exclusivamente en la configuracién singlete, que es la tinica observable.
En este caso, la estructura de color es equivalente a la del sistema quark-antiquark, y el factor
de color correspondiente es nuevamente 4/3. Aunque podria considerarse también la interaccién
entre diquarks y antidiquarks en sextetes, se ha encontrado que la contribucién de estos estados es
despreciable [182-184].
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3.4. Sistema de dos cuerpos en un potencial central no rela-
tivista

Una vez estudiada la estructura de color detras del modelo de diquarks, analizamos ahora cémo
utilizar este modelo, junto con la aproximacién no relativista, para simplificar el estudio de los te-
traquarks. En particular, consideramos la descripcién del sistema de dos cuerpos formado por un
diquark y un antidiquark, que interactiian mediante one gluon exchange. Dado que esta interaccién
depende tnicamente del médulo de la distancia entre ambos subsistemas, es posible definir un cam-
bio de variables que simplifica el problema. En esta seccién, y a lo largo de toda la tesis, vamos a
trabajar en unidades tales que ¢ = A= 1.

Consideremos un sistema de dos particulas de masas m; y mq, cada una con un operador posicién
ﬁl y ﬁg y momento ﬁl y ﬁ27 respectivamente. Si sobre el sistema no actia ninguna fuerza externa y
la interaccién entre las particulas viene de un potencial que sélo depende de las posiciones relativas
de las particulas V(ﬁl — 1%2), entonces, el sistema se puede simplificar definiendo nuevas variables:

= mi R —i—mﬁ — — —
RG:M, Po=P + P,
mi -+ mo
L, L moP —m P
R=R, - R,, p=-—21 "2

mi + Mo

donde Rg y Pg estan asociados con el movimiento del centro de masas del sistema, mientras que R
y P determinan el movimiento relativo entre las particulas.

Si también definimos M = m; + mq, la masa total del sistema, y u = T;’Iﬂr”:jg, la masa reducida,
el hamiltoniano del sistema se puede separar en dos términos:
P2 P2 .
Hg= -2, 3.10 H, = — +V(R). 3.11
o=38 (3.10) VI (1
Entonces, la energia total del sistema estd dada por:
E=FE¢+E.=M+E.=m;+mg+ E,. (3.12)

Una manipulacién muy til es escribir el hamiltoniano relativo de la ecuacién (3.11) en términos
del operador de momento angular:

11 1

o112 V)
2ur8r2r 212 + V(R

De este modo, el problema de dos cuerpos se reduce a dos problemas independientes de un sélo
cuerpo: uno correspondiente al movimiento del centro de masas, que se resuelve de forma trivial,
y otro asociado al movimiento relativo entre los subsistemas. El siguiente paso consiste en utilizar
el hamiltoniano relativo para calcular el espectro de energias del sistema. FEn el caso de particulas
relativistas este cdlculo se realiza mediante la ecuacion de Bethe-Salpeter, lo cual resulta un calculo
complejo. Sin embargo, tomando el limite no relativista, el problema se vuelve atin més simple.

El régimen no relativista es adecuado para describir sistemas en los cuales las velocidades involu-
cradas son mucho menores que la velocidad de la luz. En particular, para estados ligados formados
por dos quarks pesados, como el charm o el bottom, las masas de los quarks constituyentes son
lo suficientemente grandes como para garantizar que las velocidades sean mucho menores que la
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velocidad de la luz.

En mecdnica cuantica no relativista, una particula se describe mediante una funcién de onda
cuya evolucién esta gobernada por la ecuacién de Schrodinger:

donde estamos considerando un hamiltoniano que no depende explicitamente del tiempo, por lo que
la ecuacién de Schrodinger nos permite separar la parte temporal de la funcién de onda de la parte
espacial. La dependencia temporal resulta trivial y no aporta informacién adicional sobre el sistema,
por lo que a partir de ahora nos concentraremos en el estudio de la parte espacial.

Para un sistema de dos cuerpos sometido a un potencial central, la ecuaciéon de Schrodinger se
separa en una ecuacién para el movimiento del centro de masas y otra para el movimiento relativo:

2R } 118 Ly .
mwn(rG):EGwn(rG)7 _ﬂ;wr—'—zuﬂg + (T‘) 1/}”(70)_ nwn(F) (313)

El hecho de que el potencial dependa tnicamente de la distancia radial implica que es invarian-
te bajo rotaciones alrededor del origen. Como consecuencia, el hamiltoniano conmuta con las tres
componentes del operador de momento angular E, y la funcién de onda puede escribirse como una
autofuncion tanto del operador de momento angular L? de autovalor [(I4+1), como de la componente
z L, con autovalor m:

Lot = miby,. UVt (.0, 0) = Ry (1) Y;™(6, ).

L2 =1(1+1
{ Yo=1(1+1) 4, N
De este modo, el problema se reduce a resolver una ecuacion diferencial radial para el movimiento
relativo de entre las particulas. Esta ecuacién admite distintas soluciones para diferentes valores de
los niimeros cuanticos n, [ y m, generando un espectro de estados, cada uno con diferente energia o
momento angular.

11d? I(1+1)
-2 174 R, =E,. R, ) 3.14
[ 2ur ar2" 2pur? +V(r) ar) B () ( )

A partir de las soluciones de la ecuacién diferencial, es posible calcular los valores esperados de
las velocidades de los quarks, con el objetivo de verificar la validez de la aproximacién no relativista.
En el referencial de centro de masas, se espera que el valor esperado del cuadrado de la velocidad
del quark sea mucho menor que la velocidad de la luz:

(v3) ~ Ageb ¢

donde Agcp es el pardmetro de desarrollo de QCD, y toma valores razonablemente pequenos. En
unidades naturales, donde ¢ = 1, la condicién no relativista sobre el valor esperado del cuadrado de
la velocidad del quark estd dada por:

(v7) <0.3.

Veamos cémo se calcula este valor esperado a partir de los datos del sistema reducido (etiquetado
con subindice u), que tiene en cuenta Unicamente el movimiento relativo de los quarks:

Pq = Dy w2 2u 2u
vy = Lo = B } (v3) = m7§<vi> = @(K;O = @<E"’5_V(T)>’
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donde K, = £ ; es la energia cinética del sistema reducido, que podemos hallar a partir de la energia

del centro de masas y el potencial de interaccién.

En este capitulo se establecieron las bases tedricas para modelar los tetraquarks dentro del
marco del modelo de diquarks. En primer lugar, se discutieron las motivaciones para emplear esta
descripcidn en el caso de tetraquarks fully-heavy, asi como las aproximaciones necesarias para reducir
el problema original de cuatro cuerpos a un sistema efectivo de dos cuerpos. A continuacién, se
analizé la interaccion de color entre quarks, antiquarks, diquarks y antidiquarks, identificando las
configuraciones atractivas a partir del calculo de los factores de color asociados al intercambio de
gluones. En base a esto, se introdujo la descripcion de la interaccién fuerte mediante el esquema de
one-gluon exchange, adicionando un término confinante de origen fenomenoldgico. Finalmente, se
planted el problema del tetraquark como un sistema no relativista de dos cuerpos en un potencial
central, lo que permite abordar el estudio del espectro mediante ecuaciones de tipo Schrédinger.
Este marco sera utilizado en los capitulos siguientes para calcular las propiedades espectrales de los
hadrones estudiados en esta tesis.
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Capitulo 4

Metodologia

En este capitulo derivamos la expresion del hamiltoniano del sistema hasta segundo orden en el
desarrollo no relativista. A continuacién, vemos cémo resolver la ecuacién de Schrédinger con los
términos de menor orden del hamiltoniano, y cémo tratar los términos del orden siguiente como
correcciones a la energia usando teoria de perturbaciones.

4.1. Potencial de interaccion del one gluon exchange

En el capitulo anterior analizamos cémo la interaccién entre particulas con color se puede aproxi-
mar a orden dominante como el one gluon exchange, en el cual, como hace referencia el nombre, las
particulas intercambian un tnico gluon. En esta seccién, calculamos el potencial asociado con esta
interaccion. Primero, deducimos la expresion para el caso del one gluon exchange entre un quark y
un antiquark, y luego lo generalizamos al caso de la interaccién entre cualquier particula con color.

El primer paso para deducir el potencial es calcular la amplitud del scattering quark-antiquark
a orden dominante. Luego, utilizamos la aproximacién no relativista, en la cual consideramos que
el momento de los quarks es pequeno en comparaciéon con su masa, obteniendo una expresiéon hasta
segundo orden dicho desarrollo. El segundo paso es utilizar la aproximacion de Born, mediante la cual
a partir de la amplitud de scattering calculada, se logra obtener el potencial aproximado asociado a
la interaccion. Una vez hallado el potencial, construiremos el hamiltoniano del sistema.

4.1.1. Scattering quark-antiquark

La amplitud de scattering quark-antiquark se representa de forma grafica mediante diagramas
de Feynman. Cada diagrama tiene una expresién matemédtica asociada que se obtiene siguiendo las
reglas de Feynman que describimos en el Cap. 2. En esta seccién, nos enfocamos en el estudio de la
interaccion entre un quark y un antiquark de distintos sabores, y por lo tanto, con masas diferentes,
donde llamamos m; a la masa del quark y ms a la masa del antiquark. Para este caso, el tnico
diagrama de Feynman que contribuye es el representado en la Fig. (4.1) y siguiendo las reglas de
Feynman se obtiene la amplitud en la ecuacién (4.1):
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Figura 4.1: Diagrama de Feynman para el scattering quark-antiquark a nivel arbol.

. , —ioeb quq X )
M = |73 (p- T 1) 51 L — uqv —sg Tl VbY o84
i @ (p3)es (igy"t") u (101)01](]27713 — (m 2 )| (p2)ch (ig7"t") v** (pa)ea |,
(4.1)

con g =p1 —pP3 = P4 — P2-

El factor de color f., escrito en funcién de las matrices de Gell-Mann, queda:

1
—c
4
En la Seccién 3.3 se calcularon distintos valores de este factor. En particular, para el caso en el que

los estados inicial y final estdn en la configuracién singlete de color, el factor de color toma el valor
4/3.

};/\aclc;/\ac‘l.

fc:

Para los espinores usamos las siguientes expresiones, que son soluciones de la ecuacion de Dirac
en el limite no relativista:

) o 1— Iﬁl2>
w(p) = Vam (wl (1- &) ~wl%7), u5<p>=v2m(( ) )
2 U

1 8m?2

oo 2 Esm.ﬁws
w(p) = Vam (0l 22—l (1- ), v'(p) = Vom <( e o ) ,
S

con m la masa del quark o del antiquark, segtin corresponda, & las matrices de Pauli y ws un vector
de dos componentes asociado al spin. Estas expresiones de derivan en el Apéndice D.

Como queremos estudiar el régimen no relativista, vamos a considerar que la norma del vector
momento de los quarks es pequeno en comparacion con su masa:

|]31 ~ m)‘QCDv

donde Aqcp corresponde al pardmetro de desarrollo de la teoria, que toma valores pequenos, per-
mitiéndonos hacer un desarrollo del potencial en el limite no relativista.

Empezamos por aproximar el propagador del gluon, para esto utilizamos:

P’ = vm? +[pl? ~m +mO(\gep).
|q] = [P1 — P3| ~ mAqcp,
¢ =pl—p3~m—m+ mO()‘(QQCD) ~ mo()‘éCD)v

> = (¢°)7 = |31 ~ =312 + m?0 (Nyep) -
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Entonces, la componente temporal del propagador queda:

. 2 . 2 2

? (q0) —%7oo dp d0 3
———5—— [ 00 — = (14 2+ s ) + 0 (Mep)
q* —m2 +ie <7700 q? ) g% +m2 —ic < |q1? g% +m2 ( QCD)

donde estamos considerando que mg ~ mAqcp, con m la masa de los quarks considerados. Esta
condicidn se satisface para quarks pesados como el charm y bottom.

Y las componentes espaciales del propagador:

¢ 94 —i i 3
v (9 ) =g () + 0 Ode

Por otro lado, los términos del propagador con un indice espacial y un indice temporal son nulos,
yva que la métrica es diagonal y los términos proporcionales a ¢o terminan siendo despreciables como
se explica en [199].

De igual forma, debemos aproximar los factores que incluyen espinores, manteniendo los términos
hasta segundo orden en Aqcp. Para esto se deben utilizar propiedades de las matrices de Pauli, asf
como la conservacién del momento para escribir todo en funcién de pi, po y ¢ . Obtenemos:

@ (@xp) -5
4mq 2mq

a(p3)Y'u(py) = wg [le — } w1 + O (/\?QCD) )

a(ps)Fu(pr) = wh [~id1 x §— ¢+ 2p1] w1 + O (Mep) »

= @° | . (Pax Q)52
oo ®olpn) = ] [2ma — 1T 4 i P XD T2 40 ().

B(p2)70(pa) = w [~id2 X §+ G+ 2] wa + O (Myep) »

con my y mo las masas del quark y antiquark, respectivamente.

Juntando todo, la parte temporal de la amplitud queda:

iMoo =g° fo {u(pg)’you(pl)] (W) [U(m)vov(m)}

—

(mi +m3) |a1>  imy (§x 1) - 51

~ f. g?wiwl |4 —
feg w2w3|: mims 2myms my
imy (P2 X q) - 02 —1
—+ —( _) W1 W4 =2 . o |-
Mo 1% +m2 —ie

Haciendo lo mismo para los términos espaciales, obtenemos:

My =62 fo [u(pg)’yiu(pl)} <Z) (5z’j + (Mj) [U(Pz)wv(m)}

FRESTAE e

g% (31 - G2) — (31 - @) (52 - §) — 26 - (P2 X §) — 20 - (P1 X )

~g? fowlwl

4 —1
_4_) . D +7 D1 - 7. D w1 w _ .
PieP2+ g (01 4) (4 pz)] 1 4<Cﬂz+m3_w>
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Finalmente, la amplitud de scattering hasta segundo orden es:

(m%—&—m%) |q_12+im2(ﬁl X q) - 01 +im1(ﬁQX@'52

iM =~ —ig? f. w;wg [4m1m2 -

2m1m2 mq mao
+|q1? (51 - G2) — (61 @) (G2 - §) — 2iGa - (1 X §) — 2i51 - (Po X §) — 4P - Po (4.2)
Tt G DT B) !
—= (1 - : wiwy | —=—s— | -
FE p1-9)\q-p2 1Wq \(ﬂ2+m§fzs

4.1.2. Aproximacién de Born

Una vez calculada la amplitud del scattering quark-antiquark a orden dominante para quarks
no relativistas, nos preguntamos cémo se conecta esta cantidad con el potencial de interaccién que
queremos calcular. La respuesta esta en la teoria de scattering en mecénica cuantica, que introduce la
aproximacién de Born [200]. A primer orden, esta aproximacién relaciona la amplitud de scattering
con el potencial de interaccién de la siguiente forma:

—i 37 -
V(i) ~ / 2 i, (4.3)
dmims J (27)

Utilizando la aproximacion de Born, hallamos el potencial del one gluon exchange como la trans-
formada de Fourier de la amplitud de scattering calculada en la seccién anterior. En este caso el
factor multiplicativo es 1/4mjms, donde m y mso son las masas de los fermiones que estén interac-
tuando.

Sustituyendo la expresién de la amplitud de la Ec. (4.2) en la expresién para el potencial (4.3),
debemos calcular transformadas de Fourier que se pueden clasificar en las siguientes formas:

/ d?’cj' ei(jf’
(27r)3 |ﬂ2 + mg' . / d3(j' <&'. (j‘) ((j’ b) Ry

J B @2m) lg*+mg g
d’q q i
(271_)3 |q"‘2 +mg€ .

/ &g |q? i 5 / >q (6@)(@'5) i 7
(

(& (&
(2m)* |1 + m3 2r)® |41 +mg

Las transformadas de Fourier de la forma 1 se resuelven en coordenadas esféricas, donde ¢ es el
moédulo del vector ¢’y 6 es el angulo entre ¢y 7

B3a g7 1 oo pm 27 iqr cos 6 1 o 2 iqr __ ,—iqr
/ q3 26 2 = 3/ / / ¢*sin6 dqdfdg 62 2 = 2/ dq zq 26 —
(2m) |q1% + m2 2m)” Jo Jo Jo g +mg  (2m)° Jo q* +mg wqr
1 > q

_ iqr

—_— dqg —— e
ir (2m)? /_oc q*+m2

Para resolver esta integral pasamos al plano complejo. Definimos el dominio de integracién con-
siderando un semicirculo en el semiplano superior. De esta forma, la integral en el contorno tiende a
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cero cuando el semicirculo se lleva al infinito. Dentro de la regién definida hay un polo en ¢ = im,,
por lo que usando el teorema del residuo obtenemos:

/ d3(j' el a T o R 1 etar q . _ ie—mgr img _ e—MaT
(2m)? |12 +m2 (2m)* ir (q+img) (q—img)’ 7 2r v 2imy dmr

Este término se conoce como potencial de Yukawa, y es el potencial esperado para el intercambio
de un gluon masivo cuando no se consideran correcciones relativistas. Los términos de forma 2 y 3
se pueden obtener a partir de este resultado, notando que corresponden a derivadas con respecto a
r de la expresién 1:

/d?’(ji LU vi / d*q Lﬁ =iV (e_mgr)
(2m)* g1 + m (2m)* |1 +mj dmr

dq _ |q? i 2 g T o (€7 yeme”
R\ A [ - LA P, =- 53(r).
/ (2m)? 1q1? +m? ‘ / (2m)? 1q1% +m2 d7r "9 gy +0°(r)

Las transformadas de la forma 4, se pueden escribir como casos particulares de las de forma 5
escribiendo el denominador como:

1 1 1

a2 (17 +m2) — m2la?  m2 (g +m2)’

donde el segundo término queda exactamente de la forma 5 y el primero se puede calcular como el
caso 5 tomando el limite de m, tendiendo a cero.

Por ultimo, las transformadas de la forma 5 se calculan utilizando la siguiente propiedad:

/ iq (a-3)(7-9) o7 = (7-v) () (e"”g’).

(27T)3 |71 + mg 4d7r

Sin embargo, la resolucién de esta transformada de Fourier es mas complicada y se encuentra en el
Apéndice B. El resultado es:

/ °q (5@)((;.5) i«i»fw53(r)+

(2n)” 3 +m] 3

Finalmente, el potencial de interaccién debido al one gluon exchange en el referencial del centro
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de masas es:

3 g2 fc e~ Mg” B g2 fc ‘ﬁIZ
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- 5> + 5 +mgr+1—e "
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2 2 53 — — 2 2 ‘m2 — N —mgr
+ 29° fe°(r) (51 . 52) 29" femy (51 . 52) € (4.4)
3myi mao 3mimso 4rr
3 g2 fc (mgr + 1) 2m1 =+ mo ([—: ) §1> i mi + 2m2 <[_: . 52) e—mg'r‘
2mq1mo my mo 4A7r3
2 2,2 3 g -7 g -7 —mgr
9° fe mgr = & ( 1 ) ( 2 ) e M9
_JdJe 9 1115, -5, —
m1ma < 3 tmeT > LR r2 43’
donde usamos las definiciones de momento angular: L=7x p, y de spin: S = % para la particula
y S, = f% para la antiparticula.

Este potencial es similar al obtenido en [201], donde también se trabaja con una masa del gluon.
En particular, obtenemos los mismos resultados para los términos dependientes del spin, difiriendo
unicamente en los términos cinéticos (dependientes del momento). Si consideramos el limite en el
que la masa del gluon tiende a cero, se recuperan los términos dependientes del spin hallados en [202].

El potencial obtenido fue calculado para la interaccién entre un quark y un antiquark, sin embargo
se puede extender para cualquier particula de color interactuando mediante one gluon exchange. En
particular, en el Apéndice C se deriva el potencial para la interacciéon entre dos quarks, obteniendo
la misma expresién que la ecuacién (4.4).

4.2. Hamiltoniano del sistema

Finalmente, podemos escribir una aproximacién al hamiltoniano de interaccién entre dos particu-
las con color en el régimen no relativista. En base a la discusion de la Seccién 3.2, dicha interaccion
se compone de dos partes: la primera, calculada en la secciéon anterior, dada por el intercambio de
un gluon; y la segunda, agregada de forma fenomenolédgica, consiste en un término de tensién de
la cuerda, que corresponde a un potencial que crece linealmente con la distancia. Juntando ambos
resultados e introduciendo una correccion relativista a la energia cinética, obtenemos el siguiente
hamiltoniano en el centro de masas:
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(4.5)

Utilizaremos este hamiltoniano para calcular el espectro de masas del sistema reducido definido
en la Seccion 3.4, para el cual la funcién de onda y los niveles de energia se hallaban resolviendo la
ecuacion de Schrodinger. Para esto, dividimos el hamiltoniano en dos partes: H = Hy+ H; represen-
tadas en las ecuaciones (4.6) y (4.7) respectivamente. Los primeros tres términos del hamiltoniano:
la energia cinética, la interaccién de tipo Yukawa y el potencial de la cuerda, constituyen Hp, y se
utilizardn como potencial de interaccién en la ecuaciéon de Schrodinger. Mientras que, los términos
de mayor orden pertenecen a Hi, y se considerardn como perturbaciones al potencial que dardn

lugar a correcciones a los niveles de energia.

2 1 1 2 " —mygr
po o 7P, 1) ghem
2 mi Mo 4mr

AL LN R e P15 (1
g w1y 1 _ gMmaT _ _—
! 8 m?—’—mg mymg m? (mgr mer em) 43 + 8 2
g2 fem?Z (m3+m3) e=me" 32 f. (5-7)° ( mir? o) e
— + +mgr+1—e " | —r
8mymo 4dmr mimo mg 3 47rd
2 g2 053 . 2 g2 ch I —mgr
L2980 (7“)(51.52)_ 9 f. -‘1(51-52)6
3myma 3myimo 4y
_ 3g2fc (mgr—i- 1) e=™a" [2my + mo (Egl) n m1 + 2ma (E 52)
2mq mo 473 my ma

2 mQ T2 . . 3 _’1 : F) (52 ’F) —mgr
_gfc<9+mgr+1> S-Sy — e My

mimse 3 r2 A3

Dénde los términos de mayor orden correspondientes a H; son el andlogo en QCD de las correcciones
finas e hiperfinas de QED. Algunos de estos son muy conocidos en la literatura, como la interaccién

Spin-spin (§1 . 52), la interaccion spin-orbita (E . §) y la interaccién tensorial <§1 . F) (§2 . F).

El hamiltoniano obtenido se utilizard para describir tres sistemas: mesones, diquarks y tetra-
quarks. En cada caso, las caracteristicas de las dos particulas que componen cada sistema son
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distintas, lo cual se refleja en los parametros del potencial, como el factor de color, las masas y el
spin. En la Tabla (4.1) se muestran los valores de dichos pardmetros en el caso de mesones, diquarks
y tetraquarks. En el resto del capitulo describiremos como trabajar con el hamiltoniano de forma
genérica, luego en cada caso se sustituiran los parametros correspondientes.

Sistema Estado | Configuracién de color | Factor de color | Masas | Spin

Mesén qq singlete 4/3 Mg 1/2

Diquark qq antitriplete 2/3 Mg 1/2
Tetraquark qqqq singlete 4/3 Myq 1

Tabla 4.1: Parametros del hamiltoniano utilizados para cada sistema estudiado: mesén, diquark y
tetraquark.

4.3. Resolucién numérica de la ecuacion de Schrodinger

En base a las aproximaciones que hemos realizado hasta ahora, redujimos el problema de estudiar
tetraquarks a la resolucién de la ecuacién de Schrodinger para el movimiento relativo de sistemas de
dos particulas que a orden dominante interactiian mediante un potencial radial. Para estudiarlo a
orden dominante utilizamos la ecuacién de Schrédinger radial (3.14) con el potencial de interaccién
sin perturbar de la ecuacién (4.6):

1 d? Li+1) g% foe~™ma"

.
2 pr dr? 2 pur? 4mr

+ br le(?”) = En,anJ(?”).

Esta ecuacién no admite soluciones analiticas cerradas debido a la forma del potencial que esta-
mos considerando. Por este motivo, vamos a recurrir a métodos numéricos para obtener los valores de
la energia y las funciones de onda. Para simplificar el tratamiento numérico y disminuir la cantidad
de pardametros independientes del problema, escribimos la ecuacién radial de forma adimensionada.
Definimos R,, (1) = %un,l(r) y hacemos el cambio de variable p = % con ag = g;‘%u:

L@ a4l 2 g=mgaop
|: ( ) _ 9 ‘f —+ baop — En7l:| Un,l (P) =0.

C2paZ dp? T 2pal p? dmagp
2 p2
También definimos E; = 932f;§‘ la energia de ionizacién, A = EE}’, A = mgap y B = b%—‘;.

Sustituyendo, la ecuacién radial de Schrodinger adimensionada toma la forma:

2 11+1) 2,
|:CW_,02+[)6 p—Bp—I—)\nyl Unp, (p):O (48)

De esta forma, la ecuacién ahora depende de dos coeficientes, A y B, que tienen en cuenta los
valores de los distintos parametros del modelo, los cuales podremos hallar mediante el ajuste del
espectro de mesones pesados. Ademds, la ecuacién depende de dos niimeros cuanticos: el momento
angular [ y la excitacién radial n. Los diferentes valores que estos tomen daran lugar a distintas
energias, formando asi el espectro de energias del sistema.

En este trabajo, la ecuacién de Schrodinger se resuelve numéricamente. En un principio, imple-
mentamos una rutina propia para resolver la ecuacién, basada en discretizar el espacio. Sin embargo,
el procesamiento numérico resulté ser muy costoso, por lo que, luego de verificar que se obtienen
los mismos resultados, se introdujo la funcion NDEFEigensystem de Mathematica para resolver la
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ecuacion, que estd mejor optimizada. Dicha funcién calcula simultdneamente los autovalores y sus
respectivas autofunciones dado un operador. En nuestro caso la utilizamos para hallar A,,; y la
funcién adimensionada wu, ;. NDFEigensystem resuelve la ecuacién utilizando técnicas de elementos
finitos, discretizando un dominio finito de resolucién. Esto es ttil para el caso del cdlculo de estados
ligados, en los cuales la funcién de onda converge a cero en el infinito debido a que la probabilidad
de encontrar los constituyentes del sistema a distancias arbitrariamente grandes debe ser nula. Por
lo tanto, se puede considerar a la funcién de onda como acotada a un dominio finito.

Para resolver la ecuacion diferencial se deben considerar condiciones de borde. La condicién en
infinito ya fue discutida pero veamos qué sucede en el origen. Cuando r — 0 la solucién de la
ecuacién se comporta como Ry, ;(r) ~ 7!, esto da lugar a las siguientes condiciones iniciales:

Ry1=0(0) #0
Rn,l;éo(o) =0.

En funcién de las variables adimensionadas, estas condiciones se verifican imponiendo u,;(0) = 0.
Desde el punto de vista numérico, las condiciones de borde se obtienen implementando condiciones
de Dirichlet.

Ademas, incorporamos al programa una verificacion explicita del nimero cudntico radial asociado
a cada solucién encontrada. Para esto, utilizamos el teorema de nodos de Sturm-Liouville, el cual
plantea que el niimero cudntico radial estd determinado por el nimero de nodos de la funcién de
onda radial:

nodos =n — 1.

En la implementacion numérica, se realiza un conteo del niimero de raices de cada funcién de
onda obtenida utilizando NDFigensystem y se compara con la cantidad esperada segin el niimero
cuantico radial. En caso de fallar, se debe agrandar la region del espacio en la cual resolvemos la
ecuacion diferencial, por tratarse de un problema de convergencia.

Finalmente, conociendo A, ; podemos determinar los niveles de energia del sistema mediante la
relacion: Ey, ; = A\, 1 Er. Ademds, debemos recordar de la Seccién 3.4 que la energfa total del sistema
de dos cuerpos es la suma de E,, ; y la energia del movimiento del centro de masas, como obtuvimos
en la Ec. (3.12). Por lo que el espectro final se calcula a partir de:

2 42
_ g fen
En,l =M+ 3972 )‘mlv (49)

con M la suma de las masas de las particulas que componen el sistema de dos cuerpos.

4.4. Correcciones a la energia

Hasta ahora, hemos calculado el espectro de estados ligados de dos particulas con color, consi-
derando tnicamente los términos dominantes del hamiltoniano, es decir el hamiltoniano de la Ec.
(4.6). Esta aproximacién permite obtener el espectro radial del sistema y las autofunciones asocia-
das mediante la ecuacién de Schrodinger en el régimen no relativista. Sin embargo, considerando el
siguiente orden del hamiltoniano de interaccién, se obtienen términos adicionales que, si bien son
subdominantes, introducen correcciones relevantes a los niveles de energia y a la estructura fina del
espectro. A estos términos les llamamos H; y se escriben en la Ec. (4.7). El objetivo de esta sec-
cién es analizar el efecto de estos términos subdominantes sobre los estados previamente obtenidos,
utilizando teoria de perturbaciones a primer orden.
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Teoria de perturbaciones independiente del tiempo

Sea un hamiltoniano de la forma:
H = Hy+ Hi,

donde Hj es el hamiltoniano no perturbado, correspondiente al potencial central ya estudiado, y H
representa un conjunto de términos de correcciéon cuya contribucién es pequena en comparacién con
Hy.

De la misma forma, los autovalores del hamiltoniano se pueden expresar como un desarrollo en
ordenes de la perturbacién:
E=FEy+FEi + ...

dénde Ey corresponde al autovalor obtenido a partir del hamiltoniano no perturbado Hy, determi-
nado utilizando la ecuacién de Schrodinger con el potencial central, y E; representa la correccion
a primer orden, asociada al hamiltoniano perturbativo H;. Existen también correcciones de orden
superior que en este caso no consideramos.

En teoria de perturbaciones independiente del tiempo, las correcciones a la energia a primer
orden para un estado no degenerado estan dadas por el valor esperado de H; evaluado sobre los
autoestados no perturbados [203]:

Ey = (no| Hi |no) (4.10)

siendo |ng) un autoestado del hamiltoniano sin perturbar.

4.4.1. Autoestados del hamiltoniano sin perturbar y cambios de base

Previo al calculo de las correcciones a la energia, debemos analizar de manera completa como se
construyen los autoestados del sistema y cuales son los nimeros cudnticos que los caracterizan. El
objetivo de esta seccién es presentar una descripcion de la funciéon de onda del sistema e introducir
las bases que resultaran 1tiles para el calculo de correcciones perturbativas.

La funcién de onda total del estado puede descomponerse en los distintos grados de libertad del
sistema:
Up = wespacial & Ptemporal @ Wspin & Xcolor @ Agapor- (411)

La funcién de onda espacial se obtuvo resolviendo la ecuacién de Schrodinger en el régimen
no relativista, como se describe en la Seccién 3.4. Aprovechando la simetria esférica del potencial
central, la parte espacial puede separarse en una contribucién radial y una angular:

wespacial (T7 9, (b) = Rn,l(r) }/lml (97 ¢) P

donde la funcién radial se determina numéricamente y depende de los niimeros cuanticos radial, n,
y orbital, [, mientras que la dependencia angular estd dada por los armonicos esféricos.

Por otro lado, previamente estudiamos las consecuencias de la existencia de los grados de liber-
tad de color, calculando la estructura de color del sistema y deduciendo el factor de color asociado
al tetraquark, a los diquarks y a los mesones. En cuanto al sabor, en este trabajo se consideran
sistemas formados por quarks pesados, compuestos Unicamente por charm y bottom. Para el caso
de los mesones se estudiard el charmonium, bottomonium y charm-bottom, mientras que para los
tetraquarks nos centraremos en sistemas formados por quarks del mismo sabor, ccéé y bbbb.
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Resta entonces describir la dependencia con el spin. En el marco de un sistema de dos cuerpos,
la dependencia en el spin se puede escribir en funcién del spin de los componentes (diquarks en el
caso del tetraquark y quarks en el caso de mesones y diquarks). Sea S el operador de spin de un
constituyente y S, el operador de spin del otro componente, tal que cumplen las siguientes relaciones:

S2|s1,ms,) = 51 (s1+ 1) [s1,ms,) S |s2,mi,) = 52 (52 + 1) 52, ms,)

Sf |817m51> = m51 |Sl7m81> ) SQZ |S27m52> = mSg |827m52> il

donde S* representa la componente z del vector S. Entonces, un autoestado de §1 se describe con
el nimero cudntico s; asociado al médulo del spin del constituyente y con el nimero cuantico mg,
asociado a la componente z del spin, que toma valores entre —s; y s1. En el caso del diquark s;
tomard el valor 1 y en el caso del quark tomard el valor 1/2.

De esta forma, se caracterizan los estados de spin de los constituyentes con dos nimeros cuanticos,
51y ms,. Por lo tanto, una descripcién completa del sistema de dos cuerpos estd dada por la base:

|nalvml,slam51752»m52>; (412)

donde los operadores asociados forman un conjunto completo de operadores que conmutan. Nos
referiremos a esta base como la base de diquarks.

Si bien la base hallada es la més natural para trabajar con sistemas de dos cuerpos, no es la més
util. Para el célculo de las correcciones a primer orden de la energfa, va a resultar mas comodo definir
el operador de spin total del sistema, S , y el operador de momento angular total f, que relaciona el
momento angular orbital con su spin total:

S2[s,mg) =s(s+1)|s,ms), T2G,my) =5+ 1) 5, my),

S%|s,ms) = myg |s,my) , JZ |3, m;) = m;|j,m;) .

Andlogo al caso del operador de spin de los constituyentes, s describira el spin total del sistema,
que puede tomar valores 0, 1 o 2 en el caso del tetraquark y 0 o 1 en el caso del diquark y el mesoén;
mientras que mg puede tomar valores enteros entre —s y s. Por el otro lado, los valores de j van a
estar determinados por s y [, pudiendo valer cualquier nimero entero entre [ + s y |l — s|, mientras
que m; toma valores enteros entre j y —j.

Con estos nuevos operadores se puede formar un conjunto completo de operadores que conmutan,
dando lugar a la base:

|n,j,mj,l78,51782>. (413)

Esta base resulta ser la mas 1til para describir al sistema total, ya que los niimeros cuanticos presen-
tes son los que se suelen usar para describir estados ligados. Informalmente, nos referiremos a esta
base como la base de tetraquarks, aunque la utilizaremos para describir todos los estados ligados
considerados en este trabajo.

Una observacion sobre esta base es que, desde el punto de vista relativista, s6lo el niimero cuantico
7 se conserva. En nuestro modelo no relativista vamos a considerar que todos los niimeros cudnticos
de la base son conservados, y s6lo vamos a tener en cuenta estados puros, es decir, no vamos a
considerar estados mezcla de distintos nimeros cuanticos.
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Es posible relacionar el nuevo operador S con los operadores de spin de los constituyentes,
obteniendo:

S=5®1,+1,®5,.

Y a su vez, podemos hallar una relacién entre el operador de momento angular total J y los
operadores S'y L:

J=L®ls+1, 8.

A partir de las relaciones anteriores entre los operadores de las distintas bases, se puede hallar
una conexién entre las bases. Para esto se deben usar los coeficientes de Clebsch-Gordan, que nos
permiten escribir una base como combinacion lineal de los elementos de la otra. En el caso de las
bases de las ecuaciones (4.12) y (4.13) la relacién queda:

. msmy ~Msq Mg
In, j,mj,l,s,51,52) = E :E :§ :E :ij]‘ "Csmt 2 n, Ly, s1,ms,, 82, M, ) (4.14)

ms My Mgy M,

donde las sumas son en todos los valores permitidos de mg, m;, ms, y ms, que describimos anterior-
mente. Debido a las propiedades de los coeficientes de Clebsch-Gordan, muchos de estos términos
resultan ser nulos.

En este caso, los coeficientes de Clebsch-Gordan utilizados tienen la forma:

msmy; .
ijj _<n7l’ml757msa81752|n7.]amj7l78;51752>7
Mg, M-
Cs’mi 2 :<n7 l7 mip, 81,Ms,, 52, Ms, |n7 lv mi, s, Mms, S1, 82>7
donde se debe usar una base auxiliar como paso intermedio para pasar entre la base de diquarks y la
base de tetraquarks. Estos coeficientes se calculan a partir de relaciones de recurrencia, o se pueden
hallar usando tablas y funciones integradas de Mathematica.

En general, trabajaremos en la base de tetraquarks definida en la ecuacién (4.13). Sin embargo,
veremos que algunos términos del hamiltoniano no son diagonales en dicha representacion, por lo
que serd necesario pasar a la base de diquarks, introducida en la ecuacién (4.12). Este cambio se
realizara escribiendo la base de tetraquarks como combinacién lineal de los elementos de la base
de diquarks, como se muestra en la ecuacién (4.14), utilizando los coeficientes de Clebsch-Gordan
definidos.

Para el caso del cédlculo del diquark y tetraquark con todos los quarks del mismo sabor, este
proceso es suficiente para hallar las correcciones a la energia. Sin embargo, el caso de quarks de
distintos sabores es mas dificil debido a la diferencia de masas entre ellos. Para este caso, debemos
realizar otro cambio de base, descrito a continuacién. Para esto seguimos los detalles de [204].

Definimos dos operadores K7 y K> que relacionan el momento angular del sistema con el spin
de cada constituyente. Mostraremos céomo se define el caso de K7, y Ky es analogo:

Ki=L®ls, +1,®85;.
Vemos que es similar a la definicion del momento angular total con:

Ky |ky,muy) = ky (ky + 1) [ky,ma, )

Klz |k1’mk1> = Mk, |k17mk'1> )
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donde nuevamente k; puede tomar valores entre |l — s1| y [ + 81 y my, valores entre —kq y k.

Utilizando este operador, y los deméds ya definidos para la base de diquarks, se puede escribir la
base:

|n7k17mk1a17817327m52>' (415)

Al igual que antes, las bases de las ecuaciones (4.15) y (4.12) se relacionan mediante coeficientes
de Clebsch-Gordan:

klmkl
|nal7ml5817m317523m82> = E E lemsl ‘n7k1amk1alvsla827mb‘2>7
k1 My
con:

k)l mi
lemsll = <’I’L7 kla M, , l7 81,52, Mg, |n7 l7 mi,S81,Ms,, 52, m52>~
Para escribir la base de tetraquarks en funcién de la nueva base debemos seguir utilizando los coefi-
cientes de Clebsch-Gordan igual que antes.

Este procedimiento descrito se va a utilizar para el estudio de los tetraquarks, diquarks y para
los mesones, donde, para calcular las correcciones a la energia, se deberd utilizar distintos cambios
de bases dependiendo del spin del sistema y de las masas de los constituyentes.

4.4.2. Calculo de las correcciones a primer orden de la energia

En esta seccién calculamos las correcciones a la energia a primer orden utilizando teoria de
perturbaciones, enfocandonos en cémo calcular el valor esperado de las perturbaciones. Para cada
término se busca la base en la que se diagonalizan las correcciones empleando los cambios de bases
mostrados en la seccién anterior.

El procedimiento general que seguimos para calcular las distintas correcciones consiste en separar
la parte radial, asociada a los nimeros cuanticos n y [, y trabajar esta parte del valor esperado en la
representacién de posicién. Utilizando clausuras de los autoestados de posicién, los valores esperados
se pueden escribir como integrales de la funcién de onda. Por ejemplo, para un operador O que se
puede separar en una parte radial f(r) y una parte dependiente de otros nimeros cudnticos que
llamaremos W (z), el valor esperado se escribe como:

(nol Ono) = (no| W (=) f(r) Ino) = (no| W (z) |no>/d7“ 2Ry, (r) f(r) Ry (7).
Esta separacién nos permite tratar de forma numérica la parte radial de la funcién de onda,
mientras que el comportamiento conocido de los demas niimeros cuanticos se resuelve analiticamen-

te.

Veamos las correcciones a la energfa término a término:

(2 )

Para calcular este valor esperado utilizamos la expresion:

2 —mgr
2 ge ¢
=2ou(Ho+2— —b
[P M(o . 7‘),
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donde el valor esperado de Hj en la base del hamiltoniano sin perturbar corresponde a los valores
de la energia obtenidos con la ecuacién de Schrodinger. Entonces el valor esperado queda:

,LL2 2 —m T 2
T, = —2( )/drr (E0+ 3 br) | Ry (7). (4.16)

2 2 (2 2\ 2 2 (2 2 _
c + mg™ c + "
P <g fem, (ml mz) e > _ 9 femy (ml m2) /drre 1 |Rn,l(7")|2- (4.17)
T

2,2 2,2
8mims 4mr 8mimsj

_ g2f053(T) 1 1 _ngc 1
r= (CEEO (L L)) = CE (L D)o, (418)

con ¥, ;(0) la funcién de onda en el origen. Debido a que las resoluciones numéricas de la funcién
de onda pueden presentar dificultades en el origen y para reducir errores numéricos, calculamos el
valor de la funcién en el origen utilizando la siguiente expresion:

nsOP = 4= (2. (4.19)

La deduccién de esta identidad se encuentra en el Apéndice E.

92 fe |p? e ma”
T, = miri+myr+1—e™") —— ).
4 <m1 mo mg ( g T MgT ) 43

Usando la misma expresion para el momento que en 77:

2 A 2 —mgr —mgr
Ty = — g fet /dr (E + - br) (m;r2 +mgr+1—e™") € : | R ()% (4.20)
‘ ™

mima m2
342 o A2 2 —mgr
T, — gfc(p 7:) g +mgT+1—€7mgr e . .
mimemg 3 47r

Para resolver este término escribimos el operador p’ en representacién posicién p' — —iV. Siguien-
do las reglas deducidas en [199] a partir de la ecuacién de Bethe-Salpeter, este operador actia
Unicamente sobre la funcién de onda.

392 fc / mg 7"2 _ e~ Mmg” )

L= mme | @ L—em™" n i (7). 4.21

° mimo m?] " 3 Mg Tt € Ay R J(T)arR ,l(/r) ( )
2 c 1 2 - = 2 o5 —mgr

Ty — — (Ll (mar 1) 2+ s (L-Sl)+w(L.Sz) € (4.22)
2my my m ma 473

9> fe 2mi +ma /> 2 mi+2ms /> = e~ Mg
_ <L.Sl>+7<L~SQ> /dr (g7 +1) | Rua(r) 2
2m1 mao mi mo

Para calcular este término, observamos que los operadores L-S7 y LS5 no son diagonales en la
base de tetraquarks. En este caso debemos utilizar el cambio de base descrito en la seccién anterior,
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ya que en la base |n, ki, m,,[, 51,82, ms,) ¥ en la respectiva base para el otro constituyente, los
operadores si se diagonalizan.

En la nueva base, podemos escribir el operador (E . §1) como:
7.3 2 g\ _ 72 _g2_ g2 72 g2
2§ =(L+8) ~L*-52=RK?-L?-357,
donde conocemos cémo actian los operadores K 2, L2y §12 en la nueva base:

(E-8) = 5l +1) 10+ 1) = s1(51 + 1)].

Utilizando este resultado junto con los coeficientes de Clebsch-Gordan como se explicé en la
seccién anterior, y repitiendo el procedimiento para So, se obtiene la correccién Tg.

Caso particular de masas iguales

En el caso de masas iguales el calculo de la correccién Ty se simplifica ampliamente. En particular,
la dependencia en el momento angular pasa a ser:

BT (LG )+ IR (L8 3 (L (Si+52)).

Escribiendo S = S + §27 el operador si es diagonal en la base de tetraquarks y ya no es necesario
el cambio de base.

- - =\ 2 i - - i -
Usandoque2S~L=(L+S) ~S2-L2=J%-52 L2 seobtiene:

2 —mygr o . .
T6:—<3g Je (myr+1) (J2—52—L2)>

4m?2 s
7777497"

| R ().

_ ‘[j(j+1)—s(5+1)—l(l+1)]/dr(mgr+1)647W

Ahora, usando el mismo razonamiento que antes para escribir S y S, en funcién de S:
255 = (S +9) - 52 -92=5>- 525,
se obtiene:

1= 2L (52522 52)) o)

3m1 mao

_ g fe

= 3mymy [s(s+1)—s1(s1+1) = s2(s2 4+ 1)] [0, (0) %, (4.23)

donde nuevamente se aplica la igualdad de la ecuacién (4.19) para calcular el valor de la funcién de
onda en el origen.
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2 2 cm2 . . —mgr
R:_ALLJ@_@e _
3myime A7y
g fem]
3m1 mo

—mgr

o | R ()] (4.24)

e
[5(8+1)781(81+1)752(52+1)]/dr7"
Finalmente, el dltimo término de las correcciones, que llamaremos correccién tensorial, es:

2 m27~2 . . . . —mgr
Ty—— (IS (M [51.52—3(51-f)(52-f)]6 .
M1 Mo 3 4A7r3

Nos enfocamos en la parte de spin, siguiendo el procedimiento descrito en [62]. Empezamos
descomponiendo los productos escalares y escribiendo 7 en coordenadas esféricas:

S -8 -3 (51 r) (5*2 7") = STST 4 SYSY + 8783
—3(S¥ sinfcos ¢ + SY sinfsin ¢ + Sf cos ) (S5 sin 6 cos ¢ + S sin O sin ¢ + S5 cosh) .

Definimos los operadores de subida y bajada, S* = S§% +iSY, que acttian sobre autoestados de
S$pin como:

S+ [s,ms) = Cx(s,mg)|s,ms 1),

con Cy(s,ms) = \/s(s + 1) — ms(ms £ 1).

En funcién de estos nuevos operadores la parte tensorial de la correcciéon Ty queda:

2 = - - 3 ; 3 ; 3 ;
S1-52—-3 (Sl f) (Sg f) =7 sin® 0e?'? S Sy — 1 sin® fe~ 20 SF S — 3 sin 6 cos 0’ (S; S5 + S7.55)

. 1
= %sinﬁcos e~ (S5 + S7ST) + (2 - Zsm? 9) (SF85 +S755) + (1 —3cos®0) S S5.

Y a su vez la parte angular se puede escribir en funcién de los armonicos esféricos:
1 /5 1 /5
0 _ 2 _ .2
Yy (6, ¢) = 5\/ = (3cos?0 —1) = 51/ = (2 —3sin?6),

1 .
Y, 1 (0,6) = 8775r cos fsin fe %

1 .
Yy (6, ¢) = — 8—5 cos 0 sin fe'?
7r
1 /15 ;
Yy 2 (0,¢) = 1V o sin” fe= %7,
77
1 /15 ;
Y3 (0,0) = 7\/ 5 sin” 0™,



con ¥, = (—1)™ (%)

Entonces el valor esperado toma la forma:

mima

2 . 2
Ty = 9 \/5”<\/§Y225152 + VY, 2SS — VBYS (S7S5 + S:Sy) + vV3Yy ! (ST S5 + S7SY)

—Mgr

V2

m2r2
— Y9 (S§ Sy +S7ST) + 2\@130st5> /dr <§ +mgr + 1) | Ry (7)]2. (4.25)

2 4rr

Es sencillo calcular este valor esperado cuando hacemos el cambio de base a la base de diquarks
|n,l, my, s1, 82, ms,, Ms,), donde los operadores de subida y bajada actian como describimos ante-
riormente. Por ejemplo, para el primer término tratamos primero la parte de spin y luego la parte
angular:

(81752,m51,m52| SIS; |s1,82,m;1,m;2> = <517m51| Sf |817m;1> <82,m52| S; |s27mi92>
= C_(s1,m},) Cy(s2,m},) (s1,ms,|s1,ml, — 1) (s2,mg,|s2,m}, +1)
= C*(Slvmgl) C+(S27m;2)6m51,m.21*1 5m52,mg2+1-

El valor esperado de los arménicos esféricos es sencillo de calcular considerando los autoestados
de momento angular en la representaciéon de posicién:

(1, ma| Y5 |1, m) :/dﬂ (V"™ (0,6))" YZ (0,6) Y™ (6,0)

— (—py™ / 42 Y, (0,0) Y2 (0,0) Y™ (0,6).

Esta integral se resuelve empleando una identidad de los arménicos esféricos:

m) 5
[aavim w0y 0.0y, l(0,¢><2l+1>\/; <é X é) <—7lm " rrln>

donde los valores entre paréntesis son los coeficientes 3j-Wigner, que se pueden hallar utilizando
funciones integradas de Mathematica.

Siguiendo estos pasos para cada término y ademads teniendo en cuenta los coeficientes de Clebsch-
Gordan del cambio de base utilizado, se obtiene la correccién Ty.
Caso particular de spin 1/2

Cuando los constituyentes del sistema tienen spin 1/2, como en el caso de los mesones y diquarks,
el estudio de la correccién Ty se simplifica notoriamente. Utilizando que, para dos operadores @ y b
que conmutan entre ellos y con 7y E, el valor esperado de la transicién entre estados con el mismo
numero cuantico orbital [ vale:

<(d-6)r2f(r)—3(a-fj(E-f')f(r)>
r2f(r)
- g IO (a2 (a8) <3 (3 ) (51) 3 (5-2) (3 1)),

vemos que esto es valido para el caso @ = S1 y b = Sz, que conmutan tanto con L y 7 como entre

ellos porque actiian en espacios distintos. Entonces:
D)-3(82) (5-))
—1 ’

7 :<ngc <m§r2 +mgr+1> emgr> (202(5,-5) -3(5, I) |

S
mime 3 473 (21 +3) (21
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Mirando la parte de spin y momento angular, el segundo y tercer término se pueden reescribir

3[(S0-) (%-L) + (S:-1) (50 1)] =3 [(5.5)2_ (5.-) - (52.5)2] |

Pero como son particulas de spin 1/2:

- 01

Ty
— 62
Sp=—2

o =\ 2
con & las matrices de Pauli, entonces podemos usar las propiedades de estas matrices para (Sl . L)

. (52.5)2.

» . » 5 \/(¢ -\ L-L i /- = L* S§-L
(E~6)(E~b)—&~b+i5-(dxb)—><;~L>(Z~L>—4+ZZ~(L><L)—4512 ,

donde usamos la definicién de momento angular L X L = iL y volvimos a escribir todo en términos
de S7. Para S5 el calculo es anédlogo.

Usando que 2L 2 (51 . §2) =L2§2-[ 2§12 ~L 2§22 y juntado todo, la parte de spin queda:

donde en el ultimo paso usamos que S. L= % (j2 —-S2_1 2).
Juntando todo y calculando el valor esperado se obtiene:

3

T — 9> fe 1 {l(l+1)8(5+1)_[j(j+1)—s(s+1)—l(l+1)]2_

T mime (204 3) (20— 1)

4

—mgr

_ Z [[G+1)—s(s+1)—=1(+1)] } /dr <mg3r +mgr + 1) 647|Rn’l(r)|2. (4.26)

A partir de estas expresiones y las funciones de onda obtenidas de la resolucién de la ecuacién
de Schrodinger, obtenemos las distintas correcciones a primer orden de la energia. Le llamaremos
correccién relativista a la dada en la ecuacién (4.16); correccién spin-6rbita, a la ecuacién (4.22);
correccién spin-spin a la suma de las correcciones de las ecuaciones (4.23) y (4.24); y correccién ten-
sorial, a la correspondiente a la ecuacién (4.25). Las demds correcciones dependientes del momento
se agrupan bajo el nombre de correcciones cinéticas, dadas por las ecuaciones (4.17, 4.18, 4.20, 4.21).

Observamos que tratando el hamiltoniano sin perturbar se obtuvo un espectro que sélo depende

de los nuimeros cuanticos n y [. Es la inclusiéon de correcciones a primer orden que introduce las
dependencias en los deméas ntimeros cudnticos s y 7, dando lugar al espectro completo del sistema
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de dos cuerpos.

En el capitulo siguiente utilizaremos esta metodologia para calcular el espectro de masas de tres
sistemas: mesones pesados, diquarks pesados y tetraquarks fully-heavy.
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Capitulo 5

Parametros del modelo

Previo al estudio del espectro de los fully-heavy tetraquarks, es necesario fijar los parametros
relevantes del modelo, como la constante de acoplamiento, g, la masa del gluon, mg, la tensién de
la cuerda, b, y las masas de los quarks constituyentes, m. y my. Para hallar los valores de dichos
parametros, utilizamos el modelo descrito anteriormente para calcular el espectro de mesones pesa-
dos, cé y bb. Para distintos conjuntos de pardmetros se calcula el espectro de masas y se lo compara
con los valores experimentales disponibles. El conjunto que mejor ajuste los datos luego sera utili-
zado en el estudio de sistemas mas complejos.

La motivacién para estudiar mesones pesados viene de varias razones. En primer lugar, al tratar-
se de sistemas de dos cuerpos, podemos aplicar el mismo modelo descrito para el caso de diquarks,
simplemente cambiando el factor de color (ver Tabla 4.1). En segundo lugar, eligiendo centrarnos en
mesones pesados, la gran masa de los quarks constituyentes justifica el uso de la aproximacién no
relativista y la aproximacién mg ~ Agcpm utilizada en el Cap. 4. Finalmente, desde el punto de
vista experimental, los sistemas de charmonium y bottomonium se han estudiado experimentalmen-
te en mucha profundidad y sus espectros de masas se conocen con gran precisién, lo que permite
realizar ajustes confiables. Estas caracteristicas hacen de los mesones pesados un sistema ideal para
calibrar el modelo.

Para comenzar el estudio de los mesones pesados debemos entender el hamiltoniano de estos
sistemas. Siguiendo el modelo descrito en los capitulos anteriores, el hamiltoniano de un mesén se
construye como la suma de un término correspondiente al one gluon exchange y un potencial lineal
que modela el confinamiento, representado en la ecuacién (4.5). En este caso, debido a que los meso-
nes son estados observables, deben ser neutros en color, que corresponde a un factor de color de 4/3,
como se discuti6 en la Seccién 3.3. Como en los casos previos, el hamiltoniano se separa en dos con-
tribuciones: un término dominante que se utiliza para resolver la ecuacién de Schréodinger de forma
numérica y un conjunto de correcciones subdominantes que se tratan de manera perturbativa. Estas
correcciones permiten mejorar los niveles de energia, incluyendo los efectos relativistas dominantes
y dependientes del spin, como se detalla en la Seccién 4.4.

Con este hamiltoniano, y siguiendo la metodologia descrita en el Cap. 4, es posible calcular las
masas de los mesones pesados resolviendo la ecuacién de Schrédinger e incluyendo correcciones a
primer orden mediante la teoria de perturbaciones independiente del tiempo. Este procedimiento se
aplica a distintos conjuntos de parametros del modelo, con el objetivo de identificar aquellos que
mejor reproducen los valores experimentales.

Para determinar el conjunto de parametros que mejor reproduce los espectros experimentales, se
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define una medida del error entre el espectro calculado y el experimental. En este trabajo se utiliza
el error relativo, definido como:

N 2
1 E»CXP _ Egalculada
Error relativo = N Z ( L E;alcjlada ) , (5.1)

donde el indice ¢ recorre los distintos niveles del espectro y N es el nimero total de estados consi-
derados. Para los valores experimentales se incluyen tinicamente estados confirmados por el Particle
Data Group (PDG) [205], con nimeros cudnticos bien establecidos.

Por otro lado, si bien la aproximacion no relativista resulta adecuada para mesones pesados, su
validez disminuye al considerar estados excitados radialmente, donde los efectos relativistas contri-
buyen cada vez mas. Por esta razén, se analizan dos estrategias de ajuste. En el primer caso, se
ajustan simultdaneamente los estados con niimeros cudnticos n = 1 y n = 2. En el segundo, el ajuste
se realiza exclusivamente sobre los estados con n = 1 y los niveles excitados se consideran como una
prediccién del modelo.

Adicionalmente, se estudia un caso particular del modelo en el cual sélo se incorporan correccio-
nes dependientes del spin. Este tipo de aproximacién es habitual en modelos efectivos inspirados en
QCD, donde se incluyen solamente las correcciones tipo spin-spin, spin-Grbita y tensorial [188,206].

Combinando las estrategias anteriores, consideramos cuatro esquemas de ajuste. En el esquema
(a) los pardmetros se fijan ajustando los niveles con n = 1 y n = 2, y las masas se calculan in-
corporando todas las correcciones del OGE derivadas en el Cap. 4. En el esquema (b), también se
emplean los niveles con n = 1 y n = 2, pero se incluyen tinicamente las correcciones dependientes
del spin. Por otro lado, en el esquema (c) los pardmetros se ajustan exclusivamente a los niveles
con n = 1, considerando todas las correcciones del OGE, mientras que en el esquema (d) se utilizan
estos mismos niveles, pero considerando sélo las correcciones dependientes del spin. La comparacién
entre estos esquemas permitird determinar la estrategia que conduce a una mejor descripcién de los
mesones pesados.

Una vez definidos los esquemas de ajuste, es necesario estimar la incertidumbre teérica asociada
a los resultados. Para esto nos basamos en teoria de perturbaciones del modelo Curci-Ferrari. En

este contexto, la masa del mesén puede expresarse como un desarrollo perturbativo en el parametro
2

de desarrollo, Agcp = 1?23?:

Mtotal = MO + )\QCDMl + )‘%QCDMQ + ...

donde Mj corresponde a las masas halladas a partir de la ecuaciéon de Schrodinger, mientras que
Aqcop M representa la correccién de primer orden calculada mediante teoria de perturbaciones in-
dependiente del tiempo.

En este trabajo, se calcularon las masas hasta primer orden en Agcp, por lo que la incertidumbre
tedrica dominante de nuestros calculos viene de los 6rdenes superiores no incluidos, y se puede estimar
como )\2QCDM2. Para obtener una estimacion cuantitativa, asumimos que Ms del mismo orden que
las masas obtenidas experimentalmente y escribiendo Aqcp en funcién de los parametros del modelo,
la incertidumbre resulta del orden de:

( 392 ) 2 MCEXP
1672 '
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Esta estimacién permite cuantificar de manera simple el impacto de los términos de orden superior
no considerados en los resultados obtenidos.

En este capitulo, presentamos los parametros obtenidos utilizando el modelo al ajustar el espec-
tro de mesones pesados para dos casos: por un lado, ajustando el espectro del mesén bottomonium
(bb), y por el otro, ajustando el espectro del mesén charmonium (c). En ambos casos estudiamos las
distintas situaciones, considerando niveles excitados radialmente o no, y considerando unicamente
correcciones dependientes del spin o el conjunto completo.

Para todos estos casos, los estados se etiquetan utilizando la notacién espectroscopica nzsﬂlj,
donde [ =0,1,2,... corresponde a los estados S, P, D, ... respectivamente. De manera equivalente,
es frecuente caracterizar los estados mediante los niimeros cudnticos j7¢, asociados al momento
angular total, la paridad y la conjugacion de carga. Para mesones, ambas notaciones se relacionan
mediante:

P = (_1)l+1’
C = (_1)l+s.

Un aspecto central en el analisis del espectro de mesones pesados es efecto de las correccio-
nes hiperfinas, debidas a la interaccién entre el spin de los quarks constituyentes. Estas correcciones
representan uno de los mayores desafios en modelos efectivos. En muchos enfoques, para lograr repro-
ducir correctamente el desdoblamiento hiperfino se agrega la perturbacién spin-spin al hamiltoniano
de orden cero. En este trabajo, sin embargo, estas correcciones se tratan de manera perturbativa,
siguiendo el procedimiento descrito en la Seccién 4.4. El objetivo es estudiar si la inclusion de la
masa del gluon permite describir mejor estos efectos.

Con este propésito, se observa la diferencia de masas entre estados con la misma estructura espa-
cial pero distinto spin, donde se logran observar los efectos de las correcciones hiperfinas de manera
aislada. Estos estados son 1'Sy y 135; en el caso n = 1 y, de forma andloga, 2'Sy y 235, para
el caso n = 2. Experimentalmente, estos desdoblamientos estdan bien determinados para el estado
fundamental tanto en el charmonium como en el bottomonium. En charmonium, la diferencia de
masa entre J/v y 1.(15) es de aproximadamente 117 MeV, mientras que la diferencia entre los esta-
dos excitados 1(25) y 1.(2S5) es del orden de 43 MeV [207,208]; en concordancia con resultados de
lattice QCD [209,210]. En bottomonium, el desdoblamiento del estado fundamental es cercano a 69
MeV [211,212], mientras que el correspondiente a los estados excitados ain no estéd firmemente esta-
blecido. Un experimento en CLEO III encuentra una separacién de 49 MeV aproximadamente [213],
mientras que resultados de lattice QCD predicen diferencias de alrededor de 24 MeV [214,215].

Desde el punto de vista tedrico, para estados con el mismo n y [ = 0, la diferencia de masas
n38; — n'Sy viene dada por:

8 2 e~ MgT
Ann8) = 32 (1ni-oO 2 [ drr | smalr)F).

donde las funciones de onda espaciales son idénticas para ambos estados y m es la masa del quark.
Esta expresién de puede derivar de las ecuaciones (4.23) y (4.24).

La inclusién de la masa del gluon da lugar a un nuevo término en la correccién hiperfina (ver
ecuacién (4.24)). De esta forma, el efecto hiperfino ya no depende tinicamente de la funcién de
onda evaluada en el origen, que resultaba ser un problema para el cdlculo de los estados excitados.
En las secciones siguientes se analiza el efecto de este término y su capacidad para reproducir los
desdoblamientos observados.
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5.1. Ajuste del espectro del bottomonium

A partir de los valores experimentales del espectro de masas del bottomonium, obtenemos el
conjunto de pardmetros del modelo (g, mg,b,mp) que genera un espectro con el minimo error en
comparacion a los datos experimentales. Para esto, se utilizan los resultados de PDG 2025, junto
con un resultado de las simulaciones de lattice QCD para el estado n,(2S5) [216], el cual atin no se ha
confirmado experimentalmente. Los valores empleados en el ajuste se presentan en la Tabla (5.1).

| Estado [[ Masa (GeV) | j° | n*T1l; |
75(1S) 9.3987(20) [0=F [ 115,
T(15) 9.46040(10) | 1=— [ 135,
Xbo (1P) || 9.85944(42) | 0T+ [ 13R,
xo, (1P) || 9.89278(31) | 177 [ 1°P
hy(1P) 9.8993(8) 1= [ 1'P
o, (1P) || 9.91221(31) | 27F | 1°PR,
7(2S) 9.999 0—F | 21S,
T (29) 10.0234(5) | 17— | 235
b, (2P) || 10.2325(5) | 0FF | 239,
Xb, (2P) || 10.25546(50) | 17+ [ 23P
hy(2P) || 10.2598(12) | 17— [ 2'P
X0, (2P) || 10.26865(50) | 27+ | 2°P,

Tabla 5.1: Valores experimentales (o de lattice QCD) del espectro de masas del bottomonium utili-
zados para ajustar los parametros del modelo.

En el caso del bottomonium, los pardametros libres del modelo corresponden a la constante de
acoplamiento, g, la masa del gluon, my, la tensién de la cuerda, b, y la masa del quark constituyente
bottom, my. Estos parametros se variaron dentro de los siguientes rangos:

1.6 < g <21,

0.01 GeV <my <0.60 GeV,
0.15 GeV? < b < 0.40 GeV?,
4.5 GeV < my < 4.8 GeV.

Esquema (a)

Al ajustar simultdneamente los niveles con n = 1 y n = 2 del espectro del bottomonium, in-
cluyendo todas las correcciones del OGE, se obtiene un error minimo para los valores g = 1.94,
mg = 0.11 GeV, b = 0.23 GeV? y my = 4.675 GeV. Este conjunto de pardmetros produce un error
relativo a los datos experimentales de 0.00132 y el espectro correspondiente se muestra en la Fig.
(5.1). En términos generales, el modelo logra reproducir adecuadamente el comportamiento global
del espectro experimental.
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Figura 5.1: Espectro de masas del bottomonium obtenido del ajuste de los niveles con n = 1 y
n = 2 utilizando todas las correcciones del OGE. Las lineas punteadas corresponden a los resultados

obtenidos utilizando el modelo y las lineas continuas son los resultados experimentales presentados
en la Tabla (5.1).

Sin embargo, presenta ciertas dificultades, en particular en los estados 135; y 21Sy. Estas dife-
rencias estan relacionadas con las correcciones hiperfinas, ya que la tinica contribucién que distingue
a los estados n'Sy y n3S; proviene de la interacciéon spin-spin. En este ajuste obtenemos una se-
paracién hiperfina Am(1S) = 0.0869 GeV, superior a los valores experimentales, mientras que para
n = 2 obtenemos Am(2S5) = 0.0475 GeV, compatible con el resultado experimental, pero significa-
tivamente alejado de los resultados de las simulaciones.

En la Tabla (5.2) se presentan algunos resultados extraidos de las funciones de onda que veri-
fican la ecuacién de Schrédinger, incluyendo la masa de los estados sin correcciones My, el valor
esperado del radio del mesén y la velocidad cuadrética media del quark constituyente (en unidades
naturales con ¢ = 1). Estas magnitudes dependen tnicamente de los nimeros cudnticos n y I, dado
que la dependencia en el spin aparece recién cuando se incluyen las correcciones perturbativas. Las
velocidades obtenidas resultan ser mucho menores que la velocidad de la luz, lo cual es consistente
con la aproximacién no relativista.

[ nl ][ My (GeV) | (r) (fm) [ (v*) |
15 9.4884 1.0543 | 0.0821
1P 9.9166 1.8909 | 0.0722
25 10.0458 6.3604 | 0.0863
2P 10.3073 10.1356 | 0.0912

Tabla 5.2: Algunos resultados extraidos de la funcién de onda del bottomonium correspondiente al
ajuste de los niveles n = 1 y n = 2 utilizando todas las correcciones del OGE.

No obstante, se observa un comportamiento no esperado en la monotonia de la velocidad, ya que
el estado 1P presenta una velocidad menor que la del estado fundamental. Este fenémeno se observa
en la literatura [200,206,217,218], y una de las explicaciones posibles parte del comportamiento de
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la funcién de onda en el origen para los estados con momento angular [ = 1, que, a diferencia de
los estados con [ = 0, toma valores despreciables. Esto implica una menor probabilidad de que las
particulas se superpongan, lo que simplifica el estudio de la interaccién, mejorando la aproximacion
de dos cuerpos utilizada. Siguiendo esta cadena de razonamiento, se puede dar lugar a velocidades
menores para estados con [ = 1.

Las correcciones individuales para cada estado, asi como las masas finales con correcciones inclui-
das, se muestran en la Tabla (5.3). Puede observarse, por ejemplo, que en los dos primeros estados
todas las correcciones toman el mismo valor, con excepcién del término asociado a la interaccion
spin—spin. Cabe aclarar que en la tabla se presentan s6lo algunos digitos significativos, mientras que
los céalculos se realizaron con mayor precisién numérica.

Correccién | Correcciones

Estado relativista cinéticas Spin-6rbita | Spin-spin | Tensorial Masa
y(15) -0.0254 -0.0022 0 -0.0652 0 9.3956(480)
~(1S) -0.0254 -0.0022 0 0.0217 0 9.4825(484)
Xbo (1P) -0.0099 -0.0134 -0.0265 0.0000 -0.0089 9.8579(504)
Xb, (1P) -0.0099 -0.0134 -0.0132 0.0000 0.0044 9.8844(506)
hy(1P) -0.0099 -0.0134 0 0.0001 0 9.8933(506)
Xb, (1P) -0.0099 -0.0134 0.0132 0.0000 -0.0009 9.9055(507)
y(25) -0.0650 -0.0306 0 -0.0652 0 9.9679(511)
~v(25) -0.0650 -0.0306 0 0.0217 0 10.0153(512)
Xbo (2P) -0.0322 -0.0216 -0.0265 0.0000 -0.0089 | 10.2391(523)
Xb, (2P) -0.0322 -0.0216 -0.0132 0.0000 0.0044 10.2625(524)
hy(2P) -0.0322 -0.0216 0 0.0001 0 10.2703(525)
Xb, (2P) -0.0322 -0.0216 0.0132 0.0000 -0.0009 | 10.2812(525)

Tabla 5.3: Valores de las correcciones para cada estado del bottomonium en GeV utilizando el ajuste
de los niveles n = 1 y n = 2 con todas las correcciones del OGE.

Las curvas de nivel del error en funcién de los distintos parametros del modelo se muestran en la
Fig. (5.2). A partir de estas graficas, se observa que el error presenta una dependencia débil tanto
con la masa del gluon como con la constante de acoplamiento, de modo que errores del mismo orden
pueden obtenerse para una amplia regién de estos parametros. En particular, no puede descartarse
a priori la posibilidad de una masa del gluon nula. En contraste, la masa del quark bottom y la
tension de la cuerda quedan mejor determinadas dentro de la regién analizada.
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Figura 5.2: Curvas de nivel del error en funcién de distintos pardmetros del modelo halladas a partir
del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 incluyendo todas del correcciones del OGE. Con un punto
rojo se representa el valor de los parametros con menor error.

Esquema (b)

Repitiendo el ajuste de los niveles con n =1 y n = 2, pero considerando tnicamente correcciones
dependientes del spin, se obtiene un error minimo para g = 1.99, my = 0.05 GeV, b = 0.21 GeV?
y mp = 4.700 GeV, con un error relativo de 0.00126. El espectro correspondiente se muestra en la
Fig. (5.3). Nuevamente, el modelo reproduce el comportamiento general del espectro experimental,
aunque los estados mas afectados contintan siendo aquellos més sensibles a la interaccién spin-spin.
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Figura 5.3: Espectro de masas del bottomonium obtenido del ajuste de los niveles con n = 1y
n = 2 utilizando tnicamente correcciones debido al spin. Las lineas punteadas corresponden a los
resultados obtenidos utilizando el modelo. Las lineas continuas son los resultados experimentales
presentados en la Tabla (5.12).

En este caso, se obtiene una separacién hiperfina de Am(15) = 0.0969 GeV y Am(2S) = 0.0501
GeV, valores que resultan mayores que los observados tanto experimentalmente como en simula-
ciones numéricas. Las cantidades extraidas de las funciones de onda se presentan en la Tabla (5.4)
donde nuevamente se verifica la consistencia de la aproximacién no relativista, aunque persiste el
comportamiento no monétono de la velocidad entre los distintos esatdos. Se observa que las veloci-
dades de los niveles excitados radialmente son menores en este ajuste que en el anterior.

[ nl ]| My (GeV) [ (r) (fm) [ (v?) |
15 9.4663 1.0458 | 0.0836
1P 9.8943 1.9151 | 0.0701
28 10.0134 6.5207 | 0.0836
2P 10.2680 10.5355 | 0.0873

Tabla 5.4: Algunos resultados extraidos de la funcién de onda del bottomonium correspondiente al
ajuste de los niveles n = 1 y n = 2 utilizando tnicamente correcciones dependientes del spin.

Las correcciones dependientes del spin y las masas finales se muestran en la Tabla (5.5). Las
dependencias del error con los pardmetros, ilustradas en la Fig. (5.4), resultan muy similares a las
del caso con todas las correcciones, mostrando que es posible obtener errores del mismo orden con
valores distintos de g y my.
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Estado H Spin-érbita ‘ Spin-spin ‘ Tensorial ‘ Masa ‘

m(1S) 0 -0.07266 0 9.3936(531)
~(15) 0 0.0242 0 9.4905(535)
Yo, (1P) || -0.0270 0.0000 | -0.0090 | 9.8582(558)
x5, (1P) || -0.0135 0.0000 0.0045 | 9.8852(560)
hy(1P) 0 0.0000 0 9.8943(560)
Xb, (1P) 0.0135 0.0000 | -0.0009 | 9.9069(561)
m(29) 0 -0.0727 0 9.9758(566)
~(25) 0 0.0242 0 10.0259(567)
Yo, 2P) [ -0.0270 0.0000 | -0.0090 | 10.2367(579)
x5, (2P) || -0.0135 0.0000 0.0045 | 10.2602(580)
hy(2P) 0 0.0000 0 10.2680(581)
X0, (2P) 0.0135 0.0000 | -0.0009 | 10.2789(581)

Tabla 5.5: Valores de las correcciones para cada estado del bottomonium en GeV utilizando el ajuste
de los niveles n = 1 y n = 2 nicamente con correcciones debido al spin.
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Figura 5.4: Curvas de nivel del error en funcién de distintos parametros del modelo halladas a partir
del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 incluyendo unicamente las correcciones de spin. Con un
punto rojo se representa el valor de los pardmetros con menor error.

Si comparamos estos resultados con los del esquema anterior, notamos que ambos esquemas
permiten ajustar el espectro experimental del bottomonium, obteniendo errores pequenos y com-
parables. Se lograron ajustar los estados excitados (n = 2) incluso con un modelo no relativista,
y la velocidad de los quarks constituyentes en estos estados probd ser mucho menor a la velocidad
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de la luz, validando este ajuste. Si bien los pardmetros obtenidos en ambos casos son similares, el
esquema (b) favorece masas del gluon més pequetnias. En cuanto a los efectos hiperfinos, el ajuste que
incluye todas las correcciones parece reproducir levemente mejor los valores experimentales, aunque
en ambos enfoques estos efectos son sobrestimados.

En lo que respecta a las correcciones, en el esquema (a) se observa que tanto la correccién re-
lativista como los términos cinéticos contribuyen de forma no despreciable. No obstante, se logra
reproducir el espectro incluso cuando no se incluyen en el esquema (b). Las correcciones de tipo
spin—spin presentan, en general, valores muy pequenos, con la excepcion de algunos estados con
momento angular orbital nulo (I = 0), donde su efecto se vuelve mds significativo. Por su parte,
las correcciones spin—orbita y tensoriales contribuyen a la separaciéon de masas de los estados xp,
tomando valores nulos para los demds estados. Como es esperable, al considerar el esquema (b), con
correcciones unicamente de spin, las contribuciones spin—spin aumentan, mientras que el resto de
las correcciones se mantienen practicamente inalteradas.

Esquema (c)

Cuando el ajuste se restringe exclusivamente a los niveles con n = 1, incluyendo todas las co-
rrecciones del OGE, se obtiene un error minimo para g = 1.75, my; = 0.04 GeV, b = 0.33 GeV?y
my = 4.575 GeV, con un error relativo a los datos experimentales de 0.00014. Como es de de esperar,
al reducir el niimero de estados ajustados manteniendo la misma cantidad de parametros libres, el
error disminuye aproximadamente un orden de magnitud.

Masa (GeV)

10.4F

10.2}

10.0+ —_—

—_— --- Modelo

9.8 — Experimental

9.6

94r ——

1's, 138, 18P, 18P, 1'P, 18P, 2's, 2°S, 235, 2°P, 2'P, 2°P,

Figura 5.5: Espectro de masas del bottomonium obtenido del ajuste de los niveles con n = 1 utili-
zando todas las correcciones del OGE. Las lineas punteadas corresponden a los resultados obtenidos
utilizando el modelo. Las lineas continuas son los resultados experimentales presentados en la Tabla
(5.12).

El espectro correspondiente, mostrado en la Fig. (5.5), reproduce con gran precisién los esatdos
fundamentales y resuelve en gran medida las discrepancias hiperfinas, obteniendo Am(1S) = 0.0625
GeV, muy cercano a los valores experimentales. En contraste, los estados con n = 2 no se predicen
adecuadamente, aunque conservan el comportamiento cualitativo esperado. Para estos niveles exci-
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tados se obtiene Am(2S) = 0.0410 GeV, cercano al valor experimental pero nuevamente alejado de
los resultados del lattice.

Las magnitudes extraidas de las funciones de onda se presentan en la Tabla (5.6), donde se veri-
fica nuevamente la validez de la aproximacion no relativista. En esta tabla se presentan también los
resultados para los niveles excitados radialmente, si bien no son ajustados, si podemos predecir los
valores con este modelo. Las correcciones individuales y las masas finales se muestran en la Tabla
(5.7), destacdndose nuevamente el rol de la interaccién spin—spin en los desdoblamientos hiperfinos.

[ nl ]| My (GeV) [ (r) (fm) [ (v?) |
15 9.4714 1.0528 | 0.0821
1P 9.9270 1.7617 | 0.0846
285 10.1066 5.5284 | 0.1019
2P 10.4085 8.4346 | 0.1117

Tabla 5.6: Algunos resultados extraidos de la funcién de onda del bottomonium correspondiente al
ajuste de los niveles n = 1 utilizando todas las correcciones del OGE.

Correccién | Correcciones

Estado relativista cinéticas Spin-orbita | Spin-spin | Tensorial Masa
y(1.5) -0.0219 -0.0045 0 -0.0469 0 9.3980(318)
~v(15) -0.0219 -0.0045 0 0.0156 0 9.4606(320)
Xbo (1P) -0.0135 -0.0151 -0.0268 0.0000 -0.0089 9.8628(334)
Xb, (1P) -0.0135 -0.0151 -0.0134 0.0000 0.0045 9.8895(335)
hy(1P) -0.0135 -0.0151 0 0.0000 0 9.8985(335)
Xb, (1P) -0.0135 -0.0151 0.0134 0.0000 -0.0009 9.9109(336)
75(25) -0.0707 -0.0328 0 -0.0469 0 10.0261(338)
~v(25) -0.0707 -0.0328 0 0.0156 0 10.0670(339)
Xbo (2P) -0.0471 -0.0255 -0.0268 0.0000 -0.0089 | 10.3268(346)
Xb, (2P) -0.0471 -0.0255 -0.0134 0.0000 0.0045 10.3514(347)
hy(2P) -0.0471 -0.0255 0 0.0000 0 10.3595(347)
Xb, (2P) -0.0471 -0.0255 0.0134 0.0000 -0.0009 | 10.3710(348)

Tabla 5.7: Valores de las correcciones para cada estado en GeV utilizando el ajuste de los niveles
n = 1 con todas las correcciones del OGE.

Los gréficos del error en funcién de los diferentes pardmetros se presentan en la Fig. (5.6). Se
observa una dependencia similar a la encontrada con los esquemas anteriores. En particular, la de-
pendencia con la masa del gluon y con la constante de acoplamiento resulta leve, mientras que el
minimo del error se desplaza ahora hacia valores més bajos de estos parametros.
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Figura 5.6: Curvas de nivel del error en funcién de distintos pardmetros del modelo halladas a partir
del ajuste de los niveles con n = 1 incluyendo todas las correcciones del OGE. Con un punto rojo
se representa el valor de los pardmetros con menor error.

Esquema (d)

Finalmente, al repetir el ajuste de los niveles con n = 1 considerando unicamente correcciones
dependientes del spin, se obtiene un error minimo para g = 1.75, my = 0.11 GeV, b = 0.33 GeV?
y my = 4.550 GeV. El error relativo a los datos experimentales es 0.00015, del mismo orden que
cuando usamos todas las correcciones.

El espectro reproducido por los pardmetros que minimizan el error se muestra en la Fig. (5.7).
Nuevamente, al ajustar inicamente los niveles con n = 1 se logra reproducir muy bien esta parte
del espectro, mientras que los estados con n = 2 no se predicen adecuadamente. Las correcciones
hiperfinas mejoran en comparacién con el caso del ajuste conjunto de n = 1 y n = 2, obteniendo
Am(1S) = 0.0623 GeV y Am(2S) = 0.0409 GeV, valores muy similares a los obtenidos con el es-
quema (c).
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Figura 5.7: Espectro de masas del bottomonium obtenido del ajuste de los niveles con n = 1 utili-
zando Unicamente correcciones debido a interacciones del spin. Las lineas punteadas corresponden a
los resultados obtenidos utilizando el modelo. Las lineas continuas son los resultados experimentales
presentados en la Tabla (5.12).

En la Tabla (5.8) se presentan los resultados obtenidos utilizando las funciones de onda que ve-
rifican la ecuacién de Schrédinger. Nuevamente, se observa que las velocidades obtenidas son mucho
menores que la velocidad de la luz, en concordancia con la aproximacién no relativista. En este caso
si se obtiene un comportamiento monétono de la velocidad. En la Tabla (5.9) se encuentran los
valores de las correcciones para cada estado, asi como los resultados de las masas con correcciones
incluidas.

] nl H My (GeV) \ (r) (fm) \ (v?) \
18 9.4445 1.0570 0.0819
1P 9.8992 1.7679 0.0845
25 10.0786 5.5671 0.1017
2P 10.3801 8.4906 0.1116

Tabla 5.8: Algunos resultados extraidos de la funcién de onda correspondiente al ajuste de los niveles
n = 1 utilizando unicamente correcciones dependientes del spin.
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’ Estado H Spin-orbita \ Spin-spin | Tensorial Masa ‘
M (1S) 0 -0.0467 0 9.3978(318)
~(15) 0 0.0156 0 9.4601(320)
Xbo (1P) -0.0266 0.0000 -0.0089 9.8636(334)
Xb, (1P) -0.0133 0.0000 0.0045 9.8903(335)
hy(1P) 0 0.0001 0 9.8992(335)
Xb, (1P) 0.0133 0.0000 -0.0089 9.9116(336)
75 (25) 0 -0.0467 0 10.0480(338)
~(2S5) 0 0.0156 0 10.0889(339)
Xbo (2P) -0.0266 0.0000 -0.0089 | 10.3474(346)
Xb, (2P) -0.0133 0.0000 0.0045 10.3720(347)
hy(2P) 0 0.0001 0 10.3801(347)
Xb, (2P) 0.0133 0.0000 -0.0089 | 10.3915(348)

Tabla 5.9: Valores de las correcciones para cada estado, en GeV, utilizando el ajuste de los niveles
n = 1 Gnicamente con correcciones debido al spin.

Al comprar los resultados del esquema (c) y (d) se observa que ambos esquemas logran reproducir
los resultados experimentales de los estados con n = 1. Sin embargo, ambos fallan en la prediccién de
los estados excitados con n = 2. Los errores obtenidos son pequenos y del mismo orden de magnitud
en ambos casos. Los pardmetros ajustados resultan muy similares, difiriendo principalmente en el
valor de la masa del gluon, que es menor cuando se consideran todas las correcciones. Un aspecto a
destacar es que el valor obtenido para la constante de acoplamiento es menor en el ajuste restringido
a los niveles con n = 1; para reproducir simultaneamente los niveles con n = 2 es necesario aumentar
el acoplamiento, como se observa en la Tabla (5.10).

| Ajuste [ Esquema (a) | Esquema (b) [ Esquema (c) [ Esquema (d) |
g 1.94 1.99 1.75 1.75
my (GeV) 0.11 0.05 0.04 0.11
b (GeV)? 0.23 0.21 0.33 0.33
my (GeV) 4.675 4.700 4.575 4.550
Error 0.00132 0.00126 0.00014 0.00015

Tabla 5.10: Pardmetros obtenidos a partir del ajuste del espectro del bottomonium para distintos
esquemas de ajuste. El esquema (a) corresponde al ajuste de los niveles con n = 1y n = 2 del
bottomonium utilizando todas las correcciones del OGE. El esquema (b) corresponde a ajustar los
mismos niveles pero utilizando sélo correcciones de spin. El esquema (c) es en el que se ajustan de
los niveles con n = 1 del bottomonium incluyendo todas las correcciones de OGE y el esquema (d)
es analogo pero incluyendo inicamente correcciones de spin.

Comparacién con la literatura

En la Tabla (5.11) se recopilan distintos resultados tedricos disponibles en la literatura del es-
pectro del bottomonium calculado utilizando diferentes modelos. Las primeras dos referencias, [219]
y [188], utilizan modelos no relativistas, en el segundo caso considerando un gluon masivo y en el
primer caso con una masa del gluon nula. Mientras que la referencia [220] obtiene el espectro a partir
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de la ecuacién de Bethe-Salpeter y la referencia [221] aplica un potencial relativista, en ambos casos
se consideran gluones sin masa. Se observa que los valores obtenidos en este trabajo son consistentes
con la literatura. En particular, la separacion hiperfina de los estados resulta ser un problema para
todas las referencias presentadas, en ciertos casos obteniendo separaciones més grandes a lo obser-
vado experimentalmente y otros mas pequenas. El mejor ajuste de esta separacién viene de nuestro
modelo cuando se ajustan solamente los niveles con n = 1.

Comparando nuestros resultados con los hallados en [219], si bien el modelo utilizado para des-
cribir el potencial de interaccién entre los quarks no es el mismo, se obtienen masas del gluon muy
similares cuando utilizamos los esquemas (b) y (c), as{ como una constante de acoplamiento cercana

a la de los esquemas (a) y (b).

| Estado || Esquema (a) [Esquema (b) | Esquema (c) [ Esquema (d) [[219]] [188] [[220] | [221] |
m(1S) || 9.3956(480) | 9.3936(531) | 9.3980(318) | 9.3978(318) | 9.38 | 9.4101 | 9.405| 9.4064
~(1S5) || 9.4825(484) | 9.4905(535) | 9.4606(320) | 9.4601(320) | 9.46 | 9.4515 |9.488| 9.4511
Xbo (1P) || 9.8579(504) | 9.8582(558) | 9.8628(334) | 9.8636(334) | - | 9.8949 |9.831| 9.8387
X, (1P) || 9.8844(506) | 9.8852(560) | 9.8895(335) | 9.8903(335) | - | 9.9253 |9.878| 9.8657
hy(1P) || 9.8933(506) | 9.8943(560) | 9.8985(335) | 9.8992(335) | - | 9.9282 |9.873| 9.8729
X, (1P) || 9.9055(507) | 9.9069(561) | 9.9109(336) | 9.9116(336) | - | 9.9457 |9.927 | 9.8856
n(25) || 9.9679(511) | 9.9758(566) |10.0261(338) | 10.0480(338) | 9.60 - -] 9.9989
~(29) |[10.0153(512) | 10.0259(567) | 10.0670(339) | 10.0889(339) | 9.68 | 10.0435| - |10.0238
Xbo (2P) || 10.2391(523) | 10.2367(579) | 10.3268(346) | 10.3474(346) | - [10.2813| - |10.2449
b, (2P) || 10.2625(524) | 10.2602(580) | 10.3514(347) | 10.3720(347) | - |10.3070| - |10.2662
hy(2P) |]10.2703(525) | 10.2680(581) | 10.3595(347) | 10.3801(347) | - - - |10.2717
Xb,(2P) || 10.2812(525) | 10.2789(581) | 10.3710(348) | 10.3915(348) | - [10.3226| - |10.2823

Tabla 5.11: Espectro del bottomonium en GeV obtenido en este trabajo y en distintos trabajos

tedricos.

5.2. Ajuste del espectro del charmonium

A partir de los valores experimentales del espectro de masas del charmonium se determiné el
conjunto de pardmetros del modelo (g, mg, b, m.) que minimiza el error relativo respecto a los datos
experimentales. Para ello se utilizaron los valores reportados por el PDG 2025, que se presentan en

la Tabla (5.12).

A diferencia del caso del bottomonium, la menor masa del quark charm implica velocidades
internas més grandes, por lo que se espera que la aproximacién no relativista sea menos precisa y
que el ajuste global resulte de peor calidad. En este contexto, se exploraron los rangos de pardmetros
indicados a continuacién, analizando la sensibilidad del error a cada uno de ellos.

1.6 < g <21,

0.01 GeV <my <0.60 GeV,
0.15 GeV? < b < 0.40 GeV?,

1.15 GeV < m, < 1.45 GeV.
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| Estado [[ Masa (GeV) [ j7° [ n® 71l |
ne(1S) 2.9839(4) [0=F [ 119,
J/¢(1S) || 3.096900(6) | 1-— | 139;
Xeo (1P) || 3.41471(30) | 0FF [ 13D,
Xe, (1P) || 3.51067(5) | 17+ | 18P
ho(1P) || 3.52537(14) [ 17— | 11P
Xe,(1P) || 3.55617(7) | 27+ | 18P,
nc(25) 3.6377(11) | 0~ F [ 215,
$(2S) 3.68610(6) | 1= | 235

Tabla 5.12: Valores experimentales del espectro de masas del charmonium utilizados para ajustar
los pardmetros del modelo.

Esquema (a)

Cuando se ajustan simultdneamente los niveles con n = 1 y n = 2 del espectro del charmonium
utilizando todas las correcciones del OGE, obtenemos un minimo en g = 1.90, my; = 0.06 GeV,
b =025 GeV? y m, = 1.250 GeV. Este conjunto de pardmetros presenta un error relativo a los
datos experimentales de 0.00356. El espectro producido se muestra en la Fig. (5.8).

Masa (GeV)

36 T

3.4+ -
--- Modelo
— Experimental

3.2t

3.0F e

1"sy 1’8y 1Py Py AP PP, 2'S, 2%,

Figura 5.8: Espectro de masas del charmonium obtenido del ajuste de los niveles con n = 1y
n = 2 utilizando todas las correcciones del OGE. Las lineas punteadas corresponden a los resultados
obtenidos utilizando el modelo. Las lineas continuas son los resultados experimentales presentados

en la Tabla (5.12).

El espectro calculado reproduce de forma razonable el comportamiento general de los datos expe-
rimentales, aunque con un error mayor que en el caso del bottomonium. Este resultado es esperable,
dado que la menor masa del quark charm hace que la aproximacién no relativista sea menos precisa.
Las mayores discrepancias aparecen en los estados con n = 2, donde la tinica contribucion relevante
proviene de la interaccién spin—spin. En particular, se obtiene una separacién Am(2S) = 0.0883
GeV, significativamente mayor que la observada experimentalmente. En contraste, los estados con
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n = 1 se reproducen adecuadamente, obteniéndose una separacién entre los estados 1'Sy y 135
de Am(1S) = 0.1103 GeV, compatible tanto con los valores experimentales como con resultados
numéricos del lattice.

Las magnitudes extraidas de las funciones de onda que satisfacen la ecuacién de Schrédinger se
presentan en la Tabla (5.13). Al igual que en el caso del bottomonium, se muestran la masa sin co-
rrecciones My, el radio esperado del mesén y la velocidad cuadratica media del quark constituyente,
en unidades donde ¢ = 1. Como era de esperar, las velocidades obtenidas son mayores que en el caso
del bottomonium, reflejando la menor masa del quark charm. Mientras que los estados con n = 1
aun pueden describirse dentro de una aproximacién no relativista, los estados excitados con n = 2
presentan valores de (v?) més elevados, lo que dificulta describirlos como no relativistas.

[ nl ][ My (GeV) | (r) (fm) [ (v?) |
15 3.1474 2.0112 | 0.2538
1P 3.6219 3.1272 | 0.3088
28 3.8696 17.4107 | 0.3735

Tabla 5.13: Algunos resultados extraidos de la funcién de onda del charmonium correspondiente al
ajuste de los niveles n = 1 y n = 2 utilizando todas las correcciones del OGE.

En la Tabla (5.14) se presentan los valores de las correcciones para cada estado, junto con las
masas finales obtenidas. Se observa que las correcciones relativistas son mayores para los estados
con n = 2, donde esperamos que los efectos relativistas sean més notorios. Por otro lado, el efecto
conjunto de las correcciones cinéticas resulta ser del orden de las demés correcciones, motivando el
estudio del caso donde estas correcciones no se tienen en cuenta.

Correccion | Correcciones

Estado relativista cinéticas Spin-Orbita | Spin-spin | Tensorial Masa,

7 (1S) -0.0624 -0.0122 0 -0.0827 0 2.9902(140)
J/P(1S) -0.0624 -0.0122 0 0.0276 0 3.1005(146)
Xeo (1P) -0.0644 -0.0384 -0.0714 0.0000 -0.0239 | 3.4237(161)
Xe, (1P) -0.0644 -0.0384 -0.0357 0.0000 0.0120 3.4952(165)
he(1P) -0.0644 -0.0384 0 0.0001 0 3.5192(166)
Xep (1P) -0.0644 -0.0384 0.0357 0.0000 -0.0024 | 3.5523(167)
1:(25) -0.2761 -0.0777 0 -0.0827 0 3.6245(171)

¥(295) -0.2761 -0.0777 0 0.0276 0 3.7128(173)

Tabla 5.14: Valores de las correcciones para cada estado del charmonium en GeV utilizando el ajuste
de los niveles n =1y n = 2 con todas las correcciones del OGE.

La dependencia del error con los distintos pardmetros del modelo se muestra en la Fig. (5.9). Se
observa un comportamiento global muy similar al obtenido para el bottomonium. La dependencia
con la masa del gluon y la constante de acoplamiento es débil, y se observan diversos minimos locales
para distintas masas del gluon.
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Figura 5.9: Curvas de nivel del error en funcién de distintos pardmetros del modelo halladas a partir
del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 incluyendo todas del correcciones del OGE. Con un punto
rojo se representa el valor de los parametros con menor error.

Esquema (b)

Al repetir el ajuste de los niveles con n = 1y n = 2 considerando unicamente las correcciones de-
pendientes del spin, se obtiene un minimo en g = 2.10, my = 0.01 GeV, b = 0.19 GeVZy m, =1.325
GeV. Este conjunto de pardmetros tiene un error relativo a los datos experimentales de 0.00563 y
el espectro producido se observa en la Fig. (5.10).

En este caso, el modelo vuelve a reproducir el comportamiento general del espectro experimental,
aunque el ajuste resulta globalmente peor que cuando se incluyen todas las correcciones. El error
aumenta levemente y las mayores discrepancias se observan en los estados 1'Sy y 1351, cuya separa-
cién resulta Am(1S) = 0.1299 GeV, mayor tanto a los resultados experimentales, como al obtenido
al incluir todas las correcciones. Un comportamiento similar se observa para los estados 2.5y y 2357,
con una separacién Am(2S) = 0.0948 GeV.
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Figura 5.10: Espectro de masas del charmonium obtenido del ajuste de los niveles con n = 1 y
n = 2 utilizando unicamente correcciones debido a interacciones del spin. Las lineas punteadas
corresponden a los resultados obtenidos utilizando el modelo. Las lineas continuas son los resultados
experimentales presentados en la Tabla (5.12).

Los resultados extraidos de las funciones de onda correspondientes a este ajuste se presentan en
la Tabla (5.15). Se observa que las velocidades cuadréticas medias resultan menores que en el caso
con todas las correcciones, a pesar de que el ajuste global es peor. Sin embargo, el radio esperado
que se obtuvo para los estados radialmente excitados es mucho mayor al esperado para un hadrén,
mostrando algin problema en el modelo. Las correcciones dependientes del spin y las masas finales
correspondientes se muestran en la Tabla (5.16).

’ nl H My (GeV) \ (r) (fm) \ (v?) ‘
15 3.0810 2.0423 0.2344
1P 3.5079 3.2841 0.2645
25 3.7038 19.2122 | 0.3192

Tabla 5.15: Algunos resultados extraidos de la funcién de onda del charmonium correspondiente al
ajuste de los niveles n = 1 y n = 2 utilizando unicamente correcciones dependientes del spin.
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’ Estado H Spin-érbita \ Spin-spin | Tensorial \ Masa ‘

1e(19) 0 -0.0975 0 2.9836(209)
J/(18) 0 0.0325 0 3.1135(217)
Xeo (LP) -0.0691 0.0000 | -0.0230 | 3.4158(240)
Xe, (1P) -0.0345 0.0000 0.0115 | 3.4849(246)

he(1P) 0 0.0000 0 3.5079(247)
Xe, (LP) 0.0345 0.0000 | -0.0023 | 3.5402(250)

1¢(29) 0 -0.0975 0 3.6327(255)

¥(25) 0 0.0325 0 3.7275(259)

Tabla 5.16: Valores de las correcciones para cada estado del charmonium, en GeV, utilizando el
ajuste de los niveles n = 1 y n = 2 dnicamente con correcciones debido al spin.

Los gréficos del error en funcién de los diferentes pardmetros se observan en la Fig. (5.11).
Las dependencias con los parametros son muy similares al esquema anterior. Se logra ajustar el
charmonium con un error del mismo orden que antes pero con una masa del gluon y constante de
acoplamiento distintas.
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Figura 5.11: Curvas de nivel del error en funcién de distintos pardametros del modelo halladas a partir
del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 incluyendo unicamente las correcciones de spin. Con un
punto rojo se representa el valor de los pardmetros con menor error.
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Esquema (c)

Al restringir el ajuste exclusivamente a los niveles con nimero cudntico n = 1 e incluir todas
las correcciones del OGE, se obtiene un minimo para g = 1.925, my = 0.03 GeV, b = 0.26 GeV?y
m. = 1.250 GeV, con un error relativo respecto a los datos experimentales de 0.00152. Este error
disminuye respecto al ajuste simultaneo de los estados base y los excitados radialmente, pero con-
tinta siendo mayor que el obtenido ajustando bottomonium.

El espectro correspondiente a este conjunto de pardmetros se muestra en la Fig. (5.12). Los
estados con n = 1 se reproducen con gran precision, incluyendo adecuadamente los efectos de las
correcciones hiperfinas en los niveles fundamentales, obteniendo una separacién de Am(1S) = 0.1194
GeV muy préxima a los resultados experimentales. El comportamiento del primer estado con n = 2
se predice de forma cualitativamente correcta; sin embargo, el estado 23Sy no se reproduce adecua-
damente, lo que conduce a una separacién hiperfina para los niveles excitados de Am(2S) = 0.0952
GeV, alejada del valor experimental.

Masa (GeV)
3.8

36T

3.4
-=- Modelo

— Experimental
3.2

3.0

1sy, 1’8y 1Ry 1P 1P 1P, 2'sy 2%,

2.8

Figura 5.12: Espectro de masas del charmonium obtenido del ajuste de los niveles con n = 1 utili-
zando todas las correcciones del OGE. Las lineas punteadas corresponden a los resultados obtenidos
utilizando el modelo. Las lineas continuas son los resultados experimentales presentados en la Tabla
(5.12).

En la Tabla (5.17) se presentan las magnitudes calculadas a partir de las funciones de onda que
satisfacen la ecuacion de Schrodinger. Las velocidades se mantienen igual que en los casos anteriores,
y el radio de los estados excitados nuevamente muestra un problema. Las correcciones individuales
y las masas finales se muestran en la Tabla (5.18).
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[ nl ]| My (GeV) [ (r) (fm) [ (v?) |
15 3.1503 1.9804 | 0.2618
1P 3.6395 3.0826 | 0.3179
28 3.8938 16.9184 | 0.3844

Tabla 5.17: Algunos resultados extraidos de la funcién de onda del charmonium correspondiente al
ajuste de los niveles n = 1 utilizando todas las correcciones del OGE.

Correcciéon | Correcciones

Estado relativista cinéticas Spin-orbita | Spin-spin | Tensorial Masa
N:(1S) -0.0681 -0.0156 0 -0.0937 0 2.9790(148)
J/p(1S) -0.0681 -0.0156 0 0.0312 0 3.0984(153)
Xeo (1P) -0.0688 -0.0453 -0.0795 0.0000 -0.0265 | 3.4246(169)
Xe, (1P) -0.0688 -0.0453 -0.0397 0.0000 0.0133 3.5017(174)
he(1P) -0.0688 -0.0453 0 0.0000 0 3.5274(175)
Xes (1P) -0.0688 -0.0453 0.0397 0.0000 -0.0027 | 3.5632(176)
1:(25) -0.2969 -0.0930 0 -0.0937 0 3.6286(180)

¥(25) -0.2969 -0.0930 0 0.0312 0 3.7238(183)

Tabla 5.18: Valores de las correcciones para cada estado del charmonium, en GeV, utilizando el
ajuste de los niveles n = 1 con todas las correcciones del OGE.

Los graficos del error en funcién de los diferentes pardmetros se presentan en la Fig. (5.13). Ob-
servamos una dependencia similar al caso del ajuste den =1y n = 2.
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Figura 5.13: Curvas de nivel del error en funcién de distintos pardametros del modelo halladas a
partir del ajuste de los niveles con n = 1 incluyendo todas las correcciones del OGE. Con un punto
rojo se representa el valor de los pardmetros con menor error.

Esquema (d)

Cuando el ajuste de los niveles con n = 1 se realiza considerando inicamente correcciones depen-
dientes del spin, se obtiene un minimo para g = 2.00, my = 0.09 GeV, b = 0.22 GeV? y m, = 1.250
GeV. El error relativo a los datos experimentales es de 0.00189, del mismo orden que cuando usamos
todas las correcciones.

El espectro producido por los pardmetros con menor error se observa en la Fig. (5.14). Nuevamen-
te, ajustando solamente los niveles con n = 1 se logra reproducir muy bien esta parte del espectro.
Sin embargo, no se predicen bien ninguno de los niveles con n = 2. Las correcciones hiperfinas dan
Am(LS) = 0.1201 GeV y Am(2S) = 0.0928 GeV, muy similares al caso donde se utilizan todas las
correcciones. Como antes, la separacién correspondiente a n = 1 resulta cercana a la experimental,
mientras que para n = 2 se encuentra sobrestimada.
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Figura 5.14: Espectro de masas del charmonium obtenido del ajuste de los niveles con n = 1 utili-
zando unicamente correcciones debido a interacciones del spin. Las lineas punteadas corresponden a
los resultados obtenidos utilizando el modelo. Las lineas continuas son los resultados experimentales

presentados en la Tabla (5.12).

En la Tabla (5.19) se encuentran los resultados obtenidos a partir de las funciones de onda co-
rrespondientes a este ajuste. Nuevamente, los valores de las velocidades se sitiian en el limite de
validez de la aproximacion no relativista, y el radio de los estados excitados es problemético. Las
correcciones dependientes del spin y las masas finales correspondientes se muestran en la Tabla (5.20).

] nl H My (GeV) \ (r) (fm) \ (v?) \

18 3.0723 2.0552 | 0.2439
1P 3.5238 3.2384 | 0.2881
285 3.7477 18.6729 | 0.3482

Tabla 5.19: Algunos resultados extraidos de la funcién de onda del charmonium correspondiente al
ajuste de los niveles n = 1 utilizando tinicamente correcciones dependientes del spin.
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‘ Estado H Spin-érbita ‘ Spin-spin ‘ Tensorial ‘ Masa ‘

7e(19) 0 -0.0901 0 2.9822(172)
J/p(19) 0 0.0300 0 3.1023(179)
Yoo (1P) -0.0714 -0.0001 | -0.0240 | 3.4282(197)
Xe, (1P) -0.0357 -0.000L | 0.0120 | 3.5000(203)
he(1P) 0 0.0003 0 3.5241(204)
Xe, (LP) 0.0357 -0.0001 | -0.0024 | 3.5569(205)

1¢(29) 0 -0.0901 0 3.6781(210)

¥(25) 0 0.0300 0 3.7709(213)

Tabla 5.20: Valores de las correcciones para cada estado del charmonium, en GeV, utilizando el
ajuste de los niveles n = 1 tinicamente con correcciones debido al spin.

Los gréficos del error en funcién de los diferentes pardmetros se presentan en la Fig. (5.15). Ob-
servamos una dependencia similar al caso del ajuste den =1y n = 2.
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Figura 5.15: Curvas de nivel del error en funcién de distintos pardametros del modelo halladas a partir
del ajuste de los niveles con n = 1 incluyendo tunicamente las correcciones de spin. Con un punto
rojo se representa el valor de los pardmetros con menor error.

En conjunto, todos los esquemas utilizados permiten ajustar el espectro experimental del char-
monium. Como es esperado, se obtiene un error relativo a los datos experimentales menor cuando se
ajustan unicamente los niveles con n = 1. Sin embargo, comparando los esquemas (a) y (c) contra
los esquemas (b) y (d), los errores hallados resultan comparables. El esquema que incluye todas
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las correcciones describe de manera mas precisa los efectos hiperfinos para los estados con n = 1,
mientras que para n = 2 estos efectos son sobrestimados en ambos enfoques.

Resulta notable que incluso los estados excitados con n = 2 puedan describirse dentro de un
modelo no relativista, aunque en este caso las velocidades cuadraticas medias obtenidas no son
particularmente pequefias. Si bien el error obtenido al ajustar inicamente los niveles con n = 1 es
pequeno, no alcanza los valores observados en el bottomonium, lo que sugiere que la aproximacién no
relativista resulta menos precisa para el sistema de charmonium. El contraste entre ambos sistemas
refuerza la interpretacién del modelo como una descripcién vélida en el régimen de quarks pesados,
cuya calidad disminuye al reducir la masa de los quarks constituyentes.

En cuanto a las correcciones individuales, el término de correccién relativista a la energia cinética
toma valores més elevados para el charmonium que para el bottomonium como es esperado. De la
misma forma, las correcciones cinéticas también resultan mayores en el caso de charmonium, debido
a las velocidades mas elevadas.

A diferencia del caso del bottomonium, no parece ser necesario aumentar la constante de aco-
plamiento para ajustar los niveles n = 2, aunque en este caso tenemos un menor nimero de estados
excitados para ajustar. Los valores ajustados para la masa efectiva del gluon son menores en el caso
del charmonium que en el bottomonium, aunque la dependencia del error con este parametro es
muy débil. Un resumen de los resultados obtenidos con los distintos esquemas de ajuste se puede
observar en la Tabla (5.21).

] Ajuste H Esquema (a) \ Esquema (b) \ Esquema (c) \ Esquema (d) ‘
g 1.90 2.10 1.925 2.00
my (GeV) 0.06 0.01 0.03 0.09
b (GeV)? 0.25 0.19 0.26 0.22
m. (GeV) 1.250 1.325 1.250 1.250
Error 0.00356 0.00563 0.00152 0.00189

Tabla 5.21: Parametros obtenidos a partir del ajuste del espectro del charmonium para distintos
esquemas de ajuste. El esquema (a) corresponde al ajuste de los niveles con n = 1y n = 2 del
charmonium utilizando todas las correcciones del OGE. El esquema (b) corresponde a ajustar los
mismos niveles pero utilizando sélo correcciones de spin. El esquema (c) es en el que se ajustan los
niveles con n = 1 del charmonium incluyendo todas las correcciones de OGE y el esquema (d) es
analogo pero incluyendo tinicamente correcciones de spin.

Al considerar un modelo con gluones masivos, no resulta necesario tratar el término spin—spin
de forma no perturbativa para obtener una separacién hiperfina apreciable. Sin embargo, el proble-
ma parece ser el opuesto: atin cuando se lo considera como una perturbacion, dichas separaciones
tienden a sobrestimarse. En general, para los estados con n = 1 el efecto puede reproducirse al
ajustar tnicamente los estados no excitados; pero, en todos los casos analizados, las separaciones
correspondientes a los estados con n = 2 fueron sobrestimadas.
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Comparacién con la literatura

En la Tabla (5.22) se recopilan distintos resultados teéricos disponibles en la literatura del espec-
tro del charmonium calculado utilizando diferentes modelos. Se extraen los resultados de las mismas
referencias que en el caso de bottomonium, a excepcién de la tdltima, que obtiene el espectro del
charmonium a partir de un modelo no relativista. Nuevamente, se observa que los valores obtenidos
en este trabajo son consistentes con la literatura. Todos los modelos concuerdan en el valor aproxi-
mado de la separacién hiperfina de los niveles con n = 1, que pareceria logar modelarse mejor que
en el bottomonium.

En el caso del esquema (c), obtenemos una masa del gluon practicamente nula. Para este esque-
ma de ajuste, podemos comparar los pardmetros hallados con los de [188] y [206]. Ambos articulos
encuentran parametros muy similares entre si ya que utilizan en mismo modelo. Sin embargo, en
nuestro caso obtenemos una tensién de la cuerda del mismo orden, pero una constante de acopla-
miento menor. Esta diferencia se puede deber a las variaciones en los modelos utilizados.

| Estado [[ Esquema (a) [ Esquema (b) | Esquema (c) [ Esquema (d) [ [219]| [188] [ [220] | [206] |

ne(1S) |[ 2.9902(140) | 2.9836(209) | 2.9790(148) | 2.9822(172) | 2.98 | 2.98339 [ 2.928 [ 2.9924
J/p(18) || 3.1005(146) | 3.1135(217) | 3.0984(153) | 3.1023(179) | 3.10 | 3.0969 |3.111]3.0917
Xeo (1P) || 3.4237(161) | 3.4158(240) | 3.4246(169) | 3.4282(197) | - | 3.4147 |3.321]3.42538
Xe, (1P) || 3.4952(165) | 3.4849(246) | 3.5017(174) | 3.5000(203) | - | 3.5107 |3.421]3.5018
ho(LP) || 3.5192(166) | 3.5079(247) | 3.5274(175) | 3.5241(204) | - | 3.5254 | 3.5823.5105
Xe, (LP) || 3.5523(167) | 3.5402(250) | 3.5632(176) | 3.5569(205) | - | 3.5562 | 3.818 | 3.5481
10(29) 36245(171) 36327(255) 36286(180) 3.6781(210) | 3.64 | 3.6375 | - |3.6317
$(28) || 3.7128(173) | 3.7275(259) | 3.7238(183) | 3.7709(213) | 3.69 | 3.6681 | - |3.6714

Tabla 5.22: Espectro del charmonium en GeV obtenido en este trabajo y en distintos trabajos
tedricos.

5.3. Conclusiones parciales

A lo largo de este capitulo se analiz6 si el modelo no relativista con gluones masivos logra ajus-
tar el espectro de mesones pesados. Se observé que el modelo reproduce de manera razonable las
masas de los estados, obteniendo errores del orden de 1072, Ademds, este estudio permitié fijar los
parametros del potencial y estudiar el rol de las distintas correcciones a la energia.

El andlisis muestra que el espectro de mesones pesados no fija la masa del gluon de forma abso-
luta, y que esta puede tomar valores en todo el espacio de parametros considerado y aun asi lograr
un buen ajuste de los datos, incluso en el limite de gluon sin masa. En contraste, la masa del quark
constituyente y la tensién de la cuerda resultan mejor determinadas. Por otro lado, los efectos hiper-
finos se describen de forma cualitativa correcta, aunque tienden a ser sobrestimados, especialmente
en estados excitados.

En el caso del charmonium, debido a que la masa del quark charm es menor a la del bottom,

se incrementa la contribucién de los efectos relativistas, obteniendo mayores discrepancias con los
resultados de los estados excitados.
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Capitulo 6

Espectro de los tetraquarks

En este capitulo continuamos el estudio de sistemas hadrénicos pesados compuestos por quarks
bottom y charm utilizando el modelo no relativista con gluones masivos. Esta aproximacion simplifica
enormemente dicho estudio, que en el caso contrario deberia realizarse a partir de las ecuaciones de
Bethe-Salpeter [222,223]. A partir de los pardmetros del modelo obtenidos en el capitulo anterior, se
analizan los diquarks pesados, calculando sus masas y otras propiedades estructurales. Finalmente,
el modelo se aplica al estudio de tetraquarks pesados en el esquema diquark—antidiquark, tanto en el
sector all-bottom como all-charm. Para estos sistemas se presentan los espectros obtenidos, se analiza
su estabilidad frente a decaimientos tipo fall-apart y, en el caso del sector charm, se comparan las
predicciones con resultados experimentales recientes.

6.1. Espectro de los diquarks

Una vez determinados los parametros del modelo, los utilizamos para calcular el espectro de los
diquarks. Al igual que en la seccién anterior, estudiaremos dos casos: el diquark compuesto por dos
quarks bottom y el diquark compuesto por dos quarks charm, utilizando los pardmetros obtenidos
de ajustar el espectro del bottomonium y charmonium respectivamente.

Como analizamos anteriormente, los diquarks pueden estar en dos estados de color: antitriple-
te y sexteto. En la Seccién 3.3 calculamos los factores de color de cada uno, y determinamos que
tinicamente el antitriplete es un estado atractivo. Por esta razoén, en este trabajo solamente conside-
raremos el estado antitriplete para los diquarks, con un factor de color 2/3.

Para el estudio del espectro de los diquarks, utilizamos el mismo modelo que en la seccién an-
terior, ahora variando el factor de color. En lugar del factor 4/3 utilizado para el mesén, el factor
para los diquarks que nos interesa es la mitad: 2/3. Motivados por este cambio, en la literatura es
usual cambiar también el valor de la tensién de la cuerda b, utilizando para el caso de diquarks
b/2 [188,206]. Para este trabajo adoptamos esta convencién, y de esta forma, el potencial no per-
turbado del diquark es exactamente la mitad que el del mesén.

Al trabajar con un sistema de dos quarks del mismo sabor debemos prestar atencién al principio
de exclusién de Pauli, segiin el cual dos fermiones idénticos no pueden ocupar el mismo estado. Como
consecuencia, las funciones de onda correspondientes a estados de dos fermiones iguales deben ser
antisimétricas ante su intercambio. Esta es la condicién que impondremos sobre los estados encon-
trados de diquarks. Para eso, debemos prestar atencién a la funciéon de onda total del diquark, no
sélo a la parte espacial. Los diquarks considerados son simétricos en la parte de sabor, ya que los
dos quarks constituyentes son del mismo sabor, y por lo tanto intercambiarlos da el mismo estado.
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La parte de color es antisimétrica cuando consideramos el estado atractivo, y la parte espacial queda
determinada por la paridad de los arménicos esféricos, que corresponde a (—1)!, siendo 1 cuando
es simétrico y -1 cuando es antisimétrico. Por ultimo, la parte de spin puede tomar dos valores:
0 (singlete) y 1 (triplete), donde el singlete es antisimétrico ante el intercambio de particulas y el
triplete es simétrico. De esta forma, distintas combinaciones de [ y s dan lugar a estados simétricos
o antisimétricos.

Para los estados con I = 0, la parte espacial es simétrica, por lo que el spin debe ser simétrico
también para cumplir el principio de exclusion de Pauli, considerando que la parte de color es an-
tisimétrica. De esta forma, el estado base debe tener spin 1. Para los estados con | = 1, la parte
espacial es antisimétrica y por lo tanto el spin debe ser antisimétrico, es decir spin 0. En general,
la parte espacial y de spin deben tener la misma paridad. En base a esa restricciéon nos limitamos a
estudiar cuatro estados: 1357, 11 P;, 235; v 2! P;, donde, debido a los niimeros cudnticos, las correc-
ciones spin-6rbita y tensorial son nulas para estas configuraciones y la correccién spin-spin juega un
gran papel.

En esta seccién, obtenemos el espectro de los diquarks, utilizando los parametros calculados en
la seccion anterior. Utilizamos los pardmetros obtenidos ajustando bottomonium para calcular el
diquark bb y los pardametros obtenidos ajustando charmonium para calcular cc. Si bien predecimos
el espectro del diquark hasta los estados excitados radialmente, para la siguiente seccién nuestro
mayor interés sera el estado fundamental, con el cual construiremos el tetraquark.

6.1.1. Diquark bb

A partir del ajuste del espectro del bottomonium se obtienen cuatro conjuntos de pardmetros,
correspondientes a los distintos esquemas de ajuste considerados. Cada uno de estos conjuntos se
emplea para calcular el espectro del diquark bb.

Esquema (a)

Para los parametros obtenidos ajustando tanto los niveles con n = 1 como n = 2, y utilizando
todas las correcciones del OGE, se obtiene el espectro de la Fig. (6.1). Los pardmetros utilizados son
g =194, m, = 0.11 GeV, b = 0.115 GeV? y m;, = 4.675 GeV.
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Figura 6.1: Espectro de masas del diquark bb calculado con los pardmetros obtenidos del ajuste de

los niveles n =1 y n = 2 del bottomonium, utilizando todas las correcciones del OGE.

En la Tabla (6.1) se presentan algunos resultados relevantes de los estados calculados. Al com-
parar estos resultados con los obtenidos para el bottomonium con el mismo conjunto de parametros,
se observa que las masas, tanto con y sin correcciones, y el radio medio del estado fundamental
son mayores en el caso del diquark, aunque aumentan més lento para los estados excitados. Este
comportamiento es consistente con el hecho de que el potencial no perturbado del diquark es mas
débil debido al cambio del factor de color. Ademds, se observa que las correcciones spin-spin toman
valores mas pequenos en el caso del diquark que del mesén, siendo las correcciones relativistas las
contribuciones dominantes.

Correccién | Correcciones
Estado || My (GeV) | {r) (fm) | (v?) relativista cinéticas Spin-spin Masa
135, 9.5454 1.5357 | 0.0711 -0.0133 -0.0027 0.0048 9.5433(484)
1P 9.7570 2.5221 | 0.0559 -0.0054 -0.0033 0.0000 9.7514(506)
235, 9.8466 11.3291 | 0.0672 -0.0289 -0.0076 0.0048 9.8386(512)
21p 9.9899 17.0843 | 0.0652 -0.0149 -0.0050 0.0000 9.9799(525)

Tabla 6.1: Resultados relevantes sobre los estados obtenidos del diquark bb cuando se utilizan los
pardmetros: g = 1.94, my = 0.11 GeV, b = 0.115 GeV? y my = 4.675 GeV. Donde las correcciones
y masas estan escritas en GeV.

Esquema (b)

Si se utilizan los parametros obtenidos ajustando el mismo espectro del bottomonium pero con-
siderando tinicamente las correcciones dependientes del spin, se obtiene el espectro del diquark bb de
la Fig. (6.2). Los pardmetros utilizados son g = 1.99, m, = 0.05 GeV, b = 0.105 GeV? y my, = 4.700
GeV. La relacién entre las masas y el radio medio se mantiene respecto del caso anterior, como
se muestra en la Tabla (6.2). Se observa que nuevamente la velocidad de los estados con | = 1 es
menor que la de los estados con | = 0, como habia sucedido en el estudio de mesones. La masa del
estado base obtenido es 9.5433 GeV, muy similar a la hallada con el conjunto anterior de pardametros.
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Figura 6.2: Espectro de masas del diquark bb calculado con los parametros obtenidos del ajuste de
los niveles n = 1 y n = 2 del bottomonium, utilizando tinicamente las correcciones del spin.

| Estado [[ My (GeV) | (r) (fm) [ (v?) [ Spin-spin | Masa |

135, 9.5596 1.5440 | 0.0747 0.0052 9.5626(535)
1P 9.7665 2.5684 | 0.0569 0.0000 9.7665(560)
235, 9.8499 11.7516 | 0.0678 0.0052 9.8519(567)
21 P 9.9879 17.8641 | 0.0648 0.0000 9.9879(581)

Tabla 6.2: Resultados relevantes sobre los estados obtenidos del diquark bb cuando se utilizan los
pardmetros: g = 1.99, my, = 0.05 GeV, b = 0.105 GeV? y my, = 4.700 GeV. En este caso se utiliza el
esquema (b). Los valores de las correcciones y las masas estan escritos en GeV.

Esquema (c)

Por otro lado, para los parametros obtenidos ajustando solamente los niveles con n = 1, y utilizan-
do todas las correcciones del OGE, se obtiene el espectro de la Fig. (6.3). Los pardmetros utilizados
son g = 1.75, my = 0.04 GeV, b = 0.165 GeV? y mp = 4.575 GeV. Los resultados presentados en
la Tabla (6.3) muestran una masa del estado base de 9.44063 GeV, menor que la correspondiente al
meson. Se observa ademds, que las correcciones relativistas son las que mas contribuyen para este
sistema. Este resultado es esperable para los diquarks, ya que las correcciones relativistas son las
dnicas que no se ven afectadas por el cambio del factor de color.
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Figura 6.3: Espectro de masas del diquark bb calculado con los pardametros obtenidos del ajuste de
los niveles con n = 1 del bottomonium, utilizando todas las correcciones del OGE.

Correccion | Correcciones
Estado || My (GeV) | {r) (fm) | (v?) relativista cinéticas Spin-spin Masa
135, 9.4441 1.4652 | 0.0721 -0.0126 -0.0030 0.0038 9.4406(320)
TP, 9.6867 2.3087 | 0.0652 -0.0074 -0.0040 0.0000 9.6791(335)
235, 9.8071 9.4926 | 0.0780 -0.0332 -0.0086 0.0038 9.7957(339)
2T Py 9.9790 13.9617 | 0.0796 -0.0218 -0.0063 0.0000 9.9645(347)

Tabla 6.3: Resultados relevantes sobre los estados obtenidos del diquark bb cuando se utilizan los
pardmetros: g = 1.75, my = 0.04 GeV, b = 0.165 GeV? y my = 4.575 GeV. Los valores de las
correcciones y las masas estan escritos en GeV.

Esquema (d)

Por tltimo, cuando se utilizan tinicamente las correcciones dependientes del spin para los niveles
con n = 1, se obtienen los pardmetros g = 1.75, my = 0.11 GeV, b = 0.165 GeV? y my = 4.550
GeV. Estos dan lugar al espectro de la Fig. (6.4), con una masa del estado base de 9.40771 GeV. Los
resultados presentados en la Tabla (6.4) muestran que los esquemas (c¢) y (d) predicen radios medios
de los estados excitados menores que los obtenidos con los esquemas que ajustan tanto n = 1 como
n=2.
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Figura 6.4: Espectro del diquark bb calculado con los parametros obtenidos del ajuste de los niveles
con n = 1 del bottomonium, utilizando tinicamente las correcciones del spin.

| Estado [[ My (GeV) | (r) (fm) | (v®) | Spin-spin | Masa |

135, 9.4445 1.4678 | 0.0698 0.0038 9.4077(320)
1P 9.6866 2.3127 | 0.0630 0.0000 9.6476(335)
235, 9.8067 9.5242 | 0.0759 0.0038 9.7697(339)
21 Py 9.9782 14.0067 | 0.0776 0.0000 9.9396(347)

Tabla 6.4: Resultados relevantes sobre los estados obtenidos del diquark bb cuando se utilizan los
pardmetros: g = 1.75, mg = 0.11 GeV, b = 0.165 GeV? y my, = 4.550 GeV. En este caso se utiliza el
esquema (d). Los valores de las correcciones y las masas estdn escritos en GeV.

En términos generales, las masas obtenidas a partir de los esquemas que ajustan tnicamente los
niveles con n = 1 del bottomonium son menores, sin embargo, se obtiene una mayor separacién entre
los niveles. Para la construccién del tetraquark en la seccién siguiente, serd de gran importancia el
estado fundamental, y los deferentes valores obtenidos de su masa se presentan en la Tabla (6.5). Se
observa que los distintos esquemas de ajuste conducen a valores muy similares.

’ Ajuste | Esquema (a) | Esquema (b) | Esquema (c) | Esquema (d) |

Masa de estado

fumdamental (Goy) | ©9433(434) | 9.5626(535) | 9.4406(320) | 9.4077(320)

Tabla 6.5: Masa del estado fundamental del diquark bb calculada utilizando los pardmetros obtenidos
en la seccién anterior, para distintos esquemas de ajuste. El esquema (a) corresponde al ajuste de los
niveles con n = 1 y n = 2 del bottomonium utilizando todas las correcciones del OGE. El esquema
(b) corresponde a ajustar los mismos niveles pero utilizando sélo correcciones de spin. El esquema
(c) es en el que se ajustan los niveles con n = 1 del bottomonium incluyendo todas las correcciones
de OGE y el esquema (d) es andlogo pero incluyendo tinicamente correcciones de spin.
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Comparacién con la literatura

En la Tabla (6.6) se recopilan distintos resultados tedricos disponibles en la literatura para la
masa del diquark bb en el estado de color antitriplete. En todos los casos se observa que la masa
del estado fundamental 13S; es aproximadamente 9 GeV, con una dispersién de aproximadamente 1
GeV entre los valores mas bajos y mas altos. Nuestros resultados se encuentran dentro de este rango.
Por otro lado, los trabajos que presentan también estados radialmente excitados, obtienen masas
levemente mayores que las nuestras para el primer excitado 235;. Aunque obtienen una separacién
entre 235, y 135, del orden de 200-300 MeV, consistente con nuestros resultados.

Esquema | Esquema [ Esquema [ Esquema
Estado (a) (b) (c) (d) [224] | [225] | [226] | [227] | [228] | [188]
135, 9.5433 9.5626 9.4406 9.4077 | 8.67 | 9.774 9.778 | 9.792 | 8.9166 | 9.6285
239, 9.8386 9.8519 9.7957 9.7697 - 110.055| - 10.011 - -

Tabla 6.6: Resultados de este trabajo y de la literatura del espectro del diquark bb en GeV.

6.1.2. Diquark cc

El analisis del diquark cc se realiza de manera anédloga, utilizando los cuatro conjuntos de parame-
tros obtenidos del ajuste del espectro del charmonium.

Esquema (a)

Utilizando el conjunto de pardmetros obtenido ajustando tanto los niveles con n = 1 como n = 2,
y utilizando todas las correcciones del OGE: g = 1.90, my = 0.06 GeV, b = 0.125 GeV?y m. = 1.250
GeV, se obtiene el espectro de la Fig. (6.5). En la Tabla (6.7) se observan valores de interés para
cada estado calculado. Se observa que la masa del estado base del diquark resulta menor que la del
estado correspondiente del charmonium, debido al cambio de factor de color en la interaccién. Por
otro lado, los radios medios obtenidos para los estados excitados radialmente son mucho mayores
a lo esperado para un diquark, indicando que el modelo deja de ser confiable en este régimen, de
manera similar a lo observado en el caso del charmonium.

Correccién | Correcciones
Estado || My (GeV) | (r) (fm) (v?) relativista cinéticas Spin-spin Masa
135, 2.9626 2.6670 | 0.20017 -0.0337 -0.0050 0.0072 2.9467(146)
1P 3.2364 4.0226 0.2165 -0.0304 -0.0096 0.0001 3.2046(166)
235, 3.3973 28.7835 | 0.2614 -0.1234 -0.0191 0.0072 3.3460(173)
21p 3.6004 41.2264 | 0.2853 -0.1039 -0.0156 0.0001 3.5340

Tabla 6.7: Resultados relevantes sobre los niveles obtenidos del diquark cc cuando se utilizan los
pardmetros: g = 1.90, my = 0.06 GeV, b = 0.25 GeV? y m. = 1.250 GeV. Las correcciones y masas
estan escritas en GeV.
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Figura 6.5: Espectro de masas del diquark cc calculado con los parametros obtenidos del ajuste de
los niveles n =1 y n = 2 del charmonium, utilizando todas las correcciones del OGE.

Esquema (b)

Se obtienen resultados similares al considerar los pardmetros obtenidos ajustando tinicamente
las correcciones dependientes del spin: g = 2.10, my = 0.01 GeV, b = 0.095 GeV? y m, = 1.325
GeV. El espectro hallado se encuentra en la Fig. (6.6) y los resultados relevantes de cada estado se
muestran en la Tabla (6.8). Se observa que las correcciones de spin-spin toman valores levemente
mayores para el diquark cc que para el bb.

Masa (GeV)

3.6

3.4

3.2

18, 1Py 235 2'Py

Figura 6.6: Espectro de masas del diquark cc calculado con los pardmetros obtenidos del ajuste de
los niveles n =1 y n = 2 del charmonium, utilizando inicamente las correcciones del spin.
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| Estado [| My (GeV) | (r) (fm) | (v?) | Spin-spin [ Masa |

135 2.9903 2.7688 | 0.2002 0.0083 2.9959(217)
1P 3.2277 4.2609 | 0.1979 0.0000 3.2277(247)
235, 3.3567 32.3167 | 0.2371 0.0082 3.3612(259)
21 Py 3.5291 46.8565 | 0.2501 0.0000 3.5291

Tabla 6.8: Resultados relevantes sobre los estados obtenidos del diquark cc cuando se utilizan los
pardmetros: g = 2.10, mgy = 0.01 GeV, b = 0.095 GeV? y m, = 1.325 GeV. En este caso se utilizan
tUnicamente correcciones dependientes del spin. Las correcciones y las masas se escriben en GeV.

Esquema (c)

Por el otro lado, para los parametros obtenidos ajustando solamente los niveles con n = 1, y
utilizando todas las correcciones del OGE, se obtiene el espectro de la Fig. (6.7). Los pardmetros
utilizados son g = 1.925, my = 0.03 GeV, b = 0.13 GeV? y m, = 1.250 GeV y con ellos se obtiene un
espectro de masas muy similar a los casos anteriores, aunque con los mismos problemas ya senalados
en los niveles excitados, como se observa en la Tabla (6.9).

Masa (GeV)

3.6

3.4

3.2

3.0

18y 1Py 238 2'Py

Figura 6.7: Espectro de masas del diquark cc calculado con los parametros obtenidos del ajuste de
los niveles con n = 1 del charmonium, utilizando todas las correcciones del OGE.

Correccién | Correcciones
Estado || My (GeV) | {r) (fm) | (v?) relativista cinéticas Spin-spin Masa
135, 2.9684 2.6280 | 0.2105 -0.0368 -0.0064 0.0078 2.9509(153)
1P 3.2503 3.9663 | 0.2264 -0.0330 -0.0113 0.0000 3.2157(174)
235, 3.4154 27.9866 | 0.2726 -0.1329 -0.0229 0.0078 3.3601(183)
21 P, 3.6244 40.1026 | 0.2968 -0.1115 -0.0188 0.0000 3.5529

Tabla 6.9: Resultados relevantes sobre los estados obtenidos del diquark cc cuando se utilizan los
pardmetros: g = 1.925, my = 0.03 GeV, b = 0.13 GeV? y m, = 1.250 GeV. Las correcciones y las
masas se escriben en GeV.
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Esquema (d)

Por dltimo, para los pardmetros obtenidos ajustando solamente los niveles con n = 1, pero uti-
lizando tnicamente las correcciones dependientes del spin, se obtiene el espectro de la Fig. (6.6) y
los valores mostrados en la Tabla (6.10). Los parametros utilizados son g = 2.00, m, = 0.09 GeV,
b=0.11 GeV? y m, = 1.250 GeV.

Masa (GeV)
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138, 1P, 233, 2'P,

Figura 6.8: Espectro de masas del diquark cc calculado con los parametros obtenidos del ajuste de
los niveles con n = 1 del charmonium, utilizando tinicamente las correcciones del spin.

| Estado [[ My (GeV) | (r) (fm) [ (v?) [ Spin-spin | Masa |

135, 2.9182 27493 | 0.1927 | 0.0077 | 2.9236(179)
2 3.1749 41796 | 0.2014 | 0.0001 | 3.1750(204)
235, 33212 | 31.0767 | 0.2440 | 0.0077 | 3.3258(213)
2TP, 35101 | 44.7202 | 0.2633 | 0.0001 3.5102

Tabla 6.10: Resultados relevantes sobre los estados obtenidos del diquark cc cuando se utilizan los
pardmetros: g = 2.00, mgy = 0.09 GeV, b = 0.11 GeV? y m. = 1.250 GeV. En este caso se utilizan
Unicamente correcciones dependientes del spin. Las correcciones y las masas se escriben en GeV.

Al igual que en el caso del diquark bb, el andlisis se centra en el estado fundamental. En la Tabla
(6.11) se observa que los distintos esquemas de ajuste dan lugar a valores similares para la masa
del estado fundamental, incluso cuando se consideran variaciones en los parametros del modelo y
en el conjunto de correcciones utilizadas. Esto indica que el valor obtenido para esta magnitud es
bastante estable.
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’ Ajuste | Esquema (a) | Esquema (b) | Esquema (c) | Esquema (d) |
Masa del estado
fundamental (GeV)

2.9467(146) 2.9959(217) 2.9509(153) 2.9236(179)

Tabla 6.11: Masa del estado fundamental del diquark cc calculada utilizando los pardmetros obtenidos
en la seccién anterior para distintos esquemas de ajuste. El esquema (a) corresponde al ajuste de los
niveles con n = 1 y n = 2 del charmonium utilizando todas las correcciones del OGE. El esquema
(b) corresponde a ajustar los mismos niveles pero utilizando sélo correcciones de spin. El esquema
(c) es en el que se ajustan los niveles con n = 1 del charmonium incluyendo todas las correcciones
de OGE y el esquema (d) es andlogo pero incluyendo tinicamente correcciones de spin.

Comparacion con la literatura

En la Tabla (6.12) se presentan distintos resultados de la literatura para la masa del diquark cc
en el estado de color antitriplete, obtenidos mediante distintos modelos. A diferencia del caso del
diquark bb, los valores para el estado fundamental 13S; muestran una dispersién més amplia, con
masas que se extienden aproximadamente entre 2.9 y 3.5 GeV. Nuestros resultados se sittian dentro
de este intervalo. Para los estados excitados, los trabajos que los incluyen encuentran masas mas
grandes que las obtenidas en esta tesis, y una mayor separacién entre los estados 235; y 1257, del
orden de 300-500 MeV.

Esquema [ Esquema | Esquema [ Esquema
Estado (a) (b) (c) (d) [224] | [225] | [226] | [227] | [228] | [206] | [188]

135, 2.9467 2.9959 2.9509 2.9236 | 3.51 |3.133]3.226 |3.114|2.8655|3.1334 | 3.1334
1P 3.2046 3.2277 | 3.2157 | 3.1750 - - - - 3.3530 -

235, 3.3460 3.3612 3.3601 3.3258 - |3.695| - 13.443 - 3.4560 -
21 Py 3.5340 3.5291 3.5529 3.5102 - - - - 3.6062 -

Tabla 6.12: Resultados de este trabajo y de la literatura del espectro del diquark cc en GeV.

6.2. Espectro de los tetraquarks

En esta seccién nos dedicamos al estudio del espectro de los fully-heavy tetraquarks. Para eso,
los modelamos como un sistema de dos cuerpos compuesto por un diquark y un antidiquark, ambos
considerados como particulas puntuales, tal como se presenté en la Seccion 3.1. Este enfoque es
consistente con el utilizado en las secciones anteriores para describir sistemas de dos particulas con
color. Para el tetraquark seguimos el mismo procedimiento, introduciendo tinicamente dos cambios.
La primera diferencia es la masa de las particulas constituyentes. Previamente los constituyentes
eran quarks, cuyas masas se ajustaban como pardmetros libres del modelo. En el caso de los te-
traquarks, los constituyentes son diquarks, y los valores de sus masas se obtienen a partir de los
resultados obtenidos para el estado fundamental en la seccién anterior.

La segunda diferencia esta relacionada con el spin de las particulas constituyentes. Mientras que
los quarks tienen spin 1/2, los diquarks en su estado fundamental tienen spin 1. Esta caracteristica
da lugar a una estructura mas compleja en las correcciones dependientes del spin, en particular en el
término tensorial. Como consecuencia, resulta necesario realizar cambios de base, tal como se explicd
en la Seccion 4.4.
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Al igual que en los andlisis anteriores, nos centramos en dos sistemas concretos: el all-charm te-
traquark, compuesto por un diquarks cc y un antidiquark ¢¢, y el all-bottom tetraquark, compuesto
por un diquark bb y un antidiquark bb. En cada caso utilizamos los pardmetros del modelo obtenidos
mediante el ajuste del espectro de mesones, junto con las masas de los diquarks calculadas previa-
mente. Tal como se hizo antes, consideramos cuatro esquemas de ajuste: el ajuste de los niveles con
n =1y n = 2 incluyendo todas las correcciones del OGE, el ajuste de los nivelesconn =1y n =2
considerando tinicamente las correcciones dependientes del spin, el ajuste de los niveles con n = 1
utilizando todas las correcciones del OGE, y el ajuste de los niveles con n = 1 considerando sélo las
correcciones de spin. Para cada una de estos esquemas analizamos el espectro resultante de ambos
tetraquarks.

6.2.1. All-bottom tetraquark

Para calcular el espectro del all-bottom tetraquark, utilizamos los pardmetros obtenidos a partir
del ajuste del espectro del bottomonium, asi como la masa del diquark bb hallada en la seccién
anterior. En base a los distintos esquemas de ajuste que hemos trabajado hasta ahora, obtendremos
distintos espectros del tetraquark.

Esquema (a)

Comenzamos analizando el conjunto de pardametros obtenido al ajustar los niveles con n =1y
n = 2 del bottomonium, incluyendo todas las correcciones asociadas al intercambio de un gluon. En
este caso, los pardmetros del modelo son: g = 1.94, my = 0.11 GeV, b = 0.23 GeV? y my, = 4.675
GeV. En lugar de la masa del bottom, utilizamos la masa del estado fundamental del diquark bb,
que para este conjunto de pardmetros corresponde a my, = 9.5433 GeV. Con estos valores se obtiene
el espectro del tetraquark mostrado en la Fig. (6.9).

Masa (GeV)
19.81

19.6
19.4F —_—— S

19.21
— n=2

19.0- — e

188 ——
L I I I I I I I | | |
180 381 582 3P0 1P1 3P1 5P1 3P2 5P2 5P3

Figura 6.9: Espectro de masas del tetraquark bbbb calculado con los pardmetros obtenidos del ajuste
de los niveles n =1 y n = 2 del charmonium, utilizando todas las correcciones del OGE. Las lineas
rojas corresponden a los estados excitados radialmente, mientras que las lineas negras son estados
conn = 1.

En la Tabla (6.13) se presentan algunos pardmetros caracteristicos extraidos de las funciones
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de onda de los distintos estados del tetraquark. En particular, las velocidades cuadraticas medias
resultan muy pequenas, incluso para los estados excitados radialmente. Este comportamiento puede
atribuirse a las grandes masas de los constituyentes, es decir, de los diquarks, en comparacién con los
constituyentes de los mesones. Los radios medios obtenidos también son pequenos, lo que es consis-
tente con la interpretacién del tetraquark como un sistema compacto dentro del modelo de diquarks.

’ nl H My (GeV) ‘ (r) (fm) ‘ (v?) ‘
15 18.8244 0.6336 0.0579
1P 19.3517 1.3553 | 0.0343
25 19.4291 3.2356 0.0398
2P 19.6833 5.8529 | 0.0383

Tabla 6.13: Resultados extraidos de la funcién de onda correspondiente al tetraquark all-bottom
calculado con los parametros del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 utilizando todas las
correcciones del OGE.

Sin embargo, estos radios muestran un problema de consistencia muy comun en la literatura [206]
cuando se utiliza el modelo de diquarks: los radios del tetraquark resultan menores que los radios de
los diquarks que lo componen. Este resultado también se observa en los demés conjuntos de pardme-
tros. Esta discrepancia puede atribuirse a la aproximacién de tratar a los diquarks como objetos
puntuales dentro del tetraquark, la cual resulta excesivamente simplificada para describir adecuada-
mente este sistema. En este trabajo continuaremos utilizando el modelo descrito, sin embargo, una
posible mejora consiste en incorporar factores de forma para los diquarks (refs. [229,230]), de modo
de tener en cuenta su estructura extendida sin introducir un aumento significativo en la complejidad
del modelo.

En la Tabla (6.14) se muestran los valores de las distintas correcciones a la energia para los niveles

del tetraquark. Se observa que las correcciones relativistas a la energia cinética son muy pequenas,
lo que valida el uso de la aproximacién no relativista.
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Correcciéon | Correcciones
Estado || relativista cinéticas Spin-Orbita | Spin-spin | Tensorial Masa
115, -0.0281 -0.0008 0 -0.0833 0 18.7992
135, -0.0281 -0.0008 0 0.0278 0 18.9102
1°5, -0.0281 -0.0008 0 0.2498 0 19.1322
13P, -0.0049 -0.0097 -0.0191 0.0000 -0.0072 19.3763
1TP -0.0049 -0.0097 0 0.0000 0 19.4026
1P, -0.0049 -0.0097 -0.0096 0.0000 0.0020 19.3950
1°P -0.0049 -0.0097 -0.0287 -0.0001 -0.0047 19.3691
13P, -0.0049 -0.0097 0.00956 0.0000 -0.0010 19.4111
1°P, -0.0049 -0.0097 -0.0096 -0.0001 0.0041 19.3970
1° Py -0.0049 -0.0097 0.0191 -0.0001 -0.0014 19.4202
215, -0.0169 -0.0109 0 -0.0316 0 19.4434
235, -0.0169 -0.0109 0 0.0105 0 19.4856
255, -0.0169 -0.0109 0 0.0949 0 19.5699
23 Py -0.0077 -0.0117 -0.0153 0.0000 -0.0057 19.7181
2T P, -0.0077 -0.0117 0 0.0000 0 19.7391
23 Py -0.0077 -0.0117 -0.0076 0.0000 0.0016 19.7331
2P, -0.0077 -0.0117 -0.0229 0.0000 -0.0038 19.7124
23 P, -0.0077 -0.0117 0.0076 0.0000 -0.0008 19.7459
2°P, -0.0077 -0.0117 -0.0076 0.0000 0.0033 19.7347
2° Py -0.0077 -0.0117 0.0153 0.0000 -0.0011 19.7532

Tabla 6.14: Valores de las correcciones para cada estado del tetraquark all-bottom utilizando los
parametros del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 con todas las correcciones debido al OGE.
Las correcciones y masas se escriben en GeV.

Esquema (b)

El segundo conjunto de parametros se obtiene a partir del ajuste de los niveles con n = 1 y
n = 2 del bottomonium considerando tnicamente correcciones dependientes del spin. En este caso,
los valores ajustados son g = 1.99, my; = 0.05 GeV, b = 0.21 GeV? y my, = 4.700 GeV, lo que
conduce a una masa del estado fundamental del diquark bb de my, = 9.5626 GeV. El espectro del
tetraquark calculado con este conjunto de pardmetros se encuentra en la Fig. (6.10).
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Figura 6.10: Espectro de masas del tetraquark bbbb calculado con los pardmetros obtenidos del ajuste
de los niveles n = 1 y n = 2 del charmonium, utilizando inicamente las correcciones del spin. Las
lineas rojas corresponden a los estados excitados radialmente, mientras que las lineas negras son
estados con n = 1.

En la Tabla (6.15) se recopilan algunos valores caracteristicos hallados a partir de las funciones de
onda del tetraquark, mientras que en la Tabla (6.16) se presentan las contribuciones de las distintas
correcciones a la energia de cada nivel. Se observa que, para ciertos estados, las correcciones asociadas
a la interaccién spin-spin toman valores mucho mayores que las encontradas en el estudio del bot-
tomonium o del diquark, a pesar de estar suprimidas por un factor de 1/myy,. Este comportamiento
posiblemente se debe a lo compacto que resulta ser el tetraquark, teniendo una mayor contribucién
del valor de la funcién de onda en el origen que los demaés sistemas estudiados. Este resultado no es
exclusivo de este conjunto de pardmetros, sino que se reproduce en los distintos esquemas de ajuste.
Por otro lado, las masas totales del espectro del tetraquark resultan muy similares a las obtenidas
en el caso anterior, lo que indica una estabilidad de los resultados frente a cambios de los pardametros.

’ nl H My (GeV) \ (r) (fm) \ (v?) ‘
18 18.9488 0.6516 0.0541
1P 19.4550 1.3495 0.0344
25 19.5406 3.2154 0.0402
2P 19.7963 5.6690 0.0394

Tabla 6.15: Resultados extraidos de la funcién de onda correspondiente al tetraquark all-bottom
calculado con los parametros del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 utilizando Unicamente las
correcciones del spin.
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’ Estado H Spin-orbita \ Spin-spin | Tensorial | Masa

115, 0 -0.0971 0 18.7702
135, 0 0.0324 0 18.8997
1°5, 0 0.2914 0 19.1587
18P, -0.0202 0.0000 -0.0075 | 19.3615
1P 0 0.0000 0 19.3892
3P -0.0101 0.0000 0.0022 19.3813
1°P -0.0287 -0.0001 -0.0047 | 19.3691
13P, 0.0101 0.0000 -0.0011 | 19.3982
1°P, -0.0101 0.0000 0.0043 19.3834
1°P 0.0202 0.0000 -0.0015 | 19.4078
215, 0 -0.0343 0 19.4328
235, 0 0.0114 0 19.4785
255, 0 0.1029 0 19.5699
23R, -0.0157 0.0000 -0.0059 | 19.6982
21 P 0 0.0000 0 19.7198
23 P, -0.0079 0.0000 0.0017 19.7136
2°Py -0.0236 0.0000 -0.0039 | 19.6923
23P, 0.0079 0.0000 -0.0008 | 19.7268
2°P, -0.0079 0.0000 0.0034 19.7153
2513 0.0157 0.0000 -0.0012 | 19.7344

Tabla 6.16: Valores de las correcciones para cada estado del tetraquark all-bottom utilizando los
parametros del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 considerando unicamente las correcciones
debido al spin. Las correcciones y masas se escriben en GeV.

Esquema (c)

El tercer conjunto de pardametros proviene del ajuste del espectro del bottomonium considerando
tnicamente los niveles con n = 1 e incluyendo todas correcciones del OGE. En este caso se obtienen
g=1.75,my=0.04 GeV y b=10.33 GeV?, con una masa del estado fundamental del diquark bb de
mpp, = 9.4406 GeV. El espectro del tetraquark correspondiente se encuentra en la Fig. (6.11).
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Figura 6.11: Espectro de masas del tetraquark bbbb calculado con los pardmetros obtenidos del ajuste
de los niveles con n = 1 del charmonium, utilizando todas las correcciones del OGE. Las lineas rojas
corresponden a los estados excitados radialmente, mientras que las lineas negras son estados con
n=1.

En la Tabla (6.17) se muestran valores caracteristicos hallados a partir de las funciones de onda
del tetraquark, mientras que en la Tabla (6.18) se presentan los valores de las distintas correccio-
nes a la energia. Se observa que la masa del estado fundamental es mayor que la obtenida en los
casos anteriores, sin embargo, la separacion entre este estado y el primer estado excitado es menor
que antes. Este resultado es consistente con lo observado en el andlisis del bottomonium, donde
los ajustes que incluyen los niveles excitados radialmente tienden a sobrestimar la separacién entre
los primeros estados, mientras que los ajustes restringidos niveles con n = 1 reducen dicha separacion.

[ nl ][ My (GeV) | (r) (fm) [ (v*) |
15 18.9068 0.6947 | 0.0472
1P 19.3855 1.2918 | 0.0382
25 19.5110 2.9650 | 0.0455
2P 19.7904 4.8395 | 0.0471

Tabla 6.17: Resultados extraidos de la funcién de onda correspondiente al tetraquark all-bottom

calculado con los pardmetros del ajuste de los niveles con n = 1 utilizando todas las correcciones del
OGE.
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Correcciéon | Correcciones
Estado || relativista cinéticas Spin-Orbita | Spin-spin | Tensorial Masa
115, -0.0180 -0.0022 0 -0.0489 0 18.8377
135, -0.0180 -0.0022 0 0.0163 0 18.9029
1°5, -0.0180 -0.0022 0 0.1468 0 19.0333
13P, -0.0056 -0.0094 -0.0171 0.0000 -0.0075 19.3471
1TP -0.0056 -0.0094 0 0.0000 0 19.3705
13P -0.0056 -0.0094 -0.0085 0.0000 0.0018 19.3638
1°P -0.0056 -0.0094 -0.0256 0.0000 -0.0042 19.3408
13P, -0.0056 -0.0094 0.0085 0.0000 -0.0009 19.3782
1°P, -0.0056 -0.0094 -0.0085 0.0000 0.0036 19.3656
1° Py -0.0056 -0.0094 0.0171 0.0000 -0.0013 19.3863
215, -0.0161 -0.0110 0 -0.0243 0 19.4596
235, -0.0161 -0.0110 0 0.0081 0 19.4921
255, -0.0161 -0.0110 0 0.0730 0 19.5570
23P, -0.0102 -0.0124 -0.0147 0.0000 -0.0055 19.7478
2t P, -0.0102 -0.0124 0 0.0000 0 19.7679
23P, -0.0102 -0.0124 -0.0073 0.0000 0.0016 19.7622
2°P, -0.0102 -0.0124 -0.0220 0.0000 -0.0036 19.7423
23 P, -0.0102 -0.0124 0.0073 0.0000 -0.0008 19.7745
2°P, -0.0102 -0.0124 -0.0073 0.0000 0.0031 19.7637
25 P -0.0102 -0.0124 0.0147 0.0000 -0.0011 19.7815

Tabla 6.18: Valores de las correcciones para cada estado del tetraquark all-bottom utilizando los
parametros del ajuste de los niveles con n = 1 considerando todas las correcciones debido al OGE.
Los resultados se presentan en GeV.

Esquema (d)

Finalmente, el ultimo conjunto de pardmetros se obtiene a partir del ajuste de los niveles con
n = 1 del bottomonium considerando tinicamente las correcciones dependientes del spin. Los valores
resultantes son g = 1.75, my = 0.11 GeV, b = 0.33 GeV? y una masa del estado fundamental del
diquark bb de my, = 9.4077 GeV. El espectro del tetraquark obtenido utilizando estos pardmetros
se encuentra en la Fig. (6.12).
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Figura 6.12: Espectro de masas del tetraquark bbbb calculado con los pardmetros obtenidos del ajuste
de los niveles con n = 1 del charmonium, utilizando tinicamente las correcciones del spin. Las lineas
rojas corresponden a los estados excitados radialmente, mientras que las lineas negras son estados
conn = 1.

En las Tablas (6.19) y (6.20) se presentan, por un lado, los observables extraidos de las funciones
de onda del tetraquark y por otro, las correcciones energéticas para cada estado. Un aspecto intere-
sante que se observa en este andlisis es la dependencia de las masas con los nimeros cuanticos de
spin. En particular, para estados con los mismos valores de [ y j, se observa que la masa disminuye al
aumentar el spin, debido a que las correcciones spin-spin se vuelven progresivamente mas negativas.

’ nl H My (GeV) \ (r) (fm) \ (v?) ‘
18 18.8641 0.6968 0.0472
1P 19.3417 1.2955 0.0382
25 19.4670 2.9817 | 0.0455
2P 19.7458 4.8656 0.0472

Tabla 6.19: Resultados extraidos de la funcién de onda correspondiente al tetraquark all-bottom cal-
culado con los pardmetros del ajuste de los niveles con n = 1 utilizando unicamente las correcciones
del spin.
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’ Estado H Spin-orbita \ Spin-spin | Tensorial | Masa

115, 0 -0.0487 0 18.8154
135, 0 0.0162 0 18.8804
155, 0 0.1462 0 19.0104
13 Py -0.0170 0.0000 -0.0064 | 19.3183
11P 0 0.0000 0 19.3417
1°P, -0.0085 0.0000 0.0018 | 19.3350
1°P, -0.0255 -0.0001 -0.0042 19.312
13P, 0.0085 0.0000 -0.0009 | 19.3493
1°P, -0.0085 -0.0001 0.0036 | 19.3656
15P; 0.0169 -0.0001 -0.0013 | 19.3573
215, 0 -0.0243 0 19.4427
235, 0 0.0081 0 19.4751
255, 0 0.0728 0 19.5398
23 P, -0.0146 0.0000 -0.0055 | 19.7257
21 P 0 0.0000 0 19.7458
22 P -0.0073 0.0000 0.0016 | 19.7418
5P, -0.0219 0.0000 -0.0036 | 19.7202
22 P, 0.0073 0.0000 -0.0008 | 19.7523
25 P, -0.0073 0.0000 0.0031 | 19.7416
2P, 0.0146 0.0000 -0.0011 | 19.7593

Tabla 6.20: Valores de las correcciones para cada estado del tetraquark all-bottom utilizando los
parametros del ajuste de los niveles con n = 1 considerando unicamente las correcciones debido al
spin. Los resultados se presentan en GeV.

En general se observa que, a pesar de las diferencias en los pardmetros ajustados y en las correc-
ciones incluidas, los espectros resultantes muestran una estructura global muy similar.

Estabilidad

Finalmente, es interesante discutir la estabilidad de los estados obtenidos. Para el caso de un te-
traquark, la estabilidad estd determinada por los umbrales de decaimiento fuerte hacia dos hadrones.
El canal de decaimiento dominante corresponde al llamado decaimiento fall-apart hacia dos mesones
qq qq, proceso que no requiere la creacién de pares adicionales y que puede ocurrir mediante un reor-
denamiento de quarks y antiquarks. El umbral correspondiente estda dado por la suma de las masas de
los dos mesones mas livianos permitidos por los nimeros cuanticos del estado. Si la masa del tetra-
quark se encuentra por encima de dicho umbral, el decaimiento fuerte es energéticamente accesible y,
en consecuencia, se espera que el estado sea inestable, manifestdndose experimentalmente como una
resonancia ancha. Por el contrario, si la masa quedara por debajo del umbral, el decaimiento fuer-
te estaria prohibido y el estado s6lo podria decaer por aniquilacién de quark-antiquark a gluones o
decaimiento radiactivo, pero dichos procesos estan suprimidos y el estado seria estable o cuasiestable.

Para el tetraquark bbbb, el umbral fall-apart para el estado fundamental estd dado por el canal
M(1S) np(1S), cuya energia es 18.7974 GeV. Los resultados obtenidos en este trabajo se sitian
muy préximos a este umbral, de modo que las incertidumbres del modelo no permiten establecer la
estabilidad del estado fundamental. Este resultado, junto con los umbrales para los demas estados
se observan en la Tabla (6.21). En la mayoria de los casos, las masas resultan levemente superiores
al umbral, con la excepcion de los estados excitados radialmente, que se encuentran muy por debajo
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del umbral, sugiriendo estados cuasiestables.

Esquema | Esquema | Esquema | Esquema
Estado (a) (b) (c) (d) Canal Umbral

1S, || 18.7992 | 18.7702 | 18.8377 | 18.8154 | n,(1S) n(1S) | 18.7974
135, || 18.9102 | 18.8997 | 18.9029 | 18.8804 | ~(15) m(1S) | 18.8591
155, || 19.1322 | 19.1587 | 10.0333 | 19.0104 | ~(1S)~(1S) | 18.9208
1°P, || 19.3763 | 19.3615 | 19.3471 | 19.3183 | nu(1S) x4, (LP) | 19.25814
1TP, || 19.4026 | 19.3892 | 19.3705 | 19.3417 | n,(1S) hy(1P) | 19.298

1°Py || 19.3950 | 19.3813 | 19.3638 | 19.3350 | 75(1S) x5, (1P) | 19.29148
1°P, || 19.3691 | 19.3691 | 10.3408 | 19.3120 | n,(1S) ho(1P) | 19.298

18P, || 194111 | 19.3982 | 19.3782 | 19.3493 | 7,(1S) x4, (1P) | 19.31091
1°P, || 19.3970 | 19.3834 | 19.3656 | 19.3656 | 75(1S) xs, (LP) | 19.35318
1°P; || 19.4202 | 194078 | 19.3863 | 19.3573 | 75(1S) x4, (1P) | 19.37261
215, || 19.4434 | 104328 | 19.4596 | 19.4427 | n,(25) 7,(2S) | 19.998

255, || 19.4856 | 10.4785 | 19.4921 | 19.4751 | ~(25) n(25) | 20.0224
259, || 195699 | 19.5699 | 19.5570 | 19.5398 | ~(25)+(25) | 20.0468
2P, || 19.7181 | 19.6982 | 19.7478 | 19.7257 | n(25) xs,(2P) | 20.2315
2TP, || 19.7391 | 19.7198 | 19.7679 | 19.7458 | ny(2S) hy(2P) | 20.2588
25P, || 19.7331 | 19.7136 | 19.7622 | 19.7418 | 1,(25) x», (2P) | 20.25446
2P, || 19.7124 | 19.6923 | 19.7423 | 19.7202 | n,(25) hy(2P) | 20.2588
25P, || 19.7459 | 10.7268 | 19.7745 | 19.7523 | my(25) xu,(2P) | 20.26765
2P, || 19.7347 | 19.7153 | 19.7637 | 19.7416 | 75(2S) xu, (2P) | 20.48796
2P, || 19.7532 | 10.7344 | 19.7815 | 19.7593 | 7(2S) xu, (2P) | 20.29205

Tabla 6.21: Resultados obtenidos para el espectro del tetraquark all-bottom para los distintos esque-
mas de ajuste empleados. El esquema (a) corresponde al uso de los pardmetros obtenidos mediante
el ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 del bottomonium utilizando todas las correcciones del
OGE. El esquema (b) corresponde a utilizar los pardmetros del ajuste de los mismos niveles pero
utilizando sélo correcciones de spin. El esquema (c) es en el cual se usan los pardmetros del ajuste
de los niveles con n = 1 del bottomonium incluyendo todas las correcciones de OGE y esquema (d)
es andlogo pero incluyendo tnicamente correcciones de spin. Ademads se muestra el canal mediante
el cual decaen a un par de masones, y el umbral correspondiente.

Comparacién con la literatura

En la Tabla (6.22) se recopilan diversos resultados teéricos disponibles en la literatura para la
masa del tetraquark bbbb en la representacién de diquarks. Se observa que entre los diferentes mo-
delos existe una dispersién de aproximadamente 1 GeV entre los valores méas bajos y mas altos de
la masa de cada nivel del tetraquark. En general, los modelos relativistas como [231,232] tienden a
predecir masas mds elevadas, mientras que modelos no relativistas como [188,233] obtienen masas
més pequenias, aunque existen excepciones notables como [227], que usando un modelo no relativista
obtiene las mayores masas en esta comparacién. Nuestros resultados se encuentran dentro de este
rango, mas préximo a los valores obtenidos por modelos no relativistas. Al comparar las separacio-
nes entre los estados 115y y 13y, se observa que muchos de los resultados de la literatura predicen
separaciones menores que las obtenidas en este estudio. En cambio, para los estados excitados ra-
dialmente, los resultados son més compatibles, ya que, aunque el estado fundamental que obtenemos
es relativamente liviano, las masas crecen mas rapidamente, acercandose a los valores reportados por
otros autores.
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Esquema|Esquema|Esquema|Esquema
Estado (a) (b) (c) (d) [227] | [233] | [232] | [188] | [234] | [231] | [235]

115y || 18.7992 | 18.7702 | 18.8377 | 18.8154 [19.666]18.723[19.201|18.7679[19.247[19.314]19.685
1357 || 18.9102 | 18.8997 | 18.9029 | 18.8804 |19.673|18.738|19.251|18.7834(19.247|19.32019.700
155, || 19.1322 | 19.1587 | 19.0333 | 19.0104 |{19.680|18.768|19.262 19.249(19.330|19.708

13Py || 19.3763 | 19.3615 | 19.3471 | 19.3183 - - - 119.3855| - [19.533| -
1P || 19.4202 | 19.4078 | 19.3863 | 19.3573 - - - 1194189 - |19.536| -
13P; || 19.3950 | 19.3813 | 19.3638 | 19.3350 - - - 1194007 - |19.535| -
1°P; || 19.3691 | 19.3691 | 19.3408 | 19.3120 - - - - - |19.534| -
13P, || 19.4111 | 19.3982 | 19.3782 | 19.3493 - - - 1194343 - [19.539| -
1°P, || 19.3970 | 19.3834 | 19.3656 | 19.3656 - - - - - 19.538| -
1°P; || 19.4202 | 19.4078 | 19.3863 | 19.3573 - - - - - 119.545| -
218y || 19.4434 | 19.4328 | 19.4596 | 19.4427 [19.841| - - 194883 - [19.680| -
2357 || 19.4856 | 19.4785 | 19.4921 | 19.4751 |19.849| - - 19.491 19.594(19.682| -
255, || 19.5699 | 19.5699 | 19.5570 | 19.5398 - - - - 19.596|19.687| -
23Py || 19.7181 | 19.6982 | 19.7478 | 19.7257 - - - 119.4063| - - -
21y || 19.7391 | 19.7198 | 19.7679 | 19.7458 - - - |19.7678| - - -
23P || 19.7331 | 19.7136 | 19.7622 | 19.7418 - - - 119.6812| - - -
2°P; || 19.7124 | 19.6923 | 19.7423 | 19.7202 - - - - - - -
23P, || 19.7459 | 19.7268 | 19.7745 | 19.7523 - - - 119.6253| - - -

Tabla 6.22: Espectro del tetraquark bbbb en GeV obtenido en este trabajo y en distintos trabajos
tedricos.

6.2.2. All-charm tetraquark

Para el calculo del espectro del all-charm tetraquark se emplean los parametros obtenidos a
partir del ajuste del espectro del charmonium, junto con la masa del diquark cc determinada en la
seccién anterior. Este procedimiento se aplica a los distintos esquemas de ajuste considerados a lo
largo de este trabajo, lo que da lugar a diferentes espectros posibles para el tetraquark.

Esquema (a)

El primer conjunto de parametros analizado corresponde al ajuste de los niveles con n = 1y
n = 2 del charmonium, incorporando todas las correcciones asociadas al intercambio de un gluon
(OGE): g = 1.90, my = 0.06 GeV, b = 0.25 GeV? y me. = 2.9467 GeV. El espectro resultante del
tetraquark se muestra en la Fig. (6.13).
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Figura 6.13: Espectro de masas del tetraquark ccce calculado con los pardmetros obtenidos del ajuste
de los niveles n =1 y n = 2 del charmonium, utilizando todas las correcciones del OGE. Las lineas
rojas corresponden a los estados excitados radialmente, mientras que las lineas negras son estados
conn = 1.

Algunos parametros relevantes de los estados hallados a partir de la funcién de onda del tetra-
quark se encuentran en la Tabla (6.23). Se observa que las velocidades cuadraticas medias obtenidas
son menores que las del diquark cc, como es esperable, e incluso para los estados excitados la aproxi-
macién no relativista parece bien justificada. Sin embargo, estas velocidades son significativamente
mayores que las obtenidas en el caso del tetraquark bbbb debido a las masas de los constituyentes. De
forma andloga, los radios medios son considerablemente mas grandes que en el sistema all-bottom,
aunque permanecen por debajo de los valores de los diquarks cc, mostrando el mismo problema de
consistencia mencionado anteriormente. Este resultado se observa también en los demés conjuntos
de pardametros.

[ nl ]| My (GeV) [ (r) (fm) [ (v?) |
15 6.2269 1.3510 | 0.1232
1P 6.6579 2.2475 | 0.1287
28 6.8316 8.9980 | 0.1550
2P 7.1191 13.6784 | 0.1705

Tabla 6.23: Resultados extraidos de la funcién de onda correspondiente al tetraquark all-charm
calculado con los parametros del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 utilizando todas las
correcciones del OGE.

En la Tabla (6.24) se presentan los valores de las correcciones a la energia para los distintos
niveles del tetraquark. Se observa que las correcciones relativistas a la energia cinética son muy
pequenas, validando el uso de la aproximacién no relativista.
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Correccién | Correcciones
Estado || relativista cinéticas Spin-6rbita | Spin-spin | Tensorial Masa
118, -0.0296 -0.0055 0 -0.0619 0 6.1299
135, -0.0296 -0.0055 0 0.0206 0 6.2125
1°8, -0.0296 -0.0055 0 0.1858 0 6.3777
13 Py -0.0190 -0.0197 -0.0364 0.0000 -0.0136163 | 6.5691
1P -0.0190 -0.0197 0 0.0000 0 6.6192
1°Py -0.0190 -0.0197 -0.0182 0.0000 0.0039 6.6048
1°Py -0.0190 -0.0197 -0.0546 -0.0001 -0.0089 6.5555
13Py -0.0190 -0.0197 0.0182 0.0000 -0.0019 6.63537
1°Py -0.0190 -0.0197 -0.0182 -0.0001 0.0078 6.6086
1°P -0.0190 -0.0197 0.0364 -0.0001 -0.0027 6.6527
218, -0.0437 -0.0242 0 -0.0412 0 6.7224
235, -0.0437 -0.0242 0 0.0137 0 6.7774
2°8, -0.0437 -0.0242 0 0.1237 0 6.8874
23 P, -0.0285 -0.0389 -0.0335 0.0000 -0.0125 7.0056
21 P -0.0285 -0.0389 0 0.0000 0 7.0517
23 P, -0.0285 -0.0389 -0.0168 0.0000 0.0036 7.0385
2°P -0.0285 -0.0389 -0.0503 -0.0001 -0.0082 6.9931
23P, -0.0285 -0.0389 0.0168 0.0000 -0.0018 7.0666
2° P, -0.0285 -0.0389 -0.0168 -0.0001 0.0072 7.0420
2°P; -0.0285 -0.0389 0.0335 -0.0001 -0.0025 7.0826

Tabla 6.24: Valores de las correcciones para cada estado del tetraquark all-charm utilizando los
parametros del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 con todas las correcciones debido al OGE.
Los resultados se presentan en GeV.

Esquema (b)

El segundo conjunto de parametros proviene del estudio de los niveles con n = 1 y n = 2 del
charmonium considerando tnicamente correcciones dependientes del spin: g = 2.10, my = 0.01 GeV,
b=0.19 GeV? y me. = 2.9959 GeV. El espectro del tetraquark obtenido utilizando estos pardmetros
se encuentra en la Fig. (6.14).
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Figura 6.14: Espectro de masas del tetraquark ccce calculado con los pardmetros obtenidos del ajuste
de los niveles n = 1 y n = 2 del charmonium, utilizando inicamente las correcciones del spin. Las
lineas rojas corresponden a los estados excitados radialmente, mientras que las lineas negras son
estados con n = 1.

En la Tabla (6.25) se muestran valores caracteristicos hallados a partir de las funciones de onda
del tetraquark, mientras que en la Tabla (6.26) se presentan los valores de las distintas correcciones a
la energia de los niveles. Se observa que, al igual que en el caso del all-bottom, las correcciones debido
a la interaccién spin-spin toman valores mucho mayores que para los mesones o diquarks. Incluso,
toman valores del mismo orden que el caso del all-bottom, a pesar de estar suprimido por un factor
menor (1/me.), mostrando que lo que domina es el valor de la funcién de onda en el origen. Los
valores del espectro de masas del tetraquark obtenidos son muy similares a los resultados anteriores
a pesar del cambio en los parametros.

’ nl H My (GeV) \ (r) (fm) \ (v?) ‘
15 6.1337 1.3384 | 0.1239
1P 6.5525 2.3580 | 0.1135
28 6.6879 9.8967 | 0.1359
2P 6.9491 15.5946 | 0.1450

Tabla 6.25: Resultados extraidos de la funcién de onda correspondiente al tetraquark all-charm
calculado con los parametros del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 utilizando tinicamente las
correcciones del spin.
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’ Estado H Spin-Orbita \ Spin-spin | Tensorial | Masa

115, 0 -0.0875 0 6.0461
135, 0 0.0292 0 6.1628
155, 0 0.2626 0 6.3962
3P, -0.0388 0.0000 -0.0145 | 6.4991
1P 0 0.0000 0 6.5524
1P -0.0194 0.0000 0.0041 6.5372
1°P -0.0582 0.0000 -0.0104 | 6.4838
1P, 0.0194 0.0000 -0.0021 | 6.5697
1°P -0.0194 0.0000 0.0083 6.5413
1°P 0.0388 0.0000 -0.0029 | 6.5883
215, 0 -0.0501 0 6.6378
235, 0 0.0167 0 6.7045
255 0 0.1502 0 6.8380
2°P, -0.0345 0.0000 -0.0129 | 6.9016
21 P 0 0.0000 0 6.9490
23P; -0.0173 0.0000 0.0037 6.9355
2°P; -0.0518 0.0000 -0.0085 | 6.8888
22P, 0.0173 0.0000 -0.0018 | 6.9645
2°P, -0.0173 0.0000 0.0074 6.9391
2°P; 0.0345 0.0000 -0.0026 | 6.9810

Tabla 6.26: Valores de las correcciones para cada estado del tetraquark all-charm utilizando los
parametros del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 considerando unicamente las correcciones
debido al spin. Los resultados se presentan en GeV.

Esquema (c)

El tercer conjunto de pardmetros se obtiene a partir del estudio de los niveles con n = 1 del
charmonium, incluyendo todas las correcciones del OGE: g = 1.925, my = 0.03 GeV, b = 0.26 GeV?
y una masa del estado fundamental del diquark cc de m.. = 2.9509 GeV. El espectro del tetraquark
correspondiente se encuentra en la Fig. (6.15).
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Figura 6.15: Espectro de masas del tetraquark ccce calculado con los pardmetros obtenidos del ajuste
de los niveles con n = 1 del charmonium, utilizando todas las correcciones del OGE. Las lineas rojas
corresponden a los estados excitados radialmente, mientras que las lineas negras son estados con

n=1.

Los valores caracteristicos extraidos de las funciones de onda y las correcciones energéticas se

presentan en las Tablas
conjunto de parametros,

(6.27) y (6.28) respectivamente. En este caso, al igual que con el primer
se obtienen diferencias hiperfinas entre el estado fundamental y el primer

estado excitado levemente menores a las halladas con los esquemas que incluyen solamente correccio-
nes de spin. Aunque en general, las masas halladas con los esquemas (a) y (c) tienden a ser mayores,

compensando este efecto.

’ nl H My (GeV) ‘ (r) (fm) ‘ (v?) ‘

Tabla 6.27: Resultados extraidos de la funcién de onda correspondiente al tetraquark all-charm
calculados con los parametros del ajuste de los niveles con n = 1 utilizando todas las correcciones

del OGE.

18 6.2169 1.3180 | 0.1294
1P 6.6675 2.2067 | 0.1332
285 6.8447 8.6741 | 0.1603
2P 7.1431 13.2389 | 0.1757
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Correccién | Correcciones
Estado || relativista cinéticas Spin-O6rbita | Spin-spin | Tensorial | Masa
118, -0.0319 -0.0068 0 -0.0674 0 6.1212
139, -0.0319 -0.0068 0 0.0225 0 6.2111
1°5, -0.0319 -0.0068 0 0.2021 0 6.3907
13P, -0.0202 -0.0221 -0.0392 0.0000 -0.0146 | 6.5765
1P, -0.0202 -0.0221 0 0.0000 0 6.6303
13P; -0.0202 -0.0221 -0.0196 0.0000 0.0042 6.6149
1°P; -0.0202 -0.0221 -0.0588 0.0000 -0.0096 | 6.5619
13P, -0.0202 -0.0221 0.0196 0.0000 -0.0021 6.6478
1°P, -0.0202 -0.0221 -0.0196 0.0000 0.0084 6.6191
1°P -0.0202 -0.0221 0.0392 0.0000 -0.0029 | 6.6666
218, -0.0465 -0.0272 0 -0.0446 0 6.7324
235, -0.0465 -0.0272 0 0.0149 0 6.7918
205, -0.0465 -0.0272 0 0.1337 0 6.9107
23P, -0.0411 -0.0318 -0.0360 0.0000 -0.0135 7.0246
2Tp, -0.0411 -0.0318 0 0.0000 0 7.0741
23P, -0.0411 -0.0318 -0.0180 0.0000 0.0038 7.0599
25P, -0.0411 -0.0318 -0.0541 0.0000 -0.0088 | 7.0111
23P, -0.0411 -0.0318 0.0180 0.0000 -0.0019 | 7.0901
25P, -0.0411 -0.0318 -0.0180 0.0000 0.0077 7.0637
25P; -0.0411 -0.0318 0.0360 0.0000 -0.0027 | 7.1074

Tabla 6.28: Valores de las correcciones para cada estado del tetraquark all-charm utilizando los
parametros del ajuste de los niveles con n = 1 considerando todas las correcciones debido al OGE.

Los resultados se presentan en GeV.

Esquema (d)

El tdltimo conjunto de parametros considerado se obtiene del ajuste de los niveles con n = 1 del
charmonium, incorporando unicamente las correcciones dependientes del spin: g = 2.00, m, = 0.09
GeV, b = 0.22 GeV? y una masa del estado fundamental del diquark cc de me. = 2.9236 GeV. El

espectro del tetraquark obtenido utilizando estos pardmetros se encuentra en la Fig. (6.16).

112




Masa (GeV)

7.0F L _
6.8" —
6.61
6.4"

[ — — n=2
6.2f — n=1

= I I I I I I I I I I

180 381 582 3P0 1P1 3P1 5,31 3P2 5P2 5P3

Figura 6.16: Espectro de masas del tetraquark ccce calculado con los pardmetros obtenidos del ajuste
de los niveles con n = 1 del charmonium, utilizando tinicamente las correcciones del spin. Las lineas
rojas corresponden a los estados excitados radialmente, mientras que las lineas negras son estados
conn = 1.

En la Tabla (6.29) se muestran valores caracteristicos hallados a partir de las funciones de onda
del tetraquark, mientras que en la Tabla (6.30) se presentan los valores de las distintas correcciones
a la energia de los niveles.

[ nl ]| My (GeV) [ (r) (fm) [ (v?) |
15 6.1148 1.3595 | 0.1247
1P 6.5381 2.3176 | 0.1231
28 6.6935 9.5656 | 0.1480
2P 6.9681 14.7614 | 0.1606

Tabla 6.29: Resultados extraidos de la funcién de onda correspondiente al tetraquark all-charm cal-
culados con los parametros del ajuste de los niveles con n = 1 utilizando tnicamente las correcciones
del spin.
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’ Estado H Spin-Orbita \ Spin-spin | Tensorial | Masa

115, 0 -0.0732 0 6.0416
135, 0 0.0244 0 6.1392
155, 0 0.2195 0 6.3343
13P, -0.0378 0.0000 -0.0142 | 6.4861
1P, 0 0.0001 0 6.5382
1P, -0.0189 0.0000 0.0041 | 6.5233
1°P; -0.0567 -0.0001 -0.0093 | 6.4719
13P, 0.0189 0.0000 -0.0020 | 6.5550
1°P, -0.0189 -0.0003 0.0081 | 6.5271
1°P; 0.0378 -0.0003 -0.0028 | 6.5729
218, 0 -0.0456 0 6.6479
235, 0 0.0152 0 6.7087
2°8, 0 0.1369 0 6.8305
23 P, -0.0344 0.0000 -0.0129 | 6.9209
21 P 0 0.0001 0 6.9682
23P, -0.0172 0.0000 0.0037 | 6.9546
2°P; -0.0516 -0.0002 -0.0085 | 6.9080
23 P, 0.0172 0.0000 -0.0018 | 6.9835
2P, -0.0172 -0.0002 0.0074 | 6.9582
25 P 0.0344 -0.0002 -0.0026 | 6.9998

Tabla 6.30: Valores de las correcciones para cada estado del tetraquark all-charm utilizando los
parametros del ajuste de los niveles con n = 1 considerando unicamente las correcciones debido al
spin. Los resultados se presentan en GeV.

Estabilidad

La estabilidad del tetraquark se analiza de forma andloga a la realizada para el sistema all-
bottom, evaluando si es energéticamente posible el decaimiento del tipo fall-apart hacia dos mesones
qq qq. En el caso del tetraquark ccce, el umbral correspondiente al estado fundamental estd dado
por el canal 1.(15) 1.(15), cuya energfa es 5.9678 GeV. Los resultados obtenidos en este trabajo se
encuentran proximos a este umbral, aunque por encima del mismo en todas los esquemas de ajuste
considerados, como se muestra en la Tabla (6.31). Nuevamente, los estados excitados radialmente
parecerian ser cuasiestables, obteniendo valores por debajo del umbral para todos los esquemas de
ajuste.
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Esquema | Esquema | Esquema | Esquema
Estado (a) (b) (c) (d) Canal Umbral

115, 6.1299 | 6.0461 | 6.1212 | 6.0416 1e(1S)n.(1S) | 5.9678
135, 62125 | 6.1628 | 6.2111 | 6.1392 | J/¢(1S)n.(1S) | 6.0808
155, 6.3777 | 6.3962 | 6.3907 | 6.3343 | J/¢(18)J/y(1S) | 6.1938
3P, 6.5691 | 6.4991 | 65765 | 6.4861 | 7.(15)xe (1P) | 6.39861
1P, 6.6192 | 65524 | 6.6303 | 6.5382 ne(1S)h(1P) | 6.50927
&2 6.6048 | 6.5372 | 6.6149 | 6.5233 | 75.(19)xe, (1P) | 6.49457
2 6.5555 | 6.4838 | 6.5619 | 6.4719 ne(1S)h(1P) | 6.50927
P, 6.6354 | 6.5697 | 6.6478 | 6.5550 | 7c(19)xe,(1P) | 6.54007
1°P, 6.6086 | 65413 | 6.6191 | 6.5271 | J/9(18)xe, (1P) | 6.60757
5P, 6.6527 | 6.5883 | 6.6665 | 6.5729 | J/¢(1S)xe,(1P) | 6.65307
213, 6.7224 | 6.6378 | 6.7324 | 6.6479 1e(2S)me(25) | 7.2754
255, 6.7774 | 6.7045 | 6.7918 | 6.7087 (28)n.(29) 7.3238
255, 6.8874 | 6.8380 | 6.9107 | 6.8305 $(29)(25) 7.3722

Tabla 6.31: Resultados obtenidos para el espectro del tetraquark all-charm para los distintos esque-
mas de ajuste empleados. El esquema (a) corresponde al uso de los pardmetros obtenidos mediante
el ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 del charmonium utilizando todas las correcciones del
OGE. El esquema (b) corresponde a utilizar los pardmetros del ajuste de los mismos niveles pero
utilizando sélo correcciones de spin. El esquema (c) es en el cual se usan los parametros del ajuste
de los niveles con n = 1 del charmonium incluyendo todas las correcciones de OGE y esquema (d)
es analogo pero incluyendo unicamente correcciones de spin. Ademés se muestra el canal mediante
el cual decaen a un par de mesones, y el umbral correspondiente.

Comparacién con la literatura y los experimentos

En la Tabla (6.32) se recopilan distintos resultados teéricos disponibles en la literatura para la
masa del tetraquark ccce en la representacion de diquarks. Entre los distintos modelos se observa una
dispersién de aproximadamente 0.5 GeV, menor que la encontrada en el caso del sistema all-bottom.
Los valores obtenidos en este trabajo se ubican dentro de dicho rango. Al comparar las separaciones
entre los estados 1'Sy y 138y, se observa que muchos de los resultados disponibles en la literatura
predicen separaciones menores que las obtenidas en este trabajo. Por otra parte, las masas de los
estados excitados radialmente suelen encontrarse, en la mayoria de los modelos, por debajo de 7
GeV, siendo en general menores que las predichas por nuestro enfoque.

Una ventaja adicional del estudio del sistema all-charm es la existencia de resultados experimen-
tales con los cuales contrastar las predicciones tedricas, a diferencia de lo que ocurre para el sistema
all-bottom. En 2024, la colaboracién CMS reporté la observacion de tres estados ex6ticos X(6600),
X(6900) y X(7200) [45], en el canal J/t J/1, propuestos como candidatos a tetraquarks all-charm.
Posteriormente, en 2025, se logré determinar sus nimeros cuanticos como j©¢ = 2++ [236]. En la
Tabla (6.33) se comparan estos resultados experimentales con las predicciones de los cuatro esquemas
de ajuste considerados. Se incluyen los valores reportados por CMS tanto en el analisis con interfe-
rencia (IM) como sin interferencia (NIM), siendo el primero el que presenta una mejor descripcién
global de los datos. En todos los casos, las masas obtenidas para el estado 1°S, resultan menores que
las observadas experimentalmente, situdndose més cerca de los valores del analisis NIM. En cam-
bio, para el estado excitado 2°S,, los resultados tedricos se aproximan notablemente a los valores
experimentales, llegando incluso a ubicarse dentro de las incertidumbres reportadas en el anélisis IM.
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Esquema | Esquema | Esquema | Esquema
Estado (a) (b) (c) (d) [227] | [233] | [235] | [188] |[234]|[231]| [62]

115y 6.1299 6.0461 6.1212 6.0416 ]6.322(5.960 |6.469|6.03337 | 6.425 | 6.190 | 5.9694
135, 6.2125 6.1628 6.2111 6.1392 ]6.354(6.009|6.519|6.08137|6.425|6.271 | 6.0209
1555 6.3777 | 6.3962 6.3907 | 6.3343 |6.385|6.100|6.545 6.432|6.367|6.1154

13Py || 6.5691 | 6.4991 | 6.5765 | 6.4861 | - - - 16.51929| - |6.628]6.4804
1'P || 6.6192 | 6.5524 | 6.6303 | 6.5382 | - - - |6.58654| - |6.631]6.5771
18P, || 6.6048 | 6.5372 | 6.6149 | 6.5233 | - - - 16.57687| - |6.634|6.5774
1°P, || 6.5555 | 6.4838 | 6.5619 | 6.4719 | - - - - - 16.635|6.4954
13P, || 6.6354 | 6.5697 | 6.6478 | 6.5550 | - - - |6.61831| - |6.644|6.6099
1°P, || 6.6086 | 6.5413 | 6.6191 | 6.5271 | - - - - - 16.648]6.6002
1°P; || 6.6527 | 6.5883 | 6.6665 | 6.5729 | - - - - - 16.6646.6412
218y || 6.7224 | 6.6378 | 6.7324 | 6.6479 |6.575| - - 16.55988| - [6.782]6.6633
235, || 6.7774 | 6.7045 | 6.7918 | 6.7087 |6.609| - - 16.68904 | 6.856 | 6.816 | 6.6745
2°S, || 6.8874 | 6.8380 | 6.9107 | 6.8305 | - - - - |6.864|6.868 | 6.6981
23 P, . . . . - - - 68962 | - - 16.8665
21 Py . . . . - - - |6.95144| - - 16.9441
23 . - - - - - - [6.94318] - - 16.9439
2P, . . - - - - - - - - 16.8756
23 P, . . . . - - - [6.97743| - - [6.9704
2P, . . . . - - - - - - 16.9621
25 P, . . . . - - - - - - 16.9967

Tabla 6.32: Espectro del tetraquark ccéc en GeV obtenido en este trabajo y en distintos trabajos
tedricos.

’ Estado H Esquema (a) \ Esquema (b) \ Esquema (c) \ Esquema (d) \ My \ Miy ‘
1°.55 6.3777 6.3962 6.3907 6.3343 6.552(12) | 6.638(43)
255, 6.8874 6.8380 6.9107 6.8305 6.927(9) | 6.847(48)

Tabla 6.33: Resultados experimentales de los estados detectados del tetraquark all-charm en GeV,
junto con las predicciones de nuestro modelo.

6.3. Conclusiones parciales

A partir de los pardmetros del modelo obtenidos en el capitulo anterior, se estudiaron los diquarks
pesados como bloques constituyentes de los tetraquarks. Los resultados muestran que los diquarks
presentan funciones de onda maés extendidas y valores mayores de la velocidad cuadratica media
en comparacién con los mesones. Para el caso del diquark bb, se mantiene bien justificado el uso
de la aproximacién no relativista, mientras que para el diquark cc los estados excitados muestran
inconsistencias, como radios medios muy grandes.

Estas diferencias se atenian al considerar los tetraquarks pesados, en los cuales los radios medios
y velocidades cuadraticas medias son muy pequenas, consistentes con la visién de tetraquarks com-
pactos. Las correcciones relativistas resultan subdominantes frente a las demads, justificando el uso
del modelo. Sin embargo, se presenta un problema de consistencia debido al uso de la aproximacion
de los diquarks como objetos puntuales dentro del tetraquark, dando lugar a tetraquarks con radios
menores a los radios de los diquarks.
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Por otro lado, comparando los resultados hallados con la literatura, se obtienen masas dentro del
rango de los valores esperados, donde las masas de los estados excitados radialmente resultan ser
mayores a lo predicho por otros modelos. Sin embargo, en el caso del tetraquark all-charm se obser-
va una gran concordancia con los valores experimentales, especialmente para los estados excitados
radialmente.

Al igual que en el capitulo anterior, la masa del gluon no juega un papel relevante para deter-
minar el espectro de los tetraquarks. Se obtuvieron resultados similares para todos los esquemas de
ajuste considerados a pesar de la variacién en el valor de la masa del gluon.

En conjunto, a pesar de las dificultades asociadas al tratamiento de la interaccién spin—spin y las
limitaciones debido a la validez de la aproximacién no relativista en el sector de charm, el modelo
proporciona una descripcion coherente de mesones, diquarks y tetraquarks en tanto en el sector del
bottom como en el del charm.
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Capitulo 7

Resultados incluyendo el flujo de
los parametros

En el Cap. 5 se utilizd el espectro experimental del bottomonium y charmonium para ajustar
los pardmetros del modelo considerando dos conjuntos independientes de pardmetros: {g, mg, b, my}
para el bottomonium y {g, mg,b, m.} para el charmonium. Este procedimiento nos permitié descri-
bir el espectro de cada sistema por separado. Sin embargo, como se discutié en la Secciéon 2.4, en
QCD los parametros fundamentales de la teoria no son constantes, sino que obtienen una depen-
dencia con la escala de energia cuando se utiliza el grupo de renormalizacion. Desde este punto de
vista, nos preguntamos si es posible describir simultdneamente los espectros de los mesones pesados
(compuestos por quarks ¢ y b) empleando un tnico conjunto de pardmetros, cuya diferencia entre
ambos sistemas provenga de la variacion con la escala.

Con este objetivo, en lugar de utilizar pardmetros independientes para cada mesén, se con-
sidera que la constante de acoplamiento, g, y la masa del gluon, my, dependen de la escala, u,
correspondiente a la masa reducida del sistema ligado. De este modo, se obtienen los conjuntos
{9(pce), mg(pce), byme} v {g(tep), mg ;) b, my} asociados a las escalas caracteristicas del char-
monium y del bottomonium, respectivamente, pero conectados entre si mediante el flujo de los
pardmetros g y mg. En este esquema, la tensién de la cuerda, b, se mantiene constante, tomando un
valor comin para ambos sistemas. Si bien las masas de los quarks también presentan, en principio,
una dependencia con la escala, este efecto no juega un rol relevante en este analisis.

Para implementar esta idea, se debe especificar cémo es el flujo de los parametros del modelo.
Para esto se utiliza el flujo derivado del modelo de Curci—Ferrari a un loop, presentado en [237].
Adicionalmente, se estudia de forma superficial el limite a altas energias de este flujo, que da lugar
al running UV de QCD para la constante de acoplamiento, el cual se utiliza comtinmente en la
literatura [231, 235, 238].

Con esta nueva idea, volvemos a repetir el andlisis del espectro de tetraquarks del capitulo ante-
rior, ajustando los parametros del modelo a partir del espectro de masas de mesones pesados. Ademaés
de los sistemas charmonium y bottomonium, se agrega el estudio del mesén mixto charm—bottom.
Se analizan nuevamente dos esquemas de ajuste del espectro. En el primero, los pardmetros del
modelo se ajustan utilizando simultaneamente los estados con nimeros cuanticos n =1y n = 2 de
los mesones. En el segundo, el ajuste se realiza exclusivamente a partir de los estados con n = 1,
mientras que los niveles excitados radialmente se consideran como una prediccién del modelo. Adi-
cionalmente, se estudia un caso particular en el que sélo se incorporan las correcciones dependientes
del spin. Este tipo de aproximacién es habitual en modelos efectivos inspirados en QCD, donde se
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retienen tinicamente las contribuciones spin—spin, spin—o6rbita y tensorial.

Una vez fijados los parametros, se analiza el espectro de diquarks pesados cc y bb, y se utilizan
estos resultados para predecir el espectro de tetraquarks all-charm y all-bottom. Al igual que en el
caso de los mesones pesados, para utilizar los parametros obtenidos en el estudio de tetraquarks, se
debe tener en cuenta la dependencia con la escala de los pardmetros del modelo. En particular, es
necesario determinar el conjunto {g(fietraquark), Mg (ftetraquark )s b, Mdiquark } para los distintos siste-
mas considerados.

El capitulo se organiza de manera progresiva, comenzando con el ajuste del espectro de me-
sones pesados y continuando con el estudio de diquarks y tetraquarks pesados. En cada etapa, los
parametros del modelo se evalian a la escala caracteristica del sistema considerado, siguiendo el flujo
correspondiente, y se analizan las diferencias entre los distintos esquemas de running y estrategias
de ajuste.

7.1. Flujos de los parametros

En teorias cuanticas de campos, la dependencia con la escala de los pardmetros de un modelo se
formaliza mediante el grupo de renormalizacion. Este formalismo describe como los acoplamientos y
demaés pardmetros del modelo evolucionan al cambiar la escala de energia del proceso considerado.
Dicha dependencia se describe mediante ecuaciones de flujo.

En particular, la evolucién de la constante de acoplamiento g(u) estéd determinada por la funcién
beta:
dg
ﬁg = M@a
mientras que, de manera analoga, la evolucién de la masa del gluon m,(p) se describe mediante:
dmg
dp

Bmg =p

Estas ecuaciones de flujo dan lugar a una ecuacién diferencial que permite obtener la constante de
acoplamiento y la masa del gluon como una funcién de la escala u. La forma explicita de estas fun-
ciones beta depende tanto del modelo considerado como del régimen de energias en el que se trabaje.

Cabe destacar que no todos los pardmetros del modelo se consideran dependientes de la escala.
En particular, el parametro de confinamiento b se considera constante a lo largo de este andlisis. Esto
se debe a que el confinamiento es un fenémeno que domina en el régimen infrarrojo y no se espera
que varie de manera significativa dentro del rango de escalas asociado a los estados ligados estudiados.

En este trabajo se emplea una descripcion del flujo de los parametros que surge del modelo de
Curci—Ferrari a un loop. Esta descripcion introduce una dependencia en la escala a la constante de

acoplamiento consistente con fenémenos como la libertad asintética. En este caso, las funciones beta
para el acoplamiento y la masa del gluon a un loop se escriben como en [237]:

Bg = Q(M) (;’YG + '70) )

Biny = 5 (1) (0 +70),
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Ye =2 ﬁ{s log(s) — (14 s) [2s+ (=2 — s+ 5%) log(1 + 5)] },

donde 5 = p?/m2 ().

Para este flujo se considerd que el nimero de colores de la teoria es tres. Se debe determinar
ademas el nimero de sabores activos, correspondiente a la cantidad de quarks con masas menores
a la escala considerada. Para la mayor parte de nuestro estudio, el numero de quarks activos sera
cuatro: up, down, strange y charm. Sin embargo, para trabajar con escalas mayores, como la del bbbb,
se debe incluir también el quark bottom. Ademads se impuso que las masas de los quarks maés livia-
nos son despreciables en comparacién con las masas del charm y bottom, fijando m, =~ mgq =~ ms ~ 0.

Estas ecuaciones diferenciales se resuelven de forma numérica, y las funciones resultantes se re-
presentan en la Fig. (7.1). Se observa que tanto la constante de acoplamiento como la masa del gluon
decrecen a medida que aumenta la energia. Cuanto mayor es la masa del gluon inicialmente, mas
rapido decrece la constante de acoplamiento.

Es interesante analizar el régimen de altas energias de este running, donde la masa del gluon se
vuelve muy pequena, ya que el flujo de la constante de acoplamiento toma la forma del conocido
flujo UV de QCD a un loop, el cual es utilizado frecuentemente en la literatura [231,235,238]:

3
__5 9
ﬁg - BO 1671'2,
donde
By = 11N, — 2Ny
3 )

con N, el nimero de colores y Ny el nimero de sabores activos.

La solucién de esta ecuacion conduce a la conocida expresion para la constante de acoplamiento
dependiente de la escala,

2 93
g°(n) = o7 N
1+ 1672 log (E)

con g el valor de la constante de acoplamiento en una escala de referencia p, que llamamos escala
de renormalizacién.

Es importante senialar que este flujo no se debe extender hacia escalas muy bajas de energia, ya
que presenta un polo de Landau. Nosotros asumiremos que dicho polo no es alcanzado en el rango
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de escalas relevantes para los sistemas ligados considerados.

En el régimen de altas energias del modelo de Curci-Ferrari también se debe tener en cuenta el
flujo de la masa del gluon. Lo que introduce una ecuacién de flujo adicional:

m2g® [ 35 4
Bmz = o <_ ct 3 f)'

9 16mw2 6 3

Esta ecuacién puede resolverse analiticamente, obteniendo:

m () = (220 (r1)

go
con
35N, — 8Ny
K= (=,
2(11N.. — 2Nf)

donde se utilizan los mismos valores de IN. y N¢ que en el caso del acoplamiento.

En la Fig. (7.1) se muestra el comportamiento de estos pardmetros en funcién de la escala de
energia. Para el rango de escalas considerado, la constante de acoplamiento no presenta un polo de
Landau, lo que valida el uso del régimen ultravioleta en este analisis. Comparando ambos flujos, se
observa que cuando no se considera el régimen ultravioleta, se predice una constante de acoplamiento
que decrece més lentamente, mientras que la masa del gluon disminuye de manera mas pronunciada.

a(u) mg(K)
2,01 — i i i
Curci-Ferrari 0.200 — Curci-Ferrari
UV QCD
0.195] UV QCD
19}
0.190
18]
0.185"
il 0.180
0175
10 15 20 H 0.170° 1.0 15 20 H
(a) Constante de acoplamiento en funcién de la es- (b) Masa del gluon en funcién de la escala de
cala de energia. energia.

Figura 7.1: Comportamiento de los parametros del modelo con la escala de energia, u, en GeV. En
rojo se muestran los resultados utilizando el modelo de Curci-Ferrari y en verde se muestran los
resultados para el limite de altas energias, correspondiente al flujo de QCD perturbativo.

Para el estudio del espectro de mesones pesados, utilizamos el flujo obtenido a partir del modelo
de Curci-Ferrari, sin embargo, realizamos un pequeno analisis de los resultados que se obtendrian
con el flujo en el régimen ultravioleta y qué problemas trae.

7.2. Espectro de mesones pesados

En esta seccién se ajusta el espectro de mesones pesados con el objetivo de determinar los pardame-
tros del modelo. Siguiendo la estrategia introducida en el Cap. 5, el ajuste se realiza comparando
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el espectro calculado con los valores experimentales disponibles para los sistemas de charmonium,
bottomonium y charm—bottom. Para ello, se utilizan los datos reportados por el Particle Data Group
(PDG 2025) con ntiimeros cudnticos bien definidos, as{ como resultados de lattice QCD en aquellos
casos en los que la informacion experimental es incompleta o ain no estd firmemente establecida.
Los estados considerados en el ajuste se resumen en la Tabla (7.1).

| Estado [[ Masa (GeV) [ j7¢ [ n*T1; |
np(1S) 9.3987(20) [ 0= | 118,
v(15) 9.46040(10) | 1= [ 135;
Xbo(1P) || 9.85944(42) | 0FF [ 13,
xo, (1P) || 9.89278(31) | 17+ | 13P
hy(1P) 9.8993(8) 1= [ 1tp
o, (1P) [ 9.91221(31) | 27+ | 13PR,
n5(25) 9.999 0t | 21,
v(25S) 10.0234(5) | 1—— | 235
Xbo (2P) 10.2325(5) | 0FF | 235,
X, (2P) || 10.25546(50) | 17+ | 23P;
hy(2P) 10.2598(12) [ 17— | 2'Phy
Xb, (2P) || 10.26865(50) | 27+ | 23P,
ne(1S) 2.9839(4) [0~ F [ 118,
J/¢(1S) || 3.096900(6) | 17— | 135,
Xeo (1P) || 3.41471(30) | 0T+ | 13R,
Xe, (1P) 3.51067(5) | 17T | 1°P
ho(1P) || 3.52537(14) | 17— | 1P
Xes (1P) 3.55617(7) | 27T | 1Py
n:(25) 3.6377(11) [ 0=F | 215,

¥(29) 3.68610(6) | 1—— [ 235
Bf 6.27447(32) | 07 [ 11Sp
239] 6.329 1= | 139

BX(29) 6.8712(10) | 0=7 [ 215,

Tabla 7.1: Valores experimentales, o de lattice QCD, del espectro de masas de los mesones pesados
utilizados para ajustar los pardametros del modelo.

El ajuste se lleva a cabo de manera simultanea para los tres sistemas. Para cada conjunto de
parametros se calcula el espectro completo de masas y se lo compara con los valores de referencia,
asociando un error a cada conjunto segin la ecuacién (5.1). Los pardmetros que presenten menor
error seran utilizados en el estudio de sistemas més complejos. Este procedimiento se repite utilizando
las dos descripciones del flujo de los pardmetros introducidas previamente: el flujo perturbativo de
QCD a un loop y el flujo completo derivado del modelo de Curci-Ferrari a un loop.

7.2.1. Analisis incluyendo el flujo en el régimen de altas energias

Motivados por trabajos previos que incorporan el flujo de los parametros de QCD a altas energias
en el estudio de espectros de masas, adoptamos un enfoque similar en esta seccién. En particular,
utilizamos el flujo obtenido en el limite ultravioleta del modelo de Curci-Ferrari a un loop, en concor-
dancia con el empleado en la literatura. Sin embargo, al aplicar este enfoque, no fue posible ajustar
simultdneamente los tres mesones considerados. En general, los pardmetros obtenidos correspondian
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a un buen ajuste del espectro del charmonium, pero presentaban problemas al ajustar el espectro
del bottomonium.

Algunos de los resultados obtenidos se encuentran en la Fig. (7.2). Se observa que el espectro
del charmonium y del charm-bottom se logran ajustar casi perfectamente. Para el caso del espectro
del bottomonium, se logra ajustar el comportamiento general de los datos, obteniendo muy buenos
resultados para los niveles con n = 2. No obstante, el estado fundamental y el primer estado exci-
tados presentan grandes errores. Este resultado es opuesto al esperado, ya que, como vimos en el
Cap. b, los estados excitados radialmente y los compuestos por quarks charm son los que el modelo
tiene mayor dificultad para predecir, debido a que tienen velocidades mayores. Por esta razén, nos
gustaria priorizar el ajuste de los niveles con n = 1 del bottomonium. Sin embargo, siguiendo esta
idea, no se logra un buen ajuste de los demas mesones.

Masa (GeV) Masa (GeV)
38
10.2 I
36
10.0 —_— =
_—_ 34 T
- - Model -
9.8 lodelo Modelo
— Experimental — Experimental
32
96
77777 — 30 .
94 ——
1'sy 138, 1R, 1P, 1'P; 1°P, 2's, 2%s, 2°s, 2°P, 2'P, 2°P, sy 1’8 1R, PRy 'R R, 2's, 2%
(a) Espectro del bottomonium. (b) Espectro del charmonium.
Masa (GeV)
6.8/
66"
3 - - Modelo
— Experimental
641
1's, 138, 2's,

(c) Espectro del charm-bottom.

Figura 7.2: Espectro de masas de los mesones pesados para el conjunto de pardmetros g(p.z) = 1.90,
mg(pez) = 0.11 GeV, b = 0.26 (GeV)?, m, = 1.225 GeV y m;, = 4.600 GeV. Las lineas punteadas
corresponden a los resultados obtenidos utilizando el modelo y ajustando tanto los niveles con n = 1
como los niveles con n = 2. Las lineas continuas son los resultados experimentales presentados en la

Tabla (7.1).

Cuando se comparan estos resultados con el caso sin running del Cap. 5, se observa que los
valores de la constante de acoplamiento obtenidos a la escala del charmonium son muy similares a
los que se obtuvieron en el caso sin flujo cuando se ajusta el espectro de dicho mesén. Sin embargo,
a la escala del bottomonium difieren significativamente de los parametros obtenidos ajustando tni-
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’Parémetro H Hee ‘ Hep ‘ M ‘

g 1.90 | 1.77 | 1.58
mg (GeV) || 0.11 | 0.11 | 0.10
b (GeV)? 0.26
me (GeV) 1.225
my (GeV) 4.600
Error 0.00336

Tabla 7.2: Parametros obtenidos a partir del ajuste del espectro de los mesones pesados. Se ajustan
tanto los niveles con n = 1 como los niveles con n = 2, incluyendo todas las correcciones del OGE.

camente el espectro del bottomonium. Esto explica por qué este mesén ajusta peor que los demés.
Este problema sucede porque el flujo de la constante de acoplamiento exige una gran diferencia entre
los valores que toma el acoplamiento a las distintas escalas, mientras que los resultados del Cap. 5
muestran que los mesones se ajustan mejor con constantes de acoplamiento similares a ambas escalas.

Por este motivo, a partir de ahora incluiremos el flujo completo derivado de Curci-Ferrari, sin
aproximar al régimen ultravioleta, donde la inclusién de una masa del gluon no despreciable causa
que la constante de acoplamiento decaiga mas lentamente, acerciandose mas a los resultados esperados
para los mesones.

7.2.2. Flujo de Curci-Ferrari a un loop

Repetimos el procedimiento de ajuste ahora considerando el flujo de Curci-Ferrari a un loop. Al
igual que el Cap. 5 separamos el estudio en distintos casos: ajustando tnicamente los niveles con
n = 1, o ajustando también los niveles con n = 2. También consideramos dos esquemas de ajuste:
una que incluye correcciones cinéticas a la energia de los estados y una que tnicamente incluye
correcciones debido al spin.

Al ajustar simultdneamente los niveles con n = 1 y n = 2 del bottomonium, charmonium
y charm-bottom utilizando todas las correcciones de OGE, se obtiene el conjunto de pardmetros
g(pez) = 2.00, my(pez) = 0.51 GeV, b = 0.26 (GeV)?, m. = 1.175 GeV y my, = 4.575 GeV, a
la escala del charmonium. Este conjunto presenta un error respecto a los datos experimentales de
0.00318 y los espectros producidos se observan en la Fig. (7.3).

Se obtiene un muy buen ajuste del espectro del charmonium y charm-bottom. En particular los
dos primeros niveles de estos mesones se reproducen de forma casi exacta. El ajuste del bottomo-
nium no es tan preciso, pero logra recrear el comportamiento general de los datos experimentales.
El estado fundamental del bottomonium es el que presenta mas problemas, afectando al primer
estado excitado. Sin embargo, los estados con n = 2 del bottomonium se ajustan perfectamente. Se
observan problemas muy similares a los discutidos con el flujo en el régimen ultravioleta, donde los
estados mas relativistas parecen ajustar mejor. Sin embargo, presenta ciertas mejorias respecto al
caso anterior. El ajuste de los primeros niveles del bottomonium mejora significativamente, pero mas
importante, en la Tabla (7.4) se observa que los pardmetros obtenidos a la escala del bottomonium
son mucho més cercanos a los valores que esperabamos.

En la Tabla (7.3a) se presentan resultados extraidos de las funciones de onda obtenidas para

los distintos mesones. Se observa que las velocidades pueden ser consideradas como no relativistas,
siendo las mas elevadas las correspondientes al quark charm debido a su menor masa. Los radios
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(c) Espectro del charm-bottom.

Figura 7.3: Espectro de masas de los mesones pesados. Las lineas punteadas corresponden a los
resultados obtenidos utilizando el modelo y ajustando tanto los niveles con n = 1 como los niveles
con n = 2. Las lineas continuas son los resultados experimentales presentados en la Tabla (7.1).

medios de los mesones se mantienen dentro del rango razonable para los estados con n = 1.

Cuando, en lugar de utilizar todas las correcciones de OGE, se utilizan sélo las correcciones depen-
dientes del spin para el mismo conjunto de datos se obtiene el conjunto de pardmetros g(p.z) = 2.225,
mg(pez) = 0.43 GeV, b = 0.20 (GeV)?, m, = 1.250 GeV y m;, = 4.650 GeV, el cual presenta un
error respecto a los datos experimentales de 0.00459.

Los espectros producidos se observan en la Fig. (7.4), obteniendo nuevamente un buen ajuste
global de los tres mesones, aunque mejor en el caso del charmonium y charm-bottom. La inclusién de
correcciones a la energia unicamente dependientes del spin pareceria favorecer el ajuste de los niveles
con [ = 1 del bottomonium, a costa del ajuste del estado fundamental y del primer estado excitado.
El espectro del charmonium y charm-bottom empeora, sobrestimando levemente la separacién entre
los primeros dos estados, problemas que ya habiamos visto en el Cap. 5. Globalmente, si bien este
esquema de ajuste mejora ciertos aspectos del ajuste del espectro de los mesones, el error obtenido
resulta levemente mayor que cuando se consideran todas las correcciones del OGE.
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(c) Espectro del charm-bottom.

Figura 7.4: Espectro de masas de los mesones pesados. Las lineas punteadas corresponden a los
resultados obtenidos utilizando el modelo y ajustando tanto los niveles con n = 1 como los niveles
con n = 2 con correcciones unicamente de spin. Las lineas continuas son los resultados experimentales
presentados en la Tabla (7.1).

Por otro lado, el ajuste mejora significativamente si se pretende reproducir sélo los niveles fun-
damentales de los mesones. Al ajustar los niveles con n = 1 del bottomonium, charmonium y
charm-bottom utilizando todas las correcciones de OGE, se obtiene el conjunto de pardmetros
g(pez) = 2.075, my(pez) = 0.84 GeV, b = 0.28 (GeV)?, m. = 1.125 GeV y my, = 4.550 GeV.
Este conjunto presenta un error respecto a los datos experimentales de 0.00177, que mejora signifi-
cativamente en comparacién con los ajustes anteriores.

Los espectros correspondientes a este conjunto de datos se observan en la Fig. (7.5). Se logra un
muy buen ajuste del espectro de los tres mesones considerados. En particular se obtiene un excelente
ajuste para el espectro del charmonium y charm-bottom, incluso obteniendo una predicciéon adecua-
da de los niveles con n = 2. El ajuste del bottomonium mejora significativamente, logrando ajustar
mejor el estado fundamental, aunque sobrestimando levemente la separacién entre los primeros dos
estados. La prediccién de los niveles con n = 2 del bottomonium también es muy buena.

Resulta sorprendente que a partir del ajuste de los niveles con n = 1 se mejore de forma signifi-
cativa el ajuste global del espectro de los tres mesones, incluso obteniendo muy buenas predicciones
para los niveles radialmente excitados. Esta diferencia respecto a los casos anteriores se debe a la
masa del gluon mayor que se encontré para este conjunto de pardmetros. Esto indica que con el
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running que incluye una masa del gluon de 0.84 GeV a la escala del charmonium, se logra un com-
portamiento de la constante de acoplamiento en funcién de la escala méas préxima a lo esperado
segtin los valores obtenidos en el Cap. 5. Este resultado se puede ver en la Tabla (7.4).

Masa (GeV) Masa (GeV)
3.8
102 - e
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- 34—
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— 3.0
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(a) Espectro del bottomonium. (b) Espectro del charmonium.
Masa (GeV)
6.8-
6.6F
L - - - Modelo
— Experimental
6.4+
1S, 133, 2's,

(c) Espectro del charm-bottom.

Figura 7.5: Espectro de masas de los mesones pesados. Las lineas punteadas corresponden a los
resultados obtenidos utilizando el modelo y ajustando los niveles con n = 1. Las lineas continuas
son los resultados experimentales presentados en la Tabla (7.1).

Finalmente, al ajustar los niveles con n = 1 del bottomonium, charmonium y charm-bottom uti-
lizando sdlo las correcciones a la energia dependientes del spin, se obtiene el conjunto de pardmetros
g(pee) = 2.20, my(pez) = 0.82 GeV, b = 0.24 (GeV)?, m, = 1.150 GeV y my, = 4.575 GeV. El error
obtenido con este conjunto de parametros es de 0.00216, levemente mayor al caso anterior.

En la Fig. (7.6) se representan los espectros hallados para este conjunto de pardmetros. Nueva-
mente se logra un muy buen ajuste del espectro de los tres mesones. Sorprendentemente, con este
esqueja de ajuste se logran ajustar el estado base y el primer estado excitado de los tres mesones, que
resultaba muy dificil en los casos anteriores. Se observan leves discrepancias en la separacién de los
dos primeros estados, pero este problema estaba presente incluso cuando ajustamos los mesones por
separado en el Cap. 5. Sin embargo, el ajuste global del bottomonium empeora levemente respecto
al caso anterior, los niveles con | = 1 presentan mas dificultades, y el error resulta ser un poco
mayor. Nuevamente este buen ajuste de los espectros y buena prediccién de los estados excitados
radialmente se debe a la masa del gluon considerable obtenida del ajuste, correspondiente a 0.82
GeV a la escala del charmonium.
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Figura 7.6: Espectro de masas de los mesones pesados. Las lineas punteadas corresponden a los resul-
tados obtenidos utilizando el modelo y ajustando los niveles con n = 1 con correcciones tinicamente
de spin. Las lineas continuas son los resultados experimentales presentados en la Tabla (7.1).

En la Tabla (7.3) se presentan resultados extraidos de las funciones de onda para los distintos
mesones. Se observan resultados muy similares para todos los esquemas de ajuste. Las velocidades
obtenidas pueden ser consideradas como no relativistas, en particular para los niveles con n = 1,
siendo las mas elevadas las correspondientes al quark charm debido a su menor masa. Se obtienen,
en general, velocidades levemente mas elevadas en los ajustes unicamente de niveles con n = 1y,
por otro lado, los radios medios de los mesones de mantienen dentro del rango razonable para los
estados no excitados radialmente.

El comportamiento del error en funcién de los parametros de los distintos ajustes se puede ver
en la Fig. (7.7). Esta muestra que, al igual que en el capitulo anterior, el error es poco sensible al
valor de la masa del gluon. Sin embargo, al incluir el flujo de los pardmetros, la masa del gluon
comienza a afectar el comportamiento de la constante de acoplamiento con la escala, introduciendo
un nuevo peso al valor de esta masa. En este estudio, se logra descartar el caso de masa nula para
todos los ajustes, consistente con lo observado cuando se utilizé el flujo UV: cuando se tiene una
masa del gluon muy pequena no se logra reproducir el comportamiento necesario de la constante de
acoplamiento para ajustar los tres mesones.
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[ nl ] My (GeV) [ (r) (fm) |

(v*)

Bottomonium
15 9.4997 1.1354 0.0711
1P 9.8879 1.9306 0.0705
25 10.0320 6.5994 0.0854
2P 10.2871 10.1235 0.0932
Charmonium
1S 3.1308 2.0708 0.2548
1P 3.6071 3.2151 0.3108
25 3.8658 18.2328 0.3801
Charm-Bottom
vp = 0.0780
15 6.3691 1.7008 | v, = 0.3036
vp = 0.1094
25 7.0149 12.9830 | v. = 0.4258

(a) Ajuste de los niveles n = 1 y n = 2 utilizando

todas las correcciones del OGE.

[ nl ][ My (GeV) | (r) (fm) |

(v°)

Bottomonium
1S 9.4887 1.0939 0.0779
1P 9.9031 1.9060 0.0728
25 10.0434 6.3459 0.0895
2P 10.3140 9.8070 0.0969
Charmonium
18 3.1241 2.0955 0.2596
1P 3.6117 3.2240 0.3227
25 3.8779 18.1739 0.3992
Charm-Bottom
vp = 0.0806
15 6.3744 1.7085 | v. = 0.3261
vp = 0.1152
25 7.0406 12.8824 | v. = 0.4660

(c) Ajuste de los niveles n = 1 utilizando todas

las correcciones del OGE.

[ nl ]| My (GeV) [ (r) (fm) |

(v?)

Bottomonium
15 9.5186 1.1404 0.0705
1P 9.8874 2.0349 0.0626
25 10.0010 7.3291 0.0754
2P 10.2297 11.5858 0.0802
Charmonium
1S 3.0829 2.092 0.2373
1P 3.5131 3.3738 0.2656
25 3.7088 20.0580 0.3248
Charm-Bottom
vy = 0.0734
15 6.3437 1.7061 | v, =0.2730
vp = 0.0930
25 6.9096 14.2498 | v. = 0.3458

(b) Ajuste de los niveles n = 1y n = 2 utilizando
tunicamente las correcciones de spin.

[ nl ][ My (GeV) | (r) (fm) |

() |

Bottomonium
1S 9.4607 1.0941 0.0785
1P 9.8642 1.9767 0.0674
28 9.9831 6.7974 0.0830
2P 10.2370 10.7086 0.0884
Charmonium
15 3.0664 2.1490 0.2426
1P 3.5165 3.3563 0.2913
25 3.7486 19.6220 0.3621
Charm-Bottom
vp = 0.0767
18 6.3287 1.7372 | v. = 0.3053
vp = 0.1046
25 6.9372 13.8642 | v. = 0.4163

(d) Ajuste de los niveles n = 1 utilizando dnica-
mente las correcciones de spin.

Tabla 7.3: Algunos resultados extraidos de la funcién de onda de los distintos mesones.
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(d) Ajuste de los niveles con n = 1 incluyendo tnicamente las correcciones de spin.
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Figura 7.7: Curvas de nivel del error en funcién de distintos pardametros para los diferentes ajus-
tes realizados utilizando el flujo de Curci-Ferrari. Con un punto rojo se representa el valor de los
parametros con menor error.
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En la misma figura se observa que, cuando se ajustan tunicamente los niveles con n = 1, se
necesitan masas del gluon méas grandes para obtener un menor error, incluso obteniendo minimos
muy proximos al limite del rango considerado. Una mejora a esta prediccién podria ser considerar
masas del gluon més grandes en nuestro ajuste. Sin embargo, otros trabajos que obtienen valores de
la masa del modelo de Curci-Ferrari predicen resultados menores de este parametro, por lo que no
estamos interesados en estudiar un rango mayor de la masa.

En general, se logra ajustar el espectro de los mesones pesados utilizando un tnico conjunto de
parametros que depende de la escala. Con todas los esquemas de ajuste se obtienen parametros simi-
lares, como se observa en la Tabla (7.4). Los ajustes donde se utilizan correcciones de spin requieren
valores de g(u.z) levemente méas elevados, mientras que cuando se utilizan todas los correcciones
se obtienen errores menores. Como es esperable, el error disminuye cuando se consideran sélo los
niveles con n = 1, y los ajustes mejoran significativamente, en especial el del bottomonium.

Pardmetro Esquema (a) Esquema (b) Esquema (c) Esquema (d)
free | Meb | tep || #ee | B | tep || #ee | Beb | Bwp || #ee | Beb | Hep
g 2.00 | 1.93 [ 1.76 |[ 2.225 [ 2.11 | 1.87 || 2.075 | 2.051 | 1.92 [[ 2.20 [ 2.17 | 2.01
my (GeV) || 0.51 | 0.50 | 0.47 || 043 [ 0.42 | 0.38 || 0.84 | 0.84 | 0.81 || 0.82 | 0.82 | 0.78
b (GeV)? 0.26 0.20 0.28 0.24
me (GeV) 1.175 1.250 1.125 1.150
my (GeV) 4.575 4.650 4.550 4.575
Error 0.00318 0.00459 0.00177 0.00216

Tabla 7.4: Parametros obtenidos a partir del ajuste del espectro de los mesones pesados para distintos
esquemas de ajuste. El esquema (a) corresponde al ajuste de los niveles con n = 1y n = 2 utilizando
todas las correcciones del OGE. El esquema (b) corresponde a ajustar los mismos niveles pero
utilizando sé6lo correcciones de spin. El esquema (c) es en el que se ajustan los niveles con n = 1
incluyendo todas las correcciones de OGE y el esquema (d) es andlogo pero incluyendo tnicamente
correcciones de spin.

Comparando estos resultados con los obtenidos con el flujo en el UV, se observa que con este
running se obtienen valores de g(ucz) v g(ip5) mucho mds préximos entre si que antes. Este re-
sultado es fundamental para lograr recrear el comportamiento de los mesones tanto a la escala del
charmonium como a la escala del bottomonium, que, como vimos en el Cap. 5 requieren constantes
de acoplamiento similares para su ajuste. Esta separacién entre el valor de g a las diferentes escalas
es menor cuando se aumenta la masa del gluon, como se observa en la Tabla (7.4) para los esquemas
donde se ajusta inicamente n = 1. Es en estos casos que se obtiene un muy buen ajuste del espectro
de los tres mesones, solucionando la tension que parecia haber entre el ajuste de los primeros estados
de cada mesén.

Cuando se comparan estos resultados con el caso sin running, se observa que la constante de
acoplamiento es mayor a las halladas previamente a las respectivas escalas y ya no se observa el
comportamiento obtenido ajustando el bottomonium, en el cual la constante de acoplamiento au-
mentaba cuando se ajustaban también los niveles con n = 2. En todo caso, se observa el fenémeno
contrario. Las masas de los quarks obtenidas son levemente menores que antes.

Finalmente, con este andlisis hallamos que el modelo con gluones masivos, incluyendo el flujo de

los parametros, logra ajustar el espectro de los mesones pesados. A partir de ahora, nos centraremos
en los pardmetros obtenidos del ajuste de los niveles con n = 1 de los mesones incluyendo todas
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las correcciones de OGE, los cuales obtuvieron el menor error relativo a los datos experimentales.
Nuestra tinica preocupacion sobre los resultados es que minimizar el error relativo con los datos
experimentales parece favorecer el ajuste del charmonium, que, utilizando un modelo no relativista,
se logra describir peor que el bottomonium debido a la menor masa de sus quarks y velocidad mayor.

Priorizando el ajuste del bottomonium

En base a esto, probamos un ultimo ajuste, en el cual partimos del ajuste unicamente de los
niveles con n = 1 del bottomonium, como se realizé en el Cap. 5. A partir de esto, definimos una
regién en el espacio de parametros donde el error relativo a los datos experimentales del bottomo-
nium es menor a cierta cota superior que fijamos como 0.0009. Esto nos asegura trabajar con un
conjunto de parametros que logra ajustar bien los niveles con n = 1 del bottomonium, que son los
mejor descritos por el modelo no relativista. A partir de dicho conjunto de parametros, y utilizando
el flujo para obtener su valor a la escala del charmonium, buscamos el set que presenta menor error
relativo al ajustar el espectro del charmonium.

En la Fig. (7.8a) se representan las curvas de nivel del error relativo entre los datos experi-
mentales y el espectro del bottomonium producido por el modelo. Este comportamiento es igual
al observado en el Cap. 5. Nos interesamos ahora por la regién marcada en rojo en la figura, que
representa los parametros que tienen asociados un error relativo menor a 0.0009 respecto a los datos
experimentales del bottomonium.

22
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0.0100 0.0100
2.0
= 0.0050 © 0.0050
< 3
5 19 0.0030 = 0.0030
0.0020 0.0020
1.8
0.0009 0.0009
1.7
00 01 02 03 04 05 06 00 02 04 06 08
mg(H,5) (GeV) Mg(Hez) (GaV)
(a) Escala del bottomonium. (b) Escala del charmonium.

Figura 7.8: Curvas de nivel del error relativo entre los datos experimentales y el espectro del botto-
monium. En rojo se representa la regién de interés para el estudio, donde el error es menor a 0.0009.

En la Fig. (7.8b) se observan las mismas curvas de error, pero ahora en funcién de los pardmetros
a la escala del charmonium. Vemos que la zona de interés se expande a valores mas elevados de la
masa del gluon para esta escala, y se encuentra en valores de la constante de acoplamiento mayores,
como es esperado. Ahora nos limitamos a estudiar esta zona, calculando el espectro de masas del
charmonium producido por los parametros en esta regién. Las curvas de nivel de este nuevo error
relativo a los datos experimentales del charmonium se encuentra en la Fig. (7.9).

A partir de este estudio, se encuentran los pardmetros a la escala del charmonium, limitados a
la regién de interés, cuyo error relativo al espectro experimental del charmonium es minimo. Con
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Figura 7.9: Curvas de nivel del error relativo entre los datos experimentales y el espectro del char-
monium para la regién de interés.

estos parametros a la escala del charmonium, resta utilizar el flujo de los parametros para obtener su
valor a las escala del bottomonium y charm-bottom y ver el espectro que producen, el cual sabemos
que tendria un error menor a 0.0009 para el bottomonium.

Una aclaracion relevante es que las figuras mostradas son a modo ilustrativo, para explicar el
procedimiento. Para generarlas se fij6 un valor de las masas de los quarks y de la tensién de la
cuerda, y se grafic6 solamente la dependencia en g y m4. Para el procedimiento completo se variaron
todos los parametros del modelo.

Siguiendo este procedimiento, se obtienen los espectros mostrados en la Fig. (7.10). Se logra un
muy buen ajuste del espectro del bottomonium, reproduciendo el estado base y algunos niveles con
Il = 1 a la perfeccién. El espectro del charmonium se reproduce bastante bien, logrando un muy
buen ajuste de los niveles con | = 1, aunque con poca precisién en el ajuste del estado base. El
espectro del charm-bottom se logra reproducir globalmente bien a pesar de no haber sido ajustado
en este procedimiento. En general, la separacién hiperfina entre los estados con [ = 0 se sobrestima
levemente para los tres mesones. Los estados excitados radialmente se predicen cualitativamente sin
Ser muy precisos.

Los pardmetros correspondientes a este ajuste se encuentran en la Tabla (7.5). Observamos
que la constante de acoplamiento crece respecto al ajuste de los niveles con n = 1 sin priorizar
el bottomonium. Los errores individuales presentados corresponden al error relativo a los datos
experimentales de cada mesén por separado, donde se observa que, como se esperaba, el bottomonium
presenta un error mucho menor. El error global es el error de los tres mesones juntos con respecto a
los valores experimentales, el cual se mantiene del orden que el ajuste sin prioridad al bottomonium,
mostrando que distintos conjuntos de parametros pueden tener errores comparables.
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Figura 7.10: Espectro de masas de los mesones pesados, obtenidos priorizando el ajuste de los niveles
con n = 1 del bottomonium. Las lineas punteadas corresponden a los resultados obtenidos y las lineas
continuas son los valores experimentales presentados en la Tabla (7.1).

’ Pardametro H Hee ‘ Hcp ‘ Fob ‘

g 2.20 2.175 2.00

mg (GeV) 0.78 0.78 0.77

b (GeV)? 0.27

m. (GeV) 1.150

my (GeV) 4.575

Error individual || 0.00340 | 0.00297 | 0.00089
Error global 0.00228

Tabla 7.5: Parametros obtenidos a partir del ajuste priorizando los niveles con n = 1 del bottomo-
nium.

Este resultado es mas consistente con la precision de nuestro modelo no relativista para ajustar el
espectro de los mesones pesados, priorizando ajustar los niveles que se logran modelar mejor. En las
siguientes secciones utilizaremos este conjunto de parametros para predecir el espectro de diquarks
y tetraquarks pesados, ahora incluyendo el flujo hasta las escalas correspondientes.

134



7.3. Espectro de los diquarks

Una vez determinados los pardmetros del modelo, los utilizamos para calcular el espectro de los
diquarks. Al igual que antes estudiamos los diquarks bb y cc, pero ahora descritos por conjuntos
de pardmetros que estén relacionados. Las escalas de los mesones c¢ y bb son muy similares a las
correspondientes a los diquarks cc y bb, respectivamente. Por lo tanto, no es necesario aplicar el flujo
de los parametros para calcular el espectro de los diquarks.

El modelo que se utiliza para describir a los diquarks es el mismo que en el capitulo anterior,
donde consideramos que se encuentran en un estado de color antitriplete, que es atractivo. Este
estado de color implica un factor 2/3, que motiva la eleccién de considerar la tensién de la cuerda
como b/2. Consideramos el principio de exclusién de Pauli, permitiendo la existencia inicamente de
estados con s =1 paral =0y s = 0 para [ = 1. La justificacién de estas propiedades se encuentra
en la Seccion 6.1.

Para los pardametros obtenidos priorizando el ajuste de los niveles con n = 1 del espectro del
bottomonium, se obtienen los espectros de los diquarks de la Fig. (7.11). A partir de las funciones
de onda obtenidas para los diferentes niveles se extraen los valores presentados en la Tabla (7.6). Se
observa que los valores obtenidos son muy similares al estudio sin running, aunque ahora los niveles
excitados radialmente tienen radios medios mayores, lo que refleja los problemas del modelo no re-
lativista. Los niveles con n = 1 presentan radios medios y velocidades cuadraticas medias acorde a
lo esperado, manteniéndose dentro del régimen no relativista.

Masa (GeV)
10.0¢ Masa (GeV)

9.9¢

9.8 341
Tr

o 3.2
9.6

9.5¢F 3.0f
9.4+F

2.8f

13s,  1'p, 2%, 2'P, sy 1P 2°sy 2Py
(a) Espectro del diquark bb. (b) Espectro del diquark cc.

Figura 7.11: Espectro de masas de los diquarks pesados, obtenidos utilizando los parametros del
ajuste priorizando los niveles con n = 1 del bottomonium.

Los valores del espectro obtenidos son muy similares a los del Cap. 6. Para el diquark bb los esta-
dos base difieren en aproximadamente 0.01 GeV, sin embargo, en este caso las masas de los niveles
crecen mas lentamente, obteniendo niveles excitados con masas més pequenas que antes. Para el
diquark cc la diferencia entre los estados base es del orden de 0.1 GeV y se mantiene esa diferencia
para todos los niveles.

Los resultados obtenidos se pueden comparar con [231], donde utilizan un modelo relativista para

calcular la masa del estado base de diquarks en la configuracién antitriplete. En este articulo, tam-
bién incluyen el flujo de la constante de acoplamiento, considerando el running UV que discutimos
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anteriormente. Ellos obtienen una masa del estado fundamental de m.. = 3.226 GeV y my, = 9.778
GeV, levemente mayores a nuestros resultados.

’ nl H My (GeV) \ (r) (fm) \ (v?) \ Masa (GeV) ‘
bb
15 9.4480 1.5476 | 0.0565 9.4424
1P 9.6619 2.5115 0.0464 9.6469
28 9.7571 11.0292 | 0.0608 9.7371
2P 9.90831 16.3873 | 0.0611 9.8821
cc
15 2.8555 2.7421 0.1708 2.8417
1P 3.1373 4.1188 | 0.1982 3.1085
25 3.3061 29.7368 | 0.2531 3.2556
2P 3.5206 42.4083 | 0.2821 3.4528

Tabla 7.6: Algunos resultados extraidos de la funcién de onda de los diquarks.

7.4. Espectro de los tetraquarks

Por ltimo, a partir de los pardmetros encontrados mediante el estudio del espectro de mesones
pesados y de las masas del estado base de los diquarks halladas en la seccién anterior, se construyen
los fully-heavy tetraquarks. Para esto se utiliza el modelo de dos cuerpos descrito en la Seccién 3.1,
considerando al tetraquark como un sistema diquark-antidiquark de factor de color 4/3.

En este caso, debemos considerar el flujo de los parametros del modelo hasta la escala de los
respectivos tetraquarks, obteniendo los valores mostrados en la Tabla (7.7). Ademads, en lugar de la
masa del bottom y charm, utilizamos las masas de los estados fundamentales de los diquarks. Con
estos valores se obtiene el espectro del tetraquark mostrado en la Fig. (7.12).

| Pardmetro | preczz | tonsp |

g 2.11 | 1.79
mg (GeV) 0.77 | 0.68
b (GeV)? 0.27
Mee (GeV) 2.8417
mp, (GeV) 9.4424

Tabla 7.7: Parametros obtenidos a partir del ajuste priorizando los niveles con n = 1 del bottomo-
nium a la escala de los tetraquarks fully-heavy.

En la Tabla (7.8) se presentan algunos pardmetros caracteristicos extraidos de las funciones de
onda de los distintos estados del tetraquark. En particular, las velocidades cuadraticas medias re-
sultan muy pequenas, incluso para los estados excitados radialmente, validando la aproximacién no
relativista. Los radios medios obtenidos también son pequenos, lo que es consistente con la interpre-
tacién del tetraquark como un sistema compacto en el modelo de diquarks. Sin embargo, nuevamente
los radios del tetraquark resultan menores que los radios de los diquarks que lo componen debido a
la aproximacién del diquark como puntual.
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(a) Espectro del tetraquark bbbb.
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Figura 7.12: Espectro de masas de los tetraquarks fully-heavy, obtenidos utilizando los pardmetros
del ajuste priorizando los niveles con n = 1 del bottomonium.

’ nl H My (GeV) \ (r)y (fm) \ (v?) ‘

bbbb
15 19.0098 0.7272 0.0438
1P 19.4361 1.4089 0.0322
28 19.5311 3.4814 0.0386
2P 19.7722 5.7713 0.0396
cccc
15 6.1773 1.3514 0.1339
1P 6.6183 2.2930 0.1330
28 6.7837 9.1685 0.1644
2P 7.0817 13.9496 | 0.1802

Tabla 7.8: Resultados extraidos de las funciones de onda de los tetraquarks.

Se observa que, en comparacién con el espectro del tetraquark bbbb obtenido en el capitulo ante-
rior, en este caso los primeros niveles tienen masas mayores. Sin embargo, los resultados anteriores
crecen rapidamente, alcanzando masas comparables para los estados con n = 2. Cuando se comparan
los resultados del tetraquark cccc se obtiene el resultado contrario: los estados con n = 1 resultan
menores en los resultados actuales, mientras que los niveles con n = 2 son mayores.

Estabilidad

Al igual que en el capitulo anterior, estudiamos la estabilidad de los tetraquarks obtenidos ante
el decaimiento tipo fall-apart a dos mesones. Estos resultados se observan en la Tabla (7.9), donde
para los niveles con n = 1 del fully-bottom las masas resultan levemente por encima del umbral, por
lo que no se pueden considerar estados estables. Estos resultados concuerdan con lo observado en las
simulaciones de lattice QCD [240], segiin las cuales los primeros tres niveles del bbbb son inestables.
Lo mismo sucede para el tetraquark fully-charm, con la excepcién de algunos casos con [ = 1. En
general, los niveles con n = 2 de ambos tetraquarks se encuentran por debajo del umbral, sugiriendo
estados cuasiestables.
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bbbb ccce
Masa | Canal | Umbral Masa | Canal | Umbral

118y [ 18.9480 [ n,(1S) m(1S) | 18.7974 [ 6.0626 |  7.(15)n.(1S) 5.9678
1381 || 19.0116 | ~(1S) mp(1S) | 18.8591 || 6.1743 | J/¥(1S)n.(1S) | 6.0808
1°Sy || 19.1387 | ~(1S5) v(19) 18.9208 || 6.3976 | J/v¢(1S).J/4(1S) | 6.1938
3Py || 19.4077 | np(1S) x0,(1P) | 19.25814 || 6.5359 | ne(1S)xe (1P) | 6.39861
1P ] 19.4280 | n(1S) hp(1P) | 19.298 || 6.5892 | n.(1S)h.(1P) | 6.50927
1P 19.4248 | n,(15) xp, (1P) | 19.29148 || 6.5727 | n.(1S)xe, (1P) | 6.49457
1°P |] 19.4025 | n(1S) hp(1P) | 19.298 || 6.5172 | n.(15)h.(1P) | 6.50927
3P, 19.4332 | np(15) x5, (1P) | 19.31091 || 6.6017 | n.(1S)xe, (1P) | 6.54007
1°P; || 19.4253 | v,(15) xp, (1P) | 19.35318 || 6.5708 | J/4(1S5)x., (1P) | 6.60757
1°P; || 19.4379 | 7,(1S) x5, (1P) | 19.37261 || 6.6123 | J/9(1S)x.,(1P) | 6.65307
215y || 19.4917 | n,(25) mp(295) 19.998 || 6.6664 | n.(25)n.(25) 7.2754
235 [[ 19.5206 | ~(25) n,(2S) | 20.0224 || 6.7408 $(2S)n.(2S) 7.3238
255, || 19.5784 | ~(29) v(29) 20.0468 || 6.8895 ¥(2S5)(25) 7.3722
2Py || 19.7412 | 1,(25) x»,(2P) | 20.2315 || 6.9710 - -
21 P 19.759 | np(2S) hy(2P) | 20.2588 || 7.0242 - -
2P |[ 19.7562 | 1,(2S5) x», (2P) | 20.25446 || 7.0081 - -
25P; || 19.7368 | n,(25) hy(2P) | 20.2588 || 6.9535 - -
235P, || 19.7637 | n,(25) x»,(2P) | 20.26765 || 7.0380 - -
2P, || 19.7568 | 7,(25) xu, (2P) | 20.48796 || 7.0079 - -
2Py [[ 19.7681 | 7,(25) x,(2P) | 20.29205 || 7.0508 - -

Estado

Tabla 7.9: Resultados obtenidos para el espectro de los tetraquarks en GeV. Se muestra también el
canal mediante el cual decaen a un par de mesones y el umbral correspondiente en GeV.

Comparacion con la literatura

Comparando nuestros resultados del tetraquark all-bottom con los de la literatura presentada en
la Tabla (6.22), se observa que nuestros resultados para los primeros niveles se encuentran dentro
del rango de los valores considerados en la tabla. Prestamos particular atencion a los resultados
extraidos de [231] y [235], en los cuales también se incluye el flujo de la constante de acoplamiento,
considerando el running UV de QCD. En estos dos articulos se obtienen masas del estado funda-
mental sutilmente mayores que en nuestros resultados, obteniendo una diferencia comparable entre
los tres resultados. A medida que se comparan estados mas excitados, los resultados obtenidos son
cada vez mas similares.

Por otro lado, los resultados del espectro del tetraquark all-charm de la literatura se encuentran
en la Tabla (6.32), donde nuevamente nos centramos en los resultados de [231] y [235]. En este caso se
obtienen valores muy similares a los presentados, especialmente a los extraidos de [231]. Por ltimo,
comparando con los resultados experimentales del tetraquark ccéé presentados en la Tabla (6.33) se
obtienen masas muy préximas a las medidas. El primer estado detectado, correspondiente a 155,
tiene una masa levemente mayor a nuestros calculos, aunque con una diferencia comparable con las
de la propia tabla. El estado excitado 255, se logra predecir con gran precisién, particularmente
comparado con la masa del modelo con interferencia.
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7.5. Conclusiones parciales

En este capitulo se incorporé la dependencia con la escala de los pardametros del modelo y se
logré describir de manera simultanea el espectro de los mesones pesados charmonium, bottomonium
y charm—bottom utilizando un tnico conjunto de parametros que varian con la escala. Este resultado
es un gran avance respecto al capitulo anterior, donde cada sistema se ajustaba de forma indepen-
diente.

Se analizaron dos descripciones del flujo de los pardametros: el running perturbativo de QCD a un
loop en el régimen ultravioleta y el flujo completo derivado del modelo de Curci—Ferrari a un loop. El
analisis mostré que el flujo UV estandar no logra describir simultaneamente los distintos sistemas, ya
que implica una variacién demasiado pronunciada de la constante de acoplamiento entre las escalas
caracteristicas del charmonium y del bottomonium, no pudiendo tomar los valores requeridos para
ajustar ambos espectros. En contraste, el flujo de Curci—Ferrari da lugar a un acoplamiento que
disminuye de forma ma&s suave cuando se tiene una masa del gluon elevada, lo que mejora significa-
tivamente el ajuste de ambos sectores.

Con el flujo derivado del modelo de Curci-Ferrari, se logré ajustar el espectro de los mesones
pesados. En este anélisis se logré descartar el limite de gluon sin masa. Se observé ademas, que exis-
te una tensién entre la descripcion simultdnea de los estados fundamentales del charmonium y del
bottomonium. Y finalmente, se definié un conjunto de parametros obtenido priorizando el ajuste de
los niveles fundamentales del bottomonium debido a ser mejor descritos por el modelo no relativista.

Con este conjunto de parametros, se repitié el proceso presentado en el capitulo anterior para
obtener el espectro de tetraquarks. Se obtuvieron resultados muy similares a los del capitulo anterior,
teniendo problemas con los radios de los diquarks. Los tetraquarks obtenidos se encuentran dentro
de los valores esperados por la literatura y se logré predecir las masas medidas experimentalmente
del ccce.
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Capitulo 8

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo estudiamos el espectro de tetraquarks pesados en el limite no relativista uti-
lizando un modelo con gluones masivos. El objetivo es estudiar el efecto de la masa del gluon en
la prediccion de observables como el espectro de masas del tetraquark. Para esto, ajustamos los
parametros del modelo mediante la comparacién del espectro de mesones pesados con los resultados
experimentales y utilizamos estos parametros para predecir las masas de los fully-heavy tetraquarks.

Para modelar el tetraquark utilizamos la representacién de diquarks, donde el tetraquark se
modela como un sistema de dos cuerpos: un diquark compuesto por dos quarks y un antidiquark
compuesto por dos antiquarks, cada uno fuertemente ligado. Ambos subsistemas interactian me-
diante el intercambio de gluones, dando lugar a un tetraquark compacto. Esta interaccién se calcula
utilizando la aproximacién de Born que consiste en calcular el potencial de interacciéon para las
particulas que forman un estado ligado a partir de los diagramas de Feynman a nivel arbol. En este
caso el potencial se conoce como one gluon exchange, y a este se le suma, de manera fenomenolégica,
un término que crece de forma lineal con la distancia para simular el confinamiento. Se utiliza este
potencial para resolver la ecuacién de Schrodinger, obteniendo asi una primera aproximacién del
espectro de energias. Luego, el cdlculo del espectro de energias se mejora agregando correcciones cal-
culadas utilizando la teorfa de perturbaciones y considerando los diagramas de Feynman a siguiente
orden en el desarrollo no relativista.

Previo al estudio de tetraquarks, con este modelo se logré ajustar por un lado el espectro del
bottomonium y por el otro el del charmonium, obteniendo masas del gluon distintas de cero, pero
no pudiendo descartar la posibilidad del caso de masa nula. Ademas, el modelo presenta algunos
problemas para recrear las correcciones hiperfinas. Con estos resultados se construyé el tetraquark
fully-charm y fully-bottom, obteniendo un espectro dentro de lo predicho por la literatura. Incluso
se logran recrear los resultados experimentales del fully-charm tetraquark.

Posteriormente, se agregé el flujo de renormalizacion de los pardmetros a la descripcion del siste-
ma, vinculando los pardametros a distintas escalas. De esta forma, fue posible estudiar el espectro del
charmonium, bottomonium y charm-bottom simultdneamente, con un mismo conjunto de pardme-
tros cuya la variaciéon con la escala es calculable. Se estudiaron dos flujos, el primero derivado de
QCD a altas energias a un loop, y el segundo obtenido a partir del modelo de Curci-Ferrari a un loop.
Unicamente el segundo flujo fue capaz de ajustar el espectro de los tres mesones simultaneamente,
siendo necesario una masa del gluon no nula para lograrlo.

Con los parametros obtenidos de este ajuste, se volvid a estudiar el espectro de los tetraquarks
fully-charm y fully-bottom, obteniendo resultados muy similares al estudio anterior y comparables con
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los valores presentes en la literatura, pero con la ventaja de tener un tinico conjunto de pardmetros
para todo el espectro. Nuevamente, se logran predecir los estados experimentales del tetraquark ccce.

En conclusién, la inclusiéon de una masa del gluon no juega un gran papel al ajustar los espectros
de hadrones pesados en el limite no relativista cuando se estudian individualmente. Sin embargo,
presenta un rol crucial cuando se incluye la dependencia de la constante de acoplamiento con la
escala, permitiendo describir el sector de charm y el sector de bottom de manera simultanea con el
modelo trabajado, inicamente cuando se considera una masa del gluon no nula.

Nos planteamos como objetivo a futuro, seguir estudiando el efecto de la masa del gluon en
distintos observables, por ejemplo en las tasas de decaimiento de mesones, tasas de decaimiento
de tetraquarks y en el espectro de mesones livianos, donde deberiamos tener en cuenta ecuaciones
acopladas del tipo Bethe-Salpeter y Dyson-Schwinger.
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Apéndice A

Deducciéon del propagador del
gluon

Calculamos el propagador del gluon masivo en el gauge de Landau. El propagador se define como
la inversa de la matriz hessiana de la accién, evaluada en el vacio y en espacio de momentos. De
esta forma, los tnicos términos de la accién que contribuyen al propagador son los que involucran
al campo del gluon:

1 a a av 174 a C C 1 a a
Sgtuon = /d4z {4 (@LAD — &’Au) (O A — VA + h oA + imgAuA "} . (A1)
De esta forma:

‘52—525“ [6,0,0°8(x — y) — 9,0,6(x — y) + M0, 0(x — y)] (A.2)

5 Aa(z)5 Abv (y) e e g ’ '

528 b

— 5@ — A.

5Aau(x)5hb(y) 0 au(s(x y)7 ( 3)
528

—— = 0. A4
Sha(x)dht (y) 0 (A4)

El siguiente paso es tomar la transformada de Fourier de las derivadas. Para la derivada respecto
a los campos gludnicos, la transformada de Fourier es:

sab {_pZ <5uv _ p;é’V) + m5275/W:| ) (A.5)

donde podemos definir el proyector transversal y el proyector longitudinal:

PuPv PuPv
Pi(p) = 0 — Pl (p) ==~ (A.6)

P P
Mientras que la transformada de la derivada cruzada es:

—6bp,,. (A7)
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La matriz hessiana queda:

a | a
ﬂ%«ﬁﬁﬁzﬂﬁ@+ﬁm@]5f07 (A.8)
a py

y su inversa debe ser de la forma:

@ﬂazcﬂM%@+M%@]mﬂ_ (A.9)
Cp, D
Imponiendo que el producto de ambas matrices de lugar a la identidad se obtiene: M = ﬁ,
N=0,B= p% =—-CyD= %3. De esta forma, el propagador del gluon es: \
Gb) = P (). (.10
P —my
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Apéndice B

Calculo de transformadas de
Fourier

Veamos en detalle el calculo de la transformada de Fourier con parte divergente:

Empecemos por estudiar el lado derecho de la igualdad, empezando por ver el efecto de la primera
divergencia:
> p1
(-v) rer) =5 7o)

r

Aplicando el mismo razonamiento al otro factor del lado derecho obtenemos:

(@- V) (E-V)f(r)z ﬁ_w f’(r)+w

r r3

f(r). (B.2)

Ahora consideremos una funcién f(r) de la forma:
efmg’r

e T E— B.3
)= g (B.3)
donde el factor € remueve la singularidad que presenta el potencial de Yukawa. Recuperamos la

transformada estudiada tomando el limite € — 0.

Para estudiar las singularidades del lado derecho de la igualdad, integramos la expresién de la
ecuacién (B.2) multiplicada por una funcién regular de prueba ¥(r):

/drdadqs 2 sin 6 (r) ab_ m f Wf”(r)

Integrando en la parte angular y usando que (r;r;) =

/ dr % 1(r) —'5—(5'@ f’<r>+wf”(r) o

r 3r

ST
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Sustituyendo f(r) y sus derivadas:

@b 0 2,2 2 2
( ) / dr (r) 2mgr n 2r - mgr= 2mygr . 2r ; omar
3 0 r+e  (r+e r+e  (r+e (r+e)

Dividimos en intervalo de integracién en dos: [0, /€] y [v/€,00), donde el segundo no presenta
problemas de divergencias, ya que el limite r — oo estd suprimido por la exponencial. Sin embargo,
en el primer intervalo e &~ 1 y si suponemos 1 suficientemente suave tal que su valor en el
intervalo es aproximadamente el valor en el origen, obtenemos la siguiente expresién con el cambio
de variables r = eu

i-b e ! 2.2, 2
(a b) W(r = O)/\[ du 2mgeu n 2u - mgetu” 2mgeu22 _ 2u? .
3 0 ut+l  (u+1) u+1 (u+1) (u+1)

Cada uno de estos términos vale:

St
/ du—2t— = ¢lo i—|—1 — e
0 u+1 & Ve 7

Vet 1 -1
/ du%zlog(—i—l)—\{gl,
0 (u+1) Ve Ve +1

/ﬁldulﬁ— log [ 4 1) —e(1—e)log (= 41) — Vet -

; u—|—1_€ g 7 € €) log e cts

Ve u? 1 €
du:—Qelog(—l—l)—_—i—ﬁ,

/0 (u+1)* Ve Vel

Ve 2 1 1 -1 !
/ duu3:10g(+1>— ¢ 5 — \{El ,
0 (u+1) Ve 2(\@*_,_1) Ve 41

las partes divergentes se compensan y la integral cuando € — 0 queda:

v (r=0).

ab
Entonces el resultado debe contener un término de la forma (a3 )(53 (r):

=

@-q) (q-v)ed™ (@b
[y o

3 (mgr+1)—3

Qy
S
—
ST}
3
/N
S
=
N————
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Apéndice C
Interaccion quark-quark

Verifiquemos que el potencial de interaccién obtenido en la ecuacién (3.2) es vdlido también para
el caso de interacciéon quark-quark. El diagrama a nivel arbol para la interaccién entre dos quarks
se encuentra en la Fig. (C.1). Siguiendo las reglas de Feynman se obtiene la amplitud en la ecuacién
(C.1).

(&1 C3

SO

=N

Figura C.1: Diagrama de Feynman para el scattering quark-quark a nivel arbol.

C2 Cq

 cab
e [ t o —id® Quv \ [ F o u
iM = T (p3)cs (igy"t*) u™ (p1)er 2 — mg T e My — 2 u™* (pa)cy (lg’YVt ) u®(pa2)ez|
(C.1)
con g =pi1 —pP3 = P4 — P2

El factor de color f. queda:
1
fe= icg/\aclcjl)\ac}

Utilizando los mismos espinores que en el Cap. 4.1.1 y tomando la misma aproximacién del
momento de los quarks pequeno en comparacién con su masa:
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iMoo =g fe [W(ps)r u(p1)] (Wj:g)%) [@(pa)y u(p2)]

(m? +m3) |q®  imy (7% 1) - 5

2m1m2 mi

e 8 »
+zm1(q D) 02]1”“”2( i )

ma g2 +m2 —ic

~ ngcwgwl |flmﬂn2 —

Mij =g fe [a(ps)viu(p:)] ( @;ﬁ ) (_51']’ + T;%) [@(pa)yjulp2)] =

~ ngcwi,wi[— 1§12 (31 - Ga) + (31 - Q) (Ga - @) — 2061 - (o X @) + 2iF - (71 X @)

4 —1
— AP T+ — (P - 7-p2) |wws | =———— .
PPt (P1-9) (g pz)] 1 2<§12+m326)

Juntando todo:

2 2 2 . — — — . — — -
miy+m X : X .
iM = 92fcw§wl [4m1m2 _ ( 1 2) [ L (7% p1) - 01 T imy (§ X P2) - 52
2mime mq mo

—q1? (&1 - G2) + (61 - @) (Fo - @) — 2iG1 - (P2 X §) + 2iGa - (P1 X §) — 4P\ - Pa

+|;2(ﬁ1.q-)(q"~ﬁ2)]w1w2 (_Z)

@+

Para encontrar el potencial asociado a esta amplitud de scattering seguimos el mismo proceso
que en el Cap. 4.1.2, aplicando al aproximacién de Born. Como se puede ver, la expresién obtenida
para la amplitud es muy similar al caso de scattering quark-antiquark, con la excepcién de algunos
signos y los vectores de spin. Entonces la aproximaciéon de Born da lugar a la misma expresion con
algunos signos cambiados.

Este problema de signo se resuelve cuando consideramos la nueva relacién entre las matrices de
Pauli y el spin de la particula, como ya no estamos considerando una antiparticula, S, = §2 = %,
donde la antiparticula tenfa un operador de spin opuesto a la matriz de Pauli dividido dos. Este
cambio de signo contrarresta las diferencias en la amplitud de scattering, obteniendo el mismo

potencial que antes:
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Existe otro diagrama asociado al scattering quark-quark. Sin embargo se puede probar que al
incluirlo en la amplitud el resultado del potencial no cambia.
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Apéndice D

Espinores de Dirac en el limite no
relativista

En esta seccion derivamos la forma explicita de los espinores de Dirac en el limite no relativista,
que seran utilizados en el célculo de observables en sistemas ligados.

Partimos de la ecuacién de Dirac en el espacio de momentos

donde p = v#p,,. Trabajaremos en la representacion de Dirac, en la cual las matrices gamma toman

la forma
0 _ 1 0 i 0 O'i
Y= 0 —1)/° Y= _O_i 0/

Escribimos el espinor como

donde ¢ y x son espinores de dos componentes. Sustituyendo en la ecuacién de Dirac se obtiene el
sistema acoplado

(E—m)p—(d-p)x =0,
(@-p)p—(E+m)x =0.

A partir de la segunda ecuacién podemos expresar la componente inferior como

o-p
E+m

X = ®.

2
En el limite no relativista, |p] < m, la energia puede expandirse como E ~ m + %. En este
régimen, la componente inferior estd suprimida respecto de la superior por un factor del orden |p]/m.

Para conectar con la interpretacién probabilistica no relativista, consideramos la densidad aso-
ciada a la corriente conservada

p=ul(p)u(p) = |o* + [xI*.
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Sin embargo, en mecdnica cuantica no relativista la densidad de probabilidad estd dada tnica-
mente por el médulo cuadrado de una funcién de onda de dos componentes. Introducimos entonces
un espinor efectivo ¢ tal que

p=lel.

Sustituyendo la expresién de y y expandiendo en potencias de |p]2/m?, obtenemos
1 pt
— 142 trz =2 s
p= 168+ psol@ %o+ 0 (L)),

Utilizando la identidad (7 - )% = |p]?, se sigue que

[pT?

p=l¢" +

Esto sugiere definir la funcién de onda no relativista como

2
p

(14 P

v ( 8m2>¢’

de modo que la densidad toma la forma estandar a este orden.

Invirtiendo esta relacién, se obtiene

2 =
¢=(—|ﬂ)<ﬂ, X=M<ﬂ

8m? 2m
Finalmente, el espinor de Dirac en el limite no relativista puede escribirse como

u(p) = V2m ((1 _68?“22) 90) .

ap
Qm@

Para antiparticulas, el procedimiento es completamente andlogo, partiendo de la ecuacién

(p +m)v(p) = 0.

En este caso, las componentes del espinor se intercambian en el limite no relativista, obteniéndose

w=m (7))

8m?2
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Apéndice E
Funcién de onda en el origen

Deduciremos la expresién de la ecuacién (4.19) donde se calcula el valor de la funcién de onda
en el origen a partir del potencial de interaccién. Para [ > 0 el valor de la funcién de onda en el
origen es cero debido a las condiciones iniciales, veremos como se calcula para | = 0. Partiendo de
la ecuacion de Schrodinger:

-5V ) = Eu)

Si consideramos la separacién ¥(7) = Lu(r)Y;™(6,¢), el armoénico esférico con [ = 0 es constante,
por lo que la ecuacién de Schrodinger se puede escribir como:

1 d?u(r)

5 e = (B V).
Si multiplicamos el lado izquierdo por un factor 473T2 dqzlgf) e integramos:
_1/d3rd2u(r) du(r) 1 1 oodr dPu(r) du(r) 1 [du(r) 21"
24 dr2  dr 4nr?  2u J, dr?2 dr — 4p | dr o
_w W@ [" e
=7 o+ 0 = wor

donde estamos suponiendo que la funcién de onda y sus derivadas decaen suficientemente rapido en
el infinito por ser un estado ligado.

Ahora debemos tratar el lado derecho:

s [E—=V(r) du(r) 1 [ diu(r)] 1 [~dV(r) , 1 /dv(r)
/dr 42 u(r) dr :i/o dr(E —V(r)] dr 25/0 dr u(r):2< dr >

Finalmente:
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