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de aprendizaje y discusión compartidas. A mi madre, padre y hermano, por el apoyo y el aliento
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Resumen

La interacción fuerte es una de las interacciones fundamentales de la naturaleza y es la responsa-
ble de mantener a los protones y neutrones unidos dentro del núcleo atómico. La teoŕıa cuántica de
campos que describe esta interacción se conoce como Cromodinámica Cuántica (QCD), y postula
que algunas de las part́ıculas fundamentales, los quarks y gluones, interactúan fuertemente para
formar estados ligados denominados hadrones. A altas enerǵıas, se sabe analizar la QCD de forma
bien controlada. Sin embargo, a bajas enerǵıas, la teoŕıa se vuelve extremadamente compleja y la
teoŕıa de perturbaciones presenta inconsistencias con las simulaciones numéricas.

El régimen de bajas enerǵıas es donde se forman la mayoŕıa de los hadrones que conocemos,
como protones y neutrones, y por lo tanto, es de gran importancia para entender el comportamiento
de la materia a nivel fundamental. El interés por el estudio de estas escalas de enerǵıa ha crecido
en la última década, debido a los numerosos descubrimientos experimentales de estados nuevos que
no pueden describirse como mesones convencionales, formados por un par quark–antiquark, ni como
bariones tradicionales, formados por tres quarks. Entre ellos se destacan los tetraquarks, sistemas
formados por cuatro quarks. Para estudiar este tipo de estados exóticos es necesaria una descripción
de la interacción fuerte que sea efectiva en el régimen complicado de bajas enerǵıas.

El objetivo de esta tesis es estudiar el espectro de los tetraquarks, y para eso utilizamos una
versión modificada de QCD, conocida como modelo de Curci-Ferrari, que consiste en agregar un
término de masa para los gluones. Con esta modificación, se reproduce el comportamiento obser-
vado en simulaciones numéricas de QCD y presenta la ventaja de que permite realizar cálculos
anaĺıticos usando teoŕıa de perturbaciones en regiones donde la teoŕıa original se vuelve dif́ıcil de
manejar. A partir del lagrangiano de Curci–Ferrari, y utilizando algunas aproximaciones, es posible
derivar un potencial de interacción entre quarks incluso a bajas enerǵıas, el cual utilizaremos para
estudiar la dinámica en sistemas de cuatro quarks.

Para abordar el estudio de los tetraquarks, los modelamos como dos sistemas de dos cuerpos.
Consideramos la configuración diquark–antidiquark, donde dos quarks interactúan fuertemente for-
mando un objeto compacto llamado diquark, que a su vez interactúa con el correspondiente anti-
diquark mediante intercambio de gluones. El análisis se lleva a cabo en el régimen no relativista,
limitándonos al estudio de tetraquarks compuestos solamente por quarks pesados como el charm
y el bottom. Previo al estudio del espectro de tetraquarks, ajustamos los distintos parámetros del
modelo, incluyendo la masa del gluon, mediante la comparación del espectro de mesones compuestos
por quarks pesados con los resultados experimentales. En particular, estudiamos el charmonium, el
bottomonium y el mesón charm-bottom en la aproximación no relativista usando el potencial de
interacción deducido de Curci-Ferrari.

Los resultados obtenidos para las masas de tetraquarks son consistentes con otros modelos teóri-
cos de la literatura. Para el caso del tetraquark compuesto únicamente por quarks charm, que es
el único confirmado experimentalmente, obtenemos masas comparables a las observaciones experi-
mentales. Estos resultados validan la efectividad del modelo de Curci-Ferrari en el régimen de bajas
enerǵıas y abren nuevas posibilidades para el estudio de los hadrones exóticos.

Además, se estudia el efecto de la masa del gluon sobre las masas de los mesones y los tetraquarks.
Cuando se utiliza un modelo simplificado para describir estos hadrones, en el que los parámetros
relevantes se consideran independientes para los distintos sectores estudiados, se obtiene una de-
pendencia muy débil con la masa del gluon. Sin embargo, al emplear un modelo más completo,



en el que se incluyen parámetros que dependen de la escala de enerǵıa de acuerdo con el flujo de
renormalización, se observa que la masa del gluon juega un papel muy importante para reprodu-
cir adecuadamente las propiedades de los mesones, favoreciendo valores relativamente grandes, del
orden de 0.8 GeV.
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Abstract

The strong interaction is one of the fundamental interactions of nature and is responsible for the
binding of protons and neutrons within the atomic nucleus. The quantum field theory that describes
this interaction is known as Quantum Chromodynamics (QCD), which postulates that some of the
fundamental particles, quarks and gluons, interact strongly to form bound states known as hadrons.
At high energies, QCD can be analyzed in a well-controlled manner. However, at low energies the
theory becomes extremely complex and the perturbation theory presents inconsistencies when com-
pared with numerical simulations.

The low-energy regime is where most of the hadrons we observe in nature are formed, such as
protons and neutrons, and therefore it is of great importance for understanding the fundamental
behaviour of matter. Interest in the study of this energy regime has increased over the past decade
due to numerous experimental discoveries of new states that cannot be described as conventional
mesons, composed of a quark-antiquark pair, nor as traditional baryons, composed of three quarks.
Among these states the tetraquarks stand out, systems formed by four quarks. Studying such exotic
states requires an effective description of the strong interaction that remains valid in the complicated
low-energy regime.

The goal of this thesis is to study the spectrum of tetraquarks. To this end, we employ a modified
version of QCD known as the Curci-Ferrari model, which consists of introducing a mass term for the
gluons. This modification reproduces the behaviour observed in numerical simulations of QCD and
has the advantage of allowing analytical calculations using perturbation theory in regions where the
original theory becomes difficult to handle. Starting from the Curci-Ferrari lagrangian and applying
a set of approximations, it is possible to derive an interaction potential between quarks even at low
energies, which we use to study the dynamics of four-quark systems.

To address the study of tetraquarks, we model them as a two-body system. We consider the
diquark-antidiquark configuration, in which two quarks interact strongly to form a compact object
known as a diquark, which then interacts with the corresponding antidiquark through gluon ex-
change. The analysis is performed in the non-relativistic regime, restricting ourselves to tetraquarks
composed exclusively of heavy quarks, such as charm and bottom. Prior to studying the tetraquark
spectrum, we determine the model parameters, including the gluon mass, by comparing the spectra
of heavy-quark mesons with experimental results. In particualr, we analyze charmonium, bottomo-
nium and the charm-bottom meson within the non-relativistic approximation using the interaction
potential derived from the Curci-Ferrari model.

The resulting tetraquarks masses are consistent with those obtained in other theoretical models
in the literature. In the case of tetraquarks composed solely of charm quarks, which are the only
ones confirmed experimentally, we obtain masses that are comparable to experimental observations.
These results validate the effectiveness of the Curci-Ferrari model in the low-energy regime and open
new possibilities for the study of exotic hadrons.

Moreover, the effect of the gluon mass on the masses of mesons and tetraquarks is studied. When
a simplified model is used to describe these hadrons, in which the relevant parameters are assumed
to be independent for the different sectors under consideration, a very weak dependence on the
gluon mass is obtained. However, when a more complete model is employed, in which parameters
that depend on the energy scale according to the renormalization flow are included, it is observed



that the gluon mass plays a very important role in adequately reproducing the properties of mesons,
favoring relatively large values, of the order of 0.8 GeV.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El estudio de la interacción fuerte se originó a partir de los intentos de comprender la estructura
del átomo. Uno de los problemas fundamentales de la época era entender por qué los protones, a
pesar de tener carga eléctrica positiva, no se repelen dentro del núcleo. La resolución del problema
comenzó en la década de 1930, cuando se propuso que los protones y neutrones no sólo interactúan
eléctricamente, sino también mediante una nueva fuerza que se llamó fuerza nuclear fuerte [1]. Esta
nueva interacción, responsable de la estabilidad del núcleo, deb́ıa ser mayor que la interacción elec-
tromagnética pero de muy corto alcance, lo que la hace imperceptible fuera del núcleo. A partir de
entonces, uno de los focos de interés de la f́ısica ha sido el desarrollo de una descripción microscópica
más profunda de la materia.

Otro gran avance en la f́ısica de part́ıculas ocurrió en la década de 1960, cuando Gell-Mann
propuso un sistema de clasificación de las part́ıculas conocidas hasta ese momento [2], hoy en d́ıa
llamadas hadrones (como el protón y el neutrón). Dicho sistema, conocido como Eightfold Way,
llevó a descubrir ciertos patrones que sugeŕıan que los hadrones no eran elementales, sino estados
ligados de part́ıculas fundamentales que se denominaron quarks. Pocos años después, experimentos
de dispersión inelástica profunda del protón a altas enerǵıas confirmaron esta teoŕıa [3]. Se ob-
servó que los electrones dispersados no cambiaban su trayectoria como si impactaran con un protón
con una carga distribuida uniformemente, sino como si chocaran contra componentes internos. En
concordancia con estos resultados, unos años antes Gell-Mann y Zweig propusieron el modelo de
quarks [4,5]. Inicialmente incluyeron sólo tres tipos de quarks: up, down y strange, que se distinguen
entre śı mediante un número cuántico llamado sabor; y más adelante, se descubrieron tres sabores
adicionales: charm, bottom y top, con masas mucho mayores a los anteriores.

Sin embargo, el modelo de quarks presentaba un problema asociado con el principio de exclusión
de Pauli, el cual establece que dos part́ıculas idénticas de spin semi-entero (llamadas fermiones)
no pueden ocupar el mismo estado. Algunas part́ıculas, como el barión ∆++ compuesto por tres
quarks up (uuu), parećıan violar este principio. En 1964, Greenberg propuso resolver este problema
introduciendo un nuevo número cuántico llamado color, que puede tomar tres valores: rojo, verde
y azul [6, 7]. De esta forma, cada quark up en el barión ∆++ se encuentra en un estado distinto
de color y el principio de exclusión de Pauli no es violado. Poco tiempo después, en mediados de
los 70, la existencia del color fue demostrada experimentalmente estudiando la sección eficaz de la
aniquilación electrón-positrón [8].

Estos descubrimientos contribuyeron al desarrollo de lo que hoy se conoce como el modelo
estándar, el cual establece que la materia, a nivel fundamental, está compuesta por part́ıculas
subatómicas llamadas quarks, junto con sus correspondientes antipart́ıculas, los antiquarks, y otras
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part́ıculas llamadas leptones. Los quarks interactúan mediante cuatro interacciones fundamentales:
la electromagnética, la nuclear fuerte, la nuclear débil y la gravitatoria. Sin embargo, esta última
no ha podido incorporarse de manera consistente dentro del modelo estándar. El estudio de estas
interacciones a nivel microscópico continúa siendo un área activa de investigación en teoŕıa de cam-
pos, orientada tanto a mejorar la descripción de cada interacción como a construir un modelo que
permita unificarlas.

La teoŕıa que describe microscópicamente la interacción fuerte se conoce como Cromodinámica
Cuántica (QCD, por sus siglas en inglés), una teoŕıa cuántica de campos que explica esta interac-
ción fundamental. En QCD, se describe la interacción entre part́ıculas que poseen color mediante
el intercambio de gluones, part́ıculas mediadoras de la interacción fuerte similares a los fotones en
la interacción electromagnética. La teoŕıa se basa en el grupo de simetŕıa local de color SU(3), lo
que la convierte en una teoŕıa no abeliana. Esto implica que, a diferencia de los fotones, que care-
cen de carga eléctrica, los gluones poseen color, lo que permite una interacción entre ellos mismos.
Este comportamiento es una de las caracteŕısticas más distintivas de QCD y la razón por la cual su
comportamiento difiere del electromagnetismo.

Otra de las principales diferencias entre la teoŕıa asociada al electromagnetismo y QCD es el
confinamiento [9], un fenómeno caracteŕıstico de QCD que aún no se logra explicar desde primeros
principios. Mientras que en la electrodinámica cuántica las part́ıculas cargadas, como los electrones,
se pueden hallar aislados, en QCD las part́ıculas con color, como los gluones y los quarks, no pueden
existir de forma aislada. En su lugar, estas part́ıculas interactúan fuertemente para formar estados
ligados incoloros llamados hadrones, que śı podemos observar. Los hadrones se clasifican en dos gru-
pos: mesones, formados por un quark y un antiquark de valencia, y bariones, compuestos por tres
quarks o tres antiquarks de valencia. Una forma de entender el confinamiento es pensar en separar
un par quark-antiquark para crear estados aislados. Las simulaciones muestran que la enerǵıa del
par crece con la distancia, por lo que separarlos es muy costoso energéticamente [10,11]. Resulta ser
menos costoso a partir de cierta distancia, crear un nuevo par quark-antiquark a partir del vaćıo,
manteniendo únicamente estados ligados incoloros.

Otra propiedad muy importante de QCD es la libertad asintótica [12–14], un fenómeno que se
presenta a escalas de alta enerǵıa (régimen ultravioleta), donde la interacción fuerte se vuelve cada
vez más débil. En estas escalas, los quarks confinados dentro de los hadrones se comportan casi
como part́ıculas libres. La intensidad de la interacción está determinada por un parámetro llamado
constante de acoplamiento fuerte; a altas enerǵıas este parámetro toma valores muy pequeños y
por lo tanto es posible aplicar métodos perturbativos utilizando la constante de acoplamiento co-
mo parámetro de desarrollo. Dicha técnica ha sido muy importante para obtener predicciones de la
teoŕıa, como secciones eficaces, tazas de producción de quark pesados en distintas colisiones, y para
entender cómo la constante de acoplamiento depende de la escala de enerǵıa.

Sin embargo, a escalas de baja enerǵıa (régimen infrarrojo), la constante de acoplamiento crece
indefinidamente según los cálculos perturbativos usuales, invalidando el uso de teoŕıa de perturba-
ciones [15, 16]. Este régimen se conoce como no perturbativo, y corresponde a la región en la que
se producen la mayoŕıa de los hadrones observados experimentalmente. Para explorar las escalas de
baja enerǵıa se han desarrollado distintos métodos no perturbativos, entre ellos lattice QCD [17],
que se basa en principios fundamentales de la teoŕıa y consiste en discretizar el espacio-tiempo en
una red finita. Dicha herramienta utiliza simulaciones Monte Carlo para calcular magnitudes rele-
vantes como las masas de los hadrones, obteniendo resultados consistentes con los experimentos. No
obstante, las simulaciones en el lattice requieren mucho poder de cómputo y no brindan información
sobre la descripción correcta de QCD a nivel fundamental.
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Con el desarrollo de las simulaciones numéricas en QCD surgieron indicios de que la teoŕıa, en
el régimen de bajas enerǵıas, presenta un comportamiento diferente al que predicen los métodos
perturbativos estándar. En particular, simulaciones realizadas en el lattice en el gauge de Landau
muestran dos resultados muy importantes. En primer lugar, el propagador del gluon no diverge en
el infrarrojo, sino que se mantiene finito [18,19]. Esta saturación del propagador a momento nulo es
consistente con el comportamiento esperado para una part́ıcula masiva. En segundo lugar, se observa
que la constante de acoplamiento no crece de manda indefinida como era esperado según los cálculos
perturbativos en el régimen ultravioleta [20], lo que sugiere que el régimen infrarrojo de la teoŕıa
debeŕıa controlable utilizando teoŕıa de pertubaciones.

Motivados por estos resultados, en [21] se retoma un modelo ya existente llamado Curci-Ferrari
[22], que consiste en una versión modificada del lagrangiano de Faddeev-Popov para QCD donde se
incluye un término de masa para el gluon. En una serie de trabajos demostraron que este modelo
reproduce perturbativamente los resultados del lattice en el régimen infrarrojo, y al mismo tiempo
permanece compatible con QCD estándar en el ultravioleta [23]. Una gran ventaja del modelo de
gluones masivos es que permite realizar cálculos anaĺıticos en el régimen infrarrojo de QCD utilizan-
do teoŕıa de perturbaciones, lo que permite entender algunas propiedades de QCD en este régimen.

La introducción de un término de masa para el gluon implica la aparición de un parámetro adi-
cional con respecto a QCD estándar. El valor de dicha masa ha sido estimado dentro del marco del
modelo de Curci-Ferrari mediante la comparación con distintas funciones de correlación del lattice y
también de diagramas de fase de QCD [24–32], aśı como, más recientemente, a partir de la constante
de decaimiento del pion en el ĺımite quiral [33]. Sin embargo, resulta interesante explorar el valor de
este parámetro a través de la comparación con el espectro de masas de distintos estados ligados. Este
estudio, en teoŕıa cuántica de campos, se realiza mediante el uso de la ecuación de Bethe-Salpeter,
la cual consiste en un sistema de ecuaciones integrales acopladas de gran complejidad. Sin embargo,
cuando se considera la aproximación no relativista, el problema se simplifica significativamente y
queda determinado por la ecuación de Schrödinger. Esta aproximación es válida para estados ligados
compuestos por quarks pesados, cuyas velocidades son mucho menores que la velocidad de la luz.
En este régimen, es posible estudiar la masa del gluon mediante el análisis del espectro de mesones,
bariones y también configuraciones exóticas que se han observado experimentalmente, todas ellas
compuestas por quarks pesados.

Durante décadas se asumió que el espectro hadrónico estaba compuesto únicamente por mesones
y bariones, hasta que en 1977 Jaffe propuso la existencia de hadrones compuestos de cuatro part́ıcu-
las fundamentales: dos quarks y dos antiquarks, llamados tetraquarks [34, 35]. Desde el punto de
vista de QCD, la simetŕıa de color SU(3) admite la formación de estados incoloros de cuatro quarks,
por lo que estos nuevos hadrones no contradicen el confinamiento. Sin embargo, por muchos años
no se obtuvo ningún indicio experimental de su existencia. Además de los tetraquarks, se propusie-
ron otros estados nuevos compatibles con la simetŕıa de color, como los pentaquarks, formados por
cinco quarks [36,37]. El conjunto de todos estos estados ligados posibles, más allá de los mesones y
bariones, reciben el nombre de hadrones exóticos.

El interés por el estudio de tetraquarks resurgió en 2003, cuando la colaboración Belle descubrió
una resonancia estrecha en el canal B± → K±J/ψ π+π− [38]. Este estado, denominado X(3872) no
correspond́ıa al mesón charmonium (cc), y no pod́ıa ser explicado mediante el modelo de mesones y
bariones. Hoy es considerado el primer candidato a hadrón exótico. En los años siguientes se identifi-
caron otras estructuras exóticas como Y(4260), Z(4430) y Y(4360) [39–41]. En particular, el Z(4430)
fue el primer estado cargado tipo charmonium, lo que implicaba una estructura con al menos cuatro
quarks.
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La evidencia experimental de tetraquarks compuestos de quarks pesados (quarks charm y/o bot-
tom) se originó con el descubrimiento de los estados Zb(10610) y Zb(10650) por la colaboración Belle,
que fueron los primeros candidatos a tetraquarks en el sector del bottomonium [42]. Posteriormente,
en 2021, el LHCb observó el estado estrecho T+

cc [43], confirmando por primera vez la existencia de un
tetraquark con dos quarks pesados. A su vez, en 2020, el LHCb anunció una estructura identificada
como el X(6900), un candidato a tetraquark totalmente pesado (ccc̄c̄) [44]. Más recientemente, en
2023 y 2024, las colaboraciones CMS y ATLAS detectaron los estados X(6600) y X(7200), agregan-
do más evidencia de tetraquarks totalmente pesados [45,46].

Simultáneamente, se lograron avances importantes en el estudio de tetraquarks mediante lattice
QCD. Los resultados actuales de estas simulaciones apoyan la existencia de tetraquarks pesados.
En particular, un estudio reciente de 2025, identificó un polo correspondiente a un tetraquark com-
puesto por dos quarks charm (Tcc), cuya masa es cercana al umbral de desintegración en mesones,
lo que siguiere que podŕıa ser un estado estable [47]. Mientras que, en el sector del bottom, las
simulaciones han encontrado un posible estado estable de un tetraquark compuesto por dos quarks
bottom (Tbb) [48,49].

A pesar del progreso experimental en el estudio de los tetraquarks, a nivel teórico aún no existe
un consenso sobre cómo modelarlos. Una interpretación posible consiste en pensar a los tetraquarks
como sistemas moleculares, compuestos por un par mesón-mesón que interactúan residualmente me-
diante el intercambio de mesones [50–56]. Otra interpretación propone un modelo de tetraquark
compacto de tipo diquark–antidiquark: dos quarks forman un diquark (qq) y dos antiquarks un an-
tidiquark (q̄q̄), y estos interactúan mediante intercambio de gluones para mantener al tetraquark
unido [57–62]. Además de estos dos modelos, han surgido más variantes, incluyendo caracteŕısticas
de ambas representaciones [63–65].

En este trabajo, utilizaremos el modelo de diquarks para describir a los tetraquarks (ver Fig.
(1.1)), tomando inspiración de los modelos de bariones, donde la representación de diquarks ha teni-
do gran éxito. En particular, nos centraremos en una clase de tetraquarks denominada fully-heavy,
compuestos exclusivamente por quarks y antiquarks pesados. Este tipo de tetraquarks resulta espe-
cialmente interesante ya que son más sencillos de identificar desde el punto de vista experimental,
debido a que sus masas se encuentran en regiones del espectro donde no se observan mesones.

Figura 1.1: Representación esquemática del modelo de diquarks. El problema de cuatro cuerpos
con interacciones (izquierda) se convierte en un problema de dos cuerpos interactuando mediante
el intercambio de gluones (derecha). Los quarks qq forman el diquark y los antiquarks qq forman el
antidiquark.
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Desde el punto de vista teórico, se han desarrollado diversos modelos para describir los fully-
heavy tetraquarks. Los primeros trabajos fueron en 1975, cuando Iwasaki utilizó un potencial de
confinamiento para quarks pesados [66], y en 1981 con Chao [67] utilizando el modelo de diquarks e
incluyendo un término de confinamiento de forma cuadrática para describir tetraquarks, predicien-
do una masa entre 6.2 y 6.4 GeV para el cccc. Posteriormente, se estudiaron modelos completos de
cuatro cuerpos con un potencial tipo Cornell1 utilizando métodos variacionales, obteniendo masas
en el rango de 6.3–6.6 GeV para el ccc̄c̄ y 18.8–19.2 GeV para el bbb̄b̄ [68]. En los últimos años, las
simulaciones de lattice QCD permitieron determinar el potencial entre cuatro quarks, obteniendo
masas alrededor de 6.3–6.9 GeV para el ccc̄c̄ y 18.6–19.5 GeV para el bbb̄b̄ [69–71]. Por otra parte,
estudios mediante reglas de sumas de QCD2 de Chen et al. [72] obtuvieron 6.8–6.9 GeV para ccc̄c̄ y
18.3–18.5 GeV para bbb̄b̄, mientras que Li et al. [73], usando la ecuación de Bethe–Salpeter, predije-
ron valores de 6.5–6.8 GeV y 18.4–18.8 GeV para la masa de los mismos estados.

El objetivo de esta tesis es realizar un primer estudio para analizar la posible influencia de la
masa del gluon en la predicción del espectro de los fully-heavy tetraquarks. Para esto utilizaremos
la representación de diquarks, aproximando cada diquark como una part́ıcula puntual. Además, ya
que los quarks involucrados son pesados, consideraremos la aproximación no relativista, simplifi-
cando el cálculo de los espectros. La interacción fuerte entre los componentes del tetraquark será
calculada con un modelo que incluye gluones masivos. Previo al estudio del espectro de tetraquarks,
ajustaremos los distintos parámetros del modelo comparando el espectro de mesones compuestos
por quarks pesados con los resultados experimentales, espećıficamente estudiaremos el charmonium,
bottomonium y el mesón charm-bottom. Debido a que cada uno de dichos mesones representa una
escala de enerǵıa diferente, realizaremos un estudio considerando una relación entre los parámetros
del modelo en cada escala.

La tesis se organiza de la siguiente manera: en el Cap. 2 se introducen los conceptos básicos de
QCD, algunos problemas encontrados y el modelo con gluones masivos. En el Cap. 3 se presenta
el modelo que utilizamos para describir al tetraquark, las interacciones relevantes, la estructura de
color y las aproximaciones utilizadas. En el Cap. 4 se detalla la metodoloǵıa, el cálculo hamilto-
niano, los métodos numéricos, y las correcciones empleadas. En el Cap. 5 se discuten los ajustes
de los parámetros del modelo utilizando los valores conocidos de los espectros de mesones pesados,
utilizando parámetros independientes para describir los sistemas a diferentes escalas. En el Cap. 6 se
muestran las predicciones para los estados del tetraquark. En el Cap. 7 se repite este procedimien-
to, pero ahora considerando una relación entre los parámetros involucrados a las diferentes escalas
consideradas. Finalmente, en el Cap. 8 se presentan las conclusiones y las perspectivas de trabajo
futuro.

1Un potencial tipo Cornell es un potencial efectivo que se usa para describir la interacción entre un quark y un
antiquark en sistemas ligados pesados, toma la forma: V (r) = κ

r
+ br + C

2Las reglas de sumas de QCD son relaciones matemáticas entre funciones de correlación que vinculan la descripción
microscópica de quarks y gluones con la descripción hadrónica.
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Caṕıtulo 2

Cromodinámica cuántica

En este caṕıtulo introducimos los conceptos básicos de la teoŕıa cuántica de campos que describe
la interacción fuerte: la Cromodinámica Cuántica (QCD). Presentamos la simetŕıa de gauge que ca-
racteriza a la teoŕıa y mostramos cómo esta simetŕıa da lugar al lagrangiano de QCD. Describimos
también el procedimiento de Faddeev-Popov, mediante el cual se eliminan los grados de libertad
redundantes de la teoŕıa asociados a la invarianza de gauge, y discutimos el rango de validez de este
procedimiento haciendo énfasis en los problemas que aparecen a bajas enerǵıas. Mencionamos tam-
bién cómo se renormaliza la teoŕıa para resolver el problema de integrales divergentes. Finalmente,
introducimos un modelo de QCD con gluones masivos, capaz de reproducir algunos resultados del
lattice a escalas de bajas enerǵıas y recrear los resultados de QCD en su rango de validez a altas
enerǵıas. Este modelo será utilizado a lo largo del trabajo. La mayoŕıa de los conceptos de esta
caṕıtulo se encuentran en libros de texto de teoŕıa cuántica de campos y reviews [74–78]. En este
caṕıtulo, y a lo largo de toda la tesis, trabajaremos en unidades naturales (c = ℏ = 1).

2.1. Grupo SU(3) local

Para describir la Cromodinámica Cuántica es necesario incorporar las simetŕıas que se observan
en la interacción fuerte. Distintos resultados experimentales muestran que la teoŕıa presenta una
carga conservada denominada color, que puede tomar exactamente tres valores [79–81]. La conserva-
ción de esta carga se debe a la existencia de una simetŕıa en la teoŕıa, y la estructura que reproduce
correctamente las observaciones es la simetŕıa de gauge asociada al grupo SU(3).

SU(3) es un grupo de Lie compacto de dimensión 8 que corresponde a las transformaciones
especiales y unitarias en un espacio de tres dimensiones. En la representación fundamental, sus
elementos son matrices 3 × 3, unitarias y con determinante uno. Los generadores del álgebra de Lie
de este grupo son 8 y se representan como ta, donde a es un ı́ndice que toma valores de 1 a 8. Estos
generadores cumplen la siguiente relación de conmutación:[

ta, tb
]

= ifabctc,

donde ı́ndices repetidos implican una suma en todos sus posibles valores. Definimos las constantes
de estructura, fabc, que tienen en cuenta que los generadores no conmutan. Todo grupo de Lie en el
cual los generadores no conmutan se denomina no abeliano.

En la representación fundamental de matrices, es usual escribir a los generadores como:

ta =
λa

2
,
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siendo λa las matrices de Gell-Mann, que se explicitan en la Sección 3.3. A partir de estos generadores
se puede escribir un elemento genérico del grupo como:

U(x) = eiθ
a(x)λa/2, (2.1)

donde θa(x) son ocho parámetros reales que dependen de las coordenadas x del espacio-tiempo y
da lugar a los distintos elementos del grupo. La dependencia de los parámetros en las coordenadas
define el carácter local de esta simetŕıa.

Distintas representaciones del grupo SU(3) actúan de diferentes formas sobre los elementos ca-
racteŕısticos de la teoŕıa. La representación fundamental de matrices actúa sobre vectores de tres
componentes de la siguiente forma:

ψ → U(x)ψ,

donde U(x) es un elemento del grupo y esta transformación corresponde al producto matricial usual.

Por otro lado, los campos de gauge transforman de la siguiente manera bajo la acción de SU(3):

taAaµ → UtaAaµU
† +

i

g
U∂µU

†, (2.2)

donde taAaµ es el campo de gauge. Los ı́ndices griegos representan componentes espacio-temporales,
y los ı́ndices latinos, componentes en el espacio de color.

2.2. Lagrangiano de QCD

La Cromodinámica Cuántica es la teoŕıa cuántica de campos que describe las interacciones entre
part́ıculas con color. En esta teoŕıa, los quarks y gluones se representan como excitaciones cuánticas
de campos y su dinámica se determina a partir del lagrangiano del sistema. Para reproducir las
caracteŕısticas de la interacción fuerte, QCD se basa en las propiedades de la carga de color que se
han visto experimentalmente mediante la simetŕıa del grupo SU(3) local.

Empecemos por describir a los quarks. A cada quark le asociamos un campo ψ(x) que transforma
según la representación fundamental de SU(3). Es decir, como son part́ıculas que tienen color, los
escribiremos como un vector de tres componentes en el espacio de color.

ψc(x) =

ψr(x)
ψg(x)
ψb(x)

 ,

donde cada componente ψc(x) es un espinor de Dirac y el ı́ndice c = 1, 2, 3 refiere al color, rojo, verde
y azul respectivamente. Además de este campo, debemos definir el campo asociado a los antiquarks,
ψc = γ0ψ†

c , con γµ las matrices de Dirac.

Para que esta teoŕıa de campos respete la simetŕıa de SU(3), es decir, sea invariante ante la
acción de este grupo, se debe introducir el campo de gluones (también llamado campo de gauge)
Aµ(x) = taAaµ(x), donde a es un ı́ndice de 1 a 8. Estos campos dan lugar a los 8 gluones de la
teoŕıa, cada uno asociado con un generador de SU(3). Además, debido a la acción de SU(3) sobre
los campos de gauge, cuando hacemos transformaciones de color los gluones se mezclan entre ellos.
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La interacción entre quarks y gluones se representa mediante la derivada covariante:

Dµ = ∂µ − igtaAaµ(x),

donde g es la constante de acoplamiento fuerte, y da una medida de qué tan intensa es esta interac-
ción.

Finalmente, la dinámica de los gluones se describe mediante el tensor Fµν :

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcAbµA

c
ν ,

donde el último término es el que da lugar a las interacciones entre gluones, caracteŕıstico de una
teoŕıa no abeliana. Este comportamiento proviene de la no conmutación de los generadores de SU(3).

Con todo esto, se puede demostrar que la densidad lagrangiana de QCD debe escribirse de la
siguiente forma para respetar la simetŕıa de color [82–86]:

LQCD = −1

4
F aµνF

aµν +

Nf∑
i=1

ψi (iγµDµ −mi)ψi, (2.3)

donde los ı́ndices repetidos implican que estamos sumando sobre ellos. El primer término describe
tanto la propagación libre de gluones como las interacciones entre ellos. El segundo término, con la
derivada covariante, describe las interacciones entre los quarks y gluones. Y el último término da
lugar a las masas de los quarks, mi.

A partir de la densidad lagrangiana de la ecuación (2.3), se puede definir la acción de QCD como:

S =

∫
d4x LQCD. (2.4)

2.3. Procedimiento de Faddeev-Popov

Una vez obtenido el lagrangiano de QCD, el siguiente problema al que nos enfrentamos es cómo
utilizarlo para calcular distintas cantidades, por ejemplo funciones de correlación o funciones de
Green. Para eso, el primer paso es cuantizar la teoŕıa clásica de QCD que acabamos de describir.
Existen varios métodos equivalentes para lograr este resultado [87, 88], pero nos centraremos en el
formalismo de la integral de caminos [89–92]. Este consiste en, dado un proceso, integrar en todos
los caminos posibles desde la configuración inicial a la final (no sólo la trayectoria clásica). En este
caso una función de Green se escribe como:

⟨ϕ(x1)...ϕ(xn)⟩ =

∫
Dϕ ϕ(x1)...ϕ(xn)eiS∫

Dϕ eiS
,

donde ϕ es un campo genérico de la teoŕıa.

Una de las ventajas de este método, es que permite observar las simetŕıas de la teoŕıa de forma
directa. Sin embargo, si sólo sustituyéramos la acción de la ecuación (2.4) en esta expresión, y la
utilizáramos para calcular alguna función de correlación, llegaŕıamos a un problema: el resultado
de cada integral seŕıa infinito. Esta dificultad proviene de la invarianza de gauge, como veremos a
continuación.
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A partir de ahora nos centraremos en estudiar QCD en el caso sin quarks, lo que se conoce como
la teoŕıa de Yang-Mills pura, y prestaremos atención a la siguiente integral de caminos:∫

DA eiS . (2.5)

Cuando dedujimos el lagrangiano de QCD, pedimos que fuera invariante bajo transformaciones
del grupo SU(3), en particular bajo transformaciones de la forma de la ecuación (2.2). Esto significa
que, utilizando dicha ecuación, podemos obtener infinitos campos de gauge Aµ distintos, pero que
dan lugar al mismo lagrangiano, y por lo tanto a la misma dinámica. El conjunto de todos estos
campos equivalentes se conoce como la órbita de gauge de Aµ, y no son campos f́ısicos, sino una
libertad extra que tiene nuestro sistema al definir el campo de gauge. Una representación de estas
orbitas se puede observar en la Fig. (2.1).

Figura 2.1: Representación de las orbitas de gauge de una teoŕıa y cómo fijar una condición gauge
determina un único campo de gauge de la órbita. Extráıdo de [93].

La suma sobre estos grados de libertad no f́ısicos da lugar a divergencias en las integrales de
camino. La solución a este problema se conoce como el procedimiento de Faddeev-Popov, el cual
implica fijar el gauge. Esto significa que, de cada órbita de gauge se elige un único representante,
eliminando las copias no f́ısicas. Existen muchas opciones para fijar el gauge, imponiendo distintas
condiciones al campo Aµ. Nosotros nos vamos a enfocar en una espećıfica conocida como gauge de
Landau, que se basa en imponer la siguiente condición:

∂µA
µ = 0. (2.6)

Sin demostrar los pasos intermedios, veamos el procedimiento de Faddeev-Popov para el caso del
gauge de Landau [94,95]. El primer paso es escribir la identidad de la siguiente manera:

1 =

∫
Dθ δ

(
G
[
Aθ
])

det

(
δG
[
Aθ
]

δθ

)
,

donde G [A] es una función del campo de gauge que se anula cuando el campo cumple la condición
de gauge, en nuestro caso G [A] = ∂µA

µ. Además, θ es parámetro de un elemento del grupo SU(3),
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como muestra la ecuación (2.1), y Aθµ es el campo de gauge transformado según la ecuación (2.2).

El determinante en la expresión anterior se conoce como el determinante de Faddeev-Popov.
Utilizando propiedades de las transformaciones de gauge y de la integral de caminos, se puede
escribir esta integral como:

1 =

∫
Dθ δ (∂µA

µ) det

(
1

g
∂µD

µ

)
.

Agregando esta identidad a la ecuación (2.5) obtenemos:∫
DA eiS =

∫
DADθ δ (∂µA

µ) det

(
1

g
∂µD

µ

)
eiS[Aµ],

donde la integral en θ sólo da lugar a una constante que es irrelevante en el cálculo de las funciones
de correlación.

El siguiente paso es escribir la delta de la integral de una forma conveniente. Podemos introducir
un campo auxiliar ha(x), tal que:

δ (∂µA
µ) =

∫
Dh ei

∫
d4x ha∂µA

µa

.

El objetivo, es intentar escribir todo como una integral de una exponencial compleja. El último
problema a resolver es el determinante, para eso usamos un truco propuesto por Faddeev y Popov:

det

(
1

g
∂µDab

µ

)
=

∫
DcDc ei

∫
d4x ca(x)(−∂µDab

µ )cb(x),

donde los nuevos campos ca(x) y ca(x) son campos escalares, complejos, que anticonmutan, y se los
conoce como los ghosts de Faddeev-Popov. Todos los campos introducidos en este proceso no son
más que herramientas matemáticas, sus excitaciones no están asociadas a ninguna part́ıcula f́ısica,
y los observables de la teoŕıa no dependen de estos campos.

Juntando todo e integrando por partes en la integral de ghosts:∫
DA eiS =

∫
DADcDcDh ei

∫
d4x ha∂µAa

µ ei
∫
d4x (∂µca)Dab

µ cbeiS ,

y por lo tanto la densidad lagrangiana fijada de gauge se escribe como:

LFP = −1

4
F aµνF

aµν + ha∂µAaµ + (∂µca)Dab
µ c

b. (2.7)

Es directo el proceso de incluir quarks en este lagrangiano.

Habiendo solucionado el problema de las órbitas de gauge, ahora podemos hallar las funciones
de correlación de la teoŕıa. Sin embargo, estos cálculos no son para nada sencillos de resolver de
forma exacta. En su lugar, utilizamos la teoŕıa de perturbaciones, considerando las interacciones de
la teoŕıa como correcciones pequeñas a la teoŕıa libre. Es útil dividir el lagrangiano de QCD de la
siguiente forma:

L = L0 + Lint,

donde L0 es el lagrangiano de la teoŕıa libre y Lint es el lagrangiano asociado a las interacciones.
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Para QCD:

L0 = −1

4

(
∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ

)2
+

Nf∑
i=1

ψi (iγµ∂µ −mi)ψi + ∂µca∂µc
a + ha∂µAaµ,

Lint = −g
2
fabc

(
∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ

)
AbµAcν − g2

4

(
fabcAbµA

c
ν

)2
+ g

Nf∑
i=1

ψiγ
µtaAaµψi + gfabc (∂µca)Abµc

c.

Notamos que los términos de interacción dependen de la constante de acoplamiento g. Si ésta es
suficientemente pequeña se puede hacer un desarrollo perturbativo en los términos de interacción:

ei
∫
d4x L ∼ ei

∫
d4x L0

[
1 −

∫
d4x Lint +

1

2

(∫
d4x Lint

)2

− 1

3!

(∫
d4x Lint

)3

+ ...

]
.

Mientras la constante de acoplamiento se mantenga pequeña, cada término del desarrollo es me-
nor que el anterior, lo que habilita un desarrollo en g. De esta forma, se pueden hallar las funciones de
correlación aproximadas, utilizando el desarrollo hasta cierto orden en la constante de acoplamiento.
En base a estas herramientas, se logra reproducir gran cantidad de resultados experimentales a altas
enerǵıas (scattering inelástico profundo, producción de jets, secciones eficaces a altas enerǵıas), aśı
cómo demostrar la libertad asintótica de QCD, como veremos en la siguiente sección.

2.4. Regularización, renormalización y running de los paráme-
tros

Los cálculos perturbativos de funciones de correlación más allá del primer orden contienen integra-
les en el espacio de momentos que divergen en el ultravioleta. El proceso de aislar estas divergencias
se conoce como regularización [96, 97]. Para esto se introduce un parámetro externo que controla
las divergencias de forma condicional. Existen varios métodos para regularizar una teoŕıa, los más
conocidos son: la inclusión de un corte ultravioleta, Pauli-Villars [98], regularización dimensional [99]
y regularización de lattice [100]. El más intuitivo es el primero, que implica introducir un ĺımite su-
perior finito, Λ, en las integrales de momento, como se muestra en la ecuación (2.8). Si bien no es el
procedimiento que utilizaremos en esta tesis, introduciremos el concepto de regularización siguiendo
este método más intuitivo. ∫ ∞

dq −→
∫ Λ

dq. (2.8)

Cambiando el ĺımite de integración por un parámetro finito, la integral ya no diverge. Sin em-
bargo, ahora las funciones de Green y los observables de la teoŕıa dependen de este nuevo parámetro
arbitrario. Para solucionar este problema se utiliza la técnica de renormalización, a través de la cual
las funciones de correlación dejan de depender de Λ y es posible tomar el ĺımite en el cual Λ tiende
a infinito para recuperar la teoŕıa original sin divergencias.

El proceso de renormalización implica absorber la dependencia en Λ con una redefinición de los
campos, masas y constantes de acoplamiento. Llamaremos bare a las cantidades originales presentes
en el lagrangiano, y las denotaremos con un sub́ındice B; y llamaremos renormalizadas a las nuevas
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cantidades, representándolas sin sub́ındice. La relación entre ambos conjuntos se expresa mediante
factores de renormalización, Z:

ϕB =
√
Zϕ ϕ,

XB = ZX X,

donde ϕ es un campo genérico de la teoŕıa y X es un parámetro genérico, como masas o constantes
de acoplamiento.

De esta forma, las funciones de Green bare se pueden escribir en función de las renormalizadas:

GB(p1, ..., pn; gB ,mB) =

(
n∏
i=1

√
Zi

)
G(p1, ..., pn; g,m),

donde cada
√
Zi corresponde a un campo en la función de correlación.

Sin embargo, no toda teoŕıa es renormalizable, ya que necesitan existir suficientes parámetros y
campos en el lagrangiano como para controlar cada función de correlación divergente de la teoŕıa.
En el caso de QCD, se puede demostrar que la teoŕıa es renormalizable [101–103] y que los únicos
factores de renormalización necesarios son: ZA, Zc, Zψ, Zg, Zmi

.

Las cantidades renormalizadas se definen con un esquema de renormalización. Es decir, definimos
los factores de renormalización fijando el valor de algunas funciones renormalizadas de Green a cierta
escala de momento µ. Existen muchos esquemas de renormalización diferentes, todos absorben la
dependencia en Λ, pero dan distintos valores de la parte finita. Los más conocidos son los esquemas
de resta, MS y MOM. Como ejemplo, en el esquema MOM (momentum-space substraction scheme)
los factores de renormalización se definen tal que las funciones de correlación a dos y tres puntos
correspondan a su expresión a primer orden a escala µ. Aplicando este esquema al propagador del
ghost D(p):

Dab(p) = δab
F (p)

p2
, con F (p) = Z−1

c FB(p).

La condición MOM se fija exigiendo que, a la escala µ,

F (µ) = 1, −→ Zc = FB(µ).

Procedimientos análogos permiten determinar ZA, Zg y Zmi a partir de los propagadores y vértices
correspondientes.

Ahora las constantes de acoplamiento, las masas y las funciones de Green dependen de la escala
de renormalización µ en la que se imponen las condiciones del esquema de renormalización. Para
determinar el comportamiento de los parámetros con la escala, utilizamos las ecuaciones del grupo
de renormalización [104,105]. Para esto pensamos que µ es una escala móvil, y que los valores de los
parámetros del modelo vaŕıan con µ. Esta dependencia con la escala se llama corrimiento o running,
y para determinarla notamos que las funciones de correlación bare no dependen de µ:

0 = µ
d

dµ
GB (p, gB ,mBi

)

∣∣∣∣
gB ,mBi

.

Cuando escribimos esta expresión en términos de los campos, masas y acoplamientos renormali-
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zados obtenemos:

βg(g,mi) = µ
dg

dµ

∣∣∣∣
gB ,mBi

,

γA(g,mi) = µ
d logZA
dµ

∣∣∣∣
gB ,mBi

,

γc(g,mi) = µ
d logZc
dµ

∣∣∣∣
gB ,mBi

,

βMi(g,mi) = µ
dmi

dµ

∣∣∣∣
gB ,mBi

,

γψ(g,mi) = µ
d logZψ
dµ

∣∣∣∣
gB ,,Bi

.

En el caso de QCD, la función βg fue calculada por primera vez en 1973 por por David Politzer
[12], y poco despúes por David Gross y Frank Wilczek [13].No entraremos en detalle en los cálculos,
pero haciendo un desarrollo perturbativo a altas enerǵıas se obtiene [106]:

βg (g (µ)) = −β0
g(µ)3

16π2
+ O(g5),

donde

β0 =
11

3
N − 2

3
Nf

siendo Nf es la cantidad de sabores de quarks, y N es la cantidad de colores, que para QCD es tres.

Resolviendo la ecuación de βg para hallar la dependencia de la constante de acoplamiento con la
escala, se obtiene:

g2(µ) =
g20

1 +
g20β0

16π2 log
(
µ
µ0

) ,
siendo g0 el valor de la constante de acoplamiento en una escala de referencia µ0 que llamamos es-
cala de renormalización. Un gráfico del comportamiento de la constante de acoplamiento en función
de la escala se puede ver en la Fig. (2.2). Vemos que, a altas enerǵıas el acoplamiento decrece con
la enerǵıa. Este fenómeno se conoce como libertad asintótica, según el cual los quarks y gluones
se comportan casi como part́ıculas libres en dicha escala. Adicionalmente, cuando la constante de
acoplamiento es pequeña, la teoŕıa de perturbaciones está bien justificada. Sin embargo, a bajas
enerǵıas, los cálculos perturbativos muestran que el acoplamiento crece, incluso alcanza lo que se
conoce como polo de Landau, un valor finito de µ en el cual g diverge. Cuando la constante de
acoplamiento deja de ser pequeña, el uso de teoŕıa de perturbaciones ya no es válido. Por lo tanto,
el régimen de bajas enerǵıas de QCD presenta grandes dificultades para realizar cálculos.
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Figura 2.2: Running de la constante de acoplamiento αs establecida por distintos resultados experi-
mentales y comparada con las predicciones de la teoŕıa de perturbaciones en QCD. Extráıda de [107]

2.5. QCD a bajas enerǵıas

Debido al fallo de la teoŕıa de perturbaciones para QCD a bajas enerǵıas, se han desarrollado
diversas metodoloǵıas alternas para su estudio. Entre ellas se encuentran el uso de las ecuaciones
de Dyson-Schwinger [108–128] u otras basadas en las ecuaciones del grupo de renormalización no
perturbativo [129–134], que han sido muy exitosas a la hora de calcular las funciones de correlación
de una teoŕıa aproximando un sistema infinito de ecuaciones integrales acopladas por un sistema
truncado finito. Otro método son las simulaciones Monte-Carlo en el lattice [135,136]. Estas permi-
ten calcular funciones de correlación a partir de primeros principios con gauge fijado.

A escalas de altas enerǵıas, los resultados obtenidos aplicando teoŕıa de perturbaciones a la acción
de Faddeev-Popov son compatibles con los cálculos de lattice QCD. Sin embargo, a bajas enerǵıas,
las estas parecen contradecirse. Las simulaciones numéricas del lattice predicen que la constante de
acoplamiento no presenta un polo de Landau en el infrarrojo, sino que alcanza un valor máximo
y luego vuelve a decrecer. En la Fig. (2.3) se representan estos resultados. Dicho comportamiento
pareceŕıa permitir el uso de teoŕıa de perturbaciones en cualquier régimen de enerǵıa, considerando
que el parámetro de desarrollo correcto para la teoŕıa de perturbaciones no es realimente g, sino
λQCD = Ng2/16π2 [137], que no toma valores mayores a 0.3 para N = 3. Esto abre la pregunta, si
la teoŕıa de perturbaciones podŕıa ser válida a cualquier escala de enerǵıa, ¿por qué los cálculos uti-
lizando la acción de Faddeev-Popov presentan inconsistencias en el régimen infrarrojo? La respuesta
a esta pregunta continúa siendo un problema a explorar.
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Figura 2.3: Resultados de lattice QCD en función de la escala de momento, µ, representados con
puntos rojos y resultados del running de αs usando QCD perturbativo representados con una ĺınea
gris. Extráıda de [138].

Otro problema que presenta la teoŕıa se descubrió en 1978, cuando Vladimir Gribov probó que
el procedimiento de fijación de gauge mediante el cual se deriva el lagrangiano de Faddeev-Popov es
incorrecto [139, 140]. Para obtener un resultado consistente, se debe eliminar la libertad de gauge,
fijando una condición que determine un único campo de gauge en cada órbita. En nuestro caso
impusimos el gauge de Landau. Gribov demostró que existe más de un campo de la misma orbita de
gauge que satisface la condición de Landau, invalidando el procedimiento de Faddeev-Popov [141].
A estas repeticiones las llamó copias de Gribov. En particular, se puede demostrar que en el régimen
de altas enerǵıas, el campo de gauge no presenta copias de Gribov en el gauge de Landau, limitando
el problema al régimen de bajas enerǵıas.

2.6. Modelo de QCD con gluones masivos

A lo largo de esta tesis adoptaremos un lagrangiano diferente al de la ecuación (2.3) para el estu-
dio de la interacción fuerte a bajas enerǵıas. Dado que la fijación de gauge es un gran problema en el
régimen infrarrojo, y por lo tanto no conocemos realmente el lagrangiano de QCD fijado de gauge,
buscamos el lagrangiano más sencillo que logre reproducir los resultados del lattice en el régimen
de bajas enerǵıas y que sea compatible con los resultados del lagrangiano de Faddeev-Popov a altas
enerǵıas.

En particular, seguiremos la idea presentada por Tissier y Wschebor en 2010 [21]. Ellos se inspi-
raron en los resultados de lattice QCD para el propagador del gluon en el infrarrojo, que muestran
que el propagador satura en un valor finito a estas escalas [19, 142–146]. Este resultado es el com-
portamiento esperado para una part́ıcula masiva. Un gráfico de este comportamiento se observa en
la Fig. (2.4). En base a estos resultados, plantearon agregar un término de masa para los gluones al
lagrangiano de Faddeev-Popov, con el cual se ha logrado reproducir con gran precisión los resultados
del lattice del propagador del gluon usando teoŕıa de perturbaciones [21,23] y recupera los resultados
de Fadeev-Popov a altas enerǵıas, donde śı está bien justificado.
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Figura 2.4: Resultados de lattice QCD para el propagador del gluon para distintos tamaños de la
red. Extráıdo de [143].

Este modelo de gluones masivos resultó ser un caso particular de un modelo planteado en la
década de 1970 por Curci y Ferrari en el gauge de Landau [22]. Originalmente, el modelo se planteó
como una alternativa al mecanismo de Higgs, pero fue abandonado debido a que presenta problemas
de unitariedad. Es decir, daba lugar a estados f́ısicos con norma negativa [147]. Sin embargo, en
el caso de QCD los estados f́ısicos de norma negativa no son algo nuevo. Estudios realizados con
enfoques no perturbativos, como las ecuaciones de Dyson-Schwinger y lattice QCD, han observado
estados de norma negativa asociados al propagador del gluon usando la definición del espacio f́ısico
usual [148–150]. Este problema se interpretó como un error en la definición del espacio de estados f́ısi-
cos relacionada con el confinamiento y la imposibilidad de observar gluones como estados asintóticos.

En estas décadas se han realizados varios estudios que introducen el concepto de masa del gluon
de forma expĺıcita, por ejemplo [112,151–164], entre otros. Por otra parte, es importante mencionar
que estudios basados en las ecuaciones de Dyson-Schwinger reproducen un comportamiento masivo
para el propagador del gluon y otras propiedades de QCD a bajas enerǵıas, siendo pioneros en mu-
chas de las observaciones (por mencionar algunas [108–134]). A pesar de esto, en la tesis usaremos el
modelo con gluones masivos, que presenta varias ventajas operacionales y que ha permitido entender
varias de las propiedades de la f́ısica a bajas enerǵıas.

Una aclaración importante sobre este modelo es que el término de masa se agrega sobre el la-
grangiano de Faddeev-Popov, es decir, el lagrangiano ya fijado de gauge. Entendemos que esta masa
podŕıa interpretarse como el efecto de las copias de Gribov en el lagrangiano fijado de gauge, aunque
aún no se conoce el proceso anaĺıtico completo que permitiŕıa fijar el gauge en el infrarrojo libre del
problema de las copias de Gribov.

En el gauge de Landau, la densidad lagrangiana de este modelo corresponde a:

LCF = −1

4
F aµνF

aµν + ha∂µAaµ + (∂µca)Dab
µ c

b +
1

2
m2
gA

a
µA

aµ +

Nf∑
i=1

ψi (iγµDµ −mi)ψi

Una ventaja de este modelo es que resulta ser renormalizable. Este resultado fue probado en 1976
por Curci y Ferrari [22]. Cuando se realiza dicho proceso se llega a un resultado muy importante, y
es que existe un esquema de renormalización, llamado infrared-safe, con el cual se pueden obtener
constantes de acoplamiento sin polos de Landau [28,165], como el comportamiento observado en la
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Fig. (2.4). Para esto se debe imponer que la parte longitudinal de los propagadores del gluon y del
ghost coincidan con la forma a primer orden en la escala de renormalización. Trabajando con este
esquema, se logra obtener constantes de acoplamiento en concordancia con los resultados del lattice,
donde no se presenta un polo de Landau y el parámetro perturbativo se mantiene razonablemente
pequeño, abriendo la posibilidad de aplicar teoŕıa de perturbaciones a cualquier escala de enerǵıas
utilizando el modelo con gluones masivos. En particular, para el caso sin quarks se obtiene el running
calculado en [23]:

βg =
g3N

192π2t3

{
t4 (6 + t) log(t) +

(
12 + 16t+ t2 + t4 − 2t5

)
log(1 + t)

− t

[
12 − 62t+ 29t2 +

√
t
√

4 + t
(
−36 + 20t− 9t2 + t3

)
log

(
−
√
t+

√
4 + t√

t+
√

4 + t

)]}
,

con t = µ2/m2
g. Recordando la relación βg = µ dgdµ , obtenemos una ecuación diferencial para la de-

pendencia en la escala de la constante de acoplamiento, cuya solución se encuentra representada en
la Fig. (2.5).
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Figura 2.5: Comportamiento de la constante de acoplamiento con la escala µ.

A partir del lagrangiano de Curci-Ferrari se pueden derivar las reglas de Feynman en el espacio
de momentos para esta teoŕıa. Estas son esencialmente las mismas que las que se obtienen con el
lagrangiano de Faddeev–Popov (extráıdas de [74]), pero con el propagador del gluon con la misma
forma que el de una part́ıcula masiva. La deducción de este propagador se encuentra en el Apéndice A.

Los quarks y antiquarks entrantes y salientes se describen como espinores us(p) y vs(p), que son
las soluciones a la ecuación de Dirac. Además, se introduce un vector c de tres componentes asociado
al color. Los gluones entrantes y salientes tienen, además del vector de polarización ϵ(p), un vector
de ocho componentes aα, correspondiente a los ocho gluones de la teoŕıa.

El factor de simetŕıa de cada diagrama sigue las siguientes reglas:

Hay un factor -1 por cada loop de fermiones.

Si tenemos v vértices, hay un factor iv/v! del desarrollo de la exponencial.
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Hay un factor 1/3! por cada vértice de tres gluones.

Hay un factor 1/4! por cada vértice de cuatro gluones.

Para diagramas con distintos tipos de vértices, hay un factor v!/ (v1!v2!v3!) del desarrollo de
la exponencial.

Hay un factor combinatorio debido a las distintas contracciones posibles del teorema de Wick.

Fermión entrante: us(p)c
p

Fermión saliente: us(p)c†
p

Antifermión entrante: vs(p)c†
p

Antifermión saliente: vs(p)c
p

Gluon entrante: ϵµ(p)aα
p

Gluon saliente: ϵ∗µ(p)aα
∗ p

Propagador del fermión:
i(/p+m)
p2−m2+iε

p

Propagador del gluon: −iδab

p2−m2
g+iε

(
ηµν − pµpν

p2

) p

Propagador del ghost : iδab

p2+iε

p

Vértice quark-gluon: igγµta
q

µ, a
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Vértice ghost-gluon: −gfabcpµ p

a c

µ, b

Vértice de tres gluones:
gfabc

[
ηµν (q1 − q2)

ρ
+

+ηνρ (q2 − q3)
µ

+ ηρµ (q3 − q1)
ν ] q2 q3

q1

ν, b

µ, a

ρ, c

Vértice de cuatro gluones:

−ig2
[
fabef cde (ηµρηνσ − ηµσηνρ) +

+facef bde (ηµνηρσ − ηµσηνρ) +

+fadef bce (ηµνηρσ − ηµρηνσ)
]

ρ, c

µ, a

σ, d

ν, b

Para las reglas de Feynman mencionadas, y a lo largo de todo este trabajo, consideramos la
métrica mostly minus: ηµν = diag(+1,−1,−1,−1).

La adición del término de masa en el modelo de Curci-Ferrari permite recrear algunos resultados
de las simulaciones numéricas y otros métodos no perturbativos. En particular, se logran replicar
los resultados de funciones de correlación a dos y tres puntos [24–32], y se obtienen ciertos obser-
vables como la temperatura de transición confinamiento/desconfinamiento [166–170] y la constante
de decaimiento del pion [33]. Además, permite el uso de teoŕıa de perturbaciones en toda escala de
enerǵıa. Por esta razón, este trabajo utiliza este modelo para estudiar hadrones en el régimen de
enerǵıa donde Faddeev-Popov no admite métodos perturbativos. En particular, lo utilizaremos para
estudiar hadrones exóticos llamados tetraquarks. Adicionalmente, analizaremos la influencia de la
masa del gluon en el espectro de masas de mesones pesados.

25



Caṕıtulo 3

¿Cómo se modela un tetraquark?

La Cromodinámica Cuántica únicamente permite la existencia de estados ligados neutros en
color. Los hadrones convencionales, los mesones y bariones, satisfacen esta condición, sin embar-
go, existen más posibilidades. La simetŕıa de SU(3) también admite configuraciones neutras más
complejas, entre ellas los tetraquarks, compuestos por dos quarks y dos antiquarks, combinados de
forma que sean neutros en color (qqqq). En los últimos años se han observado experimentalmente
diversos estados compatibles con una estructura de cuatro quarks, aumentando el interés por el es-
tudio de estos estados. Sin embargo, aún no existe un modelo teórico único y aceptado que describa
de forma completa la estructura interna y la dinámica de los tetraquarks. En este trabajo adopta-
mos el modelo de diquarks para describir tetraquarks fully-heavy (compuestos por cuatros quarks
pesados como charm o bottom), donde pensamos al tetraquark como un estado compuesto por un di-
quark y un antidiquark, ambos con carga de color, que interactúan mediante intercambio de gluones.

En este caṕıtulo, detallamos el modelo de diquarks, incluyendo qué aproximaciones debemos rea-
lizar para utilizarlo. Estudiamos la estructura de color de los subsistemas, identificando las configura-
ciones atractivas a partir del cálculo de los factores de color. Además, introducimos la aproximación
no relativista, adecuada para describir estados ligados de quarks pesados como los fully-heavy te-
traquarks. En general, describimos las bases del formalismo teórico que seguiremos en los siguientes
caṕıtulos para estudiar el espectro de los tetraquarks.

3.1. El modelo de diquarks

El estudio de sistemas compuestos por cuatro cuerpos interactuando entre ellos resulta extre-
madamente dif́ıcil desde el punto de vista teórico. Por esta razón, para describir los tetraquarks
es necesario utilizar un modelo que permita reemplazar el problema original de interacciones entre
cuatro cuerpos por un sistema efectivo con interacciones entre dos cuerpos, que son más sencillas
de resolver. En la literatura existen dos modelos predominantes para los tetraquarks: el modelo de
diquarks [57–62] y el modelo molecular [50–56,171]. En esta tesis abarcaremos el primero.

El modelo molecular describe a los tetraquarks como sistemas compuestos por dos mesones, cada
uno formado por un quark y un antiquark, que interactúan mediante una fuerza residual de QCD,
análoga a la interacción entre protones y neutrones. Esta interacción es mediada por el intercambio
de piones o mesones livianos, lo que la hace más débil y de mayor alcance que la interacción entre
quarks. Como resultado, los estados moleculares suelen ser inestables y no compactos. En este enfo-
que, los grados de libertad relevantes no son quarks y gluones, sino mesones que se consideran como
part́ıculas puntuales con números cuánticos bien definidos. El modelo ha tenido éxito describiendo
ciertos estados exóticos detectados experimentalmente, entre ellos el hadrón X(3872), cuya masa y
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ancho de decaimiento se logra explicar como un estado molecular [172, 173], aśı como los estados
cargados Zb(10610) y Zb(10650) [174,175].

En contraste, el modelo de diquarks plantea que la interacción atractiva entre dos quarks produce
un estado compacto llamado diquark (qq), mientras que la interacción entre antiquarks produce el
correspondiente antidiquark (q̄q̄). De esta forma, la estructura del tetraquark se reduce a un sistema
de dos cuerpos, diquark y antidiquark, cada uno fuertemente ligado. Luego, como estos subsistemas
son estados con carga de color, también interactúan mediante el intercambio de gluones. El resultado
es que los tetraquarks en este modelo son compactos, con radios comparables a los de los mesones.
El modelo de diquarks también reproduce exitosamente una variedad de resultados experimentales
de hadrones exóticos, incluyendo el estado X(3872) que también se logra explicar como un estado
diquark-antidiquark [176], y otros hadrones como, por ejemplo,Y (4260), Y (4360), Z(4248), Z(4430)
y Y (4660) [177–179].

A diferencia del modelo molecular, los grados de libertad relevantes en este modelo son los
gluones y los quarks, que se describen mediante un esquema efectivo en términos de quarks constitu-
yentes [180,181]. En esta descripción, los grados de libertad del modelo aparecen “vestidos” por una
nube de quarks y gluones virtuales, lo que permite tener en cuenta los efectos no perturbativos que
dan lugar a la generación de masa. Este tratamiento es análogo al que se utiliza habitualmente en
el estudio de mesones y bariones. Como consecuencia, los constituyentes adquieren una masa mayor
a las conocidas mediante experimentos indirectos.

La inspiración detrás de ambos modelos viene de la estructura de color permitida por la simetŕıa
SU(3). En el caso del modelo de diquarks, la simetŕıa permite que dos quarks formen un estado
con anticolor y dos antiquarks formen un estado con color, tal que, cuando interactúan para formar
un estado ligado, la combinación del anticolor del diquark y el color del antidiquark da lugar a un
estado neutro. De esta forma, la factorización del tetraquark en un diquark y un antidiquark respeta
el confinamiento, permitiendo que el estado ligado final sea observable.

En este modelo, como veremos en la Sección 3.3, la interacción entre quarks puede dar lugar a
dos configuraciones de color posibles, llamadas antitriplete de color 3 y sexteto de color 6 (o anti-
triplete de anticolor y sexteto de anticolor para el caso del antidiquark), siendo sólo el primer caso
una interacción atractiva. Por lo tanto, para este trabajo, solamente consideramos los diquarks en la
configuración 3̄ de anticolor y los antiquarks en la configuración 3 de color, ignorando las configura-
ciones repulsivas cuyo efecto es despreciable en comparación [182–184]. Es importante recordar que
como los diquarks y antidiquarks poseen carga de color, debido al confinamiento, no pueden existir
como part́ıculas libres, sino únicamente como subsistemas dentro del tetraquark.

El uso de diquarks para modelar hadrones no se originó con los tetraquarks, sino que se ha
utilizado para la descripción de bariones [185–187]. Tomando estos casos previos como motivación,
consideramos que los diquarks y antidiquarks que conforman al tetraquark se encuentran en su es-
tado fundamental. De esta forma, las excitaciones del tetraquark se obtienen como excitaciones del
sistema ligado diquark-antidiquark y no como excitaciones internas de los diquarks. Otra aproxima-
ción que utilizamos es considerar a los diquarks y antidiquarks como objetos puntuales dentro del
tetraquark, despreciando sus radios.

Un aspecto importante a tener en cuenta al trabajar con diquarks es el principio de exclusión
de Pauli, ya que este impone restricciones sobre las combinaciones de spin permitidas. Para quarks
de distintos sabores, se pueden formar diquarks escalares (s = 0) o axiales (s = 1), mientras que,
para quarks de igual sabor, sólo se permiten diquarks axiales (s = 1), como veremos en la Sección 6.1.
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Una vez definida la estructura de diquark y antidiquark, el paso siguiente es modelar la inter-
acción entre part́ıculas con color. Para abordar este problema se han desarrollado diversos modelos
efectivos inspirados en QCD. Entre los más utilizados se encuentran aquellos basados en potenciales
que describen el intercambio de un gluon mediante un término tipo Coulomb, complementado por
un término confinante, que puede ser lineal o armónico [188–190]. Otro grupo de modelos incorpora
interacciones cromomagnéticas, que se enfocan en las interacciones debido al spin [182, 191, 192].
Existen además enfoques h́ıbridos que combinan distintas descripciones en un único esquema efec-
tivo. En este trabajo estudiamos la interacción entre part́ıculas con color en el ĺımite no relativista,
utilizando un modelo de QCD que incluye gluones masivos. La adición de este término de masa nos
permite deducir el potencial de interacción en el ĺımite no relativista de forma anaĺıtica utilizando
teoŕıa de perturbaciones, como se detallará en la Sección 3.2.

Particularmente, nos centramos en el estudio de los fully-heavy tetraquarks, es decir, tetraquarks
compuestos exclusivamente por quarks pesados (charm o bottom), para los cuales el régimen no
relativista es una mejor aproximación debido a las grandes masas de sus constituyentes. Esta clase
de tetraquarks parece ser mejor aproximada por el modelo de diquarks, ya que en el modelo molecular
no podŕıan intercambiar mesones livianos [193, 194]. A partir de la estructura de color del sistema
se determina cómo factorizaremos el problema en esta tesis: primero estudiaremos el diquark (o,
análogamente, el antidiquark) y luego construiremos el tetraquark como el estado ligado entre ambos.

3.2. Interacción de color

Una ventaja de trabajar en la representación de diquarks es que todos los subsistemas que con-
forman el tetraquark interactúan mediante el mismo mecanismo: el intercambio de gluones. En este
esquema se consideran tres configuraciones de dos cuerpos: el sistema quark-quark, que da lugar al di-
quark; el sistema antiquark-antiquark, que da lugar al antidiquark, y el sistema diquark-antidiquark,
que forma el tetraquark. Cada uno de ellos está compuesto por part́ıculas con color, y por lo tanto,
interactúan mediante el intercambio de gluones. De esta forma, el trabajo de modelar las interac-
ciones es más sencillo, sólo debemos entender el intercambio de gluones en QCD, y luego podemos
aplicarlo a los tres subsistemas.

Para esto, vamos a separar la interacción en dos partes: la primera parte, derivada del intercambio
de un gluon masivo; y la segunda, en la cual introducimos los efectos de confinamiento de forma
fenomenológica en base a los resultados de las simulaciones numéricas de QCD. Este procedimiento
es el estándar en la literatura, ya que no es posible aún entender el fenómeno de confinamiento desde
primeros principios, y por lo tanto debemos basarnos en métodos alternativos para describirlo.

One gluon exchange

Comencemos el estudio del intercambio de gluones analizando la interacción entre un quark y
un antiquark formando un estado neutro en color, y para eso, utilizaremos el modelo con gluones
masivos presentado en el caṕıtulo anterior. En teoŕıa cuántica de campos, las interacciones entre
part́ıculas se describen mediante diagramas de Feynman, donde cada diagrama representa una ex-
presión matemática asociada con la amplitud de la interacción. En el caso de la interacción entre
un quark y un antiquark, el diagrama más sencillo es aquel en el que ambas part́ıculas intercambian
un único gluon, como se muestra en la Fig. (3.1). Sin embargo, también existen contribuciones de
orden superior, como las representadas en la Fig. (3.2), donde intervienen múltiples gluones y con
topoloǵıas más complejas. En principio, infinitos diagramas contribuyen a la interacción mediante
intercambio de gluones.
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Figura 3.1: Diagrama de Feynman a primer orden de la interacción entre un quark y un antiquark.
Las ĺıneas externas representan el par quark-antiquark entrante y saliente, y el espiral representa el
gluon que intercambian.

Figura 3.2: Diagramas de Feynman de mayor orden de la interacción entre un quark y un antiquark.
Las ĺıneas externas representan el par quark-antiquark entrante y saliente, y los espirales representan
los gluones intercambiados.

El cálculo de la amplitud total de interacción entre dos part́ıculas se realiza utilizando la ecuación
de Bethe–Salpeter, que describe los estados ligados relativistas mediante una ecuación integral. De
manera complementaria, las ecuaciones de Dyson–Schwinger determinan los propagadores y vértices
del sistema. En conjunto, estas ecuaciones incluyen la contribución de los infinitos diagramas de
Feynman. La resolución exacta de este sistema de ecuaciones es extremadamente compleja. Por esta
razón, se introducen distintas aproximaciones que permiten identificar los términos dominantes de
la interacción. Una de ellas es el esquema Rainbow–Ladder, en el cual se considera únicamente la
interacción dada por el intercambio sucesivo de un gluon entre el quark y el antiquark, descartando
correcciones más complejas. En este contexto, la contribución principal a la interacción es el in-
tercambio de un único gluon, dando lugar a la aproximación de one-gluon exchange (OGE). Otra
aproximación utilizada es la no relativista, adecuada para sistemas formados por quarks pesados ya
que las velocidades relativas de los quarks son pequeñas comparadas con la velocidad de la luz. En
esta aproximación, la ecuación de Bethe–Salpeter se reduce a una ecuación de Schrödinger [195].

El uso de ambas aproximaciones da lugar a un potencial asociado a la interacción OGE entre
el quark y el antiquark, que será calculado en la Sección 4.1.2. Para esto, se realizará un desarrollo
en potencias de p/m, donde el término dominante será el primer orden y al considerar términos
del siguiente orden surgen correcciones dependientes del spin, como las interacciones spin–spin,
spin–órbita y tensoriales. Estas contribuciones son responsables de la estructura fina e hiperfina del
espectro hadrónico, de manera análoga a lo que ocurre en QED para el átomo de hidrógeno.

El procedimiento descrito hasta ahora nos permite estudiar la interacción de color entre quarks
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y antiquarks de forma aproximada. El siguiente paso es extenderlo a la interacción de color entre
diquarks, sin embargo, debido a que no son grados de libertad fundamentales de la teoŕıa, dedu-
cir como interactúan a partir diagramas de Feynman es una tarea muy complicada. En su lugar,
utilizamos otra aproximación: consideramos a los diquarks como objetos compactos, sin grados de
libertad internos más allá del spin. Esta suposición es ampliamente utilizada en estudios de tetra-
quarks compactos, y nos permite aplicar la misma estructura de interacción que en el caso de quarks,
cambiando solamente parámetros como las masas y la carga de color.

Confinamiento

El confinamiento es un fenómeno que aún no se comprende desde primeros principios. Si bien
la teoŕıa predice que la interacción fuerte se vuelve más intensa a grandes distancias, no existe una
demostración anaĺıtica que derive el confinamiento directamente del lagrangiano de QCD. Por esta
razón, en la literatura el confinamiento se aborda de manera fenomenológica, utilizando modelos
efectivos que tienen en cuenta los resultados experimentales y las simulaciones numéricas.

Resultados de lattice QCD muestran que la enerǵıa del sistema quark–antiquark crece linealmente
con la distancia. Esto se interpreta como la formación de un tubo de flujo de color, una región donde
se concentra el campo de color [196, 197]. En este régimen, la enerǵıa del tubo es proporcional a su
longitud, lo cual motiva un potencial efectivo de la forma:

V (r) = br,

con b, la tensión de la cuerda, un parámetro positivo. Este término asegura que los estados ligados
puedan tener enerǵıas positivas y que no existan estados no confinados, ya que a medida que la
separación aumenta, la enerǵıa crece indefinidamente.

En el caṕıtulo siguiente derivaremos la expresión del potencial asociado al one gluon exchange e
introduciremos manualmente un término confinante de la forma del potencial de la cuerda.

3.3. Estructura de color

Cuando modelamos la interacción entre part́ıculas con color mediante el one gluon exchange, es
necesario especificar cómo se combinan los colores de cada part́ıcula para formar el sistema completo.
Esta estructura de color determina tanto la intensidad como el signo de las interacciones mediadas
por gluones, y se representa mediante el factor de color (fs). Por esta razón, al estudiar la interacción
entre dos subsistemas resulta fundamental analizar primero su estructura de color.

En esta sección nos centramos únicamente en los grados de libertad de color de las part́ıculas,
empezando por el caso de los quarks. Estos transforman según la representación fundamental del
grupo SU(3), conocida como triplete de color 3. Esto significa que transforman como vectores de
tres dimensiones bajo la acción del grupo. En la representación fundamental, cada quark se escribe
como una combinación lineal de los tres colores posibles: rojo, verde y azul, que se escriben como la
base:

r =

1
0
0

, g =

0
1
0

, b =

0
0
1

 .

De la misma forma, los antiquarks pertenecen a la representación conjugada 3̄, llamada triplete
de anticolor. Es este caso, los antiquarks se describen mediante combinaciones lineales de los colores
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conjugados r̄, ḡ y b̄.

Por otro lado, los gluones transforman en la representación adjunta de SU(3), que es de di-
mensión ocho y se conoce como el octete 8. De manera informal suele decirse que, a diferencia de
los quarks o antiquarks que tienen color, los gluones poseen una combinación de color y anticolor,
aunque nunca son neutros. En la representación fundamental los gluones se escriben en la base de
matrices de Gell-Mann:

λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 λ3 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0


λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 λ5 =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0


λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 λ8 =
1√
3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2



Veamos ahora qué estructuras de color se pueden obtener mediante la interacción de estas part́ıcu-
las. Analizaremos los distintos casos: interacción quark-antiquark, interacción quark-quark e inter-
acción antiquark-antiquark, que resulta ser análoga al caso anterior. En cada situación estudiaremos
la interacción a orden dominante y, utilizando las reglas de Feynman, calcularemos el factor de color
(fc) asociado. Además, analizaremos si la interacción es atractiva o repulsiva en cada caso.

Para el estudio de la interacción entre dos part́ıculas iguales (quark-quark y antiquark-antiquark)
calcularemos los factores de color asociados a la interacción. Sin embargo, al interpretar estos re-
sultados en términos de un potencial efectivo, es necesario tener en cuenta el argumento presentado
en [198]. Donde, mediante una analoǵıa con Quantum Electrodynamics (QED), se muestra que el
potencial entre las part́ıculas iguales está relacionado con el opuesto del factor de color. Por esta
razón, los criterios que determinan si la interacción es atractiva o repulsiva se invierten en el caso
de part́ıculas iguales con respecto a la interacción quark-antiquark.

3.3.1. Quark-antiquark

Vemos cómo la estructura de color afecta al scattering quark-antiquark. En este caso, un quark
(triplete de color) interactúa con un antiquark (triplete de anticolor), dando lugar a una estructura
de color que se obtiene como la combinación de tres colores y tres anticolores. En términos de teoŕıa
de grupos, esta combinación se escribe de la siguiente forma:

3⊗ 3 = 1⊕ 8.

Esto implica que la interacción entre un quark y un antiquark puede dar lugar a dos tipos de
estados de color. El primero es un singlete de color, que corresponde al estado neutro asociado con
la formación de un mesón observable. Su combinación de colores está dada por:

|1⟩1 =
(rr̄ + bb̄+ gḡ)√

3
.

Una observación importante es que el estado singlete, además de tener igual cantidad de color que
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de anticolor, es simétrico bajo el intercambio de pares de color y anticolor. Ambas propiedades son
necesarias para que el estado sea neutro en color.

Además del singlete, la interacción también puede dar lugar a un octete de color. Este octete
está formado por ocho estados linealmente independientes que no son neutros en color y cuyas com-
binaciones pueden escribirse como:

|1⟩8 =
(rb̄+ br̄)√

2
, |5⟩8 =

−i(rḡ − gr̄)√
2

,

|2⟩8 =
−i(rb̄− br̄)√

2
, |6⟩8 =

(bḡ + gb̄)√
2

,

|3⟩8 =
(rr̄ − bb̄)√

2
, |7⟩8 =

−i(bḡ − gb̄)√
2

,

|4⟩8 =
(rḡ + gr̄)√

2
, |8⟩8 =

(rr̄ + bb̄− 2gḡ)√
6

.

Nos interesa estudiar la configuración singlete, ya que es la única que da lugar a observables.
Consideremos entonces la amplitud de scattering del quark y antiquark a nivel árbol, aplicando
las reglas de Feynman a los diagramas mostrados en la Fig. (3.3). El segundo diagrama contribuye
únicamente en el caso de quark y antiquark del mismo sabor.

c2

c1

c4

c3

c2

c1

c4

c3

Figura 3.3: Diagramas de Feynman para el scattering quark-antiquark a nivel árbol, en el caso de
quark y antiquark del mismo sabor.

Siguiendo las reglas de Feynman, el factor de color del primer diagrama se calcula como:

fc =
1

4

∑
α

(
c†3λ

αc1

)(
c†2λ

αc4

)
, (3.1)

donde c1 y c3 son los colores del quark entrante y saliente respectivamente, y c2 y c4 son los colores
del antiquark entrante y saliente respectivamente.

Sustituyendo los estados de color en la Ec. (3.1) por singletes, se obtienen en total nueve com-
binaciones posibles de estados iniciales y finales sin color. Luego, sumando cada término sobre las
distintas matrices de Gell-Mann y utilizando sus propiedades, se obtiene que el factor de color
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asociado al primer diagrama es:

fc =
1

4

1√
3

1√
3

∑
α

λαijλ
α
ji =

1

12
Tr (λαλα) =

4

3
.

Mientras que para el segundo diagrama, el factor de color se calcula como:

fc =
1

4

∑
α

(
c†2λ

αc1

)(
c†3λ

αc4

)
, (3.2)

y, en el caso del estado singlete, operando igual que como el diagrama anterior, el factor de color
resulta nulo. Este resultado refleja el hecho de que un singlete de color no puede acoplarse a un
gluon, que pertenece al octete de color.

Por lo tanto, el factor de color de la interacción quark-antiquark a orden dominante es:

f1 =
4

3
, (3.3)

donde el sub́ındice 1 refiere al estado singlete.

En el caso de scattering quark-antiquark, un factor de color positivo implica que la interacción
es atractiva. Este resultado es fundamental para la formación de mesones.

3.3.2. Quark-quark

En la interacción entre dos quarks la estructura de color está dada por la combinación entre un
triplete de color con otro triplete. En lenguaje de teoŕıa de grupos:

3⊗ 3 = 3⊕ 6,

es decir, la interacción entre quarks da lugar a estados con color, puede ser un antitriplete de color
o un sextete de color.

El antitriplete corresponde a combinaciones antisimétricas bajo el intercambio de dos quarks.
Sus estados pueden escribirse como:

|1⟩3 =
(rb− br)√

2
,

|2⟩3 =
(bg − gb)√

2
,

|3⟩3 =
(gr − rg)√

2
.

Por otro lado, el sextete corresponde a combinaciones simétricas en los colores. Los estados que
forman esta representación están dados por:

|1⟩6 = rr, |4⟩6 =
(rb+ br)√

2
,

|2⟩6 = bb, |5⟩6 =
(bg + gb)√

2
,

|3⟩6 = gg, |6⟩6 =
(gr + rg)√

2
.
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Estudiamos ahora el efecto de ambos estados en el scattering quark-quark. Los diagramas de
Feynman a nivel árbol se muestran en la Fig. (3.4), donde el segundo diagrama sólo existe en el caso
de quarks del mismo sabor.

c2

c1

c4

c3

c2

c1

c4

c3

Figura 3.4: Diagramas de Feynman para el scattering quark-quark a nivel árbol, en el caso de quarks
del mismo sabor.

En el primer diagrama, el factor de color se calcula como:

fc =
1

4

∑
α

(
c†3λ

αc1

)(
c†4λ

αc2

)
, (3.4)

con c1 y c2 los colores de los quarks entrantes, y c3 y c4 los colores de los quarks salientes. De manera
análoga, el factor de color del segundo diagrama es:

fc =
1

4

∑
α

(
c†3λ

αc2

)(
c†4λ

αc1

)
. (3.5)

Antitriplete

Sustituimos los vectores de color en ambos diagramas por un estado del antitriplete. Resolvemos,
por ejemplo, usando la configuración |1⟩3. Para el primer diagrama, la ecuación (3.4) queda de la
forma:

fc =
1

4

1√
2

1√
2

∑
α

(λα11λ
α
22 − λα21λ

α
12 − λα12λ

α
21 + λα22λ

α
11) = −2

3
.

Mientras que, en la ecuación (3.5) se obtiene un factor de color:

fc =
1

4

1√
2

1√
2

∑
α

(λα12λ
α
21 − λα22λ

α
11 − λα11λ

α
22 + λα21λ

α
12) =

2

3
.

Se puede probar que el resultado es el mismo para cualquier estado del antitriplete.

Esta diferencia de signo es irrelevante para el cálculo final, ya que al tratarse de fermiones idénticos
es necesario antisimetrizar la amplitud de scattering ante el intercambio de part́ıculas. Esto implica
que las amplitudes de ambos diagramas se restan, dando lugar a un factor de color global

f3 = −2

3
, (3.6)
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donde el sub́ındice 3 refiere al antitriplete.

En el caso de la interacción entre dos quarks, un factor de color negativo indica que la interacción
es atractiva. Esto justifica que el antitriplete sea la configuración relevante en el modelo de diquarks.

Sextete

Repitiendo el procedimiento para el sextete, y utilizando como ejemplo el estado |1⟩6, los factores
de color de las ecuaciones (3.4) y (3.5) dan el mismo resultado:

f6 =
1

3
. (3.7)

Como el factor de color es positivo, la interacción entre estados del sextete es repulsiva.

3.3.3. Antiquark-antiquark

La interacción antiquark-antiquark es completamente análoga al caso quark-quark. La estructura
de color está dada por la combinación de dos tripletes de anticolor:

3⊗ 3 = 3⊕ 6,

dando lugar a dos posibles estados: el antitriplete de anticolor y el sextete de anticolor. Análogo al
caso anterior.

Intercambiando los colores por anticolores en las expresiones del caso quark-quark, obtenemos
los mismos factores de color:

f3 = −2

3
, (3.8)

f6 =
1

3
, (3.9)

siendo nuevamente el antitriplete la configuración atractiva y el sextete la respulsiva.

3.3.4. Diquarks y tetraquarks

A partir de los factores de color obtenidos, podemos entender la formación de distintos hadrones.
Los mesones se forman por un quark y un antiquark combinados en un singlete de color, con un
factor de color 4/3. Por otro lado, los diquarks están compuestos por dos quarks, y por lo tanto
pueden existir en dos configuraciones, antitriplete y sextete. El antitriplete es la configuración fa-
vorable, ya que es un estado atractivo, con factor de color 2/3. Los antidiquarks son análogos, y el
estado atractivo tiene el mismo factor de color.

El tetraquark, modelado como un sistema compuesto por un diquark y un antidiquark en confi-
guraciones atractivas de antitriplete, presenta la siguiente estructura de color:

(3⊗ 3) ⊗ (3̄⊗ 3̄) = 3̄⊗ 3 = 1⊕ 8.

Por lo tanto, la interacción entre diquark y antidiquark puede dar lugar a un singlete o a un octete
de color. Nos centramos exclusivamente en la configuración singlete, que es la única observable.
En este caso, la estructura de color es equivalente a la del sistema quark-antiquark, y el factor
de color correspondiente es nuevamente 4/3. Aunque podŕıa considerarse también la interacción
entre diquarks y antidiquarks en sextetes, se ha encontrado que la contribución de estos estados es
despreciable [182–184].

35



3.4. Sistema de dos cuerpos en un potencial central no rela-
tivista

Una vez estudiada la estructura de color detrás del modelo de diquarks, analizamos ahora cómo
utilizar este modelo, junto con la aproximación no relativista, para simplificar el estudio de los te-
traquarks. En particular, consideramos la descripción del sistema de dos cuerpos formado por un
diquark y un antidiquark, que interactúan mediante one gluon exchange. Dado que esta interacción
depende únicamente del módulo de la distancia entre ambos subsistemas, es posible definir un cam-
bio de variables que simplifica el problema. En esta sección, y a lo largo de toda la tesis, vamos a
trabajar en unidades tales que c = ℏ = 1.

Consideremos un sistema de dos part́ıculas de masas m1 y m2, cada una con un operador posición
R⃗1 y R⃗2 y momento P⃗1 y P⃗2, respectivamente. Si sobre el sistema no actúa ninguna fuerza externa y
la interacción entre las part́ıculas viene de un potencial que sólo depende de las posiciones relativas
de las part́ıculas V (R⃗1 − R⃗2), entonces, el sistema se puede simplificar definiendo nuevas variables:

R⃗G =
m1R⃗1 +m2R⃗2

m1 +m2
, P⃗G = P⃗1 + P⃗2,

R⃗ = R⃗1 − R⃗2, P⃗ =
m2P⃗1 −m1P⃗2

m1 +m2
,

donde R⃗G y P⃗G están asociados con el movimiento del centro de masas del sistema, mientras que R⃗
y P⃗ determinan el movimiento relativo entre las part́ıculas.

Si también definimos M = m1 +m2, la masa total del sistema, y µ = m1m2

m1+m2
, la masa reducida,

el hamiltoniano del sistema se puede separar en dos términos:

HG =
P⃗ 2
G

2M
. (3.10) Hr =

P⃗ 2

2µ
+ V (R⃗). (3.11)

Entonces, la enerǵıa total del sistema está dada por:

E = EG + Er = M + Er = m1 +m2 + Er. (3.12)

Una manipulación muy útil es escribir el hamiltoniano relativo de la ecuación (3.11) en términos
del operador de momento angular:

Hr = − 1

2µ

1

r

∂2

∂r2
r +

1

2µr2
L⃗2 + V (R⃗).

De este modo, el problema de dos cuerpos se reduce a dos problemas independientes de un sólo
cuerpo: uno correspondiente al movimiento del centro de masas, que se resuelve de forma trivial,
y otro asociado al movimiento relativo entre los subsistemas. El siguiente paso consiste en utilizar
el hamiltoniano relativo para calcular el espectro de enerǵıas del sistema. En el caso de part́ıculas
relativistas este cálculo se realiza mediante la ecuación de Bethe-Salpeter, lo cual resulta un cálculo
complejo. Sin embargo, tomando el ĺımite no relativista, el problema se vuelve aún más simple.

El régimen no relativista es adecuado para describir sistemas en los cuales las velocidades involu-
cradas son mucho menores que la velocidad de la luz. En particular, para estados ligados formados
por dos quarks pesados, como el charm o el bottom, las masas de los quarks constituyentes son
lo suficientemente grandes como para garantizar que las velocidades sean mucho menores que la
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velocidad de la luz.

En mecánica cuántica no relativista, una part́ıcula se describe mediante una función de onda
cuya evolución está gobernada por la ecuación de Schrödinger:

Hψn(r⃗) = Enψn(r⃗),

donde estamos considerando un hamiltoniano que no depende expĺıcitamente del tiempo, por lo que
la ecuación de Schrödinger nos permite separar la parte temporal de la función de onda de la parte
espacial. La dependencia temporal resulta trivial y no aporta información adicional sobre el sistema,
por lo que a partir de ahora nos concentraremos en el estudio de la parte espacial.

Para un sistema de dos cuerpos sometido a un potencial central, la ecuación de Schrödinger se
separa en una ecuación para el movimiento del centro de masas y otra para el movimiento relativo:

P⃗ 2
G

2M
ψn(r⃗G) = EGψn(r⃗G),

[
− 1

2µ

1

r

∂2

∂r2
r +

1

2µr2
L⃗2 + V (r)

]
ψn(r⃗) = Enψn(r⃗). (3.13)

El hecho de que el potencial dependa únicamente de la distancia radial implica que es invarian-
te bajo rotaciones alrededor del origen. Como consecuencia, el hamiltoniano conmuta con las tres
componentes del operador de momento angular L⃗, y la función de onda puede escribirse como una
autofunción tanto del operador de momento angular L⃗2 de autovalor l(l+1), como de la componente
z Lz con autovalor m:{

L⃗2ψl = l (l + 1)ψl,

L⃗zψm = mψm.
=⇒ ψn,l,m(r, θ, ϕ) = Rn,l(r)Y

m
l (θ, ϕ).

De este modo, el problema se reduce a resolver una ecuación diferencial radial para el movimiento
relativo de entre las part́ıculas. Esta ecuación admite distintas soluciones para diferentes valores de
los números cuánticos n, l y m, generando un espectro de estados, cada uno con diferente enerǵıa o
momento angular. [

− 1

2µ

1

r

d2

dr2
r +

l (l + 1)

2µr2
+ V (r)

]
Rn,l(r) = En,lRn,l(r). (3.14)

A partir de las soluciones de la ecuación diferencial, es posible calcular los valores esperados de
las velocidades de los quarks, con el objetivo de verificar la validez de la aproximación no relativista.
En el referencial de centro de masas, se espera que el valor esperado del cuadrado de la velocidad
del quark sea mucho menor que la velocidad de la luz:

⟨v2q ⟩ ∼ λQCD c,

donde λQCD es el parámetro de desarrollo de QCD, y toma valores razonablemente pequeños. En
unidades naturales, donde c = 1, la condición no relativista sobre el valor esperado del cuadrado de
la velocidad del quark está dada por:

⟨v2q ⟩ < 0.3.

Veamos cómo se calcula este valor esperado a partir de los datos del sistema reducido (etiquetado
con sub́ındice µ), que tiene en cuenta únicamente el movimiento relativo de los quarks:

pq = pµ,

vq =
pµ
mq

=
µvµ
mq

.

}
⟨v2q ⟩ =

µ2

m2
q

⟨v2µ⟩ =
2µ

m2
q

⟨Kµ⟩ =
2µ

m2
q

⟨En,l−V (r)⟩,
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donde Kµ =
µv2µ
2 es la enerǵıa cinética del sistema reducido, que podemos hallar a partir de la enerǵıa

del centro de masas y el potencial de interacción.

En este caṕıtulo se establecieron las bases teóricas para modelar los tetraquarks dentro del
marco del modelo de diquarks. En primer lugar, se discutieron las motivaciones para emplear esta
descripción en el caso de tetraquarks fully-heavy, aśı como las aproximaciones necesarias para reducir
el problema original de cuatro cuerpos a un sistema efectivo de dos cuerpos. A continuación, se
analizó la interacción de color entre quarks, antiquarks, diquarks y antidiquarks, identificando las
configuraciones atractivas a partir del cálculo de los factores de color asociados al intercambio de
gluones. En base a esto, se introdujo la descripción de la interacción fuerte mediante el esquema de
one-gluon exchange, adicionando un término confinante de origen fenomenológico. Finalmente, se
planteó el problema del tetraquark como un sistema no relativista de dos cuerpos en un potencial
central, lo que permite abordar el estudio del espectro mediante ecuaciones de tipo Schrödinger.
Este marco será utilizado en los caṕıtulos siguientes para calcular las propiedades espectrales de los
hadrones estudiados en esta tesis.
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Caṕıtulo 4

Metodoloǵıa

En este caṕıtulo derivamos la expresión del hamiltoniano del sistema hasta segundo orden en el
desarrollo no relativista. A continuación, vemos cómo resolver la ecuación de Schrödinger con los
términos de menor orden del hamiltoniano, y cómo tratar los términos del orden siguiente como
correcciones a la enerǵıa usando teoŕıa de perturbaciones.

4.1. Potencial de interacción del one gluon exchange

En el caṕıtulo anterior analizamos cómo la interacción entre part́ıculas con color se puede aproxi-
mar a orden dominante como el one gluon exchange, en el cual, como hace referencia el nombre, las
part́ıculas intercambian un único gluon. En esta sección, calculamos el potencial asociado con esta
interacción. Primero, deducimos la expresión para el caso del one gluon exchange entre un quark y
un antiquark, y luego lo generalizamos al caso de la interacción entre cualquier part́ıcula con color.

El primer paso para deducir el potencial es calcular la amplitud del scattering quark-antiquark
a orden dominante. Luego, utilizamos la aproximación no relativista, en la cual consideramos que
el momento de los quarks es pequeño en comparación con su masa, obteniendo una expresión hasta
segundo orden dicho desarrollo. El segundo paso es utilizar la aproximación de Born, mediante la cual
a partir de la amplitud de scattering calculada, se logra obtener el potencial aproximado asociado a
la interacción. Una vez hallado el potencial, construiremos el hamiltoniano del sistema.

4.1.1. Scattering quark-antiquark

La amplitud de scattering quark-antiquark se representa de forma gráfica mediante diagramas
de Feynman. Cada diagrama tiene una expresión matemática asociada que se obtiene siguiendo las
reglas de Feynman que describimos en el Cap. 2. En esta sección, nos enfocamos en el estudio de la
interacción entre un quark y un antiquark de distintos sabores, y por lo tanto, con masas diferentes,
donde llamamos m1 a la masa del quark y m2 a la masa del antiquark. Para este caso, el único
diagrama de Feynman que contribuye es el representado en la Fig. (4.1) y siguiendo las reglas de
Feynman se obtiene la amplitud en la ecuación (4.1):
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p2

p1

p4

p3

q

c2

c1

c4

c3

νβ

µα

Figura 4.1: Diagrama de Feynman para el scattering quark-antiquark a nivel árbol.

iM =

[
us3(p3)c†3 (igγµta)us1(p1)c1

]
−iδab

q2 −m2
g + iε

(
ηµν −

qµqν
q2

)[
vs2(p2)c†2

(
igγνtb

)
vs4(p4)c4

]
,

(4.1)
con q = p1 − p3 = p4 − p2.

El factor de color fc, escrito en función de las matrices de Gell-Mann, queda:

fc =
1

4
c†3λ

αc1c
†
2λ
αc4.

En la Sección 3.3 se calcularon distintos valores de este factor. En particular, para el caso en el que
los estados inicial y final están en la configuración singlete de color, el factor de color toma el valor
4/3.

Para los espinores usamos las siguientes expresiones, que son soluciones de la ecuación de Dirac
en el ĺımite no relativista:

us(p) =
√

2m
(
w†
s

(
1 − |p⃗|2

8m2

)
,−w†

s
σ⃗s·p⃗
2m

)
, us(p) =

√
2m

((
1 − |p⃗|2

8m2

)
ws

σ⃗s·p⃗
2m ws

)
,

vs(p) =
√

2m
(
w†
s
σ⃗s·p⃗
2m ,−w†

s

(
1 − |p⃗|2

8m2

))
, vs(p) =

√
2m

(
σ⃗s·p⃗
2m ws(

1 − |p⃗|2
8m2

)
ws

)
,

con m la masa del quark o del antiquark, según corresponda, σ⃗ las matrices de Pauli y ws un vector
de dos componentes asociado al spin. Estas expresiones de derivan en el Apéndice D.

Como queremos estudiar el régimen no relativista, vamos a considerar que la norma del vector
momento de los quarks es pequeño en comparación con su masa:

|p⃗| ∼ mλQCD,

donde λQCD corresponde al parámetro de desarrollo de la teoŕıa, que toma valores pequeños, per-
mitiéndonos hacer un desarrollo del potencial en el ĺımite no relativista.

Empezamos por aproximar el propagador del gluon, para esto utilizamos:

p0 =
√
m2 + |p⃗|2 ∼ m+mO(λ2QCD),

|q⃗| = |p⃗1 − p⃗3| ∼ mλQCD,

q0 = p01 − p03 ∼ m−m+mO(λ2QCD) ∼ mO(λ2QCD),

q2 =
(
q0
)2 − |q⃗|2 ∼ −|q⃗|2 +m2O

(
λ4QCD

)
.
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Entonces, la componente temporal del propagador queda:

i

q2 −m2
g + iε

(
η00 −

(q0)
2

q2

)
=

−iη00
|q⃗|2 +m2

g − iε

(
1 +

q20
|q⃗|2

+
q20

|q⃗|2 +m2
g

)
+O

(
λ3QCD

)
,

donde estamos considerando que mg ∼ mλQCD, con m la masa de los quarks considerados. Esta
condición se satisface para quarks pesados como el charm y bottom.

Y las componentes espaciales del propagador:

i

q2 −m2
g + iε

(
ηij −

qiqj
q2

)
=

−i
|q⃗|2 +m2

g − iε

(
ηij +

qiqj
|q⃗|2

)
+O

(
λ3QCD

)
.

Por otro lado, los términos del propagador con un ı́ndice espacial y un ı́ndice temporal son nulos,
ya que la métrica es diagonal y los términos proporcionales a q0 terminan siendo despreciables como
se explica en [199].

De igual forma, debemos aproximar los factores que incluyen espinores, manteniendo los términos
hasta segundo orden en λQCD. Para esto se deben utilizar propiedades de las matrices de Pauli, aśı
como la conservación del momento para escribir todo en función de p⃗1, p⃗2 y q⃗ . Obtenemos:

u(p3)γ0u(p1) = w†
3

[
2m1 −

|q⃗|2

4m1
− i

(q⃗ × p⃗1) · σ⃗1
2m1

]
w1 +O

(
λ3QCD

)
,

u(p3)γ⃗u(p1) = w†
3 [−iσ⃗1 × q⃗ − q⃗ + 2p⃗1]w1 +O

(
λ3QCD

)
,

v(p2)γ0v(p4) = w†
2

[
2m2 −

|q⃗|2

4m2
+ i

(p⃗2 × q⃗) · σ⃗2
2m2

]
w4 +O

(
λ3QCD

)
,

v(p2)γ⃗v(p4) = w†
2 [−iσ⃗2 × q⃗ + q⃗ + 2p⃗2]w4 +O

(
λ3QCD

)
,

con m1 y m2 las masas del quark y antiquark, respectivamente.

Juntando todo, la parte temporal de la amplitud queda:

iM00 =g2 fc

[
u(p3)γ0u(p1)

](
−iη00

|q⃗|2 +m2
g − iε

)[
v(p2)γ0v(p4)

]
≈fc g2w†

2w
†
3

[
4m1m2 −

(
m2

1 +m2
2

)
|q⃗|2

2m1m2
− im2 (q⃗ × p⃗1) · σ⃗1

m1

+
im1 (p⃗2 × q⃗) · σ⃗2

m2

]
w1w4

(
−i

|q⃗|2 +m2
g − iε

)
.

Haciendo lo mismo para los términos espaciales, obtenemos:

iMij =g2 fc

[
u(p3)γiu(p1)

](
−i

|q⃗|2 +m2
g − iε

)(
−δij +

qiqj
|q⃗|2

)[
v(p2)γjv(p4)

]
≈g2 fcw†

2w
†
3

[
|q⃗|2 (σ⃗1 · σ⃗2) − (σ⃗1 · q⃗) (σ⃗2 · q⃗) − 2iσ⃗1 · (p⃗2 × q⃗) − 2iσ⃗2 · (p⃗1 × q⃗)

− 4p⃗1 · p⃗2 +
4

|q⃗|2
(p⃗1 · q⃗) (q⃗ · p⃗2)

]
w1w4

(
−i

|q⃗|2 +m2
g − iε

)
.
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Finalmente, la amplitud de scattering hasta segundo orden es:

iM ≈− ig2 fcw
†
2w

†
3

[
4m1m2 −

(
m2

1 +m2
2

)
|q⃗|2

2m1m2
+
im2 (p⃗1 × q⃗) · σ⃗1

m1
+
im1 (p⃗2 × q⃗) · σ⃗2

m2

+ |q⃗|2 (σ⃗1 · σ⃗2) − (σ⃗1 · q⃗) (σ⃗2 · q⃗) − 2iσ⃗2 · (p⃗1 × q⃗) − 2iσ⃗1 · (p⃗2 × q⃗) − 4p⃗1 · p⃗2 (4.2)

+
4

|q⃗|2
(p⃗1 · q⃗) (q⃗ · p⃗2)

]
w1w4

(
1

|q⃗|2 +m2
g − iε

)
.

4.1.2. Aproximación de Born

Una vez calculada la amplitud del scattering quark-antiquark a orden dominante para quarks
no relativistas, nos preguntamos cómo se conecta esta cantidad con el potencial de interacción que
queremos calcular. La respuesta está en la teoŕıa de scattering en mecánica cuántica, que introduce la
aproximación de Born [200]. A primer orden, esta aproximación relaciona la amplitud de scattering
con el potencial de interacción de la siguiente forma:

V (r⃗) ≈ −i
4m1m2

∫
d3q⃗

(2π)
3 e
iq⃗·r⃗iM. (4.3)

Utilizando la aproximación de Born, hallamos el potencial del one gluon exchange como la trans-
formada de Fourier de la amplitud de scattering calculada en la sección anterior. En este caso el
factor multiplicativo es 1/4m1m2, donde m1 y m2 son las masas de los fermiones que están interac-
tuando.

Sustituyendo la expresión de la amplitud de la Ec. (4.2) en la expresión para el potencial (4.3),
debemos calcular transformadas de Fourier que se pueden clasificar en las siguientes formas:

1.

∫
d3q⃗

(2π)
3

eiq⃗·r⃗

|q⃗|2 +m2
g

.

2.

∫
d3q⃗

(2π)
3

q⃗

|q⃗|2 +m2
g

eiq⃗·r⃗.

3.

∫
d3q⃗

(2π)
3

|q⃗|2

|q⃗|2 +m2
g

eiq⃗·r⃗.

4.

∫
d3q⃗

(2π)

(
a⃗ · q⃗

)(
q⃗ · b⃗

)
|q⃗|2 +m2

g

eiq⃗·r⃗

|q⃗|2
.

5.

∫
d3q⃗

(2π)
3

(
a⃗ · q⃗

)(
q⃗ · b⃗

)
|q⃗|2 +m2

g

eiq⃗·r⃗.

Las transformadas de Fourier de la forma 1 se resuelven en coordenadas esféricas, donde q es el
módulo del vector q⃗ y θ es el ángulo entre q⃗ y r⃗:

1.

∫
d3q⃗

(2π)
3

eiq⃗·r⃗

|q⃗|2 +m2
g

=
1

(2π)
3

∫ ∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

q2 sin θ dqdθdϕ
eiqr cos θ

q2 +m2
g

=
1

(2π)
2

∫ ∞

0

dq
q2

q2 +m2
g

eiqr − e−iqr

iqr

=
1

ir (2π)
2

∫ ∞

−∞
dq

q

q2 +m2
g

eiqr.

Para resolver esta integral pasamos al plano complejo. Definimos el dominio de integración con-
siderando un semićırculo en el semiplano superior. De esta forma, la integral en el contorno tiende a
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cero cuando el semićırculo se lleva al infinito. Dentro de la región definida hay un polo en q = img,
por lo que usando el teorema del residuo obtenemos:

∫
d3q⃗

(2π)
3

eiq⃗·r⃗

|q⃗|2 +m2
g

= 2πi Res

(
1

(2π)
2

eiqr

ir

q

(q + img) (q − img)
, img

)
=

1

2π

e−mgr

r

img

2img
=
e−mgr

4πr
.

Este término se conoce como potencial de Yukawa, y es el potencial esperado para el intercambio
de un gluon masivo cuando no se consideran correcciones relativistas. Los términos de forma 2 y 3
se pueden obtener a partir de este resultado, notando que corresponden a derivadas con respecto a
r de la expresión 1:

2.

∫
d3q⃗

(2π)
3

q⃗

|q⃗|2 +m2
g

eiq⃗·r⃗ = −i ∇

(∫
d3q⃗

(2π)
3

eiq⃗·r⃗

|q⃗|2 +m2
g

)
= −i ∇

(
e−mgr

4πr

)
= i

(
mg +

1

r

)
e−mgr

4πr2
r⃗;

3.

∫
d3q⃗

(2π)
3

|q⃗|2

|q⃗|2 +m2
g

eiq⃗·r⃗ = −∇2

(∫
d3q⃗

(2π)
3

eiq⃗·r⃗

|q⃗|2 +m2
g

)
= −∇2

(
e−mgr

4πr

)
= −m2

g

e−mgr

4πr
+ δ3(r).

Las transformadas de la forma 4, se pueden escribir como casos particulares de las de forma 5
escribiendo el denominador como:

1

|q⃗|2
(
|q⃗|2 +m2

g

) =
1

m2
g|q⃗|2

− 1

m2
g

(
|q⃗|2 +m2

g

) ,
donde el segundo término queda exactamente de la forma 5 y el primero se puede calcular como el
caso 5 tomando el ĺımite de mg tendiendo a cero.

Por último, las transformadas de la forma 5 se calculan utilizando la siguiente propiedad:

∫
d3q⃗

(2π)
3

(
a⃗ · q⃗

)(
q⃗ · b⃗

)
|q⃗|2 +m2

g

eiq⃗·r⃗ = −
(
a⃗ · ∇

)(⃗
b · ∇

)(e−mgr

4πr

)
.

Sin embargo, la resolución de esta transformada de Fourier es más complicada y se encuentra en el
Apéndice B. El resultado es:

5.

∫
d3q⃗

(2π)
3

(
a⃗ · q⃗

)(
q⃗ · b⃗

)
|q⃗|2 +m2

g

eiq⃗·r⃗ =

(
a⃗ · b⃗

)
3

δ3(r) +

[
a⃗ · b⃗
r3

(mgr + 1)

− 3
(⃗a · r⃗)

(⃗
b · r⃗

)
r5

(
m2
gr

2

3
+mgr + 1

)]
e−mr

4π
.

Finalmente, el potencial de interacción debido al one gluon exchange en el referencial del centro
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de masas es:

V (r⃗) = − g2 fc e
−mgr

4πr
− g2 fc |p⃗|2

m1m2m2
g

(
m2
g r

2 +mg r + 1 − emgr
) e−mgr

4πr3
+
g2 fc δ

3(r)

8

(
1

m2
2

+
1

m2
1

)
−
g2 fcm

2
g

(
m2

1 +m2
2

)
8m2

1m
2
2

e−mgr

4πr
+

3g2 fc (p⃗ · r⃗)2

m1m2m2
g

(
m2
g r

2

3
+mg r + 1 − e−mgr

)
e−mgr

4πr5

+
2g2 fc δ

3(r)

3m1m2

(
S⃗1 · S⃗2

)
−

2g2 fcm
2
g

3m1m2

(
S⃗1 · S⃗2

) e−mgr

4πr
(4.4)

− g2 fc (mg r + 1)

2m1m2

[
2m1 +m2

m1

(
L⃗ · S⃗1

)
+
m1 + 2m2

m2

(
L⃗ · S⃗2

)] e−mgr

4πr3

− g2 fc
m1m2

(
m2
g r

2

3
+mg r + 1

)S⃗1 · S⃗2 −
3
(
S⃗1 · r⃗

)(
S⃗2 · r⃗

)
r2

 e−mgr

4πr3
,

donde usamos las definiciones de momento angular: L⃗ = r⃗ × p⃗, y de spin: S⃗1 = σ⃗1

2 para la part́ıcula

y S⃗2 = − σ⃗2

2 para la antipart́ıcula.

Este potencial es similar al obtenido en [201], donde también se trabaja con una masa del gluon.
En particular, obtenemos los mismos resultados para los términos dependientes del spin, difiriendo
únicamente en los términos cinéticos (dependientes del momento). Si consideramos el ĺımite en el
que la masa del gluon tiende a cero, se recuperan los términos dependientes del spin hallados en [202].

El potencial obtenido fue calculado para la interacción entre un quark y un antiquark, sin embargo
se puede extender para cualquier part́ıcula de color interactuando mediante one gluon exchange. En
particular, en el Apéndice C se deriva el potencial para la interacción entre dos quarks, obteniendo
la misma expresión que la ecuación (4.4).

4.2. Hamiltoniano del sistema

Finalmente, podemos escribir una aproximación al hamiltoniano de interacción entre dos part́ıcu-
las con color en el régimen no relativista. En base a la discusión de la Sección 3.2, dicha interacción
se compone de dos partes: la primera, calculada en la sección anterior, dada por el intercambio de
un gluon; y la segunda, agregada de forma fenomenológica, consiste en un término de tensión de
la cuerda, que corresponde a un potencial que crece linealmente con la distancia. Juntando ambos
resultados e introduciendo una corrección relativista a la enerǵıa cinética, obtenemos el siguiente
hamiltoniano en el centro de masas:
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H =
|p⃗|2

2

(
1

m1
+

1

m2

)
− g2 fc e

−mgr

4πr
+ br − |p⃗|4

8

(
1

m3
1

+
1

m3
2

)
+
g2 fc δ

3(r)

8

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)
− g2 fc |p⃗|2

m1m2m2
g

(
m2
g r

2 +mg r + 1 − emgr
) e−mgr

4πr3
−
g2 fcm

2
g

(
m2

1 +m2
2

)
8m2

1m
2
2

e−mgr

4πr

+
3g2 fc (p⃗ · r⃗)2

m1m2m2
g

(
m2
g r

2

3
+mg r + 1 − e−mgr

)
e−mgr

4πr5

+
2g2 fc δ

3(r)

3m1m2

(
S⃗1 · S⃗2

)
−

2g2 fcm
2
g

3m1m2

(
S⃗1 · S⃗2

) e−mgr

4πr
(4.5)

− g2 fc (mg r + 1)

2m1m2

[
2m1 +m2

m1

(
L⃗ · S⃗1

)
+
m1 + 2m2

m2

(
L⃗ · S⃗2

)] e−mgr

4πr3

− g2 fc
m1m2

(
m2
g r

2

3
+mg r + 1

)S⃗1 · S⃗2 −
3
(
S⃗1 · r⃗

)(
S⃗2 · r⃗

)
r2

 e−mgr

4πr3
.

Utilizaremos este hamiltoniano para calcular el espectro de masas del sistema reducido definido
en la Sección 3.4, para el cual la función de onda y los niveles de enerǵıa se hallaban resolviendo la
ecuación de Schrödinger. Para esto, dividimos el hamiltoniano en dos partes: H = H0 +H1 represen-
tadas en las ecuaciones (4.6) y (4.7) respectivamente. Los primeros tres términos del hamiltoniano:
la enerǵıa cinética, la interacción de tipo Yukawa y el potencial de la cuerda, constituyen H0, y se
utilizarán como potencial de interacción en la ecuación de Schrödinger. Mientras que, los términos
de mayor orden pertenecen a H1, y se considerarán como perturbaciones al potencial que darán
lugar a correcciones a los niveles de enerǵıa.

H0 =
|p⃗|2

2

(
1

m1
+

1

m2

)
− g2 fc e

−mgr

4πr
+ br. (4.6)

H1 = − |p⃗|4

8

(
1

m3
1

+
1

m3
2

)
− g2 fc |p⃗|2

m1m2m2
g

(
m2
g r

2 +mg r + 1 − emgr
) e−mgr

4πr3
+
g2 fc δ

3(r)

8

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)
.

−
g2 fcm

2
g

(
m2

1 +m2
2

)
8m1m2

e−mgr

4πr
+

3g2 fc (p⃗ · r⃗)2

m1m2m2
g

(
m2
g r

2

3
+mg r + 1 − e−mgr

)
e−mgr

4πr5

+
2g2 fc δ

3(r)

3m1m2

(
S⃗1 · S⃗2

)
−

2g2 fcm
2
g

3m1m2

(
S⃗1 · S⃗2

) e−mgr

4πr
(4.7)

− 3g2 fc (mg r + 1)

2m1m2

e−mgr

4πr3

[
2m1 +m2

m1

(
L⃗ · S⃗1

)
+
m1 + 2m2

m2

(
L⃗ · S⃗2

)]

− g2 fc
m1m2

(
m2
g r

2

3
+mg r + 1

)S⃗1 · S⃗2 −
3
(
S⃗1 · r⃗

)(
S⃗2 · r⃗

)
r2

 e−mgr

4πr3
.

Dónde los términos de mayor orden correspondientes a H1 son el análogo en QCD de las correcciones
finas e hiperfinas de QED. Algunos de estos son muy conocidos en la literatura, como la interacción

spin-spin
(
S⃗1 · S⃗2

)
, la interacción spin-órbita

(
L⃗ · S⃗

)
y la interacción tensorial

(
S⃗1 · r⃗

)(
S⃗2 · r⃗

)
.

El hamiltoniano obtenido se utilizará para describir tres sistemas: mesones, diquarks y tetra-
quarks. En cada caso, las caracteŕısticas de las dos part́ıculas que componen cada sistema son

45



distintas, lo cual se refleja en los parámetros del potencial, como el factor de color, las masas y el
spin. En la Tabla (4.1) se muestran los valores de dichos parámetros en el caso de mesones, diquarks
y tetraquarks. En el resto del caṕıtulo describiremos como trabajar con el hamiltoniano de forma
genérica, luego en cada caso se sustituirán los parámetros correspondientes.

Sistema Estado Configuración de color Factor de color Masas Spin
Mesón qq singlete 4/3 mq 1/2

Diquark qq antitriplete 2/3 mq 1/2
Tetraquark qqqq singlete 4/3 mqq 1

Tabla 4.1: Parámetros del hamiltoniano utilizados para cada sistema estudiado: mesón, diquark y
tetraquark.

4.3. Resolución numérica de la ecuación de Schrödinger

En base a las aproximaciones que hemos realizado hasta ahora, redujimos el problema de estudiar
tetraquarks a la resolución de la ecuación de Schrödinger para el movimiento relativo de sistemas de
dos part́ıculas que a orden dominante interactúan mediante un potencial radial. Para estudiarlo a
orden dominante utilizamos la ecuación de Schrödinger radial (3.14) con el potencial de interacción
sin perturbar de la ecuación (4.6):[

− 1

2µr

d2

dr2
r +

l (l + 1)

2µr2
− g2 fc e

−mgr

4πr
+ br

]
Rn,l(r) = En,lRn,l(r).

Esta ecuación no admite soluciones anaĺıticas cerradas debido a la forma del potencial que esta-
mos considerando. Por este motivo, vamos a recurrir a métodos numéricos para obtener los valores de
la enerǵıa y las funciones de onda. Para simplificar el tratamiento numérico y disminuir la cantidad
de parámetros independientes del problema, escribimos la ecuación radial de forma adimensionada.
Definimos Rn,l(r) = 1

run,l(r) y hacemos el cambio de variable ρ = r
a0

con a0 = 4π
g2fcµ

:[
− 1

2µa20

d2

dρ2
+
l (l + 1)

2µa20ρ
2
− g2fce

−mga0ρ

4πa0ρ
+ ba0ρ− En,l

]
un,l (ρ) = 0.

También definimos EI =
g2f2

cµ
32π2 la enerǵıa de ionización, λ =

En,l

EI
, A = mga0 y B = b a0EI

.
Sustituyendo, la ecuación radial de Schrödinger adimensionada toma la forma:[

d2

dρ2
− l (l + 1)

ρ2
+

2

ρ
e−Aρ −Bρ+ λn,l

]
un,l (ρ) = 0. (4.8)

De esta forma, la ecuación ahora depende de dos coeficientes, A y B, que tienen en cuenta los
valores de los distintos parámetros del modelo, los cuales podremos hallar mediante el ajuste del
espectro de mesones pesados. Además, la ecuación depende de dos números cuánticos: el momento
angular l y la excitación radial n. Los diferentes valores que estos tomen darán lugar a distintas
enerǵıas, formando aśı el espectro de enerǵıas del sistema.

En este trabajo, la ecuación de Schrödinger se resuelve numéricamente. En un principio, imple-
mentamos una rutina propia para resolver la ecuación, basada en discretizar el espacio. Sin embargo,
el procesamiento numérico resultó ser muy costoso, por lo que, luego de verificar que se obtienen
los mismos resultados, se introdujo la función NDEigensystem de Mathematica para resolver la
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ecuación, que está mejor optimizada. Dicha función calcula simultáneamente los autovalores y sus
respectivas autofunciones dado un operador. En nuestro caso la utilizamos para hallar λn,l y la
función adimensionada un,l. NDEigensystem resuelve la ecuación utilizando técnicas de elementos
finitos, discretizando un dominio finito de resolución. Esto es útil para el caso del cálculo de estados
ligados, en los cuales la función de onda converge a cero en el infinito debido a que la probabilidad
de encontrar los constituyentes del sistema a distancias arbitrariamente grandes debe ser nula. Por
lo tanto, se puede considerar a la función de onda como acotada a un dominio finito.

Para resolver la ecuación diferencial se deben considerar condiciones de borde. La condición en
infinito ya fue discutida pero veamos qué sucede en el origen. Cuando r → 0 la solución de la
ecuación se comporta como Rn,l(r) ∼ rl, esto da lugar a las siguientes condiciones iniciales:{

Rn,l=0(0) ̸= 0

Rn,l ̸=0(0) = 0.

En función de las variables adimensionadas, estas condiciones se verifican imponiendo un,l(0) = 0.
Desde el punto de vista numérico, las condiciones de borde se obtienen implementando condiciones
de Dirichlet.

Además, incorporamos al programa una verificación expĺıcita del número cuántico radial asociado
a cada solución encontrada. Para esto, utilizamos el teorema de nodos de Sturm-Liouville, el cual
plantea que el número cuántico radial está determinado por el número de nodos de la función de
onda radial:

nodos = n− 1.

En la implementación numérica, se realiza un conteo del número de ráıces de cada función de
onda obtenida utilizando NDEigensystem y se compara con la cantidad esperada según el número
cuántico radial. En caso de fallar, se debe agrandar la región del espacio en la cual resolvemos la
ecuación diferencial, por tratarse de un problema de convergencia.

Finalmente, conociendo λn,l podemos determinar los niveles de enerǵıa del sistema mediante la
relación: En,l = λn,lEI . Además, debemos recordar de la Sección 3.4 que la enerǵıa total del sistema
de dos cuerpos es la suma de En,l y la enerǵıa del movimiento del centro de masas, como obtuvimos
en la Ec. (3.12). Por lo que el espectro final se calcula a partir de:

En,l = M +
g2f2c µ

32π2
λn,l, (4.9)

con M la suma de las masas de las part́ıculas que componen el sistema de dos cuerpos.

4.4. Correcciones a la enerǵıa

Hasta ahora, hemos calculado el espectro de estados ligados de dos part́ıculas con color, consi-
derando únicamente los términos dominantes del hamiltoniano, es decir el hamiltoniano de la Ec.
(4.6). Esta aproximación permite obtener el espectro radial del sistema y las autofunciones asocia-
das mediante la ecuación de Schrödinger en el régimen no relativista. Sin embargo, considerando el
siguiente orden del hamiltoniano de interacción, se obtienen términos adicionales que, si bien son
subdominantes, introducen correcciones relevantes a los niveles de enerǵıa y a la estructura fina del
espectro. A estos términos les llamamos H1 y se escriben en la Ec. (4.7). El objetivo de esta sec-
ción es analizar el efecto de estos términos subdominantes sobre los estados previamente obtenidos,
utilizando teoŕıa de perturbaciones a primer orden.
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Teoŕıa de perturbaciones independiente del tiempo

Sea un hamiltoniano de la forma:
H = H0 +H1,

donde H0 es el hamiltoniano no perturbado, correspondiente al potencial central ya estudiado, y H1

representa un conjunto de términos de corrección cuya contribución es pequeña en comparación con
H0.

De la misma forma, los autovalores del hamiltoniano se pueden expresar como un desarrollo en
órdenes de la perturbación:

E = E0 + E1 + ...

dónde E0 corresponde al autovalor obtenido a partir del hamiltoniano no perturbado H0, determi-
nado utilizando la ecuación de Schrödinger con el potencial central, y E1 representa la corrección
a primer orden, asociada al hamiltoniano perturbativo H1. Existen también correcciones de orden
superior que en este caso no consideramos.

En teoŕıa de perturbaciones independiente del tiempo, las correcciones a la enerǵıa a primer
orden para un estado no degenerado están dadas por el valor esperado de H1 evaluado sobre los
autoestados no perturbados [203]:

E1 = ⟨n0|H1 |n0⟩ , (4.10)

siendo |n0⟩ un autoestado del hamiltoniano sin perturbar.

4.4.1. Autoestados del hamiltoniano sin perturbar y cambios de base

Previo al cálculo de las correcciones a la enerǵıa, debemos analizar de manera completa cómo se
construyen los autoestados del sistema y cuáles son los números cuánticos que los caracterizan. El
objetivo de esta sección es presentar una descripción de la función de onda del sistema e introducir
las bases que resultarán útiles para el cálculo de correcciones perturbativas.

La función de onda total del estado puede descomponerse en los distintos grados de libertad del
sistema:

ΨT = ψespacial ⊗ φtemporal ⊗ wspin ⊗ χcolor ⊗ ∆sabor. (4.11)

La función de onda espacial se obtuvo resolviendo la ecuación de Schrödinger en el régimen
no relativista, como se describe en la Sección 3.4. Aprovechando la simetŕıa esférica del potencial
central, la parte espacial puede separarse en una contribución radial y una angular:

ψespacial (r, θ, ϕ) = Rn,l(r) Y
ml

l (θ, ϕ) ,

donde la función radial se determina numéricamente y depende de los números cuánticos radial, n,
y orbital, l, mientras que la dependencia angular está dada por los armónicos esféricos.

Por otro lado, previamente estudiamos las consecuencias de la existencia de los grados de liber-
tad de color, calculando la estructura de color del sistema y deduciendo el factor de color asociado
al tetraquark, a los diquarks y a los mesones. En cuanto al sabor, en este trabajo se consideran
sistemas formados por quarks pesados, compuestos únicamente por charm y bottom. Para el caso
de los mesones se estudiará el charmonium, bottomonium y charm-bottom, mientras que para los
tetraquarks nos centraremos en sistemas formados por quarks del mismo sabor, ccc̄c̄ y bbb̄b̄.
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Resta entonces describir la dependencia con el spin. En el marco de un sistema de dos cuerpos,
la dependencia en el spin se puede escribir en función del spin de los componentes (diquarks en el

caso del tetraquark y quarks en el caso de mesones y diquarks). Sea S⃗1 el operador de spin de un

constituyente y S⃗2 el operador de spin del otro componente, tal que cumplen las siguientes relaciones:

S⃗ 2
1 |s1,ms1⟩ = s1 (s1 + 1) |s1,ms1⟩ ,
Sz1 |s1,ms1⟩ = ms1 |s1,ms1⟩ ,

S⃗ 2
2 |s2,ms2⟩ = s2 (s2 + 1) |s2,ms2⟩ ,
Sz2 |s2,ms2⟩ = ms2 |s2,ms2⟩ ,

donde Sz representa la componente z del vector S⃗. Entonces, un autoestado de S⃗1 se describe con
el número cuántico s1 asociado al módulo del spin del constituyente y con el número cuántico ms1

asociado a la componente z del spin, que toma valores entre −s1 y s1. En el caso del diquark s1
tomará el valor 1 y en el caso del quark tomará el valor 1/2.

De esta forma, se caracterizan los estados de spin de los constituyentes con dos números cuánticos,
s1 y ms1 . Por lo tanto, una descripción completa del sistema de dos cuerpos está dada por la base:

|n, l,ml, s1,ms1 , s2,ms2⟩ , (4.12)

donde los operadores asociados forman un conjunto completo de operadores que conmutan. Nos
referiremos a esta base como la base de diquarks.

Si bien la base hallada es la más natural para trabajar con sistemas de dos cuerpos, no es la más
útil. Para el cálculo de las correcciones a primer orden de la enerǵıa, va a resultar más cómodo definir
el operador de spin total del sistema, S⃗, y el operador de momento angular total J⃗ , que relaciona el
momento angular orbital con su spin total:

S⃗ 2 |s,ms⟩ = s (s+ 1) |s,ms⟩ ,
Sz |s,ms⟩ = ms |s,ms⟩ ,

J⃗ 2 |j,mj⟩ = j (j + 1) |j,mj⟩ ,
Jz |j,mj⟩ = mj |j,mj⟩ .

Análogo al caso del operador de spin de los constituyentes, s describirá el spin total del sistema,
que puede tomar valores 0, 1 o 2 en el caso del tetraquark y 0 o 1 en el caso del diquark y el mesón;
mientras que ms puede tomar valores enteros entre −s y s. Por el otro lado, los valores de j van a
estar determinados por s y l, pudiendo valer cualquier número entero entre l + s y |l − s|, mientras
que mj toma valores enteros entre j y −j.

Con estos nuevos operadores se puede formar un conjunto completo de operadores que conmutan,
dando lugar a la base:

|n, j,mj , l, s, s1, s2⟩ . (4.13)

Esta base resulta ser la más útil para describir al sistema total, ya que los números cuánticos presen-
tes son los que se suelen usar para describir estados ligados. Informalmente, nos referiremos a esta
base como la base de tetraquarks, aunque la utilizaremos para describir todos los estados ligados
considerados en este trabajo.

Una observación sobre esta base es que, desde el punto de vista relativista, sólo el número cuántico
j se conserva. En nuestro modelo no relativista vamos a considerar que todos los números cuánticos
de la base son conservados, y sólo vamos a tener en cuenta estados puros, es decir, no vamos a
considerar estados mezcla de distintos números cuánticos.
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Es posible relacionar el nuevo operador S⃗ con los operadores de spin de los constituyentes,
obteniendo:

S⃗ = S⃗1 ⊗ 12 + 11 ⊗ S⃗2.

Y a su vez, podemos hallar una relación entre el operador de momento angular total J⃗ y los
operadores S⃗ y L⃗:

J⃗ = L⃗⊗ 1S + 1L ⊗ S⃗.

A partir de las relaciones anteriores entre los operadores de las distintas bases, se puede hallar
una conexión entre las bases. Para esto se deben usar los coeficientes de Clebsch-Gordan, que nos
permiten escribir una base como combinación lineal de los elementos de la otra. En el caso de las
bases de las ecuaciones (4.12) y (4.13) la relación queda:

|n, j,mj , l, s, s1, s2⟩ =
∑
ms

∑
ml

∑
ms1

∑
ms2

Cmsml
jmj

C
ms1

ms2
sms |n, l,ml, s1,ms1 , s2,ms2⟩ , (4.14)

donde las sumas son en todos los valores permitidos de ms, ml, ms1 y ms2 que describimos anterior-
mente. Debido a las propiedades de los coeficientes de Clebsch-Gordan, muchos de estos términos
resultan ser nulos.

En este caso, los coeficientes de Clebsch-Gordan utilizados tienen la forma:

Cmsml
jmj

=⟨n, l,ml, s,ms, s1, s2|n, j,mj , l, s, s1, s2⟩,

C
ms1ms2
sms =⟨n, l,ml, s1,ms1 , s2,ms2 |n, l,ml, s,ms, s1, s2⟩,

donde se debe usar una base auxiliar como paso intermedio para pasar entre la base de diquarks y la
base de tetraquarks. Estos coeficientes se calculan a partir de relaciones de recurrencia, o se pueden
hallar usando tablas y funciones integradas de Mathematica.

En general, trabajaremos en la base de tetraquarks definida en la ecuación (4.13). Sin embargo,
veremos que algunos términos del hamiltoniano no son diagonales en dicha representación, por lo
que será necesario pasar a la base de diquarks, introducida en la ecuación (4.12). Este cambio se
realizará escribiendo la base de tetraquarks como combinación lineal de los elementos de la base
de diquarks, como se muestra en la ecuación (4.14), utilizando los coeficientes de Clebsch-Gordan
definidos.

Para el caso del cálculo del diquark y tetraquark con todos los quarks del mismo sabor, este
proceso es suficiente para hallar las correcciones a la enerǵıa. Sin embargo, el caso de quarks de
distintos sabores es más dif́ıcil debido a la diferencia de masas entre ellos. Para este caso, debemos
realizar otro cambio de base, descrito a continuación. Para esto seguimos los detalles de [204].

Definimos dos operadores K⃗1 y K⃗2 que relacionan el momento angular del sistema con el spin
de cada constituyente. Mostraremos cómo se define el caso de K⃗1, y K⃗2 es análogo:

K⃗1 = L⃗⊗ 1S1 + 1L ⊗ S⃗1.

Vemos que es similar a la definición del momento angular total con:

K⃗ 2
1 |k1,mk1⟩ = k1 (k1 + 1) |k1,mk1⟩ ,
Kz

1 |k1,mk1⟩ = mk1 |k1,mk1⟩ ,
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donde nuevamente k1 puede tomar valores entre |l − s1| y l + s1 y mk1 valores entre −k1 y k1.

Utilizando este operador, y los demás ya definidos para la base de diquarks, se puede escribir la
base:

|n, k1,mk1 , l, s1, s2,ms2⟩ . (4.15)

Al igual que antes, las bases de las ecuaciones (4.15) y (4.12) se relacionan mediante coeficientes
de Clebsch-Gordan:

|n, l,ml, s1,ms1 , s2,ms2⟩ =
∑
k1

∑
mk1

C
k1mk1
mlms1

|n, k1,mk1 , l, s1, s2,ms2⟩ ,

con:

C
k1mk1
mlms1

= ⟨n, k1,mk1 , l, s1, s2,ms2 |n, l,ml, s1,ms1 , s2,ms2⟩.

Para escribir la base de tetraquarks en función de la nueva base debemos seguir utilizando los coefi-
cientes de Clebsch-Gordan igual que antes.

Este procedimiento descrito se va a utilizar para el estudio de los tetraquarks, diquarks y para
los mesones, donde, para calcular las correcciones a la enerǵıa, se deberá utilizar distintos cambios
de bases dependiendo del spin del sistema y de las masas de los constituyentes.

4.4.2. Cálculo de las correcciones a primer orden de la enerǵıa

En esta sección calculamos las correcciones a la enerǵıa a primer orden utilizando teoŕıa de
perturbaciones, enfocándonos en cómo calcular el valor esperado de las perturbaciones. Para cada
término se busca la base en la que se diagonalizan las correcciones empleando los cambios de bases
mostrados en la sección anterior.

El procedimiento general que seguimos para calcular las distintas correcciones consiste en separar
la parte radial, asociada a los números cuánticos n y l, y trabajar esta parte del valor esperado en la
representación de posición. Utilizando clausuras de los autoestados de posición, los valores esperados
se pueden escribir como integrales de la función de onda. Por ejemplo, para un operador O que se
puede separar en una parte radial f(r) y una parte dependiente de otros números cuánticos que
llamaremos W (x), el valor esperado se escribe como:

⟨n0|O |n0⟩ = ⟨n0|W (x)f(r) |n0⟩ = ⟨n0|W (x) |n0⟩
∫
dr r2R∗

n,l(r)f(r)Rn,l(r).

Esta separación nos permite tratar de forma numérica la parte radial de la función de onda,
mientras que el comportamiento conocido de los demás números cuánticos se resuelve anaĺıticamen-
te.

Veamos las correcciones a la enerǵıa término a término:

T1 = −
〈
|p⃗|4

8

(
1

m3
1

+
1

m3
2

)〉
.

Para calcular este valor esperado utilizamos la expresión:

|p⃗|2 = 2µ

(
H0 +

g2e−mgr

3πr
− br

)
,
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donde el valor esperado de H0 en la base del hamiltoniano sin perturbar corresponde a los valores
de la enerǵıa obtenidos con la ecuación de Schrödinger. Entonces el valor esperado queda:

T1 = −µ
2

2

(
1

m3
1

+
1

m3
2

)∫
dr r2

(
E0 +

g2e−mgr

3πr
− br

)2

|Rn,l(r)|2. (4.16)

T2 = −

〈
g2 fcm

2
g

(
m2

1 +m2
2

)
8m2

1m
2
2

e−mgr

4πr

〉
= −

g2 fcm
2
g

(
m2

1 +m2
2

)
8m2

1m
2
2

∫
dr r

e−mgr

4π
|Rn,l(r)|2. (4.17)

T3 =

〈
g2 fc δ

3(r)

8

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)〉
=
g2 fc

8

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)
|ψn,l(0)|2, (4.18)

con ψn,l(0) la función de onda en el origen. Debido a que las resoluciones numéricas de la función
de onda pueden presentar dificultades en el origen y para reducir errores numéricos, calculamos el
valor de la función en el origen utilizando la siguiente expresión:

|ψn,l(0)|2 =
µ

2π

〈
dV (r)

dr

〉
. (4.19)

La deducción de esta identidad se encuentra en el Apéndice E.

T4 = −
〈
g2 fc |p⃗|2

m1m2m2
g

(
m2
g r

2 +mg r + 1 − emgr
) e−mgr

4πr3

〉
.

Usando la misma expresión para el momento que en T1:

T4 = − 2g2 fc µ

m1m2m2
g

∫
dr

(
E0 +

g2e−mgr

3πr
− br

)(
m2
g r

2 +mg r + 1 − emgr
) e−mgr

4πr
|Rn,l(r)|2. (4.20)

T5 =

〈
3g2 fc (p⃗ · r⃗)2

m1m2m2
g

(
m2
g r

2

3
+mg r + 1 − e−mgr

)
e−mgr

4πr5

〉
.

Para resolver este término escribimos el operador p⃗ en representación posición p⃗ → −i∇⃗. Siguien-
do las reglas deducidas en [199] a partir de la ecuación de Bethe-Salpeter, este operador actúa
únicamente sobre la función de onda.

T5 = − 3g2 fc
m1m2m2

g

∫
dr

(
m2
g r

2

3
+mg r + 1 − e−mgr

)
e−mgr

4πr
Rn,l(r)∂

2
rRn,l(r). (4.21)

T6 = −
〈
g2 fc (mgr + 1)

2m1m2

[
2m1 +m2

m1

(
L⃗ · S⃗1

)
+
m1 + 2m2

m2

(
L⃗ · S⃗2

)] e−mgr

4πr3

〉
(4.22)

= − g2 fc
2m1m2

[
2m1 +m2

m1

〈
L⃗ · S⃗1

〉
+
m1 + 2m2

m2

〈
L⃗ · S⃗2

〉]∫
dr (mgr + 1)

e−mgr

4πr
|Rn,l(r)|2.

Para calcular este término, observamos que los operadores L⃗ · S⃗1 y L⃗ · S⃗2 no son diagonales en la
base de tetraquarks. En este caso debemos utilizar el cambio de base descrito en la sección anterior,
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ya que en la base |n, k1,mk1 , l, s1, s2,ms2⟩ y en la respectiva base para el otro constituyente, los
operadores śı se diagonalizan.

En la nueva base, podemos escribir el operador
(
L⃗ · S⃗1

)
como:

2L⃗ · S⃗1 =
(
L⃗+ S⃗1

)2
− L⃗ 2 − S⃗ 2

1 = K⃗ 2
1 − L⃗ 2 − S⃗ 2

1 ,

donde conocemos cómo actúan los operadores K⃗ 2
1 , L⃗ 2 y S⃗ 2

1 en la nueva base:〈
L⃗ · S⃗1

〉
=

1

2
[k1(k1 + 1) − l(l + 1) − s1(s1 + 1)] .

Utilizando este resultado junto con los coeficientes de Clebsch-Gordan como se explicó en la
sección anterior, y repitiendo el procedimiento para S⃗2, se obtiene la corrección T6.

Caso particular de masas iguales

En el caso de masas iguales el cálculo de la corrección T6 se simplifica ampliamente. En particular,
la dependencia en el momento angular pasa a ser:

2m1 +m2

m1

〈
L⃗ · S⃗1

〉
+
m1 + 2m2

m2

〈
L⃗ · S⃗2

〉
−→ 3

〈
L⃗ ·
(
S⃗1 + S⃗2

)〉
.

Escribiendo S⃗ = S⃗1 + S⃗2, el operador śı es diagonal en la base de tetraquarks y ya no es necesario
el cambio de base.

Usando que 2 S⃗ · L⃗ =
(
L⃗+ S⃗

)2
− S⃗ 2 − L⃗ 2 = J⃗ 2 − S⃗ 2 − L⃗ 2, se obtiene:

T6 = −
〈

3g2 fc
4m2

(mgr + 1)
e−mgr

4πr3

(
J⃗ 2 − S⃗ 2 − L⃗ 2

)〉
=

3g2 fc
4m2

[j (j + 1) − s (s+ 1) − l (l + 1)]

∫
dr (mgr + 1)

e−mgr

4πr
|Rn,l(r)|2.

T7 =

〈
2g2 fc

3m1m2

(
S⃗1 · S⃗2

)
δ3(r)

〉
.

Ahora, usando el mismo razonamiento que antes para escribir S⃗1 y S⃗2 en función de S⃗:

2 S⃗1 · S⃗2 =
(
S⃗1 + S⃗2

)2
− S⃗ 2

1 − S⃗ 2
2 = S⃗ 2 − S⃗ 2

1 − S⃗ 2
2 ,

se obtiene:

T7 =
g2 fc

3m1m2

〈(
S⃗ 2 − S⃗ 2

1 − S⃗ 2
2

)〉
|ψn,l(0)|2

=
g2 fc

3m1m2
[s (s+ 1) − s1 (s1 + 1) − s2 (s2 + 1)] |ψn,l(0)|2, (4.23)

donde nuevamente se aplica la igualdad de la ecuación (4.19) para calcular el valor de la función de
onda en el origen.
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T8 = −

〈
2g2 fcm

2
g

3m1m2

(
S⃗1 · S⃗2

) e−mgr

4πr

〉
=

= −
g2 fcm

2
g

3m1m2
[s (s+ 1) − s1 (s1 + 1) − s2 (s2 + 1)]

∫
dr r

e−mgr

4π
|Rn,l(r)|2. (4.24)

Finalmente, el último término de las correcciones, que llamaremos corrección tensorial, es:

T9 = −

〈
g2 fc
m1m2

(
m2
gr

2

3
+mgr + 1

)[
S⃗1 · S⃗2 − 3

(
S⃗1 · r̂

)(
S⃗2 · r̂

)] e−mgr

4πr3

〉
.

Nos enfocamos en la parte de spin, siguiendo el procedimiento descrito en [62]. Empezamos
descomponiendo los productos escalares y escribiendo r̂ en coordenadas esféricas:

S⃗1 · S⃗2 − 3
(
S⃗1 · r̂

)(
S⃗2 · r̂

)
= Sx1S

x
2 + Sy1S

y
2 + Sz1S

z
2

− 3 (Sx1 sin θ cosϕ+ Sy1 sin θ sinϕ+ Sz1 cos θ) (Sx2 sin θ cosϕ+ Sy2 sin θ sinϕ+ Sz2 cos θ) .

Definimos los operadores de subida y bajada, S± = Sx ± iSy, que actúan sobre autoestados de
spin como:

S± |s,ms⟩ = C±(s,ms) |s,ms ± 1⟩ ,

con C±(s,ms) =
√
s(s+ 1) −ms(ms ± 1).

En función de estos nuevos operadores la parte tensorial de la corrección T9 queda:

S⃗1 · S⃗2 − 3
(
S⃗1 · r̂

)(
S⃗2 · r̂

)
= −3

4
sin2 θe2iϕS−

1 S
−
2 − 3

4
sin2 θe−2iϕS+

1 S
+
2 − 3

2
sin θ cos θeiϕ

(
S−
1 S

z
2 + Sz1S

−
2

)
− 3

2
sin θ cos θe−iϕ

(
S+
1 S

z
2 + Sz1S

+
2

)
+

(
1

2
− 3

4
sin2 θ

)(
S+
1 S

−
2 + S−

1 S
+
2

)
+
(
1 − 3 cos2 θ

)
Sz1S

z
2 .

Y a su vez la parte angular se puede escribir en función de los armónicos esféricos:

Y 0
2 (θ, ϕ) =

1

2

√
5

4π

(
3 cos2 θ − 1

)
=

1

2

√
5

4π

(
2 − 3 sin2 θ

)
,

Y −1
2 (θ, ϕ) =

√
15

8π
cos θ sin θe−iϕ,

Y 1
2 (θ, ϕ) = −

√
15

8π
cos θ sin θeiϕ,

Y −2
2 (θ, ϕ) =

1

4

√
15

2π
sin2 θe−2iϕ,

Y 2
2 (θ, ϕ) =

1

4

√
15

2π
sin2 θe2iϕ,
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con Y −ml

l = (−1)
ml (Y ml

l )
∗
.

Entonces el valor esperado toma la forma:

T9 =
g2 fc
m1m2

√
2π

5

〈
√

3Y 2
2 S

−
1 S

−
2 +

√
3Y −2

2 S+
1 S

+
2 −

√
3Y 1

2

(
S−
1 S

z
2 + Sz1S

−
2

)
+
√

3Y −1
2

(
S+
1 S

z
2 + Sz1S

+
2

)
−

√
2

2
Y 0
2

(
S+
1 S

−
2 + S−

1 S
+
2

)
+ 2

√
2Y 0

2 S
z
1S

z
2

〉∫
dr

(
m2
gr

2

3
+mgr + 1

)
e−mgr

4πr
|Rn,l(r)|2. (4.25)

Es sencillo calcular este valor esperado cuando hacemos el cambio de base a la base de diquarks
|n, l,ml, s1, s2,ms1 ,ms2⟩, donde los operadores de subida y bajada actúan como describimos ante-
riormente. Por ejemplo, para el primer término tratamos primero la parte de spin y luego la parte
angular:

⟨s1, s2,ms1 ,ms2 |S−
1 S

+
2 |s1, s2,m′

s1 ,m
′
s2⟩ = ⟨s1,ms1 |S−

1 |s1,m′
s1⟩ ⟨s2,ms2 |S+

2 |s2,m′
s2⟩

= C−(s1,m
′
s1) C+(s2,m

′
s2)
〈
s1,ms1 |s1,m′

s1 − 1
〉 〈
s2,ms2 |s2,m′

s2 + 1
〉

= C−(s1,m
′
s1) C+(s2,m

′
s2)δms1

,m′
s1

−1 δms2
,m′

s2
+1.

El valor esperado de los armónicos esféricos es sencillo de calcular considerando los autoestados
de momento angular en la representación de posición:

⟨l,ml|Y 2
2 |l,m′

l⟩ =

∫
dΩ (Y ml

l (θ, ϕ))
∗
Y 2
2 (θ, ϕ)Y

m′
l

l (θ, ϕ)

= (−1)
ml

∫
dΩ Y −ml

l (θ, ϕ)Y 2
2 (θ, ϕ)Y

m′
l

l (θ, ϕ) .

Esta integral se resuelve empleando una identidad de los armónicos esféricos:∫
dΩ Y −ml

l (θ, ϕ)Y m2 (θ, ϕ)Y
m′

l

l (θ, ϕ) = (2l + 1)

√
5

4π

(
l 2 l
0 0 0

)(
l 2 l

−ml m m′
l

)
,

donde los valores entre paréntesis son los coeficientes 3j-Wigner, que se pueden hallar utilizando
funciones integradas de Mathematica.

Siguiendo estos pasos para cada término y además teniendo en cuenta los coeficientes de Clebsch-
Gordan del cambio de base utilizado, se obtiene la corrección T9.

Caso particular de spin 1/2

Cuando los constituyentes del sistema tienen spin 1/2, como en el caso de los mesones y diquarks,

el estudio de la corrección T9 se simplifica notoriamente. Utilizando que, para dos operadores a⃗ y b⃗
que conmutan entre ellos y con r⃗ y L⃗, el valor esperado de la transición entre estados con el mismo
numero cuántico orbital l vale:〈(

a⃗ · b⃗
)
r2f(r) − 3 (⃗a · r⃗)

(⃗
b · r⃗

)
f(r)

〉
= −

〈
r2f(r)

〉
(2l + 3) (2l − 1)

〈
2L⃗ 2

(
a⃗ · b⃗

)
− 3

(
a⃗ · L⃗

) (⃗
b · L⃗

)
− 3

(⃗
b · L⃗

)(
a⃗ · L⃗

)〉
,

vemos que esto es válido para el caso a⃗ = S⃗1 y b⃗ = S⃗2, que conmutan tanto con L⃗ y r⃗ como entre
ellos porque actúan en espacios distintos. Entonces:

T9 =

〈
g2 fc
m1m2

(
m2
gr

2

3
+mgr + 1

)
e−mgr

4πr3

〉 〈
2L⃗ 2

(
S⃗1 · S⃗2

)
− 3

(
S⃗1 · L⃗

)(
S⃗2 · L⃗

)
− 3

(
S⃗2 · L⃗

)(
S⃗1 · L⃗

)〉
(2l + 3) (2l − 1)

.
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Mirando la parte de spin y momento angular, el segundo y tercer término se pueden reescribir
como:

3
[(
S⃗1 · L⃗

)(
S⃗2 · L⃗

)
+
(
S⃗2 · L⃗

)(
S⃗1 · L⃗

)]
= 3

[(
S⃗ · L⃗

)2
−
(
S⃗1 · L⃗

)2
−
(
S⃗2 · L⃗

)2]
.

Pero como son part́ıculas de spin 1/2:

S⃗1 =
σ⃗1
2
,

S⃗2 = − σ⃗2
2
,

con σ⃗ las matrices de Pauli, entonces podemos usar las propiedades de estas matrices para
(
S⃗1 · L⃗

)2
y
(
S⃗2 · L⃗

)2
.

(σ⃗ · a⃗)
(
σ⃗ · b⃗

)
= a⃗ · b⃗+ iσ⃗ ·

(
a⃗× b⃗

)
−→

(
σ⃗

2
· L⃗
)(

σ⃗

2
· L⃗
)

=
L⃗ · L⃗

4
+
iσ⃗

4
·
(
L⃗× L⃗

)
=
L⃗2

4
− S⃗1 · L⃗

2
,

donde usamos la definición de momento angular L⃗× L⃗ = iL⃗ y volvimos a escribir todo en términos
de S1. Para S2 el cálculo es análogo.

Usando que 2L⃗ 2
(
S⃗1 · S⃗2

)
= L⃗ 2S⃗ 2 − L⃗ 2S⃗ 2

1 − L⃗ 2S⃗ 2
2 y juntado todo, la parte de spin queda:

L⃗ 2S⃗ 2 − L⃗ 2S⃗ 2
1 − L⃗ 2S⃗ 2

2 − 3
(
S⃗ · L⃗

)2
+

3

2
L⃗ 2 − 3

2

(
S⃗1 + S⃗2

)
· L⃗

= L⃗ 2S⃗ 2 − L⃗ 2S⃗ 2
1 − L⃗ 2S⃗ 2

2 − 3
(
S⃗ · L⃗

)2
+

3

2
L⃗ 2 − 3

2
S⃗ · L⃗

= L⃗ 2S⃗ 2 − L⃗ 2S⃗ 2
1 − L⃗ 2S⃗ 2

2 − 3

4

(
J⃗ 2 − S⃗ 2 − L⃗ 2

)2
+

3

2
L2 − 3

4

(
J⃗ 2 − S⃗ 2 − L⃗ 2

)
,

donde en el último paso usamos que S⃗ · L⃗ = 1
2

(
J⃗ 2 − S⃗ 2 − L⃗ 2

)
.

Juntando todo y calculando el valor esperado se obtiene:

T9 =
g2 fc
m1m2

1

(2l + 3) (2l − 1)

{
l(l + 1)s(s+ 1) − 3

4
[j(j + 1) − s(s+ 1) − l(l + 1)]

2 −

− 3

4
[j(j + 1) − s(s+ 1) − l(l + 1)]

}∫
dr

(
m2
gr

2

3
+mgr + 1

)
e−mgr

4πr
|Rn,l(r)|2. (4.26)

A partir de estas expresiones y las funciones de onda obtenidas de la resolución de la ecuación
de Schrödinger, obtenemos las distintas correcciones a primer orden de la enerǵıa. Le llamaremos
corrección relativista a la dada en la ecuación (4.16); corrección spin-órbita, a la ecuación (4.22);
corrección spin-spin a la suma de las correcciones de las ecuaciones (4.23) y (4.24); y corrección ten-
sorial, a la correspondiente a la ecuación (4.25). Las demás correcciones dependientes del momento
se agrupan bajo el nombre de correcciones cinéticas, dadas por las ecuaciones (4.17, 4.18, 4.20, 4.21).

Observamos que tratando el hamiltoniano sin perturbar se obtuvo un espectro que sólo depende
de los números cuánticos n y l. Es la inclusión de correcciones a primer orden que introduce las
dependencias en los demás números cuánticos s y j, dando lugar al espectro completo del sistema
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de dos cuerpos.

En el caṕıtulo siguiente utilizaremos esta metodoloǵıa para calcular el espectro de masas de tres
sistemas: mesones pesados, diquarks pesados y tetraquarks fully-heavy.
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Caṕıtulo 5

Parámetros del modelo

Previo al estudio del espectro de los fully-heavy tetraquarks, es necesario fijar los parámetros
relevantes del modelo, como la constante de acoplamiento, g, la masa del gluon, mg, la tensión de
la cuerda, b, y las masas de los quarks constituyentes, mc y mb. Para hallar los valores de dichos
parámetros, utilizamos el modelo descrito anteriormente para calcular el espectro de mesones pesa-
dos, cc̄ y bb̄. Para distintos conjuntos de parámetros se calcula el espectro de masas y se lo compara
con los valores experimentales disponibles. El conjunto que mejor ajuste los datos luego será utili-
zado en el estudio de sistemas más complejos.

La motivación para estudiar mesones pesados viene de varias razones. En primer lugar, al tratar-
se de sistemas de dos cuerpos, podemos aplicar el mismo modelo descrito para el caso de diquarks,
simplemente cambiando el factor de color (ver Tabla 4.1). En segundo lugar, eligiendo centrarnos en
mesones pesados, la gran masa de los quarks constituyentes justifica el uso de la aproximación no
relativista y la aproximación mg ∼ λQCDm utilizada en el Cap. 4. Finalmente, desde el punto de
vista experimental, los sistemas de charmonium y bottomonium se han estudiado experimentalmen-
te en mucha profundidad y sus espectros de masas se conocen con gran precisión, lo que permite
realizar ajustes confiables. Estas caracteŕısticas hacen de los mesones pesados un sistema ideal para
calibrar el modelo.

Para comenzar el estudio de los mesones pesados debemos entender el hamiltoniano de estos
sistemas. Siguiendo el modelo descrito en los caṕıtulos anteriores, el hamiltoniano de un mesón se
construye como la suma de un término correspondiente al one gluon exchange y un potencial lineal
que modela el confinamiento, representado en la ecuación (4.5). En este caso, debido a que los meso-
nes son estados observables, deben ser neutros en color, que corresponde a un factor de color de 4/3,
como se discutió en la Sección 3.3. Como en los casos previos, el hamiltoniano se separa en dos con-
tribuciones: un término dominante que se utiliza para resolver la ecuación de Schrödinger de forma
numérica y un conjunto de correcciones subdominantes que se tratan de manera perturbativa. Estas
correcciones permiten mejorar los niveles de enerǵıa, incluyendo los efectos relativistas dominantes
y dependientes del spin, como se detalla en la Sección 4.4.

Con este hamiltoniano, y siguiendo la metodoloǵıa descrita en el Cap. 4, es posible calcular las
masas de los mesones pesados resolviendo la ecuación de Schrödinger e incluyendo correcciones a
primer orden mediante la teoŕıa de perturbaciones independiente del tiempo. Este procedimiento se
aplica a distintos conjuntos de parámetros del modelo, con el objetivo de identificar aquellos que
mejor reproducen los valores experimentales.

Para determinar el conjunto de parámetros que mejor reproduce los espectros experimentales, se
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define una medida del error entre el espectro calculado y el experimental. En este trabajo se utiliza
el error relativo, definido como:

Error relativo =

√√√√ 1

N

N∑
i

(
Eexp
i − Ecalculada

i

Ecalculada
i

)2

, (5.1)

donde el ı́ndice i recorre los distintos niveles del espectro y N es el número total de estados consi-
derados. Para los valores experimentales se incluyen únicamente estados confirmados por el Particle
Data Group (PDG) [205], con números cuánticos bien establecidos.

Por otro lado, si bien la aproximación no relativista resulta adecuada para mesones pesados, su
validez disminuye al considerar estados excitados radialmente, donde los efectos relativistas contri-
buyen cada vez más. Por esta razón, se analizan dos estrategias de ajuste. En el primer caso, se
ajustan simultáneamente los estados con números cuánticos n = 1 y n = 2. En el segundo, el ajuste
se realiza exclusivamente sobre los estados con n = 1 y los niveles excitados se consideran como una
predicción del modelo.

Adicionalmente, se estudia un caso particular del modelo en el cual sólo se incorporan correccio-
nes dependientes del spin. Este tipo de aproximación es habitual en modelos efectivos inspirados en
QCD, donde se incluyen solamente las correcciones tipo spin-spin, spin-órbita y tensorial [188,206].

Combinando las estrategias anteriores, consideramos cuatro esquemas de ajuste. En el esquema
(a) los parámetros se fijan ajustando los niveles con n = 1 y n = 2, y las masas se calculan in-
corporando todas las correcciones del OGE derivadas en el Cap. 4. En el esquema (b), también se
emplean los niveles con n = 1 y n = 2, pero se incluyen únicamente las correcciones dependientes
del spin. Por otro lado, en el esquema (c) los parámetros se ajustan exclusivamente a los niveles
con n = 1, considerando todas las correcciones del OGE, mientras que en el esquema (d) se utilizan
estos mismos niveles, pero considerando sólo las correcciones dependientes del spin. La comparación
entre estos esquemas permitirá determinar la estrategia que conduce a una mejor descripción de los
mesones pesados.

Una vez definidos los esquemas de ajuste, es necesario estimar la incertidumbre teórica asociada
a los resultados. Para esto nos basamos en teoŕıa de perturbaciones del modelo Curci-Ferrari. En
este contexto, la masa del mesón puede expresarse como un desarrollo perturbativo en el parámetro

de desarrollo, λQCD = 3g2

16π2 :

Mtotal = M0 + λQCDM1 + λ2QCDM2 + ...

donde M0 corresponde a las masas halladas a partir de la ecuación de Schrödinger, mientras que
λQCDM1 representa la corrección de primer orden calculada mediante teoŕıa de perturbaciones in-
dependiente del tiempo.

En este trabajo, se calcularon las masas hasta primer orden en λQCD, por lo que la incertidumbre
teórica dominante de nuestros cálculos viene de los órdenes superiores no incluidos, y se puede estimar
como λ2QCDM2. Para obtener una estimación cuantitativa, asumimos que M2 del mismo orden que
las masas obtenidas experimentalmente y escribiendo λQCD en función de los parámetros del modelo,
la incertidumbre resulta del orden de: (

3g2

16π2

)2

M exp.
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Esta estimación permite cuantificar de manera simple el impacto de los términos de orden superior
no considerados en los resultados obtenidos.

En este caṕıtulo, presentamos los parámetros obtenidos utilizando el modelo al ajustar el espec-
tro de mesones pesados para dos casos: por un lado, ajustando el espectro del mesón bottomonium
(bb̄), y por el otro, ajustando el espectro del mesón charmonium (cc̄). En ambos casos estudiamos las
distintas situaciones, considerando niveles excitados radialmente o no, y considerando únicamente
correcciones dependientes del spin o el conjunto completo.

Para todos estos casos, los estados se etiquetan utilizando la notación espectroscópica n2s+1lj ,
donde l = 0, 1, 2, . . . corresponde a los estados S, P,D, . . . respectivamente. De manera equivalente,
es frecuente caracterizar los estados mediante los números cuánticos jPC , asociados al momento
angular total, la paridad y la conjugación de carga. Para mesones, ambas notaciones se relacionan
mediante:

P = (−1)l+1,

C = (−1)l+s.

Un aspecto central en el análisis del espectro de mesones pesados es efecto de las correccio-
nes hiperfinas, debidas a la interacción entre el spin de los quarks constituyentes. Estas correcciones
representan uno de los mayores desaf́ıos en modelos efectivos. En muchos enfoques, para lograr repro-
ducir correctamente el desdoblamiento hiperfino se agrega la perturbación spin-spin al hamiltoniano
de orden cero. En este trabajo, sin embargo, estas correcciones se tratan de manera perturbativa,
siguiendo el procedimiento descrito en la Sección 4.4. El objetivo es estudiar si la inclusión de la
masa del gluon permite describir mejor estos efectos.

Con este propósito, se observa la diferencia de masas entre estados con la misma estructura espa-
cial pero distinto spin, donde se logran observar los efectos de las correcciones hiperfinas de manera
aislada. Estos estados son 11S0 y 13S1 en el caso n = 1 y, de forma análoga, 21S0 y 23S1 para
el caso n = 2. Experimentalmente, estos desdoblamientos están bien determinados para el estado
fundamental tanto en el charmonium como en el bottomonium. En charmonium, la diferencia de
masa entre J/ψ y ηc(1S) es de aproximadamente 117 MeV, mientras que la diferencia entre los esta-
dos excitados ψ(2S) y ηc(2S) es del orden de 43 MeV [207,208]; en concordancia con resultados de
lattice QCD [209,210]. En bottomonium, el desdoblamiento del estado fundamental es cercano a 69
MeV [211,212], mientras que el correspondiente a los estados excitados aún no está firmemente esta-
blecido. Un experimento en CLEO III encuentra una separación de 49 MeV aproximadamente [213],
mientras que resultados de lattice QCD predicen diferencias de alrededor de 24 MeV [214,215].

Desde el punto de vista teórico, para estados con el mismo n y l = 0, la diferencia de masas
n3S1 − n1S0 viene dada por:

∆m(nS) =
8g2

9m2

(
|ψn,l=0(0)|2 −m2

g

∫
drr

e−mgr

4π
|Rn,l=0(r)|2

)
,

donde las funciones de onda espaciales son idénticas para ambos estados y m es la masa del quark.
Esta expresión de puede derivar de las ecuaciones (4.23) y (4.24).

La inclusión de la masa del gluon da lugar a un nuevo término en la corrección hiperfina (ver
ecuación (4.24)). De esta forma, el efecto hiperfino ya no depende únicamente de la función de
onda evaluada en el origen, que resultaba ser un problema para el cálculo de los estados excitados.
En las secciones siguientes se analiza el efecto de este término y su capacidad para reproducir los
desdoblamientos observados.
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5.1. Ajuste del espectro del bottomonium

A partir de los valores experimentales del espectro de masas del bottomonium, obtenemos el
conjunto de parámetros del modelo (g,mg, b,mb) que genera un espectro con el mı́nimo error en
comparación a los datos experimentales. Para esto, se utilizan los resultados de PDG 2025, junto
con un resultado de las simulaciones de lattice QCD para el estado ηb(2S) [216], el cual aún no se ha
confirmado experimentalmente. Los valores empleados en el ajuste se presentan en la Tabla (5.1).

Estado Masa (GeV) jpc n2s+1lj

ηb(1S) 9.3987(20) 0−+ 11S0

Υ(1S) 9.46040(10) 1−− 13S1

χb0(1P ) 9.85944(42) 0++ 13P0

χb1(1P ) 9.89278(31) 1++ 13P1

hb(1P ) 9.8993(8) 1+− 11P1

χb2(1P ) 9.91221(31) 2++ 13P2

ηb(2S) 9.999 0−+ 21S0

Υ(2S) 10.0234(5) 1−− 23S1

χb0(2P ) 10.2325(5) 0++ 23S0

χb1(2P ) 10.25546(50) 1++ 23P1

hb(2P ) 10.2598(12) 1+− 21P1

χb2(2P ) 10.26865(50) 2++ 23P2

Tabla 5.1: Valores experimentales (o de lattice QCD) del espectro de masas del bottomonium utili-
zados para ajustar los parámetros del modelo.

En el caso del bottomonium, los parámetros libres del modelo corresponden a la constante de
acoplamiento, g, la masa del gluon, mg, la tensión de la cuerda, b, y la masa del quark constituyente
bottom, mb. Estos parámetros se variaron dentro de los siguientes rangos:

1.6 ≤ g ≤ 2.1,

0.01 GeV ≤ mg ≤ 0.60 GeV,

0.15 GeV2 ≤ b ≤ 0.40 GeV2,

4.5 GeV ≤ mb ≤ 4.8 GeV.

Esquema (a)

Al ajustar simultáneamente los niveles con n = 1 y n = 2 del espectro del bottomonium, in-
cluyendo todas las correcciones del OGE, se obtiene un error mı́nimo para los valores g = 1.94,
mg = 0.11 GeV, b = 0.23 GeV2 y mb = 4.675 GeV. Este conjunto de parámetros produce un error
relativo a los datos experimentales de 0.00132 y el espectro correspondiente se muestra en la Fig.
(5.1). En términos generales, el modelo logra reproducir adecuadamente el comportamiento global
del espectro experimental.
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Figura 5.1: Espectro de masas del bottomonium obtenido del ajuste de los niveles con n = 1 y
n = 2 utilizando todas las correcciones del OGE. Las ĺıneas punteadas corresponden a los resultados
obtenidos utilizando el modelo y las ĺıneas continuas son los resultados experimentales presentados
en la Tabla (5.1).

Sin embargo, presenta ciertas dificultades, en particular en los estados 13S1 y 21S0. Estas dife-
rencias están relacionadas con las correcciones hiperfinas, ya que la única contribución que distingue
a los estados n1S0 y n3S1 proviene de la interacción spin-spin. En este ajuste obtenemos una se-
paración hiperfina ∆m(1S) = 0.0869 GeV, superior a los valores experimentales, mientras que para
n = 2 obtenemos ∆m(2S) = 0.0475 GeV, compatible con el resultado experimental, pero significa-
tivamente alejado de los resultados de las simulaciones.

En la Tabla (5.2) se presentan algunos resultados extráıdos de las funciones de onda que veri-
fican la ecuación de Schrödinger, incluyendo la masa de los estados sin correcciones M0, el valor
esperado del radio del mesón y la velocidad cuadrática media del quark constituyente (en unidades
naturales con c = 1). Estas magnitudes dependen únicamente de los números cuánticos n y l, dado
que la dependencia en el spin aparece recién cuando se incluyen las correcciones perturbativas. Las
velocidades obtenidas resultan ser mucho menores que la velocidad de la luz, lo cual es consistente
con la aproximación no relativista.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
1S 9.4884 1.0543 0.0821
1P 9.9166 1.8909 0.0722
2S 10.0458 6.3604 0.0863
2P 10.3073 10.1356 0.0912

Tabla 5.2: Algunos resultados extráıdos de la función de onda del bottomonium correspondiente al
ajuste de los niveles n = 1 y n = 2 utilizando todas las correcciones del OGE.

No obstante, se observa un comportamiento no esperado en la monotońıa de la velocidad, ya que
el estado 1P presenta una velocidad menor que la del estado fundamental. Este fenómeno se observa
en la literatura [200,206,217,218], y una de las explicaciones posibles parte del comportamiento de
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la función de onda en el origen para los estados con momento angular l = 1, que, a diferencia de
los estados con l = 0, toma valores despreciables. Esto implica una menor probabilidad de que las
part́ıculas se superpongan, lo que simplifica el estudio de la interacción, mejorando la aproximación
de dos cuerpos utilizada. Siguiendo esta cadena de razonamiento, se puede dar lugar a velocidades
menores para estados con l = 1.

Las correcciones individuales para cada estado, aśı como las masas finales con correcciones inclui-
das, se muestran en la Tabla (5.3). Puede observarse, por ejemplo, que en los dos primeros estados
todas las correcciones toman el mismo valor, con excepción del término asociado a la interacción
spin–spin. Cabe aclarar que en la tabla se presentan sólo algunos d́ıgitos significativos, mientras que
los cálculos se realizaron con mayor precisión numérica.

Estado
Corrección
relativista

Correcciones
cinéticas Spin-órbita Spin-spin Tensorial Masa

ηb(1S) -0.0254 -0.0022 0 -0.0652 0 9.3956(480)
γ(1S) -0.0254 -0.0022 0 0.0217 0 9.4825(484)
χb0(1P ) -0.0099 -0.0134 -0.0265 0.0000 -0.0089 9.8579(504)
χb1(1P ) -0.0099 -0.0134 -0.0132 0.0000 0.0044 9.8844(506)
hb(1P ) -0.0099 -0.0134 0 0.0001 0 9.8933(506)
χb2(1P ) -0.0099 -0.0134 0.0132 0.0000 -0.0009 9.9055(507)
ηb(2S) -0.0650 -0.0306 0 -0.0652 0 9.9679(511)
γ(2S) -0.0650 -0.0306 0 0.0217 0 10.0153(512)
χb0(2P ) -0.0322 -0.0216 -0.0265 0.0000 -0.0089 10.2391(523)
χb1(2P ) -0.0322 -0.0216 -0.0132 0.0000 0.0044 10.2625(524)
hb(2P ) -0.0322 -0.0216 0 0.0001 0 10.2703(525)
χb2(2P ) -0.0322 -0.0216 0.0132 0.0000 -0.0009 10.2812(525)

Tabla 5.3: Valores de las correcciones para cada estado del bottomonium en GeV utilizando el ajuste
de los niveles n = 1 y n = 2 con todas las correcciones del OGE.

Las curvas de nivel del error en función de los distintos parámetros del modelo se muestran en la
Fig. (5.2). A partir de estas gráficas, se observa que el error presenta una dependencia débil tanto
con la masa del gluon como con la constante de acoplamiento, de modo que errores del mismo orden
pueden obtenerse para una amplia región de estos parámetros. En particular, no puede descartarse
a priori la posibilidad de una masa del gluon nula. En contraste, la masa del quark bottom y la
tensión de la cuerda quedan mejor determinadas dentro de la región analizada.
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Figura 5.2: Curvas de nivel del error en función de distintos parámetros del modelo halladas a partir
del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 incluyendo todas del correcciones del OGE. Con un punto
rojo se representa el valor de los parámetros con menor error.

Esquema (b)

Repitiendo el ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2, pero considerando únicamente correcciones
dependientes del spin, se obtiene un error mı́nimo para g = 1.99, mg = 0.05 GeV, b = 0.21 GeV2

y mb = 4.700 GeV, con un error relativo de 0.00126. El espectro correspondiente se muestra en la
Fig. (5.3). Nuevamente, el modelo reproduce el comportamiento general del espectro experimental,
aunque los estados más afectados continúan siendo aquellos más sensibles a la interacción spin-spin.
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Figura 5.3: Espectro de masas del bottomonium obtenido del ajuste de los niveles con n = 1 y
n = 2 utilizando únicamente correcciones debido al spin. Las ĺıneas punteadas corresponden a los
resultados obtenidos utilizando el modelo. Las ĺıneas continuas son los resultados experimentales
presentados en la Tabla (5.12).

En este caso, se obtiene una separación hiperfina de ∆m(1S) = 0.0969 GeV y ∆m(2S) = 0.0501
GeV, valores que resultan mayores que los observados tanto experimentalmente como en simula-
ciones numéricas. Las cantidades extráıdas de las funciones de onda se presentan en la Tabla (5.4)
donde nuevamente se verifica la consistencia de la aproximación no relativista, aunque persiste el
comportamiento no monótono de la velocidad entre los distintos esatdos. Se observa que las veloci-
dades de los niveles excitados radialmente son menores en este ajuste que en el anterior.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
1S 9.4663 1.0458 0.0836
1P 9.8943 1.9151 0.0701
2S 10.0134 6.5207 0.0836
2P 10.2680 10.5355 0.0873

Tabla 5.4: Algunos resultados extráıdos de la función de onda del bottomonium correspondiente al
ajuste de los niveles n = 1 y n = 2 utilizando únicamente correcciones dependientes del spin.

Las correcciones dependientes del spin y las masas finales se muestran en la Tabla (5.5). Las
dependencias del error con los parámetros, ilustradas en la Fig. (5.4), resultan muy similares a las
del caso con todas las correcciones, mostrando que es posible obtener errores del mismo orden con
valores distintos de g y mg.
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Estado Spin-órbita Spin-spin Tensorial Masa

ηb(1S) 0 -0.07266 0 9.3936(531)
γ(1S) 0 0.0242 0 9.4905(535)
χb0(1P ) -0.0270 0.0000 -0.0090 9.8582(558)
χb1(1P ) -0.0135 0.0000 0.0045 9.8852(560)
hb(1P ) 0 0.0000 0 9.8943(560)
χb2(1P ) 0.0135 0.0000 -0.0009 9.9069(561)
ηb(2S) 0 -0.0727 0 9.9758(566)
γ(2S) 0 0.0242 0 10.0259(567)
χb0(2P ) -0.0270 0.0000 -0.0090 10.2367(579)
χb1(2P ) -0.0135 0.0000 0.0045 10.2602(580)
hb(2P ) 0 0.0000 0 10.2680(581)
χb2(2P ) 0.0135 0.0000 -0.0009 10.2789(581)

Tabla 5.5: Valores de las correcciones para cada estado del bottomonium en GeV utilizando el ajuste
de los niveles n = 1 y n = 2 únicamente con correcciones debido al spin.

Figura 5.4: Curvas de nivel del error en función de distintos parámetros del modelo halladas a partir
del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 incluyendo únicamente las correcciones de spin. Con un
punto rojo se representa el valor de los parámetros con menor error.

Si comparamos estos resultados con los del esquema anterior, notamos que ambos esquemas
permiten ajustar el espectro experimental del bottomonium, obteniendo errores pequeños y com-
parables. Se lograron ajustar los estados excitados (n = 2) incluso con un modelo no relativista,
y la velocidad de los quarks constituyentes en estos estados probó ser mucho menor a la velocidad
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de la luz, validando este ajuste. Si bien los parámetros obtenidos en ambos casos son similares, el
esquema (b) favorece masas del gluon más pequeñas. En cuanto a los efectos hiperfinos, el ajuste que
incluye todas las correcciones parece reproducir levemente mejor los valores experimentales, aunque
en ambos enfoques estos efectos son sobrestimados.

En lo que respecta a las correcciones, en el esquema (a) se observa que tanto la corrección re-
lativista como los términos cinéticos contribuyen de forma no despreciable. No obstante, se logra
reproducir el espectro incluso cuando no se incluyen en el esquema (b). Las correcciones de tipo
spin–spin presentan, en general, valores muy pequeños, con la excepción de algunos estados con
momento angular orbital nulo (l = 0), donde su efecto se vuelve más significativo. Por su parte,
las correcciones spin–órbita y tensoriales contribuyen a la separación de masas de los estados χb,
tomando valores nulos para los demás estados. Como es esperable, al considerar el esquema (b), con
correcciones únicamente de spin, las contribuciones spin–spin aumentan, mientras que el resto de
las correcciones se mantienen prácticamente inalteradas.

Esquema (c)

Cuando el ajuste se restringe exclusivamente a los niveles con n = 1, incluyendo todas las co-
rrecciones del OGE, se obtiene un error mı́nimo para g = 1.75, mg = 0.04 GeV, b = 0.33 GeV2 y
mb = 4.575 GeV, con un error relativo a los datos experimentales de 0.00014. Como es de de esperar,
al reducir el número de estados ajustados manteniendo la misma cantidad de parámetros libres, el
error disminuye aproximadamente un orden de magnitud.
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Figura 5.5: Espectro de masas del bottomonium obtenido del ajuste de los niveles con n = 1 utili-
zando todas las correcciones del OGE. Las ĺıneas punteadas corresponden a los resultados obtenidos
utilizando el modelo. Las ĺıneas continuas son los resultados experimentales presentados en la Tabla
(5.12).

El espectro correspondiente, mostrado en la Fig. (5.5), reproduce con gran precisión los esatdos
fundamentales y resuelve en gran medida las discrepancias hiperfinas, obteniendo ∆m(1S) = 0.0625
GeV, muy cercano a los valores experimentales. En contraste, los estados con n = 2 no se predicen
adecuadamente, aunque conservan el comportamiento cualitativo esperado. Para estos niveles exci-
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tados se obtiene ∆m(2S) = 0.0410 GeV, cercano al valor experimental pero nuevamente alejado de
los resultados del lattice.

Las magnitudes extráıdas de las funciones de onda se presentan en la Tabla (5.6), donde se veri-
fica nuevamente la validez de la aproximación no relativista. En esta tabla se presentan también los
resultados para los niveles excitados radialmente, si bien no son ajustados, śı podemos predecir los
valores con este modelo. Las correcciones individuales y las masas finales se muestran en la Tabla
(5.7), destacándose nuevamente el rol de la interacción spin–spin en los desdoblamientos hiperfinos.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
1S 9.4714 1.0528 0.0821
1P 9.9270 1.7617 0.0846
2S 10.1066 5.5284 0.1019
2P 10.4085 8.4346 0.1117

Tabla 5.6: Algunos resultados extráıdos de la función de onda del bottomonium correspondiente al
ajuste de los niveles n = 1 utilizando todas las correcciones del OGE.

Estado
Corrección
relativista

Correcciones
cinéticas Spin-órbita Spin-spin Tensorial Masa

ηb(1S) -0.0219 -0.0045 0 -0.0469 0 9.3980(318)
γ(1S) -0.0219 -0.0045 0 0.0156 0 9.4606(320)
χb0(1P ) -0.0135 -0.0151 -0.0268 0.0000 -0.0089 9.8628(334)
χb1(1P ) -0.0135 -0.0151 -0.0134 0.0000 0.0045 9.8895(335)
hb(1P ) -0.0135 -0.0151 0 0.0000 0 9.8985(335)
χb2(1P ) -0.0135 -0.0151 0.0134 0.0000 -0.0009 9.9109(336)
ηb(2S) -0.0707 -0.0328 0 -0.0469 0 10.0261(338)
γ(2S) -0.0707 -0.0328 0 0.0156 0 10.0670(339)
χb0(2P ) -0.0471 -0.0255 -0.0268 0.0000 -0.0089 10.3268(346)
χb1(2P ) -0.0471 -0.0255 -0.0134 0.0000 0.0045 10.3514(347)
hb(2P ) -0.0471 -0.0255 0 0.0000 0 10.3595(347)
χb2(2P ) -0.0471 -0.0255 0.0134 0.0000 -0.0009 10.3710(348)

Tabla 5.7: Valores de las correcciones para cada estado en GeV utilizando el ajuste de los niveles
n = 1 con todas las correcciones del OGE.

Los gráficos del error en función de los diferentes parámetros se presentan en la Fig. (5.6). Se
observa una dependencia similar a la encontrada con los esquemas anteriores. En particular, la de-
pendencia con la masa del gluon y con la constante de acoplamiento resulta leve, mientras que el
mı́nimo del error se desplaza ahora hacia valores más bajos de estos parámetros.
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Figura 5.6: Curvas de nivel del error en función de distintos parámetros del modelo halladas a partir
del ajuste de los niveles con n = 1 incluyendo todas las correcciones del OGE. Con un punto rojo
se representa el valor de los parámetros con menor error.

Esquema (d)

Finalmente, al repetir el ajuste de los niveles con n = 1 considerando únicamente correcciones
dependientes del spin, se obtiene un error mı́nimo para g = 1.75, mg = 0.11 GeV, b = 0.33 GeV2

y mb = 4.550 GeV. El error relativo a los datos experimentales es 0.00015, del mismo orden que
cuando usamos todas las correcciones.

El espectro reproducido por los parámetros que minimizan el error se muestra en la Fig. (5.7).
Nuevamente, al ajustar únicamente los niveles con n = 1 se logra reproducir muy bien esta parte
del espectro, mientras que los estados con n = 2 no se predicen adecuadamente. Las correcciones
hiperfinas mejoran en comparación con el caso del ajuste conjunto de n = 1 y n = 2, obteniendo
∆m(1S) = 0.0623 GeV y ∆m(2S) = 0.0409 GeV, valores muy similares a los obtenidos con el es-
quema (c).
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Figura 5.7: Espectro de masas del bottomonium obtenido del ajuste de los niveles con n = 1 utili-
zando únicamente correcciones debido a interacciones del spin. Las ĺıneas punteadas corresponden a
los resultados obtenidos utilizando el modelo. Las ĺıneas continuas son los resultados experimentales
presentados en la Tabla (5.12).

En la Tabla (5.8) se presentan los resultados obtenidos utilizando las funciones de onda que ve-
rifican la ecuación de Schrödinger. Nuevamente, se observa que las velocidades obtenidas son mucho
menores que la velocidad de la luz, en concordancia con la aproximación no relativista. En este caso
śı se obtiene un comportamiento monótono de la velocidad. En la Tabla (5.9) se encuentran los
valores de las correcciones para cada estado, aśı como los resultados de las masas con correcciones
incluidas.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
1S 9.4445 1.0570 0.0819
1P 9.8992 1.7679 0.0845
2S 10.0786 5.5671 0.1017
2P 10.3801 8.4906 0.1116

Tabla 5.8: Algunos resultados extráıdos de la función de onda correspondiente al ajuste de los niveles
n = 1 utilizando únicamente correcciones dependientes del spin.
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Estado Spin-órbita Spin-spin Tensorial Masa

ηb(1S) 0 -0.0467 0 9.3978(318)
γ(1S) 0 0.0156 0 9.4601(320)
χb0(1P ) -0.0266 0.0000 -0.0089 9.8636(334)
χb1(1P ) -0.0133 0.0000 0.0045 9.8903(335)
hb(1P ) 0 0.0001 0 9.8992(335)
χb2(1P ) 0.0133 0.0000 -0.0089 9.9116(336)
ηb(2S) 0 -0.0467 0 10.0480(338)
γ(2S) 0 0.0156 0 10.0889(339)
χb0(2P ) -0.0266 0.0000 -0.0089 10.3474(346)
χb1(2P ) -0.0133 0.0000 0.0045 10.3720(347)
hb(2P ) 0 0.0001 0 10.3801(347)
χb2(2P ) 0.0133 0.0000 -0.0089 10.3915(348)

Tabla 5.9: Valores de las correcciones para cada estado, en GeV, utilizando el ajuste de los niveles
n = 1 únicamente con correcciones debido al spin.

Al comprar los resultados del esquema (c) y (d) se observa que ambos esquemas logran reproducir
los resultados experimentales de los estados con n = 1. Sin embargo, ambos fallan en la predicción de
los estados excitados con n = 2. Los errores obtenidos son pequeños y del mismo orden de magnitud
en ambos casos. Los parámetros ajustados resultan muy similares, difiriendo principalmente en el
valor de la masa del gluon, que es menor cuando se consideran todas las correcciones. Un aspecto a
destacar es que el valor obtenido para la constante de acoplamiento es menor en el ajuste restringido
a los niveles con n = 1; para reproducir simultáneamente los niveles con n = 2 es necesario aumentar
el acoplamiento, como se observa en la Tabla (5.10).

Ajuste Esquema (a) Esquema (b) Esquema (c) Esquema (d)

g 1.94 1.99 1.75 1.75
mg (GeV) 0.11 0.05 0.04 0.11
b (GeV)2 0.23 0.21 0.33 0.33
mb (GeV) 4.675 4.700 4.575 4.550

Error 0.00132 0.00126 0.00014 0.00015

Tabla 5.10: Parámetros obtenidos a partir del ajuste del espectro del bottomonium para distintos
esquemas de ajuste. El esquema (a) corresponde al ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 del
bottomonium utilizando todas las correcciones del OGE. El esquema (b) corresponde a ajustar los
mismos niveles pero utilizando sólo correcciones de spin. El esquema (c) es en el que se ajustan de
los niveles con n = 1 del bottomonium incluyendo todas las correcciones de OGE y el esquema (d)
es análogo pero incluyendo únicamente correcciones de spin.

Comparación con la literatura

En la Tabla (5.11) se recopilan distintos resultados teóricos disponibles en la literatura del es-
pectro del bottomonium calculado utilizando diferentes modelos. Las primeras dos referencias, [219]
y [188], utilizan modelos no relativistas, en el segundo caso considerando un gluon masivo y en el
primer caso con una masa del gluon nula. Mientras que la referencia [220] obtiene el espectro a partir
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de la ecuación de Bethe-Salpeter y la referencia [221] aplica un potencial relativista, en ambos casos
se consideran gluones sin masa. Se observa que los valores obtenidos en este trabajo son consistentes
con la literatura. En particular, la separación hiperfina de los estados resulta ser un problema para
todas las referencias presentadas, en ciertos casos obteniendo separaciones más grandes a lo obser-
vado experimentalmente y otros más pequeñas. El mejor ajuste de esta separación viene de nuestro
modelo cuando se ajustan solamente los niveles con n = 1.

Comparando nuestros resultados con los hallados en [219], si bien el modelo utilizado para des-
cribir el potencial de interacción entre los quarks no es el mismo, se obtienen masas del gluon muy
similares cuando utilizamos los esquemas (b) y (c), aśı como una constante de acoplamiento cercana
a la de los esquemas (a) y (b).

Estado Esquema (a) Esquema (b) Esquema (c) Esquema (d) [219] [188] [220] [221]

ηb(1S) 9.3956(480) 9.3936(531) 9.3980(318) 9.3978(318) 9.38 9.4191 9.405 9.4064
γ(1S) 9.4825(484) 9.4905(535) 9.4606(320) 9.4601(320) 9.46 9.4515 9.488 9.4511
χb0(1P ) 9.8579(504) 9.8582(558) 9.8628(334) 9.8636(334) - 9.8949 9.831 9.8387
χb1(1P ) 9.8844(506) 9.8852(560) 9.8895(335) 9.8903(335) - 9.9253 9.878 9.8657
hb(1P ) 9.8933(506) 9.8943(560) 9.8985(335) 9.8992(335) - 9.9282 9.873 9.8729
χb2(1P ) 9.9055(507) 9.9069(561) 9.9109(336) 9.9116(336) - 9.9457 9.927 9.8856
ηb(2S) 9.9679(511) 9.9758(566) 10.0261(338) 10.0480(338) 9.60 - - 9.9989
γ(2S) 10.0153(512) 10.0259(567) 10.0670(339) 10.0889(339) 9.68 10.0435 - 10.0238
χb0(2P ) 10.2391(523) 10.2367(579) 10.3268(346) 10.3474(346) - 10.2813 - 10.2449
χb1(2P ) 10.2625(524) 10.2602(580) 10.3514(347) 10.3720(347) - 10.3070 - 10.2662
hb(2P ) 10.2703(525) 10.2680(581) 10.3595(347) 10.3801(347) - - - 10.2717
χb2(2P ) 10.2812(525) 10.2789(581) 10.3710(348) 10.3915(348) - 10.3226 - 10.2823

Tabla 5.11: Espectro del bottomonium en GeV obtenido en este trabajo y en distintos trabajos
teóricos.

5.2. Ajuste del espectro del charmonium

A partir de los valores experimentales del espectro de masas del charmonium se determinó el
conjunto de parámetros del modelo (g,mg, b,mc) que minimiza el error relativo respecto a los datos
experimentales. Para ello se utilizaron los valores reportados por el PDG 2025, que se presentan en
la Tabla (5.12).

A diferencia del caso del bottomonium, la menor masa del quark charm implica velocidades
internas más grandes, por lo que se espera que la aproximación no relativista sea menos precisa y
que el ajuste global resulte de peor calidad. En este contexto, se exploraron los rangos de parámetros
indicados a continuación, analizando la sensibilidad del error a cada uno de ellos.

1.6 ≤ g ≤ 2.1,

0.01 GeV ≤ mg ≤ 0.60 GeV,

0.15 GeV2 ≤ b ≤ 0.40 GeV2,

1.15 GeV ≤ mc ≤ 1.45 GeV.
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Estado Masa (GeV) jpc n2s+1lj

ηc(1S) 2.9839(4) 0−+ 11S0

J/ψ(1S) 3.096900(6) 1−− 13S1

χc0(1P ) 3.41471(30) 0++ 13P0

χc1(1P ) 3.51067(5) 1++ 13P1

hc(1P ) 3.52537(14) 1+− 11P1

χc2(1P ) 3.55617(7) 2++ 13P2

ηc(2S) 3.6377(11) 0−+ 21S0

ψ(2S) 3.68610(6) 1−− 23S1

Tabla 5.12: Valores experimentales del espectro de masas del charmonium utilizados para ajustar
los parámetros del modelo.

Esquema (a)

Cuando se ajustan simultáneamente los niveles con n = 1 y n = 2 del espectro del charmonium
utilizando todas las correcciones del OGE, obtenemos un mı́nimo en g = 1.90, mg = 0.06 GeV,
b = 0.25 GeV2 y mc = 1.250 GeV. Este conjunto de parámetros presenta un error relativo a los
datos experimentales de 0.00356. El espectro producido se muestra en la Fig. (5.8).
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Figura 5.8: Espectro de masas del charmonium obtenido del ajuste de los niveles con n = 1 y
n = 2 utilizando todas las correcciones del OGE. Las ĺıneas punteadas corresponden a los resultados
obtenidos utilizando el modelo. Las ĺıneas continuas son los resultados experimentales presentados
en la Tabla (5.12).

El espectro calculado reproduce de forma razonable el comportamiento general de los datos expe-
rimentales, aunque con un error mayor que en el caso del bottomonium. Este resultado es esperable,
dado que la menor masa del quark charm hace que la aproximación no relativista sea menos precisa.
Las mayores discrepancias aparecen en los estados con n = 2, donde la única contribución relevante
proviene de la interacción spin–spin. En particular, se obtiene una separación ∆m(2S) = 0.0883
GeV, significativamente mayor que la observada experimentalmente. En contraste, los estados con
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n = 1 se reproducen adecuadamente, obteniéndose una separación entre los estados 11S0 y 13S1

de ∆m(1S) = 0.1103 GeV, compatible tanto con los valores experimentales como con resultados
numéricos del lattice.

Las magnitudes extráıdas de las funciones de onda que satisfacen la ecuación de Schrödinger se
presentan en la Tabla (5.13). Al igual que en el caso del bottomonium, se muestran la masa sin co-
rrecciones M0, el radio esperado del mesón y la velocidad cuadrática media del quark constituyente,
en unidades donde c = 1. Como era de esperar, las velocidades obtenidas son mayores que en el caso
del bottomonium, reflejando la menor masa del quark charm. Mientras que los estados con n = 1
aún pueden describirse dentro de una aproximación no relativista, los estados excitados con n = 2
presentan valores de ⟨v2⟩ más elevados, lo que dificulta describirlos como no relativistas.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
1S 3.1474 2.0112 0.2538
1P 3.6219 3.1272 0.3088
2S 3.8696 17.4107 0.3735

Tabla 5.13: Algunos resultados extráıdos de la función de onda del charmonium correspondiente al
ajuste de los niveles n = 1 y n = 2 utilizando todas las correcciones del OGE.

En la Tabla (5.14) se presentan los valores de las correcciones para cada estado, junto con las
masas finales obtenidas. Se observa que las correcciones relativistas son mayores para los estados
con n = 2, donde esperamos que los efectos relativistas sean más notorios. Por otro lado, el efecto
conjunto de las correcciones cinéticas resulta ser del orden de las demás correcciones, motivando el
estudio del caso donde estas correcciones no se tienen en cuenta.

Estado
Corrección
relativista

Correcciones
cinéticas Spin-órbita Spin-spin Tensorial Masa

ηb(1S) -0.0624 -0.0122 0 -0.0827 0 2.9902(140)
J/ψ(1S) -0.0624 -0.0122 0 0.0276 0 3.1005(146)
χc0(1P ) -0.0644 -0.0384 -0.0714 0.0000 -0.0239 3.4237(161)
χc1(1P ) -0.0644 -0.0384 -0.0357 0.0000 0.0120 3.4952(165)
hc(1P ) -0.0644 -0.0384 0 0.0001 0 3.5192(166)
χc2(1P ) -0.0644 -0.0384 0.0357 0.0000 -0.0024 3.5523(167)
ηc(2S) -0.2761 -0.0777 0 -0.0827 0 3.6245(171)
ψ(2S) -0.2761 -0.0777 0 0.0276 0 3.7128(173)

Tabla 5.14: Valores de las correcciones para cada estado del charmonium en GeV utilizando el ajuste
de los niveles n = 1 y n = 2 con todas las correcciones del OGE.

La dependencia del error con los distintos parámetros del modelo se muestra en la Fig. (5.9). Se
observa un comportamiento global muy similar al obtenido para el bottomonium. La dependencia
con la masa del gluon y la constante de acoplamiento es débil, y se observan diversos mı́nimos locales
para distintas masas del gluon.
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Figura 5.9: Curvas de nivel del error en función de distintos parámetros del modelo halladas a partir
del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 incluyendo todas del correcciones del OGE. Con un punto
rojo se representa el valor de los parámetros con menor error.

Esquema (b)

Al repetir el ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 considerando únicamente las correcciones de-
pendientes del spin, se obtiene un mı́nimo en g = 2.10, mg = 0.01 GeV, b = 0.19 GeV2 y mc = 1.325
GeV. Este conjunto de parámetros tiene un error relativo a los datos experimentales de 0.00563 y
el espectro producido se observa en la Fig. (5.10).

En este caso, el modelo vuelve a reproducir el comportamiento general del espectro experimental,
aunque el ajuste resulta globalmente peor que cuando se incluyen todas las correcciones. El error
aumenta levemente y las mayores discrepancias se observan en los estados 11S0 y 13S1, cuya separa-
ción resulta ∆m(1S) = 0.1299 GeV, mayor tanto a los resultados experimentales, como al obtenido
al incluir todas las correcciones. Un comportamiento similar se observa para los estados 21S0 y 23S1,
con una separación ∆m(2S) = 0.0948 GeV.
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Figura 5.10: Espectro de masas del charmonium obtenido del ajuste de los niveles con n = 1 y
n = 2 utilizando únicamente correcciones debido a interacciones del spin. Las ĺıneas punteadas
corresponden a los resultados obtenidos utilizando el modelo. Las ĺıneas continuas son los resultados
experimentales presentados en la Tabla (5.12).

Los resultados extráıdos de las funciones de onda correspondientes a este ajuste se presentan en
la Tabla (5.15). Se observa que las velocidades cuadráticas medias resultan menores que en el caso
con todas las correcciones, a pesar de que el ajuste global es peor. Sin embargo, el radio esperado
que se obtuvo para los estados radialmente excitados es mucho mayor al esperado para un hadrón,
mostrando algún problema en el modelo. Las correcciones dependientes del spin y las masas finales
correspondientes se muestran en la Tabla (5.16).

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
1S 3.0810 2.0423 0.2344
1P 3.5079 3.2841 0.2645
2S 3.7038 19.2122 0.3192

Tabla 5.15: Algunos resultados extráıdos de la función de onda del charmonium correspondiente al
ajuste de los niveles n = 1 y n = 2 utilizando únicamente correcciones dependientes del spin.
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Estado Spin-órbita Spin-spin Tensorial Masa

ηc(1S) 0 -0.0975 0 2.9836(209)
J/ψ(1S) 0 0.0325 0 3.1135(217)
χc0(1P ) -0.0691 0.0000 -0.0230 3.4158(240)
χc1(1P ) -0.0345 0.0000 0.0115 3.4849(246)
hc(1P ) 0 0.0000 0 3.5079(247)
χc2(1P ) 0.0345 0.0000 -0.0023 3.5402(250)
ηc(2S) 0 -0.0975 0 3.6327(255)
ψ(2S) 0 0.0325 0 3.7275(259)

Tabla 5.16: Valores de las correcciones para cada estado del charmonium, en GeV, utilizando el
ajuste de los niveles n = 1 y n = 2 únicamente con correcciones debido al spin.

Los gráficos del error en función de los diferentes parámetros se observan en la Fig. (5.11).
Las dependencias con los parámetros son muy similares al esquema anterior. Se logra ajustar el
charmonium con un error del mismo orden que antes pero con una masa del gluon y constante de
acoplamiento distintas.

Figura 5.11: Curvas de nivel del error en función de distintos parámetros del modelo halladas a partir
del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 incluyendo únicamente las correcciones de spin. Con un
punto rojo se representa el valor de los parámetros con menor error.
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Esquema (c)

Al restringir el ajuste exclusivamente a los niveles con número cuántico n = 1 e incluir todas
las correcciones del OGE, se obtiene un mı́nimo para g = 1.925, mg = 0.03 GeV, b = 0.26 GeV2 y
mc = 1.250 GeV, con un error relativo respecto a los datos experimentales de 0.00152. Este error
disminuye respecto al ajuste simultaneo de los estados base y los excitados radialmente, pero con-
tinúa siendo mayor que el obtenido ajustando bottomonium.

El espectro correspondiente a este conjunto de parámetros se muestra en la Fig. (5.12). Los
estados con n = 1 se reproducen con gran precisión, incluyendo adecuadamente los efectos de las
correcciones hiperfinas en los niveles fundamentales, obteniendo una separación de ∆m(1S) = 0.1194
GeV muy próxima a los resultados experimentales. El comportamiento del primer estado con n = 2
se predice de forma cualitativamente correcta; sin embargo, el estado 23S0 no se reproduce adecua-
damente, lo que conduce a una separación hiperfina para los niveles excitados de ∆m(2S) = 0.0952
GeV, alejada del valor experimental.
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Figura 5.12: Espectro de masas del charmonium obtenido del ajuste de los niveles con n = 1 utili-
zando todas las correcciones del OGE. Las ĺıneas punteadas corresponden a los resultados obtenidos
utilizando el modelo. Las ĺıneas continuas son los resultados experimentales presentados en la Tabla
(5.12).

En la Tabla (5.17) se presentan las magnitudes calculadas a partir de las funciones de onda que
satisfacen la ecuación de Schrödinger. Las velocidades se mantienen igual que en los casos anteriores,
y el radio de los estados excitados nuevamente muestra un problema. Las correcciones individuales
y las masas finales se muestran en la Tabla (5.18).
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n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
1S 3.1503 1.9804 0.2618
1P 3.6395 3.0826 0.3179
2S 3.8938 16.9184 0.3844

Tabla 5.17: Algunos resultados extráıdos de la función de onda del charmonium correspondiente al
ajuste de los niveles n = 1 utilizando todas las correcciones del OGE.

Estado
Corrección
relativista

Correcciones
cinéticas Spin-órbita Spin-spin Tensorial Masa

ηc(1S) -0.0681 -0.0156 0 -0.0937 0 2.9790(148)
J/ψ(1S) -0.0681 -0.0156 0 0.0312 0 3.0984(153)
χc0(1P ) -0.0688 -0.0453 -0.0795 0.0000 -0.0265 3.4246(169)
χc1(1P ) -0.0688 -0.0453 -0.0397 0.0000 0.0133 3.5017(174)
hc(1P ) -0.0688 -0.0453 0 0.0000 0 3.5274(175)
χc2(1P ) -0.0688 -0.0453 0.0397 0.0000 -0.0027 3.5632(176)
ηc(2S) -0.2969 -0.0930 0 -0.0937 0 3.6286(180)
ψ(2S) -0.2969 -0.0930 0 0.0312 0 3.7238(183)

Tabla 5.18: Valores de las correcciones para cada estado del charmonium, en GeV, utilizando el
ajuste de los niveles n = 1 con todas las correcciones del OGE.

Los gráficos del error en función de los diferentes parámetros se presentan en la Fig. (5.13). Ob-
servamos una dependencia similar al caso del ajuste de n = 1 y n = 2.
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Figura 5.13: Curvas de nivel del error en función de distintos parámetros del modelo halladas a
partir del ajuste de los niveles con n = 1 incluyendo todas las correcciones del OGE. Con un punto
rojo se representa el valor de los parámetros con menor error.

Esquema (d)

Cuando el ajuste de los niveles con n = 1 se realiza considerando únicamente correcciones depen-
dientes del spin, se obtiene un mı́nimo para g = 2.00, mg = 0.09 GeV, b = 0.22 GeV2 y mc = 1.250
GeV. El error relativo a los datos experimentales es de 0.00189, del mismo orden que cuando usamos
todas las correcciones.

El espectro producido por los parámetros con menor error se observa en la Fig. (5.14). Nuevamen-
te, ajustando solamente los niveles con n = 1 se logra reproducir muy bien esta parte del espectro.
Sin embargo, no se predicen bien ninguno de los niveles con n = 2. Las correcciones hiperfinas dan
∆m(1S) = 0.1201 GeV y ∆m(2S) = 0.0928 GeV, muy similares al caso donde se utilizan todas las
correcciones. Como antes, la separación correspondiente a n = 1 resulta cercana a la experimental,
mientras que para n = 2 se encuentra sobrestimada.
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Figura 5.14: Espectro de masas del charmonium obtenido del ajuste de los niveles con n = 1 utili-
zando únicamente correcciones debido a interacciones del spin. Las ĺıneas punteadas corresponden a
los resultados obtenidos utilizando el modelo. Las ĺıneas continuas son los resultados experimentales
presentados en la Tabla (5.12).

En la Tabla (5.19) se encuentran los resultados obtenidos a partir de las funciones de onda co-
rrespondientes a este ajuste. Nuevamente, los valores de las velocidades se sitúan en el ĺımite de
validez de la aproximación no relativista, y el radio de los estados excitados es problemático. Las
correcciones dependientes del spin y las masas finales correspondientes se muestran en la Tabla (5.20).

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
1S 3.0723 2.0552 0.2439
1P 3.5238 3.2384 0.2881
2S 3.7477 18.6729 0.3482

Tabla 5.19: Algunos resultados extráıdos de la función de onda del charmonium correspondiente al
ajuste de los niveles n = 1 utilizando únicamente correcciones dependientes del spin.
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Estado Spin-órbita Spin-spin Tensorial Masa

ηc(1S) 0 -0.0901 0 2.9822(172)
J/ψ(1S) 0 0.0300 0 3.1023(179)
χc0(1P ) -0.0714 -0.0001 -0.0240 3.4282(197)
χc1(1P ) -0.0357 -0.0001 0.0120 3.5000(203)
hc(1P ) 0 0.0003 0 3.5241(204)
χc2(1P ) 0.0357 -0.0001 -0.0024 3.5569(205)
ηc(2S) 0 -0.0901 0 3.6781(210)
ψ(2S) 0 0.0300 0 3.7709(213)

Tabla 5.20: Valores de las correcciones para cada estado del charmonium, en GeV, utilizando el
ajuste de los niveles n = 1 únicamente con correcciones debido al spin.

Los gráficos del error en función de los diferentes parámetros se presentan en la Fig. (5.15). Ob-
servamos una dependencia similar al caso del ajuste de n = 1 y n = 2.

Figura 5.15: Curvas de nivel del error en función de distintos parámetros del modelo halladas a partir
del ajuste de los niveles con n = 1 incluyendo únicamente las correcciones de spin. Con un punto
rojo se representa el valor de los parámetros con menor error.

En conjunto, todos los esquemas utilizados permiten ajustar el espectro experimental del char-
monium. Como es esperado, se obtiene un error relativo a los datos experimentales menor cuando se
ajustan únicamente los niveles con n = 1. Sin embargo, comparando los esquemas (a) y (c) contra
los esquemas (b) y (d), los errores hallados resultan comparables. El esquema que incluye todas
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las correcciones describe de manera más precisa los efectos hiperfinos para los estados con n = 1,
mientras que para n = 2 estos efectos son sobrestimados en ambos enfoques.

Resulta notable que incluso los estados excitados con n = 2 puedan describirse dentro de un
modelo no relativista, aunque en este caso las velocidades cuadráticas medias obtenidas no son
particularmente pequeñas. Si bien el error obtenido al ajustar únicamente los niveles con n = 1 es
pequeño, no alcanza los valores observados en el bottomonium, lo que sugiere que la aproximación no
relativista resulta menos precisa para el sistema de charmonium. El contraste entre ambos sistemas
refuerza la interpretación del modelo como una descripción válida en el régimen de quarks pesados,
cuya calidad disminuye al reducir la masa de los quarks constituyentes.

En cuanto a las correcciones individuales, el término de corrección relativista a la enerǵıa cinética
toma valores más elevados para el charmonium que para el bottomonium como es esperado. De la
misma forma, las correcciones cinéticas también resultan mayores en el caso de charmonium, debido
a las velocidades más elevadas.

A diferencia del caso del bottomonium, no parece ser necesario aumentar la constante de aco-
plamiento para ajustar los niveles n = 2, aunque en este caso tenemos un menor número de estados
excitados para ajustar. Los valores ajustados para la masa efectiva del gluon son menores en el caso
del charmonium que en el bottomonium, aunque la dependencia del error con este parámetro es
muy débil. Un resumen de los resultados obtenidos con los distintos esquemas de ajuste se puede
observar en la Tabla (5.21).

Ajuste Esquema (a) Esquema (b) Esquema (c) Esquema (d)

g 1.90 2.10 1.925 2.00
mg (GeV) 0.06 0.01 0.03 0.09
b (GeV)2 0.25 0.19 0.26 0.22
mc (GeV) 1.250 1.325 1.250 1.250

Error 0.00356 0.00563 0.00152 0.00189

Tabla 5.21: Parámetros obtenidos a partir del ajuste del espectro del charmonium para distintos
esquemas de ajuste. El esquema (a) corresponde al ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 del
charmonium utilizando todas las correcciones del OGE. El esquema (b) corresponde a ajustar los
mismos niveles pero utilizando sólo correcciones de spin. El esquema (c) es en el que se ajustan los
niveles con n = 1 del charmonium incluyendo todas las correcciones de OGE y el esquema (d) es
análogo pero incluyendo únicamente correcciones de spin.

Al considerar un modelo con gluones masivos, no resulta necesario tratar el término spin–spin
de forma no perturbativa para obtener una separación hiperfina apreciable. Sin embargo, el proble-
ma parece ser el opuesto: aún cuando se lo considera como una perturbación, dichas separaciones
tienden a sobrestimarse. En general, para los estados con n = 1 el efecto puede reproducirse al
ajustar únicamente los estados no excitados; pero, en todos los casos analizados, las separaciones
correspondientes a los estados con n = 2 fueron sobrestimadas.

83



Comparación con la literatura

En la Tabla (5.22) se recopilan distintos resultados teóricos disponibles en la literatura del espec-
tro del charmonium calculado utilizando diferentes modelos. Se extraen los resultados de las mismas
referencias que en el caso de bottomonium, a excepción de la última, que obtiene el espectro del
charmonium a partir de un modelo no relativista. Nuevamente, se observa que los valores obtenidos
en este trabajo son consistentes con la literatura. Todos los modelos concuerdan en el valor aproxi-
mado de la separación hiperfina de los niveles con n = 1, que pareceŕıa logar modelarse mejor que
en el bottomonium.

En el caso del esquema (c), obtenemos una masa del gluon prácticamente nula. Para este esque-
ma de ajuste, podemos comparar los parámetros hallados con los de [188] y [206]. Ambos art́ıculos
encuentran parámetros muy similares entre śı ya que utilizan en mismo modelo. Sin embargo, en
nuestro caso obtenemos una tensión de la cuerda del mismo orden, pero una constante de acopla-
miento menor. Esta diferencia se puede deber a las variaciones en los modelos utilizados.

Estado Esquema (a) Esquema (b) Esquema (c) Esquema (d) [219] [188] [220] [206]

ηc(1S) 2.9902(140) 2.9836(209) 2.9790(148) 2.9822(172) 2.98 2.98339 2.928 2.9924
J/ψ(1S) 3.1005(146) 3.1135(217) 3.0984(153) 3.1023(179) 3.10 3.0969 3.111 3.0917
χc0(1P ) 3.4237(161) 3.4158(240) 3.4246(169) 3.4282(197) - 3.4147 3.321 3.4258
χc1(1P ) 3.4952(165) 3.4849(246) 3.5017(174) 3.5000(203) - 3.5107 3.421 3.5018
hc(1P ) 3.5192(166) 3.5079(247) 3.5274(175) 3.5241(204) - 3.5254 3.582 3.5105
χc2(1P ) 3.5523(167) 3.5402(250) 3.5632(176) 3.5569(205) - 3.5562 3.818 3.5481
ηc(2S) 3.6245(171) 3.6327(255) 3.6286(180) 3.6781(210) 3.64 3.6375 - 3.6317
ψ(2S) 3.7128(173) 3.7275(259) 3.7238(183) 3.7709(213) 3.69 3.6681 - 3.6714

Tabla 5.22: Espectro del charmonium en GeV obtenido en este trabajo y en distintos trabajos
teóricos.

5.3. Conclusiones parciales

A lo largo de este caṕıtulo se analizó si el modelo no relativista con gluones masivos logra ajus-
tar el espectro de mesones pesados. Se observó que el modelo reproduce de manera razonable las
masas de los estados, obteniendo errores del orden de 10−3. Además, este estudio permitió fijar los
parámetros del potencial y estudiar el rol de las distintas correcciones a la enerǵıa.

El análisis muestra que el espectro de mesones pesados no fija la masa del gluon de forma abso-
luta, y que esta puede tomar valores en todo el espacio de parámetros considerado y aun aśı lograr
un buen ajuste de los datos, incluso en el ĺımite de gluon sin masa. En contraste, la masa del quark
constituyente y la tensión de la cuerda resultan mejor determinadas. Por otro lado, los efectos hiper-
finos se describen de forma cualitativa correcta, aunque tienden a ser sobrestimados, especialmente
en estados excitados.

En el caso del charmonium, debido a que la masa del quark charm es menor a la del bottom,
se incrementa la contribución de los efectos relativistas, obteniendo mayores discrepancias con los
resultados de los estados excitados.
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Caṕıtulo 6

Espectro de los tetraquarks

En este caṕıtulo continuamos el estudio de sistemas hadrónicos pesados compuestos por quarks
bottom y charm utilizando el modelo no relativista con gluones masivos. Esta aproximación simplifica
enormemente dicho estudio, que en el caso contrario debeŕıa realizarse a partir de las ecuaciones de
Bethe-Salpeter [222,223]. A partir de los parámetros del modelo obtenidos en el caṕıtulo anterior, se
analizan los diquarks pesados, calculando sus masas y otras propiedades estructurales. Finalmente,
el modelo se aplica al estudio de tetraquarks pesados en el esquema diquark–antidiquark, tanto en el
sector all-bottom como all-charm. Para estos sistemas se presentan los espectros obtenidos, se analiza
su estabilidad frente a decaimientos tipo fall-apart y, en el caso del sector charm, se comparan las
predicciones con resultados experimentales recientes.

6.1. Espectro de los diquarks

Una vez determinados los parámetros del modelo, los utilizamos para calcular el espectro de los
diquarks. Al igual que en la sección anterior, estudiaremos dos casos: el diquark compuesto por dos
quarks bottom y el diquark compuesto por dos quarks charm, utilizando los parámetros obtenidos
de ajustar el espectro del bottomonium y charmonium respectivamente.

Como analizamos anteriormente, los diquarks pueden estar en dos estados de color: antitriple-
te y sexteto. En la Sección 3.3 calculamos los factores de color de cada uno, y determinamos que
únicamente el antitriplete es un estado atractivo. Por esta razón, en este trabajo solamente conside-
raremos el estado antitriplete para los diquarks, con un factor de color 2/3.

Para el estudio del espectro de los diquarks, utilizamos el mismo modelo que en la sección an-
terior, ahora variando el factor de color. En lugar del factor 4/3 utilizado para el mesón, el factor
para los diquarks que nos interesa es la mitad: 2/3. Motivados por este cambio, en la literatura es
usual cambiar también el valor de la tensión de la cuerda b, utilizando para el caso de diquarks
b/2 [188, 206]. Para este trabajo adoptamos esta convención, y de esta forma, el potencial no per-
turbado del diquark es exactamente la mitad que el del mesón.

Al trabajar con un sistema de dos quarks del mismo sabor debemos prestar atención al principio
de exclusión de Pauli, según el cual dos fermiones idénticos no pueden ocupar el mismo estado. Como
consecuencia, las funciones de onda correspondientes a estados de dos fermiones iguales deben ser
antisimétricas ante su intercambio. Esta es la condición que impondremos sobre los estados encon-
trados de diquarks. Para eso, debemos prestar atención a la función de onda total del diquark, no
sólo a la parte espacial. Los diquarks considerados son simétricos en la parte de sabor, ya que los
dos quarks constituyentes son del mismo sabor, y por lo tanto intercambiarlos da el mismo estado.
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La parte de color es antisimétrica cuando consideramos el estado atractivo, y la parte espacial queda
determinada por la paridad de los armónicos esféricos, que corresponde a (−1)l, siendo 1 cuando
es simétrico y -1 cuando es antisimétrico. Por último, la parte de spin puede tomar dos valores:
0 (singlete) y 1 (triplete), donde el singlete es antisimétrico ante el intercambio de part́ıculas y el
triplete es simétrico. De esta forma, distintas combinaciones de l y s dan lugar a estados simétricos
o antisimétricos.

Para los estados con l = 0, la parte espacial es simétrica, por lo que el spin debe ser simétrico
también para cumplir el principio de exclusión de Pauli, considerando que la parte de color es an-
tisimétrica. De esta forma, el estado base debe tener spin 1. Para los estados con l = 1, la parte
espacial es antisimétrica y por lo tanto el spin debe ser antisimétrico, es decir spin 0. En general,
la parte espacial y de spin deben tener la misma paridad. En base a esa restricción nos limitamos a
estudiar cuatro estados: 13S1, 11P1, 23S1 y 21P1, donde, debido a los números cuánticos, las correc-
ciones spin-órbita y tensorial son nulas para estas configuraciones y la corrección spin-spin juega un
gran papel.

En esta sección, obtenemos el espectro de los diquarks, utilizando los parámetros calculados en
la sección anterior. Utilizamos los parámetros obtenidos ajustando bottomonium para calcular el
diquark bb y los parámetros obtenidos ajustando charmonium para calcular cc. Si bien predecimos
el espectro del diquark hasta los estados excitados radialmente, para la siguiente sección nuestro
mayor interés será el estado fundamental, con el cual construiremos el tetraquark.

6.1.1. Diquark bb

A partir del ajuste del espectro del bottomonium se obtienen cuatro conjuntos de parámetros,
correspondientes a los distintos esquemas de ajuste considerados. Cada uno de estos conjuntos se
emplea para calcular el espectro del diquark bb.

Esquema (a)

Para los parámetros obtenidos ajustando tanto los niveles con n = 1 como n = 2, y utilizando
todas las correcciones del OGE, se obtiene el espectro de la Fig. (6.1). Los parámetros utilizados son
g = 1.94, mg = 0.11 GeV, b = 0.115 GeV2 y mb = 4.675 GeV.
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Figura 6.1: Espectro de masas del diquark bb calculado con los parámetros obtenidos del ajuste de
los niveles n = 1 y n = 2 del bottomonium, utilizando todas las correcciones del OGE.

En la Tabla (6.1) se presentan algunos resultados relevantes de los estados calculados. Al com-
parar estos resultados con los obtenidos para el bottomonium con el mismo conjunto de parámetros,
se observa que las masas, tanto con y sin correcciones, y el radio medio del estado fundamental
son mayores en el caso del diquark, aunque aumentan más lento para los estados excitados. Este
comportamiento es consistente con el hecho de que el potencial no perturbado del diquark es más
débil debido al cambio del factor de color. Además, se observa que las correcciones spin-spin toman
valores más pequeños en el caso del diquark que del mesón, siendo las correcciones relativistas las
contribuciones dominantes.

Estado M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
Corrección
relativista

Correcciones
cinéticas Spin-spin Masa

13S1 9.5454 1.5357 0.0711 -0.0133 -0.0027 0.0048 9.5433(484)
11P1 9.7570 2.5221 0.0559 -0.0054 -0.0033 0.0000 9.7514(506)
23S1 9.8466 11.3291 0.0672 -0.0289 -0.0076 0.0048 9.8386(512)
21P1 9.9899 17.0843 0.0652 -0.0149 -0.0050 0.0000 9.9799(525)

Tabla 6.1: Resultados relevantes sobre los estados obtenidos del diquark bb cuando se utilizan los
parámetros: g = 1.94, mg = 0.11 GeV, b = 0.115 GeV2 y mb = 4.675 GeV. Donde las correcciones
y masas están escritas en GeV.

Esquema (b)

Si se utilizan los parámetros obtenidos ajustando el mismo espectro del bottomonium pero con-
siderando únicamente las correcciones dependientes del spin, se obtiene el espectro del diquark bb de
la Fig. (6.2). Los parámetros utilizados son g = 1.99, mg = 0.05 GeV, b = 0.105 GeV2 y mb = 4.700
GeV. La relación entre las masas y el radio medio se mantiene respecto del caso anterior, como
se muestra en la Tabla (6.2). Se observa que nuevamente la velocidad de los estados con l = 1 es
menor que la de los estados con l = 0, como hab́ıa sucedido en el estudio de mesones. La masa del
estado base obtenido es 9.5433 GeV, muy similar a la hallada con el conjunto anterior de parámetros.
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Figura 6.2: Espectro de masas del diquark bb calculado con los parámetros obtenidos del ajuste de
los niveles n = 1 y n = 2 del bottomonium, utilizando únicamente las correcciones del spin.

Estado M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩ Spin-spin Masa

13S1 9.5596 1.5440 0.0747 0.0052 9.5626(535)
11P1 9.7665 2.5684 0.0569 0.0000 9.7665(560)
23S1 9.8499 11.7516 0.0678 0.0052 9.8519(567)
21P1 9.9879 17.8641 0.0648 0.0000 9.9879(581)

Tabla 6.2: Resultados relevantes sobre los estados obtenidos del diquark bb cuando se utilizan los
parámetros: g = 1.99, mg = 0.05 GeV, b = 0.105 GeV2 y mb = 4.700 GeV. En este caso se utiliza el
esquema (b). Los valores de las correcciones y las masas están escritos en GeV.

Esquema (c)

Por otro lado, para los parámetros obtenidos ajustando solamente los niveles con n = 1, y utilizan-
do todas las correcciones del OGE, se obtiene el espectro de la Fig. (6.3). Los parámetros utilizados
son g = 1.75, mg = 0.04 GeV, b = 0.165 GeV2 y mb = 4.575 GeV. Los resultados presentados en
la Tabla (6.3) muestran una masa del estado base de 9.44063 GeV, menor que la correspondiente al
mesón. Se observa además, que las correcciones relativistas son las que más contribuyen para este
sistema. Este resultado es esperable para los diquarks, ya que las correcciones relativistas son las
únicas que no se ven afectadas por el cambio del factor de color.
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Figura 6.3: Espectro de masas del diquark bb calculado con los parámetros obtenidos del ajuste de
los niveles con n = 1 del bottomonium, utilizando todas las correcciones del OGE.

Estado M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
Corrección
relativista

Correcciones
cinéticas Spin-spin Masa

13S1 9.4441 1.4652 0.0721 -0.0126 -0.0030 0.0038 9.4406(320)
11P1 9.6867 2.3087 0.0652 -0.0074 -0.0040 0.0000 9.6791(335)
23S1 9.8071 9.4926 0.0780 -0.0332 -0.0086 0.0038 9.7957(339)
21P1 9.9790 13.9617 0.0796 -0.0218 -0.0063 0.0000 9.9645(347)

Tabla 6.3: Resultados relevantes sobre los estados obtenidos del diquark bb cuando se utilizan los
parámetros: g = 1.75, mg = 0.04 GeV, b = 0.165 GeV2 y mb = 4.575 GeV. Los valores de las
correcciones y las masas están escritos en GeV.

Esquema (d)

Por último, cuando se utilizan únicamente las correcciones dependientes del spin para los niveles
con n = 1, se obtienen los parámetros g = 1.75, mg = 0.11 GeV, b = 0.165 GeV2 y mb = 4.550
GeV. Estos dan lugar al espectro de la Fig. (6.4), con una masa del estado base de 9.40771 GeV. Los
resultados presentados en la Tabla (6.4) muestran que los esquemas (c) y (d) predicen radios medios
de los estados excitados menores que los obtenidos con los esquemas que ajustan tanto n = 1 como
n = 2.
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Figura 6.4: Espectro del diquark bb calculado con los parámetros obtenidos del ajuste de los niveles
con n = 1 del bottomonium, utilizando únicamente las correcciones del spin.

Estado M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩ Spin-spin Masa

13S1 9.4445 1.4678 0.0698 0.0038 9.4077(320)
11P1 9.6866 2.3127 0.0630 0.0000 9.6476(335)
23S1 9.8067 9.5242 0.0759 0.0038 9.7697(339)
21P1 9.9782 14.0067 0.0776 0.0000 9.9396(347)

Tabla 6.4: Resultados relevantes sobre los estados obtenidos del diquark bb cuando se utilizan los
parámetros: g = 1.75, mg = 0.11 GeV, b = 0.165 GeV2 y mb = 4.550 GeV. En este caso se utiliza el
esquema (d). Los valores de las correcciones y las masas están escritos en GeV.

En términos generales, las masas obtenidas a partir de los esquemas que ajustan únicamente los
niveles con n = 1 del bottomonium son menores, sin embargo, se obtiene una mayor separación entre
los niveles. Para la construcción del tetraquark en la sección siguiente, será de gran importancia el
estado fundamental, y los deferentes valores obtenidos de su masa se presentan en la Tabla (6.5). Se
observa que los distintos esquemas de ajuste conducen a valores muy similares.

Ajuste Esquema (a) Esquema (b) Esquema (c) Esquema (d)

Masa de estado
fundamental (GeV)

9.5433(484) 9.5626(535) 9.4406(320) 9.4077(320)

Tabla 6.5: Masa del estado fundamental del diquark bb calculada utilizando los parámetros obtenidos
en la sección anterior, para distintos esquemas de ajuste. El esquema (a) corresponde al ajuste de los
niveles con n = 1 y n = 2 del bottomonium utilizando todas las correcciones del OGE. El esquema
(b) corresponde a ajustar los mismos niveles pero utilizando sólo correcciones de spin. El esquema
(c) es en el que se ajustan los niveles con n = 1 del bottomonium incluyendo todas las correcciones
de OGE y el esquema (d) es análogo pero incluyendo únicamente correcciones de spin.
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Comparación con la literatura

En la Tabla (6.6) se recopilan distintos resultados teóricos disponibles en la literatura para la
masa del diquark bb en el estado de color antitriplete. En todos los casos se observa que la masa
del estado fundamental 13S1 es aproximadamente 9 GeV, con una dispersión de aproximadamente 1
GeV entre los valores más bajos y más altos. Nuestros resultados se encuentran dentro de este rango.
Por otro lado, los trabajos que presentan también estados radialmente excitados, obtienen masas
levemente mayores que las nuestras para el primer excitado 23S1. Aunque obtienen una separación
entre 23S1 y 13S1 del orden de 200–300 MeV, consistente con nuestros resultados.

Estado
Esquema

(a)
Esquema

(b)
Esquema

(c)
Esquema

(d) [224] [225] [226] [227] [228] [188]

13S1 9.5433 9.5626 9.4406 9.4077 8.67 9.774 9.778 9.792 8.9166 9.6285
23S1 9.8386 9.8519 9.7957 9.7697 - 10.055 - 10.011 - -

Tabla 6.6: Resultados de este trabajo y de la literatura del espectro del diquark bb en GeV.

6.1.2. Diquark cc

El análisis del diquark cc se realiza de manera análoga, utilizando los cuatro conjuntos de paráme-
tros obtenidos del ajuste del espectro del charmonium.

Esquema (a)

Utilizando el conjunto de parámetros obtenido ajustando tanto los niveles con n = 1 como n = 2,
y utilizando todas las correcciones del OGE: g = 1.90, mg = 0.06 GeV, b = 0.125 GeV2 y mc = 1.250
GeV, se obtiene el espectro de la Fig. (6.5). En la Tabla (6.7) se observan valores de interés para
cada estado calculado. Se observa que la masa del estado base del diquark resulta menor que la del
estado correspondiente del charmonium, debido al cambio de factor de color en la interacción. Por
otro lado, los radios medios obtenidos para los estados excitados radialmente son mucho mayores
a lo esperado para un diquark, indicando que el modelo deja de ser confiable en este régimen, de
manera similar a lo observado en el caso del charmonium.

Estado M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
Corrección
relativista

Correcciones
cinéticas Spin-spin Masa

13S1 2.9626 2.6670 0.20017 -0.0337 -0.0050 0.0072 2.9467(146)
11P1 3.2364 4.0226 0.2165 -0.0304 -0.0096 0.0001 3.2046(166)
23S1 3.3973 28.7835 0.2614 -0.1234 -0.0191 0.0072 3.3460(173)
21P1 3.6004 41.2264 0.2853 -0.1039 -0.0156 0.0001 3.5340

Tabla 6.7: Resultados relevantes sobre los niveles obtenidos del diquark cc cuando se utilizan los
parámetros: g = 1.90, mg = 0.06 GeV, b = 0.25 GeV2 y mc = 1.250 GeV. Las correcciones y masas
están escritas en GeV.
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Figura 6.5: Espectro de masas del diquark cc calculado con los parámetros obtenidos del ajuste de
los niveles n = 1 y n = 2 del charmonium, utilizando todas las correcciones del OGE.

Esquema (b)

Se obtienen resultados similares al considerar los parámetros obtenidos ajustando únicamente
las correcciones dependientes del spin: g = 2.10, mg = 0.01 GeV, b = 0.095 GeV2 y mc = 1.325
GeV. El espectro hallado se encuentra en la Fig. (6.6) y los resultados relevantes de cada estado se
muestran en la Tabla (6.8). Se observa que las correcciones de spin-spin toman valores levemente
mayores para el diquark cc que para el bb.
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Figura 6.6: Espectro de masas del diquark cc calculado con los parámetros obtenidos del ajuste de
los niveles n = 1 y n = 2 del charmonium, utilizando únicamente las correcciones del spin.
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Estado M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩ Spin-spin Masa

13S1 2.9903 2.7688 0.2002 0.0083 2.9959(217)
11P1 3.2277 4.2609 0.1979 0.0000 3.2277(247)
23S1 3.3567 32.3167 0.2371 0.0082 3.3612(259)
21P1 3.5291 46.8565 0.2501 0.0000 3.5291

Tabla 6.8: Resultados relevantes sobre los estados obtenidos del diquark cc cuando se utilizan los
parámetros: g = 2.10, mg = 0.01 GeV, b = 0.095 GeV2 y mc = 1.325 GeV. En este caso se utilizan
únicamente correcciones dependientes del spin. Las correcciones y las masas se escriben en GeV.

Esquema (c)

Por el otro lado, para los parámetros obtenidos ajustando solamente los niveles con n = 1, y
utilizando todas las correcciones del OGE, se obtiene el espectro de la Fig. (6.7). Los parámetros
utilizados son g = 1.925, mg = 0.03 GeV, b = 0.13 GeV2 y mc = 1.250 GeV y con ellos se obtiene un
espectro de masas muy similar a los casos anteriores, aunque con los mismos problemas ya señalados
en los niveles excitados, como se observa en la Tabla (6.9).
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Figura 6.7: Espectro de masas del diquark cc calculado con los parámetros obtenidos del ajuste de
los niveles con n = 1 del charmonium, utilizando todas las correcciones del OGE.

Estado M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
Corrección
relativista

Correcciones
cinéticas Spin-spin Masa

13S1 2.9684 2.6280 0.2105 -0.0368 -0.0064 0.0078 2.9509(153)
11P1 3.2503 3.9663 0.2264 -0.0330 -0.0113 0.0000 3.2157(174)
23S1 3.4154 27.9866 0.2726 -0.1329 -0.0229 0.0078 3.3601(183)
21P1 3.6244 40.1026 0.2968 -0.1115 -0.0188 0.0000 3.5529

Tabla 6.9: Resultados relevantes sobre los estados obtenidos del diquark cc cuando se utilizan los
parámetros: g = 1.925, mg = 0.03 GeV, b = 0.13 GeV2 y mc = 1.250 GeV. Las correcciones y las
masas se escriben en GeV.
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Esquema (d)

Por último, para los parámetros obtenidos ajustando solamente los niveles con n = 1, pero uti-
lizando únicamente las correcciones dependientes del spin, se obtiene el espectro de la Fig. (6.6) y
los valores mostrados en la Tabla (6.10). Los parámetros utilizados son g = 2.00, mg = 0.09 GeV,
b = 0.11 GeV2 y mc = 1.250 GeV.
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Figura 6.8: Espectro de masas del diquark cc calculado con los parámetros obtenidos del ajuste de
los niveles con n = 1 del charmonium, utilizando únicamente las correcciones del spin.

Estado M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩ Spin-spin Masa

13S1 2.9182 2.7493 0.1927 0.0077 2.9236(179)
11P1 3.1749 4.1796 0.2014 0.0001 3.1750(204)
23S1 3.3212 31.0767 0.2440 0.0077 3.3258(213)
21P1 3.5101 44.7202 0.2633 0.0001 3.5102

Tabla 6.10: Resultados relevantes sobre los estados obtenidos del diquark cc cuando se utilizan los
parámetros: g = 2.00, mg = 0.09 GeV, b = 0.11 GeV2 y mc = 1.250 GeV. En este caso se utilizan
únicamente correcciones dependientes del spin. Las correcciones y las masas se escriben en GeV.

Al igual que en el caso del diquark bb, el análisis se centra en el estado fundamental. En la Tabla
(6.11) se observa que los distintos esquemas de ajuste dan lugar a valores similares para la masa
del estado fundamental, incluso cuando se consideran variaciones en los parámetros del modelo y
en el conjunto de correcciones utilizadas. Esto indica que el valor obtenido para esta magnitud es
bastante estable.
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Ajuste Esquema (a) Esquema (b) Esquema (c) Esquema (d)

Masa del estado
fundamental (GeV)

2.9467(146) 2.9959(217) 2.9509(153) 2.9236(179)

Tabla 6.11: Masa del estado fundamental del diquark cc calculada utilizando los parámetros obtenidos
en la sección anterior para distintos esquemas de ajuste. El esquema (a) corresponde al ajuste de los
niveles con n = 1 y n = 2 del charmonium utilizando todas las correcciones del OGE. El esquema
(b) corresponde a ajustar los mismos niveles pero utilizando sólo correcciones de spin. El esquema
(c) es en el que se ajustan los niveles con n = 1 del charmonium incluyendo todas las correcciones
de OGE y el esquema (d) es análogo pero incluyendo únicamente correcciones de spin.

Comparación con la literatura

En la Tabla (6.12) se presentan distintos resultados de la literatura para la masa del diquark cc
en el estado de color antitriplete, obtenidos mediante distintos modelos. A diferencia del caso del
diquark bb, los valores para el estado fundamental 13S1 muestran una dispersión más amplia, con
masas que se extienden aproximadamente entre 2.9 y 3.5 GeV. Nuestros resultados se sitúan dentro
de este intervalo. Para los estados excitados, los trabajos que los incluyen encuentran masas más
grandes que las obtenidas en esta tesis, y una mayor separación entre los estados 23S1 y 13S1, del
orden de 300–500 MeV.

Estado
Esquema

(a)
Esquema

(b)
Esquema

(c)
Esquema

(d) [224] [225] [226] [227] [228] [206] [188]

13S1 2.9467 2.9959 2.9509 2.9236 3.51 3.133 3.226 3.114 2.8655 3.1334 3.1334
11P1 3.2046 3.2277 3.2157 3.1750 - - - - - 3.3530 -
23S1 3.3460 3.3612 3.3601 3.3258 - 3.695 - 3.443 - 3.4560 -
21P1 3.5340 3.5291 3.5529 3.5102 - - - - - 3.6062 -

Tabla 6.12: Resultados de este trabajo y de la literatura del espectro del diquark cc en GeV.

6.2. Espectro de los tetraquarks

En esta sección nos dedicamos al estudio del espectro de los fully-heavy tetraquarks. Para eso,
los modelamos como un sistema de dos cuerpos compuesto por un diquark y un antidiquark, ambos
considerados como part́ıculas puntuales, tal como se presentó en la Sección 3.1. Este enfoque es
consistente con el utilizado en las secciones anteriores para describir sistemas de dos part́ıculas con
color. Para el tetraquark seguimos el mismo procedimiento, introduciendo únicamente dos cambios.
La primera diferencia es la masa de las part́ıculas constituyentes. Previamente los constituyentes
eran quarks, cuyas masas se ajustaban como parámetros libres del modelo. En el caso de los te-
traquarks, los constituyentes son diquarks, y los valores de sus masas se obtienen a partir de los
resultados obtenidos para el estado fundamental en la sección anterior.

La segunda diferencia está relacionada con el spin de las part́ıculas constituyentes. Mientras que
los quarks tienen spin 1/2, los diquarks en su estado fundamental tienen spin 1. Esta caracteŕıstica
da lugar a una estructura más compleja en las correcciones dependientes del spin, en particular en el
término tensorial. Como consecuencia, resulta necesario realizar cambios de base, tal como se explicó
en la Sección 4.4.
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Al igual que en los análisis anteriores, nos centramos en dos sistemas concretos: el all-charm te-
traquark, compuesto por un diquarks cc y un antidiquark c̄c̄, y el all-bottom tetraquark, compuesto
por un diquark bb y un antidiquark b̄b̄. En cada caso utilizamos los parámetros del modelo obtenidos
mediante el ajuste del espectro de mesones, junto con las masas de los diquarks calculadas previa-
mente. Tal como se hizo antes, consideramos cuatro esquemas de ajuste: el ajuste de los niveles con
n = 1 y n = 2 incluyendo todas las correcciones del OGE, el ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2
considerando únicamente las correcciones dependientes del spin, el ajuste de los niveles con n = 1
utilizando todas las correcciones del OGE, y el ajuste de los niveles con n = 1 considerando sólo las
correcciones de spin. Para cada una de estos esquemas analizamos el espectro resultante de ambos
tetraquarks.

6.2.1. All-bottom tetraquark

Para calcular el espectro del all-bottom tetraquark, utilizamos los parámetros obtenidos a partir
del ajuste del espectro del bottomonium, aśı como la masa del diquark bb hallada en la sección
anterior. En base a los distintos esquemas de ajuste que hemos trabajado hasta ahora, obtendremos
distintos espectros del tetraquark.

Esquema (a)

Comenzamos analizando el conjunto de parámetros obtenido al ajustar los niveles con n = 1 y
n = 2 del bottomonium, incluyendo todas las correcciones asociadas al intercambio de un gluon. En
este caso, los parámetros del modelo son: g = 1.94, mg = 0.11 GeV, b = 0.23 GeV2 y mb = 4.675
GeV. En lugar de la masa del bottom, utilizamos la masa del estado fundamental del diquark bb,
que para este conjunto de parámetros corresponde a mbb = 9.5433 GeV. Con estos valores se obtiene
el espectro del tetraquark mostrado en la Fig. (6.9).
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Figura 6.9: Espectro de masas del tetraquark bbb̄b̄ calculado con los parámetros obtenidos del ajuste
de los niveles n = 1 y n = 2 del charmonium, utilizando todas las correcciones del OGE. Las ĺıneas
rojas corresponden a los estados excitados radialmente, mientras que las ĺıneas negras son estados
con n = 1.

En la Tabla (6.13) se presentan algunos parámetros caracteŕısticos extráıdos de las funciones
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de onda de los distintos estados del tetraquark. En particular, las velocidades cuadráticas medias
resultan muy pequeñas, incluso para los estados excitados radialmente. Este comportamiento puede
atribuirse a las grandes masas de los constituyentes, es decir, de los diquarks, en comparación con los
constituyentes de los mesones. Los radios medios obtenidos también son pequeños, lo que es consis-
tente con la interpretación del tetraquark como un sistema compacto dentro del modelo de diquarks.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
1S 18.8244 0.6336 0.0579
1P 19.3517 1.3553 0.0343
2S 19.4291 3.2356 0.0398
2P 19.6833 5.8529 0.0383

Tabla 6.13: Resultados extráıdos de la función de onda correspondiente al tetraquark all-bottom
calculado con los parámetros del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 utilizando todas las
correcciones del OGE.

Sin embargo, estos radios muestran un problema de consistencia muy común en la literatura [206]
cuando se utiliza el modelo de diquarks: los radios del tetraquark resultan menores que los radios de
los diquarks que lo componen. Este resultado también se observa en los demás conjuntos de paráme-
tros. Esta discrepancia puede atribuirse a la aproximación de tratar a los diquarks como objetos
puntuales dentro del tetraquark, la cual resulta excesivamente simplificada para describir adecuada-
mente este sistema. En este trabajo continuaremos utilizando el modelo descrito, sin embargo, una
posible mejora consiste en incorporar factores de forma para los diquarks (refs. [229,230]), de modo
de tener en cuenta su estructura extendida sin introducir un aumento significativo en la complejidad
del modelo.

En la Tabla (6.14) se muestran los valores de las distintas correcciones a la enerǵıa para los niveles
del tetraquark. Se observa que las correcciones relativistas a la enerǵıa cinética son muy pequeñas,
lo que valida el uso de la aproximación no relativista.
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Estado
Corrección
relativista

Correcciones
cinéticas Spin-órbita Spin-spin Tensorial Masa

11S0 -0.0281 -0.0008 0 -0.0833 0 18.7992
13S1 -0.0281 -0.0008 0 0.0278 0 18.9102
15S2 -0.0281 -0.0008 0 0.2498 0 19.1322
13P0 -0.0049 -0.0097 -0.0191 0.0000 -0.0072 19.3763
11P1 -0.0049 -0.0097 0 0.0000 0 19.4026
13P1 -0.0049 -0.0097 -0.0096 0.0000 0.0020 19.3950
15P1 -0.0049 -0.0097 -0.0287 -0.0001 -0.0047 19.3691
13P2 -0.0049 -0.0097 0.00956 0.0000 -0.0010 19.4111
15P2 -0.0049 -0.0097 -0.0096 -0.0001 0.0041 19.3970
15P3 -0.0049 -0.0097 0.0191 -0.0001 -0.0014 19.4202
21S0 -0.0169 -0.0109 0 -0.0316 0 19.4434
23S1 -0.0169 -0.0109 0 0.0105 0 19.4856
25S2 -0.0169 -0.0109 0 0.0949 0 19.5699
23P0 -0.0077 -0.0117 -0.0153 0.0000 -0.0057 19.7181
21P1 -0.0077 -0.0117 0 0.0000 0 19.7391
23P1 -0.0077 -0.0117 -0.0076 0.0000 0.0016 19.7331
25P1 -0.0077 -0.0117 -0.0229 0.0000 -0.0038 19.7124
23P2 -0.0077 -0.0117 0.0076 0.0000 -0.0008 19.7459
25P2 -0.0077 -0.0117 -0.0076 0.0000 0.0033 19.7347
25P3 -0.0077 -0.0117 0.0153 0.0000 -0.0011 19.7532

Tabla 6.14: Valores de las correcciones para cada estado del tetraquark all-bottom utilizando los
parámetros del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 con todas las correcciones debido al OGE.
Las correcciones y masas se escriben en GeV.

Esquema (b)

El segundo conjunto de parámetros se obtiene a partir del ajuste de los niveles con n = 1 y
n = 2 del bottomonium considerando únicamente correcciones dependientes del spin. En este caso,
los valores ajustados son g = 1.99, mg = 0.05 GeV, b = 0.21 GeV2 y mb = 4.700 GeV, lo que
conduce a una masa del estado fundamental del diquark bb de mbb = 9.5626 GeV. El espectro del
tetraquark calculado con este conjunto de parámetros se encuentra en la Fig. (6.10).
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Figura 6.10: Espectro de masas del tetraquark bbb̄b̄ calculado con los parámetros obtenidos del ajuste
de los niveles n = 1 y n = 2 del charmonium, utilizando únicamente las correcciones del spin. Las
ĺıneas rojas corresponden a los estados excitados radialmente, mientras que las ĺıneas negras son
estados con n = 1.

En la Tabla (6.15) se recopilan algunos valores caracteŕısticos hallados a partir de las funciones de
onda del tetraquark, mientras que en la Tabla (6.16) se presentan las contribuciones de las distintas
correcciones a la enerǵıa de cada nivel. Se observa que, para ciertos estados, las correcciones asociadas
a la interacción spin-spin toman valores mucho mayores que las encontradas en el estudio del bot-
tomonium o del diquark, a pesar de estar suprimidas por un factor de 1/mbb. Este comportamiento
posiblemente se debe a lo compacto que resulta ser el tetraquark, teniendo una mayor contribución
del valor de la función de onda en el origen que los demás sistemas estudiados. Este resultado no es
exclusivo de este conjunto de parámetros, sino que se reproduce en los distintos esquemas de ajuste.
Por otro lado, las masas totales del espectro del tetraquark resultan muy similares a las obtenidas
en el caso anterior, lo que indica una estabilidad de los resultados frente a cambios de los parámetros.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
1S 18.9488 0.6516 0.0541
1P 19.4550 1.3495 0.0344
2S 19.5406 3.2154 0.0402
2P 19.7963 5.6690 0.0394

Tabla 6.15: Resultados extráıdos de la función de onda correspondiente al tetraquark all-bottom
calculado con los parámetros del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 utilizando únicamente las
correcciones del spin.
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Estado Spin-órbita Spin-spin Tensorial Masa

11S0 0 -0.0971 0 18.7702
13S1 0 0.0324 0 18.8997
15S2 0 0.2914 0 19.1587
13P0 -0.0202 0.0000 -0.0075 19.3615
11P1 0 0.0000 0 19.3892
13P1 -0.0101 0.0000 0.0022 19.3813
15P1 -0.0287 -0.0001 -0.0047 19.3691
13P2 0.0101 0.0000 -0.0011 19.3982
15P2 -0.0101 0.0000 0.0043 19.3834
15P3 0.0202 0.0000 -0.0015 19.4078
21S0 0 -0.0343 0 19.4328
23S1 0 0.0114 0 19.4785
25S2 0 0.1029 0 19.5699
23P0 -0.0157 0.0000 -0.0059 19.6982
21P1 0 0.0000 0 19.7198
23P1 -0.0079 0.0000 0.0017 19.7136
25P1 -0.0236 0.0000 -0.0039 19.6923
23P2 0.0079 0.0000 -0.0008 19.7268
25P2 -0.0079 0.0000 0.0034 19.7153
25P3 0.0157 0.0000 -0.0012 19.7344

Tabla 6.16: Valores de las correcciones para cada estado del tetraquark all-bottom utilizando los
parámetros del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 considerando únicamente las correcciones
debido al spin. Las correcciones y masas se escriben en GeV.

Esquema (c)

El tercer conjunto de parámetros proviene del ajuste del espectro del bottomonium considerando
únicamente los niveles con n = 1 e incluyendo todas correcciones del OGE. En este caso se obtienen
g = 1.75, mg = 0.04 GeV y b = 0.33 GeV2, con una masa del estado fundamental del diquark bb de
mbb = 9.4406 GeV. El espectro del tetraquark correspondiente se encuentra en la Fig. (6.11).
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Figura 6.11: Espectro de masas del tetraquark bbb̄b̄ calculado con los parámetros obtenidos del ajuste
de los niveles con n = 1 del charmonium, utilizando todas las correcciones del OGE. Las ĺıneas rojas
corresponden a los estados excitados radialmente, mientras que las ĺıneas negras son estados con
n = 1.

En la Tabla (6.17) se muestran valores caracteŕısticos hallados a partir de las funciones de onda
del tetraquark, mientras que en la Tabla (6.18) se presentan los valores de las distintas correccio-
nes a la enerǵıa. Se observa que la masa del estado fundamental es mayor que la obtenida en los
casos anteriores, sin embargo, la separación entre este estado y el primer estado excitado es menor
que antes. Este resultado es consistente con lo observado en el análisis del bottomonium, donde
los ajustes que incluyen los niveles excitados radialmente tienden a sobrestimar la separación entre
los primeros estados, mientras que los ajustes restringidos niveles con n = 1 reducen dicha separación.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
1S 18.9068 0.6947 0.0472
1P 19.3855 1.2918 0.0382
2S 19.5110 2.9650 0.0455
2P 19.7904 4.8395 0.0471

Tabla 6.17: Resultados extráıdos de la función de onda correspondiente al tetraquark all-bottom
calculado con los parámetros del ajuste de los niveles con n = 1 utilizando todas las correcciones del
OGE.
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Estado
Corrección
relativista

Correcciones
cinéticas Spin-órbita Spin-spin Tensorial Masa

11S0 -0.0180 -0.0022 0 -0.0489 0 18.8377
13S1 -0.0180 -0.0022 0 0.0163 0 18.9029
15S2 -0.0180 -0.0022 0 0.1468 0 19.0333
13P0 -0.0056 -0.0094 -0.0171 0.0000 -0.0075 19.3471
11P1 -0.0056 -0.0094 0 0.0000 0 19.3705
13P1 -0.0056 -0.0094 -0.0085 0.0000 0.0018 19.3638
15P1 -0.0056 -0.0094 -0.0256 0.0000 -0.0042 19.3408
13P2 -0.0056 -0.0094 0.0085 0.0000 -0.0009 19.3782
15P2 -0.0056 -0.0094 -0.0085 0.0000 0.0036 19.3656
15P3 -0.0056 -0.0094 0.0171 0.0000 -0.0013 19.3863
21S0 -0.0161 -0.0110 0 -0.0243 0 19.4596
23S1 -0.0161 -0.0110 0 0.0081 0 19.4921
25S2 -0.0161 -0.0110 0 0.0730 0 19.5570
23P0 -0.0102 -0.0124 -0.0147 0.0000 -0.0055 19.7478
21P1 -0.0102 -0.0124 0 0.0000 0 19.7679
23P1 -0.0102 -0.0124 -0.0073 0.0000 0.0016 19.7622
25P1 -0.0102 -0.0124 -0.0220 0.0000 -0.0036 19.7423
23P2 -0.0102 -0.0124 0.0073 0.0000 -0.0008 19.7745
25P2 -0.0102 -0.0124 -0.0073 0.0000 0.0031 19.7637
25P3 -0.0102 -0.0124 0.0147 0.0000 -0.0011 19.7815

Tabla 6.18: Valores de las correcciones para cada estado del tetraquark all-bottom utilizando los
parámetros del ajuste de los niveles con n = 1 considerando todas las correcciones debido al OGE.
Los resultados se presentan en GeV.

Esquema (d)

Finalmente, el último conjunto de parámetros se obtiene a partir del ajuste de los niveles con
n = 1 del bottomonium considerando únicamente las correcciones dependientes del spin. Los valores
resultantes son g = 1.75, mg = 0.11 GeV, b = 0.33 GeV2 y una masa del estado fundamental del
diquark bb de mbb = 9.4077 GeV. El espectro del tetraquark obtenido utilizando estos parámetros
se encuentra en la Fig. (6.12).
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Figura 6.12: Espectro de masas del tetraquark bbb̄b̄ calculado con los parámetros obtenidos del ajuste
de los niveles con n = 1 del charmonium, utilizando únicamente las correcciones del spin. Las ĺıneas
rojas corresponden a los estados excitados radialmente, mientras que las ĺıneas negras son estados
con n = 1.

En las Tablas (6.19) y (6.20) se presentan, por un lado, los observables extráıdos de las funciones
de onda del tetraquark y por otro, las correcciones energéticas para cada estado. Un aspecto intere-
sante que se observa en este análisis es la dependencia de las masas con los números cuánticos de
spin. En particular, para estados con los mismos valores de l y j, se observa que la masa disminuye al
aumentar el spin, debido a que las correcciones spin-spin se vuelven progresivamente más negativas.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
1S 18.8641 0.6968 0.0472
1P 19.3417 1.2955 0.0382
2S 19.4670 2.9817 0.0455
2P 19.7458 4.8656 0.0472

Tabla 6.19: Resultados extráıdos de la función de onda correspondiente al tetraquark all-bottom cal-
culado con los parámetros del ajuste de los niveles con n = 1 utilizando únicamente las correcciones
del spin.
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Estado Spin-órbita Spin-spin Tensorial Masa

11S0 0 -0.0487 0 18.8154
13S1 0 0.0162 0 18.8804
15S2 0 0.1462 0 19.0104
13P0 -0.0170 0.0000 -0.0064 19.3183
11P1 0 0.0000 0 19.3417
13P1 -0.0085 0.0000 0.0018 19.3350
15P1 -0.0255 -0.0001 -0.0042 19.312
13P2 0.0085 0.0000 -0.0009 19.3493
15P2 -0.0085 -0.0001 0.0036 19.3656
15P3 0.0169 -0.0001 -0.0013 19.3573
21S0 0 -0.0243 0 19.4427
23S1 0 0.0081 0 19.4751
25S2 0 0.0728 0 19.5398
23P0 -0.0146 0.0000 -0.0055 19.7257
21P1 0 0.0000 0 19.7458
23P1 -0.0073 0.0000 0.0016 19.7418
25P1 -0.0219 0.0000 -0.0036 19.7202
23P2 0.0073 0.0000 -0.0008 19.7523
25P2 -0.0073 0.0000 0.0031 19.7416
25P3 0.0146 0.0000 -0.0011 19.7593

Tabla 6.20: Valores de las correcciones para cada estado del tetraquark all-bottom utilizando los
parámetros del ajuste de los niveles con n = 1 considerando únicamente las correcciones debido al
spin. Los resultados se presentan en GeV.

En general se observa que, a pesar de las diferencias en los parámetros ajustados y en las correc-
ciones incluidas, los espectros resultantes muestran una estructura global muy similar.

Estabilidad

Finalmente, es interesante discutir la estabilidad de los estados obtenidos. Para el caso de un te-
traquark, la estabilidad está determinada por los umbrales de decaimiento fuerte hacia dos hadrones.
El canal de decaimiento dominante corresponde al llamado decaimiento fall-apart hacia dos mesones
qq̄ qq̄, proceso que no requiere la creación de pares adicionales y que puede ocurrir mediante un reor-
denamiento de quarks y antiquarks. El umbral correspondiente está dado por la suma de las masas de
los dos mesones más livianos permitidos por los números cuánticos del estado. Si la masa del tetra-
quark se encuentra por encima de dicho umbral, el decaimiento fuerte es energéticamente accesible y,
en consecuencia, se espera que el estado sea inestable, manifestándose experimentalmente como una
resonancia ancha. Por el contrario, si la masa quedara por debajo del umbral, el decaimiento fuer-
te estaŕıa prohibido y el estado sólo podŕıa decaer por aniquilación de quark-antiquark a gluones o
decaimiento radiactivo, pero dichos procesos están suprimidos y el estado seŕıa estable o cuasiestable.

Para el tetraquark bbb̄b̄, el umbral fall-apart para el estado fundamental está dado por el canal
ηb(1S) ηb(1S), cuya enerǵıa es 18.7974 GeV. Los resultados obtenidos en este trabajo se sitúan
muy próximos a este umbral, de modo que las incertidumbres del modelo no permiten establecer la
estabilidad del estado fundamental. Este resultado, junto con los umbrales para los demás estados
se observan en la Tabla (6.21). En la mayoŕıa de los casos, las masas resultan levemente superiores
al umbral, con la excepción de los estados excitados radialmente, que se encuentran muy por debajo
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del umbral, sugiriendo estados cuasiestables.

Estado
Esquema

(a)
Esquema

(b)
Esquema

(c)
Esquema

(d) Canal Umbral

11S0 18.7992 18.7702 18.8377 18.8154 ηb(1S) ηb(1S) 18.7974
13S1 18.9102 18.8997 18.9029 18.8804 γ(1S) ηb(1S) 18.8591
15S2 19.1322 19.1587 19.0333 19.0104 γ(1S) γ(1S) 18.9208
13P0 19.3763 19.3615 19.3471 19.3183 ηb(1S) χb0(1P ) 19.25814
11P1 19.4026 19.3892 19.3705 19.3417 ηb(1S) hb(1P ) 19.298
13P1 19.3950 19.3813 19.3638 19.3350 ηb(1S) χb1(1P ) 19.29148
15P1 19.3691 19.3691 19.3408 19.3120 ηb(1S) hb(1P ) 19.298
13P2 19.4111 19.3982 19.3782 19.3493 ηb(1S) χb2(1P ) 19.31091
15P2 19.3970 19.3834 19.3656 19.3656 γb(1S) χb1(1P ) 19.35318
15P3 19.4202 19.4078 19.3863 19.3573 γb(1S) χb2(1P ) 19.37261
21S0 19.4434 19.4328 19.4596 19.4427 ηb(2S) ηb(2S) 19.998
23S1 19.4856 19.4785 19.4921 19.4751 γ(2S) ηb(2S) 20.0224
25S2 19.5699 19.5699 19.5570 19.5398 γ(2S) γ(2S) 20.0468
23P0 19.7181 19.6982 19.7478 19.7257 ηb(2S) χb0(2P ) 20.2315
21P1 19.7391 19.7198 19.7679 19.7458 ηb(2S) hb(2P ) 20.2588
23P1 19.7331 19.7136 19.7622 19.7418 ηb(2S) χb1(2P ) 20.25446
25P1 19.7124 19.6923 19.7423 19.7202 ηb(2S) hb(2P ) 20.2588
23P2 19.7459 19.7268 19.7745 19.7523 ηb(2S) χb2(2P ) 20.26765
25P2 19.7347 19.7153 19.7637 19.7416 γb(2S) χb1(2P ) 20.48796
25P3 19.7532 19.7344 19.7815 19.7593 γb(2S) χb2(2P ) 20.29205

Tabla 6.21: Resultados obtenidos para el espectro del tetraquark all-bottom para los distintos esque-
mas de ajuste empleados. El esquema (a) corresponde al uso de los parámetros obtenidos mediante
el ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 del bottomonium utilizando todas las correcciones del
OGE. El esquema (b) corresponde a utilizar los parámetros del ajuste de los mismos niveles pero
utilizando sólo correcciones de spin. El esquema (c) es en el cual se usan los parámetros del ajuste
de los niveles con n = 1 del bottomonium incluyendo todas las correcciones de OGE y esquema (d)
es análogo pero incluyendo únicamente correcciones de spin. Además se muestra el canal mediante
el cual decaen a un par de masones, y el umbral correspondiente.

Comparación con la literatura

En la Tabla (6.22) se recopilan diversos resultados teóricos disponibles en la literatura para la
masa del tetraquark bbb̄b̄ en la representación de diquarks. Se observa que entre los diferentes mo-
delos existe una dispersión de aproximadamente 1 GeV entre los valores más bajos y más altos de
la masa de cada nivel del tetraquark. En general, los modelos relativistas como [231, 232] tienden a
predecir masas más elevadas, mientras que modelos no relativistas como [188, 233] obtienen masas
más pequeñas, aunque existen excepciones notables como [227], que usando un modelo no relativista
obtiene las mayores masas en esta comparación. Nuestros resultados se encuentran dentro de este
rango, más próximo a los valores obtenidos por modelos no relativistas. Al comparar las separacio-
nes entre los estados 11S0 y 13S0, se observa que muchos de los resultados de la literatura predicen
separaciones menores que las obtenidas en este estudio. En cambio, para los estados excitados ra-
dialmente, los resultados son más compatibles, ya que, aunque el estado fundamental que obtenemos
es relativamente liviano, las masas crecen más rápidamente, acercándose a los valores reportados por
otros autores.
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Estado
Esquema

(a)
Esquema

(b)
Esquema

(c)
Esquema

(d) [227] [233] [232] [188] [234] [231] [235]

11S0 18.7992 18.7702 18.8377 18.8154 19.666 18.723 19.201 18.7679 19.247 19.314 19.685
13S1 18.9102 18.8997 18.9029 18.8804 19.673 18.738 19.251 18.7834 19.247 19.320 19.700
15S2 19.1322 19.1587 19.0333 19.0104 19.680 18.768 19.262 - 19.249 19.330 19.708
13P0 19.3763 19.3615 19.3471 19.3183 - - - 19.3855 - 19.533 -
11P1 19.4202 19.4078 19.3863 19.3573 - - - 19.4189 - 19.536 -
13P1 19.3950 19.3813 19.3638 19.3350 - - - 19.4007 - 19.535 -
15P1 19.3691 19.3691 19.3408 19.3120 - - - - - 19.534 -
13P2 19.4111 19.3982 19.3782 19.3493 - - - 19.4343 - 19.539 -
15P2 19.3970 19.3834 19.3656 19.3656 - - - - - 19.538 -
15P3 19.4202 19.4078 19.3863 19.3573 - - - - - 19.545 -
21S0 19.4434 19.4328 19.4596 19.4427 19.841 - - 19.4883 - 19.680 -
23S1 19.4856 19.4785 19.4921 19.4751 19.849 - - 19.491 19.594 19.682 -
25S2 19.5699 19.5699 19.5570 19.5398 - - - - 19.596 19.687 -
23P0 19.7181 19.6982 19.7478 19.7257 - - - 19.4063 - - -
21P1 19.7391 19.7198 19.7679 19.7458 - - - 19.7678 - - -
23P1 19.7331 19.7136 19.7622 19.7418 - - - 19.6812 - - -
25P1 19.7124 19.6923 19.7423 19.7202 - - - - - - -
23P2 19.7459 19.7268 19.7745 19.7523 - - - 19.6253 - - -

Tabla 6.22: Espectro del tetraquark bbb̄b̄ en GeV obtenido en este trabajo y en distintos trabajos
teóricos.

6.2.2. All-charm tetraquark

Para el cálculo del espectro del all-charm tetraquark se emplean los parámetros obtenidos a
partir del ajuste del espectro del charmonium, junto con la masa del diquark cc determinada en la
sección anterior. Este procedimiento se aplica a los distintos esquemas de ajuste considerados a lo
largo de este trabajo, lo que da lugar a diferentes espectros posibles para el tetraquark.

Esquema (a)

El primer conjunto de parámetros analizado corresponde al ajuste de los niveles con n = 1 y
n = 2 del charmonium, incorporando todas las correcciones asociadas al intercambio de un gluon
(OGE): g = 1.90, mg = 0.06 GeV, b = 0.25 GeV2 y mcc = 2.9467 GeV. El espectro resultante del
tetraquark se muestra en la Fig. (6.13).
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Figura 6.13: Espectro de masas del tetraquark ccc̄c̄ calculado con los parámetros obtenidos del ajuste
de los niveles n = 1 y n = 2 del charmonium, utilizando todas las correcciones del OGE. Las ĺıneas
rojas corresponden a los estados excitados radialmente, mientras que las ĺıneas negras son estados
con n = 1.

Algunos parámetros relevantes de los estados hallados a partir de la función de onda del tetra-
quark se encuentran en la Tabla (6.23). Se observa que las velocidades cuadráticas medias obtenidas
son menores que las del diquark cc, como es esperable, e incluso para los estados excitados la aproxi-
mación no relativista parece bien justificada. Sin embargo, estas velocidades son significativamente
mayores que las obtenidas en el caso del tetraquark bbb̄b̄ debido a las masas de los constituyentes. De
forma análoga, los radios medios son considerablemente más grandes que en el sistema all-bottom,
aunque permanecen por debajo de los valores de los diquarks cc, mostrando el mismo problema de
consistencia mencionado anteriormente. Este resultado se observa también en los demás conjuntos
de parámetros.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
1S 6.2269 1.3510 0.1232
1P 6.6579 2.2475 0.1287
2S 6.8316 8.9980 0.1550
2P 7.1191 13.6784 0.1705

Tabla 6.23: Resultados extráıdos de la función de onda correspondiente al tetraquark all-charm
calculado con los parámetros del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 utilizando todas las
correcciones del OGE.

En la Tabla (6.24) se presentan los valores de las correcciones a la enerǵıa para los distintos
niveles del tetraquark. Se observa que las correcciones relativistas a la enerǵıa cinética son muy
pequeñas, validando el uso de la aproximación no relativista.
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Estado
Corrección
relativista

Correcciones
cinéticas Spin-órbita Spin-spin Tensorial Masa

11S0 -0.0296 -0.0055 0 -0.0619 0 6.1299
13S1 -0.0296 -0.0055 0 0.0206 0 6.2125
15S2 -0.0296 -0.0055 0 0.1858 0 6.3777
13P0 -0.0190 -0.0197 -0.0364 0.0000 -0.0136163 6.5691
11P1 -0.0190 -0.0197 0 0.0000 0 6.6192
13P1 -0.0190 -0.0197 -0.0182 0.0000 0.0039 6.6048
15P1 -0.0190 -0.0197 -0.0546 -0.0001 -0.0089 6.5555
13P2 -0.0190 -0.0197 0.0182 0.0000 -0.0019 6.63537
15P2 -0.0190 -0.0197 -0.0182 -0.0001 0.0078 6.6086
15P3 -0.0190 -0.0197 0.0364 -0.0001 -0.0027 6.6527
21S0 -0.0437 -0.0242 0 -0.0412 0 6.7224
23S1 -0.0437 -0.0242 0 0.0137 0 6.7774
25S2 -0.0437 -0.0242 0 0.1237 0 6.8874
23P0 -0.0285 -0.0389 -0.0335 0.0000 -0.0125 7.0056
21P1 -0.0285 -0.0389 0 0.0000 0 7.0517
23P1 -0.0285 -0.0389 -0.0168 0.0000 0.0036 7.0385
25P1 -0.0285 -0.0389 -0.0503 -0.0001 -0.0082 6.9931
23P2 -0.0285 -0.0389 0.0168 0.0000 -0.0018 7.0666
25P2 -0.0285 -0.0389 -0.0168 -0.0001 0.0072 7.0420
25P3 -0.0285 -0.0389 0.0335 -0.0001 -0.0025 7.0826

Tabla 6.24: Valores de las correcciones para cada estado del tetraquark all-charm utilizando los
parámetros del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 con todas las correcciones debido al OGE.
Los resultados se presentan en GeV.

Esquema (b)

El segundo conjunto de parámetros proviene del estudio de los niveles con n = 1 y n = 2 del
charmonium considerando únicamente correcciones dependientes del spin: g = 2.10, mg = 0.01 GeV,
b = 0.19 GeV2 y mcc = 2.9959 GeV. El espectro del tetraquark obtenido utilizando estos parámetros
se encuentra en la Fig. (6.14).
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Figura 6.14: Espectro de masas del tetraquark ccc̄c̄ calculado con los parámetros obtenidos del ajuste
de los niveles n = 1 y n = 2 del charmonium, utilizando únicamente las correcciones del spin. Las
ĺıneas rojas corresponden a los estados excitados radialmente, mientras que las ĺıneas negras son
estados con n = 1.

En la Tabla (6.25) se muestran valores caracteŕısticos hallados a partir de las funciones de onda
del tetraquark, mientras que en la Tabla (6.26) se presentan los valores de las distintas correcciones a
la enerǵıa de los niveles. Se observa que, al igual que en el caso del all-bottom, las correcciones debido
a la interacción spin-spin toman valores mucho mayores que para los mesones o diquarks. Incluso,
toman valores del mismo orden que el caso del all-bottom, a pesar de estar suprimido por un factor
menor (1/mcc), mostrando que lo que domina es el valor de la función de onda en el origen. Los
valores del espectro de masas del tetraquark obtenidos son muy similares a los resultados anteriores
a pesar del cambio en los parámetros.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
1S 6.1337 1.3384 0.1239
1P 6.5525 2.3580 0.1135
2S 6.6879 9.8967 0.1359
2P 6.9491 15.5946 0.1450

Tabla 6.25: Resultados extráıdos de la función de onda correspondiente al tetraquark all-charm
calculado con los parámetros del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 utilizando únicamente las
correcciones del spin.
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Estado Spin-órbita Spin-spin Tensorial Masa

11S0 0 -0.0875 0 6.0461
13S1 0 0.0292 0 6.1628
15S2 0 0.2626 0 6.3962
13P0 -0.0388 0.0000 -0.0145 6.4991
11P1 0 0.0000 0 6.5524
13P1 -0.0194 0.0000 0.0041 6.5372
15P1 -0.0582 0.0000 -0.0104 6.4838
13P2 0.0194 0.0000 -0.0021 6.5697
15P2 -0.0194 0.0000 0.0083 6.5413
15P3 0.0388 0.0000 -0.0029 6.5883
21S0 0 -0.0501 0 6.6378
23S1 0 0.0167 0 6.7045
25S2 0 0.1502 0 6.8380
23P0 -0.0345 0.0000 -0.0129 6.9016
21P1 0 0.0000 0 6.9490
23P1 -0.0173 0.0000 0.0037 6.9355
25P1 -0.0518 0.0000 -0.0085 6.8888
23P2 0.0173 0.0000 -0.0018 6.9645
25P2 -0.0173 0.0000 0.0074 6.9391
25P3 0.0345 0.0000 -0.0026 6.9810

Tabla 6.26: Valores de las correcciones para cada estado del tetraquark all-charm utilizando los
parámetros del ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 considerando únicamente las correcciones
debido al spin. Los resultados se presentan en GeV.

Esquema (c)

El tercer conjunto de parámetros se obtiene a partir del estudio de los niveles con n = 1 del
charmonium, incluyendo todas las correcciones del OGE: g = 1.925, mg = 0.03 GeV, b = 0.26 GeV2

y una masa del estado fundamental del diquark cc de mcc = 2.9509 GeV. El espectro del tetraquark
correspondiente se encuentra en la Fig. (6.15).
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Figura 6.15: Espectro de masas del tetraquark ccc̄c̄ calculado con los parámetros obtenidos del ajuste
de los niveles con n = 1 del charmonium, utilizando todas las correcciones del OGE. Las ĺıneas rojas
corresponden a los estados excitados radialmente, mientras que las ĺıneas negras son estados con
n = 1.

Los valores caracteŕısticos extráıdos de las funciones de onda y las correcciones energéticas se
presentan en las Tablas (6.27) y (6.28) respectivamente. En este caso, al igual que con el primer
conjunto de parámetros, se obtienen diferencias hiperfinas entre el estado fundamental y el primer
estado excitado levemente menores a las halladas con los esquemas que incluyen solamente correccio-
nes de spin. Aunque en general, las masas halladas con los esquemas (a) y (c) tienden a ser mayores,
compensando este efecto.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
1S 6.2169 1.3180 0.1294
1P 6.6675 2.2067 0.1332
2S 6.8447 8.6741 0.1603
2P 7.1431 13.2389 0.1757

Tabla 6.27: Resultados extráıdos de la función de onda correspondiente al tetraquark all-charm
calculados con los parámetros del ajuste de los niveles con n = 1 utilizando todas las correcciones
del OGE.
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Estado
Corrección
relativista

Correcciones
cinéticas Spin-órbita Spin-spin Tensorial Masa

11S0 -0.0319 -0.0068 0 -0.0674 0 6.1212
13S1 -0.0319 -0.0068 0 0.0225 0 6.2111
15S2 -0.0319 -0.0068 0 0.2021 0 6.3907
13P0 -0.0202 -0.0221 -0.0392 0.0000 -0.0146 6.5765
11P1 -0.0202 -0.0221 0 0.0000 0 6.6303
13P1 -0.0202 -0.0221 -0.0196 0.0000 0.0042 6.6149
15P1 -0.0202 -0.0221 -0.0588 0.0000 -0.0096 6.5619
13P2 -0.0202 -0.0221 0.0196 0.0000 -0.0021 6.6478
15P2 -0.0202 -0.0221 -0.0196 0.0000 0.0084 6.6191
15P3 -0.0202 -0.0221 0.0392 0.0000 -0.0029 6.6666
21S0 -0.0465 -0.0272 0 -0.0446 0 6.7324
23S1 -0.0465 -0.0272 0 0.0149 0 6.7918
25S2 -0.0465 -0.0272 0 0.1337 0 6.9107
23P0 -0.0411 -0.0318 -0.0360 0.0000 -0.0135 7.0246
21P1 -0.0411 -0.0318 0 0.0000 0 7.0741
23P1 -0.0411 -0.0318 -0.0180 0.0000 0.0038 7.0599
25P1 -0.0411 -0.0318 -0.0541 0.0000 -0.0088 7.0111
23P2 -0.0411 -0.0318 0.0180 0.0000 -0.0019 7.0901
25P2 -0.0411 -0.0318 -0.0180 0.0000 0.0077 7.0637
25P3 -0.0411 -0.0318 0.0360 0.0000 -0.0027 7.1074

Tabla 6.28: Valores de las correcciones para cada estado del tetraquark all-charm utilizando los
parámetros del ajuste de los niveles con n = 1 considerando todas las correcciones debido al OGE.
Los resultados se presentan en GeV.

Esquema (d)

El último conjunto de parámetros considerado se obtiene del ajuste de los niveles con n = 1 del
charmonium, incorporando únicamente las correcciones dependientes del spin: g = 2.00, mg = 0.09
GeV, b = 0.22 GeV2 y una masa del estado fundamental del diquark cc de mcc = 2.9236 GeV. El
espectro del tetraquark obtenido utilizando estos parámetros se encuentra en la Fig. (6.16).
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Figura 6.16: Espectro de masas del tetraquark ccc̄c̄ calculado con los parámetros obtenidos del ajuste
de los niveles con n = 1 del charmonium, utilizando únicamente las correcciones del spin. Las ĺıneas
rojas corresponden a los estados excitados radialmente, mientras que las ĺıneas negras son estados
con n = 1.

En la Tabla (6.29) se muestran valores caracteŕısticos hallados a partir de las funciones de onda
del tetraquark, mientras que en la Tabla (6.30) se presentan los valores de las distintas correcciones
a la enerǵıa de los niveles.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
1S 6.1148 1.3595 0.1247
1P 6.5381 2.3176 0.1231
2S 6.6935 9.5656 0.1480
2P 6.9681 14.7614 0.1606

Tabla 6.29: Resultados extráıdos de la función de onda correspondiente al tetraquark all-charm cal-
culados con los parámetros del ajuste de los niveles con n = 1 utilizando únicamente las correcciones
del spin.
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Estado Spin-órbita Spin-spin Tensorial Masa

11S0 0 -0.0732 0 6.0416
13S1 0 0.0244 0 6.1392
15S2 0 0.2195 0 6.3343
13P0 -0.0378 0.0000 -0.0142 6.4861
11P1 0 0.0001 0 6.5382
13P1 -0.0189 0.0000 0.0041 6.5233
15P1 -0.0567 -0.0001 -0.0093 6.4719
13P2 0.0189 0.0000 -0.0020 6.5550
15P2 -0.0189 -0.0003 0.0081 6.5271
15P3 0.0378 -0.0003 -0.0028 6.5729
21S0 0 -0.0456 0 6.6479
23S1 0 0.0152 0 6.7087
25S2 0 0.1369 0 6.8305
23P0 -0.0344 0.0000 -0.0129 6.9209
21P1 0 0.0001 0 6.9682
23P1 -0.0172 0.0000 0.0037 6.9546
25P1 -0.0516 -0.0002 -0.0085 6.9080
23P2 0.0172 0.0000 -0.0018 6.9835
25P2 -0.0172 -0.0002 0.0074 6.9582
25P3 0.0344 -0.0002 -0.0026 6.9998

Tabla 6.30: Valores de las correcciones para cada estado del tetraquark all-charm utilizando los
parámetros del ajuste de los niveles con n = 1 considerando únicamente las correcciones debido al
spin. Los resultados se presentan en GeV.

Estabilidad

La estabilidad del tetraquark se analiza de forma análoga a la realizada para el sistema all-
bottom, evaluando si es energéticamente posible el decaimiento del tipo fall-apart hacia dos mesones
qq̄ qq̄. En el caso del tetraquark ccc̄c̄, el umbral correspondiente al estado fundamental está dado
por el canal ηc(1S) ηc(1S), cuya enerǵıa es 5.9678 GeV. Los resultados obtenidos en este trabajo se
encuentran próximos a este umbral, aunque por encima del mismo en todas los esquemas de ajuste
considerados, como se muestra en la Tabla (6.31). Nuevamente, los estados excitados radialmente
pareceŕıan ser cuasiestables, obteniendo valores por debajo del umbral para todos los esquemas de
ajuste.
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Estado
Esquema

(a)
Esquema

(b)
Esquema

(c)
Esquema

(d) Canal Umbral

11S0 6.1299 6.0461 6.1212 6.0416 ηc(1S)ηc(1S) 5.9678
13S1 6.2125 6.1628 6.2111 6.1392 J/ψ(1S)ηc(1S) 6.0808
15S2 6.3777 6.3962 6.3907 6.3343 J/ψ(1S)J/ψ(1S) 6.1938
13P0 6.5691 6.4991 6.5765 6.4861 ηc(1S)χc0(1P ) 6.39861
11P1 6.6192 6.5524 6.6303 6.5382 ηc(1S)hc(1P ) 6.50927
13P1 6.6048 6.5372 6.6149 6.5233 ηc(1S)χc1(1P ) 6.49457
15P1 6.5555 6.4838 6.5619 6.4719 ηc(1S)hc(1P ) 6.50927
13P2 6.6354 6.5697 6.6478 6.5550 ηc(1S)χc2(1P ) 6.54007
15P2 6.6086 6.5413 6.6191 6.5271 J/ψ(1S)χc1(1P ) 6.60757
15P3 6.6527 6.5883 6.6665 6.5729 J/ψ(1S)χc2(1P ) 6.65307
21S0 6.7224 6.6378 6.7324 6.6479 ηc(2S)ηc(2S) 7.2754
23S1 6.7774 6.7045 6.7918 6.7087 ψ(2S)ηc(2S) 7.3238
25S2 6.8874 6.8380 6.9107 6.8305 ψ(2S)ψ(2S) 7.3722

Tabla 6.31: Resultados obtenidos para el espectro del tetraquark all-charm para los distintos esque-
mas de ajuste empleados. El esquema (a) corresponde al uso de los parámetros obtenidos mediante
el ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 del charmonium utilizando todas las correcciones del
OGE. El esquema (b) corresponde a utilizar los parámetros del ajuste de los mismos niveles pero
utilizando sólo correcciones de spin. El esquema (c) es en el cual se usan los parámetros del ajuste
de los niveles con n = 1 del charmonium incluyendo todas las correcciones de OGE y esquema (d)
es análogo pero incluyendo únicamente correcciones de spin. Además se muestra el canal mediante
el cual decaen a un par de mesones, y el umbral correspondiente.

Comparación con la literatura y los experimentos

En la Tabla (6.32) se recopilan distintos resultados teóricos disponibles en la literatura para la
masa del tetraquark ccc̄c̄ en la representación de diquarks. Entre los distintos modelos se observa una
dispersión de aproximadamente 0.5 GeV, menor que la encontrada en el caso del sistema all-bottom.
Los valores obtenidos en este trabajo se ubican dentro de dicho rango. Al comparar las separaciones
entre los estados 11S0 y 13S0, se observa que muchos de los resultados disponibles en la literatura
predicen separaciones menores que las obtenidas en este trabajo. Por otra parte, las masas de los
estados excitados radialmente suelen encontrarse, en la mayoŕıa de los modelos, por debajo de 7
GeV, siendo en general menores que las predichas por nuestro enfoque.

Una ventaja adicional del estudio del sistema all-charm es la existencia de resultados experimen-
tales con los cuales contrastar las predicciones teóricas, a diferencia de lo que ocurre para el sistema
all-bottom. En 2024, la colaboración CMS reportó la observación de tres estados exóticos X(6600),
X(6900) y X(7200) [45], en el canal J/ψ J/ψ, propuestos como candidatos a tetraquarks all-charm.
Posteriormente, en 2025, se logró determinar sus números cuánticos como jPC = 2++ [236]. En la
Tabla (6.33) se comparan estos resultados experimentales con las predicciones de los cuatro esquemas
de ajuste considerados. Se incluyen los valores reportados por CMS tanto en el análisis con interfe-
rencia (IM) como sin interferencia (NIM), siendo el primero el que presenta una mejor descripción
global de los datos. En todos los casos, las masas obtenidas para el estado 15S2 resultan menores que
las observadas experimentalmente, situándose más cerca de los valores del análisis NIM. En cam-
bio, para el estado excitado 25S2, los resultados teóricos se aproximan notablemente a los valores
experimentales, llegando incluso a ubicarse dentro de las incertidumbres reportadas en el análisis IM.
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Estado
Esquema

(a)
Esquema

(b)
Esquema

(c)
Esquema

(d) [227] [233] [235] [188] [234] [231] [62]

11S0 6.1299 6.0461 6.1212 6.0416 6.322 5.960 6.469 6.03337 6.425 6.190 5.9694
13S1 6.2125 6.1628 6.2111 6.1392 6.354 6.009 6.519 6.08137 6.425 6.271 6.0209
15S2 6.3777 6.3962 6.3907 6.3343 6.385 6.100 6.545 - 6.432 6.367 6.1154
13P0 6.5691 6.4991 6.5765 6.4861 - - - 6.51929 - 6.628 6.4804
11P1 6.6192 6.5524 6.6303 6.5382 - - - 6.58654 - 6.631 6.5771
13P1 6.6048 6.5372 6.6149 6.5233 - - - 6.57687 - 6.634 6.5774
15P1 6.5555 6.4838 6.5619 6.4719 - - - - - 6.635 6.4954
13P2 6.6354 6.5697 6.6478 6.5550 - - - 6.61831 - 6.644 6.6099
15P2 6.6086 6.5413 6.6191 6.5271 - - - - - 6.648 6.6002
15P3 6.6527 6.5883 6.6665 6.5729 - - - - - 6.664 6.6412
21S0 6.7224 6.6378 6.7324 6.6479 6.575 - - 6.55988 - 6.782 6.6633
23S1 6.7774 6.7045 6.7918 6.7087 6.609 - - 6.68904 6.856 6.816 6.6745
25S2 6.8874 6.8380 6.9107 6.8305 - - - - 6.864 6.868 6.6981
23P0 - - - - - - - 6.8962 - - 6.8665
21P1 - - - - - - - 6.95144 - - 6.9441
23P1 - - - - - - - 6.94318 - - 6.9439
25P1 - - - - - - - - - - 6.8756
23P2 - - - - - - - 6.97743 - - 6.9704
25P2 - - - - - - - - - - 6.9621
25P3 - - - - - - - - - - 6.9967

Tabla 6.32: Espectro del tetraquark ccc̄c̄ en GeV obtenido en este trabajo y en distintos trabajos
teóricos.

Estado Esquema (a) Esquema (b) Esquema (c) Esquema (d) MNIM MIM

15S2 6.3777 6.3962 6.3907 6.3343 6.552(12) 6.638(43)
25S2 6.8874 6.8380 6.9107 6.8305 6.927(9) 6.847(48)

Tabla 6.33: Resultados experimentales de los estados detectados del tetraquark all-charm en GeV,
junto con las predicciones de nuestro modelo.

6.3. Conclusiones parciales

A partir de los parámetros del modelo obtenidos en el caṕıtulo anterior, se estudiaron los diquarks
pesados como bloques constituyentes de los tetraquarks. Los resultados muestran que los diquarks
presentan funciones de onda más extendidas y valores mayores de la velocidad cuadrática media
en comparación con los mesones. Para el caso del diquark bb, se mantiene bien justificado el uso
de la aproximación no relativista, mientras que para el diquark cc los estados excitados muestran
inconsistencias, como radios medios muy grandes.

Estas diferencias se atenúan al considerar los tetraquarks pesados, en los cuales los radios medios
y velocidades cuadráticas medias son muy pequeñas, consistentes con la visión de tetraquarks com-
pactos. Las correcciones relativistas resultan subdominantes frente a las demás, justificando el uso
del modelo. Sin embargo, se presenta un problema de consistencia debido al uso de la aproximación
de los diquarks como objetos puntuales dentro del tetraquark, dando lugar a tetraquarks con radios
menores a los radios de los diquarks.
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Por otro lado, comparando los resultados hallados con la literatura, se obtienen masas dentro del
rango de los valores esperados, donde las masas de los estados excitados radialmente resultan ser
mayores a lo predicho por otros modelos. Sin embargo, en el caso del tetraquark all-charm se obser-
va una gran concordancia con los valores experimentales, especialmente para los estados excitados
radialmente.

Al igual que en el caṕıtulo anterior, la masa del gluon no juega un papel relevante para deter-
minar el espectro de los tetraquarks. Se obtuvieron resultados similares para todos los esquemas de
ajuste considerados a pesar de la variación en el valor de la masa del gluon.

En conjunto, a pesar de las dificultades asociadas al tratamiento de la interacción spin–spin y las
limitaciones debido a la validez de la aproximación no relativista en el sector de charm, el modelo
proporciona una descripción coherente de mesones, diquarks y tetraquarks en tanto en el sector del
bottom como en el del charm.
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Caṕıtulo 7

Resultados incluyendo el flujo de
los parámetros

En el Cap. 5 se utilizó el espectro experimental del bottomonium y charmonium para ajustar
los parámetros del modelo considerando dos conjuntos independientes de parámetros: {g,mg, b,mb}
para el bottomonium y {g,mg, b,mc} para el charmonium. Este procedimiento nos permitió descri-
bir el espectro de cada sistema por separado. Sin embargo, como se discutió en la Sección 2.4, en
QCD los parámetros fundamentales de la teoŕıa no son constantes, sino que obtienen una depen-
dencia con la escala de enerǵıa cuando se utiliza el grupo de renormalización. Desde este punto de
vista, nos preguntamos si es posible describir simultáneamente los espectros de los mesones pesados
(compuestos por quarks c y b) empleando un único conjunto de parámetros, cuya diferencia entre
ambos sistemas provenga de la variación con la escala.

Con este objetivo, en lugar de utilizar parámetros independientes para cada mesón, se con-
sidera que la constante de acoplamiento, g, y la masa del gluon, mg, dependen de la escala, µ,
correspondiente a la masa reducida del sistema ligado. De este modo, se obtienen los conjuntos
{g(µcc̄),mg(µcc̄), b,mc} y {g(µbb̄),mg(µbb̄), b,mb} asociados a las escalas caracteŕısticas del char-
monium y del bottomonium, respectivamente, pero conectados entre śı mediante el flujo de los
parámetros g y mg. En este esquema, la tensión de la cuerda, b, se mantiene constante, tomando un
valor común para ambos sistemas. Si bien las masas de los quarks también presentan, en principio,
una dependencia con la escala, este efecto no juega un rol relevante en este análisis.

Para implementar esta idea, se debe especificar cómo es el flujo de los parámetros del modelo.
Para esto se utiliza el flujo derivado del modelo de Curci–Ferrari a un loop, presentado en [237].
Adicionalmente, se estudia de forma superficial el ĺımite a altas enerǵıas de este flujo, que da lugar
al running UV de QCD para la constante de acoplamiento, el cual se utiliza comúnmente en la
literatura [231,235,238].

Con esta nueva idea, volvemos a repetir el análisis del espectro de tetraquarks del caṕıtulo ante-
rior, ajustando los parámetros del modelo a partir del espectro de masas de mesones pesados. Además
de los sistemas charmonium y bottomonium, se agrega el estudio del mesón mixto charm–bottom.
Se analizan nuevamente dos esquemas de ajuste del espectro. En el primero, los parámetros del
modelo se ajustan utilizando simultáneamente los estados con números cuánticos n = 1 y n = 2 de
los mesones. En el segundo, el ajuste se realiza exclusivamente a partir de los estados con n = 1,
mientras que los niveles excitados radialmente se consideran como una predicción del modelo. Adi-
cionalmente, se estudia un caso particular en el que sólo se incorporan las correcciones dependientes
del spin. Este tipo de aproximación es habitual en modelos efectivos inspirados en QCD, donde se
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retienen únicamente las contribuciones spin–spin, spin–órbita y tensorial.

Una vez fijados los parámetros, se analiza el espectro de diquarks pesados cc y bb, y se utilizan
estos resultados para predecir el espectro de tetraquarks all-charm y all-bottom. Al igual que en el
caso de los mesones pesados, para utilizar los parámetros obtenidos en el estudio de tetraquarks, se
debe tener en cuenta la dependencia con la escala de los parámetros del modelo. En particular, es
necesario determinar el conjunto {g(µtetraquark),mg(µtetraquark), b,mdiquark} para los distintos siste-
mas considerados.

El caṕıtulo se organiza de manera progresiva, comenzando con el ajuste del espectro de me-
sones pesados y continuando con el estudio de diquarks y tetraquarks pesados. En cada etapa, los
parámetros del modelo se evalúan a la escala caracteŕıstica del sistema considerado, siguiendo el flujo
correspondiente, y se analizan las diferencias entre los distintos esquemas de running y estrategias
de ajuste.

7.1. Flujos de los parámetros

En teoŕıas cuánticas de campos, la dependencia con la escala de los parámetros de un modelo se
formaliza mediante el grupo de renormalización. Este formalismo describe cómo los acoplamientos y
demás parámetros del modelo evolucionan al cambiar la escala de enerǵıa del proceso considerado.
Dicha dependencia se describe mediante ecuaciones de flujo.

En particular, la evolución de la constante de acoplamiento g(µ) está determinada por la función
beta:

βg ≡ µ
dg

dµ
,

mientras que, de manera análoga, la evolución de la masa del gluon mg(µ) se describe mediante:

βm2
g
≡ µ

dm2
g

dµ
.

Estas ecuaciones de flujo dan lugar a una ecuación diferencial que permite obtener la constante de
acoplamiento y la masa del gluon como una función de la escala µ. La forma expĺıcita de estas fun-
ciones beta depende tanto del modelo considerado como del régimen de enerǵıas en el que se trabaje.

Cabe destacar que no todos los parámetros del modelo se consideran dependientes de la escala.
En particular, el parámetro de confinamiento b se considera constante a lo largo de este análisis. Esto
se debe a que el confinamiento es un fenómeno que domina en el régimen infrarrojo y no se espera
que vaŕıe de manera significativa dentro del rango de escalas asociado a los estados ligados estudiados.

En este trabajo se emplea una descripción del flujo de los parámetros que surge del modelo de
Curci–Ferrari a un loop. Esta descripción introduce una dependencia en la escala a la constante de
acoplamiento consistente con fenómenos como la libertad asintótica. En este caso, las funciones beta
para el acoplamiento y la masa del gluon a un loop se escriben como en [237]:

βg = g(µ)

(
1

2
γa + γc

)
,

βmg
=

1

2
mg(µ) (γa + γc) ,
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con

γa =
g2(µ)

192π2

{
48 +

16(−6mc + µ2)

µ2
+

384m4
c arctgh

(
µ√

4m2
c+µ

2

)
µ3
√

4m2
c + µ2

+
12µ4 log

[
µ

mg(µ)

]
m4
g(µ)

+ 6 log

[
m2
g(µ)

µ2 +m2
g(µ)

]
2µ2 − 3m2

g(µ)

µ6m4
g(µ)

[
µ4 − µ2m2

g(µ) − 2m4
g(µ)

]
+ 12arctgh

 µ√
µ2 + 4m2

g(µ)

 µ8 − 5µ6m2
g(µ) − 16µ4m4

g(µ) + 44µ2m6
g(µ) − 144m8

g(µ)

µ3m4
g(µ)

√
µ2 + 4m2

g(µ)

}
,

γc =
3g2(µ)

16π2

1

2s2
{
s3 log(s) − (1 + s)

[
2s+ (−2 − s+ s2) log(1 + s)

]}
,

donde s = µ2/m2
g(µ).

Para este flujo se consideró que el número de colores de la teoŕıa es tres. Se debe determinar
además el número de sabores activos, correspondiente a la cantidad de quarks con masas menores
a la escala considerada. Para la mayor parte de nuestro estudio, el numero de quarks activos será
cuatro: up, down, strange y charm. Sin embargo, para trabajar con escalas mayores, como la del bbb̄b̄,
se debe incluir también el quark bottom. Además se impuso que las masas de los quarks más livia-
nos son despreciables en comparación con las masas del charm y bottom, fijando mu ≈ md ≈ ms ≈ 0.

Estas ecuaciones diferenciales se resuelven de forma numérica, y las funciones resultantes se re-
presentan en la Fig. (7.1). Se observa que tanto la constante de acoplamiento como la masa del gluon
decrecen a medida que aumenta la enerǵıa. Cuanto mayor es la masa del gluon inicialmente, más
rápido decrece la constante de acoplamiento.

Es interesante analizar el régimen de altas enerǵıas de este running, donde la masa del gluon se
vuelve muy pequeña, ya que el flujo de la constante de acoplamiento toma la forma del conocido
flujo UV de QCD a un loop, el cual es utilizado frecuentemente en la literatura [231,235,238]:

βg = −β0
g3

16π2
,

donde

β0 =
11Nc − 2Nf

3
,

con Nc el número de colores y Nf el número de sabores activos.

La solución de esta ecuación conduce a la conocida expresión para la constante de acoplamiento
dependiente de la escala,

g2(µ) =
g20

1 +
g20β0

16π2 log
(
µ
µ0

) ,
con g0 el valor de la constante de acoplamiento en una escala de referencia µ0, que llamamos escala
de renormalización.

Es importante señalar que este flujo no se debe extender hacia escalas muy bajas de enerǵıa, ya
que presenta un polo de Landau. Nosotros asumiremos que dicho polo no es alcanzado en el rango
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de escalas relevantes para los sistemas ligados considerados.

En el régimen de altas enerǵıas del modelo de Curci–Ferrari también se debe tener en cuenta el
flujo de la masa del gluon. Lo que introduce una ecuación de flujo adicional:

βm2
g

=
m2
gg

2

16π2

(
−35

6
Nc +

4

3
Nf

)
.

Esta ecuación puede resolverse anaĺıticamente, obteniendo:

m2
g(µ) = m2

0

(
g(µ)

g0

)κ
, (7.1)

con

κ =
35Nc − 8Nf

2(11Nc − 2Nf )
,

donde se utilizan los mismos valores de Nc y Nf que en el caso del acoplamiento.

En la Fig. (7.1) se muestra el comportamiento de estos parámetros en función de la escala de
enerǵıa. Para el rango de escalas considerado, la constante de acoplamiento no presenta un polo de
Landau, lo que valida el uso del régimen ultravioleta en este análisis. Comparando ambos flujos, se
observa que cuando no se considera el régimen ultravioleta, se predice una constante de acoplamiento
que decrece más lentamente, mientras que la masa del gluon disminuye de manera más pronunciada.

Curci-Ferrari

UV QCD

1.0 1.5 2.0
μ

1.7

1.8

1.9

2.0

g(μ)

(a) Constante de acoplamiento en función de la es-
cala de enerǵıa.

Curci-Ferrari

UV QCD

1.0 1.5 2.0
μ

0.170

0.175

0.180

0.185

0.190

0.195

0.200

mg(μ)

(b) Masa del gluon en función de la escala de
enerǵıa.

Figura 7.1: Comportamiento de los parámetros del modelo con la escala de enerǵıa, µ, en GeV. En
rojo se muestran los resultados utilizando el modelo de Curci-Ferrari y en verde se muestran los
resultados para el ĺımite de altas enerǵıas, correspondiente al flujo de QCD perturbativo.

Para el estudio del espectro de mesones pesados, utilizamos el flujo obtenido a partir del modelo
de Curci-Ferrari, sin embargo, realizamos un pequeño análisis de los resultados que se obtendŕıan
con el flujo en el régimen ultravioleta y qué problemas trae.

7.2. Espectro de mesones pesados

En esta sección se ajusta el espectro de mesones pesados con el objetivo de determinar los paráme-
tros del modelo. Siguiendo la estrategia introducida en el Cap. 5, el ajuste se realiza comparando
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el espectro calculado con los valores experimentales disponibles para los sistemas de charmonium,
bottomonium y charm–bottom. Para ello, se utilizan los datos reportados por el Particle Data Group
(PDG 2025) con números cuánticos bien definidos, aśı como resultados de lattice QCD en aquellos
casos en los que la información experimental es incompleta o aún no está firmemente establecida.
Los estados considerados en el ajuste se resumen en la Tabla (7.1).

Estado Masa (GeV) jpc n2s+1lj

ηb(1S) 9.3987(20) 0−+ 11S0

γ(1S) 9.46040(10) 1−− 13S1

χb0(1P ) 9.85944(42) 0++ 13P0

χb1(1P ) 9.89278(31) 1++ 13P1

hb(1P ) 9.8993(8) 1+− 11P1

χb2(1P ) 9.91221(31) 2++ 13P2

ηb(2S) 9.999 0−+ 21S0

γ(2S) 10.0234(5) 1−− 23S1

χb0(2P ) 10.2325(5) 0++ 23S0

χb1(2P ) 10.25546(50) 1++ 23P1

hb(2P ) 10.2598(12) 1+− 21P1

χb2(2P ) 10.26865(50) 2++ 23P2

ηc(1S) 2.9839(4) 0−+ 11S0

J/ψ(1S) 3.096900(6) 1−− 13S1

χc0(1P ) 3.41471(30) 0++ 13P0

χc1(1P ) 3.51067(5) 1++ 13P1

hc(1P ) 3.52537(14) 1+− 11P1

χc2(1P ) 3.55617(7) 2++ 13P2

ηc(2S) 3.6377(11) 0−+ 21S0

ψ(2S) 3.68610(6) 1−− 23S1

B+
c 6.27447(32) 0−? 11S0

[239] 6.329 1−− 13S1

B±
c (2S) 6.8712(10) 0−? 21S0

Tabla 7.1: Valores experimentales, o de lattice QCD, del espectro de masas de los mesones pesados
utilizados para ajustar los parámetros del modelo.

El ajuste se lleva a cabo de manera simultánea para los tres sistemas. Para cada conjunto de
parámetros se calcula el espectro completo de masas y se lo compara con los valores de referencia,
asociando un error a cada conjunto según la ecuación (5.1). Los parámetros que presenten menor
error serán utilizados en el estudio de sistemas más complejos. Este procedimiento se repite utilizando
las dos descripciones del flujo de los parámetros introducidas previamente: el flujo perturbativo de
QCD a un loop y el flujo completo derivado del modelo de Curci–Ferrari a un loop.

7.2.1. Análisis incluyendo el flujo en el régimen de altas enerǵıas

Motivados por trabajos previos que incorporan el flujo de los parámetros de QCD a altas enerǵıas
en el estudio de espectros de masas, adoptamos un enfoque similar en esta sección. En particular,
utilizamos el flujo obtenido en el ĺımite ultravioleta del modelo de Curci–Ferrari a un loop, en concor-
dancia con el empleado en la literatura. Sin embargo, al aplicar este enfoque, no fue posible ajustar
simultáneamente los tres mesones considerados. En general, los parámetros obtenidos correspond́ıan
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a un buen ajuste del espectro del charmonium, pero presentaban problemas al ajustar el espectro
del bottomonium.

Algunos de los resultados obtenidos se encuentran en la Fig. (7.2). Se observa que el espectro
del charmonium y del charm-bottom se logran ajustar casi perfectamente. Para el caso del espectro
del bottomonium, se logra ajustar el comportamiento general de los datos, obteniendo muy buenos
resultados para los niveles con n = 2. No obstante, el estado fundamental y el primer estado exci-
tados presentan grandes errores. Este resultado es opuesto al esperado, ya que, como vimos en el
Cap. 5, los estados excitados radialmente y los compuestos por quarks charm son los que el modelo
tiene mayor dificultad para predecir, debido a que tienen velocidades mayores. Por esta razón, nos
gustaŕıa priorizar el ajuste de los niveles con n = 1 del bottomonium. Sin embargo, siguiendo esta
idea, no se logra un buen ajuste de los demás mesones.
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Figura 7.2: Espectro de masas de los mesones pesados para el conjunto de parámetros g(µcc̄) = 1.90,
mg(µcc̄) = 0.11 GeV, b = 0.26 (GeV)2, mc = 1.225 GeV y mb = 4.600 GeV. Las ĺıneas punteadas
corresponden a los resultados obtenidos utilizando el modelo y ajustando tanto los niveles con n = 1
como los niveles con n = 2. Las ĺıneas continuas son los resultados experimentales presentados en la
Tabla (7.1).

Cuando se comparan estos resultados con el caso sin running del Cap. 5, se observa que los
valores de la constante de acoplamiento obtenidos a la escala del charmonium son muy similares a
los que se obtuvieron en el caso sin flujo cuando se ajusta el espectro de dicho mesón. Sin embargo,
a la escala del bottomonium difieren significativamente de los parámetros obtenidos ajustando úni-
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Parámetro µcc̄ µcb̄ µbb̄
g 1.90 1.77 1.58

mg (GeV) 0.11 0.11 0.10
b (GeV)2 0.26
mc (GeV) 1.225
mb (GeV) 4.600

Error 0.00336

Tabla 7.2: Parámetros obtenidos a partir del ajuste del espectro de los mesones pesados. Se ajustan
tanto los niveles con n = 1 como los niveles con n = 2, incluyendo todas las correcciones del OGE.

camente el espectro del bottomonium. Esto explica por qué este mesón ajusta peor que los demás.
Este problema sucede porque el flujo de la constante de acoplamiento exige una gran diferencia entre
los valores que toma el acoplamiento a las distintas escalas, mientras que los resultados del Cap. 5
muestran que los mesones se ajustan mejor con constantes de acoplamiento similares a ambas escalas.

Por este motivo, a partir de ahora incluiremos el flujo completo derivado de Curci-Ferrari, sin
aproximar al régimen ultravioleta, donde la inclusión de una masa del gluon no despreciable causa
que la constante de acoplamiento decaiga más lentamente, acercándose más a los resultados esperados
para los mesones.

7.2.2. Flujo de Curci-Ferrari a un loop

Repetimos el procedimiento de ajuste ahora considerando el flujo de Curci-Ferrari a un loop. Al
igual que el Cap. 5 separamos el estudio en distintos casos: ajustando únicamente los niveles con
n = 1, o ajustando también los niveles con n = 2. También consideramos dos esquemas de ajuste:
una que incluye correcciones cinéticas a la enerǵıa de los estados y una que únicamente incluye
correcciones debido al spin.

Al ajustar simultáneamente los niveles con n = 1 y n = 2 del bottomonium, charmonium
y charm-bottom utilizando todas las correcciones de OGE, se obtiene el conjunto de parámetros
g(µcc̄) = 2.00, mg(µcc̄) = 0.51 GeV, b = 0.26 (GeV)2, mc = 1.175 GeV y mb = 4.575 GeV, a
la escala del charmonium. Este conjunto presenta un error respecto a los datos experimentales de
0.00318 y los espectros producidos se observan en la Fig. (7.3).

Se obtiene un muy buen ajuste del espectro del charmonium y charm-bottom. En particular los
dos primeros niveles de estos mesones se reproducen de forma casi exacta. El ajuste del bottomo-
nium no es tan preciso, pero logra recrear el comportamiento general de los datos experimentales.
El estado fundamental del bottomonium es el que presenta más problemas, afectando al primer
estado excitado. Sin embargo, los estados con n = 2 del bottomonium se ajustan perfectamente. Se
observan problemas muy similares a los discutidos con el flujo en el régimen ultravioleta, donde los
estados más relativistas parecen ajustar mejor. Sin embargo, presenta ciertas mejoŕıas respecto al
caso anterior. El ajuste de los primeros niveles del bottomonium mejora significativamente, pero más
importante, en la Tabla (7.4) se observa que los parámetros obtenidos a la escala del bottomonium
son mucho más cercanos a los valores que esperábamos.

En la Tabla (7.3a) se presentan resultados extráıdos de las funciones de onda obtenidas para
los distintos mesones. Se observa que las velocidades pueden ser consideradas como no relativistas,
siendo las más elevadas las correspondientes al quark charm debido a su menor masa. Los radios
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Figura 7.3: Espectro de masas de los mesones pesados. Las ĺıneas punteadas corresponden a los
resultados obtenidos utilizando el modelo y ajustando tanto los niveles con n = 1 como los niveles
con n = 2. Las ĺıneas continuas son los resultados experimentales presentados en la Tabla (7.1).

medios de los mesones se mantienen dentro del rango razonable para los estados con n = 1.

Cuando, en lugar de utilizar todas las correcciones de OGE, se utilizan sólo las correcciones depen-
dientes del spin para el mismo conjunto de datos se obtiene el conjunto de parámetros g(µcc̄) = 2.225,
mg(µcc̄) = 0.43 GeV, b = 0.20 (GeV)2, mc = 1.250 GeV y mb = 4.650 GeV, el cual presenta un
error respecto a los datos experimentales de 0.00459.

Los espectros producidos se observan en la Fig. (7.4), obteniendo nuevamente un buen ajuste
global de los tres mesones, aunque mejor en el caso del charmonium y charm-bottom. La inclusión de
correcciones a la enerǵıa únicamente dependientes del spin pareceŕıa favorecer el ajuste de los niveles
con l = 1 del bottomonium, a costa del ajuste del estado fundamental y del primer estado excitado.
El espectro del charmonium y charm-bottom empeora, sobrestimando levemente la separación entre
los primeros dos estados, problemas que ya hab́ıamos visto en el Cap. 5. Globalmente, si bien este
esquema de ajuste mejora ciertos aspectos del ajuste del espectro de los mesones, el error obtenido
resulta levemente mayor que cuando se consideran todas las correcciones del OGE.
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Figura 7.4: Espectro de masas de los mesones pesados. Las ĺıneas punteadas corresponden a los
resultados obtenidos utilizando el modelo y ajustando tanto los niveles con n = 1 como los niveles
con n = 2 con correcciones únicamente de spin. Las ĺıneas continuas son los resultados experimentales
presentados en la Tabla (7.1).

Por otro lado, el ajuste mejora significativamente si se pretende reproducir sólo los niveles fun-
damentales de los mesones. Al ajustar los niveles con n = 1 del bottomonium, charmonium y
charm-bottom utilizando todas las correcciones de OGE, se obtiene el conjunto de parámetros
g(µcc̄) = 2.075, mg(µcc̄) = 0.84 GeV, b = 0.28 (GeV)2, mc = 1.125 GeV y mb = 4.550 GeV.
Este conjunto presenta un error respecto a los datos experimentales de 0.00177, que mejora signifi-
cativamente en comparación con los ajustes anteriores.

Los espectros correspondientes a este conjunto de datos se observan en la Fig. (7.5). Se logra un
muy buen ajuste del espectro de los tres mesones considerados. En particular se obtiene un excelente
ajuste para el espectro del charmonium y charm-bottom, incluso obteniendo una predicción adecua-
da de los niveles con n = 2. El ajuste del bottomonium mejora significativamente, logrando ajustar
mejor el estado fundamental, aunque sobrestimando levemente la separación entre los primeros dos
estados. La predicción de los niveles con n = 2 del bottomonium también es muy buena.

Resulta sorprendente que a partir del ajuste de los niveles con n = 1 se mejore de forma signifi-
cativa el ajuste global del espectro de los tres mesones, incluso obteniendo muy buenas predicciones
para los niveles radialmente excitados. Esta diferencia respecto a los casos anteriores se debe a la
masa del gluon mayor que se encontró para este conjunto de parámetros. Esto indica que con el
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running que incluye una masa del gluon de 0.84 GeV a la escala del charmonium, se logra un com-
portamiento de la constante de acoplamiento en función de la escala más próxima a lo esperado
según los valores obtenidos en el Cap. 5. Este resultado se puede ver en la Tabla (7.4).
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Figura 7.5: Espectro de masas de los mesones pesados. Las ĺıneas punteadas corresponden a los
resultados obtenidos utilizando el modelo y ajustando los niveles con n = 1. Las ĺıneas continuas
son los resultados experimentales presentados en la Tabla (7.1).

Finalmente, al ajustar los niveles con n = 1 del bottomonium, charmonium y charm-bottom uti-
lizando sólo las correcciones a la enerǵıa dependientes del spin, se obtiene el conjunto de parámetros
g(µcc̄) = 2.20, mg(µcc̄) = 0.82 GeV, b = 0.24 (GeV)2, mc = 1.150 GeV y mb = 4.575 GeV. El error
obtenido con este conjunto de parámetros es de 0.00216, levemente mayor al caso anterior.

En la Fig. (7.6) se representan los espectros hallados para este conjunto de parámetros. Nueva-
mente se logra un muy buen ajuste del espectro de los tres mesones. Sorprendentemente, con este
esqueja de ajuste se logran ajustar el estado base y el primer estado excitado de los tres mesones, que
resultaba muy dif́ıcil en los casos anteriores. Se observan leves discrepancias en la separación de los
dos primeros estados, pero este problema estaba presente incluso cuando ajustamos los mesones por
separado en el Cap. 5. Sin embargo, el ajuste global del bottomonium empeora levemente respecto
al caso anterior, los niveles con l = 1 presentan más dificultades, y el error resulta ser un poco
mayor. Nuevamente este buen ajuste de los espectros y buena predicción de los estados excitados
radialmente se debe a la masa del gluon considerable obtenida del ajuste, correspondiente a 0.82
GeV a la escala del charmonium.
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(c) Espectro del charm-bottom.

Figura 7.6: Espectro de masas de los mesones pesados. Las ĺıneas punteadas corresponden a los resul-
tados obtenidos utilizando el modelo y ajustando los niveles con n = 1 con correcciones únicamente
de spin. Las ĺıneas continuas son los resultados experimentales presentados en la Tabla (7.1).

En la Tabla (7.3) se presentan resultados extráıdos de las funciones de onda para los distintos
mesones. Se observan resultados muy similares para todos los esquemas de ajuste. Las velocidades
obtenidas pueden ser consideradas como no relativistas, en particular para los niveles con n = 1,
siendo las más elevadas las correspondientes al quark charm debido a su menor masa. Se obtienen,
en general, velocidades levemente más elevadas en los ajustes únicamente de niveles con n = 1 y,
por otro lado, los radios medios de los mesones de mantienen dentro del rango razonable para los
estados no excitados radialmente.

El comportamiento del error en función de los parámetros de los distintos ajustes se puede ver
en la Fig. (7.7). Esta muestra que, al igual que en el caṕıtulo anterior, el error es poco sensible al
valor de la masa del gluon. Sin embargo, al incluir el flujo de los parámetros, la masa del gluon
comienza a afectar el comportamiento de la constante de acoplamiento con la escala, introduciendo
un nuevo peso al valor de esta masa. En este estudio, se logra descartar el caso de masa nula para
todos los ajustes, consistente con lo observado cuando se utilizó el flujo UV: cuando se tiene una
masa del gluon muy pequeña no se logra reproducir el comportamiento necesario de la constante de
acoplamiento para ajustar los tres mesones.
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n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
Bottomonium

1S 9.4997 1.1354 0.0711
1P 9.8879 1.9306 0.0705
2S 10.0320 6.5994 0.0854
2P 10.2871 10.1235 0.0932

Charmonium
1S 3.1308 2.0708 0.2548
1P 3.6071 3.2151 0.3108
2S 3.8658 18.2328 0.3801

Charm-Bottom

1S 6.3691 1.7008
vb = 0.0780
vc = 0.3036

2S 7.0149 12.9830
vb = 0.1094
vc = 0.4258

(a) Ajuste de los niveles n = 1 y n = 2 utilizando
todas las correcciones del OGE.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
Bottomonium

1S 9.5186 1.1404 0.0705
1P 9.8874 2.0349 0.0626
2S 10.0010 7.3291 0.0754
2P 10.2297 11.5858 0.0802

Charmonium
1S 3.0829 2.092 0.2373
1P 3.5131 3.3738 0.2656
2S 3.7088 20.0580 0.3248

Charm-Bottom

1S 6.3437 1.7061
vb = 0.0734
vc = 0.2730

2S 6.9096 14.2498
vb = 0.0930
vc = 0.3458

(b) Ajuste de los niveles n = 1 y n = 2 utilizando
únicamente las correcciones de spin.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
Bottomonium

1S 9.4887 1.0939 0.0779
1P 9.9031 1.9060 0.0728
2S 10.0434 6.3459 0.0895
2P 10.3140 9.8070 0.0969

Charmonium
1S 3.1241 2.0955 0.2596
1P 3.6117 3.2240 0.3227
2S 3.8779 18.1739 0.3992

Charm-Bottom

1S 6.3744 1.7085
vb = 0.0806
vc = 0.3261

2S 7.0406 12.8824
vb = 0.1152
vc = 0.4660

(c) Ajuste de los niveles n = 1 utilizando todas
las correcciones del OGE.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
Bottomonium

1S 9.4607 1.0941 0.0785
1P 9.8642 1.9767 0.0674
2S 9.9831 6.7974 0.0830
2P 10.2370 10.7086 0.0884

Charmonium
1S 3.0664 2.1490 0.2426
1P 3.5165 3.3563 0.2913
2S 3.7486 19.6220 0.3621

Charm-Bottom

1S 6.3287 1.7372
vb = 0.0767
vc = 0.3053

2S 6.9372 13.8642
vb = 0.1046
vc = 0.4163

(d) Ajuste de los niveles n = 1 utilizando única-
mente las correcciones de spin.

Tabla 7.3: Algunos resultados extráıdos de la función de onda de los distintos mesones.
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(a) Ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 incluyendo todas las correcciones del OGE.

(b) Ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 incluyendo únicamente las correcciones de spin.

(c) Ajuste de los niveles con n = 1 incluyendo todas del correcciones del OGE.

(d) Ajuste de los niveles con n = 1 incluyendo únicamente las correcciones de spin.

Figura 7.7: Curvas de nivel del error en función de distintos parámetros para los diferentes ajus-
tes realizados utilizando el flujo de Curci-Ferrari. Con un punto rojo se representa el valor de los
parámetros con menor error.
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En la misma figura se observa que, cuando se ajustan únicamente los niveles con n = 1, se
necesitan masas del gluon más grandes para obtener un menor error, incluso obteniendo mı́nimos
muy próximos al ĺımite del rango considerado. Una mejora a esta predicción podŕıa ser considerar
masas del gluon más grandes en nuestro ajuste. Sin embargo, otros trabajos que obtienen valores de
la masa del modelo de Curci-Ferrari predicen resultados menores de este parámetro, por lo que no
estamos interesados en estudiar un rango mayor de la masa.

En general, se logra ajustar el espectro de los mesones pesados utilizando un único conjunto de
parámetros que depende de la escala. Con todas los esquemas de ajuste se obtienen parámetros simi-
lares, como se observa en la Tabla (7.4). Los ajustes donde se utilizan correcciones de spin requieren
valores de g(µcc̄) levemente más elevados, mientras que cuando se utilizan todas los correcciones
se obtienen errores menores. Como es esperable, el error disminuye cuando se consideran sólo los
niveles con n = 1, y los ajustes mejoran significativamente, en especial el del bottomonium.

Parámetro
Esquema (a) Esquema (b) Esquema (c) Esquema (d)

µcc̄ µcb̄ µbb̄ µcc̄ µcb̄ µbb̄ µcc̄ µcb̄ µbb̄ µcc̄ µcb̄ µbb̄
g 2.00 1.93 1.76 2.225 2.11 1.87 2.075 2.051 1.92 2.20 2.17 2.01

mg (GeV) 0.51 0.50 0.47 0.43 0.42 0.38 0.84 0.84 0.81 0.82 0.82 0.78
b (GeV)2 0.26 0.20 0.28 0.24
mc (GeV) 1.175 1.250 1.125 1.150
mb (GeV) 4.575 4.650 4.550 4.575

Error 0.00318 0.00459 0.00177 0.00216

Tabla 7.4: Parámetros obtenidos a partir del ajuste del espectro de los mesones pesados para distintos
esquemas de ajuste. El esquema (a) corresponde al ajuste de los niveles con n = 1 y n = 2 utilizando
todas las correcciones del OGE. El esquema (b) corresponde a ajustar los mismos niveles pero
utilizando sólo correcciones de spin. El esquema (c) es en el que se ajustan los niveles con n = 1
incluyendo todas las correcciones de OGE y el esquema (d) es análogo pero incluyendo únicamente
correcciones de spin.

Comparando estos resultados con los obtenidos con el flujo en el UV, se observa que con este
running se obtienen valores de g(µcc̄) y g(µbb̄) mucho más próximos entre śı que antes. Este re-
sultado es fundamental para lograr recrear el comportamiento de los mesones tanto a la escala del
charmonium como a la escala del bottomonium, que, como vimos en el Cap. 5 requieren constantes
de acoplamiento similares para su ajuste. Esta separación entre el valor de g a las diferentes escalas
es menor cuando se aumenta la masa del gluon, como se observa en la Tabla (7.4) para los esquemas
donde se ajusta únicamente n = 1. Es en estos casos que se obtiene un muy buen ajuste del espectro
de los tres mesones, solucionando la tensión que parećıa haber entre el ajuste de los primeros estados
de cada mesón.

Cuando se comparan estos resultados con el caso sin running, se observa que la constante de
acoplamiento es mayor a las halladas previamente a las respectivas escalas y ya no se observa el
comportamiento obtenido ajustando el bottomonium, en el cual la constante de acoplamiento au-
mentaba cuando se ajustaban también los niveles con n = 2. En todo caso, se observa el fenómeno
contrario. Las masas de los quarks obtenidas son levemente menores que antes.

Finalmente, con este análisis hallamos que el modelo con gluones masivos, incluyendo el flujo de
los parámetros, logra ajustar el espectro de los mesones pesados. A partir de ahora, nos centraremos
en los parámetros obtenidos del ajuste de los niveles con n = 1 de los mesones incluyendo todas
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las correcciones de OGE, los cuales obtuvieron el menor error relativo a los datos experimentales.
Nuestra única preocupación sobre los resultados es que minimizar el error relativo con los datos
experimentales parece favorecer el ajuste del charmonium, que, utilizando un modelo no relativista,
se logra describir peor que el bottomonium debido a la menor masa de sus quarks y velocidad mayor.

Priorizando el ajuste del bottomonium

En base a esto, probamos un último ajuste, en el cual partimos del ajuste únicamente de los
niveles con n = 1 del bottomonium, como se realizó en el Cap. 5. A partir de esto, definimos una
región en el espacio de parámetros donde el error relativo a los datos experimentales del bottomo-
nium es menor a cierta cota superior que fijamos como 0.0009. Esto nos asegura trabajar con un
conjunto de parámetros que logra ajustar bien los niveles con n = 1 del bottomonium, que son los
mejor descritos por el modelo no relativista. A partir de dicho conjunto de parámetros, y utilizando
el flujo para obtener su valor a la escala del charmonium, buscamos el set que presenta menor error
relativo al ajustar el espectro del charmonium.

En la Fig. (7.8a) se representan las curvas de nivel del error relativo entre los datos experi-
mentales y el espectro del bottomonium producido por el modelo. Este comportamiento es igual
al observado en el Cap. 5. Nos interesamos ahora por la región marcada en rojo en la figura, que
representa los parámetros que tienen asociados un error relativo menor a 0.0009 respecto a los datos
experimentales del bottomonium.

(a) Escala del bottomonium. (b) Escala del charmonium.

Figura 7.8: Curvas de nivel del error relativo entre los datos experimentales y el espectro del botto-
monium. En rojo se representa la región de interés para el estudio, donde el error es menor a 0.0009.

En la Fig. (7.8b) se observan las mismas curvas de error, pero ahora en función de los parámetros
a la escala del charmonium. Vemos que la zona de interés se expande a valores más elevados de la
masa del gluon para esta escala, y se encuentra en valores de la constante de acoplamiento mayores,
como es esperado. Ahora nos limitamos a estudiar esta zona, calculando el espectro de masas del
charmonium producido por los parámetros en esta región. Las curvas de nivel de este nuevo error
relativo a los datos experimentales del charmonium se encuentra en la Fig. (7.9).

A partir de este estudio, se encuentran los parámetros a la escala del charmonium, limitados a
la región de interés, cuyo error relativo al espectro experimental del charmonium es mı́nimo. Con
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Figura 7.9: Curvas de nivel del error relativo entre los datos experimentales y el espectro del char-
monium para la región de interés.

estos parámetros a la escala del charmonium, resta utilizar el flujo de los parámetros para obtener su
valor a las escala del bottomonium y charm-bottom y ver el espectro que producen, el cual sabemos
que tendŕıa un error menor a 0.0009 para el bottomonium.

Una aclaración relevante es que las figuras mostradas son a modo ilustrativo, para explicar el
procedimiento. Para generarlas se fijó un valor de las masas de los quarks y de la tensión de la
cuerda, y se graficó solamente la dependencia en g y mg. Para el procedimiento completo se variaron
todos los parámetros del modelo.

Siguiendo este procedimiento, se obtienen los espectros mostrados en la Fig. (7.10). Se logra un
muy buen ajuste del espectro del bottomonium, reproduciendo el estado base y algunos niveles con
l = 1 a la perfección. El espectro del charmonium se reproduce bastante bien, logrando un muy
buen ajuste de los niveles con l = 1, aunque con poca precisión en el ajuste del estado base. El
espectro del charm-bottom se logra reproducir globalmente bien a pesar de no haber sido ajustado
en este procedimiento. En general, la separación hiperfina entre los estados con l = 0 se sobrestima
levemente para los tres mesones. Los estados excitados radialmente se predicen cualitativamente sin
ser muy precisos.

Los parámetros correspondientes a este ajuste se encuentran en la Tabla (7.5). Observamos
que la constante de acoplamiento crece respecto al ajuste de los niveles con n = 1 sin priorizar
el bottomonium. Los errores individuales presentados corresponden al error relativo a los datos
experimentales de cada mesón por separado, donde se observa que, como se esperaba, el bottomonium
presenta un error mucho menor. El error global es el error de los tres mesones juntos con respecto a
los valores experimentales, el cual se mantiene del orden que el ajuste sin prioridad al bottomonium,
mostrando que distintos conjuntos de parámetros pueden tener errores comparables.
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Figura 7.10: Espectro de masas de los mesones pesados, obtenidos priorizando el ajuste de los niveles
con n = 1 del bottomonium. Las ĺıneas punteadas corresponden a los resultados obtenidos y las ĺıneas
continuas son los valores experimentales presentados en la Tabla (7.1).

Parámetro µcc̄ µcb̄ µbb̄
g 2.20 2.175 2.00

mg (GeV) 0.78 0.78 0.77
b (GeV)2 0.27
mc (GeV) 1.150
mb (GeV) 4.575

Error individual 0.00340 0.00297 0.00089
Error global 0.00228

Tabla 7.5: Parámetros obtenidos a partir del ajuste priorizando los niveles con n = 1 del bottomo-
nium.

Este resultado es más consistente con la precisión de nuestro modelo no relativista para ajustar el
espectro de los mesones pesados, priorizando ajustar los niveles que se logran modelar mejor. En las
siguientes secciones utilizaremos este conjunto de parámetros para predecir el espectro de diquarks
y tetraquarks pesados, ahora incluyendo el flujo hasta las escalas correspondientes.

134



7.3. Espectro de los diquarks

Una vez determinados los parámetros del modelo, los utilizamos para calcular el espectro de los
diquarks. Al igual que antes estudiamos los diquarks bb y cc, pero ahora descritos por conjuntos
de parámetros que están relacionados. Las escalas de los mesones cc̄ y bb̄ son muy similares a las
correspondientes a los diquarks cc y bb, respectivamente. Por lo tanto, no es necesario aplicar el flujo
de los parámetros para calcular el espectro de los diquarks.

El modelo que se utiliza para describir a los diquarks es el mismo que en el caṕıtulo anterior,
donde consideramos que se encuentran en un estado de color antitriplete, que es atractivo. Este
estado de color implica un factor 2/3, que motiva la elección de considerar la tensión de la cuerda
como b/2. Consideramos el principio de exclusión de Pauli, permitiendo la existencia únicamente de
estados con s = 1 para l = 0 y s = 0 para l = 1. La justificación de estas propiedades se encuentra
en la Sección 6.1.

Para los parámetros obtenidos priorizando el ajuste de los niveles con n = 1 del espectro del
bottomonium, se obtienen los espectros de los diquarks de la Fig. (7.11). A partir de las funciones
de onda obtenidas para los diferentes niveles se extraen los valores presentados en la Tabla (7.6). Se
observa que los valores obtenidos son muy similares al estudio sin running, aunque ahora los niveles
excitados radialmente tienen radios medios mayores, lo que refleja los problemas del modelo no re-
lativista. Los niveles con n = 1 presentan radios medios y velocidades cuadráticas medias acorde a
lo esperado, manteniéndose dentro del régimen no relativista.
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(b) Espectro del diquark cc.

Figura 7.11: Espectro de masas de los diquarks pesados, obtenidos utilizando los parámetros del
ajuste priorizando los niveles con n = 1 del bottomonium.

Los valores del espectro obtenidos son muy similares a los del Cap. 6. Para el diquark bb los esta-
dos base difieren en aproximadamente 0.01 GeV, sin embargo, en este caso las masas de los niveles
crecen más lentamente, obteniendo niveles excitados con masas más pequeñas que antes. Para el
diquark cc la diferencia entre los estados base es del orden de 0.1 GeV y se mantiene esa diferencia
para todos los niveles.

Los resultados obtenidos se pueden comparar con [231], donde utilizan un modelo relativista para
calcular la masa del estado base de diquarks en la configuración antitriplete. En este art́ıculo, tam-
bién incluyen el flujo de la constante de acoplamiento, considerando el running UV que discutimos
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anteriormente. Ellos obtienen una masa del estado fundamental de mcc = 3.226 GeV y mbb = 9.778
GeV, levemente mayores a nuestros resultados.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩ Masa (GeV)

bb
1S 9.4480 1.5476 0.0565 9.4424
1P 9.6619 2.5115 0.0464 9.6469
2S 9.7571 11.0292 0.0608 9.7371
2P 9.90831 16.3873 0.0611 9.8821

cc
1S 2.8555 2.7421 0.1708 2.8417
1P 3.1373 4.1188 0.1982 3.1085
2S 3.3061 29.7368 0.2531 3.2556
2P 3.5206 42.4083 0.2821 3.4528

Tabla 7.6: Algunos resultados extráıdos de la función de onda de los diquarks.

7.4. Espectro de los tetraquarks

Por último, a partir de los parámetros encontrados mediante el estudio del espectro de mesones
pesados y de las masas del estado base de los diquarks halladas en la sección anterior, se construyen
los fully-heavy tetraquarks. Para esto se utiliza el modelo de dos cuerpos descrito en la Sección 3.1,
considerando al tetraquark como un sistema diquark-antidiquark de factor de color 4/3.

En este caso, debemos considerar el flujo de los parámetros del modelo hasta la escala de los
respectivos tetraquarks, obteniendo los valores mostrados en la Tabla (7.7). Además, en lugar de la
masa del bottom y charm, utilizamos las masas de los estados fundamentales de los diquarks. Con
estos valores se obtiene el espectro del tetraquark mostrado en la Fig. (7.12).

Parámetro µccc̄c̄ µbbb̄b̄
g 2.11 1.79

mg (GeV) 0.77 0.68
b (GeV)2 0.27
mcc (GeV) 2.8417
mbb (GeV) 9.4424

Tabla 7.7: Parámetros obtenidos a partir del ajuste priorizando los niveles con n = 1 del bottomo-
nium a la escala de los tetraquarks fully-heavy.

En la Tabla (7.8) se presentan algunos parámetros caracteŕısticos extráıdos de las funciones de
onda de los distintos estados del tetraquark. En particular, las velocidades cuadráticas medias re-
sultan muy pequeñas, incluso para los estados excitados radialmente, validando la aproximación no
relativista. Los radios medios obtenidos también son pequeños, lo que es consistente con la interpre-
tación del tetraquark como un sistema compacto en el modelo de diquarks. Sin embargo, nuevamente
los radios del tetraquark resultan menores que los radios de los diquarks que lo componen debido a
la aproximación del diquark como puntual.
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Figura 7.12: Espectro de masas de los tetraquarks fully-heavy, obtenidos utilizando los parámetros
del ajuste priorizando los niveles con n = 1 del bottomonium.

n l M0 (GeV) ⟨r⟩ (fm) ⟨v2⟩
bbb̄b̄

1S 19.0098 0.7272 0.0438
1P 19.4361 1.4089 0.0322
2S 19.5311 3.4814 0.0386
2P 19.7722 5.7713 0.0396

ccc̄c̄
1S 6.1773 1.3514 0.1339
1P 6.6183 2.2930 0.1330
2S 6.7837 9.1685 0.1644
2P 7.0817 13.9496 0.1802

Tabla 7.8: Resultados extráıdos de las funciones de onda de los tetraquarks.

Se observa que, en comparación con el espectro del tetraquark bbb̄b̄ obtenido en el caṕıtulo ante-
rior, en este caso los primeros niveles tienen masas mayores. Sin embargo, los resultados anteriores
crecen rápidamente, alcanzando masas comparables para los estados con n = 2. Cuando se comparan
los resultados del tetraquark ccc̄c̄ se obtiene el resultado contrario: los estados con n = 1 resultan
menores en los resultados actuales, mientras que los niveles con n = 2 son mayores.

Estabilidad

Al igual que en el caṕıtulo anterior, estudiamos la estabilidad de los tetraquarks obtenidos ante
el decaimiento tipo fall-apart a dos mesones. Estos resultados se observan en la Tabla (7.9), donde
para los niveles con n = 1 del fully-bottom las masas resultan levemente por encima del umbral, por
lo que no se pueden considerar estados estables. Estos resultados concuerdan con lo observado en las
simulaciones de lattice QCD [240], según las cuales los primeros tres niveles del bbb̄b̄ son inestables.
Lo mismo sucede para el tetraquark fully-charm, con la excepción de algunos casos con l = 1. En
general, los niveles con n = 2 de ambos tetraquarks se encuentran por debajo del umbral, sugiriendo
estados cuasiestables.
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Estado
bbb̄b̄ ccc̄c̄

Masa Canal Umbral Masa Canal Umbral

11S0 18.9480 ηb(1S) ηb(1S) 18.7974 6.0626 ηc(1S)ηc(1S) 5.9678
13S1 19.0116 γ(1S) ηb(1S) 18.8591 6.1743 J/ψ(1S)ηc(1S) 6.0808
15S2 19.1387 γ(1S) γ(1S) 18.9208 6.3976 J/ψ(1S)J/ψ(1S) 6.1938
13P0 19.4077 ηb(1S) χb0(1P ) 19.25814 6.5359 ηc(1S)χc0(1P ) 6.39861
11P1 19.4280 ηb(1S) hb(1P ) 19.298 6.5892 ηc(1S)hc(1P ) 6.50927
13P1 19.4248 ηb(1S) χb1(1P ) 19.29148 6.5727 ηc(1S)χc1(1P ) 6.49457
15P1 19.4025 ηb(1S) hb(1P ) 19.298 6.5172 ηc(1S)hc(1P ) 6.50927
13P2 19.4332 ηb(1S) χb2(1P ) 19.31091 6.6017 ηc(1S)χc2(1P ) 6.54007
15P2 19.4253 γb(1S) χb1(1P ) 19.35318 6.5708 J/ψ(1S)χc1(1P ) 6.60757
15P3 19.4379 γb(1S) χb2(1P ) 19.37261 6.6123 J/ψ(1S)χc2(1P ) 6.65307
21S0 19.4917 ηb(2S) ηb(2S) 19.998 6.6664 ηc(2S)ηc(2S) 7.2754
23S1 19.5206 γ(2S) ηb(2S) 20.0224 6.7408 ψ(2S)ηc(2S) 7.3238
25S2 19.5784 γ(2S) γ(2S) 20.0468 6.8895 ψ(2S)ψ(2S) 7.3722
23P0 19.7412 ηb(2S) χb0(2P ) 20.2315 6.9710 - -
21P1 19.759 ηb(2S) hb(2P ) 20.2588 7.0242 - -
23P1 19.7562 ηb(2S) χb1(2P ) 20.25446 7.0081 - -
25P1 19.7368 ηb(2S) hb(2P ) 20.2588 6.9535 - -
23P2 19.7637 ηb(2S) χb2(2P ) 20.26765 7.0380 - -
25P2 19.7568 γb(2S) χb1(2P ) 20.48796 7.0079 - -
25P3 19.7681 γb(2S) χb2(2P ) 20.29205 7.0508 - -

Tabla 7.9: Resultados obtenidos para el espectro de los tetraquarks en GeV. Se muestra también el
canal mediante el cual decaen a un par de mesones y el umbral correspondiente en GeV.

Comparación con la literatura

Comparando nuestros resultados del tetraquark all-bottom con los de la literatura presentada en
la Tabla (6.22), se observa que nuestros resultados para los primeros niveles se encuentran dentro
del rango de los valores considerados en la tabla. Prestamos particular atención a los resultados
extráıdos de [231] y [235], en los cuales también se incluye el flujo de la constante de acoplamiento,
considerando el running UV de QCD. En estos dos art́ıculos se obtienen masas del estado funda-
mental sutilmente mayores que en nuestros resultados, obteniendo una diferencia comparable entre
los tres resultados. A medida que se comparan estados más excitados, los resultados obtenidos son
cada vez más similares.

Por otro lado, los resultados del espectro del tetraquark all-charm de la literatura se encuentran
en la Tabla (6.32), donde nuevamente nos centramos en los resultados de [231] y [235]. En este caso se
obtienen valores muy similares a los presentados, especialmente a los extráıdos de [231]. Por último,
comparando con los resultados experimentales del tetraquark ccc̄c̄ presentados en la Tabla (6.33) se
obtienen masas muy próximas a las medidas. El primer estado detectado, correspondiente a 15S2,
tiene una masa levemente mayor a nuestros cálculos, aunque con una diferencia comparable con las
de la propia tabla. El estado excitado 25S2 se logra predecir con gran precisión, particularmente
comparado con la masa del modelo con interferencia.
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7.5. Conclusiones parciales

En este caṕıtulo se incorporó la dependencia con la escala de los parámetros del modelo y se
logró describir de manera simultánea el espectro de los mesones pesados charmonium, bottomonium
y charm–bottom utilizando un único conjunto de parámetros que vaŕıan con la escala. Este resultado
es un gran avance respecto al caṕıtulo anterior, donde cada sistema se ajustaba de forma indepen-
diente.

Se analizaron dos descripciones del flujo de los parámetros: el running perturbativo de QCD a un
loop en el régimen ultravioleta y el flujo completo derivado del modelo de Curci–Ferrari a un loop. El
análisis mostró que el flujo UV estándar no logra describir simultáneamente los distintos sistemas, ya
que implica una variación demasiado pronunciada de la constante de acoplamiento entre las escalas
caracteŕısticas del charmonium y del bottomonium, no pudiendo tomar los valores requeridos para
ajustar ambos espectros. En contraste, el flujo de Curci–Ferrari da lugar a un acoplamiento que
disminuye de forma más suave cuando se tiene una masa del gluon elevada, lo que mejora significa-
tivamente el ajuste de ambos sectores.

Con el flujo derivado del modelo de Curci-Ferrari, se logró ajustar el espectro de los mesones
pesados. En este análisis se logró descartar el ĺımite de gluon sin masa. Se observó además, que exis-
te una tensión entre la descripción simultánea de los estados fundamentales del charmonium y del
bottomonium. Y finalmente, se definió un conjunto de parámetros obtenido priorizando el ajuste de
los niveles fundamentales del bottomonium debido a ser mejor descritos por el modelo no relativista.

Con este conjunto de parámetros, se repitió el proceso presentado en el caṕıtulo anterior para
obtener el espectro de tetraquarks. Se obtuvieron resultados muy similares a los del caṕıtulo anterior,
teniendo problemas con los radios de los diquarks. Los tetraquarks obtenidos se encuentran dentro
de los valores esperados por la literatura y se logró predecir las masas medidas experimentalmente
del ccc̄c̄.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo estudiamos el espectro de tetraquarks pesados en el ĺımite no relativista uti-
lizando un modelo con gluones masivos. El objetivo es estudiar el efecto de la masa del gluon en
la predicción de observables como el espectro de masas del tetraquark. Para esto, ajustamos los
parámetros del modelo mediante la comparación del espectro de mesones pesados con los resultados
experimentales y utilizamos estos parámetros para predecir las masas de los fully-heavy tetraquarks.

Para modelar el tetraquark utilizamos la representación de diquarks, donde el tetraquark se
modela como un sistema de dos cuerpos: un diquark compuesto por dos quarks y un antidiquark
compuesto por dos antiquarks, cada uno fuertemente ligado. Ambos subsistemas interactúan me-
diante el intercambio de gluones, dando lugar a un tetraquark compacto. Esta interacción se calcula
utilizando la aproximación de Born que consiste en calcular el potencial de interacción para las
part́ıculas que forman un estado ligado a partir de los diagramas de Feynman a nivel árbol. En este
caso el potencial se conoce como one gluon exchange, y a este se le suma, de manera fenomenológica,
un término que crece de forma lineal con la distancia para simular el confinamiento. Se utiliza este
potencial para resolver la ecuación de Schrödinger, obteniendo aśı una primera aproximación del
espectro de enerǵıas. Luego, el cálculo del espectro de enerǵıas se mejora agregando correcciones cal-
culadas utilizando la teoŕıa de perturbaciones y considerando los diagramas de Feynman a siguiente
orden en el desarrollo no relativista.

Previo al estudio de tetraquarks, con este modelo se logró ajustar por un lado el espectro del
bottomonium y por el otro el del charmonium, obteniendo masas del gluon distintas de cero, pero
no pudiendo descartar la posibilidad del caso de masa nula. Además, el modelo presenta algunos
problemas para recrear las correcciones hiperfinas. Con estos resultados se construyó el tetraquark
fully-charm y fully-bottom, obteniendo un espectro dentro de lo predicho por la literatura. Incluso
se logran recrear los resultados experimentales del fully-charm tetraquark.

Posteriormente, se agregó el flujo de renormalización de los parámetros a la descripción del siste-
ma, vinculando los parámetros a distintas escalas. De esta forma, fue posible estudiar el espectro del
charmonium, bottomonium y charm-bottom simultáneamente, con un mismo conjunto de paráme-
tros cuya la variación con la escala es calculable. Se estudiaron dos flujos, el primero derivado de
QCD a altas enerǵıas a un loop, y el segundo obtenido a partir del modelo de Curci-Ferrari a un loop.
Únicamente el segundo flujo fue capaz de ajustar el espectro de los tres mesones simultáneamente,
siendo necesario una masa del gluon no nula para lograrlo.

Con los parámetros obtenidos de este ajuste, se volvió a estudiar el espectro de los tetraquarks
fully-charm y fully-bottom, obteniendo resultados muy similares al estudio anterior y comparables con
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los valores presentes en la literatura, pero con la ventaja de tener un único conjunto de parámetros
para todo el espectro. Nuevamente, se logran predecir los estados experimentales del tetraquark ccc̄c̄.

En conclusión, la inclusión de una masa del gluon no juega un gran papel al ajustar los espectros
de hadrones pesados en el ĺımite no relativista cuando se estudian individualmente. Sin embargo,
presenta un rol crucial cuando se incluye la dependencia de la constante de acoplamiento con la
escala, permitiendo describir el sector de charm y el sector de bottom de manera simultánea con el
modelo trabajado, únicamente cuando se considera una masa del gluon no nula.

Nos planteamos como objetivo a futuro, seguir estudiando el efecto de la masa del gluon en
distintos observables, por ejemplo en las tasas de decaimiento de mesones, tasas de decaimiento
de tetraquarks y en el espectro de mesones livianos, donde debeŕıamos tener en cuenta ecuaciones
acopladas del tipo Bethe-Salpeter y Dyson-Schwinger.
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Apéndice A

Deducción del propagador del
gluon

Calculamos el propagador del gluon masivo en el gauge de Landau. El propagador se define como
la inversa de la matriz hessiana de la acción, evaluada en el vaćıo y en espacio de momentos. De
esta forma, los únicos términos de la acción que contribuyen al propagador son los que involucran
al campo del gluon:

Sgluon =

∫
d4z

{
−1

4

(
∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ

)
(∂µAaν − ∂νAaµ) + hc∂µAcµ +

1

2
m2
gA

a
µA

aµ

}
. (A.1)

De esta forma:

δ2S

δAaµ(x)δAbν(y)
= δab

[
δµν∂ρ∂

ρδ(x− y) − ∂µ∂νδ(x− y) +m2
gδµνδ(x− y)

]
, (A.2)

δ2S

δAaµ(x)δhb(y)
= δab∂µδ(x− y), (A.3)

δ2S

δha(x)δhb(y)
= 0. (A.4)

El siguiente paso es tomar la transformada de Fourier de las derivadas. Para la derivada respecto
a los campos gluónicos, la transformada de Fourier es:

δab
[
−p2

(
δµν −

pµpν
p2

)
+m2

gδµν

]
, (A.5)

donde podemos definir el proyector transversal y el proyector longitudinal:

P⊥
µν(p) = δµν −

pµpν
p2

. P ∥
µν(p) =

pµpν
p2

. (A.6)

Mientras que la transformada de la derivada cruzada es:

−δabpµ. (A.7)
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La matriz hessiana queda:

Γ(2) =

(
δab
[(
m2
g − p2

)
P⊥
µν(p) +m2

gP
∥
µν(p)

]
−δabpµ

δabpν 0

)
, (A.8)

y su inversa debe ser de la forma:

(
Γ(2)

)−1

=

(
δab
[
MP⊥

µν(p) +NP
∥
µν(p)

]
Bpµ

Cpν D

)
. (A.9)

Imponiendo que el producto de ambas matrices de lugar a la identidad se obtiene: M = 1
m2

g−p2
,

N = 0, B = 1
p2 = −C y D =

m2
g

p2 . De esta forma, el propagador del gluon es:

Gabµν(p) =
δab

p2 −m2
g

P⊥
µν(p). (A.10)
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Apéndice B

Cálculo de transformadas de
Fourier

Veamos en detalle el cálculo de la transformada de Fourier con parte divergente:∫
d3q

(2π)
3 (⃗a · q⃗)

(
q⃗ · b⃗

) eiq⃗·r⃗

|q⃗|2 +m2
g

= − (⃗a · ∇r)
(⃗
b · ∇r

)(e−mgr

4πr

)
. (B.1)

Empecemos por estudiar el lado derecho de la igualdad, empezando por ver el efecto de la primera
divergencia: (⃗

b · ∇
)
f(r) = b⃗ · r⃗ f

′(r)

r
,

Aplicando el mismo razonamiento al otro factor del lado derecho obtenemos:

(⃗a · ∇)
(⃗
b · ∇

)
f(r) =

 a⃗ · b⃗
r

−
(⃗a · r⃗)

(⃗
b · r⃗

)
r3

 f ′(r) +
(⃗a · r⃗)

(⃗
b · r⃗

)
r2

f ′′(r). (B.2)

Ahora consideremos una función f(r) de la forma:

f(r) =
e−mgr

4π (r + ϵ)
, (B.3)

donde el factor ϵ remueve la singularidad que presenta el potencial de Yukawa. Recuperamos la
transformada estudiada tomando el ĺımite ϵ→ 0.

Para estudiar las singularidades del lado derecho de la igualdad, integramos la expresión de la
ecuación (B.2) multiplicada por una función regular de prueba ψ(r):

∫
drdθdϕ r2 sin θ ψ(r)

 a⃗ · b⃗
r

−
(⃗a · r⃗)

(⃗
b · r⃗

)
r3

 f ′(r) +
(⃗a · r⃗)

(⃗
b · r⃗

)
r2

f ′′(r)

 .

Integrando en la parte angular y usando que ⟨rirj⟩ =
δij⟨r2⟩

3 :

∫
dr r2 ψ(r)

 a⃗ · b⃗
r

−

(
a⃗ · b⃗

)
3r

 f ′(r) +

(
a⃗ · b⃗

)
3

f ′′(r)

 4π.
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Sustituyendo f(r) y sus derivadas:(
a⃗ · b⃗

)
3

∫ ∞

0

dr ψ(r)

(
2mgr

r + ϵ
+

2r

(r + ϵ)
2 −

m2
gr

2

r + ϵ
− 2mgr

2

(r + ϵ)
2 − 2r2

(r + ϵ)
3

)
e−mgr.

Dividimos en intervalo de integración en dos: [0,
√
ϵ] y [

√
ϵ,∞), donde el segundo no presenta

problemas de divergencias, ya que el limite r → ∞ está suprimido por la exponencial. Sin embargo,
en el primer intervalo e−mgr ≈ 1 y si suponemos ψ suficientemente suave tal que su valor en el
intervalo es aproximadamente el valor en el origen, obtenemos la siguiente expresión con el cambio
de variables r = ϵu(

a⃗ · b⃗
)

3
ψ(r = 0)

∫ √
ϵ−1

0

du

(
2mgϵu

u+ 1
+

2u

(u+ 1)
2 −

m2
gϵ

2u2

u+ 1
− 2mgϵu

2

(u+ 1)
2 − 2u2

(u+ 1)
3

)
.

Cada uno de estos términos vale:∫ √
ϵ−1

0

du
u

u+ 1
= ϵ log

(
1√
ϵ

+ 1

)
−
√
ϵ,∫ √

ϵ−1

0

du
u

(u+ 1)
2 = log

(
1√
ϵ

+ 1

)
−

√
ϵ
−1

√
ϵ
−1

+ 1
,

∫ √
ϵ−1

0

du
u2

u+ 1
= ϵ log

(
1√
ϵ

+ 1

)
− ϵ (1 − ϵ) log

(
1√
ϵ

+ 1

)
−

√
ϵ+

1

2
,∫ √

ϵ−1

0

du
u2

(u+ 1)
2 = −2ϵ log

(
1√
ϵ

+ 1

)
− ϵ

√
ϵ
−1

+ 1
+

√
ϵ,

∫ √
ϵ−1

0

du
u2

(u+ 1)
3 = log

(
1√
ϵ

+ 1

)
− 1

2

ϵ−1(√
ϵ
−1

+ 1
)2 −

√
ϵ
−1

√
ϵ
−1

+ 1
,

las partes divergentes se compensan y la integral cuando ϵ −→ 0 queda:(
a⃗ · b⃗

)
3

ψ (r = 0) .

Entonces el resultado debe contener un término de la forma
(a⃗·⃗b)

3 δ3 (r):

∫
d3q

(2π)
3

(⃗a · q⃗)
(
q⃗ · b⃗

)
eiq⃗·r⃗

|q⃗|2 +m2
g

=

(
a⃗ · b⃗

)
3

δ3(r) +

 a⃗ · b⃗
r3

(mgr + 1) − 3
(⃗a · r⃗)

(⃗
b · r⃗

)
r5

(
m2
gr

2

3
+mgr + 1

) e−mgr

4π
.
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Apéndice C

Interacción quark-quark

Verifiquemos que el potencial de interacción obtenido en la ecuación (3.2) es válido también para
el caso de interacción quark-quark. El diagrama a nivel árbol para la interacción entre dos quarks
se encuentra en la Fig. (C.1). Siguiendo las reglas de Feynman se obtiene la amplitud en la ecuación
(C.1).

p2

p1

p4

p3

q

c2

c1

c4

c3

νβ

µα

Figura C.1: Diagrama de Feynman para el scattering quark-quark a nivel árbol.

iM =
[
us3(p3)c†3 (igγµta)us1(p1)c1

] −iδab

q2 −m2
g + iε

(
ηµν −

qµqν
q2

)[
us4(p4)c†4

(
igγνtb

)
us2(p2)c2

]
,

(C.1)

con q = p1 − p3 = p4 − p2.

El factor de color fc queda:

fc =
1

4
c†3λ

αc1c
†
4λ
αc2.

Utilizando los mismos espinores que en el Cap. 4.1.1 y tomando la misma aproximación del
momento de los quarks pequeño en comparación con su masa:
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iM00 =g2fc
[
u(p3)γ0u(p1)

]( −iη00
|q⃗|2 +m2

g − iε

)[
u(p4)γ0u(p2)

]
≈ g2fcw

†
3w

†
4

[
4m1m2 −

(
m2

1 +m2
2

)
|q⃗|2

2m1m2
− im2 (q⃗ × p⃗1) · σ⃗1

m1

+
im1 (q⃗ × p⃗2) · σ⃗2

m2

]
w1w2

(
−i

|q⃗|2 +m2
g − iε

)
.

iMij =g2fc [u(p3)γiu(p1)]

(
−i

|q⃗|2 +m2
g

)(
−δij +

qiqj
|q⃗|2

)
[u(p4)γju(p2)] ≈

≈ g2fcw
†
3w

†
4

[
− |q⃗|2 (σ⃗1 · σ⃗2) + (σ⃗1 · q⃗) (σ⃗2 · q⃗) − 2iσ⃗1 · (p⃗2 × q⃗) + 2iσ⃗2 · (p⃗1 × q⃗)

− 4p⃗1 · p⃗2 +
4

|q⃗|2
(p⃗1 · q⃗) (q⃗ · p⃗2)

]
w1w2

(
−i

|q⃗|2 +m2
g − iε

)
.

Juntando todo:

iM = g2fcw
†
3w

†
4

[
4m1m2 −

(
m2

1 +m2
2

)
|q⃗|2

2m1m2
− im2 (q⃗ × p⃗1) · σ⃗1

m1
+
im1 (q⃗ × p⃗2) · σ⃗2

m2

− |q⃗|2 (σ⃗1 · σ⃗2) + (σ⃗1 · q⃗) (σ⃗2 · q⃗) − 2iσ⃗1 · (p⃗2 × q⃗) + 2iσ⃗2 · (p⃗1 × q⃗) − 4p⃗1 · p⃗2

+
4

|q⃗|2
(p⃗1 · q⃗) (q⃗ · p⃗2)

]
w1w2

(
−i

|q⃗|2 +m2
g

)
.

Para encontrar el potencial asociado a esta amplitud de scattering seguimos el mismo proceso
que en el Cap. 4.1.2, aplicando al aproximación de Born. Como se puede ver, la expresión obtenida
para la amplitud es muy similar al caso de scattering quark-antiquark, con la excepción de algunos
signos y los vectores de spin. Entonces la aproximación de Born da lugar a la misma expresión con
algunos signos cambiados.

Este problema de signo se resuelve cuando consideramos la nueva relación entre las matrices de
Pauli y el spin de la part́ıcula, como ya no estamos considerando una antipart́ıcula, S⃗1 = S⃗2 = σ⃗1

2 ,
donde la antipart́ıcula teńıa un operador de spin opuesto a la matriz de Pauli dividido dos. Este
cambio de signo contrarresta las diferencias en la amplitud de scattering, obteniendo el mismo
potencial que antes:
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V (r⃗) = − g2 fc e
−mgr

4πr
− g2 fc |p⃗|2

m1m2m2
g

(
m2
g r

2 +mg r + 1 − emgr
) e−mgr

4πr3
+
g2 fc δ

3(r)

8

(
1

m2
2

+
1

m2
1

)
−
g2 fcm

2
g

(
m2

1 +m2
2

)
8m2

1m
2
2

e−mgr

4πr
+

3g2 fc (p⃗ · r⃗)2

m1m2m2
g

(
m2
g r

2

3
+mg r + 1 − e−mgr

)
e−mgr

4πr5

+
2g2 fc δ

3(r)

3m1m2

(
S⃗1 · S⃗2

)
−

2g2 fcm
2
g

3m1m2

(
S⃗1 · S⃗2

) e−mgr

4πr

− g2 fc (mg r + 1)

2m1m2

[
2m1 +m2

m1

(
L⃗ · S⃗1

)
+
m1 + 2m2

m2

(
L⃗ · S⃗2

)] e−mgr

4πr3

− g2 fc
m1m2

(
m2
g r

2

3
+mg r + 1

)S⃗1 · S⃗2 −
3
(
S⃗1 · r⃗

)(
S⃗2 · r⃗

)
r2

 e−mgr

4πr3
.

Existe otro diagrama asociado al scattering quark-quark. Sin embargo se puede probar que al
incluirlo en la amplitud el resultado del potencial no cambia.
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Apéndice D

Espinores de Dirac en el ĺımite no
relativista

En esta sección derivamos la forma expĺıcita de los espinores de Dirac en el ĺımite no relativista,
que serán utilizados en el cálculo de observables en sistemas ligados.

Partimos de la ecuación de Dirac en el espacio de momentos

(/p−m)u(p) = 0,

donde /p = γµpµ. Trabajaremos en la representación de Dirac, en la cual las matrices gamma toman
la forma

γ0 =

(
1 0
0 −1

)
, γi =

(
0 σi

−σi 0

)
.

Escribimos el espinor como

u(p) =

(
ϕ
χ

)
,

donde ϕ y χ son espinores de dos componentes. Sustituyendo en la ecuación de Dirac se obtiene el
sistema acoplado

(E −m)ϕ− (σ⃗ · p⃗)χ = 0,

(σ⃗ · p⃗)ϕ− (E +m)χ = 0.

A partir de la segunda ecuación podemos expresar la componente inferior como

χ =
σ⃗ · p⃗
E +m

ϕ.

En el ĺımite no relativista, |p⃗| ≪ m, la enerǵıa puede expandirse como E ≃ m + |p⃗|2
2m . En este

régimen, la componente inferior está suprimida respecto de la superior por un factor del orden |p⃗|/m.

Para conectar con la interpretación probabiĺıstica no relativista, consideramos la densidad aso-
ciada a la corriente conservada

ρ = u†(p)u(p) = |ϕ|2 + |χ|2.
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Sin embargo, en mecánica cuántica no relativista la densidad de probabilidad está dada única-
mente por el módulo cuadrado de una función de onda de dos componentes. Introducimos entonces
un espinor efectivo φ tal que

ρ = |φ|2.

Sustituyendo la expresión de χ y expandiendo en potencias de |p⃗|2/m2, obtenemos

ρ = |ϕ|2 +
1

4m2
ϕ†(σ⃗ · p⃗)2ϕ+ O

(
p4

m4

)
.

Utilizando la identidad (σ⃗ · p⃗)2 = |p⃗|2, se sigue que

ρ = |ϕ|2 +
|p⃗|2

4m2
|ϕ|2.

Esto sugiere definir la función de onda no relativista como

φ =

(
1 +

p2

8m2

)
ϕ,

de modo que la densidad toma la forma estándar a este orden.

Invirtiendo esta relación, se obtiene

ϕ =

(
1 − |p⃗|2

8m2

)
φ, χ =

σ⃗ · p⃗
2m

φ.

Finalmente, el espinor de Dirac en el ĺımite no relativista puede escribirse como

u(p) =
√

2m

((
1 − |p⃗|2

8m2

)
φ

σ⃗·p⃗
2m φ

)
.

Para antipart́ıculas, el procedimiento es completamente análogo, partiendo de la ecuación

(/p+m)v(p) = 0.

En este caso, las componentes del espinor se intercambian en el ĺımite no relativista, obteniéndose

v(p) =
√

2m

(
σ·p⃗
2m φ(

1 − |p⃗|2
8m2

)
φ

)
.
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Apéndice E

Función de onda en el origen

Deduciremos la expresión de la ecuación (4.19) donde se calcula el valor de la función de onda
en el origen a partir del potencial de interacción. Para l > 0 el valor de la función de onda en el
origen es cero debido a las condiciones iniciales, veremos como se calcula para l = 0. Partiendo de
la ecuación de Schrödinger:

[
− 1

2µ
∇2 + V (r)

]
ψ(r⃗) = Eψ(r⃗).

Si consideramos la separación ψ(r⃗) = 1
ru(r)Y ml (θ, ϕ), el armónico esférico con l = 0 es constante,

por lo que la ecuación de Schrödinger se puede escribir como:

− 1

2µ

d2u(r)

dr2
= [E − V (r)]u(r).

Si multiplicamos el lado izquierdo por un factor 1
4πr2

du(r)
dr e integramos:

− 1

2µ

∫
d3r

d2u(r)

dr2
du(r)

dr

1

4πr2
=

1

2µ

∫ ∞

0

dr
d2u(r)

dr2
du(r)

dr
= − 1

4µ

[
du(r)

dr

]2 ∣∣∣∣∣
∞

0

=
π

µ

[
ψ(r⃗) + r

dψ(r⃗)

dr

]2 ∣∣∣∣∣
∞

0

=
π

µ
|ψ(0)|2,

donde estamos suponiendo que la función de onda y sus derivadas decaen suficientemente rápido en
el infinito por ser un estado ligado.

Ahora debemos tratar el lado derecho:∫
d3r

[E − V (r)]

4πr2
u(r)

du(r)

dr
=

1

2

∫ ∞

0

dr[E − V (r)]
d[u2(r)]

dr
=

1

2

∫ ∞

0

dV (r)

dr
u2(r) =

1

2

〈
dV (r)

dr

〉
.

Finalmente:

|ψ(0)|2 =
µ

2π

〈
dV (r)

dr

〉
.
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[120] Ian C. Cloët and Craig D. Roberts. Explanation and prediction of observables using continuum
strong QCD. Progress in Particle and Nuclear Physics, 77:1–69, July 2014.

[121] A. C. Aguilar, D. Binosi, and J. Papavassiliou. The gluon mass generation mechanism: a
concise primer, 2015.

[122] A.C. Aguilar, M.N. Ferreira, C.T. Figueiredo, and J. Papavassiliou. Gluon mass scale through
nonlinearities and vertex interplay. Physical Review D, 100(9), November 2019.

[123] Markus Q. Huber. Correlation functions of Landau gauge Yang-Mills theory. Phys. Rev. D,
101:114009, 2020.

[124] A. C. Aguilar, M. N. Ferreira, and J. Papavassiliou. Gluon dynamics from an ordinary diffe-
rential equation. Eur. Phys. J. C, 81(1):54, 2021.

[125] A. C. Aguilar, M. N. Ferreira, and J. Papavassiliou. Exploring smoking-gun signals of the
Schwinger mechanism in QCD. Phys. Rev. D, 105:014030, Jan 2022.

[126] Jan Horak, Friederike Ihssen, Joannis Papavassiliou, Jan M. Pawlowski, Axel Weber, and
Christof Wetterich. Gluon condensates and effective gluon mass. SciPost Phys., 13:042, 2022.

[127] Gernot Eichmann and Jan M. Pawlowski. Studying mass generation for gluons. SciPost Phys.
Proc., page 018, 2022.

[128] J. Papavassiliou. Emergence of mass in the gauge sector of QCD*. Chinese Physics C,
46(11):112001, November 2022.

158



[129] Ulrich Ellwanger, Manfred Hirsch, and Axel Weber. The heavy quark potential from Wilson’s
exact renormalization group. Eur. Phys. J. C, 1(3):563–578, 1998.

[130] Christian S. Fischer and Holger Gies. Renormalization flow of Yang-Mills propagators. Journal
of High Energy Physics, 2004(10):048, nov 2004.

[131] Jan M. Pawlowski, Daniel F. Litim, Sergei Nedelko, and Lorenz von Smekal. Infrared Behavior
and Fixed Points in Landau-Gauge QCD. Physical Review Letters, 93(15), October 2004.

[132] Holger Gies. Introduction to the Functional RG and Applications to Gauge Theories, page
287–348. Springer Berlin Heidelberg, 2012.

[133] Jens Braun. Fermion interactions and universal behavior in strongly interacting theories.
Journal of Physics G: Nuclear and Particle Physics, 39(3):033001, January 2012.

[134] N. Dupuis, L. Canet, A. Eichhorn, W. Metzner, J.M. Pawlowski, M. Tissier, and N. Wschebor.
The nonperturbative functional renormalization group and its applications. Physics Reports,
910:1–114, May 2021.
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