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Resumen

Este trabajo explora varias técnicas de aprendizaje automatico y sus elementos

subyacentes de la teoria del aprendizaje estadistico, con un enfasis especifico en el
aprendizaje supervisado basado en kernels. La investigacion se centra en un proble-
ma de regresiéon aplicado a datos quimiométricos, logrando resultados competitivos
con publicaciones recientes en el campo. Se explora la transiciéon de la minimizacion
del riesgo empirico (ERM) a métodos de regularizacién como las maquinas de vec-
tores de soporte (SVM) y los minimos cuadrados regularizados kernel (KRLS). En
una aplicacién practica, la investigacion aplica diferentes técnicas de aprendizaje au-
tomético a un conjunto de datos proporcionado por un laboratorio en Montevideo,
con el objetivo de predecir los valores de los componentes quimicos a partir de datos
de espectroscopia de infrarrojo cercano (NIRS).
El objetivo es desarrollar un sistema capaz de predecir automaticamente valores
quimicos basados en datos NIRS, con un coeficiente de determinacion objetivo (R?) de
0,92 establecido por expertos de campo que proporcionaron los datos. Los resultados
muestran que al eliminar el ruido y reducir la dimensionalidad mediante coeficientes
wavelet, SVM logra valores de R? que superan el objetivo.

Palabras clave: Quimiometria, Reduccion de Dimensionalidad, Eliminacion

de Ruido, Métodos basados en Ntcleos, Regresion, Aprendizaje Estadistico

Supervisado

Abstract

This paper explores various machine learning techniques and their underlying sta-
tistical learning theory elements, with a specific emphasis on kernel-based supervised
learning. The research focuses on a regression problem applied to chemometric data,
achieving results competitive with recent publications in the field. It explores the
transition from Empirical Risk Minimization (ERM) to regularization methods like
Support Vector Machines (SVM) and Kernel Regularized Least Squares (KRLS). In
a practical application, the research applies different machine learning techniques to
a dataset provided by a laboratory in Montevideo, aiming to predict chemical com-
ponent values from Near-Infrared Spectroscopy (NIRS) data. The goal is to develop
a system capable of automatically predicting chemical values based on NIRS data,

with a target coefficient of determination (R?) of 0.92 set by field experts. The results
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show that by eliminating noise and reducing dimensionality using wavelet coefficients,

SVM achieves R? values exceeding the target for both training and test data.

Keywords

Correo electronico del autor

Chemometrics, Dimensionality Reduction, Noise
Elimination, Kernel-based Methods, Regression,

Supervised Statistical Learning
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Introduccién

Entender la inteligencia es uno de los problemas mas importantes de la
ciencia actual y es considerado el problema del siglo XXI (Poggio & Smale
2005) como lo fuera en la segunda mitad del siglo pasado el descifrar el codigo
genético.

El problema del aprendizaje es la puerta de entrada para la comprension de
la inteligencia en cerebros y maquinas, para descubrir como funciona el cerebro
humano y para fabricar maquinas inteligentes que aprendan de la experiencia,
mejorando sus habilidades.

Las técnicas de aprendizaje estadistico hacen posible el desarrollo de soft-
ware que puede ser adaptado rapidamente para manejar el creciente volumen
de informaciéon y flujo de datos que nos circunda.

Este trabajo presenta distintas técnicas de Aprendizaje Automaético, asi
como algunos de los elementos de la Teoria del Aprendizaje Estadistico que las
sustentan. Haremos foco especialmente en técnicas de aprendizaje supervisado
basadas en nicleos y presentaremos ejemplos del funcionamiento de una serie
de algoritmos. Usando datos reales, aplicaremos distintos modelos de regresion
para un conjunto de datos quimiométricos, obteniendo resultados que compiten
con las ultimas publicaciones del tema.

Herbert Simon, Premio Nobel en Economia de 1978, defini6 el aprendizaje
(Simon 1983) de la siguiente forma:

“El aprendizaje denota cambios adaptativos en el sistema en el sentido que le
permite a éste realizar la misma tarea o tareas sorteadas de la misma poblacion

mds eficientemente y en forma mas efectiva la proxima vez. "

En el contexto de este trabajo se hace referencia a aprendizaje como el
proceso de inferir reglas generales a través de observar muestras.

El Aprendizaje Estadistico (Steinwart & Christmann 2008) es una formu-
lacion matematica especifica del concepto general de aprendizaje, que busca

relacionar cierto tipo de valores de entrada o medidas a ciertos valores de sali-
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da o respuesta.

Resulta de interés en varias aplicaciones de la vida real conocer si existe
una estructura de dependencia entre las entradas y las salidas y, si es asi, qué
relacién funcional la describe.

Muchos organismos muestran alguna grado de habilidad para aprender. Por
ejemplo, un nino puede aprender qué es un perro, si se le muestran ejemplos
de los objetos que son perros y objetos que no lo son. No es necesario explicar
ninguna regla sobre qué es lo que hace que un objeto sea un perro, simplemente
pueden aprender el concepto de “perro” observando ejemplos.

La Teoria de Aprendizaje Estadistico no estudia el proceso de aprendizaje
en los organismos vivos, sino que estudia el proceso de aprendizaje en abstracto.

Su objetivo es inferir una regla general que permita explicar la muestra
observada, para luego generalizar sobre nuevos elementos no observados.

Mas precisamente, el objetivo de la Teorfa del Aprendizaje Estadistico
(Boucheron et al. 2004b) es proporcionar un marco de trabajo para estudiar el
problema de la inferencia. Para esto se realizan ciertos supuestos de naturaleza
estadistica sobre el fenémeno subyacente que genera los datos.

El proceso de inferencia inductiva puede ser resumido en los siguientes pasos:
= Observar el fenémeno.

= Construir un modelo del fenémeno.

= Hacer predicciones utilizando el modelo.

El objetivo del Aprendizaje Automatico! es en concreto automatizar el pro-
ceso de inferencia inductiva, y el objetivo de la Teoria del Aprendizaje Estadis-
tico es formalizarlo.

De esta forma, la Teoria del Aprendizaje Estadistico proporciona la base
teorica a muchos de los algoritmos de Aprendizaje Automatico. Pero esta no
es la su tnica motivacion (von Luxburg & Schélkopf 2008), sino una de corte
filosofico, que consiste en buscar responder la pregunta de qué es lo que nos
permite obtener conclusiones véalidas a partir de los datos empiricos.

La Teoria del Aprendizaje Estadistico busca entonces responder preguntas

fundamentales como:

= Cudles tareas de aprendizaje pueden ser realizadas por computadoras en

general.

'En la literatura se utiliza habitualmente el término inglés Machine Learning.
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= Qué tipo de supuestos tenemos que establecer para que el aprendizaje

estadistico sea exitoso.

= Cuéles son las propiedades clave que un algoritmo de aprendizaje necesita

satisfacer para ser exitoso.

= Qué niveles de desempeno podemos esperar de los resultados de los algo-

ritmos de aprendizaje.

Estructura del Trabajo

En la primera parte se desarrollan alguno de los conceptos fundamentales de
aprendizaje y especificamente las caracteristicas del aprendizaje supervisado,
planteando formalmente el problema de la regresion.

Luego, se revisan definiciones y resultados en lo que hace a la minimizacion
del error empirico, para luego plantear soluciones alternativas como la mini-
mizacion del error estructural y la regularizacion.

Mas adelante, se presentan los métodos Kernel partiendo del método basico
de regresion lineal.

Se plantean resultados aplicables a la implementacion de la seleccion del
modelo.

Proseguimos realizando un estudio de las Maquinas de Vectores de Soporte?
aplicadas tanto a problemas de clasificacién como de regresion y el algoritmo
de Minimos Cuadrados Regularizados Kernel® aplicado a regresion.

En los capitulos dedicados ejemplos practicos y la aplicacion concreta se
presentan distintas aplicaciones préacticas del Aprendizaje Automatico y una
aplicacion con datos reales quimiométricos.

Finalmente se resumen las conclusiones obtenidas y se realizan comentarios
sobre posibles investigaciones futuras.

En los anexos se presentan las demostraciones detalladas de los Teoremas de
Representacion (Scholkopf et al. 2001), de una cota para el Error Muestral (Wu
et al. 2006) aplicable a la minimizacion del error empirico y un Teorema que
nos permite obtener una solucién alternativa para el problema de clasificacion
(Cucker & Zhou 2007). Finalmente se presenta un resumen de las lecturas

complentarias realizadas sobre analisis funcional %, anlisis convexo y la historia

2En inglés Support Vector Machines: SVM.
3En inglés Kernel Regularized Least Squares: KRLS.
4En base al mathcamp del curso (Rifkin et al. 2003) y otras obras de referencia.
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de la investigacion del problema de aprendizaje’.

Preparado principalmente en base las introducciones de (Vapnik 1995) y (Vapnik 1998).



Capitulo 1
Aprendizaje supervisado

El proceso de aprendizaje esta ligado directamente a la existencia de cierto
objetivo a alcanzar. Muchas veces este objetivo de aprendizaje no puede ser
especificado explicitamente por contar con informacion a priori insuficiente, es
decir el objetivo del aprendizaje no esta completamente definido. En el caso
opuesto, cuando el objetivo de aprendizaje esta dado en una forma explicita,
no hay necesidad de aprendizaje dado que el objetivo puede ser alcanzado, por
ejemplo, disenando un sistema.

En este capitulo desarrollaremos una introduccion a las distintas metodologias
de aprendizaje, para luego hacer foco en el aprendizaje supervisado y los prob-
lemas de regresion y clasificacion, abordando el problema del aprendizaje para

introducirnos luego en algunos problemas clave a resolver.

1.1. Metodologias de aprendizaje

La caracteristica distintiva del aprendizaje es que la carencia de informaciéon
completa a priori, es decir, una definiciéon incompleta sobre el objetivo del
aprendizaje, es compensada por el necesario procesamiento de la informacion
disponible.

Una posible clasificacion de los métodos de aprendizaje surge de cuan com-
pleta sea la informacion disponible a priori (Tsypkin 1973). Se distiguen dos

tipos de aprendizaje: supervisado y no supervisado.

= En el aprendizaje supervisado, se conoce la respuesta del sistema de

aprendizaje y se usa la diferencia entre la respuesta deseada! y la obteni-

1Segtin el modelo utilizado.
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da, es decir el error del sistema de aprendizaje, para corregir dicho com-

portamiento.

= En cambio, en el aprendizaje no supervisado, no se conoce la respuesta del
sistema de aprendizaje, y de esta forma no se puede obtener una féormula
explicita ni utilizar el error del sistema de aprendizaje para mejorar su

comportamiento.

Los problemas de aprendizaje (Hastie et al. 2009) pertenecen principalmente a
una de estas dos categorias.

Se realiza aprendizaje supervisado cuando en la muestra disponible para
cada observacion de la medida predictora z; (para i = 1,...,n) hay asociada
una medida de respuesta ;.

Se desea ajustar entonces un modelo que relacione la respuesta con los pre-
dictores, para poder predecir la respuesta para observaciones futuras (predic-
cibn) o comprender mejor la relacion entre la respuesta y los predictores (in-
ferencia).

Varios métodos clasicos tales como la regresion lineal y la logistica estan en
el dominio del aprendizaje supervisado (Puntanen 2008).

En cambio, el aprendizaje no supervisado describe una situacion distinta:
para cada observaciéon se cuenta con un vector de medidas x; pero no una
respuesta asociada. Una herramienta de aprendizaje estadistico que podemos
utilizar en este 4mbito es el analisis de conglomerados? cuyo objetivo consiste
en definir, en base a la muestra, cudndo las observaciones pertenecen a ciertos
grupos relativamente diferenciados.

Algunos autores (Chapelle et al. 2006) definen un tercer grupo: los proble-
mas de aprendizaje semi-supervisado se encuentran entre los dos anteriores y
se caracterizan por la presencia de conjuntos de datos etiquetados y datos no
etiquetados. Es el caso de problemas de analisis de datos que involucran mues-
tras muy grandes en las cuales etiquetar® requeriria la intervencion humana o
procedimientos muy costosos, lo que ocasiona que quede una gran cantidad de

datos sin etiquetar.

2En inglés clustering.
3Definir la variable de respuesta.
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1.2. Caracteristicas del aprendizaje supervisado

Cuando se utilizan computadoras para resolver problemas practicos es usual
que el método para obtener la salida requerida a partir de un conjunto de datos
de entrada pueda se descrito en forma explicita.

La tarea del disenador del sistema que implemente la solucién requerida sera
traducir el método en una secuencia de instrucciones las cuales la computadora
debera seguir para lograr el efecto deseado.

Cuando se intenta utilizar las computadoras para resolver problemas més
complejos, aparecen situaciones en las que no existe un método conocido para
calcular la salida deseada a partir de un conjunto de entrada. Por ejemplo,
modelar la relacion entre el espectro cercano al infrarojo de una substancia y
un valor quimico medido, o la clasificacion de una solicitud de crédito en la
cual se desea saber quién pagaré el préstamo y quién no a partir de ciertas
caracteristicas del solicitante.

Un método alternativo (Cristianini & Shawe-Taylor 2000, Capitulo 1) para
resolver este tipo de problemas es que la computadora intente aprender la
relacion funcional entre las entradas y las salidas a partir de ejemplos. Estas
técnicas son denominadas técnicas de aprendizaje y en particular cuando los
ejemplos son pares de entradas y salidas, es llamado aprendizaje supervisado.

Entonces, en el aprendizaje supervisado, o aprendizaje a partir de muestras,
en lugar de programar directamente el método de calculo de la salida, una
maquina es entrenada para realizar una tarea determinada sobre varios pares
de entrada/salida (Evgeniou & Pontil 2000).

El proceso de entrenamiento consiste en elegir la funcién que mejor describa
la relacion entre las entradas y las salidas.

En un problema de aprendizaje supervisado, el sistema debe predecir las eti-
quetas de los patrones (Anthony & Bartlett 2009), donde las etiquetas pueden
ser una clase o un nimero real!. Durante el entrenamiento el sistema recibe in-
formacion parcial sobre la verdadera relacion entre los patrones y sus etiquetas
en la forma de un conjunto de patrones etiquetados.

Esta forma de aprendizaje tiene dos ventajas destacables: permite un ahorro
importante de esfuerzo de diseno y puede ser utilizado para problemas que no
pueden ser especificados en forma precisa, dado que su entorno cambia.

En este contexto, la tarea principal de la teoria de aprendizaje (Evgeniou

& Pontil 2000) sera determinar cuan bien la funcion elegida generaliza, o cuan

4También se incluye el caso para RF.
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bien estima la salida para entradas no conocidas previamente.

1.3. El proceso generador de datos

Se cuenta con un conjunto de datos z = {z;,y;}?_,, que se asume provienen
del conjunto Z = X x ) seglin cierta distribuciéon de probabilidad desconocida.

La relacion entre los elementos de X' e Y es probabilistica, dado que un
elemento de X no determina anicamente un elemento de ) sino una distribucion
de probabilidad en ).

No son necesarios supuestos especificos en los espacios X e ), pero si se
realizan ciertos supuestos (von Luxburg & Scholkopf 2008) sobre el mecanismo
que genera los puntos de entrenamiento. Asumimos que existe una distribuciéon
de probabilidad conjunta p sobre X x ) y que los elementos de la muestra de
entrenamiento {z;,y; }’; son sorteados en forma independiente con la distribu-
cion p.

Se destacan algunos supuestos importantes (von Luxburg & Schélkopf 2008)

en este contexto:

= No hay supuestos sobre p. En el escenario estandar de la Teoria del Apren-
dizaje Estadistico (SLT ® ) no se realiza ningiin supuesto sobre la distribu-
cion de probabilidad p: puede ser cualquier distribucion sobre X x ). En
este sentido, SL'T trabaja en un escenario agndstico distinto al de la es-
tadistica paramétrica, donde usualmente se asume que la distribuciéon de
probabilidad pertenece a cierta familia de distribuciones y cuyo objetivo
es estimar sus parametros. En la década de 1920 (Vapnik 1998) comenzé
el analisis de métodos de inferencia estadistica. Dos eventos principales
senalaron su comienzo.
Fisher (Fisher 1992) introdujo los principales modelos de inferencia es-
tadistica en el marco de trabajo unificado de la estadistica paramétrica.
El describi6 diferentes problemas para estimar funciones en base a datos
dados como problemas de estimacion de pardmetros de modelos especi-
ficos (paramétricos) y sugiri6 un método para estimar los parametros
desconocidos para esos modelos: el método de la méaxima verosimilitud.
Por otra parte Glivenko, Cantelli y Kolmogorov comenzaron un anali-
sis general de inferencia estadistica. Glivenko y Cantelli (Salnikov 2021)

probaron que la funcién de distribuciéon empirica siempre converge a la

En inglés SLT: Statistical Learning Theory.
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funcion de distribucién. Kolmogorov, por su parte, encontrd la tasa as-
intotica exacta de convergencia (Arak 1982). Esta tasa es rapida (expo-
nencial) e independiente de la funcion de distribucion (desconocida).
Estos trabajos determinaron dos enfoques principales en el abordaje de la
inferencia estadistica. La inferencia paramétrica, que busca crear métodos
estadisticos simples de inferencia que pueden ser usados para problemas
de la vida real y una inferencia general, que busca encontrar un método
para cualquier problema de inferencia estadistica.

La filosofia que lleva a la creacion de la estadistica de inferencia paramétri-
ca estd basada en el principio que el investigador conoce bastante bien
el problema a analizar. Conoce la ley fisica que genera las propiedades
estocésticas de los datos y la funcién a encontrar salvo un ntimero finito
de parametros. Estimar esos parametros usando los datos es la escencia
del problema de la inferencia estadistica.

La filosofia que lleva a la inferencia estadistica general es diferente: no se
cuenta con suficiente informacion a priori sobre la ley subyacente al prob-
lema o sobre la funcién que se desea aproximar. Es necesario encontrar

un método para obtener una funcién aproximada en esta nueva situacion.

» Fliquetas no deterministicas debido al ruido o al solapamiento de las
clases. Las etiquetas y; no son necesariamente funciones deterministicas
de los objetos x;, sino que pueden ser al azar. Hay dos razones para esto.
La primera es que el proceso de generacion de datos puede tener ruido en
la obtencion de las etiquetas. Es decir, puede ocurrir que una etiqueta y;
que tenemos en la muestra de entrenamiento pueda ser incorrecta. Este

es un supuesto realista e importante.

Por ejemplo para generar los datos de entrenamiento de un detector de
correo eletronico no deseado (spam®) se le pide a humanos que etiqueten
correos manualmente en dos clases “spam” y “no spam”, y los humanos se

pueden equivocar.

La segunda razén por la cual se puede llegar a etiquetas no deterministi-
cas es el caso de las clases solapadas. Por ejemplo, tomemos la tarea de
predecir el género de una persona basandonos en su estatura. Es claro
que una persona de 1.80 metros de altura, puede ser hombre o mujer, por

lo tanto no podemos asignar una etiqueta tnica y al dato de entrada x—=

5El spam es una comunicaciéon no solicitada y masiva que se envia de forma cuestionable
y no deseada.
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1.80.

s Muestreo independiente. Es un supuesto importante de la Teoria del
Aprendizaje Estadistico que los datos sean muestreados en forma inde-
pendiente. Este es un supuesto fuerte, que es justificado en muchas apli-
caciones, pero no en todas. Por ejemplo consideremos el reconocimiento
de patrones de digitos manuscritos. Dadas algunas imagenes de digitos
manuscritos, la tarea es entrenar una maquina que automaéticamente re-
conozca nuevos digitos escritos. Para esta tarea el conjunto de entre-
namiento consiste usualmente de una gran colecciéon de digitos escritos
por distintas personas. Aqui es seguro asumir que los digitos forman una
muestra independiente proveniente de la poblacién de todos los digitos
manuscritos. Como un ejemplo en el que el supuesto de independencia es
violado, consideremos el caso del descubrimiento de drogas. Esta es un
area de la farmacéutica donde se busca identificar compuestos que po-
drian ser ttiles para disenar una nueva droga. El aprendizaje automético
es usado para este objetivo: los datos de entrenamiento consisten en un
conjunto de compuestos quimicos z; con una etiqueta asociada y; que indi-
ca si el compuesto es 1til o no para el diseno de drogas. Resultaria costoso
encontrar cual compuesto quimico posee ciertas propiedades que lo con-
stituyan en una droga apropiada porque esto implicaria realizar muchos
experimentos de laboratorio. De esta forma, solo unos pocos compuestos
x; tienen una etiqueta conocida y; y estos compuestos fueron elegidos
cuidadosamente en primer lugar. Asi es que no podemos asumir que los
x; son una muestra representativa obtenida en forma independiente de al-
guna distribucion de los compuestos quimicos, dado que los compuestos

etiquetados han sido elegidos a mano segiin un proceso que no es al azar.

» La distribucion p es fija. En el escenario estandar del Aprendizaje Estadis-
tico no tenemos ningin parametro de tiempo. En particular, no asumimos
ningin orden en particular de las muestras de entrenamiento ni que la
distribuciéon de probabilidad cambia en el tiempo. Este supuesto no seria

correcto si se tratara con series de tiempo.

» La distribucion p es deconocida durante el proceso de aprendizaje. Fs
importante tener en cuanta que en el momento del entrenamiento la dis-
tribucién no es conocida. Si p fuera conocida, el aprendizaje seria trivial

dado que se podria obtener el mejor clasificador con una férmula dada.
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En su lugar, tendremos solo acceso a la p en forma indirecta, observan-
do a la muestra de entrenamiento. Intuitivamente esto quiere decir que
si obtenemos suficientes elementos de la muestra, podemos estimar to-
das las propiedades importantes de p en forma bastante precisa, pero de
todas formas presentando errores. La Teoria del Aprendizaje Estadistico

proporciona un marco de trabajo para realizar enunciados sobre ese error.

1.4. EIl Problema del Aprendizaje

El problema de aprendizaje consiste entonces en, dado el conjunto de datos
de entrenamiento, encontrar un estimador, es decir una funcion f : X — Y que
pueda ser usada para, dado un nuevo valor de x € X predecir un valor y.

Por ejemplo X podria ser el conjunto de todas las imagenes posibles, Y
el conjunto {—1,1} y f(z) una funcion indicatriz que indica si una imagen
contiene cierto objeto (y = 1) o no (y = —1).

Otro ejemplo podria ser el caso donde X es el conjunto de los espectros
posibles de una substancia, e ) son los valores posibles de presencia de cierto
compuesto quimico, y f(z) la funcion regresion que mapea los espectros con el
valor quimico.

El método para resolver el problema de aprendizaje consistird en definir una
funcion de riesgo que mida el error promedio asociado con el estimador para
luego poder buscar el estimador con el menor riesgo.

Definimos la funciéon de pérdida o discrepancia V (y, f(z)) que mide el error
que se produce al predecir y con f(x) (Vapnik 1999).

El error promedio o riesgo esperado es’:

Er =R([) :/X yV(y,f(x))dp.

Asumimos que el riesgo esperado esta definido en una amplia clase de fun-
ciones F y anotaremos f; a la funcién que minimiza el riesgo esperado en F.
La funcion fy que es nuestro estimador ideal, es conocida como la funcién ob-
jetivo. Formalizaremos el problema especificamente para la regresion, haciendo

referencia a que puede ser demostrada su existencia y unicidad®(Cucker & Zhou

"En la literatura aparecen distintas notaciones para referirnos a las funciones de pérdida
y los espacios.
8Bajo ciertas restricciones que detallaremos més adelante.
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2007, pags. 10, 11 y 46).

1.4.1. Formalizacién del problema de regresiéon

Los casos de aprendizaje supervisado cuando ) es finito o en particular
Y = {+1,—1} son denominados clasificacion. Cuando Y = R" son llamados
problemas de regresion.

El objetivo de aprendizaje consiste en aprender de la muestra de entre-
namiento una funcién f : X — Y que nos permita predecir el valor de y para
un nuevo .

Se puede formalizar el problema de la regresion utilizando una funcion de
pérdida cuadratica (Cucker & Zhou 2007).

Dado que se estudia el aprendizaje a partir de muestreo al azar, el obje-
to primario de nuestro desarrollo es entonces una medida de probabilidad p
desconocida, que gobierna el muestreo.

Sea X un espacio métrico compacto e ) = R¥. Por conveniencia manejare-
mos en general k = 1.

Sea p una medida de probabilidad de Borel sobre Z2 = X x ).

Aplicando la definicion de riesgo definimos entonces, para ese caso partic-
ular, el error de generalizacion utilizando el error de minimos cuadrados de f

definido por:
&N =& = [ (1) = dp

Para cada entrada z € X y salida y € Y, (f(z) — y)? es el error que se
ocasiona al usar f como un modelo del proceso generador de y a partir de
x. Este es un error local. Integrando sobre X x ) con respecto a p se esta
promediando este error entre todos los pares posibles (z,y).

El problema esta planteado: ;Cudl es la funciéon f que minimiza el error
e(f)r.

Para cada x € X, definimos p(y|z) como la probabilidad condicional medida
sobre ) con respecto a .

Definimos también a px la probabilidad marginal de p en X, es decir, la
medida en X definida por px(S) = p(r71(5)), siendo 7 : X x Y — X la

proyeccion.
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Para cada funcién integrable ¢ : X x Y — R una version del Teorema de

Fubini nos permite relacionar p, p(y|z) y px de la siguiente forma:

/){Xyﬂp(ﬁ,y)dﬂ—/)((/yQO(ZL‘,y)dp(y|x)) dpx.

Definimos f, : X — Y como la funcién regresion de p como :

f(x) = /y ydp(y|z)

Para cada z € X, f,(z) es el promedio de la coordenada y en {z} x V.
Asumiremos que la funcion resgresion es acotada.

Fijemos ahora x € X y consideremos la funcion de y — R que mapea y en

(y — fol@)).

Dado que la esperanza de esta funcion es 0, su varianza es
)= [ = o) dotyie).
Ahora se promedia en X para obtener
72 = [ s =€),
Proposicion 1. Primera descomposicion del error
&0 = [ (#@) = f@) o+

Demostracion. De la definicion de f,(x) para cada z € X, fy(fp(:v) —y) =0.
Luego

£(f) = /Z (F(2) — o) + Folz) — u)?

G //f
+z// NG

= [0 - 5@+ o2 [ 16 - ) /y (fp(@) - )
- /X(f(m) —fp(:L’))Q—i-U;f.
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]

El sumando [, (f(x) — f,())* es un promedio en X del error ocasionado
por utilizar f como un modelo para f,.

Ademés, al ser az independiente de f, la proposiciéon anterior implica que
f, tiene el menor error posible entre todas las funciones f : X — ). De esta
forma O’i es una cota inferior del error £ y sélo depende de la medida p.

Entonces nuestro objetivo se convierte en “aprender”, es decir encontrar una

buena aproximacion de f, a partir de muestras al azar sobre Z.

Counsideremos ahora la muestra. Sea

ze€Z™ z={(x1,11), - (T, Ym) }-

una muestra en Z™, es decir m elementos extraidos en forma independiente

segun p. Definimos el error empirico de f con respecto a z como

m

E(1) = - S Vi Flwi).

=1

En particular, para el caso en que V (y, f(z)) = (f(z) — y)*

1
- _yz
m

||M3

1.5. Espacios de Hipétesis y Funciones Objeti-

VO

En esta seccién presentaremos formalmente dénde viven las funciones ob-
jetivo y objetivo empirica y demostraremos su existencia.

Como se indica en (Cucker & Zhou 2007), los procesos de aprendizaje no
tienen lugar en el vacio. Alguna estructura debe estar presente en el comienzo
del proceso. Asumiremos que esta estructura consiste en una clase de funciénes.

El objetivo del proceso de aprendizaje sera encontrar la mejor aproximaciéon
de f, dentro de esa clase.

Sea € (X) el espacio de Banach? de funciones continuas en X equipado con

9En un anexo de este trabajo se presenta un resumen de Analisis Funcional.
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la norma infinita:

[flloe = supsex|[f(2)]]-

Consideraremos un subconjunto H de €' (X') que llamaremos espacio de hipote-
sis donde los algoritmos trabajaran para encontrar la mejor aproximacion de
f/J‘

Si f, € H las cosas se simplificarian, pero en general no podemos asumir
siquiera que f, € ¢ (X) por lo que tendremos que considerar una funciéon
objetivo fy € H.

Definimos f3 como cualquier funcién que minimice el error £ entre las

f € H, es decir, cualquier minimizador de (para el caso del error cuadratico):
. 2
mingen | (f(2) - )" dp.
z

Dado que (f) = [, (f — f,)° + o> entonces fy es también un optimizador de

minsen /X (f — £,)2dpx.

Sea una muestra z € Z™. Definimos la funcién objetivo empirica fy, = f»
como una funcion que minimiza el error empirico &,(f) entre todas las f € H,
es decir un optimizador de:
m
: 1 2
min ey — E (f (i) — wi)"™
m -
i=1
Este problema de minimizacién depende de p solo a través de su dependencia
de z, pero una vez conocida z no es necesaria mas informacion sobre p para

buscar f,.

1.5.1. Existencia de las funciones objetivo

Es posible demostrar la existencia de f v f, bajo ciertos supuestos sobre
H. (Cucker & Zhou 2007, pag. 10 y 11).
Sea f: X — Y yze Z". Definimos el defecto de f con respecto a z como:

El error teoérico £(f) no puede ser medido, pero el &,(f) si. Por lo tanto una

cota en el defecto antes definido nos permitird acotar en cuénto se separara el
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error teodrico del error observado. Mas adelante en este trabajo se estableceran
cotas a estos errores.
Dadas fi,fs € €(X) estimaremos la cantidad:

|Lz(f1) - Lz(f?)‘

Proposicion:
Para j = 1,2,|f;(z) —y| < M en un conjunto de medida completa U C Z
luego para todas muestra z € U™ (Gallagher et al. 2022) (Kolountzakis 2023).

|LZ(f1) - LZ(f2>| < 4MHf1 - fQHOO'

Demostracion:

Dado que (fi(z) —y)* = (fo(z) — 9)* = (fi(2) + fo(z) = 29)(1(z) — fo(2)),

entonces:

‘S(fl) - 5(f1)’ =

/Z (u(2) + fole) — 20) (fu(x) — fole))dp

IN

/Z (a@) = )+ (o) — I fs — folloedp
< 2M|fi — folloo-

También para toda muestra z € U" tenemos:

S &) =

D (i) + falz) = 2)(filx) — fz(%’))‘

i=1

1 n
< SR =9 + (o) — )l — fall
=1
< 2M|fi — foll.

Entonces:

|La(f1) — La(f2)] = |E(f1) = E(f1) + E(f2) — Ea(f2))]
< JE(f) = Ef2)] +1E(f1) = E(f2)] < AM| f1 = folloo-

A partir de este resultado, se puede demostrar que £,&, : H — R son
continuas.

Aplicando la continuidad anterior y suponiendo que H es compacto, final-
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mente se puede demostrar la existencia de fy y f,. (Cucker & Zhou 2007,
péagina 11)

Estas funciones f3 vy f, no son necesariamente tnicas. Sin embargo, se
plantea un resultado de unicidad para f3 demostrado en (Cucker & Zhou 2007,
pagina 46) cuando H es convexo que a continuacion transcribimos.

Sea H un subconjunto convexo de £2(X) tal que fy existe. Entonces f es

inica como un elemento de L? y, para toda f € H,

/(fH — ) < Eupy-
X

En particular, si py es no-degenerada, entonces fz es tnica en H.

1.5.2. Ejemplos de espacios de hipétesis

A continuacién mencionamos ejemplos de espacios de hipotesis (Cucker &
Zhou 2007).

Ejemplo 1: Espacio de los Polinomios homogéneos.

Sea Hy = Hq(R™1) el espacio lineal de polinomios homogéneos de grado d
en To, Ty, ..., Tn. Sea X = S(R"1) la esfera unitaria n-dimensional. Un elemento

en Hy define una funcion X — R que puede ser escrita como:
f= g waxr®.
a=d

Aqui a = (ag, ..., ) € N*™ es un “multi-indice", |a| = ag + ... + a,, y 2% =
0y -y Un ) 0 n
xy"...xdm. Por lo tanto H,4 es un espacio vectorial de dimension finita.

Podemos considerar
H=A{f€Hygcon|fllo <1},

como un espacio de hipotesis. Debido a la escala f(x) = z° f(x), tomar el limite
| fllsec < 1 no causa pérdida.

Los z;...x, son las variables del polinomio homogéneo (Garcia et al. 2024)
y los respectivos w; son los coeficientes.

Ejemplo 2: Espacios de funciones finito-dimensionales.

Formulamos una generalizacion del primer ejemplo. Sean ¢, ..., on € € (X)
y E el subespacio lineal de & (X) generado por {¢1,...,on}. En este caso
tomaremos H = {f € E|||f|l« < R} para cierto R > 0.
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Los siguientes ejemplos manejan espacios lineales infinito-dimensionales,
tema que desarrollamos en el anexo correspondiente que se refiere a Analisis
Funcional.

Definicién: Sea J : F — F una aplicacion lineal entre los espacios de
Banach E y F. Decimos que J estd acotada cuando existe b € R tal que para

todo z € F con ||z|| = 1, se tiene ||J(x)|| < b. La norma del operador de J es:

/]| = sup [|J(2)]]

||f]=1

Si J no esté acotada, entonces escribimos ||.J|| = oo. Decimos que J es compacta
cuando la clausura (—B) de J(B) es compacta para cualquier conjunto acotado
B CE.

Ejemplo 3: Espacios de Sobolev (Adams 1975): Sea X un dominio en R™
con frontera suave. Para cada s € N podemos definir un producto interno en

C>*(X) por:

(f,9)s :/X > D*fD°g.

laf<s

Aqui estamos integrando con respecto a la medida de Lebesgue p en X
heredada del espacio Euclidiano. Denotaremos por || - ||s la norma inducida por
(+,)s. Notese que cuando s = 0, el producto interno anterior coincide con el de
L*(X). Es decir, || - |lo = || - || z2-
Definimos el espacio de Sobolev H*(X) como la completacion de C*(X) con
respecto a la norma ||-||s. El Teorema de inmersion de Sobolev afirma que para
todo r € Ny todo s > n/2 + r, la inclusion:

Js : H(X) — C"(X),

estd bien definida y acotada, en particular, para todo s > 3.
Del Teorema de Rellich se obtenemos que si X es compacto, esta ultima
inclusion es compacta también. Asi, si B denota la bola cerrada de radio R

en H*(X), podemos tomar Hp s = H = J;(Bg).

1.6.3. Reproducing Kernel Hilbert Spaces

A continuacién reproducimos un conjunto de definiciones y observaciones
aplicables a los Espacio de Hilbert de Kernels (Cucker & Zhou 2007, Seccion
2.4).
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Definiciones. Sea X un espacio métrico.

= Decimos que K : X x X — R es simétrica cuando K(z,t) = K(t, )
para todo x,t € X y se dice semidefinida positiva cuando para todos los
conjuntos finitos x = {xy, 29, -+ ,2,} C X luego la matrix n x n K|[x]

cuya entrada (i,j) es K(z;,x;) es semidefinida positiva.

= Decimos que K es un Kernel de Mercer si es continua, simétrica y semidefini-

da positiva.

» La matriz K[x] es llamada el Gramiano'® (o determinante de Gram) de

K en el conjunto x.

Se observa que ser semidefinida positiva implica que K (z,z) > 0 para cada

r € X. Definimos:
Ck :=sup/K(z,x).

TeEX

Luego

Ck = sup /|K(z,1)|.

T, teX

Dado que la matriz K[{z,t}] es semidefinida positiva, para todo z,t € X,
(K (2, 1)) < K (2, 2) K (1, 1).
Para z € X sea K, la funcion

K, : X =R
t— K(z,t).

Teorema .Existe un tnico espacio de Hilbert (Mg, (-, )3, ) de funciones

en X que satisfacen las siguientes condiciones:

= Para todor € X, K, € Hk.
» El span del conjunto {K,|x € X'} es denso en Hp.

» Paratoda f e Hxyr € X, f(x) = (K., f)u,.

Adicionalmente Hg consiste de funciones continuas y la inclusion Iy :
Hix — € (X) esta acotada con || 1] < Ck.

YEn (Cucker & Zhou 2007) se utiliza el término en inglés Gramian.
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Se puede consultar la demostracion de este Teorema en la pagina 23 de
(Cucker & Zhou 2007).

El espacio de Hilbert Hx en el Teorema anterior es referido como un Espacio
de Hilbert de Kernels de Reproduccién!!. Destacamos la tercer propiedad del

mismo, a la que nos referiremos como propiedad de reproduccion.

1.6. Error muestral, de aproximacién y de gen-

eralizacién

Pasamos ahora a desarrollar algunas definiciones y resultados relevantes
tomados de (Cucker & Zhou 2007).
Dado un espacio de hipotesis H, el error en H de una funcion f € H es el

error nomalizado:
En(f) =E(f) = E(fn).

Siguiendo el desarrollo planteado en (Cucker & Zhou 2007) transcribimos el

siguiente resultado: Proposicicion. Sea f : X — Y una funcién. Entonces,

E(f) = /X ((x) = f,(x)) dpx + o

Es de destacar que este tratamiento de descomposiciéon del error ya es trata-
do en (Cox 1988) v (Niyogi & Girosi 1996) citados en (Cucker & Zhou 2007).

Ya hemos establecido entonces que az es una cota inferior del error £ que
s6lo depende de la medida p.

El error de generalizacion £(f,) de f, depende de p, H, la muestra z, y del
esquema que define de f,.

La distancia cuadrada [, (f.—f,)?dpx es el exceso de error de generalizacion
de f..

Consideremos ahora la suma Ey/(f,) +E(fu). El segundo sumando depende
de la eleccion de H pero es independiente de la muestra. Se le denomina error
de aproximacion.

El error de la aproximacion se puede considerar como la suma

A(H) + az,

1En inglés Reproducing Kernel Hilbert Space: RKHS.
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donde
A(H) = /X (Fu — £,)dpx.

De esta forma aﬁ es una cota inferior del error de aproximacion.
El primer sumando, £4(f.), es llamado el error muestral o error de esti-

macion.

Nuestro objetivo pasa entonces de estimar £(f,) a descomponerse en otros
dos problemas: estimar el error muestral y el de aproximacion.

Segtin (Cucker & Zhou 2007) estimar el error muestral £ (f.) en el espacio
H, v su dependencia de f, es independiente de la muestra z. Por el contrario,
los limites para el error de aproximacion £y no dependeran de propiedades de
f, si bien el limite se mantendr& con una confianza de al menos 1 — ¢.

Si bien la dependencia del comportamiento de f, parece inevitable en las
estimaciones del error de aproximacion (y por lo tanto en el error de general-
izacion E(f,) de f,).

El objetivo es planteado en (Cucker & Zhou 2007) consiste en que dada una
muestra z, seleccionar un espacio de hipotesis H y calcular laf, sin suposiciones
sobre f,, estableciendo limites sobre fx<fz — f,)*dpx que sean razonablemente

buenos dependiendo del comportamiento de f,.



Capitulo 2

Minimizacidn del Error Muestral

para Regresidn

Se pueden establecer cotas para el error muestral de un espacio de hipote-
sis compacto y convexo. Estas propiedades de convexidad y compacidad son
requisitos para varios resultados que mencionaremos a lo largo de este trabajo.

Para un tamano fijo de la muestra, el error muestral se incrementa con el
tamano de H. Estableceremos que este comportamiento con respecto a una me-
dida especial del tamano de H: su capacidad medida por los covering numbers
(Cucker & Zhou 2007) Capitulo 3 y (Cucker & Smale 2001).

Comenenzamos entonces abordando un algoritmo de aprendizaje basado en
minimizacién de riesgo empirico® para un problema de regresion asociado a una
funcion de pérdida genérica v citando a (Wu et al. 2006).

Sea H un conjunto medible uniformemente acotado de funciones en X y
1 : R — R, una funcién de pérdida de regresion. La funciéon empirica objetivo

[ asociada a la muestra z = {(x;,y;)}i*, € Z™ se define como:

m

foom angiy 0SS0l )

Definimos H como el espacio de hipo6tesis para el problema de regresion.
Si definimos el error empirico o riesgo asociado a la funciéon de pérdida

como

entonces f, = argmingey E,(f).

YERM: en inglés Empirical Risk Minimization.

22
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La teoria de ERM estudia como f, se aproxima (con respecto al error) a la

funcion objetivo definida como:

= argmin&(f) = arg min — f(x))dP.
= angmin () = argmin [ w(y - 1(2)
Para describir esta aproximacion descomponemos el error muestral:

Dado que f, minimiza el error empirico en H, se cumple entonces que &,(f,) —

E.(fx) < 0. Tenemos entonces la siguiente descomposicion del ERM:

Definicion: Sea S un espacio métrico y n > 0. Definimos el covering number
N(S,n) como el minimo [ € N tal que existen [ discos en S de radio n que
cubren S. Cuando S es compacto este numero es finito.

Definicion: Sea M > 0 y p una medida de probabilidad en Z. Decimos que

el conjunto H de funciones desde XR es M-acotado cuando:

supl|f(z) —y| < M,

se cumple casi en todo Z, siendo y la salida o resultados de la muestra.

Exponemos entonces el resultado principal, que se demuestra en el Anexo
B de este trabajo.

Sea H un subconjunto compacto y convexo de €(X). Si H es M-acotado,

luego, para todo € > 0,siendo m el tamano de la muestra,

Probaczm (Ex(f.) <} >1— N (H ﬁ) exp {—ﬁ} .

Recordemos la definicion de la funcion defecto: L,(f) = E(f) — E.(f).

2.1. Inecuaciones Exponenciales en Probabili-
dad

Se transcriben algunos resultados importantes, que manifiestan distintos
enfoques de acotar el error muestral tomadas (Lin & Bai 2011), (Cucker &
Zhou 2007) y (Boucheron et al. 2004a).
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2.1.1. Desigualdad de Bennett

Teorema 1. Desigualdad de Markov

Sea £ una variable alatoria no negativa y t > 0, luego
§ 2 Elesy > tlesy.

Dado que Prob{¢ >t} < %

Teorema 2. Desigualdad de Bennett
Sean {¢;}, variables independientes en un espacio de probabilidad Z con

m 2

medias {y;} y varianzas {o?}. Definimos X2 := " o7

Si para cada i, |§; — ;| < M se cumple casi en cualquier lado, luego para

cada € > 0 se cumple que:

ol e (1+3) (-4

Demostracion (Cucker & Zhou 2007).

Sin perder generalidad, asumimos p; = 0. Luego la varianza de &; es 07 =

E(&).
Sea c¢ una constante arbitraria positiva que serd determinada més adelante

en la demostracion. Luego:

I := Prob {Z & — i) > 5} = Prob {exp {ZC&} > ec‘f}.

i=1

Por la desigualdad de Markov y la independencia de §; , tenemos:

1 <e “E (exp {i c{i}> =e “ ﬁE (ecfi) .
i=1 i=1

Dado que [§| < M casi en todas partes y F(§) = 0, el desarrollo de Taylor

para e% se expresa de la forma siguiente:

+o0 “+o00
. E(&) Mto?
E(ef) =1+ / <1+4) VI
(=2 ’ =2 ’
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Aplicando que 1 + = < e*, entonces:

+oo KMZ o ME 2 cM 1—ecM
E(e%) < exp <Z ¢ f'c % ) = exp (e—ca_2> ’
=2 '

y por lo tanto

i

cM_l_ M
1 <exp (—cfi—k%ZoZZ).

Ahora elegimos la constante ¢ como el minimizador de la cota de la derecha:

—110 1+ M¢&
C_M s Zio-zz '

M _1 =2 Con esta eleccion,

Es decir, e°

oo (5 () o)

Esto prueba la desigualdad planteada.

2.1.2. Cotas expresadas como inecuaciones exponenciales

Citamos ahora otras inecuaciones que nos permiten acotar el error tomadas
de (Cucker & Zhou 2007), incluyendo la de Bennett, antes demostrada.

Proposicion: Sea {;}7, un conjunto de variables aleatorias independientes
en un espacio de probabilidad Z con medias {y;}!™, y varianzas {o?}™,, y que
satisfacen |¢;(z) —E[&]] < M para todo i y casi todo z € Z. Sea ¥2 := > | o7
Entonces, para todo ¢ > 0, se tiene:

Desigualdad generalizada de Bennett

M
]P’( >e> < 2exp (—ﬁlog (1+2—2€))

Desigualdad de Bernstein

m

> (& — )

=1
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Desigualdad de Hoeffding

2
IP’( >e> §2exp(—2 EMQ).
m

2.2. El error muestral

m

Z(fz’ — 4s)

=1

Definimos entonces el error muestral como:

gH(.fz) = g(fz) - g(f?-[)

Podemos expresarlo como:

g’H(fz) = g(fz) - gz(fz) + gz(fz) - gz(f?—t) + Sz(f"H) - g(f?‘l)

Dado que f, minimiza &, en H luego &,(f,) — E,(fx) < 0 Luego:

SH(fz) < {g(fz) - gz(fz) + gz(fH) - g(f?-l)}

Entonces, para encontrar una cota para Ex/( f,) alcanza con acotar £(f,) —
Ea(f2) ¥ E4(fr) —E(fu)- Este es un resultado clave, que se utiliza en el Teorema

que a continuacién se expone.

2.2.1. Acotando el error para una funcién ) genérica

Definicion previa: Decimos que 9 es una funcion s-Lipschitz (0 < s < 1) en

— M, M] si existe una constante C' > 0 tal que
[—M, M] q
[Y(t) — ()] < Clt ="

Teorema

En (Wu et al. 2006) se presenta una cota para una funcion v genérica, que
cumpla las condiciones que siguen.

Sea H un subconjunto de C(X) 2 tal que para toda f € H se cumple que
|f(z) —y| < M casi seguramente. Si ¢ : R — R es una funcion de pérdida

regresiva que satisface la condicion de s-Lipschitz antes mencionada.

1/s 2
Prob{u(f,) < ¢} = 1= N(H, (5=)  )2exp {—HSZ—EMQ} -

2Conjuntos de las funciones continuas (Kowalczyk 2014).
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La demostracion se presenta en el Apéndice B de este trabajo.

2.3. Medidas de Capacidad

Capacidad es una cantidad que mide la complejidad del espacio (Evgeniou
et al. 2002). Se definen distintas medidas de capacidad en la teoria. Las méas
populares son la VC-dimension (Vapnik & Chervonenkis 1971) o versiones sen-
sibles a escala (Kearns & Schapire 1994).

Se puede formular (von Luxburg & Scholkopf 2008) cotas para la general-
izacion en términos del coeficiente de separacion N.

La desventaja es que es dificil de evaluar. Pero existen distintos conceptos
de capacidad, obviamente, con sus ventajas y desventajas.

El mas conocido es la dimension VC, cuyo objetivo principal es caracterizar
el comportamiento del crecimiento del coeficiente de separaciéon usando sola-
mente un valor.

Decimos que una muestra Z, de tamano n es separada® por una clase de
funciones F si la clase de funciones puede realizar cualquier etiquetado sobre
la muestra proporcionada, es decir |Fz, | = 2".

La dimension V'C' (Vapnik 1982) de F que se anota como como VC(F) se
define como el nimero n mas grande tal que exista una muestra de tamano n

la cual es separada por F. Formalmente:
VC(F) = maz{n € Ntal que|Fz,| = 2" para alguna Z,}

Si no existe el maximo se dice que la dimension VC es infinita.

Lemma 2.1. (Vapnik 1982) Sea F una clase de funciones con dimesion VC
finita d.

n

i )

dti

Luego
d
N(F,n) < Z
i=0
N(F,n) < (g)d.

AV N

para todo n € N. En particular, para todo n enemos que

La importancia de este enunciado radica en que si n > d entonces el coefi-

3En los textos originales en inglés se utiliza el termino shattered, que se puede traducir
como destrozado.
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ciente de separacion se comporta como una funcion polindomica de el tamano n
de la muestra.

Concluimos entonces que en la minimizacion del error muestral para regre-
sion, podemos concluir que para un tamaio fijo de la muestra, el error muestral
aumenta con el tamano del espacio de hipotesis. Para acotar este error, se pre-
sentan inecuaciones exponenciales como las desigualdades de Hoeffding v Ben-
nett. La capacidad, medida por los covering numbers, es clave para establecer
cotas para el error muestral de un espacio de hipdtesis compacto y convexo.
En este contexto, se presenta un teorema que proporciona una cota para una

funcion de pérdida genérica que satisface la condicién de Lipschitz.



Capitulo 3

Métodos Kernel

Los métodos kernel son un poderoso conjunto de técnicas para descubrir
relaciones no lineales en los datos. Combinan la eficiencia y las propiedades bien
entendidas de los algoritmos lineales con la flexibilidad para modelar patrones
complejos. La clave es mapear los datos en un espacio de mayor dimension, lla-
mado espacio de caracteristicas', donde las relaciones lineales pueden capturar
la estructura no lineal deseada. Esto se logra implicitamente mediante el uso
de una funcion kernel que calcula productos internos en este espacio de alta
dimension directamente a partir de los datos originales.

Se trataran a continuacion cuatro pasos clave de este enfoque:
= Incorporacion de datos en un espacio de caracteristicas.
= Deteccion de relaciones lineales en este espacio de caracteristicas.

= Implementacién de algoritmos que se basan tnicamente en productos

internos, no en vectores de caracteristicas explicitos.

= Cdlculo eficiente de productos internos directamente a partir de datos

originales utilizando funciones kernel.

Esta estrategia ofrece un enfoque modular, que combina el conocimiento
especifico del dominio codificado en la funcién kernel con algoritmos de apren-
dizaje robustos de propdsito general.

La eficiencia de los métodos kernel, que requieren tnicamente recursos com-
putacionales polinémicos incluso cuando el espacio integrado crece exponen-

cialmente, los hace particularmente atractivos.

'En inglés Feature Space.

29
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Tlustraremos estos principios utilizando el ejemplo del aprendizaje super-
visado con regresion de minimos cuadrados. Esto demostrard como los méto-
dos kernel proporcionan un marco poderoso y flexible para descubrir patrones
complejos en los datos.

Segin (Shawe-Taylor & Cristianini 2004a, Chapter 2) la implementacion de

un método Kernel consta de dos etapas:
= Un moédulo que realiza el mapeo en el espacio de caracteristicas.

= Un algoritmo de aprendizaje disenado para encontrar patrones lineales

en ese espacio.

Hay dos razones (Shawe-Taylor & Cristianini 2004a) por las cuales este en-
foque debiera funcionar. Primero, detectar relaciones lineales ha sido el foco
de gran parte de la investigacion en estadistico y Aprendizaje Estadistico du-
rante décadas, por lo que los algoritmos resultantes son tanto bien entendidos
como eficientes. En segundo lugar se cuenta con un atajo computacional que
hace posible representar patrones lineales eficientemente en espacios de alta
dimension para asegurar el poder de representacion adecuado. El atajo es la
denominada funcién kernel.

De esta forma es posible detectar patrones estables en forma robusta y
eficiente a partir de una muestra finita.

La estrategia es embeber los datos en un espacio donde los patrones pueden
ser descubiertos como relaciones lineales.

Esto se realiza de forma modular. Tenemos entonces dos componentes:

= El primer componente de mapeo es definido en forma implicita por la
llamada funcién kernel. Este componente dependera de los tipos de datos
especificos y dominio de conocimiento referente a los patrones esperados

para la fuente de datos en particular.

= El segundo componente de anéalisis de patrones de proposito general, ro-
busto. Es mas, tipicamente viene acompanado con el anélisis estadistico
de su estabilidad. El algoritmo es tambien eficiente, que requiere recursos
de computo polinémicos en el tamano y el niimero de los datos, inclusive

cuando la dimensiéon del espacio embebido crezca en forma exponencial.

Esta estrategia recuerda el enfoque de la ingenieria de software para los

sistemas de aprendizaje, dado que se divide la tarea en subcomponentes donde
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se puede reutilizar los modulos clave.

Presentaremos a través del ejemplo de aprendizaje supervisado, utilizando
la regresion de minimos cuadrados, los principales ingredientes de los métodos

kernel.

Se detallan a continuacién cuatro aspectos clave del enfoque planteado:

= Los datos predictores son embebidos en un espacio vectorial denominado

espacio de caracterfsicas (feature space).

= Se observan relaciones lineales con las imagenes de los datos predictores

en el espacio de caracteristicas.

= Se implementan algoritmos de tal forma en que los puntos proyectados

no son necesarios, solamente sus productos internos a pares.

= Los productos internos pueden ser calculados en forma eficiente directa-

mente a partir de los datos predictores originales.

De esta forma, si bien optimizaremos funciones lineales, con este enfoque se
desarrollaran un extenso y flexible conjunto de herramientas eficientes y bien
fundamentadas por métodos para descubrir relaciones no lineales en los datos

a través del mapeo de embebido no lineal.

3.1. Regresiéon Lineal

“... la mayoria de los otros métodos de regresion son en realidad simple-
mente elaboraciones o modificaciones de la regresion lineal. Es casi imposible
entender, como opuesto de usar, redes neuronales o support vector machines
sin una buena comprension de la metodologia de la regresion lineal.” Extraido
del prefacio de (Weisberg 2013).

La funcién de regresiéon y minimos cuadrados ordinarios(OLS) El modelo
de regresion lineal (Hocking 1996) se basa en el supuesto de que la variable de
respuesta y esta relacionada linealmente con los datos de entrada x.

Planteamos el problema de encontrar una funcién lineal:

d
g(z) =({w,z) =w'z = sz‘xu
i=1
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que interpole mejor una muestra de entrenamiento S = {(z1,v1), ..., (Tn, Yn)}
de puntos x; provenientes de X C R" con sus correspondientes etiquetas y;
provenientes de Y C R.

En el caso exacto, cuando los datos fueron generados de (x,¢g(z)), para
g(r) =< w,x >y hay exactamente d = n puntos linealmente independientes,
es posible encontrar los parametros w resolviendo el sistema de ecuaciones
lineales:

Xw =Y,

donde utilizamos la matriz X donde las filas son los vectores fila 2/, ....,2; y YV

es el vector (yq,...,yn) con n = d.

Si la muestra tiene d elementos igual la dimension de z; (n = d), obtener
w se reduce a resolver el sistema de ecuaciones Xw = Y. El caso en que
n > d es el problema estudiado por Gauss, conocido como aproximaciéon de
minimos cuadrados, que implica resolver el sistema X'Xw = X'Y, conocido
como ecuaciones normales. Si existe la inversa de X’X la solucion puede ser

expresada como:

w=(X'X)"'X"Y

Si hay menos puntos que dimensiones, hay varios posibles w que describen
los datos exactamente, siendo necesario un criterio para elegirlo. En este caso
elegiremos el vector w que tenga la norma mas pequena.

Si hay mas puntos que dimensiones y hay ruido en el proceso de generacion
no encontraremos una funciéon exacta siendo necesario entonces un criterio de
aproximacion. En este caso elegiremos la funcién que genere el menor error.

En general, si trabajamos con conjuntos de datos pequenos con ruido, una
combinacion de las estrategias anteriores sera necesario.

Buscamos entonces una funcioén con un error de entrenamiento pequeno. La
suma de los cuadrados de los errores la més usada como medida de discrepancia

total entre los datos de entrenamiento y una funciéon en particular

L(g,8) = L(w,8) =Y (4 — g(x:))” = (y — Xw)'(y — Xw).
i=1
Este es un problema conocido, que se resuelve obteniendo las ecuaciones nor-

males:
X' Xw=Xy.
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Si la inversa de X'X existe, la solucion puede ser expresada como
w= (X'X)"'X"y.

Entonces, para minimizar la pérdida cuadratica del interpolante lineal, se nece-
sita mantener tantos parametros como dimensiones. Para esto, es necesario en-
tonces resolver un sistema d x d de ecuaciones lineales, una operaciéon de costo
d3

La salida a predecir para un nuevo punto de datos, puede ser calculada

usando la funcién de prediccion:
g(x) =<w,z >.
La representacion dual de esta solucién la podemos plantear como
w=(X'X)'Xy=XXXX)*Xy=Xa,

conviertiéndola en una combinacién lineal de los puntos de entrenamiento.
Siguiendo con el razonamiento propuesto en (Cristianini & Shawe-Taylor
2000) podemos realizar la observacion que continuacion se desarrolla.
Observacion (Pseudoinversa) Si X'X es singular, se puede utilizar la
pseudoinversa. Esta permite calcular el w que satisface la ecuaciones normales
minimizando la norma. Podemos también intercambiar el tamano de la norma

contra la pérdida. Este es el enfoque utilizado por la regresion ridge.

Inestabilidad de la solucién OLS Cuando la matriz X no es de rango com-
pleto, X'X sera singular, y por lo tanto los estimadores OLS de w no seran
tnicos. La singularidad puede producirse cuando la matriz X tiene columnas

colineales o cuando hay mas variables que observaciones (Izenman 2008).

3.1.1. Métodos de regresion lineal sesgados

Una forma de solucionar el problema anterior, es abandonar el requerimiento
de que el estimador de w sea insesgado. Existen diversos estimadores sesgados
que son superiores al OLS del punto de vista del MSE cuando se presentan

estos problemas (Izenman 2008).
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3.2. Explicando KRLS: distintos enfoques para

su interpretacién

A continuacién presentamos los distintos puntos de vista a través de los
cuales podemos interpretar el uso de los kernels, segin lo indicado en (Izenman
2008).

3.2.1. Similitud

Se puede interpretar a la funcion kernel como una medida de similitud entre
dos patrones de entrada.

Por ejemplo, para el caso del kernel gaussiano la funciéon estd dada por:

2
llzj =4

k(zj,x;)=e & |
siendo ||z; — z;|| la distancia euclidiana entre los vectores z; y x;.

Dos caracteristicas importantes de este kernel son:
» Alcanza valor maximo 1 solamente cuando z; = z;.
» Se acerca a 0 cuando se agranda la distancia euclidiana entre x; y x;.

Segun el Teorema de representacion, la funcién objetivo puede ser aproxi-

mada por alguna funciéon en el espacio de funciones representado por
flz) = Z cik(x,x;),
i=1

donde k(x, z;) mide la similaridad entre nuestro punto de interés x y los vectores
de entrada x; siendo ¢; el peso de cada patrén de entrada.

La intuicion clave de este enfoque es que no modela a y; como una funcién
lineal de x;. En cambio, apalanca? la informacion sobre la similaridad entre las
observaciones.

Consideremos un punto de conjunto de test x* en el cual queremos evaluar
la funcion para ciertos patrones de entrada x; y pesos ¢;.

Para este punto de test la funcion predictora esta dada por:

f(z*) = k(2 x1) + cok (™, o) + - - - + k(a2 ).

2En las referencias en inglés se utiliza el verbo to leverage.
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Por lo tanto el resultado de la funcion serd una combinacion lineal de las simi-
laridades del punto objetivo a las observaciones.

A diferencia de los Modelos Lineales Generalizados®*donde la salida es una
suma ponderada de variables independientes, aqui nos basamos en la premisa
de que la informacion esta codificada en la similaridad entre las observaciones,

donde observaciones mas similares, se espera que tengan salidas mas similares.

3.2.2. Superposiciéon de Gaussianas

Podemos observar que para el caso del kernel gaussiano, la funcion k(-, x;)
traza una curva Gaussiana centrada en z;. De esta forma, la funcién predictora
f puede ser considerada como la superposicion de curvas Gaussianas, centradas
en los puntos de la muestra x; y escaladas por los pesos c;.

Segin este punto de vista, dado un set de datos de entrenamiento, la funciéon
objetivo es aproximada ubicando Gaussianas sobre cada uno de los puntos de la
muestra y escalandolas hasta que la superficie acumulada aproxime la funcion
objetivo.

Hemos abordado un conjunto de técnicas para descubrir relaciones comple-
jas en los datos. La implementacion de un método Kernel consta de dos etapas:
un modulo que realiza el mapeo en el espacio de caracteristicas y un algoritmo
de aprendizaje disenado para encontrar patrones lineales en ese espacio. Los
métodos Kernel constan de cuatro aspectos clave: los datos predictores son em-
bebidos en un espacio de caracteristicas, se observan relaciones lineales con las
imégenes de los datos predictores en el espacio de caracteristicas, se implemen-
tan algoritmos de tal forma en que los puntos proyectados no son necesarios,
solamente sus productos internos a pares, y el calculo eficiente de productos
internos directamente a partir de datos originales utilizando funciones kernel.
La intuicion clave de este enfoque es que se apalanca la informacion sobre la

similaridad entre las observaciones.

3Del inglés Generalized Linear Models: GLM.



Capitulo 4
De ERM a Regularizacion

Como vimos anteriormente usamos el principio de Minimizaciéon del Error
Empirico! para solucionar problemas especificos de aprendizaje.
Una expresion general? que nos permite acotar el error es presentada en

(Evgeniou et al. 2002) es la siguiente con probabilidad n:

RUf] < Renplf] +<I>( %n) .

Siendo h la capacidad y ® una funcién creciente en % y 7.

ERM funciona en forma eficaz cuando tenemos una muestra grande (Vapnik
1999), donde el error real esta cercano al valor del error empirico. De esta
forma un valor reducido del riesgo empirico implica un valor reducido del riesgo
esperado, dado que para un valor grande de % el segundo sumando del lado

derecho de la inecuacién anterior se hace mas pequeno.

4.1. Minimizacién del Riesgo Estructural

Pero, cuando % se hace pequefio, un menor error empirico no garantiza que
se reduzca el error esperado. En este caso, para minimizar el riesgo o error, re-
queriremos de un nuevo principio, basado en la minimizacién simultanea de los
dos términos de la inecuacién antes mencionada. El primer sumando depende
del riesgo empirico y el segundo depende de la complejidad del conjunto de

funciones en que buscamos (espacio de hipotesis).

'En inglés Empirical Risk Minimization: ERM.
2Una expresion més ajustada de esta cota puede ser encontrada por ejemplo en (Vapnik
1999).
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De esta forma, un método alternativo a ERM para lograr mejor general-
izacion consiste en buscar la mejor forma en que se compensan el riesgo empirico
y la complejidad del conjunto de funciones.

Este método es la Minimizacion del Error Estructural * (Evgeniou et al.
2002) (Pontil 2003) que consiste en definir una secuencia de espacios de hipote-
sis anidados H;, C Ho C -+ C Hys, donde el espacio H; tiene una capacidad
finita h; y menor que la de los espacios anteriores, es decir hy < hy < --- < hyy.

Por ejemplo, el espacio Hj podria ser el conjunto de los polinomios de grado
k, o el conjunto de splines de k nodos.

Usando entonces una secuencia anidada de espacios de hipotesis, SRM con-
siste en elegir el minimizador del riesgo empirico en el espacio Hy« para el cual
la cota del error estructural medido por el segundo sumando de la inecuacion
anterior es minimizada. Més informacion de SRM puede ser obtenida en (De-
vroye et al. 1996) y (Vapnik 1999).

4.2. Alternativas al SRM

La implementacion del método SRM antes descrito no es practica (Evgeniou
et al. 2002) (Pontil 2003) porque requeriria buscar la soluciéon en una gran
cantidad, en principio infinita, de problemas de optimizacioén con restricciones.

Definiremos ahora el error regularizado como:

£.(f) = /Z V(. £(@))dp +IfI

Para una muestra z definimos el error empirico regularizado como:

EurlF) = = SVl £) + 11l
i=1

La constante v es conocida como el pardmetro de regularizacion.

Citando a (Evgeniou & Pontil 2000) el funcional H| f | contiene tanto el
riesgo empirico asi como la norma (complejidad o suavidad) de f en el RKHS,
en forma similar a los funcionales considerados en la teoria de la regularizacion
(Tikhonov & Arsenin 1977). El pardmetro de regularizacion penaliza las fun-
ciones de gran capacidad: cuando mas grande sea, més pequena sera la norma

RKHS de la solucion.

3SRM: en inglés Structural Risk Minimization
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4.3. Apliciones concretas de la regularizacion

Segtn (Evgeniou et al. 2002) buscamos la minimizacion de

l
1
T2V ) +

Utilizando distintas formas de la funcion se obtienen distintos métodos segiin
(Evgeniou et al. 2002).

= Redes de regularizacion:

V (i, f(x:)) = (yi — f ().

s Clasificacion SVM:

Vi, f(zi)) = 11 — yif(zi)]+,

donde |u|; = u si u > 0 o cero en otro caso.

= Regresion SVM:

V(i [(x:) = lyi — f(xi)]e-
La funcién de pérdida e-insensible esté definida como:
£5<yi> f(Xz>> = ‘yl - f(xi)|5>

donde

2 0, iz <e
x| =
|z| — e, sino.

4.3.1. Redes de regularizacién

El esquema de aproximacién que surge de la minimizacién del funcional

l
1
7 20— 1)+ A

cuadratico:



De ERM a Regularizacién 39

para un A fijo es una forma especial de regularizacion. Es posible demostrar
(ver por ejemplo (Girosi et al. 1998)) que los coeficientes ¢; del minimizador

antes definido se resuelve mediante el siguiente sistema lineal de ecuaciones:
(G4 N )c=

donde I es la matriz identidad, y hemos definido

(G)ij = K (i, ;).

Dado que los coeficientes ¢; satisfacen un sistema lineal, la Ecuacion puede

reescribirse como:

con b;(x) = Zé.:l(G + M);;' K (z;, ). La Ecuacion anterior nos proporciona la
representacion dual.

Notese la diferencia con la representacion dual: en la primera Ecuacion los
coeficientes ¢; se aprenden de los datos, mientras que en la segunda las funciones
base b; se aprenden, siendo el coeficiente de la expansion igual a la salida de
los ejemplos. Referimos a (Girosi et al. 1998) para mas informacion sobre la

representacion dual.

4.3.2. Maquinas de Vectores de Soporte

Discutiremos ahora las Maquinas de Vectores de Soporte* (Cortes & Vapnik
2009), (Vapnik 1999). Distinguiremos entre problemas de salida real (regresion)
y salida binaria (clasificacion). El método de regresion SVM corresponde a la

siguiente minimizacion:

l
1
wfn g 3 s = £l + NI

Mientras que el método de clasificacion SVM corresponde a:

“En inglés Support Vector Machines: SVM.
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L
mfin 7 Z [1—wif ()], + M fI%-
i—1

Una propiedad notable de las SVM es que las respectivas funciones de pér-
dida conducen a soluciones dispersas. Esto significa que, a diferencia del caso de
las Redes de Regularizacion, tipicamente solo una pequena fraccion de los coefi-
cientes ¢; en la Ecuacion inicialmente definida son distintos de cero. Los puntos
de datos X; asociados con los ¢; no nulos se denominan vectores de soporte. Si
todos los puntos de datos que no son vectores de soporte fueran descartados del
conjunto de entrenamiento, se encontraria la misma solucién. En este contexto,
una perspectiva interesante sobre las SVM es considerar sus propiedades de
compresion de informacion. Los vectores de soporte representan los puntos de
datos mas informativos y comprimen la informacion contenida en el conjunto
de entrenamiento: para el propoésito de, por ejemplo, clasificacion, solo se nece-
sitan almacenar los vectores de soporte, mientras que todos los demas ejemplos
de entrenamiento pueden descartarse. Esto, junto con algunas propiedades ge-
omeétricas de las SVM como la interpretacion de la norma RKHS de su solucion
como el inverso del margen (Vapnik 1999), es una propiedad clave de las SVM
y podria explicar por qué esta técnica funciona bien en muchas aplicaciones

practicas.



Capitulo 5
Selecciéon del modelo

Este Capitulo se centra en la seleccion del modelo en el aprendizaje au-
tomético, definiendo un algoritmo como un proceso de inferencia basado en un
modelo y enfatizando la importancia de la consistencia. Se presenta un Teore-
ma que proporciona una cota para el riesgo esperado del estimador de minimos
cuadrados regularizados. Se discute la estimaciéon del parametro 6ptimo A abor-
dando sus propiedades asintoticas y la nocion de consistencia en la seleccion del
modelo. Ademés, se mencionan métodos de implementacién para la seleccion

de A, como la validacién cruzada, y la determinacién del parametro C.

5.1. Consistencia de un algoritmo

Podemos definir a un algoritmo (De Vito et al. 2005), en el contexto del
aprendizaje automatico, como el proceso de inferencia a partir de un conjunto
finitos de datos, basados en un modelo representado por el espacio de hipdtesis.

Si el proceso de inferencia es correcto y el modelo realista, a medida que el
tengamos mas datos disponibles, esperamos que la solucion se aproxime a la
mas precisa posible. Esta propiedad es usualmente llamada consistencia. Puede
definirse consistencia de la siguiente forma.

Sea (X, A, P) un espacio de probabilidad, donde:

= X es el espacio de entrada.
» A es una o-algebra sobre X.

= P es una medida de probabilidad.

Consideremos una secuencia de algoritmos {g,}>°,, donde cada g, : X — Y

es una funcién de prediccion.

41
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Definicion de Consistencia(Boucheron et al. 2004b): Un algoritmo es con-

sistente si para cualquier medida de probabilidad P, se cumple que:

lim R(g,) = R* casi seguramente,
n—oo

donde: R(g,) es el riesgo empirico del algoritmo g, definido como:

R(gn) = E.npL(9n(2),¥2),

siendo L una funcién de pérdida y y, la etiqueta verdadera asociada a la muestra

z. R* es el riesgo Bayesiano, definido como:
R =mfE. pL(9(2),y.),
g

donde el infimo se toma sobre todas las posibles funciones de prediccion g.

Un algoritmo es consistente si a medida que se le proporcionan mas datos
su rendimiento se acerca al mejor rendimiento posible (el riesgo Bayesiano).

Un problema central de la Teoria del aprendizaje es el evaluacion cuantita-
tiva de la propiedad de inferencia de un algoritmo de aprendizaje.

Una serie de trabajos seminales citados en (De Vito et al. 2005) tales como
(Alon et al. 1997),(Cucker & Smale 2001), (Devroye et al. 1996) o (Vapnik
1998) muestran que la caracteristica fundamental de un algoritmo debe ser la
capacidad de controlar la complejidad de la solucién.

Simplificando, si el modelo es demasiado complejo, la solucién a encontrar
sobreajusta los datos.

En aras de superar el sobre ajuste se pueden utilizar diversas medidas de

complejidad, tales como la dimension VC o los covering numbers.

Es de destacar que el buen desempeno de una amplia clase de algoritmos
ha sido explicada en términos de estabilidad con respecto a las variaciones del

conjunto de entrenamiento.

Se hace necesario entonces introducir una familia paramétrica de algoritmos
de aprendizaje en cual los pardmetros controlan las propiedades de general-
izacion. Uno de los tipos de algoritmo son los regularizados.

En este contexto el problema principal es la elecciéon 6éptima del parametro

como funcién del tamano de la muestra.
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Abordaremos entonces el problema de minimizar el error empirico regular-
izado: l
1

3V f) + NI
i=1

5.2. Estimacién de )\

Procederemos a desarrollar los métodos planteados en (De Vito et al. 2005).

5.2.1. Teorema |

Dado el parametro ), el riesgo esperado del estimador f7, provisto por el
algoritmo de minimos cuadrados regularizados se concentra en torno al valor
R[f*]. La desviaciéon puede ser acotada por una funciéon S que depende tinica-
mente del nivel de confianza, el tamano de la muestra y dos constantes k y 9,
que encodean algunas propiedades topologicas de X, Y y el kernel.

El enunciado formal del Teorema (De Vito et al. 2005) se transcribe a con-
tinuacion.

Dados 0 <np < 1,1l € Ny A >0, con probabilidad al menos 1 — 7,

El término R[f*] es independiente de los datos puede ser interpretado como

donde

el precio de reemplazar la funcion regresion f, por la soluciéon regularizada f?,
es decir el error de aproximacion.

El término S es una cota de |R[f3] — R[f*]| es decir, sobre el error empirico
o muestral que resulta de aproximar la solucién regularizada a través de un
conjunto de entranamiento finito D.

Dado que el Teorema acota R por encima y por debajo, y que S tiende a 0
para [ tendiendo a +o00, el riego esperado de f7, se concentra en torno al riesgo
esperado de f*. Luego, el haber separado R[f]}] entre el error de aproximacion
y el error muestral resulta natural e intrinseco al problema planteado.

En resumen, este Teorema es de gran utilidad por lo siguiente:

= Control del Error de Generalizacion: Proporciona una cota superior para

el error de generalizacion del estimador fp ». Esto es crucial para entender
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como de bien el modelo aprendido se generaliza a datos no vistos.

» Seleccion de Parametros: La cota S(\, ¢, «) puede ser utilizada para selec-
cionar el pardmetro de regularizacion A de manera 6ptima. Al minimizar
esta cota, se puede encontrar un valor de A que balancee adecuadamente

el sesgo y la varianza, reduciendo asi el riesgo de sobreajuste o subajuste.

= Estabilidad del Algoritmo: El Teorema se basa en las propiedades de esta-
bilidad del algoritmo de minimos cuadrados regularizados. Esto significa
que el algoritmo es robusto frente a pequenas variaciones en el conjun-
to de entrenamiento, lo cual es una propiedad deseable en aplicaciones

practicas.

= Asintotica y Consistencia: La cota probabilistica ayuda a demostrar que
el algoritmo es consistente, es decir, que el riesgo esperado del estimador
converge al menor riesgo posible a medida que el ntiimero de ejemplos

aumenta.

= Diseno de Algoritmos: Los disefiadores de algoritmos pueden utilizar este
Teorema para desarrollar métodos de aprendizaje que sean tedricamente
solidos y que ofrezcan garantias de rendimiento en términos de error de

generalizacion.

5.2.2. Estimacién del parametro 6ptimo

A partir del Teorema I podemos derivar la siguiente cota:
RIfY] < RIf']+ SO\ ),

la cual se cumple con una probabilidad de al menos 1 — 7.

De la forma explicita de S(A,¢,n), tenemos que S(A\, ¢, n) decrece con Ay
tiende a +oo cuando A tiende a 0. Por otro lado, es facil verificar que R[f,] es
una funcion creciente de A\ y tiende a 0 cuando A tiende a 0, ver (Cucker &
Smale 2002).

Nuestra definiciéon asegura la existencia y unicidad del estimador Ay del
parametro 6ptimo, sin embargo, ain tenemos que probar que \g es finito. Aho-
ra probaremos que la cota proporciona un estimador \g que es finito para ¢
suficientemente grande.

La probabilidad de que los datos D ¢ Z dado que el valor de I[f,] es mayor
que E(A,¢,n) es menor o igual a 7.
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Para el peor escenario, la expresion anterior conduce a la siguiente regla de

seleccién de modelo:

Xo(€,n) = argminE (A, £, n).
A>0

Para hacer la definicién anterior més rigurosa, asumimos que F se extiende

a una funcion continua de A en el intervalo [0, +00) y reemplazamos por:

Xo(l,n) = max argminFE(\,{,n).
A€[0,400) A

5.2.3. Propiedades asintéticas y consistencia del estimador
de )\

Continuando con el desarrollo de (De Vito et al. 2005) planteamos algunas
propiedades asintoticas al agrandar el tamano de la muestra del algoritmo de
KRLS que selecciona los parametros con los métodos antes descritos. Especifi-
camente, describiremos las propiedades del parametro \g = \,(I,n) de acuerdo
a la nocion de consistencia que se establece a continuacion.

Definicion. Se dice que la familia de parametro tnico de estimadores f*®
provista de una regla de seleccion de modelo A()y es consistente si, para todo

€ > 0, se cumple

h’msupsup]P’{D > l-[[fk(l)] > }nlgl[f] —|—€)} =0,
€

ls00 P

donde el supremo se toma sobre el conjunto de todas las medidas de prob-
abilidad en X x Y.

En la definiciéon anterior, el niumero inf ey I]f] representa una especie de
error de sesgo, asociado con la eleccion de H y, por lo tanto, no puede ser
controlado por el parametro A.

En particular, si existe fy € H tal que I[fy] = infrey I[f], el estimador fy
es la mejor descripcidon determinista posible que podemos dar de la relaciéon en-
tre x e y, dado ‘H. Por claridad, notamos que, para algoritmos de minimizacion
de riesgo empirico, el error de sesgo se suele llamar error de aproximacion y
esta controlado por la eleccion del espacio de hipotesis, ver (Cucker & Smale
2001) y (Niyogi & Girosi 1999).
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5.2.4. Implementacién de la selecciéon de \

En el esquema mencionado se utilizan para elegir A métodos como la vali-
dacion cruzada (Wahba 1990), la validacion cruzada generalizada, el error de
prediccion finito o el criterio MDL. Se puede consultar (Vapnik 1998) para una

revision y comparaciéon de los mismos.

5.3. Determinacion de c

Siguiendo las pautas de (Rifkin & Lippert 2007) procedemos a minimizar

la expresion:

l
TVl f) + A

que simplificamos introduciendo la variable [ en \:

1/2 305 (i = () + A2 fII

El Teorema de representaciéon nos garantiza que la soluciéon puede ser escrita

como: f(-)=>"" ¢k(X;,-), paraalgince R

Podemos entonces reescribir problema de minimizacion de la siguiente forma:
.1 2 Mg

min =Y — Kol + 51113

ceR™

Counsideremos una funcion:
FO) =) k(X ).
i=1

Para dicha funcion, la norma al cuadrado de f en el espacio de Hilbert inducido
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por el kernel k es igual a:

IFII7 = (f: F)x
= <Z cik(X; -),chk(Xj7'>>
i=1 J=1 k
- Z Z ¢ici(k(Xi, ), (X5, ))w
- ZZQCjk(Xi,X]’)
=c"Ke.

Llegamos entonces a que la expresién a minimizar es la siguiente:
2 A r
12|lY — K¢|5 + 3¢ Ke.

Esta funcion es convexa en la variable ¢ y por lo tanto podemos encontrar

su minimo igualando su gradiente a 0:

—K(Y -Kc)+XKe = 0
(K+X)c =Y
c = (K+A)'Y.

Podemos encontrar entonces c¢ resolviendo un sistema lineal de ecuaciones:
(K+X)c=Y.

Para cada A > 0 la solucion existe y es tnica pues la matriz (K + AI) es
simétrica y definida positiva, dado que K lo era.

En este punto, nos vemos tentados a implementar alegremente un algoritmo
que invirtiera la matriz (K + /) para calcular un ¢ para cada A que probaramos

para luego realizar calculos de LOOE !

I'Desarrollamos el método de Leave-One-Out Cross-Validation o LOOCV més adelante
en este trabajo.
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A continuacién desarrollamos resultados adicionales que facilitaran en forma

critica los cédlculos necesarios.

5.4. Obtencién de ¢ para distintos A

Realizando la descomposicion en vectores y valores propios de la matriz K:

K = QAQ" con QQ' = I y A es diagonal con A;; > 0.

Luego:

(K+ M) = (QAQ'+\I) = (AQ" + QAIQ")
— QA+ANQ".

Por lo cual:
Gl=(K+X)"'"=QA+)"Q".

Una vez calculados Q y A, podemos encontrar el ¢ correspondiente a ese \:
c(N) =Q(A+A) QY.

Este ultimo calculo es més sencillo, dado que la matriz (A + A\I) es diagonal.

5.5. Validacién

Sabemos como calcular el ¢ para cada A\, debemos utilizar un algoritmo para
su seleccion 6ptima.
Validar implica verificar el comportamiento de la funcién en otros puntos

distintos del set de entrenamiento.

5.5.1. Tipos de validacién

Si tenemos una gran cantidad de datos, podemos apartar algun porcentaje
de los datos, y usar ese conjunto como datos de prueba o test para seleccionar
los hiperparametros.

Una opcion es la validacion cruzada k-veces (k-fold cross-validation), que
consiste en dividir los datos en k conjuntos iguales. Para cada ¢ desde 1 a k

entrenamos los otros k — 1 conjuntos y testeamos en el ¢ésimo conjunto.
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Cuando contamos con pocos datos, el limite de esta validacién cruzada
consiste en separar muestra de entrenamiento en n conjuntos de 1 elemento, es

la llamada leave-one-out cross-validation.

5.5.2. Validacién cruzada dejando uno fuera?

Para cada punto x; se obtiene una funcién usando los n — 1 datos restantes,
y se mide el error en x;.

Problema: Debemos construir n predictores diferentes, en conjuntos de
datos de tamano n — 1.

Es posible acelerar este proceso, dado que se puede obtener una expresion

analitica del error de validacion cruzada (Rifkin & Lippert 2007).

&
FOOR dag ey

Con G(A\) = K + .

Demostracion. Definimos S* como el conjunto de datos al que se le quito el

1-ésimo punto, es decir:

St = {(ﬁla Z/l) Yo (%—17 yz’—l) ) ($i+17 yi—H) Yo (%, yn)}

El valor i-ésimo leave-one-out es fgi (z;), es decir el valor de la funcion que
resulta de entrenar sobre S° evaluando en z;. Definimos LOOV como el vector
formado por los valores calculados para todo el conjunto de entrenamiento.

El error i-ésimo leave-one-out es y; — fsi (2;). Definimos LOOFE como el vec-
tor formado por los errores calculados para todo el conjunto de entrenamiento.

|ILOOE|): es considerado un buen proxy empirico para el error en puntos

futuros, entonces seleccionaremos los parametros que minimicen esta cantidad.

5.5.3. Validacién cruzada dejando uno fuera para RLS

Supongamos que ya conocieramos la funcion fgi.

Definimos el vector Y'de la siguiente forma:

’ fsi (@) j=i

2En inglés: Leave-One-Out Cross-Validation.
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Procedamos a resolver el problema de minimizacién utilizando el vector
Yien lugar de Y:

n

ST(F @) —y) H A = D (F @) — ) F A

j=1 J#i
> 3 (e () — )+ M fsell

J#
= Z (for (@) — ?J;)2 + A fsill -

=1

Obtenemos entonces:
fsoi(zi) = (KG™'Y"),.

La expresion anterior es teorica, dado que para obtener Y? necesitamos conocer
3
fsi(x;). Siguiendo esta técnica, asumiento que tenemos el problema resuelto, y

por lo tanto calculado f,(z) = KG~'Y, es posible obtener la siguiente expre-

sion:
fsi(xi) = fs(i) = Z(KG_I)U(Q; —y;) = (KG™")ii(fsi(x:) — vi)-
Entonces:
A _ Jfs(@m) = (KG Yy
fsi(z;) = I (KG),

o (KG71Y)Z — (KGil)”yl

1-— (KG_l)“ '
Luego:

KG'Y — diag,,(KG™)Y

LOOV = T K
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diag, (KG™)Y — KG™'Y
diag,(I — KG1)
diag, (I — KG™)Y  diag, (KG)Y — KG~'Y
diag,(I — KG—1) diag,(I — KG—1)
Y - KG™Y
diag,(I — KG—1)’

LOOE = Y —LOOV =Y +

Podemos simplificar la expresion de LOOFE utilizando:

KG™' = QAQQA+M)'Q’
= QAA+A)T'Q
= QA+ —AD)(A+A)'Q!
= I-)G.

Susituyendo el resultado anterior en la expresion de LOOE:

Y - KG™Y
diag,(I — KG—1)

Y — (I -G Y)Y
diag, (I — (I — A\G™1))

AGTY
diag,(AG™1)

Gy
diag,(G1)

c

LOOE =

diag,(G~1)’

Seleccién del parametro del Kernel

Se debera encontrar el 6ptimo del parametro A conjuntamente con la deter-
minaciéon de los parametros de la definicion de la funcion Kernel. Por ejemplo,

para el Kernel Gaussiano es necesario determinar o:

K (u,v) = ellimvl?/=20%,
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Habiendo obtenido una forma eficiente de calcular la soluciéon para distintos
A podremos recorrer una grilla de valores de ¢ y para cada caso obtener el A

optimo.



Capitulo 6

Maquinas de Vectores de
Soporte para Clasificacién y

Regresion

Este trabajo se hace foco en las Maquinas de Vectores de Soporte (SVM)
para clasificacion y regresion, un tema central en el Aprendizaje Automatico. Se
introduce el concepto de hiperplanos separadores, fundamentales para entender
como las SVM clasifican datos dividiéndolos en categorias.

Este capitulo explorara:

= Laidea de encontrar el hiperplano 6ptimo, aquel que maximiza el margen

entre las clases. Se explicara también por qué este hiperplano es tnico.

= Una introduccion general a las maquinas de vectores de soporte, desta-

cando su importancia en el disenio de sistemas de aprendizaje.

= Como las SVM se utilizan para resolver problemas de clasificacion, in-
cluyendo clasificadores binarios y regularizados. Se abordara el caso sepa-
rable y el caso no separable, donde se introduce el concepto de clasificador

SVM de margen suave.

= El concepto del “truco del kernel", una técnica que permite realizar cal-
culos en un espacio de caracteristicas de alta dimensién sin necesidad de

calcular explicitamente la transformacion de los datos.

» La aplicacion de SVM en problemas de regresion, tanto para estimar

funciones lineales como no lineales.

53
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= Una conexiéon entre la pérdida hinge y el concepto de un hiperplano 6p-
timo, explicando geométricamente por qué las SVM pueden ser efectivos

clasificadores.

Nos basamos en la idea de que las SVM son una herramienta poderosa
para el aprendizaje automatico, especialmente cuando se trata de datos com-
plejos que no son linealmente separables en su espacio original. Este enfoque
permite abordar problemas de clasificacion y regresion de manera efectiva, pro-
porcionando una alternativa robusta a otros métodos. Ademas, este capitulo
presenta las bases para la comprension de los algoritmos SVM utilizados en la
parte practica de este trabajo.

Este capitulo utiliza como referencia trabajos clasicos de Vapnik y otros
investigadores para proporcionar una base tedrica solida para poder comprender

y optimizar el uso de las SVM.

6.1. Hiperplanos separadores

En (Vapnik 1998) se desarrolla el concepto de hiperplanos separadores.
Decimos que dos subconjuntos finitos de vectores x del conjunto de entre-

namiento

(yth)v‘”a(yl’Xl)a XEan ye {_171}7

un subconjunto [ para el cual y = 1, y otro subconjunto /1 para el cual y = —1,
son separables por el hiperplano (x, ¢) = ¢ si existen tanto un vector unitario

¢, con ||¢]| = 1, como una constante ¢ tales que las desigualdades:
(xi,0) >¢, six;el,(x5,¢0) <c, six;ell,

se cumplen donde (a, b) denota el producto interno entre los vectores a y b.
Sea ¢ un vector unitario cualquiera. Definimos dos valores:

c1(¢) = min(z;, ),

x, €1

ca(¢) = mix(z;, ¢).

z;ell

Consideremos el vector unitario ¢y que maximiza la funcion

o) = MO g2y,
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Figura 6.1: Ejemplo de hiperplano separador 6ptimo para dimension 2 y el
margen. Tomado de (Vapnik 1998).

B o — plan® ) 4 A an® )
o w* oz =c(w”) Alw*)
s ___a-r""-‘
o 2
I-‘—'—Fﬂ_'-
] w* -z = efw*)
- Afw*) o Nz
— 3 o
—
_o—"’--'_'-‘f- 3
" FR P
o Alw®) - uw -z =clw') - Alw*)
=x) Y K o
— 5 s
_-""-J-
_‘-F"-_-
P %
o
— »
®
x x

Figura 6.2: Otro ejemplo de hiperplano separador 6ptimo para dimension
2 y el margen. Tomado de (Cucker & Zhou 2007).

bajo la condicion de que las desigualdades antes mencionadas se cumplan.

El vector ¢y y la constante

_ c1(¢o) + ca(do)
5 ;

Co

determinan el hiperplano que separa los vectores xq, ..., z, del subconjunto
I de los vectores z, ..., x;, del subconjunto /1, (a +b = [), y tiene el margen
maximo.

Llamamos a este hiperplano el hiperplano de margen maximo o hiperplano

6ptimo y esté definido por la ecuacion:

(x, Pg) = co.
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6.2. Unicidad del hiperplano éptimo

Hacemos referencia al Teorema (Vapnik 1998) donde se demuestra la unici-
dad del hiperplano 6ptimo.

Se demuestra que el punto maximo ¢o de la funcion continua p(¢), definida
en el area ||¢|| < 1, existe y se alcanza en el limite ||¢|| = 1. La existencia del
méaximo se infiere la continuidad de p(¢) en la region acotada ||¢|| < 1.

Supongamos que el maximo se alcanza en algtin punto interior ¢*. Entonces

el vector
¢ =20
o]
definiria un margen mayor
o p(%0)
p(o*) = :
ol

El maximo de la funcion p(¢) no puede alcanzarse en dos puntos pues, dado
que la funcion p(¢) es convexa, se alcanzaria en la linea que conecta estos dos
puntos, es decir, en un punto interior, lo cual es imposible segtin los argumentos
anteriores. Esto prueba el Teorema.

El objetivo es entonces encontrar métodos efectivos para construir el hiper-
plano 6ptimo. Para ello consideramos un enunciado equivalente del problema:
encontrar un par que consiste en un vector 1y y una constante by conocida

como umbral, tales que satisfagan las siguientes restricciones:

(T5,%0) +bo > 1, siy; =1,
<'rj7¢0> + bO S _]-a si Y; = _17

y el vector 1), tiene la norma més pequena

10l = (%0, o).

6.3. Introduccién a las maquinas de vectores de

soporte

Segtn (Vapnik 1998) podemos decir que los métodos de hiperplanos sepa-

radores cumplen un rol crucial en el diseno de aprendizaje. Consideramos ahora
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un tipo especial de hiperplanos separadores: los llamados hiperplanos 6ptimos
que poseen algunas propiedades estadisticas notables. Usando el método del
hiperplano separador 6ptimo, Vapnik introduce una nueva clase de maquinas
de aprendizaje para estimar funciones indicadoras, las llamadas maquinas de
vectores de soporte (SVM') que son pasibles de ser generalizadas para estimar
funciones de valor real, procesamiento de senales y resolucion de ecuaciones de

operadores lineales.

6.4. Problemas de Clasificacién

Hasta ahora hemos hecho foco en el problema de aprender una funcién en
los ntimeros reales, nos planteamos ahora problemas que consisten en aprender
una funcién que resulte en valores binarios, o un conjunto finito, llamados
problemas de clasificacion.

En la practica aparecen con frecuencia problemas tales como determinar en
base a una muestra de datos clinicos si un paciente sufre de cierta enfermedad
0 1o.

Para un clasificador binario en un espacio métrico compacto es una funcién
f:X =Y conY ={l,—1}, manteniendo Z = X x Y.

Para medir la calidad de nuestras aproximaciones definiremos un error
acorde.

Sea p la distribucion de probabilidad en Z = X x Y. El error de mal clasi-
ficacioti R(f) para el clasificador f : X — Y es definido como la probabilidad

de una prediccién erronea, es decir, la medida del evento {f(z) # y},

R(f) == Prob.ez{f(x) # y} = /XPl"Ober{y # [(x)|x}dpx.

Este clasificador es conocido como la regla de Bayes (Duda et al. 2000).

Procedemos a describir una aproximacion para producir clasificadores de las
muestras (y una funcion kernel o ntcleo Hy cuando aplique la regularizacion)
conocido como Support Vector Machines.

Buscaremos acotar el error de malclasificacion de los clasificadores obtenidos.

Las SVM producen clasificadores de una muestra z € Z™, un numero real

A > 0 y una funcion kernel Hx. Denotemos como F, y a ese clasificador.

'En inglés Support Vector Machines.
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6.5. Clasificadores Binarios

Como vimos que para el caso de la regresion en que la funcién f, era la
funciéon que minimizaba el error, ahora buscaremos qué clasificador binario
minimiza R (Cucker & Zhou 2007) . Para una funcion f: X — R definimos

-1 sif(x)>0
1 sif(z) <O.

signo (f(x)) =

Sea K, :={z e X : f,(x) =0}y Kk, = px(K,).

Proposicion: Para cada clasificador f,

1

R =500+ [  Proby (u # S(@)la) dpx.

Entonces R es minimizado por cualquier clasificador que coincida en X \ K,

con
fe 1= signo(f,).

El clasificador f. se denomina regla de Bayes (Cucker & Zhou 2007).

2
p

de la regresion. k, depende Gnicamente de p, siendo independiente de f pro-

La funcién que cumple la cantidad &, es similar a la de o7 en el contexto
porcionando una cota inferior para el error de clasificacion y es, nuevamente,
una medida de qué tan bien condicionado esta p.

Dado que la distribucion p es desconocida, el mejor clasificador f. no puede
encontrarse directamente. El objetivo de los algoritmos de clasificacion es en-
contrar clasificadores que aproximen la regla de Bayes f. a partir de muestras
ze M.

Una posible estrategia para lograr este objetivo es la regularizacion. Se
podria elegir un RKHS Hj, y un v > 0, encontrar el minimizador f, , del error

empirico regularizado, es decir,

m

fon = arg min — SO (F(1) — ) + 112,

feHkg M

1=

y luego tomar la funcion signo( f, ) como una aproximacioén de f,. Esta estrate-
gia minimiza un funcional sobre un conjunto de funciones continuas de valor
real y luego aplica la funcion signo al minimizador calculado para obtener un

clasificador.
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6.6. Clasificadores Regularizados

Seguimos ahora con las definiciones y resultados proporcionados por (Cucker
& Zhou 2007).

Una funciéon de pérdida ¢(y, f(z)) es una funcion que mide el error local
(con respecto a ¢) para un par dado (x,y) en el conjunto de datos Z y una
funcion f: X — R.

El error de generalizaciéon asociado con la funcion de pérdida ¢ se define

comao:

E9(f) == /Z oy, (x)) dp.

El error empirico asociado con la funcién de pérdida ¢ y una muestra z € 2™

se define como:
. ] —
8¢ = i i)
() =— Z O(yi, f(22)
Si f € Hx para algtin ntcleo de Mercer K, entonces podemos definir versiones

regularizadas de estos errores. Para v > 0, definimos el error regularizado como:

&) = [ ol @) dp-+ 211

y el error empirico regularizado como:

m

EXT) o= -3 ol f(2) + Il

=1

Ejemplos de funciones de pérdida son la pérdida de clasificacion errénea:

0 sit>0
Po(t) =
1 sit<O.

y la pérdida de minimos cuadrados ¢;,(t) = (1 — t)2.

Se puede demostrar (Cucker & Zhou 2007) en el contexto de los los clasifi-
cadores regularizados asociados con funciones de pérdida generales que la pér-
dida de minimos cuadrados ¢;; proporciona un algoritmo satisfactorio desde
el punto de vista de las tasas de convergencia en su anéalisis de error. Aqui re-

stringiremos nuestra exposicion a una pérdida especial, llamada pérdida hinge?.

2 Hinge loss del inglés
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La pérdida hinge se define como:
on(t) = (1 —t); = max{l —¢,0}.

El clasificador regularizado asociado esta funcifon de pérdida, la maquina de
vectores de soporte, ha sido utilizado extensamente y parece tener un pequeno
error de clasificaciéon en la préactica. Una propiedad interesante de la pérdida
hinge ¢y, es la eliminacion del error local cuando yf(x) > 1. Esto significa que
la soluciéon ff’; es dispersa en la representacion fj’g = > " ¢ Ky, Es decir,
la mayoria de los coeficientes c,; en esta representacion son 0. Por lo tanto, el
calculo de fj’g puede ser, en la practica, muy rapido. Volveremos a este tema
méas adelante.

Aunque la definiciéon de la pérdida hinge puede no sugerir a primera vista
ninguna razon particular para obtener buenos clasificadores, resulta que existe

cierta geometria que explica por qué puede hacerse.

6.7. Hiperplanos 6ptimos: el caso separable

Sea X CR"y z = (z,..., ) un conjunto de datos de muestra con z; =
(xi,y:),2 = 1,...,m. z consiste de dos clases con los siguientes conjuntos de
indices: I = {ily; =1} y II = {ily; = —1}.

Sea H el hiperplano definido por (w,z) =b con w € R™, ||w|| =1,y b € R.

Decimos que I y II son separables por H cuando, para =1, ...,m:

(w,z) >b siiel

(wyx)y <b siiell.

Es decir que los puntos z; correspondientes a I y II caen en distintos lados de
H.

Cualquier hiperplano en R"™ induce un clasificador. Si su ecuacion es (w, x) —
b = 0, entonces la funcion = — sgn({(w,z) — b) es un clasificador. Este ra-
zonamiento sugiere que el mejor clasificador entre aquellos inducidos de esta
manera podria ser aquel para el cual la direcciéon w genere un hiperplano sepa-
rador con el mayor margen posible A(w). Dado un conjunto de datos Z, dicha

direccion se obtiene resolviendo el problema de optimizacién:

max A(w),
[[w]]=1 (w)
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o, en otras palabras,

L] )
max — [min(w, r;) — max (w, ;)
llwll= 2 | %=1 yi=—1
Si w* es un maximizador con A(w*) > 0, entonces el hiperplano definido por

(w*, x) = c(w*) optimo y A(w*) se denomina margen de la muestra.

6.8. Maquinas de vectores de soporte: el en-
foque de (Cucker & Zhou 2007)

Cuando el conjunto de datos Z es separable, podemos obtener un clasi-
ficador resolviendo la ecuacién que mas abajo transcribimos y luego, si w*
es la solucion calculada, el clasificador asigna a cada punto x la senal de

(w*, x) — c(w*). Es decir,
x — sgn{w*, z) — c(w")).

Alternativamente, podemos resolver una forma equivalente a esta ecuacion:

b o |minw, ) — méx {w, .
max — |min{w, ;) — max (w, x;
fwoll=1 2 |gi=1" " g="1v "
Desarrollamos entonces la solucion alternativa propuesta en (Cucker & Zhou
2007).
Teorema: Supongamos que el problema planteado tiene una solucion w*
w

tal que A(w*))0. Entonces, w* = donde w es una solucion del siguiente

el

problema de optimizacién:

min _||w| |2
weR™ beR

sujeto ay;(wlz; —b) > 1, i=1,..,m.

Ademas, A(w*) = m representa el margen.

Por lo tanto, en el caso separable, podemos proceder resolviendo ya sea el
problema de optimizacion para la primer ecuaciéon o el obtenido por este tltimo
Teorema. El clasificador resultante se denomina clasificador de margen duro y

su margen estd dado por A(w*) con w* la solucién en el primer caso o para la
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segunda opcion.

Es entonces que hay al menos n vectores de soporte. En la mayoria de
las aplicaciones de maquinas de vectores de soporte, el ntimero de vectores de
soporte es mucho menor que el tamano de la muestra m. Esto hace que el
segundo algorimo propuesto se pueda resolver en forma mas rapida.

Las maquinas de vectores de soporte consisten en una familia de algoritmos
de clasificacion eficientes: el clasificador de margen duro SVM | que funciona
para datos separables, el clasificador de margen suave SVM , para datos no
separables, que desarrollaremos a continuacién, y el algoritmo SVM general
asociado con la pérdida hinge ®; y un kernel de Mercer general K. El primer y el
segundo clasificador pueden expresarse en términos del kernel lineal K (z,y) =
(x,y)+1, mientras que el SVM general involucra kernels de Mercer generales: el
kernel polinomial (z,y) + 1) con d € N o gaussianos exp{—%} con o > 0.

Destacamos, una vez mas, que estos algoritmos SVM comparten una carac-
teristica especial causada por la pérdida hinge: la solucion f(z) = 1", ¢y, K (z, x;)
a menudo tiene un vector de coeficientes ¢ = (cy, ..., ¢,,) disperso, lo que hace

que el algoritmo que calcula ¢ sea més rapido.

6.9. El caso no separable - clasificador SVM de

margen suave

Continuando con el razonamiento de (Cucker & Zhou 2007) observamos que
en una situacion no separable no existen vectores w € R"™ y escalares b € R
tales que los puntos en Z puedan ser separados en dos clases con y; = 1 e
y; = —1 por el hiperplano (w, z) = b. En este caso buscamos el clasificador de
margen suave. Este se define introduciendo variables de holgura € = (&, ..., &n)-

Se debe resolver entonces el siguiente problema de optimizacion:

1 m
min |+ =) &
weR™ beR,E€R™ v 4
=1

sujeto a: y;((w, z;) —b) > 1—=¢;

&ZO, izl,...,m

Donde 7 > 0 es un parametro de regularizacion. Si (w, b, &) es una solucion del
problema anterior, entonces su clasificador de margen suave asociado se define

como x — signo ((12), x) — 5)
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El problema de margen duro en el caso separable puede verse como un caso
especial del problema de margen suave cuando % — 00, en cuyo caso todas las

soluciones tienen & = 0.

6.9.1. Lagrangiano del problema principal

Siendo «; y r; tenemos entonces que la funcion de Lagrange es la siguiente:
L(w,b,&,a,7) = —w w+02@ Zaz yi(w'e(w;) +b) = 1+ &] - Zn&

Observamos que el valor del Lagrangiano estd acotado superiormente por la

funciéon de costo original. La funcién de costo original a minimizar es:
1/2]Jwl[* + Z C&:.
Por lo tanto tenemos que demostrar (Steinwart & Christmann 2008) que:
Zai[yi(wtgb(xi) +b)—1+&]+ Zri& > 0.

Entonces, utilizando los resultados que veremos més abajo en el desarrollo del

problema dual:
Zal yi(wio(a;) +b) — 1+ &) +ngl
—~ Z i yiy; o ()6 () + Z a; + Z & + Z riéi
= Z iy 0 () dla) + Z ait+ Y Cg

Luego, se cumple la desigualdad dado que:

Z iajyyidt(x;)o(x;) > 0 pues la matriz K es definida positiva por definicion

>, @i > 0 pues por las condiciones KKT?a; > 0
> C& > 0 pues por las condiciones KKT & > 0.
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6.9.2. Problema dual

Resolver entonces el problema de optimizacién planteado es equivalente a

resolver los siguientes problemas:
n p* =My peMate>o,>0L(w, b, &, 7).
w d* = Maxe>0,>0MiNypeL(w, b, &, ).

Para resolver entonces la minimizacién de d* igualamos a 0 las derivadas par-

ciales de la funcion definida anteriormente.

dL dL _dL

dw  dw dw =0,

que resulta en:
w = Zaiyigb(xi) Zaiyi =0q; =C — ;.

Insertando los resultados anteriormente obtenidos concluimos:

1 1
§wtw =3 Z Oéi%?/iyﬁt(ﬂ?i)ﬁb(xj)-
(2%

CZ& - Zﬁfi = Z&(C - Tz‘) = fo’%’-

- Z Q‘z[yz(wtgb(xz) + b) -1+ Sz] = - Z QYW Qb xz —b Z ;Y + Z QG — Z O‘zfz
= - Z QYW ¢ xz + Z QG — Z azéz
= - Z oy () o) + Z o — Z a;&;.
ij i
Agrupando los sumandos obtenemos:

L(w,b,& a,r) = ——Za iy 0 (1) (xj)—i-Zai.

Reescritura del problema dual

De los resultados del punto anterior, podemos plantear entonces que el prob-

lema dual es el siguiente:
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1
mazeL(a) = —3 Z iy () pla;) + Z i,

sujeto a:

Z ;Y = 0

Dado que K(z;,z;) = ¢'(x;)¢(z;) usando la expresion dual, el problema se

convierte en la expresiéon matricial del mismo.

Conveniencia de resolver el problema dual

El problema de obtener soluciones sobreajustadas fue abordado por primera
vez para la SVM de margen suave en (Cortes & Vapnik 2009). Para explicar
su enfoque recordemos que en el problema de optimizacién las restricciones
yi(w,z;) +b > 1 forzaban a los hiperplanos a no cometer errores en el conjunto
de datos de entrenamiento D. El enfoque de la SVM de margen suave es relajar
estas restricciones, requiriendo inicamente que (w, b) satisfaga y;(w, ;) +b >
1 — & para algunas variables de holgura llamadas & > 0. Sin embargo, si
estas variables de holgura son demasiado grandes, las restricciones relajadas se
satisfacerian trivialmente, y por lo tanto se deben agregar salvaguardas contra
tal comportamiento. Una forma de hacerlo es agregar las variables de holgura
a la funcion objetivo.

Combinando estas modificaciones con la idea del mapeo de caracteristicas,

se llega al siguiente problema de optimizaciéon cuadratica:

1 n
. 1 c :
minimizar 2<w7 w) + ;_1 13
sujeto a yi(w,(x;)) +b>1-¢, i=1,...,n,

&>0, i=1,...,n,

donde C' > 0 es un parametro que se utiliza para balancear el primer término
de la funcién objetivo con el segundo. Notese que, debido a la forma especial

del término suplementario C'Y """ | &;, la funcién objetivo es atin convexa, o para
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ser mas precisos, cuadratica, mientras que las restricciones son todas lineales.
Continuamos con el andlisis publicado en (Steinwart & Christmann 2008).

El problema de optimizacion anterior tiene la desventaja de que debe resol-
verse en un espacio de Hilbert Hy, a menudo de alta o incluso infinita dimension.
En la préctica se utiliza el enfoque de Lagrange para calcular el programa dual
correspondiente. Por ejemplo, para la funcion de pérdida hinge, este programa

dual viene dado por:

maximizar Zozi Z yzyyOézOé; (24), ¢<IJ)>7

=1 ’L] 1
n

sujeto a E yioy; = 0,
i=1

donde «; € [0, C] para todo i.
Si (af,...,a) denota una solucion 6ptima del problema dual, entonces la

solucion del problema primal (w*, b*) puede ser obtenida de la siguiente manera:

w = Z%Oﬁf(b(xi),
Zyz ( ]))

donde j es cualquier indice tal que 0 < o < C'. La funcién de decision de la
SVM esta dada por:

fz) = (" é(x)) + b = Zyz B(z), b)) + 1

Observamos que tanto en el problema dual como en la funcion de decision,
solo aparecen productos internos de la forma (¢(x;), ¢(x;)). Esto sugiere que
en lugar de calcular explicitamente el mapeo de caracteristicas ¢, podemos

trabajar directamente con una funcién nicleo K:

El uso de ntcleos cuenta entonces con varias ventajas:

= Evita el cédlculo explicito de ¢: a menudo el espacio de caracteristicas H

es de alta dimension o incluso infinito. Calcular ¢(z) para cada punto de
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datos podria ser computacionalmente costoso.

= Flexibilidad: los niicleos permiten modelar relaciones no lineales entre los

datos.

» Eficiencia: existen algoritmos eficientes para resolver el problema dual

utilizando ntucleos.

Al utilizar nicleos, podemos aplicar la SVM a una amplia variedad de prob-
lemas de clasificacion, incluso aquellos que no son linealmente separables en el

espacio de entrada original.

6.10. EIl “truco"kernel

Obviamente, utilizar nicleos directamente en lugar de calcular primero los
mapeos de caracteristicas funciona para todos los métodos y algoritmos estadis-
ticos en los que se necesitan productos internos del mapeo de caracteristicas
pero no el mapeo de caracteristicas en si. Al utilizar nicleos, podemos constru-
ir un algoritmo no lineal a partir de uno lineal sin cambiar el diseno central
del algoritmo. Esta observacion, conocida como el “truco'"del niicleo establecida
explicitamente por primera vez por (Scholkopf et al. 1998).

Desde entonces, varios algoritmos han sido “kernelizados", como el analisis
de componentes principales o el anélisis discriminante de Fischer. Se puede
pronfundizar sobre el tema en (Scholkopf & Smola 2001) o (Shawe-Taylor &
Cristianini 2004b).

Una segunda ventaja del “truco'del nicleo es que el espacio de entrada
X ya no necesita ser un subconjunto de R? ya que todas las computaciones
se realizan en el espacio de caracteristicas. Existen varios nicleos que estan
definidos en datos no vectoriales, como texto o secuencias de ADN. Por lo
tanto, el “truco"del nicleo de hecho extiende la aplicabilidad de métodos que
pueden ser “kernelizados". Referimos a (Scholkopf & Smola 2001), (Joachims
2002),(Scholkopf et al. 2003), y (Shawe-Taylor & Cristianini 2004b) para varios

ejemplos de enfoques basados en ntcleos para datos no vectoriales.

6.11. SVM para regresion

Comenzamos esta seccion siguiendo los resultados propuestos en (Vapnik

1998) con ejemplos simples de tareas de estimacion de regresion donde las
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regresiones se definen por funciones unidimensionales y bidimensionales. Luego,
consideramos la estimacion de funciones de regresion lineal multidimensionales
utilizando el método SVM. Construimos un modelo de regresion lineal que
sea favorable para un método de seleccion de caracteristicas y comparamos
los resultados obtenidos para un método de seleccion de caracteristicas hacia

adelante con los resultados obtenidos por la méaquina de vectores de soporte.

6.11.1. Estimacién de funciones de regresion lineales

Describirmos a continuacién experimentos con maquinas de vectores de so-
porte (SVMs) en la estimacion de funciones de regresion lineal (Drucker 1997).

Comparamos la maquina de vectores de soporte con dos métodos diferentes
para estimar la funcion de regresion lineal, a saber, el método de minimos
cuadrados ordinarios OLS* y el método de seleccion de caracteristicas hacia
adelante por pasos SFS®.

Recordemos que el método OLS es un método que estima los coeficientes

de una funciéon de regresion lineal minimizando el funcional:

n

R(a) = Z:(yZ —ax*x;)%
i=1
El método SFS es un método que primero elige una coordenada del vector
que proporciona la mejor aproximacion de los datos. Luego, fija esta coordenada
y agrega una segunda coordenada de tal manera que estas dos definan la mejor
aproximacion de los datos, y asi sucesivamente.
Consideramos el problema de estimacion de regresion lineal a partir de los

datos:

(yla xl)? sy (yna xn)

6.11.2. Estimacién de funciones de regresion no lineales

En (Vapnik 1998) se resuelven distintos experimentos en forma exitosa. Elige
funciones de regresion que fueron utilizadas en muchos estudios de referencia,

sugeridas en (Friedman 1991):

4Del inglés Ordinary Least Squares.
®Del inglés Sequential Forward Selection.
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= Modelo de Friedman 1: se considerd la siguiente funcion de diez variables:

y =10 sin(m 2 % 2?) + 20 % (2% — 0.5)2 4+ 10 % 2@ + 5% 2 +e.

Esta funcioén, sin embargo, depende solo de cinco variables. En este mod-
elo, las 10 variables estan distribuidas uniformemente en [0, 1] y el ruido

es normal con parametros N(0, 1).

s Modelo de Friedman 2:

y = /@0)2 + (@@ 5 29) — 1/ (2 522,

tiene cuatro variables independientes distribuidas uniformemente en la

siguiente region:
0 < zM < 100,407 < @ < 5607,0 < 2@ < 1,1 < z® < 11.

El ruido se ajusta para una relacion sefial-ruido (SNRS).

= Modelo de Friedman 3: también tiene cuatro variables independientes:

y:tan_1 +e

que estan distribuidas uniformemente en la misma region. El ruido se

ajustd para una SNR.

Comparamos los resultados de la méquina de regresion de soporte con las
técnicas de regresion llamadas bagging (Breiman 1996) v AdaBoost (Freund
& Schapire 1997) que funcionan en base a las soluciones dadas por arboles de

regresion.

Del inglés signal-to-noise ratio.
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Bagging Boosting ! SV ‘
Friedman #1 22 1.65 ] 0.67
Friedman #2 11.463 11.684 5.402
Friedman #3 0.0312 0.0218 0.026

Figura 6.3: Comparacion de los resultados de los distintos métodos para
resolver los problemas de Friedmann tomada de (Vapnik 1998).

La tabla tomada de (Vapnik 1998) muestra los resultados de los experi-
mentos para estimar las funciones de Friedman usando bagging, boosting y
métodos SVM. Los experimentos fueron llevados a cabo usando 240 ejemplos

de entrenamiento.



Capitulo 7

El algoritmo de minimos

cuadrados regularizados

Hasta ahora, si bien hemos avanzado en plantear las ventajas tedricas de la
aplicacion de técnicas como KRLS, estamos lejos de ser capaces de implementar
en la practica este tipo de soluciones.

El articulo (Rifkin & Lippert 2007) nos permite dar el salto necesario entre

la teoria y la implementacion concreta de una solucion utilizable.

7.1. Introduccidén, repaso kernels

Supongamos que tenemos una muestra formada por los puntos:

S = {(xl,yl) ) (xn,yn)} .

Asumimos una funcion de kernel semidefinida positiva k, que generaliza la
nocion de producto punto en un Espacio de Hilbert con Nicleo Reproductor
(RKHS). Los ntcleos cominmente utilizados segin (Rifkin & Lippert 2007)

incluyen:
Lineal:
Polin6émico:
k(X X;) = (XX, + 1)
Gaussiano: X, - X H2
k(Xi, Xj) = exp (—#) .

71
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El orden polinomial d o el ancho de banda gaussiano o deben ser especi-
ficados por el usuario. Definimos la matriz de kernel K de tal manera que
K;;j = k(X;, Xj). La funcién de kernel k£ toma miltiples puntos de datos y pro-
duce una matriz de resultados: k(X, X) = K, y, dado un punto arbitrario X,

k(X, X+) es un vector columna cuya entrada i-ésima es k(X;, X+).

7.2. RLS: Minimos cuadrados regularizados

La RLS surge como un problema de minimizacion de Tikhonov (Evgeniou

et al. 2000) con una pérdida cuadratica:

n

I}g{l . (yi — f(:))* + MR-

=1
El Teorema del representacion garantiza que la soluciéon a este problema de

minimizacién puede ser escrita como:

f = Z ckk(xk, )
k=1

para algin ¢ € R". Utilizando propiedades basicas de RKHS, podemos

reescribir la ecuacion antes mencionada como:

’ 1 2 A T
min o[y — Ke|l* + Z¢"Ke.

Igualando la derivada con respecto a ¢ a cero, vemos que ¢ debe satisfacer:
(K+M)c=y.

Observamos que c¢ existe y es tnico: K es semidefinida positiva, por lo
que K + A es definida positiva (para A > 0). Definimos G(\) = K + Al.
Frecuentemente, \ estard claro por el contexto, y simplemente escribiremos G.

Las predicciones en los puntos de entrenamiento estaran dadas por:

f(X)=Ke=K(K+M)'y=KGy,
y la prediccién en un nuevo punto de prueba X, es:

FX) =) ek, X.) = k(X X) e =y G7'k(X, X.).

k=1
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Cabe destacar segtin (Cucker & Zhou 2007) no estamos sugiriendo formar
G~! explicitamente y manipularla. En las proximas secciones trataremos sobre

los céalculos necesarios.

7.3. Minimizacién de la funcién de pérdida cuadrati-

Ca

Para la funcion de pérdida cuadratica (Cucker & Zhou 2007) el objetivo es

encontrar la funcién que minimiza:

S ) — ) AN

Podemos incluir n en A, obteniendo:

n

ST @) =y + M-

=1

Aplicando el Teorema de representacion (Scholkopf et al. 2001) la solucion

al problema anterior tiene la siguiente forma:
n
f(z) = ZCiK(xi,x).
i=1

Luego, en este trabajo se demuestra un Teorema de representacion segin
(Scholkopf et al. 2001).

Que finalmente, en notaciéon matricial podemos expresar como:
2 2
1Y = K|+ M fll%

Desarrollamos el segundo sumando:

n

I = <fof>x=<) ck(@.).Y k() >k
=1

=1

— chicj <k(xiy ), k(z,.) >k= chzcj’f(%l’j)

i=1 j=1 =1 j=1

= Ke.
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Obteniéndose la siguiente expresion a minimizar:
2
Y — Kc|* + \'Kec.

Esta representacion nos permite obtener una solucion relativamente sencilla
al problema de minimizacion que planteamos en la Seccion 5.2, segtin se propone
en (Rifkin & Lippert 2007).

El enfoque de minimizar la funciéon de pérdida cuadratica, junto con la
regularizacion, permite obtener un modelo que equilibra la precision en los

datos de entrenamiento y la capacidad de generalizar a nuevos datos.



Capitulo 8

Aplicaciones del Aprendizaje

automatico

Como parte del trabajo, relevamos algunas aplicaciones de la Teoria del
Aprendizaje Estadistico que resuelven con éxito una serie de problemas reales
de la Ciencias y la Industria.

En particular la utilizacion de algoritmos de Aprendizaje Automético en
muchos campos de la ciencia ha logrado mejorar los resultados de aplicar la
técnicas tradicionales de cada disciplina.

En los ultimos anos la difusion y el éxito de las herramientas de aprendizaje
automatico aplicadas en las ciencias Naturales se ha “contagiado” a las Ciencias
Sociales.

Relevamos el trabajo de Hainmuller y Hazlett del Departamento de Cien-
cias Politicas del M.I.T. donde proponen en (Hainmueller & Hazlett 2013a) la
utilizacion de regresion con Minimos Cuadrados Regularizados Kernel! para
las investigacion en Ciencias Sociales.

Esto resulta apropiado porque permite evitar fuertes supuestos paramétri-
cos, permitiendo una interpretacion similar a lo de los modelos lineales gen-
eralizados, permitiendo ademas interpretaciones mas complejas para analizar
no-linealidades, interacciones y efectos heterogéneos.

La Teorfa del Aprendizaje (Poggio & Smale 2005) es un camino para la
comprension del cerebro y para construir maquinas inteligentes.

De la misma forma en que Rosenblatt (Vapnik 1995) en los afios 60 sugirio
el primer modelo de aprendizaje estadistico, llamado perceptron, inspirado en

la literatura de la neurofisiologia, hoy en dia se desarrollan nuevas arquitecturas

'En inglés, KRLS: Kernel Regularized Least Squares.
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de modelos inspiradas en la biologia y sus correspondientes sistemas de vision
computarizada.

Finalmente recorremos algunos de los resultados (Smale et al. 2009) que
permiten establecer fundamentos matematicos para modelos recientes disena-
dos sobre la base de datos fisiologicos y anatémicos que describen el cortex
visual de los primates. Estos modelos permiten procesar cuantitativamente un
conjunto de datos novedosos y proveer de un desempeno similar al humano en

la categorizacion rapida de irhagenes complejas.

8.1. Ejemplos de Aplicaciones para la Ciencias

y la Industria

Los algoritmos de Aprendizaje Automaético son utilizados en las mas diver-

sas ramas de la Industria y de la Ciencia.

8.1.1. Clinical survival analysys

La técnica EP-SVM? utiliza clasificacion, implementando estrategias es-
tocésticas para determinar el mejor kernel y los parametros del kernel para
usar con un clasificador binario implementado con SVM.

Esta técnica ha sido desarollada y testeada con éxito en aplicaciones biomédi-
cas tales como la deteccion de cancer de senos y el colorectal.

En (Margolis et al. 2011) se comparan varios métodos en el cual EP-SVM
supera a la regresion logistica que a su vez supera a los métodos tradicional-
mente aplicados.

Los resultados publicados en la anterior referencia demuestran una clara

mejora al usar EP-SVM comparado con otros métodos.

8.1.2. Motion Estimation

El problema de estimacion del movimiento se relaciona con la seleccion de
modelo estastadistico en (Wechsler et al. 2004), donde el objetivo es seleccionar
un modelo de movimiento a partir de varios posibles dado un conjunto finito
de muestras con ruido. Se desarrollé una aplicacion exitosa para el desafiante

problema de estimar el modelo de movimiento a partir de pequenos conjuntos

2En inglés Evolutionary Programming trained Support Vector Machine.
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. p= 9457805 : Bunevs T binis B= 0.0008888 : | e Tmerier P 0003

Figura 8.1: Comparacion de los resultados contra otras técnicas tomada de
(Margolis et al. 2011).

de datos de medidas de imagenes. De esta forma se realizan interpolaciones y
extrapolaciones de movimientos a partir de secuencias de imagenes.

En (Wechsler et al. 2004) se demuestra que la seleccion de modelos basada
en SLT3, obtiene mejor desempeio frente a métodos alternativos de seleccion
de modelos, como el FPE de Akaike, el criterio de Schwartz (SC), la validacion
cruzada generalizada (GCV) y el selector de modelos de Shibata (SMS).

Los datos de entrenamiento consisten en desplazamientos de puntos. La
problema de estimar el movimiento corresponde a elegir el mejor modelo de
movimiento de un conjunto de posibles modelos. Se utilizan métodos super-
visados de regresion utilizando una funcion de perdida cudratica (squared loss)
y técnicas de estimacién del movimiento para elegir un modelo de flujo que
tenga la mejor desempeno predictivo.

Se prueban en (Wechsler et al. 2004) la exitosa aplicacion de la técnica a
datos experimentales resultantes de una secuencia de imagenes de un brazo en

movimiento y el correspondiente flujo normal.

8.1.3. Ubicacién de dispositivos en redes inalambricas

Técnicas y algoritmos se aplican al problema de determinar la ubicacion de
un dispositivo informatico midiendo los valores de la fuerza de la senal captada
por un conjunto de puntos de acceso.

La medicion de la fuerza de la senal es una parte del modo de operacién
normal del equipamiento WIFI, lo que no implico la utilizacion de hardware
especifico para capturar los datos.

La técnica propuesta en (Battiti et al. 2002) se basan en SVM, y se im-
plementan y comparan en su aplicacién al mismo conjunto de datos con otros

enfoques considerados en la literatura cientifica del tema. Se aplican tests en el

3Del inglés Statistical Learing Theory:SLT.



Aplicaciones del Aprendizaje automatico 78

Sequence | Experiments | Samples Criteria

vm Jpe gev 5¢ SMS

Interpolation 32 92.7% | 70.8% | 74.5% | 67.1% | 66.5%

64 90.7% | 66.3% | 68.3% | 65.7% | 59.4%

Non-noisy | Extrapolation 32 100% | 90.2% | 94.3% | 84.2% | 80.2%

64 100% | 85.0% | 90.0% | 80.0% | 84.3%

Whole 32 98.8% | 84.8% | 86.6% | 86.0% | 81.0%

Interpolation 64 99.6% | 85.0% | 86.2% | 87.0% | 82.0%

Interpolation 32 92.9% | 65.5% | 71.5% | 62.7% | 060.0%

64 93.0% | 50.9% | 54.2% | 52.0% | 46.0%

Noisy Extrapolation 32 100% | 76.8% | 86.4% | 74.0% | 74.1%

64 100% | 80.0% | 80.3% | 68.5% | 70.1%

Whole 32 99.5% | 85.3% | 87.5% | 79.2% | 76.1%

Interpolation 64 99.0% | 86.2% | 84.8% | 86.0% | 86.2%

Figura 8.2: Comparacion de los resultados contra otras técnicas tomada de
(Wechsler et al. 2004).

entorno real demostrandose que los resultados son similares a los obtenidos con
las técnicas tradicionales, con la ventaja de complejidad algoritmica baja en la
fase de operacion normal. Inclusive, el algoritmo utilizado es particularmente

apto para la clasificacion, donde supera otras técnicas.

8.1.4. Simuacién de Imagenes Infrarojas

Un algoritmo de simulacion en tiempo real de imagenes basadas en infraro-
jos se presenta en (Chaochao et al. 2007).

Las resultados de las simulaciones indican que el algoritmo basado en SVR*
tiene mejor capacidad de generalizacion que otros métodos, lograndose una
precision y calidad en tiempo real satisfactorios.

El principal problema de la simualcion infrarroja de escenas es calcular el
campo de la temperatura de superficie. Hasta ese momento, el método termod-
indmico es el utilizado para calcular la temperatura del objetivo y temperatura
del background, tiene un modelo complejo y utiliza muchos recursos para re-

alizar los calculos, asumiéndose importantes simplificaciones y supuestos.

4Del inglés: Support Vector Regression: SVR.
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Figura 8.3: Comparacion de los resultados contra otras técnicas tomada de

(Battiti et al. 2002).
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Arnthmetic Average temperature difference Maximum temperature difference Mean square emor
v - SVR 0.90825 32 0.86502
BP 1.57921 13.8 2.81321
Anthmetic Average temperature difference Maximum temperature difference Mean square emor
v - SVR 051605 275 0.50052
BP 1.48296 5.56 1.31844

Figura 8.4: Comparacion de los resultados para la escena del vehiculo y
del edificio respectivamente contra BP® tomada de (Chaochao
et al. 2007).

Para superar estos problemas, en (Chaochao et al. 2007) se propone utilizar
técnicas de Aprendizaje Supervisado.

La muestra de entrenamiento comprende de datos de entrada que son los
que afectan la temperatura de la superficie de un objeto, y los datos de salida
es la correspondiente temperatura.

Los datos de entrada a utilizar son entre otros la longitud, latitud, hora de la
medicion, temperatura del aire, presion del aire, humedad, coeficiente de nubes,
velocidad el viento. En caso de que el objeto sea por ejemplo un vehiculo en

movimiento, se agregaran los datos de la velocidad y running time del mismo.

8.1.5. Aplicacién a las Ciencias Sociales

Investigadores del Departamento de Ciencias Politicas del M.I.T. propo-
nen en (Hainmueller & Hazlett 2013a) la utilizacion de regresion con Minimos
Cuadrados Regularizados Kernel® en las Ciencias Sociales. Argumentan que
este metodo es apropiado para las investigacion en Ciencias Sociales porque
permite evitar fuertes supuestos paramétricos, permitiendo una interpretacion
similar a lo de los modelos lineales generalizados, permitiendo ademas inter-
pretaciones mas complejas para analizar nolinealidades, interacciones y efectos
heterogéneos.

Los autores extienden el método de forma que sea mas ttil para la investi-

gacion social:
= Derivan estimadores para los efectos marginales puntuales y sus varianzas.

= Establecen el insesgamiento, consistencia y normalidad asintética de los

estimadores bajo ciertos supuestos sencillos.

SEn inglés Kernel Regularized Least Squares:KRLS.
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= Proponen una regla automatizada simple para seleccionar el ancho de
banda del kernel.

» Proporcionan software, un paquete de R (Hainmueller & Hazlett 2013b).

8.2. Hacia la comprensiéon del funcionamiento

del cerebro

La Teoria del Aprendizaje es un camino para comprender la inteligencia
(Poggio & Smale 2005) tanto en cerebros como en méquinas, permitiendo la
construccidon de maquinas inteligentes que aprenden de la experiencia y mejoran
sus capacidades de la misma forma que lo hacen los ninos.

Si se compara las maquinas que aprenden descritas por la teoria del apren-
dizaje clésica, tales como las maquinas kernel, con el cerebro, una de las diferen-
cias principales es la aparente habilidad de los humanos y animales de aprender
utilizando muy pocos ejemplos. La comparacion con cerebros reales ofrece otro
desafio relacionado a la Teoria de Aprendizaje. Los algoritmos de aprendizaje
clasicos corresponden a una arquitectura de una sola capa. El estudio del cortex
del cerebro sugiere una arquitectura jerarquica, que permite tratar el problema
de la complejidad de la muestra.

Se han establecido los fundamentos matematicos (Smale et al. 2009) para
modelos inspirados en la arquitectura fisioldégica y anatémica del cortex visual
de los primates.

De esta forma la Neurociencia provee de nuevas ideas y enfoques para el
aprendizaje estadistico y la vision computarizada.

Los recientes modelos desarrollados logran un desempeno similar al humano
en la categorizacion rapida de imagenes complejas.

Estos modelos se agrupan en una reciente familia de arquitecturas inspiradas
en la biologia y sus correspondientes sistemas de vision computarizada. Estos
modelos son de estructura jerdrquica al igual que el cortex.

La definicion de la respuesta neural y su kernel derivado estdn basados
en la recursividad que define una jerarquia de los kernels locales y pueden
ser interpretados como una arquitectura multicapa en donde las capas son
asociadas con el incremento de escalas espaciales. En cada capa los kernels
derivados son construidos en forma recursiva, obteniendo el maximo dentro de

un conjunto de transformaciones. Este modelo, si bien puramente matematico,
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tiene un componente de significado clave: un sistema que permite vincular el

desarrollo matemaético con problemas del mundo real.



Capitulo 9

Aplicacién a Datos

Quimiomeétricos

Presentamos una aplicacion practica de las técnicas de Aprendizaje Au-
tomaético discutidas en los capitulos anteriores, utilizando un conjunto de datos
reales proporcionado por un laboratorio en Montevideo. El objetivo general de
este capitulo es desarrollar un sistema capaz de predecir autométicamente val-
ores quimicos a partir de datos de espectroscopia de infrarrojo cercano (NIRS).

La motivacion para este trabajo se basa en que los métodos analiticos tradi-
cionales pueden ser lentos y costosos. La espectroscopia NIRS ofrece una alter-
nativa mas rapida y no destructiva para la medicion de componentes quimicos,
con aplicaciones en diversas industrias como la agricultura, la petroquimica y
la farmacéutica. El desafio es utilizar Aprendizaje Automatico para construir
modelos que relacionen los espectros NIRS con los valores quimicos de interés,
y para esto se buscard mejorar la precision de las predicciones y, en lo posible,
automatizar el proceso de anéalisis.

Se hara especial énfasis en las Maquinas de Vectores de Soporte (SVM).
El objetivo planteado por los expertos de campo es obtener un coeficiente de
determinacion R? de al menos 0.92 al predecir valores quimicos a partir de
los datos NIRS. Se explorara como, a través de la eliminacion del ruido y la
reduccion de la dimensionalidad, SVM puede lograr valores de R? que superen
este objetivo. Ademas, se compararan los resultados obtenidos con SVM con

otras técnicas de aprendizaje automaético.
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9.1. Quimiometria

El término quimiometria (Chau et al. 2004) fué introducido por Wold y
Kowalski a principios de los 70s. En forma similar los términos como biometria
y econometria fueron introducidos, por ejemplo, en los campos de Ciencias
Biologicas y la Economfa.

Segtin Wold (Wold 1995) la Quimiometria® estudia como obtener informa-
cibn quimica relevante a partir de datos de mediciones, c6mo se representa
y despliega esa informaciéon, y cémo se convierten esos datos en informaciéon
valiosa. Puede ser considerada como una subdisciplina que provee de teoria
basica y metodologia a la quimica analitica moderna.

Dos razones principales (Chau et al. 2004) han facilitado la evolucion de la

Quimiometria:

= Es posible adquirir grandes cantidades de datos a través de instrumentos

quimicos avanzados.

= El incremento en el poder de computo amplié las capacidades en el proce-

samiento de senales y la interpretacion de los datos quimicos.

En este contexto, similar al que se produce en otras disciplinas, un conjunto
de técnicas basadas en aprendizaje supervisado se constituyen en una tecnologia
clave para extraer informacion y darle sentido al océano de bits que nos rodea
(Poggio & Smale 2005).

Con estas herramientas (nuevas tecnologias y teoria) el laboratorio quimico
analitico se ha transformado. En particular, la aplicaciéon de las técnicas NIRS
compiten en reduccién de costos y velocidad con muchas técnicas analiticas de

la tradicional “quimica himeda”.

9.2. La técnica NIRS

La espectroscopia de infrarrojo cercano? se refiere al uso de radiaciéon in-
frarroja dentro del rango de longitud de onda de 780 a 2526 nm (Nadeem &
Heindel 2018). Cuando la radiacion NIR pasa a través de la muestra, se ab-
sorbe preferentemente dependiendo de los sobretonos y las combinaciones de

las frecuencias fundamentales de los enlaces quimicos encontrados dentro de la

'En inglés Chemometrics.
’En inglés Near Infra Red Spectroscopy: NIRS.
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Figura 9.1: Esquema del funcionamiento de un espectrometro NIRS toma-
do de (Nadeem & Heindel 2018).

misma. La mayoria de los enlaces covalentes como OH, NH y CH se pueden
detectar en el rango cercano al infrarrojo del espectro.

Una configuracion del equipamiento NIRS tipica, como se ilustra en las
figuras 9.1 y 9.2 (Nadeem & Heindel 2018), consta de un espectrometro NIR
que incluye una fuente de luz, un monocromador y un detector que detecta las
senales de luz que se transmiten o reflejan desde la muestra.

El NIRS ofrece flexibilidad en el despliegue de las sondas segiin el tipo de
material y proceso que se esté monitoreando. Las sondas se pueden colocar en
las paredes del recipiente para permitir mediciones por contacto o se pueden
realizar mediciones sin contacto donde la muestra pasa a través de la linea de
vision de los sensores sin tocarla. Las sondas normalmente cumplen la funcién
de iluminar el espacio de la muestra y de recoger la senal de luz reflejada. Los
datos asi recogidos suelen enviarse a un ordenador para su posprocesamiento y

analisis estadistico.
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Una vez que se adquieren los datos NIR, se aplican diferentes técnicas de
procesamiento de datos para interpretar los datos en las mediciones de homo-
geneidad de la mezcla. La medida de la desviacion estandar en la longitud de
onda y el dominio del tiempo proporciona informacion sobre la homogeneidad
general y en tiempo real de la mezcla. La observacion directa de los espectros
IR permite la medicion cualitativa de la homogeneidad de la mezcla, mientras
que el analisis estadistico de las variaciones de los espectros a lo largo del tiem-
po proporciona una estimacion objetiva de los puntos finales de la mezcla, es
decir, los puntos en los que se han alcanzado niveles maximos o aceptables de

homogeneidad.

9.3. Descripcién del Problema

El problema planteado consiste en obtener una funcién que permita pre-
decir valores de un componente quimico a partir de datos obtenidos a través

3

de espectroscopia de infrarojo cercano®, como alternativa al anélisis quimico

tradicional, lento y costoso.

9.3.1. La muestra: datos quimiométricos

Se cuenta con una muestra de 832 elementos, que fue dividida al azar en
una muestra de entrenamiento (80 % de los datos) y una de test (20 %) por los
expertos de campo que nos proponen el problema.

Cada elemento de la muestra cuenta con 2201 caracteristicas que corre-
sponden a las absorbancias, que es el logaritmo del inverso de las reflectancias
(Khoshhesab 2012) correspondientes a cada nivel de banda analizado.

El sistema opera en el modo de reflectancia’ mediante el uso de un haz de
fibras opticas. Este haz transporta la energia luminosa a la muestra, que se
centra en una ventana de vidrio de cuarzo por encima de la punta de las fibras.
Al llegar a la muestra, la luz penetra en el material de interés y la energia
no absorbida se refleja difusamente desde la muestra. La energia reflejada es
recogida por varios detectores de sulfuro de plomo (PbS) montados en dangulos
de 45° con respecto al plano del vidrio. La energia reflejada se mide y se utiliza

para cuantificar el grado de absorcion en cada longitud de onda.

3En inglés Near Infra Red Spectroscopy:NIRS.

4La reflectancia es la medida de la cantidad de luz y calor que refleja o absorbe un
determinado color o superficie. Se centra especificamente en la cantidad de luz y calor que
se refleja o absorbe, méas que en la intensidad o viveza de un color.
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Figura 9.2: Esquema de la técnica NIRS tomado de (Thosar et al. 2001).

Es decir z;, el elemento i-ésimo de la muestra, es un vector de dimensién
2201 (1, ..., Ti2001) tal que z; ; = logﬁj, siendo R; ; la reflectancia en la banda
j-ésima.

Esta transformacion es conocida como transformacion de absorbancia (Zhai
et al. 2013).

Cada elemento de la muestra esta etiquetado de la forma:

{vector de caracteristicas, valor quimico)}.

El valor del componente quimico especifico es medido por métodos de anali-
sis quimico tradicional. En particular, utilizaremos el valor correspondiente al

porcentaje de contenido de Nitrégeno Total.

9.3.2. Objetivo

Se desea un sistema capaz de predecir el Valor Quimico en forma automati-
ca, en funcién de un nuevo vector de caracteristicas obtenido por espectroscopia
de infra-rojo cercano.

La capacidad de prediccion del modelo se mide en la industria, segin los
expertos de campo, a través del coeficiente de determinacion (R?) entre los
valores predichos y los medidos.

El valor objetivo a superar del R?, propuesto por los expertos de campo, es
de 0.92.
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9.3.3. Enfoque

Buscaremos entonces ajustar una funcién a la muestra de entrenamiento
compuesta por un conjunto de datos de alta dimensionalidad obtenidos por
NIRS y su correspondiente variable de respuesta obtenida mediante andlisis
quimico.

La literatura relevada (Zhang et al. 2008) indica que se presentan relaciones
no lineales entre los datos del espectro y las variables cuantitativas de interés.

Esta situacién y dado que los datos presentan alta dimensionalidad, hace
que resulten inadecuadas las técnicas tradicionales de regresion lineal.

Proponemos entonces obtener la funciéon de prediccién utilizando métodos
de aprendizaje supervisado, en particular métodos kernel de regresion no lineal.

Para el tratamiento de los datos, se evaluara la aplicacion de técnicas de re-
duccion de la dimensionalidad (Velliangiri et al. 2019) de los datos del espectro,
utilizando métodos de analisis funcional considerando que, por su naturaleza,

los datos espectrales pueden ser considerados funcionales (Ana M et al. 2013).

9.3.4. Alcance

Si bien el objetivo final es proporcionar un sistema de calculo automatico,
para esta etapa plantearemos un modelo y su correspondiente funcién predic-

tora que cumpla con los requisitos senalados.

9.4. NIRS y Aprendizaje Automatico

La reflectancia cercana al infra-rojo ha probado ser una herramienta analiti-
ca poderosa. Ha sido utilizada ampliamente en las industrias agricola, petro-
quimica, textil y farmacéutica.

Se ha desarrollado para aplicaciones tales como la determinacién cuantita-
tiva de nutrientes en las industria agricola y alimenticia. Por ejemplo la deter-
minacién de agua, proteinas y grasa dentro de muestras complejas tales como
granos y leche (Stenlund et al. 2009).

Especificamente, la aplicacion de la espectroscopia de infra-rojo cercano
para el analisis de muestras farmacéuticas se ha desarrollado en forma signi-
ficativa en lo que va del siglo (Zhang et al. 2008).

Dado que la materia orgénica controla el metabolismo de las plantas, es

importante estimar y monitorear sus componentes bioquimicos.
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La concentracion de estos componentes puede calcularse mediante el anali-
sis de laboratorio de un conjunto de muestras. Si bien estas estimaciones son
precisas, estos métodos son costosos, llevan tiempo, son destructivos y comple-
jos (Blackmer et al. 1994). En cambio, a través de la espectroscopia NIRS es
posible la determinacion de la concentracion de varios elementos a partir de un
solo escaneo no destructivo Rossel & Behrens (2010).

La reflectancia espectral de las hojas de las plantas responde a las acciones
combinadas de varios factores quimicos y fisicos de la planta, como por ejemplo
el contenido interno de componentes bioquimicos, distribuciéon y organizacion
de las células y contenido de agua. Es entonces que la reflectancia visible y cer-
cana al infra-rojo tiene el potencial de permitir estimar el nitrégeno, el fosforo,

el potasio u otros componentes bioquimicos (Zhai et al. 2013).

9.5. Bases Tedricas de Regresion y Métodos

Kernel para Analisis Quimiomeétrico

Dada una muestra de n elementos {(x1,41), (z2,y2), ..., (Tn, yn)} buscamos
encontrar una funcion f tal que f (z) = g sea un buen predictor de y para un
input futuro z.

Para el caso de estudio un elemento (z;,y;) de la muestra consiste en:
= 7; es un vector de dimension d que contiene los valores espectrales.

= 7, representa la variable cuantitativa de interés, el contenido de Nitrogeno

de la muestra.

Para el tratamiento de este tipo de problemas, la literatura plantea el uso
de métodos lineales y sus variaciones sesgadas, asi como sus competidores mod-
ernos tales como regresion no paramétrica, redes neuronales y support vectors
machines.

Los métodos de regresion sesgados fueron utilizados originalmente en quimiometria
(aplicados a la investigacion de alimentos, estudios de contaminacion ambien-
tal, etc.) donde resulta habitual que el ntimero de variables (dimesion del vector
x;) sea superior a la cantidad de observaciones (d > n).

Se han desarrollado entonces métodos sesgados como la Regresion de Com-
ponentes Principales, Regresion de Minimos Cuadrados Parciales y la Regresion
Ridge.



Aplicacion a Datos Quimiométricos 90

En particular, la regresion con minimos cuadrados parciales (PLSR) ha sido
utilizada tradicionalmente en quimica como método de calibraciéon multivariada

y en particular es un algoritmo ampliamente usado para modelar datos NIRS.

9.5.1. Meétodos no Lineales: Métodos Kernel

La literatura mas reciente indica que la técnica lineal PLSR® no es capaz de
obtener resultados precisos el modelado NIRS, y que tampoco supera el reto
de generar una funcion predictiva para una muestra limitada (Chaochao et al.
2007). En los experimentos realizados, verificamos que dado que la muestra
tratada es amplia, se pueden obtener resultados primarios satisfactorios con
PLSR.

Las técnicas basadas en Kernels (Aronszajn 1950) son uno de los desarrollos
méas importantes dentro de los algoritmos de aprendizaje automatico.

Las representaciones Kernel ofrecen una solucion alternativa proyectando
los datos en un nuevo espacio de caracteristicas de alta dimensién para para

mejorar la capacidad de las maquinas lineales.

Maquinas de Vectores de Soporte

Las caracteristicas especiales y el excelente desempefio empirico de las SVMs®
en el campo de la quimica se demuestra en destacadas publicaciones cientificas
de los ultimos anos (Li et al. 2009).

SVM fue extendido por Vapnik para la regresion (Lipkowitz et al. 2007) y
se convierte en uno de los métodos aplicados en las publicaciones cientificas méas
recientes sobre modelado NIRS (Li et al. 2009) y especificamente para nuestro
caso de estudio (Zhang et al. 2008).

9.5.2. Meétodos de extraccién de caracteristicas para datos

fucionales
Wavelets

La Transformacion Wavelet (Morettin & Pinheiro 2017) es un método matemati-
co basado en la transformada de Fourier, que puede ser usado en la compresion
de datos, filtros para manejar el suavizado y el ruido, validacion baseline y

analisis de multicomponentes superpuestos de sefiales (Shao et al. 2007).

En inglés Partial Least Squares Regression.
SEn inglés Support Vector Machines.
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Segtin (Morettin & Pinheiro 2017) el analisis funcional de datos’ basado
en wavelets es un enfoque moderno para tratar con la inferencia estadistica
cuando las observaciones son curvas o imagenes. Realizar inferencia (estimacion
y pruebas) en el dominio de las wavelets es beneficioso en varios aspectos como:
reducciéon de dimensionalidad, decorrelacion, localizacion y regularizacion.

El analisis Wavelet genera una estimacion del contenido de una frecuencia
local de una senal representando los datos utilizando una familia de funciones
wavelet que varian en escala y posicion.

La senal puede ser reconstruida con precisién con una cantidad relativa-
mente pequena de componentes (Zhang et al. 2008).

WT? puede ser entonces utilizado para comprimir los datos espectrales
obtenidos en NIRS.

Transformacién Wavelet Discreta

La Transformacion Wavelet Discreta (que abreviaremos como DWT) esta
basada en un filtro low pass H y un filtro high pass G y una decimaciénn binaria
(Liang et al. 2009).

La DWT? de un vector de datos puede ser calculada rapidamente usando
un banco de filtros. La estructura basica del banco de filtros comprende un
par de filtros H/G seguidos por una operacion de muestreo hacia abajo (down-
sampling) que consiste en descartar el resto de los puntos de la salida de los
filtros.

Los filtros se seleccionan de forma tal que la transformacion sea invertible,
preservando entonces la informacion de la senal.

La salida de los filtros del canal low-pass pueden ser descompuestos a su

vez por sucesivos pares de filtros hasta cierto nimero N;; de iteraciones.

Transformada de Fourier Rapida

Las plantillas utilizadas en FFT!? son ondas de senos y cosenos con difer-
entes frecuencias. De esta forma las técnicas FF'T nos pueden decir facilmente
la informacion de frecuencias global de una senal. Pero (Chau et al. 2004), en
algunos casos lo que se desea es encontrar es algunos picos espectrales cor-

respondientes a ciertos quimicos en el analisis espectral. También se necesita

"En inglés Functional Data Analysis: FDA.

8En inglés Wavelet Transformation: WT.

%En inglés Discrete Wavelet Transformation: DWT.
19En inglés Fast Fourier Transformation.
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determinar las frecuencias locales, lo que no puede ser realizado sencillamente
con la informaciéon extraida utilizando la Tranformada de Fourier Rapida. Es
entonces cuando se hacen necesarias las técnicas wavelet, que son las que uti-
lizaremos en este trabajo.

Estas técnicas son aplicadas con éxito en (Shao et al. 2007) y (Zhang et al.

2008) frente a datos similares a los de nuestro problema.

9.5.3. Revisiéon bibliografica

A continuacién mencionamos las principales referencias practicas estudi-

adas, relevantes para este trabajo.

SVM en quimica y en NIRS genérico

En una primera etapa, relevamos trabajos sobre técnicas estandar y SVM
aplicados en la quimica, para luego buscar en concreto su aplicaciéon en el
modelado NIRS.

MaAquinas de Vectores de Soporte y su aplicacién en quimica

En Li et al. (2009) se presenta a SVM como un método adecuado tanto para
clasificacion como para regresion aplicados a problemas de la quimica. Especi-
ficamente se trata un problema de regresiéon en el campo de la quimiometria,
donde se plantea predecir el punto de ebullicién a partir del espectro de in-
frarrojo cercano de muestras de diesel. Los resultados del modelo SVMr se
comparan con los de un modelo PLS (partial least squares). Se destaca que al
modelo PLS, usado como referencia, se le hace imposible tener en cuenta las
relaciones no lineales (James et al. 2014).

Se dispone de una muestra de 246 elementos. Se dividen los datos al azar en
una muestra de entrenamiento y otra de test. El rango del espectro utilizado
para ajustar el modelo es 760-1100 nm.

Puntos destacables:

= En su introduccién tedrica, en el punto 5.2 se explica como se transforma

el problema de clasificacion SVM en uno de regresion.

= En el punto 6.3 se plantea la extraccion de outliers de la muestra de

entrenamiento antes de generar el modelo.
= Se transforman los datos NIRS con diferenciacion de primer 6rden.

s Para SVMr se utiliza el método v-SVR con kernel RBF
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= Se utiliza el parametro v sugerido por defecto por el paquete libsum Se

seleccionan los pardmetros C'y v a través de un algorimo genético.
= En 7.3 se indica que se le hace dificil explicar los resultados al investigador.

Un método SVM con espectroscopia NIRS utilizando wavelets

En Liang et al. (2009) se propone utiliza la regresion SVM para predecir
la concentracion de ciertos elementos a partir de datos NIRS de tabletas de
medicamentos.

Se dispone de una muestra de 36 elementos. 24 se usan como datos de
entrenamiento y 12 de test. El espectro se registra en el rango 760-1100 nm.

Destacamos:

= En la introduccién se indica que se usa la transformacion wavelet para
preprocesar los datos NIRS, de forma de eliminar parte del ruido. Para
ello se descartan los coeficientes pequenos obtenidos antes de realizar la

transformacion wavelet inversa para obtener la senal sin ruido.
= En 3.1 se indica que se utiliza la wavelet de Daubechies db8
= Se utiliza PLS como modelo de referencia
= [n el registro de los datos se realiza un promedio de cuatro escaneos.
= En 4 se menciona el preprocesamiento SNV.

= En 4 se menciona que se utiliza v-SVM. Kernel RBF con validacion cruza-

da 5 para determinar los parametros del modelo.(v, o, C).

Utilizando mineria de datos para modelar e interpretar el espectro
de reflectancia difusa del suelo

En Rossel & Behrens (2010) se presenta un abundante comparativo de dis-
tintos algoritmos para calibrar espectros de refectancia vis-NIR para para pre-
decir el contenido SOC, CC y PH de muestras de suelo.

Se utilizan métodos PLSR, MARS, RF, BT, SVM. Se plantea el preproce-
samiento de los datos utilizando DW'T. Se utilizan métodos de seleccion de
atributos o procedimientos de ranqueo en el dominio del espectro y también en
el dominio wavelet.

Se dispone de una muestra de 1104 elementos. El espectro se registra en el

rango 350-2500 nm en 876 anchos de banda. Al usar técnicas de reduccion de
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caracteristicas se utilizan entre 72 y 137 coeficientes wavelet y entre 11 y 31
componentes principales.

Tomamos nota especialmente de:

= Se destaca el poder de la espectroscopia NIR que permite la determinacion
de la concentracion de varios elementos a partir de un solo escaneo no

destructivo.

s FEn 3.2.1.2 al modelar con los coeficientes wavelet se ordenan los coefi-

cientes por su varianza como criterio de seleccion.

= El modelo SVM es el que obtiene las mejores predicciones, que inclusive

son mejoradas con el tratamiento DW'T.

NIRS aplicado a hojas de plantas

Observamos que el modelado NIRS cambia cualitativamente dependiendo
del objeto de anéalisis. Es decir, son muy distintos los tipo de relaciones entre
los valores del espectro y la variable cuantitativa a predecir, segiin sea el objeto
de estudio el suelo, carne u hojas de vegetales.

Para aproximarnos a nuestro objeto de estudio, el tabaco, revisamos traba-
jos relativos a técnicas de modelado NIRS sobre hojas de vegetales en general
y para el tabaco en particular.

Estimacién de los contenidos de nitrégeno, fésforo y potasio en las
hojas de diferentes plantas mediante espectroscopia de reflectancia
del infrarrojo cercano y visible en laboratorio: comparacién de los
métodos de regresién de minimos cuadrados parciales y regresién
con MAaquinas de Vectores de Soporte

En Zhai et al. (2013) se buscan modelos para estimar los algunos de los
componentes de la materia organica de las plantas: Nitrogeno, fésforo y potasio.

Se compara modelos PLSR y SVM para predecir los componentes men-
cionados.

Se utiliza una muestra de 95 hojas de muy diversas especies.

Se aplican varias técnicas de preprocesamiento.

Tomamos notas especialmente de:
= Técnicas de preprocesamiento.

s Técnicas de andlisis de correlacion.
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» Los R? nunca son superiores a 0.7, considerando que son variedades de

hojas de distintas especies.

En Shao et al. (2007) se plantea un modelo de clasificacion para predecir la
marca de cigarrillos en base a datos NIRS.

En la investigacion se usa el rango de 340 a 1000 nm. La muestra es de 100
elementos con 661 datos de espectro. Luego del proceso WT se usan 21 datos.
La muestra se divide al azar en 80 elementos para entrenamiento y 20 para
testing.

Se destacan:

= Se aplican dos tipos de preprocesamiento. Suavizado Savizky-Golay con

un gap de tres puntos. Mutiplicative scatter correction (MSC).
= Se utiliza la transformaciéon wavelet Daubechies.

s Se utilizan modelos de BP-redes neurales.

En Zhang et al. (2008), se trata un problema muy similar al nuestro, pero
para una muestra reducida.

Se detacan:

= Utilizacion de DWT para compresion del espectro.
= Diversas técnicas aplicadas al pre-procesamiento de los datos.

= Suavizado previo al procesamiento de los datos.

Hemos hecho foco en el marco tedrico de la aplicacion de técnicas de apren-
dizaje automéatico a datos quimiométricos, especificamente en el contexto de la
espectroscopia NIRS. Se exploran los métodos kernel como una alternativa a los
métodos lineales, destacando su capacidad para modelar relaciones no lineales
en los datos. Dentro de estos métodos, se enfatiza el uso de Maquinas de Vec-
tores de Soporte (SVM), tanto para regresion como para clasificacion, debido
a su buen desempeno empirico en quimica. Ademas, se revisan métodos de ex-
traccion de caracteristicas, como la Transformacion Wavelet Discreta (DWT),
que permite reducir la dimensionalidad de los datos espectrales, considerando-
los funcionales, y eliminar el ruido. En resumen, el marco teérico establece la
necesidad de utilizar métodos no lineales, como SVM, para modelar las rela-
ciones complejas entre los espectros NIRS y las propiedades quimicas. También,
se destaca la importancia del preprocesamiento de los datos, mediante técni-

cas de reduccion de dimensionalidad y eliminacién de ruido, para mejorar el
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rendimiento de los modelos de aprendizaje automatico. LLa combinaciéon de estos
métodos, en particular SVM con coeficientes wavelet, es presentada como un
enfoque prometedor para abordar el problema de la predicciéon de componentes

quimicos a partir de datos NIRS.



Aplicacion a Datos Quimiométricos o7

Histograma del Nitrégeno

0.8

0.6

Density
0.4

0.2

]

r T T T T T T 1
15 2.0 25 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

ng

0.0

Figura 9.3: Histograma de los valores de N, nuestra variable de respuesta,
Min = 1,7 Media = 3,1 Max = 5, 1. Elaboracién propia.

9.6. Estadistica Descriptiva

9.6.1. Valor quimico

El valor quimico que utilizaremos como variable de respuesta en nuestro
trabajo es el porcentaje de contenido de Nitrégeno total.
En la figura 9.3 presentamos un histograma de los valores registrados en la

muestra.

9.6.2. Espectros y su relacién con el Nitrégeno

Primero intentamos sin éxito visualizar alguna relacion entre los espectros y
el nivel de nitrégeno medido. Para ello coloreamos los espectros segtin su valor
de Nitrogeno correspondiente.

La figura 9.4 muestra las curvas de los resultados del espectréometro colore-
adas segtn los distintos niveles de porcentaje de Nitrogeno total. Coloreamos
en rojo/azul/verde segtn el nivel de nitrégeno. A simple vista no se observa
una relacion entre, por ejemplo, la altura de las curvas (su distancia del eje x)
y el valor de nitrégeno. En la figura 9.5 dibujamos el conjunto de curvas como
una superficie, ordenando las curvas por su valor de nitrégeno correspondiente.

Son 832 lineas, en las que se superponen colores: como era de prever no
observamos ninguna relacion.

Luego en la figura 9.5 procedimos a ordenar los espectros segtin su etiqueta
de valor quimico y los graficamos como una superficie. A simple vista no fuimos

capaces de encontrar relacion alguna.
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Figura 9.5: Superficie de los espectros.



Aplicacion a Datos Quimiométricos 99

9.6.3. Correlaciéon de los componentes del espectro

Calculamos el coeficiente de correlacion de cada variable predictora contra
la variable de respuesta (Espectro Original) y lo presentamos en el gréfico de

la figura 9.6.
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Figura 9.6: Correlacion de las variables predictoras con el valor quimico.

9.6.4. Datos atipicos (outliers)

Outliers funcionales Utilizaremos el concepto de profundidad estadistica
para datos funcionales (Cuevas et al. 2007). Estas medidas de profundidad son
utiles para definir medias de posicion y dispersion, para clasificacion y para
deteccion de outliers. A través del paquete fda.usc (Febrero-Bande & Oviedo
de la Fuente 2012) del software R (R Core Team 2014) es posible detectar
valores atipicos a partir de la profundidad estadistica.

En particular, utilizamos una nueva herramienta visual denominada Out-
liergram (Arribas-Gil & Romo 2014)

El outliergram es una técnica para visualizar y detectar valores atipicos
en datos funcionales, especificamente en curvas. Se basa en la relacién entre
dos medidas de profundidad: la profundidad de banda modificada (MBD) y el
indice de epigrafe modificado (MEI). La MBD mide la proporcion de tiempo
que una curva pasa dentro de las bandas formadas por otras curvas, mientras
que el MEI mide la proporcién de tiempo que una curva esta por debajo de las
demas. Al graficar los valores de MBD versus MEI para cada curva, se observa
que las curvas con formas similares tienden a formar una pardbola, mientras
que las curvas con formas atipicas se alejan de esta.

Para la deteccion de valores atipicos, el outliergram (para nuestros datos,

graficado en la figura 9.7) utiliza la distancia vertical de cada punto (MEI,
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Figura 9.7: Salida del Outliergram.

MBD) a la parabola que se forma. Aquellas curvas que se encuentren a una
distancia significativamente grande de esta parabola son consideradas valores
atipicos de forma. Ademas, el algoritmo considera un paso adicional para curvas
que se encuentran por encima o por debajo de la mayoria de las curvas, donde
estas son desplazadas verticalmente hacia el centro de la muestra para evaluar
si su forma es atipica.

Los outliers de forma detectados son los siguientes: 101 140 159 158 139 71
115 735 116 147 824 138 143 160 287 823 635 130 229 72 289 829 477 141 230
634 104 632 117 642 100 388 633 137 641 640 134 636 133 99 119 285 663 132
630 290 150 157 687 661 219 220 112 221 3 664

Los outliers de magnitud detectados son los siguientes: 554 623 624

Outliers de datos expresados como coeficientes wavelet

Se utilizan algoritmos aplicables a la detecciéon de outliers en datos mul-
tivariados, utilizando los coeficientes wavelet lo que presumimos que puede
ampliar el alcance de los datos atipicos detectados a través del outliergram.

En particular utilizamos el algoritmo LOF (Breunig et al. 2000) y (Torgo
2010).

El método LOF!! es un enfoque para la deteccién de valores atipicos en

conjuntos de datos multidimensionales. A diferencia de otros métodos que con-

HEactor de Outlier Local.
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sideran si un objeto es 0 no un valor atipico como una propiedad binaria, LOF
asigna a cada objeto un grado de atipicidad, indicando cuén aislado esta un
objeto con respecto a su vecindad local. Este enfoque es particularmente 1til en
escenarios complejos donde las estructuras de los datos pueden variar en den-
sidad, ya que el factor LOF de un objeto se calcula en relacién a la densidad
de su entorno inmediato, y no a una vista global del conjunto de datos.

Para calcular el LOF de un objeto, se consideran varios conceptos: la dis-
tancia k de un objeto, que es la distancia a su k-ésimo vecino mas cercano, y la
vecindad k-distancia, que incluye todos los objetos que estan a una distancia
no mayor a la k-distancia. También se define la distancia de alcanzabilidad de
un objeto con respecto a otro, que es la mayor entre la distancia real entre los
objetos y la k-distancia del segundo objeto. A partir de estas definiciones, se
calcula la densidad de alcanzabilidad local de un objeto, que es el inverso del
promedio de las distancias de alcanzabilidad con respecto a sus vecinos méas
cercanos. Finalmente, el LOF se calcula como el promedio del ratio entre la
densidad de alcanzabilidad local de un objeto y las densidades de sus vecinos.
Un LOF cercano a 1 indica que el objeto estd en una regién con densidad sim-
ilar a sus vecinos, mientras que un LOF mucho mayor que 1 indica que es un
valor atipico local.

Los primeros outliers detectados con este criterio son los siguientes elemen-
tos de la muestra: 665 666 164 556 72.
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9.7. Metodologia

9.7.1. Pre-procesamiento

Las variables predictoras son vectores cuyos elementos estan muy correla-
cionados (se puede decir que son datos funcionales). En este contexto se hara
necesaria la utilizacion de practicas de reduccion de la dimensionalidad aplicada
a datos funcionales.

Como problema adicional, en los datos originales, es mayor la dimension de
los datos que el tamano de la muestra.

Tomamos dos caminos para tratar estos problema:

= Utilizar métodos sesgados aplicables cuando n < d, que son estandares

en la literatura NIRS, que adicionalmente reducen el ruido.
= Reduccién de la dimensionalidad funcional.

Por las caracteristicas de los aparatos de captura de datos, es razonable
considerar que los datos tienen ruido. Esto puede ser observado si se mira en
detalle las curvas de los espectros originales.

PLS al seleccionar componentes, reduce ruido y ademas reduce cantidad de
variables.

Como alternativa para reducir dimensionalidad utilizaremos la transforma-
cion discreta wavelet (DW'T).

Para mejorar los resultados de los métodos Kernel, realizaremos reduccion

del ruido aplicando técnicas de suavizado que se detallan méas adelante.

9.7.2. Evaluacién y Seleccion de Modelos

A continuacién detallamos las metodologia para evaluar y seleccionar los
modelos. Buscamos un correcto ajuste de la funcién predictora, pero sin caer

en el sobreajuste.

Seleccién de modelo sobre datos de entrenamiento Sobre la muestra
de entrenamiento evaluaremos los distintos modelos, a través de la validacion

cruzada de 10 pasos'?. Usaremos el indicador MSE CV10 , es decir el error

12LLa validacion cruzada de 10 pasos es un método para evaluar el rendimiento de un modelo
dividiendo aleatoriamente un conjunto de datos en 10 partes y utilizando cada parte para
entrenamiento y prueba. El proceso se repite 10 veces y se calcula la precisién promedio.
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cuadréitico medio que resulta del promedio de las 10 evaluaciones realizadas'3.
El modelo que tenga el menor indicador es seleccionado para pasar a la sigu-
iente etapa de evaluacién, seleccionandose entonces los parametros del modelo
(Sheather 2009).

Modelo | Parametros a determinar

PLSR | cantidad de componentes

SVM R | pardmetro de regularizacion C, pardmetro del kernel ~

KRLS | pardmetro de regularizaciéon A, parametro del kernel o

Tabla 9.1: Parametros a determinar en el modelo.

Evaluaciéon sobre datos de entrenamiento Una vez definido el modelo en
la etapa anterior, se evalia el desempeno del mismo calculando el M SFE sobre
el total de la muestra de entrenamiento y el R? entre los valores predichos y
los medidos.

Procedimiento de evaluacion:

= Se utiliza el modelo seleccionado para predecir los valores correspondi-

entes para todos los elementos de la muestra de entrenamiento.
= Se ajusta un modelo lineal entre los valores predichos y los medidos.

» Se calculan MSE y R

Evaluacién sobre datos de Test Se procede en forma similar que en el
modelo evaluado sobre datos de entrenamiento. Se realizan las predicciones

con los datos de Test.

Bpara KRLS usaremos LOOE
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9.8. Experimentos realizados

A continuacién se procede a evaluar en la préactica el poder predictivo de

los distintos modelos estudiados.
» Extraccion supervisada de caracteristicas con PLSR (Duda et al. 2000).
= Regresion SVM de los datos originales del espectro.
= Regresion SVM de coeficientes wavelet de espectros originales.

» KRLS de coeficientes wavelet de espectros originales (Hainmueller & Ha-
zlett 2013a).

= Regresion SVM de coeficientes wavelet de espectros suavizados.

9.8.1. Extraccién supervisada de caracteristicas con PLSR

Es un método supervisado pues, en forma similar a LDA (utilizado en prob-
lemas de clasificacion (Duda et al. 2000)), para la generar los componentes se
utilizan las variables de respuesta. No solo se proyectan los predictores (como

en PCA) sino que también las variables de respuesta.

Extraccidn de caracteristicas La muestra es proyectada en ese nuevo espa-
cio, obteniendo una nueva muestra con la misma cantidad de caracteristicas.
Podemos ordenar las nuevas caracteristicas segin su puntaje.

El procedimiento consiste en evaluar modelos lineales con minimos cuadra-
dos ordinarios para distintos conjuntos de componentes. Los conjuntos de com-
ponentes son seleccionados en forma incremental uno a uno segin su puntaje
descendente.

Encontramos que el menor error se encuentra para el conjunto de las 12
primeras caracteristicas. Este error es evaluado segin el criterio 10 fold cross
validation.

En la figura 9.8 observamos que se minimiza el error para el modelo de 12
componentes.

Seleccionamos entonces el modelo de doce componentes.
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Figura 9.8: El error se minimiza al utilizar doce componentes, MSECVentr
= 0,010201.
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Figura 9.9: Datos entrenamiento, MSE = 0,0086 R? = 0,9748.
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Figura 9.10: Datos test, M SE = 0,0137 R? = 0, 9624.

Procedemos a realizar una prediccion con el modelo seleccionado de doce
componentes con los datos de entrenamiento. Evaluamos la prediccion real-
izando la regresion lineal simple entre los valores predichos y los medidos. El
error de minimos cuadrados es de 0.0086. Es levemente menor, pues el error
anterior de la seleccion era resultado del promedio de los 10 modelos evaluados.
El R? ajustado obtenido es de 0.9748 que ilustramos en el grafico de la figura
9.9 donde se grafican el valor de respuesta observado contra el predicho por el
modelo.

Realizamos la prediccion con el modelo seleccionado para los datos de test.
Evaluamos en forma similar. Obtenemos un error levemente mayor, con un
R? = 0.9624 que nos permite estimar la capacidad predictiva del modelo (no
hubo sobreajuste) que se observa en el grafico 9.10 para los datos de test.

El modelo PLS funciona en forma satisfactoria superando el 0.92 del ob-
jetivo. Esto se debe a que, segin la bibliografia, el PLS no funciona tan bien
con muestras pequenas (50 elementos) pero si con una muestra grande como es

nuestro caso (méas de 600 elementos).
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9.8.2. Regresion SVM de los datos originales del espectro

Procedemos a ajustar un modelo SVM utilizando un kernel Gaussiano.
C es un parametro de regularizacion que controla el equilibrio entre el error
de entrenamiento y la complejidad del modelo.

La funcion kernel gausiana esta definida por:
K(x,2') = exp(—y[lz — 2'[|*)

Por lo tanto debemos elegir el pardmetro de regularizacion C' y el 7 del
kernel, que minimicen el error cuadratico medio.

Para seleccionar los parametros del modelo realizamos una btisqueda en una
grilla de valores. Primero con una grilla que abarca un rango grande, para luego
ir reduciendo el tamano de la misma.

Primero utilizamos, luego de varias aproximaciones, una grilla evaluada en-
tre valores de C entre 140 y 25 y v entre 0,05 y 0, 08 obteniendo con los datos
de entrenamiento un MSECV = 0, 2166

Evaluamos una grilla mas ajustada que nos permite seleccionar los paramet-
ros 7 — 0,062 y C' = 217. Obteniendo un MSE de validacion cruzada de 0, 2092,
mejorando levemente este valor al hacer mas precisa la grilla.

Realizamos predicciéonn con los datos de entrenamiento. Para evaluar el
modelohacemos una regresion de los valores predichos contra los valores medi-
dos obteniendo un R? = 0, 5652.

Los resultados estén lejos de ser satisfactorios.

9.8.3. Regresiéon SVM de coeficientes wavelet de espec-

tros originales

Procedemos a reducir la dimensionalidad de los datos del espectro.

Las técnicas con mejores resultados en este campo son los coeficientes
wavelet. En particular, utilizamos un wavelet HAAR nivel 5 cuya funcion y
algoritmo de calculo observamos graficados en las figuras 9.11 y 9.12 respecti-
vamente (Chuma et al. 2017).

La transformada wavelet discreta (DWT) es un tipo muy popular de la
transformada wavelet para el procesamiento de senales y el procesamiento y
compresion de imagenes, incluso forma parte del estandar JPEG2000 (Group).

La DWT se calcula utilizando el algoritmo que se muestra en la Figura 9.12.

En cada etapa de descomposicion, la DWT produce coeficientes de wavelet que
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Figura 9.11: Grafico de la funcion wavelet tomado de (Chuma et al. 2017).

corresponden respectivamente a la mitad superior e inferior del espectro de la
senal de entrada. Este algoritmo fue desarrollado por Mallat (Mallat 1989) y
es conocida como Transformada Wavelet Ortogonal Réapida.

Utilizamos entonces, como variables predictoras a los 69 coeficientes obtenidos.

Seleccidon del modelo Buscamos en una grilla de valores, la que vamos afi-
nando paso a paso. En la tltima grilla evaluada obtenemos los siguientes resul-
tados que observamos en la grilla ilustrada el grafico de la figura 9.13.

El menor valor del error obtenido es para los paramtros v = 0.003 y C' =
5. El error calculado es mucho menor que cuando tratamos los datos de los

espectros originales.
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Figura 9.12: El algoritmo para calcular la DW'T de cinco niveles tomado
de (Chuma et al. 2017).
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Figura 9.13: Gridsearch: parametros v = 0.003 y C' = 5, MSECV ey, =
0,0448.
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Figura 9.14: Datos Entrenamiento MSE = 0,0206 R* = 0, 9408.
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Figura 9.15: Datos Test M SE = 0,0553 R? = 0, 8484.

Evaluacion del modelo con los datos de entrenamiento (figura 9.14).

Evaluacion del modelo con los datos de test (figura 9.15).

Se ha logrado obtener un modelo con mejores resultados que con los datos
de los espectros originales. No alcanzamos el R* objetivo con los datos de test

(0.84), pero si con los datos de entrenamiento (0.94).
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9.8.4. KRLS de coeficientes wavelet de espectros origi-

nales

Hainmuller y Hazlett del Departamento de Ciencias Politicas del M.L.T.
proponen en (Hainmueller & Hazlett 2013a) la utilizacion de regresion con
minimos cuadrados regularizados kernel en las ciencias sociales. Los autores
han desarrollado un paquete de R: KRLS (Hainmueller & Hazlett 2013b).

Este paquete nos permite, para un ¢ dado obtener el A 6ptimo correspon-
diente.

Por lo tanto recorreremos una grilla de valores de o.

Para cada modelo resultante de una combinacion de o y su A 6ptimo eval-
uamos, en forma similar a lo ya realizado con SVM, en la muestra de entre-
namiento y test.

El R? para los datos de entrenamiento se maximiza para o = 69

En nuestro codigo para KRLS incluimos en la iteracion el célculo de R?
para los datos de entrenamiento y de test.

A modo de ejemplo mostramos una parte de la tabla de datos obtenidos:

sigmas lambdas R2func R2entr R2test
(17,1 69.0 0.11727456 0.9901312 0.9912999 0.8711333%*
[18,] 70.0 0.11716759 0.9898935 0.9910678 0.8712389
[19,] 71.0 0.11706063 0.9896534 0.9908333 0.8713369
[20,] 72.0 0.16694832 0.9835318 0.9853243 0.8708421
[21,] 73.0 0.16684136 0.9832031 0.9849975 0.8709383

Tabla 9.2: Subconjunto de los datos obtenidos optimizando el modelo
SVM.
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Figura 9.16: Gridsearch: parametros v = 0.003 y C' = 5, MSECVy, =
0,0448.

Los resultados son mejores que los de SVM segiin observamos en el cuadro
9.2. Alcanzamos el objetivo para los datos de entrenamiento (0.99), pero no
para los datos de test (0.87).

9.8.5. Regresion SVM de coeficientes wavelet de espec-

tros suavizados

Dado que SVM es sensible al ruido, procedemos a utilizar distintas técnicas
del extraccion del ruido.

En este caso, aplicamos wavelet denoising a los datos del espectro, con un
wavelet DB8 (Daubechies de vanishing-monent 8).

Reprocesamos luego los espectros suavizados, disminuyendo la dimension-
alidad a través de los coeficientes wavelet en forma similar a lo realizado con
los espectros originales.

Proseguimos luego con el procedimiento similar al realizado para los espec-
tros originales.

Busqueda en grilla de valores graficada en la figura 9.16.
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Figura 9.17: Datos Entrenamiento MSE = 0,006 R? = 0, 9805.
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Figura 9.18: Datos Test MSE = 0,0141 R? = 0,9612.

Evaluacion del modelo con los datos de entrenamiento graficada en la figura
9.17.

Evaluacion del modelo con los datos de test graficada en la figura 9.18.

Al eliminar el ruido, registramos resultados notoriamente mejores. Logramos
superar el R? objetivo de 0,92 tanto para los datos de entrenamiento (0, 98)

como para los datos de test (0, 96).
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9.9. Resumen de los resultados obtenidos

= Se superé ampliamente el objetivo de 0.92 planteado por los expertos de

campo

= Se logré mejorar los resultados de las técnicas SVM a través de la elimi-

naciéon de ruido y reducciéon de dimensionalidad funcional.

= Aunque la muestra es grande, lo que favorece a PLSR, se obtuvieron re-
sultados similares con SVM. Para muestras futuras més pequenas hemos

logrado una técnica con resultados prometedores.
= Si bien los tiempos de ajuste del modelo son largos (media hora en el peor

de los casos), los tiempos de prediccion son casi instantaneos.

9.9.1. Resultados obtenidos

Cuadro de resumen resultados obtenidos:

Modelo [ MSE CV | Entr MSE [ Entr B2 | Test MSE | Test R>
PLS Espectro Original, 12 componentes 0.0102 0.0086 0.9748 0.0137 0.9624
SVM Espectro Coeficientes DWT 0.0448 0.0206 0.9408 0.0553 0.8484
KRLS Espectro Coeficientes DW'T N/A N/A 0.9908 N/A 0.8713
SVM Espectro Suavizado Coeficientes DWT 0.011 0.006 0.9805 0.0141 0.9612

Tabla 9.3: Resumen de resultado para regresion con coeficientes wavelet.

Salvo para el tratamiento directo con SVM de los datos originales del es-
pectro, en todos los casos logramos superar el R? objetivo para los datos de
entrenamiento.

Para los datos de test, superamos el objetivo con SVM aplicado a los coe-

ficientes de los espectros suavizados (0.9612).

9.9.2. Cumplimiento del objetivo cuantitativo

Se logr6é cumplir en forma holgada con el objetivo planteado. Para medir
los resultados utilizamos el R? obtenido en el set de datos de test, si bien en la

publicacién de referencia se usan solamente datos de entrenamiento.
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Modelo R?

Valor Objetivo planteado por Expertos de Campo 0.9200
Valor Obtenido con PLS en publicaciéon (Zhang et al. 2008) | 0.9411
Valor Obtenido con SVM en publicacion (Zhang et al. 2008) | 0.9724
PLS Espectro Original, 12 componentes 0.9624
SVM Espectro Suavizado Coeficientes DWT 0.9612

Tabla 9.4: Cumplimiento del objetivo cuantitativo.

Observacién. Cabe destacar que la contrastacion de la métrica R? frente a refer-
encias externas es metodologicamente valida, pese a evaluarse sobre conjuntos
de datos distintos. Esta viabilidad se fundamenta en la profunda equivalencia
estructural y fisicoquimica de las matrices espectroscopicas analizadas (NIRS).
Lejos de buscar una correspondencia numérica exacta, la comparacion demues-
tra que la capacidad de generalizacion y la estabilidad del algoritmo alcanzan
estandares congruentes con la literatura de vanguardia en quimiometria. Para
una justificacion detallada sobre la homogeneidad del dominio de estos datos

y su respaldo bibliografico, véase el Apéndice E.

9.9.3. Mejora de resultados eliminando ruido y reduciendo

dimensionalidad

Utilizamos con éxito la reducciéon de la dimensionalidad de los datos fun-
cionales a través de la utilizacion de los coeficientes wavelet. Esos nos permitio
ajustar una funciéon més efectiva con SVM.

Procedimos a utilizar técnicas de eliminaciéon de ruido que mejoraron ain
mas los resultados, permitiéndonos superar el R? objetivo y aproximarnos al
R? publicado en (Zhang et al. 2008).

9.9.4. Regresion PLS y SVM

En las publicaciones relevadas se utiliza como modelo de referencia el PLS.
PLS no tiene los mejores resultados, dado que fracasa en obtener una buena
funcion predictora cuando las muestras son peqenas (n = 50).

En nuestro caso, para una muestra muy grande de mas de 600 en la muestra
de entrenamiento, PLS funciona con resultados razonables tratando directa-

mente los datos originales del espectro. Esto se produce como ya dijimos por
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el tamano de la muestra, asi como por la seleccion de caracteristicas, método
con el cual de hecho estamos eliminando ruido implicitamente.

SVM alcanza resultados competitivos con PLS recién al eliminar el ruido
de la muestra y reducir las dimensiones utilizando los coeficientes wavelet.

Los buenos resultados de SVM sobre datos suavizados y coeficientes DW'T,
nos permiten disponer un método que potencialmente puede dar resultados
satisfactorios cuando se traten muestras pequeias.

En un escenario de recalibracion del sistema, donde el costo de cada analisis
quimico tradicional de una muestra es muy alto, seré crucial poder disponer de

esta técnica.

9.9.5. Tiempos de cémputo

Las distintas técnicas implicaron la utilizaciéon de un alto poder de computo,
registrandose tiempos largos de procesamiento.

Esta situacion no genera problemas en la utilizaciéon de estos modelos, dado
que el computo efectivo de la funcién predictora aplicado a una nueva muestra

son muy pequenos.

9.9.6. Robustez de SVM

Si bien encontramos outliers en los datos, no fue necesario descartar estos
datos para cumplir con el objetivo. Nos planteamos en un futuro inmediato,
reprocesar los modelos obtenidos descartando los outliers y verificar con los

expertos los registros de las muestras etiquetadas como valores atipicos.



Capitulo 10

Conclusiones Finales y Trabajo

Futuro

El aprendizaje automético, y en particular la Teoria del Aprendizaje Es-
tadistico, constituyen un marco de trabajo sélido para la comprension y con-
struccion de sistemas con la capacidad de aprender a partir de datos. El proposi-
to primordial es la inferencia de reglas generales a partir de las muestras ob-
servadas, con la capacidad de extrapolar estas reglas a datos no previamente
analizados. En este contexto, los métodos basados en kernels ofrecen un en-
foque potente y adaptable para la construccion de sistemas de aprendizaje no
lineal, al integrar de manera implicita los datos en un espacio de caracteristicas

de alta dimension.

10.1. Conclusiones Generales

= Bl aprendizaje automatico, especialmente la teoria del aprendizaje es-
tadistico, proporciona un marco sélido para comprender y construir sis-
temas que pueden aprender de los datos. El objetivo es inferir reglas gen-
erales a partir de muestras observadas y generalizar sobre datos no vistos.
Esto es especialmente ttil para problemas que son demasiado complejos

para ser resueltos con soluciones explicitas preprogramadas.

= La eleccion del espacio de hipoétesis, la funcién de pérdida y el método
de regularizacion son decisiones de diseno cruciales en la construccion de
un sistema de aprendizaje exitoso. El espacio de hipotesis determina el
conjunto de funciones posibles que el sistema puede aprender, la funcién

de pérdida cuantifica el error de una funciéon dada y el método de regular-
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izacion ayuda a prevenir el sobreajuste penalizando funciones demasiado

complejas.

= Los métodos de kernel, que incrustan implicitamente datos en un es-
pacio de caracteristicas de dimension alta, ofrecen una forma poderosa
y flexible de construir sistemas de aprendizaje no lineal. Este enfoque
aprovecha la teorfa y los algoritmos bien establecidos para encontrar pa-
trones lineales, mientras que la funciéon de kernel proporciona una forma
computacionalmente eficiente de trabajar con representaciones de datos

de alta dimensioén.

10.2. Conclusiones de la Aplicacién Practica

= Las técnicas de aprendizaje automético, particularmente los métodos
basados en kernel como la Regresion de Vectores de Soporte (SVM) y los
Minimos Cuadrados Regularizados de Kernel (KRLS), se pueden aplicar
eficazmente al analisis de datos quimiométricos. Proporcionan una alter-
nativa a los andlisis quimicos tradicionales, que consumen mucho tiempo
y son costosos, como la predicciéon del contenido de nitrégeno en las ho-
jas de tabaco a partir de datos de espectroscopia de infrarrojo cercano
(NIRS).

» El preprocesamiento de los datos espectrales, incluidas las técnicas de
reducciéon de ruido y de dimensionalidad, es esencial para mejorar el
rendimiento de los modelos SVM. Por ejemplo, suavizar los datos es-
pectrales y aplicar la Transformada de Wavelet Discreta (DWT) pueden

mejorar significativamente la precision predictiva de los modelos SVM.

= Si bien tanto PLSR como SVM lograron una buena precisiéon predicti-
va en el conjunto de datos dado, SVM, especialmente cuando se aplica
a datos preprocesados, es prometedor para escenarios con tamanos de
muestra mas pequenos. Esto convierte a SVM en una herramienta poten-
cialmente valiosa para recalibrar sistemas donde obtener analisis quimicos

adicionales para el entrenamiento es costoso.

Las fuentes enfatizan la transicién de los enfoques tradicionales de Mini-
mizacion de Riesgo Empirico (ERM) a técnicas de regularizacion méas sofisti-

cadas como SVM y KRLS para abordar el sobreajuste y mejorar el rendimiento
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de la generalizacion. Destacan la importancia de comprender los fundamentos
tedricos de estos métodos para aplicarlos eficazmente a problemas del mundo
real como el analisis quimiométrico. dimension, ofrecen una forma poderosa y
flexible de construir sistemas de aprendizaje no lineal. Este enfoque aprovecha
la teoria y los algoritmos bien establecidos para encontrar patrones lineales,
mientras que la funcién de kernel proporciona una forma computacionalmente

eficiente de trabajar con representaciones de datos de alta dimension.

10.3. Trabajo futuro

Tareas siguientes a la culminacién de este trabajo:
Luego de la etapa que intentamos cumplir con este trabajo, continuaremos
trabajando sobre el problema en cuestion. Algunas de las tareas que se considera

relevante abordar a corto plazo son:

= Simular una muestra pequena a partir de la muestra de entrenamiento.

= Generar modelos SVMr y KRLS independientes para predecir valores de

otras 3 substancias disponibles en el conjunto de datos.
= Probar otras técnicas de suavizado/eliminacion de ruido.

» Aplicar KRLS a datos suavizados: en datos no suavizados supera el R?
de SVM.

= Introducir outliers artificiales y reprocesar.

Extraer outliers y reprocesar.

El objetivo de este trabajo es proporcionar un sistema de calculo automati-
co, obteniendo un modelo ajustado y su correspondiente funcion predictora
que cumpla con los requisitos sefialados. Una tarea futura podria ser generar
un paquete de R para que la comunidad cientifica disponga de las herramientas
utilizadas.

Lineas de investigacién tentativas:

» Generar un modelo que busque la funcion f : R??! — R* o para para
el caso de los coeficientes wavelet f : R% — R* que permita predecir los
valores de las cuatro substancias simultaneamente (Lue 2009). Esta tarea
estad en el contexto de regresion aplicada a funciones de salida vectorial
(Micchelli & Pontil 2005).
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= Es decir, generar un modelo de regresiéon que prediga los valores quimicos

de los cuatro substancias. Es decir ) € R%.



Apéndice A

Cdédigo R: Clasificaciéon Lineal
con SVM

En este apartado se documenta en R utilizable para el procedimiento de

clasificacion lineal mediante Maquinas de Vectores de Soporte (SVM).

svm_ clasif lineal a v0l.r

n <- 150 # number of data points

p <- 2 # dimension

sigma <- 1 # wartance of the distribution

meanpos <- 0 # centre of the distribution of positive examples

meanneg <- 3 # centre of the distribution of mnegative exzamples

npos <- round(n/2) # number of positive exzamples

nneg <- n-npos # number of negative ezxzamples

# Generate the positive and negative examples

xpos <- matrix(rnorm(npos*p,mean=meanpos,sd=sigma) ,npos,p)

xneg <- matrix(rnorm(nneg*p,mean=meanneg ,sd=sigma) ,npos,p)

x <- rbind(xpos,xneg)

# Generate the labels

y <- matrix(c(rep(1l,npos),rep(-1,nneg)))

# Visualize the data

plot(x,col=ifelse(y>0,1,2))

legend ("topleft",c(’Positive’,’Negative’),col=seq(2),pch=1, text
.col=seq(2))

## Prepare a training and a test set ##

ntrain <- round(n*0.8) # number of tratining ezamples
tindex <- sample(n,ntrain) # indices of training samples
xtrain <- x[tindex,]

xtest <- x[-tindex,]

ytrain <- y[tindex]
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ytest <- y[-tindex]
istrain=rep(0,n)
istrain[tindex]=1
# Visualize
plot(x,col=ifelse(y>0,1,2) ,pch=ifelse(istrain==1,1,2))
legend ("topleft",c(’Positive, Train’,’Positive Test’,’Negativey
Train’,’Negative Test’),
col=c(1,1,2,2),pch=c(1,2,1,2) ,text.col=c(1,1,2,2))
#1.2 Train a SVM
#Now we train a linear SVM with parameter C=100 on the training
set
# load the kernlab package
library (kernlab)
# train the SVM
svp <- ksvm(xtrain,ytrain,type="C-svc",kernel=’vanilladot’,C
=100, scaled=c())
#Look and understand what svp contains
# General summary
SVp
# Attridbutes that you can access
attributes (svp)
# For example, the support wvectors
alpha(svp)
alphaindex (svp)
b(svp)
# Use the built-in function to pretty-plot the classifier
plot (svp,data=xtrain)




Apéndice B

Cdédigo R: Clasificacion No
Lineal con SVM

En este apartado se detalla un script en R, a modo de ejemplo, para la
evaluacion y seleccion del modelo de clasificacion no lineal con Maquinas de

Vectores de Soporte.

svim_ clasif nolineal a vOl.r

#clastficacion no lineal

https://stat.ethz.ch/pipermail/r-help/2000-April/006140.html

n <- 150 # number of data points

p <- 2 # dimension

sigma <- 1 # wartance of the distribution

meanpos <- 0 # centre of the distribution of positive exzamples

meanneg <- 3 # centre of the distribution of negative examples

npos <- round(n/2) # number of positive exzamples

nneg <- n-npos # number of negative ezxzamples

# Generate the positive and negative exzamples

xpos <- matrix(rnorm(npos*p,mean=meanpos,sd=sigma) ,npos,p)

xneg <- matrix(rnorm(nneg*p,mean=meanneg ,sd=sigma) ,npos,p)

X <- rbind(xpos,xneg)

# Generate the labels

y <- matrix(c(rep(1l,npos),rep(-1,nneg)))

# Visualize the data

plot(x,col=ifelse(y>0,1,2))

legend ("topleft",c(’Positive’,’Negative’),col=seq(2),pch=1,text
.col=seq(2))

## Prepare a training and a test set ##

ntrain <- round(n*0.8) # number of training ezamples
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tindex <- sample(n,ntrain) # indices of training samples
xtrain <- x[tindex,]
xtest <- x[-tindex,]

ytrain <- y[tindex]

ytest <- y[-tindex]
istrain=rep(0,n)
istrain[tindex]=1
# Visualize
plot(x,col=ifelse(y>0,1,2) ,pch=ifelse(istrain==1,1,2))
legend ("topleft",c(’Positive, Train’,’Positive Test’,’Negativey
Train’,’Negative Test’),
col=c(1,1,2,2),pch=c(1,2,1,2) ,text.col=c(1,1,2,2))
#1.2 Train a SVM
#Now we train a linear SVM with parameter C=100 on the training
set
# load the kernlab package
library (kernlab)
# train the SVNM
svp <- ksvm(xtrain,ytrain,type="C-svc",kernel=’vanilladot’,C
=100, scaled=c())
#Look and understand what svp contains
# General summary
SVp
# Attridbutes that you can access
attributes (svp)
# For example, the support wvectors
alpha(svp)
alphaindex (svp)
b(svp)
# Use the built-in function to pretty-plot the classifier
plot (svp,data=xtrain)




Apéndice C

Pseudocdédigo de la

transformaciéon DW'T

algoritmoywtsniveles.m

4 --- PROCEDIMIENTO: Transformada Wavelet Discreta (DWT) de 5

niveles ---

A 1. Carga de datos de la senal (ej. espectro NIR)
4 Supongamos que X_original es nuestra matriz de datos
senal = X_original(l, :);

Z Tomamos un espectro (fila) de ejemplo

# 2. Definicton de parametros de la transformada
niveles = 5;
/4 Numero de niveles de descomposicion

familia = ’haar’; / Familia wavelet a utilizar (Haar)

# 3. Aplicacion de la DWT unidimensional
A C: wvector que contiene todos los coeficientes concatenados
4 L: vector con las longitudes de cada componente (A5, D5, D4,
D3, D2, D1)
[C, L] = wavedec(senal, niveles, familia);
A 4. Eztraccion de los coeficientes de Aprozimacion del nivel 5
(45)
/ Estos coeficientes representan la senal con su
dimensionalidad reducida
coef_A5 = appcoef(C, L, familia, niveles);
Z 5. (Opcional) Exztraccion de los coefictentes de Detalle (D1 a
D5)
A coef_D1 = detcoef(C, L, 1);
A
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4 coef_Db5 = detcoef(C, L, 5);

# 6. Seleccion final de caracteristicas

4 El wvector reducido se pasa al modelo de clasificacion SVM
caracteristicas_svm = coef_Ab5;

4 Comprobacion de la reduccion de dimensionalidad
disp(’Dimensionoriginal de,la senal:’);
disp(length(senal));
disp(’Dimension,reducida,,(Coeficientes A5):’);

disp(length(caracteristicas_svm));




Apéndice D

Ejemplo Practico: Minimos
Cuadrados Regularizados por
Nacleos (KRLS)

En el marco del Aprendizaje Estadistico Supervisado basado en Nicleos
abordado en este trabajo, los Minimos Cuadrados Regularizados por Ntcleos
(KRLS, por sus siglas en inglés) representan una técnica fundamental, es-
pecialmente 1util para problemas de regresion y para la inferencia de efectos
marginales. A diferencia de las Maquinas de Vectores de Soporte (SVM) clési-
cas orientadas a la clasificacion mediante la maximizaciéon del margen, KRLS
Hainmueller & Hazlett (2013a) minimiza una funcién de pérdida cuadratica
penalizada (regularizacién de Tikhonov). Esto permite obtener superficies de
respuesta suaves sin necesidad de especificar analiticamente la forma funcional
de las relaciones no lineales. Sin embargo, cabe mencionar que en la aplicacion
de este modelo dentro de la presente monografia no se obtuvieron los resultados
positivos esperados. Tal como se expone en las lineas de trabajo futuro, queda
pendiente un andlisis més profundo y el ajuste de sus parametros para inten-
tar mejorar su nivel de desempeno y precision. A fin de operacionalizar este
enfoque, se expone seguidamente un script en el entorno y lenguaje computa-
cional R R Core Team (2014) basado en el paquete KRLS Hainmueller & Hazlett
(2013b). Este bloque se adjunta con el objetivo de implementar una aplicacion
empirica del estimador. La sintaxis aborda cuatro escenarios de ajuste que

ponen de manifiesto la versatilidad del «truco del nticleoy» (kernel trick):

= Ejemplo Lineal: Demuestra como el método ajusta una relacion subya-

cente que es estrictamente lineal, validando que la técnica generaliza bien

127



Ejemplo Practico: Minimos Cuadrados Regularizados por Nacleos (KRLS) 128

incluso en casos simples.

= Ejemplo No Lineal: Ilustra la capacidad de capturar relaciones polin6mi-
cas complejas de forma automaética, sin indicarle al modelo qué variables

transformar.

» Ejemplo 2D: Muestra la aproximacién de una funcion trigonométrica
con ruido unidimensional. Ademas, destaca una de las mayores venta-
jas de KRLS: la estimacion analitica de las derivadas parciales (efectos

marginales continuos).

» Ejemplo 3D: Ajuste de una superficie tridimensional compleja a partir

de predictores bivariados.

ejemplos,ris.r

library (KRLS)

# === 1. EJEMPLO LINEAL =
# Configuracion de los datos

N <- 200

x1 <- rnorm(N)

x2 <- rbinom(N, size=1, prob=.2)

y <- x1 + .5%x2 + rnorm(N, 0O, .15)
X <- cbind(x1, x2)

# Ajuste del modelo KRLS

krlsout <- krls (X=X, y=y)

# Resumen de efectos marginales y contridbucion de cada variable
summary (krlsout)

# Graficos de efectos marginales y esperanzas condicionales

plot (krlsout)

# === 2. EJEMPLO NO LINEAL ===

# Configuracion de los datos (relacion cubica para z1)
N <- 200

x1 <- rnorm(N)

x2 <- rbinom(N, size=1, prob=.2)

y <- x1°3 + .5%x2 + rnorm(N, 0, .15)

X <- cbind(x1, x2)

# Ajuste del modelo
krlsout <- krls(X=X, y=y)

summary (krlsout)
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plot (krlsout)

I}
I}
I}
n
I}

# = 3. EJEMPLO 2D (Aprozimacion de funciones y derivadas)
# Datos predictores

X <- matrix(seq(-3, 3, .1))

# Funcion real subyacente

Ytrue <- sin(X)

# Adicion de ruido aleatorio

Y <- sin(X) + rnorm(length(X), sd=.3)

# Aproximacion de la funcion usando KRLS
out <- krls(y=Y, X=X)
# Obtencion de valores ajustados y errores estandar (se)

fit <- predict(out, newdata=X, se.fit=TRUE)

# Visualizacion de resultados: Ajuste de f(z)
par (mfrow=c(2,1))
plot (y=Ytrue, x=X, type="1", col="red", ylim=c(-1.2,1.2), lwd
=2, main="f(x)")
points (y=fit$fit, X, col="blue", pch=19)
arrows (yl=fit$fit+1.96*xfit$se.fit, yO=fit$fit-1.96*xfit$se.fit,
x1=X, x0=X, col="blue", length=0)
legend ("bottomright", legend=c("trueyf(x)=sin(x)", "KRLS, fitted
wf(x)"),
lty=c(1,NA), pch=c(NA,19), lwd=c(2,NA), col=c("red","
blue"), cex=.8)

# Visualizacion de derivadas df(z)/dez

plot(y=cos(X), x=X, type="1l", col="red", ylim=c(-1.2,1.2), lwd
=2, main="df (x)/dx")

points (y=out$derivatives, X, col="blue", pch=19)

legend ("bottomright", legend=c("true, df (x)/dx=cos(x)", "KRLS,
fitted,df (x)/dx"),

lty=c(1,NA), pch=c(NA,19), lwd=c(2,NA), col=c("red","
blue"), cex=.8)

# === J. EJEMPLO 3D (Superficies de respuesta complejas) ===
# Grafico de la funcion wverdadera

par (mfrow=c(1,2))

f <- function(xl, x2){ sin(xl)*cos(x2) }

xl <- x2 <- seq(0, 2*pi, .2)

z <- outer(x1l, x2, f)

persp(xl, x2, z, theta=30, main="true, f(xl,x2)=sin(xl)cos(x2)")
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Aprozimaction de la superficie con KRLS
# Datos y resultados (incorporando ruido)
<- cbind(sample(x1, 200, replace=TRUE), sample(x2, 200,
replace=TRUE))
y <- £(X[,1], X[,2]) + runif(nrow(X))

# Ajuste de la superficie

krlsout <- krls(X=X, y=y)

# Grafico de la superfictie ajustada
ff <- function(xli, x2i, krlsout) A{
predict (object=krlsout, newdata=cbind(xli, x2i))$fit
}
z <- outer(xl, x2, ff, krlsout=krlsout)
persp(xl, x2, z, theta=30, main="KRLS,fitted_ f(x1,x2)")




Apéndice E

Consideraciones sobre la
Comparativa de Performance
mediante R?

En el presente trabajo, la evaluacion de la capacidad predictiva de los mode-
los basados en ntcleos se ha realizado utilizando el coeficiente de determinaciéon
(R?), cumpliendo con los estandares de validacion requeridos por el cliente. Es
fundamental precisar que, si bien los valores comparativos presentados en el
la Tabla 9.4 provienen de la aplicacién de algoritmos sobre conjuntos de datos
distintos a los de las referencias externas, existe una equivalencia metodologica

y estructural que justifica dicha comparacion.

E.1. Naturaleza de los Datasets y Homogenei-

dad de Dominio

La validez de contrastar métricas de desempeno entre estudios independi-
entes radica en la similitud de la naturaleza fisicoquimica de los datos.
En ambos casos, se trabaja con matrices espectroscopicas de alta dimensional-
idad obtenidas mediante NIRS (Near-Infrared Spectroscopy). La estructura de
covarianza, la autocorrelacién de las bandas de longitud de onda y la presencia
de ruido instrumental en estos conjuntos de datos presentan desafios analiticos
analogos. Esto permite que el R? actiie como un indicador de robustez del al-
goritmo, permitiendo una evaluacion de la eficiencia del modelo mas alla de la

muestra especifica utilizada.
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E.2. Justificacion Metodolégica segiin zhang2008qua

Este enfoque de validacion y comparacion de performance se sustenta en
investigaciones precedentes de alta relevancia en el area de la quimiometria.
Especificamente, el trabajo de zhang2008qua constituye un antecedente criti-
co, al demostrar que la combinacion de espectroscopia infrarroja cercana y
méaquinas de vectores de soporte (SVM) es altamente eficaz para el anlisis

cuantitativo de constituyentes quimicos en matrices biologicas complejas.

En su investigacion, los autores establecen que el éxito de la generalizacion
del modelo se mide por su capacidad de mantener un R? elevado frente a la vari-
abilidad inherente de las muestras. Al utilizar conjuntos de datos de naturaleza
similar a los analizados en esta monografia, los hallazgos de zhang2008qua vali-
dan el uso de estas métricas como un estandar de comparaciéon para determinar

la optimizacién de los hiperparametros y la seleccion de la funcion de nicleo.

Por lo tanto, la comparativa presentada no pretende establecer una identi-
dad numérica entre muestras, sino demostrar que los algoritmos aqui implemen-
tados alcanzan niveles de precision y estabilidad consistentes con los reportados
en la literatura cientifica de vanguardia, para el momento en que se elaboro este

trabajo, para problemas de regresion espectroscopica.



Apéndice F

Teoremas y demostraciones

F.1. Teorema Generalizado de Representacion

Este resultado es 1til para una amplia clase de problemas de optimizacion,
donde los regularizadores RKHS tienen soluciones que se pueden expresar co-
mo expansiones kernel en términos de los datos de entrenamiento. A contin-
uacion presentamos el planteo y la correpondiente demostracion propuesta en

(Scholkopf et al. 2001) del Teorema No paramétrico de Representacion.

Enunciado del Teorema

Sean:

= X un conjunto no vacio.

Un kernel positivo definido £ en X x X.

» Una muestra de entrenamiento {(x1,41), ..., (Zn,yn)} € (X X R)™.

Una funcién g estricta y mondtonamente creciente en valores reales [0, 00).

Una fucion de costo arbitraria ¢ : (X x R?)™ — R U {oo}.

Una clase de funciones F = {f ERY|F() =D Bik(-,2), 8 € R,z € X ||f]] < oo}.
i=1

|| -|| es la norma en el RK HS H,, asociada al kernel k. Es decir, para cualquier
z€X,B; Rt €N,

1Y Bk 22 =S5 BiBik(z, ).

i=1 j=1
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Luego cualquier f € F minimiza el funcional de riesgo regularizado

(@, y1, f(21), -5 (T Yo S (@m)))) + g (1)),

admite una representaciéon de la forma:

Demostraciéon

Dado que asumimos que k£ mapea en R consideramos:
¢: X = RY 2 — k(-,2).

Dado que k es un reproducing kernel, evaluar la funcién ¢(z) en el punto 2’
implica:

(@(2)(2") = k(z,2) = (¢(x), ¢(a')),

para todo z,2/ € X Aqui el producto interno es en Hj. Dado x1,...,x,,,
cualquier f € F puede ser descompuesta en una parte que vive en el span

de las funciones ¢(z;) y una parte ortogonal a ellas, es decir:
f= Z a;p(z;) + v,
i=1

para algin o € R™ y v € F' que satisface, para todo j,

(v, 6(z;)) = 0.

Evaluar f en un punto de la muestra de entrenamiento z;, es proyectar f
sobre ¢(x;)

Flag) = (fo(xy) = O (i) + v, ¢(a1)),

= > aidla)la;) + (v.0(x;) = Y aid(ai)d(a)

que es independiente del v elegido. Por lo tanto, el resultado de evaluar f en
cualquier punto de la muestra no depende de v, el primer sumando del riesgo a

minimizar c¢((x1, y1, f(21)), -, (T, Ym, f(2m))) tampoco depende del v elegido.
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Por lo tanto podemos elegir v = 0.

Procedamos ahora con el segundo sumando del riesgo,

g(lfI) =g ||Zaz¢ i) +vll) = 9( ||Zaz¢ za) 1P+ [lvlf?

Dado que g es estrictamente creciente, si v = 0 entonces su valor serad menor.
Por lo tanto un minimizador del riesgo necesariamente debe tener v = 0.

Luego
f= Z (),
i=1

es decir
m

FO) =" ikl ).

=1
F.2. Demostracién de una cota para el error

Lema

Estos resultados ya los habiamos planteado en este trabajo cuando trata-
mos inecuaciones exponenciales. Sea ¢ una variable aleatoria en un espacio

2

de probabilidad Z con media p y varianza o* satisfaciendo | — p| < M casi

seguramente. Entonces, para todo € > 0, tenemos:

- —me?
> € eXpl ————— ¢ .
= &P 2(02 + 3 Me)
<2 —me”
>c0 S20Xpy o

Bernstein:

ZEZ’” {‘ Zg zz

Hoeffding:

zEZ’”{‘ Z§ ZZ

Enunciado del Teorema

En (Wu et al. 2006) se presenta una cota para una funcion v genérica, que
cumpla las condiciones que siguen. Sea H un subconjunto de C(X) tal que para
toda f € H se cumple que |f(z) — y| < M casi seguramente. Si ¢ : R — R es
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una funcion de pérdida regresiva que satisface:
[(t) —y(t)| < Clt =P, Vi, t' € [-M,M],

luego para todo € > 0 se cumple que:

1/s 2
Prob{€x(f,) < e} >1- N <”H (55) ) 2exp {—1282—;\42} -

Demostraciéon del Teorema

Sea {f;}}\y € H con N = N(H,n) y n = (¢/(4C))"/® tal que para cada
f € H existe algin j € {1,..., N} satisfaciendo ||f — fj|l« < 7. Entonces,
de acuerdo a la condicién de Lipschitz dada en nuestra suposicién, vemos de
ly — f(2)] < M que

E(f)—E(f;)] < / O(y—f (@) —ly—f; (@)ldp < C / (@)~ f;()]%dp < O,

y que casi seguramente

En) = Enlh < — S 1y — F() ~ (o — )| < O
i=1
Por lo tanto

E(f) = En(DI S NES) = EFDI+IE(S) = En(fi)] + 20"

Por la eleccion de 7, encontramos 2C7n°® = ¢/2. Por lo tanto, el evento
{z € Z™:|E(f) — En(f)] > € para algan f € H} esta contenido en el evento
Ujvzl{z e 2™ |E(f;) — Em(f;)| > €/2}. Es entonces que:

P.ezm <sup €)= En()] > 6) < ZPzezm (I€(f5) = En(fi)] > €/2).

feH

Para cada j, aplicamos el Lema a la variable aleatoria £(z) = ¢(y — f;(z))
en (Z,p). Se satisface = E(f;) y = > it1 &(2i) = En(f;). Ademas, |£(z) — pl
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puede ser expresado como:
ol = 1)~ [ vty = 5Nl =1 [ vty f@) = ol = £ Ndp()

que esté acotado por [, Cly — f;(z) — (v — f;(2'))[*dp(2’) < 2C'M®. Entonces,

tenemos de la desigualdad de Hoeffding en el Lema antes enunciado que

2,

Bucon (En(£) —~ £05)| > /) < 20 ( 202

Entonces

—me?
P.ezm (igg‘g(f) —Enl(f) > 6) < N(H,n)2exp (W) :
Dado que fy f, estdn ambas en H, tenemos E(f) — E(fu) < 2sup;ey |E(f) —
En(f)| < 2¢ con la confianza anterior. Entonces llegamos a la demostracion

reemplazando € por €/2. O

F.3. Demostraciéon de una solucién alternativa

para el problema de clasificacion

Si nuestro conjunto de datos Z es separable, es posible obtener clasificador
resolviendo la ecuacion que més abajo transcribimos y luego, si w* es la solucion
calculada, el clasificador asigna a cada punto x la sefal de (w*,z) — c¢(w*). O
sea,

x — sgn{w*, z) — c(w")).
Es posible resolver una forma equivalente a esta ecuacion:

b - [min(uw, 2,) — méx w2,
max — [IMIN(w, ;) — max(w, r;
Roll=1 2 [w=1" 7" gi=m1t

En (Cucker & Zhou 2007) se plantea el siguiente Teorema que nos permite llegar

al planteo de la soluciéon alternativa. Teorema: Supongamos que el problema

planteado tiene una solucion w* tal que A(w*))0. Entonces, w* = %, donde

el

w es una solucién del siguiente problema de optimizacion:
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min _||w| |2
weR™ beR

sujeto ay;(wlz; —b) > 1, i=1,..,m.

Ademas, A(w*) = m representa el margen.
Demostracion
Consideremos un minimizador (w0, b) de la funcién cuadratica ||w||* sujeta

a las restricciones lineales dadas. Recordemos que:

1
Aw) = = [ minw’z; — max wz; | .
2 \wi=1 yi=—1

Entonces,

va que (i, z;) —b > 1 cuando y; = 1y (i, z;) — b < —1 cuando y; = —1.

Afirmamos que A(wg) < m para cualquier vector unitario wg. Si esto es
cierto, entonces podemos concluir que A (IIWTH) = HTIH y por lo tanto w* = H:Z_H
Supongamos, por contradiccion, que para algin vector unitario wy € R" se
cumple A(wp) > m Consideremos el vector w = xb junto con

b= _1 (min(wo x;) + max (w xl)) :
2A(w0) yi=1 ’ yi=—1 ’

Se verifica que:

(wo, i) — 5 (miny,— (wo, ;) + maxy,—— (wo, 2:))

w, ;) —b= >1 siy; =1,
(w, ;) Aw)
y
wo, ;) — & (ming,—1 (wo, ;) + max,,—_1{(wo, ;
(w,xi>—b:< 0 > 2( Yi 1< 0 > Yi 1< 0 >) < -1 Siyi:—l.
A(w)
Pero ||[w||? = ﬂqfwo(‘)‘; = A(J)O)Q < ||w||?, 1o cual es una contradiccion con el hecho

de que w sea un minimizador.



Apéndice G

Conceptos Matematicos

Fundamentales

G.1. Algunos conceptos de Analisis Funcional

Procedemos a resumir los estudios realizados por el autor de este traba-
jo sobre algunos conceptos de analisis funcional necesarios para acercarnos a
comprender los resultados y teoremas aplicados. Este resumen fue preparado
en base a al mathcamp del curso (Rifkin et al. 2003) y literatura de referencia.

Presentamos a continuaciéon algunas de las definiciones bésicas de anéli-
sis funcional . Primero, se presentan espacios vectoriales de fimension finita
y estructuras adicionales que manejaremos sobre los anteriores. Se introducen
luego los espacios de Hilbert, que juegan un rol rundamental en este trabajo,
y se comentaran algunas peculiaridades al trabajar en dimension infinita. Fi-
nalmente, comentaremos de matrices y operadores lineales, en el contexto de
mapeos lineales entre espacios vectoriales. Veremos como las matrices represen-
tan funciones lineales entre espacios vectoriales de dimension finita, y se desar-
rollara una teoria paralela sobre operadores lineales entre espacios de Hilbert

en general. Asumimos que estamos trabajando con un campo base R.

Estructuras en Espacios Vectoriales

Un Espacio Vectorial V' es un conjunto con estructura lineal. Esto quiere
decir que podemos sumar elementos espacio vectorial o multiplicar sus elimentos
por escalares para obtener otro elemento. Un ejemplo conocido de un espacio
vectorial es Rn. Dados © = (x4, ...,2,) y ¥y = (y1, ..., Yn) en R, podemos formar

un nuevo vector r +y = (x1 + y1, ..., Tn + Yn) € R". En forma similar podemos
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formar ro = (ray,...,rz,) € R™ (Rifkin et al. 2003).

Definido en forma més rigurosa un Espacio Vectorial o K-espacio vec-
torial (Steinwart & Christmann 2008) es una terna (E,+,-), donde E es un
conjunto no vacioy + : Ex EF — Fy - : K x F — FE son mapeos que

satisfacen:

» (r4y)+z=2x+(y+ 2) para todo x,y,z € E.

r+y=1vy+ x para todo z,y € FE.

Existe un elemento 0 € E tal que x + 0 = x para todo = € F.

Para todo x € E existe un elemento —x € E tal que z + (—z) = 0.

» (aff)-z=a- (B z)paratodo o, € K, x € E.

1.2 = x para todo z € E.

(a+p) - z=a-x+ -z paratodoa,f € Kyx € E.

a-(r+y)=a-z+a-yparatodoae Kyuxy€kF.

Cada espacio vectorial tiene una base. Un subconjunto B = {vy, ..., v, } de
V es llamado una base si cada vector v € V' puede ser expresado tinicamente
como una combinacion lineal v = cyvy + --- + ¢,v,, para ciertas constantes
c1,....cm € R. La cardinalidad de B es conocida como la dimensién de V.
Es de destacar que dos espacios vectoriales finito dimensionales sobre R son
isomorficos, dado que una biyecccion entre las bases puede ser extendida lin-
ealmente para obtener un isomorfismo entre los dos espacios vectoriales. De esta,
forma, salvo un isomorfismo, para cada n € N existe un solo espacio vectorial
n-dimensional que es R™. Una métrica p en un conjunto X es una funcion que
asigna a cada par de puntos en X un namero real no negativo p(z,y) tal que

se satisfacen los siguientes axiomas:
1. p(z,y) =0« x =y, para todo z,y € X
2. p(z,y) = p(y, z) para todo x,y € X;
3. p(x,2) < p(x,y) + p(y, z) para todo z,y,z € X.

La pareja (X, p) se denomina entonces espacio métrico (Arkhangelskir

1990) y al ntimero p(z,y) se llama la distancia distancia entre los puntos x
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y y. Los axiomas métricos expresan en forma abstracta las propiedades bien
conocidas de la distancia usual en el plano y en el espacio tridimensional. La
condicion 3 se llama axioma del triangulo y la condicion 2 el axioma de simetria.
Los espacios vectoriales pueden tener estructuras adicionales que los distinguen
a unos de otros, que a contiunacién mencionaremos. Siguiendo con el razon-
amiento anterior, lo formulamos de otra forma para repasar otros conceptos de

la distancia (métrica) sobre V: es una funcion d : V x V — R que satisface

» Positividad: d(v,w) > para todo v,w € V,y d(v,w) = 0 si y solo si

v = w.
» Simestria: d(v, w) = d(w, v) para todo v,w € V.

» Desigualdad triangular: d(v, w) < d(v,z)+d(z,w) para todo v, w,z € V.

La mas comtn en R esta dada por d(z,y) = /(1 —y1)2+ - + (X0, yn)?
Es de destacar que esta nocién de métrica no requiere una estructura lineal ni
ninguna otra sobre V', una métrica puede ser definida en cualquier conjunto.
Un concepto similar que si requiere una estructura lineal en R™ sobre V es la
norma, que mide el "largo"de los vectores en V. Formalmente una norma es

una funcion || - || : V' — R que satisface las siguientes propiedades:
» Positividad: ||v]| > 0 para todo v € V, y ||[v| = 0 si y solo si v = 0.
» Homogeneidad: ||rv|| = |r|||v|| para todor e Ry v e V.
» Subaditivdad: ||v + wl|| < [|v|| + [Jw|| para todo v,w € V.

Por ejemplo, la norma euclidiana en R" es ||z|; = /2 + -+ 22 que
también es llamada la norma [,. También es relevante la norma [y ||z||; =
|z1| + - - - + |z,|. Podemos generalizar estos ejemplos con la norma [,. Dado un
espacio vectorial con norma (V)| - ||), podemos definir la funcién distancia
sobre V' como d(v,w) = ||[v — w||. Por ejemplo a la norma [y en R™ brinda la

funciéon distancia euclidianas:

d(z,y) = [z —yls = \/(331 —y)? et (T — yn)?,

mientras la norma ; en R” brinda la funcién distancia Mahattan o Taxi.

d(z,y) = |z =yl = ller = wall +- - + [lzn = wall,



Conceptos Matematicos Fundamentales 142

Es importante observar que todas las normas es un espacio vectorial fini-
to dimensional V' son equivalentes. Esto quiere decir que para dos normas
cualquiera p y v sobre V', existen dos constantes positivas C y C5 tales que
para todo v € V, Cpu(v) < v(v) < Cyu(v). En particular la continuidad o con-
vergencia con respecto a una norma implica continuidad o convergencia con
respecto a cualquier otra norma en un espacio vectorial finito dimensional. Por

ejemplo, sobre R tenemos la inecuacion ||z|l;/v/n < ||z|2 < [|z]||;-

Otra estructura que podemos incorporar a un espacio vectorial es el produc-
to interno. Un producto interno sobre V' es una funcion (-,-) : V. xV — R

que satisface las siguientes propiedades:
» Simetria: (v, w) = (w, v) para todo v,w € V
» Linealidad: (ryv; + rovg, w) = 11 (v, w) + 19(vg, w) para todo ry,re € V

» Positivodefinido: (v,v) > 0 para todo v € V, y (v,v) = 0 si y solo si
v=20

Por ejemplo, el producto interno estandar en R" = es (r,y) = x1y1 +--- +
TnYn, que también se escribe como x - y. Dado un espacio con producto interno
(V,(-,-)), podemos definir la norma de v € V como |jv|| = \/{v,v). Se puede
comprobar que esta definiciéon cumple con las propiedades antes mencionadas.
Por otra parte no toda norma proviene de un producto interno. La condicion
necesaria y suficiente para que una norma sea inducida por un producto interno

es la ley del paralelogramo:
lv+wl[* + [Jo = w|* = 2[jv]|* + 2(jw]||*.

Por ejemplo podemos verificar que la norma l5 en R™ es inducida por el produc-
to interno estandar, mientras que la norma [/; no es inducida por un producto

interno dado que no satisface la ley del paralelogramo.

Un resultado muy importante que involucra los productos internos es la

desigualdad de Cauchy-Schwarz:
(v,w) < ||v] ||w||para todo v,w, € V.

Un Espacio de producto interno es un espacio vectorial V' con un pro-

ducto interno <-,-> : V xV — R. Este producto interno generaliza el concepto
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de producto interno en un espacio euclidiano y nos permite definir conceptos
como ortogonalidad y normas. Un funcional lineal! es una funcién lineal de
un espacio vectorial V' a su campo subyacente de escalares. Si V' es un espacio
vectorial sobre un cuerpo k, el conjunto de todos los funcionales lineales de V' a
k es en si mismo un espacio vectorial sobre k con la adiciéon y la multiplicacion
por escalares definidas puntualmente. Este espacio se denomina espacio dual
de V. Se denota a menudo por Hom(V, k), o, cuando el cuerpo k se sobreen-
tiende, V*; también se usan otras notaciones. El espacio dual desempena un
papel clave en el anélisis funcional, particularmente en la optimizacion y el

estudio de la convergencia débil.

Espacios de Hilbert

Un objeto central del desarrollo de la teoria del aprendizaje en general,
es un Espacio de Hilbert: un espacio con producto interno completo. Es
complejo trabajar en dimensiones infinitas, por ejemplo, cuando tratamos con
espacios de funciones. La mayor parte de la discusion en la Seccion 1 se traslada
facilmente al caso de espacios vectoriales de dimensién infinita, pero debemos
ser un poco cuidadosos con la nociéon de base, ya que ahora tenemos que lidiar

con sumas infinitas. En particular, solo nos preocuparemos por los espacios

o0

o 1, de modo que

de Hilbert H que tienen una base ortonormal contable (v,,)

podamos escribir cada elemento z € ‘H como

v = (0, V) Up.

NE

n=1

Repasaremos ahora de algunos conceptos que nos permitirdn dar sentido
a estas propiedades. Primero discutimos sucesiones de Cauchy y completitud.
Recordemos que una sucesion (v, ),eny en un espacio normado V' converge a
v € Vi ||v, —v|| = 0 cuando n — o0, 0 equivalentemente, si para todo € > 0
existe N € N tal que ||v, — v|| < € siempre que n > N. Intuitivamente, esto
significa que v, se acerca arbitrariamente a v a medida que avanzamos en la
sucesion. Una condicion similar para una sucesion es ser de Cauchy. Una suce-
sion (v, )nen en V' es de Cauchy si la distancia entre cualquier par de elementos
de la sucesion se vuelve arbitrariamente pequena a medida que avanzamos en
la sucesion. Mas formalmente, (v,)nen es de Cauchy si para todo € > 0 existe

N € N tal que ||v,, —v,|| < € siempre que m,n > N. Claramente, toda sucesion

ITambién llamado forma lineal.
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convergente es de Cauchy, por la desigualdad triangular, pero el reciproco no es
cierto. Un espacio vectorial normado escompleto si toda sucesion de Cauchy
converge. Intuitivamente, esto significa que no hay "huecos.®® el espacio. Por
ejemplo, el conjunto de los niimeros racionales (Q) no es completo ya que le fal-
tan los irracionales. Mas concretamente, la sucesion 1.4142, 1.41421, 1.414213,
... converge a v/2 en los niimeros reales (R), pero v/2 ¢ Q. Por otro lado, R es
completo por definicion (de hecho, R es la completacion de Q), y se puede de-
mostrar que R"™ es completo para todo niimero natural n. Ademas, todo espacio
vectorial normado de dimension finita (sobre R) es completo. Esto se debe a
que, como vimos en la Seccion 1, todo espacio vectorial real de dimension n
es isomorfo a R", y cualquier par de normas en R" son equivalentes. Por lo
tanto, V' es completo si y solo si R" es completo bajo la norma estdndar, lo
cual es cierto. Ahora estamos en condiciones de definir los espacios de Hilbert:
un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno completo. La ob-
servacion al final del parrafo anterior muestra que R™ y cualquier espacio con
producto interno de dimension finita son ejemplos de espacios de Hilbert. El
ejemplo arquetipico de un espacio de Hilbert de dimensién infinita es el espacio

de sucesiones de cuadrado sumable,

Iz = {(an)nislan € R, Zai < oo},

n=1
donde la suma y la multiplicaciéon por escalares se definen componente a
componente, y el producto interno se define por (a,b) = > 7  a,b,. También
podemos considerar el analogo continuo de ls, es decir, el espacio de funciones

de cuadrado integrable

Lo([0,1]) = {£ : [0.1] = R| / f(2)?de < oo},

donde la integral es la integral de Lebesgue con respecto a la medida de
Lebesgue dx en [0, 1]. La suma y la multiplicacion por escalares en este espa-
cio se definen puntualmente, y el producto interno esta dado por (f,g)r, =
fol f(z)g(xz)dz. Con esta estructura, Lo([0, 1]) también es un espacio de Hilbert
de dimensién infinita. Un espacio de Hilbert siempre tiene una base ortonormal,
pero esta podria ser no numerable. Tipicamente, solo nos interesan los espacios
de Hilbert con una base ortonormal numerable, y una condicién natural que
podemos imponer para asegurar esta propiedad es la separabilidad. Intuitiva-

mente, un espacio es separable si puede ser aproximado por un subconjunto
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numerable de ¢l mismo, en un sentido que precisaremos pronto. Por ejemplo,

los nimeros reales (R) pueden ser aproximados por los nimeros racionales (Q),

que son numerables, por lo que R es separable. Un espacio lineal R se dice que

estd o es normado (Kolmogorov & Fomin 2012) si a cada elemento x € R le

corresponde un nimero no negativo ||z||, llamado la norma de x, tal que:
» ||z]| =0 siy solosiz =0,
» ||az| = |o|||x||, para todo escalar «,

ol +yll <l + llyll

La nocién de una sucesion de Cauchy en R puede generalizarse a espacios
vectoriales normados. Decimos que una sucesion (z,) en un espacio vec-
torial normado F es una sucesiéon de Cauchy si satisface la siguiente

propiedad:

Para todo € > 0, existe un N(e) € N tal que ||z, — z,|| < €, si m,n >
N (e).

Decimos que un espacio vectorial normado E es completo, o un espacio
de Banach, si toda sucesion de Cauchy en F converge. Teorema: FEl
espacio vectorial normado (Coleman 2012) (R", || - ||o) es un espacio de
Banach. Demostracion. Sea (z;) una sucesion de Cauchy en R". Usando
superindices para las coordenadas de los elementos de la sucesion, tenemos
zp = (x4, 23,...,27). Parai = 1,2,...,n, lasucesion (z}) es una sucesion
de Cauchy en R. Como las sucesiones de Cauchy en R convergen, para

cada i existe un z' tal que

lim zj, = 2"
k—o0
Si definimos x = (2!, 22,...,2"™), entonces es facil ver que
lim z;, = x.
k—o00

g

Segtin (Wibisono 2010) un espacio de Banach es un espacio normado
completo. Por ejemplo, C([0, 1]) con la norma del supremo es un espacio

de Banach. Otro ejemplo puede ser el espacio de sucesiones absolutamente
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sumables,
[e.e]
b = {(an>zo:1 | an € R,Z |an| < OO} )
n=1
donde la suma y la multiplicacién por escalares se definen componente a

componente, y la norma esta dada por

oo
lalli = la|.
n=1

Teorema. Un espacio vectorial normado de dimension finita es un espa-
cio de Banach (Coleman 2012). En particular, los espacios vectoriales

normados (R”, || - [|,), para 1 < p < oo, son espacios de Banach.

Demostracion. Sea (u;)?; una base del espacio vectorial normado de di-
mension n, (E, ||-|]). Stz = Y1, z;u; y definimos ¢(x) = (21, 29, . .., Tp),
entonces ¢ es un isomorfismo lineal de E sobre R™. Ahora, definiendo
o™ (¥)||s = ||ylle para y € R", obtenemos una norma en E. Como
(R™,]] - ||oc) €s completo, también lo es (E,|| - ||+). La equivalencia de

normas en F implica que (E, || - ||) también es completo.

Matrices y Operadores

Ademaés de hablar de espacios vectoriales, también podemos hablar de op-
eradores en esos espacios. Un operador lineal es una funcion L : V — W
entre dos espacios vectoriales que preserva la estructura lineal. En dimen-
sion finita, todo operador lineal puede ser representado por una matriz al
elegir una base tanto en el dominio como en el rango, es decir, trabajando
en coordenadas. Por esta razon, enfocaremos la primera parte de nuestra
discusion en matrices. Si V' es n-dimensional y W es m-dimensional, en-
tonces una transformacion lineal L : V' — W esta representada por una
matriz A cuyas columnas son los valores de L aplicados a la base de V.
El rango de A es la dimension de la imagen de A, y la nulidad de A es
la dimension del nicleo de A. El Teorema de rango-nulidad establece

que rango(A) + nulidad(A) = m, la dimension del dominio de A.

También notese que la transpuesta de A es una matriz n x m AT quesatis face

(Av, W) pm = (Av)Tw = vT ATw = (v, ATw) gn,
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para todo v € R" y w € R™. Sea A una matriz n X n con entradas reales.
Recordemos que un autovalor A € R de A es una solucién a la ecuacion Av = \v
para algin vector no nulo v € R", y v es el autovector de A correspondiente a
A. Si A es simétrica, es decir, A = AT, entonces los autovalores de A son reales.
Ademas, en este caso el Teorema espectral nos dice que existe una base ortonor-
mal de R™ que consiste en los autovectores de A. Sean vy, v, ..., v, esta base
ortonormal de autovectores y Ay, Ao, ..., A, los autovalores correspondientes. Es

posible entonces escribir:

n
2 T

A= )\Z'Uﬂ)i y
=1

lo cual se denomina descomposicijon espectral de A. También podemos
escribir esto como
A=VAVT

donde V' es la matriz n X n cuyas columnas son v; y A es la matriz diagonal
n X n con entradas \;. La ortonormalidad de vy, vy, ..., v, hace que V sea una

matriz ortogonal, es decir, V=1 = VT,

G.2. Algunos conceptos de Analisis Convexo

Estudiamos el apéndice A6 de (Steinwart & Christmann 2008) donde se desar-

rollan distintos temas de analisis convexo entre ellos:

e Propiedades de las funciones convexas.
e Calculo subdiferencial para funciones convexas.

e Conceptos adicionales de convexidad.

Propiedades de las Funciones Convexas

Decimos que un subconjunto A de un espacio de Banach E se denomina con-

vexo si, para todo x1, 9 € Ay todo a € (0,1), tenemos

azr; + (1 —a)ze € A
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En este caso, una funcion f : A — R U {co} se denomina convexa si, para

todo x1, 19 € Ay todo a € (0,1), tenemos

flaxy + (1 = a)zz) < af (1) + (1 — a) f(22).

Ademas, f se denomina concava si — f es convexa. En el apéndice mencionado
de (Steinwart & Christmann 2008) se cita a (Rockafellar 1970) haciendo refer-
encia al resultado que a continuacion planteamos. Lema: Matriz Hessiana de
funciones convexas. Sea O C R"™ un conjunto abierto y convexoy sea g: O — R
una funcién dos veces continuamente diferenciable. Entonces, g es convexa si y

solo si su matriz Hessiana @, = (¢;;(«));; definida por

0%g

qw<ZL’> = M<I1’ ceey J}n)
? J

es semidefinida positiva para todo x € O. Una consecuencia inmediata de este
resultado es el siguiente ejemplo para una funcién convexa de R™ en R. Sea

K € R™™ una matriz simétrica, b € R", y ¢ € R. La funcion cuadratica>
g(a) =a"Ka+b'a+ec, acR",

es convexa en R" si y solo si K es semidefinida positiva, es decir, si a’ Ka > 0
para todo a € R™. Lema: Continuidad de funciones convexas. Sea f : R —
R U {oo} una funcion convexa y sea Dom f = {t € R : f(t) < co}. Entonces

tenemos:

e f es continua en todo ¢t € Int Dom f.

e Si f es semicontinua inferiormente, entonces #

es continua.
m f

El lema anterior no es cierto en general para espacios de Banach. De hecho,
todo espacio de Banach E de dimensién infinita tiene un funcional lineal, y por
lo tanto convexo, x* : F — R que no es continuo en ningin punto. Teorema
Fundamental del Céalculo. Sea f : [a,b] — R una funcion Lipschitz continua.
Entonces f es diferenciable en casi todo punto ¢ € [a,b]. Ademaés, la derivada
f" de f, definida casi en todas partes, es integrable en el sentido de Lebesgue

y satisface

f(x) = f(a) + /x f'(H)dt, x € la,b].
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Este Teorema puede ser utilizado para definir un test de convexidad y una
formula para calcular las constantes locales de Lipschitz. Dados dos espacios
de Banach E' y F'y un subconjunto A C E, llamamos a una funciéon f : A — F

Lipschitz continua si existe una constante ¢ > 0 tal que

If(x) = f(a)lp < ¢l — 2"z para todo z,2" € A.

En este caso, la menor constante ¢ se denota por | f| L, Ademas, una fun-
cion f : R — R se llama "localmente Lipschitz continua"si para todo ¢ > 0
la restriccion f|_;4 de f al intervalo [—t,t] es Lipschitz continua. Lema: Con-
tinuidad de Lipschitz local y convexidad. Toda funcion convexa f : R — R es

localmente Lipschitz continua, y para t > 0 tenemos

2
1 fleallzip < < fll-26260 -
t

Si ademés f(0) = 0, entonces s — WH[‘TM es creciente en (0, 00) y tenemos

1
I fli=eallLp < ¥||f|[—2t,2t]oo> t>0.

Lema: Prueba de convexidad. Sea f : [a,b] — R una funcion Lipschitz continua
y sea N C [a,b] un conjunto de medida de Lebesgue nula tal que f es diferen-
ciable en todo t € [a,b] \ N. Supongamos que, para todo s,t € [a,b] \ N con

s <t, tenemos f’(s) < f'(t). Entonces, f es convexa.

Lema: Calculo de la constante de Lipschitz. Sea f : [a,b] — R una funcién
Lipschitz continua y sea N C [a,b] un conjunto de medida de Lebesgue nula

tal que f es diferenciable en todo ¢ € [a,b] \ N. Entonces tenemos

[ fllzip = sup [f(t)]-
te€la,b]\N
Teorema: Existencia de minimizadores. Sea F un espacio de Banach re-
flexivo y sea f : E — R U {oco} una funcion convexa y semicontinua inferior-
mente. Si existe un M > 0 tal que el conjunto {z € E : f(z) < M} es no vacio
y acotado, entonces f tiene un minimo global, es decir, existe un zy € F tal

que

flxo) < f(x), VzekE.
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Ademas, si [ es estrictamente convexa, entonces z( es el tnico elemento que

minimiza f.

Calculo subdiferencial para funciones convexas

Recopilamos algunas propiedades importantes de los subdiferenciales. 'y F
denotan espacios de Banach sobre R. Definicion. Sea F un espacio de Banach,
f: E — RU{oo} una funciéon convexa, y w € F con f(w) < co. Entonces, el

subdiferencial de f en w se define como

Of(w) :={w" € E": (w',v—w) < f(v) — f(w) para todo v € E}.

Proposicion. Sea f : E — R U {oo} una funcion convexa y w € E tal que
f(w) < oo. Si f es continua en w, entonces el subdiferencial df(w) es un
subconjunto no vacio, convexo y débil*-compacto de E’. Ademas, si ¢ > 0y

0 > 0 son constantes que satisfacen

[f(v) = fw)] < cllv—wl, vew+iBg,

entonces tenemos [|w’|| < ¢ para todo w' € df(w). Proposicion. Calculo subd-
iferencial. Sean f,g: F — R U {00} funciones convexas, A > 0,y A: F — FE

un operador lineal acotado. Entonces, se cumplen las siguientes reglas:

e Homogeneidad:para todow € E con f(w) < oo, tenemos O(Af)(w)
A0 f(w).

o Aditividad: si existe un wy € E en el que tanto f como g son
continuas, entonces, para todo w € E tal que f(w) < ooy g(w) <
00, tenemos I(f + g)(w) = df(w) + dg(w).

e Regla de la cadena:si existe un vy € F tal que f es finita y
continua en Avg, entonces, para todo v € F tal que f(Av) < oo,
tenemos J(f o A)(v) = A*0f(Av), donde A* : E' — F’ denota el
operador adjunto de A.

e Minimos: la funcién f tiene un minimo global en w € F si y solo
si0 e df(w).
e Diferenciabilidad: si f es finita y continua en w € E, entonces f

es diferenciable en el sentido de Gateaux en w si y solo si Jf(w) es

un singleton, y en este caso, tenemos 0f(w) = {f'(w)}.
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e Monotonia: Si f es finita y continua en todos los w € E, entonces
df es un operador monotono, es decir, para todo v,w € E, v €
df(v), y w' € df(w), tenemos (v —w',v —w) > 0.

Conceptos adicionales de convexidad

Introducimos algunas nociones mas fuertes de convexidad y discutimos sus
relaciones entre si.

Una funcién f : A — R en un subconjunto convexo A C E de un espacio de
Banach E se denomina estrictamente convexa si, para todo x1,z9 € A con

x1 # x2 y todo a € (0,1), tenemos:
flazy + (1 — a)zs) < af(z) + (1 — a)f(z2).

El médulo de convexidad de f se define como:

dr(e) == inf{w —f (#) 1 X1, 29 € A con ||z — xo]| > 5},

para todo € > 0, y decimos que f es uniformemente convexa si ds(c) > 0
para todo £ > 0. El siguiente lema describe algunas relaciones menos triviales
entre las diferentes nociones de convexidad. Lema: Dado un intervalo [ y una

funcion f : I — R, tenemos:

e Si f es convexa y satisface f(apr1 + (1 — ag)z2) = aof(z1) + (1 —
ap) f(xg) para algan z1,29 € I, oy € [0,1], entonces, para todo

a € 10, 1], tenemos
flaxy + (1 = a)xs) = af(z1) + (1 — @) f(22).

e Si f es continua, entonces f es convexa siy solo si, para todo x1, x5 €

I, tenemos

f (xl ;@) < %f(m) + %f(lé)-

e Si f es continua, entonces f es estrictamente convexa si y solo si,

para todo x1, x5 € I con xy # x5, tenemos

1 1
f (:Ul ‘g ZC2> < 5f(gjl) + 5f($2)
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e Si f es uniformemente convexa y continua, entonces es estrictamente
convexa. Reciprocamente, si I es compacto y f es estrictamente

convexa y continua, entonces es en realidad uniformemente convexa.

Lema: Sea I C R un intervalo no vacio, f : I — R una funcion estrictamente

convexa, y € > (. Entonces se tiene

5f(25):inf{f<x_€);f(x+5) —f(:c):xsatisfacex—aé]y:c+€€[}.




Apéndice H

Historia de la Investigaciéon del

Problema del Aprendizaje

Vapnik en la introduccion de (Vapnik 1995) destaca cuatro periodos en la hiso-

tria de la investigacion del problema de aprendizaje.

e Construccion de las primeras maquinas que aprenden.
e Counstruccion de los fundamentos de la teoria.
e Construccién de las redes neuronales.

e Coustruccidon de alternativas a las redes neuronales.

Anos 60: El perceptron de Rosenblatt

Rosenblatt en el ano 1957 propuso el primer modelo de Aprendizaje Estadis-
tico llamado Perceptron. La idea ya habia sido discutida en la literatura de la
neurofisiologia, pero Rosenblatt hizo algo inusual: describi6 el modelo como un
programa para computadoras y demostré mediante experimentos que el mode-
lo podia ser generalizado. El perceptron fue contruido para resolver problemas
de clasificacion binaria. Del punto de vista geométrico, cada "neurona'"dividia
el espacio X en dos regiones: una region en la cual la salida y tomaba el valor
1 y otra en la cual tomaba el valor -1. Ambas regiones eran separadas por un
hiperplano. Rosenblatt consider6 un modelo compuesto de varias neuronas: la
salidas de las neuronas del nivel anterior son las entradas del siguiente nivel. El
altimo nivel solo contiene una neurona. De esta forma el perceptron dividia el

espacio X en dos partes separadas por una superficie lineal a trozos. En los anos

153
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60 no estaba claro como seleccionar los coeficientes de las neuronas en forma
simultanea (la solucion fue obtenida 20 anos después). Siguiendo los conceptos
fisiologicos tradicionales Rosenblatt propuso un algoritmo simple para iterati-
vamente encontrar los coeficientes, transformando el espacio X en uno nuevo Z
eligiendo coeficientes para todas las neuronas exceptuando la tltima. En 1962
Novikoff demostro el primer Teorema sobre el Perceptron, comenzando la Teo-
ria del Aprendizaje. Este Teorema jugd un rol extremadamente importante en
la teoria del aprendizaje, vinculando la causa de la capacidad de generalizacion
del modelo con el principio de minimizar la cantidad de errores en la muestra

de entrenamiento.

Anos 60 y 70: Fundamentos de la Teoria del
Aprendizaje

A medida que los experimentos con el Perceptron se hicieron populares otros
tipos de algoritmos de Aprendizaje estadistico fueron sugeridos. Pero, a diferen-
cia del Perceptron, estos algoritmos o "magquinas” "~ fueron considerados desde
su origen como herramientas para resolver problemas de la vida real antes que

un modelo general para el fenémeno del aprendizaje.

Luego de los anos 60, nada realmente extraordinario sucedi6 en el contexto del
analisis aplicado: hasta 1986 cuando se propone un algoritmo general llamado
back-propagation para obtener, en forma simultdnea, los coeficientes de varias

neuronas.

Sin embargo, estos anos fueron fructiferos para el desarollo de la Teoria del

Aprendizaje. En 1968 una filosofia de la Teoria del Aprendizaje fue desarrrol-
lada.

Usando los conceptos de entropia VC y dimension VC fue formulada la ley de
los grandes numeros en espacios funcionales, su relacion con los preocesos de
aprendizaje fueron descritos, y las cotas no asintoticas para la tasa de conver-

gencia fueron obtenidas.

Las cotas obtenidas introdujeron un novedoso principio inductivo: la minimiza-
cion del riesto esstructural, completando el desarrollo de la Teoria del Apren-
dizaje. El nuevo paradigma de la teoria es presentado en el libro Theory of

Pattern Recognition de Vapnik y Chervonenkis en 1974.
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Entre 1976 y 1981 los resultados originalmente obtenidos para el conjunto de
funciones indicatrices fueron generalizados para las funciones reales. Estos re-
sultados fueron presentados en 1979 en otra obra de Vapnik. Algunas de las

ideas desarrolladas en este periodo son las siguientes:

e La Teoria de Regularizacion para la soluciéon de problemas ill-posed:

Tykhonov y otros.

e La estimaciéon no paramétrica de densidades: Rosenblatt, Parze y

otros.

e La idea de la complejidad algoritmica: Solomonoff, Kolmogorov y
Chaitin.

Anos 80: Redes Neuronales

En 1986, varios autores propusieron independientemente un método para obten-
er simultdneamente los coeficientes vectoriales de todas las neuronas de un
Perceptron utilizando el llamado método de retropropagacion (LeCun 1986)
(Rumelhart et al. 1986). La idea de este método es extremadamente simple: si
en lugar del modelo de neurona de McCulloch-Pitts se considera un modelo lig-
eramente modificado donde la funcion discontinua signo (w-x —b) se reemplaza

por la continua denominada aproximaciéon sigmoide,

donde S(u) es una funcion monoétona con las propiedades

S(—o0) = =1, S(4o00) =1,

por ejemplo, S(u) = tanh(u), entonces la composicion de las nuevas neuronas es
una funcioén continua que para cualquier x fijo tiene un gradiente con respecto
a todos los coeficientes de todas las neuronas. En 1986 se encontré el método
para evaluar este gradiente. Utilizando el gradiente evaluado se puede aplicar
cualquier técnica basada en gradiente para construir una funcion que aproxime

la funcion deseada. Simplificacién de los Objetivos del Anéalisis Teorico

El descubrimiento de la técnica de retropropagacion puede considerarse como

el segundo nacimiento del Perceptron. Sin embargo, este nacimiento ocurrié en
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una situacién completamente diferente. Desde 1960 aparecieron computadoras
poderosas, ademés, nuevas ramas de la ciencia se involucraron en la investi-
gacion sobre el problema del aprendizaje. Esto cambi6 esencialmente la escala
y el estilo de la investigacion. A pesar del hecho de que no se puede afirmar
con certeza que las propiedades de generalizacion del Perceptron con muchos
neuronas ajustables sean mejores que las propiedades de generalizacion del Per-
ceptron con una sola neurona ajustable y aproximadamente el mismo ntimero
de parametros libres, la comunidad cientifica estaba mucho mas entusiasmada,
con este nuevo método debido a la escala de los experimentos. Los primeros
experimentos de Rosenblatt se realizaron para el problema del reconocimien-
to de digitos. Para demostrar la capacidad de generalizacion del perceptron,
Rosenblatt utilizé datos de entrenamiento que consistian en varios cientos de
vectores, conteniendo varias docenas de coordenadas. En los anos 80 e inclu-
so ahora en los 90, el problema del aprendizaje del reconocimiento de digitos
sigue siendo importante. Hoy en dia para obtener buenas reglas de decision
se utilizan decenas (incluso cientos) de miles de observaciones sobre vectores
con varios cientos de coordenadas. Esto requiri6 una organizacion especial de
los procesos computacionales. Por lo tanto, en los anos 80 los investigadores
en Inteligencia Artificial se convirtieron en los principales actores en el juego
del Aprendizaje Automatico. Entre los investigadores de Inteligencia Artificial
los partidarios de enfoques simples tenian una influencia considerable. Precisa-
mente ellos declararon que "Las teorias complejas no funcionan, los algoritmos

’

simples si”

Los partidarios de enfoques simples en inteligencia artificial abordaron el prob-
lema del aprendizaje con una gran experiencia en la construccion de .2lgoritmos
simples” " para problemas donde la teorfa es muy complicada. A finales de los
anos 60 se prometieron traductores automaticos de lenguaje natural en un par
de anos (incluso ahora este problema extremadamente complicado esta lejos de
resolverse); el siguiente proyecto fue construir un solucionador general de prob-
lemas; después de esto vino el proyecto de construir un controlador autométi-
co de grandes sistemas, y asi sucesivamente. Todos estos proyectos tuvieron
poco éxito. El siguiente gran problema a investigar fue la creacion de una tec-
nologia de Aprendizaje Computacional o Automatico. Primero, los partidarios
de enfoques simples cambiaron la terminologia. En particular el Perceptron
fue renombrado como Red Neuronal. Luego se implentdé un programa de in-

vestigacion conjunto con fisidlogos, y el estudio del problema del aprendizaje
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se volvié menos general, més orientado a temas especificos. En los anos 60 y
70, el objetivo principal de la investigacion era encontrar la mejor manera de
hacer inferencia inductiva a partir de muestras pequenas. En los anos 80, el
objetivo se convirti6é en construir un modelo de generalizacién que utilizara el
cerebro. Uno de los primeros intentos de introducir teoria en la comunidad de
Inteligencia Artificial se hizo en 1984 cuando se sugirié el modelo probable-
mente aproximadamente correcto (PAC). Este modelo se define por un caso
particular del concepto de consistencia comunmente utilizado en estadistica en

el que se incorporaron algunos requisitos sobre la complejidad computacional.

Los 90: Volviendo a los origenes

En la década del 90 algo cambi6 en relacion con las Redes Neuronales: se
comienza a prestar mas atencion a técnicas alternativas (Powell 1992), dedi-
cando gran esfuerzo al estudio del método de funciones de base radia. Al igual
que en los anos 60, las Redes Neuronales vuelven a cambiar su nombre pasan-
dose a denominar "perceptrones multicapa” . Las partes mas avanzadas de
la Teoria del Aprendizaje Estadistico ahora atraen a mas investigadores. En
particular, en los ultimos anos, tanto el principio de minimizaciéon del riesgo
estructural como el principio de longitud de descripcién minima se han conver-
tido en temas populares de anélisis. Las discusiones sobre la teoria de muestras

pequenas, en contraste con la asintética, se han generalizado.
Parece que todo esta volviendo a sus fundamentos.

Ademas, la teoria del aprendizaje estadistico ahora juega un papel mas activo:
después de completar el analisis general de los procesos de aprendizaje, se inicid
la investigacion en el area de la sintesis de algoritmos 6ptimos que poseen
el nivel mas alto de capacidad de generalizacién para cualquier nimero de

observaciones.
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