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Introduccion

Durante las décadas de 1920 y 1930, John von Neumann, con el objetivo de formalizar la
mecanica cuantica, introdujo lo que él llamé anillos de operadores, conocidos hoy en dia como
dlgebras de von Neumann. Estas son *-subalgebras compuestas por operadores acotados en
espacios de Hilbert y cerradas bajo una topologia especifica, denominada topologia operador
fuerte (ver [13, Capitulo 4]). Esta topologia es més débil que la inducida por la norma operador,
lo que implica que toda *-subélgebra cerrada en la topologia operador fuerte también es cerrada
en la topologia norma operador. Por lo tanto, si en vez de las *-subdlgebras cerradas por
la topologia operador fuerte, consideramos aquellas cerradas respecto de la norma operador,
obtenemos una versién mds general de las anteriores. Estas *-subalgebras cerradas bajo la norma
operador se conocen como C*-algebras.

La definicién abstracta de C*-algebra fue propuesta por Gelfand en 1943, y Gelfand junto
con Naimark demostraron que toda C*-algebra puede representarse como una *-subdlgebra
cerrada bajo la norma operador en el algebra de operadores acotados sobre algin espacio de
Hilbert. Ademés, Gelfand y Naimark establecieron que toda C*-algebra conmutativa es isomorfa
a Co(X), el dlgebra de funciones continuas X — C que se anulan en el infinito, para algin
espacio topolégico localmente compacto Hausdorff. El resultado de Gelfand y Naimark lleva a
una correspondencia méas profunda, que afirma que la categoria de C*-algebras conmutativas y la
categoria de espacios topologicos localmente compactos Hausdorff, donde los morfismos son las
funciones continuas propias, son equivalentes. Esto implica que estudiar C*-algebras conmutativas
es equivalente a estudiar la topologia en espacios localmente compactos de Hausdorff, por lo
tanto, las C*-dlgebras no conmutativas corresponden a la topologia no conmutativa.

En la década de 1970, las C*-4lgebras experimentaron un resurgimiento impulsado por la
incorporacién de métodos topolégicos, como el trabajo de Brown, Douglas y Fillmore sobre
las extensiones de C*-algebras, junto con la aplicaciéon de la K-teoria por parte de Elliott para
clasificar las AF-algebras.

La K-teoria es una herramienta utilizada en el ambito de la topologia (véase [2]). Al
interpretar las C*-algebras como una forma de topologia no conmutativa, el objetivo es extender
la K-teoria topologica a este contexto no conmutativo.

Para un espacio topoldgico compacto, Hausdorff y conexo X, el grupo K°(X) se construye
tomando clases de isomorfismo de fibrados vectoriales sobre X y formando su grupo de Grothen-
dieck. Para llevar esta definicion topolédgica al contexto de C*-algebras, se debe asociar a cada
fibrado vectorial un objeto algebraico de manera que los fibrados isomorfos correspondan a
objetos equivalentes. Observemos que los subespacios vectoriales de C™ estan en correspondencia
con las proyecciones de M,,(C). Un fibrado vectorial asocia "continuamente' a cada punto de
X un espacio vectorial, pudiendo ser descrito por una proyeccién continua p: X — M,,(C), es
decir, mediante una proyecciéon p en la C*-algebra

C(X, M,(C)) = M,(C(X)).
Dada una proyeccién p € M, (C(X)), se construye el fibrado vectorial
E, = {(a:,v) EXxC:ve p(x)(C”)}.

Swan [18] demuestra que cualquier fibrado vectorial sobre X se puede obtener de esta manera,
a menos de isomorfismo. Ademds, se puede probar que dos fibrados E, y E,, definidos por
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proyecciones q¢ € M,,,(C(X)) y p € M,(C(X)), son isomorfos si y solo si existe v € M,, ,(C(X))
tal que p = v*v y ¢ = vv*. En tal caso, utilizamos la notacion p ~q q.

Con esta traduccion del lenguaje de fibrados al contexto algebraico, observamos que considerar
clases de isomorfismo de fibrados se traduce en el lenguaje algebraico a analizar proyecciones
relacionadas por ~. Especificamente, para construir el primer grupo de K-teoria de C'(X) como
una C*-algebra, consideremos

Po(C(X) = U P(.(C(X)).

donde P(M,,(C(X))) representa las proyecciones en M, (C(X)). Definimos el semigrupo abeliano
D(C(X)) = P (C(X))/ ~o,

que es el equivalente algebraico de tomar clases de isomorfismo de fibrados vectoriales. Luego, a
través de una construccion similar a la de la K-teoria topoldgica, transformamos este semigrupo
abeliano en un grupo abeliano llamado Ky(C'(X)). Se puede demostrar que Ko(C(X)) y K°(X)
son isomorfos como grupos, indicando que la construccion en el caso de C*-algebras conmutativas
coincide con la construccion topolégica.

Generalizando la K-teoria al ambito de la topologia no conmutativa, definimos K, para una
C*-algebra con unidad de forma similar a como se define Ky(C'(X)), donde X es un espacio
topoldgico compacto, Hausdorff y conexo. Esto significa que para una C*-dlgebra A con unidad,
definimos

Pold) = U P(M().

luego P, (A) tiene una operacién binaria tal que D(A) = P, (A)/ ~o se convierte en un
semigrupo abeliano. Similar a D(C'(X)), aplicamos la construccién de Grothendieck al semigrupo
D(A), resultando en un grupo abeliano que llamamos Ky(A).

En la K-teorfa topolégica, K° define un funtor contravariante entre los espacios topoldgicos
localmente compactos Hausdorff y los grupos abelianos. Este funtor es invariante por homotopfia,
lo que significa que si X e Y son espacios topoldgicos localmente compactos Hausdorft y
homotépicamente equivalentes, entonces K°(X) ~ K°(Y). Esto también se cumple para la
K-teoria de C*-dlgebras, donde se demuestra que K es un funtor covariante entre las C*-dlgebras
con unidad y los grupos abelianos, ademaés es invariante por homotopia.

Hasta ahora solo hemos considerado la K-teoria de C*-algebras con unidad. No obstante, la
misma construccién de K es aplicable a C*-algebras sin unidad. El problema con este caso es
que el funtor K, deja de preservar las sucesiones exactas cortas que escinden. Dicha propiedad
no solo facilita el calculo de ciertos grupos Ky, también resulta esencial para la demostracién
de los teoremas principales de esta monografia. Por lo tanto, conviene definir K en el caso sin
unidad de modo que se garantice la preservacion de las sucesiones exactas cortas que escinden.

El calculo de Ky, aun con las propiedades que se desprenden de su definicién, es dificil. En
busqueda de simplificar el calculo recurriremos a los grupos superiores de K-teoria, denominados
K,, con n > 1. Estos permiten que, dada una sucesion exacta corta de C*-algebras, se obtenga
una sucesion exacta larga que involucra a los grupos K,,. Aun asi, el calculo de la K-teoria
sigue siendo complicado, pero para facilitarlo utilizamos el teorema de periodicidad de Bott.
La periodicidad de Bott también se traslada de la K-teoria topolégica. El teorema establece
que los grupos K,, para n par son isomorfos entre si, y que los K, para n impar también lo son
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entre si. Por consiguiente, basta considerar inicamente los grupos Ky y Ki, los demas grupos
de K-teoria son isomorfos a uno u otro. Existen varias demostraciones de este teorema en el
contexto de C*-algebras. La demostracién presentada en [15] sigue la idea de la prueba original
en K-teoria topolégica. En esta monografia seguiremos la demostracién dada por Cuntz en [6].
Dicha demostracion se basa en un uso inteligente de la denominada algebra de Toeplitz, la cual
se define como la C*-dlgebra generada por un operador acotado v € B(H) en un espacio de
Hilbert de dimensién infinita numerable, tal que v*v =1y 1 — vv* es la proyeccién ortogonal
sobre un subespacio de dimensién 1. Cabe destacar que, a diferencia de la prueba dada en [15],
que tiene raices conmutativas al estar motivada por la demostracion topologica, la demostracion
de Cuntz, al basarse en el uso del algebra de Toeplitz, es de naturaleza no conmutativa. Esto se
debe a que el dlgebra de Toeplitz es no conmutativa, como se observa en que v*v = 1y vv* # 1.

La periodicidad de Bott, al indicarnos que basta considerar K; y Kj, permite cerrar la
sucesion exacta larga. Es decir, dada una sucesién exacta corta de C*-algebras

0 1 A B 0

obtenemos la sucesién exacta

Ko(I) —— Ko(A) —— Kyo(B)

Ki(B) «+—— Kj(A) +— K;(I)

denominada sucesion exacta de seis términos.

Hasta ahora solo hemos visto la motivacion de la K-teoria y herramientas para su calculo,
pero no hemos mencionado en qué ambitos se utiliza. Las aplicaciones inmediatas aparecen en la
clasificacion de C*-dlgebras. Elliott utiliz6 la K-teoria para clasificar cierto tipo de C*-algebras,
denominadas AF-algebras. Es facil ver que Ky proporciona un invariante para C*-algebras: si A
y B son C*-algebras isomorfas, entonces Ky(A) ~ Ky(B). Elliott demostré que, al considerar
Ky con estructura adicional (grupo abeliano ordenado), se obtiene un invariante completo para
las AF-algebras con unidad.

También la K-teoria permite distinguir las denominadas dlgebras de rotacién irracional.
Las algebras de rotacién son isomorfas a un producto cruzado y, utilizando la sucesién de
Pimsner—Voiculescu, se puede calcular su K-teoria. Esto no es suficiente para distinguir las al-
gebras de rotacion irracional: para ello es necesario un andlisis mas fino de la K-teoria (véase [14]).

Sobre la monografia. Esta monografia se basa principalmente en el libro [15], mientras
que [19] se emple6 como fuente secundaria. La demostracion del teorema de periodicidad de
Bott es la proporcionada por Cuntz en [6].

La estructura de la monografia es la siguiente.

Capitulo 1. Se presentan los preliminares basicos de la teoria de C*-algebras sin demos-
tracién, basados en el libro [13]. Se enuncian los principales teoremas sobre C*-algebras y, a
continuacion, se aborda el tratamiento de las C*-algebras nucleares.

Capitulo 2. Se comienza con una introducciéon a los elementos unitarios y a las proyecciones
en una C*-algebra, tratando teoremas sobre ellos y sus relaciones. Mediante una relacién de
equivalencia en las proyecciones definimos un semigrupo abeliano que, utilizando la construccién



de Grothendieck, se obtiene un grupo abeliano. Esto conduce a la definicién de K, para C*-
algebras con unidad, aqui probamos que es un funtor de las C*-algebras con unidad a la categoria
de grupos abelianos y que es invariante por homotopia, es decir, si dos C*-algebras con unidad
son homotopicas, sus grupos K son isomorfos.

A continuacién pasamos a la definicién de K, para C*-dlgebras sin unidad. El procedimiento
anterior para construir /iy en el caso sin unidad carece de una propiedad importante, denominada
escinde-exacto. Por ello daremos una definicion alternativa que coincida con la anterior en el
caso de C*-algebras con unidad.

Probamos tres propiedades importantes de Kj:

s K es un funtor que escinde-exacto: toda sucesién exacta corta que escinde de C*-dlgebras

J/\

0 I > A . B 0,

induce una sucesion exacta corta que escinde de grupos abelianos

Ko(n)
‘/O_\
00— Ko(I) W Ko (A) W Ko(B) ——— 0.

= Continuidad: lim Ko(A,) ~ Ko(lig"ln A,,) para cualquier limite inductivo de C*-algebras
{An}neN-

» Estabilidad: primero demostramos la denominada estabilidad matricial, es decir, Ky(A) ~
Ky(M,(A)) para todo n € N. Luego tratamos la estabilidad mediante operadores com-
pactos: sea K el algebra de operadores compactos en un espacio de Hilbert de dimensién
infinita numerable, se tiene Ky(A) ~ Ko(A ® K).

Terminamos el capitulo definiendo el grupo K; y enunciando algunas de sus propiedades.

Capitulo 3. Presentamos una forma de relacionar los grupos Ky y K; mediante el denomi-
nado morfismo indice. Luego probaremos que, en cierto caso, este morfismo es un isomorfismo,
estableciendo asi la relacién Ky(SA) ~ K;(A), donde SA ~ Cy((0,1)) ® A es la suspension
de A. A continuacion definimos los grupos superiores de K-teoria de forma inductiva por
K, (A) = K,_1(SA) para todo n > 2. Con estos grupos probamos la existencia de una sucesion
exacta larga en la que aparecen todos los grupos K,,.

Para finalizar demostramos el teorema principal de la teoria basica de K-teoria para C*-
algebras, denominado periodicidad de Bott, daremos la demostracién de Cuntz [6]. Este teorema
afirma que Ky, (A) ~ K¢(A) y Ko,11(A) ~ K;(A) para todo n € N. Una consecuencia inmediata
es la sucesion exacta de seis términos asociada a una sucesion exacta corta de C*-algebras, que
relaciona los grupos Ky y Kj.

1 Preliminares

En este capitulo presentaremos la teoria basica de las C*-algebras, basada principalmente
en el libro [13]. Comenzaremos con la definicién abstracta de C*-algebra y algunos ejemplos
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fundamentales. Luego veremos que toda C*-dlgebra puede identificarse como una *-subélgebra
de operadores acotados sobre un espacio de Hilbert, y enunciaremos la correspondencia de
Gelfand, que relaciona las C*-algebras conmutativas con los espacios topoldgicos localmente
compactos de Hausdorff.

Para concluir el capitulo, estudiaremos diversas formas de construir C*-algebras, incluyendo
el producto de C*-algebras, el limite inductivo y el producto tensorial de dos C*-algebras.

1.1. C*-algebras

Definicion 1.1.1. Sea A un dlgebra sobre C. Decimos que A es normada si estd equipada con

una norma || - || que satisface la propiedad submultiplicativa

llabl| < [lal| ||b]| para todo a,b € A.
Si A admite unidad 1 y ||1|| = 1, diremos que A es un dlgebra normada unital o que tiene
unidad.

Comentario 1.1.2. En esta monografia consideraremos todas las algebras como algebras sobre
C. El hecho de que sean algebras sobre C se utiliza sin mencionarlo, por ejemplo, en la prueba
de |13 Teorema 1.2.1] se emplea que C es algebraicamente cerrado. Existe una K-teoria para
las C*-algebras reales, aunque estas se definen de forma un poco diferente a las complejas,
véase [16].

Definicién 1.1.3. Sea A un dlgebra. Una involucién en A es una funcion
a+— a*
que verifica, para todo a,b € A y \, 5 € C,
1. (Ma+ Bb)* = Xa* + b,
2. (a*)* = a,
3. (ab)* = b*a*.
En este caso llamamos a A una *-&lgebra (o dlgebra con involucion).

Definicién 1.1.4. Consideremos A una *-dlgebra normada. Decimos que A es una C*-dlgebra
st cumple:

w (A,]-|]) es un espacio de Banach.
» Se cumple la identidad C*: ||a*al| = ||a||* para todo a € A.

Ejemplo 1.1.5. Dado X un espacio topologico, Cy(X) es el dlgebra de funciones continuas
f: X — C tales que, para todo ¢ > 0, existe un compacto K C X con

|f(z)] <& paratodox e X\ K.

La norma en Cy(X) es la norma supremo. Si X es compacto, entonces Cy(X) = C(X). Con
esta norma Cy(X) es una C*-dlgebra, donde (f)*(z) = f(z).
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Ejemplo 1.1.6. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces, el conjunto de los operadores lineales
acotados B(H) forma una C*-dlgebra con la norma operador y la involucién dada por el adjunto
de un operador.

Definicién 1.1.7. Un *-homomorfismo entre dos C*-dlgebras A y B es un morfismo de dlgebras
Y: A — B tal que (a*) = ¥(a)* para todo a € A. Si A y B tienen unidad y ¥(14) = 1p,
decimos que 1 preserva la unidad.

Definicién 1.1.8.

s Sea A una C*-dlgebra. Un subconjunto no vacio B C A es una *-subalgebra si B es una
subdlgebra de A y b* € B para todo b € B.

» Una *-subdlgebra de A es una C*-subalgebra si es cerrada en la topologia inducida por la
norma de A.

Sea A una C*-dlgebra y F' C A un subconjunto. La C*-subédlgebra de A generada por F,
denotada C*(F'), es la menor C*-subdlgebra de A que contiene a F'. Para describirla, definimos
para todo n € N,

Wy ={z1-x,: z; € FUF", 1<j<n},

donde [* = {z* : x € F'}, y sea W = ;2 W,,. Entonces
C*(F) = span(W),

siendo la barra la clausura respecto de la norma de A.

Ideales y cocientes

Un ideal en una C*-algebra es un ideal bilatero, cerrado y con estructura de subespacio
vectorial. Todo ideal de una C*-dlgebra es, automaticamente, una C*-subélgebra |13, Teorema
3.1.3].

Sea I un ideal de A. Entonces, el cociente

A/l ={a+1:a€ A}
es una C*-algebra con la norma dada por
la+I|| =nf{||la+z| :ze€l}, acA,

esto se demuestra en [13| Teorema 3.1.4]. Ademas, el morfismo cociente m: A — A/I es un
*-homomorfismo.

Teorema 1.1.9 (Gelfand-Naimark). Para toda C*-dlgebra A existe un espacio de Hilbert H y
un *~homomorfismo isométrico
v: A— B(H),

donde B(H) denota el dlgebra de operadores lineales acotados en H. Si A es separable, entonces
H puede elegirse separable.

Demostracion. |13, Teorema 3.4.1]. O
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Teorema 1.1.10 (Gelfand). Toda C*-dlgebra abeliana es *-isomorfa a una C*-dlgebra de la
forma Cy(X), donde X es un espacio topoldgico localmente compacto y Hausdorff.

Demostracion. |13, Teorema 2.1.10]. O

Enunciaremos algunos detalles adicionales sobre el teorema de Gelfand. Sean X y Y espacios
topologicos localmente compactos de Hausdorff, se cumplen lo siguientes puntos:

» (X)) tiene unidad si y solo si X es compacto.
» Cy(X) es separable si y solo si X es separable.
» X y Y son homeomorfos si y solo si Cy(X) y Co(Y') son isomorfas como C*-algebras.

» Toda funcién continua propia g: Y — X induce un *-homomorfismo ¢ : Co(X) — Cy(Y)
definido por ¢(f) = fog. Reciprocamente, para todo *-homomorfismo 1: Cy(X) — Cy(Y)
existe una funcién continua propia ¢: Y — X tal que ¥(f) = f o).

» Existe una correspondencia biyectiva entre los abiertos de X y los ideales de Cy(X). Al
abierto U C X le corresponde el ideal

{f € Cyo(X): f(x) =0 para todo z € X \ U},
el cual es isomorfo a la C*-algebra Cy(U).

Comentario 1.1.11. Con todos estos puntos podemos notar que, a grandes rasgos, el estudio
de la C*-algebra Cy(X) corresponde al estudio de la topologia del espacio X. Ademaés, por
el teorema de Gelfand, toda C*-adlgebra conmutativa es de esta forma, por ende, el estudio
de las C"*-algebras conmutativas puede interpretarse como el estudio de espacios topologicos
localmente compactos y Hausdorff. Bajo esta interpretacion, suele decirse que el estudio de las
C*-algebras no conmutativas constituye el estudio de la topologia no conmutativa.

1.2. Swucesiones exactas cortas

Dada una sucesién {A,,, ¥, tnen, en donde cada A, es una C*-algebra y 1,: A, — A,y es
un *-homomorfismo,

An i An+1 M An+2 _— ...

decimos que la sucesion es exacta si Im(v,) = ker(¢,11) para todo n.
Una sucesién exacta de la forma

0 Y5 A-.B 0 (1.1)
se denomina sucesion ezxacta corta.

Ejemplo 1.2.1. Sea A una C*-dlgebra y I un ideal de la misma, entonces

0 —— 1 —5 A" AJT —— 0

es una sucesion exacta corta, donde 7 es la inclusiéon y 7 el *~homomorfismo cociente.
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Por otro lado, si consideramos una sucesién exacta corta como en (|1.1), entonces () es un
ideal en A, con Im(¢) = By Im(v)) = ker(¢). Por lo tanto, B es isomorfo a A/Im(y), y de
aqui resulta el siguiente diagrama conmutativo

0 [ —% A" B 0
o =
0 —— (1) A A/p(I) —— 0.

Definicion 1.2.2. Si en existe un *~homomorfismo A : B — A tal que ¢ o A = Idp,
entonces A se llama levantado de ¢ y decimos que escinde.

Ejemplo 1.2.3. Sean A y B dos C*-algebras. Definimos la C*-algebra A & B como el conjunto
de pares (a,b) tales que a € A y b € B. Equipado con las operaciones coordenada a coordenada,
forma una *-algebra. La dotamos de la norma

1@, b)|| = méx{|lall, [|o]}.
Consideremos los siguientes *-homomorfismos:

A A® B — A, (a,b) — a, mp: A® B — B, (a,b) — b,

ia: A= A® B, a— (a,0), ip: B—A® B, b— (0,b).
Entonces se obtiene la siguiente sucesion exacta corta que escinde:

T T~
0 A . Ae B B 0.

1A TB

1.3. Unitizacion

A toda C*-algebra A se le puede asociar una C*-algebra con unidad A que contiene a A
como un ideal y que cumple la propiedad de que A JA=C.
Definimos A = A @ C como espacio vectorial. Luego, definimos el producto en A dado por

(a,\)(b, ) = (ab+ aa + Ab, \av).
Entonces (0,1) es la unidad de A. El *homomorfismo
A=A aw(a,0)
es inyectivo, y lo utilizamos para identificar A con un ideal en A. Ademas, el *-homomorfismo
A= C, (a,\)— A

preserva la unidad y su niicleo es A. Definimos una involucién en A dada por (a, \)* = (a*, X).
En [13, Teorema 2.1.6] se prueba que A admite una tnica norma tal que A es una C*-dlgebra y
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que dicha norma extiende la de A. También tenemos la siguiente sucesién exacta de C*-algebras
que escinde:

donde A(a) = alz = (0, ).

La C*-glgebra A se denomina la unitizacion de A, o A con la unidad agregada. También
para los elementos (a, @) € A se utiliza la notacién a + a.

Agregar la unidad es funtorial: si ¢ : A — B es un *~homomorfismo entre C*-algebras,
entonces existe un tnico *-homomorfismo 1) : A — B tal que el diagrama

0 A A C 0
C
0 B B C 0

es conmutativo.
El *-homomorfismo estd dado por

Y(a+aly) =pla) +alg,

donde a € Ay a € C. N N
Si A tiene unidad 14 y 17 es la unidad de A, entonces f = 157 — 14 es una proyeccién en A,
y se cumple

A:{cH—af:aeA, aeCl=A+Cf.

Notar que, en este caso, A se identifica con A @ C, siendo esta ultima la C*-dlgebra como en
el ejemplo [1.2.3, El *-isomorfismo entre A y A @ C estd dado por

(a,a) = (a+ 14, ).

1.4. Teoria espectral

Sea A una C*-algebra con unidad y a € A. El espectro de a es el conjunto de los nimeros
complejos A tales que @ — Al no es invertible, y se denota por sp(a)

sp(a) = {\ € C:a— Al no es invertible}.

El radio espectral de a es
r(a) = sup{|A| : A € sp(a)}.

El espectro sp(a) es cerrado en C, y el radio espectral satisface r(a) < |jal| |13, Lema 1.2.4].
Mediante el teorema de Beurling [13, Teorema 1.2.7] se establece que

, 1
r(a) = lim fla"|%.
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Si A no tiene unidad, definimos sp(a) como el espectro de a considerdndolo en A. En este caso,
se cumple que 0 ¢ sp(a) para todo a € A []

Un elemento a € A se llama:

= qutoadjunto si a = a*,

= normal si a*a = aa™,

= positivo si a es autoadjunto y sp(a) C Rsy.

El conjunto de elementos positivos de una C*-dlgebra A es denominado A™. Se puede probar
que un elemento a es positivo si solo si a = z*x para un x € A [13, Teorema 2.2.5].

1.5. Estados

Una funcion lineal p : A — C se denomina funcional lineal. Consideremos

llpll = sup{lp(a)] : a € A, [la]| <1}

como la norma del operador. Un funcional lineal p es continuo si y solo si ||p|| < oo.

Definicién 1.5.1. Sea p un funcional lineal en una C*-dlgebra A.
» Sip(a) >0 para cada a € A que sea positivo, entonces decimos que p es positivo.

s Un estado en una C*-dlgebra con unidad A se define como un funcional lineal positivo p
tal que p(1) =1, o de manera equivalente, que ||p|| = 1.

En una C*-dlgebra, el conjunto de estados tiene la propiedad de separar puntos, lo que significa
que si a es un elemento de A tal que p(a) = 0 para cada estado p en A, entonces a debe ser
igual a cero |13, Teorema 5.1.11].

Comentario 1.5.2. El término estado se originé a partir de la formulacién de la mecanica
cuantica utilizando C*-dlgebras. En este esquema, los observables se consideran como elementos
autoadjuntos dentro de una C*-dlgebra, y los estados del sistema corresponden a los estados de
la C*-algebra. Los detalles completos se pueden consultar en [10].

1.6. El calculo funcional continuo

Teorema 1.6.1 (Célculo funcional continuo). Consideremos A una C*-dlgebra con unidad.
Para cada elemento normal a € A existe un unico *-isomorfismo

C(sp(a)) = C*(a, 1) C A, [ fla),

tal que envia la inclusion i : sp(a) — C en a

1Por definicién del espectro, 0 € sp(a) si y solo si a es invertible en A. Sin embargo, ningtn elemento de A es
invertible en A.
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Demostracion. |13, Teorema 2.1.13]. O

Teorema 1.6.2 (Morfismo espectral). Consideremos A una C*-dlgebra con unidad. Para cada
elemento normal a € A, tenemos:

sp(f(a)) = f(sp(a)),
para toda funcion continua f en C(sp(a)).

Demostracion. |13, Teorema 2.1.14]. O

Comentario 1.6.3. Sea ¢ : A — B un *-homomorfismo que preserva la unidad entre las
C*-algebras Ay B. Si a € A es un elemento normal, entonces

sp(¢(a)) C sp(a),

y ademaés
f(p(a)) = ¢(f(a)) paratodo f € C(sp(a)).

Comentario 1.6.4. Para todo elemento normal a en una C*-dlgebra A sin unidad, f(a) estd
definido como un elemento de la unitizacién A. Si ademas f(0) = 0, entonces f(a) € A. En este
caso, sea m: A — C la proyeccion canénica m(a, ) = «. Por lo anterior,

7(f(a)) = f(7(a)) = f(0) =0,
y por tanto 7(f(a)) = 0, lo que implica que f(a) € kerm = A.

Lema 1.6.5. Sea K un compacto no vacio de R, y f : K — C una funcion continua. Entonces
dada A una C*-dlgebra con unidad, definimos Qg como el conjunto de elementos autoadjuntos
en A con espectro contenido en K. La funcion

f:Qx = A a— f(a)
es continua.

Demostracion. La funciéon A — A definida por a — a™ es continua para todo entero n > 0, ya
que la multiplicaciéon en A es continua. Por lo tanto, todo polinomio complejo f induce una
funcién continua A — A dada por a — f(a).

Fijemos f : K — C una funciéon continua, a € Qx y € > 0. Utilizando el teorema de
Stone-Weierstrass, existe un polinomio complejo g tal que

1f(z) —g(2)| < g para todo z € K.

Como sabemos que evaluar un polinomio en elementos de A induce una funcién continua en
A, podemos encontrar § > 0 tal que

€ .
lg(a) —g@) < 5 silla—bl <o.
El isomorfismo dado por el calculo funcional también es una isometria, por lo que se cumple
1 = 9)(e)|l = sup{[(f — 9)(2)| : z € sp(c)} <
para todo ¢ € Q. Concluimos asi que

|f(a) — f(b)|| < e paratodo b€ Qg con |a—b| <.

€

3
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1.7. Algebras de matrices

Sea A una C*-dlgebra. Para cada natural n, sea M, (A) el conjunto de matrices n X n con
entradas en A:

aixp ai2 ... ain
Q21 QA22 ... Q2p

. . )
ap1 Ap2 ... Qpp

donde a;; € A. Equipamos M,,(A) con la estructura de espacio vectorial y el producto de
matrices. Ademas, definimos la siguiente involucion:

* * *
11 Q12 ... QAinp (11’1 a2,1 oeQa

n,1
* * *

CL271 Cl272 “ e (Igm a172 a2’2 . e an’2
* * *

Ap1 QAn2 ... Qg aj, A3, - G,

Para definir una C*-norma en M,,(A), elegimos un espacio de Hilbert H y un *-homomorfismo
inyectivo ¢ : A — B(H). Sea ¢,, : M,,(A) — B(H") dado por

a1 Q1o ... QA1n
’ ’ ’ a 4+t olag,)é,
as1 G2 ... Qon 5.1 p(ar1)é | p(ain)é
SO’I”L . : g : ,
Gp1 Ap2 ... Qpnp fn (’O(an?l)gl +oeet sp(an,n)gn
con§; € H.
Definimos una norma en M, (A) dada por ||a| = ||¢n(a)|| para a € M,(A). Con estas

operaciones, M, (A) es una C*-algebra.

Comentario 1.7.1. En [13, Corolario 2.1.2] se establece que, a lo sumo, existe una tinica norma
en una *-dlgebra que la convierta en una C*-dlgebra. Por lo tanto, no nos preocupa qué
*_homomorfismo ¢ se elija, ya que todos inducen la misma C*-norma.

También se cumple la siguiente desigualdad:

i1 Aair2 ... Qip
G211 d22 ... dagn
”’g%x{HamH} < TS 2 el (1.2)
g . . . . i,j
Qp1 Ap2 ... Qpnp

Esto muestra por ejemplo que una funcién f: X — M, (A) es continua si solo si cada funcién
de entrada f;; : X — A es continua.

Comentario 1.7.2. Usaremos la notacion diag(ay, ..., a,) para referirnos a la matriz
ay 0 ... 0

0 as ... 0
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Las algebras de matrices son funtoriales: si A y B son C*-algebrasy ¢ : A — B es un
*_homomorfismo, entonces el morfismo

on : Mp(A) — M,(B)

dado por
aip ai2 ... a1.n gO(CLLl) QO((ILQ) ce (,0((11’71)
Qg1 Q22 ... Q24 90(a2,1) ‘;0(@2,2) cee ‘P(GQ,n)
Uny Gp2 .. Qnp o(an1) ©lanz) ... ©(ann)

es un *-homomorfismo para todo n € N.

1.8. Productos y sumas de C*-algebras

Sea {A;}ic; una familia de C*-algebras. A esa familia le asociamos dos C*-dlgebras: el
producto [T A; y la suma Y ;c; A;. Definimos

el
14

i€l
como el conjunto de funciones a: I — |J A; tales que a(i) € A; para todo i € I y que satisfacen
i€l
lal] = sup{|a()]
Omitiremos el subindice A; y escribiremos simplemente ||a(7)|| para la norma de a(i) en A;.

También utilizaremos la notacién (a;);e; (o (a;)) para el elemento a € [ A; tal que a(i) = a;
il

4, 1 €T} <oo.

para todo 7 € I.
Equipamos [] A; con la estructura de *-algebra definida coordenada a coordenada.
i€l
Proposicién 1.8.1. El producto [1 A; es una C*-dlgebra.
iel
Demostracion. Sean (a;)ier, (bi)icr € Iler Ai- Observamos que ||a;|| < ||a|| para todo i € I.
Luego,
(@ +0)ill = lla; + il < llasll + [1bs]| < llall + [|0]

para todo ¢ € I; por tanto ||a + b|| < ||a|| + [|0]|.

Como |[(a*a);|| = ||a;||* para todo i € I, se sigue que ||a*a| = ||a|?.
Sea {a"},en una sucesién de Cauchy en J] A;. Entonces, para cada i € I, la sucesion {a},en
iel

es de Cauchy en A; y, por tanto, converge a un elemento a; € A;. Definimos a = (a;)e;.
Sea ¢ > 0. Como {a"} es de Cauchy, existe ng € N tal que ||a" — a™| < ¢ siempre que
m,n > ng. Entonces, para todon > ng y todo ¢ € I,

la? = aufl = lim_fla? — a" <.
De aqui se obtiene
laill < llai®l| +& < ™| + ¢

para todo ¢ € I. Por tanto sup, ||a;|| < ||a™| 4+ ¢ < oo, lo que muestra que a € [[;c; A;.
Ademaés, de la desigualdad anterior se deduce que ||a™ — a|| < € para todo n > ny, es decir,
a™ — a. Concluimos que [];c; A; es completo. m
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Definicién 1.8.2. Definimos Y, A; como la clausura del subconjunto
i€l

J={a e [JA:a(i) #0 solo para una cantidad finita de elementos i € 1.}
il
Proposicion 1.8.3. El conjunto J es un ideal bilatero en HAi, por lo tanto ZAi es un ideal
i€l el
bilatero y cerrado en HAZ-. En particular, es una C*-subdlgebra.
il
Denominamos 7 al morfismo cociente ] A; — ] 4 / > A
iel i€l iel

Lema 1.8.4. Sea {A,}nen una sucesion de C*-dlgebras, y sea a = (a,)neny un elemento de
H A,,. Entonces

neN
[7(a)[| = lim sup [|a,||.
n—oo

En particular, a € Y A, siy sélo silim, o ||la,|| = 0.
neN

Demostracion. Como J es denso en Y A,, tenemos ||7(a)| = inf{|la — b|| : b € Z}. Cada
b = (bn)nen € Z tiene la propiedad de que, eventualmente, b, = 0. Luego,

la— bl > msupla, — by = lmsup an]|.
n—00 n—0oo

Concluyendo asi ||7(a)|| > limsup,,_, ., ||ax]|-
Para todo k € N definimos b* = (b%),,cy un elemento en J dado por:

bk:{am n<k

" 0, n>k
Entonces
[7(a)|| < inf [la—b"|| = inf sup ||a,|| = limsup [[a,].
keN keN n>k n—o0

1.9. Limite inductivo de C*-algebras

Limites inductivos

Definicién 1.9.1. Una sucesion inductiva dentro de una categoria C' es una sucesion de objetos
{A, }nen en C, acompanada por una sucesion de morfismos en C, ¢, : A, — Any1, que se
representa como

¥1 P2 ©3
A Ay Az
Para m > n, consideramos los morfismos
QOm,n:@m—lOQOm—QO"'OSOn:An_>Ama

junto con los morfismos ¢,, que se denominan morfismos de conexién. En ciertas ocasiones,
es 1til considerar los morfismos de conexion ¢, , con m < n. Estos se definen como ¢, , = Id 4,
Y @m.n = 0 cuando m < n (el ultimo caso esta definido en categorias que tienen un objeto cero).
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Definicién 1.9.2 (Limites inductivos). Un limite inductivo de una sucesion inductiva
(A — 2 {A) — 2 (A — 2 (1.3)

en la categoria C es un sistema (A, {iin}nen), donde A es un objeto de C y u, : A, — A son
morfismos en C para cada n € N, que satisfacen las siguientes condiciones:

1. El diagrama

An i An+l
\ / Y
Hn Hn41
A

2. 8i tenemos el sistema (B,{\,}nen), donde B es un objeto en C y A\, : A, — B son
morfismos en C que cumplen A\, = \,11 0 @, para cada n € N, entonces existe un unico
morfismo X : A — B tal que el diagrama

An
/ \ (1.5)
A S B

Comentario 1.9.3. Cuando los limites inductivos existen, son tnicos en el sentido de que, si
(A, {un}) v (B,{\.}) son ambos limites inductivos de la sucesion (|1.3]), entonces existe un tnico
isomorfismo A\: A — B tal que el diagrama conmuta.

Como, a menos de isomorfismo, los limites inductivos son tnicos (cuando existen), nos
referiremos a el limite inductivo. El limite inductivo de lo denominamos @(An, ©n) O
@An. También escribiremos:

conmuta para todo n € N.

conmuta para todo n € N.

A, L A, i As L . A

para indicar que A es el limite inductivo de la sucesion (|1.3)).

Proposicién 1.9.4 (Limites inductivos de C*-dlgebras). Toda sucesion inductiva de C*-dlgebras

©1 ¥2 ®3
Ay Ap As

tiene un limite inductivo (A, {pn}). Ademds, se cumple:

2 Nlal@)ll = Jimn, |[oma(o)l] para todo n €N ya € Ay,
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3. Ker(p) = {a € Au: lim_[lpma(a)l] = 0},
4. St (B,{\.}) y A A — B son como en 2. de la definicion[1.9.9, entonces

a) Ker(u,) C Ker(\,) para todo n € N,
b) X es inyectiva si solo si Ker(\,) C Ker(u,) para todo n € N,
c) A\ es sobreyectiva si solo si B = EJO An(An).

n=1

Demostracion. Comenzaremos demostrando que la condicién 1. de la definicion se verifica.
La demostracién de que la condicion 2. de la definicién también se cumple se incluira en la
prueba de la parte 4-a. de la proposicién. Sea

T 1:[114,1% UIA”/E_%A”

el morfismo cociente y ¢,, ,: A,, = A, los morfismos de conexién dados por la sucesion inductiva
de C*-algebras. Para cada a € A,, definimos v,,(a) = (@mn(a))men ¥ pn = 7™ 0 v,,. Entonces

vt Aw = T] Aes pin: An%]HAk/;Ak

k=1

son *-homomorfismos. Dado a € A,, tenemos

Un(a) = (Vnt1 © ) (@) = (Pmn(@))Jmen — (Pmmt1(9n(a)))men-

Cuando m < n observamos que @, ,(a) — @mnt1(en(a)) =0, ya que ©mn = @mapr1 = 0. Si
m > n entonces
Pmn+1 C Pn = Pm O - 0 P¥nt1 O Pn = Pmn,
concluyendo asi ¢y, (@) — @m.nt1(pn(a)) = 0. Por dltimo, si m = n, de la definicién ¢, ,41 =0y
Onn = 1da,, entonces @, (@) — @mn+1(pn(a)) = a. Resumiendo, v, (a) — (v,41 0 @) (a) es igual
a la sucesiéon (¢, )men, donde ¢, = a 'y ¢, = 0 si m # n. Dicha sucesion pertenece a > 72, Ay,
por ende
n(@) = (ptns1 0 @n)(a) = 7(va(a) = (Uny1 0 @n)(a)) =0,

concluyendo asi pi, = fin41 © @n. De esto tltimo obtenemos que {p,(Ax)}32, es una sucesion
creciente de C*-algebras. Entonces

U puu(An)
k=1

es una C*-algebra, y cada p, es un *-homomorfismo desde A,, a Uy, pr(Ax). El sistema {1, }nen
cumple la condicién (1) de la definicién [1.9.2]

Probemos (2) de la proposicién. Sea a € A, entonces p,(a) = 7(vy(a)), donde v,(a) es la
sucesion (@m.n(a))men. Utilizando el lema obtenemos

(@)l = I (vn(@))l| = Hmsup |lmn(a)l] = N l@ma(a)l,

este ltimo limite existe ya que, a partir de cierto indice, la sucesion {||¢m, ()| }men se vuelve
monétonamente decreciente, debido a que los *-homomorfismos son contracciones. El punto 3.
se obtiene del punto 2.
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Probaremos 4-a. junto con que U, fin(A,) cumple la condicién 2. de la definicién [1.9.2, Si
(B,{An}) es un sistema como en 2. de la definicién [1.9.2] entonces A, © Y, = A, para cada
m > n, por lo tanto ||A,(a)|| < [[¢mn(a)|. Luego

IAa(@)]| < limsup [ omn(a)ll = llum(a)ll

Obteniendo asi ker(u,) C ker(\,).
Definimos A\, : u,(A,) — B por

A (n(a)) = An(a).

Esto estd bien definido, ya que si i, (a) = p1,,(b) tenemos a—b € ker(u,,) C ker(A,). Notese ademés
que es el tnico *-homomorfismo tal que X, o p1,, = A,. Por su unicidad, X/, necesariamente
extiende a X\ . De este modo obtenemos un *-homomorfismo

N U pn(A) = B
n=1

que extiende cada X/,. El morfismo )\ es una contraccion (tiene norma < 1) ya que cada X, lo es.
Luego X\ es uniformemente continua y podemos extenderlo por continuidad a un *-homomorfismo
A: A — B. La restriccién de X a p,(A,) es X, de aqui sigue Ao u,, = X, o y,, = \,,. La unicidad
de X con respecto a esta propiedad se sigue de la densidad de U2, pn(Ay) en A.

(4-b). El *-homomorfismo A es inyectivo si y s6lo si es una isometria, y esto ocurre si y sélo
si A’ también lo es, a su vez, esto se verifica si y sélo si A/ es una isometria para todo n, o,
equivalentemente, si cada X, es inyectiva. Pero X/, es inyectiva si y s6lo si ker(\,,) = ker(u,).

(4-c). Se sigue de que la imagen de X es Un>; A\n(Ay). O

Proposiciéon 1.9.5. Toda sucesion inductiva de grupos abelianos

(6% QU (03
Gy ! Go : Gs -

tiene limite inductivo (G,{5,}). También se cumplen:

2. ker(B,) = |J ker(amy) para todo n € N.

m=n-+1
8. 8i (H,{v}) yv: G — H son como en 2. de la definicién[1.9.4, entonces

a) 7y es inyectiva si y sélo si ker(ry,) = ker(5,) para todo n € N,

b) 7 es sobreyectiva si y sélo si H= | vn(Gy).

n=1
o
Demostracion. Consideremos el grupo H GG, con el producto coordenada a coordenada. Sea
n=1

o0 [e.9]

Z G, el subgrupo de H G, formado por las sucesiones que son no nulas sélo en un ntimero
n=1 n=1
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finito de indices. Sea (,: G,, — H Gm / Z G, el homomorfismo dado por la composiciéon

m=1 m=1
o0
Gn — Gm> at— (am,TL(a))?r(;:l?
m=1
[o¢]
seguida del homomorfismo cociente. Definimos G' = U Bn(Gr). De forma andloga a la proposicion
n=1

anterior, se verifica que 3,41 0 a,, = [,,.
Veamos (2). Si a € ker(a,y,,) con m > n, entonces

0= Bm(am,n(a)) = Bn(a>7

por lo que ker(ay,.,) C ker(5,,). Reciprocamente, si a € ker(/3,) entonces la sucesion (o, ,(a))oe_,
o0

pertenece a Z G, de donde sigue que existe m > n tal que o, ,(a) = 0. Esto demuestra la
m=1

igualdad.

Para probar que (G, {5,}) es el limite inductivo de la sucesién, verifiquemos la propiedad
universal (2) de la definicién [1.9.2] Si (H, {7,}) es un sistema como en la definicién, entonces
Ym © Qi = Yo, para cada m > n, de esto se obtiene

ker(B,) = Ej ker(ayn.n) C ker(7yy,).

m=n-+1

Definimos 7/, : 5,(G,) — H por 7, (8.(9)) = vn(g). Esto esté bien definido porque ker(/,) C
ker(7,), v satisface v/, o 5, = 7. Observando que «/ v ~/ coinciden en Im(f3,,) cuando m > n,
podemos unir estos morfismos y obtener un homomorfismo

v U Bu(Gr) = H
n=1

que extiende cada 7/,. Por la unicidad en cada etapa y que U,, 8,(G,r)=G, 7' determina de forma
unica un homomorfismo v: G — H con la propiedad requerida.
Las partes (a) y (b) de (3) se obtienen de forma inmediata a partir de la definicién de v. O

1.10. Producto tensorial de C*-algebras

Teorema 1.10.1. Sea H y K espacios de Hilbert. Existe un unico producto interno en H @¢c K
tal que

@y 0y) = (z,2){y,y).

Demostracion. |13, Teorema 6.3.1]. O

Definimos el producto tensorial H ® K como la completacién de H ®¢ K con respecto a la
norma dada por el producto interno del teorema [1.10.1]

Lema 1.10.2. Sean H, K espacios de Hilbert yu € B(H), v € B(K). Entonces, eziste un inico
operador u®v € B(H ® K) tal que

(u@v)(z@y) =u(x)@v(y) =€ H,yeK.

También ||ucv|| = [|ul| [jv]]
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Demostracion. |13, Lema 6.3.2]. O

Lema 1.10.3. Sean A y B dos C*-dlgebras. Su producto tensorial como espacio vectorial AQc B
admite estructura de dlgebra con involucion que cumple:

» (a®b)(d @b)=ad QbY,
s (a®b)" =a"®Db".
Demostracion. |13, Remark 6.3.1]. O

Teorema 1.10.4. Consideremos (H, ) y (K,1) representaciones de las C*-dlgebras A y B
respectivamente. Existe un unico *-homomorfismo m: A®c B — B(H ® K) tal que

m(a®b) = p(a)@v(b).
St @ y 1 son inyectivas entonces ™ también lo es.
Demostracion. |13, Teorema 6.3.3]. O

Definiciéon 1.10.5. Sean A y B dos C*-dlgebras con representaciones universales (H, @) y
(K,1). Por el teorema|1.10.4| existe un inico *~homomorfismo inyectivo

m: A®c B — B(H® K)
tal que 7(a ® b) = ¢(a) ® ¥ (b). Por ende la la funcién
|-]: A®c B = Rxp:c— ||7(c)||

es una norma C* en A ®c B, denominada norma C* espacial. La completacion de A ®c B con
respecto a esta norma se denomina el producto tensorial espacial de A y B, usamos la notacion
A ® B. Ndtese que

la @ bl = lal| [b]].

1.10.1. Nuclearidad de C*-algebras

Definicién 1.10.6. Una C*-dlgebra A se denomina nuclear si, para cualquier otra C*-dlgebra
B, existe una unica C*-norma en A @c B.

Teorema 1.10.7. Sean A, B, A', B" C*-dlgebras y ¢ : A — A’, ¥ : B — B’ *~homomorfismos.
Existe un 1unico *~homomorfismo m: A® B — A’ ® B’ tal que

m(a®b) =p(a) @), VacA beB.
Ademds, si ¢ y 1 son inyectivos entonces también lo es .
Demostracion. |13, Teorema 6.5.1]. O

Teorema 1.10.8. Consideremos una sucesion exacta corta de C*-dlgebras

0 J 7 A ™ B 0,

y sea D otra C*-dalgebra. Si B ®¢ D tiene una unica C*-norma, entonces se obtiene la siguiente
sucesion exacta de C*-dlgebras

Jj®Idp T®Idp

0 ——— J®D A® D B®D ————— 0.
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Demostracion. |13, Teorema 6.5.2]. O

Comentario 1.10.9. Notar que si B o D del teorema anterior son nucleares siempre podemos
obtener la sucesién exacta al tensorizar con D.

Ejemplo 1.10.10. Toda C*-algebra de dimensién finita es nuclear.
Demostracion. |4, Proposicién 2.4.1]. O
Ejemplo 1.10.11. Toda C*-dlgebra conmutativa es nuclear.

Demostracion. [4, Proposicién 2.4.2]. O

2 Los funtores Ky y K

En este capitulo nos centraremos en definir los funtores Ky y K, junto con la demostracion
de diversas propiedades para ambos. Comenzaremos estudiando las proyecciones y los elementos
unitarios de una C*-algebra, asi como las relaciones de equivalencia en las proyecciones y en los
unitarios, estas relaciones seran esenciales a la hora de definir Ky y K.

Construiremos Ky(A) para A una C*-dlgebra con unidad considerando las proyecciones
en M, (A) para todo n € N y cocientando por una relacién de equivalencia. El resultado de
este cociente serda un semigrupo abeliano, que completaremos a un grupo abeliano mediante
la construcciéon de Grothendieck. Probaremos la funtorialidad de K entre la categoria de
C*-algebras con unidad y la categoria de grupos abelianos. Luego pasaremos a la construccion
de K, para C*-algebras sin unidad, explicando en el proceso por qué distinguimos entre los
casos con unidad y sin unidad. Mostraremos que, en el caso con unidad, ambas definiciones
coinciden y probaremos la funtorialidad también en la situacién sin unidad.

A continuacién, estudiaremos diversas propiedades del funtor K, tales como la preservacién
de sucesiones exactas que escinden y la estabilidad de K, bajo tensorizar con operadores
compactos. Esto ultimo significa que si K denota los operadores compactos en un espacio de
Hilbert de dimensién infinita numerable, entonces se verifica

Ko(A) ~ Ky(A® K).

Posteriormente introduciremos la definicién del grupo K;(A), basado en los elementos

unitarios de M, (A). Probaremos que K; es un funtor entre la categoria de C*-dlgebras y la
categoria de grupos abelianos, ademas de establecer diversas propiedades de este funtor.

2.1. Proyecciones y unitarios

2.1.1. Homotopias en los elementos unitarios

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio topologico. Decimos que dos puntos a y b en X son
homotdpicos en X, a ~, b en X, si existe una funcion continua v : [0,1] — X tal que v(0) = a
yv(l) =0b. La relacién ~y, es una relacion de equivalencia en X.
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Definicién 2.1.2. Dada A una C*-dlgebra con unidad. Recordar que u € A es unitario si
uu® =u'u=1.

El grupo de elementos unitarios en A es denominado U(A). Y Uy(A) todos los elementos
u € U(A) tales que u ~p 1 en U(A).

Comentario 2.1.3. Decir el espacio sobre el cual se da la homotopia es crucial. Por ejemplo todo
par de elementos a, b en una C* algebra A son homotodpicos en A, esto debido a que es un espacio
vectorial y por ende convexo. En cambio dos proyecciones en A pueden no ser homotdpicas en
el espacio de proyecciones de A.

Comentario 2.1.4. Si uy, vy, us, v9 son elementos unitarios de una C*-dlgebra A con u; ~j, vy y
Uy ~}, Vg, entonces ujus ~p V102, Esto es simplemente multiplicando las homotopias.
Lema 2.1.5. Sea A una C*-dlgebra con unidad.

1. Si h € A es un elemento autoadjunto entonces exp(ih) € Uy(A).

2. Siu es unitario en A tal que sp(u) # T, entonces u pertenece a Uy(A).

3. St u,v son elementos unitarios de A con ||u — v|| < 2, implica u ~p v.

Demostracion. (1). Para toda funcién f : R — T continua se cumple:
fI=1P=1
Por ende f~! =[]

Dado que h es un elemento autoadjunto su espectro es real, sp(h) C R. El calculo funcional
continua nos da un *-isomorfismo

¢ : C(sp(h)) = C*(1, h),

entonces

e(f) = o(f1) = o(f) = o(f)*.

Utilizando la notacién del calculo funcional

f(h)* = f(h) = f(h)~".
Esto muestra que f(h) es un elemento unitario de A, en particular exp(ih) lo es. Para cada
t € [0, 1] definimos
ft : sp(h) = T, dado por fi(z) = exp(itx).

Veamos que la funcién [0, 1] — C'(sp(h)) : t — f; es continua. Fijamos tq y € > 0. Utilizando
la compacidad de sp(h) existe R > 0 tal que sp(h) C B(0, R). Luego, por la continuidad de
exp(z), obtenemos que es uniformemente continuo en B(0, R). Ademés, itz € B(0, R) para todo
z € sp(h) ytel0,1]. Sea § > 0 tal que para todo z,y € B(0, R) que satisfacen |z — y| < 4§, se
cumple | exp(z) — exp(y)| < €.

Sit € [0,1] con [t — to| < &, vemos lo siguiente

litx — itox| = |iz||t — to| < 9, V = € sp(h).

!'Denominamos f~! a la funcién f(z) = 7
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Por ende
lexp(itr) — exp(itox)| < €, ¥V x € sp(h) = ||ft — fi|| <e€.

Concluimos que el camino ¢t — f;(h) también es continuo en U(A). Obteniendo asi exp(ih) =

fl(h) ~h fo(h) =1

(2). Si sp(u) # T, entonces exp(ifl) no pertenece a sp(u) para algin 6 € R. Sea ¢ la funcién
real definida en sp(u) tal que p(exp(it)) =t, donde t € (0,6 + 27). Vemos que ¢ es continua y
z = exp(ip(z)) para todo z € sp(u). Definimos h = ¢(u), como ¢ es una funcién con imagen en
los reales tenemos h* = h y u = exp(ih). Concluimos por la parte (1), u € Uy(A).

. oean u, v € A elementos unitarios tales que ||lu — v|| < 2, entonces
3). S A el itari 1 2
[[v*u = 1] = [[o"(u = v)[| < [Jv]| [I(uw = 0)I] < 2[lv]] = 2,

la ultima igualdad viene de que los elementos unitarios tienen norma 1. Obtenemos sp(v*u—1) C
B(0,2), por ende —2 ¢ sp(v*u — 1). Supongamos que —1 € sp(v*u), entonces v*u + 1 no es
invertible y v*u — 1 + 2 tampoco lo es. Concluyendo asi —2 € sp(v*u — 1), lo cual es un absurdo.
Por ende —1 ¢ sp(v*u).

Luego, mediante 2. tenemos v*u ~, 1, y utilizando que v es unitario concluimos u ~p v al
multiplicar por v.

]

Comentario 2.1.6. Todo elemento unitario en M, (C) tiene espectro finito y por (2) del lema
tenemos que Uy(M,,(C)) = U(M,(C)). Esto implica que U(M,(C)) es arco conexo.

Lema 2.1.7 (Whitehead).
Sea A una C*-dlgebra con unidad y u,v elementos unitarios de A. Entonces

6 3) (5 0) (5 D)= o) s

(g 1?) o <[1) ?) en U(My(A)).

Demostracion. De la parte (2) del lema obtenemos

(1 0)~ (o 9) en utai.
Luego

GG OEICE Y66 Y muen

Las otras relaciones se demuestran de forma similar utilizando lo siguiente

o 2= 66w ()

En particular
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Proposicién 2.1.8. Sea A una C*-dlgebra con unidad.
1. Uy(A) es un subgrupo normal de U(A).
2. Uy(A) es abierto y cerrado respecto a U(A).

3. Un elemento u € A pertenece a Uy(A) si solo si
u = exp(ihy) . ..exp(ihy)
para un n € N y elementos autoadjuntos hy, ..., h, en A.

Demostracion. (1). Utilizando el comentario notamos que Uy(A) es cerrado por multiplica-
cién. Solo resta probar que dado u € Uy(A) también pertenecen u~' y vuv* a Uy(A) para todo
veU(A).

Sea t — w; la homotopia en U(A) entre u y 1. Observamos que t — w; ' = w; es continua,
va que *: A — A es una isometria, obteniendo asi que u™' € Uy(A). Ahora, la homotopia
t — vww* es una homotopia en U(A) entre 1 y vuv*, lo que concluye (1).

Probaremos (2) y (3) al mismo tiempo. Sea G el conjunto de elementos en A de la forma
u = exp(ihy) . ..exp(ihy)

para un n € Ny elementos autoadjuntos hy, ..., h, en A. Se sigue por (1) y por (1) del lema
que G C Uy(A). Como exp(ih)~! = exp(—ih), para todo h autoadjunto, vemos que G es un

grupo.
Tomamos u € U(A) y v € G con ||u — v|| < 2, entonces

1T = wo[] < ju— ol < 2.

En la demostracién de (3) del lema vimos que en este caso —1 ¢ sp(uv*), luego como en la
prueba de (1) del mismo lema obtenemos que uv* = exp(ih), donde h € A es un autoadjunto.
Por ende u = exp(ih)v y u € G, esto muestra que G es abierto relativo a U(A).

El complemento U(A)\ G es la unién disjunta de clases laterales de la forma Gu con u € U(A).
Cada una de estas clases es homeomorfa a G, el cual es abierto relativo en U(A). Por ende, G
es cerrado en U(A).

Como G es abierto y cerrado en U(A), también lo es en Uy(A). Dado que Uy(A) es conexo
(es arcoconexo) y G es no vacio, concluimos que Uy(A) = G, obteniendo asi (2) y (3).

[

Lema 2.1.9. Sean A y B dos C*-dlgebras con unidad y ¢ : A — B un *~homomorfismo
sobreyectivo.

1. o(Up(A)) = Up(B).
2. Para cada v € U(B) existe un v € Uy(Ma(A)) tal que

= (5 ).

donde @y : My(A) — Ms(B) es el *-homomorfismo inducido por .
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3. Siu es un elemento unitario de B y existe un elemento unitario v € A tal que u ~yp, ¢(v),
entonces u € p(U(A)).

Demostracion. (1) Un *~homomorfismo que perserva la unidad es continuo y lleva elementos
unitarios en unitarios. Entonces ¢(Uy(A)) € Uy(B). Por otro lado, si u € Uy(B), por la

proposicion tenemos
u = exp(ihy) ...exp(ihy,)

para hy, ..., h, elementos autoadjuntos de B. Como ¢ es sobreyectiva, existen x; € A tales que
¢(x;) = hj. Definimos k; = (z; + 2})/2 y observamos que k; = ki y ¢(k;) = h;. Consideramos

v = exp(iky) ... exp(iky,).

Utilizando la proposicién obtenemos v € Uy(A) y se cumple p(v) = u.

(2). Viene del lema y de la parte (1).

(3). Si u ~y @(v) entonces up(v*) € Uy(B). Por (1) vemos que up(v*) = p(w) para un
w € Uy(A), concluyendo asi u = p(wv). O

Sea A una C*-algebra con unidad. El grupo de los elementos invertibles en A es denominado
GL(A), y el conjunto de elementos en GL(A) que son homot6picos a 1 en GL(A) es designado
como GLy(A).

Proposicién 2.1.10 (Series de Carl-Neumann). Dada A una C*-dlgebra con unidad. Sia € A
cumple ||1 — a|| < 1 entonces a es invertible, y su inversa estd dada por la serie

a =14+ 0a+a)+(Qa+a)+Aa+a)P+....
En particular vemos que la norma ||a™|| puede ser estimada
ol < 11+ @)l 4 10t )P+ 10t )l 4= (1= [a—al) (1)
Demostracion. |13, Teorema 1.2.2]. O

Proposiciéon 2.1.11. Sea A una C*-dlgebra con unidad. Sea a € A invertible. Si tomamos
be A conlla—b| < |la”t||™, entonces b es invertible,

la™ 7" = fla = bl < Io7H] 7,
yan~pben GL(A).
Demostracion. Como
114 —a™'0l| = [la (a = b)[| < [la™"]] []a = b]| < 1,
entonces a~'b es invertible, y por la desigualdad obtenemos lo siguiente
1@ 0)7H| < (1 —[1a —a7'0l)) 7"
Esto implica que b también es invertible, con inversa b~! = (a7'b)~'a~!. Observar que

114 = a™"bl| [la™H|7" =1la™ (@ = B)I la[I7" < fla™ ] lla = 0[] [la™"||™ = |la — b]].
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Luego,

1o~ = (@ o) a7 = (= [1La = a™ B)l]) [la |7
> |7 = lla — o]

P| Para probar la tltima afirmacién usamos la homotopfa ¢, = (1 — t)a + tb con t € [0, 1].
Tenemos ||a — ¢;|| = t|la—b|| < [|a||7!, luego ¢; es invertible por la primera parte de la prueba,
concluyendo asi a = ¢y ~p, ¢; = b en GL(A). O

Definicién 2.1.12. Sea X un espacio topologico y Xy un subespacio. Decimos que Xg es un

retracto de X si existe una funcion 7 : X — Xo tal que x ~p, 7(x) en X para todo v € X y
T(x) =z, V2 e X,.

La parte (2) de la siguiente proposicién prueba que U(A) es un retracto de GL(A).

Definicién 2.1.13. Para todo elemento a de A definimos |a| = (a*a)/?. El elemento |a| es
llamado el valor absoluto de a.

Proposicién 2.1.14. Sea A una C*-dlgebra con unidad.

1. Si z es un elemento invertible de A, entonces también lo es |z| y w(z) = z|z|™' pertenece
aU(A).

2. El morfismo w : GL(A) — U(A) definido en (1) es continuo, w(u) = u para todo u € U(A),
yw(z) ~p z en GL(A) para todo z € GL(A).

3. Sean u,v € U(A), si u ~p v en GL(A) entonces u ~p v en U(A).

Demostracién. (1). Si z es invertible entonces también lo es 2*, ya que 1 = (z271)* = (z7!)*2* y
lo mismo del otro lado. Luego, (2*2)'/? es invertible con inversa ((z*z)~')"/2. Sea u = z|z| ™,
entonces z = u|z| y u es invertible por ser el producto de dos elementos invertibles. Ademas

ul = u*, ya que

*

uu® = |zt 22T = |2 TP = L

(2). Para mostrar que w(z) = z|z|~! es continua es suficiente probar que la funcién z — |z|~!
lo es, esto debido a que el producto es continuo. El morfismo z — |2|™! es composicién de la
funcién h — |h| y el morfismo dado por invertir, por ende debemos mostrar que estos dos son
continuos.

Veamos que la funciéon GL(A) — A : 2 — 27! es continuo. Fijamos un a € GL(A), sea b € A
tal que [|b — a|| < [la™!||~! entonces por la proposicién tenemos que b es invertible y

167417 = [la™ 17" = [la = 0]].
Luego

la™ = b = lla~"(b—a)b™||
< la™" I [ = all 1]o71]]

[la™ |1 116 — all
— 0.
1 —la=]] [[a = b]| b—a

<

2La tltima desigualdad viene de [|14 —a~1b|| [la= ||~ < [|a — b]|.
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Probaremos la continuidad de la funcién a — |a|. Esta funcién es la composicién de los
morfismos @ — a*a y h — h'/?. Para la continuidad de la funcién a — a*a, consideremos una
sucesion {a, }neny en A que converge a a € A. Como la involucién es una isometria a, — a*,

n

luego por la continuidad del producto a; a, — a*a. Resta probar la continuidad de la funcién
h h'/2. Sea a € AT, siy € B(a,||a]|/2) N A* tenemos que
[yl < lly = all + [[al] < 2[[a]|.

Por ende B(a, ||al|/2)NAT C Qk, donde K = [0, 2||al|]. Luego utilizando la funcién /- : K — R*
junto al lema tenemos que la raiz cuadrada es continua en a, esto para todo a € AT.
Demostraremos la otra parte de (2). Si u es un elemento unitario de A, entonces |u| = 1 por
ende w(u) = u.
Sea z € GL(A), definimos z = w(z)(t|z| + (1 —t)14) para t € [0,1]. Luego w(z) = 2z y
z = z;. Como |z| es positivo e invertible obtenemos sp(|z]) € R.o. Como sp(|z|) es compacto
(|13, Lema 1.2.4]), podemos definir

M = min{p € sp(|z])}.

Tomando A € (0,1] tal que M — X > 0, tenemos sp(|z| — Ala) =sp(|z]) = A > M — XA > 0. Por
ende |z| — Al4 es un elemento positivo, o sea |z| > A1 4. Luego, para todo t € [0, 1]

t‘Z’ + (1 — t)lA >tAly + (1 — Zf)lA > tAl4 + (1 — t))\lA = Ay,
donde la ultima desigualdad se debe a A < 1, por ende 14 > A14. Concluyendo asi que
0 <sp(tlz| + (1 —t)1a — Ala) =sp(t|z]| + (1 —t)14) — A = sp(t|z] + (1 —t)14) > A > 0.

Entonces t|z| 4+ (1 — t)14 es invertible, ya que no contiene al 0 en su espectro y luego z; también
lo es para todo t € [0, 1]. La funcién ¢ — z; es continua, por ende w(z) = zy ~p, 21 = 2z en

GL(A).
(3). Sit — 2z es un camino continuo en GL(A) desde u a v, entonces t — w(z;) es un camino
continuo en U(A) desde u a v. O

Comentario 2.1.15 (Descomposicién polar). La proposicién anterior muestra que existe una
descomposicién andloga a la polar en C: para todo elemento invertible z existe un niimero
positivo |z] € Ry y un elemento unitario w(z) € U(C) = S* tales que z = |z|w(z).

También la demostracion del teorema nos dice que el segmento que une w(z) y z estd contenido
en los invertibles.
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2.1.2. Relaciones entre proyecciones

Definicién 2.1.16. Un elemento p en una C*-dlgebra es llamado una proyeccion si p = p* = p.
El conjunto de las proyecciones en A es denotado por P(A).

Ademads de la relacién de equivalencia ~;, consideraremos otras dos en P(A) :

m p~gsiexiste v € A con p=v*vyq=ovv* (equivalencia Murray-von Neumann),

" p ~, ¢ siexiste un elemento unitario u € U(A) con g = upu* (equivalencia unitaria).

Geométricamente, si nuestra C*-algebra son los operadores acotados en un espacio de Hilbert
H, entonces, para proyecciones p,q € B(H), se tiene

p~q <= pH isométricamente isomorfo a ¢H <= dim(pH) = dim(qH).

Por ende, dos proyecciones son Murray—von Neumann equivalentes si y solo si sus imagenes
tienen la misma dimensién (como espacios de Hilbert): p ~ ¢ <= dim(pH) = dim(q¢H).
Notar que 1 — p y 1 — ¢ son las proyecciones ortogonales sobre (pH)* y (¢H)*. Por lo tanto,
la afirmacion
p~q = l—-p~1l—gq
es equivalente a la implicacion
dim(pH) = dim(qH) = dim((pH)*) = dim((¢H)™").

Sin embargo, la implicacién dim(pH) = dim(q¢H) = dim((pH)*‘) = dim((¢H)*) es falsa
cuando H es de dimension infinita, por ende p ~ ¢ no implica 1 — p ~ 1 — ¢. Con la proposi-
cién probaremos que, en cambio, si p ~, ¢ entonces 1 —p ~ 1 — q. Por lo tanto, p ~, ¢
implica que las proyecciones p y ¢ dividen a H de la misma manera.

H H
Y > qH
pH !
(1—-qH
(1-pH

Definicion 2.1.17. Un elemento v de A tal que v*v es una proyeccion se llama una isometria
parcial.

Sea v una isometria parcial. Entonces consideramos z = (1 — vv*)v
2z =v"(1 — o) (1 — v
= (v* —v*vv*) (v — Vv*v)
=v*'v — v vt — v v + v ovtuvte

=0 (usando (v*v)? = v*v).
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Concluimos ||z]|* = ||z*z|| = 0, y luego v = vv*v. Por ende también se cumplen las siguientes
igualdades con p = v*v, ¢ = vv*
v = qu = vp = qup. (2.2)

Podemos usar esto ultimo para mostrar que la relacion Murray-von Neumann es transitiva. Sean
p,q,m € P(A), tomando las isometrias parciales v, w € A tales que p = v*v, ¢ = vv*, g = w*w y
r = ww*. Definimos z = wv y obtenemos que

'z =v'wwe =vqu=vv=p
luego
22" = wov'w® = wqw* = ww* =1r
por ende p ~ r.

Proposicién 2.1.18. Dadas p, q proyecciones en una C*-dlgebra con unidad A. Las siquientes
condiciones son equivalentes:

1. b ~u g,

2. g = upu® con u unitario en A,
S p~qyla—p~la—g.

Demostracion. Sea 17 la unidad de Ay f= 17— 14. Entonces A=A+Cfyaf=fa=0,va
que
fa=(—=14,1)(a,0) = (—a+a,0) =0

af = (a,0)(—14,1) = (—a+a,0) =0.

(1) = (2). Supongamos ¢ = zpz* donde z € U(A). Tenemos que z =u+ of paraunu € Ay
a € C. Usando af = fa = 0 obtenemos ¢ = upu* y
(0,1) = zz*

= (u+af)(u* +af)

=uu* + |a)?f

= (uu” — |af*14, |a]?).
Mirando la segunda coordenada podemos concluir |a|*> = 1, y por ende uu* = 14. Lo mismo
ocurre mirando zz* obtenemos v*u = 14.

(2) = (3). Supongamos que ¢ = upu* para un elemento unitario u € U(A). Definiendo
v=upy w=u(lg—p). Entonces

vio=p, vt =¢q, wrw=14—p, ww =14 —q.
(3) = (1). Supongamos que las isometrias parciales v, w € A cumplen lo siguiente:

vio=p, vt =¢q, wrw=14—p, ww =14 —q.
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Veamos que z = w + v + f es un elemento unitario en A

22" = (w+v+ f(w + 0"+ f)
L how* + v + f
=la—q+q+f
=la+f
= (14,0) + (—14,1) =(0,1)
2z = (w + v+ f)(w+v+ f)
=w'w+vv+ f
=la—p+p+f=(0,1).
Ahora utilizando la igualdad [2.2] tenemos
2zt = (w+v+ flp(w" + 0" + f) = (wp + vp)(w* + 0" + f)
= wpw”* + wpv* + vpw* + vpv*
jﬂw(lA —p)pw* +w(la —p)pv* +vp(la — p)w* + vpv*
=vpv" = v’ =q.
]

Lema 2.1.19. Consideramos p una proyeccion en la C*-dlgebra A, y a un elemento autoadjunto
dentro de A. Al definir 6 = ||a — pl|, entonces

sp(a) C [=6,0] U [l —4,1+ 4]

Demostracion. Notar que como p es una proyeccion tenemos sp(p) C {0,1}.Vamos a dividir
esta demostracion en tres casos.

Caso sp(p) = {0} :

En este caso tenemos que ||p|| = r(p) = 0, por ende p = 0. Por definicién 6 = ||a|| y sabemos
que sp(a) C [—||a||, ||al|], concluyendo asi este caso.

Caso sp(p) = {1} :

Entonces sp(p — 13) = {0}, por lo mismo que antes concluimos p = 1

Ahora tenemos sp(a) — 1 = sp(a — 13) C [0, d], por ende sp(a) C [1

5,1+ 4.

(R

Caso sp(p) = {0, 1} :
Es suficiente demostrar que, si t € R tiene distancia d estrictamente mayor que ¢ al conjunto
{0,1}, entonces ¢ ¢ sp(a). Consideremos ¢ € R como el recién mencionado, p — 15 es invertible

en A, ya que t ¢ {0,1} por tener d > 0. A continuacién probaremos la siguiente igualdad:

sp((p - tl;)’l) ={A":Xesplp—t1p}

3Dado que af = fa = 0 para todo a € A, en particular wf = vf = fw* = fv* = 0. Utilizando (2.2) y
(1 — p)p = 0 se obtiene wv* = w(l — p)v* = w(l — p)pv* = 0, andlogamente vw* = 0.
*Mediante la identidad (2.2) se obtiene w = w(14 — p).
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Claramente, 0 no pertenece al espectro ni de p — ¢17 ni de su inversa. Veamos la igualdad
para A # 0. Tenemos

(-t =Mz =Ap -1 (3 - p-1p),
de donde se sigue que (p —t15)~! — Al 1 no es invertible si y solo si § — (p — t15) no lo es. Esto
prueba la igualdad de espectros indicada.
Usando que, para f € C[z], se cumple f(sp(a)) = sp(f(a)), obtenemos

sp(p —tl3) =sp(p) —t ={-t, 1 —t}.

Si a es autoadjunto e invertible, entonces a~! también es autoadjunto, ademds, para elementos
autoadjuntos r(a) = ||a||. Por tanto,

Ip—t1) " =r((p—t17) ") = méx{ ||, 1 =]} =d ",
Luego
Ip—t17) a—tl7) =15l = lp— 117 (a—tl;— (p—t17)ll
=lp—t1y) "a—p) <d'o<1

Por tanto (p—t15)~"'(a—t15) es invertible, lo que implica que a —¢1 ; también lo es. Concluimos
asi que t ¢ sp(a). O
Proposicién 2.1.20. Sip, q son proyecciones en la C*-dlgebra A tales que ||p—ql|| < 1, entonces
P~hn(g.

Demostracion. Consideremos a, = (1 — t)p + tq donde ¢ pertenece al intervalo [0, 1].

lp — gl

lp — qll

p

Consecuentemente, a; es autoadjunto, y se cumple

} p—aql _1
min{||a; —pl|, [la; = ql[} < o—dl 1
2 2
y que la funcién ¢ — a; es continua. Sea § = M < 3, entonces definimos K = [—0,6] U [1 —

8,1+ 6]. Segin el lema[2.1.19] se tiene que a; € Q.

Consideremos f : K — C una funcién tal que toma el valor 0 en [—4,4] y el valor 1 en
[1 — 6,1+ d]. Dado que estos intervalos son disjuntos porque § < %, la funcién es continua.
Como ademés f = f = f2, tenemos que f(a;) es una proyecciéon para todo valor de ¢ en [0, 1].
Observando que sp(p) y sp(q) estan contenidos en {0, 1}, la funcién f restringida al espectro de
las proyecciones se reduce a la inclusiéon en C, resultando en f(q) = qy f(p) = p.

Entonces el camino t — f(a;) es continuo por el lema N

p=f(p) = flao) ~n f(ar) = f(q) = g en P(A).
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Proposicion 2.1.21. Consideremos a,b € A elementos autoadjuntos en una C*-dlgebra A con
unidad, y supongamos que existe z € A invertible tal que

b=zaz"'.

Sea z = u|z| la descomposicion polar de z, con u € U(A) y |z| = (2*2)/2. Entonces
b= uau”.

Demostracion. La igualdad b = zaz™!

obtiene 2*b = az*. Entonces,

implica que bz = za y, como a y b son autoadjuntos, se

|z]%a = (2" 2)a = 2*bz = a(z*2) = alz|?,

lo que muestra que a conmuta con |z|2.

Usando el cdlculo funcional, se tiene C*(1, |z|*) ~ C(sp(]z|?)). El elemento |z|? es positivo e
invertible (ya que z lo es), por tanto sp(|z|?) C R,.
Consideremos la funcién inclusion i : sp(|z|*) — C. Dado que w # 0 para todo w € sp(|z|?),

la funcion

frsp(l) = C flw)=—=

pertenece a C'(sp(|z[?)). Esta funcion es la raiz cuadrada de la inversa de la funcién i. Ahora,
utilizando el isomorfismo entre C*(1,|2]?) y C(sp(|z]?)), y el hecho de que i corresponde a |z|?, se
obtiene que f(|z]?) es la raiz cuadrada de |z|~2. Por la unicidad de la raiz cuadrada concluimos
que f(|z]*) = |2|7Y, y por tanto |z|7! € C*(1, |z[*).

Como a conmuta con |z|?, también conmuta con todos los elementos de C*(1,]z]?), en
particular con |z|~*. Por lo tanto,

uau® = <z|z|_1) au* = za|z|'ut = bzlz| 't = buu* = b.
[

Proposicién 2.1.22. Sea A una C*-dlgebra y p,q proyecciones en P(A). Entonces, p ~ q en
P(A) siy solo si existe un elemento unitario u en Uy(A) tal que ¢ = upu*.

Demostracion. En esta prueba, 1 siempre denotara la unidad de A.
Supongamos primero que ¢ = upu* para algin u € Up(A ) Sea t — u; un camino continuo
en los unitarios de A que conecta 1 con u. Como A es un ideal de A, el camino

t — wpuy

es un camino continuo en las proyecciones de A que va de p a q.
Por otro lado, supongamos p ~j ¢ y sea f: [0,1] — P(A) la homotopia entre ambas

proyecciones, con f(0) =py f(1) =

Paso intermedio. Veamos que es suficiente probar la afirmacion en el caso ||p — ¢|| < 1/2.
Como la homotopia viene del compacto [0, 1] y es continua, es uniformemente continua. Por
tanto, existe una particién
D=1 <t <<, =1
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del intervalo [0, 1] tal que || f(i;) — f(i;41)|| < 1/2 para todo j = 1,...,n—1. Sea p; = f(i;) para
Jj = 1,...,n. Reparametrizando la homotopia, se tiene ademds p; ~j, p; para todo ¢, j. Entonces,
si probamos la afirmacién para proyecciones con ||p’ — ¢'|| < 1/2 y p' ~; ¢, obtendremos
elementos unitarios u;,; tales que

_ *
Pj+1 = Uj+1DPjUj4q-

De ello se sigue que

*

* *
q = UpUp_1 ... UIPUT ... Uy _Uy,.

Volvamos a la prueba en el caso ||p — ¢|| < 1/2. Sea
z=pq+(1=p)(1-q).

Entonces z € ﬁ, se cumple pz =pg=z2qy

Iz =1 =llp(¢ —=p) + 1 = ¢)(1 = ¢) = (1 =p))[| < 2[lg —pll < 1.

Por tanto z es invertible y, por la proposicion , z~p1en GL(A).

Sea z = u|z| la descomposicién polar de z. Por la proposicién se obtiene p = uqu*.
Utilizando la proposicién tenemos que u ~j, z ~p, 1 en GL(A), por (3) de la misma
proposicién, esto implica u ~y, 1 en U(A).

Asi concluimos la demostracion. O

Proposicion 2.1.23. Sean p, q proyecciones en la C*-dlgebra A.
1. Sip~y q, entonces p ~, q.
2. 8ip~, q, entonces p ~ q.

Demostracion. La parte (1) es una consecuencia inmediata de la proposicién [2.1.22,
Si upu* = ¢ para un unitario u € A, entonces v = up pertenece a A, v*v = p, y vv* = q.
Esto prueba (2). O

Proposicion 2.1.24. Sean p,q proyecciones en la C*-dlgebra A.

0 0
(2(; 0) ~y (g O) en My(A).

(zg 8) - (g 8> en P(Ma(A)).

Demostracion. (1). En esta demostracion 1 siempre es la unidad de A.
Sea p = v*v y ¢ = vv*. Usando [2.2] vemos que

_ v 1—¢q _ q 1—¢q
O ) I

1. Sip~ q, entonces

2. Sip~,q, entonces
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son elementos unitarios en My(A). Tenemos

wu_<v+(1—q)(1—p) (1= )_(v—p—q+pq (1—q)v*>+<1 0))

q(1—p) (1—q)+qv* q(1—p) qQu* —q 01
como A es un ideal en A los elementos

(1—=q)v", q(1 —p)

—_—

pertenecen a A. Concluimos que wu € My(A) C My(A), luego

p Oy . . (qa 0\ . (qg0
S et (o P (Y

—_—

Notar que la unidad de My(A) y My(A) coinciden, por ende u y w son unitarios también en

—_~—

My (A).

(2). Si u € U(A) tal que ¢ = upu*. El lema nos da una homotopia t — w; en U(My(A))

la cual cumple
(1 0 _fu O
wO - 0 1 Y wl - 0 U* :

Definimos e; = wydiag(p, 0)w;. Luego, para todo t tenemos que e; pertenece a P(My(A)) v la
funciéon ¢ — e; es continua. Observando ey = diag(p,0) y e; = diag(q,0), concluimos que e; es
la homotopia necesaria. O

Comentario 2.1.25. Las siguientes implicaciones son validas entre las relaciones

Nh:’>NU:’>N

pero las direcciones opuestas no se cumplen en general.

Ejemplo 2.1.26 (~ no implica ~,). Una isometria en una C*-dlgebra A es un elemento s
tal que s*s = 1. Consideremos {{, }nen una base ortonormal de un espacio de Hilbert H de
dimensién numerable. Definimos v el operador Shift tal que v(§,) = &,+1 para cada n € N,
vemos que v*(&) = 0y v*(&,) = &1 para todo n > 2. Entonces v*v = Id, pero vv*(§) =0
por ende vv* # Id.

Sea A una C*-dlgebra con unidad que contiene una isometria no unitaria s. Por definicion
5*s ~ ss™.

El cero no es Murray—von Neumann equivalente a una proyecciéon no nula: si v*v = 0,
entonces v = ( y, por tanto, vv* = 0.

En nuestro caso 1 —s*s =0y 1 — ss* # 0, como 0 no puede ser equivalente a una proyeccién
no nula, 1 — s*s no es Murray—von Neumann equivalente a 1 — ss*. Por la proposicion se
deduce que s*s no es equivalente unitariamente a ss*.
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Ejemplo 2.1.27. Un ejemplo de una C*-algebra con unidad con proyecciones p, ¢ tales que
P~y q pero p »y, q es el siguiente. Consideremos una C*-dlgebra B con unidad, y supongamos
que My (B) tiene un elemento unitario u que no es homotépico a diag(v, 1) para ningiin elemento
unitario v de B (un ejemplo de esta situacién se encuentra en [15, Ejemplo 11.3.4]).

LaS proyecciones
(10 (1 0\ .,
p - O O ) q =u O O U,

son elementos equivalentes unitariamente en Ms(B), pero no son homotépicos. Supongamos
que p ~y, q, luego por la proposicién [2.1.22] existe w € Uy(Mo(B)) tal que wqw* = p, por ende

(wu)p = p(wu). Asi,
_fa O
wu=1{y 4]

para ciertos elementos a,b € U(B). Usando el lema de Whitehead llegamos a una contra-
diccién:
oy W = (a O) ~ (ab O>'
0 b 0 1

2.1.3. Semigrupo de proyecciones

Definicién 2.1.28 (El semigrupo P, (A)).
Definimos

Po(A) = P(Mu(A)) y  Pw(A) = [ Pu(A),
n=1
donde A es una C*-dlgebra y n un entero positivo.

Definimos la relacién ~g en P, (A) como sigue. Sea p una proyeccién en P,(A) y ¢ una
proyeccion en P, (A). Entonces p ~¢ ¢ si existe v € My, ,(A) con p = v*v y ¢ = vv*. Con
M,,.n(A) nos referimos al conjunto de matrices rectangulares m x n con coeficientes en A. El
elemento v* se obtiene transponiendo la matriz v y tomando el adjunto en cada entrada.

Definicién 2.1.29. Definimos la operacion binaria @ en Py (A) dada por

. p 0
® q = diag(p,q) = ,
pP®q 9(p, q) (0 q>

entonces sip € P,(A) y q € P, (A), tenemos que p® q € Ppi(A).

Comentario 2.1.30. La relacién ~q es una relacién de equivalencia en Py, (A). Sip,q € P,(A),
entonces p ~q ¢ si solo si p y ¢ son Murray-von Nuemann equivalentes.

Proposicién 2.1.31. Dada una C*-dlgebra A y p,q,r,p',q proyecciones en Py (A).
1. p~op® 0, para todo n natural, donde 0,, es la matriz nula en M, (A),
2. sip~op yqrodq, entoncesp®q~op ®¢,

3. p®qr~oqDp,
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4. si p,q proyecciones en P,(A) tales que pg = 0, entonces p + q es una proyeccion y
Pt+q~opDg,

5 (p@q)®dr=pd(¢®r).

Demostracion. (1). Sean m, n enteros positivos, y sea p una proyeccién en P, (A). Sea

u = @ € My imm(A).
Entonces
p= (p* 0) (g) = UUy ~p UTU] = <€> (p 0) = diag(p,0) = p & 0,.
(2). Sipr~op'y qr~oq existen v,w tales que
p=vv p=w* ¢g=ww* ¢ =ww".

Sea uy = diag(v,w). Entonces p @ ¢ = udus ~o uguy = p' & ¢'.
(3). Supongamos que p € P, (A) y q € P,,(A), definimos

(O q
4= < P Om,n.>

donde 0, es la matriz 0 en My (A). Luego, us € Myim(A) y
p®q=ujuz ~o uguy =qSp

(4). Sin =my pg = 0, entonces p + ¢ es una proyeccion, ya que al ser autoadjuntas también
se cumple 0 = (pq)* = gp. Por ende

(p+q)P=p*+pg+qp+=p+q

Sea

Uy = <p> € MQn,n(A)a
q
obtenemos p + q = ujuy ~ ugu; = p P q, concluyendo asi la demostracion. O
Definicién 2.1.32. Dada una C*-dlgebra A, definimos:
D(A) = Poo(A)/ ~0 .

Para cada p € Py(A), sea [plp su clase de equivalencia mediante la relacion ~q. Definimos una
suma en D(A) dada por

[plp + [glp = [p® d|p, p,q € Py(A).

Por la proposicion anterior, esta operacion estd bien definida y (D(A),+) es un semigrupo
abeliano.



2.1. Proyecciones y unitarios 39

Comentario 2.1.33. Notar que, si dos proyecciones en M, (A), para un n € N, estan relacionadas
por alguna de las siguientes relaciones ~, ~, 0 ~,, sus clases en D(A) coinciden. Esto se deduce

de la proposicién [2.1.24] junto con (1) de la proposicion [2.1.31}

Lema 2.1.34. Sean p,q proyecciones en una C*-dlgebra A, son equivalentes:
1. p ortogonal a q,
2. p+q es una proyeccion,
3. p+q< 1

Demostracion. (1) = (2). Notar que (p + q)* = p* + ¢* = p + ¢. Como pg = 0, entonces
0= (pq)* = ¢*p* = qp. Concluyendo asi que

(p+q)P=p +pg+qp+¢=p+gq.

(2) = (3). Claramente 1 — (p + ¢) es autoadjunto. Como p + ¢ es una proyeccién tenemos
que sp(p +¢q) € {0, 1}, por ende sp(1 — (p+¢)) =1 —sp(p +q) C {1,0}. Concluyendo asf que
1 — (p+ q) es un elemento positivo y luego 1 > p + g.

(3) = (1). Utilizaremos que si 0 < hy < hy entonces zhiz* < xhox™ para todo x € A.
Mediante la desigualdad recién mencionada se obtiene p(q + p)p < p, por ende pgp < 0. Ahora

pap = (gp)*(gp) concluyendo que pgp > 0. Luego pgp = 0y 0 = ||pgp|| = ||(gp)*(gp)|| = ||gp|*.

m
Lema 2.1.35. Sea A una C*-dlgebra y p1, ..., pn proyecciones en A. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
1. p1,...,pN son mutuamente ortogonales,
2. p1+ -+ pn es una proyeccion,
3. p1+--+py <1
Demostracion. Se prueba directamente del lema anterior. O
Lema 2.1.36. Sea A una C*-dlgebra con unidad. Si vy, ..., v, isometrias parciales de A y
n n
Zv;vj = Zvjv;-‘ = 14,
j=1 j=1
n
entonces Y v; es unitario.
j=1
Demostracion. Definimos p; = viv; y ¢; = vjv;, por el lema anterior tenemos que p; son

mutuamente ortogonales y ¢; también lo son. Notar que

n n n

(Zvj) (Zv;‘) = ZU@'U;-

=1 j=1 g
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Utilizando las igualdades de (2.2)) tenemos lo siguiente
D_viv] =D _uipipivi = > _vip;v;.
Jsi Jst Jj=1

oy ok .
Luego como v; = v;viv;, vemos:

Concluyendo asi

(z:%)(znjvj*) = ivjv;‘ =1.

=1

Con una cuenta similar pero utilizando v; = v;g; concluimos que es unitario. O]

2.2. K, de C*-algebras con unidad

2.2.1. Definicién del grupo K, para C*-algebras con unidad

Construccion del grupo de Grothendieck

En la seccion anterior, partiendo de una C*-algebra A, obtuvimos un semigrupo abeliano.
Ahora, a partir de éste, formaremos un grupo anadiendo los elementos inversos.
Sea (S, 4) un semigrupo abeliano. Definimos una relacién de equivalencia ~ en S x S dada
por
(x1,21) ~ (x2,y2) si solo si existe z € S tal que x1 4+ yo + 2 = x3 + Y1 + 2.

Veamos que ~ es una relacion de equivalencia. Claramente es reflexiva ya que en este caso z =0
funciona. La simetria también es trivial, veamos la transitividad. Sean x;,y; € S tales que

($17y1) ~ ($27?Jz) Yy ($2uy2) ~ ($3,y3)7

entonces existen z,w € S tales que
Tit+Yyptz=22+n1+2 Yy Totys+w=2x3+Yys +w.
Se sigue que

T4 ys+ (o + 2+ w) =21 Fyo+ 2+ (ys +w)
=2+ +r2tyst+w
=zZ+y1t+x3+y2 +w
=yt 3+ (z+y +w),

concluyendo asi que (z1,y1) ~ (x3,y3).

Definicién 2.2.1. Dado un semigrupo abeliano (S,+) definimos el grupo de Grothendieck
de S (G(S)) como el cociente 522, Denotamos (x,y) la clase de equivalencia en G(S) de (z,v).
La operacion

(1, 91) + (22, 92) = (21 + 22, Y1 + Y2),

le da estructura de grupo abeliano a G(S).
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Comentario 2.2.2. Veamos que la operacion esta definida y existen las inversas. Sean

(@1,91) ~ (22, 92) Y (3,Y3) ~ (T4, ya),
existen z,w € S tales que
Ti+tYotz=220+Y1+2 Y X3+yYs+w=ys+ x4+ w.
Luego

(1 +a3)+(ot+wys) +(W+2) =20+ +2+ys +a4+w
= (y1 +y3) + (x2 + 24) + (2 + w).

Concluyendo asf (z1 + 23,91 + y3) ~ (v2 + T4, Y2 + Ya)-
Notar que el neutro en el grupo es (x, x) para x € S cualquiera, ya que

T+ Y +r=x1+2+ Yy

entonces (ry + z,ys + ) = (1,y2). Obtenemos —(z,y) = (y,z) ya que (z,y) + (y,z) =
(x +vy,y+ ) el cual es el 0 en este grupo por lo anterior.

Tomando y € S. El morfismo
vs: S = G(S) 1z — (x +y,y),
es independiente de la eleccion de y, y vg es aditivo. Lo llamaremos el morfismo de Grothendieck.

Definicién 2.2.3. Un semigrupo (S,+) se dice que tiene la propiedad de cancelativa si,
siempre que x,Yy, z son elementos en S tales que r + z = y + z entonces x = y.

Proposicion 2.2.4. La construccion de Grothendieck cumple las siquientes propiedades

1. H grupo abeliano y ¢ : S — H es un morfismo aditivo, entonces existe un unico homo-
morfismo de grupos i : G(S) — H tal que

S ? H

conmuta.

2. Para todo morfismo aditivo o : S — T entre dos semigrupos S y'T', existe un homomorfismo
de grupos G(p) : G(S) — G(T) tal que

conmuta.
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3. G(S) ={vs(x) —7s(y) - 2,y € 5}
4. Sean x,y elementos de S. Entonces ys(x) = vs(y) si solo si x+z=y+ z para un z € S.

5. El morfismo de Grothendieck vg : S — G(S) es inyectivo si solo si S tiene la propiedad
cancelativa.

6. Sea (H,+) un grupo abeliano, y sea S un subconjunto no vacio de H. Entonces si S es
cerrado bajo la suma, entonces (S, +) es un semigrupo abeliano con la propiedad cancelativa,
G(S) es isomorfo al subgrupo Hy generado por S, y Hy=x —y:y € S.

Demostracion. Primero probaremos (3). Todo elemento en G(S) es de la forma (z,y) con
r,y €5,y
(2, 9) = (@ +y,y) = (x+y 1) =7s(x) = 75().

Veamos ahora (1). Si (z1,y1) = (x2,ys), entonces x1 + y» + 2 = x93 + y; + 2z para un z € S, luego

o(r1) + p(z2) + 0(2) = ©(22) + @(y1) + ¢(2)

en H, lo que implica ¢(x1) —o(y1) = @(x2) — ©(y2). Por ende el morfismo S x S — H : (z,y) —
o(x) — ¢(y) baja al cociente G(S) y hace conmutar al diagrama. La aditividad de v viene dada
por la aditividad de ¢. Y la unicidad del homomorifsmo en caso de que el diagrama conmute
sigue de (3).

Veamos (2). Por (1) el morfismo aditivo v o ¢ : S — G(T') se extiende a un homomorfismo
de grupos G(p) : G(S) — G(T) tal que el diagrama conmuta.

(4). Supongamos que x + z = y + z para un z € S, utilizando que 7g es aditivo y que G(5) es
un grupo obtenemos ys(x) = vs(y). Reciprocamente supongamos que vs(x) = vs(y). Entonces
(x+y,y) = (y + z,x), por ende

(x+y)+rz+w=(y+z)+y+w

para un w € S. Esto muestra que
r+z=y+=z

donde z = x + y + w.

(5) Es inmediato de (4).

(6) Aplicando (1) con el morfismo i : S — H existe un homomorfismo de grupos ¢ : G(S) —
H tal que ¢(vs(z)) = x para todo z € S. Por (3) la imagen de 1 es x —y con z,y € S. Si
Y(vs(x) — vs(y)) = 0 entonces = = y, entonces vs(x) = v5(y). Concluyendo v es inyectivo. [

Ejemplo 2.2.5. Consideramos el semigrupo Z* U {oo} con la suma usual en Z* y n 4 oo =
o0 4+ n = oo para todo n € ZT y 0o + 0o = 00, entonces G(Z* U {oc}) = 0.

Demostracion. Para todo xq,y; € ZT U {oco} tenemos que x; + 00 = y; + 00 = 00, entonces
(x1,11) = (00, 00) = 0. O

Definicién 2.2.6 (El grupo Kj). Dada A una C*-dlgebra con unidad, y sea (D(A),+) el
semigrupo abeliano dado en|2.1.34. Definimos Ko(A) como el grupo de Grothendieck de D(A) :
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Definimos |,]o : Pso(A) = Ko(A) dado por

[p]O = 7([p]D) € KO(A)7 peE Poo(A)a
donde v : D(A) — Ky(A) es el morfismo de Grothendieck.

Comentario 2.2.7 (El grupo Ky(A)). La definicién de Ky(A) prescinde de la unidad de A.
Cuando hacemos la misma construccién para A una C*-algebra sin unidad denominamos a este
grupo Koo(A).

Sea [.Joo : Pxo(A) — Koo(A) el morfismo dado por [ploo = v[p]p, para todo p € Py (A). Luego
daremos otra definicién para Ky(A) donde A no tiene unidad, la cual no sera igual a Kyy(A). El
funtor Ky tiene la debilidad de no ser escinde-exacto, propiedad definida mas adelante.

Definicién 2.2.8. Dados p, q proyecciones en Py (A), entonces p ~g q si solo sip®r ~gqdr
para una proyeccion r € Py (A). La relacion ~ se llama relacion estable.

Comentario 2.2.9. Si A tiene unidad y p, ¢ son proyecciones en Py, (A). Denominamos a 1, la
unidad de M,,(A). Entonces p ~ ¢ si solo si p ® 1,, ~¢ ¢ ® 1,, para un entero positivo n. Ya que
sip®r~gq®r, paraun r € P,(A), tenemos

l—r)r=r—r*=r—7r=0.

Por la proposicion [2.1.31] (4), obtenemos 1, = (1, = 7) + 7 ~¢ (1, —7) & r ~o7r @& (1, — 7). Lo
anterior junto a la proposicién [2.1.31] (2) nos da lo siguiente

PPl ~op®r® (L, —7) ~q®r @ (1, —7) ~ ¢D 1.

Proposicién 2.2.10 (Imagen estandar de Ky). Sea A una C*-dlgebra con unidad. Entonces

Ko(A) = {lplo — [dlo: .1 € P(A)} 0
= {[plo — ld)o : p.q € P(A), n € N}.
También tenemos
1. [p® qlo = [plo + [glo para todas las proyecciones p,q € P (A),
2. [04]o =0, donde 04 es la proyeccion cero en A.
3. Si p,q pertenecen a P,(A) para algin n y p ~y, q en P,(A), entonces [plo = [q]o,
4. sip,q son proyecciones mutuamente ortogonales en P, (A), entonces [p+ qlo = [plo + [¢)o,

5. para todos p,q € Px(A), [plo = [qlo si solo sip ~y q.

Demostracion. La primera igualdad de se obtiene de la parte (3) de la proposicion m
Entonces, si g € Ky(A), existen p’ € P(A) y ¢ € Pi(A) tales que g = [p']o — [¢]o- Tomemos n
mayor que k y [, y definamos p =p' © 0, y ¢ = ¢ ® 0,,_;. Tenemos p, ¢ proyecciones en P,(A)
y, por la proposicién (1), conseguimos p ~o p' v ¢ ~o ¢'. Concluyendo asi

g = [plo — [dlo-

(1). Tenemos [p @ qlo = Y([p © qlp) = ¥([plp + [4lp) = ¥([p]p) +([g]p) = [Plo + [dlo-
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(2). Como 04 ® 04 ~g 04, se sigue de (1) que [04]g + [04]o = [04]o, por ende [04]o = 0.
(3). Esto viene de las siguientes implicaciones

P~ g =>p~q=p~oq<[plp = lglp = [plo = [dlo-

(4). Por la proposicion [2.1.31] tenemos p + g ~o p @ ¢, luego [p + qlo = [p @ qlo-
(5). Si [plo = [¢lo, existe una proyeccion r tal que [p]p + [r]p = [q]p + [r]p por la proposi-
cién [2.2.4] (4). Entonces [p @ r]p = [¢ ® r]p. O

Proposicién 2.2.11. [Propiedad universal de K]
Dada A una C*-dlgebra con unidad, G un grupo abeliano y v : Py (A) — G un morfismo
que cumple

= v(p @ q) = v(p) +v(q)
u U(OA) =0
» sip,q € P,(A) para unn yp ~y q en P,(A), entonces v(p) = v(q).

Entonces existe un inico homomorfismo de grupos o : Ko(A) — G tal que el siguiente diagrama
conmuta

P (A)
[Jo Y

Demostracion. Primero probaremos que dadas p, ¢ proyecciones en P, (A) que p ~y ¢ implica
v(p) = v(q). Sean k,l € N tales que p € Py(A) vy ¢ € P(A), y n > max{l,k}. Definimos
P =p®0,_k ¢ =p®O0, . Tenemos p',¢ € P,(A) tales que p' ~g p ~y ¢ ~o ¢, por ende

p' ~ ¢. Por (1) de la proposicion [2.1.24
"0 "0
(Z(?) 0) ~u (% O) en M2n,2n(A)
y por (2) de la misma proposicién
p/ OTL 0 q/ OTL O
0, 0,) 2| ~n | \0n 0,) 72" |en Pun(A).
O2n, O2n, 02y, 02y,

Concluimos que v(p) = v(p) +v(0) + -+ - + v(0) = v(p’ @ 0,) = v(¢ ® 0,) = v(q).

4n-k
Se sigue que el morfismo 5 : D(A) — G dado por B([p|p) = v(p) esté bien definido. La

aditividad para [ viene de lo siguiente

B([plp + [4lp) = B(lp® qlp) = v(p @ q) = v(p) +v(q) = v([p]p) + v([dlp)-

Utilizando (1) de la proposicién nos da un homomorfismo de grupos « : Ky(A) — G que
hace al diagrama conmutar, la unicidad viene dada por (3) de la proposicién 2.2.4]. ]
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2.2.2. Funtorialidad de K|
%

La categoria C*-alg, es la categoria de las C*-algebras donde sus morfismos son los *-
homomorfismos. También consideramos la categoria Ab de los grupos abelianos, donde sus
morfismos son los homomorfismos de grupos.

Un objeto N en una categoria C es llamado el objeto cero si Mor(A, N) consiste de solo un
elemento para todo objeto A en C. Las categorias C*-alg y Ab ambas contienen un cero, para
el cual usaremos la notacion {0}.

El funtor K, para C*-algebras unitales.

Dadas A, B dos C*-algebras unitales y ¢ : A — B un *-homomorfismo. Asociaremos a ¢ un
homomorfismo de grupos K(¢) : Ko(A) — Ko(B). Primero extendemos ¢ a un *-homomorfismo
M,(A) — M,(B), un *-homomorfismo lleva proyecciones en proyecciones, por ende ¢ lleva
P (A) en Py (B). Definimos v : Py (A) — Ko(B) dado por v(p) = [¢(p)]o. Entonces v cumple
1,2 y 3 de la proposicion [2.2.T1] luego v se extiende de forma tnica a un homomorfismo de
grupos Ko(p) : Ko(A) — Ko(B) dado por

Ko()([plo) = [#(p)]o, p € Po(A).

En otras palabras, el siguiente diagrama es conmutativo

P (A) —F—— P.(B)

(o] 1o

Ko(A) TR Ko(B)

Si Ay B son C*-dlgebras, entonces denominamos al *-homomorfismo O 4 de A — B
al *-homorfismo que lleva todos los elementos 0p. El *~homomorfismo identidad A — A es
denominado Id4.

Proposicién 2.2.12 (Funtorialidad del K para el caso unital).
1. Para toda C*-dlgebra unital A, Ko(Ida) = Idg,(a)-

2. Si A,B y C son C*-dlgebras unital y o : A — B y 1 : B — C son *~homomorfismos,
entonces Ko(1) o ) = Ko(¢) o Ko().

5. Ko({0}) = {0}.
4. Para todo par de C*-dlgebras A y B, Ko(0p.a) = Oky(B),Kko(A)-

Demostracion. Por definicion de Ky() tenemos

Ko(Id)([plo) = [plo v Ko(¢ o @)([plo) = Ko(d(e([plo))) = Ko(v)(Ko(#)([Plo)),

para todo p € P, (A). Utilizando la imagen estdndar de Ky (2.3), concluimos (1) y (2).

(3). Tenemos que P, ({0}) = {0,}. Las proyecciones 0 = 04, ...,0,, ... son todas equivalentes,
por ende D({0}) = {[0]p}. Luego K,({0}) = G({0}) = {0}.

(4). Como Op 4 = 0500004 : A— {0} — B, (4) sigue de (3) y (2).
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Definiciéon 2.2.13 (Equivalencia homotépica). Sean A y B dos C*-dlgebras. Dados dos *-

homomorfismos 1, p : A — B se dice que son homotdpicos, ¢ ~j 1, si existe un camino de
*-homomorfismos ¢, : A — B, t € [0,1], tales que t — @i(a) es un mapa continuo de [0,1] a B,
para todo a € A, también se pide pg = ¢ y 1 = V.

Definicién 2.2.14. Decimos que dos C*-dlgebras A y B son homotopicamente equivalentes
si existen *~homomorfismos ¢ : A — B y 1 : B — A tales que

potp~pldg Yy pop vy lda.
Proposicién 2.2.15 (Invarianza homotodpica de Ky). Sean A y B dos C*-dlgebras unitarias.

1. Sip, 0 A — B son dos *-homomorfismos homotdpicos, entonces Ky(¢) = Ko(1)).

2. 8i A y B son homotdpicamente equivalentes, entonces Ky(A) es isomorfo a Ko(B).

Demostracion. (1). Sea ¢, : A — B la homotopia entre ¢ y . Para cada t € [0, 1] podemos
extender este *-homomorfismo a ¢; : M, (A) — M,(B), V n € N. Luego utilizando las des-
igualdades (1.2)) y fijando a € M,,(A), obtenemos que la funcion [0,1] — M, (B) : t = ¢:(a)

es continua. Para toda proyeccién p € P,(A), el camino t — ¢;(p) es continuo, entonces
©(p) = ¢o(p) ~n ¢1(p) = ¥(p). Esto muestra que

Ko(e)([plo) = [e(p)lo = [¥(P)lo = Ko(¥)([Plo)-

Usando la igualdad (2.3) concluimos Ky(p) = Ko(1).
(2). Sean ¢ : A — By ¢ : B — A los *-homomorfismos dados por la definicién de ser
homotoépicamente equivalentes. Entonces utilizando la parte (1) tenemos

Ko(p) o Ko(v) = Ko(p o v) = Ko(Idp) = Idk,(B)
Ko(1) o Ko(p) = Ko(¢ 0 ) = Ko(Ida) = Idk,(a)-

[]

Definiciéon 2.2.16. Sean ¢,v : A — B dos *homomorfismos entre C*-dlgebras. Decimos
que estos *-homomorfismos son mutuamente ortogonales, ¥ L ¢, si p(z)(y) = 0 para todo
x,y € A.

Lema 2.2.17. Si A y B son dos C*-dlgebras con unidad, y si o, : A — B son *-homomorfismos
mutuamente ortogonales, entonces ¢ + 1 : A — B es un *~homomorfismo y Ky(p + ¢) =

Ko(p) + Ko(¥).

Demostracion. Es trivial verificar que 1 + ¢ es un *~homomorfismo. Los *-homomorfismos
OnyUn + Mp(A) — M,(B) inducidos por ¢ y % son ortogonales, y (¢ + ¥)n = ©n + ¥n.
Utilizando (2.3) y [2.2.10] (4), tenemos que para todo p € P,(A)

Ko(p +0)([plo) = [(¥ + ©)u(p)]o = [n(p) + Pn(p)lo
= [n(P)]o + [¥n(P)]o
= Ko()([plo) + Ko(¥)([plo)-

Esto muestra que Ko(¢ + ¢) = Ko(¢) + Ko(p). O
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2.2.3. Ejemplos de K

Trazas y calculos de grupos de K-teoria

Sea A una C*-algebra. Una traza acotada en A es una funcional lineal acotado 7: A — C
con la propiedad de traza:
7(ab) = 7(ba), ¥V a,b € A.

La propiedad de traza implica 7(p) = 7(q) cuando p, ¢ son equivalentes Murray-von Neumann
en A.

= Decimos que la traza 7 es positiva si 7(a) > 0 para todo elemento positivo a € A.

» Cuando A es tiene unidad y 7 es traza positiva con 7(14) = 1, entonces 7 es llamada
estado traza.

Para toda traza 7 en una C*-dlgebra A existe una traza 7, en M, (A) tal que 7,(diag(a,0,...,0)) =
7(a) V a € A, este 7, estd dado por

a1 Q2 .. ain
Q21 Q22 ... Q2p n
% D =D (asy).
. . . . i=1
an,l amg Ce an,n

Una traza 7 en una C*-dlgebra A da lugar a una funcién 7 : P (A) — C, esta funcién
cumple las propiedades (1), (2) y (3) de la proposicién [2.2.11] Para ver que (3) se cumple usamos
que p ~, ¢ implica p ~ ¢. Luego existe un unico homomorfismo de grupos Ko(7) : Ko(A) — C
tal que

Ko(7)([plo) = 7(p), p € Po(A).

Si 7 es positivo tenemos que Ko(7)([p]o) = 7(p) es un nimero real positivo para todo p € Py (A),
y Ko(7) lleva Ko(A) en R.

Lema 2.2.18. Sea 7 : A — C un funcional lineal en una C*-dlgebra A. Las siguientes
condiciones son equivalentes

1. 7 es una traza,
2. 1(xx*) = 7(z*x) para todo x € A,
3. T(uau*) = 7(a) para todo elemento unitario uw € A y a € A positivo.

Demostracion. Que la afirmacién (1) implica (2) es trivial por definiciéon de traza. Veamos (2)
implica (3), tenemos que

T(uau®) = 7(ua'?a*u*) = 7((ua'?)(ua'?)*) = 7((ua'’?)* (ua'’?)) = r(a**u*ua'’?) = 7(a),

Para todo u € A unitario y a € A positivo.
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Ahora vamos a probar que (3) implica (1). Sea u un elemento unitario en A y = € A. Podemos
escribir x como suma de dos elementos autoadjuntos x = v + iw. A su vez, cada uno de estos
autoadjuntos puede descomponerse como

UV = V1 — Vg, W = V3 — U4,
con vy, Uy, U3, U4 positivos. Luego

T(uzu®™) = T(u(’Ul — Vg + fv3 — iv4)u*)
= T(uv u*) — 7(uveu™) + it (uvsu™) — it (uvgu’)
= T(vy — vy + v — ivg) = 7(x).
Por tanto, para todo z € A y u € A unitario tenemos:
T(ux) = 7(uruu®) = 7(2u).

Todo elemento autoadjunto z con ||z|| < 1 es combinacién lineal de los elementos unitarios
x+iv1—22y x—iv1— 22 Con esto y lo anterior concluimos que cualquier elemento x € A
se puede escribir como combinacién lineal de cuatro elementos unitarios de A. De ello, y por lo
recién probado, se sigue (1). O

Ejemplo 2.2.19. Sea Tr : M,,(C) — C la traza estdndar dada por

Q11 Q12 ... a1.p
Qo1 Q2o ... a9 n n
Tr| . C S =D
. . . . 171
Qn1 Op2 ... QOpnp

) )

Dado g € Ko(M,(C)), entonces existen k € Ny p,q € M(M,(C)) tales que

g = [plo — [do-

Dado que p y ¢ pertenecen a My(M,(C)) y son proyecciones, considerandolas como matrices en
M, (C), son autoadjuntas y poseen valores propios que son 1 o 0. Por el teorema espectral, existe
una base ortonormal formada por vectores propios p, lo mismo pasa con ¢. Asi, las imagenes de
Py q estan generadas por sus vectores propios correspondientes a valores propios distintos de 0.
Utilizando que la traza de una matriz es igual a la suma de sus valores propios, podemos llegar
a la conclusién de que

Tr(p) = dim(p(C*™)) 'y Tr(q) = dim(q(C™)).

Se sigue
Ko(Tr)(g) = Tr(p) — Tr(q) = dim(p(C*")) — dim(q(C*")).

Por ende Ko(Tr) : Ko(M,(C)) — Z. Si Ko(Tr)(g) = 0, entonces Tr(p) = Tr(q). Ambas se
pueden diagonalizar mediante la misma matriz D, dado que Tr(p) representa la cantidad de
valores propios iguales a 1. Por diagonalizacién tenemos:

p=QDQ"yq=ADA".
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Por lo tanto

p=QAqAQ",
donde QA* es un elemento unitario. De acuerdo con la proposicién 2.1.18], tenemos que p ~ g,
lo que implica que g = [plo — [g]o = 0. Por lo tanto, Ky(7'r) es inyectivo. Consideremos e como
la matriz en M, (C) donde la entrada e;; = 1 y las deméds son 0. Entonces, Ko(77)([e]o) =1, lo
que implica que la imagen de Ko(7'r) es Z, y tenemos que Ky(M,(C)) ~ Z.

Ejemplo 2.2.20. Si H es un espacio de Hilbert separable de dimension infinita, entonces
Ko B(H)) = 0.

Demostracion. Sea H" = ééH. Usamos la identificaciéon M,,(B(H)) = B(H™). El morfismo
1

dim : Pw(B(H)) — {0, 1, 21,: ., 00} dado por
dim(p) = dim(p(H")), p € P,(B(H)) = P(B(H"))

es sobreyectivo.

Probaremos que para todo p,q € B(H™) tenemos p ~ ¢ si solo si dim(q) = dim(p). Si p ~ q,
entonces p = v*v y ¢ = vv*. Consideremos el mapa v : p(H") — q(H"), veamos que esta bien
definido

op(h) = voro(h) = qu(h)

entonces I'm(v o p) C Im(q). Como g = vv*, tenemos que I'm(q) C I'm(v). También obtuvimos
vp(h) = qu(h),
para todo h € H". Definimos hy = g(h) con h € H", entonces existe hy € H" tal que v(he) = hy

vp(he) = qu(hs) = q(q(h)) = q(h) = ha,

concluyendo asi que v es sobreyectiva. Ahora veamos que v : p(H™) — ¢q(H™) es un isomorfismo
entre espacios de Hilbert, eso es suficiente para concluir que sus dimensiones son iguales.

(vp(h),vp(h')) = (p(h),v*vp(h)) = (p(h), p(h')).

Consideremos el caso en que dim(p) = dim(q). Es un resultado conocido en andlisis funcional
que dos espacios de Hilbert H; y Hs son isométricamente isomorfos si y solo si tienen la misma
dimension. Supongamos este isomorfismo v entre pH y gH, y luego lo extendemos a un operador
en H definiendo v(z) = 0 si x pertenece al complemento ortogonal de pH. Es facil ver que
v*v =py vv* = ¢, concluyendo asi p ~ q.

Sigamos con la demostracion de Ko(B(H)) = 0. Dado que dim(p ® 0) = dim(p), podemos
afirmar que para toda proyeccion p, ¢ € P, (B(H)) se cumple dim(p) = dim(q) si y solo si p ~q q.
La dimensién es aditiva, es decir, dim(p @ q) = dim(p) + dim(q), por lo tanto, d([p|p) = dim(p)
esta bien definida y actiia como un isomorfismo de semigrupos d : D(B(H)) — {0,1,2,...,00}.
Finalmente, concluimos que Ko(B(H)) es isomorfo al grupo de Grothendieck de {0, 1,2, ..., 00},
que es 0. ]
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Ejemplo 2.2.21. Para todo espacio X Hausdorff, compacto y conexo, existe un homomorfismo
de grupos sobreyectivo
dim: Ky(C(X)) — Z,

el cual cumple
dim([plo) = Tr(p(z)), p € Pu(C(X)),
donde x € X y Tr es la traza estdandar en M, (C).

Demostracion. Comenzamos probando que Tr(p(x)) es independiente de z. La funciéon x +—
Tr(p(z)) pertenece a C'(X,Z), como X es conexo la funcién es constante.
El morfismo

7 C(X) — C, 7(f) = f(=),
es una traza en C'(X) para todo x € X. Por ende, 7, induce un homomorfismo de grupos
Ko(m:): Ko(C(X)) — C,

el cual cumple
Ko(7z)([plo) = Tr(p(x)), Vp e Po(C(X)).

Entonces, utilizando la imagen estandar de Ky, concluimos que Ky(7,) no depende de x y
tiene imagen en Z. La unidad 1 en C'(X) es una proyeccién, y se cumple 1 = 1(z) = Ko(72)([1]o),
por ende, Ky(T;) es sobreyectiva. O

Ejemplo 2.2.22. Un espacio Hausdorff compacto X es llamado contréctil si para un zo € X
existe una funcién continua « : [0,1] x X — X tal que a(l,z) =z y a(0,2) = 29, V2 € X. En
este caso, el morfismo definido en el ejemplo anterior dim : Ky(C(X)) — Z es un isomorfismo.

Demostracion. Para todo t € [0, 1], definimos el *-homomorfismo
pr: C(X) — C(X),  @ulf)(@) = flalt, z)).

Entonces ¢o(f)(z) = f(z0) y ¢1(f)(z) = f().
Veamos que la funcién t — ¢;(f) es continua para todo f € C(X). Fijamos t, € [0,1] y
e > 0. Entonces, para todo (z,t) € X X I, existen entornos V' x B(t,r) donde se cumple

[f(a(z,t)) = flaly, M) < €/2, ¥(y,A) € V x B(t,r).
Como X x I es compacto, existe un cubrimiento finito de estos entornos
{Vi x B(t;,ri/2)}i .
Estos son entornos de ciertos (x;,t;), obtenidos por la continuidad de f o a.. Definimos
d=min{r;:i=1,...,n} > 0.

Sea t € [0, 1] tal que |t —to| < 0/2. Para todo x € X, existe 8 tal que (x,ty) € Vs x B(tg, rs/2).
Entonces
|t5—t| < |t3—t0|—|—|t0—t| <’I“5/2+5/2§T‘5.

Luego, (z,t) € Vg x B(tg,rs), y por la construccion de los entornos, se cumple

1/ (e, ts)) — flafz, 1)) <e/2.
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Concluimos asi que

1S (e, 1)) = fale, to)) || < lf (ale, )= Flalzs, tp)) |+ f(zs, ts)) = flalzo, L))l <€, Ve X.

Por ende,
l@e(f) = e (Pl < €.

Luego, por la continuidad obtenemos ¢y ~, Id. Definimos ¢: C'(X) - Cy ¢: C — C(X)
mediante

o(f) = f(xo), (A= AL
Entonces ¢ 09 = Idc y 9 o ¢ ~}, Id, obteniendo asi

cx) - c 2 ox)

como homotopia. El diagrama

Ky(C) 7

Ko(Tr)

es conmutativo. Ademads, Ko(¢) v Ko(Tr) son isomorfismos, por ende, dim es un isomorfismo. []

Comentario 2.2.23. Observemos que utilizamos la compacidad de X al decir que toda funcién
continua en un compacto es uniformemente continua. La demostracién depende fuertemente de
esto, mas adelante veremos que si X no es compacto, entonces Ky(Cy(X)) puede ser no nulo.
Por ejemplo,

Ko(Co(R?)) = Z.

2.3. Exactitud de funtores

Sea F' un funtor desde la categoria de C*-algebras a la de grupos abelianos que preserva el
objeto 0, F'({0}) = {0}. Entonces toda sucesion exacta corta

0 I %5458 0 (2.4)
de C*-élgebras, induce una sucesion (no necesariamente exacta)
0 —— F(1) 29 pay 2% pgy —— 0 (2.5)

de grupos abelianos.
Definicién 2.3.1.

s Si la sucesion es exacta para toda sucesion exacta corta , decimos que el funtor
F' es exacto.
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» Cuando para toda sucesion exacta corta como en (2.4)) que ademas escinde se cumple que
la sucesion es exacta y también escinde, decimos que F es un funtor escinde-exacto.

» Sila sucesion es exacta en F(A), es decir Im(F(p)) = Ker(F(v)) para toda sucesion
exacta corta , entonces F' es semiezacto.

Veamos ahora que el funtor K es un funtor que escinde-exacto.

Lema 2.3.2. Dada una C*-dlgebra con unidad A, consideremos la sucesion exacta corta

A
0 PRI ¥ e 0
Induce la siguiente sucesion exacta corta que escinde
Ko(N)
Ko(4) Y T
0 ——— Ko(A) —————— Ku(A) % Ko(C) ——— 0.
o(m
Demostracién. Consideremos f := 17 — 14, es una proyeccion en A. Luego, A=A+ Cfy

af = fa =0 para todo a € A. Se define un *-homomorifsmo
p:A— A N:C— A,
dado por p(a+ af) =ay N(a) = af. Entonces
idy = poi, ]d;ziop+)\’o7r, moi=0, mo A= Idc.

También tenemos que los *-homomorfismos i o 1 y X' o 7 son ortogonales. La funtorialidad de
Ky, junto con el lema [2.2.17] nos da

0= Ko(0) = Ko(m 0i) = Ko(m) o Ko(i),
= Ko(mo X)) = Ko(m) o Ko(N),

= Ko(poi) = Ko(p) o Ko(i),
Id,. + = Koy(Ids)=Ko(iou+ \Nom)

Z) o) Kg(/ub) + Ko()\/) @) Ko(ﬂ').

La inyectividad de Ky (i) sigue de la tercera igualdad. Por la primera, tenemos que Im (K (7)) C
ker(Ky(m)). Si g € ker(Ky(m)), entonces

g = Ko(i)(Ko(1)(9))

la dltima igualdad muestra que g € Im(Ky(7)). La sobreyectividad de Ky(7) se deduce de la
segunda igualdad, y la escisién también. O]
El problema con K,

El problema con la definicién de Ky, para C*-dlgebras sin unidad es que no es un funtor
escinde-exacto. Veamos un ejemplo en el que esto no se cumple.



2.4. K, de C*-algebras sin unidad 53

Proposicién 2.3.3. Sea X espacio conexo, localmente compacto y Hausdorff, pero no compacto.
Entonces Koo(Co(X)) = 0.

Demostracion. Identificamos M, (Cy(X)) = Co(X, M, (C)), entonces P, (Cy(X)) estd identifica-
do con P(Cy(X, M,(C))). Sea p € P,(Cy(X)) y definimos Tr como la traza estdandar en M, (C).
La funcién x +— Tr(p(z)) es una funciéon en Cy(X,Z), pero Co(X,7Z) = {0}, ya que X es conexo
y no compacto. Concluyendo asi que P,(Cy(X)) =0y, por ende, Kno(Cp(X)) = 0. O

Consideremos la siguiente sucesion exacta que escinde

A

K\

0 ——— Co(R*" — {o0}) ———— C(R*") _ C 0

Donde R2" es la compactificacién por un punto de R2, w(f) = f(c0), i es la extensién de las
funciones f a R2" definiendo f (00) =0, y A manda « a la funcién constante . De la prueba
del ejemplo [2.2.21] tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

Ko(C(R*"))

Ko(C) ————— Z

K() (T’I‘)

y Ko(Tr) es un isomorfismo por ejemplo [2.2.19, Luego Ker(dim) = Ker(Ky(n)). Tenemos la
siguiente sucesion

Koo(4) Koo ()
Koo(R*" — {o0}) . Koo(C(R*")) = Ko (C)
2+
KofC(RE )~ KolC)
Utilizando la proposicién anterior, obtenemos que KOO(R2+ — {o0}) = 0. Entonces, para

que la sucesién sea exacta, necesitamos que Ky(m) sea inyectivo. Pero como Ker(dim) =
Ker(Ky(m)), vemos que si la sucesion es exacta, entonces dim seria un homomorfismo inyectivo
de Ky(C(S?)) — Z. Mas adelante veremos que Ko(C(S?)) = Z @ Z, por ende, la inyectividad
de este morfismo no es posible.

2.4. K, de C*-algebras sin unidad

Hemos visto las dificultades que surgen al intentar reproducir, en el caso general, el mismo
enfoque empleado para definir el grupo Ky en el contexto unitario: alli comprobamos que dejaba
de ser un funtor escindido-exacto. Por ello al construir K, forzaremos esta propiedad.
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2.4.1. Definicién y funtorialidad de K

Definicién 2.4.1 (Grupo K, para C*-algebras no unitales). Sea A una C*-dlgebra sin unidad,
y consideremos la sucesion exacta corta que escinde

0 A i A 3¢

™

0. (2.6)

Definimos Ky(A) como el kernel del homomorfismo Koy(m) : Ko(A) — Ko(C),

Ko(A) = Ker(Ky(m)).

Comentario 2.4.2. Sea p € Py (A). Recordemos que 7(a) = 0 para todo a € A, donde 7: A — C
es la proyeccion candnica. Luego

Ko(m)([plo) = [7(p)lo = 0,

por ende se obtiene el morfismo [-]g: Py (A) = Ko(A).
Para toda C*-dlgebra A, con o sin unidad, disponemos de la siguiente sucesién exacta corta

Ko(1) Ko(m)

0 —— Ko(A) Ko(A)

Ko(C) ——— 0. (2.7)

El morfismo Ky(A) — Ko(A) es Ko(i) si A tiene unidad, y la inclusién en caso contrario.
Luego, por el lema [2.3.2, la sucesion es exacta en el caso unital.

Si A tiene unidad, Ky(A) es isomorfo a su imagen en Ky(A) mediante el homomorfismo
Ky (7). Como la imagen de Ky(i) coincide con Ker(Ky(m)), se tiene

Ko(A) = Ker(Ko())
en el caso unital.
Funtorialidad de K,

Sea ¢ : A — B un *-homomorfismo y @ : A — B la extension a las unitizaciones. Obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo

A 4 A C
¢ %
B——"—r——B—7—C

Luego por la funtorialidad de K, para C*-algebras con unidad, (2.7)) induce el siguiente diagrama
conmutativo

Ko(A) —— Fo(A) — 2™ k()
Ko(g) Ko() (2.8)
KJ(B) —— Ko(B) Ko(C)
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Existe un tnico homomorfismo de grupos Ko(¢) : Ko(A) — Ko(B), tal que el diagrama conmuta.
Lo definimos de la siguiente forma. sea [plo — [glo € Ko(A), luego por la conmutatividad del
segundo cuadrante vemos:

Ko(ms) (Ko(@)([plo — [alo)) = Ko(ma)([plo — [glo) = 0.

Entonces Ko(@)([plo — [¢lo) € Ko(B), concluyendo asi que el morfismo

Ko()([plo — lalo) = Ko(@)([plo — [dlo))

esta bien definido entre Ky(A) y Ko(B). Notar que Ko(¢) es la restriccion de Ko(p) a Ko(A),
de esto obtenemos la unicidad.

Si A y B tienen unidad, entonces el diagrama se cumple por la funtorialidad del K
unital. Por ende nuestra definicién extiende el caso unitario.

Proposicién 2.4.3 (Funtorialidad de Kj).
1. Para cualquier C*-dlgebra A, se cumple que Ko(Ida) = Idg,(a)-

2. Dadas C*-dlgebras A, B y C, con *-homomorfismos p : A — B y 1 : B — C, se tiene
que Ko(¢ 0 ) = Ko()) o Ko(¢p).

3. Se cumple Ky({0}) = {0}.
4. Para cualquier par de C*-dlgebras A y B, tenemos Ko(0p,.4) = Oxy(a),k0(B)-

Demostracion.
(1)

Ko(Ida) Ko(Ida)

KJ(A) — 5 Ko(Ad) ——— K,(C)

Ko(ma)

Utilizando Id, = Id 7 v aplicando la funtorialidad de K para C*-dlgebras con unidad, obtenemos
Ko(Ida) = Ko(Idy) = Id, 3. Por la funtorialidad unital de Ky tenemos Ko(Id) = Id, 5.
Asi, la conmutatividad del diagrama nos permite concluir que Ko(Ida) = Idg,(a)-

(2).
~ Ko(ma)

Ko(A) —— Ky(A) K,(C)

Ko(yp) Ko(p)

B) ————— Kqy(B) “Rows) Ko(C)

Ko() Ko(¥)

C) —— K0(6'> T Kolro) Ko(C)

(
z

Ko
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P

Tenemos (¢ o p) = 1; o ¢, aplicando la funtorialidad de Kj en el caso unital junto con la
conmutatividad del diagrama, obtenemos (2).

(3). Tenemos {/Ov} = C, por lo tanto, la sucesién aparece de la siguiente manera

0 0 C = C 0

donde 7 = Idc. Asi se tiene que Ko(m) = Idg,c), y Ker(Idg,«c)) = {0}. Concluyendo entonces
que Ky({0}) = {0}.

(4) Se sigue de (3) igual que en la demostracién de (4) proposicién [2.2.12 O
Proposicién 2.4.4 (Invarianza homotépica de Ky). Sean A y B dos C*-dlgebras.
1. Si yp: A— B son *-homomorfismos homotépicos entonces Ko(p) = Ko(1).

2. Sean A y B son C*-dlgebras homotépicamente equivalentes, obtenemos que Ky(A) es
isomorfo a Ky(B). Mds especificamente, si

A 4 B i A

es una homotopia, entonces Ko(p) : Ko(A) — Ko(B) y Ko(v) : Ko(B) — Ko(A) son
isomorfismos con Ko(p)™t = Ko(v)).

Demostracion. (1). Si ¢ es homotépica a 1, sea f : [0,1] x A — A la homotopia. Definimos
H:[0,1] x A — A como Hi(a+ ) = fi(a) + X. Veamos que para todo a + A € A la funcién
Hi(a+ X):[0,1] — A es continua. Esto se debe a que

[Hi(a +A) = Hio(a + || = || /(@) = fio(a)]l-

El resto sigue de la continuidad de f;(a) : [0,1] — A, y de que la norma en A extiende a la de A.
Entonces tenemos que 1 y ¢ son homotépicas, por la proposicion [2.2.15) Ko(¢)) = Ko(¢). Como
Ko(¢) y Ko(p) son la restriccion de Ko(v) v Ko(@) a Ko(A) concluimos (1).

(2). Se sigue de (1) junto con (1) y (3) de la proposicién [2.4.3] O
Ejemplo 2.4.5. El cono C'A y la suspension SA de una C*-dlgebra se definen como:
CA={f €C(0,1], 4) : £(0) = 0}

~

feCA

SA={f € C([0,1],4) : f(0) = f(1) = 0}.
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A
Y

feSA

Tenemos la siguiente sucesion exacta corta

0 SA . CA s A 0

donde i es la inclusion y 7(f) = f(1). El cono CA es homotépicamente equivalente a la
C*-algebra nula mediante la siguiente homotopia:

Pt CA— CA7 Wt(f)(s) = f(St)v f € CA,S,t € [07 1]
La funcién t — ¢;(f) es continua para todo f € CA, g =0y ¢ = Id. Luego

CA——"— 00— CA
es una homotopia. Por las proposiciones y concluimos Ky(CA) = 0.

2.4.2. Imagen estandar de K((A)

El morfismo escalar

Consideremos la siguiente sucesion exacta corta de C*-dlgebras que escinde

0 A i A 3¢

™

Definimos el *~homomorfismo escalar s
s:)\owzﬁ—ha:a—i-ozl—nxl,

para todo @ € Ay o € C. Notar que 7(s(x)) = n(z) y  — s(x) € A para todo z € A.
Consideremos

S+ My (A) — M,(A)
los *-homomorfismos inducido por s. La imagen de s, es el subconjunto M, (C) de M, (A) que
consiste en todas las matrices con entradas escalares, y x — s, (x) pertenece a M,,(A) para todo

x € M,(A). Ahora omitiremos el subindice n y escribiremos s para referirnos también a s,.

Definicién 2.4.6. Un elemento z € A o x € M,(A) es llamado elemento escalar si s(x) = .

Comentario 2.4.7. El morfismo escalar es natural en el siguiente sentido: dadas A y B dos
C*-algebras y ¢ : A — B un *-homomorfismo, el siguiente diagrama conmutativo

A A
| ;
B B

s
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Proposicién 2.4.8. (Imagen estindar de K,;)
Dada una C*-dlgebra A tenemos:

Ko(A) = {[plo — [s(p)]o : p € Poo(A)}. (2.9)

Ademdas se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Para todo par de proyecciones p,q € Px(A), las siguientes condiciones son equivalentes:

a) [plo — [s(p)lo = [qlo — [s(a)lo,
b) existen naturales k, y I tales que p® 1y ~o ¢ ® 1; en Py(A),

c) tenemos dos proyecciones escalares r1 y ro que cumplen p @& ry ~¢ q S 1.

2. 8ip € Pyo(A) cumple [plo — [s(q)]o = 0, entonces existe un natural m tal que p @ 1, ~
s(p) ® 1y,

3. Sip: A— B esun *homomorfismo, entonces

Ko(e)([plo = [s(P)lo) = [2(P)]o — [s(2(p))]o
para todo p € Py (A).
Demostracion. Para probar (2.9), nétese que

Ko(m)([plo = [s(p)]o) = [7(p)lo — (7 o 5)(p)]o = 0,

donde p € P(A), ya que m = 7 o 5. De esto sigue [plo — [s(p)]o € Ko(A) para todo p € Py(A).
Por otro lado, dado g € Ky(A), existe n € Ny e, f € P,(A) tales que g = [e]o — [flo-

Definimos
(e 0 B 0 0
P=\o 1,=¢) 77 \0 1)

Observar: Utilizando (1, — f)f = 0 junto con (4) de la proposicién [2.1.31} se obtiene
[1n_f]0+[f]0 = [1n_f+f]0 = [1n]07

por tanto [1, — flo = [Ln]o — [flo-
Luego, para todo p,q € Py,(A), y por (1) de la proposicién [2.2.10] tenemos

[Plo — [glo =[e ® (1, — f)lo = [0® Lu]o = [eo + [1n — flo — [n]o = [e]o — [flo = g-

Como s(q) = qy Ko(m)(g) = 0, deducimos que
[s(P)lo = lalo = [s(P)lo = [s(@)]o = Ko(s)(9) = (Ko(A) o Ko(m))(g) = 0.

De ello se concluye que g = [plo — [s(p)]o-

(1). (a) = (c). Sean p,q € Po(A). Si i o — [s(p)lo = [alo — [s(q)]o, entonces [p & s(q)]o =
[q ® s(p)]o. Por (4) de la proposicién p @ s(q) ~s q® s(p) en Py(A). Entonces existe

n € Ntal que p® s(q) ® 1, ~¢ ¢ D s(p) ® 1,.
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(¢) = (b). Sir, € P,(A) y ro € P, (A) proyecciones escalares. Sean k y [ las dimensiones
de sus imagenes respectivamente, como son escalares podemos tratarlas como matrices con
coeficientes en C. Utilizando el teorema espectral obtenemos:

T~y 1k S Onfka o ~y 1[ > Omfla

en particular 1 ~g 1p B 0, ~o 1 y 72 ~o 1; B 0p,_; ~o 1;. Luego pd 1 ~g g P 1;.

(b) = (a). Tenemos lo siguiente

[p® LiJo — [s(p @ 1k)]o = [plo + [1k]o — [s(p)]o — [s(1x)]o = [Plo — [s(P)lo-

Por ende es suficiente mostrar que p ~¢ ¢ implica [plo — [s(p)]o = [q]o — [s(q)]o- Supongamos
p=vvyq=ovv*conv € Mpy,,(A) una isometria parcial. Sea s(v) € M,,,(C) visto como un

subconjunto de M,, ,(A). Entonces s(v)*s(v) = s(p) y s(v)s(v)* = s(q), luego s(p) ~¢ s(q). Por
ende [plo = [¢lo ¥ [s(q)]o = [s(p)]o, lo cual prueba (a).

(2). Si [plo — [s(p)]o = 0, entonces p ~; s(p) por (5) de la proposicién [2.2.10} luego existe
m € N tal que p® 1,, ~ s(p) ® 1,,.

(3). Por definicién tenemos:

Ko(@)([plo = [s(p)lo) = Ko(@)([plo — [s(p)lo)
= [2(p)]o = [@(s(p)]o = [2(P)]o — [s(&(P))]o-

]

Lema 2.4.9. Sean A, B dos C*-dlgebras y ¢ : A — B un *~homomorfismo. Supongamos que
g € Ko(A) pertenece al kernel de Ko(p).

1. Existe un ndmero natural n, una proyeccion p € P,(A) y un elemento unitario u €

U(M,(B)) tales que g = [plo — [s(p)]o y u@(p)u* = s(&(p))-
2. Si ¢ es sobreyectivo, entonces existe una proyeccion p € Poo(ﬁ) la cual cumple g =
[plo — [s(p)]o ¥ &(p) = s(&(p))-

Demostracion. (1). Por la imagen estandar de K, existe k& € N y una proyeccién p; € Pi(A)
tales que
9=Ipido—[s(p)]o vy [&(p1)]o— [s(&(p1))]o = 0.

Por (2) de la proposicién tenemos @(p1) ® 1, ~ s(@(p1)) ® 1, para algin m € N. Definimos

P2 = p1 @ Ly, entonces pa € Pryn(A) ¥ g = [p2]o — [s(p2)lo-
Esto ultimo se debe a que

s(p2) = s(p1) @ s(Lm) = s(p1) D L,

y, por tanto,
[p2]o — [s(p2)lo = [pi]o + [Tm]o = [s(P1)]o = [1m]o-

Siguiendo con la demostracion, observamos

P(p2) = &(p1) & 1 ~ s(2(p1)) ® 1o = s(&2(p2))- (2.10)
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Sea n = 2(k +m), y sea Oy, la proyeccién nula en MHm(ﬁ) Definimos p = ps @ Ogpim;
entonces p € P,(A). Es claro que g = [plo — [s(p)]o. Aplicando la proposicion [2.1.24|a ¢(p2) v
s(p(p2)), concluimos que existe u € U(M,(B)) tal que

u@(p) u* = s(o)(p)-

(2). Por (1) existen n € N, p; € M, (A) y u € U(M,(B)) tales que g = [p1]o — [s(P1)]o ¥
up(p)u” = s(@(p1)). Utilizando la parte (2) del lema [2.1.9 existe v € Uy, (A) con p(v) =
diag(u, u*). Sea p = v diag(p1,0,) v*, entonces p es una proyeccién en Mo, (A) y

-3 Y 2)-( oo

Obtenemos asi s(¢(p)) = @(p). Por la proposicion [2.1.18]se tiene p ~,, (p1@0,) y (p1®0,) ~o p1,
por ende p ~¢ p;. Concluimos, por (1) de la proposicién [2.4.8 que g = [plo — [s(p)]o- ]

2.5. Escision-exactitud de K|

Lema 2.5.1. Consideremos una sucesion exacta corta de C*-dlgebras

0 I ¢ A v B 0,
y n € N. Entonces, tenemos las siguientes afirmaciones.
1. El *-homomorfismo @, : M,(I) — M,(A) es inyectivo.
2. Un elemento a € M,(A) estd en la imagen de @, si, y solo si, n(a) = sp(¢n(a)).

Demostracion.
_(1). Por definicién de ¢, basta con ver la inyectividad para n = 1. Consideramos la formulacién
I =1&C. Tomemos i € [ y a € C tales que ¢(i,a) = 0. Segtn la definicién de @, se tiene que

0= @(i, o) = ((i), ).
Por lo tanto, debido a la inyectividad de ¢, deducimos que a« =0 e i = 0.

(2). Si a € M,(A) pertenece de la imagen de @,, entonces existe un elemento i € M, (I) tal
que @, (i) = a. Cada componente de i se puede expresar como:

(Ve = 1ot + g, g €C, 2y € 1.
De manera similar, para a se tiene:
(@) = g + Aty A € C, ay € A.
Dado que ¢,(i) = a, se sigue gp(gkl) = ay. Por la exactitud de la sucesién, observamos:

(W) = (@) + Mt = V(@ (i) + Mt = A = s((¥(a))).
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Ademés, si U, (a) = sp(Un(a)), utilizando la misma notacion, esto implica que ¢ (ag) = 0. Por
la exactitud de la sucesion, existen zkl € [ tales que gp(zkl) = Q. Asi, se cumple que:

Pt + M) = @(igt) + M = g + Mg = (@)

Proposicién 2.5.2. (Semiexactitud de K)
Toda sucesion exacta corta de C*-dlgebras

0 I d A id B 0

induce una sucesion exacta de grupos abelianos
Ko(I)

es decir, Im(Ky(p)) = Ker(Ko(v)).

Demostracion. La funtorialidad de Ky nos da

Ko (1) o Ko(p) = Ko(v o) = K(0) = 0.

Asi, obtenemos que Im(Ko(p)) € Ker(Ko(¢)). Por otro lado, si g € Ker(Ky(¢)), aplicando la

)
parte (2) del lema existene Nype PN(A) tal que g = [plo — [s(p)]o ¥ ¥(p) = s((p)).
Luego, segin (2) del lema existe e € M, (I) tal que p(e) = p, y el mismo lema nos asegura

la inyectividad del homomorfismo ¢ : M,,(I) — M,(A). Por lo tanto, e es una proyeccién. Asi,

g = [o(e)]o — [s(®(e))]o = Ko(p)([elo — [s(e)o]) € Im(Ko(y)).

m
Proposicién 2.5.3 (Escision exactitud de Kj).
Toda sucesion exacta corta de C*-dlgebras que escinde
A
0 e e 0
induce una sucesion exacta corta de grupos abelianos que escinde
Ko(N)
—
00— Ko(I) — 9 ky(a) e Ko(B) ——— 0 (2.11)
0

Demostracion. La sucesién es exacta en Ko(A) por la proposicién 2.5.2] De la funtorialidad
de Ky se desprende la siguiente igualdad

Idky ) = Ko(Idp) = Ko() o Ko(N).

Por ende Ky(1)) es sobreyectivo. Probaremos que Ky(p) es inyectiva, con esto obtendremos la
exactitud en Ko([).
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Sea g € ker(Koy(p)). Por (1) del lema existen n € N, p € P,(I) y u € U(M,(A)) tales
que g = [plo — [s(p)]o y u@(p)u* = s(@(p)). Definimos v = (A 0 ¢)(u*) u. Entonces v es unitario
en M,(A) y ¢(v) =

Aplicando (2) del lema 2.5.1} obtenemos w € M, (I) con @(w) =v. Como @ es inyectiva, w
es unitario. Luego

plwpw”) = v @(p)v*

= (Ao )(u") ( ( )) (Ao)(u)
= (o )(u s u)

= (Ao )(s@ )

=0s(&)) = &(s))-

Junto con la inyectividad de ¢, concluimos que s(p) = wpw*. Por tanto p ~,, s(p) en M, (I),
concluyendo asi g = 0. O

Proposicién 2.5.4. (Suma directa)
Para todo par de C*-dlgebras A y B, tenemos:

Ko(A® B) ~ Ko(A) ® Ko(B).

Siendo mas especificos, siia: A — A® B yig: B— A® B son las inclusiones canonicas,
entonces el morfismo

Ko(iA) D KO(ZB) : Ko(A> D K[)(B) — K()(A D B),
que lleva (g, f) — Ko(ia)(g) + Ko(ig)([f), es un isomorfismo.
Demostracion. Consideremos el diagrama

0 —— Ko(A) —2 s Ko(A) @ Ko(B) ——— Ko(B) —— 0

Ko(ia)®Ko(ip)

donde a(g) = (g,0), B(g,h) = h y mg(a,b) = b. Las filas son exactas, la de abajo, por la
proposicion [2.5.3] El diagrama es conmutativo, ya que mgoiq =0y mgoig = Idg. Por el lema
de los cinco concluimos que Ky(i4) @ Ko(ig) es un isomorfismo. O

Corolario 2.5.5. Por la escision y exactitud de K, (proposicion junto con Ky(C)
calculado en para toda C*-dlgebra A tenemos

Ko(A) ~ Ky(A) & Z.

Comentario 2.5.6. El funtor Ky no es exacto, es decir, no lleva sucesiones exactas cortas de
C*-4lgebras en sucesiones exactas cortas de grupos abelianos. Daremos dos ejemplos donde esto
no sucede.

5Notar que, dados i € I y a € C, se tiene (X o ¢)(5(i,a)) = .
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Ejemplo 2.5.7. Consideremos la sucesion exacta corta

00— Co((0,1)) ——— ([0,1]) — 22— CHC ———— 0

donde ¥(f) = (f(1), £(0)). Por la proposicién y el ejemplo [2.2.19| tenemos Ky(C & C) ~
Z & 7. Luego por el ejemplo 2.2.22 obtenemos Ky(C([0, 1])) ~ Z, como no existen morfismos

sobreyectivos de Z — Z? concluimos que el funtor K, no es exacto ya que Ky(¢) no puede ser
sobreyectivo.

Ejemplo 2.5.8. Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita, y K el ideal de
B(H) dado por los operadores compacto. El cociente B(H)/K se llama el dlgebra de Calkin,
usaremos la notacién Q(H). Tenemos la siguiente sucesiéon exacta corta

0 K : B(H) — ™ Q(H) ———— 0

En el ejemplo [2.2.20| vimos Ky(B(H)) = 0. Mas adelante probaremos K,(K) = Z. Por ende
Ky (7) no puede ser inyectiva.

2.6. Continuidad de K|

Lema 2.6.1. Sea A una C*-dlgebra.

1. Si a es un elemento autoadjunto en A con § = |la — a?|| < 1/4, entonces existe una
proyeccion p en A tal que ||a — p|| < 26.

2. Sean p,q proyecciones en A. Si existe un elemento x € A tal que ||z*z —p|| < 1/2 y
||zz* — q|| < 1/2, tenemos p ~ q.

Demostracién. Sit € sp(a), por 13, Teorema 1.2.1] tenemos ¢t — t? € sp(a — a?). Sea t niimero
real que cumple |¢] |t — 1| = |t — t?| < § < 1/4. Entonces t € [—24,20] U [1 — 25,1 + 26].
Por ende, si |ja — a?|| = & < 1/4, se tiene

spla) C{t eR: |t —t*| <0} C [-26,25] U1 — 25,1 + 26].

Como 6 < 1/4, los dos intervalos anteriores son disjuntos, por tanto, podemos definir una
funcién continua f en sp(a) de la siguiente forma

0, sit<20,
1, sit>1-20.

(1) = { (212

Sea p = f(a), notar que p € A por el comentario |1.6.4] Entonces p es una proyeccion, ya que
f toma tinicamente los valores 0 y 1 en sp(a), en particular, f2 = f. Ademds, |la — p|| < 26, ya
que [t — f(t)] < 20 para todo t € sp(a).

(2).Definimos
0 = gméx{|lz"z —pl, [lva” —qll} < 1,
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y I' = sp(z*x) Usp(xza*). Por el lema [2.1.19 tenemos I' C [—24, 20] U [1 — 26, 1426]. Sea f € C(I)
definida como en [2.12] Entonces py = f(z*z) y p1 = f(zz*) son proyecciones en A que cumplen
lp—poll <49 <1y llg—pi| <46 < 1. Esto se debe a que

t= B <26, Viel = [|f(z"z) —pll < |[f(2"x) — 27| + |27z — p|| < 49,

y un argumento analogo vale para g y p;. Utilizando la proposicion [2.1.20] obtenemos p ~ pg v
q~Dp1
Sea h(t) = x>0 a,t* un polinomio de variable real con coeficientes en C, entonces

zh(z'z)z* = apz(xz)z* = ay, (va*)F!

k>0 k>0

= (Z ak(x:c*)k> rz* = h(zz*) xz*.

k>0

Por Stone-Weierstrass estos polinomios son densos en C' (F)ﬂ, de modo que la igualdad anterior
se cumple para toda h € C(I).
Sea g € C(I') una funcién que verifica t g(t)? = f(t) para todo t € T'. Definimos v = z g(x*z).
Entonces )
v = g(xtx) xx g(atr) = x*x(g(w*:c)) = f(z"z) = po,

donde en la igualdad anterior usamos que z*z y g(z*z) pertenecen a C*(1,z*z) y, por tanto,
conmutan. Analogamente,

w* =z g(r*r)*s* = g(xa*)’xa* = f(az*) = p.
Por tanto py ~ p1, y en consecuencia p ~ q.
Podemos elegir una funcién g definiéndola por partes (dado que los intervalos en I' son
disjuntos), por ejemplo:

0, sit <20,
9(t) = \2, sit>1-—2).
O
Teorema 2.6.2. (Continuidad de Ky). Para toda sucesion inductiva de C*-dlgebras
Ay 2 Ay - As - . (2.13)

tenemos:

El isomorfismo es como grupos abelianos.
Mas especificamente: si (A, {pin tnen) es el limite inductivo de la sucesion Y (Go, {Bn}nen)
es el limite inductivo de la sucesion

Ko(e1)

K
KO(Al) _ Kolp) | KO(AQ) o(p2)

Ko(ps)

Ko(As) (2.14)

SEstamos utilizando que z*x y za* son positivos, por ende sus espectros son reales.
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entonces existe un unico isomorfismo de grupos v: Go — Ko(A) tal que, para todo n € N, el
siguiente diagrama conmuta

Ko(An)

B Kolun) (2.15)

Go

Ko(A)

~

Ademds, se cumplen las siquientes propiedades:

L Bold) = U Kolp) (ol ).

2. ker (Ko(un)) = fj ker (Ko(gpm,n» para cada n € N.

m=n+1

Demostracion. Probaremos primero (1) y (2). Para simplificar la notacién, diremos que pu,
es el *-homomorfismo inducido My (A,) — M (A) (para todo k € N), y denotaremos fi, al

s-homomorfismo My (A,) — M(A).
Veamos que (My(A), {tn}) v (My(A), {fin}) son limites inductivos de las sucesiones

Mp(Ay) —2—— M (Ay) —2—— M (Ay)) —2— . (2.16)

La demostracion es la misma para ambas sucesiones, probaremos la afirmacion para la primera.

Sea (B,{tn}nen) el limite inductivo de la sucesién (2.6), construido como en la pro-
posicién [1.9.4] Por la propiedad universal del limite inductivo existe un *-homomorfismo
A: B — My(A) tal que, para todo n,

Ao wn = Hn,
es decir, el siguiente diagrama conmuta:
Mi.(Ay)
Yn Hn
B X My.(A)

Utilizando que U,, pn, (M k(An)) es densa en M (A) y la conmutatividad del diagrama anterior
obtenemos la sobreyectividad de .
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Para probar la inyectividad, consideremos la construccién de B y A dadas en la proposi-
cion[1.9.4] Sia € My(A,) verifica p1,(a) = 0 en My(A), entonces, por la definicién de las p,,, existe
m > n tal que ., ,(a;;) = 0 para todas las entradas 1 < ¢,j < k. Eso implica que la clase de a
en B es cero, es decir, ¥, (a) = 0. Luego de 4-2 de la proposicién se sigue que A\ es inyectivo.

(1). Sea g € Ky(A). Utilizando la imagen estandar de Ky(A), podemos encontrar k € N
y una proyeccién p € My (A) con g = [plo — [s(p)]o. Por (1) de la proposicién m y lo que
probamos recién, existe un nimero n € N y un elemento b, € M (A,) tal que ||, (b,) —p|| < 1/5.
Definimos a, = (b, + b%)/2 y am = Pmnlan) para m > n. Entonces a,, es autoadjunto y, para
m > n,
i (@m) = Pl = [l (Zmn(an)) = pll = 17 (b + 3)/2) = pl| < 1/5.

El lema |2.1.19) implica
sp(jin(an)) € [=1/5,1/5| U[1 = 1/5,1 +1/5],

por ende
[ in(a2 — a,)|| = max{[t* —t| : t € sp(fin(an))} < 1/4.

| Grifico de [t> — 1|

0 1 1 1 14

1 1
5 5 5

Luego, utilizando i2) de la proposicién existe m € N, m > n, tal que ||a2, — a,|| < 1/4.
2.6.

Por (1) del lema [2.6.1| existe una proyeccién ¢ € My(A,,) con |am — q|| < 1/2. Ahora

1 (q) = Pl < im(am) = pm (@I + [[tm(am) — Pl < g = aml| + [[m(am) — pll <1,

siendo la segunda desigualdad consecuencia de que los *-homomorfismos son decrecientes en
norma. Con la desigualdad anterior y la proposicién [2.1.20| obtenemos fi,,(q) ~ p.
Por la imagen estandar de K, se verifica que

g = [plo = [5(0)]o = [iim(@o — [5(tim ()]0 = Ko(pm) ([alo — [5(a)]o)

concluyendo asi (1).

"La igualdad viene de que para todo a elemento autoadjunto tenemos 7(a) = ||al|, donde r(a) es el radio
espectral. Luego el supremo en el radio espectral es méaximo ya que el espectro es compacto.
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(2). Sea m > n, por la conmutatividad del diagrama:
0(<Pm,n) Ko(Am)

K
Ko(A,)
0(A)

K

tenemos que el kernel de Ky(j,) contiene a Ker(Ko(@mn))-
Sea g € Ko(A,) un elemento de ker(s,). Por (1) del lema existen £ € N y una proyeccion
p € My(A,) tales que g = [plo — [s(p)]o ¥ Hn(p) ~ Hn(s(p)). R
En otras palabras, j1,(p) = v*v y p.(s(p)) = vv* para algin v € My(A). Por (1) de la
i

proposicién [1.9.4] existe [ > n y z; € My (4;) tal que fi;(x;) esté suficientemente cerca de v para

que se cumplan las siguientes desigualdades:

l7a(ziz) — )l < 3. N(e]) = m(se)] < 5.

Por (3) de la proposicién existe m > [ tal que

25 m = P @) <5, lZm@h — Grals@)I < 3,

donde x,, = @ (). Utilizando (2) del lema obtenemos

&m,n(p) ~ @m,n(s(p)) = S(QEm,n(p)) en Mk(gm)

Esto muestra que

Ky (‘Pm,n) (g) = [@m,n(p)]o - [S(sz,n(p))]o =0,

concluyendo (2).

Veamos ahora si la demostracién del teorema. Como Ko (i) = Ko(pint1) © Ko(pn) para todo
n € N, la parte (2) de la definicién[1.9.2} aplicada al sistema (Ko(A), {Ko(ptn)}), nos proporciona
un unico morfismo v: Gy — Ky(A) tal que el diagrama conmuta para todo n € N. De (1)
se sigue que 7y es sobreyectiva.

Sea g € ker(v). Por (1) de la proposicién [1.9.5|existe n € Ny h € Ko(A,) tales que g = 3, (h).
Entonces

0=(g) = Ko(un) (D),
y (2) implica que existe m > n con Ko(pm.,)(h) = 0. Por ende,

9= (Bm © KO(SOm,n))(h) = 0.

Concluyendo asi que 7 es inyectiva.
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2.7. Estabilidad de K|

2.7.1. Estabilidad matricial

Teorema 2.7.1. Sea A una C*-dlgebra yn € N, tenemos que Ko(A) es isomorfo a Ko(M,(A)).
Especificamente el *~homomorfismo

Ana:A— My(A), a— diag(a,0,-1)
induce un isomorfismo Ko(Ana) @ Ko(A) = Ko(Mp(A)).

Demostracion. Veamos que es suficiente probarlo para C*-dlgebras con unidad. Si A es una
C*-dlgebra sin unidad, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 A A il C 0
An,A )‘n,Z An,C
0 —— My(A) ———— M,(A) ——=— M,(C) ——— 0

donde las filas son sucesiones exactas cortas que se escinden. Luego, por la functorialidad de K
y puesto que es escinde-exacto, se sigue que el siguiente diagrama también es conmutativo y
tiene sus filas son sucesiones exactas que escinden:

00— Ky(A) Ko(A) Ko(r)

Ko(C) —— 0

Ko(An,a) Ko(» 7) Ko(Anc)

0 ——— Ko(M,(A)) ——— Ko(M,(A)) —2™ Ky(M,(C)) —— 0

Si demostramos que Ko(Anc) y Ko(A, ;) son isomorfismos, entonces, por el lema de los
cinco, Ky(A,,4) también lo es. Por tanto, basta probar el enunciado en el caso con unidad.

Para cada k € N sea v, : My(M,(A)) — M,x(A) el *-isomorfismo dado por considerar
los elementos de M (M, (A)) como elementos en M, (A) (borrar los paréntesis). Definimos
Yo Poo(M(A)) = Ko(A) dado por v,(p) = [ynr(p)]o para p € P.(M,(A)). Es facil veriﬁcar
que estamos en las condiciones de aplicar la propiedad universal de K (proposicién [2
“n, Obteniendo asi el homomorfismo de grupos « : Ko(M,,(A)) — Ko(A) que cumple a([p]o)

[Yn1:(p)] para p € Py(M,(A)).
Probemos que « es la inversa de Ky(A, 4), para ello es suficiente mostrar que

(An,a)kn(Yn k() ~o p en Poo(M,(A)), p € Pu(M,u(A)),
Yoo (A, a)k(D)) ~o p en Pi(A), p € Py(A),
n(

donde (A, 4)m es el *-homomorfismo M,,(A) — M,,(M,
segunda afirmacion, la primera es similar.

Sea {e1, ..., e} la base estandar de C** y u la matriz unitaria en My, (C) C My,(A) dada
por

A)) inducido por A, 4. Probaremos la

uler) = eng—ny41, 1 =1,2,... k.
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Veamos que se cumple la siguiente igualdad:
P D On—1)k = U Yn i ((An,a)k(p))u.

Tenemos vy, ((An,a)x(p))u =

pn 0 p12 O pie O 00 . 0 10 00 0
0 0 0 0 0 0 0o : ... 7?7

pa1 0 p2e O P 0 o A :
0 0 0 0 0 0 0 0 0 S o .o
‘ ‘ ' ‘ o o1 ... 000 ... 0
: : ) : . : . ) ,

Per 0 Pe2 0 prr 0 o

<O O> <0 O> <O 0>OO ) 00 100 ... 0
0 0 0 00 0 00 o o 0
0 0 0 00 --- 0 oo o o ? ? ... 7%

b1

. o 0\ . . .
Estamos utilizando la notacién diag(pi1,0,-1) = ( > sin poner el tamano de las matrices

0 0
nulas para evitar confusion.

No quitamos los paréntesis de las matrices en el interior de la matriz izquierda para evitar
confusiones, sin embargo, en realidad van sin paréntesis. Lo que aparece en los signos de
interrogacion de la matriz derecha no importa, ya que, al hacer la multiplicacién de matrices,
éstos se anulan. Esto se debe a que, al tomar el producto de una fila no nula de la matriz
izquierda con una columna de la matriz derecha més alla de la k-ésima, tenemos

2

(pal 0 ... 0 peza 0 ... 0 pa O ... 0)
?

El primer vector tiene elementos no nulos tinicamente en las entradas n(l—1)+1conl =1,..., k.
Pero el segundo vector debe ser nulo en esas entradas, de lo contrario significaria que u(e;) =
eni—1)41 Para algin [ € {1,...,k} y t > k. Esto no puede ocurrir, ya que u(e;) = €ni-1)11
puesto que t > k > [, se tiene e; # ¢;, lo cual contradice la definicién de u (es una permutacion
de la base). El resultado de este producto es la siguiente matriz
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pi1 piz .. pik 00 ... 0
O O ... 0 00 ... 0
O O ... 0 0O0 ... 0
P2t P2 ... pax 00 ... 0
O 0O ... 0 00 ... 0
O O ... 0 0O0 ... 0
Pk DPk2 --- Dk 0 0 ... 0
O O ... 0 0O0 ... 0
O 0O ... 0 OO0 ... 0

Donde py; v p21 estan separados por n — 1 ceros, lo mismo ocurre entre ps; v p3i, vy asi
sucesivamente. Luego,

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
o : Lo 0

W |00 0 ... 1 0 0
0o 7 0o 7 0 7 21’
0 7 0o ? 0o ? ?
0 0 1 0 0 ... 0 0
0 ? 0o ? 0o 2 ?

al multiplicar la matriz anterior por u* se agruparan todas las filas que contienen los p;;. Por
un argumento andlogo al dado anteriormente, los elementos «?”» no influyen en el producto.
Concluyendo ast:

P~ DD On—1)e = U Yne((An,a)u(p))u,
para toda proyeccién p € Py(A). O

2.7.2. Estabilidad mediante operadores compactos

Consideremos A una C*-algebra, H un espacio de Hilbert de dimensién infinita numerable
y p una proyeccién en K(H) cuya imagen es de dimensién 1. Luego, definimos el siguiente
*_homomorfismo
op A= KH)®Aa—=p®a.

Denominamos p, = Ko(¢,) @ Ko(A) = Ko(K(H) ® A). Sea ¢ otra proyeccién sobre H con
imagen de dimensién 1, definimos:

A= KH)®A:a—q®a,

v ¢« = Ko(p,). Veamos que g. = p.. Dado que p y ¢ tienen un rango de dimensién finita, se
deduce que las imagenes de 1 — ¢ y 1 — p tienen la misma dimension. Segin la proposicion [2.1.18]
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existe un elemento unitario u € B(H) tal que ¢ = upu*. Utilizando |13, Teorema 2.5.8], podemos
expresar u como €, donde v € B(H) es autoadjunto. Consideremos los elementos unitarios en
B(H) dado por u; = €. Luego, definimos ¢, : C(H) @ A - K(H) @ A: s®@a — ws(uy) ! @ a.
Como resultado, ¢ = ¢ 0 ¢, : A = K(H) ® A se convierte en una homotopia. Por lo tanto,
se verifica que p, = Ko(p,) = Ko(po) = Ko(¢1) = Ko(pg) = ¢.. Este morfismo p. es conocido
como el morfismo canénico.

Definicién 2.7.2. Consideremos H un espacio de Hilbert de dimension infinita numerable, y
una base ortonormal {&, }nen de H, denotaremos por e la proyeccion sobre span{&;}. Definimos

k:A— K(H)® A, k(a) = e® a.
Probamos que Ky(k) no depende de la eleccion de la base de H.

Teorema 2.7.3. Sea A una C*-dlgebra y H un espacio de Hilbert separable de dimension
infinita, el morfismo candnico es un isomorfismo entre Ko(A) y Ko(K(H) @ A).

Demostracion. Usaremos la notacion K = K(H), considerando {e, },en una base ortonormal de
H, y e;; el operador acotado definido por e;;(x) = (z, ¢;)e;. Consideremos p, = 37, ej;5, ¥

VUt My (A) = puKpn @c A, (ai;) Z €ij & Qij,
ij=1

el cual es un *-isomorfismdl
El morfismo

7 Mp-1(A) > K® A, a— on-1(a),

es un *-homomorfismo isométrico, y 7" = 7"*! o k,,, donde k,, : Mon-1(A) — Man(A) es

ar—>a0
00/

Sea B el limite inductivo de la sucesion (Man-1(A), Kp)nen, v K" @ Man-1(A) — B los
morfismos del limite directo. Por definicién de B, existe un tnico *-homomorfismo 7 : B - K® A

tal que el diagrama
(4) = B
\ / (217)
K® A

8La sobreyectividad es como en [13, Ejemplo 6.3.2]. Para la inyectividad, sea ¢ la representacién universal de
A en el espacio de Hilbert H', a = (a;;) € M,,(A) y 21,...,2, € H" arbitrarios. Definimos = = >, _, ex @ 7, €
H ® H'. Entonces, Y ', ei; @ p(ai;)(x) = Y51 D) €i @ p(air)(2x), ¥ la norma de este elemento coincide

Manl

es conmutativo.

L1
con la de ¢(a) | : |. Asi, ¥, es una isometria.

:I:"
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Tenemos K = ;2| pan-1Kpon—1 ya que que p,, es una unidad aproximada de K. Luego,

94 = U pav Ko e A= U 70(Mans ()

n=1 n=1

y T es sobreyectivo. Por la conmutatividad del diagrama m es isométrico en cada
"(Mayn-1(A)) Pl v la densidad de U2, £™(Man-1(A)) en B, nos dice que 7 es una isometria en
B concluyendo asi que es un isomorfismo.
Sea G el limite inductivo de (Ko(Man-1(A)), Ko(kn)), y 7" Ko(Man-1(A)) — G los morfis-
mos del limite inductivo. Por continuidad de K, existe un tnico isomorfismo 7: G — Ky(B)

tal que el diagrama

es conmutativo. Luego, utilizando el teorema , Ko(ky,) es un isomorfismo, y por construccién
del limite inductivo, 7" lo es para todo n. Asi, Ko(k") es un isomorfismo, y mediante la
conmutatividad del diagrama (2.17) Ko(7") también lo es para todo n. Dado que 7': M;(A) —
K® A, a— e ®a, se concluye que Ko(m ) es el morfismo canénico. O

K MQn 1

Ejemplo 2.7.4. Ahora podemos calcular Ky(IC(H)) para un espacio de Hilbert H de dimensién
infinita numerable. Es sencillo demostrar que K(H)®C ~ KC(H ). Luego, empleando la estabilidad
mediante KC(H ), obtenemos:

Ko(K(H)) ~ Ko(K(H) ® C) ~ Ko(C) = Z.

2.8. El funtor K,

2.8.1. Definicion del grupo K;

Definicién 2.8.1. Sea A una C*-dlgebra con unidad, y denotemos por U(A) al grupo de
elementos unitarios. Definimos

La operacion & en Uy (A) se define como:

o= (g 2) € Unim(A), 0 € Un(A), 1€ Un(A).

9Notar que k,, es una isometria, luego la proposicién nos dice que k™ también lo es.
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Procederemos a establecer una relacién de equivalencia en Uy, (A), utilizando la notacién ~;.
Para v € U,(A) y v € U,,(A), escribimos u ~; v si existe un natural k& > m,n tal que

UD 1y ~p 0@ 1,
donde la homotopia se da en Uy (A).
Lema 2.8.2. Dada A es una C*-dlgebra con unidad, entonces:
1. ~; es una relacion de equivalencia en U (A),
2. ur~udl, para todo u € Uy (A) yn €N,
U@ v~ v@u, para todo u,v € Uy (A),
st u,u' 0,0 € Use(A), con u ~y u' y v~y v, entonces tenemos u @ v~y v GV,

st u,v € Uy (A) para un n € N, entonces uv ~y vu ~1 u ® v

S & S

(uBv)Bw=ud (vdw) para todo u, v, w € Us(A).
Demostracion. (1),(2) y (6) son triviales. Para (5) recurrimos al lema de Whitehead

tenemos:

(g g) o <%U 10n> h <Uou 1(1) en U(My(M(A))) = U(Mzq(A)).

Para (3), sea u € U, (A) y v € Uy, (A). Definimos

. (01'%” L ) € Upin(A).

On.m

Vemos lo siguiente

v Om,n o Om,n ]-m U On,m On,m 1n _ *
<0n,m u ) - ( 1, on.m> <om,n v ) <1m om.n> = 2u @),
utilizando la parte (5) con z(u @ v) y z* obtenemos: v & u = z(u B v)z* ~1 2" 2(u B V) =u B v.

Para probar (4) es suficiente ver que
» siu~q v, entonces w d u ~1 w B v para todo u, v, w € Us(A),
s (ud 1) ® (VB 1) ~1 ud v para todo u,v € Us(A) y todo k,1 € N,
w ur~puy vy v implican u @ v~y v @ V' para todo u, v’ € U,(A) y todo v, v € Uy, (A).
Veamos que basta probar estos puntos. Supongamos
u®l, ~,u ©1, VD 1y, ~p v D1,
con n,m,l,r € N. Entonces, por el tercer punto,

(ud1,)®Wd1l,) ~ Wal)d (W al,).
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Por el segundo punto se tiene
ubv~udl, Dvdl,.
Combinando ambas igualdades obtenemos
UBRV~MUuDL, vl ~pt @1,V L, ~ U DY

Como la relacién de homotopia es méas fuerte que ~1, concluimos u @ v ~q v’ G v'.

Ahora probamos los puntos auxiliares.

Primer punto. Si u ~; v entonces existen r,[ tales que u @ 1, ~, v @ 1;. Extendiendo la
homotopia colocando w a la izquierda, se obtiene

whuBl, ~,wdvEdl1,

por lo que w B u ~1 w B v.

Segundo punto. Usando la parte (2) del lema (que afirma u ~; u@ 1y yv ~ 0@ 1))y
aplicando repetidamente (3) y (6) del mismo lema, tenemos

u®v~ (UBV) O (LO1) M ud (v (Lo 1))

Aplicando el primer punto y las propiedades de conmutatividad/asociatividad (usando (3) y (6)
varias veces) se obtiene
ud WS (Lel) ~udl,dvdl,

y por tanto
(ud 1) B (VB L) ~ udw.

Tercer punto. Sean ¢ — u; y t — v; las homotopias entre u y u', y entre v y v/, respectiva-
mente. Entonces t — u; @ v; es una homotopia entre u @ v y «’ @', lo que demuestra el tercer

punto.
O

Definicién 2.8.3. Dada A una C*-dlgebra, definimos

Ki(A) = Uso(A)/ ~

Denominamos [u]; € K1(A) la clase de equivalencia de u € Uy (A). Definimos la operacion
binaria + en Ki(A) por
[u]1 + [?}]1 = [U s> ’U]l,

donde u,v € Z/{oo(;l). El lema muestra que + estd bien definida, es conmutativa y asociativa,
y tiene elemento neutro [1]; (la clase de 1,, para cualquier n € N). Ademds,

0= L)y = fuw)y = [u], + ')

para todo u € Uy (A). En consecuencia (K1(A),+,[1]1) es un grupo abeliano, y el inverso de
[u]y viene dado por



2.8. El funtor K; 75

Proposicién 2.8.4. Dada A una C*-dlgebra, tenemos lo siguiente

Ki(A) = {[u)1 : U (D)}, (2.18)

y la funcion .| : Uso(A) — K1 (A) cumple las siguientes propiedades:
1. [u® ]y = [u]; + [v]1,
[1]1 = Oa

st u,v € Uy (A) yu ~yp v, entonces [v]y = [uli,

siu,v € U, (A), entonces [uv]y = [vu]; = [u]; + [v]1,

para u,v € Us(A), [u]1 = [v]1 si solo si v~y u.

Demostracion. Inmediato del lema anterior y la definicién de K. O

Proposicién 2.8.5. (Propiedad universal de K) B
Consideremos A una C*-dlgebra, G un grupo abeliano, y v : U (A) — G una funcion que
satisface las siguientes propiedades:

1. viv@u) =v(v)+rv(u).
2. v(1) =0, donde 1 es la unidad de A.

3. Stu,v € Up(A) yu~p v, entonces v(v) = v(u).

Bajo estas condiciones, existe un dnico homomorfismo de grupos o : Ki(A) — G tal que el
siguiente diagrama

[ v (2.19)

es conmutativo.

Demostracion. Mostraremos que dados u € U,(A) y v € Uy,(A) los cuales cumplen u ~; v,
entonces v(u) = v(v). Sea k > m,n con u @ ly_,, ~p v B lx_, en Up(A). Utilizando (1) y (2)
tenemos que

viud ) =vu)+v(ld---dl)=vu) +vl)+---+v(l) =rv(u),

lo mismo con v(v @ 1x_,,) = v(v). Luego por (3) concluimos v(u) = v(v). Concluyendo asi que
la funcién v baja al cociente como un morfismo « : K;(A) — G tal que el diagrama conmuta.
Vemos lo siguiente

affuls + [vh) = a([u @ v]i) = v(u @ v) = v(u) +v(v) = a([ulr) + a([v]h),

entonces « es un homomorfismo de grupos. La unicidad de « se sigue por la sobreyectividad de
[]1- O
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Comentario 2.8.6. Serfa natural definir, cuando A es una C*-dlgebra con unidad, K;(A) como
Us(A)/ ~1. La siguiente proposicién prueba que estos dos grupos son isomorfos.

Proposicién 2.8.7. Sea A una C*-dlgebra con unidad. Existe un isomorfismo p : Ki(A) —
Us(A)/ ~1 tal que el siguiente diagrama

Uno(A) : Uno(A)
[ ] - (2.20)
K1 (A) ; U (A)/ ~1

donde m es el morfismo cociente, es conmutativo.

La funcién p se define de la siguiente manera. Utilizando la identificacion A=A+Cf,
donde f = 15— 14, el homomorfismo ju: A — A dado por p(a+af) = a es un *-homomorfismo

que preserva la unidad. Extendemos pu a un *~homomorfismo que preserva la unidad de M, (A) —

M, (A), y luego a Us(A) — Use(A).

Demostracion. Notar que p : U (A) — U (A) es sobreyectivo. Entonces es suficiente demostrar
que

n p(u) ~q pu(v) si solo si u~q v para todo u, v € Uso(A),
s p(u®v) = p(u) @ p(v) para todo u,v € Us(A).

Veamos que demostrar estos dos puntos nos proporciona el isomorfismo deseado. Si u,v € U,,(A)
son tales que u ~y, v, entonces se tiene que pu(u) ~p, u(v). Luego, dado que la homotopia es una
relacion mas fuerte que ~q, concluimos que p(u) ~1 p(v).

Como g preserva la unidad, se cumple que p(15) = 14, y por ende 7(x(15)) = 0. Utilizando
el segundo punto, obtenemos que

m(p(u ® v)) = m(p(u) & p(v)) = m(u(w)) + m(u(v)),

para todo u, v € U (A).
Por la propiedad universal de K, existe un homomorfismo de grupos p tal que el diagrama
conmuta. Ademas, por el primer punto, este homomorfismo es inyectivo.

Veamos la demostracién de ambos puntos. El segundo es trivial por su definicién. Ahora
para mostrar el primero es suficiente ver que

p(u) ~p u(v) si solo siu ~y, v para todo u,v € U,(A) y todo n € N.

Si u ~y, v, deducimos que p(u) ~p, u(v) ya que p preserva la unidad y es *-homomorfismo.
Veamos la otra parte. Si p(u) ~p, u(v) en U, (A), por definicién de p tenemos ug, vy € U, (Cf)
tales que
u = p(u) +uo y v=pv)+vo.

Como ug, vy se pueden interpretar como matrices en M, (C) tienen espectro finito, y utilizando
(2) del lema concluimos que ug ~p, 1 ~p, vy, donde 1 es la unidad de M, (Cf) y la homotopia
es en U,(Cf). Sean t — a; y t — b; las homotopias en U,,(A) y U,(Cf), entonces t — a; + b; es
una homotopia en U, (A) entre u y v. O
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Comentario 2.8.8. Si A es una C*-dlgebra con unidad y u € U (A), utilizaremos la notacién
[u]; para referirnos al elementos de K;(A) que corresponda a [u]; mediante el isomorfismo de la
proposicion.

Nétese que, dado u € U(A), este no serd unitario en A, ya que ningin elemento de A
es invertible en A. Por lo tanto, no tendria sentido definir directamente [u]; para u € U(A)
identificaindolo como un elemento de A y llevandolo al cociente.

Ejemplo 2.8.9. K,(C) = K;(M,(C)) = 0. Méas en general, K;(B(H)) = 0 para todo espacio
de Hilbert H.

Demostracién. Por el comentario[2.1.6] tenemos que U (M, (M, (C))) = U(Myn(C)) = Uy (M, (C)).
Esto implica que Uy, (M, (C))/ ~; es el grupo trivial.

Sea H un espacio de Hilbert. Mostraremos que u ~j, 1, para todo u € U(B(H)). Esto
implicard que u ~1 1,,, y por ende Uy (B(H))/ ~1 es el grupo trivial.

Definimos ¢ : T — [0, 27) dada por

ey =0, 6¢clo,2n).

Luego, ¢ es una funcién de Borel medible y acotada, y ademés cumple z = €*?*) para todo z € T.
Utilizando el célculo funcional de Borel ([8, Teorema 2.1.3]), se establece un *-homomorfismo
entre las funciones de Borel acotadas en sp(u) — C y el dlgebra de von Neumann generada por
u. Dado que ¢ es una funcién acotada de Borel, existe el elemento ¢(u). Como esta funcién es
real, concluimos que ¢(u)* = ¢(u). El cdlculo funcional de Borel extiende el célculo funcional
continuo, por ende, la funcién inclusién de sp(u) corresponde en C a u. Asi, deducimos que
u = %™ con ¢(u) autoadjunto. Por la proposicién , concluimos que u = ™ ~, 1. O

2.8.2. Funtorialidad de K;

Definicién 2.8.10. Dadas A y B dos C*-dlgebras, y sea ¢ : A — B un *-homomorfismo.

Entonces, ¢ induce un *-homomorfismo ¢ : A — B. A su vez, este se extiende a un *-

homomorfismo que preserva unidad @ : M, (A) — M,(B). Esto nos proporciona un morfismo
P Ux(A) = Ux(B). B
Definimos entonces v : Us(A) — K1(B) mediante

v(u) = [@(u)]1, para todo u € U (A).

Esta funcion satisface las condiciones de la propiedad universal de K. Por lo tanto, se induce
un homomorfismo de grupos

Ki(p) : Ki(A) = Ki(B),
tal que

Ki(p)([ul) = [e(w)]1,  u € Uso(A). (2.21)

Comentario 2.8.11. Sean A y B son C*-dlgebras con unidad y ¢ : A — B es un *~homomorfismo

que preserva la unidad. Cuando utilizamos la identificacién A = A + C f, estamos identificando

A con A& C, donde el producto en esta tltima algebra es coordenada a coordenada. Nétese

que, A tiene unidad implica que A & C con este producto también tiene unidad, siendo (14, 1¢).
El *-isomorfismo entre A y esta algebra esta dado por

at+a — (a+14,a), a€ A aeC.
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Entonces, dado a € Ay o € C, tenemos que u(a + o) = a + 14. Por ende, dado u € U(A), la
notaciéon [u]; (ver comentario 2.8.8)) se refiere a la clase [u — 14]; € K;(A).
Asi, se cumple que

Ki(p)[u]r = [o(u — 1a)]i = [p(u—1a)h1.
Si deseamos interpretar esta expresién como una clase en Uy, (B)/ ~1, corresponde a

(B (p(u—14)) = [(p(u = 14)) — 181 € Use(B)/ ~1 .
Entonces si ¢ preserva la unidad concluimos:
Ki(o)[u]r = [p(u)h
para todo u € Uy (A).

Proposicién 2.8.12 (Funtorialidad de K;). Consideremos A y B dos C*-dlgebras. Se cumplen

los siguientes puntos:
1. Ky(Ida) = Idg, ().
o) =Ki()oKi(p), sigo:A— Byi:B— C son *-homomorfismos.
{0}) = {0}.
0B,4) = Ok, (B), K1 (A)-

(
Ko (
Ky
Ky

Sip, 0 A — B son *-homomorfismos homotdpicos, entonces Ki(p) = Ki().

%Q"“\Q@l@

Si A y B son homotépicamente equivalentes, entonces K(A) es isomorfo a Ki(B).

Demostracion. Mediante la igualdad (2.21f) y Idy = Id, (m) = ¢ 0 @, podemos concluir (1)
y (2).

(3). Notar que, para toda C*-dlgebra A, se cumple

En particular, K7({0}) es isomorfo a K;(C) = 0.

(4). El *-homomorfismo 0p 4 es la composicién de los morfismos A — {0} — B, utilizando
(3) v (2) obtenemos el resultado.

(5). Dada ¢, : A — B, t € [0,1], una homotopia entre ¢ y 1, se induce &, : M,(A) — M, (B),
*_homomorfismos que preserva unidad y da una homotopia entre ¢ y 2/1
Entonces, para todo u € U, (A) se tiene G(u) ~y, ¥ (u) en U, (B). Por ende,

Er(9)([ulh) = [B(w)h = [D(w)h = K1 (9)([u]).
(6). Es una consecuencia de (1), (2) y (5). O

Lema 2.8.13. Consideremos A y B dos C*-dlgebras, sea ¢ : A — B un *-homomorfismo y
g€ ker(Kl(go)). Entonces se cumplen los siguientes puntos:
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1. Eziste u € Uso(A) tal que g = [u]y y @(u) ~ 1.
2. Si ¢ es sobreyectiva, entonces existe u € Uso(A) tal que g = [uly ¥y ¢(u) = 1.

Demostracion. (1) Sea v € Uy, (A) con g = [v];. Como [B(v)]; = 0 = [1,,]1, existe n > m tal que

Definimos u = v ® 1,,_,,. Entonces [u]; = [v]1 ¥ §(u) = §(v) © Ly ~n Ln.
(2) Utilizando (1) encontramos v € Uy, (A) tal que ¢(v) ~, 1y g = [v];. El lema nos
proporciona w € U, (A) que cumple w ~;, 1y ¢(w) = ¢(v). Entonces u = w*v satisface las

propiedades requeridas. O

Proposicion 2.8.14. (Semiezactitud de K)
Consideremos una sucesion exacta corta de C*-dlgebras

0 I id A id B 0.

Entonces la siguiente sucesion es exacta

K — 29 g Y kB,

Demostracion. Utilizando que K5 es un funtor que lleva el morfismo nulo en el morfismo nulo,
y ¥ o @ = 0. Obtenemos:
Ki(¢) o Ki(p) = 0.
Concluyendo asi Im(K;(p)) C Ker(K;(¢)).
Sea g € Ker(K;()), utilizando (2) del lema encontramos u € Uy,(A) con g =[u]; y
Y (u) = 1. Ahora, por (2) del lema existe v € U, (1) tal que p(v) = u. Luego

h e Ki(l) y Ku(@)([vh) = [@(0)h = [ul = g.

2.8.3. Propiedades de K;

A continuacién enunciaremos propiedades de K. Sus demostraciones se dardn posteriormente,
tras probar el isomorfismo

y empleando que las proposiciones que se enuncian ya fueron demostradas para Kj.

Proposicién 2.8.15 (Escisién-exactitud de K3).
Consideremos una sucesion exacta de C*-dlgebras que escinde

N

0 I A m B 0.

Luego, obtenemos la siguiente sucesion exacta de grupos que escinde

Ki(yp)
‘/_\
0 ——— Kull) ———— Ky(A) — o Ky(B) ———— 0.
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Proposicién 2.8.16 (Suma directa).
Sean A y B dos C*-dlgebras, entonces

Ki(A) ® Ki(B) ~ Ki(A& B).
Mas especificamente, siig: A —> A® B yig: B— A® B son las inclusiones, el morfismo
Ki(ia) ® Ki(ip): Ki(A) @ Ki(B) = Ki(A® B), (g, h) = Ki(ia)(g) + Ki(ip)(h),
es un isomorfismo de grupos.

Proposicién 2.8.17 (Continuidad de Kj).
Sea una sucesion inductiva de C*-dlgebras

Al ®1 A2 2 A3

Si su limite inductivo es (A, {in}), v sea (G1,{Bn}) el limite inductivo de la sucesion de grupos

abelianos

Ki(e1)

Kl(Al) _— Kl(AQ) Ki(p2)

Kl(Ag) _— ...

Entonces

Ky (limg A,) = lim Ky (A,,).

Donde el isomorfismo de grupos

v G1 — Kl(A)

cumple lo siguiente:
Voﬁn:Kl(ﬂn)a Vn eN.

Proposicién 2.8.18 (Estabilidad de K;).
Dada A una C*-dlgebra, n € N y K los operadores compactos sobre un espacio de Hilbert
numerable de dimension infinita. Consideremos

Aat A— M,(A) y ki A—ARK
los morfismos definidos en los teoremas|[2.7.1 y[2.7.3, respectivamente. Entonces,

Ki(Ana): K1(A) — Ki1(M,(A))

Kl(li)i Kl(A> — Kl(A X IC)

son isomorfismos de grupos.
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2.8.4. Ejemplos de K;
Ejemplo 2.8.19. Dado X un espacio compacto Hausdorff y contractil, entonces K;(C(X)) = 0.

Demostracion. Sea
H: X x[0,1] — X

la homotopia tal que H(z,0) = 2oy H(z,1) = z para todo x € X. Dado f € U(C(X)) definimos
fi(x) = f(H(z,t)), con ¢ € [0,1]. Al igual que en el ejemplo [2.2.22] puede probarse que esto es
una homotopia en U(C(X)). De este modo, f ~p f(xo).

Extendiendo esta homotopia a u € U, (C(X)), tenemos

fu - fin f($0)11 f(iUo)ln

u = ~h : : = Ug.

f;u fa;n f(@o)nr - f(To)nn

Por lo tanto, u ~, uy en U, (C(X)). Dado que ug es una matriz con coeficientes en C, su espectro
es finito. Por el corolario se sigue que ug ~y, 1, en U, (C(X)).
Concluimos, entonces, que u ~yp, 1,,, y por tanto U,,(C(X))/~1 es el grupo trivial. ]

Ejemplo 2.8.20. Sea A es una C*-algebra de dimension finita, entonces K;(A) = 0.

Demostracion. Por |15, Proposicién 7.1.5], se tiene el siguiente isomorfismo de C*-dlgebras:
A~M, (C)&--- & M, (C),

donde nq,...,n; € N. Por lo tanto,

Ki(A) ~ Ky(M,,(C) & --- & K1(M,,(C)) =0.

Ejemplo 2.8.21. Para toda AF-dlgebra A (ver definicién [4.2.5)) se cumple K;(A) = 0.
Demostracion. Por definicion de AF-algebra, se tiene que
A~ hg A,,

donde cada A, es una C*-dlgebra de dimension finita para todo n € N. Entonces, por la
continuidad de K y el resultado del ejemplo anterior, obtenemos

K\(A) ~ K, (lim A,) ~ li K, (A,) = 0.
O

Ejemplo 2.8.22. Consideremos un espacio de Hilbert H, con dimensién infinita numerable.
Entonces K, (K(H)) = 0.

Demostracion. Es facil ver que K(H) ® C ~ IC(H). Luego, utilizando la estabilidad de K junto
con el hecho de que K;(C) = 0, obtenemos:

Ki(K(H)) ~ K, (K(H) ® C) ~ K, (C) = 0.
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3 La sucesion exacta de seis términos

El teorema principal de este capitulo es la periodicidad de Bott, la cual establece que para
toda C*-algebra A se cumple

Ko(A) ~ Ky,(A) y Ki(A) ~ K9,+1(A) para todo n € N.

Para demostrar esto comenzaremos relacionando Ky con K; mediante el morfismo indice. Dada
una sucesion exacta corta de C*-dlgebras

0 I L4 A i B 0

el morfismo indice § actuarda como puente entre Ky y K7, dando la siguiente sucesion exacta

Ki(p) Ki(¢)

K1) — 59 k) Y k(B)

Esta sucesion exacta nos permitird probar que Ko(SA) ~ K;(A), donde SA denota la suspension
de A.

Luego introduciremos la definicién de los grupos K,, para n > 1, y probaremos que preservan
sucesiones exactas que escinden y que son estables bajo tensorizar con K, los operadores
compactos. Estos grupos superiores de K-teoria nos permitirdn obtener una sucesion exacta
larga que involucra a todos los grupos K.

Finalizaremos el capitulo con la demostracion de la periodicidad de Bott. En esta monografia
daremos la demostracién de Cuntz [6]. Existen diversas demostraciones de este teorema, la
demostracion de Cuntz es propia de la topologia no conmutativa, ya que se basa en el uso del
algebra de Toeplitz, la cual es fuertemente no conmutativa. La periodicidad de Bott tendra
como consecuencia la sucesion exacta de seis términos, que completa la sucesién exacta inducida
por el morfismo indice. Esto significa que, dada una sucesién exacta corta de C*-algebras

® ¥
0 I A B 0
obtenemos la siguiente sucesion exacta de seis términos:

K — 59 g a) Y k()

50 61

Finalizaremos el capitulo calculando ejemplos de Ky v K;.
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3.1. Morfismo indice

3.1.1. Definicién del morfismo indice

Lema 3.1.1. Consideremos una sucesion exacta corta de C*-dlgebras

0 I - A-Y,B 0

y sea u € U, (B). Entonces:

1. Existen v € Usy(A) y p € Pop(I) tales que

S N T

2. Suponiendo que v y p son como en (1), y dados w € Us,(A) y q € Pa,(I) que satisfacen

- A 0 oy I, 0\ |
=y o) sw=u(y )

entonces s(q) = diag(1,,0,) y p ~u q en Po,(I).

Demostracion. (1). Aplicando el lema obtenemos v € Uy, (A) con (v) = diag(u,u*).

Luego:
~ (1, 0\ . u 0\ (1, 0\ [u* 0 1, 0
M”(o 0)”):<0 u)(O 0)(0 u>:<0 0)'

Utilizando el lema obtenemos que @ es inyectiva, y también existe un elemento p € Mgn(f )
tal que p(p) = vdiag(l,,0)v*. Dado que ¢ es inyectiva se deduce que p es una proyeccién.

Luego,
- ~ (1, 0\ .. (1, 0
atewn =it (5 o)= (G o)
y junto con la naturalidad de s podemos concluir s(p) = diag(1,,0).

(2). Replicando el razonamiento anterior, pero aplicado a ¢, mostramos que s(q) = diag(1,,0,).

Observar que
1;( 5 = u 0Y) [u* 0 _
v 0 u* 0w

Utilizando el lema se garantiza la existencia de z € My, (I) tal que @(z) = wv*. Luego z es
unitario, ya que ¢ es inyectiva. Consideremos la igualdad

1, O
P(zpz*) = wu* @(p) vw* = wv'v (O 0) viow® = @(q).

Usando la inyectividad de ¢ concluimos que ¢ = zpz*. En consecuencia p ~, q en Pgn(j ). O
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Comentario 3.1.2. El lema anterior nos permite definir:

ViU (B) = Ko(I) : v(u) = [plo — [s(p)]o, para u € U,(A).

Donde p € Py,(I) se obtiene mediante (1) del lema [3.1.1] Este morfismo est4 bien definido
por la parte (2) del mismo lema.

Lema 3.1.3. El morfismo v : U, (B) — Ko(I) tiene las siguientes propiedades:
1. v(ug ® up) = v(ug) + v(up) para todo uy, us € Use(B),

v(1) =0,

ST UL, Uy € Z/{n(é) Y uy ~p ug, entonces v(uy) = v(ug),

v((u)) = 0 para todo u € Us(A),

Ko(p)(v(u)) =0 para todo u € U (B).

Demostracion. (1). Consideremos u; € Uy, (B), con j = 1,2. Luego, al igual que en (1) del

anterior lema, obtenemos v; € Usy,, (A) ¥ pj € Pay,; (I) tales que

U(v) = <%J %) ;@) = v <18j 8) U5

Por definicién v(u;) = [p;]o — [s(p;)]o. Luego definimos y € Us(ny 1ny)(C), v € Un(ny 1np) (A) ¥

P € Ua(n,1ny)(I) dados por:

v = U1 O * — D1 0 y*
Yy 0w y, P=Y 0 py .

Veamos que v y p cumplen las igualdades del lema (3.1.1

l, 0 0 O\ /w 0 0 O\ /l,, O 0O 0

~ o 0 1, ollo w 0o o|l0O 0 1, o0
YO=10 1, 0 oflo 0 w ollo 1, 0 o0
0 1,/J\O 0 0 w5/ \0o 0 0 1

l, 0 0 O\ /uw 0 0 O wy 0 0 0

1o 0 1, ol[0o 0 w 0| |0 uw 0 O
1o 1, 0 0|0 w 0 o]0 0 w o0

0 0 0 1,/ \0 0 0 00 0 u
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para ello hacemos explicitamente la cuenta

l,, 0 0 O y 1,, O o* 0 l,, 0 0 O
5p) = 0 0 1, O "\o o)™t 0 0 1, O
e\p) = 0 1, O 0 0 1, 0\ . 0 1n2 0 0
0 0 0 1, “2 0 0)2/\o 0 0 1,
Veamos que se cumple la siguiente igualdad
l,, 0 0 O
- vy 0y [0 1, 0 O v 0\
0O 0 00

Probaremos que el lado derecho de la igualdad es efectivamente ¢. Para ello hacemos el producto
de matrices de la parte central del lado derecho, obtenemos lo siguiente

l,, 0 00 <1m o) 0
o 1, 00 Lo o
Y10 o o0o0l]Y" 1,, 0
0 0 00 0 (0 o)

L, 0\ . 0
(v; 0)_ “lo o)™

1n2 0 0 U; B 1n2 0 *

(0 ) 0 “2<0 0) "2

0
Por ende probamos la igualdad (3.1]). Utilizando p ~, p; @® p2, concluimos:

v(ur ®uz) = [plo — [s(p)]o = [p1 @ p2lo — [s(p1 @ p2)]o = v(u1) + v(uz).

(3). Tomamos vy € Us,(A) v p1 € Pa,(I) que satisfacen:

@(Ul) = (161 %) , @(p1) = <1On 8) vy

Por definicién v(u1) = [p1]o — [s(p1)]o- Dado que ujug ~p 1, ~p, uyus, empleando el lema m,
obtenemos elementos unitarios a,b € M, (A) tales que ¥ (a) = ujus y 1(b) = wyub. Definimos

vy = vidiag(a,b) en Uz, (A), de modo que

~ _fur O U U 0 _fuz O

w(”)_(o u1>< 0 u1u§>_<0 )’
v L 0 v =g [ & 0} (Ln O} (" 0 vi =0 L 0 v] = @(p1)
2o 0o/27"No s/\o o)\o »)r =" o )" = PP

Por definicién de v, tenemos v(us) = [pi1]o — [s(p1)]o-
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(4). Consideremos el elemento v = diag(u,u*) de Us,(A), y p = diag(1,,0) en Py, (I). Luego

- d(u) 0 _ 1, 0\ .,
1/)(11) - ( 0 77Z(,wk)) ) @(p) = (0 O) v
Concluyendo asi v(¥ (1)) = [plo — [s(p)]o = 0, ya que s(p) = p.

(2) Es inmediato de (4).
(5) Aplicamos (1) del lema[3.1.1] lo cual nos da ¢(p) ~, s(p). Luego, dado que @(s(p)) = s(p),
obtenemos (5). O

Definicién 3.1.4. (El morfismo indice)
Dada una sucesion exacta corta de C*-dlgebras

0 — A—2" B 0. (3.2)

Como en el comentarz'o definimos el morfismo v : Use(B) — Ko(I). Utilizando la propiedad

universal de K1 junto con el lema obtenemos un unico homomorfismo de grupos
01 : K1 (B) = Ko(I) tal que 6,([u]y) = v(u), para todo u € Us(B).

El homomorfismo 61 es el denominado morfismo indice asociado a la sucesion exacta corta

53

La proposicion siguiente es un resumen de las propiedades que hemos demostrado del
morfismo indice.

Proposicién 3.1.5. (Primera imagen estindar del morfismo indice)
Consideremos una sucesion exacta corta de C*-dlgebras

0 I id A v B 0.

Dados n € N, u € Uy (B), v € Usn(A) y p € Pau(I), que satisfacen:

s =v(y o) o= (5 ).

Entonces §1([u]1) = [plo — [s(p)]o. También se cumplen las siquientes igualdades
doKi(Y)=0 'y Ko(p)od =0.

Proposicién 3.1.6. (Naturalidad del morfismo indice)
Dado un diagrama conmutativo de la siguiente forma

0 I 4 A id B 0
ol o B (33)
0 I Al B 0,
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donde las filas son sucesiones exactas cortas de C*-dlgebras, y a,y junto con [3 son *-homomorfismos.
Consideramos 61 : K1(B) — Ko(I) y 07 : K1(B') — Ko(I') los morfismos indice vinculados
a las sucesiones exactas cortas de las filas. De este modo, obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo

Ki(B) —2— Ky(I)

K1(B) Ko(v)

K\(B') ————— Ko(I).
1

Demostracion. Fijamos g € K;(B), luego seann € Ny u €~Z/{n(§) con g = [u];. Aplicando (1)
del lema obtenemos elementos v € Uy, (A) y p € P, (1) tales que

=5 0) sw=o(y o)

Definimos v' = d(v) € Usn(A') y p' = F(p) € Pan(I'), entonces

) = oa)e) = (o)) = i) = (M0 50 ).

0 = (o = oo =ao) (7 o) aer = (G o)

Por la definicion del morfismo indice tenemos

(61 0 K1(8))(9) = 01([B(w)]1) = [P']o — [s(®)]o
=[F(®)]o — [s(3(p)]o = Ko(v)([plo — [s(p)]o)
= Ko(7)(01([u]1)) = (Ko(v) 0 61)(9)-

Esto muestra que 7 o K1(3) = Ky(7) o d;. O

Levantados de elementos en una C*-ilgebra

Definicién 3.1.7. Sean dos C*-dlgebras A y B, junto con un *~homomorfismo sobreyectivo
¢ :A— B. Se dice que a € A es un levantado de b € B si p(a) = b. En este caso, el conjunto
de todos los levantados de b es la coclase a + Ker(p).

Proposicion 3.1.8. En las condiciones de la definicion anterior, tenemos los siguientes resul-
tados.

1. Todo elemento b tiene un levantado a € A tal que ||b|| = ||al|.

2. Todo elemento autoadjunto b se puede levantar a un autoadjunto a. El autoadjunto a se
puede tomar tal que ||a|| = ||b]].

3. Todo elemento positivo b se levanta a un elemento positivo a. También se puede tomar a
tal que es positivo y ||a|| = ||b]|.
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Demostracion.
Probaremos primero (2) y luego pasaremos a probar (1).

(2). Sea x € A un levantado de b y definamos
x+ "
2

Entonces ag es autoadjunto y ¢(ag) = b. Vamos a modificar ag para que ademads tenga la misma
norma que b. Definimos f : R — R una funciéon continua dada por

ag =

1B F------- ‘

=[loll, & < —[oll; 1

f(t) =4t —llol <t <o, —|o] 1
bll, > 1b]l.

ffffffff Sl

Si a = f(ap), como f es real, a es autoadjunto. Ademés,
sp(a) = { f(t) : t € sp(ao) } < [—[ol], [[b]l],
por lo que |la|| = r(a) < ||b]|. También tenemos

p(a) = ¢(f(ao)) LN (p(a0)) = f(b) = b,

donde la ltima igualdad se debe a que f(t) =t para todo t € [—|[b|, ||6]|] ¥ sp(b) C [—||bll, ||0]l],
por célculo funcional la imagen es exactamente b. Como ¢ es contractiva, |[¢(a)|| < ||a||, entonces

16l = llea)ll < flall < o]l

de donde se obtiene ||a|| = ||b]|, como queriamos.

(0 b

Entonces, y es un elemento autoadjunto de My(B), y

. bb* 0 , . .
It = ol = | (5 49y) | = mCio L1y - r|b||2.

1Si A tiene unidad, entonces, al ser ¢ sobreyectiva, este morfismo preserva la unidad y podemos aplicar el
comentario [1.6.3| En caso de que A no tenga unidad, el argumento es analogo, pero utilizando el *-homomorfismo
extendido a A.

(1). Dado b € B, definimos

2La igualdad se debe a que existe un *-homomorfismo A ® A — My(A) dado por (a,b) — (a O>. Como

0 b
este morfismo es inyectivo, resulta ser una isometria.
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Por la parte (2), existe un levantado = de y autoadjunto,

= (”3“ x”) e My(A),

T21 T22
con ||z|| = |ly||. El elemento a = x5 es un levantado de b, y utilizando la desigualdad (1.2))
obtenemos
[lal] < [l = lly[l = [[ol]

Finalmente, como ¢ es de norma decreciente, se cumple

[1bl] = [le(a)ll < lall.

(3). Sea z € A un levantado de b. Definimos ag = (z*z)'/?, luego aq es positivo y

plag) = (p() ¢(x))? = (b°0)'/* =b.

Al igual que en la demostracién del punto (2), definimos a = f(ag). Como ag es positivo, su
espectro estd contenido en Ry, y la funcién f restringida a dicho dominio es positiva. Esto
implica que f(ap) = a es un elemento positivo. Por el mismo argumento utilizado en (2),
obtenemos que ||a|| = |[b]]- O

Lema 3.1.9. Dado ¢ : A — B un *~homomorfismo sobreyectivo entre las C*-dlgebras A y B. Si
A tiene unidad, entonces B también la tiene y ¢ preserva la unidad. Luego para todo elemento
unitario uw € B, eziste una isometria parcial v € My(A) tal que

o= (g 1) (3.4)

Demostracion. Tomamos un levantado a € A de u con ||a|| = 1, y definimos

_ a 0
v ((1 —a*a)'/? 0) '

Entonces v*v = diag(1,0), consiguiendo asi que v es una isometria parcial. Utilizando
v((1-a'0)') = (1= ') =0
probamos el lema. O]

Proposicién 3.1.10. (Segunda imagen estdndar del morfismo indice)
Consideremos una sucesion exacta corta de C*-dlgebras

0 I id A v B 0.

Sean n < m nimeros naturales, u € U,(B) y v una isometria parcial en M,,(A) tal que

(o) = (g O:n> . (3.5)

Entonces existen proyecciones p,q € Pm(.f) que cumplen

lp,—vv=0¢(p) vy L,—v" =),
y el morfismo indice 61 : K1(B) — Ko(I) estd dado por
]

01([ulr) = [plo — [dlo- (3.6)
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=Y(f) = diag(Om, Lyn—n)-

Demostracion. B
Definimos e = 1 —vvy f=1,—vw en P, (A) entonces 1(e) =
Utilizando el lema [2.5.1| en las matrices escalares ¢(f) y ¥(e), obtenemos p,q € P,,(I) tales que

= s(q) = diag(0,, 1,_p).

op)=e @plqg)=f s(p) =
Definimos

(8 )
e v 0 P

1, 0 0, 0

10 Opepn 0 1,

*~lo, o0 1, 0

0 Ln—n 0 Opp

Entonces r es una proyeccién en Ms,,(I), w es un unitario en My, (A) y z es unitario autoadjunto

en Ms,,(C). Luego

1, 0 0, O u 0 0, O
i/;(zw) o 0 Omfn 0 1mfn 0 Omfn 0 1mfn - g 1 0 ’Z?* 8
10, 0 1, O 0p, O w0 B e

0 Ln—w 0 Oposp/ \O lynoy

Definimos u; = diag(u, Lym—p) € Un(B), mediante igualdad anterior obtenemos

@(zw) = (%1 %) )

Luego,
2w (161 8) w't =2z (Z 51) (16” 8) (2}* f}) 2=z <Zz: U:) 2t =z < 0 / 2) 2" = @(arz")
Por definicién del morfismo indice obtenemos lo siguiente
01([ul1) = 01([us]y) = [zrz"]o — [s(zrz")]o = [r]o — [s(r)]o
—nJo = [Plo — [do-

= [Lm = dlo + [plo = [Tn)o = [Im

Proposicion 3.1.11.
Consideremos una sucesion exacta corta de C*-dlgebras

¥

L A B 0.

0 I
Suponemos que A tiene unidad, por ende B también lo es y 1 preserva la unidad. Sea @ : I — A

el *-homomorfismo dado por p(x + alz) =
elemento unitario en M, (B).

o(x) + aly, para todo x € I y a € C. Fijamos u un



3.1. Morfismo indice 91

1. Siv es un elemento unitario de My, (A), y p una proyeccion en Ma,(I) tal que

e =0 o) wo=(5 )

entonces 61([u]1) = [plo — [s(P)]o-

2. 8im >n yv es una isometria parcial en M,,(A) con (v) = diag(u,0,,—,), entonces
)

L — 00 = B(p) y L —vv* = B(q) para proyecciones p,q € My (1), y 61 ([ulr) = [plo — [glo-

Demostracion. (1). Para todo k natural definimos

e =1y — Iy, 9 =1y, 3 — L)

Luego u; = u + g, es un elemento unitario en M, (B), v = v + fo, es unitario en Mgn(;l) y

P(v) = diag(uq, u).

1.~ 0
Veamos que s(p) = ( M(T)L(I) O).

Podemos escribir p = a + A1, 5, donde a € My, (I) y A es una matriz con coeficientes en
Ms,,(C). Utilizando 9 o ¢ = 0, tenemos

v(@(a+ ALy, 7)) =1U(e(a) + Mg, ) = Aag.s) = Y(@(Man,5)) = ¥(@(s(p)))-

Mediante la igualdad:
V(@(p)) = diag(1a, sy, 0n),

podemos concluir ¥(@(s(p))) = diag(1a, (B, 0,). Con la notacién anterior,

Alen(B) = dlag(lM'rL(B)? 0”)7

1 . 1 0
por ende s(p) = ( i O) y Pls(r)) = ( ) O). Lucgo,

6o~ 5() + Bls(p) = Plp) —~ P(s(p) + 56(0)
—7+ (5 0) = (@ )

Por la primera imagen estandar del morfismo indice concluimos

o1([ua]1) = [plo — [s(p)]o-

Empleando lo ya demostrado en la proposicion con p(uy) = u = p(u), se deduce que
[u1]1 = [u];. Concluyendo asi

o(p)

61([ul1) = [plo — [s()]o-

(2). Supongamos que ¢(I) # A, lo que resulta en que @ : M,,(I) — M,,(A) sea inyectivo. Esto
se debe a que Im(y) = Ker(v), asi Im(p) forma un ideal en A. Dado que ¢(I) # A, significa
que 14 ¢ ¢(I). Por lo tanto, si @(z + al;) = 0, entonces p(r) + aly = 0. Lo cual implica
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o(x) = —ala, y si a # 0, entonces 14 € p([), llegando a una contradiccién. Asi, « =0, y de
esta manera ¢(x) = 0. Como ¢ es inyectiva, concluimos que = 0 y, por ende, = + aly=0.

La imagen de @ : M,,(I) — M,,(A) consiste de los elementos = que cumplen ¥ (z) €

M,,(Clp). Entonces existen p,q € M,,(I) tales que

It — Vv =2(p), L, a) —vv" =p(q).
Como P es inyectivo p, ¢ son proyecciones. Luego 1 (@(p)) = diag(0p, 1y, . (B)), obtenemos

S(p)=<00" 1 ’ ~>.

Sean f, v u; como en (1), definimos

fa 0
w=uv+ (0 0.
entonces w es una isometria parcial en M,,(A) con ¥ (w) = diag(uy,0pm_y). Al igual que en la
demostracion de (1),

@(p) = 2(p) —2(s(p)) + &(s(p))
0, 0 *
:1Mm() ’U’U—|—<0 £ n)Zle(X)—w w,

de forma similar ¢(q) — ww*. Por la segunda imagen estandar del morfismo indice

=1

My (A)

concluimos que 1 ([u1]1) = [plo — [g]o, utilizando esto junto con igualdad [u]; = [u;]; concluimos
la demostracion.

Si o(I) = A podemos encontrar p, ¢ tales que

Lata) — 00 = 0(p),  lu,,a) — 00" = ¢(q),

mediante la inyectividad de ¢ vemos que p, ¢ son proyecciones. Luego la demostracion es igual
que el otro caso. O

Proposicion 3.1.12. Sea una sucesion exacta corta de C*-dlgebras

0 I i A i B 0,
donde I es un ideal en A y i es el *-homomorfismo dado por la inclusion.

1. Consideramos u un elemento unitario de M, (B), el cual tiene un levantamiento que es
una isometria parcial v en M,(A), es decir, ¥(v) = u. Entonces 1, — v*v y 1, — vv* son
proyecciones en M, (I), y

01 ([u]r) = [1, — v™v]o — [1, — v0*]o. (3.7)
2. Supongamos que A tiene unidad (por ende también lo es B y 1 preserva unidad). Sea u

un elemento unitario en M,(B) que tiene un levantado dado por una isometria parcial
v e M,(A). Entones 1, —v*v y 1, — vv* son proyecciones en M,(I), y

01([ul1) = [1,, — v*v]p — [1n — vV . (3.8)
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Demostracion.
(1). Como

(1, —vv)=1,—u'u=0, ¢P(1,—wvw")=1,—uwu" =0,

tenemos que 1, — v*v y 1, — vv* pertenecen a M, (I), y estos dos elementos son proyecciones ya
que v es una isometria parcial. Luego, la igualdad (3.7)) viene de la segunda imagen estandar del
morfismo indice.

(2). Tenemos que (1, — v*v) = 1, — u*u = 0, por ende 1,, — v*v pertenece a M,(I), de
forma similar obtenemos que 1,, — vv* estd en M, (I). Luego, la igualdad ([3.8]) viene dada por

(2) de la proposicion 3.1.11 O

3.2. Conexién entre las sucesiones exactas dadas por K|
y Ki

En esta seccién asumiremos que toda sucesion exacta corta de C*-dlgebras

0 I 2 A v B 0,

viene dada por [ un ideal de A y ¢ la inclusion.

Comentario 3.2.1. No se pierde generalidad al suponer que I es un ideal de A y que ¢ es la
inclusion. Esto se debe a que considerando una sucesion exacta corta de C*-algebras

0 I d A v B 0.

Como ¢(I) = Ker(1)), esto implica que ¢(I) es un ideal de A. Ademas, la inyectividad de ¢
implica que p(I) =~ I. Esto lleva al siguiente diagrama conmutativo:

0 I d A v B 0

0 — (1) A Alp(l) ——— 0

1 ™

Por ende las sucesiones exactas de cada fila son isomorfas.

Lema 3.2.2. El kernel del morfismo indice 61 : K1(B) — Ko(I) estd contenido en la imagen
del homomorfismo K1(v) : Ki(A) — Ki(B).

Demostracion. Sea g € K;(B) que pertenece al kernel del morfismo indice. Tomamos u € U,,(B)
19

con g = [u]y, y utilizando el lema podemos encontrar una isometria parcial wy € My, (A)
tal que

&(wl) = (8 8) :
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Por la segunda imagen estandar del morfismo indice tenemos
0= 51([/&]1) = [1271 — U)Twl]o — [12n — wlwﬂoﬂ en Ko([)

La parte (~5) de la proposiciéon 2.2.10| nos da la existencia de k£ € N y una isometria parcial
wy € My, (1), donde m =2n+ky

wiwy = (lg, — wijwy) ® 1y,  wows = (1o, — wywy) B 1.

Luego
Plwiwn) = Plww}) = (00" " )

]-m—n
Dado que wy € Mn(f ), observamos que estd en la imagen de ¢. Luego aplicando el lema ,
vemos que (wsy) resulta ser una matriz escalar. Asi, tenemos que 1 (w;) = diag(0,, z) donde
z es una matriz escalar unitaria en M,, ,(B). Como z tiene un espectro finito, entonces es

homot6pico a 1.,y en Uy, (B). Definimos v = diag(wy, 0x) + ws, luego v es unitario en M,,(A)

por lema [2.1.36]y
~ U 0 0, O U 0 ~

9= luly = [P)]1 = K1(¥)([v]o)-

Esto prueba que

]

Definicién 3.2.3. Decimos que un elemento u € A es un elemento parcialmente unitario si
uu® = u'u y uu* es una proyeccion.

Lema 3.2.4. Siu € A un elemento parcialmente unitario y A tiene unidad entonces
u+ (1a —uu)
es unitario.

Demostracion. Primero expresamos explicitamente el producto. Luego utilizando que u es una
isometria parcial tenemos u = uu*u (utilizamos el mismo resultado para u*):
(u+ 14 —w'u)(u* + 14 — u'u) = vu* +u — v +u* + 14 — u'u — v uu® — u'u + (u*u)?

— 1,
0

Lema 3.2.5. El kernel del homomorfismo Ko(p) : Ko(I) — Ko(A) estd contenido en la imagen
del morfismo indice 6, : K1(B) — Ko(I).

3Estamos utilizando que ¢ es la inclusién de I en A.
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Demostracion. Sea g € Ko(I) en el kernel de Ky(p). Por el lema existen n € N, una
proyecciéon p € M, (1) y un unitario w € M, (A) tales que

g="Wo—[s®o vy wpw”=s(p).

El elemento uy = ¥ (w(1, — p)) es una isometria parcial en M, (B) y

1, — W = P(p) = P(s(p) = 1n — uguf]

Por ende, ug es un elemento parcialmente unitario y u = ug+ (1,, — ufug) es un elemento unitario
en M,(B).

Observar que la isometria parcial v; = diag(w(1, — p),s(p)) en My, (A) cumple h(vy) =
diag(ug, s(p)). Sea z € My, (C) la matriz unitaria autoadjunta dada por

(=3 s

°T ( s(p)  ln— 8(10)) ’

luego definimos v = zw;2*. Entonces

N (R )]

Por la segunda imagen estandar del morfismo indice, obtenemos:

51([16]1) = [12n - U*U]o - [12n - UU*]O = [12n - Uikvl]o - [12n - U1Uﬂ0

16 )] 10w )

= [plo = [s(p)]o-

Proposicién 3.2.6. Para toda sucesion exacta corta de C*-dlgebras

0 I ¢ A i B 0,
el morfismo indice 01 induce la siguiente sucesion exacta
K(I) —0 Ky(4) — Ky(B)
g1

Ko(B) Ko(A) «——— Ko(I)

Ko () Ko(p)

4También el lema [2.4.9 nos da ¥ (p) = ¥ (s(p)).
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3.3. Grupos de K-teoria superiores

3.3.1. El funtor suspension

Recordar que dada una C*-algebra A, definimos su suspensién SA como:
SA=A{feC([0,1],A) : f(0) = f(1) = 0} =~ Co((0,1), A) ~ A® C(0, 1),

el dltimo isomorfismo viene de |13, Teorema 6.4.17].

Para todo *-homomorfismo ¢ : A — B entre dos C*-dlgebras A y B podemos asociar el
*-homomorfismo S¢ : SA — SB, definido como S¢(f)(t) = ¢(f(t)).

Utilizaremos la notacién S para el dlgebra de las funciones continuas en S* tal que f(1) = 0.
Notar que § ~ (0, 1).

Teorema 3.3.1. Sea A una C*-dlgebra y v la funcién dada por
[0,1] = S':t — 2™,
Existe entonces un inico *~isomorfismo v4 que va desde A® S a SA cumpliendo
Yala® f)=(fov)a, VfeSyacA

Ademds, este *-isomorfismo es natural en el sentido de que si ¢ : A — B es un *-homomorfismo
entre C*-dlgebras, el siguiente diagrama es conmutativo.

p®Idg

A®S B®S
A B
SA 5 SB
Demostracion. |13, Teorema 7.5.7] O

Lema 3.3.2. Sean X un espacio Hausdorff localmente compacto y A una C*-dlgebra. Fijando
f € Co(X) ya e A, definimos fa € Cy(X,A) como la funcion dada por fa(z) = f(z)a.
Entonces el conjunto

{fa:feCy(X),ac A}
es denso en Cy(X, A).

Demostracion. Tomamos la compactificacion un punto de X, denominada X+ = X U {occ}.
Entonces

Co(X, A) = {f € C(XT, A) : f(c0) = 0}.

Fijamos e > 0y f € Cy(X, A). Utilizando la compacidad de X+ podemos obtener un cubrimiento
finito de abiertos Uy, ..., Uy de X, tales que para todo z,y € U; tenemos ||f(z) — f(y)|| <,

V j=1,...,k. Para cada abierto U; seleccionamos un elemento x; € Uj;, si oo € U; entonces
tomamos x; = 00, en caso contrario seleccionamos cualquiera. Tomando una particién de la
unidad {h; }le subordinada a los abiertos Uy, ..., Uy, obtenemos lo siguiente

[ (@) () — fx)hi()|] < hiz)e,
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para todo x € X y j. Luego
k

1f(x) =Y flz)hi(x)]| <€ VaeX.

Jj=1

Definimos a; = f(x;), como la funcién f € Cy(X, A) se cumple a; = 0 si x; = co. Estos tltimos
elementos no los consideramos, entonces para los otros tenemos que h; € Cp(X). Como la dltima
desigualdad de sigue cumpliendo sin los z; = 0o, obtenemos la densidad. O]

Proposicién 3.3.3. El funtor S es ezxacto.

Demostracion. Dada una sucesion exacta corta de C*-dlgebras

0 I d A i B 0

debemos probar que la sucesion

Se

0 ST sA—2 5B 0

es exacta. La Unica parte no trivial es la sobreyectividad de Si. Por el lema [3.3.2] tenemos que
span{fb:b e B, f € Cy((0,1))}
es denso en SB, y todo elemento de este conjunto pertenece a la imagen de S, ya que
Sv(af) =v(a)f,

donde f € Cy((0,1)) y a € A. Como la imagen de un *-homomorfismo es cerrada, concluimos la
proposicion. O

Proposicién 3.3.4. Sea (A, pn)nen un sistema inductivo de C*-dlgebras y
A= liAqAn
su limite inductivo con los morfismos u, : A, — A. Entonces
ligS(An) ~ S(ligAn).
Demostracion. Para cada indice n tenemos
Stz Col(0,1), Au) — Co((0,1),4), (Sya() (1) = (1),

Por la propiedad universal del limite inductivo existe un *-homomorfismo

o: ligCo((O, 1), A,) — Cp((0,1), A).

Que o es sobreyectivo se prueba facilmente con el lema |3.3.2]
Para la inyectividad, consideremos los *-homomorfismos

Mot Co((0,1), Ay) — lim Co((0, 1), A,)
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dados por la definicién del limite inductivo. Sea f € ker(Su,). Como p,(f) = 0, por proposi-
cién [L.9.4] tenemos:

0= sup |[pn(f(£)]] = sup lLm lonn(f(t))]-
te[0,1] te[0,1]

Aplicando el teorema de Dini se obtiene

lm S (f)ll = 0.

m—0o0
Por la proposicién esto implica || A,(f)]| = 0, es decir A\,(f) = 0. Por tanto ker(Su,) C
ker(A,), y de nuevo por la proposicién se sigue que o es inyectiva. H

Con lo visto hasta ahora sobre el funtor suspension y asumiendo que Ky(SA) = K;(A), ya
podemos deducir las propiedades enunciadas para K.

» Continuidad de K;. Como el funtor suspensién S es continuo y K, es continuo, la
composiciéon que define Ky es también continua, por tanto K; es continuo.

= K, es escinde-exacto. Puesto que S es exacto y K, satisface la propiedad de ser
escinde-exacto, al aplicar S y luego Ky se obtiene que K hereda la exactitud escindida.

» Estabilidad de K;. Empleando el isomorfismo del teorema y la estabilidad ya
conocida de Ky, se deduce que K; es estable.

3.3.2. Isomorfismo entre Ki(A) y Ky(SA)
Teorema 3.3.5. Los grupos Ki(A) y Ko(SA) son isomorfos para toda C*-dlgebra A.

Demostracion. Consideramos la siguiente sucesién exacta

0 SA d CA il A 0. (3.9)

Luego como CA es homotépicamente equivalente a 0, tenemos Ko(CA) = K;(CA) = 0.
Utilizando el morfismo indice con la sucesiéon [3.9 obtenemos la siguiente sucesion exacta

01

Ky(A) «—— Ky(CA) =0 +— Ky(SA)

por la exactitud de la sucesién concluimos que d; es un isomorfismo. O

Proposiciéon 3.3.6. Para toda C*-dlgebra A existe un isomorfismo 04 : Ki1(A) — Ko(SA),
tal que dadas dos C*-dlgebras A y B, y un *~homomorfismo ¢ : A — B el siguiente diagrama
conmuta

K1 (A) Kilo) K\(B)
Ko(SA4) Ko(SB)

Ko(S¢)
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(A) con
1o, para

s(u) = 1,, yv € C([0,1],Us,(A)) tal que v(0) = 1a,, v(1) = diag(u,u*) y s(v(t))
todo t € [0,1]. Definiendo
(1, 0\ .
bp=v 0 0 v,

es un elemento de Pgn(é’\;l), con s(p) = diag(1,,,0,) y
0a([ul1) = [plo — [s(p)]o-

Comentario 3.3.7. Para la justificaciéon de la formula anterior veamos que todo elemento
g € K;(A) puede ser representado por un u € U, (A) tal que s(u) = 1,. Por definicién existe
un n € Ny w e Uy,(A) tal que [w]; = g, definimos u = ws(w)*. Entonces s(u) = 1,, luego
s(w) ~p, 1, ya que sp(s(w)) # T y utilizamos (2) del lema

Fijando u € U, (A) tal que s(u) = 1,, buscaremos v € C([0, 1],U,(A)) con

v(0) = 1o, (1) =diag(u,u™) y s(v(t)) = la,.

Por el lema de Whitehead podemos encontrar z € C([0,1],U,(A)) con 2(0) = 1y, y
2(1) = diag(u,u*). La funcién v(t) = s(z(t))*z(t) tiene las propiedades deseadas.

También tenemos una descripcion concreta para los isomorfismos 64. Dado u € U,

Demostracion. Veamos la demostracion de la proposiciéon. Definimos 64 = d;, donde d; es el
morfismo indice asociado la sucesion exacta corta (3.9). Todo *-homomorfismo ¢ : A — B
induce el diagrama conmutativo:

0 SA CA A 0
el |
0 SB CB B 0

donde Cp(f)(t) = ¢(f(t)). Utilizando la naturalidad del morfismo indice, proposicién [3.1.6 nos

dice que el diagrama

K1<A) Ki(p) K1<B>
Ko(SA4) —— o Ko(S4)

es conmutativo.

Vamos a proporcionar una descripcion explicita de 4. Es posible identificar las funciones

en C([0, 1], M5, (A)) que satisfacen que s(f(t)) = f(0) para cada t € [0, 1] con los elementos en

My, (C'A). También identificamos los elementos f € C([0,1], M5,(A)) que cumplen s(f(t)) =

F(0) = f(1),V t € [0,1] con My, (SA). Con estas identificaciones, v pertenece a Us,(CA) y

%(v)z <g 251) , D= (lO” 8) v* € Pyn(SA).

Por definicién del morfismo indice tenemos 64 ([u]1) = 61([u]1) = [plo — [s(P)]o- O
57 es el *~homomorfismo de la sucesién exacta .
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3.3.3. Sucesiéon exacta larga en los grupos de K-teoria
Definicién 3.3.8. Sea A una C*-dlgebra. Para los enteros n > 2, definimos inductivamente
K,(A) = K,_1(SA).

Dado un *-homomorfismo ¢ : A — B, definimos de manera inductiva

K () = Kn1(S¢).

Proposicién 3.3.9. Para todo n > 2 el funtor K,, es semiezacto en la categoria de C*-dlgebras
a la de grupos abelianos.

Demostracion. Sabemos que S es un funtor exacto, luego inductivamente probamos que K,,_;
es semiexacto. Concluyendo asi que K,, = K,,_1(S) es semiexacto. O

Morfismo indice para grupos de K-teoria superiores

Consideremos una sucesién exacta corta de C*-algebras

0 I id A i B 0.

Para n > 1 por la exactitud del funtor S™ (proposicion [3.3.3]) obtenemos la siguiente sucesion

exacta.
0— gy — 5% s gnpg 5 L gnp (3.10)

Luego por el teorema tenemos el isomorfismo
Ogny: Ko(I) = K (S" 1) — Ko(S™).

Al ser fgn—1; un isomorfismo existe un tnico homomorfismo 6,1 tal que el siguiente diagrama
conmuta

(sn 1
Kn+1(B> - Kn(I)
Osn—11
K1(S"B) = Ko(S™1)

donde 0; es el morfismo indice asignado a la sucesién 1} Explicitamente

571—&—1 = 957},1[ 031 o) IdKn.H(B)-

Veamos que los morfismos d1, ds, . .. son naturales en el siguiente sentido. Dado un diagrama
conmutativo
0 [+ A-—".B 0
b J“ Jﬁ (3.11)
0 I A’ B’ 0
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donde las filas son sucesiones exactas de C*-dlgebras. Probaremos que el siguiente diagrama es
conmutativo

Ko (B) — > K, (I)
Koi1(8) ‘Knm (3.12)
Kni1(B') ——F—— Ky(I')
n+1

Para ello, utilizando la exactitud del funtor S™ y aplicandolo al diagrama ({3.11]) tenemos

00— gnf 5, gng Y gnp

[

0 — S/ —— S"A —— S"B' —— 0
Sn@/ Snwl

Utilizando la naturalidad del morfismo indice de grado 1 obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo

Ki(S"B) — 2 Ky(S™])

K1(S"B) Ko(S™y)

Ki(S"B') ———— Ko(S"I").

Luego, por definicién del funtor K, 1, extendemos el anterior diagrama conmutativo al siguiente

— -1

0
K1 (B) =——— K,(S"B) —2—— Ko(S"I) —=""1 5 K, (I)
Kn1(B8) K1(S™B) Ko(S™) Kn(7)
Kn+1(B/) =) Kl(SnB/) 57—/1> KO(SnI,) ?) Kn(I,)

sn—1g

Tenemos que los bloques de la derecha y el central conmutan. Entonces concluimos que el
diagrama izquierdo también lo hace. Concluyendo asi que el diagrama (3.12)) es conmutativo.

Proposicién 3.3.10. Toda sucesion exacta de C*-dlgebras

0 I d A id B 0
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induce una sucesion exacta larga con los grupos de K-teoria:

Kn_1 Kn-1(¥
Koo (1) @ K, (A) e (B
5n—1
01
Ko(I) % oAy — 5 k()

Demostracion. Sean {d,}nenlos morfismos indices asociados a las sucesiones exactas

O%S”ILS”ALS”B%O

De la definicion de los morfismos indices y junto con la proposicion [3.3.6| obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo

Ko(I) —— Kyp(A) —— Kyo(B) —2— K,(I) — K,(A) — K,(B)

| H H [ [ [

Ky (SI) —— Ki(SA) —— K,(SB) —— Ko(SI) —— Ky(SA) —— Ky(SB)

Luego, para n > 3 de la definicion de K,, obtenemos el diagrama:

Kp(I) ——— K,(A) ——— K,(B) —2"— K, 1(I) —— K,_1(A) —— K,_(B)

anl(S[) E— Kn,1<SA) — anl(SB> ?) Kn,Q(SZ’) E— Kn,2<SA) — Kn,Q(SB)

En ambos diagramas, las filas inferiores son sucesiones exactas por la proposicion de ello
se deduce la exactitud de la fila superior. Por inducciéon formamos la sucesion exacta larga. [l
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3.4. Periodicidad de Bott

Algebra de Toeplitz

Consideremos {&, }neny una base ortonormal de un espacio de Hilbert H de dimensién
numerable. Definimos v como el operador acotado que satisface v(§,) = &,41 para todo n € N,
a v lo llamaremos el operador shift. Entonces v*v = Id, lo que lo convierte en una isometria
donde v*(&1) = 0y v*(&,) = &,—1 para todo n > 2. Denotamos con T al algebra de Toeplitz,
que es la C*-subdlgebra de B(H) generada por v.

& & &
& & &
C
vv*

(. J

Teorema 3.4.1. [Propiedad universal del dlgebra de Toeplitz] Dada una C*-dlgebra A con
unidad y a € A una isometria, existe un unico *-homomorfismo ¢ : T — A que satisface
o(v) = a y preserva la unidad. Ademds, ¢ es una isometria si y solo si aa™ # 1.

Demostracion. |13, Teorema 3.5.18]. O

Comentario 3.4.2. Esto indica que la definicién del dlgebra de Toeplitz, a menos de *-isomorfismo,
es independiente del espacio de Hilbert que empleemos.

Lema 3.4.3. El dlgebra de Toeplitz contiene a los operadores compactos de H.

Demostracion. Como 7T contiene el operador compacto no nulo I'd —vv*, la proyeccion ortogonal
sobre el subespacio vectorial generado por &7, alcanza, por el corolario 2 de [1, Teorema 1.4.2],
con probar que los tinicos subespacios cerrados de H invariantes bajo T son H y {0}.

Dado un subespacio cerrado Hy C H invariante bajo T, sea ) la proyeccion ortogonal sobre
Hy. Se tiene entonces que QT = T'Q) para todo T" € T. Por lo tanto

Q& = Q(Id —vv*)§ = (Id — v )Q& = \&
para algin A € C. Entonces
Q& = Qu&i = vQ& = Av&y = A&,

y analogamente Q& = A&, para todo k£ > 2. Por ende concluimos que ) = AId. Como () es una
proyeccion, se obtiene que A =1y H = Hy, o bien A =0y Hy = {0}. ]
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Definicion 3.4.4. El espacio de Hardy H?(S") es el subespacio cerrado de L*(S') generado por
las funciones 2™ para n > 0. Un operador de Toeplitz en H*(S') es un operador acotado T, de
la forma

T,(f) = P(gf), [ € H*S),
donde P es la proyeccion ortogonal de L*(S') en H?*(SY), y g € L>=(S1).

Proposicion 3.4.5. (|11, Proposicién 2.3.3]) Sea Q(H?*(S')) el dlgebra de Calkin (ver ejem-
plo[2.5.8) asociado al espacio de Hilbert H*(S') y m : B(H?*(S')) — Q(H?(SY)) es el morfismo
cociente. Entonces a: g — 7(T}) es un *-homomorfismo inyectivo de C(S') a Q(H?*(S'))

Demostracion. Veamos que es un *-homomorfismo. Para ello consideramos el operador M, :
L*(SY) — L%(S") dado por multiplicar g € L*>°(S'). Consideramos el conjunto de funciones g
en C'(S1) tales que PM, — M,P es compacto, es facil ver que la funcién g(z) = z estd en ese
subconjunto y ademds es una C*-subédlgebra de C'(S'). Por el teorema de Stone-Weierstrass
concluimos que para todo g € C'(S*) PM, — M, P es compacto. Por definicién T, = PM,, luego:

T, Ty, = PMy, PM,, = PM, M,,P + operador compacto
= PM,, 4, + operador compacto

=Ty, 4, + operador compacto,

para todo gi,go € C(S'). Luego es facil ver que T, = 1§, concluyendo asi que « es un
*_homomorfismo.

Veamos que es inyectivo. El kernel de « es un ideal en C'(S'), y todos estos ideales son de la
forma {f € C(S") : fix = 0} para X C S' cerrado. Sea 7y(z) = ze la rotacién de dngulo 6.
Definimos el operador Uy : L2(S) — L?(S*) dado por Uy(f)(z) = f(ze=%). Nétese que H?(S!)
es invariante por Uy, por lo que Uy define también un operador en H?(S%), y

UsT,U; = UpgPM,PU; = P UsM,U; P,
Sea e,(z) = 2" la base de Hilbert de H?(S'), entonces
UsMyUs (en)(2) = Ua(9(2) Ug (en(2))) = g(ze7) €n(2) = M gor_y(€n)(2).
Por ende UygT,U; = Tyo,_,. Tenemos
T(Tyor_y) = m(UpTyUy) = m(Up)m(Ty)m(Uy).-
Esto implica f or_g € ker(«) si solo si f € ker(a), por ende
ker(oa) ={f € C(S") : fix =0} ={f € C(S") : (f or-p)1x = O}.

Como la correspondencia entre ideales de C(S') y cerrados de S* es inyectiva, obtenemos que
r_9(X) = X. De aqui se sigue que X C S! es un subconjunto invariante por rotaciones, lo
que implica que X = S' 0 X = @&. El caso X = @ no es posible, ya que no todo operador de
Toeplitz es compacto: el operador de Toeplitz asociado a la funcién constante 1 es la identidad
en H?(S'), y que ésta fuera compacta implicaria que el espacio de Hardy tiene dimension finita.
Concluimos asi X = Sty ker(a) = {0}. O
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Comentario 3.4.6. Notar que el operador de Toeplitz asignado a la funcién g(z) = z es el shift
en H?(S'), luego como C(S') es la C*-algebra generada por g obtenemos que la C*-4lgebra
generada por los operadores de Toeplitz T}, con h € C(S!) junto con los operadores compactos
de H?(S') es el dlgebra de Toeplitz.

En el algebra de Toeplitz el simbolo de un operador se refiere a la funcién que se asigna
cuando se toma el cociente por los operadores compactos. Es decir, si a € T, entonces el simbolo
de a es a~Y(m(a)).

Con la proposicién [3.4.5] obtenemos que la imagen de 7 mediante la proyecciéon 7 :
B(H*(S')) — Q(H?(S')) es *-isomorfa a C(S'). Utilizando esta identificacién obtenemos
la siguiente sucesién exacta, denominada la extension de Toeplitz

0 K(H2(SY) T oS —— 0.

Demostracion de periodicidad de Bott

El teorema de periodicidad de Bott nos dird que los grupos de K-teoria satisfacen Ky(A) ~
Ky, (A) y K1(A) ~ Ky,11(A) para todo n € N y toda C*-algebra A. Existen diversas demostra-
ciones de este teorema, en [15] se encuentra la demostracién de Atiyah, andloga a la demostracion
de periodicidad de Bott para la K-teoria topolégica. En esta seccion presentaremos una demostra-
cién més general del teorema dada por Cuntz [6], la cual se basa en el uso del dlgebra de Toeplitz.

En toda la seccién asumiremos que E es un funtor de la categoria C*-alg a Ab que cumple
los siguientes puntos:

» Invarianza homotdépica. Sean ¢ y ¢ dos *~homomorfismos homoto6picos, entonces

E(p) = E(¥).

» Estabilidad de K. El *~homomorfismo x: A — A ® K de la definicién induce un
isomorfismo E(A ® K) >~ E(A).

» El funtor E es semiexacto: para toda sucesiéon exacta corta de C*-algebras

0 1 " A > B 0

E induce la siguiente sucesion exacta

E(I) —zw E(A) 5w E(B)
Comentario 3.4.7. Notar que, para todo n € N, el funtor K,, cumple las tres propiedades. La
invarianza homotopica fue probada para Ky en la proposicion se extiende a K7 mediante
el isomorfismo indice K;(A) ~ Ky(SA) y que componer S con una homotopia produce otra
homotopia. El caso general para K, se deduce por inducciéon. La segunda propiedad se obtiene
por inducciéon usando el isomorfismo SA ~ S ® A del teorema El altimo punto se deduce
de la exactitud del funtor suspensién (proposicion y del hecho de que Ky es semiexacto.

Comentario 3.4.8. Cuntz demuestra en [6, Proposicién 4.1(b)] que todo funtor E que cumpla las
tres condiciones anteriores es escinde-exacto, es decir, preserva sucesiones exactas cortas que se
escinden. En nuestro caso, para FF = K,,, esto puede demostrarse primero usando que el funtor
suspension es exacto y que Kj es escinde-exacto (proposicion [2.5.3).
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Comentario 3.4.9. Un funtor que cumple con estas propiedades es aditivo, esto significa que
si p,1: A — B son *-homomorfismos ortogonales (es decir, ¢(a)i(b) = 0 para todo a,b € A),
entonces

E(p+1¢) = E(p) + E(¥).

Esto se demuestra en [6, Proposiciéon 4.1]. Consideremos nuestro caso con £ = K,. Por la
ortogonalidad de los morfismos, podemos identificar p(A) y ¥(A) como subalgebras ortogonales
de B; en particular ¢(A) @ (A) C B. Usando la identificacion

K ((A) @ Kn($(A)) = Kn(p(A) © ¢(A)),

obtenemos el siguiente diagrama:

Ko (1(A))
Ko(A) & Ko(p(A)) & K, (1(A))
o) /
Ka(p(A))

Existe un tnico morfismo 5 que hace conmutar el diagrama, y podemos ver que tanto K, (¢) +
K, (¢) como K, (¢ + ¢) hacen conmutar el diagrama. Por la unicidad de 5 se concluye que

Ku(p + 1) = Ku(p) + Ku(9).

Lema 3.4.10. Sea una sucesion exacta corta de C*-dlgebras

0 I A = B 0.

Dados *~homomorfismos ¢; : C — I coni=0,1,0:C — B yo:C — A tales que el siguiente
diagrama conmuta

C

Pi

qQl

0 1 A = B 0

Si T es ortogonal a wy y p1, Yy existe una homotopia {Ht}te[o,l] entre g =+ y by =7+ 1 tal
que moB, = o para todo t € [0, 1], entonces p1 y @o inducen los mismos morfismos E(C) — E(I).

Demostracion. La hipdtesis nos permiten utilizar el pullback de C*-dlgebras dado por

A={(a,c) e A C :m(a) =0(c)},
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lo que nos da la siguiente sucesion exacta corta

0 I i A C 0
prl‘ o
0 I A ™ B 0.

Luego, la existencia de @ nos induce una secciéon para la sucesién exacta corta superior dada por
B:C—A: cw (o(c),c).

Utilizando la escisién-exactitud del funtor £ vemos que E(i1) es inyectivo. De forma similar,
como las 6, se levantan para o, se inducen secciones

Xt : C — A e (6i(c),c).

Por la invarianza homotépica, tenemos E(xo) = F(x1). La ortogonalidad de 7 y ; implica la
ortogonalidad entre (3 e i1 o ¢;. Por ende x; = B + i1 0 ¢; es un *-homomorfismo, y, utilizando la
propiedad aditiva del funtor E, tenemos

E() = E(B) + E(ir) o E(pi).
Utilizando E(xo) = E(x1):
E(B) + E(i1) o E(¢1) = E(8) + E(i1) o E(g),

luego
E(ir) o E(p1) = E(i1) o E(po)
y utilizando la inyectividad de E(i;) concluimos que E(p1) = E(go). O

Recordar que la imagen del morfismo 7 : 7 — C(H?(S')) es isomorfa a C(S'), de modo
que podemos definir ev; o 7, donde ev; consiste en evaluar la imagen de 7 tras identificarla con

C(Sh).
Teorema 3.4.11. (9, Proposicion 8]) Consideremos los siguientes *-homomorfismos
j:C>T:1—=>1, y q:T—=>C:qg=eviom.

Se cumple que E(j) y E(q) son isomorfismos y uno es inverso del otro. Esto implica E(T) ~

E(C).

Demostracion. Utilizando la definicién de T mediante los operadores de Toeplitz y los operadores
compactos del espacio de Hardy, se observa que el operador de Toeplitz correspondiente a la
funcién constante 1: S' — C es la identidad. Por lo tanto,

qoj=lIdc.

Por funtorialidad,
E(q) o E(j) = E(ldg).
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Lo proximo es demostrar que F(j) o E(q) = E(Idy), sin embargo, este caso no es tan directo
como el anterior. En primer lugar, observamos que j o ¢ no actia como la identidad, por
ejemplo, sabemos que 7(v) es la funcién inclusiéon de S — C, asf que al evaluar en 1 resulta
que j(q(v)) = 1 # v. Una alternativa inicial podria ser utilizar la invarianza homotdpica del
funtor E, de modo que al demostrar que j o g es homotdpico a Idr concluiriamos la prueba. El
problema es que esto no es verdad. Supongamos que existe ¢, una homotopia entre j o q e Idr.
Tenemos que ¢;(1) es una proyeccién para todo ¢ € [0, 1], por lo tanto 7(¢;(1)) es una proyeccién
en C'(S'). Las proyecciones de C'(S!) toman valores en {0, 1}, como S* es conexo, son funciones
constantes 0 o 1. Asi obtenemos una funcién continua [0, 1] — {0,1} dada por ¢t — m(p:(1)).
Como 7(q(7(1))) =1y m(1) =1, y ya que [0, 1] es conexo se sigue que m(p:(1)) = 1 para todo t.
Definimos w; = ¢;(v), este es un camino continuo en 7, con wy = v y wy = j(q(v)). Si existiese
tal camino, 7(w;) € C(S) serfan funciones continuas y

I (wn)I* = llm(we) m(wo) | = |7 (wiwp)ll = (L) =1,

Por ende, 7(w;) son funciones continuas de S' — S'. Dado que w; es un camino continuo,
también lo es m(w;), estableciendo asi una homotopia en S* entre m(wg) = 7(v) (la inclusion) y
m(wy) = 7(1) (la constante 1). No puede existir una homotopia entre estas funciones ya que el
numero de vueltas de la inclusion es 1, mientras que el de la funcién constante es 0.

La prueba del teorema se basa en encontrar una homotopia en un espacio mas grande que
7. Notamos que por la estabilidad FE(k) es un isomorfismo, por ende bastaria con probar que
E(k) o E(joq) = E(k) o E(Idy). Luego, con demostrar que los *-homomorfismos 7 — K @ T
dados por ko joqy ko Idy son homotopicos, completamos la demostraciéon. Comenzamos por
observar como actian los operadores

r((q()) =e@1 y kKv) =e®w

sobre la base de Hilbert {{; ® §;}i jen de H ® H, definimos §; ; = & ® &;.

s N
11 1,2 1.3 140 — ...
§2,1 §22 §2,3 §2,4
31 3.2 £33 §3.4
§a1 4.2 43 §a4

. J
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oW W
€21 §2,2 €23 €24
£3,1 €3,2 £33 €34
€41 €42 €43 €44

La tnica fila que no se anula al aplicar estos operadores es la primera, el resto se reduce a cero.

Notar que, por la propiedad universal del algebra de Toeplitz, para encontrar una homotopia
entre dos *-homomorfismos ¢g, p1 : T — A (para cualquier C*-dlgebra A con unidad), basta con
dar un camino continuo por isometrias w; € A definido para todo t € [0, 1], tal que wy = @o(v)
y w1 = ¢1(v). Para encontrar la homotopia en K ® 7, primero vamos a encontrar un camino
continuo mediante isometrias en 7 ® 7 y nos situaremos en las condiciones del lema anterior,
de modo que podamos usarlo para obtener una homotopia entre x o Idy y ko j o ¢ que resida
en C®T.

Definiendo : 7 — 7 ® T : v — v(1 — ) ® 1[[| obtenemos el siguiente diagrama

rkoldy
Kojoq

v—m(v)®1

60— KT —— > TOT —— > O(SHOT —— 0
p:a®@b—m(a)®b

donde la sucesion exacta es obtenida por nuclearidadﬂ Notar que este diagrama corresponde en
notacion del lema anterior con g = ko Idr y ¢1 = ko joq. Primero veamos que & es ortogonal
arkoldrykojogq, estolo podemos deducir observando como acttia @(v) en la base de Hilbert

5Para definir el *-homomorfismo & utilizamos la propiedad universal del dlgebra de Toeplitz. Definimos
p=(1—e)®1,y observar que p es una proyeccioén, por lo tanto p(7 ® T)p es una C*-dlgebra con unidad p.
Ademss, (1—e)@1)(v@l)=(1—-ev®1l=(v—ev)®1 =v® 1, puesto que ev = 0. De aqui se sigue que
v(l—e)®@1l=pv®l)p € p(T ®T)p. También (1 —e)v*v(l—e)@1=(1—e)®1=p,porloquev(l—e)@1es
una isometria en p(7 ® T)p. Utilizando la propiedad universal del dlgebra de Toeplitz existe un *-homomorfismo

T —pTRT)pCTRT

tal que 7(v) = v(l —e) ® 1.
TC(S') es nuclear ya que toda C*-dlgebra conmutativa lo es, luego el teorema [1.10.8 nos da la exactitud.
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y comparandolo con los otros dos.

€11 €12 €13 €14
§2,1 §22 §2,3 §2,4
l l l l
§s,1 €32 £33 €34
l l l l
§a,1 §a,2 §a,3 €44
l l l l
v(l—e)®1

Observamos que 7(v) = v(1 — e) ® 1 actia de forma nula en la primera fila, y ningin elemento
de otra fila se envia a la primera. Por otro lado, los operadores k(v) = e®v y k(j(q(v))) =e®1
solo actiian de forma no nula en la primera fila, y los elementos de ésta son enviados a otro
elemento dentro de la primera fila. Por ende, podemos concluir que 7 (v) es ortogonal a k(v) y a
k(j(q(v))). De forma similar se puede ver que 7(v*) es ortogonal a k(v) y k(j(q(v)), y como
todo elemento de T es limite de polinomios de dos variables evaluados en v y v* concluimos la
ortogonalidad.

Lo tinico que nos falta para estar en las condiciones del lema anterior es tener una homotopia
en 7 ® T entre

bv)=v(l—-e)@1l+e@v y 6O(v)=vl—-e)R1l+ex®l.

Ademas, la homotopia debe satisfacer p(6;(v)) = m(v) ® 1 para todo ¢ € [0,1]. Debido a la
propiedad universal de 7T, basta con construir un camino continuo de isometrias 6;(v) en T ® T

con extremos 6y(v) y 01(v), de manera que p(f:(v)) permanezca constante. Veamos como actian
Oo(v) y 01(v) en la base de Hilbert.

5171 5172 51,3 6174
62,1 52,2 52,3 52,4
l l l l
53,1 5372 53,3 6374
l l l l
64,1 §4,2 54,3 54,4
l l l l

fo(v)
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O O a0

51,1 51,2 51,3 51,4
62,1 6272 52,3 62,4
l l l l
53,1 53,2 53,3 53,4
l l l l
54,1 64,2 54,3 64,4

l l l l

01(v)

Observamos que los dos operadores tiene el mismo comportamiento, excepto en la primera fila,
donde y(v) funciona como el shift y 6;(v) como la identidad. Por lo tanto, procederemos a
descomponer estos operadores de manera que nos permita modificar lo que ocurre en la primera
fila, asegurando que esta modificacion satisface las propiedades requeridas. Consideremos los
siguientes elementos autoadjuntos unitarios en 7 ® T

u=vl—-ev"@1l+ev' @v+ve®@v ' +e®e y u=v(l—e@1l+ev"®1+ve® 1,

veamos ahora en un diagrama como actian sobre la base de Hilbert.

2

i1 / §12 / 1.3 / §14 /
§2,1 §2.2 §2,3 §2,4

(@ ) 2 Y

3.1 3.2 §33 §3.4

(G ) oY Y

§a1 4.2 4,3 §a4
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11 €12 §1,3 14
) ) ) )
€21 §2,2 §2,3 §2.4
! ! ! !
€31 €32 £33 €34
! ! ! !
§a1 €42 €43 €4

Observando que el operador v ® 1 actiia saltando a la siguiente fila pero manteniendo la columna
obtenemos

Oo(v) =uglv®1l) y 61(v)=u(v®1).

El siguiente paso sera conseguir una homotopia entre ug y u; formada por elementos unitarios
ug, v que la homotopia cumpla p(u;) = p(up) para todo t. Sean E;; € My(C) las matrices
que envian la base canénica i-ésima a la j-ésima. Identificando span{&;, &} con C? mediante
& — (1,0) y & — (0,1), obtenemos un isomorfismo como C*-dlgebras de C*(ev*, ve, e, vev™)
con M5(C) definido de la siguiente forma:

e —— El,l ve ———— ELQ

evt ——— Fy, vev* ———— FEyo.
Definimos los siguientes elementos de 7 ® T:
Fh=ev"@uv+tve®@v' +e®e y Fi=ev'®@1+ve®1,
notar que Fo, F} € My(C) @ T y
u =v(l —ev* @1+ F uw =v(l —ev* @1+ F.

Por definicién, Fy y F) actian sobre las dos primeras filas de (&; ;)i jen de la misma forma que
ug y uy respectivamente, el resto de las filas se envian a 0. Con esta observacion y mediante los
diagramas de ug y u;, podemos ver:

F} =F! = (e+verv*) ® 1,

donde la parte derecha de la igualdad corresponde a la unidad en M5(C) ® T, por ende Fy y
Fy son unitarios en My(C) ® 7. Ademas Fy = Fy y Ff = F, por lo que los espectros de Fy y
Fy en My(C) ® T estan contenidos en {1, —1}. De esto se deduce que existe una homotopia

10
por unitarios en My(C) ® 7 que conecta F; con la unidad (O > ® 1 (lema [2.1.5), y otra

1
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homotopia que conecta Fj con la misma unidad. Concatenando estas homotopias se obtiene
una homotopia V; formada por elementos unitarios de My(C) @ T tal que Vo = Fy y Vi = F.
Como la homotopia V; transcurre en My(C) ® T, la cual identificamos con C*(ev*, ve, e, vev*),
y notando que esta dltima C*-algebra es una subdlgebra de K, obtenemos que p(V;) = 0 para
todo t € [0, 1]. El préximo objetivo es utilizar esta homotopia V; para construir una homotopia
de unitarios U; entre ug y uq tal que su imagen no varie por el *-homomorfismo p. Definimos la
siguiente homotopia
U=(1—-e—vev")®1+ V.

Veamos que U, es unitario, esto lo haremos analizando como acttia sobre la base de Hilbert
{&i ;}ijen. Tenemos que V; es un elemento unitario en Ms(C)®@ 7 y la unidad en esta C*-algebra
es (e + vev*) ® 1, ademas, como V; pertenece a esa C*-dlgebra, solo puede actuar de forma no
nula en las dos primeras filas de (&; ;)i jen. Con esto podemos observar

U:Ut == 1,

ya que en las primeras dos filas (1 — e — vev*) ® 1 se anula, quedando asi en esas filas U;U; =
ViV, = (e + vev*) ® 1, la cual es la identidad en las dos primeras filas. Luego, en el resto de
filas V; = 0 y e + vev* = 0, por ende U;/U; = 1 ® 1. Con un argumento similar se obtiene que
UU; es la identidad, concluyendo asi que U; es unitario en 7 ® 7. Notar que

p(U) = p((1—e—ver’)®1) = p(1) = 7(v*v)®1 = 7(v)* (1) ®1 = (L") D1 = p(ur) = p(uo) [

Definimos 6;(v) = U(v ® 1). Como U, es una homotopia formada por unitarios, 6;(v) es un
camino continuo formado por isometrias. Ademaés,

p(0:(v)) = p(Uy) plo® 1) = p(v ® 1),

por ende estamos en las condiciones del lema anterior. Concluyendo asi E(koldy) = E(kojogq).
Luego, utilizando que F(k) es un isomorfismo y la funtorialidad de E, se obtiene

E(ldr) = E(j o q).
O

Corolario 3.4.12. Para una C*-dlgebra A, los morfismos E(j®1Ids) y E(q® 1d4) son inversos,
estableciendo asi un isomorfismos entre E(A® T) y E(A® C) ~ E(A).

Demostracion. La prueba sigue el mismo procedimiento que la proposicion anterior, pero
tensorizando con A a todos los diagramas, podemos demostrar que E(j ® Ida) y E(q® Ida)
son morfismos inversos. O

Teorema 3.4.13 (Periodicidad de Bott). ([6, Teorema 4.4])

Para cualquier C*-dlgebra A, se tiene K, 11(A) ~ K, _1(A). Esto implica que los grupos de
K-teoria para valores pares de n son todos isomorfos, mientras que aquellos correspondientes a
valores de n impares también son isomorfos.

8Utilizamos que 7 tiene imagen en C(S!) y que esta tltima es conmutativa.
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Demostracion. Consideremos la C*-algebra Ty = ker(q). Obtenemos la siguiente sucesion exacta
corta de C*-dlgebras
J
N
0 To T C 0,

P q

los morfismos j y ¢ son los utilizados en el teorema |3.4.11] Luego, la nuclearidad de C nos da la
siguiente sucesion exacta corta que escinde

Jj®lIda
m
0 ———— o T9p®A — > TRA —— 5 CRA ——— 0.
pRIda q®Id 4

Por la exactitud-escision de K, vemos que K, (p ® Id4) es inyectiva. Con esto, y el teore-
ma aplicado a ' = K,,, obtenemos lo siguiente

K, (p®lds) = Ku((j®Ida)o(¢®1da)) o Kn(p®Ida) = K, ((j®@Ida)o(¢@Ida)o(p®Ida)) = 0.

Esto implica que K, (7o ® A) = 0. Por definicién, Ty esta formado por aquellos operadores de
T cuya funcién simbolo se anula al evaluarla en 1. Obtenemos el morfismo 7 : 7o — S, donde &
es el dlgebra de funciones en C(S?) tales que al evaluar en 1 se anulan. Por ende logramos la
siguiente sucesion exacta corta:

0 K To T S 0.

La nuclearidad de S y la identificacion S ® A ~ S A nos dan la siguiente sucesion exacta corta

T®RIdA

0 ——— KA ——— T A SA — 0.

Aplicando la proposicién [3.3.10] a la sucesion exacta corta anterior nos da la siguiente sucesion
exacta larga

K. (To® A) =0 K, (SA) ~ K,.1(A)

Kn_l(lC ® A) ~ Kn—l(A) Kn—l(% X A) = 0.
De la exactitud de la sucesion se concluye que

Kn1(A) ~ K, 1(A)  para todon € N.

3.5. La sucesion exacta de seis términos

Definicién 3.5.1. Sea A una C*-dlgebra, definimos el morfismo de Bott de la siguiente forma:
Ba
Ki(S® A) — KyK® A) T Ko(A)

donde ka: A— K ® A es el morfismo candnico.
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Comentario 3.5.2. El teorema de periodicidad de Bott implica que 54 es un isomorfismo.

Comentario 3.5.3. Notar que el morfismo de Bott es natural, dadas dos C*-algebras A y B junto
con un *-homomorfismo ¢ : A — B, se cumple el siguiente diagrama conmutativo.

Ki(S®A) — U2 e (S e B)
Ba Be
Ko(A) Rol?) Ko(B).
Esto se debe a la conmutatividad el siguiente diagrama
Ki(S®A) — WD seB)
51 5
fa KoK ® A) Ko(Idx®B) Kok @ B) o
Ko(ry,") Ko(rkg")
l l
Ko(4) Ko(9) Ko(B)

El cuadrado superior es conmutativo por la naturalidad del morfismo d; y el cuadrado inferior
por naturalidad del morfismo k.

Definicién 3.5.4. Para toda sucesion exacta corta de C*-dlgebras

0 I 4 A v B 0

definimos el morfismo exponencial 6y : Ko(B) — Ki(I) siendo la composicion de los siguientes

morfismos
do

T

Ko(B) — 2 ko) — 3 k()

donde & es el morfismo de conexion en la sucesion exacta larga asociado a la siguiente sucesion
exacta corta

Se

0 ST SA v SB 0.

Teorema 3.5.5. Para toda sucesion exacta corta de C*-dlgebras

0 I 4 A v B 0

tenemos la siquiente sucesion exacta de seis términos
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( N
K K
51 60
K(B) K1 (¥) K4 Ki(e) Ka{)
- J

Demostracion. Solo resta probar la exactitud del lado de &y : Ko(B) — Ki(I). El resto se
deduce de la sucesion exacta larga. Utilizando que el morfismo de Bott es un isomorfismo,
observamos:

Ker(o) = Bp(Ker(61)) = Ba(Im(K1(5¢))),

donde la ultima igualdad viene de la sucesion exacta larga correspondiente a la siguiente sucesion
exacta corta

Se

0 S GA 5 SB——— 0.

Luego, gracias a la naturalidad del morfismo de Bott, tenemos que

Be(Im(K1(Sp))) = Im(Ko(p)),

consiguiendo asi la exactitud en Ky(B). Dado que
Tn(do) = Tm(8,) = Ker(K: (¢))

se concluye la demostracion del teorema. O

3.5.1. Ejemplos de Kjy y K;

Ejemplo 3.5.6.

Z sin par

Ko(Co(R™) = { (313

0 sin impar.

0, sin es par,
K1(Co(R)) = S

Z, sin esimpar.
Demostracion. Utilizando que Co(X x Y') ~ Co(X,Co(Y)) para X y Y Hausdorff localmente
compactos, se tiene

Co(R?) = Cy(R, Cy(R)) ~ SCy(R) ~ S*C.

Por induccién, Cy(R™) ~ S™C. Utilizando la definicién de K, la periodicidad de Bott y los
valores de K,(C) para todo n € N, obtenemos

Ko(Co(R")) ~ Ko(S"C) ~ Ky(C) =

Z, sin es par,
0, sin esimpar.
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De forma similar, tenemos

0, sin es par,
K (CGo(R")) ~ K (C) =

Z, sin esimpar.

Ejemplo 3.5.7.

Ko(C(5")) =

7, si n es impar,

{ZEB Z, sin es par,

0, sin es par,

Z, sin esimpar.

Kl(c(sn)) = {

Demostracion. Utilizando que S™ es la compactificacién por un punto de R", por ende C(S™)
es isomorfa a la unitizacion de Cy(R") (ver [12, lema C.38]), tenemos

Z & 7, sin espar,

7, si n es impar.
Ademss, el K; de una C*-4lgebra coincide con el de su unitizacién, obteniendo asf:
9 J

0, sin es par,

K (C(5") = {

Z, sin esimpar.

Ejemplo 3.5.8. Ko(T)~7Zy K{(T) ~0.

Demostracion. En la demostracion de periodicidad de Bott vimos que K, (7) ~ K, (C) para
todo n € N. O

Ejemplo 3.5.9. K(T") = K(T") = 22"

Demostracién. Podemos identificar SA con las funciones f € C(S?, A) tales que f(1) = 0.
Utilizando la notacién TA = C(S*, A), obtenemos la siguiente sucesién exacta de C*-algebras
que escinde:

T~

0 SA TA ST A 0

donde el morfismo A — TA manda a a la funcién constante f(z) = a para todo z € S*. De ello
se sigue

Ko(TA) ~ Ko(SA) & Ko(A) ~ K1(A) & Ko(A).
De forma analoga obtenemos

K,(TA) ~ Ki(SA) & K1 (A) ~ Ko(A) & K1 (A).
Luego, por induccién y utilizando T"C ~ C(T™), se obtiene

Ko(T") = Ky (T") = 2*"".
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Comentario 3.5.10. Hasta ahora, los ejemplos que hemos calculado de grupos de K-teoria
siempre resultan en grupos finitamente generados y con torsiéon nula. Esto no es cierto para
toda C*-algebra.

Denotamos, para n > 2, O, el dlgebra de Cuntz: es la C*-algebra universal generada por
isometrias s, ..., s, que satisfacen la relaciéon

En [7, Capitulo V] se muestra que esta C*-dlgebra, a menos de isomorfismo, no depende de la
eleccion de las isometrias. En |5, Teorema 3.7] se demuestra que

K0<On) = Z/(n - 1)Z7

obteniéndose asi un ejemplo de C*-dlgebra cuyo K tiene torsion no nula.

Para dar un ejemplo de una C*-dlgebra cuyo Kj no sea finitamente generado, consideremos
A una algebra de von Neumann de tipo II; (ver |13, Capitulo 4]). En este caso se puede probar
que

Ko(A) = R.

4 Aplicaciones de la K-teoria

Comenzaremos el capitulo enunciando la sucesiéon de Pimsner—Voiculescu, esta permite
calcular la K-teorfa de productos cruzadod!] por Z. Un ejemplo fundamental de producto cruzado
discreto son las denominadas dlgebras de rotacion irracional. Dado 6 € R\ Q y dos operadores
unitarios U, V en un espacio de Hilbert H que satisfacen

UV =™V,

definimos la C*-algebra de rotacién Ay como la C*-algebra generada por U y V. Esta algebra es
isomorfa a un producto cruzado C'(S*) x, Z, donde «a es el automorfismo en C'(S!) inducido
por la rotacién de angulo #, mediante la sucesiéon de Pimsner—Voiculescu se pueden calcular
explicitamente sus grupos Ko(Ag) y K1(Ap).

Luego trataremos la clasificacion de las AF-algebras con unidad mediante la K-teoria. Una
AF-algebra es una C*-dlgebra isomorfa al limite inductivo de una sucesiéon de C*-algebras de
dimension finita. Para la clasificacién basta con K, provisto de la estructura adicional adecuada:
grupo ordenado con unidad. Mas precisamente, el invariante completo es el grupo ordenado con
unidad

(Ko(A), Ko(A)*, [Lalo).

y el teorema de Elliott afirma que, para AF-algebras con unidad, este invariante es total, es
decir, dos AF-algebras con unidad son isomorfas si y solo si sus invariantes ordenados K son
isomorfos.

1La definicién de producto cruzado se puede encontrar en |20, Lema 2.27] o en |7, Capitulo VIII].
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Sucesién Pimsner—Voiculescu

Teorema 4.1.1. Consideremos A una C*-dlgebra y sea o € Aut(A) un automorfismo. Entonces
tenemos la siquiente sucesion exacta de seis términos:

1-Ko () Ko(4)

Ky(A) Ko(A) —————— Ko(A X, 7Z)

Kl(A Xa Z) T Kl(A) W Kl(A)

donde A X, Z es el producto cruzado de A con Z dada por la accion .

Demostracion. |3, Teorema 10.2.1]. O

Algebras de rotaciéon irracional

Consideremos S' como R/Z. Fijado un nimero irracional 6, sea H = L?*(R/Z). Definimos
en H los siguientes operadores unitarios: U como operador de multiplicacién por la funcién
2(t) = ¥ y V como la rotacién por 6,

W) ==26)f(@), (V)= f{Et—-0).
Es facil ver que
(VUN) = (Ut —0) = 2(t =) f(t —0) = e >™(t) (Vf)(t) = e *™ UV f(1),

y por lo tanto A
UV = VU, (4.1)

Definicién 4.1.2. La C*-dlgebra de rotacion irracional se define como
Ag =C*(U,V),
es decir, la C*-subdlgebra de B(H) generada por U y V.

Comentario 4.1.3. Esta C*-algebra tiene una propiedad universal, cualquier C*-algebra generada
por un par de elementos unitarios U,V que satisfagan la relacion (4.1) es isomorfa a Ay,
ver |7, capitulo VIJ.

Consideremos 75 € Aut(C(S!)) el automorfismo dado por

To(f)(2) = f(e7*™"2) = fo R_y(2).

Se puede probar
Ag ~ C(Sl) X1 Z,

ver |7, ejemplo VIII.1.2].
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Veamos sucesion exacta de Pimsner—Voiculescu para C(S') x,, Z. Como 7 es homotdpico
a la identidad, tenemos que 1 — K;(79) = 0 para ¢ = 0, 1. De ello se sigue que la sucesion de
Pimsner—Voiculescu se descompone en dos sucesiones cortas exactas

0 — Ko(C(SY)) — Ko(Ag) — K (C(SY)) — 0,

0 — K (C(SY)) — Ki(Ag) — Ko(C(SY)) — 0.
Luego,

Ko(Ag) 2787, Ki(Ag) 2Z&Z.

Esto nos indica que el calculo directo de la K-teoria no es suficiente para distinguir entre Ay
y Ag cuando 6 y [ son irracionales. Sin embargo Rieffel [14] demuestra, mediante el uso de una
traza sobre Ky, que Ag y Ag son isomorfas sisolosi 0 — 5 € Z o 0+ 3 € Z.

4.2. Clasificacion de AF-algebras con unidad

Definicién 4.2.1. Un par (G,G") se denomina grupo abeliano ordenado si G es un grupo
abeliano y GT C G es un subconjunto que cumple:

(1) Gr+GtCcaGt, (2 G'n(-G") =10}, ) G"-G*=aG. (4.2)
Definimos un orden < en G por x <y siy sélo siy—x € GT.

Definicion 4.2.2.

Un elemento u € G de un grupo abeliano ordenado (G,G") se denomina unidad del orden s,
para todo g € G, existe n € N tal que —nu < g < nu.

Una terna (G,G",u), donde (G,G") es un grupo abeliano ordenado y u es una unidad del
orden, se llama grupo abeliano ordenado con unidad del orden distinguida.

Definiciéon 4.2.3.

» Sean (G,G*) y (H,H") grupos abelianos ordenados. Un homomorfismo de grupos a: G —
H se dice positivo si a(G1) C HT. Decimos que « es un isomorfismo de grupos abelianos
ordenados si es un isomorfismo de grupos y o(G*) = H™T.

» Dados (G,G*,u) y (H,H",v), grupos abelianos ordenados con unidades del orden distin-
guidas, un homomorfismo de grupos positivo o: G — H preserva la unidad del orden si
a(u) =v. Las ternas (G,GV,u) y (H, H,v) se dicen isomorfos si existe un isomorfismo
de orden que ademds preserva la unidad del orden.

Definicién 4.2.4. Para una C*-dlgebra A, el cono positivo de Ky(A) se define como
Ko(A)T = {[plo : p € P(A)} C Ko(A).

Definicién 4.2.5. Decimos que una C*-dlgebra es AF-dlgebra si es isomorfa al limite inductivo
de una sucesion de C*-dlgebras de dimension finita.
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Proposicién 4.2.6. Sea A una AF-dlgebra con unidad. Entonces
(Ko(A), Ko(A)", [1alo)
es un grupo abeliano ordenado con unidad de orden distinguida.

Demostracion. |15, Proposicién 5.1.5]. O

Comentario 4.2.7. Dadas dos AF-algebras con unidad A y B, y un *-homomorfismo ¢: A — B,
sabemos que ¢ induce un homomorfismo

Como Ky(¢)([plo) = [¢(p)]o para todo p € Py (A), tenemos que
Ko(p)(Kq (A)) € K (B).

Por tanto, Ky(¢) es un homomorfismo de grupos positivo.
Si ¢: A — B es un isomorfismo, entonces, por la functorialidad de Ky, Ko(p): Ko(A) —
Ky(B) es un isomorfismo de grupos y

K0(90)<K0(A)+> = Ko(B)".
De ello se concluye que Ky(p) es un isomorfismo de grupos ordenados. Ademas, se tiene

Ko(¢)([1a]o) = [L8lo,
y por tanto la terna (KO(A), Ko(A)*T,[1 A]o) es un invariante mediante isomorfismos.

Teorema 4.2.8 (Clasificacion de Elliot).
Dos AF-dlgebras con unidad A y B son isomorfas si y sélo si

(Ko(A), Ko(A)*, [Lalo) v (Ko(B), Ko(B)*, [18]o)

son isomorfos como grupos abelianos ordenados con unidad de orden distinguida, es decir, si y
sélo si existe un isomorfismo de grupos a: Ko(A) — Ko(B) tal que a(KO(A)+) = Ko(B)" y
a([1a)o) = [15]o-

Ademas, para todo isomorfismo de grupos a que cumpla esto, existe un x-isomorfismo
¢: A — B tal que Ko(p) = a.

Demostracion. |15, Teorema 7.3.4]. O

El teorema recién mencionado fue demostrado por Elliot en la década de los 70. Recientemente,
en una busqueda por clasificar una familia mas amplia de C*-algebras utilizando K-teoria, se
inici6 el conocido programa de clasificacion Elliot, lo que condujo al desarrollo de un teorema
de clasificacién mas complejo de enunciar pero que abarca una mayor cantidad de C*-algebras,
ver |17, Teorema 18.0.12].
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