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RESUMEN

Las ecuaciones en derivadas parciales (EDPs) son una herramienta funda-
mental para modelar la realidad en diversas areas de la ciencia y la ingenieria.
Durante su resolucién numérica, es habitual la aparicion de sistemas de ecua-
ciones algebraicas lineales dispersos y de gran escala, cuya solucion eficiente
condiciona el resto del procedimiento. En este contexto, es comun el uso de
métodos especificos, como el Strongly Implicit Procedure (SIP) para discre-
tizaciones de EDPs elipticas mediante diferencias finitas; o la utilizacion de
métodos iterativos mas generales, frecuentemente usados junto a precondicio-
nadores que aceleran su convergencia, como los métodos multigrilla algebraicos
(AMG, por su sigla en inglés).

En los tltimos anos, las GPU se han convertido en el dispositivo de computo
intensivo por excelencia, siendo fundamentales tanto en el area de la inteligen-
cia artificial como en la computacion cientifica. Sin embargo, aprovechar su
poder de computo para la resolucion de EDPs plantea desafios, por ejemplo,
debido a las dependencias de datos entre los nodos de la malla, resultantes de
los esquemas de discretizacion y de las moléculas de calculo (stencils) definidas.

Esta tesis estudia mecanismos de sincronizaciéon eficientes que permitan
aprovechar mejor la arquitectura de las GPU en la resoluciéon de EDPs. Por
un lado, se adopta un mecanismo de sincronizaciéon de hilos conocido como
synchronization-free al célculo de stencils en GPU. Esta estrategia, permite
habilitar el computo tan pronto como una dependencia se resuelve, evitando
esperas innecesarias y mejorando la utilizacion de los recursos del dispositivo.
La aplicaciéon de esta estrategia a la paralelizacion del método SIP en pro-
blemas representativos de mecéanica de fluidos computacional (CFD) muestra
mejoras significativas en el desempeno, que alcanzan hasta un 23 % respecto
a las implementaciones basadas en el esquema clasico de sincronizaciéon por
niveles (level-sets).

Por otro lado, se estudia la optimizacion del método AMG. En este contex-
to se presentan dos implementaciones, basadas en estrategias synchronization-
free, del smoother DILU Multicolor para la biblioteca AmgX de NVIDIA. Am-

bas versiones superan de manera consistente al smoother DILU Multicolor
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original de AmgX, logrando una aceleracion promedio de 3,7x. Esta optimi-
zacion permite reducir el tiempo de cada iteracion del método AMG hasta en

un 80 % para los casos de CFD estudiados.

Palabras claves:

Computaciéon de alto rendimiento, Dinédmica de fluidos computacional,
Stencil, Smoother, DILU Multicolor, AMG.



ABSTRACT

Partial differential equations (PDEs) are fundamental tools for modeling
real-world phenomena across many areas of science and engineering. Their
numerical solution typically yields large-scale, sparse linear systems, whose
efficient solution determines the overall performance of the computation. In
this context, it is common to rely on specialized methods such as the Strongly
Implicit Procedure (SIP) for finite-difference discretizations of elliptic PDEs,
or on more general iterative schemes frequently combined with preconditioners

to accelerate convergence, including algebraic multigrid (AMG) methods.

In recent years, GPUs have become the dominant platform for high-
performance computation, playing a central role in both artificial intelligence
and scientific computing. However, exploiting their computational capabilities
for PDE solvers introduces challenges, particularly due to data dependencies
between mesh nodes arising from discretization schemes and the associated

stencil operations.

This thesis investigates efficient synchronization mechanisms that better
leverage GPU architectures in the numerical solution of PDEs. First, it ap-
plies a thread-synchronization strategy known as synchronization-free to sten-
cil computations on GPUs. This approach enables computation to proceed
as soon as a dependency is resolved, avoiding unnecessary stalls and impro-
ving device utilization. When applied to the parallelization of the SIP method
for representative CFD problems, this strategy yields significant performance
improvements, achieving speedups of up to 23 % compared with implemen-
tations based on the classical level-set synchronization scheme. Second, the
thesis explores optimizations of the AMG method. In this context, it presents
two sync-free implementations of the DILU Multicolor smoother for NVIDIA’s
AmgX library. Both versions consistently outperform the original DILU Mul-
ticolor smoother in AmgX, achieving an average acceleration of 3.7x. These

optimizations reduce the per-iteration cost of the AMG cycle by up to 80 %
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for the CFD cases analyzed.

Keywords:
High-performance computing, = Computational Fluid Dynamics, Stencil,

Smoother, DILU Multicolor, AMG.
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Capitulo 1
Introducciéon

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDP) son ampliamente
utilizadas para el modelado de fenémenos fisicos, en campos desde la dindmica
de fluidos hasta electromagnetismo o transferencia de calor. En particular,
la simulacion de problemas de dindmica de fluidos computacional (CFD, por
sus siglas en inglés) dependen de la resolucion eficiente de sistemas lineales
dispersos de gran tamano. En este contexto, el rendimiento de los algoritmos
empleados para resolver los sistemas lineales influye de manera determinante
en la calidad del modelo numérico y en el desempeno computacional de la
simulacion. Por ello, la eficiencia, la robustez y la capacidad de escalado de
los solvers resultan factores claves para el éxito de las simulaciones CFD y, en

general, de cualquier aplicacién que requiera la soluciéon numérica de EDP.

La resolucién numeérica de EDP a menudo involucra discretizaciones del
dominio, espaciales o temporales, con el fin de transformar un espacio continuo
en discreto y asi obtener una malla de puntos sobre la cual aplicar métodos

iterativos para poder aproximar la solucion.

El computo de los patrones stencil surge en este contexto, donde dentro
de la malla obtenida de la discretizacion, el valor de cada punto debe ser

actualizado por una combinacién ponderada de sus vecinos.

En cambio, cuando las dependencias de un punto no estan contenidas en un
entorno cercano del mismo, ni siguen un patrén en especifico, la convergencia
del método iterativo clésico, utilizado (como GMRES o Grandiente Conjuga-
do) para la obtencion de la soluciéon aproximada, puede verse afectada, por lo
que se busca acelerar la convergencia mediante el uso de un precondicionamien-

to. Entre otros, los métodos multigrilla algebraicas (AMG) son ampliamente



utilizados en estos contextos, por su robustez y escalabilidad [1, 2].

Los métodos iterativos tradicionales (como Jacobi) son muy eficientes a la
hora de eliminar los errores de alta frecuencia, pero presentan carencias cuando
se trata de errores de baja frecuencia, provocando que converjan lentamente
después de unas cuantas iteraciones [3]. Los métodos multigrilla resuelven este
problema, construyendo una jerarquia de problemas con diferentes niveles de
resolucion. Donde los errores suavizados son transferidos desde los niveles mas
finos hacia niveles mas pequetios o gruesos (coarser), en donde se convierten
en errores de alta frecuencia y pueden ser eliminados mas eficazmente. En
este contexto, el smoother sirve para reducir los errores de alta frecuencia en
cada nivel, preparando el sistema para que la correccion en niveles mas gruesos
pueda actuar eficazmente sobre los componentes de error restantes.

La eleccién del smoother es un factor critico, ya que influye directamen-
te en la eficiencia y la convergencia del método iterativo. Entre los esquemas
clasicos, Jacobi y Gauss-Seidel destacan por su bajo costo computacional y su
simplicidad de implementaciéon, aunque su capacidad para reducir errores de
alta frecuencia es limitada. En contraste, los métodos basados en factorizacio-
nes incompletas como ILU(0), ofrecen mayor robustez numérica al aproximar
con mayor precision la factorizacion LU de la matriz, pero esto implica un
incremento significativo en el uso de memoria y en el niimero de operaciones.
DILU se presenta como una alternativa intermedia entre Jacobi e ILU(0) [1],
al combinar las ventajas de ambos enfoques. Esta simplificacién reduce de ma-
nera notable los requisitos de memoria y disminuye el costo computacional,
manteniendo al mismo tiempo una capacidad eficaz para atenuar errores de
alta frecuencia.

La creciente disponibilidad de arquitecturas de computo masivamente pa-
raleles, como las GPU, ha impulsado la migracién de componentes esenciales
de los solvers hacia implementaciones optimizadas para estos dispositivos [4-6].
Un ejemplo representativo es la biblioteca AmgX de NVIDIA. Esta herramienta
integra una amplia variedad de métodos iterativos, incluidos PCG, GMRES y
BiCGStab, junto con precondicionadores multigrilla algebraicas y geométricas
(GMG). Dichos precondicionadores permiten incorporar distintos esquemas
de smoothing, como Jacobi, Gauss-Seidel, ILU y DILU Multicolor. Un aspec-
to destacado de AmgX es su diseno modular y su implementacién nativa en
CUDA para todas las fases del ciclo multigrilla: desde la construccion de ni-

veles coarse hasta la aplicacion de operadores de restriccion y prolongacion,



incluyendo los smoothers. Esto posibilita incorporar modificaciones mediante
la manipulacion directa del codigo ejecutado en la GPU.

Sin embargo, lograr explotar eficientemente el paralelismo tanto en los mé-
todos multigrillas, como en el computo de stencils, sobre plataformas masiva-
mente paralelas como la GPU es un gran desafio, ya que presentan restricciones
que limitan su aprovechamiento del paralelismo masivo.

En el caso de los patrones stencils, se debe a las inherentes dependencias
que presentan los puntos entre si. Un claro ejemplo de ello es Strongly Im-
plicit Procedure (SIP) |7], que potencialmente debe resolver varios sistemas
de ecuaciones lineales para cada malla de puntos, donde cada uno de estos
presenta dependencias entre los puntos que fuerzan a sincronizar, limitando el
paralelismo disponible. En este sentido, la planificacion por niveles (level-set
scheduling [8]) es una técnica que permite manejar las dependencias, asegu-
rando que se proceda al computo tnicamente cuando todos los datos de las
dependencias estén resueltos.

Por otro lado, en el caso del precondicionamiento mediante métodos multi-
grillas, las operaciones de smoothing, que suelen exhibir patrones irregulares de
acceso a memoria, sumado también, a las dependencias de datos que dificultan
su escalabilidad eficiente en GPUs. Que, en problemas de CFD, esta situacién
se intensifica debido a las caracteristicas estructurales de las matrices derivadas
de discretizaciones espaciales de ecuaciones como las de Navier-Stokes [9]. Estas
matrices suelen poseer grafos de adyacencia complejos y un elevado niimero de
conjuntos de nodos independientes (frecuentemente denominados colores debi-
do al uso de algoritmos de coloreo de grafos), lo que genera dependencias que
serializan la ejecucion. En consecuencia, la optimizacién de este componente
impacta tanto en el tiempo de ejecuciéon como en la escalabilidad del método
al trabajar con mallas grandes e irregulares. Estas limitaciones, sumadas a la
frecuencia con la que se invoca el smoother dentro de un ciclo AMG, generan
un cuello de botella que compromete el rendimiento global del solver.

Ante estos desafios, diversos trabajos han explorado el uso de técnicas de
coloreo de grafos para mejorar el paralelismo y gestionar dependencias de datos
en solvers iterativos y métodos multigrilla. Por ejemplo, en [10] se introduce
el método Gauss—Seidel multicolor. Posteriormente, [11]| aplico el coloreo de
grafos a la resolucion de sistemas triangulares dispersos en GPU, demostrando
su eficacia para exponer un paralelismo detallado y manejar dependencias en

operaciones inherentemente secuenciales. Sobre estos principios, [12] implemen-

3



t6 un Gauss—Seidel Multicolor en bloques dentro de un esquema multigrilla,
mostrando que este enfoque permite equilibrar la carga computacional y me-
jorar la eficiencia. Trabajos maés recientes |13, 14| extendieron este concepto
a solvers multigrilla acelerados por GPU, proponiendo variantes del método
Gauss—Seidel multicolor orientadas a eliminar conflictos entre hilos y preservar
la independencia de subdominios, habilitando una ejecucion altamente concu-

rrente en multiples niveles del ciclo multigrilla.

En esta tesis se abordan dos lineas de trabajo complementarias para las que
se desarrollan propuestas orientadas a mejorar la eficiencia de métodos iterati-
vos y multigrilla en GPU. En primer lugar se presenta e implementa un nuevo
mecanismo de planificacién para la ejecucion paralela del SIP, sustituyendo
asi el método basado en niveles level-set. Esta propuesta es motivada por la
observacion de que varios puntos pertenecientes a un nivel pueden ser poten-
cialmente procesados antes de que el nivel anterior sea resuelto por completo.
El mecanismo de sincronizaciéon propuesto es basado en puntos o elementos
(element-based), y resuelve agresivamente las dependencias entre los diferen-
tes puntos de la malla en GPU. Con este objetivo, se busca contribuir con el
estado del arte en el campo del computo de stencils acelerados por GPU, y
por ende, contribuyendo a simulaciones numéricas mas rapidas y eficientes de

sistemas fisicos complejos.

En segundo lugar se presentan implementaciones con optimizaciones es-
pecificas destinadas a acelerar funciones internas de AmgX. En particular, la
propuesta incluye versiones optimizadas del smoother DILU Multicolor, con
el objetivo de acelerar esta fase del ciclo AMG. Las rutinas desarrolladas em-
plean técnicas synchronization-free [15| para evitar barreras innecesarias que
limiten la actividad de la GPU, logrando reducciones apreciables en el tiempo
de ejecucion. Dichas implementaciones fueron evaluadas experimentalmente en
distintos escenarios. Por un lado, se efectuaron pruebas aisladas para compa-
rar de forma directa el desempeno de cada componente interno del smoother
respecto de la implementacion incluida en la versiéon actual de AmgX. Por
otro lado, las propuestas fueron evaluadas dentro del marco completo del sol-
ver AMG, utilizando matrices provenientes de problemas reales de dinamica
de fluidos computacional, y analizando el rendimiento del solver multigrilla en
cada nivel. Al estudiar el impacto de las optimizaciones en escenarios repre-
sentativos de CFD, se confirma que se obtienen mejoras significativas en los

tiempos de computo sin comprometer la estabilidad numérica ni la precision

4



de la solucion.

Esta tesis se organiza de la siguiente manera. El Capitulo 2 introduce los
conceptos fundamentales necesarios para comprender los métodos y desarrollos
presentados, de forma que el documento resulte autocontenido. En el Capitu-
lo 3 se revisan los trabajos més relevantes de la literatura, conformando el
estado del arte que sirve como base para las propuestas de esta tesis. El Capi-
tulo 4 describe el nuevo mecanismo de planificacion integrado en el solver SIP,
junto con los experimentos realizados y el analisis correspondiente. En el Capi-
tulo 5 se presentan las propuestas desarrolladas para DILU Multicolor, evalua-
das tanto como solver independiente como en su funciéon de smoother dentro
del ciclo AMG en AmgX; ademas, se discuten los resultados y su anélisis.
Finalmente, el Capitulo 6 expone las conclusiones generales y senala posibles

lineas de trabajo futuro.






Capitulo 2
Conceptos preliminares

Este capitulo retine los conceptos preliminares necesarios para comprender
el desarrollo de la tesis. Su objetivo es establecer las bases tedricas y técnicas
que sustentan los métodos, algoritmos y modelos utilizados en los capitulos
posteriores. Para ello, se introducen nociones fundamentales relacionadas con la
formulacién y discretizacion de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales,
asi como principios esenciales de los métodos numéricos empleados para su
resolucion.

Asimismo, se describen los mecanismos computacionales y arquitecturas
que intervienen en la implementacion eficiente de los algoritmos estudiados,
con énfasis en aquellos aspectos que influyen directamente en el desempeno
y la paralelizacion en GPU. De este modo, el capitulo garantiza que el lector
disponga de las herramientas conceptuales necesarias para seguir con claridad
las contribuciones presentadas en la tesis, sin asumir conocimientos previos

especificos mas alla de los habituales en el area.

2.1. Ecuaciones en derivadas parciales

Una ecuacion diferencial parcial (EDP) es una ecuacion que relaciona una
funcion desconocida de varias variables independientes (por ejemplo, espacio
y tiempo) con sus derivadas parciales respecto a una de esas variables [16]. De
forma general, una EDP expresa una ley fisica, geométrica o empirica mediante
una relacion entre los cambios locales (derivadas) de una magnitud y los valores
que dicha magnitud toma en el espacio o el tiempo.

Por este motivo la resolucién de EDPs es fundamental en diversas éreas,
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como en finanzas econémicas [17], biofisica [18| o mecanica de fluidos [19, 20].
Las EDPs se derivan a partir de principios fundamentales de la fisica, u
otras areas de las ciencias, que describen la conservacion o el balance de mag-

nitudes fisicas. Su formulacién proviene principalmente de tres tipos de leyes:

= Leyes de conservacion
= Leyes constitutivas

= Relaciones geométricas o cinematicas

Por ejemplo, las EDPs que describen el flujo de un fluido se derivan a partir
de los principios de conservacion (de masa, de la cantidad de movimiento, y de
la energia) aplicados a una cantidad infinitesimal de fluido, llamados voltime-
nes de control diferenciales [21]. Estos principios conforman las ecuaciones de
Navier-Stokes y describen el movimiento de fluidos viscosos, aunque en con-
textos simplificados estas ecuaciones también pueden encontrarse reducidas, en
formas mas simples, como la ecuacion de Poisson para la presion o la ecuacion
de difusion del calor [22].

Las EDPs pueden clasificarse segiin la naturaleza del fenémeno fisico que

modelan (pudiendo combinarse entre ellas):

= Ecuaciones elipticas: describen estados estacionarios o en equilibrio, como
la distribuciéon de presion o temperatura en régimen permanente.

= Ecuaciones parabodlicas: representan procesos de difusion o disipacién,
como la transferencia de calor transitoria.

= Ecuaciones hiperbodlicas: modelan la propagacion de ondas o el transporte

de informacioén a lo largo del flujo.

Estas pueden resolverse de forma analitica mediante técnicas clasicas como
separacion de variables, transformadas integrales (por ejemplo, de Fourier o
Laplace), series de potencias y el uso de funciones de Green. Estos métodos
permiten obtener soluciones exactas bajo condiciones muy restrictivas, gene-
ralmente aplicables inicamente a problemas de una o dos dimensiones con geo-
metrias simples, condiciones de frontera homogéneas y coeficientes constantes.
En este sentido, resolver las EDPs analiticamente es especialmente restrictivo
y requiere mucha investigacion y tiempo [23|, y en la practica, los problemas
reales en ciencia e ingenieria suelen presentar dominios irregulares, condiciones
de frontera complejas y no linealidades que hacen imposible o impracticable la

obtencién de soluciones analiticas. Incluso cuando una solucién cerrada existe,



puede depender de series infinitas o integrales dificiles de evaluar numérica-

mente, lo que limita su utilidad computacional.

Esta dificultad fundamental motiva el uso de métodos numéricos para re-
solver EDPs, que permiten abordar problemas mas complejos con dominios
irregulares, cargas no uniformes, materiales heterogéneos y condiciones fisicas
realistas. Estas soluciones no solo permiten el modelado preciso de sistemas fi-
sicos, sino también la exploracion de escenarios que son inaccesibles mediante
técnicas analiticas, consolidando a la simulacién numérica como una herra-

mienta indispensable en aplicaciones realistas.

Para la resoluciéon numérica de estas ecuaciones se requiere transformar
el problema continuo en uno discreto, mediante un proceso de discretizacion.
Estas técnicas reemplazan el dominio continuo de la variable por un conjunto
discreto de puntos (malla) y aproximan las derivadas por expresiones que de-
penden de los valores de la funciéon en esos puntos. Cominmente para lograr
este objetivo se definen tres etapas principales. Primero se divide el dominio del
problema en una malla (estructurada o no estructurada, dependiendo de la geo-
metria del problema) compuesta por elementos discretos. Luego se reemplazan
las derivadas (espaciales y temporales) por aproximaciones numéricas basadas
en los valores de las variables de puntos vecinos. Diferentes aproximaciones dan
lugar a métodos como el de diferencias finitas (FDM) [24], volamenes finitos

(FVM) [25] o elementos finitos (FEM) [26]. !

Al momento de reemplazar las derivadas parciales en cada nodo de la malla
por aproximaciones numeéricas basadas en el valor de sus nodos vecinos, se
genera un patron conocido como stencil. Dicho patrén refleja la geometria de
los puntos del dominio discreto que intervienen en la aproximacion de una
derivada o de un operador diferencial. Cada stencil define, por tanto, una
relacion local entre el punto donde se evalta la ecuacion y los valores de la
variable dependiente en sus nodos vecinos. En una dimension, por ejemplo, un
stencil de tres puntos involucra el nodo central y sus dos vecinos inmediatos;
mientras que en dos y tres dimensiones, los stencils de cinco y siete puntos

constituyen las extensiones mas comunes.

Por tltimo, luego de discretizar las ecuaciones en cada punto, elemento

o volumen, en los esquemas implicitos se obtiene un sistema de ecuaciones

IExisten otros métodos menos difundidos como elementos finitos discontinuos, elementos
espectrales, elementos de contorno, entre otras [27-29].



Figura 2.1: Patron stencil clasico de 7 puntos en malla 3D

algebraicas que relaciona los valores discretos de las variables:
Az =b (2.1)

donde A es una matriz definida por los patrones del stencil utilizado, = el
vector de incognitas (presion, velocidades, temperatura, etc.) y b representa

los términos fuente o condiciones de contorno [30].

La resoluciéon de estos sistemas de ecuaciones algebraicos, que por la con-
figuracion de la matriz A son sistemas dispersos, es la etapa clave de la ma-
yoria de los simuladores de sistemas dinamicos [31, 32]. Dependiendo del tipo
de ecuaciones y del esquema temporal utilizado, pueden emplearse diferentes
estrategias. Los métodos directos, como la factorizacion LU, son adecuados
inicamente para sistemas pequenos, debido a su elevado costo computacional
y al fendémeno de fill-in, que introduce elementos no nulos durante la factori-
zacion. Para matrices grandes y dispersas, resultan mas eficientes los métodos
iterativos, entre ellos, Jacobi, Gauss—Seidel, GMRES y BiCGStab. Adicional-
mente, con el fin de acelerar su convergencia, se emplean técnicas multigrilla,
ya sean geométricas (GMG) o algebraicas (AMG), que resuelven el problema
de forma jerarquica en multiples niveles.

Entre muchos otros ejemplos, una disciplina que utiliza fuertemente estas
técnicas es la Dindmica de Fluidos Computacional (CFD, segtn sus siglas en
inglés). La CFD es una rama de la mecanica de los fluidos que utiliza métodos

numéricos y algoritmos computacionales para analizar y resolver problemas
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que involucran desde movimientos de fluidos o transferencia de calor hasta

electromagnetismo [33].

2.2. Caffad3D.MBRi

Caffa [34] es un método de volumenes finitos para el célculo de proble-
mas de flujo utilizando mallas de dos dimensiones estructuradas en bloques.
En los sistemas de ecuaciones lineales resultantes, todos los bloques estan im-
plicitamente acoplados, por lo que no se tratan condiciones de frontera entre
ellos, v el método es totalmente convergente, “dado que las interfaces entre
bloques se tratan de manera implicita y en forma totalmente conservativa, las
propiedades de convergencia son casi las mismas que en el caso de una malla
estructurada” [34]. La discretizacion es tanto en el espacio como en el tiempo, y
el algoritmo de solucién se basa en el método SIMPLE (Semi-Implicit Method
for Pressure-Linked Equations [35]).

Caffa3D.MBRI [36] es una extension que anade, entre otras cosas, la posi-
bilidad de aplicar este método a mallas 3D estructuradas por bloques, el solver
AMG y un esquema de interpolacion lineal a la herramienta original Caffa. El
resultado es un solver de flujo incompresible de proposito general desarrollado
en Uruguay. Disenado para simular problemas del mundo real que requieren
tanto flexibilidad geométrica como capacidad de céalculo en grandes escalas
(decenas o cientos de millones de celdas).

El problema de flujo se plantea con las ecuaciones de Navier—Stokes para
un fluido incompresible (conservacion de masa y momento), ademas de posi-
bles ecuaciones auxiliares (temperatura, turbulencia y transporte). El uso de
mallas estructuradas por bloques (block-structured grids) permite aislar la geo-
metria del problema mediante técnicas body-fitted [37] o incorporar geometrias
complejas mediante la estrategia immersion boundary 38|, representando las
fronteras del objeto dentro del dominio como una malla estructurada sin tener
que generar una malla completamente irregular y logrando que cada bloque
de la malla sea internamente estructurado. Este enfoque tiene importantes
ventajas respecto a la alternativa tradicional, de discretizar y modelar toda
la geometria con una malla irregular, como la regularidad en los accesos a
memoria y stencils simples, mientras conserva la flexibilidad geométrica del
problema.

Para la discretizacion el dominio continuo (espacio tridimensional) es divi-
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dido en bloques, cada uno formado por una malla estructurada, donde, cada
celda tiene un indice ordenado (i, j, k), y caras que conectan con sus vecinas

en direcciones segun los ejes z, y y z.

El método de voltimenes finitos (FVM) que emplea Caffa3D.MBRi, integra
cada EDP sobre un volumen de control (celda), transformando las derivadas
espaciales en flujos a través de las caras de la celda, aplicando el teorema
de la divergencia [33, 39|. Se calculan los flujos de masa, momento y energia
a través de sus caras, e implicitamente se “conectan” con las celdas vecinas
mediante esos flujos. Los flujos que cruzan las caras de la celda (por ejemplo,
flujo convectivo, difusivo) deben aproximarse en funcion de los valores de los
nodos de la variable (velocidad, presion, temperatura) y su gradiente. Para
estimar el valor de las variables en las caras, a partir de los valores en los
centros de las celdas vecinas se utiliza interpolacion (en grillas no ortogonales
la interpolaciéon puede ser corregida o “mejorada” a partir de desarrollos en
series de Taylor o distintas correcciones). Se emplean esquemas discretos como
CDS (segun sus siglas en inglés Central Difference Scheme) que promedian
los valores de celdas adyacentes o UDS (segun sus siglas en inglés Upwind
Differencing Scheme) que toma el valor desde la celda de donde proviene el
flujo. Para los términos advectivos y para el término difusivo, se relaciona el
gradiente con diferencias entre nodos vecinos, ponderado segin la geometria

de la celda y la orientacion de las caras.

Una vez evaluados los flujos de cada cara para la celda, se reescribe el
balance integral como una ecuacion algebraica que involucra el valor de la
variable en la celda central y los valores en las celdas vecinas que comparten

caras con ella, segtin la Ecuacion 2.2.

apdp = apPp + awdw + andn + asPs + ardr + appp + bp (2.2)

donde P es el punto central a calcular y E,W,N,S, T,B representan las celdas
vecinas dependiendo de los puntos cardinales, este (Fast), oeste (West), norte
(North), sur (South), arriba (T'op) y abajo (Bottom), respectivamente y bp
incluye términos fuente (como fuerzas, gradientes de presion o condiciones de
frontera). Los coeficientes a, dependen de la geometria, propiedades del fluido

y los esquemas discretos usados.

Al repetir este proceso para cada celda del dominio, se obtiene un sistema
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lineal disperso de la forma:

Ap=b (2.3)

donde A es una matriz dispersa con estructura “penta- o hepta-diagonal” se-
guin sea un J-point stencil en grilla 2-D o 7-point stencil en grilla 3-D, cuyos
elementos provienen de los elementos ap,ag, ay..., ¢ es el vector de incogni-
tas (presion, velocidad, temperatura, etc.), y b contiene los términos fuente y
condiciones de frontera.

Caffa3D.MBRIi resuelve estos sistemas con diferentes métodos lineales en
muchas de sus rutinas, pero cuando el sistema es “de banda” con dependencia
local limitada, el solver preferido es Strongly Implicit Procedure (SIP) [8]. Este
método actiia como un solver iterativo interno, precondicionado mediante una
factorizacion incompleta, aunque el encargado de iterar externamente es el

método SIMPLE asegurando la convergencia global del sistema acoplado.

2.2.1. SIP (Strongly Implicit Procedure)

El solver SIP |7] es un método iterativo para resolver sistemas de ecua-
ciones lineales de banda, dispersos y de gran escala, como los resultantes de
las discretizaciones de EDPs elipticas en mallas regulares. Es una variante del
método de relajacion incompleta, también conocido como ILU (segtn sus si-
glas en inglés, Incomplete LU factorization), aplicada dentro de un esquema
iterativo. Este procedimiento produce una precondicién implicita que reduce
el acoplamiento entre las ecuaciones y mejora la estabilidad y la velocidad de
convergencia del método.

Un pseudocodigo del mismo se presenta en el Algoritmo 1. La idea central
es construir una factorizaciéon incompleta de la matriz, buscando aproximar la
matriz A mediante el producto de matrices triangulares inferiores y superiores,
de modo que:

A= (L+D)(D U+ D) (2.4)

donde L representa la parte estrictamente inferior de A, U la estrictamente
superior y D es la diagonal principal.

A diferencia de una factorizacion LU completa, en la factorizacion incom-
pleta se descartan ciertos términos fuera de la estructura de conectividad ori-
ginal de la matriz, lo que reduce significativamente el costo computacional y

el almacenamiento. Esta aproximacion preserva la estructura de los coeficien-
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tes del sistema original, lo cual es fundamental para las matrices derivadas de
mallas estructuradas tridimensionales (como las que utiliza caffa3D.MBRi).
Una vez obtenida la factorizacion incompleta, cada iteracion del método

SIP realiza los siguientes pasos:

= Calculo del residuo (donde ¢ es un valor inicial dado):
r®) =1 — Ap®) (2.5)

= Resolucién del sistema precondicionado: Se resuelve aproximadamente el
sistema

(L+D)D™Y(U + D)A¢ = r® (2.6)
mediante dos pasos fundamentales:

e Sustitucion hacia adelante (Forward Substitution), encargado de re-
solver el sistema triangular inferior (L + D)z = r®)
e Sustitucion hacia atras (Backward Substitution), encargado de re-

solver el sistema triangular superior (U + D)A¢ = Dz

Si bien estas dos sustituciones no son iterativas en si mismas, constituyen
el paso interno de cada iteracion global del SIP.

» Actualizacion de la solucién:
HD = 60 1+ ang (2.7)

donde «a es un parametro de relajacion (usualmente cercano a 1) que
controla la estabilidad y la velocidad de convergencia del método.
= Criterio de convergencia: El proceso iterativo se repite hasta que la norma

del residuo relativo
I

2]

(2.8)

alcanza una tolerancia establecida (por ejemplo, 10°).

Este método combina la simplicidad estructural de los métodos "de punto
fijo”, con la eficiencia y robustez de los métodos basados en precondiciona-
miento ILU, por lo que resulta una herramienta muy adecuada para resolver
ecuaciones elipticas que surgen por ejemplo en el tratamiento de la presion en

los algoritmos de acoplamiento presion—velocidad (como SIMPLE).
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Algoritmo 1 Strongly Implicit Procedure (SIP)
Input: A, b, xq
Output: z

1: Do incomplete LU decomposition LU~ A

2: Calculate initial residual: ro = b — Axyg

3: while residual is not small enough do

4:  Calculate vector R,, (Forward substitution): R, = L1r,
5:  Calculate 6z (Backward substitution): Udz = R,

6:  Update solution: x,, 1 = z, + dx

7. Update residual: r,, 1 = b — Ax, 1

8: end while

2.3. Meétodos de Multigrilla Algebraica

Los métodos multigrilla (MG) surgen de la observacion de que los métodos
iterativos clasicos, como Jacobi o Gauss—Seidel, son eficientes para eliminar los
errores de alta frecuencia (variaciones locales), pero ineficaces para reducir los
errores de baja frecuencia (variaciones suaves o globales) y son ampliamente
utilizados para resolver sistemas lineales de gran escala, teniendo asociadas
aplicaciones en diversos campos, entre los cuales estan incluidos los problemas
de dinamica de fluidos computacional [40-42].

La idea del enfoque multigrilla es combinar procesos de suavizado
(smoothing) con la transferencia de informaciéon entre mallas de diferente reso-
lucién, de modo que los errores de baja frecuencia en una malla fina se trans-
formen en errores de alta frecuencia en una malla mas gruesa, donde pueden

eliminarse de manera eficiente.

A diferencia del enfoque multigrilla geométrico, que requiere una jerarquia
explicita de mallas, los métodos de multigrilla algebraica (AMG) construyen
dicha jerarquia, inicamente a partir de la matriz A de un sistema Ax = b,
sin utilizar informacion geométrica del dominio fisico. En términos generales,
AMG opera sobre una secuencia de matrices Ag, Ay, ..., A, donde Ag = A
representa el sistema original y los niveles siguientes corresponden a aproxi-

maciones mas gruesas (coarse) del problema.

Tipicamente el método AMG mediante el enfoque de Galerkin [43] es pre-
sentado como:

Al+1 = RlAlPl (29)

donde R, es el operador de restriccién que transfiere informacion del nivel fino
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Prolongation

Restriction

Grid level

O Intermediate solution
I:‘ Converged solution

Figura 2.2: AMG clasico, con ciclo V, extraido de [44] .

al grueso (coarse) y P es el operador de interpolacion desde el nivel grueso
(coarse), cumpliéndose
R, =P} (2.10)

para cada nivel [. Ademas, en los diferentes niveles se realizan las siguientes

operaciones clave:

» Restriccion del residuo:

bl+1 = Rl(bl - Ale) (211)

» Resolucion aproximada del sistema en el nivel grueso (coarse):

A X =bryg (2.12)
= Prolongacion de la correcciéon:

X+ x;+Pixp.; (2.13)

El ciclo en un algoritmo multigrilla algebraica es lo que determina el orden
y la frecuencia con que el método recorre los distintos niveles de la jerarquia
para reducir errores de diferente frecuencia. Los tipos de ciclos mas utilizados
son V, W o F, la forma clasica de AMG, como se muestra en la Figura 2.2
es con ciclo V, el cual es el mas simple y estandar por defecto, el algoritmo
desciende una vez por cada nivel hasta el mas grueso y luego asciende una vez
por cada nivel.

La calidad, y eficiencia, del método dependen fuertemente del esquema de
“coarsening” y del tipo de smoother utilizado en cada nivel. El rol del smoother

es reducir los componentes de error de alta frecuencia antes y después de cada
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Input: Ap: fine-grid operator

max_size: threshold for max size of coarsest problem
nongalerkin: (optional) non-Galerkin method
Y1y Y2, .- (optional) drop tolerances for each level

Output: A,,..., A,

Po,....Pr
while size(Ay) > max_size
Sy = strength(A Strength-of-connection of edges
¢ g ¢ g g
P; = interpolation(A4 5 S Construct interpolation and injection
¢ p £y O p j
Ag+1 = Pg—‘Ang {Galerkin product}
if nongalerkin {(optional) described in section 2.1}
Ag+1 = sparsify(Ag+1, Ag, Pg, Sg, ’}g) {Remove nonzeros in Ay}
Apr1 = A

Input: =z(: fine-level initial guess
bg: fine-level right-hand side
Ag, ..., AL
Py,...,Pr_y

Output: =z, fine-level approximation

for{=0,...,L—1do

relax(A,q. Ty, bf_. Vl) {Presmooth v times}

L {}FJrl = PFT(()g - Agﬂ)p) {Restrict residual }

ry = SOlVE(AL, bL) {Coarsest-level direct solve}
for{=L—-1,...,0do

Ty = Ty + Pfﬂ'lf+1 {Interpolate and correct}

L relax(Ag‘ Ty, bf. Vz) {Pust:imc)uth 9 tim(:s}

Figura 2.3: Pseudocodigo de las etapas Setup y Solve de AMG, con ciclo V, extraido
de [46] .

paso coarse. Esta actividad tipicamente se realiza mediante la soluciéon de un
sistema de ecuaciones usando Jacobi, Gauss—Seidel, ILU o variantes coloreadas

como DILU Multicolor [45].

En términos de implementacion, el algoritmo AMG se organiza en dos fases

principales: Setup y Solve, como se puede ver en los algoritmos de la Figura 2.3.

La fase de Setup estéa orientada a la construccion de la estructura interna
necesaria para el posterior proceso del solver. Esto implica la seleccion de los
nodos coarse en cada nivel, la definicién de los patrones de dependencia entre
variables y la generacion de las estructuras de datos que representaran a los

operadores de restriccion, prolongacion y las matrices coarse.
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En esta etapa también se interpreta y aplica la configuracion especificada
—por ejemplo, a través de un archivo de pardmetros—, estableciendo aspectos
como el esquema de coarsening, el tipo y nimero de aplicaciones de smoother,
la forma del ciclo multigrilla (V, W o F), solver a utilizar en el nivel coarse,
criterios de parada y limites de tamano de niveles. El Setup puede implicar
un costo computacional considerable, pero se realiza solo una vez para cada
sistema y se reutiliza mientras la matriz no cambie de forma significativa.

La fase de Solve, en cambio, utiliza la jerarquia, estructura y operadores
generados durante el Setup para realizar las iteraciones del solver multigrilla.
Aqui se aplica el patron de smoothing y correccion previamente definido, si-
guiendo el tipo de ciclo determinado en la fase de Setup, repitiendo el proceso
hasta alcanzar la tolerancia deseada o un nimero maximo de iteraciones. Dado
que esta fase puede ejecutar repetidamente cada uno de los pasos, la eficiencia

de estos es clave para el desempeno global del solver.

2.3.1. AMG en GPU, AmgX

La biblioteca AmgX, desarrollada por NVIDIA e implementada en CUDA,
ofrece una infraestructura de proposito general para la resolucion eficiente de
sistemas lineales dispersos en GPU, basada en métodos iterativos y multigrillas
algebraicas. Su arquitectura modular permite configurar los solvers y precon-
dicionadores mediante archivos en formato JSON, lo que facilita su adaptacion
a distintos tipos de problemas sin modificar el codigo fuente. La posibilidad
de ajustar parametros como la tolerancia de convergencia, el nimero méximo
de iteraciones, el tipo de ciclo multigrilla o la estrategia de coarsening permite
adaptar el comportamiento del solver a las caracteristicas fisicas y numéricas
del problema. Ademas, debido a su codigo abierto y sus ejemplos de prueba,
brinda extensibilidad para personalizar componentes internos del solver.

AmgX ofrece una amplia gama de solvers iterativos, como Conjugate Gra-
dient (CG), BiCGStab, GMRES y FGMRES, que pueden emplearse de forma
independiente o combinados con precondicionadores multigrilla. Estos precon-
dicionadores pueden ser de tipo classical o aggregation-based y permiten confi-
gurar jerarquias multigrillas con diferentes tipos de ciclos (V, W o F), asi como
seleccionar distintos métodos de suavizado en cada nivel. Entre los smoothers
disponibles se incluyen Jacobi, Gauss—Seidel, Chebyshev, y variantes basadas

en factorizaciones incompletas como ILU y DILU.
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2.3.2. DILU Multicolor

El smoother DILU Multicolor combina la factorizacién incompleta diago-
nal (Diagonal Incomplete LU, DILU) con un esquema de coloreo del grafo de
la matriz con el objetivo de explotar el paralelismo. El algoritmo clasico de
factorizacion DILU [47] realiza una simplificacion eficiente de la factorizacion
incompleta LU sin fill-in (ILU(0)), en la cual las actualizaciones se limitan
tinicamente a los elementos pertenecientes a la diagonal de la matriz. Mas pre-
cisamente, el método DILU descompone la matriz como A = Ly + Dy + Uy
y construye el precondicionador M = (La + D)D™'(D + Ua) donde D con-
tiene los pivotes generados durante la factorizacion LU incompleta. Mientras
que L4 y U, son matrices triangulares y representan la parte triangular infe-
rior y superior de las entradas de A. Como tnicamente D necesita calcularse
y almacenarse explicitamente para aplicar M durante las iteraciones del sol-
ver, se reduce significativamente el costo de almacenamiento y computo en
comparacion con ILU(0). En cambio, el método DILU resulta menos robusto
que ILU(0), aunque en algunos casos, por ejemplo, en matrices tridiagonales,
ambos métodos son equivalentes.

El coloreo de la matriz es una técnica que permite identificar conjuntos
independientes de filas que pueden procesarse en paralelo. De forma general,
a partir del grafo de adyacencia de una matriz donde cada nodo representa
una fila (o variable), se asigna un color distinto a cada grupo de nodos que
no comparten aristas. Dos nodos comparten una arista si sus correspondientes
filas tienen elementos no nulos en las mismas columnas, lo que implica depen-
dencia de datos. Por lo tanto, el coloreo de una matriz asigna a cada fila de
la misma un color, de modo que aquellas que comparten el mismo color no
presenten dependencias entre si [45]. Esto permite resolver algunas ecuaciones
en paralelo durante las sustituciones hacia adelante y hacia atras propias de
la factorizaciéon incompleta, reduciendo la naturaleza secuencial de este proce-

dimiento y habilitando un mayor aprovechamiento del paralelismo masivo en

GPU.

2.4. Matrices dispersas

Una matriz se denomina dispersa cuando la cantidad de elementos nulos que

contiene es significativamente mayor que la de elementos distintos de cero, lo
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cual contrasta con las matrices densas. Por esta razon, las matrices dispersas
ocupan un lugar esencial debido a su presencia en una amplia variedad de
problemas cientificos.

Las matrices dispersas se emplean extensamente en el anélisis de grafos,
donde representan de forma eficiente estructuras como matrices de adyacencia
y laplacianos. Esta representacion permite resolver problemas de particiona-
do, clasificacion y analisis espectral en redes de gran escala [48]. También son
esenciales en optimizacion numérica de gran dimension, particularmente en
programacion lineal, cuadratica y métodos de punto interior. La estructura
dispersa de jacobianos y hessianos reduce el costo computacional y posibilita
algoritmos escalables [49, 50]. Ademas, la esparsidad es clave en modelos de
recomendacion y anéalisis de datos, donde las matrices usuario-item son inhe-
rentemente dispersas. Esto permite aplicar factorizaciéon matricial y métodos
iterativos eficientes [51].

En métodos numéricos para la solucion de ecuaciones en derivadas parciales,
cuando se aplica sistematicamente a través de todos los nodos (o voltimenes
de control) de una malla, se genera naturalmente un sistema de ecuaciones
algebraicas cuya matriz de coeficientes presenta una estructura inherentemente
dispersa. Esta dispersion de los elementos surge directamente de la naturaleza
local de las aproximaciones numeéricas: cada ecuacion discretizada involucra
tinicamente un pequeno nimero de puntos vecinos (determinado por el stencil),
mientras que permanece desconectada del resto de los puntos.

La manipulacion eficiente de matrices dispersas requiere estrategias espe-
cificas diferentes a las empleadas en matrices densas, para evitar almacenar
y operar con sus elementos nulos. Tratar una matriz dispersa como si fuera
densa conduce a un consumo de memoria excesivo y a la ejecuciéon de opera-
ciones innecesarias sobre los ceros implicitos, lo cual resulta ineficiente e incluso
prohibitivo en problemas de gran escala. En consecuencia, se han desarrollado
diferentes estrategias de almacenamiento que permiten representar inicamente
los valores no nulos junto con su localizaciéon en la matriz.

Una forma natural y sencilla de representar matrices dispersas es mediante
el formato de coordenadas (COO). En esta estrategia, la matriz se almace-
na utilizando tres arreglos como muestra la Figura 2.4: uno que contiene los
valores no nulos, y otros dos que almacenan los indices de fila y columna corres-
pondientes a cada valor almacenado. De esta manera, cada elemento distinto

de cero se describe completamente mediante una terna (fila, columna, valor),

20



COORDINATE FORMAT - COO

DENSE MATRIX
(zERO-BASE INDEX)

0 1 2 3 0 1 2 3 4 5 6 7
Row
0 0 1 4 4 5 5 5
0]1.0 INDICES
1 3.0
0 1 2 3 4 5 6 7
5 CoLUMN
0 2 1 0 1 1 2 3
INDICES
314.0 5.0
0 1 2 3 4 5 6 7
4 6.0 7.0 8.0 VALUES 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0

Figura 2.4: Estructura utilizada por el formato de almacenamiento para matrices
dispersas COO, imagen extraida de [52]

lo que permite una representacion directa y facilmente interpretable. Esta es-
tructura resulta especialmente ttil cuando se requiere modificar la matriz, ya
que permite insertar o eliminar elementos de forma sencilla, siendo eficiente
tanto en uso de memoria como en tiempo de insercion [53]. Desde el punto de
vista del almacenamiento, si bien ofrece una reducciéon sustancial del consumo
de memoria respecto a las matrices densas, su estructura no compacta implica
redundancia de memoria y por lo tanto un mayor costo computacional [54].
Esta ineficiencia se manifiesta particularmente en operaciones que requieren un
acceso ordenado a los elementos, como la multiplicaciéon matriz-vector, donde
el formato COQO resulta significativamente menos eficiente debido a la falta
de un agrupamiento eficiente por filas o columnas [53], limitando su rendi-
miento en comparaciéon con otros formatos especializados para operaciones
especificas [54]. En [55-57] se abordan diferentes estrategias para mejorar di-
chas ineficiencias del formato sobre la operaciéon matriz-vector en arquitecturas

paralelas.

Por otro lado, uno de los formatos mas utilizados para almacenar matrices
dispersas es el comprimido por filas (CSR, segin sus siglas en inglés Com-
pressed Sparse Row [58]). A diferencia del formato COO, CSR organiza los
elementos de manera ordenada por filas y mas eficiente mediante tres arreglos,
como se muestra en la Figura 2.5: el arreglo values contiene los valores no nu-

los ordenados por filas, el arreglo col indexr almacena los indices de columna
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COMPRESSED SPARSE Row - CSR

DENSE MATRIX
(zERO-BASE INDEX)

0 1 2 3 0 1 2 3 4 5
Row
0 2 3 3 5 8
0 e OFFSETS
1 3.0
0 1 2 3 4 5 6 7
CoLuMN
2 0 2 1 0 1 1 2 3
INDICES
314.0 5.0
0 1 2 3 4 5 6 7
4 6.0 7.0 8.0 VALUES 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0

Figura 2.5: Estructura utilizada por el formato de almacenamiento para matrices
dispersas CSR, imagen extraida de [52]

correspondientes, y el arreglo row ptr indica la posiciéon de inicio de cada fila

en los arreglos anteriores.

Esta estructura elimina la redundancia presente en COQO, donde cada ele-
mento no nulo requiere almacenar explicitamente su indice de fila. En CSR,
el arreglo row_ptr tiene longitud igual al niimero de filas mas uno, en lugar
de depender de la cantidad total de elementos no nulos. Como resultado, CSR
reduce significativamente el consumo de memoria y proporciona un acceso se-
cuencial optimizado por filas, lo que lo hace particularmente eficiente para

operaciones como la multiplicacién matriz-vector

Sin embargo, el formato CSR presenta limitaciones, por ejemplo, cuando
se requiere recorrer la matriz por columnas (en cuyo caso podria utilizarse el
formato CSC, Compressed Sparse Column), como también en contextos donde
a menudo se quiere modificar la matriz, ya que, al contrario de COQO, insertar

elementos implica un gran esfuerzo al reorganizar los tres vectores.

Estas diferencias reflejan que no existe un formato tinico 6ptimo, sino que
la eleccion depende tanto del contexto donde se desee utilizar como del patron
de dispersion que presente la matriz.

En cuanto a la manipulaciéon computacional, los algoritmos para matri-
ces dispersas también deben adaptarse a estas caracteristicas. Mientras que
en matrices densas las operaciones tradicionales (como el producto matriz-

matriz, matriz-vector o la factorizacion LU) se implementan sobre estructuras
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compactas con acceso secuencial a memoria, en el caso disperso las operaciones
requieren un manejo cuidadoso de indices, estructuras dindmicas y técnicas de
compresion que reduzcan accesos innecesarios a memoria. Por lo que la gama
de técnicas o estrategias a seguir para sus implementaciones es muy amplia y
permite optimizaciones importantes dependiendo del contexto y la aplicacion.

Las matrices dispersas representan un desafio computacional significativo,
debido a su estructura irregular y acceso no contiguo a memoria dificultan
su procesamiento eficiente en arquitecturas tradicionales, a pesar de contar
con un alto grado de paralelismo inherente. Esta situaciéon introduce la nece-
sidad de explorar plataformas de hardware que puedan aprovechar mejor este

paralelismo y superar las limitaciones actuales.

2.5. GPU

Las unidades de procesamiento grafico (GPU, por sus siglas en inglés
Graphics Processing Units) constituyen una de las arquitecturas de hardwa-
re mas relevantes en el ambito del computo de alto desempeno. Aunque las
GPU surgieron con el propoésito de acelerar la renderizacion y el procesamien-
to grafico, su campo de aplicacion se expandié considerablemente durante las
ultimas dos décadas. Este cambio de paradigma se consolidé gracias al desarro-
llo de CUDA (por sus siglas en inglés Compute Unified Device Architecture),
una plataforma y API de programacion paralela propuesta por NVIDIA. CU-
DA permite aprovechar la capacidad de las GPU para realizar computo de
propoésito general mediante una extension del lenguaje C+-+, conocida como
CUDA C++, facilitando asi la implementacion a bajo nivel de algoritmos sobre
hardware especifico.

Ademis, la plataforma incluye un conjunto de bibliotecas aceleradas en
GPU (como cuBLAS, cuSPARSE, cuSOLVER, Thrust, entre otras) y herra-
mientas de profiling y depuracion (como nwvprof, Nsight Compute y Nsight
Systems) que simplifican el desarrollo, la optimizacion y la validacion del ren-
dimiento de las aplicaciones. Gracias a esta infraestructura, CUDA se ha con-
vertido en una herramienta esencial en el desarrollo de aplicaciones masivas en
GPU, siendo ampliamente utilizada en diversas areas cientificas.

La arquitectura CUDA se caracteriza por una organizacion jerarquica del
hardware, optimizada para el procesamiento masivo de datos mediante la eje-

cucién simultanea de hilos. En términos estructurales, una GPU se compone
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de multiples Streaming Multiprocessors (SMs), que constituyen las unidades
basicas de computo. Cada SM contiene un conjunto de nicleos CUDA (CUDA
cores), los cuales son las unidades aritmético-logicas (ALUs) responsables de
ejecutar las operaciones elementales. Ademas, cada SM integra otros compo-
nentes especializados, como unidades de control, registros, una memoria de tipo

scratchpad llamada "memoria compartida” (Shared Memory), y una memoria
cache (Cache L1).

La jerarquia de memoria de una GPU se completa por una cache L2 ac-
cesible a todos los SMs y una memoria global fuera del chip, abundante pero
de alta latencia. Los registros, son relativamente escasos, y de acceso exclusivo
para cada hilo. Constituyen la memoria més réapida del dispositivo, utilizada
para almacenar variables locales y resultados intermedios.

La memoria compartida representa un espacio intermedio, accesible por to-
dos los hilos de un mismo bloque, permitiéndoles cooperar y reutilizar datos,
siendo especialmente util en aplicaciones con alta localidad espacial® o tempo-
ral’. En arquitecturas recientes, este espacio ocupa la misma memoria fisica
con la caché L1, que almacena datos de uso reciente y reduce los accesos a
niveles mas lentos.

La memoria caché L2 tiene la funcién principal de reducir el trafico hacia
la memoria global, que constituye el espacio principal de almacenamiento del
dispositivo. Esta tltima ofrece gran capacidad y ancho de banda, pero tam-
bién alta latencia, por lo que los accesos deben realizarse de forma ordenada
(coalesced) para evitar penalizaciones en el rendimiento.

Ademas, las GPU incluyen memorias especializadas que optimizan ciertos
patrones de acceso. La memoria constante y la memoria caché de solo lectura
son empleadas para almacenar datos inmutables o pardametros globales, ofre-

ciendo un acceso eficiente cuando los hilos leen direcciones idénticas. Por su

2El bloqueo espacial (o Spatial blocking) es una técnica que busca mejorar la localidad
espacial de los datos. Consiste en dividir el dominio computacional en bloques (o tiles) que se
procesan de forma independiente, reutilizando los datos de los puntos vecinos almacenados
temporalmente en memoria compartida o caché. De esta manera, se minimizan los accesos
redundantes a la memoria global.

3El bloqueo temporal (o Temploral blocking) se utiliza para explotar la localidad temporal
de los datos, es decir, la reutilizaciéon de valores en diferentes pasos de tiempo del calculo.
En lugar de calcular un tnico paso temporal para toda la grilla, el dominio se divide en
regiones (espaciales o tiles) donde se realizan varios pasos de tiempo consecutivos antes de
avanzar al siguiente bloque. Esto reduce la frecuencia de lecturas y escrituras a memoria
global, pero introduce mayores requerimientos de sincronizacién y gestion de dependencias,
ya que las actualizaciones deben respetar el orden causal entre los puntos.
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parte, la texture memory dispone de una caché orientada a patrones espaciales
de acceso, resultando 1util en operaciones sobre dominios multidimensionales.

En conjunto, esta jerarquia permite equilibrar el costo de acceso a memoria
con la necesidad de paralelismo masivo. La correcta utilizacién de cada nivel
resulta sumamente importante para lograr un buen rendimiento, especialmente
en aplicaciones con alta intensidad de computo y patrones de acceso regulares.

CUDA proporciona una interfaz de programacion para gestionar la eje-
cucion de codigo paralelo en la GPU. Su modelo de ejecucion se basa en la
nocion de kernels, definidos por el usuario que se ejecutan en paralelo por un
gran numero de hilos (threads) en el dispositivo, siguiendo en alto nivel un
enfoque SPMD (segun sus siglas en inglés, Single Program Multiple Data) [59],
por lo que el comportamiento entre hilos varia inicamente dependiendo de
sus identificadores para calcular o acceder a los datos. Cuando un kernel es
invocado desde el host, la GPU ejecuta una grilla (grid) de hilos organizada
jerdrquicamente en dos niveles. En el nivel superior, la grilla se compone de
un conjunto de bloques de hilos, mientras que cada bloque, a su vez, agrupa
una cantidad fija de hilos. Tanto el niimero de bloques como la cantidad de
hilos por bloque se especifican en el momento de la invocaciéon del kernel. Cada
bloque puede incluir hasta un maximo de 1024 hilos, los cuales se ejecutan en
grupos de 32 hilos denominados warps.

El modelo de ejecucion a bajo nivel, conocido como SIMT (segtin sus siglas
en inglés Single Instruction Multiple Threads), es caracteristico de todas las
arquitecturas CUDA de NVIDIA. En él, los hilos de un warp ejecutan de ma-
nera simultanea la misma instrucciéon, aunque sobre diferentes datos. Si bien
el tamano del warp (32 hilos) se ha mantenido constante desde las primeras
arquitecturas CUDA (como Tesla y Fermi) hasta las mas recientes (Ampere,
Ada Lovelace y Hopper), la implementacién del modelo SIMT ha evoluciona-
do. En arquitecturas antiguas, como Kepler o Maxwell, los hilos dentro de un
warp estaban fuertemente sincronizados a nivel de instruccién, lo que implica-
ba una ejecucion estrictamente bloqueante ante divergencias de flujo (branch
divergence). A partir de arquitecturas Volta en adelante, NVIDIA introdujo el
concepto de Independent Thread Scheduling [60], que permite a los hilos de
un mismo warp divergir y reconverger de forma mas flexible, reduciendo la
penalizaciéon asociada a la ejecucion de caminos condicionales y mejorando la
eficiencia del hardware.

Este cambio es apreciable también desde el punto de vista del hardware,
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if (threadIdx.x < 4) {
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Figura 2.6: Flujo de ejecuciéon de un warp en arquitecturas previas y posteriores
a Volta, independent thread scheduling, imégenes extraidas de Volta Architecture
Whitepaper [60].

debido a que en arquitecturas previas a Volta cada GPU contaba con un PC
(Program Counter) por warp; en cambio, en la arquitectura Volta y posteriores,
cada CUDA Core cuenta con un PC y Stack de ejecucion por lo que, aunque el
modelo SIMT y la estructura de warps se mantienen conceptualmente invaria-
bles en todas las generaciones de GPUs con soporte CUDA, las arquitecturas
recientes ofrecen una gestion més avanzada y eficiente de la ejecucion paralela
a nivel de hilo. Adicionalmente, si bien cada hilo puede tener un estado de
ejecucion diferente, debido a que tiene su propio PC, el planificador a nivel de
warp (warp scheduler) administra los recursos de forma que en cada ciclo de
reloj se ejecute una tnica instruccion por warp. Como muestra la Figura 2.6,
potencialmente se puede mantener hilos inactivos, de forma de ejecutar unica-
mente la introduccion en algunos hilos, e intercambiar asignaciones de recursos
entre instrucciones aunque no hayan terminado su flujo, en diferentes ciclos de
reloj, lo que puede ayudar a evitar deadlocks ante la presencia de bifurcaciones

en el flujo de ejecucion a nivel de warp.

Estos cambios provocan que los hilos que conforman un mismo warp ya no
se encuentran necesariamente sincronizados en todo momento, sino que pue-
den avanzar de forma independiente en el flujo de ejecucion. Por este motivo,

cuando en una seccion del codigo se requiere que todos los hilos de un warp
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alcancen un punto comun y ejecuten de manera coordinada una misma instruc-
cion, es necesario realizar una sincronizacion explicita,  syncwarp(), la cual
garantiza la sincronizacion de los hilos pertenecientes a un warp. Por defecto,
esta funcién sincroniza los 32 hilos del warp, aunque también puede recibir una
méscara de bits que especifica un subconjunto del mismo que deben esperar
hasta alcanzar dicho punto de sincronizaciéon. No obstante, CUDA dispone de
otras primitivas que permiten sincronizar hilos con distintos alcances jerarqui-
cos. Mecanismos de sincronizacion a niveles superiores, como __ syncthreads(),
que coordina todos los hilos de un bloque, o cudaDeviceSynchronize(), que
fuerza la sincronizacion a nivel global de la GPU, ya existian en arquitectu-
ras previas a Volta. Sumado a que, a partir de CUDA 9 se incorporaron los
Cooperative Groups, que ofrecen una mayor flexibilidad para la organizacion y

sincronizacién de hilos.
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Capitulo 3
Trabajo relacionado

En este capitulo se aborda una revision del estado del arte en técnicas y
enfoques orientados a la optimizaciéon de algoritmos en entornos de cémputo
paralelo, con especial foco a los desarrollos aplicados a la resolucion de sistemas
lineales dispersos y al tratamiento de patrones de computo de tipo stencil en
GPU. Su propésito es contextualizar los avances més relevantes en el érea,
identificar tendencias comunes y ofrecer un marco de referencia para el trabajo

que se desarrolla en los capitulos posteriores.

3.1. Stencils

Este apartado presenta una revision de algunos de los avances mas recientes
en el computo de stencils sobre GPUs, con énfasis en aquellos trabajos que
proponen nuevos mecanismos de sincronizacion entre hilos o que optimizan la
planificacion de la carga de trabajo.

Uno de los primeros estudios exhaustivos que aborda el calculo de patrones
stencil en GPUs modernas es el presentado por Maruyama et al. [61], donde un
7-point stencil kernel, originalmente desarrollado para la arquitectura Fermi,
fue adaptado a la arquitectura Kepler [62]. La principal diferencia sefialada por
los autores entre las arquitecturas Fermi y Kepler de GPU radica en el acceso
a la memoria global. A diferencia de la generacion Fermi, las GPUs Kepler
almacenan en caché los accesos a memoria global inicamente en el nivel L2 de
manera predeterminada, reservando la caché L1 exclusivamente para accesos de
solo lectura (aunque en algunos modelos Kepler el desarrollador puede habilitar

manualmente un comportamiento de almacenamiento en caché similar al de
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Fermi).

Segiin los autores, esta caracteristica afecta negativamente el rendimiento
de los codigos stencil que dependen fuertemente de la caché L1 para explotar
la localidad de los datos, haciendo necesario el uso de memoria compartida. En
este contexto, se analizan técnicas de bloqueo espacial y temporal mediante
solapamiento de tiles (bloque o subregion de la grilla que se procesa de manera
conjunta para evitar repetir instrucciones), utilizando memoria compartida y
warp specialization para evitar divergencias entre hilos. La sincronizacion se
realiza a nivel de bloque y es identificada por los autores como uno de los
principales cuellos de botella de rendimiento, especialmente en la variante de
bloqueo temporal.

En [63], Rawat et al. presentan un framework denominado ARTEMIS para
la generacion de codigos stencil, el cual incorpora diversas optimizaciones pro-
venientes de trabajos previos, tales como tiling espacial y temporal, streaming,
desenrollado de bucles (loop-unrolling) y prefetching. Al igual que en investi-
gaciones anteriores, un paso temporal en un dominio tridimensional se procesa
de manera que los datos se comparten en dos dimensiones y se transmiten en la
tercera, la cual se procesa de forma secuencial. En cuanto a la sincronizacion,
también se lleva a cabo a nivel de bloque de hilos. Antes de ARTEMIS, Ra-
wat et al. habian trabajado en otros stencil frameworks basados en lenguajes
DSL [64, 65]. Otro ejemplo es AN5D, presentado por Matsumura et al. [66].
Por otro lado, en [67] se introduce un esqueleto de programacion paralela para
computos iterativos de stencil en entornos distribuidos con multiples GPUs.
Esta propuesta estd implementada en C99 y soporta cualquier tipo de stencil
geométrico, y se caracteriza por su especificacion abstracta del patron stencil.

Otros trabajos recientes, como el de Sai et al. [68], muestran los beneficios
de utilizar el algoritmo semi-stencil para stencils de alto orden, y aplicar opti-
mizaciones especificas de hardware, tales como copias asincronicas de memoria
compartida, con el fin de incrementar el rendimiento en la GPU A100.

Por su parte, Fine Licht et al. [69] presentan un stencil de codigo abier-
to con representacion mediante DAGs como un caso general, particularmente
motivado por la prediccion numérica del clima y del tiempo atmosférico, asi
como por la aplicacion del Consortium for Small-scale Modeling (COSMO).
Un aspecto a destacar de este trabajo es su ejecucion sobre FPGAs.

La mayoria de los trabajos revisados se centran en la reutilizacién de da-

tos y en optimizaciones de bajo nivel para mejorar el rendimiento en GPU.
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Asimismo, abordan stencils iterativos, en los cuales el alto rendimiento se ob-
tiene a partir de la fusion de multiples pasos temporales (temporal blocking).
En 2020, Zhang et al. evaluaron distintos métodos y niveles de sincronizacion
incorporados en CUDA mediante microbenchmarking [70]. El trabajo abarca
mecanismos de sincronizacion tales como cooperative groups, sincronizacion a
nivel de warp, sincronizacion a nivel de bloque (_ syncthreads), sincronizacion
a nivel de grilla y sincronizaciéon entre multiples grillas. Los autores también
analizan el tiempo requerido (ejecucion y sobrecarga) de un kernel en fun-
cion de su método de invocaciéon. Adicionalmente, se considera la aplicacion
de persistent kernel grids (kernels en los que todos los bloques de hilos lanza-
dos permanecen activos durante toda la ejecucion) y la sincronizacion a nivel
de grilla para coordinar diferentes pasos temporales de kernels iterativos con
patron stencil , donde habitualmente esto se realiza mediante la invocacion de
miultiples kernels. Posteriormente, los autores integran estas nuevas caracteris-
ticas de sincronizacion en el framework EBISU [71] (Epoch (temporal) Blocking

for Iterative Stencils, with Ultracompact Parallelism).

3.2. Manejo de dependencias

En el algebra lineal numérica con matrices dispersas, el manejo de de-
pendencias es de suma importancia para el aprovechamiento eficiente de las
plataformas altamente paralelas. En esta seccién se presentan algunos de los
métodos mas utilizados para el manejo de dependencias durante el computo
de kernels de algebra lineal en GPU.

Los primeros trabajos en este contexto se centraron en la estrategia de
level-set, o planificacion por niveles, presentada en el Capitulo 1.

Por ejemplo, en [72-75| se utiliza para la resolucion paralela de sistemas
triangulares en GPU. En este caso se realiza un preprocesamiento de la matriz
del sistema para determinar a qué nivel corresponde cada fila. Luego, se ejecuta
un kernel de CUDA por cada nivel, en el que las ecuaciones de cada nivel se

resuelven en paralelo por varios hilos.

3.2.1. Coloreo de grafos

Otra técnica empleada para identificar conjuntos de operaciones indepen-

dientes dentro de un grafo de dependencias es el coloreo de grafos. En el contex-

31



to del algebra lineal numérica, cada fila de la matriz dispersa puede represen-
tarse como un nodo de un grafo, y las dependencias entre filas —por ejemplo,
cuando el calculo de una fila depende de los valores previamente computados
en otra— se representan mediante aristas. El objetivo del coloreo consiste en
asignar un “color” a cada nodo de modo que dos nodos adyacentes no compar-
tan el mismo color, lo que garantiza que las operaciones asociadas a nodos del
mismo color puedan ejecutarse en paralelo sin conflictos de datos.

En [45] se compara la planificacién por niveles (level-scheduling) y la pla-
nificaciéon basada en colores para la factorizacion incompleta LU y el solver
triangular en GPU. Mostrando de forma experimental que el algoritmo basado
en el coloreo del grafo obtiene un mejor rendimiento debido a lograr un mayor
paralelismo. Aunque utilizar coloreo de grafos puede afectar la convergencia
de métodos iterativos, los autores opinan que el paralelismo logrado con esta
estrategia puede compensar el tiempo insumido en las iteraciones extras.

Dado que encontrar la minima cantidad de colores para colorear un grafo
ha sido probado que pertenece a la clase de problemas NP-hard [76], el diseno
de algoritmos que proponen coloreos es un area sumamente interesante, ya que,
al no poder obtener el resultado 6ptimo con certeza a un costo computacional
acotado, hay un gran compromiso entre qué tan bueno o refinado es el coloreo
y cuanto es el esfuerzo que implica obtenerlo.

Dado que el paralelismo depende de la cantidad de colores utilizados para
colorear el grafo de dependencias, y a su vez, los distintos algoritmos de co-
loreo pueden implicar distintas cantidades de colores, el paralelismo méximo
a alcanzar depende del algoritmo en cuestion. Las estrategias abordadas por
los algoritmos de coloreo pueden ser muchas. Entre ellas, la mas simple es la
estrategia greedy, que consta, en su forma secuencial clasica, de recorrer cada
nodo y asignar el color mas pequeno disponible, es decir, el que no esté ya
asignado a uno de sus vecinos. Esta estrategia es muy sencilla de implementar
pero puede producir un muy buen coloreo, logrando incluso un coloreo muy
cercano al 6ptimo [77|. Versiones paralelas de la misma son presentadas en [78§],
basandose en ejecuciones especulativas que cuentan con dos etapas principales,
en una se asigna un posible color a cada nodo (tentative coloring) y en la otra
se corrigen los defectos (o conflictos entre nodos) que presente el coloreo (con-
flict detection). Posteriormente en [79, 80|, se reduce el nimero de conflictos
y se mejora la forma de resolverlos, por ende realizando menos iteraciones y

disminuyendo la sincronizaciéon entre hilos por cada iteracion, lo que provoca
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que el algoritmo obtenga una mayor velocidad y escalabilidad.

Otra linea a seguir en algoritmos de coloreo es mediante la construccion
de conjuntos maximales de nodos independientes (mazimal independent set,
MIS), debido a que no puede ser extendido y no hay dependencias entre nin-
gun par del mismo, todos los pertenecientes a un MIS pueden tener el mismo
color. Una estrategia sencilla y paralela para hallar un MIS se present6 en [81],
basada en la trasformacion del algoritmo de Monte Carlo para el problema
de MIS que buscar alcanzar un algoritmo cuasi-determinista simple y practico
con el mismo tiempo de ejecucion en paralelo, demostrando la pertenencia del
mismo a NC? [82]. Como esta tltima, diferentes heuristicas pueden ser utili-
zadas para el coloreo de grafos [83-85], en particular, [86] presenta una version
asincroéica para arquitecturas paralelas con memoria distribuida. Posteriormen-
te [87] propone dos algoritmos de alto rendimiento para computadoras con
multi-procesadores, donde uno apunta a una mayor eficiencia y el otro hacia el
equilibrio entre los distintos colores, es decir, busca balancear la cantidad de
nodos que pertenecen a cada color con el objetivo de, potencialmente, lograr
un paralelismo més equitativo.

Si bien hace ya varios lustros que fueron presentadas la mayorfa de las
heuristicas propuestas, el campo de trabajo continta abierto y al dia de hoy
se siguen proponiendo algoritmos que mejoren su velocidad y rendimiento.
En [88] se presenta GPA, un algoritmo paralelo para coloreo de grafos de gran
tamafio, basado en Graphx [89] un framework de procesamiento de grafos inte-
grado, construido sobre Apache Spark, un sistema de flujo de datos distribuido
ampliamente utilizado.

Implementaciones paralelas para algoritmos de coloreo en GPU son presen-
tadas en [90], utilizando CUDA e invocando kernels por conjunto de puntos
independientes para lograr la sincronizacion de forma global, con el objetivo
de realizar la cantidad minima de sincronizaciones posibles. En otra linea, [91]
realiza comparaciones de diferentes algoritmos de coloreo utilizando SYCL [92],
herramienta que permite abstraer la implementacion de la arquitectura utili-
zada para ejecutar, probando tanto en plataformas NVIDIA como AMD. La
utilidad de la propuesta radica en la portabilidad y no en el rendimiento obte-
nido, concluyendo que la forma mas eficiente de obtener rendimiento es reali-
zando un manejo fino de los datos e implementando cada instruccion adaptada
al hardware especifico.

La gran mayoria de heuristicas presentadas por la comunidad son cons-
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truidas empiricamente sin pruebas tedricas explicitas sin embargo en 93] se
aportan bases teoricas solidas para algoritmos de colores, definiendo los tres
aspectos principales de un algoritmo de coloreo de grafos paralelos: Work, que
refiere a la cantidad de trabajo realizada por el algoritmo para lograr el colo-
reo, apuntando a asegurar que sea casi lineal en el tamano del grafo, es decir,
cercano al 6ptimo secuencial; Depth, que refiere a cuén paralela es la solucion,
dependiendo de qué tan largo sea el camino critico del grafo; y Quality, que
refiere la cantidad de colores utilizados y la consistencia del coloreo.

Estas técnicas de coloreo pueden ser utilizadas en diferentes aplicaciones,
por ejemplo, [94] emplea en su pre-procesamiento un algoritmo paralelo para
obtener un coloreo de la matriz y posteriormente usarlo en la implementa-
cion de un solver que emplea métodos de voliimenes finitos no estructurados,
Multi-Colored Gauss-Seidel (MCGS), para simulaciones de flujo compresible

en estado estacionario, ejecutado en un entorno con varias GPU.

3.3. SIP

El método SIP fue originalmente concebido para ejecutarse en CPU, pre-
sentando una estructura inherentemente dependiente de datos que limita su
explotacion del paralelismo. Sin embargo, la evolucion del hardware compu-
tacional ha impulsado la exploracion de diversas estrategias de implementacion
en diferentes plataformas. Las arquitecturas multi-core con memoria comparti-
da, aprovechando paradigmas como OpenMP, ofrecen una primera aproxima-
cion al paralelismo mediante el procesamiento por diagonales. Por otro lado,
las arquitecturas many-core, particularmente las GPUs, proporcionan una al-
ternativa prometedora mediante la explotacion masiva del paralelismo a nivel
de datos. Esta diversidad de arquitecturas computacionales motiva el analisis
comparativo de las implementaciones del SIP, evaluando su eficiencia en térmi-
nos de escalabilidad, orden de procesamiento de los nodos, localidad de datos

y rendimiento computacional.

3.3.1. SIP en CPU

En [95] se presentan diversas implementaciones del método SIP tanto para
arquitecturas de CPU como de GPU. Siguiendo las ideas de Deserno et al. [96]

se desarrollaron dos variantes para CPU.
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La primera implementacion, denominada Sequential SIP (sSIP-CPU), hace
uso de un solo ntucleo y procesa los coeficientes secuencialmente segtin el nimero
de nodo, aprovechando eficientemente la localidad de datos.

La segunda implementacion, Parallel SIP (pSIP-CPU), hace uso de varios
nucleos y emplea el paradigma de memoria compartida mediante OpenMP
para procesar los nodos de la malla por sus diagonales, este enfoque busca
explotar el paralelismo inherente del algoritmo.

Contrariamente a lo esperado, la version paralela no superé el rendimiento
de la implementacion secuencial en ninguna de las configuraciones evaluadas.
Este comportamiento se atribuye fundamentalmente a que el nivel de parale-
lismo obtenido al procesar nodos a lo largo de las diagonales no compensa la
pérdida de localidad de datos que introduce dicha estrategia. Los resultados ex-
perimentales demuestran que, incluso al utilizar multiples hilos en plataformas
multi-core, la version secuencial mantiene una ventaja significativa en términos
de eficiencia computacional. Esta limitacion motivo la exploracion de imple-
mentaciones alternativas en arquitecturas GPU para mejorar el rendimiento
del método SIP.

3.3.2. SIP en GPU

En [95], se presentan dos variantes del SIP que ofrecen computo paralelo en
GPU, desarrolladas con el fin de levantar las restricciones de computo paralelo
en arquitecturas tipo CPU.

La primera version, denominada SIP-GPU, sigue un esquema de transfe-
rencia de datos convencional entre CPU y GPU y las operaciones se ejecutan
sobre memoria global. En este enfoque, miltiples kernels se lanzan de forma
independiente para procesar cada diagonal en paralelo, generando implicita-
mente una cola de kernels que procesan secuencialmente en un stream de la
GPU. Esta implementacion fue optimizada utilizando transferencias de memo-
ria page-locked para reducir los tiempos de comunicacion entre dispositivos.

La segunda version, SIP-GPUsm, introduce el uso intensivo de memoria
compartida, con el objetivo de disminuir la latencia de acceso, que segun los
autores, conforman un factor critico en etapas como la factorizacion incompleta
LU y las sustituciones hacia adelante y hacia atras.

Los resultados experimentales demuestran que ambas implementaciones en

GPU superan significativamente el rendimiento de las versiones para CPU, al-
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canzando aceleraciones de hasta cuatro veces, para matrices de gran dimension.
Sin embargo, la implementaciéon con memoria compartida no mostré mejoras
sustanciales respecto a la version estandar en GPU, posiblemente debido al
bajo numero de operaciones computacionales realizadas por cada coeficiente
transferido a memoria compartida. El analisis detallado revela que las etapas
de refinamiento iterativo representan aproximadamente el 75— 80 % del tiempo
total de ejecucion, y aunque los tiempos de transferencia entre dispositivos son
significativos, su impacto se mantiene acotado (maximo 12% del tiempo to-
tal) gracias al uso de memoria page-locked. Estos resultados confirman que las
arquitecturas GPU constituyen una alternativa eficiente y de bajo costo para
la resolucion de sistemas lineales pentadiagonales de gran escala mediante el
método SIP.

Para una grilla en tres dimensiones de tamano N; x N; x Ny, donde se utiliza
la misma notacion que anteriormente para sus nodos vecinos (E,W,SN, T B),
sea [ la posicion de un punto en un arreglo lineal donde los puntos (i, j, k),
se ordenan primero por la coordenada 7, luego por la j y finalmente por k, es
decir, | = (k — 1)N;N; + (j — 1)N; + 4.

Los coeficientes de la matriz L asociados a un punto [ pueden calcularse

mediante las siguientes reglas, donde a es un parametro del algoritmo:

Bl = Ay /(1 + (O™ + 0))
Ly = Ay /(L + a0 0F) (3.1
L = A1+ a0 05 )

Una vez calculados los coeficientes de L, deben actualizarse de forma cohe-

rente los coeficientes correspondientes de U.

Posteriormente, se lleva a cabo la etapa de sustitucién hacia adelante me-

diante la expresion:
R = (' — LLR"™' — L}, RNi) /L. (3.2)
De manera analoga, la sustitucion hacia atras se calcula mediante:
sat = R' — UL 6!+t — ULz, (3.3)

A partir de las reglas anteriores utilizadas para calcular los coeficientes de

L y U, se observa que el procesamiento del punto [ requiere haber calculado
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previamente los puntos [—1, [ —N;, y [—N;N;. Dependencias de datos similares
aparecen en el calculo de R' y dz!.

Al traducir el indice [ a las coordenadas de la malla, se obtiene que el
punto (i, 7, k) depende del calculo previo de los puntos (i,7 — 1, k), (i — 1, j, k)
y (i,7,k — 1). Estas mismas dependencias se presentan tanto en las etapas de
sustitucion hacia adelante como en las de sustitucion hacia atras.

Esto implica que varios puntos de la malla pueden ser procesados de forma
independiente en un instante dado. En particular, los puntos que cumplen
con igual i + 7 + k, y que forman un plano en el espacio tridimensional, son
independientes entre si. De manera mas general, otras mallas, tanto regulares
como irregulares, pueden presentar patrones de dependencia similares.

Las dependencias entre los puntos pueden representarse mediante un grafo
aciclico dirigido (DAG, segun sus siglas en inglés Directed Acyclic Graph), en
el cual cada nodo del grafo corresponde a un punto de la malla y existe una
arista dirigida desde el nodo ¢ hacia el nodo j si ¢ debe ser calculado antes que
j.

Los nodos del DAG pueden organizarse en conjuntos de niveles (level-sets),
donde los nodos dentro de un mismo nivel son independientes entre si y depen-
den, al menos, de un nodo del nivel anterior. En consecuencia, el procesamiento
de una malla de puntos puede realizarse nivel por nivel, ejecutando en paralelo
todos los elementos pertenecientes a cada nivel. Dada la geometria regular del
problema, existe un paralelismo directo entre niveles e hiperplanos, todos los

puntos que pertenecen a un mismo nivel pertenecen a un mismo hiperplano.

3.3.3. SIP con planificacién por niveles - Linea Base

En [8] se utilizo la herramienta de profiling proporcionada por NVIDIA
(nuprof ) para identificar las partes del SIP solver en Caf fa3D.MBRi que
insumian mas tiempo e implementar propuestas para mejorarlas. El analisis
reveld que los aspectos més costosos principalmente eran dos. Por un lado, las
cuatro subrutinas principales del solver ( ComputeResInnerCellsSIP GPUE,
SolveL UforFiBackwardSIP _GPUE, SolveL UforFiForwardSIP_GPUk y Com-
puteLuCoefficientsSIP _GPUk ) que realizan un proceso basado por hiper-
plano. Y por otro lado, el overhead de invocar una gran cantidad de kernels.

En términos generales, el tiempo de lanzamiento de un kernel es desprecia-

ble, pero en este caso puede llegar a ser comparable con el tiempo de procesa-
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miento de un hiperplano. Sin embargo, dado que la versiéon original del solver se
apoya en un kernel para procesar cada hiperplano en la GPU, lo cual resuelve
la necesaria sincronizacion entre el procesamiento de hiperplanos consecutivos,
se genera un considerable costo acumulado originado por la invocacién de un
gran numero de kernels.

La estrategia de [8], tomada como linea base en este trabajo consiste en
consolidar todos los kernels lanzados para cada hiperplano en un tnico kernel,
reduciendo asi el overhead asociado al lanzamiento. Este kernel de mayor escala
procesa secuencialmente los hiperplanos, de manera ordenada, gestionando la
sincronizacion entre ellos y manteniendo la consistencia de los datos durante
la ejecucion mediante operaciones atomicas.

El kernel se lanza con tantos bloques como sean necesarios para cubrir el
hiperplano de mayor tamano, donde cada punto de la malla es procesado por
un hilo. Cada bloque procesa una parte de un hiperplano y luego avanza al
siguiente. Antes de pasar al siguiente hiperplano, los bloques que terminan de
procesar sus puntos o que quedan fuera de los limites del hiperplano y no tienen
puntos que procesar deben esperar hasta que el resto de los bloques finalicen el
procesamiento del hiperplano actual. Una vez que todos los bloques terminen
el hiperplano en curso, avanzan al siguiente. Este proceso continta hasta que
se procesan todos los niveles necesarios de la malla.

A esta implementacion del SIP en GPU se le llamara S1P;g de ahora en

adelante.

3.4. AMG

Los algoritmos multigrilla constituyeron uno de los primeros campos en
los que se explor6 sisteméaticamente el uso de la GPU para acelerar la resolu-
cion de sistemas lineales de gran escala [97, 98]. Debido a que sus operacio-
nes fundamentales presentan una estructura altamente regular y masivamente
paralelizable, el método multigrilla se adapt6é tempranamente a arquitecturas
many-core. En el contexto de la fisica computacional, donde la necesidad de re-
solver ecuaciones elipticas y sistemas provenientes de discretizaciones de EDPs
es critica, las GPUs ofrecieron beneficios inmediatos, permitiendo explotar un
paralelismo fino dificil de alcanzar en arquitecturas tradicionales. Esta com-
binacién posicioné a los métodos multigrilla como pioneros en la adopcion de

aceleradores graficos para computacion cientifica de alto rendimiento.
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En este contexto, diversas bibliotecas especializadas han sido desarrolladas
con el propoésito de implementar esta familia de métodos de forma eficiente y
paralela, proporcionando una infraestructura numérica robusta que sirva como
base para aplicaciones cientificas y de ingenieria de gran escala. Un ejemplo pa-
radigmatico es AmgX [99], biblioteca propuesta por NVIDIA que proporciona
implementaciones en C++ y CUDA orientadas al alto rendimiento de distin-
tos solvers y precondicionadores, aunque también cuenta con extensiones en
Python [100] o interfaz en PETSc [101]. En particular, ofrece alternativas para
las distintas etapas de AMG, aprovechando el ancho de banda y la capacidad
de paralelismo brindado por las GPU. Cuenta con una estructura modular y
configurable segtin el usuario, con un gran nivel de detalle, que permite tener
una amplia gama de posibilidades a la hora de abordar un problema. Ademas,
es de codigo abierto, lo que proporciona transparencia e informacion extra de
las implementaciones utilizadas de los distintos solvers y smoothers, permitien-
do la posibilidad de optimizar operaciones de la biblioteca (como SpGEMM y
SpMV [102]) asi como también poder tener un detalle mas fino y un control
mas especifico a la hora de implementar distintas estrategias. En el &mbito de
las simulaciones de CFD es ampliamente utilizada, por ejemplo, para acelerar
herramientas de simulacion como OpenFOAM [103-106].

Hypre [107] es una biblioteca que, andlogamente a AmgX, presenta dife-
rentes algoritmos de solvers lineales y precondicionadores. Fue disenada origi-
nalmente para CPU, pero con el paso del tiempo se han integrado versiones
paralelas utilizando GPU. Incluye un solver AMG bajo el nombre de Boome-
rAMG [108], implementado en C++ y CUDA, que al igual que AmgX ofrece
una version paralela y puede ser modificado y/o configurado segin el con-
texto de aplicacion. Ademaés, varios resultados de trabajos relacionados son
incorporados y probados en esta biblioteca. En [109] se lleva a cabo un estu-
dio de diferentes smoothers paralelos para BoomerAMG, contemplando tanto
Gauss-Seidel y Jacobi clésicos, como distintas modificaciones de los mismos,
analizando la efectividad de cada smoother dependiendo del contexto de eje-
cucién de AMG y de los recursos de hardware disponibles. Recientemente, con
las tarjetas graficas de tltima generacion y la introducciéon de hardware es-
pecifico como los Tensor Cores, se ha implementado e incorporado a Hypre,
AmgT [110], brindando versiones de las distintas etapas del AMG, hacien-
do uso de éstos junto al aprovechamiento de distintas precisiones para lograr

mayor eficiencia y paralelismo.
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Otra propuesta de AMG paralelo es AMG4PSBLAS, presentado por [111] e
implementada sobre PSBLAS [112]. También existen trabajos relacionados en
los cuales se comparan diferentes smoothers, como por ejemplo, en [113] que se
proponen smoothers polinomiales basados en polinomios de Chevyshev, imple-
mentados de forma paralela en CUDA, logrando convertirlos en una alternativa

posible frente a los smoothers tradicionales debido a su buen rendimiento y es-
calabilidad en GPU.

Por otro lado, existen interfaces o bibliotecas, como AMGCL, PETSc,
CUSP, Trilinos ML que varfan segtin su completitud y lo que permiten al
usuario configurar del solver a utilizar; sin embargo, todas ellas incluyen la im-
plementacion de AMG como precondicionador y permiten hacer uso de las dife-
rentes implementaciones como una “caja negra”. Por ejemplo, AMGCL [114] es
una biblioteca en C++ header-only que esta disenada para facilitar la integra-
cion de AMG en proyectos existentes y soporta implementaciones en OpenMP,
CUDA u OpenCL, permitiendo que el usuario defina datos, implementaciones
y parametros de forma flexible. Su filosoffa es explicitamente “plug-and-play” y
“extensible”; lo que la hace muy adecuada para integraciéon en entornos donde
se desea adaptar AMG a arquitecturas modernas. PETSc [115], por su parte,
proporciona un marco genérico de precondicionadores en el que AMG se inser-
ta como clase de objeto y donde el usuario puede elegir variantes del mismo,
por ejemplo, para establecer el tipo de agregacion en su AMG. Particularmente
PETSc se sittia en un nivel de abstracciéon atin mas general, ya que permite
seleccionar de que biblioteca utilizar las implementaciones, es decir, mediante
-pc_ type hypre o -pc_type amgzr se puede escoger entre Hypre o AmgX, lo
que la convierte en una interfaz muy comoda y practica para distintas apli-
caciones, por ejemplo, para simulaciones de elementos finitos [116]. De igual
modo, Trilinos ML ofrece una implementacion de smoothed-aggregation AMG
y otros esquemas, que se exponen mediante una interfaz configurable dentro
del marco general de Trilinos [117]|. Por altimo, CUSP [118], constituye una
de las primeras bibliotecas de propoésito general para computo en GPU basada
en CUDA, y ofrece implementaciones de precondicionadores (como Smoothed
Aggregation AMG), asi como una interfaz de alto nivel para solvers iterativos
y operaciones sobre matrices dispersas. Su diseno se centra en la portabili-
dad y simplicidad de uso, permitiendo experimentar con técnicas multigrilla
directamente sobre GPU. Aunque su desarrollo activo se ha reducido, CUSP

ha sido pionera en trasladar el paradigma AMG a GPUs y sirvié como base
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conceptual para bibliotecas posteriores como AmgX.

Aunque todas estas bibliotecas actuaran como un “solver” o precondiciona-
dor eficaz en muchos casos, la diferencia reside en cuan estructurada es la inter-
faz de configuracion (qué parametros de coarsening, interpolacion, smoother,
ciclo multigrilla se exponen al usuario), para qué tipo de hardware se ofrece
(por ejemplo GPU, CPU multintucleo, distribuidos) y qué tan modular o ex-
tensible es la biblioteca (por ejemplo permitir la adicion nuevas estrategias de

coarsening, exportar jerarquias, reutilizar datos).

3.4.1. Smoothers en GPU

En el marco de un algoritmo de multigrilla geométrico acelerado en
GPU |[13], se propone, entre otros aportes, un esquema multi-color simetric
lower-upper Gauss-Seidel (por sus siglas en inglés, multi-color LU-SGS) como
smoother, disenado para abordar de manera eficiente los problemas de depen-
dencias inherentes a la ejecucion paralela en GPU. Otra variante de Gauss-
Seidel como smoother para GMG, llamada X-shaped Multi-Color Gauss-Seidel
(X-MCGS) es presentada en [14]. Esta variante particiona la grilla en 4 colores
para 2D o en 8 para 3D, con ordenamiento en “X” que elimina ramificaciones
condicionales (branching) y permite accesos de memoria regulares, mejorando
el paralelismo de hilos en GPU.

Por otro lado, en AMG también existen variantes de Gauss-Seidel como
smoother que utilizan coloreo, Block Multi-Color Gauss-Seidel [119] aunque
en CPU, propone su propio coloreo apuntando a lograr el mayor balance de
carga y asi poder asegurar la eficiencia del método.

Todos los smoothers analizados se evaltian en distintos tipos de problemas,
pero ninguno resulta 6ptimo en todos los escenarios. Por ello, la elecciéon del
smoother adecuado suele depender tanto del problema especifico como de las
caracteristicas de los datos de entrada. En [120] se presenta un framework basa-
do en Convolutional Neural Networks (CNNs), entrenado a partir de problemas
de EDPs de pequena escala y guiado por teorias de convergencia multigrilla,
con el fin de garantizar propiedades especificas de suavizado. El enfoque em-
plea una funcién de pérdida orientada a minimizar el error de la aproximaciéon
y demuestra que el modelo resultante puede generalizarse a problemas de gran
escala pertenecientes a la misma clase de EDPs, con el objetivo de suplantar

o complementar el rol de los smoothers en los métodos multigrilla.
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3.4.2. ILU

Entre los smoothers utilizados para algoritmos multigrillas, se encuentra la

factorizacion incompleta LU (ILU) y sus distintas variantes.

En [121] se propone para los contextos donde la soluciéon puede ser aproxi-
mada, una estrategia iterativa para resolver los sistemas triangulares generados
por la ILU (forward and backward substitution) cuando se aplica como precon-
dicionador. Con el objetivo de aumentar la utilizaciéon de la GPU y explotar
el paralelismo, reemplaza estrategias exactas para resolver las dependencias
inherentes del sistema, como la planificacion por niveles (que, segin los auto-
res limita el paralelismo), con iteraciones de Jacobi clasicas y asincronas por

bloques, permitiendo un paralelismo mucho mas fino.

De la misma forma, en [122] se presenta una implementacion paralela bas-
tante basica (basada en level-scheduling) de ILU-PCG con el fin de resolver
problemas de CFD, en particular, la ecuacion de Poisson a partir de discreti-

zaciones espaciales para dominios irregulares.

En [123] se propone una nueva forma de paralelizar la obtencion de la
descomposiciéon matricial de LU, mediante la reformulaciéon matematica y la
resolucion de un conjunto de ecuaciones bilineales, que pueden resolverse de
forma asincrona y paralela (utilizando por ejemplo algoritmos iterativos de
punto fijo). Posteriormente los mismos autores presentan ParILUT [124], un
ILU basado en umbrales ( Threashold-based ILU), que se basa fuertemente en

el patron de dispersion de la descomposicion LU.

En [125] se presenta un algoritmo paralelo escalable para construir pre-
condicionadores de factorizacion incompleta, en particular ILU(k) e ILUT,
orientado a resolver sistemas lineales de gran escala en arquitecturas distri-
buidas. La propuesta se basa en particionar el grafo asociado a la matriz de
dependencias en subdominios equilibrados, reordenar los nodos de cada sub-
dominio para maximizar el paralelismo y aplicar un coloreo sobre el grafo de
subdominios para organizar el procesamiento de las fronteras sin introducir
dependencias innecesarias. Este enfoque permite calcular la factorizaciéon in-
completa de manera concurrente, manteniendo bajo el coste de comunicacion

y preservando la calidad del precondicionador.

Sangback y Saad en [126] avanzan en versiones de ILU(0) de forma dis-
tribuida que aprovechan diferentes enfoques de manejo de las dependencias,

tanto multicoloring como level-scheduling, obteniendo resultados que favorecen
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a la estrategia de coloreo. Recientemente en [127| propone una estrategia pa-
ra la descomposicion de dominio basada la factorizacion incompleta (ILU) en
paralelo de dos niveles para GPU. Lo relevante es que, esta misma estrategia,
también es probada como smoother para el nivel més fino de AMG, en CPU.
Este trabajo en GPU utiliza implementaciones de cuSPARSE (por ejemplo,
ILU(0)), basadas en planificacion por niveles para resolver las dependencias y
aprovechar el paralelismo. Este enfoque fue ampliamente optimizado en traba-
jos recientes, por ejemplo en [128] mediante la realizacion de un anéalisis previo
y la explotacion de técnicas de synchronization-free.

En [129] se presenta StructILU, un esquema ILU paralelo sobre mallas es-
tructuradas, que toma ventaja de la geometria del problema y preserva las
dependencias de los datos del método secuencial mientras explota el paralelis-
mo jerarquico. En esta linea, presenta tres jerarquias de dependencias: malla,
intra-fila e intra-elemento. Cada jerarquia es resuelta con diferentes estrategias,
el paralelismo de malla se explota mediante una asignaciéon de tareas basada
en dependencias aciclicas, el paralelismo intra-fila se optimiza mediante el co-
rrecto uso de las memorias y sus latencias de acceso asociadas, y el paralelismo
intra-elemento se mejora mediante operaciones matriciales especializadas que

aprovechan los Tensor Cores de las GPU modernas.

3.4.3. DILU Multicolor AmgX - Linea Base

La biblioteca AmgX de NVIDIA cuenta con una implementacion de Diago-
nal Incomplete LU (multicolor dilu_ solver), encargada de aplicar el smoother
a la grilla del nivel correspondiente. La rutina toma una matriz y su definicién
de colores y realiza dos sustituciones, una hacia adelante (forward), procesando
las filas correspondientes a cada color de forma ascendente por colores, y otra
hacia atras (backward) sobre la matriz. Mas detalladamente, estos dos pasos
estdn implementados con un core secuencial, que itera recorriendo los colores
y aplicando, para cada uno de ellos, un kernel de GPU encargado del computo
necesario segun los coeficientes no ceros que tenga cada fila perteneciente al
color.

Dado un color, una sustitucion (tanto para adelante como para atras) con-
siste en lanzar tantos hilos como sea necesario para cubrir las filas de ese color
(0 4096 si la cantidad es més grande), siendo que cada fila es procesada por

8 hilos. Como se ve en el Algoritmo 2 cada hilo es asignado a una tunica fila
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segun su posicion en la grilla y es encargado de iterar entre los coeficientes no
nulos de la misma. Para cada coeficiente distinto de cero que contenga una fila
se verifica si la columna a la cual pertenece es de un color ya computado (un
color menor en forward o mayor en backward al color en cuestion) y en ese
caso se procesa, acumulando el producto entre el coeficiente no cero y el valor
de la solucién hasta el momento de su columna. Una vez computados todos
los no ceros de una fila, los acumulados son reducidos a un tnico valor y se

guarda el resultado en memoria.

Luego de terminar el kernel para dicho color, se avanza al siguiente color,
ya sea para adelante o para atras, hasta procesar la totalidad de colores en
ambas sustituciones, resultando en un barrido bidireccional que atenta las
componentes de error de alta frecuencia en la solucién aproximada, cumpliendo

el rol de suavizado dentro del ciclo multigrilla.

Algoritmo 2 Pseudocodigo del kernel original de la sustitucion hacia adelante
para un color, propuesta por la biblioteca AmgX [99]

Entrada: Matriz A en CSR (A _wals, A_cols, A_rows), Vectores b, delta ,
Einvyx

1: Calcular warp id del hilo

2: Calcular lane_id del hilo

3: Calcular namero de fila al que pertenece (it;qy)
4: for cada fila perteneciente al color do

5 idyy = sorted _rows by color[it,,]

6:  El primero de la fila carga my b = bid,w)

7:  Se obtiene col;; y col.,q limites de la fila id,,,

8:  while Algun hilo del warp le falte procesar do

9: coliy = A_cols[coly]
10: Cargar my _x = z[colq]
11: if La fila del color de la columna es anterior: row _colors|col;y] <

current__color then

12: my_x+ = delta[col;q)

13: end if

14: Cargar my wval = A_wals[coly]
15: Actualizar my b=my_ val *my =«
16: Incrementar col;; segun la cantidad de hilos por fila (8)

17 end while

18:  Reducir todos los my b de la misma fila a uno solo

19:  El primer hilo guarda en memoria deltalid,,,] = Einv(id,e,| * my b
20: end for
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Para el resto de la tesis, la rutina de AmgX en la version 2.5.0 anteriormente
presentada, a la cual se hara referencia como M ILUgs5E, se adopta como linea
base y es establecida como punto de partida para las propuestas presentadas

en el Capitulo 5.
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Capitulo 4

Optimizacion del computo del
método SIP en GPU

En este capitulo se resume el trabajo realizado para mejorar el desempeno
computacional del método SIP sobre GPUs. Como se menciona anteriormente,
el computo del método SIP es una de las etapas principales de la herramienta
Caf fa3D.M BRi desde el punto de vista de costo computacional.

Sobre la base de los esfuerzos presentados en el Capitulo 3, se realizo un
nuevo profiling con la herramienta Nsight Systems de NVIDIA, del cual se ob-
tuvo como resultado que las mismas cuatro rutinas identificadas en trabajos
previos, contindan siendo las que més tiempo consumen en relacion a la can-
tidad de veces que se invocan, por lo que reducir su tiempo de ejecucion sigue

siendo de interés si se quiere acelerar el solver.

A partir de este anélisis es que, en las secciones siguientes, se propone
un nuevo mecanismo de planificaciéon del solver SIP con el objetivo de me-
jorar el enfoque basado en niveles. La propuesta estd motivada en el hecho
que muchos puntos agrupados en un mismo nivel podrian procesarse antes de
que se complete el nivel previo. El mecanismo de sincronizaciéon propuesto se
basa en planificaciéon por nodos o elementos y evaltiia de forma intensiva las
dependencias entre nodos de la malla en arquitecturas GPU, resolviéndolas y
permitiendo computar inmediatamente después que éstas estén resueltas. Ade-
més se realiza un analisis comparativo con la sincronizacién clasica basada en
niveles dentro del marco del SIP y se aplica a un problema del mundo real de

dindamica de fluidos.
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Figura 4.1: Dependencias del punto id. En verde se presentan dos niveles o planos.
El punto id perteneciente al nivel L, mientras que idyy/s/p pertenecen al nivel L —1

4.1. Propuesta de planificaciéon por elementos

En este apartado se presenta el nuevo mecanismo de planificaciéon propues-
to para acelerar el solver SIP, al que llamamos SIPgg (por su sigla en inglés,
Element Synchronization). Las mismas ideas pueden ser también aplicadas a
otros problemas de stencil basados en niveles. La propuesta se presenta uti-
lizando una de las cuatro rutinas principales del SIP. Esta rutina realiza la
sustitucion hacia adelante resolviendo el sistema lineal correspondiente a la
linea 4 del Algoritmo 1. Ademas, la mecanica de cémputo puede ser aplica-
da directamente a cualquiera de las otras tres rutinas del SIP de alto costo
computacional.

Como se dijo en la Seccion 3.3.3, cada punto de la malla puede depender
de hasta otros 3 puntos, que corresponden al nivel o hiperplano anterior. En
otras palabras, un punto id que pertenece al nivel L depende de idy, (Oeste),
idg (Sur) e idp (Inferior), los cuales pertenecen al nivel L —1, como se muestra
en la Figura 4.1.

En la nueva estrategia, en lugar de iterar sobre un conjunto de niveles, cada
hilo procesa tnicamente un punto de la malla. Esto implica que el kernel debe
lanzar suficientes hilos para cubrir toda la malla en lugar de solo el nivel de
mayor tamano. Aunque el nuevo enfoque incrementa significativamente la can-
tidad de hilos a utilizar, esto no se traduce necesariamente en una sobrecarga
mayor en cuanto al manejo de hilos en la GPU. Ademas, las GPU modernas
han incrementado notablemente su niimero de ntucleos y otros recursos en los

ultimos anos, por lo que un mayor nimero de hilos puede incluso contribuir a
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una utilizacion mas eficiente del dispositivo.

Al inicio del kernel, cada hilo debe esperar a que los hilos previos calculen
los valores de sus tres dependencias. Esto se logra haciendo polling sobre las
tres posiciones correspondientes de un vector, consultando su valor, el cual
contiene un 0 si el valor no esta listo y un 1 en caso contrario. Dado que esta
consulta implica acceder a la memoria global de la GPU, el warp que realiza la
operacion de lectura se suspende, lo que provoca que el planificador seleccione
otro warp para ejecutar. De esta forma, no existe el riesgo de que un warp
bloquee la GPU, siempre que los hilos dentro de un warp pertenezcan al mis-
mo nivel. De lo contrario, un hilo podria depender de otro del mismo warp, lo
que obligaria al warp a esperar a que este mismo termine la ejecucion, gene-
rando un bloqueo (deadlock). Este problema se evita configurando una grilla
bidimensional de hilos, donde la dimensién y corresponde a los planos y la
dimension x tiene suficientes hilos para cubrir el plano de mayor tamano. De
este modo, se garantiza que los hilos de cada warp (32 hilos consecutivos en
la dimension x) procesan el mismo plano, al costo de tener un nimero consi-
derable de warps inactivos (porque quedan por fuera de los limites del plano
correspondiente). Se estima que este costo es despreciable en comparacion con

las ganancias derivadas del nuevo esquema de planificacion.

4.1.1. Optimizaciones de memoria

Como es sabido, organizar el acceso a la memoria de manera eficiente es
de vital importancia, especialmente en aplicaciones, como en este caso, donde
el acceso memoria es una de las principales limitantes. Por lo tanto, ademas
del nuevo esquema de planificacion de hilos, para la propuesta se realizan
optimizaciones especificas de memoria para mejorar el rendimiento del kernel.
Aunque estas optimizaciones son més especificas, también pueden aplicarse a
los cuatro kernels que componen el solver SIP de Caffa3D.MBRAi.

Para llevar a cabo esta propuesta, se realiz6 un anélisis detallado de las
dependencias involucradas en el computo de cada hilo. Como resultado, se
obtuvo que para el calculo de cada punto de la malla, es necesario cargar
informacion desde la memoria global. Algunos de estos valores presentan la
particularidad de no depender de los puntos vecinos (por ejemplo, id,,, ids € i
en el caso de id), y es sobre estos que se busca trabajar.

La optimizacion principal consiste en realizar un prefetching de todos aque-
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llos datos que no son modificados por el kernel antes de detenerse a esperar
por sus dependencias, aprovechando el tiempo que cada hilo desperdicia espe-
rando sobre el vector de dependencias. Esto se basa en que los warps solo se
bloquean por dependencias de datos, de modo que realizar prefetching de estos
valores permite tener en curso esas transacciones de memoria mientras se espe-
ra a que otros warps procesen los valores requeridos. Por ejemplo, en los pasos
de sustitucion hacia adelante y hacia atrés, los coeficientes de las matrices L
y U en las ecuaciones (3.2) y (3.3) pueden cargarse tan pronto como inicia
la ejecucion. Por el contrario, los elementos de R' y 2! no pueden cargarse
hasta que otros warps del bloque los modifiquen. En la implementacion actual
del SIP en Caf fa3D.M BRi, también pueden precargarse otros valores, como
los indices de acceso a la memoria de los hiperplanos, los cuales se almacenan
explicitamente para que puedan ser reutilizados por cada kernel.

De esta forma, para cada hilo, una vez que sus vecinos terminen de compu-
tarse, este tendra a su disposicion los valores necesarios cargados, prontos para
realizar el computo sin necesidad de acceder a la memoria global del dispositivo
y asi poder obtener un mejor rendimiento.

Con el fin de prevenir un uso desmedido de los registros del kernel, lo que
podria afectar negativamente la ocupacion de la GPU, se realiza tal prefetching
almacenando los valores de una de dos formas; o en registros locales del hilo,
memoria que posee el menor tiempo de acceso; o en memoria compartida,
memoria que tiene un tiempo de acceso menos performante que los registros
pero menor a la global, con la ventaja de que es compartida entre hilos del
mismo bloque.

Esta optimizacion se aplica a la mayoria de las nuevas rutinas sincronizadas
a nivel de elementos. La rutina de sustituciéon hacia adelante resultante, que
incluye todas las optimizaciones, se resume en el Algoritmo 3, donde Res es el
vector soluciéon, Bp contiene los coeficientes de L para cada punto, Sync es el

vector de sincronizacion, y InSIP, LulsInf contienen informacion de indexado.

4.2. FEvaluaciones experimentales

En esta secciéon se presentan las evaluaciones experimentales realizadas pa-
ra validar el nuevo esquema de planificaciéon. En primer lugar, se evalia la
rutina SolveL UforFiForwardSIP _GPUk de forma independiente para diferen-

tes tamanos de malla y cantidades de hiperplanos. En segundo lugar, se mide
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Algoritmo 3 Pseudocodigo del kernel de la sustitucion hacia adelante LU _ -
Forward 2F.

Entrada: Res, Bp, InSIP, Lvlsinf, Sync

Salida: Res

1: Inicializar variables como el desplazamiento dentro de la grilla (idx) y del
bloque (tid)

2: if El hilo esta dentro de los limites de la malla stencil then

Obtener el indice del punto a procesar: idp = LulsInf[idzx]

Obtener los indices del los vecinos: ids, idw, idb = InSIPlidp)

Guardar en registros desde memoria global: Bpg[0..3] = Bplidp][0..3]

Guardar en memoria compartida desde memoria global: Resg = Res][idp]

while hay dependencias sin resolver: (Synclids, idw, idb] # 1)

Procesar el punto idp:

Reslidp] = Ress — Bpg[0] * (Bpg[l] * Reslidb] — Bpg[2] * Res[idw] —

Bpg[3] * Reslids])

9: end if

10: Marcar el punto como resuelto: Synclidp] = 1

el rendimiento de las nuevas rutinas sobre un problema real de dinamica de

fluidos computacional (CFD).

4.2.1. Plataforma de pruebas

La GPU sobre la que se realizaron todas las ejecuciones presentadas en este
capitulo es una NVIDIA GeForce GTX 1080 Ti con 11 GB de memoria, 11Gbps
de ancho de banda y una interfaz de 352-bits. Ademas, esta GPU cuenta con
arquitectura Pascal y tiene 3584 CUDA cores. La version de CUDA utilizada
fue la 11.4.

El procesador utilizado es un Intel(R) Core(TM) i7-6700 CPU @ 3.40GHz

con 8 cores y 64 GB de RAM, con sistema operativo Linux.

4.2.2. Resultados y Analisis

Para obtener los resultados que se presentan en esta seccion, las dimensiones
que definen el tamano del problema (N;, N;, y Ni) han sido variadas desde 32
a 512, con un paso fijo de 16 para el caso de N; y de 32 en los demas.

La Figura 4.2 presenta los speedups obtenidos para el kernel de sustitucion
hacia adelante respecto a la versiéon basada en niveles, escalando las dimensio-

nes de la grilla de modo que la cara frontal de la malla de puntos (N; y Nj)
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Figura 4.2: Speedups de las versiones con sincronizacién basada en elementos
(SIPgg) frente a la basada en niveles (S1Ppg), variando N; y N; , Ni.

sea cuadrada. La primera observacion es que el desempeno de la sincroniza-
cion basada en elementos (SIPgg) supera claramente al de la implementacion
basada en niveles (S1Pps), con aceleraciones entre 1,38x y 1,94x.

A primera vista, puede notarse que tamanos mayores de N; y Nj, alcanzan
speedups superiores. Ordenando por tamano y dividiendo los resultados en dos
partes iguales, la primera mitad acumula un promedio de 1,52x y la segunda
mitad 1, 70x. La causa de esta diferencia es la ocupacion de la GPU. La tarjeta
grafica NVIDIAGTX 1080 T'T puede procesar hasta 8 bloques simultaneamen-
te por SM, y su capacidad méxima se alcanza con aproximadamente 28672
bloques. Por ejemplo, si se observa en la figura la grafica correspondiente a N;
y N iguales a 160, esta comienza a superar el promedio de la primera mitad
(1,5%) una vez que N; sobrepasa 128. Esto se debe a que, para resolver una
malla de tamano 128 x 160 x 160, es necesario lanzar el kernel con una grilla
de ejecucion de tamano 65 x 446, lo que implica un total de 28990 bloques,
suficientes para aprovechar al maximo las capacidades de la GPU.

Por otro lado, para N; y N iguales a 256, el procedimiento se interrumpe
luego de N; igual a 320, aunque no puede afirmarse con certeza, este compor-
tamiento sugiere una posible insuficiencia de memoria del dispositivo. Seria
necesario un analisis mas exhaustivo para confirmar esta hipotesis y determi-
nar una soluciéon adecuada.

Exceptuando los tres casos mas pequenos, los beneficios obtenidos por
S1Pgg tienden a aumentar con /N;. Esta dimension esta directamente relacio-

nada con la cantidad de planos y la cantidad promedio de puntos por plano.
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Figura 4.3: Media de cantidad de bloques (# of Blocks) por nivel (Level).

Debido a la construccién de la malla, para N; = Nj, = m, la cantidad de puntos
por nivel aumenta con N; hasta que N; = m. Los niveles siguientes mantienen
la misma cantidad de puntos hasta los ultimos m niveles, donde la cantidad
de puntos comienza a disminuir. El aumento y decremento de la cantidad de
puntos es analoga en ambos pasos de creacion, y responde segiin la sucesion

de ntimeros triangulares.

Para seguir con la evaluacion, es relevante estudiar el comportamiento de
ambas versiones segin la cantidad de niveles. Aumentar esta cantidad no siem-
pre afecta proporcionalmente la cantidad de bloques a lanzar. Por como es la
construcciéon de los niveles, anadir uno provoca que se anadan los bloques
necesarios para cubrirlo, y a su vez, los niveles anteriores se veran modifica-
dos (aumentando su tamano). En otras palabras, observando la Figura 4.3, se
puede observar que la grafica no presenta un crecimiento lineal. Ademas, po-
demos ver que si buscamos obtener una cantidad de bloques cercana a 28600

o superior, debemos tener en el entorno de 414 niveles o mas.

La Figura 4.4 muestra los speedups obtenidos en funciéon de la cantidad de
niveles. Puede observarse que, como se menciond anteriormente, a partir de
414 niveles en adelante, el beneficio de la implementaciéon propuesta comienza
a incrementarse. Dado que la version propuesta adelanta en el tiempo algunas
operaciones de cada nivel, resulta razonable observar una mayor aceleracion
en escenarios con muchos niveles. Cuando hay pocos niveles, el rendimiento de
ambos enfoques deberia ser relativamente similar. Sin embargo, los resultados
muestran primero un incremento y posteriormente una caida en las aceleracio-
nes de los primeros casos de prueba. En la grafica también se observa el efecto

del tamano de la malla, ya que los casos con menor cantidad de niveles son
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Figura 4.4: Speedups de las versiones basadas en elementos (SIPgg) frente a la
basada en niveles (SIPrg), variando la cantidad de niveles.

los més pequenos en la dimension N;, aunque se requieren pruebas adiciona-
les para poder caracterizar este comportamiento. También es importante ver
la relacion del desempenio con la dimension de estos niveles. Por la forma de
construccion de la malla, la cantidad de puntos por nivel entre los primeros
m y los tdltimos m niveles (en caso que N; sea mas grande que las otras dos
dimensiones) cuentan todos con la misma cantidad de puntos que el nivel m,
la maxima. Para analizar como impacta esta cantidad en el rendimiento de
la propuesta se evaliia los rendimientos en problemas obtenidos de discretiza-
ciones cuadradas de distintos tamanos. Estas tltimas cuentan todas con una
cantidad de niveles diferente, pero tienen siempre un tnico nivel de tamano

maximo.
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Figura 4.5: Tiempo de ejecucion (en milisegundos) y speedup para mallas cibicas
de diferentes tamanos (el eje x muestra la raiz cibica del tamano del problema).

En la Figura 4.5 se muestra el efecto de variar las tres dimensiones a la vez.

Este anélisis permite obtener una idea de la escalabilidad débil de la solucion
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Dimension | # de niveles | T. SIPpg (ms) | T. SIPgg (ms) | Speedup
3% 94 0,151 0,104 1,45
64° 190 0,484 0,301 1,61
96° 286 0,842 0,560 1,50
1283 382 1,344 0,903 1,49
160° 478 2,134 1,331 1,60
1923 074 3,274 1,878 1,74
2247 670 5,020 2.707 1,85
2567 766 7,317 3,897 1,88

Tabla 4.1: Tiempo de ejecucion de SIPrs y SIPgg en discretizaciones cubicas de
diferentes tamarios.

propuesta. Como puede observarse, el tiempo de ejecuciéon crece a un ritmo
considerablemente menor que el tamano del problema, y la mejora relativa
respecto al enfoque basado en niveles se mantiene. A su vez, la Tabla 4.1
anade a las mejoras y los tiempos exactos de ejecucion obtenidos, la cantidad
de niveles de cada problema. Y junto con los mismos se puede corroborar que
la aceleracion de la implementacion sobrepasa speedups de 1,50 y comienza a
ser mas estable luego de alcanzar la ocupaciéon maxima de la tarjeta grafica, es

decir, luego de sobrepasar los 414 niveles, al igual que en problemas no ctibicos.

4.2.3. Aplicacién a un problema de Dinamica de Fluidos

Luego de haber estudiado el rendimiento de la propuesta (utilizando el ker-
nel de sustitucion hacia adelante) para una amplia gama de tamanos de malla,
se evaluaron las cuatro rutinas con planificacién por elementos en un escena-
rio real. Se eligi6 un problema de dinamica de fluidos que consiste en un canal
con escalon orientado hacia atras (3D turbulent backward-facing step BFS) con
Re=5, 0 x 104, relativo a la altura del canal (como se muestra en la Figura 4.6).
Este benchmark se utiliza frecuentemente en el ambito de CFD y corresponde
al mismo problema abordado en [§]. Una descripcion mas detallada de este
problema puede encontrarse en [130].

La Tabla 4.2 resume el rendimiento de la nueva version del solver SIP dentro
de Caf fa3D.MBRi. Donde LU fw, LU bw, Res Inny LU coef represen-
tan a las rutinas del solver SIP sobre las que se trabajo: SolveL UforFiFor-
wardSIP _GPUEk, SolveL UforFiBackwardSIP _GPUk, ComputeResInnerCells-
SIP _GPUk y ComputeLuCoefficientsSIP_GPUE respectivamente. Aunque la

mejora global en el caso BFS se encuentra por debajo del méaximo obtenido

95



Figura 4.6: Campo de velocidad instantanea, normalizada por la velocidad uni-
forme de entrada, donde se aprecia la naturaleza turbulenta del fluido.

Nombre | N; | N; | Ny | Version | LU_fw | LU_bw | Res_Inn | LU_coef | Total | Accel.
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Tabla 4.2: Tiempo de ejecucion total (en segundos) de los cuatro kernels para las
diferentes discretizaciones del problema BF'S.

para el kernel de sustitucion hacia adelante en la secciéon anterior, se puede ob-
servar en la Figura 4.7 que las optimizaciones producen mejoras de rendimiento
en todos los casos excepto en ComputeLuCoefficientsSIP, que para todos los
escenarios implica tiempos de computo apenas mayores que la version origi-
nal. Sin embargo, dado que este kernel se ejecuta solo una vez por cada paso
temporal, su impacto en el tiempo total es menor que el del resto. La mayor
ganancia de rendimiento se obtuvo en ComputeResInnerCellsSIP, obteniendo

aceleraciones de entre 1,92x y 3,35% dependiendo del caso.
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Figura 4.7: Rendimiento de las rutinas involucradas en el solver SIP para las
versiones SIPrs y SIPgg sobre los problemas BFS.
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Capitulo 5

Optimizacién de DILU
Multicolor, en la biblioteca
AmgX de NVIDIA

Al utilizar AMG como precondicionador para mejorar la convergencia de
un método iterativo, el papel del smoother elegido es de suma importancia, ya
que representa uno de los componentes de mayor costo computacional, por lo
que su optimizacion resulta fundamental para mejorar el rendimiento global
del método. La implementacion MILUgasE, presentada en el Capitulo 3, pue-
de requerir el lanzamiento secuencial de un nimero considerable de kernels,
cuya magnitud depende directamente del algoritmo de coloreo empleado. Este
esquema introduce limitaciones en el aprovechamiento del paralelismo dispo-
nible en plataformas como las GPU y puede generar sobrecargas asociadas al

lanzamiento de kernels y al acceso a memoria global.

Considerando los aspectos mencionados en el parrafo anterior, en esta sec-
cion se presentan las implementaciones propuestas del método DILU Multico-
lor orientadas a GPUs NVIDIA de arquitectura reciente. El principal objetivo
de la propuesta es abatir las limitaciones observadas en la linea base y explotar

de manera més eficiente el paralelismo inherente al método.

En esta linea, se presentan las variantes SEMILUsp y SEMILU,p, que
difieren en el patrén de acceso a memoria de los diferentes kernels y las sin-
cronizaciones necesarias para respetar las dependencias de datos inherentes a

las sustituciones triangulares.
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5.1. SFMILU 2D

La principal diferencia de disefio de la linea base con las propuestas en este
trabajo, es que las tltimas estdn basadas en la invocacién de un dnico kernel
de GPU que procesa todos los colores mientras que en la version original se
invoca un kernel de CUDA por cada color. La configuracion de la grilla para
este kernel debe, entonces, contar con la suficiente cantidad de hilos para cubrir
todas las filas de la matriz, sin importar su color.

Especificamente, el kernel propuesto utiliza 8 hilos por fila, al igual que
la linea base, pero utiliza una grilla rectangular de dos dimensiones (ver la
Figura 5.1). En el eje vertical se ubican los colores, asignando cada color a una
fila de la grilla. En el eje horizontal se dispone un ntimero de hilos suficiente
para cubrir al color de mayor tamano, es decir, aquel que contiene la mayor
cantidad de filas de la matriz. Con un analisis previo, liviano en computo, es
posible determinar la cantidad de hilos que requiere el procesamiento de cada
color. El color mas grande define asi una cota superior de la cantidad de hilos
a utilizar para cada uno de ellos. Ademés, queda directamente determinada
una grilla de hilos rectangular (cantidad de colores x cota de hilos por color)

lo que simplifica la identificacién y asignacion entre los hilos.

|max color (i)|
Block size
A

Colors v il [ [ [[TTTITTTTT]

Figura 5.1: Grilla de Kernel para SFMILUsp.

La estrategia seguida permite mapear cada fila de cada color a 8 hilos, pero
también habilita potencialmente procesar concurrentemente todos los colores,
evitando esperas innecesarias. La ventaja de este enfoque se basa en que las
filas de un color no necesariamente tienen dependencias con todas las filas de

los colores anteriores (sea forward o backward), por lo que podrian comenzar
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a procesarse antes de que se complete el color previo, de haber recursos dis-
ponibles en la GPU. Por lo tanto, la estrategia propuesta permite computar
cada fila cuando todas sus dependencias ya estan resueltas, a diferencia de la
version original, que necesita completar el computo de todas las filas de los co-
lores anteriores. Dicho de otra forma, si la fila f; del color ¢ depende solamente
de la fila f; del color j, para procesar f; solamente se debe esperar a que f; sea
computada, a diferencia de la linea base, en la que no solo se tiene que esperar
por todas las filas del color j sino que también por todos las filas de los colores
anteriores a 1.

La implementacion de la estrategia emplea dos arreglos de enteros (uno
para cada sustitucion) de igual dimension que la solucion. Cada vez que una
fila es procesada se cambia a 1 el valor de la celda del arreglo correspondiente
segun su indice mientras que las posiciones de filas no resueltas permanecen
en 0. En paralelo, aquellas filas que tienen dependencias no resueltas consul-
tan periodicamente las posiciones correspondientes hasta obtener un 1, lo que
indica que la dependencia fue resuelta.

Como se menciona anteriormente, la propuesta ofrece mas paralelismo que
la implementacién base, especialmente en los casos donde la matriz contiene
muchos colores y las filas contienen un niimero constante de no ceros cercano a
8. Sin embargo, dependiendo del contexto o la matriz en cuestion, la estrategia
puede ser ineficiente desde el punto de vista del trabajo de cada hilo o el
balance de carga entre ellos.

Dejando de lado que los bloques sin filas asociadas terminan inmediata-
mente su ejecucion, con esta estrategia de lanzamiento pueden quedar muchos
hilos ociosos o con muy poca cargar si la fila a la que pertenecen tiene po-
cos elementos. Por el contrario, si una fila tiene muchos elementos, los hilos
asignados a la misma resultan muy cargados. Es por esto que una asignaciéon
fija de hilos por fila, como se propone, genera esfuerzos muy desbalanceados
entre los diferentes hilos, provocando que algunos warps tengan mas carga que
otros e incluso diferencias de trabajo entre hilos del mismo warp, desperdician-
do potencial de computo. Un ejemplo puede verse en la Figura 5.2, donde el
warp j encargado de procesar las filas desde row hasta row + 3, distribuye sus
hilos de la siguiente manera: los primeros 8 hilos se asignan a la fila row, los
8 siguientes a row + 1, los 8 siguientes a row + 2 y los ultimos 8 a row + 3.
Dentro del primer grupo, 4 hilos procesan tres elementos cada uno y los 4

restantes procesan dos elementos. En la fila row + 1, unicamente los primeros
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row i+1

warp j
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Figura 5.2: Ejemplo de warp con desbalance de carga.

4 hilos procesan elementos; en row + 2, solo los primeros 2 hilos participan;
finalmente, para row + 3, los primeros 4 hilos procesan dos elementos cada
uno y los ultimos 4 hilos procesan un tnico elemento cada uno. Para mitigar
esta problematica implementamos la version SFMILU,p, que se describe a

continuacion.

5.2. SFMILU 1D

Con el objetivo de alcanzar una estrategia que cuente con las fortalezas de
la version anterior, pero que agregue una distribuciéon equitativa de trabajo
entre hilos, se desarroll6 la variante llamada SFMILU,p.

El desbalance en el computo antes referido tiene dos grandes causas:

» La primera se relaciona con la cantidad de hilos totales empleados. El
tnico contexto en el que todos los hilos son utilizados es cuando todos los
colores necesitan la misma cantidad de hilos para ser procesados debido
a que cada uno tiene asociada la misma cantidad de filas. En cualquier
otro caso inevitablemente quedaran hilos ociosos, i.e., dependiendo de
coOmo sean las dependencias de la matriz, utilizar una cota superior de
la cantidad de hilos puede conducir a una asignaciéon de recursos poco
eficiente.

= La segunda refiere a diferencias de esfuerzo para procesar las distintas
filas. Dado que la versién anterior asigna una cantidad fija de hilos para
procesar cada fila, cuando las filas tienen importantes diferencias en la
cantidad de coeficientes no ceros (como puede verse en la Figura 5.2),

quedan hilos ociosos o sobrecargados.
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Para poder abordar los puntos mencionados es necesario acceder a cierta
informaciéon que permita una correcta asignacion de los recursos segin la de-
manda de cada fila. Esto se puede alcanzar mediante una etapa de anélisis
sobre la matriz, que la recorra y clasifique cada fila segtin su cantidad de ele-
mentos distintos de cero, para que posteriormente se asigne a cada warp una
cantidad de filas a resolver dependiendo de la cantidad de no ceros de tales
filas.

En esta linea, la version SF M I LU, p no utiliza una cantidad fija de 8 hilos
por fila, sino que la cantidad de hilos por fila es particular para cada warp
y puede valer 32, 16, 8, 4, 2 o 1, dependiendo de la cantidad de no ceros de
las filas agrupadas en el warp. Ademas, las filas asignadas a un mismo warp
son de tamano similar, para que todos los hilos pertenecientes al warp deban
procesar una cantidad equitativa de elementos. Esta asignacion asegura que
no se generen desbalances intra-warp y provoca que se procese, por warp, una
cantidad de filas igual a una potencia de dos (1, 2, 4, 8, 16 o hasta 32) en
simultaneo, lo que facilita la posterior reducciéon de los valores de una misma
fila a un unico valor con la intrinseca _ shfl zor(). Por otro lado, las filas

que comparten warp deben pertenecer al mismo color para evitar deadlocks.

En este contexto el analisis utilizado para esta propuesta se centra en reunir,
por cada color, filas de tamano similar y agruparlas, de modo que cada warp

pueda encargarse de procesar cada uno de los grupos formados.

La etapa de célculo de la propuesta, posterior al anélisis, procede igual que
SFMILU,p, en el sentido de que se invoca un tinico kernel para procesar todos
los colores. A partir de la informacion detallada de cada fila y de su agrupacion
dentro de warps, es posible determinar con exactitud la cantidad de warps
requeridos para procesar todos los colores de la matriz. En esta version, dicha
informacion se utiliza para configurar el lanzamiento del kernel con el niimero
minimo y suficiente de bloques que permitan contener los warps necesarios.
En consecuencia, el kernel se invoca empleando una grilla unidimensional de
hilos, optimizando asi la asignacién de recursos y evitando la sobreasignacion

innecesaria de bloques.

Tanto en SFMILUsp como en SEM LU p, el tamano de la grilla se define
de modo que siempre haya hilos suficientes para cubrir todos los colores de la
matriz. Esto asegura que cada hilo procese exclusivamente los elementos de

una tunica fila, evitando iteraciones adicionales dentro del kernel.
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5.3. Evaluaciéon Experimental

En esta secciéon se resume la evaluacion experimental de las implementa-
ciones propuestas y el analisis de los resultados obtenidos. La evaluacion se
realiz6 en dos etapas diferenciadas. Por un lado, se evaltan las rutinas de
manera aislada, es decir, se estudian los rendimientos computacionales de las
rutinas especificas y se los compara con sus contrapartes en la linea base para
un conjunto amplio de matrices dispersas. Por otro lado, se evaltan los desem-
penos de los solvers completos (incluyendo las rutinas propuestas o las de la

linea base) como parte de la biblioteca AmgX sobre un conjunto méas reducido

de problemas de CFD.

5.3.1. Plataforma de pruebas

Las evaluaciones experimentales presentadas en este trabajo se realizaron
en la plataforma de hardware labgpu03, equipada con un procesador Intel(R)
Core(TM) i7-6700 @ 3.40GHz, 64 GB de memoria RAM, 64 kB de caché L1,
256 kB de caché L2 y 8 MB de caché L3. El sistema cuenta ademéas con una
unidad de procesamiento grafico (GPU) NviDiA RTX 3090 Ti perteneciente
a la arquitectura Ampere. Respecto a las bibliotecas se utiliz6 CUDA en su

version 11.4 y AmgX en su version 2.5.0

5.3.2. Ambiente aislado

Para el estudio aislado se utiliza un conjunto de 1232 matrices dispersas
de la coleccion de SuiteSparse [131]. Este conjunto de matrices tiene suficiente
variedad en los valores de sus caracteristicas, como la dimension (N), cantidad
de elementos distintos de cero (nnz) y densidad (nnz/N). La Figura 5.3 resume
algunas caracteristicas de las matrices. Todos los tiempos presentados en esta
seccion son el promedio de repetir 100 veces cada ejecucion.

Para simplificar, a la hora de colorear cada matriz del conjunto se utilizd
la primitiva cusparseDcsrcolor de la biblioteca CUSPARSE, ofrecida por NVI-
DIA [132]. El mismo coloreo fue el utilizado para todas las implementaciones,
es decir: linea base (MILUpasg), SEFMILUyp y SFMILUp. Sin embargo,
existen bibliotecas que brindan otros algoritmos de coloreo basados en dife-
rentes heuristicas, las cuales provocan variaciones de eficiencia y calidad, en

cuanto al tiempo y a la cantidad promedio de colores utilizados [45, 133, 134].
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Figura 5.3: Caracteristicas del conjunto grande de matrices.

El conjunto de matrices considerado en esta secciéon se ordena segun la
cantidad de colores obtenidos tras la aplicacion del algoritmo de coloreo. De
esta forma, las matrices con menor niimero de colores aparecen en primer lugar,
lo que facilita analizar la relacion entre el paralelismo disponible y el desempeno
de las implementaciones propuestas. En los casos en que las matrices presentan
la misma cantidad de colores, el criterio de desempate se establece segin la
dimension de la matriz, ordenandolas de menor a mayor tamano. El orden

resultante puede verse en la Figura 5.4a.

El primer experimento es aplicar las rutinas MILUgasg, SEMILU;p y
SEFMILUp sobre las matrices del conjunto antes mencionadas. En la Figu-
ra 5.4 se muestra en azul y en rojo el valor de speedup obtenido por las im-
plementaciones de SEMILUsp v SEFM LU, p para cada matriz del conjunto

sobre la linea base.

En la gréfica referida a la sustitucion hacia adelante (Figura 5.4b) se puede
observar que la mayoria de los puntos estdn por arriba de 1,0. En el caso de
la sustitucion hacia atras (Figura 5.4¢), los resultados son similares aunque los
speedups de esta etapa aparecen desplazados levemente hacia abajo. En otras
palabras, si bien se logran reducir los tiempos de computo, estas mejoras son
menores que en la sustitucion hacia adelante. Esta situacion se puede explicar
a que generalmente los tiempos de ejecucion de este paso en la linea base son
menores. Lo que significa que algunos costos fijos de la ejecucion se mantienen
provocando que las optimizaciones trabajen sobre una parte més reducida del
tiempo de ejecucion.

De igual forma, las mejoras son significativas, presentando medias de 2, 09 x
y 4,81 para la sustitucion hacia adelante y medias de 1,5x y 3,0x para la

sustitucion hacia atras para las versiones SFMILU;p y SFMILU,p respec-
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(a) Dimension y colores de las matrices segin el orden estable-
cido.

@ SpeedUp Forward SFMILU 2D @ SpeedUp Forward SFMILU 1D
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Matrix

(b) forward Speedup de las implementaciones
SFMILUyp y SFMILU, p sobre la linea base.

@ SpeedUp Backward SFMILU 2D @ SpeedUp Backward SFMILU 1D

SpeedUp

Matrix

(¢) backward Speedup de las implementaciones
SFMILUyp y SFMILU,p sobre la linea base.

Figura 5.4: (a) Dimension y colores de las matrices, (b) forward y (c) backward
Speedup de las implementaciones SFMILUyp y SEMILU,p respecto a la linea
base, sobre el conjunto amplio de matrices ordenadas segun el criterio establecido.
Los speedups por encima de 1,0 refieren a mejoras obtenidas con las implementa-

ciones propuestas.
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tivamente.
Dado el orden en el que se muestran las matrices en la gréfica, se puede

observar que el rendimiento de las versiones propuestas tiende a igualarse a la
linea base cuando la cantidad de filas promedio por color es muy grande. Esto
puede apreciarse mejor en la Figura 5.5, observando que cuando los puntos
verdes que estan sobre la izquierda de la grafica toman valores de Dim gran-
des, los puntos rojos comienzan a tener valores mas pequenos, acercandose a
1,0. Un promedio de filas por color alto implica que la matriz se puede co-
lorear con una cantidad muy baja de colores o que la matriz tiene una gran
cantidad de filas en comparacion a la cantidad de colores. En ambos casos, es
razonable que el rendimiento de las propuestas se parezca al de MILUgasE,
ya que, proporcionalmente, la cantidad de sincronizaciones no es importante

en comparacion con el computo implicado.
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Figura 5.5: Speedup de la sustituciéon hacia adelante de la propuesta SFMILUp
sobre la linea base ejecutado de forma aislada, y dimensiones para cada matriz,

ordenadas por cantidad de colores.

Ambos pasos unidos conforman una aplicacién del smoother, por lo que es
interesante evaluar su tiempo de computo en cada implementacién propuesta
con respecto a MILUgask. En esta linea, el siguiente experimento estudia los
speedup de las versiones propuestas frente a la linea base sobre el tiempo total

de ambos pasos ejecutados consecutivamente de forma aislada para el conjunto
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Figura 5.6: Speedup Total de las implementaciones SFMILUsp vy SFMILU p
sobre la linea base ejecutado de forma aislada, ordenadas por cantidad de colores.

de matrices.

En la Figura 5.6 se resumen los tiempos totales de aplicar el smoother. Los
resultados obtenidos siguen la misma tendencia que ambos pasos por separado,
tomando un valor intermedio de mejora para cada matriz. Especificamente, se
alcanza una aceleraciéon media de 1,8x y 3,7x para la implementacion de
SFMILU;p v SFMILU,p respectivamente.

SFMILUsp es mas estable a lo largo del conjunto de matrices, mante-
niéndose en valores de speedups entre 1,0x y 2,0x, mientras que SEM LU, p
obtiene speedups desde 1,0x hasta 10,0x. Estos picos del grafico se deben a
la estructura de cada matriz. En particular, matrices en las que las filas tienen
muchos no ceros pueden explotar mas recursos computacionales en la variante
SFMILUp, ya que en la version SFMILUsp la cantidad de hilos por fila
estd limitada en 8. Como puede verse en la Figura 5.7 para la gran mayoria
de las matrices que tienen en promedio 8 o méas elementos por fila, la ver-
sion SFM1LU,p obtiene mayores beneficios que SFMILU;p. Por otro lado,
las matrices que tienen un muy bajo promedio de no ceros por fila, también
alcanzan importantes mejoras dado que pueden beneficiarse fuertemente de
procesar varias filas en paralelo con un warp.

Adicionalmente, es notorio que tanto en las dos etapas de sustitucion, co-
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Figura 5.7: Speedup del tiempo total del smoother de la implementacion
SFMILUp sobre SFMILU>p ejecutada de forma aislada, ordenadas por canti-
dad de elementos no cero promedio por fila.

mo en el tiempo total del smoother, para la gran mayoria de las matrices la
version SEMILU,p es superior a SFMILU,p. Es decir, los puntos rojos de
las graficas en general estan por encima de los azules, corroborando asi que
una distribucion de carga més uniforme entre hilos mejora significativamente
la eficiencia de estas rutinas. Adecuéndose al contexto de la matriz, organi-
zando los warps en funcién a la cantidad de elementos no nulos que contiene
cada fila y optimizando el trabajo de cada hilo es que el analisis permite a
SFMILU;p tener speedups mayores, siendo en promedio 2,4 veces mas rapi-
do que SFMILU;p en ambas sustituciones.

La tnica situaciéon en la que este comportamiento se invierte levemente
ocurre cuando la matriz puede ser coloreada con un nimero muy reducido
de colores. En tales casos, SFMILU,p alcanza un mejor rendimiento que
SFMILU,p, al evitar la l6gica adicional que este tltimo introduce y que re-

sulta innecesaria en escenarios de baja complejidad.

5.3.3. Integracion con la biblioteca AmgX

A continuacién se presentan los resultados recabados luego de utilizar la

biblioteca AmgX. La misma tiene la posibilidad de manipular la interfaz de
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configuracion mediante un archivo JSON, que proporciona flexibilidad para de-
finir solvers, pardmetros de convergencia y estrategias de precondicionamiento
sin necesidad de modificar el codigo fuente.

Para este trabajo la configuracion utilizada tiene el método de Gradiente
Conjugado Precondicionado (PCG) como solver principal, ampliamente utili-
zado en problemas CFD, particularmente los derivados de las ecuaciones de
Navier-Stokes o simplificaciones, siguiendo las lineas de PCG_ CLASSICAL -
V' incluido como plantilla en la biblioteca. Como precondicionador se emplea
un esquema de multigrilla algebraica (AMG), con coarsening agresivo en los
dos primeros niveles, ciclo tipo V, un interpolador de tipo D2, el coarse solver
por defecto (Dense LU Solver), y el criterio de convergencia utilizado esta ba-
sado en la norma del residuo relativo al inicial, con una tolerancia de 1 x 107%.
Como smoother, en cada nivel se utiliza DILU Multicolor, que permite una re-
solucion paralela por colores, como se presenté anteriormente. El smoother se
aplica una vez antes de restringir el residuo (pre-smoothing) al siguiente nivel
coarse y una vez después de prolongar la correccion (post-smoothing) desde el
nivel coarse.

Por otro lado, para las pruebas en este apartado se utiliza un conjunto
més reducido que incluye seis matrices, todas ellas del area de "Computational
Fluid Dynamics” de la coleccion de SuiteSparse. Como se puede ver en la
Tabla 5.1 las matrices elegidas son representativas en cuanto a su dimension,
cantidad de colores necesarios para colorearlas, cantidad de no ceros, densidad
y desviacion estandar (respecto a la cantidad de elementos distintos de cero por
fila). Asimismo, si bien es un conjunto pequeno de matrices, en este apartado se
evaliian también las diferentes versiones de las matrices en cada nivel de AMG
para cada una de ellas. Recordar que las matrices intermedias construidas a
partir de productos de Galerkin y utilizadas en el V-Cycle tienen caracteristicas
diferentes a la del nivel més fino.

Todos los resultados presentados a continuacién son el promedio de 50
ejecuciones.

El Algoritmo 4 muestra de forma simplificada el procedimiento que se uti-
liz6 para evaluar el impacto de incorporar las nuevas rutinas a la biblioteca
AmgX. El flujo de ejecucion comienza cargando la matriz en formato CSR (en
la linea 1) y la configuracion a utilizar desde un archivo JSON en la linea 2,
definido mas adelante. Con esta configuracion, en la linea 3 se crea e inicializa

el objeto encargado de manejar los recursos de GPU. Las estructuras internas
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Algoritmo 4 Invocaciéon de ejecucion

Input: File with A in CSR, config in json file

. Load matrix from file

// Create cfg from config file:

AMGX config create from file(cfg, config)
// Create resources object from config:
AMGX resources create simple(rsrc, cfg)
// Create matrix and vectors, A, b and x:

4: AMGX matrix_create(A, rsrc, AMGX mode dDDI)

AMGX vector create(x, rsrc, AMGX mode dDDI)

6: AMGX vector create(b, rsrc, AMGX mode dDDI)

// Bind vectors b and x with the matrix A:

7. AMGX vector bind (b, A)
8: AMGX vector bind (x, A)

10:
11:

12:

13:

14:

15:

16:
17:
18:
19:

// Load the matrix to AmgX from CSR format:

AMGX matrix upload all(A, dimension, nnz, csrRow, csrCol, csrVal,
0)

// Initialize vectors in AmgX (x=0 and b=1):

AMGX vector set zero(x, n, 1)

AMGX _vector_upload(b, n, 1, b_local) { b_local is a Ones vector}

// Create solver:

AMGX solver create( solver, rsrc, AMGX mode dDDI, cfg)

// Invoke solver setup with A:

AMGX _solver setup(solver, A)

// Invoke solver solve with b and x,:

AMGX _solver_solve(solver, b, x) { Solve iteration and smoother appli-
cations }

// Get status of the solver:

AMGX solver get status(solver, status)

// Destroy A, b, x and resources:

AMGX matrix _destroy(A)

AMGX _vector _destroy(b)

AMGX _vector _destroy(x)

AMGX _resources destroy(rsrc)
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Promedio Desviacion
Matrices Nivel | Dim NNZ Estandar | Colores
de NNZ
por fila

parabolic_ fem 1 525825 | 3674625 6,99 0,15 9

parabolic_ fem 2 51540 | 418740 8,12 1,18 9

parabolic fem 3 0826 48990 8,41 1,70 11
parabolic_fem 4 2134 24636 11,54 3,01 13
parabolic  fem 5 737 7911 10,73 2,87 13
poisson3Da 1 13514 | 352762 26,10 13,76 37
Goodwin_ 071 1 56021 | 1813056 32,36 15,90 41
Goodwin_ 071 2 1696 22550 13,30 2,43 17
ifiss_mat 1 96307 | 3610797 37,49 13,35 45
ifiss_mat 2 5093 | 100723 19,78 4,12 23
ifiss mat 3 456 5706 12,51 3,45 15
raefsky3 1 21200 | 1488768 70,22 6,33 83
raefsky3 2 1615 65673 40,66 12,34 49
ns3Da 1 20414 | 1680777 82,33 43,96 141

Tabla 5.1: Caracteristicas de las matrices correspondientes a problemas de CFD.

necesarias son creadas en las lineas 4, 5 y 6, la matriz A en formato CSR y
los vectores x y b respectivamente, que quedan asociados (en las lineas 7 y
8) entre si. Luego, en las lineas 9, 10 y 11 se inicializan dichas estructuras,
y posteriormente, en las lineas 12 y 13, se construye el solver, instancia en
la cual AmgX prepara la jerarquia multigrilla generando los niveles coarse,
los operadores de transferencia y los smoothers. La resolucion del sistema se
realiza a partir de la instruccion 14, llevando a cabo la ejecucion de PCG pre-
condicionado con AMG, donde en cada cambio (ascenso o descenso) de nivel
se aplica el smoother seleccionado. Para finalizar, antes de liberar la memoria
utilizada en las lineas 16 a 19, en la linea 15 se consulta el estado del solver
para verificar la convergencia.

Para estudiar el costo computacional de AmgX se utiliz6 la herramienta
nsys profile de NVIDIA. Se analizaron las rutinas implicadas en la resolucion
mediante el método clasico de AMG para el problema parabolic_ fem.

La evaluacion experimental muestra que las dos rutinas en GPU que im-

plican mayor tiempo de cémputo son:

» DILU forward 1x1_ kernel
s DILU backward 1 x 1 kernel

acaparando entre ambos procedimientos un 57, 5 % del tiempo total de la rutina
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AMGX _solver _solve.

Estas dos rutinas son utilizadas durante el proceso del smoother elegido
para aplicar al precondicionador. La importancia, en costo computacional, de
estas rutinas se debe a que el smoother es invocado en un nimero elevado de
ocasiones durante el proceso. En el esquema utilizado, basado en PCG con
precondicionador AMG y smoother DILU Multicolor, las operaciones de sus-
titucion hacia adelante y hacia atras se ejecutan cada vez que el smoother es
aplicado dentro del ciclo multigrilla. Con la configuracion establecida (ciclo
tipo V y una unica iteracion de smoother cada vez), el smoother se invoca dos
veces por nivel: una antes de la restriccion (pre-smoothing), para atenuar los
componentes de error de alta frecuencia presentes en el nivel actual, y otra
después de la prolongacion (post-smoothing), para eliminar los errores de alta
frecuencia introducidos por la interpolacion desde el nivel coarse. El smoother
DILU Multicolor resuelve un sistema triangular inferior y uno superior de for-
ma secuencial por colores como se mencion6 anteriormente, lo que se traduce
dentro de AmgX en la ejecucion de los kernels DILU _forward_1x1_kernel y
DILU backward_1x1 kernel. Dado que el ciclo multigrilla se ejecuta una vez
por iteracion de PCG, y que cada aplicacion del smoother implica ambas sus-
tituciones, el nimero total de ejecuciones de estos kernels crece rapidamente
con el namero de niveles y de iteraciones, acumulando asi un porcentaje ele-
vado del tiempo total de computo. Especificamente, cada kernel es invocado
(v1 + v2) X Ny X Ny X Ny veces, siendo vy y v la cantidad de iteraciones
del smoother para pre-smoothing y post-smoothing respectivamente, Ny, la
cantidad de cambios de niveles (cantidad de niveles -1); N;, la cantidad de ite-
raciones establecidas para el precondicionador; y N;, la cantidad de iteraciones
necesarias para que el solver principal converja. Por ejemplo, en el caso de pa-
rabolic_ fem, con una jerarquia de seis niveles y cinco iteraciones de PCG, el
ciclo V aplica un total de (1+1) x (6—1) x 1 x5 = 50 veces cada sustitucion. Lo
que implica 100 ejecuciones de sustituciones y se traduce en 50 ejecuciones de
DILU forward 1x1 kernel y 50 de DILU backward 1x1 kernel. La eleva-
da frecuencia de estas llamadas, combinada con las limitaciones inherentes de
paralelismo y acceso a memoria de las sustituciones, terminan contribuyendo

de forma significativa al tiempo global de computo del solver.

El primer estudio de esta etapa pone foco en comparar las sustituciones
hacia adelante y hacia atras de las diferentes versiones con la linea base so-

bre el conjunto de matrices seleccionado y sus diferentes grillas intermedias
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Figura 5.8: speedups de la sustitucion hacia adelante (forward) y hacia atras (back-
ward) de SFMILUsp sobre MILUpasgp de AmgX, de forma ascendente segun el
tamano de grilla de invocacién del kernel.

correspondientes a cada nivel. A estas grillas intermedias las notaremos como
name_ L donde name es el nombre de la matriz y L es el ntimero del nivel al
que pertenece, donde 1 corresponde al nivel mas fino.

La Figura 5.8 presenta los speedups obtenidos utilizando la versiéon
SFMILUyp en comparacion a la linea base. Los mismos alcanzan maximos de
aproximadamente 2, 5x y 3, 0x para la sustituciéon hacia adelante y hacia atras
respectivamente. Aunque, en la gran mayoria de casos, los resultados estan por
encima de 1,0, es notorio que cuanto més grande es la grilla de invocacion del
kernel, menor mejora sobre la linea base alcanza la version SFMILUyp (en
ambas sustituciones). Dado que el tamano de dicha grilla es la cantidad de
colores que posee la matriz por la cantidad de filas del color més grande por 8
hilos, las matrices sobre la derecha de la gréfica presentan un mayor desbalance
de carga, ya sea por la varianza en cantidad de filas por color o por la cantidad
de hilos asignados por fila. Esto indica que en este tipo de contextos es donde
la version SFMILU,p puede ofrecer mayores ventajas.

En la Figura 5.9 se muestran los tiempos de ejecucion insumidos por la
version SFMILU,p sobre la linea base. En este caso, en todas las matrices
excepto una (parabolic_fem 1) se obtienen mejoras, con medias de 3,1x y
3,5x para forward y backward respectivamente, aumentando sin excepciones
las ganancias de la version SFMILU,p frente al original, alcanzando picos

mayores a 5,0x para forward y 6,0x para backward. Ademés, es interesante
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Figura 5.9: speedups de la sustitucion hacia adelante (forward) y hacia atras (back-
ward) de SEFMILU;p sobre MILUpasg de AmgX, de forma ascendente segun el
tamano de grilla de invocacién del kernel.

ver que los picos de desempeno ocurren justamente en las matrices en las cua-
les SFMILU,p no obtiene mejoras respecto a la linea base. Por ejemplo, para
ns3Da_ 1, que es una matriz con una alta cantidad de colores (141) y cuyo co-
lor més grande tiene muchas filas (lanza 416796 hilos), la version SEMILU,p
obtiene speedups desfavorables para forward y backward (0,3x y 0,5X res-
pectivamente) mientras que en SFMILU;p los speedups correspondientes son
5,7X y 6,2x.

Por otro lado, el caso en el que SFMILU;p no presenta un mejor tiempo
de ejecucion que SFMILU,p frente a la version original se da en la matriz
parabolic_fem 1, con speedups muy parecidos en ambas propuestas (los cuales
rondan entre 0,9x y 1.0x) tanto para forward como para backward. En otras
palabras, en este contexto el balance de cargas no impacta en el desempeno.
Esto se debe a caracteristicas muy particulares de la matriz que se describen
a continuacion, las cuales provocan que la version original esté por debajo de
las versiones propuestas en cuanto a tiempo de ejecucion.

La matriz parabolic_fem 1 tiene la grilla de invocacion de kernel maés
grande, sin embargo, al contar con muy pocos colores, y cantidad de filas por
colores muy estable y elevada, causa que las implementaciones propuestas no
obtengan una mejora significativa en comparacion con la version original. Con
estas caracteristicas la recorrida de colores e invocacion de los kernels corres-

pondientes a cada color de la linea base no abarcan un computo significativo en
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relacion con procesamiento de las filas. Ademaés, al contar con colores de gran
tamano, cada color tiene la cantidad de filas necesarias para poder saturar la
GPU, por lo que no se obtiene un beneficio significativo de ejecutar méas de un
color a la vez. Por otro lado, esta matriz tiene un promedio muy estable de no
ceros por fila (de 7 elementos) provocando que el anélisis previo y el balanceo
de carga de la implementacion SFMILU;p no tenga efecto ninguno, dado que
la asignacion de recursos para esta matriz es la misma en cualquiera de las
implementaciones. En otras palabras, incluso en la versiéon original, el reparto
equitativo de recursos entre las distintas filas es correcto, evitando tener que
lidiar con el manejo de sincronizacién entre hilos.

Si bien este comportamiento se observa en el nivel mas fino de la matriz
parabolic_ fem (parabolic_fem 1), al descender en la jerarquia multigrilla las
matrices intermedias modifican progresivamente sus caracteristicas estructu-
rales, perdiendo las propiedades favorables presentes en el nivel inicial. Esto
significa que la distribucién de recursos equitativa realizada por la linea base ya
no es Optima, afectando negativamente su tiempo de ejecucién y provocando
la ventaja de las implementaciones SFMILU;p y SFMILU,p que se puede
ver en la Figura 5.10.

A medida que el nivel de AMG aumenta, la dimension y cantidad de coefi-
cientes no ceros de la matriz disminuye, mientras que la densidad, es decir, la
cantidad de elementos diferentes de cero por fila tiende a aumentar [135]. En la
Figura 5.11 se observan los resultados de SFMILU;p en funcién del promedio
de elementos distintos de cero por fila. Alli se puede ver que, a mayor densidad,
mayor es el beneficio obtenido, por lo que la version SFMI LU, p tedricamente
deberia tender a obtener mejores tiempos a medida que los niveles aumentan.
Experimentalmente se puede apreciar que lo anterior depende mucho del con-
texto. Si bien es una tendencia, hay matrices para las cuales el aumento del
nivel provoca diferentes efectos, tanto en las caracteristicas sobre las grillas
(notar que en la Figura 5.11 los niveles de una misma matriz estan desorde-
nados) como en el rendimiento de las versiones sobre estas, habiendo matrices
en las que el speedup aumenta, disminuye u oscilan a lo largo de los diferentes
niveles. Por esto ultimo, y con el objetivo de obtener una visién general de la
ejecucion, es interesante ver como evoluciona el tiempo total de la resolucion
incluyendo, para cada matriz, los diferentes niveles en cada iteracion del AMG.

En la Figura 5.12 se puede ver como impactan SFMILUyp y SFMILU,p
sobre el tiempo total de la ejecucion de la solve de AmgX (rutina AMGX -
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Figura 5.10: speedups de la sustitucion hacia adelante (forward) y hacia atrés
(backward) de las versiones SEMILUpy SFMILU;p sobre MILUpssp de AmgX,
ordenado segin los distintos niveles de cada matriz, por cantidad de colores del nivel
mas fino.

Matrices Itgfatﬁo‘is MILUgasp | SEMILUsp | SEFMILU,p
parabolic_ fem 5) 4,18 3,47 3,49
poisson3Da 5 2,75 3,18 1,18
Goodwin_ 071 5 368 2,64 1,47
ifiss_mat 3 5.17 3,56 2,34
racfsky3 P 8,48 6,65 2.63
ns3Da 4 20,28 51,46 4,09

Tabla 5.2: Cantidad de iteraciones y tiempos (en milisegundos) de cada iteracion
dentro de la solve para MILUpasg, SFMILUsp y SFMILU:p.
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Figura 5.11: Speedup de la sustitucion hacia adelante (forward) y hacia atras
(backward) de SFMILU,p sobre MILUpasr de AmgX, en orden segin la cantidad
promedio de no ceros por fila.
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Figura 5.12: Speedup de las versiones SFMILUsp y SFMILU\p sobre
MILUpasE para toda la etapa solve de AmgX, segin la cantidad de colores del
nivel mas fino.
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solver_solve), ordenando los resultados por la cantidad de colores de la matriz
inicial. En azul y rojo se resume la comparacion de las versiones SFMI1LU;p

y SFMILU,p respectivamente frente a la original.
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Figura 5.13: Tiempo de ejecucion de AmgX para cada nivel en las versiones
SFMILU;p y SFMILU;p sobre las matrices que poseen mas de un nivel.

En la Figura 5.13 se pueden ver los tiempos de ejecucion totales de las
versiones propuestas para las matrices que cuentan con mas de un nivel, dis-
criminado por su profundidad. A pesar de que los primeros niveles tienden a
ser los que tienen més influencia sobre el tiempo global del solver, se puede
apreciar que ambas implementaciones obtienen mejoras en el tiempo global
para matrices en que no alcanzan mejoras en su nivel méas fino (por ejemplo
parabolic_ fem).

En rasgos generales, en los experimentos realizados se observa que las ga-
nancias o pérdidas obtenidas en las sustituciones de cada nivel se correlacionan
casi directamente con el tiempo global de la ejecuciéon. Sin embargo, esta no es
la tinica caracteristica que lo condiciona. Ambas versiones propuestas anaden
el tiempo de la creacién e inicializacién de estructuras de datos en memoria
para su implementacion. Para cada nivel se crean los vectores para el manejo
de dependencias correspondientes a la cantidad de filas de la malla, ademas
del analisis en el caso de SFMILU,p. La creacién de estructuras se realiza

una udnica vez, lo que impacta de manera leve en el tiempo de resolucion. En
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cambio, la inicializaciéon de algunas estructuras se debe realizar para cada ite-
racion en cada nivel, por lo que antes de aplicar las sustituciones se consume
un tiempo extra en la inicializacion de los vectores utilizados para la resolucion
de dependencias. Como se puede ver en la Tabla 5.2, pese a este tiempo extra
agregado en cada iteracion, la version SFMILU;p tnicamente es superada
por la original en matrices donde la variante SF'MILU,p no obtenia mejoras,
mientras que para el resto se sigue manteniendo la mejora, por lo que la ini-
cializacion no afecta drasticamente al tiempo de cada iteracion ni al global de
la resolucion.

En la version original, los tiempos de ejecucion de una sustitucion, tanto
hacia atrds como hacia adelante, tienen media de 0,3 milisegundos para la
gran mayoria de matrices del conjunto. Este tiempo es relativamente pequeno
comparado con la media del tiempo global 17,69 milisegundos que requiere la
ejecucion del solver completo. Sin embargo, la frecuencia con la que se ejecu-
tan las sustituciones dentro de un ciclo AMG hace que el tiempo asociado a
las sustituciones represente una proporcion significativa del costo total de eje-
cucion. Gracias a esto, la version SFMILU,p consigue mejorar el tiempo de
cada iteracion y por tanto el tiempo de resoluciéon global en todas las matrices

del conjunto, logrando speedups desde 1,2x hasta 5,0x.
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Capitulo 6
Conclusiones y trabajo futuro

Este capitulo final sintetiza el trabajo realizado en esta tesis, enfatizando los
resultados obtenidos y los principales aportes al estado del arte. Se enumeran
los articulos cientificos derivados de este trabajo, validando su rigor y alcance
académico. Finalmente, se proponen lineas de investigacion futura, orientadas
a abordar limitaciones identificadas y a explorar aplicaciones o extensiones de

los resultados obtenidos.

6.1. Conclusiones

La soluciéon computacional de muchos problemas, como los EDPs que sur-
gen en diversas areas (en particular en CFD), presenta desafios al momento
de aprovechar el poder de computo de una GPU.

Uno de los principales es manejar las dependencias entre etapas del compu-
to, de forma que maximice el paralelismo y minimice los tiempos ociosos de la
GPU. En esta tesis se proponen optimizaciones a operaciones mediante hard-
ware paralelo, basdndose fuertemente en estrategias synchronization-free para
resolver dependencias, en niveles jerarquicos de memoria para realizar de forma
eficiente los accesos a memoria y en una correcta administracion de recursos
de hardware para abordar los problemas.

Por un lado, se estudiaron diferentes estrategias de planificaciéon basadas
en niveles para el contexto de un solver de volimenes finitos. Este estudio des-
emboco en la implementacién de una nueva propuesta de planificacion basada
en elementos. La evaluacion experimental de la propuesta en mallas de tres

dimensiones de tamano variable demuestra que el nuevo mecanismo de plani-
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ficacion puede provocar aceleraciones significativas. Aunque la ventaja varia
con el tamano de la malla —lo cual, a su vez, se relaciona con el nimero de
niveles—, el solver SIP basado en elementos alcanza hasta un 23 % mas de ren-
dimiento que la implementaciéon basada en niveles en casos reales, obteniendo
aceleraciones de hasta 2x en kernels individuales.

Por otro lado, se aborda el método de multigrillas algebraicas, tomando
como caso de estudio la optimizacion de las rutinas ofrecidas por la biblioteca
AmgX de NVIDIA, con particular foco en el smoother DILU Multicolor en
GPU. Con el objetivo de reducir las esperas innecesarias asociadas al manejo
de dependencias entre filas y aprovechar al maximo el paralelismo disponible
en las plataformas de computo, se desarrollaron y evaluaron dos propuestas
basadas en la técnica synchronization-free.

La primera de las propuestas, denominada SFMILU;yp, se apoya en un
analisis previo liviano para definir la grilla de ejecucion, buscando maximizar
el uso de los recursos brindados por las plataformas masivamente paralelas. La
segunda SFMILU;p, se basa fuertemente en una etapa de analisis simbolico
mas detallado sobre las caracteristicas de la matriz, que permite una distribu-
cion mas granular y equilibrada de la carga de trabajo entre las unidades de
procesamiento para el posterior computo.

Las implementaciones fueron ejecutadas y comparadas tanto de forma ais-
lada como en el contexto de la biblioteca AmgX.

En primera instancia, sobre un conjunto extenso de aproximadamente 1300
matrices dispersas, los resultados muestran mejoras de media de 1,8x para
SFMILU;p yv 3,7x para SFMILU,p, evidenciando la eficiencia de ambas
versiones por sobre la original de NVIDIA en un escenario general.

En segunda instancia, se considera la integracion de las implementaciones
propuestas en los solvers ofrecidos por la biblioteca, donde se obtienen mejo-
ras consistentes en las dos etapas principales del smoother, mostrando para
SFMILU;p una media de 1,6x y 2,0x para la sustitucion hacia adelante
y hacia atrés respectivamente, mientras que para SFMILU;p 3,1x y 3,5X
sobre problemas provenientes de dinamica de fluidos. Estos resultados reducen
significativamente el tiempo de ejecucion del smoother, impactando directa-
mente en el desempeno de cada iteracion de AMG y, por tanto, en el tiempo
global de resolucion, alcanzando una aceleracion media sobre MILUgask de
20 % para SEMILU,p v 60% en SFMILU,p, llegando, en este ultimo caso,

a obtener mejoras de hasta un 80 %.
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Estos resultados permiten concluir que un manejo adecuado de las depen-
dencias y una distribucién equilibrada de la carga de trabajo entre los recursos
de la plataforma de ejecucion resultan factores clave para alcanzar mejoras

significativas en eficiencia.

6.2. Trabajos publicados

A continuacion se presentan las publicaciones realizadas en el marco de

esta tesis, donde Franco Seveso es el autor principal.

= Franco Seveso, Ernesto Dufrechou, Pablo Ezzatti, and Gabriel Usera.
Element scheduling for GPU-accelerated finite-volumes computations. In
Caino-Lores., et al. Euro-Par 2024: Parallel Processing Workshops, pa-
ges 438-449, Cham, 2025. Springer Nature Switzerland. ISBN 978-3-031-
90200-0.

= Franco Seveso, Ernesto Dufrechou, Pablo Ezzatti.
"GPU Synchronization-free multicolor DILU for NVIDIA AmgX library”

en elaboracion, se prevé su envio para evaluaciéon en breve.

6.3. Trabajo futuro

Partiendo de los avances alcanzados, se proponen las siguientes lineas de

trabajo:

= Explorar la aplicacién de técnicas de planificacion basadas en elementos
a otros tipos de codigos iterativos tipo stencil en GPU, gestionando las
dependencias entre pasos temporales.

= Adaptar las nuevas implementaciones a arquitecturas GPU mas recientes,
explorando especialmente las capacidades de sincronizaciéon introducidas
en la generaciéon Ampere, como los grafos de kernels, la sincronizacion
global de grillas, los grupos cooperativos y las nuevas barreras de sincro-
nizacion.

= Ahondar en wuna implementacion optimizada del analisis para
SFMILU:p, por ejemplo, tomando como referencia las estrategias im-
plementadas en [136], permitiendo alcanzar mayores reducciones en el
tiempo de las dos etapas de AMG y por lo tanto el tiempo total de

ejecucion.
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= Analizar el comportamiento de las implementaciones en diferentes con-
textos, con diversas configuraciones de AMG, en arquitecturas GPUs de
ultima generacion o en entornos multi-GPU, con el objetivo de evaluar
la escalabilidad y robustez de las técnicas presentadas.

= Aplicar las estrategias propuestas en otros smoothers utilizados en AMG,
tales como ILU o Gauss—Seidel, con el fin de maximizar la utilidad y
extender la aplicabilidad de estas estrategias sobre diferentes areas de

problemas computacionales.

Estas direcciones no solo ayudaran a consolidar las contribuciones actuales,
sino que también podrian abrir caminos para aplicar estas ideas en nuevos

desafios.
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