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Resumen
En esta tesis presentaremos varios resultados acerca de conjuntos hiperbdlicos
invariantes. En particular nos interesa estudiar la siguiente pregunta planteada por
Katok y Hasselblatt en [[KH], p. 272]

Pregunta. Sea A un conjunto hiperbdlico, y V' un entorno de A ;Eziste un conjunto con
estructura de producto local A tal que AC ACV?

Construiremos nuevos contra-ejemplos para esta pregunta. Mostraremos que hay
ejemplos de conjuntos que no cumplen lo anterior en automorfismos lineales del T" y por
lo tanto estos ejemplos son robustos.

También construiremos ejemplos de conjuntos transitivos que no estan contenidos en
ningin conjunto con estructura de producto local. Los ejemplos de este tipo construidos
hasta ahora por Crovisier en [C] y por Fisher en [Fi], 6 eran en dimensién mayor o igual
a 4, 6 no eran transitivos. Construiremos ejemplos transitivos y robustos en T? y
probaremos que en dimensién 2 no es posible generar ejemplos transitivos.

Abstract
In this work, we study several results regarding the structure of hyperbolic sets. In
particular we will be interested in the following question posed by Katok and Hasselblatt
in [[KH], p. 272]

Question. Let A be a hyperbolic set, and let V' be an open neighborhood of A. Does there
exist a locally mazimal hyperbolic set A such that AC ACV?

We construct new examples answering in the negative this question. We show that such
examples are present in linear Anosov diffeomorophisms of the T™, and are therefore
robust. Also we construct a new examples of set that is not contained in any locally

maximal hyperbolic set. The examples known until now were constructed by Crovisier in

[C] and by Fisher in [Fi], and these were either in dimension bigger than 4 or they were
not transitive. We give a transitive and robust example in T?. And show that such

examples cannot be build in dimension 2.
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1. Introduccidon

El estudio de los sistemas dinamicos consiste en el analisis del com-
portamiento del "movimiento” de algiin conjunto importante de puntos
bajo la acciéon de una ley (que en nuestro caso sera un difeomorfiso
aunque se estudian variados contextos). Los conjuntos de puntos que
consideramos habitualmente son aquellos que son invariantes bajo la
accion de la ley y que tienen alguna propiedad de recurrencia (como ser
un subconjunto invariante del no errante de un difeomorfismo). Dentro
de estos sistemas, los sistemas cadticos tienen una gran importancia
ya que presentan una riqueza particular.

En los '60, Anosov ([A2]) y Smale ([S]) comienzan a estudiar con-
juntos compactos e invariantes a los que llaman conjuntos hiperbdlicos,
que cumplen que en cada punto del conjunto, el espacio tangente en
ese punto se divide en direcciones invariantes de contraccion y expan-
sién uniforme. Mas precisamente, si M es una variedad compacta y
f M — M es un difeomorfismo, decimos que A C M es conjunto
hiperbdlico, si es compacto e invariante y para cada x € A el espacio
tangente admite una separacion en subespacios que cumplen:

« T,M = E(z) ® E*()
= Df.(E%(z)) = E°(f(x)) y Df:(E"(z)) = E*(f(z))

= existen constantes C' > 0y A € (0, 1) tales que para todon € N se
tiene que || Df"(v) | < CA"||v]| parav € E¥(2) y || Df "(v) || <
CAX7"||v|| conv e E"(x) .

En el contexto de variedades compactas estos sistemas muestran
dinamicas cadticas que a pesar de ser ricas y complejas, al dia de hoy
tienen una descripcion bastante amplia y completa, ver por ejemplo
[KH], o [Sa].

Para ¢ > 0 suficientemente pequeno y x € A , un conjunto hi-
perbdlico, podemos definir las variedades estables e inestables locales,
respectivamente de la siguiente manera:

We(z, f) = {y € M| para todo n € N, d(f"(x), ["(y)) <e} .
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W(x, f) ={y € M| para todo n € N, d(f"(z), f"(y)) <e} .
Tambien definimos las variedades estables e inestables globales como:

= J Wi =), )

n>0

= 5 @), f).
n>0
Las variedades estables e inestables son subvariedades (inmersas) que
varian continuamente con x. Si dos puntos de A estan lo suficien-
temente cerca, las variedades estables e inestables locales se cortan
transversalmente en un solo punto ( ver por ejemplo, [KH], 6 [Sal.).

Definicién. Si f : M — M es un difeomorfismo tal que M es un
conjunto hiperbdlico diremos que f es de Anosov.

En todo lo que sigue M denotara una variedad compacta conexa y
sin borde.

Un caso especial de sistemas con conjuntos hiperbodlicos es cuando
el conjunto hiperbdlico es el no errante y ademas los puntos periédicos
son densos en este conjunto. A los difeomorfismos con esta propiedad
los llamamos Axioma A. Estos sistemas tienen una importancia par-
ticular ya que por un lado tenemos una muy buena descripcién de su
dinamica dada por el siguiente teorema:

Teorema (Espectral [S]). Sea f : M — M un difeomorfismo Axio-
ma A. Entonces Q(f) = Ay U---UA,, donde A; coni =1,....,m
son conjuntos compactos, f-invariantes, dos a dos disjuntos y transi-
tivos (llamadas piezas bdsicas). Ademds, cada A; coni=1,...,m se
descompone a su vez en una union disjunta de conjuntos compactos
Aj = Ay U---UAy, tal que f(Ay) = Djjery conj=1,...,n;—1y
f(Ain,) = A1, f]a,, es topoldgicamente mizing y W*(x) es densa en
A;j para todo v € Ay;.




Por otro lado, cuando no hay ciclos entre las piezas, se tiene que
estos sistemas cumplen con algin tipo de estabilidad en el siguiente
sentido:

Definicién. Decimos que f es C" (2-estable si existe un entorno de f,
U(f) C Dif fr(M) tal que si g € U(f) entonces existe un homeomor-
fismo h : Q(f) — Q(g) tal que ho f/Q(f) = g/Q(g) o h.

En la topologfa C* los Difeomorfismos Axioma A sin ciclos son los
unicos ()-estables.

Teorema (Estabilidad [S2] [M3][P]). f: M — M es Ct Q-estable si
y solo si f es Azxioma A sin ciclos.

Dada la relevancia que tienen estos difeomorfismos en el estudio de
la dindmica hiperbélica, es natural preguntarse que tipo de conjuntos
pueden o no ser piezas basicas en alguna descomposicién espectral.

1.1. Subconjuntos invariantes hiperbdlicos

Al preguntarse que tipo de conjuntos pueden o no ser piezas basicas
en algina descomposicion espectral, es natural empezar preguntando-
se, (qué tipo de conjuntos pueden ser invariantes bajo la accion de un
determinado difeomorfismo?

En el caso de que el sistema con el que trabajamos sea un automor-
fismo de algiin toro, o mas en general, un Anosov en un toro, Hirsch
muestra que en algunas condiciones sobre el automorfismo y sobre el
conjunto, los conjuntos conexos invariantes deben ser subgrupos del
toro (ver [H]). En este trabajo estudiaremos algunos de estos resulta-
dos en la seccién (2). En particular veremos lo siguiente:

Teorema. Si f : T" — T" es un difeomorfismo de Anosov, entonces

no hay conjuntos compactos e invariantes de dimension topolégica n—
1.

En el mismo trabajo Hirsch plantea la siguiente pregunta:



Pregunta. Si f : M — M es un difeomorfismo de Anosov y A C M
es una subvariedad hiperbdlica de f, ;Fs cierto que f |n es Anosov?

En [FrR] se da una respuesta negativa a esta pregunta, pero seguia
abierta la siguiente pregunta relacionada:

Pregunta. Si f : M — M es un difeomorfismo de Anosov y A C M
es una subvariedad C* compacta e hiperbdlica de [ ;FEs cierto que [ |a
es Anosov?

En la direcciéon de esta pregunta, hay varias contribuciones por
ejemplo de Franks y Mane (ver [Fr|, [M2]). En [M2] R. Mane muestra
que esto es cierto si M = T", y muestra que los tnicos conjuntos C'
conexos compactos e invariantes de T” son subgrupos del toro.

También en el trabajo de Hirsch queda abierta la siguiente pregunta

Pregunta. 5i f : T" — T" es un difeomorfismo de Anosov ;FEzisten
subconjuntos A € T" compactos e invariantes y tales que dim(A) =17

Esta pregunta es respondida por Hancock en [Ha], donde construye
curvas de modo que la orbita de la imagen de estas curvas no es densa.
En particular en el toro T?, este conjunto deberd tener dimensién 1.

Estudiaremos este resultado también en la seccién (2).

1.2. Conjuntos hiperbdlicos y estructura de producto local

Las piezas basicas de una descomposiciéon espectral son conjuntos
compactos hiperbodlicos con la propiedad extra de que las variedades
estables e inestables locales de dos puntos del conjunto que se encuen-
tren suficientemente cerca se intersectan en un punto del conjunto. Nos
concentraremos ahora en cuando un conjunto tiene esta propiedad y
si no la tiene, cuando puede encontrarse un conjunto que lo contenga
y que si tenga esta propiedad.

Empezaremos por definir formalmente la propiedad que nos propo-
nemos estudiar:

Definicion 1.2.1. Sea f : M — M un difeomorfismo y A un conjunto
compacto invariante hiperbolico. Decimos que A tiene estructura de
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producto local, si existe 6 > 0 tal que si x,y € A,y d(z,y) < ¢
entonces W2 (z) N W¥(y) € A donde ¢ es suficientemente chico.

Nos centraremos ahora en si un conjunto tiene esta propiedad. Si no
lo hace, estaremos interesados en el estudio de si el conjunto esté con-
tenido en un conjunto que tenga esta propiedad, o no.

Los conjuntos que tienen esta propiedad son interesantes en si mis-
mos, ya que se puede considerar, localmente, en coordenadas de la
variedad estable e inestable de un punto. También esta propiedad es
equivalente a otras que son muy utiles para entender la dinamica de
una vecindad del conjunto, como ser la propiedad de sombreado o ser
localmente maximal (que expondremos siguiendo [Sa]). Para ver esto
definimos :

Definicion 1.2.2. Sea f: M — M un difeomorfismo y o > 0. Deci-
mos que { &y }, ., es una a-pseudo orbita (de f) si d(f(z,), Tpt1) < @
para todo n € Z.

Teorema 1.2.3. (Shadowing Lemma). Sea f : M — M wun difeo-
morfismo y A un conjunto hiperbolico. Dado B > 0, existe a > 0 tal
que toda a-pseudo orbita en A es B sombreada por una orbita de f
(no necesariamente en \).FEs decir si x,, € A es una a-pseudo drbita,
entonces existe y € M tal que d(f"(y),z,) < 8 para todo n € Z.

Como consecuencia del Shadowing Lemma tenemos:

Corolario 1.2.4. Euxiste (5 tal que para todo 5 < [y la orbita que (8
sombrea a la a-pseudo orbita es unica.

Corolario 1.2.5. Si ademads tenemos que A\ tiene estructura de pro-
ducto local, entonces cada o pseudo-orbita en A es B sombreada por
una orbita en A.

Con esto podemos demostrar una equivalencia muy importante
con tener estructura de producto local, que es ser localmente maxi-
mal:



Definicion 1.2.6. Un conjunto hiperbdlico A se denomina local-
mente maximal (o aislado), si existe un entorno V' de A en M tal
que

A=) FV)

nezm

Corolario 1.2.7. Un conjunto hiperbolico A es localmente maximal
sty solo si A tiene estructura de producto local.

Muchos de los ejemplos mas conocidos de conjuntos compactos hi-
perbolicos tienen estructura de producto local, por ejemplo el solenoide
o una herradura, pero hay ejemplos sencillos de conjuntos que no ve-
rifican esta propiedad. Por ejemplo sea ¢ € W?*(p) m W*(p) con p fijo
y p # q, la érbita de ¢ uniéon p es un conjunto hiperbdlico compacto
pero hay puntos muy cerca de p en la orbita de ¢ cuyas variedades
estables e inestables locales se intersectan en puntos que no estan en
la 6rbita de ¢ y son distintos de p.

Figura 1: ¢ € W*5(p) N W*¥(p)

Sin embargo ese conjunto O(q) cumple lo siguiente: Existe A com-
pacto hiperbdlico, invariante y con estructura de producto local, tal
que O(q) C A. Mas atn, dado U un entorno de O(q) existe A tal que,
A es hiperbdlico, compacto, invariante y con estructura de producto
local, y O(q) C A CU.
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Por comodidad daremos un nombre a estas proiedades, como pro-
pone Anosov en [A].

Definicion 1.2.8. Sea A un conjunto hiperbdlico, decimos que A es
premaximal si existe A un conjunto compacto hiperbélico e invarian-
te, con estructura de producto local, tal que A C A.

También definimos la siguiente nocién relacionada con 1

Definicion 1.2.9. Sea A un conjunto hiperbdlico, y V' un entorno
abierto de A. Decimos que A es locamlente premaximal si existe
A un conjunto compacto hiperbdlico e invariante, con estructura de

producto local, tal que N
ACACV

Por mucho tiempo se creia que todos los conjuntos hiperbdlicos
eran localmente premaximales. En la década de 1960,Alexseyev hizo la
siguiente pregunta: (esto se planteé mas tarde por Katok y Hasselblatt

en [[KH], p. 272])

Pregunta 1. Sea A un conjunto hiperbdlico, y V' un entorno abierto
de A jFExiste un conjunto hiperbolico localmente mdzimal A tal que

ACACV?

La siguiente pregunta, muy relacionada con la anterior, también
estaba sin responder:

Pregunta 2. Dado un conjunto hiperbolico A ;Fxiste un conjunto A
compacto, invariante, hiperbolico y con estructura de producto local
que contiene a A?

Ambas preguntas se mantuvieron abierta hasta 2001, cuando Cro-
visier [C] construye un ejemplo basado en un ejemplo de Shub en [Sh]
que responde negativamnte a la pregunta 2, (y por lo tanto la pregunta
1). Este ejemplo es en el toro T

Mas tarde, Fisher [Fi] construye varios ejemplos de este tipo. El
construyé ejemplos persistentes de cualquier dimension y un ejemplo
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transitivo y persistente en dimension topoldgica 4, en el producto de
un toro con una superficie.
A pesar de ello todavia quedan preguntas naturales sin respuesta.

= ;Existe un conjunto abierto I (en la topologia C1) de difeomorfis-
mos tales que cada f € U posee un conjunto transitivo invariante
e hiperbdlica que no es premaximal, en cualquier variedad?

» ; Existe ejemplos robustos y transitivos que no sean premaximales
o localmente premaximales en dimensién topoldgica menor a 47

» ;| Existe un ejemplo de un conjunto premaximal que no sea local-
mente premaximal?

En la seccién (3) mostraremos lo siguiente:

Teorema A. Sean > 2y fu: T" — T" un difeomorfismo de Anosov
wrreducible. Si A es un conjunto compacto conexo invariante y no
trivial, y A es tal que es localmente maximal y A C A, entonces
A =T" . En particular si n = 3 hay un subconjunto, compacto propio
e inavriante de T2, de modo que el unico conjunto localmente maximal
que lo contiene es T3,

Definiciéon 1.2.10. Decimos que f4 : T" — T" un difeomorfismo de
Anosov es irreducible si T" no tiene subtoros invariantes.

Esto responde a nuestra ultima pregunta. Observamos que lo mismo
serd cierto para cualquier ¢ lo suficientemente cerca de f4 en virtud
de la estabilidad estructural de los difeomorfismos de Anosov (ver
[KH] 6 [Sa]). Observamos también que la construccion de este tipo de
ejemplos no es posible en T? ya que todos los conjuntos invariantes
tienen dimension topodgica 0, y por [A1], en cualquier entorno hay un
conjunto localmente maximal que los contiene.

En la seccién (4) estudiaremos un ejemplo de Mane en [M], que
modifica un difeomorfismo de Anosov lineal, para obtener un difeo-
morfismo parcialmente hiperbdlico en la misma clase de homotopia,
este difeomorfismo es robustamente transitivo y semiconjugado a el
Anosov lineal original.
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En la seccién (5) estudiaremos los ejemplos de Crovisier y Fisher.

También en esta seccién, usando el ejemplo de Mane en [M] que
estudiamos en la seccién (4), construimos un nuevo ejemplo de un
conjunto que no esta incluido en ningin otro conjunto con estructura
de producto local. Este ejemplo es persistente , transitivo, y es un
ejemplo en dimension 3, lo que muestra que hay ejemplos de este tipo
en dimensiones menores a 4.

Los ejemplos anteriores, no eran transitivos o eran en variedades
M con dim(M) > 4. Probaremos lo siguiente:

Teorema B. Eziste U C Dif fY(T?) tal que para toda g € U hay
un subconjunto hiperbolico de T3, que no puede ser incluido en otro
localmente maximal.

La condicion de que nuestro ejemplo sea transitivo es muy relevante
ya que las piezas de una descomposicién espectral lo son. Naturalmente
uno se pregunta si en dimension 2 también hay ejemplos de conjuntos
que no son premaximales.

En la seccién (6) mostraremos que en dimensién 2, si pedimos algin
tipo de recurrencia, todos los conjuntos hiperbdlicos, y recurrentes
estan contenidos en un conjunto localmente premaximal.

Teorema C. Sea f : M — M un difeomorfismo, M una superficie
y N C M hiperbolico tal que Q(f |n) = A, entonces A es localmente
premaximal. Es decir, para todo entorno V' de A, existe A tal que A es
compacto hiperbolico invariante y con estructura de producto local y

ACACV.
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2. Conjuntos invariantes de un Anosov en T"

Antes de estudiar en que condiciones un subconjunto compacto
e invariante del Toro T”, bajo un difeomorfismo de Anosov , puede
ser incluido o no en otro que sea maximal invariante, es natural y
necesario estudiar como son los posibles conjuntos invariantes. Uno
podria preguntarse de que forma y que dimensién puede o no tener un
conjunto invariante en el toro.

Para esto seguiremos algunas partes del trabajo de Hirsch ([H]) y
Hancock ([Hal).

Observemos que hay conjuntos invariantes de dimensién 0 y que no
puede haber conjuntos invariantes con interior.

Ejemplos de conjuntos invariantes de dimensiéon 0 pueden ser por
ejemplo, los puntos fijos, los puntos periddicos (siendo estos ejemplos
de conjuntos con estructura de producto local) y vimos ya también la
orbita de un punto homoclinico clausurada.

Con respecto a los conjuntos con interior, si f es transitiva, esto
no puede ser posible a menos que el conjunto sea el mismo T" (ver
[ABD]) Veamos ahora un teorema de Hirsch que nos muestra que en
particular en nuestro caso tampoco puede haber conjuntos invariantes
de dimensiéon n—1. Hirsch lo prueba con mas generalidad pero nosotros
nos centraremos en el caso de los toros.

Teorema 2.0.11. Si f : T" — T" es un difeomorfismo de Anosov,
entonces no hay conjuntos compactos e invariantes de dimension to-
pologican — 1.

Demostracion. Sea A un subconjunto compacto e invariante tal que
la dimension topoldgica de A es menor que n. El conjunto P de los
puntos peridédicos de M \ A es denso en M. Definimos

Como A es compacto e invariante, ANW*(P) = 0y ANW*(P) = ().
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En un entorno de cualquier punto y € A, que llamamos N,(y)
podemos definir

Py Nu(y) = Wie(y)

la proyeccion a lo largo de la variedad estable y analogamente

py : Ns(y) = Wi (v)

la proyeccion a lo largo de la variedad inestable.
Definimos Ag = A N N, (y) N Ny(y) de modo que el mapa

¢ - (pu’ps) ‘AO: AO — I/Vlléc(y) X I/Vlf)c(y)

es un encaje.

Como ANWH(P) =0y ANW?*(P) = (), tenemos que la imagen de

¢ esta en
(Wiee(y) = WH(P)] x [Wige(y) = WH(P)].

Como P es denso en M, tenemos que WS( ) N W (y) es denso
en W/ (y), y por lo tanto dim(W}/.(y) — W*(P)) < dim(E"(y)) — 1.
Andlogamente dim(W;,.(y) —W*(P)) < dim(E"(y)) —1y por lo tanto
dim(A) <n—2 O

En particular en el caso del T? esto nos dice que los conjuntos
invariantes propios tienen dimensién menor a 2. Conocemos ejemplos
de dimension 0 ;Podemos construir conjuntos invariantes y compactos
de dimensién 17 El trabajo de Hirsch ([H]) nos dice muchas més cosas
sobre qué tipo de conjuntos invariantes podemos tener. Por ejemplo
en nuestro caso, como la variedad estable o la inestable deben tener
dimensién 1, tenemos que los tnicos conjuntos compactos, invariantes
conexos y localmente conexos son puntos fijos o todo el toro.

Teorema 2.0.12. St f : T" — T" es un difeomorfismo de Anosov
con variedad estable o inestable de dimension 1 y st K C T" , es
compacto, conexo, localmente conexo, propio e invariante, entonces K
es un punto fijo.

Esto nos dice que si hay esperanza de encontrar algin conjunto
compacto, invariante conexo y no trivial, seguramente va a tener una
forma compleja, en particular no puede ser localmente conexo.
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2.1. Ejemplo de Hancock

Consideremos ahora un automorfismo lineal hiperbélico de T3, al
que llamamos f y llamamos xy a un punto fijo de f. Supongamos
también que la variedad inestable de f tiene dimensién 2. En [Ha]
Hancock muestra la existencia de conjuntos invariantes que no son
densos en T" construidos como la unién iterados de la imagen de
alguna funcién continua de I"™ en T" para m apropiado (donde I =
[0,1]). A nosotros nos interesa particularmente el caso en que m =
1 yn = 3, ya que en este caso, el conjunto invariante resultante,
no sera trivial ni denso y por lo tanto su clausura sera compacta y
de dimensién 1. Ademas, podremos construir la funcién continua de
modo que la curva pase por zy y de este modo el conjunto resultante
sera conexo.

Teorema 2.1.1. Sea f : T? — T? un automorfismo lineal hiperbélico
con variedad inestable de dimension 2. Llamemos xy a un punto fijo
de f. Existe ¢ : I — T? continua, con xo € ¢(I), y tal que

O(¢) = | f(s(1))

no es denso en T3.

Demostracion. Para ¢ > 0, comenzamos con @ : I — T3 una funcién
C', tal que

0(I) € Wi (xo) para algin v > 0 apropiado, (1)
diam(6(1)) > 4e, (2)

Tomemos primero una potencia de f a la que llamamos g, de modo
que el factor de expansion y contraccion de g sea mayor que 5 y menor
que 1/5 respectivamente.

Como 0 es C!, existe x; tal que x1 ¢ T?/0(I).

Definimos un entorno V' de x; de la siguiente manera:

V= {J Wi,

yGW}; (1'1)
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con « suficientemente pequeno. Definido asi, podemos escribir los
puntos de V' en coordenadas de la estable e inestable local de z;.
Si z,y € Vyax= ("2, y = (y* v°), entonces definimos una
métrica en V| que llamamos d’ de la siguiente manera: d"(x,y) =
max { d(z",y"),d(z* y*) } . Con esta métrica, tomamos 0 tal que 0 <
§d <e/2 yO(I)N Bas(x1) = 0.

La idea ahora es definir una sucesion de funciones C*, {6, } _ tales
que

g"0,(1) N Bs(x1) = 0 (4)
9"0:(t) € Was(g"0,1(1)) ()

para todot el yr > 0.

Construiremos la sucesion por induccion. Supongamos que ya cons-
truimos la sucesién hasta 6,1, cumpliendo (4) y (5). Si 6 es lo suficien-
temente chico podemos definir la proyeccién a lo largo de la estable:

Py, Bas(w1) = Wag(a1),

que también es C'.
Definimos el mapa

P 0g 0b_1:0. " 0g " (Bys(x1)) = Was(ar),

que también es C! y por lo tanto, la imagen tiene medida 0 en Wis(z1),
porque dim(W35(z1)) = 2. Por lo tanto podemos encontrar un z, en
Wi (x1)) tal que Wis(z.) N g 0,1 (1) = 0.
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Figura 2: N, y N

Definimos N, y N/ con
Bg(ﬂfl) C N, C N; C 325(551)7

de la siguiente manera: N, es la cdpsula convexa de Bs(x1) UW5s(2.) v
N es la capsula convexa de Boys(z1) UWs(2,) (observar que todo esto
sucede dentro de V asi que si a y d son apropiadamente pequenos, N, y
N/ estan bien definidos). Definimos en estos entornos una funcién g, :
T3\W;5s(2.) — T3 que en N, empuja a todos los puntos radialmente con
respecto a Ws(z,) hacia el borde de NV,, afuera de N] es la identidad
y en N/ vale lo que deba valer para ser C.
Si definimos
0, :g_roqrogroerfla

entonces 0, sera C! y cumplird las condiciones (4) y (5). Ademés, como
xo ¢ g (Bas(z1)) para todo r € Z, tenemos que zg € 6,.(1).
La condicion (5) nos asegura que

1
A(6r.6,1) < =d(g"0r, g"01) <

por lo que la sucesién que construimos converge uniformemente a una
funcién que llamamos ¢. Ademas

d((g, ¢) < d((g, 60) + d(eo, 31) -+ d((gl, (92) =+ ...
< e+20(1/54+1/5°+...)<e+d<2¢

Por lo que ademas por (1) y por construccién, tenemos que ¢(1) €

W 9.(20).La condicién (2) nos asegura que ¢(I) no es trivial ya que

diam(o(I)) > 2e.
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Figura 3: imagen de una curva en W35(z,), que pasa por z, al aplicarle g

Nos queda ver ahora que O(¢) no es densa. Para todo ¢ en I tene-
mos:

d(o(t),x1) > d(Bo(t), z0) — (d(0o,01) + d(0r,05) +...)

>
> 20— 25(1/5+1/5%+...)>§

Ademas para todo r > 0,

d(g"o(t),z1) > d(g"0,(t),xz1) — (d(g"0r, 9" 0r 1) + d(g Or 41,9 0r12) + ...

o 0

> (5—2(5(1/5+1/52+...):5—525
La 6rbita futura de ¢, O (¢), no pasa por un abierto de tamano
/2 alrededor de 1. Como ademds ¢(I) € W\, () el tamatio de la

orbita pasada también estd controlada, y O(¢) N Bya(x1) = . O
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3. Conjuntos localmente maximales de un Anosov
lineal en T"

En la seccién anterior vimos un ejemplo de un conjunto compacto,
conexo, invariante y no trivial que no es todo T?. En esta seccién
estudiaremos un resultado de Mane de [M2]. En él se prueba, que si f :
T" — T" es un automorfismo lineal hiperbdlico, los tnicos conjuntos
localmente maximales y conexos son los subgrupos compactos de T"
es decir, toros. En particular en el caso de n = 3 son los puntos fijos
y T3.

Valiéndonos de las técnicas en la prueba de ese teorema, veremos
ademdas que si f tiene 2 puntos fijos zy y x1, vy si llamamos A al
conjunto en 2.1.1, (zg € A), entonces el menor conjunto localmente
maximal que lo contiene es todo T3.

3.1. Conjuntos maximales invariantes conexos

El objetivo de esta seccion es probar el siguiente teorema debido a
Mane [M2]:

Teorema 3.1.1. Sea f : T" — T" un difeomorfismo de Anosov li-
neal. Si C' C T" es compacto, conexo, invariante y tiene estructura de
producto local entonces C' es un toro, 0 C' es un punto fijo.

Este resultado es de alguna manera similar al teorema 2.0.12. No
se requiere ninguna condicion sobre la dimension del las variedades
estables e inestables pero si la estructura de producto local y de hecho
el teorema no es cierto sin esta hipotesis (ver teorema 2.1.1).

Demostraremos el teorema dividiéndolo en una serie de lemas. Ten-
dremos especial cuidado en ver que es lo que se necesita de las hipotesis
del conjunto C', para cada lema, y asi podremos ver facilmente cuales
se pueden usar en otro contexto.

Para comenzar, supongamos que C' tiene un punto fijo zy que es la
identidad del T" como grupo (de no ser asi podemos tomar un punto
periddico x de C, tomar potencia en f).
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Definicién 3.1.2. Sea C' C T" un conjunto compacto, conexo e in-
variante, tal que zy € C. Decimos que una curva v : [0,1] — T3 es
d-adaptada a C| si existen 0 = t) < t; < ... < t,, = 1 tales que
V(L) € C,y d(y(t),7(t)) < d paratodo t; <t <tj; y0<j<m

Definimos I's como el subgrupo de m(T", z¢) = Z" generado por
los arcos v : [0,1] — T" J-adaptados tales que v(0) = (1) = .
Observemos que si 01 < 9y entonces I's, C I'y,.

Sea L el levantado de f a R". Usando la continuidad de L tenemos
que, dado § existe un 4y, tal que L(I's) C I's para todo 0 < ¢’ < 6.

La idea ahora es definir I'j que intuitivamente seria como I's con
0 tendiendo cero. Un primer intento para definirlo seria considerar
Ns=0 I's pero corremos el riesgo de que nos de vacio. Definimos entonces
N; como el subespacio vectorial de R" generado por I's. Definimos

Nozﬂ]\/}; y Tp=Ny,NZ".
6>0

Observamos que L(Ny) = Ny.

Lema 3.1.3. Sea C' C T" compacto, conexo, invariante y tal que xg €
C' y sea I'y como antes. Sea p : (R" /Ty, xg) = (R"/Z", x4) el mapa de
cubrimiento candnico y sea f : (R"/Tg, z0) — (R"/Tg, z0) el levantado
de f. Entonces existe una funcion continua ¢ : (C,x) — (R" /T, o)
tal que el siguiente diagrama conmuta:

f
(R" /Ty, 2o —(R" /Ty, 2)
¢ P »

(C-,,‘I:[) ‘_T-‘)(R“/Z”’ x())f—}(RII/ZH’ IO)

Demostracion. Como N5, C Ny, si 01 < 02, tenemos que para algin

do la cadena se estaciona, es decir que existe dy tal que Ns = Ny para
todo § < dy.
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También para 0 < dy tenemos que
I'sCZ'NNy=Z"NNy=1Y,

osea ['s C I'y. Para definir ¢(z) tomamos v : [0, 1] — T", é-adaptada
a C con I's C Ty y tal que y(0) = 29y y(1) = x.

Sea 7 : [0,1] = R" /Ty tal que ¥(0) = xgy poy =~. Como I'y C '
tenemos que 7(1) no depende de la curva v, d-adaptada que elija para
unir r con x.

Definimos entonces p(x) = 7(1)

[

Lema 3.1.4. En las condiciones del lema anterior o(C) C Ny/T.

Demostracion. Sea w : R" /Ty — R™/Ny la proyeccion canénica y ]?el
automorfismo que cumple que

fOW:WO}V.

Entonces f es hiperbélico. Sea Cj = (p(C)), que es compacto,
conexo e invariante ya que

f(Co) = Fom(w(C)) =m0 f(p(C)) = m((C)) = Cy.

Pero el tinico conjunto compacto e invariante de un subespacio vecto-
rial es un punto fijo, por lo tanto p(C') C Ny/Ty.
]

Observacion 3.1.5. En las hipdtesis de los lemas anteriores, (Ny/T'y)
es un toro 6 .

Demostracion. Observamos primero que f |y, r, es un automorfismo
hiperbdlico. Tanto Ny como I’y son invariantes para L.

Como ran(I's) = dimNs tenemos que Ny/I'y es un toro invariante.
[

Recordamos que f : T" — T" es irreducible si no admite subtoros
invariantes.
Observacion 3.1.6. Si f : T" — T" es irreducible, (Ny/Ty) es T"

0 Xo.
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Lema 3.1.7. Sea 7° : Ny — E? la proyeccion asociada a Ny = E*®E",
entonces ™ (I's) es denso en E* para todo 0 < § < dy.

Demostracion. Si C' tiene mas de un punto, entonces C' C Ny /Ty = T"
Primero observamos que N5, C N, si 01 < 09, lo que implica que existe
0o tal que, Ns = Ny para todo 0 < § < 9y. Por lo tanto

T CZ'AN;=Z"N Ny =T,.

Por otra parte : dim(Ny) = dim(Ns) = ran(l's) entonces existe un
isomorfismo ¢ : I's — T'.

Si a € (), y dado que E" + a es totalmente irracional, existe
un tnico o’ € I's tal que 7%(d’) = a.

Si esto no fuera asi, y existen a' y a” tales que 7%(a”) = 7°(d’) = a
entonces a” € E° + a'. Esto no es posible ya que ' ya” € T's C Z" y
FE* + d es irracional.

Definimos ahora ¢ : 7%(I'y) — 7©%(Z") como p(a) = 7°(¢(a’)) y es
un isomorfismo. [

Definimos g : Ny — Ny/I'y la proyeccion natural y Ny = E* @ EY,
por lo que g(E") es denso en Ny/Ty. Llamamos C al levantado de ¢(C).
La estrategia ahora es ver que, si ademds (C') tiene estructura de
producto local entonces E* C C. Como ademis es compacto entonces

©(C) = No/To.

Definiciéon 3.1.8. Decimos que = e y estan n-e-relacionados en C' si
existe una sucesion de puntos x = xg, x1,...,x, = y tales que:

n wieéparaizl...n
w (i1 — ;) <eparal <i<n

n (i — 1) <eparal <i<n

Lema 3.1.9. Supongamos ahora que C es compacto, invariante, dis-
tinto de xo € C y con estructura de producto local. St x,y € C' estin
n-e-relacionados para un € suficientemente chico, entonces (x + E*)N

(y+ E%) e C.
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Demostracion. Tomamos € < 0 con 0 de la estructura de producto
local. Probaremos este lema por induccion, paran = 1 se cumple por la
estructura de producto local. Supongamos ahora que x,y € C estén n-
e-relacionados. Tenemos © = xg, x1,...,x, = y como en la definicién.
Definimos 7; = (x; + E*) N (211 + E*) para 0 < j < n — 1.0servamos
que Ty ¥ Tp_1 estan (n — 1)-e-relacionados ya que:

LRV C para 7 = 1...n — 1 por hipdtesis inductiva,
n (T —T) =7(vj4 — ) <eparal <j<n-—1,

» (T — ;) =7 (v —xj) <eparal <j<n-—1

Figura 4: x e y, n-e-relacionados.

Tenemos entonces que (Tg+ E*) N (T,_1 + E") =z € C.
Como ademas (g + £*) = (20 + £°) vy (o1 + £") = (z, + EY),
concluimos que (zg + E%) N (z, + E*) =z € C. O

Lema 3.1.10. En las condiciones anteriores E* C C por lo tanto
entonces p(C) = Ny/Ty.

Demostracion. Para § lo suficientemente chico, puedo unir xy con sigo
mismo por una curva d-adaptada de manera que cuando la levanto, uno
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(0,0,0) con cualquier punto de I's (siempre que levante g a (0,0,0)).
Para un ¢ apropiado y x € T's, tenemos que (0,0,0) y x estan n-d'-
relacionados para algin n. Del lema anterior tenemos que (z + E*) N
(E*) € C. Por lo tanto p*(I's) € C, donde p* : R" — EU es la
proyeccion sobre el espacio inestable de (0,0,0). De 3.1.7 concluimos
que

No/To = q(p*(I'5)) € o(C) C No/Ty.

[l

Observacion 3.1.11. Si n = 3 lo anterior implica que el conjunto C'
o es el punto fijo o es todo T3.

3.2. Un conjunto que no es localmente premaximal, prueba
del teorema A

Consideramos ahora el conjunto A de la seccién 2.1. Como en [Hal,
este tipo de conjuntos se pueden construir en cualquier n-toro con
n > 2 y siempre contiene arcos asi que siempre tienen dimension to-
polégica mayor o igual a 1. Recordamos que este conjunto es compac-
to, conexo, invariante y no trivial. En particular si f tiene 2 puntos
fijos g y x1, con xy € A, tenemos que para algin entorno B(x1,¢€)
A C Moz f"(Blzo, €)).

Si T" es irreducible, probaremos que el menor conjunto localmente
maximal que contiene a A es T". Es facil ver que como consecuencia
lo mismo ocurre con (), f"(B(xo, €)°).

Probaremos ahora el Teorema A

Teorema 3.2.1. Sea f : T" — T" un difeomorfismo de Anosov li-
neal e irreducible, y xo un puntos fijo. Sea A un compacto, conexo,
invariante, no trivial y tal que xo € A. Supongamos que existe A es

compacto, invariante y con estructura de producto local, que contiene
a N . Entonces A =T".

Demostracién. Sean A y A los levantados de A y A respectivamente.
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Si A es compacto, invariante, no trivial y con estructura de pro-
ducto local, entonces por el lema 3.1.9, si tenemos dos puntos x,y € A
que estén n-e-relacionados, tenemos que (x + E*) N (y + E") € A.

Observar que el conjunto A esta en las hipétesis de los lemas 3.1.3,
3.1.4, 3.1.5,3.1.6 y 3.1.7. Para ¢ lo suficientemente chico, puedo unir
X con sigo mismo por una curva J-adaptada de manera que cuando
la levanto, une (0,0,0) con cualquier punto de T's (si levanto xy a
(0,0,0) ). Para un § apropiado y = € I's, tenemos que (0,0,0) y x
estan n-¢’-relacionados para algin n. De 3.1.7 concluimos que

No/To = q(p*(I's)) C A.
Por 1dltimo de la observacion 3.1.6 tenemos que

A = No/Ty = T".
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4. El ejemplo de Mane

Esta seccién estara dedicada a estudiar un ejemplo devido a Mane
[M]. Es un ejemplo de un difeomorfismo robustamente transitivo en el
T3, en la misma clase de isotopia que un Anosov lineal. Este ejemplo
es descripto en varias referencias como ser: [BDV], [BFSV],[PuS], o
[PS], pero por completitud, incluiremos una descripcién del ejemplo
enfatizando particularmente en los aspectos del mismo que nos seran
utiles para la préxima seccion.

Empecemos con un difeomorfismo de Anosov f4 : T? — T? inducido
por A € GL(3,Z) , un automorfismo hiperbélico que se proyecta al
toro. Supongamos que A tiene todos sus valores propios, \*, A\ y \*,
reales, positivos, simples e irracionales y tales que

D<A <A<l <\

Sea F* la foliacion correspondiente al valor propio A, y analogamente
definimos F* y F". Toda hoja de cualquiera de estas foliaciones es
densa. Supongamos ademas que f4 tiene dos puntos fijos, zg v z1, v
que el modulo de A\* y A%, es mayor que 3 (si no fuera asi alcanza con
reemplazar A por una potencia).

Definimos un nuevo difeomorfismo f, modificando f4 en un pe-
quenio entorno C' contenido en Bs(x1) con p > 0 suficientemente pe-
queno y de modo que la foliaciéon F¢ se mantenga invariante. observe-

mos que fA‘Bg(:rl)C = f|B§(x1)c y por lo tanto

D= () /"(By(x1)) = () Fi(Bg(x1)) . (6)

nez nez

Podeos tomar p lo suficientemente chico, para que x¢o € I'. En C' el
punto x; es modificado como se ve en la figura 5, en la direccion de
F¢, que como resultado aumenta en 1 el indice inestable de z;. Como
consecuencia aparecen dos nuevos puntos periédicos, xo v x3.

El difeomorfismo f resultante, es pacialmente hiperbélico (ver [BDV]),

es decir,
3 _ 18 c U
IT°=E;® Ey® £,
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Figura 5: Perturbacion en un entorno de z

By EY estan contenidos en pequenos conos en torno a E* y E*
respectivamente, £ contrae uniformemente y EY expande uniforme-
mente. Estos subespacios son unicamente integrables (ver [HPS]) a
foliaciones estables F7 e inestables J7.

Como ademas la foliacién central se mantuvo invariante, Fi=F
tenemos que £ @ Ef y By & EY también son tnicamente integrables,
a las foliaciones centro-estables y centro-inestables.

Las hojas de F} son densas en T3 , v que esto se mantiene en un
entorno C! de f (ver [HPS)).

A nosotros nos interesara particularmente que ademas la foliacion
inestable fuerte también tiene esta propiedad de que todas sus hojas
son densas y que esto se mantiene por perturbaciones como se muestra
en [PS] (pagina 5).
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Teorema 4.0.2. (2.0.1 in [PS]).Eziste un entorno U de f en la to-
pologia C' tal que para toda g € U, los espacios Ey, By y Ef, son
unicamente integrables a foliaciones Fj, F; y F/, respectivamente.
Ademas, las foliaciones central e inestable fuerte son minimales, es
decir todas las hojas son densas.

Con respecto a la integrabilidad de los espacios estables e inestables
fuertes de g € U, esta se obtiene de la misma manera que para f, ya
que estos espacios siguen estando en pequenos conos alrededor de E*
y E". La integrabilidad del espacio central en este caso si requiere un
poco mas de trabajo. En [PS] hay una prueba directa de esto para
este caso particular.

4.1. Semiconjugacion de g con el difeomorfismo de Anosov
lineal f4

Nuestro objetivo ahora es mostrar algunas consecuencias ttiles de
el hecho de que los difeomorfismos en la misma clase de isotopia de
fa son semiconjugados a este. Como g € U son isotopicas a fga, la
idea es tratar de comprender mejor a travez de la semiconjugacion el
comportamiento de las foliaciones de g.

El siguiente lema es un corolario del shadowing lema (ver [Sa]

6 [BDV]).

Lema 4.1.1. Sea A € GL(3,7Z) un automorfismo lineal e hiperbolico
que baja al toro, y G : R? — R3 un homeomorfismo que cumple que
| A(z) — G(z) || <7 para todo x € R®. Entonces existe H : R® — R3
continua y sobreyectiva, tal que AoH = HoG. Ademads | H(z)—x || <
C.r para todo .

Demostracion. Este resultado se deduce facilmente del shadowing le-
ma ya que cualquier érbita de GG es una r pseudo orbita de A. Asi que
definimos H(z) como el tnico punto que C.r sombrea a la pseudo

érbita { G™(z) }

nez:

29



Veamos que es continua: Supongamos por absurdo que no. Entonces
debe existir una sucesion { x, }, .y, que converge en R" a x, pero tal
que H(z,) acumula en algin z # y = H(x). Pero entonces tenemos
que

d(A"(2),G"(z)) < KVn € Z and d(A"(y),G"(z)) < K1 Vn € Z.
Esto es una contradiccion ya que implicaria que
d(A"(y), A"(2)) < K1 + K Vn € Z,

y contradice la expansividad infinita de A.

Falta ver ahora la sobreyectividad:

Siy ¢ H(R3) como || H(y) —y|| < C.rlabola B.(H(y)) contiene
a 9 en su interior. Esto implica que H*(B,(H (y))) debe contener un
punto cuya imagen es y.

Observamos que H(x) = H(y) si y solo si |G"(z) — G"(y) || <
2CrV¥n € Z. Esto es una consecuencia de la unicidad en el shadowing
lema 1.2.4. ]

Como G es isotépica a A, tenemos que G = A+p donde p(x+7Z") =
p(x). Nuestra observacion previa y el hecho de que || H(z) —z || < C.r
implica que H induce una h : T® — T3 continua y sobre, tal que

faoh=hogyde,(h,id) =kdec, (fa,9)-

Lema 4.1.2. En las condiciones anteriores , H : R® — R3 es unifor-
memente continua.

Demostracion. Supongamos por absurdo que existe ¢y tal que para
todo 6, z, existe y tal que d(z,y) < d pero d(H(z), H(y)) > .

Consideramos § = 1/n y dos sucesiones { z,, },cn ¥ {¥n },en que
cumplen con lo anterior. A partir de estas sucesiones definimos dos
nuevas sucesiones { z,, }, .y and { ¥n }, oy tales que cada punto de estas
este en el mismo dominio fundamental y z,, = =z, + ¢,. También,
Yn = Un + qn ya que la intencién es que d(z,,y,) < 6 = 1/n.
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Como todos los puntos de estas nuevas sucesiones estan en un com-
pacto, podemos extraer subsucesiones convergentes : { Ty, },cy que
converge a 2 ¥ { Yrn }rey QUe converge a 2.

Pero como H es continua, para £9/2 debe existir dy tal que si
d(z,y) < do, entonces d(H(z), H(y)) < £0/2. Esto es absurdo ya que
existe ng tal que

A(Trgy Yng) < 1/mo < 8o , d(Tpy, 2) < 1/ng and d(yn,, 2) < 1/ng,
pero entonces tendriamos que
0 < d(H (@ay), H(yny) = d(CH (), H(G) < d(iny, 2)+d(fms 2) < 0.
[]

Ahora veamos cémo se comporta H con respecto a las foliaciones
invariantes. La prueba de el siguiente lema puede encontrarse en [PS]

Lema 4.1.3. Para H, A y G como antes tenemos que:

1. Para todo z,y € R3,

#{ Fe@ N Faly) =1} y#{ Fe@n Faly)  =1.

~
C

2. H(Fg'(x)) = F{(H(x)) y HFE (2)) = F§(H(x)).
3. H(Fg(r)) = F4(H(x)).

4. H(FY(x)) = Fi(H(x)) = H(x) + B y H
morfismo para todo x.

es un homeo-

Felx)
5. Si H(x) = H(y), entonces x ey pertenecen a la misa hoja central.

Es facil ver que h : T? — T? hereda propiedades similares.
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4.2. Transitividad del conjunto I

En esta seccion probaremos que el conjunto
D= () f"(Bs(a1)") = [ fi(Be(z1)).
nez nez

Es transitivo. Para esto sera necesario introducir varias definiciones y
resultados sobre particiones de Markov y subshifts de tipo finito. Para
ver las pruebas de los resultados que mencionamos o leer mas sobre
el tema, hay numerosas referencias pero pueden ver por ejemplo [KH]

6 [Cal.

Definicién 4.2.1. Para un difeomorfismo f : M — M y un conjunto
hiperbdlico A, decimos que R C A es un rectangulo, si su didmetro
es menor que la constante de expansividad de f en A, ysi z,y € R
entonces, y W2 (x) N W¥(y) = z entonces z € R.

Observamos que
R=W:x,R) x W(x,R),
donde
We(x,R)=WZix)NR y W(x,R) =W (x)NR.

Definiciéon 4.2.2. Una particion de Markov de A es una coleccién
finita de rectangulos { R; }\"; que cumplen las siguientes propiedades:

= A= U?il R;
= R; = (int(R;)) para todo i
» Sid # j entonces int(R;) Nint(R;) = 0.
» Siz €nt(R;) N f(int(R;)) entonces:
fWHx, /i) > WH(f(x), R;) vy
fOW(z, Riy)) < W2 (f(x), R))
Para una particion de Markov definimos la matriz de transicion de

la siguiente manera.
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Definicién 4.2.3. Llamamos matriz de transicion B de la particion
de Markov R = { R; }.", a una matriz m x m tal que

« Bij=1siint(R) N f ' (int(R))) y

s B;; =0 en caso contrario

Definicién 4.2.4. = Si B es la matriz de transicién de la particion
R llamamos g al conjunto de sucesiones bi-infinitas dadas por:

Ygp = {66{1,2,...,771}2 : BbiabiJrl 21} .

= Sea op : Xp — Xp el shift definido por op(b); = op(b);41 llama-
mos subshift de tipo finito al par (Xp, 0p).

Teorema 4.2.5. Sea f: M — M un difeomorfismo y A un conjunto
hiperbdlico con una particidn de Markov R = { R; }\" |, entonces:

= Para todo a € ¥p existe un inico x = (\;ez [ (Ra,)-

= La funcion B : Xp — A definida por B(a) = ;e [~ 1(Ry,) es una
semiconjugacion de f con el shift o en Xp.

Ahora veamos cémo podemos usar los subshifts de tipo finito para
identificar cudndo A es transitivo.

Definicién 4.2.6. Decimos que la matriz de transicién B es irreduci-
ble si existe k tal que todas las entradas de B* son positivas.

Lema 4.2.7. Si la matriz de transicion B es irreducible, el sufshift de
tipo finito (X, 0p) es transitivo.

Lema 4.2.8. Si La matriz de transicion B es irreducible, entonces A
es un conjunto transitivo para f.
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Lo ultimo que necesitamos es tener control sobre el tamano de los
rectangulos, de modo que si tomamos una particion lo suficientemente
chica, las sacar una bola Bg(wl) podamos pensar que sacamos una
cantidad entera de rectangulos. Para esto tenemos el siguiente teore-
ma:

Teorema 4.2.9. Sea f : M — M wun difeomorfismo de Anosov, en-
tonces, dado B > 0 existe una particion de Markov de M para f con
didmetro menor que [

Lema 4.2.10. 5t f : M — M es un difeomorfismo de Anosov, la
matriz de transicion B es irreducible.

Lema 4.2.11. Eligiendo un A y un Bg(xl) apropiado, I' es transitivo
ya que fA‘Bg(ml)C = f\B%(ml)c-

Demostracion. Como f4 es de Anosov admite una particion de Markov
con rectangulos arbitrariamente pequenos ( 4.2.9). Podemos entonces
tomar la bola Bs(x1) como un rectdngulo (o la unién de varios) R; de
esta particion. Como ademas f4 es Anosov, entonces matriz de transi-
cion B es irreducible, es decir, existe n tal que las entradas de B" son
todas positivas, 4.2.10. Si eliminamos el rectangulo R; obtenemos una
particion de Markov para el complemento de la unién de los iterados
de R;, es decir, una particion de I'. Si eliminamos la fila y la columna
¢t de la matriz B, y la llamamos By, se sigue cumpliendo que existe
un n tal que las entradas de By son todas positivas, por lo tanto I' es
transitivo. [
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5. Conjuntos que no son premaximales

Esta seccion esta dedicada a estudiar las respuestas a la Pregunta 2
que estuvo abierta 40 anos, hasta que en el 2001 Crovisier [C] publica el
primer ejemplo de un conjunto que no esta incluido en ninguin conjunto
con estructura de producto local.

Este ejemplo es construido a partir de un ejemplo de Shub en el T*
de un difeomorfismo, que es robustamente transitivo y no es Anosov.

Mas tarde Fisher (en[Fi]) construye varios otros ejemplos, en parti-
cular construye ejemplos en variedades de dimensién mayor o igual a
2. Estos ejemplos son persistentes bajo perturbaciones pero contienen
puntos errantes. También construye ejemplos en dimension 4 que son
el producto de un toro con una superficie. Estos son transitivos y per-
sistentes por perturbaciones. Estudiaremos el primer tipo de ejemplos
ya que el segundo es similar al de Crovisier.

Finalmente en la 1dltima parte de este capitulo se construira un
ejemplo robusto y transitivo en T3.

5.1. El ejemplo de Crovisier

En esta seccion estudiaremos el de Crovisier [C]. Empezaremos por
describir brevemente el ejemplo de Shub [Sh] de un difeomorfismo
robustamente transitivo que no es Anosov.

Sea A : T? — T? un difeomorfismo de Anosov del toro. Para A
tenemos una inmersién estable de ¢*(x) : R — T? cuya imagen es la
variedad estable por x y andlogamente para la inestable. Definimos
Fy : T* — T* de la siguiente manera

Fy(z,y) = (A%(x), Aly))

Observamos que la expansion y contraccién en la direccién de x es
mas fuerte que la contraccion y expansion en la direccion de y. En este
contexto tenemos ¢* : RxT? — T? tal que la imagen de ¢*(x) : R — T?
es la variedad estable por x en uno de los toros.

Definimos p; : T? x T? — T? la proyeccién sobre el primero de los
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toros, p1(z,y) = x, pa : T? x T? — T2, la proyeccion sobre el segundo,
y ¢'* y ¢ como:

/s / — S t .CL’/))
/ TQ T2 R t(ﬂ’),ﬂf) (.CL’,Qb(, 3
V(r,2') € X y te iz, ') = (¢t ), ).
Ahora queremos cambiar el mapa F{ para que el resultante ya no
sea Anosov.
Sea

F(z,y) = (A%(2), fu(y))
donde f, € Diff(T?) y depende diferenciablemente de x. Este tipo

de mapas son llamados ”skew prouct”. El espacio T? x {0} se llama
base y {z } x T? se llama fibra.

Ahora pondremos algunas condiciones para que f, haga que F ten-
ga las propiedades que buscamos.

Sea p un punto fijo para A y ¢ un punto fijo de A%, distinto de p.
Sea U un entorno muy pequeiio en T? que contiene a ¢ (y no contiene
a p). Definimos f, talque:

» Si(z,2") ¢ U x U definimos f,(z") = A(2').

» En ¢ queremos que f; sea un difeomorfismo Derivado de Anosov
que deje a ¢ como repulsor.

Definiendolo asi no es dificil ver que nuestro nuevo difeomorfismo
F(x,y) es parcialmente hiperbdlico. Para evitar confusiones, notare-
mos W?*(z, h) a la variedad estable de x con respecto a la transforma-
cion h, a menos que quede claro quien es h.

Se puede probar que
W (p x T F) = | W*((p, 2)) = W*(p, A%) x T°
z€T?

Por lo tanto, se ve que W?*(p x T?, F') es denso en T* por que W*(p, A?)
lo es en T2.

Se puede ver también que W#((p, p), F') es denso en W*(p x T?, F).
esto es porque f,(z) es Anosov W*(p, f,) es denso en T? y por lo
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tanto W*((p, p), F') es denso en W#(p x T?, F). De la igualdad anterior
We((p,p), F) es denso en W#(p, A%) x T? y como W*(p, A?) es denso
en T> W#((p,p), F) es denso en T*. De manera similar W*((p, p), F)
es denso en T

Con esto podemos probar facilmente que F' es transitivo y también
se puede ver que esta situacién persiste en un entorno C' de F' ver por
ejemplo [HPS].

Sabemos F' no es Anosov ya que tiene puntos fijos de distinto indice.

Sea V un entorno de ¢ en T? tal que U C V y p ¢ V. Definimos
ahora
k= [)F(T*xT*\V x V),
nez
Observamos que F' y F{ coinciden en un entorno de k, por lo que
k es hiperbodlico y que debe existir un gy tal que

Wiz, F') =W (z, Fy) paratodo x € k.
Por lo tanto existe 6, > 0 tal que:
Vo ek, {7 (x): [t] <6y} C WS (2, F), (7)
{op(x): [t'] <O} CWi(x, F). (8)
Observar que los subconjuntos invariantes T? x {p} y {p} x T?
estan en k.

Supongamos por absurdo que existe A con estructura de producto
local tal que k C A.

Disminuyendo tal vez 6y y €9 tememos que existe 6y > 0 tal que si
z,y € Ny d(z,y) < dy entonces W (z, F') "W (y, F) € A.

Supongamos también que para todo x en T? x T? y para todo
t,t/ € (—30,90),

d(¢f'(z), g1 (x)) < o . (9)

Fijamos t' € (—0y,0y) y para este ¢’ definimos I como el intervalo
méas grande que cumple que para todo t € I, el punto z € ¢}° o ¢}'(p)
estd en A. Observemos que para todo t' € (=6, 6y) el intervalo I es
no vacio, ya que contiene a t = 0. Ent = 0 ¢ o ¢/%(p)T* x {p} € k.
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Como la foliacidénes estables en k son continuas y A es cerrado
entonces [ es cerrado, queremos mostrar que [ es abierto y con eso
tenemos que I = R.

Sea ty € I , tenemos que v = { ¢ o@i(p): 0 <t <1y} es una
curva estable en A. Por la contraccion tenemos que existe n > 0 tal
que

n S U €0
Fr(y) c { o oero) It <7},

Y por lo tanto

—n S u €
v P ({drootm) 1t <))
Deducimos que existe 0 < ¢ < 6, tal que:
{ @7 o' (p) [t—to] <e} CWI(dy o (p)).

El punto ¢}(p) = ¢%, o ¢ (p) estd en {p } x T? C k y la distancia
de ¢i*(p) a ¢;° o ¢} (p) es menor que el §y de la estructura de producto
local, y entonces ¢;° o ¢j(p) € A. Esto vale para todo

t:t—ty| <e y t' € (=06 b))
por lo tanto I es abierto, es decir:
Vt' € (=0p,00) {¢7odi(p):teR}CA.
Como las hojas estables son densas en la fibra tenemos que

U ) x T cA.
tIE(—HQ,HQ)

Iterando para el futuro obtenemos que

L ¢i(p) x T C A

t'eR

Con esto tenemos que A = T* lo cual es imposible porque F no es
Anosov.
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5.2. El ejemplo de Fisher

El ejemplo anterior si bien muestra que puede haber conjuntos que
no son premaximales, esta lejos de cerrar por completo el asunto. En
el 2004 Fisher extiende un poco mas el entendimiento sobre este te-
ma. En [Fi] Fisher construye varios ejemplos. En particular construye
ejemplos en un toro por una superficie, similares al anterior, que son
robustos y transitivos. También construye ejemplos en cualquier varie-
dad de dimensiéon mayor o igual a dos, pero estos si bien son robustos,
contienen puntos errantes. Nos centraremos especialmente en la cons-
truccion del altimo tipo de ejemplos.

En la seccion 6 mostraremos que en dimensiéon dos, los conjuntos
con alguna clase de recurrencia, son premaximales. Esto nos dice que
no podemos construir ejemplos como este pero que ademas sean, por
ejemplo transitivos. En dimension mayor o igual que 4 ya vimos que
si es posible encontrar conjuntos no premaximales transitivos, asi que
en la sub-seccion 5.3 veremos que en dimension tres también hay con-
juntos transitivos que no son localmente premaximales.

Volviendo al ejemplo probaremos lo siguiente:

Teorema 5.2.1. Sea M una variedad compacta. Eviste U un abierto
de Dif f(M) tal que para toda f € U, existe un conjunto hiperbdlico
compacto y f-invariante, A, que no es premazximal.

La idea es construir un conjunto hiperbédlico A, que contiene dos
puntos p y ¢ con una tangencia cuadratica. Construimos A de manera
que si hubiera un conjunto hiperbélico con estructura de producto
local A tal que A C A Entonces A contendria el punto de tangencia,
lo que seria una contradiccion.

Usaremos la siguiente construccion para demostrar el teorema:

Sea f : M — M un difeomorfismo de una variedad diferenciable
M compacta, que contiene subvariedad compacta de dos dimensiones
que contrae normalmente U (U = M si dim(M) = 2) de manera que
flu satisface:

= f|y tiene un atractor A, con cuenca de atracciéon V,
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Figura 6: Como es f|y

un punto fijo g € A,

un punto fijo silla p ¢ A,

un punto z tal que z € W"(p) h W?(q).

y existen intervalos cerrados J C W}l .(q) cong € J, e I C W"(p),
tal que z € I con las siguientes propiedades:

e Cada = € I que esta conectado por una variedad estable a
un punto y € J.

e El intervalo cerrado [ contiene un punto w de tangencia
cuadratica entre W*(p) y W#(t), para algun t € J.

Las siguientes 3 proposiciones implicaran el teorema.

Proposicién 5.2.2. Si M es variedad compacta con dim(M) > 2,
existe un difeomorfismo f con las propiedades anteriores.

Demostracion. Empezamos con un atractor de Plykin A, para un di-
feomorfismo f : S? — S? (en [[KH], p. 540] se puede ver una construc-
cion).

El conjunto W*#(A,) consiste en S? menos cuatro puntos periédicos
repulsores siendo uno de ellos fijo. Llamamos al punto fijo repulsor py.
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Figura 7: I contiene un punto w de tangencia cuadrética entre W"(p) y W*(t)

Fijamos un punto periédico ¢ contenido en A,. Puesto que A, es
un conjunto con estructura de producto local, transitivo, hiperbdlico,
con puntos periddicos densos, tenemos que:

JW(0@) = w*(A,).

Por lo tanto, existen dos puntos ¢y € O(q) vy z € W*(qo) tal que
po € a(z, f) (es decir, tomo un punto de W#(A,) interseccién la cuenca
de repulsion de py, este punto es un z € W*(qq) para algun ¢y € O(q)).
Ahora pinchamos la esfera en py y reemplazamos py con un circulo
cerrado obteniendo un disco cerrado D. El homeomorfismo inducido
por f en D no es una difeomorfismo, pero se puede deformar cerca de
0D para obtener un difeomorfismo f en D de tal manera que:

" f|aD: Id,
« W(A,) = D\ D,

= existe un punto periddico o € A4, un punto fijo p € 9D , y un
punto z € W*(qo) tal que p € a(z, f).

Por construccion, la derivada de fen p en la direccion tangente a
0D es 1. Ademds, la derivada de p en la direccién tangente a W*(y) es
mayor o igual a 1. Por lo tanto, podemos perturbar f en un entorno
de p, de modo que p sea un punto fijo, hiperbdlico, silla con espacio
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estable tangente a 9D y espacio inestable perpendicular a 9 D. Fijamos
n € N de tal manera que qq sea fijo para f" = f.

Por construccion, z € W¥(p) N W*(qy). Observamos que una per-
turbacién cerca del punto f'(z) no cambia W¥(go) cerca de z. Asi,
perturbando ]? posiblemente en un entorno suficientemente pequeno
de f~(2) podemos conseguir que

z € Whp) m W*(qo) -

La transversalidad de W"(p) y W?*(qy) en z ahora implican la exis-
tencia de un entorno Jy de qp en W .(qo) y un Iy entorno de z en
W (p) tal que cada x € I se conecta por una variedad estable con un
punto y € Jy.

Sea 2/ € Iy — z. A continuacién, deformando J/E\ en un entorno
suficientemente pequeno de ffl(z), creamos un punto de tangencia
cuadratica, w € Iy entre W"(p) y W*(t), para algin t € Jj.

Sea I el segmento de W"(p) de z a w, y sea J el segmento de
W"(qop) desde gy a t. Ahora es simple construir un difeomorfismo f
que satisface las condiciones de la proposicion, si M es una superficie
compacta y sin borde.

Tomamos una carta local ¢ : D — M tal que el difeomorfismo
Yo fo ¢~ !, satisface las condiciones de la proposicién, y lo extendemos
a un difeomorfismo f de M.

Supongamos que dim(M) = n > 3y sea fi : D* — D? un difeomor-
fismo que satisface de las condiciones de la proposicion. Extendemos
f1 a un difeomorfismo fy de un disco abierto n-dimensional, D,,, de
manera que se cumple lo siguiente:

= en un entorno de la frontera 0D,, el difeomorfismo f5 es la iden-
tidad,

» D? es una subvariedad que contrae normalmente, invariante bajo

f27y
. f2\D2 = /1.
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Ahora toma una carta local, ¢ : D,, — M tal que ¢ o f; o o™, cum-
ple con las conclusiones de la Proposicién 3.1. Por ultimo, vamos a
extender w o f; o ! a todo M. ]

Proposicion 5.2.3. Sea f la funcion definida en la proposicion an-
terior. Fxiste un entorno de f, U, tal que para toda g € U, g cumple
las mismas propiedades que f.

Demostracion. En primer lugar, si U es suficientemente pequeno, la
hiperbolicidad normal implica la existencia de una subvariedad C*,
notada U(g), que esté C! cerca de U. Para U quizds mds pequeiio, la
estabilidad estructural de los conjuntos hiperbdlicos implica que existe
una continuacion A,(g) del atractor de Plykin, y p(G) del punto fijo
silla. La hiperbolicidad normal implica que existe un difeomorfismo
h:U(g) — U con la derivada de h y h~! uniformemente acotadas cerca
de la identidad. Entonces f" = ho (g|y(y) © h~! es un difeomorfismo
de U que es C* cerca de f|y.

Por lo tanto, es suficiente mostrar que las propiedades de f son
robustas bajo perturbaciones C! de f|y en Dif f1(U). La estabilidad
estructural fuerte de conjuntos hiperbélicos implica que existe un en-
torno V de f en Dif f1(U) de tal manera que cualquier g € V contiene
una continuacion A,(g) del atractor de Plykin, y p(G) del punto fijo
silla p.

Vamos a demostrar que existen continuaciones de z, w, I, y J.
La continuidad de las variedades estable e inestable implica para un
V quizds mas pequefio que los puntos p(g) v ¢(¢) tendran un punto
z(g) € W*(p, g) h W*(q, g) que es una continuacién de z. La existencia
de la continuacion de w se debe a que w es un punto de tangencia
cuadratica para p y t bajo la accion de f.

Para ver esto elegimos una carta local C? tal que en esas coordena-
das, si estamos lo suficientemente cerca de w, las subvariedades W*(t)
y W¥(p) se pueden expresar como:

W) = { (z1, 22)lza =0}, y W (p) = { (x1,22)] 22 = axi } ,
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donde a es una constante no nula. Sea g una perturbacion suficiente-
mente C! cerca de f|y. Entonces, la continuacién

W (p, g) = { (1, z2)|z2 = p(x1) }

donde p estd C; cerca de ax? y

W?(y,9) N D(g) = { (v1,22)|z2 = y(21) }

donde y estd C! cerca de x5 = 0. Luego, en un punto cerca del final del
intervalo, la variedad estable cruza a W"(p, g) transversalmente dos
veces en el sistema de coordenadas local. Ademads, en el otro extremo la
variedad estable no intersecta a W"(p, g) en el sistema de coordenadas
local. De esto, se deduce que existe algin y € U de tal manera que
W#(y,g) v W"(p, g) son tangentes, y la tangencia estd cerca de w.
Dado que las variedades estables e inestables varian de forma continua
en V se deduce la existencia de intervalos I(g) C W*(p,g) v I(g) C
W"(q, g) como los definidos para f. ]

Proposicion 5.2.4. Sea g como en la proposicion 5.2.3, y sea

Ag) = Aa(g) U{p(9) } UO(2(g)) -

Entonces A es hiperbdlici y no estd incluido en ningun conjunto con
estructura de producto local.

Demostracion. Como z(g) € W*(p,g) d W*(q,g), A(g) es un con-
junto hiperbdlico. Supongamos, por absurdo que existe un conjun-
to hiperbdlico localmente maximal A(g) C A’. Vamos a probar que
w(g) € A, donde w(g) es como en la Proposicién 5.2.2. El punto w(g)
es un punto de tangencia entre W*(p, g) y W*(t, g), y por lo tanto esto
contradice que A’ sea hiperbdlico.

Sea [y C I(g) el subintervalo cerrado cuyos extremos son z(g) y
w(g). Veamos que Iy C A

Existe n > 0 tal que para todo x € I(g), hay un punto y € J(g) N
W?#(x) de modo que d(f"(x), f"(y)) < §/2, con § de la estructura de
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producto local. El conjunto f"(Iy) N A" es cerrado ya que Iy y A’ son
cerradas.

Observemos que la variedad inestable W*"(y) restricta a U(g) esta con-
tenida en A,(g) C A', ya que A,(g) restricta a U(g) es un atractor.
Esto y la estructura de producto local implican que f"(Iy) N A’ es no
vacio. También podemos ver que debe ser abierta dado que si tomo
un entorno BY de x en W"(z), tenemos que para todo t € BY C I,
W#(t,g) N J(g) = s esté cerca de y. Por lo tanto d(f™(t), f"(s)) < §/2
y como s € A, la estructura de producto local nos da que t € A’.

Como [ es conexo también lo es f™(ly), por lo tanto f"(Iy) C A’y
la invariancia de A’ nos da que Iy C A'. ]

5.3. Ejemplo robusto y transitivo en dimensién 3, prueba
del teorema B

El objetivo de esta sub seccién es mostrar que si g : T2 — T3 con
g €U(f),y f el derivado de Anosov de Manie (ver 4), hay un conjunto
en el T3 que no es premaximal (es decir que no existe otro conjunto
que lo contenga y que tenga estructura de producto local). Para esto
nos apoyaremos en los resultados de Mane ([M2]) que estudiamos en
la seccién 4.

Observamos que el conjunto A de el teorema 2.1.1 no intersecta una
bola entorno a 7, es decir que

ACT =) f"(Bs(x1)").
nez
Recordamos que puedesuponer se que I' es transitivo 4.2.11.

Por lo tanto A es un conjunto compacto y es f-invariante , ya que
es invariante por f4 y por la ecuacién (6). Para todo g suficientemente
cerca de f, hay un conjunto g-invariante A, hiperbélico conexo y no
trivial(ver porejemplo [Sa] corolario 2.1.1). Por simplicidad también
llamaremos a ese conjunto A.

El objetivo es probar que si existe un conjunto A que contiene a A
y tiene estructura de producto local, entonces A N F(xg) es denso en
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algin pequeno intervalo de F;(xo),y por lo tanto A es denso en T? en
virtud de la minimalidad de F (4.0.2). Esto es absurdo ya que g no
es Anosov.

Como en este contexto, las hojas de las foliaciones invariantes no
son paralelas, serd conveniente re definir el concepto que dos puntos
estén n-e-relacionados.

Sea p* : R? — ]?g(:v) ypl R3S — fés(x) las proyecciones a lo largo
de la foliacion centro estable inestable respectivamente.

Llamamos A al levantado de A.

Definicion 5.3.1. Decimos que x e y estan n-e-relacionado en A si
existe una sucesion de puntos x = xg, x1,...,x, =y tal que:

= xieﬁforizl,...,n
= d(pgi($i+1)a$i+1) S e for 1 S 1 S n

= d(pg, (z:),2;) <econl<i<n

El principal problema con el que nos enfrentamos es que , el lema
(3.1.9) depende fuertemente de la linealidad de A. Arreglaremos este
problema encontrando un tubo V' en torno a zy de modo que la dis-
tancia entre las hojas centro-estables de x y de y y la distancia entre
las hojas inestables de x y de y en V sea chica si x e y estan en V' y
estan lo suficientemente cerca. El intervalo de la hoja inestable del 0
en el que AN }A-g(((), 0,0)) serd denso, estard contenido en este V.

Otra diferencia importante es que 3.1.7 también hace fuerte uso de
la linealidad, por lo tanto no trataremos de probar que la proyeccion
de I's esta en A sino que nos alcanzara con encontrar un q € I's tal
que g ¢ V' y proyectaremos los puntos de la d-cadena que une (0,0, 0)
con q.

Si x e y estdn en la misma hoja inestable, definimos {"(x,y) como
el largo de la curva que une x con y.

Fijamos un ¢ > 0, queremos probar que existe ¢ tal que si z e y,
cumplen que d(z,y) < § y z € F(x), entonces "(z,p,(2)) <e.
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Lema 5.3.2. Para todo € > 0 existe  tal que para todo x ey € }A_g(w)
tales que ["(x,y) < 0, entonces I"(2,p,(2)) < €, para todo z en F& ().

Demostracion. Supongamos por absurdo que existe gy tal que existen

sucesiones { Ty, },ens L Un Fnen C FE(2) ¥ { 20 }ey tales que 1% (2, yp) <
L/ny 1"(zn, py(2n)) = €0.

Por el lema (4.1.3) tenemos que H | Fu(y) €S UN homeomorfismo, por
simplicidad notamos H | Fu(n)™ H,..

Como H, es un homeomorfismo, dado ¢ podemos encontrar un
0y independiente de = tal que si x e y son tales que y € ﬁg(x) y
d(Hy:(x), Huz(y)) < o, entonces [“(z,y) < 4.

Consideramos ng tal que 1/ny < ',y 2/ = H(z,,). Observamos que

Z/ S ﬁfcls(H(xno)) .

Para un n tal vez mayor, tenemos que ["(x,,, y,) < 1/n,y d(H(x,), H(y,)) <

Ty ) S 1M\ i)
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ).
/’E?Eéo ””””””” 5 oz{ ”””””””””””””””””””””””””
, () »
u, G /14 R I pHum(n)Lz) """"""""""""""""""

Figura 8: El efecto de H en las hojas inestables y centro-estables

0o, de la continuidad uniforme de H. Pero para A, Ajf son planos pa-
ralelos y por lo tanto el largo de los segmentos intestables entre 2’ y
Py, (?) es menos de &y (ver figura 8) y por lo tanto

c0> 8 > 1"z Hy (0 () = 1 (22 P(20)) 2 0.
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La continuidad de la foliacién inestable nos da que para todo € > 0,
existe un § > 0 y un n > 0 tales que si x, y cumplen d(z,y) < 7,
entonces para todo z € ﬁg(z) tal que [“(x,z) < [, tenemos que
d(z,p;’(2)) < € (ver figura 9). Podemos tomar 3 uniforme dado que
la foliacion baja al toro.

Figura 9: Separacion entre las hojas inestables

Ahora juntando la proposicion anterior con lo que acabamos de
observar, témenos lo siguiente: Consideramos un entorno compacto de

(0,0,0) en F*((0,0,0)) al que llamamos V.

Sea ¢ = 0, de la estructura de producto local de A y para este 0y,
encontramos un > 0 y un 3 como en lo que acabamos de observar.
Esto nos asegura que si d(x,y) < n las variedades inestables locales
de tamano 5 no se separan mas que d,.

Para controlar también la separacion de las hojas centro estables
elegimos el ¢ en el lema (5.3.2) de modo que sea mas chico que 6, y 5,
y este €9 determina un dy. De este modo si d(z, y) < &y entonces, hojas
centro estables no se separan mas que £y < (5. Por lo tanto si tomo dos
puntos z y 2’ en la hoja centro estable de x tales que d(z,2') < 7, la
proyeccion de estos sobre la hoja centro estable de y distaran menos
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de 0, (ver figura 10).
Consideramos diam(V") < §y En estas condiciones definimos:

V=] 7).
reVu
Hemos probado lo siguiente para V.

Lema 5.3.3. Eziste un entorno (0,0,0), V", en }A-“((O,O,O)), tal que
el conjunto V' definido como

v=U 7@,
zeUv
satisface:
n SizeV yye Fi(z)NV, entonces d(z,y) < 6, y d(z,y) < f.

= Para todo € existe § tal que si x € V y d(x,y) < § entonces
d(z,p,(2)) < €, para todo z en F&(x).

» Para todo ¢ existe 0 tal que si x € V y d(x,y) < 0 entonces
d(z,p5’(2)) < €, para todo z en Fg(x)NV.

Figura 10: El tubo V'

Con el siguiente teorema quedara probado el Teorema B
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Teorema 5.3.4. Sea f : T® — T3 como en el ejemplo de Mané y
sea g € U(f), un difeomorfismo lo suficientemente cerca de f. Sea
A CT =erg"(Bs(x1)°) un conjunto compacto conexo hiperbdlico
invariante y no trivial, tal que xo € A. Entonces A no estd incluido
en ningun conjunto con estructura de producto local.

Demostracion. Al igual que antes empezamos por suponer que existe
un conjunto A con estructura de producto local que contiene a A. Sea

-~

A el levantado de A (recordar que levantamos z al (0,0,0)). Recorde-
mos que la estrategia para ver que tal A no puede existir, es encontrar
un intervalo de la foliacién inestable en el que A N FA((0,0,0)) sea
denso.

Afirmacion. Supongamos que xg, ..., T, € ANV estdn n-e-relacionados,
Y-

» Sizen }A“gf(xzﬂ) , d(z,ps(2)) <e, para todo 0 < i <n—1,

n Sizin ]?g(:vz) NV, d(z,p5, (2)) <&, para todo 0 < i <n —1.
Entonces p§ (x;) € A para todo 0 <1 <mn —1.

Demostracion. Probaremos esto por induccion. El caso base esta dado
por el hecho de que elegimos 0 < € mas chico que d,/2, con ¢, de la
estructura de producto de A. Supongamos ahora que x,y € ANV
estan n-e-relacionados. Tenemos que * = xg, r1,...,T, = Yy COMO en
la definicién. Definimos 7; = .7?5(:6]) N ﬁgs(xjﬂ) para 0 < j <n—1.
Observamos que Ty v Tp,—1 estan (n-1)-e-relacionados ya que:

T € A para 7 = 1,...,n — 1 por hipdtesis de induccion,

» Como T; estan en F&(x,41), por hipStesis tenemos que d(T5, Py, (7)) <

e. Por otra parte 7;°7 € ]?55(%) entonces, d(T;, p3—(75)) < e.

» Como 7; = ]?E‘;(:Cj) N ﬁés($j+1) , tenemos que , T; € ﬁé‘;(x]) nv.
por hipétesis tenemos que d(zj, pg ,(T;)) < € Por otra parte,

Tjr1 = Fé(xj), entonces d(zj, pr—(T5)) <e.
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Figura 11: n-e-relacién entre (0,0,0) y x;.

Con esto concluimos que p§ (z;) € A.Lo que concluye la prueba de
nuestra afirmacion. ]

Volviendo a la prueba del teorema, fijado ¢ < d,/2 tomamos § <
de la definicién de V' (5.3.3).

Tomemos ahora un punto ¢ de I'5;» que no esté en V. Tenemos
que (0,0,0) estd n-0/2-relacionado con ¢. Llamemos x;;; Al primer
elemento de la sucesién que relaciona (0,0,0) con ¢, que no esta en
V. De igual modo que en la afirmacion, podemos construir una nueva
sucesién de puntos tales que (0,0,0) y x; estan j-e-relacionados. (ver
figura 11).

Definimos 7; = F"(x;) N F*(x;41) para 0 < ¢ < j — 1. Observamos
que Tg y T;_; estan (j — 1)-e-relacionados porque:

-7 € A para ¢ = 1,...,7 — 1 dado que §/2 < ¢ < §,/2 de la
estructura de producto local.

n T, € FPwi1) , Y T, € V ocon d(x;, i) < 6. Entonces
de el lema 5.3.3 tenemos que d(7;, p} (7;)) < €. De igual modo
que en la afirmacién esto implica que : d(7;, pa—(7;)) < ¢ for
i=1,...,5—1.
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= Como 7; = ﬁg($i)mﬁés($ji+1) , tenemos que, T; € Jf‘g(:cl)mv Co-
mo d(7;, Ti11) < 0, de el lema 5.3.3 tenemos que d(7;, p§’ | (T5)) <
e. Por otra parte, 7,11 = ﬁg($i+1), entonces d(7;, pe—(T;)) < €
parai=1,...,5 — 1.

Ademés, FU(T;) NV = Fi(z,)NV para 1 <i < j— 1y F&(T;) =
F& (xig1) . Observamos que como x; € V parai =1,..., 7y d(z;, ziy1) <
0, entonces por 5.3.3 tenemos que :

= Para todo z in ]?(cf(x_z) , d(z,p5(2)) = d(z,p5—(2)) < ¢, para
todo 0 < <7 —1.

= Para todo z in F*4(z;) NV, d(z,p5, (2)) = d(z,p$=(2)) < ¢, para
todo0 <¢<j— 1.

Esto implica que la nueva sucesion que definimos esta en las hipdtesis
de nuestra afirmacién, y por lo tanto pi(7;) € A parat=20,...,7—1.
Pero entonces pgi(xl) cA para 1 =0,...,7.

Sean V't y V¥ Los intervalos positivos y negativos de V*. Su-
pondremos por absurdo que AN V" no es denso en ninguno de estos
subintervalos. En este caso, existirian gaps de tamano v en cada subin-
tervalo, los cuales no contienen ningin punto de Anve Eligiendo
e < /2, § para este € y ¢ € I's, tenemos que (0,0,0) estd n-6/2-
relacionado con g.

Entonces existe un j como antes y p(x;) € A para i = 0,...,].
Como x4 esta fuera de V, uno de estos subintervalos , V** ¢ V"~
tiene al menos un punto de A en cada gap de tamano 2¢, llegando
asi a una contradiccion. H
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6. En dimension 2 los conjuntos transitivos son
localmente premaximales, prueba del teorema

C

En esta seccién probaremos el Teorema C, que nos permitira com-
pletar la pregunta sobre si es posible construir conjuntos transitivos
que no sean premaximales en dimensiones menores que 4. Para esto
nos apoyaremos en un resultado de Anosov de [Al] y uno de Fisher
en [Fi|, que enunciaremos a continuacion.

Teorema 6.0.5. (Anosov) Sea f: M — M un difeomorfismo de una
variedad compacta y sea F' C M un conjunto compacto invariante e
hiperbolico de dimension topoldgica cero. Para todo U entorno de F
existe A un conjunto compacto invariante e hiperbolico con estructura
de producto local, tal que FF C A C U.

Teorema 6.0.6. (Fisher) Sea f : M — M un difeomorfismo de una
superficie M compacta. St A tiene estructura de producto local y tiene
interior entonces A = M = T?.

Observacion 6.0.7. Como M es una superficie los conjuntos con
dimensién topoldgica cero son los totalmente disconexos (ver [HW]).

Porbaremos una serie de lemas que implicaran el Teorema C

En adelante f : M — M sera un difeomorfismo, M una superfi-
cie compacta y A C M sera un subconjunto compacto, hiperbdlico e
invariante, tal que Q(f o) = A

Definicién 6.0.8. Sea A C M un subconjunto compacto, hiperbdlico
e invariante. Definimos Ay como la unién de todos los puntos p en A
tales que la component conexa de p en A es solo p. Definimos también

A1 como Ay = A\ Ay.

Observamos que Aj es totalmente disconexo y por lo tanto tiene
dimension topoldgica 0.
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Nuevamente, para un entorno lo suficientemente pequeno de x € Ay
definimos p? : U(xz) N Ay — W} (x) la proyeccién local a lo largo de la
foliacion estable. Andlogamente definimos p¥ : U(x)NA; — W} (x). Es
importante destacar que en este contexto las hojas estables e inestables

tienen dimension 1.

Lema 6.0.9. Los puntos perddicos son densos en Ni. Ademds si x €
Ay tenemos que W (x) C Ny 6 Wi (x) C Ay (o ambas).

Demostracion. Para abreviar, llamaremos lcc(z) a la componente lo-
calmente conexa de x en Aj.

Si x € Ay entonces x ¢ Ay, y por lo tanto lcc(x) es no trivial. Por
lo tanto para un entorno suficientemente chico de x, U(z), alguna de
las proyecciénes p2(U(xz) N A1) 6 p(U(x) N Ay) contiene un arco.

Como Q(f |ao) = A, usando el shadowing lema tenemos que si
x € A entonces x es aproximado por puntos periddicos hiperbdlicos
(que a priori podrian no estar en A ).

Supongamos que pi(lcc(x)) contiene un arco. En este caso defini-
mos:

v=J Wi

y€lee(x)

v tenemos que V es no vacio. Tomamos un z € VNlee(x) (ver figura 12)
y por lo tanto p*(z) queda en el interior de p?(lcc(x)) con la topologia
relativa a W"(x).

Si {pn},en €s tal que p, — 2 (con p, una sucesiéon de puntos
periodicos), entonces p,, € 1% para todo n mayor que algin ny.

Como A es invariante, y f es un difeomorfismo tenemos que A;
también es invariante. De lo contrario f llevaria componentes conexas
no triviales a puntos. Como p,, € V tenemos entonces que w(p,) € Ay
pero entonces p,, € A; para todo n > ny.

Tomamos ahora p, lo suficientemente cerca de z de modo que

p3(pn) esté en el interior de pé(lec(x)). Entonces W (p,) Nlce(x) # 0
(o de otro modo tendriamos que lcc(x) no seria conexo). Iterando
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Figura 12: la componente conexa local dem = y p2(lcc(x))

para el futuro f"(lcc(x)) acumula contra la variedad inestable de p,, y
como diam(lcc(x)) > 0, entonces f"(lcc(z)) acumula contra un arco
de W} (pn). Concluimos que un arco de W} (p,) esté contenido en A,
como consecuenia de la compacidad de A. Este arco debe ademas estar
en Ay ya que no puede estar en Ay. Como A; es invariante tenemos
que W"(p,) C Ay y si p, — z, la compacidad nuevamente implica que
Tomamos una sucesion z, en las misms condiciones que z, tomando
uno en cada entorno U,(x) los cuales tomamos cada vez mas chicos.
De este modo nos queda que z, — = y la continuidad de las variedades
inestables implica que W"(x) C A;.
La situacion es analoga si p%(lcc(x)) contiene un arco estable.
]

Lema 6.0.10. Definimos los subconjuntos AY = {z € Ay | W"(z) C Ay}
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y AN ={xe A | W'x) C Ay }. Ambos conjuntos son compactos con
estructura de producto local.

Demostracion. Veremos primero que AY es cerrado y por lo tanto com-
pacto (ya que es un subconjunto de A). Sea {z, },.y C A} tal que
x, — vy, entonces la variedad inestable de y esta en A y por lo tanto
y € A}

Sean x,y € A} tales que d(x,y) < ¢ para algun § apropiado (por
ejemplo tal que tal que W} (x) N W} (y) # (). Como W¥(z) C A}, y
Wh(y) C AY, entonces,

Wige(x) N Wige(y) € Wh(z) C A

la situacion es analoga para Aj. [

Corolario 6.0.11. El conjunto Ay es compacto, invariante y tiene
estructura de producto local.

Demostracion. Los conjuntos AY = y A definidos en el lema 6.0.10
cumplen que

A = AT UAT,
como consecuencia del lema 6.0.9. Por lo tanto A es compacto, inva-
riante y tiene estructura de producto local. ]

Corolario 6.0.12. O Ay es la union disjunta de atractores Aj y y
repulsores A¥, 6 A = A; =T? y [ es Anosov.

Demostracion. Supongamos que existe z € AY N Aj. Entonces W"(x)
y W5(x) € A;. Como A; tiene estructura de producto local, tenemos
que

U I/Vlléc(y) - Al )

yEWlSoc (.17)

y entonces A; tiene interior no vacio. Concluimos a partir del Teorema

6.0.6 que A = A; = T? y f es Anosov. [l
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Lema 6.0.13. El conjunto Ay es compacto y disjunto de Ay. Mads
aun, si'V es un entorno de Ay, podemos encontrar otro conjunto A
con estructura de producto local tal que AfyN Ay =0 y Ay C A C V.

Demostracion. De la definicion de Ay tenemos que es disjunto de A;.
Supongamos que Ay es no vacio y definimos una sucesion { z, },.y C A
tal que x, — y € A. Por el corolario 6.0.12, si Ay es no vacio Ay es
union disjunta de A y A}. Supongamos que y € Aj, entonces para un
n suficientemente grande, x,, esta en la cuenca de atracciéon de Aj y
por lo tanto f™(x,) no vuelve a ningtn entorno suficientemente chico
de z,,, lo que contradice que Q(f [5) = A.
La situacion es andloga pero para el pasado si y € AY.

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema:

Teorema 6.0.14. Sea f : M — M un difeomorfismo, M una superfi-
cie compacta y A C M un conjunto hiperbolico compacto e invariante.
Si ademas tenemos que Q(f |n) = A entonces para todo entrno 'V de A,
existe A tal que A es compacto hiperbolico, invariante , con estructura

de producto local vy, _
ACACV.

Demostracion. Sea V un entorno de A y V' =V \ A; un entorno de
Ag. Del lema 6.0.13, tenemos que existe A{, con estructura de producto
local tal que AfjN Ay =0y Ay C Ay C V'.Por otra parte A; tiene
estructura de producto local por el corolario 6.0.11.

Concluimos que A= A U Ay tiene estructura de producto local |
estd contenido en V' y contiene a A. []
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