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Resumen

En esta monografia estudiamos sistemas dinamicos discretos diferenciables, tanto
el caso invertible como el no invertible. Demostramos un lema de conexién C' para
endomorfismos (teorema 1.1) que implica de manera directa los cldsicos C! closing
lemma y C! connecting lemma para difeomorfismos. Deducimos de aqui el Teorema
de Densidad para difeomorfismos y varias propiedades de las clases homoclinicas de
mapas C' genéricos. Se propone finalmente un acercamiento a resultados genéricos

para el caso no invertible.

Abstract

In this monograph we study discrete differentiable dynamical systems, both the in-
vertible and non-invertible case. We prove a C! connecting lemma for endomorphisms
(theorem 1.1) which implies directly the classical C'! closing lemma and C! connect-
ing lemma for diffeomorphisms. We deduce from here the General Density Theorem
for diffeomorphisms and several properties of homoclinic classes for C'* generic maps.

Finally, we propose an approach to generic results for the non-invertible case.
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Capitulo 1
Introduccion

Muy a grosso modo, podriamos decir que el objetivo de los sistemas dinamicos se
centra en el estudio de la evolucién de un sistema a través del tiempo, i.e. si se sabe
cémo varia el estado de un modelo a lo largo del tiempo, se pretende ser capaz de
predecir qué sucederd en el futuro con dicho sistema. Mas concretamente, dada una
condicién inicial (un estado posible del sistema), nos preguntamos a qué estado ten-
dera nuestro sistema, buscando dar una descripcion asintéotica de su comportamiento.
Esto, en general, es harto dificil dado que las leyes que gobiernan el comportamiento
de nuestro sistema pueden ser demasiado complejas. ;Serd posible, en tal caso, poder
estudiar un sistema mas sencillo, cuyo comportamiento sea indistinguible del inicial?
¢ Existird un conjunto grande (en algin sentido a precisar) de sistemas dindmicos de-
scriptibles?

Desde el punto de vista topoldgico pueden exigirse distintos niveles de dificultad:
describir un conjunto denso de sistemas dindmicos (es decir, estudiar comportamientos
que pueden aparecer mediante perturbaciones arbitrariamente pequenas), un residual
si trabajamos en espacios de Baire (esta es una nocién bastante mas interesante que
la densidad: la interseccién de dos residuales es un residual), o finalmente un abierto
denso (es decir, estudiar comportamientos robustos). Esta monografia se dedicara al
segundo tipo de abordaje.

Los estados posibles de nuestros sistemas formaran, a lo largo de toda la monografia,

una variedad Riemanniana compacta, conexa y sin borde, y la ley que gobierne la
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evolucién de nuestro sistema serd o bien un endomorfismo o bien un difeomorfismo de
la variedad en si misma de clase C!, es decir, trabajaremos con sistemas dindmicos

discretos diferenciables, tanto el caso invertible como el no invertible.

1.1. Conexién de orbitas

Supongamos que se tiene un sistema dinamico y una condicién inicial tales que,
a medida que pasa el tiempo, el sistema toma repetidamente estados similares a la
condicién inicial, ;existirda un sistema muy parecido al nuestro y tal que la condicién
inicial dada es periddica para este nuevo sistema? (por peridédica entendemos que ex-
ista algin intervalo de tiempo fijo tal que el sistema vuelve exactamente a la condicion
inicial transcurrido ese intervalo de tiempo, y asi sucesivamente). Una respuesta afirma-
tiva a este problema se ha dado en llamar closing lemma, o lema de cerrado. Daremos
una demostracién de este hecho para sistemas discretos, diferenciables e invertibles.

Otro problema que podriamos plantearnos es el siguiente: supongamos que un sis-
tema dindamico admite dos condiciones iniciales x; y x5 diferentes con la siguiente
propiedad: con la condicién x; el sistema tiende (hacia el futuro) al mismo estado
al que tiende (hacia el pasado) con la condicién inicial x5, jexistird un sistema muy
parecido al nuestro y tal que bajo la condicién inicial x; existe un momento futuro en
el que el estado de nuestro sistema es exactamente x,?7 Este problema se ha dado en
llamar connecting lemma, o lema de conexién, y también daremos una demostracion
de este hecho para sistemas discretos, diferenciables e invertibles.

Formalicemos estos enunciados: a lo largo de toda la monografia M™ denotara una
variedad Riemanniana compacta, conexa y sin borde, Endl(M ) denotara el conjunto
de todos los mapas de clase C' de la variedad en si misma y Diff'(M) denotara el
conjunto de todos los difeomorfismos de clase C! de la variedad en si misma, ambos
equipados con la topologfa C'. Enunciamos ahora el C! closing lemma demostrado
por Pugh en [Pul] y el C! connecting lemma demostrado por Hayashi en [Hay], para

f € Diff'(M) (en el apéndice se dan las definiciones del caso):
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Teorema (C' closing lemma, Pugh, 1967). Si z € Q(f) existe g arbitrariamente cerca
de f en la topologia C' tal que z € Per(g).

Figura 1.1: El closing lemma.

Teorema (C' connecting lemma, Hayashi, 1997). Seanp, q, z € M / z € w(p) Na(q)

y z ¢ Per(f). Existe g arbitrariamente cerca de f en la topologia C' tal que q estd en
la orbita futura de p por g.

,J'/-- q e = q
s /H . e 5
S — 2
Z /C-’ ™ \| ,/r/ s -\H\I \I'
/ /u' /'\"/ /// l,.l ."I - /_/ !
| N—— / |/ R e //
‘ / \ = \\_ -~

Figura 1.2: El connecting lemma.

Las demostraciones de estos teoremas estan basadas en el teorema 1.1 y serédn
expuestas mas adelante. Es claro que el closing lemma (al igual que el connecting
lemma) es trivial en la topologia C° : dado € > 0 tomamos p € M, n > 1 tales que

p, ["(p) € B(x,e/2) (aqui debemos tomar n como el primer iterado de p que visita la
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bola), y componemos f con una pequena traslacién (un perturbado de la identidad) que
transforme a p en un punto periddico. La distancia entre esta traslacion y la identidad
en la topologia C° puede tomarse igual a d(p, f"(p)) < e. Luego conjugamos f con
otra pequena traslacién que hace a x el punto peridédico. Esta traslacién también puede
tomarse de modo que su distancia a la identidad sea menor que . El hecho crucial
es que podemos tomar ambas perturbaciones de soporte arbitrariamente pequeno. Esto
es fundamental pues, entre los n primeros iterados del punto p, los 1inicos que pueden
estar en el soporte de la perturbacién son p y f"(p), pues de lo contrario, podriamos

estar cerrando la érbita por un lugar, y tal vez abriéndola por otro.

En la topologia C! no existen tales comodidades: Sea ¢ un perturbado de la iden-
tidad tal que p(f"(p)) =py ||[dp — Id]| < e =

B (fn(p% d(f”(p)7p)>

C sop(p)

pues si z € sop(p) =
1" (0) = pll = [lf"(0) —=p+ 2 =2l = [[f"(p) — e(f"(P)) + #(2) — 2| < e|[f"(p) — 2|

por el teorema del valor medio. Luego, cuanto mas cerca deba estar nuestra perturbacion
de la identidad en la topologia C' mds grande serd su soporte, y perdemos control acerca
de cuantos iterados del punto p se ven afectados. Esta observacion justifica el laborioso
trabajo de los proximos dos capitulos, a lo largo de los mismos desarrollaremos las
técnicas con las que los especialistas han enfrentado estas dificultades a lo largo de las

ultimas décadas.
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Observar que la situacion seria mucho més complicada si desedramos trabajar en la
topologia C" con r > 1 (pues en este caso se tendria B(f™(p), (W)%) C sop(p)).
Tanto el C" closing lemma como el C" connecting lemma permanecen abiertos para
r > 1, y es por eso que atin no se han obtenido resultados genéricos de interés en estas
topologias (exceptuando Kupka-Smale).

Tanto el closing lemma como el connecting lemma son herramientas de gran im-
portancia y constituyen un avance de creciente interés en la teoria cualitativa de los
sistemas dinamicos. Algunas de sus aplicaciones y consecuencias seran detalladas en
esta misma monografia. El enfoque que elegimos para la demostracién del connecting
lemma, que incluye como corolario el closing lemma, es el del articulo de Wen y Xia
del afio 2000 ([WX2]). Daremos una versién levemente modificada de su demostracion,
de modo de poder incluir aplicaciones a mapas no invertibles.

Un corolario fundamental del C' closing lemma es el teorema de densidad para

difeomorfismos:

Teorema (General density theorem, Pugh, 1967). Genéricamente en los difeomorfis-

mos C' los puntos periddicos son densos en el no errante, es decir, 3 D C Diffl(M)

residual / ¥ f € D se cumple que Q(f) = Per(f).

Obtendremos este resultado en el capitulo 4. Comentamos brevemente algunos re-
sultados de interés que se obtuvieron posteriormente al closing y connecting lemma:
en cuanto a la compacidad de la variedad debe decirse que el C! closing lemma ha
sido demostrado por Liao para variedades no compactas (ver [L]), pero en cuanto al
C' connecting lemma Pugh ha construido (en [Pu3]) un contraejemplo para el caso
continuo.

En el ano 2004 Bonatti y Crovisier (en [BC]) obtienen, a partir del connecting

lemma de Hayashi, el siguiente connecting lemma genérico para pseudo orbitas:

Teorema (C! connecting lemma para pseudo-6rbitas, Bonatti-Crovisier, 2004). Eziste
D C Diff'(M) residual / ¥ f € D se cumple que si x ey verifican que dado € > 0
existe una e-cadena que une x con y, entonces existe g arbitrariamente cerca de [ en

la topologia C* tal que g"(x) =y para algin n > 1.

No estudiaremos aqui este teorema ni sus consecuencias, referimos al lector al articu-

lo [BC] o a la monografia [S].
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1.2. Un lema de conexién para endomorfismos

Sea f € End'(M), a lo largo de toda la monograffa PrePer(f) denotara el conjunto
de los puntos preperiédicos de f, mientras que Sy denotara el conjunto de los puntos
criticos de f, es decir, Sy = {z € M / d,f no es invertible}. Uno de los objetivos
centrales en esta monografia (al cual dedicaremos los capitulos 2 y 3) es demostrar el

siguiente lema de conexion para endomorfismos:

Teorema 1.1. Sea f € End' (M) y sea z € M tal que la érbita futura de z no contiene
puntos criticos ni periddicos. Dado U entorno de f en la topologia C' existen p > 1,

L € N y g > 0 con la siguiente propiedad: supongamos dados 0 < § < &g y puntos
p,q ¢ A() = UZ;L f™(B(z,9)) que verifican:

» Una preorbita de q intersecta la bola B(z,8/p) antes de q, i.e. existe b > L tal
que f~"(q) N B(z,6/p) # 0.

» La orbita futura de p intersecta la bola B(z,0/p), i.e. existe a > 0 tal que f*(p) €
B(z,d/p).

» Dadosj €{l,...,a} yn e€{l,...,L} la condicion f’(p) € f"(B(z,0)) implica que
f7Hp) € f77H(B(2,9)).

Entonces existe g € U tal que q estd en la orbita futura de p por g, y ademds, g = f
afuera de A(J).

La tercer condicién exige cierta compatibilidad entre la érbita de p y el tubo A(0):
cada vez que el arco de érbita entre p y f%(p) recorre el tubo lo hace desde el principio (si
bien esto puede parecer una hipotesis muy restrictiva no lo sera en nuestras aplicaciones,
donde tendremos control sobre las érbitas a conectar).

Este teorema es una fuerte extensién del C* closing lemma y del C! connecting
lemma enunciados puesto que se trabaja en Endl(M ) v puesto que, aun en el caso
invertible, se resuelve un problema més general.

Debemos observar que, segin los especialistas, la hipdtesis de que z no sea un punto
preperiddico deberia poder eliminarse. A lo largo de los préximos dos capitulos veremos

que ésta es una condicién impuesta por las técnicas utilizadas y no por la naturaleza
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del problema (en el capitulo 2 desarrollamos la idea de desparramar a lo largo del
tiempo el efecto de las perturbaciones: la necesidad de construir tubos de conexién
imposibilita tomar puntos periddicos. En el capitulo 6 obtendremos un largo uniforme
para los tubos de conexién, lejos de los puntos criticos, que nos permitird aceptar
puntos periédicos de periodo suficientemente grande).

En el capitulo 2 demostramos un teorema de algebra lineal que, mediante un proceso
de linealizacién desarrollado en el capitulo 3, implica el teorema 1.1.

En el capitulo 4 se dan dos demostraciones del Teorema de Densidad de Pugh.

En el capitulo 5 se aplica el C!' connecting lemma para obtener propiedades de
las clases homoclinicas para difeomorfismos C'! genéricos (una introduccién al tema se
ofrece al inicio del capitulo).

El teorema de densidad demostrado en el capitulo 4 tiene una consecuencia funda-
mental que no sera analizada en este trabajo; en efecto, el siguiente corolario es una

consecuencia obvia:
Corolario. Si un difeomorfismo f es C'- Q) estable entonces Per(f) = Q(f).

Recordemos que un difeomorfismo f es C'- Q estable si existe U entorno de f en
la topologia C* tal que para toda g € U se tiene que flos) ¥ glag) son conjugadas.
La demostracion del corolario es obvia puesto que una conjugacion de flay) ¥ 9lag)
lleva puntos periddicos de f en puntos periddicos de g y conjuntos densos en conjuntos
densos. El teorema de densidad implica entonces el resultado afirmado. Este corolario
constituye un paso ineludible en la demostracién de la C! conjetura de estabilidad
obtenida finalmente por Mané en 1988 (ver [M2]). Esta caracterizacién de la esta-
bilidad permanece abierta atin en topologia C! para endomorfismos, més atin, no se
sabe siquiera si el conjunto de endomorfismos C' de una variedad M para los cuales
Per(f) = Q(f) es residual en End'(M). Para endomorfismos sin puntos criticos o con
una cantidad finita de estos, Lan Wen demostrd este resultado de densidad en [W1]
y [W2]. En el capitulo 6 (y basados en nuestra versién del teorema 1.1) elaboramos
una técnica diferente a la de Wen que extiende el teorema a una clase mas amplia y

permitiria obtener el antedicho resultado para endomorfismos arbitrarios.



Capitulo 2

Una versién lineal del C!

connecting lemma

2.1. Perturbaciones en la topologia C*

Definicién 2.1. Sea B C R™ una bola cerrada de radio r y sea € > 0, denotamos por

eB la bola cerrada del mismo centro y radio er, y le llamamos e-nicleo de la bola B.

Definicién 2.2. Sean B C R™ una bola cerrada y 0 < ¢ < 1, dados z,y € B
sabemos que existe un difeomorfismo ¢ : R™ — R™ de clase C* soportado en B (i.e.
t‘Bc - Id

soportada en B.

pe) tal que t(xz) = y. A una tal ¢ le llamamos e-traslacion que lleva z a y

El siguiente lema (que demostraremos por simplicidad en R™) ofrece un método

para perturbar difeomorfismos controlando su tamano C*.

Lema 2.1. V >0 3 ¢ >0 / dada cualquier bola cerrada B en R™, x,y € B, existe
una e-traslacion t que lleva x a y soportada en B tal que cualquier derivada parcial de

t — Id tiene valor absoluto menor que (3.

Demostracion. Es claro que basta demostrar el lema para el caso en que x es el centro
de la bola B. Sea a : R™ — [0,1] un chichén C* / a =1 en B(0,1/3), « = 0 en

B(0,2/3)¢, y todas las derivadas parciales de « tienen valor absoluto menor o igual

13
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que 4 (observar que podemos tomar la cota arbitrariamente cerca de 3). Sea r el radio

de B y sea y € B, definimos

VvV—x

t:RmﬁRm/t(v):v—ka( >(y—x)Vv€]Rm

Para e suficientemente pequeno t es un difeomorfismo, t(x) = y, sop(t) C B, y

Vie{l,..,m}
ot oa (v—=x y—x
8vi<v)_v+8vi( r )( r )

ot —1Id)| |0a (v—x\]||y— 2|
ov; Oy r r

o(t—1d)
ov;

Entonces,

y como |y — x| < er, ‘ < 4e. Luego basta tomar € < 3/4. O

Este lema indica un camino para construir perturbaciones en la topologia C': En el
caso en que el radio de la bola B (del cual nada dice el enunciado) sea suficientemente
pequerio (y € también lo sea), la perturbacién ¢ estard C' cerca de la identidad, y si
definimos g = t o f, resultard que g estd C* cerca de f. Asi serdn todas nuestras per-

turbaciones. A tales efectos, definimos uno de los objetos centrales de esta monografia:

Definicién 2.3. Dados {V},},>0 sucesion de espacios vectoriales de igual dimension
m y con producto interno, T, : V,, — V,,_1 sucesion de isomorfismos lineales V n > 1,
e>0,u,veVy LeN,Q,GCV, llamaremos e-transicion de {1, }n>1, de v a v, de
largo L, contenida en @) y que evita G a L+ 1 puntos {cg, ¢1, ..., ¢, } junto con L bolas

B, cV,, 0<n<L—1tales que se verifican las siguientes cuatro propiedades:

» qg=vycy=F;'(u),donde F,, =Ty 0To..0T, ¥V 0<n<L-1

Cn, Tn+1(cn+1) € an vV 0 S n S L—-1

B,CFY{Q) V 0<n<L-1

B,NF(G) =0V 0<n<L-1
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Para enfrentar las dificultades comentadas en la introduccién, Pugh desarrolla (en
[Pul]) la idea de desparramar las perturbaciones en una cantidad finita de pasos.
Utilizaremos esta idea mediante las e-transiciones. A grosso modo, una e-transicién es
una e-pseudo érbita de L + 1 puntos con L saltos. Esta e-pseudo érbita une el punto v
con un iterado pasado del punto u, en lugar de hacerlo directamente con la preimagen
de u. Los conjuntos () y G son restricciones. En nuestro caso, G se correspondera con
arcos de orbita que no podréan ser afectados por nuestras perturbaciones, mientras que

Q controlard el tamafio CY de nuestra perturbacion.

Definicién 2.4. Dos e-transiciones ¢y, ¢1, ..., cr; Bo, By, ..., Bp—1,y ¢, ¢y, ..., s By, By, ..., By 4

contenidas respectivamente en @ y Q' son disjuntas si B,NB, =0 V 0<n < L-—1.

2.2. Una versién lineal del C' connecting lemma

En esta seccién enunciamos un teorema de algebra lineal que, mediante un proceso
de linealizacion desarrollado en el préoximo capitulo, implicara el teorema 1.1. El enun-
ciado de este teorema es bastante engorroso pues indica de manera explicita el modo
de conectar orbitas. La demostracién serd dada en la seccion 2.5, luego de algunos

preliminares.

Teorema 2.1. Dados {V,,}n>0 sucesion de espacios vectoriales de igual dimension m

y con producto interno, T, : V,, — V,_1 sucesion de isomorfismos lineales V' n > 1 y

e >0, eristen 0 > 1 y L € N / dadas dos secuencias finitas {z;}:=5 e {y;}i=t en Vj

con el siguiente orden definido en la unién X = {x;}i=5 U {y; }i=4:

T <P < ... <Tsg <Y <Y1 < ... <Y<

existen dos puntos v € {x;}'=5 N B(ws, 0 ||vs — yil|) ey € {y: 24 N B(xs, 0 |zs — ]
gunto con k pares (para algin k € N) {p;,¢;} C X N B(zs,0||xs — ye||) con el orden

TSP S <P @<..<pySqw<T<Y<pPri1 S Qe <. <Pp S Qe S
tal que se satisfacen las siguientes cuatro condiciones:

» Euxiste una e-transicion de {T),},>1, de x ay, de largo L, contenida en B(xs, 0 ||xs — y1||).
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» Vi e {l,.., k} existe una e-transicion de {1, }n>1, de p; a g;, de largo L, con-

tenida en B(xg, 0 ||xs — ye])-

» Estas k + 1 transiciones evitan X — [x,y] — [p1, 1] — ... — [Pk, @k}, donde [z, ]
refiere al orden definido en X, es decir, [x,y] denota {z € X /x <z <vy}.

» Las k + 1 transiciones son disjuntas dos a dos.

Definicién 2.5. Al par {x,y} le llamaremos par de conezrion, mientras que a los pares
{pi, ¢;} les llamaremos pares de corte. La diferencia sustancial es que x e y pertenecen
a distintas secuencias (en particular son puntos diferentes), mientras que los p; y ¢

pertenecen a la misma secuencia, pudiendo ser el mismo punto.

Observacion. De acuerdo a la tercer condiciéon del teorema, la transicién de p; a ¢; no
tiene por qué evitar los puntos de X que son intermedios de los otros pares {p;, g;}.
Solamente deben ser evitados los puntos de X que no son intermedios a ninguno de
los {p;,q;}. Esta es la idea que Hayashi expuso en [Hay|: Una de las mas serias com-
plicaciones al intentar probar el teorema 1.1 es que la orbita futura de p y la érbita
pasada de g pueden visitar muchisimas veces la bola B(z,d/p), por ejemplo en el caso
en que z € w(p) N a(q). Serfa un error entonces buscar solamente un par de conexién
pues como vimos, si el entorno U de f en la topologia C! es demasiado pequeiio, el
soporte de la perturbaciéon sera demasiado grande, pudiendo afectar iterados de las
orbitas a conectar que no quieren afectarse. Hayashi propone barrer la casa: no buscar
unicamente un par de iterados para conectar, sino buscar ademas arcos intermedios de
orbita que permitan tomar atajos y olvidar asi conjuntos de iterados. Mas concreta-
mente, supongamos que existen dos iterados f"(p) y f"*(p) suficientemente cercanos
entre sf, en tal caso tal vez podamos conectar directamente f™(p) con f"*(p) y olvidar
completamente los [ — 1 iterados intermedios, despejando asf el entorno de z (ver figura
2.1). Obviamente esto introduce el problema de que las perturbaciones sean disjuntas

dos a dos, pero esto se ha resuelto con éxito en [WX2].
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Figura 2.1: A barrer la casa.

2.3. Un resultado basico de perturbaciones C'

Definicién 2.6. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita m con producto in-
terno, y sea e = {ey, s, ..., €, } una base ortonormal de V', damos algunas definiciones

elementales:

» Una e-caja de centro z € V' y tamano (Ay, ..., A\y) € RN esQ={y eV / |y;—

x;] < A, 1 <i <m}, donde z; e y; son las coordenadas de x e y en la base e.

» Dadoa >0, aQ ={y eV / |lyi — x| <a\,1<i<m}. Sia<1,decimos que

a es el a-nicleo de Q.

» Decimos que una e-caja Q' es de tipo Q si Q' = z+ a(@) para algiin z € V' y algin
a > 0.

El siguiente teorema fue asumido por Wen y Xia en [WX2] y luego demostrado en

[WX1]:

Teorema 2.2. Dados {V,,}n>0 sucesion de espacios vectoriales de igual dimension m
y con producto interno, T, : V, — V,_1 sucesion de isomorfismos lineales ¥V n > 1,
eriste e = {eq,ea,...,e,} base ortonormal de Vo /¥ € > 0, a € (0,1) existe una

e-caja A y L € N / V¥ e-caja Q de tipo A, x,y € aQ, existe una e-transicion
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Co, C1y -y Cr; Boy Bry ooy Bp—y de {1, }n>1, de x a y, de largo L y contenida en Q. Mds
ain, el radio de B, es menor o igual a la mitad de la distancia entre O(F,*(Q)) y

INE HaQ)VO<n<L-1.

2.4. Un ordenamiento de cajas

Sea e base ortonormal de V), A una e-caja, y Hp una e-caja de tipo A (todas las
cajas consideradas en esta seccién seran e-cajas de tipo A). Es obvio que existe una
cantidad finita (4™ — 2™ de hecho) de cajas H;, 1 < ¢ < 4™ — 2™ de tipo A, de la
mitad de tamano que Hy, que rellenan 2Hy — Hy. Es decir, rodeamos H con cajas del
mismo tipo que Hy pero de la mitad de su tamano hasta obtener 2H,. Andlogamente,

podemos rodear 2H, con cajas de un cuarto del tamano de Hy hasta obtener (24 %)Hg.

Inductivamente obtenemos una sucesién {H, },en de e-cajas de tipo A, donde una
cantidad finita (Illamémosle primer familia) tienen tamanio la mitad del tamano de H,
luego otra cantidad finita (la segunda familia) tienen tamafio un cuarto del tamano de

Hy, etc. Realicemos un par de observaciones:

= Vi >1sea D; =2H; = cada D; esta contenido en el interior de 3Hy y més aun,
UiZO Dz == UiZO Hz == lrlt(?)Ho)

» Existe una constante universal N* que sélo depende de m (es independiente de

e, Ay Hp) / cada D; intersecta a lo sumo N* de los demés D;.
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Para chequear lo segundo, primero hay que observar que si entre la familia de
H; y la familia de H; hay al menos dos familias (distintas de la de H; y de la de
H;), D;N D; = 0 = cada D; intersecta cajas de a lo sumo cinco familias. Ahora
basta observar que para cada una de estas cinco familias existe una constante N/ D;
intersecta a lo sumo N cajas de esa familia. Mas ain, N puede elegirse independiente
de D;, e, Ay Hy (de hecho, es facil ver que basta tomar N > 4™ — 2™).

2.5. Demostracién de la versién lineal del C!' con-

necting lemma

En esta seccién demostraremos el teorema 2.1. Como dijimos en la introduccion la
demostracion que ofrecemos fue obtenida por Wen y Xia en el articulo [WX2] del afio
2000.

Demostracion. Dados {V,,}n>0 sucesién de espacios vectoriales de igual dimensién m
y con producto interno, T,, : V,, — V,,_; sucesién de isomorfismos lineales V n > 1y
e > 0. Sea e = {ey, ea, ..., e, } base ortonormal de Vj dada por el teorema 2.2 y sea N*

la constante universal obtenida en la observacién anterior. Sea o € (0, 1) que satisface:

2N*+43
@) =
(07 €

Tomamos la e-caja A = (A, ..., \,) centrada en el origen, y L € N como en el

teorema 2.2. Sea:

Ai .
0:6méx{—:1§z,j§m}
Aj
Veamos que o y L asi definidos satisfacen las condiciones del teorema 2.1: Dadas

dos secuencias finitas {z;}/=5 e {y;}=% en Vj, debemos elegir en X un par de conexién
{z,y} y algunos pares de corte {p;, q;} en B(zs, 0 ||xs — y:]|) que satisfagan las cuatro

condiciones del teorema. Esto lo haremos en cuatro pasos.
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Paso 1: Una eleccion preliminar

En este paso elegimos un par {£,¢} candidato a {z,y} y algunos pares {u;,v;}
candidatos a {p;, ¢;}. La eleccion final se hard recién en el Paso 4.

Sea Hj una e-caja de tipo A tal que x5,y € Hy C 3Hy C B(ws,0 ||xs — yt|) (tal
H,j existe por la eleccién de o, observar que o > 6).

Sea {Hy, Hy, ...} una sucesién de cajas como la construida en el item anterior, y
sean las D,, también como en el item previo. Observar que como las D, estan en el
interior de 3Hy, estan en B = B(xs, 0 ||zs — yt])-

Miramos primero Hy: Sean £ y ¢ el menor y mayor punto de X N Hy (respecto del
orden < en X). En particular, £ < xy < y; < ¢ pues x4,y € Hy. Estos son nuestros
primeros candidatos a par de conexién.

Miramos ahora Hy: Sean a y b el menor y mayor punto de (X —[¢,s])N H;. Observar
que a puede ser igual a b, y esto no es problema. Observar ademas, que la interseccion
(X — [£,6]) N Hy podria ser vacfa, en cuyo caso avanzamos a Hs. Hay dos casos a
considerar:

Caso 1. a y b pertenecen a la misma secuencia, esto es, a < b < £ < ¢, o bien,
£ <¢ <a<b. En este caso {a,b} es candidato a par de corte, digamos {u, v}.

Caso 2. a y b pertenecen a diferentes secuencias (a < £ < ¢ < b). En este caso
{a,b} es un mejor candidato a par de conexién, y eliminamos el intervalo abierto
(a,b), incluyendo los antiguos candidatos £ y ¢, de futuras consideraciones. Es decir,
quitamos todo el intervalo (a,b) de nuestro conjunto X, y no volvera a ser tenido en
cuenta en el futuro. Asi que reetiquetamos a como & y b como ¢ (recordar que esta
eleccién ain estd sujeta a cambios).

Esto finaliza nuestro trabajo en H;. Obtenemos un candidato a par de conexion
{£,¢} y un, o ningin, candidato a par de corte {u,v}. Observar que los intervalos
cerrados determinados por estos pares son mutuamente disjuntos.

Miramos ahora Hs: Sean a y b el menor y mayor punto de (X — [&, <] — [u, v]) N Ha.
Hay dos casos a considerar:

Caso 1. a y b pertenecen a la misma secuencia. En este caso seleccionamos {a, b}

como un par de corte. Se tiene que o bien [a,b] es disjunto de los intervalos cerrados
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obtenidos en la parte anterior, o su interior (a,b) cubre cualquiera de estos intervalos
que lo intersecta. En ese caso, eliminamos (a, b) de futuras consideraciones. Luego, los
intervalos cerrados de los pares seleccionados son mutuamente disjuntos.

Caso 2. a y b pertenecen a diferentes secuencias. En este caso elegimos {a, b} como
un mejor candidato a par de conexién {&, s} y eliminamos (a,b) de futuras considera-
ciones.

Esto termina nuestro trabajo en H,, ahora miramos Hj, etc. Luego de cada paso
se obtiene un unico candidato a par de conexién, y eventualmente algiin candidato a
par de corte de tal modo que los intervalos cerrados determinados por estos pares son

dos a dos disjuntos.

Observacion. Podemos visualizar al conjunto ordenado X como una recta, y dibujar
un puente sobre cada uno de estos intervalos cerrados, sean de corte o de conexion.
Entonces la idea puede formularse de la siguiente manera: Cada vez que un nuevo
puente aparece (mientras recorremos los H,,), sus extremos no pueden pertenecer a
ninguno de los puentes cerrados anteriores, y eliminamos de futuras consideraciones
el intervalo abierto debajo del nuevo puente. En particular, cualquier puente anterior

que hubiera quedado debajo serda olvidado.

Observar que el nuevo puente puede tener ambos extremos en cierto H;, y cubrir
puntos de X que estdn en algin otro H;, pues el orden de X nada tiene que ver con la
numeracién de los H;. Esos puntos también deben ser eliminados. Esto es importante

para mantener los puentes dos a dos disjuntos.

Este proceso termina pues X es finito. Asi finaliza el Paso 1 habiéndose obtenido

un candidato a par de conexién {&, ¢}, y algunos candidatos, digamos [, a pares de
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corte {u;,v;} ordenados asi:
< S <. <up <oy <E<sc<up Sy <..<uy<uy<iy

Observar que el indice i de {u;, v;} estd determinado por el orden < en X, y no el orden
en que fueron elegidos en el proceso anterior. Sea H} la e-caja de la sucesion { H,, },>¢ /
u;,v; € HY, ysea Df = 2H}. Por cuestiones de notacion, escribimos {ug, v} = {{,<} =

se cumple que:
(X = [€,¢] = [ug, v1] — ... = [wg,v]) Nint(3Hg) = 0

pues si la intersecciéon no fuese vacia, el proceso continuaria y produciria nuevos pares.
Paso 2: Bolas basicas y bolas jumbo en Vy

Trabajamos primero en Vy : Vi € {0,1,...,1} sea Q; = (1)H;, siendo a como
al inicio de la prueba (es decir, o es apenas menor que uno) = w;,v; € aQf Vi €
{0,1,...,1} (observar que la caja QF estd entre Df y H}, pues es apenas mas grande
que H).

Por como elegimos el tipo de caja A, se puede aplicar el teorema 2.2 a Q) = Q7, aQ) =
H;. Luego, para cadai € {0, 1, ...,1} 3una e-transicién co, i1, ..., ¢;; Bio, Bit, -, Bi-1)
de u; a v; contenida en ()7, donde L es como al inicio de la prueba. Como el gap entre
Qr y H} es angosto, las bolas B;, son muy pequeiias con respecto a F;1(D}), y la
proporcién viene dada por la inecuacién que define « (cuyo significado geométrico se
verd pronto). Observar que las tres primeras condiciones del teorema 2.1 se cumplen
(ademés de la condicién en cuanto al orden), pero la cuarta no, pues no hay motivos

para suponer que estas transiciones son disjuntas dos a dos.

Definicién 2.7. A las [ + 1 bolas By, By, ..., Bjg incluidas en 3Hy C Vj les llamamos
bolas basicas en Vy. Cada bola basica B;g contiene a ¢;o y a Ti(c;1) en su e-nticleo. A

estos [ + 1 pares les llamamos puntos bdsicos en Vj (recordar que ¢;o = v;).

Sean b; y 1; el centro y el radio de By V ¢ € {0,1,...,1}. Se consideran las 2N* 4 3
bolas B(b;, (%)”n), 1 <n <2N*+3 del mismo centro b;. La mayor de ellas atn esta en

Dy, por el teorema 2.2 y la eleccién de «. De hecho, la inecuaciéon que define o dice
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que el gap entre H y (é)Hj‘ es tan pequeno que, si tomamos una bola B, contenida
en (é)H;‘7 y tan pequena que pueda insertarse (mediante una traslacién) en el gap, y
la engordamos 2N* + 3 veces por %, no nos salimos de 2H;.

Observar que cada D; contiene a lo sumo 2N* 4 2 puntos basicos, pues cada D}
intersecta a lo sumo N* de los otros D}, y tanto cjo como T1(cj1) estan en eBjo C Q5 C
D7 = Existe una de estas 2N* + 3 bolas, llamémosle f3;, tal que 3; — (5)8; no contiene

puntos bésicos.
Definicién 2.8. Sea J; = (3;/3, llamamos a J; bola prejumbo en Vi asociada a Bj.

Afirmacion 1. Dos bolas prejumbo son disjuntas, o el e-nicleo de una contiene todos

los puntos bdsicos contenidos en la otra.

Demostracion. Es directo de la definicién: sean J;, J; dos bolas prejumbo, y supong-
amos que el radio de J; es menor o igual que el radio de J;. Si J; N J; # 0 = J; C 5,

= Todos los puntos bésicos de J; estan en [3;, pero entonces estan en (%)6]» =eJ;. O

Definicién 2.9. Una familia de bolas prejumbo se dice regular siVi € {0,1,...,1} 3 J(7)

en la familia tal que el par de puntos bésicos ¢, y T1(c;1) estan contenidos en £J (7).

Observar que la familia de todas las bolas prejumbo Jy, Ji, ..., J; es regular, pues
cada par de puntos basicos estda contenido en el e-nicleo de una bola béasica, que

estd contenida en el e-nicleo de una bola prejumbo.

Afirmacién 2. Eziste una familia reqular de bolas prejumbo J;,, Ji,, ..., Ji, dos a dos

disjuntas.

Demostracion. Si las bolas prejumbo son disjuntas dos a dos ya estd. Sino, por la
afirmacién 1, existe una bola prejumbo, digamos .J;, tal que todos los puntos béasicos
contenidos en J; estdn contenidos en el e-nticleo de alguna otra bola prejumbo. En
este caso, eliminamos J; de la familia (observar que no eliminamos ninguna otra bola
prejumbo, atin si sus puntos béasicos estan contenidos en .J;. Por ejemplo, J; y J;_1
podrian cada una contener los puntos basicos de la otra, y no intersectar ninguna otra
bola prejumbo. En este caso, claramente, no queremos eliminar ambas).

Ahora la familia sigue siendo regular, y razonamos inductivamente hasta que todas

sean disjuntas dos a dos. O
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Definicién 2.10. De ahora en adelante, fijamos una familia regular de bolas prejumbo

disjuntas dos a dos y les llamamos bolas jumbo en Vj.

Claramente, cada par de puntos bdsicos ¢;o y Ti(c;1) en Vj estd contenido en el
e-nucleo de una unica bola jumbo en Vj. Observar ademads, que todas las bolas jumbo

definidas en Vj estédn contenidas en int(3Hj).
Paso 3: Un proceso combinatorio

En este paso combinamos transiciones, cuyos puntos basicos en 1} estan contenidos
en la misma bola jumbo, en una sola e-transicion, y reajustamos los candidatos a par
de conexién y pares de corte. Como el proceso lo haremos luego en los restantes V,,, lo

describimos en general:

Sean [a1, b1], [ag, bs], ..., [ak, b] k intervalos cerrados disjuntos en X, con el siguiente
orden:

1< a1 <b<aa<by<..<aq,<b, <y

siendo X el conjunto del teorema 2.1. Supongamos que para cada i € {1, ..., k} tenemos
una e-transicion pio, pit, -, Pir; Fios bit, .., Py—1) de a; a b; de largo L (aqui las bolas
P, son cualquier bola en V,,, ni bésica ni jumbo). Sean € {0, ..., L—1}, y sea J una bola
en V,, cuyo e-nticleo £J contiene los dos puntos 7}, +1(Pi(n+1)) ¥ Pkn- Combinamos estas
dos transiciones en una sola de la siguiente manera: Usamos primero las e-transiciones
de indice ¢ desde L hasta n+ 1. Cuando llegamos al punto Tn+1(p1(n+1)) en V,, en lugar
de saltar a py, en Pj,, saltamos a pg, en J. Luego seguimos con las e-transiciones de

indice ¢ = k, es decir, construimos una e-transicion:

PkOs -+ Pl(n—1)> Pkns Pl(nt1)s -+ P1L; Dros s Prn—1)s s Piny1)s -+, Pro—1)

desde a; hasta by, y eliminamos el intervalo abierto (aq, by), los pares y sus transiciones.

Llamamos a este proceso combinacion de transiciones y ajuste de pares via {ay, by}.
Realicemos este proceso en Vy. Empezamos con la primer bola jumbo J;,. Su e-

nucleo €J;, contiene algunos puntos basicos, pero J;, — eJ;; ninguno. Sean s; y [ los

indices del menor y mayor punto basico contenido en eJ;, respectivamente. Por la
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regularidad, los puntos bésicos en €J;, aparecen en pares, en particular, los puntos
T1(csy1) ¥ Ciy,0 estén en eJ;,. Esto da una e-traslacién de T'(cs, 1) a ¢, o dentro de J;,

en Vp, v se obtiene la nueva e-transicién:

Cl1,07 681,17 081,27 RS Csl,L; Ji17 Bs1,17 Bs1,27 RS le,L—l-

Esta nueva transicion es de us, a v,. Utiliza las e-traslaciones originales en V,,,n >
1, pero una nueva e-traslacion con una bola jumbo en V5. Como dijimos, tomamos
{us,, v, } como un nuevo candidato, y eliminamos todos los pares de indice i, con
s1 <1 <, junto a todas sus respectivas transiciones (observar que al eliminar todos
estos pares, y sus respectivas transiciones, podemos haber eliminado, al mismo tiempo,

transiciones asociadas con otras bolas jumbo que no son J;,, pues la inecuacién s; <

17
i < refleja el orden en X pero no en Vj).

Ahora miramos la segunda bola jumbo en Vp, J;,. Del mismo modo, combinamos
aquellas transiciones cuyos puntos basicos en V, estan contenidos en .J;, en una so-
la transiciéon, y ajustamos los pares en X del mismo modo. Ahora miramos J;,, etc.
Asi obtenemos una coleccién de puentes en X disjuntos dos a dos, junto con sus
e-transiciones de largo L, cada una usando una bola jumbo en Vj (el nimero de tran-
siciones puede ser igual a d (que es la cantidad de bolas jumbo en V4) o menor que d,
pues al trabajar en J;,, como dijimos, podemos haber eliminado transiciones asociadas

con otras bolas jumbo). Esto termina nuestro trabajo en Vj.
Paso 4: Los otros V,,, n > 1, la eleccion final de los pares

Trabajamos ahora en V;. Por bolas bésicas y puntos bésicos en Vi nos referimos a
las bolas B;; y a los puntos ¢;; v Ta(c;). Estas bolas basicas estdn contenidas en el
paralelepipedo F~1(3Hj). Del mismo modo, definimos bolas prejumbo y bolas jumbo
en Vi, combinamos todas las transiciones asociadas a una bola jumbo en V; en una
nueva y dnica transicién (observar que cada una de estas transiciones tiene exactamente
una bola jumbo en V}), y ajustamos los pares en V; de acuerdo a esto (como hicimos en
Vo). La tnica diferencia es que las cajas Df, QF y H; en Vj resultan ser paralelepipedos
F7H(Dy), FrH Q) y FyY(HY) en Vi, pero obviamente los paralelepipedos Fy '(D}) se

siguen solapando entre si con multiplicidad no mayor de N*, como las D} hacian en
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Vo. Luego, cada Fy ' (D7) contiene a lo sumo 2N* +2 puntos basicos, pues cj,, Tx(c;,) €
F7HQr) € F7H(Dy). Més atin, cuando consideramos las 2N* + 3 bolas concéntricas
alrededor de una bola bésica By (que estd contenida en F;'(Q?) y es tan pequefia que
puede ser insertada en el gap entre F;1(QF) v Fy'(H}) por el teorema 2.2), la mayor
de estas atin estd contenida en Fy '(D}) por la eleccién de a. Los argumentos siguen
igual, y obtenemos un tinico par de conexion y algunos pares de corte en V4, junto con
sus e-transiciones de largo L, cada una de las cuales utiliza dos bolas jumbo en Vj y
Vi.

Razonando inductivamente en V5, V3, ..., V;, obtenemos finalmente un tnico par de
conexion x,y y algunos pares de corte p;,q; en Vg tales que las bolas utilizadas para
las e-transiciones son todas bolas jumbo, todas las transiciones estan contenidas en
3Hy y por lo tanto en B(xs,0 ||xs — y||). Las cuatro condiciones del teorema 2.1 se

cumplen. [



Capitulo 3

Demostracion del teorema 1.1

3.1. Un C! connecting lemma para endomorfismos

Mediante un proceso de linealizacion utilizamos el teorema 2.1 para probar el teo-

rema 1.1:

Teorema. Sea f € End' (M) y sea z € M tal que la érbita futura de z no contiene
puntos criticos ni periddicos. Dado U entorno de f en la topologia C existen p > 1,

L € N y g > 0 con la siguiente propiedad: supongamos dados 0 < § < &g y puntos
p.q ¢ AG) = U=F f1(B(2,8)) que verifican:

» Una predrbita de q intersecta la bola B(z,8/p) antes de q, i.e. existe b > L tal
que 1(a) 0 B(z,6/p) # 0.

» La orbita futura de p intersecta la bola B(z,0/p), i.e. existe a > 0 tal que f*(p) €
B(z,4/p).

» Dadosj€{l,..,a} yne€{l,.., L} la condicion f’(p) € f"(B(z,0)) implica que
fi7Hp) € f17H(B(2,9)).

Entonces existe g € U tal que q estd en la orbita futura de p por g, y ademds, g = f
afuera de A(9).

Demostracién. Sea U entorno de f en la topologia C', tomamos n > 0/ B(f,n) C U.

Ademas, tomamos r > 0y € > 0 tales que si t es una e-traslacién soportada en una bola

27
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de radio 7, t o g € B(g,n/2) ¥ g € B(f,1), y ademés r debe verificar que B(f7(z),r)
en My B(0,7) en Ty, M son difeomorfas por el mapa exponencial en f/(z) V j € N.

Consideramos V n > 0,V,, = TpnyM,y ¥ n > 1,T, = (dgm-1(,)f)"", y aplicamos
el teorema 2.1 a la sucesién de isomorfismos {7, },>1 y al nimero € > 0 considerado
(recordar que por hipétesis no hay puntos criticos en la drbita futura de z). Se obtienen
o > 1y L € N. Podemos asumir, por simplicidad, que la métrica Riemanniana de M es
la inducida por un encaje en algin R* (esto siempre es posible por el teorema de Nash,
ver [N]). Fijamos dy > 0 suficientemente pequenio para que se satisfagan las siguientes

cinco condiciones:

1. {B(2,0y), f(B(z,6)), ..., fX(B(2,d0))} son disjuntas dos a dos (recordar que z ¢

PrePer(f)), y cada una estd contenida en una bola de radio r centrada en f7(z).

2. La restriccién de f a f/(B(z,80)) es un difeomorfismo sobre f/*1(B(z,80)) V j €
{0,...,L — 1}. En particular, A(dy) = UZ;L f™(B(z,00)) no contiene puntos

criticos (observar que Sy es compacto pues f es de clase C*).
3. Hexpfj(z) — || <n/8si|jv|| <dyyjeA{0,.. L}

4. Si|jv]| <dpen T,M y j € {1,...,L} se verifica que:

(.57 = texpiliyo £ 0 exp )| < /3o

5. Sifjv|| <doen T,M,weT, My je{l,.., L} se verifica que:

H (dzfj - (dfj(expz(v)) eXp;jl(z) o dexpz(v)fj o d’v esz))(w) H < 77/8

El hecho de que podemos exigir las iltimas dos condiciones surge de que V x € M,
siv — 0en T, M, entonces d, exp, — Idr,y (ver [DoC]l, capitulo 3).

Fijamos 0 < ¢ < §p. Queremos construir una linealizaciéon g de f / g € B(f,n/2) C
End* (M), g = f afuera de A(4), g coincide (médulo el mapa exponencial) con las
derivadas de f en A(§/2), y ademds, g© = fL en (B(2,9)). Sea o : T,M — [0,1] un
chichén C* / a =1en B(0,%), a = 0 en B(0,6), y ademds, Vv € T.M, ||[Va(v)| < 2

3
5

es decir, el tamafio C! de a es menor que 2 (suponiendo por supuesto § € (0, 3)).
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Vje{l,..,L}sea F;: B(0,8) C T.M — TpsyM |
Fj(v) = a(v)(d=f7)(v) + (1 = a(v))(exp,,, 0 f7 o exp,)(v)

Definimos ademés Fo = Idr.a. V j € {1,..., L} acotamos la distancia C° entre ]*Aj] y

expf] o f/ o exp, restrictas a la bola B(0,4):

|B) —exppiyo 70 exp. ()] = [a@) (@)@ — @p5h 0 o exp)@)] <
|@r)w) = (exppiyo fio exp)()

Observar ahora que V v € B(0,0), w € T, M:

<1n/8 < n/2 pues ||v| < 0.

du(F; — expp 0 f 0 exp.)(w) =
dyFj(w) = (dfiexp, () €XP () © dexpz w [7 o dyexp,)(w) = (Va(v),w)(d.f7 —
(expf] o fio exp,))(v) + av )(dzf] (dfﬂ (exp,(v)) eprj(z)o doxpz(v)fjo dyexp,))(w)
Luego:
dv(ﬁ expf] o flo exp,) )H <

IVa@l el [[(d-57 = (exp7)y 0 £ o exp. @) +
0) [[(daf? = (s (eup. o) XPT @ despf 0 duexp))(w)|| < (RO +F < §

AhoraV j € {0,...,L}sea F;: M — M /

Fy = expyj,yo0 Fjo exp; !

Es decir, F]-|B(z,5)c = fj|B(z,6)C y Fj|B(z,6/2) = €XPyi(z) © d.f’ o exp;! |B(z,5/2)’ Por
las acotaciones anteriores y la condicién 3., F; es un endomorfismo de M en M cuya
distancia C' a f7 es menor que /2 V j € {0, ..., L}. Mds atn, F; es un difeomorfismo

local alrededor de z. Luego estd bien definido el siguiente mapa g : M — M:

froFrYy en fFH(B(2,0))

FjJrlon_1 en f1(B(z,0))Vje{l,..,L—2}

F en B(z,0)

f fuera de {B(z,0), f(B(z,9)), ..., fL"1(B(z,0))}
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Es claro que g = f afuera de A(J), que g coincide (médulo el mapa exponencial) con
las derivadas de f en A(6/2), y que g© = fL en B(z,6). Ademds, como g = f afuera
de A(d), sélo hay que calcular la distancia C* en los puntos que estdn a menos de ¢§
del punto z, y en sus primeros L iterados hacia el futuro. Las acotaciones anteriores
demuestran que g € B(f,n/2) C End'(M).

Por simplicidad, escribimos g = f (observar que la condicién g* = fL en B(z,0)
asegura que las drbitas que entran al tubo A(J) salen de él por el mismo lugar luego
de la perturbacién). Definimos ademés p = 8o.

Sean p y g como en el enunciado del teorema, con f*(p) en B(z,d/p), para algin
a>0y fq) NB(z,3/p) # 0 para algin b > L. A los iterados de p desde p hasta
f*(p) que estédn en B(z,d/2) les llamamos 1, xa, ..., 5. Debemos ser mas delicados con

los iterados de ¢: sea y € f~°(q) N B(z,6/p), observar que cada elemento de:

W, fW), s (), SN W) O FH(B(2,6/2))

tiene exactamente una preimagen por f en B(z,6/2). A estas preimagenes les lla-
mamos ¥1, s, ---, Yt, indexando en forma decreciente, es decir, se cumplen las siguientes

dos condiciones:

1. V4,5 € {1,...,s} se verifica que si i < j entonces x; estd en la érbita futura de

x; segun f.

2. Vi,5 € {1,...,t} se verifica que si i < j entonces f(y;) estd en la érbita futura

de y; segun f.

Observar que, por la eleccion de p, B(xs, 0 ||zs — yel|) C B(z,0/2), pues si x4, y; €
B(2,8/p) = s —ll < 2 = £ = B(o,,0 |z —ull) C B(zs,8/4), y como o > 1
y p =80, B(z,6/p) C B(z,6/8). Luego B(xs,0/4) C B(z,0/2). Observar ademéas que
fE(y;) atin estd en la érbita pasada de ¢ (es por esto que exigimos que la érbita pasada
de ¢ intersecte la bola B(z,d/p) antes de ¢, y es por esto que indexamos los iterados de
q desde f~1(q) hasta f~°(q) y no desde el propio ¢). La directa aplicacién del teorema

2.1 implica el teorema 1.1. ]
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3.2. Un C! closing lemma para endomorfismos

Es claro que el teorema 1.1 implica de manera directa el C! connecting lemma de
Hayashi pues sus hip6tesis son mucho més débiles (apenas se pide que las 6rbitas a
conectar visiten cierto entorno del punto z, sin ser necesario que acumulen en el punto).
Obtenemos en esta seccién un C! closing lemma para endomorfismos que implica el

C! closing lemma de Pugh:

Teorema 3.1. Sean f € End' (M) y x € Q(f) tal que la drbita futura de  no contiene
puntos criticos ni periddicos. Existe g arbitrariamente cerca de f en la topologia C* tal

que x© € Per(g).

Demostracién. Dado U entorno de f en la topologia C' queremos hallar g € U /
x € Per(g). Sean >0/ B(f,n) CU ysean r > 0y ¢ > 0 suficientemente pequenos
tales que si ¢ es una e-traslacién soportada en una bola de radio 7, togot™ €
B(g,n/2) ¥ g € B(f,n). Sean p > 1, L € Ny §p > 0 segtn el teorema 1.1 aplicado
al punto x y al abierto B(f,n/2). Sea d > 0/ < dpy § < er. Como = € Q(f)
existen y € B(z,0/p) yn > 1/ f"(y) € B(x,0/p). Aplicamos el teorema 1.1 con
p =q = f"(y) y cerramos la érbita de y (es decir, y € Per(g), siendo ¢ la obtenida
en el teorema). Por simplicidad escribimos g = f. Ahora bien, como z e y estan en el
e-ntcleo de una bola de radio r, 3 ¢ e-traslacién / t(y) = z, y ademads, si g : M — M

estalque g=to fot ' = ge& B(f,n) CU Yy z € Per(yg). O



Capitulo 4

El Teorema de Densidad de Pugh

En este capitulo daremos dos pruebas del Teorema de Densidad para difeomorfismos

que fuera demostrado por Charles Pugh en [Pu2:

Teorema 4.1 (General density theorem, Pugh, 1967). Genéricamente en los difeomor-

fismos los puntos periodicos son densos en el no errante, es decir, 3 D C Diffl(M)

residual / ¥ f € D se cumple que Q(f) = Per(f).

La primer prueba que damos es la original, y por lo tanto més laboriosa que la
segunda. Su exposicion se justifica pues las técnicas desarrolladas han sido ttiles en

otros contextos. Buscamos entender las ideas para extenderlas al caso no invertible.

4.1. Preliminares topolégicos

Sea (X, d) un espacio métrico compacto, y sea F'(X) la familia de cerrados no vacios
de X, definimos la distancia de Hausdorff en F(X):

Definicion 4.1.
dy(A, B) = méax{da(B),dg(A)} V A, B € F(X)

Siendo
d4(B) = max{min{d(a,b)}}

beB " acA

32
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Cabe destacar que con esta distancia F'(X) es compacto (una sencilla prueba de
esto puede encontrarse en [Hau] o en [KH]). Observar ademés que si A, By C son

cerrados no vacios en X, se cumple la desigualdad triangular: d4(B) < da(C)+dc(B).

Definicién 4.2. Sea Y un espacio métrico, decimos que ¢ : Y — F(X) es semicontinua

inferiormente en y € Y si y,, — y en Y implica dy(,) (¢ (y)) — 0
En este capitulo y el siguiente haremos uso del siguiente resultado topolégico:

Teorema 4.2. Si ¢ es semicontinua inferiormente en Y es continua en un residual
de Y.

Demostracion. V k > 1 definimos

Co={yeY /sup{a>0/3{y.} CY cony, = yy dyu(eys) — a} > +}

Basta demostrar que C} es cerrado con interior vacio V k£ > 1. Veamos primero que
CY es cerrado: Sea {2, nen C Ck / {zn} — zen Y. Entonces Vn € N 3 {y]'}eny — 25
1 1

tal que dy(,)(p(y')) tiende a un valor > ; — =5 cuando [ — + oo. Construimos

una sucesién {y;’ } convergente a z tomando, para cada n, un elemento de {y;'}ien que
verifique dy(.,)(p(y")) > 1 — £ (obviamente, elegimos los {y}"}ien en forma creciente:

sin >m,l, > l,). Aplicando la desigualdad triangular de d4(B) se obtiene que:

o) (P(U1)) = do(e) (P(U1)) = Ay (0(2)) = 1 = (£ + dpe) (9(2))) — § sin — 4 00

pues @ es semicontinua inferiormente en z. Luego z € CY, es decir, C}, es cerrado.

Supongamos ahora que 3 U abierto en Y contenido en Cj. Fijamos ¢ > 0 y con-
struimos inductivamente una sucesién {y,} C U que verifica dy,)(¢(yn-1)) < 57 Pero
dy(yn_1)(©(Yn)) > ¢ — € del siguiente modo: Tomamos y; € U cualquiera. Supongamos
que tenemos elegido hasta y,, 1 con n > 1. Por la semicontinuidad inferior de ¢ existe
una bola B centrada en y,,_, y contenida en U tal que dy()(@(yn-1)) < 57 V = € B.
Como y,—1 € Cy € B [ dyy,_,)(p(x)) > 1 — €. Definimos y,, = «.

Observar que, por la primer propiedad, si m < n entonces

l=n

Ao(yn) (P(Ym)) < € Z 5 <¢

l=m+1
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Nuevamente por la triangular,

Aoty (P00)) 2 it ) ((0)) — oty (o)) > 7 — 22

Pero entonces dy (¢(yYm), ¢(yn)) > + — 2¢ si m # n. Tomando € < m obtenemos

una sucesion de puntos aislados en F'(X), pues dg(¢(ym), ¢(yn)) > ﬁ si m # n. Esto

es absurdo pues F'(X) es compacto. Luego C} tiene interior vacio. [

4.2. Una prueba del Teorema de Densidad

Supongamos que se tiene un espacio métrico compacto M y un espacio X de fun-
ciones continuas en M (supongamos ademdas que X es al menos un espacio de Baire),
y se desea probar que cierta propiedad es genérica en X. Una estrategia posible es
definir un mapa I" que asigna a cada f € X cierto conjunto I'(f) compacto en M (que
habré que elegir convenientemente segtin el caso). Como acabamos de ver, si este mapa
I" es semicontinuo inferiormente (aqui dotamos a los compactos de M con la métrica de
Hausdorff) es continuo en un residual de X'. Debemos probar ahora que si la propiedad
no se cumple en cierta f € X entonces I' no es continua en f, para ello podemos
aplicar algiin lema de conexién de dérbitas que permita hacer explotar la imagen de f
por I' y negar asi la continuidad de I" en f. Esta fue la estrategia utilizada por Pugh en
[Pu2] para demostrar el teorema de densidad a partir del C' closing lemma. Veamos
la prueba.

Demostracién. Sea el mapa I' : Diff'(M) — F(M) / T'(f) = Per(f) V f € Diff'(M).

Afirmamos que si I es continua en f, Q(f) = Per(f): Supongamos que 3z € M / x €

Q(f) — Per(f), yseae >0 /e < d(x,Per(f)). Por el C* closing lemma V § >0 3 g5 €
Diff' (M) / la distancia C' entre f y gs es menor que § y x € Per(g;) = = € T'(g5)

= du(T'(f),T(gs)) > € = T no es continua en f. Luego Q(f) — Per(f) = 0, y como
Per(f) € Q(f) se obtiene la afirmacién.

Denotamos por KS al residual dado por Kupka-Smale (ver apéndice). Observar
ahora que I es semicontinua inferiormente en KS: si f, — f en la topologia C! con f €
KS, Per(f,) debe tener puntos cercanos a cada punto de Per(f) por la hiperbolicidad de

estos udltimos (no es posible asegurar la continuidad pues Per(f,) puede tener ademés
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puntos distantes a Per(f)). Obtenemos asi un residual en S donde I' es continua,
pero como un residual de un residual también es residual, I' es continua en un residual
de Diff' (M) y se obtiene el Teorema de Densidad. O

4.3. Otra prueba

En esta seccion damos una prueba mas sencilla del Teorema de Densidad en la cual
no utilizamos ni la métrica de Hausdorff, ni la semicontinuidad inferior, ni el teorema
de Kupka-Smale. Para ello veamos primero que siempre podemos transformar un punto

periédico en hiperbélico con una perturbaciéon C! arbitrariamente pequeiia.

Lema 4.1. Sean f € End' (M) y p un punto periédico de f. Dado U entorno de f en
la topologia C* 3 g € U tal que p es un punto periédico hiperbdlico de g (y de igual
periodo que para f).

Demostracion. Sea ¢ : V. — U carta local alrededor de p / ¢(0) = p (aqui V es un
entorno del origen en R™ y U es un entorno de p en M). Sea r > 0 suficientemente
pequerio para que B(0,7) C V,y ademas, V1 < i <n, fi(o(B(0,r))Np(B(0,7)) =0,
donde n es el periodo de p para f. Sea a : R™ — [0, 1] un chichén C* tal que a(z) = 1
silloll < 2,y a(e) = 0 o] > 1.

Dado € > 0 definimos g. : M — M del siguiente modo: si ¢ ¢ ¢(B(0,7)), g-(q) =
f(q), ysiqg € p(B(0,r)), es decir ¢ = p(z) para un unico x € B(0, ), entonces

9:-(q) = f(o(x + ea(r)z))

Es claro que p es un punto periddico para g. y de igual periodo que para f. Observar

ademas que en un entorno del origen en R™,

(¢~ oglop)(x) = (v o [P op)(z +ea(r))
Luego,
do(p™ 0 gl o p) =do(p™" 0 f" 0 p) 0 dy(a + ca(w)w)
Como a(0) =1y Va(0) = 0 (pues «a es constante en un entorno del origen) se tiene

que:
do(p~ o gl o) =do(p ' o ffop)o(1+e)ld
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Luego A es valor propio de d,f™ si y s6lo si (1 + €)X es valor propio de dpg”. En
particular, p es hiperbdlico para g. para valores de e suficientemente cercanos a cero,

y como claramente g. — f C! cuando € — 0 se obtiene el lema. O
Veamos ahora la segunda prueba del Teorema de Densidad.

Demostracion. Sea {U, }nen base numerable de M.V n € N consideramos:

A, = {f € Diff'(M) / Perp(f)NU, # 0}

siendo Pery,(f) el conjunto de los puntos periédicos hiperbélicos de f, y consideramos
B, = Diff'(M) — A,. Por la estabilidad de los puntos periédicos hiperbélicos, A, es
abierto, y entonces A, U B,, es abierto y denso V n € N. Luego D =, (A, U B,) es
residual en Diff'(M). Veamos que si f € D se tiene que Q(f) = Per(f):

Supongamos que 3z € M / x € Q(f) — Per(f), ysean e N /z e U, y U, N
Per(f) = 0 (en particular f ¢ A,). Por el C" closing lemma V ¢ > 0 3 g. € Diff*(M)
/ la distancia C! entre f y g. es menor que ¢ y x € Per(g.). Del lema 4.1 surge
que podemos perturbar a g. para transformar a x en un punto periédico hiperbdlico,

manteniendo su distancia C' a f menor que . Esto implica que ¢g. € A,, y por lo tanto
f ¢ By, luego f ¢ A, U B, lo cual es absurdo pues f € D. n



Capitulo 5

Clases homoclinicas

5.1. Introduccion

En este capitulo M™ denotard una variedad Riemanniana, compacta, conexa y sin
borde, y Diff'(M) denotars el conjunto de todos los difeomorfismos de clase C* de la
variedad en sf misma, equipado con la topologia C!. Sea p un punto periédico para f de
periodo II;(p), recordemos que p es hiperbdlico si el espectro de d, f!s (?) no intersecta
el circulo unidad (es decir, d,f™ (P) es un isomorfismo lineal de 7, »M en si mismo al
cual le pedimos que no tenga valores propios de médulo uno). Decimos que la variedad

estable de p es el conjunto:
W*(p) = {z e M / d(f"(x), ["(p)) = 0 sin — + oo}
mientras que la variedad inestable de p es el conjunto:
Wp) ={z e M [ d(f"(x), f"(p)) = 0sin— + oo}.

siendo d la distancia inducida en M por la métrica Riemanniana. Es bien sabido que
estos conjuntos son de hecho subvariedades inmersas inyectivamente en M de clase C*
(este es el teorema de la variedad estable (ver apéndice), es interesante observar que
la definicién de estos conjuntos es puramente dinamica y se tienen estas consecuencias
topolégicas). Los puntos de interseccion transversal de W#(p) y W*(p) diferentes de p

son llamados puntos homoclinicos transversales asociados a p, mientras que los puntos

37
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de interseccién de la clausura de W#(p) y la clausura de W*(p) diferentes de p son
llamados puntos casi homoclinicos asociados a p. Es facil verificar, a partir de la hiper-
bolicidad de p y del teorema de la funcién implicita en espacios de Banach, que existe
U entorno de p en M y U entorno de f en la topologia C! tal que si ¢ € U entonces
g tiene un unico punto periédico p(g) en U de igual periodo que p segin f, y ademds
este es hiperbdlico. Mas atin, si ¢ — f C" entonces p(g) — p en M (al punto p(g) le
llamamos prolongacion analitica de p).

En 1988 Mané (en [M1]) resolvi6 afirmativamente (bajo ciertas hipdtesis) el sigu-
iente problema: si f tiene un punto casi homoclinico asociado a p, jexiste g arbitrari-
amente cerca de f en la topologia C! tal que g admite un punto homoclinico asociado
a p(g)?

En este mismo articulo Mané planted que si se pudiese asegurar que el punto homo-
clinico obtenido estaba cerca del punto casi homoclinico dado (las técnicas con las que
resolvio el problema no daban ninguna nocién acerca de déonde podria estar el punto
obtenido), se podria deducir que, genéricamente en Diff' (M), dado un punto periédico
hiperbdlico p, el conjunto de los puntos casi homoclinicos asociados a p es exactamente
la clausura del conjunto de los puntos homoclinicos asociados a p. La herramienta de
la cual no se disponia en aquel entonces era el C! connecting lemma demostrado en el

afio 1997 por Hayashi en [Hay] y refinado en el anio 2000 por Wen y Xia en [WX2]!:

Teorema (C" connecting lemma, Wen, Xia, 2000). Sea f € Diff' (M) y sea z ¢ Per(f).
Dado U entorno de f en la topologia C* existen p > 1, L € N y §y > 0 tales que: dados
0 <6<y, pg ¢ AlS) = Uzzf “"(B(z,9)), si la drbita futura de p intersecta la
bola B(z,0/p) luego de p (i.e. 3 a > L / f*(p) € B(z,6/p)), y la orbita pasada de q
intersecta la misma bola (i.e. 3b >0 / f~(q) € B(z,0/p)), entonces existe g € U tal

que q estd en la orbita futura de p por g, y ademds, g = [ afuera de A(9).

Sea f € Diff'(M) y sea p un punto periédico hiperbdlico para f, denotamos por
H¢(p) a la clausura del conjunto de los puntos homoclinicos transversales asociados a

p segun f, y le llamamos clase homoclinica asociada a p segun f. Observar que como

Lobservar que es la versién simétrica del teorema 1.1 para el caso invertible. Observar ademds que
la tercer condicion del teorema 1.1 es siempre cierta en el caso invertible y por eso no la enunciamos

aqui.
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una consecuencia del A-lemma (ver apéndice) las clases homoclinicas son transitivas.
Puede verse también (ver [PT]) que las clases homoclinicas son la clausura de sus puntos
periédicos. A partir del C* connecting lemma Carballo, Morales y Pacifico obtienen
(en [CMP] en el ano 2003) varias propiedades genéricas de las clases homoclinicas (ver
teorema 5.1 en la seccién 5.3) que generalizan la propiedad planteada por Mané. En

este capitulo exponemos su trabajo.

Observacion. De la demostraciéon del teorema espectral de Smale (ver apéndice por el
enunciado y ver [Sm| por la prueba) y del A-lemma surge que las piezas bésicas de un
Axioma A son sus clases homoclinicas. De alli que para difeomorfismos Axioma A el
teorema 5.1 no agrega nada. Ahora bien, como es sabido, los Axioma A no forman, en
general, siquiera un conjunto denso en Diff* (A1) (ver [AS], en dimensién dos este asunto
permanece abierto), lo cual dota de mucho interés al articulo de Carballo, Morales y
Pacifico.

Finalmente, remarcamos que todas las propiedades demostradas en este capitulo
para las clases homoclinicas de sistemas discretos genéricos son validas para el caso

continuo genérico y de hecho asi estan enunciadas en [CMP)].

5.2. Estabilidad segiin Lyapunov

Decimos que un compacto A C M es estable Lyapunov para f si dado U entorno
abierto de A en M existe V' entorno abierto de A en M tal que (V) C U para todo
n € N.

Obviamente, todo estable Lyapunov es invariante a futuro en el sentido de que su
imagen por f queda contenida en si mismo.

Repasamos algunas propiedades elementales de los conjuntos estables Lyapunov:

Lema 5.1. Sea AT un conjunto estable Lyapunov para f, se tiene que:

1. {x,} C M tal que x,, — v € AT y {k,} CN tal que f*(x,) — y € M implican

y € AT (observar que no se pide que k, — +00).

2. WH(AY) € A*,



CAPITULO 5. CLASES HOMOCLINICAS 40

3. SiT es un conjunto transitivo para f (i. e. 3x € T tal quew(x) =T) yTNAT £

entonces ' C AT.

Demostracion.

1. Supongamos que y ¢ AT y sea € > 0 tal que B(y,e) N AT = (). Definimos
U = M — B(y,e) y sea V segin la definiciéon de conjunto estable Lyapunov
aplicada a A* y al abierto U. Sea ny € N tal que =, € V' V n > ng, se tiene

entonces que f*(z,) ¢ B(y,e) V n > ng lo cual es absurdo pues f*(z,) — .

2. Nuevamente por absurdo supongamos que existe y € W*(AT) — AT y seae > 0
tal que B(y,e) N AT = (). Definimos U = M — B(y,¢) y sea V segun definicién.
Como y € W*(A') I ny € N tal que f~(y) € V, luego f"(y) ¢ B(y,e) Vn >0

lo cual es absurdo cuando n = 0.

3. Andlogo a los casos anteriores, supongamos que existe y € I' — AT y sea ¢ > 0 tal
que B(y,e) N AT = (). Definimos U = M — B(y,¢) y sea V segiin definicién. Sea
x € I" tal que w(z) =T, en algiin momento la érbita de x debe entrar en V', pero
esto implica que luego no entrard jamés en B(y,¢) lo cual viola la transitividad

de T.
O

Estamos interesados en compactos invariantes de la forma A = ATNA~, donde A™
es estable Lyapunov para f y A~ es estable Lyapunov para f~!. A tales compactos
les llamaremos neutrales (observar que la condicién de invariancia debe exigirse en la
definicion: la interseccién de un estable Lyapunov para f con un estable Lyapunov
para f~! puede no ser invariante, basta considerar el flujo norte-sur en S! y tomar
cualquier punto diferente de los polos).

A partir de la definicién de conjunto neutral surgen inmediatamente las siguientes

propiedades:

Lema 5.2. Sea A un conjunto neutral para f, se tiene que:

1. A es saturado (i.e. WS(A)NWH (A) = A).
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2. A es transitivo para f si y solo si A es transitivo maximal para f. En particular

conguntos neutrales transitivos son iguales o disjuntos.

Demostracion.

1. Escribimos A = AT N A~ segtin la definicién de conjunto neutral. Entonces:
WH(A) C W*(AT) C AT por el lema 5.1.2.
Anélogamente:
Ws(A) C W¥(A~) C A~ por el lema 5.1.2.
Luego:
WHA)NW(A) CATNA- =A
Como A es invariante se obtiene la igualdad.

2. Esto es directo del lema 5.1.3 y de las definiciones.
O

Recordemos que un ciclo de f es un conjunto finito de compactos invariantes
{Ao, Ay, ..y Ap} tal que Ag = A,y Ao, Ay, ..., Ay son disjuntos dos a dos, y V i €
{0,1,...,n — 1} se tiene que:

(W(A) = A) N (WP (A1) — Nia) # 0

Proposicién 5.1. f no admite ciclos formados por conjuntos neutrales y transitivos

de f.

Demostracion. Supongamos, por absurdo, que {Ag, Ay, ..., A, } es un ciclo para f y cada
A; es neutral y transitivo. Escribimos A; = A NA; segin definicién de conjunto neutral
y sea x; € (W™(A;) —A) N (W2 (A1) — Aiy1) segun definicion de ciclo. Afirmamos que
Vie{0,1,...,n— 1} se tiene que x; € Ay: de hecho, como W*(Agy) C Ay, se tiene que

ZTn—1 € Ay. Demostramos la afirmaciéon por induccién:
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Supongamos que z; € A; para algin i. Como z; € W*(A;) la invariancia hacia
atrds de Ay implica que Ag N'A; D a(x;) # 0. Por el lema 5.1.3 se tiene que A; C Ay
pues A; es transitivo. En particular W*(A;) C A por el lema 5.1.2 aplicado a f~'.
Como z; € W¥(A;) se tiene que x;_1 € Ay . Se obtiene la afirmacién por induccién.

La afirmacién implica entonces que 2o € Ag. Como W*(Ag) C Af v zo € W*(Ap)

(por definicién) se tiene que zg € A N Ay = Ag lo cual es absurdo. O

Lema 5.3. Sea A neutral para f. Dado U entorno de A existe V' entorno de A tal que
V CcU y ademds:

QN NV C)F)

neE”L

Demostracion. Sea U entorno de un conjunto neutral A y sea U’ entorno de A tal que

U’ C U. Afirmamos que existe V C U’ entorno de A que satisface:
peVy f(p) €V para algiin n € N implica f/(p) e U'V0<j<n

Si esto no fuese cierto existirfa un entorno U de A y sucesiones p, — x € A,
ni, € N tales que f™(py,) — y € A pero f7(py) ¢ U’ para algin 0 < j < ng. Escribimos
qx = [?(py) para el valor de j correspondiente y supongamos, tomando una subsucesién
si es necesario, que g — q ¢ U'.

Escribimos A = AT N A~ segin definicién de conjunto neutral. Como AT es estable
Lyapunov para f, podemos aplicar el lema 5.1.1 para obtener que ¢ € A™. Si escribimos
qx = f77"(f™ (px)) vy aplicamos la versién simétrica de 5.1.1 (observar que j —ny; < 0)
obtenemos que ¢ € A~. Luego g € A lo cual es una contradiccién pues g ¢ U’. Se tiene
probada entonces la afirmacion.

Probamos ahora que Q(f) NV C (,cz f"(U): supongamos que existe ¢ € Q(f)NV
y ng € Z tal que f(q) ¢ U (supongamos por simplicidad que ny € N).

Sea e > 0 tal que B(g,e) C V y ademés ™ (B(q,))NU’ = (). Como ¢ es no errante
existe p € B(q,¢) tal que f™(p) € B(q,¢) para algin n; > ng, por la afirmacién se
tiene que fi(p) € U' V 0 < j < n; pues B(g,e) C V, pero esto contradice que
fro(p) € f(B(q,e)) v f(Blg,e)) NT = 0. O

Definimos una convergencia entre compactos de M un poco mas débil que la dada

por la métrica de Hausdorff: decimos que la sucesién de compactos A,, acumula en A
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si dado U entorno de A existe ng tal que A,, C U para todo n > ng. Dados A, B C M

compactos definimos ademas:
dist(A, B) = inf{d(a,b) : a € A,b € B}
siendo d la distancia inducida en M por la métrica Riemanniana.

Corolario 5.1. 5i A es neutral para f y A, es una sucesion de conjuntos transitivos
de f tales que dist(A,,, A) — 0, A,, acumula en A.

Demostracion. Por el lema anterior (lema 5.3) dado U entorno de A existe V' entorno

de A tal que V C U y ademas:

NNV ()W)
nez
Es decir, todo punto no errante de V' no se sale nunca (ni a pasado ni a futuro) de U.
Como dist(A,, A) — 0 existe ng € N tal que V n > ng se cumple que A, NU # 0, y
como A, es transitivo V n € N se tiene que A, C Q(f) V n € N. Luego V n > ng se
tiene que A,, intersecta a V' en puntos que nunca se salen (ni a pasado ni a futuro) de
U. Como A, es transitivo, A,, C U V n > ny. O

Proposicion 5.2. Un conjunto neutral es aislado si y solo si es Q-aislado.

Demostracion. Observar primero que el lema 5.3 resuelve el caso de que un conjunto
A neutral y aislado es Q-aislado. Veamos ahora que un conjunto A neutral y (2-aislado
es aislado: como A es Q-aislado existe U entorno abierto de A tal que U N Q(f) = A.
Veamos que ),z /"(U) = A: sea x € N, /"(U), sabemos que w(z) U a(z) C U N
Q(f) = A, entonces x € W¥(A) N W*(A). Ahora bien, como A es neutral es saturado
por el lema 5.2.1, luego = € A, es decir, A es aislado (la otra inclusién surge de que A

es invariante). 0
Proposicién 5.3. Conjuntos neutrales, hiperbolicos y transitivos son aislados.

Demostracion. Sea A neutral, hiperbdlico y transitivo para f. Por la proposicién an-
terior (la proposicion 5.2) basta demostrar que A es (2-aislado. Si no lo fuera existiria

una sucesién {p,} C Q(f) — A tal que {p,} —p € A.
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Fijamos U entorno de A dado por el shadowing lemma (ver apéndice), y sea V' dado
por el lema anterior (el lema 5.3) aplicado a U. Podemos suponer que p, € V'V n € N.
Como p,, € Q(f) para cada n € N existen sucesiones {¢! }ien C V vy {{I'}ien C N tales

que:

(@)} C Vo af = pa I} — +o0y f5(a7) = pa

Por el lema 5.3 sabemos que fi(¢') € UV 0 < j <[V n € N. Se obtiene
asi una pseudo-6érbita periddica arbitrariamente cerca de p, contenida en U, pode-
mos entonces aplicar el shadowing lemma y sombrear la pseudo-érbita peridédica con
una 6rbita peridédica. Es decir, dado el abierto U hemos construido una pseudo-érbita
periddica totalmente contenida en U, y luego una érbita periddica totalmente contenida
en U. Haciendo U cada vez mas pequeno obtenemos que p,, € W. Podemos asumir
entonces que p, € Per(f)V n € Ny mas atin, podemos asumir que los p,, son hiperb6li-
cos pues el abierto U es arbitrariamente pequeno (los p, heredan la hiperbolicidad de
A).

Ahora bien, como A es transitivo las dimensiones de los fibrados estable e inestable
son constantes en A, digamos dim(E?) = s y dim(E¥) = u para todo x € A. Ademas,
como estamos suponiendo que A no es 2-aislado, s # 0 y u # 0.

Observar que, por el corolario 5.1, O(p,) acumulan en A, luego las variedades
estable e inestable de los p, tienen dimension s y u respectivamente. Mas aun, estas

variedades tienen tamano uniforme. Luego:

W (p,) NW*3(p) # 0y W5(p,) N W*(p) # 0 para n grande.

Por el A-lemma p, € Ws(A) N W%(A), y como A es cerrado y saturado se obtiene

que p, € A lo cual contradice lo supuesto. O

Observacion. En la ultima demostracion, al probar que los p, eran acumulados por
puntos periddicos, se utilizé el lema 5.3 para poder asegurar que las pseudo-orbitas
construidas estaban contenidas en el abierto dado por el shadowing lemma. Esto es
fundamental pues como es bien sabido, la hiperbolicidad del conjunto no errante no
asegura que este sea la clausura de los puntos periédicos: si M es una superficie New-

house y Palis han demostrado que si (ver [NP]), pero si dim(M) > 3 Alan Dankner
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ha demostrado (en [D]) que en cada clase de isotopia de Diff'(M) existe un mapa
cuyo conjunto no errante es hiperbdlico pero es mayor que la clausura de sus puntos

periddicos.

Denotamos por F a la familia de todos los conjuntos neutrales, transitivos y aislados
de f.

Proposicién 5.4. Una subfamilia F' C F es finita si y solo si|Jycr A es cerrada.

Demostracion. Obviamente sélo hay que mostrar el reciproco: sea F' C F tal que
Uner A es cerrada. Si F' fuese infinita existirfa una sucesion A,, € F de conjuntos
diferentes acumulando en algin A € F'. Como A es transitivo existe U entorno com-
pacto de A tal que (), ., f"(U) = A. Por el corolario 5.1 se tiene que existe ny € N tal
que A,, C U para todo n > ng. Esto implica A,, = A para todo n > ng lo cual es una

contradiccion. ]

5.3. Clases homoclinicas para

difeomorfismos C! genéricos

El objetivo de este capitulo es demostrar el siguiente teorema:

Teorema 5.1. Erxiste R C Diff* (M) residual tal que ¥V f € R se cumple que:

1. Las clases homoclinicas de f son conjuntos transitivos mazximales de f. En par-

ticular, dos clases homoclinicas son iguales o disjuntas.
2. Las clases homoclinicas de f son conjuntos saturados.

3. Las clases homoclinicas de [ dependen continuamente de las orbitas periddicas

de f en la topologia de Hausdorff.
4. Una clase homoclinica de f es aislada st y solamente si es 2-aislada.
5. Las clases homoclinicas hiperbdlicas de f son aisladas.

6. f no admite ciclos formados por clases homoclinicas de f.
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7. f tiene finitas clases homoclinicas si y solamente si la union de las clases homo-

clinicas de f es cerrada y toda clase homoclinica de f es aislada.

Para demostrar el teorema 5.1 bastara probar los siguientes dos lemas (observar
que el segundo es la solucién al problema planteado por Mané en [M1]) en los cuales

se obtiene que, genéricamente en Diffl(M ), las clases homoclinicas son neutrales:

Lema 5.4. Existe R C Diff' (M) residual tal que ¥ f € R se cumple que, para todo

x € Per(f), Wu(z) es estable Lyapunov para f y W#(z) es estable Lyapunov para f=1.

Lema 5.5. Existe R C Diff' (M) residual tal que ¥ f € R se cumple que, para todo
x € Per(f), Hy(z) = Wu(z) N W4 (x).

Probamos primero las versiones locales correspondientes a los lemas 5.4 y 5.5 (recor-

dar que denotamos por KS al residual dado por Kupka-Smale, ver apéndice):

Lema 5.6. Sea f € KS y sea n € N. Eriste U(f,n) entorno de f en la topologia C*

y R(f,n) CU(f,n) residual tal que si g € R(f,n) y x € Per,(g) entonces Wi(x) es

estable Lyapunov para g y Wgs(x) es estable Lyapunov para g~ *.

Demostracion. Como f € KS se tiene que # Per,(f) = k < oo, digamos Per, (f) =
{p1,...,pr}. Luego existe U(f,n) entorno de f en la topologia C! tal que # Per,(g) =
kY geU(f,n).Vie{l,.., k} definimos:

Di(g) = Wi(pi(g))

siendo p;(g) la prolongacién analitica de p;.
Por la dependencia continua en partes compactas de las variedades inestables ten-
emos que P, es semicontinua inferiormente en U(f,n), luego existe R; residual en

U(f,n) tal que ®; es continua en R,;. Sea:

Veamos que R(f,n) es el residual buscado: sea p € Per,(g) para algin g € R(f,n),

entonces p = p;(g) para algin i € {1,...,k} y entonces ®;(g) = Wx(p). Supongamos,
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por absurdo, que W (p) no es estable Lyapunov para g. Entonces existe un abierto U
conteniendo W y dos sucesiones 1, — x € W y {nr} C N tales que ¢"*(xy) ¢
UV keN.

Supongamos primero que x no es periddico para g. Como W CUy®; es
continua en g existe ! C U(f,n) entorno de g en la topologia C* tal que si h € U se tiene
que W CU.Seanp > 1, L € Ny §y > 0segin el C!' connecting lemma aplicado
a g, x y al abierto . Como x € W se tiene que ¢/ (x) € W vV jeA{0,.., L},
en particular, g7/(x) €e UV j € {0, ..., L}. Recordar ademds que estamos en el caso en

que z no es periédico para g, luego x ¢ O,4(p). Sea entonces 0 < § < §y tal que:
B(g7(z),0) UV j€{0,...,L} y ademés B(g7(z),5) N O,(p) =0V j €{0,...,L}
Sea V' abierto que contiene O,4(p) tal que:

V C Uy ademds B(g77(2),0)NV =0V jec{0,..L}

Sea k € N tal que 7, € B(x,0/p) y sea ¢ = g™ (xx) ¢ U. Como x € W2(p)
existe p € (W (p) — {p}) NV tal que OF (¢"(p)) N B(x,d/p) # 0y O, (p) C V. Por
el C' connecting lemma existe h € U tal que h = g afuera de A(d), y ¢ € OF (p).
Como VNA(S) =0y OF (p) CV se tiene que O, (p) N A(§) = (. Luego pi(h) =py
p € W(p). Como q ¢ Uy q € W*(p) se contradice que W' (p) C U.

El caso x € Per(g) se reduce al caso anterior del siguiente modo: como g € KS
sabemos que x es hiperbdlico. Observar que x no puede ser un pozo pues si lo fuera
no podria existir una sucesion como xj, y observar ademas que x tampoco puede ser
una fuente pues estd acumulado por puntos de Wi (p). Luego Wi (x) — Oy(z) # 0y
Wi(x) — Og(x) # 0.

Sea V' C U entorno de x dado por Hartman-Grobmann (ver apéndice). Como
), — x podemos asumir que x, € V'V k € N.

Sea 0 < my, < ny tal que g"*(xy,) € V pero g™+ (z;) ¢ V. Tomando una subsuce-
sién si es necesario podemos asumir que g™ (1) — 2’ € W'(z) — Og(x) (en particular
x’ ¢ Per(g) ). Afirmamos que 2’ € W: como r € W podemos utilizar el C*
connecting lemma para obtener h C! cerca de g tal que W2 (p(h)) NW;(x(h)) # 0. Por
el A\-lemma se tiene que W} (p(h)) acumula en 2’ y como ®; es continua en g se obtiene

la afirmacién.
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Volviendo al lema, basta sustituir = por x’, zy por ¢"*(x) y ng por ny — my. O

La version local del lema 5.5 se resuelve con las mismas técnicas. Atin asi exponemos

su prueba:

Lema 5.7. Sea f € KS y sea n € N. Erxiste U(f,n) entorno de f en la topologia C*
y R(f,n) CU(Sf,n) residual tal que si g € R(f,n) y x € Per,(g) entonces

Hy(z) = Wz) N We(x)

Demostracion. Como f € KS se tiene que # Per,(f) = k < oo, digamos Per, (f) =
{p1,...,pr}. Luego existe U(f,n) entorno de f en la topologia C! tal que # Per,(g) =
kY gelU(f,n).Vie{l,.. k} definimos:

Pi(g) = Hy(pi(9))

siendo p;(g) la prolongacién analitica de p;. Observar ahora que ®; es semicontinua
inferiormente en U(f,n): sea h, — h en la topologia C! y sea p punto periédico
hiperbdlico para h. Por la hiperbolicidad existe ky € N tal que si k > kg entonces hy,
presenta un punto periédico hiperbdlico py y se tiene que p, — p en M. Ademas, dado
z interseccién transversal de Wi (p) y W} (p), por la transversalidad existe k; € N tal
que si k > k1 y k > ko entonces las variedades asociadas a py segun hy se intersectan
transversalmente en un punto z; y se tiene que z, — z. Luego existe R; residual en

U(f,n) tal que ®; es continua en R,;. Sea:

R(f,n) =KS[) (ﬁR) R

siendo R el residual dado por el lema anterior (el lema 5.6) aplicado a f y a n. Veamos
que R(f,n) es el residual buscado: sea p € Per,(g) para algin g € R(f,n), entonces
p =pi(g) para algin ¢ € {1,...,k} y entonces ®,(g) = Hy(p).

Supongamos que existe x € W (p) N Wi (p) — Hy(p) y supongamos primero que x
no es periédico para g. Sea K entorno compacto de x tal que K N Hy(p) = 0. Como P,
es continua en g existe U C U(f,n) entorno de g en la topologia C! tal que si h € U
se tiene que K N Hy,(pi(h)) = 0. Sean p > 1, L € Ny § > 0 segtin el C' connecting
lemma aplicado a g, x y al abierto U. Recordar que estamos en el caso en que x no es

periddico para g, luego = ¢ Oy(p). Sea 0 < § < §, tal que:
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B(z,0) C K y ademés B(g~7(x),0) N Oy(p) =0V j €{0,...,L}
Sea V' abierto que contiene O,(p) tal que:

B(g7(x),0) NV =0V j€{0,..,L}

Como = € Wy(p) existe p € (W (p) — {p}) NV tal que OF (4"(p)) N Bl 6/p) # 0. y

como x € Wg(p) existe ¢ € (W7 (p) —{p}) NV tal que O, (q) N B(x,d/p) # 0. Podemos

asumir ademas que:
O, (p) CVyqueO;(q) CV

Luego B(g77(x),6) N (O, (p) U O/ (q)) =0V j € {0,...,L}. Ademds observar que
q ¢ O; (p) pues de lo contrario p seria un punto homoclinico de g asociado a p en K
lo cual es absurdo. Luego, por el C! connecting lemma existe h € U tal que h = ¢
afuera de A(4d), y ¢ € O/ (p). Entonces p;(h) = p, p € W (p) y q € Wi(p), es decir,
O = On(p) = On(q) es una drbita homoclinica asociada a p segiin h. Como ¢ ¢ Of (p)
se tiene que O N B(x,d) # (. Perturbando h podemos asumir que O es transversal, es
decir, O C Hy(p) y entonces K N Hy(pi(h)) # 0 lo cual es absurdo. El caso = € Per(g)

se reduce al caso anterior de un modo analogo al lema anterior (lema 5.6). [

El modo en que el lema 5.6 implica el lema 5.4 es el mismo en que el lema 5.7

implica el lema 5.5. Veamos la primer implicancia a modo de ejemplo:

Demostracion. Fijamos n € Ny tomamos una sucesion { f }reny C KS tal que { fx }ren
es denso en Diff' (M) (recordar que Diff'(M) es un espacio métrico separable). Deno-
tamos U(k,n) = U(fr,n) vy R(k,n) = R(fr,n) segun lema 5.6 y definimos:

O, = Uku(kvn) Yy Ry = Uk R(k,n)

Claramente O, es abierto y denso en Diff*(M). Afirmamos que R, es residual en
O,: en efecto, dado k € N existe una sucesién {D(k,n);}ieny de abiertos densos en
U(k,n) tal que:

R(k,n) =, D(k,n),

Como:
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R = U, Rk, n) = U, (N, Dk n)) = N, (U, Dk, 7))

y Uy P(k,n); es abierto y denso en | J, U(k,n) = O,, se obtiene que R,, es resid-
ual en O, como habfamos afirmado. En particular R, es residual en Diff' (M) para
en R es residual en Diff'(M). Veamos que R es el
residual buscado: sea f € Ry p € Per(f). Sea ny € N mayor que II;(p) + 1. Por

cualquier n € N. Luego R =

definiciéon f € R,, y entonces f € R(fi, no) para algin £ € N. Como ng > Il¢(p)
tenemos que p € Per, (f). Aplicamos el lema 5.6 a f; y a ng y obtenemos que
Hy(p) = W(p) N W*(p). 0




Capitulo 6

Aportes para el caso no invertible

6.1. Uniformidad de L

Del enunciado del teorema 1.1 se desprende que, fijado el entorno U, el parametro
L depende del punto z. El siguiente teorema nos dice que podemos tomar L uniforme

si estamos lejos de los puntos criticos:

Teorema 6.1. Dado U entorno de f en la topologia C' y dado W abierto en M tal
que Sy C W eziste L € N tal que si {z, f(2),..., fE(2)} N W = 0, entonces cualquier
bola centrada en z disjunta de sus L primeros iterados contiene un tubo de conexion, es

decir, existen p > 1 y dg > 0 con la siguiente propiedad: supongamos dados 0 < § < dg
y puntos p,q ¢ A(S) = U'=r f(B(2,9)) que verifican:

» Una predrbita de q intersecta la bola B(z,d/p) antes de q, i.e. existe b > L tal
que f~*(q) N B(z,0/p) # 0.

» La drbita futura de p intersecta la bola B(z,8/p), i.e. existe a > 0 tal que f*(p) €
B(z,0/p).

» Dadosj€{l,...,a} yne€{l,..,L} la condicion f’(p) € f"(B(z,0)) implica que
f7Hp) € f77H(B(2,9)).

Entonces existe g € U tal que q estd en la orbita futura de p por g, y ademds, g = f
afuera de A(9).

51
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Demostracion. Laidea es que se puede imitar el proceso de linealizacién desarrollado en
el capitulo 3, para ello tomamos 7,7 y & positivos como en el capitulo 3. Sea GL(m,R)
con la norma habitual y GL(m,R)YN con la topologia producto. A cada T' = {T,},>1
en GL(m,R)N le asociamos L(T) segiin el teorema 2.2 aplicado a la sucesién T y al
numero € > 0 fijado.

Observar que L(T) puede elegirse localmente constante en GL(m, R)N: supongamos
que los L 4+ 1 puntos {cg,c1,....,cp} v las L bolas {By, By, ..., Bp_1} forman una e-
transicion para 7' = {7}, },>1 (de cierto u a cierto v, contenida en cierto @ y que evita
cierto GG), es claro que existe V entorno de T en GL(m,R)Y tal que los mismos puntos
y las mismas bolas forman una e-transiciéon para toda sucesién de isomorfismos en V
(basta tomar V tal que los primeros L términos de todo elemento de V' estén cerca
de los de {T},},>1 vy dejar libres los demds términos). Es decir, dado 7' en GL(m, R)N
existe V entorno de T en GL(m,R)N tal que L(T") = L(T) para todo T" € V.

Ahora bien, para simplificar identificamos los espacios tangentes a M con R™, es
decir, V x € M fijamos V¥, isometria lineal de R™ en T, M. Sea M' = M — W y sea
o M' — R? tal que:

() = (ldaf 1l et ) = (W56 0 daf o Wall, [0 0 duf ™" 0 Uil

Como f es de clase C* ¢ es continua y como M’ es compacta existe K > 0 tal que
Im(y) C [0, K] x [0, K]. Por el teorema de Tichonov:

X(K) = {Tu}nz1 € GLm R Tl < K, I < K Vo > 1)

es compacto en GL(m,R)N. Veamos que basta tomar L = max{L(T) : T € X(K)}.
Dado z tal que {z, f(2), ..., f¥(2)} "W = (), consideramos T = {T},},,51 € GL(m,R)N
tal que:

T,

Voo (dpmrf) 7 oWme V1<n<L
T, = Kldgm Y n>1L

y copiamos la prueba del teorema 1.1. [
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6.2. Un acercamiento a un teorema de densidad

para endomorfismos

A diferencia del caso invertible, un punto errante de un endomorfismo puede tener
por imagen un punto no errante del mismo (por ejemplo, dado un punto fijo atractor
p, basta tomar una preimagen diferente de p). Veamos al menos que si un punto no
errante no es imagen de un punto critico, podemos elegir alguna preimagen del mismo

en el conjunto no errante:
Lema 6.1. Sea x € Q(f) tal que f~*(z) N Sy =0, entonces f~H(x) NQf) # 0

Demostracion. Puesto que no hay puntos criticos en la preimagen de z y M es com-
pacta, #f }(z) < co. Sea f~1z) = {x1,79,...,2} v sean {Uy, U, ...,Up} tales que
U; es un entorno de x; que se mapea difeomorficamente por f en un entorno de
x Vi€ {1,2,..,k} Sea V==V f(U;), sabemos que 3 p € V tal que f*(p) € V
para algin n > 1 = 3 i € {1,2,...,k} tal que f"'(p) € U, es decir, un iterado
futuro de U; intersecta U;. Ahora bien, V i € {1,2,...,k} consideramos la sucesién
Uim = B(w;, =). Por lo visto V. m > 1 3 i(m) € {1,2, ..., k} tal que un iterado futuro
de Ui(m),m intersecta Ujom)m = 31 € {1,2, ..., k} tal que i = i(m) para infinitos valores
de m, luego z; € Q(f). O

Definicién 6.1. Sea R C End' (M) el conjunto de los endomorfismos f que verifican

las siguientes condiciones:
VzeM3In, eNtal que OF(f™(2)) NSy =10
St N PrePer(f) =10

Es decir, R es el conjunto de los mapas C! de M tales que ninguna érbita visita
infinitas veces en el futuro a los puntos criticos, y ademés, ningin punto critico se hace

periédico. Veamos que los elementos de R admiten un C* closing lemma:

Teorema 6.2. Dada f € R se cumple que si x € Q(f) existe g arbitrariamente cerca

de f en la topologia C* tal que x € Per(g).
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Demostracién. Sean f € Ry z € Q(f). Dado U entorno de f en la topologia C*
queremos hallar g € U / = € Per(g). Sean >0/ B(f,n) CU,yseanr >0y e >0
suficientemente pequenos tales que si ¢ es una e-traslacién soportada en una bola de
radio r, togot~' € B(g,n/2) ¥V g € B(f,n).

Supongamos primero que x no es preperidédico, sabemos que 3 ng € N tal que la
6rbita futura de f™(x) no contiene puntos criticos. Sean p > 1, L € Ny ¢5 > 0
segun el teorema 1.1 aplicado al punto f™(x) y al abierto B(f,n/2) (observar que
fm(x) ¢ PrePer(f)). Sea 0 < § < ¢y tal que:

{z, f(@), . [ (@)} N B(f™(x),0) = 0

y sea V entorno abierto de x tal que V' C B(x,er), f*(V) C B(f™(x),0/p), y ademas,
(V. f(V),..., fo=Y(V), B(f™(z),d)} son disjuntos dos a dos. Como x € Q(f) existe y €
V tal que f™(y) € V para algiin m > ng. Aplicamos el teorema 1.1 con p = ¢ = f™(y),
a = ng y cerramos la dérbita de ¢ (es decir, ¢ € Per(g), siendo g la obtenida en el
teorema). Por simplicidad escribimos g = f. Ahora bien, como z y ¢ estan en el e-
ntcleo de una bola de radio r, 3 ¢ e-traslacién / t(q) = x, y ademés, si g : M — M es
talque g=to fot™' = ge B(f,n) CU Yy x € Per(yg).

Supongamos ahora que x es preperiddico y sea {z, }neny € M una preérbita de z,
es decir, xg = v y V n € N se cumple que f(z,41) = z,. Como f € R sabemos que
z ¢ O(Sy), luego, por el lema 6.1, podemos asumir que {z,} C Q(f). Sea y un punto

de acumulacién de {z,}, hay dos casos a estudiar:

1. y € PrePer(f)

Supongamos, para simplificar, que y muere en un punto fijo z. Sea W abierto
en M tal que Sy C W y ademaés z ¢ W (sabemos, puesto que f € R, que 2
no es un punto critico, y ademds, como f es de clase C', S; es compacto). Sea
L € N dado por el teorema 6.1 aplicado al abierto W, y sea U entorno abierto
de z en M tal que f{(U)NW =0V ie {0,1,...,L}. Como una subsucesién de
{z,} converge a y, una subsucesién de {z,} converge a z. Sea m > L tal que
T, € U, ysea A > 0 tal que {B(zm, ), f(B(2m, \), ..., fE(B(x,,, \)), W} son
disjuntos dos a dos y ademds V g € B(f,n) se tiene que ¢"(B(x,,,\)) C B(x,er).
Como z,, € Q(f) 3 2 € B(xy,, \) tal que fi(2) € B(zm, \) para algtn [ > m.
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Aplicamos el teorema 1.1 con p = ¢ = f(2), a = 0 y obtenemos un punto

periédico en B(x,er), luego conjugamos para hacer a x el punto periédico.

2. y ¢ PrePer(f)

Como f € R sabemos que 3 ny € N tal que la érbita futura de f™(y) no
contiene puntos criticos. Aplicamos el teorema 1.1 al punto f™(y) y al abierto
B(f,n/2), y obtenemos p > 1, L € Ny ¢y > 0. Como una subsucesién de {z,}
converge a y, una subsucesiéon de {x,} converge a f™(y). Sea m > L tal que
Tm € B(f™(y),d0/p), y sea A > 0 tal que B(x,,, A) C B(f™(y),00/p) y ademas
V g € B(f,n) se tiene que ¢"(B(zm,\)) C B(z,er). Como z,, € Q(f) I 2z €
B(x,, ) tal que fi(z) € B(z,,\) para algin | > m. Andlogamente al caso
anterior aplicamos el teorema 1.1 con p = ¢ = f(2), a = 0 y obtenemos un

punto periddico en B(z,er), luego conjugamos para hacer a x el punto periédico.

]

Como corolario obtenemos un acercamiento al teorema de densidad para endomor-

fismos:

Teorema 6.3. Eziste D C End'(M) residual / ¥ f € DNR se cumple que Q(f) =
Per(f).

Demostracion. Sea {U, }nen base numerable de M.V n € N consideramos:

A, = {f € End" (M) / Perp(f)NU, # 0}

siendo Pery,(f) el conjunto de los puntos periédicos hiperbélicos de f, y consideramos
B, = Endl(M ) — A,. Por la estabilidad de los puntos periédicos hiperbdlicos, A, es
abierto y entonces A, U B, es abierto y denso V n € N. Luego D = (), .n(An U By,) es
residual en End'(M). Veamos que si f € D NR se tiene que Q(f) = Per(f):

Supongamos que 3z € M / x € Q(f) — Per(f),ysean e N /z € U, y U, N
Per(f) = 0 (en particular f ¢ A,). Por el C! closing lemma en R (teorema 6.2)
Ve >03g. € End' (M) / la distancia C' entre f y g. es menor que € y = € Per(g.).

Del lema 4.1 surge que podemos perturbar a g. para transformar a x en un punto
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periédico hiperbélico, manteniendo su distancia C! a f menor que €. Esto implica que
ge € A, y por lo tanto f ¢ B, luego f ¢ A, U B, lo cual es absurdo pues f € D. [

En conclusion, para obtener el teorema de densidad para endomorfismos solo resta

probar la siguiente:

Conjetura. R es residual en End'(M).



Apéndice A

Preliminares

A.1. La topologia C!

Sea M™ una variedad Riemanniana compacta, conexa y sin borde, y sea C*(M, RF)
el conjunto de los mapas de clase C' de M en R*¥. C'(M,R¥) es un espacio vectorial

con las operaciones habituales, al cual dotamos de la norma C*:

11y = max{|[ f @), lldaf [}V f € CH(M,R)
Es decir, f,, — f si converge uniformemente, y también sus derivadas.
Proposicién A.1. C*(M,R¥) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea { f, }nen sucesion de Cauchy en CH(M,RF) =V 2 € M {f,,(z)}nen
es una sucesiéon de Cauchy en R luego convergente. Sea f : M — RF / f(x) =
lim,, o fn(x), tenemos entonces que {f,}nen converge uniformemente a f. Ademads,
VeeMyVoe T,M, {dfo(v)}nen es de Cauchy en R¥  luego convergente. Sea
ge : TeM — R¥ / g, (v) = lim,, oo{d, fn(v)} = g, es lineal, por ser limite de trans-
formaciones lineales, y ademds la convergencia es uniforme. Luego f es de clase C*, y
dof =g, Ve M. O

Por el teorema de Whitney, toda variedad de dimensién m admite un encaje en

R?™+1 Podemos entonces considerar End' (M) como un subconjunto de C* (M, R?>™+1)

o7
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y definir la topologia C' de End'(M) como su topologia relativa. Como M es com-
pacta, End' (M) es cerrado en C' (M, R?>™*+1)  es decir, End'(M) es un espacio métrico
completo. Hay que observar que la topologia no depende del encaje: sean M; C R*
y My € R ysea ¥ : M; — M, difeomorfismo de clase C'. Basta observar que
W, : CY(M, M) — CYM, M) / U.(f) = ¥o f es un homeomorfismo, pues tanto ¥
como d¥ son uniformemente continuas en M;. Como una consecuencia del teorema de

la funcion inversa, surge la siguiente proposicién:
Proposicién A.2. Diff' (M) es abierto en End*(M).

Demostracién. Sea f : M — M difeomorfismo de clase C' =V 2 € M d,f : T,M —
TyyM es un isomorfismo lineal. Por el teorema de la funcién inversa V z € M 3
U, entorno de z en M y U, entorno de f en End'(M) tal que si g € U,, g|y, es un
difeomorfismo sobre su imagen. Sea {U,,,...,U,, } un cubrimiento finito de M, y sea
U=N U, =sigel, glu,, es un difeomorfismo sobre su imagen Vi € {1,...,k}.
Sea § el numero de Lebesgue del cubrimiento {U,,,...,U,, } = si z,y € M estén a
distancia menor o igual que 0, g(x) # g(y).

Ahora sea A = inf{d(f(p), f(q)) : p,qg € M,d(p,q) > 0} = XA > 0 pues M es
compacta. Tomamos U tal que si g € U, la distancia C” entre f y ¢ es menor que
A/3. Asi, si d(x,y) > 4§, g(x) # g(y). Luego g es un difeomorfismo local globalmente
inyectivo, es decir, g € Diff*(M). O

Definicién A.1. Dado un espacio métrico, decimos que un conjunto es residual si
contiene una interseccion numerable de abiertos densos, y decimos que el espacio es de
Baire si todo conjunto residual es denso. Una propiedad es genérica si se verifica en

un conjunto residual.

Corolario A.1. End'(M) es un espacio métrico completo y Diff' (M) es un espacio

métrico de Bajire.

Comentarios. Por una definicién andloga para la topologia C” con r > 1 ver [PDM],
y por una prueba del teorema de Whitney ver [GP]. A nuestros efectos, basta ver
que podemos encajar M en algiin R* con k grande. Sea {(Uy,®;),...,(U,, ®,)} un

cubrimiento finito por cartas locales de M, y sea {p,...,p,} una particiéon de la
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unidad subordinada al cubrimiento, definimos el encaje I' : M — R"™*" [/ T'(z) =
(pl(x)(bl(x)? d) pn(x)q)n(x)7p1(x)a 7pn(x)) VaeeM.

A.2. Algunas definiciones

En esta seccién recordamos (a efectos de fijar notacién) algunas definiciones y
resultados basicos en el estudio de sistemas dinamicos. Por mas detalles referimos al
lector a [KH] o bien [PDM].

Definicién. Sea f € Diff' (M), y sea p € M punto fijo de f. Decimos que p es punto
fijo hiperbolico para f si todos los valores propios de d,f tienen médulo distinto de 1.
Sip € M es un punto periddico de f de periodo k, decimos que p es punto periddico

hiperbolico para f si es punto fijo hiperbdlico para f*.

Valen los siguientes resultados (de ambos pueden encontrarse demostraciones en
[PDM)):

Teorema (Hartman-Grobmann). Sean f € Diff'(M) y p € M punto fijo hiperbélico
de f, entonces f y d,f son localmente conjugadas, es decir, existen U entorno de p en

M,V entorno del origen en T,M y h : U — V homeomorfismo tal que:
hof=d,foh

Un corolario inmediato del teorema de Hartman-Grobmann es que los puntos fijos
hiperbdlicos de un difeomorfismo son aislados, en particular, los puntos fijos hiperbdli-
cos de un difeomorfismo de una variedad compacta forman un conjunto finito. Luego,
si denotamos por Per,(f) al conjunto de los puntos periédicos de f de periodo menor
o igual que n, y sabemos que todos estos son hiperbdlicos, resulta que Per, (f) es un

conjunto finito. Recordemos ahora el famoso teorema de Kupka-Smale:

Teorema (Kupka-Smale, 1963). Eriste KS C Diff' (M) residual / ¥ f € KS se

cumple que:
s Todos los puntos periodicos de f son hiperbdlicos.

» YV p,q € Per(f) se cumple que W*(p) y W¥(q) son transversales.
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Definicién. Sea f € Diff'(M), y sea p € M punto fijo hiperbélico de f. La variedad
estable de p es Wo(p) = {z € M / d(f"(z),p) — 0 si n — + oo}, mientras que la
variedad inestable de p es W¥(p) = {x € M / d(f"(z),p) — 0sin — + oo}. Si
p € M es un punto periédico de f de periodo k, definimos su variedad estable como la

variedad estable para f*.
Vale el siguiente teorema, del cual puede encontrarse una demostracién en [Shi:

Teorema (Teorema de la variedad estable). Sean f € Diff' (M), p € M punto fijo
hiperbolico de f, T,M = E°* @& E" la descomposicion de T,M segin d,f. Entonces
We(p) y W*(p) son subvariedades inmersas de clase C' tangentes en p a E* y E"

respectivamente.

Definicién. Sea f € Diff' (M) y sea A C M cerrado e invariante por f. Decimos que
A es hiperbolico para f siV x € A el espacio tangente a M en x se descompone en una

suma directa:
T.M=E & E;

continua e invariante por df:
do f(Ey) = Ejy y dof(E}) = Ef,) YV € A
tal que existen A € (0,1) y ¢ > 0 tales que:
|ldef (V)| < cA|lv]| V€A, VveE]
ldof M (w)|| < cA||w|| Y2z €A, YVwe E"

Observar que un punto periédico p es hiperbélico si y sélo si O(p) es hiperbdlico.
Ejemplos mas interesantes de conjuntos hiperbdlicos como la herradura de Smale, el

solenoide, o el toro bajo el difeomorfismo inducido por la transformacion:

(1)

pueden encontrarse desarrollados en [Sh] o en [PDM].
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Definicién. Decimos que un conjunto invariante A es aislado si existe U entorno
compacto de A tal que (), f"(U) = A.

El hecho de que un conjunto hiperbdlico sea aislado es equivalente a que posea

estructura de producto local:

Definicién. Sea A un conjunto hiperbdlico, sabemos que para € suficientemente pequeno
existe 0 tal que dados x,y € A tales que d(z,y) < d se cumple que W2(z)NW(y) es un
unico punto. Decimos que A tiene estructura de producto local si para € y § pequenos

este unico punto pertenece a A.

Definicién. Decimos que un difeomorfismo es Azioma A cuando el conjunto no errante

es hiperbdlico y es la clausura de los puntos periddicos.
A continuacién enunciamos algunos resultados clasicos en la teoria:

Teorema (Descomposicién espectral, Smale, 1967). Sea f € Diff'(M) Azioma A.
Eziste una cantidad finita de conjuntos compactos, invariantes segun f, dos a dos

disjuntos A1, Ao, ..., \,, tales que:
1. Q(f) =AM UAU...UA,
2. N, es transitivoV i € {1,2,....,n}
3. Cada A; se descompone en una union disjunta de compactos:

Ai — Ai,l U Ai,? U...uU Al,n(l)

permutados ciclicamente por f, es decir:

f(AiJ) = Ai,j—i-l V] S {17 7”(1) - 1} Y f(Az,n(z)) = Ai,l
Mas ain, f™ restricto a A;; es topoldgicamente mizing' ¥ j € {1,...,n(i)}

Definicién. A los compactos A; del teorema espectral les llamamos piezas bdsicas de
f.

'Esto es, dados U,V abiertos en A; ; existe kg € N tal que V k > ko fE(U) NV # 0.
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Teorema (shadowing lemma). Sean f € Diff'(M) y A hiperbdlico para f. Existe U
entorno de A y constantes a > 0 y K > 0 tales que si

{z = xo,21, ..., 2, = x}

es una ay-pseudo orbita de f contenida en U con oy < «, existe una orbita periodica

de periodo n, Kay-cerca de la pseudo orbita dada, es decir,
Ja'eM [ fra) =2 yd(fi(2'),2;) S Kay VO<i<n-—1

Teorema (\-lemma, Palis, 1969). Sean f € Dift" (M), r > 1, p punto fijo hiperbélico
de f yW C M subvariedad C" tal que:

» dim(W) = dim(W?*(p)).
» W se intersecta transversalmente con W*(p) en un punto q.

Entonces f~"(W) converge a W*(p) en el siguiente sentido: dados D entorno de
p en W5(p) y n € N existe un disco D, C f~"(W) que es un entorno de f~"(q) en

f™(W) y tal que se cumple que para un n grande D, y D son C" cercanos.

El teorema espectral fue demostrado por Smale en [Sm| en 1967. Una prueba del
lema de sombreado puede encontrarse en [Sh]. La prueba original del A-lemma (o
lema de inclinacién) se encuentra en [P], aunque una demostraciéon mas sencilla puede

encontrarse en [PDM].

Definicién. Sean f € Diff' (M), A un conjunto hiperbélico para f y & > 0, la variedad
estable local de tamatio € de A es WZ(A) = [J,c, WZ(p), mientras que la variedad
inestable local de tamafio € de A es W (A) = J,c, W2 (p). Andlogamente, la variedad
estable de A es W*(A) = [U,cp W*(p), mientras que la variedad inestable de A es

WU<A) = UpEA Wu(p)
También para conjuntos hiperbdlicos se tiene un teorema de la variedad estable:

Teorema (Teorema de la variedad estable para conjuntos hiperbdlicos). Sean f €
Diff' (M) y A un conjunto hiperbdlico para f, entonces para cualquier x € A se verifica
que W*(z) y W¥(x) son subvariedades inmersas en M de clase C', tangentes a ES y

EY respectivamente.
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Definicién. Sean f € Diff' (M) y A un conjunto hiperbélico para f, decimos que f
presenta un punto homoclinico asociado a A si 3 p € WS(A) N W*(A) — A.

A.3. Recurrencia

Hemos dicho en la introduccién de esta monografia que el objetivo de los sistemas
dinamicos es, dado un punto x en M y dado f difeomorfismo de M, estudiar la histo-
ria de z, es decir, el conjunto {f"(x)},ez. Para ello, comenzamos definiendo aquellos
puntos con historia mas sencilla: decimos que x es un punto fijo de f si f(x) = =,
y decimos que x es un punto periddico si existe n € N tal que f"(z) = x. Al menor
n que cumpla la igualdad le llamamos periodo de x. Aprovechando la topologia de la
variedad podemos definir nociones mas amplias de recurrencia: definimos primero el

a-limite y el w-limite de un punto x del siguiente modo:
alx) ={y € M : f~™(x) — y para alguna sucesion n; C N tal que n; — +oo}
w(z)={y € M : f™(x) — y para alguna sucesién n; C N tal que ny — +oo}

Es decir, el w-limite de una condicién inicial describe a qué estado(s) tendera nuestro
sistema en el futuro, mientras que el a-limite describe lo mismo pero hacia el pasado.
Aparentemente, aquellos puntos que estan lejos del a-limite y del w-limite de todo
punto no contienen informacién muy interesante de la dinamica. Definimos el conjunto

limite de un sistema dinamico:

L(f)=J a@)J [ wl@)

reM zeM

Es fécil verificar que L(f) es compacto e invariante para f. Si denotamos por Per(f)
al conjunto de los puntos periddicos de f, es claro que W es también compacto e
invariante, y que se verifica la inclusién Per(f) C L(f).

Decimos que un punto x es recurrente hacia el futuro six € w(x),y que es recurrente
hacia el pasado si x € a(z). Finalmente, decimos que un punto es recurrente si lo es

a pasado y a futuro. Adn cuando L(f) parece contener toda la informacién de la
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dinamica, hay tipos de recurrencia mas débiles que han resultado fundamentales en
la teoria: decimos que un punto x es errante si existe U entorno de x en M tal que
f™U)NU = ) para todo n > 1. Es decir, x es errante si puntos arbitrariamente
cercanos a x no vuelven nunca a estar cerca de x. Definimos el conjunto no errante
(y lo denotamos €2(f)) como el conjunto de puntos que no son errantes, es decir, z es

no errante si dado U entorno de z existe n > 1 tal que f™(U) N U # . Nuevamente

es facil verificar que Q(f) es compacto e invariante para f, y que ademads, Per(f) C
L(f) cQ(f).
Finalmente, definimos el importante concepto de recurrencia por cadenas: dado

e > 0 decimos que el conjunto {xg,x1, ..., z,} es una e-cadena (o e-pseudo érbita) si:
d(f(l’i),$i+1) <e Vi€ {O, 1, = 1}

Es decir, suponiendo que puntos que estan a distancia menor que £ son indistin-
guibles para nosotros, no sabriamos distinguir entre una e-cadena y un verdadero arco
de 6rbita. Decimos que un punto x es recurrente por cadenas si dado € > 0 existe una
e-cadena que comienza y termina en x, es decir, existe {xzg, x1, ..., , } e-cadena tal que
ro = x, = x. Al conjunto de los puntos recurrentes por cadenas lo denotamos por
R(f). Es facil ver que R(f) es compacto e invariante para f, y que se cumple la cadena

de inclusiones:

Per(f) € L(f) € Q(f) € R(f)

Para cada una de estas inclusiones existen ejemplos en los cuales la inclusion es
estricta. Para ilustrar las definiciones damos un ejemplo donde se obtienen puntos que

no son recurrentes ni errantes. Para ello definimos el siguiente campo en el plano:

X(z,y) = (=y(@® + (y = 1)?), z(z* + (y = 1)?))

Es decir, a una rotacion positiva de dngulo 7 centrada en el origen la multiplicamos
por un mapa escalar de clase C'° que se anula en el punto (0,1) y es estrictamente
positivo en R? — {(0,1)}. Si consideramos el flujo asociado al campo X se obtienen
dos puntos fijos, el origen y el (0,1). Observar que, en el circulo unidad, el a-limite

y el w-limite de todo punto son exactamente el (0, 1), en particular, ningin punto



APENDICE A. PRELIMINARES 65

de S — {(0,1)} es recurrente ni a pasado ni a futuro. Sin embargo estos puntos son
no errantes, pues cualquier disco centrado en un punto de S' — {(0,1)} intersecta
circulos centrados en el origen de radios mayores y menores que uno, y como estos
circulos son invariantes y no contienen puntos fijos del flujo, la imagen del disco dado
empieza a estirarse por adentro y por afuera de S! hasta cortarse a si mismo desde
un momento en adelante. Se tiene entonces un flujo en el plano que presenta puntos
que no son recurrentes ni errantes (si se quiere adaptar el ejemplo a nuestro contexto
basta multiplicar al campo X por un chichén C* o : R* — [0,1] / @ =1en B(0,2) y
a = 0en B(0,3)°. Levantamos a la esfera el tiempo uno del flujo inducido por el nuevo
campo y obtenemos un difeomorfismo de una variedad compacta que presenta puntos
que no son recurrentes ni errantes).

En conclusién, dado un sistema dindmico tenemos asociada una cadena creciente
(segtn la inclusién) de cuatro compactos invariantes que representan diferentes tipos
de recurrencia y que en general pueden ser diferentes unos de otros. Una pregunta
natural seria: ;Estos conjuntos son iguales en la mayoria de los sistemas dinamicos?
Desde el punto de vista topoldgico, se ha obtenido una respuesta afirmativa a esta
cuestion: genéricamente en los difeomorfismos de clase C! (equipados con la topologia

C') de una variedad Riemanniana compacta, conexa y sin borde se cumple que:

Per(f) = L(f) = Q(f) = R(f)

En estas igualdades se resumen cuarenta anos de teoria, y el trabajo de muchos espe-
cialistas: Charles Pugh obtuvo la igualdad genérica Per(f) = Q(f) a fines de la década
del 60 en [Pu2| y recién en el 2004, Christian Bonatti y Sylvain Crovisier obtuvieron
la igualdad genérica Per(f) = R(f) en [BC]. Ambos resultados estan basados integra-
mente en lemas de conexién de érbitas mediante perturbaciones C! arbitrariamente
pequenas: el Teorema de Densidad de Pugh (del cual vimos dos demostraciones difer-
entes en el capitulo 4) es una consecuencia del C*' closing lemma (que también hemos
probado aqui), mientras que el resultado de Bonatti y Crovisier es una consecuencia

del connecting lemma genérico para pseudo orbitas enunciado en la introduccion.
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