Introduccion

Esta monografia versa sobre dinamica de endomorfismos en IR". El asunto
central es el desarrollo del concepto de érbita homoclinica asociada a una érbita
periddica repulsora. Como el concepto es de naturaleza local, no representa una
pérdida de generalidad el considerar que el espacio ambiente es IR™ y no una
variedad diferenciable arbitraria. La existencia de una érbita homoclinica aso-
ciada a un repulsor implica que la transformacién no puede ser invertible, por
lo tanto este concepto es exclusivo de los endomorfismos que no son difeomor-
fismos. Por comodidad consideraremos apenas érbitas homoclinicas asociadas
a puntos fijos repulsores, ya que ésto no implica una pérdida de generalidad. Si
p es un punto fijo repulsor, decimos que = # p es homoclinico a p si x tiene una
predrbita que converge a p (es decir que x estd en el conjunto inestable de p) y
un iterado futuro es p (o sea que x estd en el conjunto estable de p). Por lo tanto
este concepto extiende al de érbita homoclinica para difeomorfismos. La orbita
homoclinica se dice regular si todos sus puntos son regulares y critica si contines
algun punto critico. Las 6rbitas homoclinicas regulares extienden el concepto de
orbita homoclinica transversal para un difeomorfismo y las criticas el de 6rbita
homoclinica tangencial. En el transcurso de este trabajo demostraremos varios
resultados que sustentan esta comparacién.

El concepto de drbita homoclinica asociada a un punto fijo repulsor tiene
una brevisima historia. Lo introdujo Marotto en [Ma], donde se demostré que
en cualquier entorno de una 6rbita homoclinica regular existen infinitos puntos
periddicos. Una 6rbita homoclinica es regular si ningiin punto de la 6rbita es
critico (y es critica en caso contrario). En el capitulo 3 se generaliza el teorema
de Marotto, demostrando que el invariante maximal de un entorno de la érbita
homoclinica regular es un conjunto de Cantor expansor. Se prueba también
que toda érbita homoclinica regular es C'! persistente, que el invariante maxi-
mal varia continuamente y que el mapa es localmente estable en un entorno de
la érbita homoclinica regular. Mds adelante, Gardini ([G]), consider6 6rbitas
homoclinicas criticas, estudiando algunas de las bifurcaciones creadas al per-
turbar una tal érbita. También Mora (ver [Mo]) estudié via normalizaciones el
comportamiento local.

El resultado més interesante que involucra 4.h.c. se debe a [BC] que de-
mostraron que para la familia cuadritica unidimensional 1 — ax? el conjunto de
parametros a para los cuales hay un intervalo tal que el exponente de Lyapunov
es positivo c.t.p. es de densidad 1/2 en a = 2. De hecho, la observacién de



que este resultado se extiende a 6rbitas homoclinicas no degeneradas en mapas
unidimensionales se debe a [MV]. En el capitulo 2 presentamos algunos resul-
tados en dindmica unidimensional. En el capitulo 4 estudiamos las 6.h.c. Se
demuestra en primer lugar que la 6.h.c. no degeneradas son un fenémeno de
codimensién 1. Esto significa que si f exhibe una tal 6.h., entonces el conjunto
de mapas g en un entorno U/ de clase C2? de f que tienen una é.h.c asociada al
mismo repulsor y préxima a la de f, forman una subvariedad de codimension
1 que separa el entorno U en dos componentes: las g en una de ellas no tienen
6.h. asociada a p (cerca de la de f) y las g en la otra tienen 6.h.r. asociada a p
(derca de la de f).

La presentacién es bastante autocontenida, no es necesario saber dinamica
para entender, aunque algunos resultados que usamos seran enunciados, como el
teorema de Hartman-Grobman o la persistencia de una 6bita periédica hiperbdlica.
Se asumen también algunas bdsicas de topologia diferencial, como el teorema
de Sard y algunos teoremas de transversalidad, atin en dimensién infinita. Las
demostraciones de los teoremas son responsabilidad del autor.



Capitulo 1

Preliminares

En general se considera como un sistema dindmico discreto a la accion del
grupo de los enteros, sobre un espacio topolégico X, asociada a un homeomor-
fismo f: X — X. Dicha acciéon se define de la siguiente forma

ne=f"(z),ze X, ne’

Nuestro caso es distinto. Por ejemplo, la existencia de una 6rbita homoclinica
asociada a un punto fijo repulsor implica la no inyectividad de la funcién con-
siderada, como veremos en la observacién 1.1. En esta monografia estudiaremos
algunos aspectos de la dindmica que genera una funcién de clase C! (o C?) que
no tiene por qué ser invertible. Si se quiere, se puede pensar ésto como una
accion del semigrupo de los enteros no negativos sobre el espacio X, definida de
manera similar a la anterior

ne=f"(z),z€X,n>0

Naturalmente se verifican las propiedades esperadas de que Oz =z y (m +
n)x = m(nz), para todom,n >0y z € X.

En las siguientes secciones veremos los conceptos generales sobre la dindmica
de endomorfismos que necesitaremos para los capitulos siguientes. Veremos
también el ejemplo del shift unilateral, no sélo como ilustracién de lo que ex-
ponemos, sino porque lo usaremos en el capitulo 3.

1.1 Dinamica topolégica

Sea X un espacio topolégico cualquiera. Denominamos como endomorfismo
de X a cualquier funcién continua f: X — X. En los capitulos siguientes parte
de nuestra hipétesis serd un endomorfismo no invertible y habrd puntos con mas
de una preimagen. Quedan asi esencialmente distinguidos, para cada punto,
el futuro del pasado. Es por eso que los conceptos referidos al pasado seran a
menudo mas complejos que los referidos al futuro. Comencemos a distinguir
ésto.
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Si f es un endomorfismo de X, decimos que la drbita (futura) de x € X es
el conjunto {f™(z) : n > 0}. Decimos que una predrbita (o una sucesion de
preimdgenes) de x es una sucesion {x, tp>0 C X tal que o = 2y f(Tnt1) = Zn
para todo n > 0. Debemos observar que un punto puede tener una cantidad
finita o infinita de predrbitas (también puede no estar en la imagen del endo-
morfismo y por tanto no tener ninguna preérbita).

Los conceptos de conjugacién y semiconjugacion, de los cuales nos ocu-
paremos rapidamente ahora, dan relaciones entre dindmicas. En particular la
equivalencia estd dada por la conjugacion. Sean X e Y espacios topoldgicos y
f: X - Xyg:Y — Y funciones continuas. Decimos que h: X — Y es una
semiconjugacion sii es continua, sobreyectiva y conmuta el siguiente diagrama

X#X

o]

y -4 v

Si ademds es un homeomorfismo, h es una conjugacion (global) entre fy gy
ambos endomorfismos son conjugados entre si. Es facil verificar que ésta es una
relacién de equivalencia. Si el diagrama anterior conmuta en un abierto de X
decimos que h es una conjugacion local. Naturalmente las conjugaciones glob-
ales preservan Orbitas, predrbitas, puntos fijos, conjuntos estables e inestables y
érbitas homoclinicas (estos dltimos conceptos serdn definidos mds adelante).

1.2 Dinamica diferenciable

Antes de tratar sobre la dindmica diferenciable, fijemos algunas notaciones y
términos que usaremos frecuentemente. Decimos que un endomorfismo f: R"™ —
IR™ es de clase C" si sus derivadas parciales de orden r son continuas. Deno-
tamos por C"(IR™) al conjunto de las funciones de clase C” con dominio y
codominio R™.

Definicién 1.1 Sea f € C1(IR™) con un punto fijo p. Decimos que p es repulsor
st todos los valores propios del d,, f tienen mddulo mayor que 1, que p es atractor
si los wvalores propios son de mddulo menor que 1 e hiperbdlico si no tienen
mddulo 1 ni 0.

Notaremos como Cp(IR") al conjunto de los endomorfismos de IR™ de clase
C", r > 1, que tienen a p como punto fijo repulsor y como Cg(R") al de los
que tienen a p como punto fijo.

Las dos proposiciones que siguen nos permiten saber lo que necesitaremos
en los siguientes capitulos sobre la dindmica cerca de un punto fijo repulsor.
Para demostrarlas usaremos dos resultados conocidos. El primero es el teorema
de Hartman-Grobman que dice lo siguiente: si p es un punto fijo hiperbdlico
de f € C'(IR™), entonces existen entornos abiertos U(p) y V(0) y un homeo-
morfismo h: V' — U tal que hod,f = f o h; es decir h conjuga localmente a
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f con su diferencial. Y el segundo afirma que: si 0 es repulsor (atractor) de
A € GL(IR™), existe una norma en IR™ que hace que A sea una expansién (con-
traccién). Cuando decimos que A es una expansién nos referimos a que para
todo v # 0, ||Av|| > ||[v|| v alrevés para una contraccién. Las demostraciones
de ambos resultados pueden encontrarse en [PM]. A la luz de ésto veamos qué
encontramos cerca de un punto fijo repulsor.

Proposicién 1.1 Si f € Cj(IR") entonces existe U, una base de entornos
abiertos de p, tal que para todo W € U se verifica que:

1. La clausura de W es compacta.
2. El mapa fly7 es un difeomorfismo sobre su imagen.
3. El conjunto W estd incluido en f(W).

4. Para todo x € W las siguientes ecuaciones definen una sucesion en W que
converge a p.

o=
_ -1
Tne1 = [THan) NW
Demostraciéon. Consideremos una norma en IR™ tal que el d,f sea una ex-
pansién y entonces todas las bolas que tomemos estaran asociadas a esa norma.
Tomemos del teorema de Hartman-Grobman un homeomorfismo h: V(0) —

U(p) tal que

v - rvynv

| I
v—L— funu
Como d, f es invertible (ya que sus valores propios son distintos de 0) existe
B,(0) C V tal que f|j(B,(0)) es un difeomorfismo sobre su imagen, para algin
r > 0. Definimos

U={h(Bs(0):0<s<r}

La familia U es una base de entornos de p ya que h es un homeomorfismo y el
conjunto {Bs(0) : 0 < s < r} es una base de entornos de 0 € V. Demostraremos
cada item del enunciado para W = h(B;(0)) € U.

1. Como B,(0) C B,(0) es compacto y h es un homeomorfismo W es com-
pacto.

2. Este item es cierto simplemente porque f|x(p, (o)) es un difeomorfismo
sobre su imagen.

3. Como la transformacién dp f expande tenemos que B(0) C d,f(Bs(0)).
Y como h es una conjugacién deducimos que h(B;(0)) C hod,f(Bs(0)) =
f o h(Bs(0)); obteniendo que W C f(W).
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4. Primero observemos que el mapa f|w es inyectivo y por tanto la sucesién
T, estd bien definida. Como d,, f expande, la sucesién y,, = (dp, f) " (h =1 (x))
converge a 0. Y finalmente x,, = h(y,) converge a p.

O

La proposicién 1.2 es bien conocida y la usaremos més adelante. Pero
primero veamos un lema.

Lema 1.1 Si f € C;(B") entonces existe kg € Z7, a > 1, U €¢ U ym > 0,
tales que para todo k € Z%, si u, f(u),..., ff¥(u) € U y k = qko + r (division
entera), entonces para todo v # 0

[l f* (@) > mat|f]|

Demostracién. Sea /N la norma en IR" que hace que d,, f expanda. Sean kg y
s tales que

dp f"(B7(0)) € B1(0) € BY(0).

Donde BY es la bola asociada a la norma N. Aplicando f*° en la ecuacién
anterior obtenemos que

BY(0) C dpf*(B1(0)) C dpf*(BY(0)),

y luego
Bi(0) C dpf™(B1(0)).

Si v # 0 tenemos que
lldp f* (0)]| > allo]|-

Observemos que para todo entero no negativo ¢
[ldp 25 ()] > o]

Sea g: S"~! — R dada por g(u,v) = ||duf*(v)||. Como g(p,v) > a,
para todo v, existe U € U tal que para todo v € U, g(u,v) > «, es de-
cir, ||dy f*o(v)|| > al|v||. Eventualmente achicando U € U tenemos que para
cualquier r = 0,1, ..., ky — 1, existe m > 0 tal que

ldu f" (V)| > mio]]

va que d, f es invertible en U. Ahora bien, si k = gkg + 17, con 0 <1 < kg — 1,
aplicando la regla de la cadena obtenemos:

llduf* ()] = lldgr @y f7* (dufT (@) > alldu fT (v)]] > mat|[v]]

que es lo que buscdbamos.
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Proposicién 1.2 Si f € C}(IR") entonces existe A > 1, U € U y p > 0, tales
que para todo k >0, si u, f(u),..., f¥(u) € U, entonces para todo v € IR™ — 0

[l f* @)1 > pA* o]

Demostracién. Tomemos lo que nos da el lema anterior y definamos A = "/«
y i =m/a. Usando que k = gko + 7 (0 < r < ko) y operando obtenemos que
mad > pA* con lo que concluye la demostracion.

O

Para concluir esta parte definiremos conjunto expansor.

Definicién 1.2 Si f € C1(R") y K C IR" es compacto e invariante (f(K) C
K ) decimos que f es expansora en K sii existen ¢ > 0 y A > 1 tales que para

todo x € K entonces
A" [[o]| < [ £ (v)]

1.3 Orbita homoclinica asociada a un punto fijo
repulsor

Para comenzar daremos definiciones que son puramente topoldgicas. Si f €
C,, definimos el conjunto estable y el conjunto inestable de p como

o« Wi(f)={reX: lim f"(@) = p)
o W) (f) ={zo € X : 3w, tal que f(znt1) = 2n,n > 0,2, — p}

Si el mapa f estd claro por el contexto indicaremos W' en lugar de W;f( )
y lo mismo para el conjunto estable. La siguiente definicién serd parte de la
hipétesis de la mayoria de los resultados que expondremos.

Definicién 1.3 Dados [ € C’B(IR”) y x # p decimos que x tiene drbita ho-
moclinica asociada a p sii x € Wi N W

Si se quiere ser méas sensible, podemos pensar que el punto x nace en p, hace
su vida por ahi y al final retorna a p.

La siguiente es una observacion general, que en particular se aplica a las
érbitas homoclinicas. Supongamos un punto p periédico (es decir f7(p) = p),
entonces decimos que x tiene érbita homoclinica asociada a p sii x tiene érbita
homoclinica asociada a p para f7. De esta manera podemos generalizar to-
dos los resultados (y definiciones) relacionados a puntos fijos al caso de puntos
periddicos. Por ejemplo, decimos que la 6rbita periddica de p es repulsora sii p
es repulsor como punto fijo de f7.

Veamos en la siguiente observacién como son las 6rbitas homoclinicas asoci-
adas a puntos fijos repulsores.

Observacion 1.1 Si f € C’;(R”) y x # p tiene orbita homoclinica a p entonces
existe una sucesion {x, }n>o tal que:
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1. z € {z,};
f(mﬂJrl) = l’n,v n > 0;

ZTo = P;

™ e

LTn — P5

5. x1 #p.

Demostracién. Como p es repulsor y distinto de xz y = € W7, no puede ser
que la érbita de = converja a él sin que algin iterado de x sea p. Es decir existe
ng > 1 tal que f™(z) = p. A su vez, como z es distinto de p podemos suponer
que f~1(z) # p. Definimos entonces x,, = f"~"(z), para 0 < n < ng. Asi
tenemos que Tn, =, To =p, 1 #p Yy f(Tny1) =z, para 0 < n < ng. Luego
como x € W, existe una predrbita de x que converge a p, es decir existe una
sucesion {x, }rn>n, tal que nan;Oxn =py f(n+1) =z, para n > ng. Con ésto
queda completa la sucesion x,, y verifica todo lo que queriamos.

O

Observemos que los puntos x,, también tienen érbita homoclinica a p. La
nomenclatura que usé Marotto en [?] es la siguiente. Si f € C) (IR"™) decimos que
p es SBR (snap-back repeller) sii W' N f~1(p) # {p}. La siguiente proposicién
relaciona a los SBR con las érbitas homoclinicas.

Proposicion 1.3 Si f € C'; (IR™) entonces los siguientes enunciados son equiv-
alentes:

e FEl punto p es SBR.
o FExiste x # p que tiene orbita homoclinica asociada a p.

La demostracion de ésto es evidente y la ventaja de la notacién de Marotto
es que al no hacer referencia a la érbita homoclinica ésta queda maés corta. En
la siguiente definicién daremos algunos nombres que usaremos.

Definicién 1.4 Si f € CL(IR") y x # p es homoclinico a p y {xn} es una
sucesion como en la observacion 1.1 entonces diremos sobre la sucesion {x,}
que:

1. Es regular sii dy,, f es invertible para todo n > 0.
2. Es critica sii no es regular.

Primero observemos que toda 6rbita homoclinica asociada a un punto fijo
repulsor es regular de un momento determinado en adelante ya que d,f es
invertible y la derivada de f es continua. Luego una érbita homoclinica puede
contener solo una cantidad finita de puntos criticos. Por eso supondremos que
una tal érbita critica es regular salvo en la primagen de p (de otra forma basta
considerar un iterado de f para que ésto suceda). Y por ultimo haremos la
siguiente
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Definicién 1.5 Decimos que {x,} es critica no degenerada si x1 (preimagen
de p) es un punto critico no degenerado (segin la definicion 4.1) y es el unico
punto critico en la sucesion {x,}.

1.4 Persistencia y estabilidad

Los conceptos persistencia y estabilidad dependen de la topologia del con-
junto de endomorfismos. A cada espacio C"(IR™), r > 0, le asociaremos la
C" —topologia débil. Esta es la que tiene como base de entornos de una funcién
f € CT(IR") a los conjuntos

L{El ={geC"(R"):||dig—d.f|| <eVx € B,s=0,..r}

donde € > 0 y B; es una bola de radio [ > 0.

Para f € Cj(IR") es cierto el siguiente resultado: para todo C'-entorno
U(f), existe un Cl-entorno V(f) C U tal que para toda g € V), existe h €
yn Czl) (IR™) tal que g es conjugada a h. Por lo tanto podemos suponer que el
punto fijo no varia con la funcién. O lo que es lo mismo, no perdemos generalidad
si consideramos entornos en C’; en lugar de tomarlos en C'.

Ahora daremos la definicién de persistencia y enunciaremos algunas propiedades
que son persistentes.

Definicién 1.6 Diremos que una propiedad P es C"-persistente sii el conjunto

{feC™(R™) : P(f)} es abierto.

Es facil ver que, dado un compacto K las siguientes propiedades son C'*-
persistentes.

1. Para todo =z € K, d, f es invertible.

2. Para todo = € K, d,f tiene todos sus valores propios de médulo mayor
que 1.

No daremos una demosraciéon de la siguiente proposicién, ya que nos dis-
traeria de nuestros objetivos. De todas maneras no presentan dificultades.

Proposicién 1.4 Para toda f € CL(IR") existe un entorno compacto U(p) y
un Ct-entorno U(f) tal que para toda g € U

1. Emiste py € U punto fijo repulsor de g.
2. UCWg (9)

8. Todo x € U tiene una predrbita reqular, por g, contenida en U, que con-
verge a pg.

También es cierto que los entornos U y U se pueden tomar arbitrariamente
chicos. Ahora daremos la definicién de conjunto invariante maximal y de esta-
bilidad.



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.7 Para f: A — A cualquiera y U C A definimos
AV(f)={zcU: f*(x) €UVn >0}
como el conjunto invariante mazximal de f en U.

Hagamos un comentario trivial: todo conjunto f-invariante incluido en U,
esta incluido en el invariante maximal de f en U y por eso el nombre. Veamos
otra manera de definir dicho conjunto. Sea U como en la definicién anterior y
definimos la sucesién de conjuntos U,, como

o Uy=U
o n+1l — f_l(Un) N Un

entonces tenemos trivialmente que

AY(f) = () Un

n>0

Definicién 1.8 Decimos que un endomorfismo f es C"-estable en U sii para
todo € > 0 existe un C"-entorno U(f) tal que para toda g € U existe un homeo-

morfismo
h: A7 (f) — AY(g)

que conjuga a f con g en dichos invariantes mazximales y h estd a menos de €
de la identidad.

1.5 Conjunto inestable

Ahora nos concentraremos brevemente en el conjunto inestable de un punto
fijo repulsor porque necesitamos saber algo més sobre él. La siguiente proposicién
y su corolario lo describen de una manera que nos sera 1til.

Proposicion 1.5 Sip es un punto fijo repulsor consideremos un entorno W &
U como en la proposicion 1.1. Por el item 4 de dicha proposicion tenemos que
W C W Lo que afirmamos es que

wy=J )

n>0

Demostracién. Esto es simplemente porque todo punto del conjunto inestable
de p tiene una preimagen por algun iterado de f que pertenece a W.
O

La dindmica unidimensional tiene algunos aspectos muy particulares. Por
ejemplo, del siguiente corolario se desprende que el conjunto inestable de un
punto fijo repulsor (unidimensional) es, simplemente, un intervalo.
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Corolario 1.1 Si f € C’;(]R”) entonces el conjunto inestable de p es conexo.

Demostracién. Simplemente porque toda unién de conexos con un punto en
comun es conexa y Wy (f) lo es por la proposicion an‘?erlor ya que: podemos
considerar a W conexo y por tanto sus imagenes también lo seran por la con-
tinuidad de f, &demas como p es fijo pertenece a todos estos conjuntos.

O

Como vimos en la seccién 1.4, si f € C; (IR™), hay entornos de p que se
mantienen en el conjunto inestable de cualquier C''-perturbacién pequefa de f.
En el capitulo 2 veremos que si f € C’;(R) entonces cualquier compacto que
esté incluido en el interior de Wj'(f) se mantendra en el interior de Wj'(g), si
g es un endomorfismo suficientemente C''-cercano de f. Esta propiedad no es
cierta en dimensiones mayores que 1. Pero vamos a probar ahora que hay un
abierto W (f) € W' (f) en donde si se cumple dicha propiedad y ademés la
medida de Lebesgue de W' (f)\W,(f) es nula. Antes de continuar fijemos como
notacién VR, VC, PR y PC para los conjuntos de valores regulares, valores
criticos, puntos regulares y puntos criticos, respectivamente.

Definicién 1.9 Sea f € C’;(R”) y U un entorno abierto de p de la familia de
la proposicion 1.1. Entonces definimos el conjunto

We(f)={ye R": 3z €U k>0/f*(z)=yyze PR(f"))}

Una primera observacién que debemos hacer es que esta definicién no de-
pende del conjunto U elegido. Dos comentarios, que también se desprenden de
la definicion, son que Wi C W'y que W es abierto. Hay una descripcion
muy sencilla de Wi. Los puntos que estén en €l son exactamente los que tienen
una predrbita regular que converge al punto fijo. Antes de continuar veamos un
lema.

Lema 1.2 Sean f: U — IR™ un homeomorfismo sobre su imagen y U un abierto
de IR™. Entonces para todo compacto K C V = f(U) existe un C°-entorno U(f)
tal que para toda g €U, K C g(U).

Demostracién. Tomemos y = f(z) € K y sea € > 0 tal que B%G(y) cV.

Entonces el conjunto S = f~1({z € V : ||z — y|| = €}) es homeomorfo a S"~1.
Sea

U(f)=4{g9: U — R" continua : ||f(z) — g(2)|| < €/2,Vz € S}

Lo que vamos a probar ahora es que By (y) C g(U) para toda g € UY. Sea
h:[0,1] x S — Bs(y) \ Bi.(y) dada por

h(t, z) = tg(2) + (1 = ) f(2)

Este mapa es una homotopia entre f|s y ¢g|s que no pasa por ningin punto
de By (y). Como para todo y' € Bi(y) el mapa f|s no es homotépico a una
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constante (en Bi.(y) \ {y'}) deducimos que g|s tampoco lo es. A su vez, la
funcién A': [0,1] x S — B3 (y) dada por

W(t,z)=go fTH(tf(2) + (1 —t)y)

es una homotopia entre g|s (= h}) y la funcién constante hy (hjy(z) = g(x)).
Entonces, necesariamente, h’' pasa por y’, es decir, y' = h/(t,z) para algtin ¢
y algtin z. O lo que es lo mismo g o f~1(tf(z) + (1 — t)y) = %’ con lo cual
y’" € ¢g(U). Finalmente tenemos que Bi(y) € g(U) para toda g € U¥. Para
continuar observemos que € depende del punto y. Entonces {B e (y) :y €

K} es un cubrimiento abierto de K. Como K es compacto podemos tomar
un subcubrimiento finito definido por los puntos y1,...,y; € K. Si definimos
U=UYN..NUY el resto de la demostracién es trivial.

d

Ahora probemos los resultados que prometimos.

Proposicién 1.6 Si f € C}(IR") entonces para todo compacto K C Wi(f)
existe un Ch-entorno U(f) tal que para toda g €U, K C Wy (9)-

Demostracién. Sean U(p) un entorno abierto de p y Y’ un C’;—entorno de f
como en la proposicién 1.4. Entonces para todo y € K existe z, € U y k, > 0
tal que f*v(z,) =y y x, es punto regular de f*». Por el teorema de la funcién
inversa existen Uy (z,) C U(p) y Be, (y) abiertos tales que f*v: Uy(z,) — B, (y)
es un difeomorfismo. Por el lema 1.2 existe U, (f) C U’, Cp-entorno de f tal
que para toda g € Uy, B, /2(y) C g(Uy(x)). Como las bolas B, /2(y) cubren a
K y K es compacto existen y1,...,y, tales que K C UleBEyi/g(yi). Para que
se verifique la tesis basta definir U = N]_;U,,.

Naturalmente la siguiente proposicién es una aplicacion del teorema de Sard.

Proposicién 1.7 El conjunto W) \Wg tiene medida de Lebesgue 0.
Demostracién. Sea U C W' N PR(f) un entorno abierto de p. Entonces

U VR(fI5) c Wy

n>0
Y por lo tanto

WEAWE - C Wi\ U,»o VRISID)

= Unzo(/"(U) \ VR(f[})))
- UnZO VC(fIZ)

Que por el teorema de Sard cada uniendo tiene medida nula y entonces su
unién también, ya que es numerable.
O
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1.6 Shift unilateral de dos simbolos

El shift unilateral de dos simbolos es un ejemplo de dinamica topolégica en
el conjunto 2V (las sucesiones en {0, 1}) siendo N el conjunto de los enteros no
negativos. A este espacio le llamaremos X y le daremos la topologia producto,
teniendo 2 = {0, 1} la topologia discreta. Al shift, que definiremos més adelante,
lo denominamos como unilateral de dos simbolos en contraposicion al shift bi-
lateral de k simbolos que tiene como dominio al conjunto k%. Un resultado
conocido es que el conjunto 3 con esta topologia es homeomorfo al conjunto de
Cantor usual de IR, es decir el conjunto de los nimeros reales del intervalo [0, 1]
que se pueden expresar en base 3 sin usar la cifra 1. En general diremos que un
espacio topoldgico es un conjunto de Cantor si éste es homeomorfo al conjunto
de Cantor usual. Por tanto ¥ es un conjunto de Cantor. Para comprender
mejor la topologia de ¥ consideremos la proyeccién II,, : 2V — 2™ definida por
I, (21,22, ...) = (1, ..., T;m) ¥ veamos la siguiente proposicién.

Proposicién 1.8 Dados {l;}ien y I, una sucesion y un elemento en X, les
asociamos una sucesion de nimeros naturales {q; }icn tal que q; es el mds grande
que verifica I1,, (I;) = 11, (1). Entonces

li — 1 sit q; — 00
Demostracion. Primero debemos observar que el conjunto
{1 (I,(D) :p=1,2,3, .}

es una base de entornos de [. Luego, los siguientes enunciados son evidentemente
equivalentes

.ll_)l

e YV entorno de I de la forma IL 1 (IL,(1)), 3o / ¥V i > o, I; € IL 1 (I1, (1))

Vp 3 19 / Vi > 19, l; € H;l(Hp(l))

VpHiO/Vi>i0,qi>p

.Qi_>oo

O

En ¥ consideramos el endomorfismo o dado por o(x); = x;41, mejor cono-
cido como “el shift”. La proposicién anterior hace trivial al hecho de que el
shift es continuo. Otra propiedad importante de dicho endomorfismo es que
tiene una érbita homoclinica asociada a un punto fijo. Para ver ésto definamos
el € ¥ por el =4;11,4, para i,j > 0. El elemento € es la sucesién que siempre
vale 0y e/, j > 0, es la que tiene 0 en todos lados salvo en la posicién j que

tiene un 1 (o sea e;H =1).
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Observacién 1.2 El punto e' tiene drbita homoclinica asociada al punto fijo

el

Demostracién. Esto es porque o(e/T1) = e/ para todo j > 0 y ademés
lim e/ = € (siendo trivial que o(e®) = V).

Jj—o00



Capitulo 2

La ultima orbita
homoclinica (caso
unidimensional)

Sea f, € Cp(IR) una familia de funciones, . € [0, 1], continua respecto de .
Supongamos que fj tiene por lo menos una érbita homoclinica regular asociada
a py que fi no tiene ninguna 6rbita homoclinica (ni regular ni critica) asociada
a p. Sea pp =sup {u tal que f, tiene por lo menos una érbita homoclinica
regular asociada a p}. Entonces, imponiendo una hipétesis genérica sobre f,,,
concluiremos que f,, tiene por lo menos una érbita homoclinica critica y ninguna
regular. La hipétesis que le pediremos a f,,, es sobre la continuidad del conjunto
inestable del punto fijo repulsor.

2.1 Discontinuidades del conjunto inestable

Supongamos que una funcién f € CJ(IR™) no tiene ninguna orbita ho-
moclinica asociada a p. Lo que queremos estudiar es si toda funcién suficien-
temente cercana a f tampoco tiene ninguna érbita homoclinica asociada a p.
Recordemos que p no tiene ninguna érbita homoclinica sii W' N f “1(p) = {p}.
Por tanto lo que debemos hacer es cuidar que ambos conjuntos no “exploten”
en funciones cercanas a f. Por un lado la preimagen de p se puede controlar
con un entorno C° de f. Pero como mostraremos en los siguientes ejemplos
unidimensionales los conjuntos inestables pueden ’explotar’ cerca de f.

Ejemplo 2.1 Consideremos la familia f, € C*(IR), pu > 2, dada por f,(x) =
23 — 222 4 px. Haciendo un par de cdlculos vemos que el 0 es un punto fijo
repulsor de todas las f,., f,,(0) = pu y que el inico valor de ju para el cual existe
otro punto fijo es para i = 2, en donde el 1 es otro punto fijo de fo (ésta funcion
tiene sdlo esos dos puntos fijos).

15
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La dltima observacion antes de sacar algunas conclusiones es que las f, son
crecientes y como el 0 es un punto fijo deducimos que IR y IR~ son siempre
invariantes. Calculemos los conjuntos inestables de las funciones de esta familia
en los siguientes casos:

o Caso p=2: Como fa es creciente y el 1 y el 1 son puntos fijos entonces
f2([0,1]) = [0,1] y como la semirrecta negativa es también invariante
tenemos que W (f2) estd acotado superiormente por 1. En realidad el
conjunto inestable de 0 por fs es el intervalo (—oo,1).

o Caso pu > 2: Tomemos t > 0 cualquiera y definamos la sucesion x, =
f™(t). Esta es creciente y divergente porque si lim z,= 1 € IR entonces
n—oo

f) =lim f(x,)=Um x,41=l, luego | seria un punto fijo positivo de
n—oo n—oo

fu- Esto es absurdo ya que para p > 2 el unico punto fijo repulsor es el 0.
Entonces W' (fmu) no tiene cota superior. En este caso lo cierto es que
We' (fu) = IR

Lo que tenemos entonces es que para i = 2 el conjunto inestable estd aco-
tado superiormente y para cualquier u > 2 no. FEste ejemplo muestra como
el conjunto inestable puede “explotar”. Lo tnico que resta observar es que f,
converge a fa cuando p va para 2; esto es cierto incluso en topologia C™° y es
facil de probar.

Intuitivamente lo que sucede en este ejemplo es que, para p > 2, 1 desaparece
como punto fijo (que no es repulsor pero si tiene conjunto inestable no vacio)
y el 0 absorbe al conjunto inestable del 1. En el siguiente ejemplo veremos
como el 0 absorbe al conjunto inestable del punto fijo repulsor 2, sin que éste
desaparezca.

Ejemplo 2.2 Consideremos la familia polinémica a un pardmetro

fula) = DN

para 1 € (0,2). Es trivial que 0 y 2 son puntos fijos de todas las f,. Como

fu(0) = % > 1y f/(2) = 4 ambos son repulsores (siempre que 0 < p <
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2). Ademds, el punto 2/3 es siempre un mdzimo local, f,(2/3) = gfgé‘fj) Y

f1/3(2/3) = 2. Si también observamos que ﬁfu(2/3)|u:4/3 > 0, tenemos que

el mdzimo local atraviesa al punto fijo 2. FEsto, junto con las grdficas, nos da
las siguientes conclusiones.

0<p<4/3 C u=4/3

e Caso 0 < p < 4/3: Es sencillo probar que f,((—0,2)) = (—00,2) y por
tanto el conjunto inestable de 0 termina antes que 2. En realidad termina
en la imagen del mdzimo local f,(2/3).

e Caso u=4/3: Para este valor de pu tenemos que W¢'(fa/3) = (—00,2].

e Caso4/3 < < 2: Acd sucede que el conjunto inestale del 2 no tiene cota
superior y el 2 estd en el conjunto inestable del 0 por tanto el conjunto
inestable del 0 tampoco tiene cota superior.

Igual que en el ejemplo anterior f,, C°°-converge a fy/3.

2.2 Continuidad del conjunto inestable

En los ejemplos anteriores vimos como el conjnto inestable puede explotar.
La siguiente proposicion muestra que éste no puede implotar y generaliza a la
proposicién 1.6 en el caso unidimensional.

o
Proposicién 2.1 Sea f € CL(IR) entonces para todo K C W(f) compacto
existe U(f), C’; entorno, tal que toda g € U verifica K C W (g).

Demostracién. Sea I un intervalo compacto entorno de p de forma que
|f'(z)] > 1 para todo = € I, el cual existe porque f’ es continua y porque
p es repulsor. Luego tomemos U!, un C’; entorno de f tal que toda g € U!
verifique que |¢'(x)| > 1 para todo x € I.

4/3 <p <2
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Sea n tal que K estd incluido en el interior de J = f™(I). Sea € > 0 menor
que la distancia de K al borde de .J. Tomemos U?, entorno C’g de f, tal que

Vg € U?, lf"(z) —g"(x)| <eVz el

o

Luego K C g"(I) para toda g € U?. Y como I C W}(g), para toda g € U*,
tenemos que, K C W;‘(g) para toda g € U UU?, como querfamos demostrar.
O

Para dar un sentido formal al concepto de continuidad del conjunto inestable
tomaremos en cuenta los mapas que a cada funcién le asocian los extremos del
conjunto W Consideremos

Wt :ClIR) — RU {400}

W~ :CHR) > {-c}UR
definidos por la siguiente ecuacién

Wi () = W= (1), W (/)]
La nocién de continuidad que buscamos es la siguiente.

Definicién 2.1 Decimos que f € C; (IR) es un punto de continuidad del con-
junto inestable sii los mapas W~ y WT son continuos en f.

Ahora podemos reescribir la proposicién 2.1 en estos nuevos términos.

Proposicién 2.2 Los mapas W~ y W™ son continuos por arriba y por abajo
respectivamente.

Decimos que ¢: X — IR U {400} es continua por abajo en z € X sii para
todo € > 0 existe U entorno de z, tal que ¢(y) — ¢(x) > ¢, siempre que y € U.
Y alrevés es la continuidad por arriba. Es facil ver que una funcién es continua
sii lo es por arriba y por abajo. Lo que probaremos a continuacién es que el
conjunto de los mapas f € C; (IR) que son de continuidad para W' tiene interior
denso. Para eso mostraremos que existe un conjunto C;—abierto y C;—denso que
es de continuidad para W;'. Usaremos el hecho de que

A={feCy(R): f*(x) =2,n=2,3=|(f")(z)| # 1y z es valor regular de f"}

es abierto y denso. Antes de continuar demostremos el siguiente lema.

Lema 2.1 8i f € Cy(R) y f(OW}) C VIZ’)‘ entonces [ es un punto de con-
tinuidad de W'
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Demostracién. Como W es un entorno de f(OW}') y f es continua existe
do > 0 tal que para todo dg > § > 0, f(Bs(OW,')) C W' Como f(W) =W
y Bs(Wy') = W U Bs(0W,)) tenemos que

f(Bs(Wy)) = Wy

para todo 0 < & < &y. Ahora solo resta observar que si g € C1(IR) y verifica que
lg(x) — f(z)| < 6 para los z de Bs(W}') entonces g(Bs(W;'(f))) C Bs(W;'(f))
y luego

W,(9) C Bs(W'(f))

con lo que se concluye esta demostracion.

Teorema 2.1 Si f € A entonces f es un punto de continuidad de W'

Demostracién. Por el lema anterior podemos suponer que f(OW,')NOW,! # ¢.
Estudiaremos cada caso:

1. OW,' = ¢: El conjunto inestable no puede explotar ya que éste es todo IR.

2. oWy = {r}: Podemos suponer sin perder generalidad que r > p, en caso
contrario bastaria considerar — f(—z). Por lo que vimos anteriormente r
es un punto fijo (ya que no cae en el interior de W). Como f € A, r
es valor regular e hiperbdlico y no tiene preimagenes en W' porque éstas
tendrian que ser puntos criticos ya que serfan interiores a Wj. El punto
fijo r es el supremo de f|wu por tanto f'(r) > 0. Si f'(r) > 1 el conjunto
inestable de p terminaria en el punto fijo anterior a r o en el mayor valor
critico de f en W' y no en r. Luego f'(r) € (0,1). Sea ¢ > 0 tal que
f'(z) € (0,1) en Be,(r) y el mayor valor critico de f|wu sea menor que
r —€p. Sea U(f) entorno C; tal que toda funcién en U cumpla las dos
propiedades anteriores. Para 0 < € < €y sea V.(f) un entorno C’; tal que
toda g € V. tenga un unico punto fijo 74 en B(r). Luego

g(—oo,r+¢€) G (—oo,r +¢)

Y luego para toda g € V.
W,(9) C B(W (/)

3. oW = {r,s}: Por la simetria respecto de r y s hay que estudiar cinco
Casos.

(a) f(r) € W'y f(s) = s: Argumentamos en forma andloga al caso en
que W, es un punto.

(b) f(r) € W'y f(s) = r: Entonces f2(s) € Wy Si f2(r) € Wy
entonces f2 es de continuidad y por tanto f es de continuidad. Si
f2(r) = r entonces f2(r) es un punto critico de 2 y f ¢ A. Si
f2(r) = s entonces f3(r) = r y r es valor critico de f3, absurdo.
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(¢) f(s) =sy f(r) =r: Argumentamos en forma andloga al caso en que
OW,' es un punto.

(d) f(s) =ry f(r) =r: Lo que sucede es que s es un valor critico de f
y por tanto r es valor critico de f2.

e s)=r r) = s: Considerando f? estamos en caso 3c.
(e) f(s)=ry f(r)

2.3 Cuando no hay orbitas homoclinicas

Ahora mostraremos como, con la hipétesis de continuidad de Wy, la no
existencia de 6rbitas homoclinicas es C''-persistente. El ejemplo 2.4 muestra la
necesidad de dicha hipdtesis.

Lema 2.2 Sip no tiene ninguna orbita homoclinica entonces p no tiene ninguna
preimagen en el borde de Wj'(f).

Demostracion. Separaremos la demostracién en varios casos.

1. Caso W} acotado: Sear € OW \Wj'. Siempre es cierto que f: Wy — W}
es sobreyectiva luego f: Wg — WZ también es sobreyectiva ya que f (Wg)
es compacto. Entonces r tiene preimagen en WZ, digamos que s sea dicha
preimagen. Como r ¢ W', s ¢ W'. Dos casos mas.

(a) Caso W' semiabierto: Simplemente s = r y por tanto 7 no es preim-
agen de p.

(b) Caso W' abierto: Sir = s, r no es preimagen de p. Supongamos
r # s. Luego f(r) = s, es decir r es de perfodo 2, ésto es porque
f(W;i) = W,T ya que no hay preimagenes de p en W' salvo p,
donde Wyt ={z e W' :x>p}y Wy~ ={z e Wy 2z <p}.

2. Caso W} no acotado: El caso W' = IR es facil. Supongamos que W' =
(a,+00), es lo mismo para W = (—o0,a). La derivada de f en p no
puede ser negativa porque f([a,p]) tendria que ser [p,+00) que no es
compacto. Luego f'(p) > 1 y hacemos igual que antes, f: [a,p] — [a,D]
es sobreyectiva y a no tiene preimagen en (a, p|, por tanto f(a) = a.

O

En realidad probé que si z € OW,' \ W} entonces si f'(p) > 1 entonces = es

fijo y si f'(p) < —1 entonces x es de periodo 2. Esto con la hipétesis de que no
haya preimdgenes de p en W' salvo p.

Proposicion 2.3 Si f es de continuidad para W' y f no tiene ninguna drbita
homoclinica asociada a p entonces existe un Czl,—entomo V de f tal que toda
g €V no tiene ninguna orbita homoclinica asociada a p.
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Demostracién. Sabemos que p no tiene ninguna 6rbita homoclinica asociada
apsii W N f~'(p) = {p}. Por el lema 2.2 deducimos que W; Nnf=t(p) = {p}.
Sean U, y Uy, disjuntos, entornos de f~(p)\py WZ, respectivamente. Sea U;

un C'-entorno de f tal que para toda g € Uy, W;:(g) C Ui, esto es porque f
es de continuidad para Wj'. Sea Uz un C%-entorno de f tal que toda g € Us no
tenga preimagenes de p en Us, salvo p. Luego V = U; NU; verifica la tesis.

O

2.4 La ultima orbita homoclinica

Probaremos ahora que cuando se da la tltima orbita homoclinica, ésta es
critica o se presenta una discontinuidad del conjunto inestable.

Proposicion 2.4 Sea
H=A{f¢€ C;(R) : f tiene por lo menos una o.h. asociada a p}

Si f estd en el borde de H y es de continuidad de W', entonces f tiene por
lo menos una orbita homoclinica critica asociada a p y no tiene ninguna orbita
homoclinica reqular asociada a p.

Demostracién. Si f tuviera alguna o.h.r. asociada a p entonces por la
proposicién 3.1 f serfa interior a H, absurdo. Y si f no tuviera ninguna érbita
homoclinica por la proposicion 2.3, usando la hipétesis de que W' es continua
en f, tenemos que f es interior al complemento de H, absurdo.

O

Entoces ya estamos en condiciones de decir cémo es la ultima orbita ho-
moclinica. Supongamos que f: [0,1] — C}(IR) es una funcién continua (es-
cribiremos f,, en lugar de f(u)). Entonces si fj tiene alguna érbita homoclinica
regular asociada a p y fi; no tiene ninguna 6rbita homoclinica asociada a p
definimos

po = sup{p € [0,1] : f, tiene alguna érbita homoclinica asociada a p}
Entonces deducimos el siguiente teorema.

Teorema 2.2 El endomorfismo f,, verifica alguna de las dos siguientes propiedades:
e El conjunto inestable de p es discontinuo en f,.

e Para f,, no hay ninguna orbita homoclinica reqular asociada p y si hay
por lo menos una orbita homoclinica critica asociada a p.

Demostracién. Supongamos que f,, fuera un punto de continuidad de W'
Si fu, no tuviera ninguna drbita homoclinica asociada a p, por la proposicién
2.3, habria un C;—entorno V de f tal que ninguna g € V tenga alguna orbita
homoclinica asociada a p. Como f es continua f~!(V) es un entorno de jq
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y entonces para todo g € f~(V), f, no tendria ninguna drbita homoclinica
asociada a p, lo cual es absurdo. El otro caso es que f,, tuviera alguna érbita
homoclinica regular asociada a p. Pero aplicando el teorema 3.1 y razonando
de forma analoga llegamos a un absurdo similar al anterior.

O

Para culminar veamos dos ejemplos que muestran que puede no suceder
alguna de las propiedades del teorema anterior (naturalmente no de forma si-
multénea).

Ejemplo 2.3 Mostraremos que f,, es de continuidad del conjunto inestable de
0 y las tnicas dribitas homoclinicas son criticas. Sea fu(x) = pax(l — x) con
uw >3y ug =4. Estas funciones tienen todas al 0 como punto fijo repulsor, al
0y al 1 como raices y a 1/2 como punto critico. Veamos que sucede.

3<pu<4 =4

1. Caso 3 < p < 4: El 0 no tiene ninguna orbita homoclinica asociada.

2. Caso p = 4: El 1 tiene orbita homoclinica critica asociada al 0 y no
hay ninguna orbita homoclinica regular asociada a 0. Ademds f4 es de
continuidad del conjunto inestable del 0.

3. Caso p > 4: El 1 tiene orbita homoclinica reqular asociada a 0.

Ejemplo 2.4 Veremos un ejemplo en el que f,, no tiene ninguna orbita ho-
moclinica siendo ésta un punto de discontinuidad del conjunto inestable. Con-
sideremos una familia f,, con p € IR y po = 0, que tenga grdficos como en la
siguiente figura.
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1. Caso p < 0: No hay ninguna orbita homoclinica asociada al 0 ya que W'
termina antes que la primagen del 0.

2. Caso p = 0: Sucede que fo es de dicontinuidad de W§ vy ésta no tiene
ninguna orbita homoclinica asociada a 0.

3. Caso 0 < p: El 0 tiene drbitas homoclinicas requlares asociadas.
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Capitulo 3

Orbita Homoclinica Regular

En la primera seccién de este capitulo vamos a probar que si un endomor-
fismo f € C; (IR™) tiene una érbita homoclinica regular asociada a un punto fijo
repulsor p entonces existe n > 1 un entorno K° de la érbita homoclinica de f"
de forma que el invariante maximal de f™ en K° (concepto dado en la definicién
1.7) es un conjunto de Cantor y f|XK0 (f™) es conjugado al shift unilateral de dos
simbolos (que fue introducido en el capitulo 1). En la primera parte del capitulo
2 ya mostramos algunas de estas propiedades en un ejemplo concreto. Ahora
lo haremos para una orbita homoclinica regular de un endomorfismo cualquiera
de IR™. En la segunda seccién mostraremos la C'-persistencia de las érbitas
homoclinicas regulares asociadas a un punto fijo repulsor. Y finalmente, en la
tercera seccion, probaremos la estabilidad de f™ en el conjunto de Cantor y
también que este conjunto varia continuamente con el endomorfismo.

3.1 Ejemplo de 6rbita homoclinica regular

El siguiente es un ejemplo unidimensional en el que se satisfacen las hipotesis
del teorema 3.1 que demostraremos en esta monografia. Veremos en este caso
particular algunas de las propiedades que promete dicho teorema. Consideremos
una funcién f: IR — IR que verifique las siguientes condiciones

: 1
L. f(x) =3z sizel0,3]
2. f(x)=3z—2size[3,1]
La continuidad y la diferenciabilidad de esta funcién no son imprescindibles
para lo que queremos hacer ahora, pero sabemos que si queremos podemos
considerarla de clase C*°. Imaginemos una tal f con un grafico como el de la

siguiente figura.

25
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Si definimos la sucesién yg = 0 e y, = 2/3™ para n > 1, es facil verificar
que f(Ynt+1) = yn para todo n > 0. Por tanto cualquier y,,, n > 1, tiene érbita
homoclinica regular asociada al punto fijo repulsor yg. Definamos una familia
de conjuntos K, recursivamente de la siguiente manera

1. Ko=1[0,3]U[3,1]

2. Kni1 = fHK,)NK,

Es inmediato verificar que son compactos y que K, 11 C K,,. Describamoslos
mas precisamente. Estos conjuntos son uniones finitas de intervalos compactos.
Y para calcular uno a partir del anterior basta sacarle el intervalo abierto %—
central a cada intervalo que lo compone. Esto es simplemente por cémo esté
definida f en Ky. Luego el conjunto

K:ﬂKn

n>0

es el conjunto de Cantor usual que se puede describir como los niimeros reales en
el intervalo [0, 1] que se pueden expresar en base 3 sin usar la cifra 1. También
es cierto que todo x € K tiene una tnica forma de ser expresado de esa manera.
A los puntos de K les asociamos la sucesién en {0,1}, & € ¥ (definido en la
seccién 1.6), que verifica:
2%,
x = —_— .

37’!
n>1

Ahora veremos que la dindmica de f en K es la misma que la del shift
unilateral de dos simbolos. Por cémo estd definido K se desprende que es
invariante, es decir f(K) C K (en realidad K es el invariante maximal de
Kj). Definamos la funcién h: K — % como h(x) = &. Probar que h es un
homeomorfismo es algo que haremos adelante en forma mas general. Para ver
que h es una conjugacion falta probar que o o h = ho f|k. El siguiente cdlculo
lo demuestra. (En todas las sumatorias no estd indicado que van de n igual 1 a
infinito para no saturar més la notacién).
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1. Siz € [0, 1] entonces &; =0y

ho f(x) (3% %)

3 s )

TN

—
>
=

h
h
o
o

o h(x)
2. Siz € [2,1] entonces &1 =1y

hof(z) =h(3) 2= —2)
—n (3 )
=o(&)

=ooh(x)

Analicemos estas operaciones. Sean Wy = [0, 31y Wi = [£,1]. Afirmamos
que si h(z);4+1 = j entonces f*(z) estd en el conjunto W;. Es decir h(z) es el
itinerario del punto z, o de otra manera, h(z) indica por cuales de los W; deben
pasar los iterados de x. Es méas, como veremos, cada itinerario caracteriza a los
puntos de K, ya que h es biyectiva. Finalicemos este ejemplo probando que para
todo i > 0 se verifica que,fi(x) € Wh(z).y,- Hagdmoslo porlinducci.c’)n en ¢. El
caso i = 0 es evidente ya que & € Wj(y),. Sabemos que ho f*|x = 0" o h porque
h es una conjugacion. Entonces f'(x) € Wi(srim)), = Woith@))y = Wha)is-
Que es lo que queriamos probar.

3.2 Conjugacion con el Shift unilateral de dos
simbolos

En la primera parte del siguiente teorema vamos a construir una sucesion
de conjuntos compactos K de forma que f |XK0 () sea semiconjugado al shift
unilateral de dos simbolos. Y la segun%la parte demostrard que, para todo n
suficientemente grande, el conjunto A= (f") es un conjunto de Cantor y las

dindmicas son conjugadas.

Teorema 3.1 Sean f € C’; (IR™) y & # p con drbita homoclinica regular asoci-
ada a p. Entonces concluimos lo siguiente.

(Parte I) Existe r1 > 0 tal que para todo n > ry existe un entorno KO de la
orbita homoclinica de f™ y una semiconjugacion hy, : AK?L(f”) —X

AR (fm) =L AK(f)
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donde o: X — X es el shift unilateral de dos simbolos.

(Parte IT) Existe ro > 1 tal que para todo n > ra, A7 (f7) es un conjunto de
Cantor expansor para f™ y h, es una conjugacion.

Demostracién. (Parte I) Tomemos un entorno U(p) como en las proposi-
ciones 1.1 y 1.2 y una sucesién x,, como en la proposicién 1.1. Como z,, — p
existe ng tal que para todo n > ng, r, € U. Llamémosle x a x,,. Tomemos un
entorno V de z tal que V.C U y p ¢ V. Pero por el item 2 de la proposicién
1.1 f es un difeomorfismo local en x y podemos suponer que f|y es un difeo-
morfismo sobre su imagen. Méds atin, como la érbita de x es regular podemos
suponer que f™|y es un difeomorfismo sobre su imagen. Como f™(z) = p,
f™ (V) es un entorno de p.

fr2w)

)

Definamos unos conjuntos U,, recursivamente por las siguientes igualdades

L] U():U

L n+1 — f_l(Un) N Un

Es claro que f™: U, — Uy es un difeomorfismo para todo n > 1. Como Uy = U
es compacto tenemos que los U,, son compactos. Entonces es ficil probar que
existe ny tal que para todo n > ny, U, C (V) y U, NV = ¢ ya que como
dijimos f™ (V) es entornode py p ¢ V.

Paran > ny definimos Wy, = f~"(U,)NV, por tanto W1, es compacto
ya que f[}® es un homeomorfismo sobre su imagen y U,, C f™ (V') es compacto.
También definimos, para n > nq, WS +no = Un+no- Entonces tenemos definido,
para todo n > r; = n; + ng, los conjuntos compactos W2, W c U que por

cémo estén definidos se desprende que para n > 71, f*(W2) = f*(W}l) =U
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Wy
U = (W) = fn(Wy)

Del hecho de que U, NV = ¢ se desprende que W N W} = ¢. Es evidente
también que {W?} es una base monétona de entornos de p. Y como {U,} es
base mondtona de entornos de p y f™|y es un homeomorfismo sobre su imagen,
{W}} es base monétona de entornos de z.

Construyamos una sucesién K¢ para i > 0y n > 71 recursivamente por

Ky =WouWw,
Kt = f (KN K,

Entonces siempre es cierto que

A () = () K
i>0

Queoes compacto porque es interseccién de compactos encajados. Definamos
By ABn(f7) — % por

ho(z); =t sii fi"(z) € W

lo anterior es una definicién ya que A%~ (fm) c wluw} AKR (f™) es invariante
para f" y los conjuntos W2 y W,! son disjuntos. Esta funcién le asocia a cada
punto de AK» (f7) la sucesién en {0,1} correspondiente a cual de los W} visita
cada iterado del punto por f™. Por ejemplo h(p) = (0,0, ...) ya que p € W2 es
fijo y h(z) = (1,0,0,...) yaque z € W} y fin(x) = p € W? para i > 0. Esto
muestra que vamos por buen camino ya que z tiene érbita homoclinica asociada
a py h,(x) tiene érbita homoclinica asociada a h,(p) para el shift, como vimos
cuando estudiamos esta dindmica en los peliminares. Comencemos por probar
que h, es una semiconjugacién. Las siguientes afirmaciones son evidentes por
la definicién de h,,.

o(h(x))i = h(x)ip1 = tsii fOT"(x) € W

h(f™(x)); =t sii f7(f"(x)) € Wi sii fOTD™(z) € W
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por lo tanto o(h,(x)); =t sii h,(f™(x)); =t y entonces o(hy,(x)); = h, (f™(2));
para todo 7 > 0, lo cual prueba que 0 o h = h o f™ y por tanto el diagrama
conmuta. Probemos que h,, es sobreyectiva. Para todol € 2™, m > 1, definimos
el conjunto K, recursivamente por

e KI =Wi i=0,1
o Kl=WinfmK.,),i=01yle2m

donde si | = (lo,l1, ..oy lm—1) € 2™ e ¢ = 0,1 entonces il = (i,lo,l1,....,lm—1) €
2m+1. Por induccién en m es facil ver que si z € K., | € 2™ entonces f™(z) =
Wi parai = 0,1,...,m — 1. Los conjuntos K! son compactos y verifican que
si | # I’ ambos en 2" entonces K., N K! = ¢. Para | € 2V definimos

KL= (VK0

i=1

estos conjuntos son compactos, no vacios y verifican que si x € K ,lL entonces
f*(z) € Wk, para todo i > 0. También tenemos que si [ # I’ entonces
K!n Kfm’ # ¢. Entonces h,, es sobreyectiva ya que h,(K.) = I, para cualquier
le2N.

Para probar que h,, es continua observemos que si m > 0

K= |J K,

l€2m+1

como el segundo miembro de la anterior igualdad es la unién finita de compactos
disjuntos dos a dos existe una familia {U! };com, de abiertos disjuntos dos a dos
tal que K, C UL, 1€ 2™ m > 1. Luego si y,, es una sucesién en AKS/(]"’”)7 con
limite y, para todo m; existe mg tal que para todo m > my,

Ym € U,E[’”l(h"(y))

O de otra manera: para todo m; existe mg tal que para todo m > my,
I, (hn(Ym)) = Wy, (hn(y)). Entonces hy, (ym) — hn(y) vy h es continua.

(Parte IT) Veamos primero un sencillo lema.

Lema 3.1 SeaT:V — W un isomorfismo de espacios vectoriales de dimension
n. Supongamos a V. y W normados. Entonces existe m > 0 tal que para todo
v € V no nulo se verifica

m||v]| < ||T(v)ll

Demostracién. Podemos suponer que ||v|| = 1. Como S™~! C V es compacto,
la funcién g: "~ — R, dada por g(v) = ||T'(v)]], tiene un minimo en vg. Como
T es invertible T'(vg) # 0. Luego si tomamos 0 < m < g(vg) tenemos que para
todo v de norma 1 se cumple que m < g(v), o sea m|[v|| < ||T'(v)]|.
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O

Primero probaremos que existen ng > r; y v > 1 de forma que para todo
n>nz, u€WOUW!ywv#0se cumpla que

ol < [lduf™ ()] (3.1)

. . 0
Lo cual implica que f™ es expansora en A%n(fm).
Demostracion. Dividdmosla en dos casos.

1. Caso u € W2: Por la definicién de W tenemos que u, f(u), ..., f*(u) € U;
luego por la proposicién 1.2 tenemos que

pA [0l < f|duf™ (W)[[, > 0,A > 1

Entonces tomemos ny > r; tal que para todo n > ng, uA™ > 1. Luego
~v1 = pA™ verifica la ecuacién (3.1).

2. Caso u € W!: Por la regularidad de la érbita homoclinica tenemos que
el diferencial de f es invertible en los puntos u, f(u), ..., f(™ =Y (u) y por
la definicién de W)}, tenemos que f™(u),..., f*(u) € U. Entonces por el
lema 3.1 existe 8 > 0 tal que para todo v # 0

Blloll < llduf D ()|
y por la proposicién 1.2, para todo w # 0 se verifica
AT ]| < []d prng—n () £ (w)|
donde ¢ > 0 y A > 1. Juntando ambas desigualdades obtenemos
Buxm o] < lduf™ ()|

Finalmente tomemos n3 > ny tal que para todo n > ns, v = BuA" "o+l
sea mayor que 1.

Naturalmente, si tomamos v = min{v;,v2} se verifica la ecuacién (3.1) en
ambos casos.
0

Sean Cy C WSB yCy C WﬁB entornos convexos de p y de x, respectivamente.
Como los W2 U W,! es base monétona de entornos de {p,x,,} sea ro tal que
para todo n > ry, Wi C C;, para i = 0,1. Para probar que h es inyectiva
debemos probar primero lo siguiente: para todo n > 1o, siy # z € Wi y

f™(y), f*(z) € Wi entonces

v dist(y, 2) < dist(f"(y), f"(2)) (3-2)

donde v > 1 es el de la ecuacién (3.1).
Demostrémoslo. Sean | = dist(f™(y), f™(z)), y # z, (I es positivo, ya que

f™ es inyectiva en W) y a: [0,I] — W7 el segmento que conecta a f"(y) con
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f™(2); como los C; son convexos el segmento a estd contenido en C; C W}y
la curva f |;V’ﬁ o conecta a y con z, podemos hacer las siguientes cuentas

1 !
dist(9.2) < [ (15 0 @Ol = [ ot Fl (G(e)ae
luego, por la ecuacién (3.1)

Moo Flg @O < Nl

y entonces

. ot R
dist(y,2) < - / (0] dt =~ dist(7"(3). 7 (2)

Supongamos entonces y # z. Si hy,(y) = hy,(2) tendriamos, por la definicién

de h,, que f™(y), f*(z) € W™ para todo i > 0. Pero por la ecuacién (3.2)
tenemos que " dist(y, 2) < dist(f™(y), f**(z)), i > 0. Luego lim dist(f"(y), f*(z)) =
71— 00

co. Esto es absurdo ya que f™(y) y f™(z) pertenecen ambos a W2 o a W},
que son compactos y por tanto de didmetro finito. Concluimos entonces que h,,
es inyectiva.

Finalmente veamos que la inversa de h,, es continua. Como h es biyectiva,
toda sucesién en ¥ se puede escribir, de una sola manera, como h, (yx) siendo
Yy, una sucesién en K,. Digamos entonces que ka hn(yr) = hn(y). Por la

—00

inyectividad de h,, se deduce que

Khn0) = () K (0) = {1}
i>1
Entonces para todo U, entorno de y, existe i tal que Ky i(hn(¥)) Uy. Pero
como h,, (yx) converge a h,(y), existe kg tal que, para todo k > ko, IL; (h, (yx)) =
IT;(hy(y)). Luego para todo k > ko, yx € K we) Uy.
]

3.3 Persistencia

En esta seccién probaremos primero la persistencia de las éritas homoclinicas
regulares asociadas a puntos fijos repulsores. Luego refinaremos este resultado
probando que toda orbita homoclinica regular varia continuamente con el en-
domorfismo.

Proposicion 3.1 Las orbitas homoclinicas requlares asociadas a puntos fijos
repulsores son Cl-persistentes.
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Demostracién. Sea f € C)(IR") con {x,},>0 una érbita homoclinica regular
asociada a p, donde z; # p es una preimagen de p. Por la regularidad de z;
podemos tomar un entorno abierto U;(z1), con clausura compacta, de forma
que f: U; — f(U;) sea un difeomorfismo y sin perder generalidad supongamos
que Uy N f(U;) = ¢; ademds, como la érbita es regular, z; € W (f) y como
este tltimo conjunto es abierto, podemos suponer que U; C W3 (f). Entonces
existe un C''-entorno U(f) y un entorno compacto U,(p) C f(U;) tal que para
toda g € U se verifican las siguientes propiedades:

(1) Por el item 1 de la proposicién 1.4, existe p, € U,, punto fijo repulsor de
g.

(2) Por el lema 1.2, U, C g(Uy).

(3) Como f es un difeomorfismo (sobre su imagen) en U1, podemos suponer
que U; C PR(g).

(4) Como los conjuntos compactos U, y suimagen por f son disjuntos, asumamos
(propiedad C°) que U; N g(Uy) # ¢.

(5) Finalmente por la proposicién 1.6, digamos que U; C Wi, (9)-

Estas condiciones son suficientes para construir una érbita homoclinica reg-
ular asociada a p,. Veamos. Por (1) y (2) tenemos que el punto fijo repulsor p,
pertenece a g(Uy), por tanto existe y; € U; preimagen de pg. Por (3), y1 es un
punto regular de g y por (4) y1 # py. Luego por (5), sabemos que y; € Wy (9)
entonces existe una preérbita regular de y; que converge a p, con la cual ter-
minamos de construir la érbita homoclinica regular asociada a p, para cada
geu.

O

Veamos ahora que podemos achicar a U de forma que y,, esté arbitrariamente
cerca de x,. En realidad la siguiente proposicién implica a la anterior.

Proposicién 3.2 Sea f € CL (IR") con {xy}n>0 drbita homoclinica regular
asociada a xo. Entonces para todo € > 0 existe un Ct-entorno U(f) tal que para
toda g € U existe una drbita homoclinica reqular de g, {yn}n>0, asociada a yo
(punto fijo repulsor de g) de forma que ||z, — yn|| < €, para todo n > 0.

Demostracién. Usando la regularidad de la érbita homoclinica {z,},>0 v la
proposicién 1.1 es facil construir entornos abiertos, V,,(x, ), de didmetro menor
que € y clausura compacta, de forma que

f: Vn-i—l _)Vn

sea un difeomorfismo, ¥n > 0. Podemos suponer que x1 # py que zo = p ¢ V.

Es trivial también construir entornos compactos W, (z,,) C V;,, para que W,, C
(o)

f(Wpi1), conn > 0.
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Wa

f(W3)

Wo fre= (V)
f(W2)

Por el lema 1.2, existe un Cl-entorno, U™(f), para cada n > 0, tal que
YgeUur

(o]

Wy C Q(Wn+1)

Ademis, como V,, es compacto y V,, C PR(f), podemos suponer que zn C
PR(g). Sean Up C Wy, entorno de p y U”, Cl-entorno de f, tales que U,NV; =
¢ (ya que p ¢ V) y para toda g € UP se verifica que

e Lxiste p, € Up, punto fijo repulsor de g.

e Para todo x € U, existe una predrbita regular de x, por g, contenida en
Up.

Estas dos condiciones son por la proposicién 1.4. Sea ng tal que si n > ng
entonces V,, C U,. Definamos entonces U =UP NU° N ...NU™F! y veamos por
que este entorno de f verifica la tesis de la proposicion.

Tomemos g € Y. Como g € UP, existe p, € U, C Wy C Vj, punto fijo repul-
sor de g y como el didmetro de V) es menor que ¢, dist(pg,p) < e. Llamémosle

[e] o
Yo a pg. Como Wy C g(Wh), existe y1 € W1 tal que g(y1) = yo. Y ademds
W1 C Vi C PR(g), por tanto, y; es un punto regular de g. También tenemos que
UpNVi = ¢, lo cual implica que yo # y1 (ésto en realidad no es necesario, pero
es gratis). El hecho de que y1, 21 € W1 C Vj nos da que dist(z1,y1) < e. Induc-
tivamente construimos, de la misma manera, los puntos yi, ..., Yn,, de forma que

[e]
sean regulares para g, y; € Wy, 9(yit1) = yi, dist(y;,x;) <e€, parai=1,...,ng.
Finalmente, como y,, € V,, C U, existe, {yn}n>n,, una predrbita regular
de yn, (es decir g(ynt+1) = ¥yn), contenida en U, tal que y, — yo. Y como
{Zn,Yntn>n, C Up C Wy C Vjp tiene didmetro menor que e, concluimos que
dist(z;,y;) < €, para todo i > ng.
O
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3.4 Estabilidad

Ya sabemos que la érbita homoclinica regular (asociada a un punto fijo
repulsor) es persistente. Ahora probaremos que si el endomorfismo f tiene
una érbita homoclinica regular asociada a un punto fijo repulsor, entonces toda
pequena Cl-perturbacién de f, g, admite la misma construccién del conjunto
de Cantor invariante para g”. Ademads los conjuntos AR ™y AKR (g™) estdn
cerca y las dinamicas de f™ y g™ son conjugadas en dichos conjuntos. Antes de
enunciar el teorema de manera formal, repasemos los mejores momentos de la
demostracion del teorema 3.1.

1. WoOuW}! = K% c U, unién disjunta y U entorno abierto de p,

2. pe W2 x e WL, f*(z) = p,

3. P Wiy =T,i=0,1,
4. sim >0yl €2 entonces K! = h,; 1 (I1;,1(1)).

0 .
Donde h,,: A= (f) — X es el homeomorfismo que conjunga a [ kg con el
shift y II,,: ¥ — 2™ es la proyeccién en las primeras m coordenadas. Para no
saturar mas la notacién llamaremos f a f™ y omitiremos los indices n cada vez.

Teorema 3.2 Para todo € > 0 existe U(f), C'-entorno, tal que para toda g €
U, existe h: AKO(f) — AK° (g) homeomorfismo tal que el siguiente diagrama
conmuta
K° h K°
AT () —— AT (9)

fl lg
AR (f) —" AK(g)

es decir, h es una conjugacién. Ademds se verifica que dist(z,h(zx)) < € para
todo = € AKo(f).

Demostracién. Como f: W° — U y f: W' — U son difeomorfismos y K% C
U, existe un C'-entorno, U'(f), tal que para toda g € U!, K° C g(W?*) para
i = 0,1. Ademas podemos suponer que g es un difeomorfismo sobre su imagen
en cada W'. Esto es suficiente para construir una funcién, hg: AK° (9) — X,
que sea una semiconjugacién entre g y el shift.

Tomemos ahora U? C U de forma que toda g € U? sea expansora en AK ’ (9)-
Al igual que como hicimos en el teorema 3.1 tenemos que h,4 es una conjugacion.
Y por tanto tenemos el siguiente diagrama:

hy hg

AR (f) ) AR (g)

/| - K

A (f) — 5 L AR (g)
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naturalmente definiremos i = h; ' o hy que es trivialmente un homeomorfismo.
Sim >0yl € 2™ entonces definimos d; como el didmetro de K'(f). Como ya
vimos antes lim d; = 0. Por tanto podemos elegir un valor de m de forma que

m—00

para todo | € 2™, d; < €/2. También existe U C U? tal que para toda g € U,
K'(g) C Bej2(K'(f)). Entonces si I = I, (hy(x)), tenemos que h(z) € K'(g) C
B.)sK'(f) y asu vez, € K'(f). Luego como diam(K'(f)) < €/2 tenemos que
dist(z, h(z)) < e.

g

Una manera interesante de pensar a h es la siguiente: si f"(x) € Wi, para
todo n > 0, entonces h(z) es el tinico punto y que verifica que ¢g"(y) € W',
para todo n > 0.



Capitulo 4

Orbita Homoclinica Critica

En este capitulo nos ocuparemos de las érbitas homoclinicas criticas asoci-
adas a puntos fijos repulsores. Supongamos un endomorfismo f de IR™ y un
punto z con érbita homoclinica critica asociada a p (punto fijo repulsor). Nues-
tra hipdtesis serd que x sea critico no degenerado. Esto serd explicado en la
siguiente seccion e implica que = es del tipo “empanada”. Es decir que existe
un cambio de cartas local de forma que, en estas nuevas cartas, el endomorfismo
sea del tipo (21, ..., ) — (1, ..., Zn_1,22). Para poder hacer ésto necesitamos
poner condiciones de transversalidad de la derivada de f. Por tanto consider-
aremos nuestro endomorfismo de clase C?.

En la segunda secciéon probaremos que las érbitas homoclinicas critica no
degeneradas son un fenémeno de codimensién 1 en CZ(IR"). Y en la tercera
mostraremos que si f tiene una o6rbita homoclinica critica no degenerada es
posible perturbar a f y conseguir una Orbita periddica critica y por lo tanto
habra también una pequena perturbacién de f que tenga una Orbita peridédica
hiperbdlica con al menos un valor propio de médulo menor que 1. Esto muestra
que la bifurcaciéon producida por la existencia de una érbita homoclinica critica
es muy rica puesto que hay perturbaciones con sélo érbitas peridédicas repulsoras
y otras con érbitas periddicas hiperbdlicas no expansoras.

4.1 Puntos criticos de endomorfismos C?

La siguiente es una brevisima recopilacién de resultados que usaremos. Estos
estédn desarrollados en [?] junto con sus demostraciones. Fijemos primero algu-
nas notaciones. Dada f € C1(IR™) decimos que x es un punto critico de orden
k de f sii el nicleo de d, f tiene dimensién k. Llamaremos I (f) al conjunto
de puntos criticos de f de orden k. Es un hecho conocido que el conjunto
R, = {T € L(IR") : dim(Im T) = r} es una subvariedad de L(IR") de codi-
mensién (n — r)2. Consideremos d el operador que a f € C?(IR") le asigna
df : R™ — L(IR™). Sea

S={f¢€ CQ(B") :df es transversal a R, si0 <r <n-—1}

37
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Entonces S es abierto y denso y ademés para toda f € S, Ix(f) es una sub-
variedad de codimensién (n — k)2. Si ademds g estd C? préxima de f entonces
lk(g) v le(f) estdn localmente C'! préximos, concepto que explicaremos a con-
tinuacién. Sea x € S C R™, S una variedad de dimensién k. Decimos que S’
estd localmente (en z) C” préxima de S sii existe un entorno V() tal que SNV
y S’ NV son gréficos (de ¢ y ¢') de las mismas variables y ¢ y ¢ estdn C”
préximas.

En las siguientes secciones usaremos el siguiente hecho: para todo z € I1(f)
no degenerado existe un C2-entorno U(f) tal que para toda g € U, el conjunto
9(l1(g)NU), donde U es un entorno suficientemente pequeno de z, es un grafico
de las variables (z1,...,2,—1) € I(f(l1(f) N U)). Donde II: IR™ — IR"! es
la proyeccién sobre las primeras n — 1 coordenadas. Estamos suponiendo, sin
perder generalidad, que f(I1(f)NU) es transversal en el punto f(x) a la n-ésima
direccién de IR™. También podemos suponer que los puntos criticos de g en U
son no degenerados.

Definicién 4.1 Decimos que x € l1(f) es no degenerado sii df es transversal a
R,_1 enz yker (dof) M T.(l1(f)).

La propiedad de que ker (d, f) h T (11(f)) implica que f|;, (s)nu es un encaje
y por tanto f(I1(f) NU) es también una subvariedad de codimensién 1 de IR"™.

Teorema 4.1 Siz € l1(f) es no degenerado, entonces existe U(x), V(f(x)) y
difeomorfismos C*, ¢: IR — U y: V — IR" tales que f = o f o siendo f

el endomorfismo dado por f(xl, s T) = (T1,y ey Tym1, T2).
v 1 v
‘| v
R~ R

4.2 (?%-subvariedad de codimensién 1

Sea f € Cg(ﬂ%n) un endomorfismo y x un punto con érbita homoclinica
critica no degenerada asociada a p. Entonces probaremos que un entorno de f
se divide en tres regiones C~, C° y C* de manera que C~ es abierto y hay una
érbita homoclinica regular asociada a p, C° es una subvariedad de codimensién
1 y hay una érbita homoclinica critica asociada a p y CT es abierto y no hay
ninguna érbita homoclinica asociada a p cerca de . Para comenzar necesitamos
el siguiente lema y en su demostracién usaremos el siguiente resultado.

Si F: C?(IR™) — IR es una funcion diferenciable y el 0 es un valor reqular
de F entonces F~1(0) es una subvariedad de C*(IR™) de codimension 1.

Lema 4.1 Si f € C2(IR™) y = es una primagen de p critica no degenerada

b

entonces existe un C*-abierto U(f) y un entorno V (x), tal que el conjunto

C’ ={g €U :p es valor critico de g|v}
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es una subvariedad de U de codimension 1.

Demostracién. Sea U un entorno de x de forma que el conjunto I1(f)NU y
su imagen por f sean variedades. Podemos suponer sin perder generalidad que
Ttz f([1(f) NU) es un subespacio lineal transversal a la n-ésima direccién de
IR™. Por lo tanto existe otro entorno V' C U de z tal que f(I1(f)NV) es el
grafico de una funcién R¢: II(f(l1(f) NV)) — IR, donde II: IR" — IR" ! es la
proyeccién sobre las primeras n — 1 coordenadas. Sea U(f) un C2-entorno tal
que para toda g € U, el conjunto g({1(g) N V) es el gréafico de Ry: II(f(I1(f) N
V)) — IR. Como los puntos criticos de g en V son no degenerados el mapa
g€ C?*— R, € C' es continuo.

Definimos F: U — IR por F(g) = R4(II(p)). Sin perder generalidad pode-
mos suponer que Rf(II(p)) = 0. Lo que haremos ahora es probar que C° es la
preimagen por F de un valor regular. Veamos que el 0 es un valor regular de
F. Para eso sea fj tal que F(fo) = 0y consideremos la familia a un pardmetro,
ft, definida por fi(x) = fo(z) + te,. Esta es una curva diferenciable en U que
en 0 pasa por fy. El siguiente cdlculo muestra que d¢, F es no nulo y por tanto
sobreyectivo.

d d d
dsF (dtt:oft) = ah:of(ft) = %|t=0th(H(p)) =1

donde la tdltima igualdad es por que Ry, (II(p)) = ¢. Por lo tanto 0 es valor
regular de F. Luego F~1(0) es una subvariedad de I de codimensién 1. Solo
resta ver que C° = F~1(0).

FH0) ={geU:R,I(p)) =0}

={geU:peg(li(9)nV)}
={g €U : p es valor critico de g|y }

g

El siguiente lema tiene las mismas hipdtesis que el anterior y usaremos a los
entornos U y V' de su enunciado y a la funcién R, de su demostracion.

Lema 4.2 FEzisten entornos U1 (f) C U y Vi(x) C V tales que si definimos
Ct={gelh:R,(II(p)) >0} yC~ ={g €Uy : Ry(Il(p)) < 0} entonces:

1. Si g € Ct entonces p es valor reqular de gly, porque no estd en la imagen
de glv, .
2. Sig e C™ entonces p es valor reqular de gy, y estd en la imagen gly, .

Demostracién. Para el caso en que f(x1,...,7,) = (21, ..., Tn_1, 22 ), tomando
p=x = 0, el enunciado es cierto ya que en cada caso tenemos lo siguiente.

1. geCt: Como fy(x1,...,x,) = 22 (ladltima coordenada de f), gnlz,=..=z, =0}
tiene un minimo que se da en I1(g) N {1 = ... = x,—1 = 0} y su imagen
es Ry(0). Y como R4(0) > 0 entonces el 0 no tiene preimagen en V.
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2. g € C7: Tenemos que R,(0) < 0y el O tiene dos preimédgenes en V' que
son regulares. Para ésto eventualmente deberemos considerar un entorno
U maés pequeno y usar que g(V') varfa continuamente con g.

Luego tomando las cartas del teorema 4.1 obtenemos lo que queriamos para el
endomorfismo f original.
O

Ahora probaremos lo que prometimos en el principio de esta seccion.

Proposicion 4.1 Sea f € C’g(IR”) con x punto critico no degenerado y con
orbita homoclinica critica a p = f(x) (suponemos que x tiene una predrbita
reqular que converge a p). Entonces existen un entorno V de x y un Cf,—entomo
abierto U(f) que se descompone en unién disjunta de C—, C° y CT; de forma
que

1. El conjunto C° es una subvariedad de codimension 1 de U en donde toda
g € C° tiene érbita homoclinica critica asociada a p en V.

2. Toda g € C™ tiene una drbita homoclinica reqular asociada a p en V.

3. Toda g € CT no tiene ninguna dérbita homoclinica asociada a p en V.

Demostracién. Consideremos un entorno V(f) de clase C; de forma que para
toda g € V y todo y € V existe una predrbita regular de y que converge a
p. Entonces si U; es el entorno de f de los lemas enteriores definimos U como
YV NU; y los tres items a probar son triviales.

O

4.3 Orbita periédica critica

Consideremos una familia a un parametro f; € CZ(IR™), con ¢ en un entorno
de 0. Supongamos que z tiene érbita homoclinica critica no degenerada asociada
a p para fo. Entonces probaremos que para todo t arbitrariamente cerca de 0
y todo r tan grande como se quiera, existe una érbita critica de periodo r para
fi. Para ésto usaremos los entornos U(fy) y V(z) del lema 4.1 y el mapa R,
de su demostracién. Recordemos que para toda g € U, el conjunto g(I1(g) N'V)
es el grafico de Ry: II(f(l1(f) N'V)) — IR. Donde II es la proyeccién sobre las
primeras n — 1 coordenadas.

Teorema 4.2 Si 4|,_oRy,(Il(p)) # 0 entonces tenemos que:

1. Existe m > 0 tal que para todo r > m existe t, tal que f;, tiene un punto
critico no degenerado de periodo r.

2. Para todo € > 0 eziste t. tal que |t| < € y fi. tiene una orbita periddica
critica.
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Demostracién. Supongamos que f; € U para todo t € (—4§,d). Sea G :
I(f(l1(f)NV)) x (=8,§) — IR™ dado por

G(I(y),t) = (Il(y), Ry, (11(y)))

El mapa Ry, es de clase C! (respecto de t) ya que f; € C? es continuo re-
specto de t. Por tanto G es de clase C'*. Observemos que G(II(y),t) es siempre
un valor critico de f;, con una tnica preimagen critica no degenerada, por f,
en V que llamaremos c(y,t) € V. Como por hipétesis |,_oRy, (IL(p)) # O,
d(11(p),0)G es invertible y por el teorema de la funcién inversa G es un difeomor-
fismo local. Observemos que G(I1(p),0) = p. Sean K X [—¢, €] y L(p) conjuntos
homeomorfos a bolas compactas de forma que G: K X [—¢,¢] — L sea un difeo-
morfismo.

"

M~
L p'Q/\ P

: V

[_67 6]

Sea M C L tal que para todo t € [—e,¢], V C f*(M) y f*: M — IR™ es
un difeomorfismo sobre su imagen. Sea

H: K X [—€,e] = K x [—¢,€]

dado por
H(Il(y),t) = G~ o (f{"|m) " o co G(IL(y), 1)

Este mapa es continuo ya que es composiciéon de funciones continuas y su do-
minio fue elegido homeomorfo a una bola compacta. Luego por el teorema de
Brower tenemos un punto fijo (II(z), u). Entonces afirmamos que G(II(2), u) es
el punto critico periddico que buscamos. Como (II(z), u) es un punto fijo de H
tenemos que

G™ho (f" ) o co G(I(2), u) = (II(2), u)

y luego
co G(Il(z),u) = fi" o G(IL(2), u)
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pero por como fue definida la funcién ¢, co G(II(z), u) es una preimagen critica
de G(II(2),u) en V por f,, es decir f,ocoG(II(2),u)) = G(II(z),w)). Entonces

7HGE(M(2),w) = G(2), u)
Para terminar debemos observar que podriamos haber escogido € tan pequeno

y m tan grande como quisiéramos.
O
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