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RESUMEN

Recientemente se ha explorado la relacion entre teorias de gravedad definidas en
un parche finito del espacio tiempo y teorias de campo conformes deformadas por
el flujo de T'T. En particular, se conjetura que la gravedad en un parche finito de
un espacio asintoticamente AdS3 tiene como dual holografico una teoria conforme
bidimensional deformada por T'T. El argumento principal que apoya esto es que
la funcién de particion de una CFT deformada por el flujo 7T es solucién de la
ecuacion de Wheeler-DeWitt para la gravedad en Adss. El objetivo de este trabajo
es verificar esta relacion en una dimensién menos, partiendo de un modelo particular
de gravedad cuantica bidimensional en Ads,. Investigamos como son las soluciones
de la ecuacion de Wheeler-DeWitt para esta teoria de gravedad y encontramos una
relacién andloga a la antedicha, para una extension de la deformacién 77T a teorias

en dimension 1.

Palabras claves:
Gravedad cuéantica bidimensional, Conjetura AdS/CFT, Holografia,

Cuantizacion candnica, Deformacion T'T.
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ABSTRACT

Recently, the relationship between gravity theories defined on a finite patch of
spacetime and conformal field theories deformed by the T'T flow has been explored.
In particular, it has been conjectured that gravity on a finite patch of an asym-
ptotically AdSs spacetime has as its holographic dual a two-dimensional conformal
field theory deformed by 7'T. The main argument supporting this claim is that the
partition function of a CFT deformed by the T'T flow satisfies the Wheeler-DeWitt
equation for gravity in AdSs.

The goal of this work is to test this relationship in one lower dimension, starting
from a specific model of two-dimensional quantum gravity in AdS,. We study the
solutions of the Wheeler-DeWitt equation for this gravity theory and find an analo-
gous relation to the one mentioned above, corresponding to an extension of the T'T

deformation to one-dimensional theories. Keyword:
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Capitulo 1

Introduccion

La célebre conjetura AdS/CFEFT [1] establece que una teoria de gravedad cuantica
definida en un espaciotiempo Anti de Sitter (AdS) de dimension d es dual a una teoria
de campos conforme (CFT) definida en su borde, de dimensioén d — 1. A nivel de las
funciones de particion que definen las teorias a cada lado de la dualidad, esto puede

entenderse como

ZAde = ZCFTdfl' (11>

Aqui Z 445, es la funcion de particion de la teoria gravitatoria para una geometria fija
en la frontera asintotica del espaciotiempo AdS (el “borde” de AdS). Zepr, , es la
funcion de particion de una CFT cuyo espaciotiempo es precisamente esta frontera
asintotica y la geometria de dicho espaciotiempo es precisamente la geometria que
se fija como condicién de borde del problema gravitatorio. Esta dualidad es un caso
especial de una conjetura mas amplia denominada “conjetura holografica”, en la cual
se espera que teorias que no necesariamente son conformes admitan una descripcion

dual mediante una teoria de gravedad cuantica en una dimensiéon mayor.

En el marco del estudio de la relacion holografica entre entre AdSs y C'FT5, el
punto de partida para esta tesis es el trabajo de Freidel [2]|. Alli se considera la funcion
de onda gravitacional en AdS, la cual es un funcional de la geometria inducida en
superficies de radio constante r en el espaciotiempo. Independientemente de la teoria
gravitatoria especifica que se considere, se espera que estos funcionales de onda W,
satisfagan una ecuacion de Wheeler-DeWitt (WDW)

HU =0, (1.2)



donde H es un operador lineal, siendo esta ecuacion el andlogo de la ecuacion de
Schrodinger para la gravedad cuantica.

En [2] se argumenta que para que (1.1) sea valida, las soluciones de (1.2) deben
tender a la funciéon de particion de la CFT dual en el limite en que el radio r tiene
a infinito.

A partir de esta observacion, se motiva la pregunta de si se pueden reconstruir
los estados cuénticos gravitatorios ¥ en todo el espaciotiempo partiendo de una
funciéon de particion de una teoria de campos conforme. Freidel encuentra que esto
es posible. Dada una foliacién radial del espaciotiempo se muestra que la ecuaciéon

de Wheeler-DeWitt radial admite las siguientes soluciones

Tlet, 7] = ein fze/DE ¢~ 2 S (BY—eONE™ =) 71 ) (1.3)

donde los campos e parametrizan la métrica inducida en las superficies de radio
constante mientras que los campos E parametrizan la métrica fluctuante en dichas
superficies. La constante positiva k se relaciona con la constante cosmologica (ne-
gativa) mediante k = (—16GA)~Y/2. La clave de esta formulacion es que para que
el ansatz (1.3) efectivamente satisfaga la ecuacion de W DW es necesario que Z[E]

cumpla con

(-Eg 52;; + ﬁ(ﬁk + l)R(E)) Z(E) =0, (1.4)

donde R(E) es la curvatura escalar asociada a la geometria dada por E. Crucial-
mente para la interpretacion holografica, esta es precisamente la identidad de Ward
que debe satisfacer la funcién de particion de una CFT bidimensional con carga
central ¢ = 6k + 1.

Interesantemente, la integral en el lado derecho de (1.3) se encontré6 independien-
temente [3] en el contexto del estudio de la llamada deormacion T'T. Esta observacion
constituye el segundo ingrediente principal del trabajo presentado en esta tesis.

La deformacion TT [4, 5| es un procedimiento para deformar infinitesimalmente
una teoria de campos bidimensional a partir del determinante de su tensor de energia

momento

SO — g 4 57 / d*x det (Tg(*’)) . (1.5)

Esto define un flujo en el espacio de acciones; integrar este flujo da lugar a una

familia 1-paramétrica de teorias indexadas por .



En [3] se encontr6 que partiendo de una SO cualquiera, se puede obtener su
deformacion a lo largo del flujo definido por 77 en un valor finito del parametro A

acoplando a la teoria original una teorfa de gravedad cuéntica bidimensional

S(A) = Sg’/‘cw(Ea X7 /\) + S(O) (QD, E) . (16)

En esta expresion ¢ son los campos de la teoria inicial, £ las variables del acopla-
miento gravitatorio y X un campo auxiliar que asegura que S, sea invariante bajo
difeomorfismos de los campos E.

La equivalencia de esta descripcion gravitatoria con la deformacién 7T se es-
tableci6 en [3] esudiando la termodindmica de estas teorias. Esta esta dada por la
funcién de particion en el toroide Euclideo cuando sobre el mismo se define una
métrica plana e. En [3] se encontré que las funciones de particion a lo largo del flujo

de la deformacién TT pueden escribirse mediante la integral de caminos

ZQ(;\) [6] _ /DXDE efz%fde(X*efE)/\(X*efE)Zég) [E] (17)

En principio este resultado es general. El vinculo con el resultado (1.3) es que si
partimos de una teoria de campos conforme que cumple la identidad (1.4) entonces
(1.7) es igual a la integral (1.3) evaluada en métricas constantes e.

Se ha demostrado entonces que si se imponen condiciones de Dirichlet sobre los
campos e de forma que la métrica inducida sea plana y ademaés se compactifica la
coordenada temporal, los estados cuanticos dados por (1.3) se pueden interpretar
como la deformacién TT de la funciéon de particion Z. Desde el lado gravitatorio

esto establece una definicién del pardametro de la deformacion 7T dado por

_27r
=0

Este resultado nos da una interpretacién holografica para la deformacion T'T.

A\ (1.8)

Nuestro trabajo consiste en demostrar resultados analogos en una dimension
menos. Estudiaremos una teoria de gravedad en 1+1 dimensiones (una espacial y otra
temporal), pero en lugar de usar la métrica como campo dindmico la describiremos
en el formalismo de primer orden. Estudiaremos los estados cuanticos de la teoria
y mostraremos dos resultados principales. En primer lugar, que estos se pueden
escribir como una integral de caminos que involucra una funcién de particion que
debe cumplir identidad analoga a (1.4). Es decir, obtendremos una expresion del

tipo (1.3) para el caso bidimensional. En segundo lugar, al evaluar esa expresion en

3



campos constantes obtendremos que la integral de caminos se reduce a una integral
ordinaria, de manera similar a lo que sucede en [3]. De hecho, veremos que nuestro
resultado se puede interpretar en términos de una extensién unidimensional de la
deformacion TT.

La tesis esta estructurada de la siguiente manera: en el capitulo 2 discutimos la
fisica de la gravedad en 2 dimensiones y damos una definiciéon precisa de la acciéon
que usaremos a lo largo del trabajo. En el capitulo 3 estudiaremos esa teoria desde
el punto de vista Hamiltoniano y veremos que puede interpretarse como un sistema
vinculado. Estudiaremos su estructura canoénica y los vinculos de la teoria dando su
correspondiente interpretacion. Ademas, comentaremos sobre la relaciéon geométrica
que existe entre la gravedad en 3 dimensiones y la teoria de gravedad bidimensional
que consideramos. Esta relacion inspira el método de cuantizacion que desarrollare-
mos en el capitulo 4. En dicho capitulo estudiaremos un esquema de cuantizacion
candnica inspirado en [2]. Esto nos llevara a escribir el primer resultado principal
del trabajo; encontraremos como se escriben los funcionales de onda mediante una
integral de caminos y mostraremos cuél es la identidad que debe cumplir la funciéon
de particion que aparece en la misma. Finalmente en el capitulo 5 veremos que al
imponer valores constantes para las variables canoénicas, la integral de caminos que
define el funcional de onda se convierte en una integral ordinaria. Obtenemos como
resultado que los estados cuanticos de la teoria a valores constantes de los campos
pueden interpretarse como el anélogo a la deformacion 7T de una teoria de mecanica

cuéntica ordinaria.



Capitulo 2

Gravedad de Jackiw-Teitelboim en el

formalismo de primer orden

2.1. Nociones de geometria diferencial

La relatividad general es una teoria de campos que explica los fenémenos gravita-
torios a partir de considerar dinamica la geometria del espaciotiempo. A los efectos
de describirla formalmente se requieren algunas nociones de geometria diferencial
que resumimos brevemente en esta seccion (ver por ejemplo [6]). Sobre el espacio-
tiempo como variedad se pueden definir su espacio tangente T'M, el cual nos da la
nociéon de vectores y su espacio cotangente T*M que contiene las funciones lineales
de los vectores a R, también conocidas como 1-formas. Al ser espacios vectoriales,
tanto T'M como T* M admiten bases, las cuales, al elegir un sistema de coordenadas
local, permiten representar sus elementos de manera explicita. Dada una eleccion de
coordenadas sobre cada carta que cubre la variedad se puede definir sobre T'M una
base adaptada a las coordenadas. Sean x* las coordenadas locales, existe la base
{0,} de forma tal que si A es un vector se puede se puede expresar en términos de

la misma como

A= Ard,. (2.1)

Siendo que T'M y T*M definen espacios vectoriales de la misma dimensiéon en cada
punto de la variedad, existe un isomorfismo entre ellos que nos permite definir una
base {dz"} de T*M a partir de la base adaptada a las coordenadas, la cual esta

dada por

dz"(d,) = ", (2.2)



Por lo tanto si B es una 1-forma se puede escribir en términos de esta base como:

B = B, dz*". (2.3)

A partir de la definicion de TM y T*M se definen los tensores en la variedad
tomando productos tensoriales entre los elementos de dichos espacios. Un tensor
particularmente importante es el tensor métrico, un tensor de rango (0,2) que nos
permite definir las nociones de distancia y volumen en la variedad. En particular,
en relatividad general el espaciotiempo se modela como una variedad pseudorieman-
niana, es decir una variedad diferenciable que admite un tensor métrico que no es

necesariamente definido positivo. El tensor métrico se puede escribir en una base de
T*M @ T*M como

9= Guv dz" ® dx”. (24)

Como tensor (0,2), el tensor métrico define un producto interno entre vectores en
cada punto de la variedad, de modo que si X e Y son vectores definidos en un punto

de la misma, su producto interno esta dado por

g(X> Y) = Juv XHY". (25)

La importancia del tensor métrico radica en que en la formulaciéon estandar de la re-
latividad general este es la variable dinamica, la cual esta dada por las ecuaciones de
campo de Einstein que describen su comportamiento en relacién con la distribucion

de materia y energia en el espaciotiempo.

Aunque definimos bases de T'M y T* M, estas no son tnicas y es posible hacer
un cambio de base en estos espacios que esté definido a partir de la métrica. Con

esto en mente definimos la base local de campos vectoriales u® = u*d, tales que

glu®,u’) = . (2.6)

Siendo 7, = diag(—1,1, ..., 1), la métrica plana en Minkowski con d — 1 dimensiones
espaciales. Aqui el indice a no es un indice en el espaciotiempo sino que vive en
un espacio auxiliar que tiene la misma cantidad de entradas que el indice asociado
a las coordenadas locales pues se necesitan esa cantidad de campos linealmente

independientes para parametrizar el espacio T'M. A partir de esta definicion, se



induce una base natural de 1-formas en T*M dada por e” tales que
e*(X) = g(u", X). (2.7)

Esta eleccion de la base de T*M es interesante pues resulta que la métrica puede
descomponerse (al menos localmente) como g = e* ® e’n,,. A la eleccion de estas
bases se la conoce como formalismo veilbein.

Como veremos mas adelante, esta eleccion de bases nos permitira dar una for-
mulacion alternativa de la relatividad general en la que las variables dindmicas sean
las 1-formas e* y una conexion de espin en T'M que queda definida por su acciéon

sobre la base u®

Vu® = whu’. (2.8)

A esta conexion definida por w9 le pediremos que sea la conexion de Levi-Civita
que siempre puede definirse sobre una variedad equipada con una métrica g y que
es la tinica que cumple con la condicion de ser compatible con la misma (Vg = 0) y

tiene torsion O:

VY — VyX — [X,Y] = 0. (2.9)

Hasta aqui solo hemos presentado brevemente algunas nociones basicas de geo-
metria diferencial en una variedad pseudoriemanniana. A continuacién discutiremos
algunos aspectos de la relatividad general a modo de motivaciéon y luego retoma-
remos los conceptos de esta seccion para dar la formulacion de la gravedad que

estudiaremos a lo largo de este trabajo.

2.2. Relatividad general

La relatividad general estandar es una teoria de campos en 4 dimensiones, 3
espaciales y una temporal, en la que la geometria descrita por el tensor métrico es

dindmica [7]. En el vacio la ecuacion de movimiento que rige esta dinamica es

1
Ry = 59 R + g = 0, (2.10)

donde A es la llamada constante cosmologica, R,, es una contraccion del tensor
de curvatura de Riemman y R el escalar de Ricci, estos dos tltimos definidos en

términos del tensor métrico. Una observacion interesante es que en vacio las posibles

7



soluciones de la ecuaciéon (2.10) son de curvatura escalar constante, la forma de
ver esto es que si contraemos esta ecuacién con la métrica inversa ¢g"” obtenemos
R = A. Existen distintas soluciones para la geometria del espaciotiempo descrita por
la métrica g,,, dentro de ellas hay una clase especial de soluciones conocidas como
maximalmente simétricas. Es posible demostrar que el niimero méximo de isometrias
que admite un espaciotiempo es una funciéon de su dimensionalidad d, cumpliéndose
que este numero es d(d + 1)/2. Estas isometrias estan dadas por campos vectoriales
que preservan la métrica bajo la derivada de Lie, es decir que un campo X es el
generador de una isometria de la métrica g,, si Lxg = 0. A modo de ejemplo, si
la constante cosmologica es cero el espaciotiempo de Minkowski es solucion de las
ecuaciones de Einstein y en dimension d = 4 es un espaciotiempo maximalmente
simétrico pues tiene diez isometrias asociadas a los generadores del grupo de Poincaré
que se conforma de tres generadores de rotaciones alrededor de los ejes espaciales,
tres generadores de boost y 4 generadores de traslaciones.

Es importante destacar que la teoria en 4 dimensiones admite la propagacion de
ondas gravitacional, por lo que la fisica que describe tiene 2 grados de libertad pro-
pagantes. Veremos mas adelante que la fisica que encontramos al intentar describir
la gravedad con otra cantidad de dimensiones es radicalmente distinta.

Cuando la constante cosmologica no es nula las soluciones maximalmente simé-
tricas dependen del signo de la misma y estas se conocen como de Sitter (dS) para
A > 0 y anti- de Sitter (AdS) para A < 0.

Es un problema abierto de la fisica tener una teoria cuéntica de la relatividad
general en 4 dimensiones. Entre los diversos problemas que presenta la teoria se
encuentra que esta no es renormalizable [8], por lo que al intentar definir la teoria
perturbativamente ocurre que para energias arbitrariamente altas se necesita tener
una cantidad infinita de contratérminos, lo que la vuelve no predictiva a distancias
suficientemente pequenas. Al no tener una comprension completa de como deberia
ser esta teoria a todas las escalas, diversos enfoques se han planteado para intentar
resolver estas inconsistencias. En este contexto, una herramienta que se ha desarro-
llado es la conjetura AdS/CFT, en la cual se postula que una teoria de gravedad
cuantica definida en el espacio AdS es dual a una teoria de campos conforme que
esta definida en su frontera. Esto puede ser entendido en ambos sentidos; un proble-
ma de gravedad puede ser mapeado a un problema de teoria de campos conforme y
viceversa. Desde la perspectiva de la gravedad, resulta particularmente provechoso
analizar la dualidad desde el lado de la CFT. En particular ofrece un camino para

construir estados cuéanticos gravitatorios. En este escenario el modelo de juguete



mas sencillo que se puede utilizar para explorar aspectos de la dualidad es la gra-
vedad en 2 dimensiones |9, 10]. Aunque la fisica subyacente no sea la misma que en
d = 4, ya que como veremos por ejemplo no se propagan grados de libertad locales,
la baja dimensionalidad nos permite hacer desarrollos analiticos y estudiar aspectos
cuanticos de la teoria desde métodos que no necesariamente estan bien definidos
en otros casos, como es el caso de la ecuacion de Wheeler-DeWitt. En la siguiente
seccion discutiremos como definir la gravedad en d = 2 que estudiaremos a lo largo

del trabajo.

2.3. La gravedad en dos dimensiones

A nivel clasico uno puede obtener las ecuaciones de campo de la relatividad

general a partir de la accion de Einstein-Hilbert

1

- = d —
= 16aC d®z+/—g R. (2.11)

SEH

Si no consideramos materia, igualar a cero la variaciéon de la accién con respecto
a la métrica tiene como resultado las ecuaciones de Einstein (2.10), es decir, las
ecuaciones de movimiento clésicas proceden de un principio variacional.

Una observaciéon importante que podemos hacer a nivel de la accion es que la
teoria es invariante por difeomorfismos, que son transformaciones de coordenadas
diferenciables con inversa diferenciable. Estos pueden ser vistos como transforma-
ciones con parametros que dependen del punto en el espaciotiempo y en ese sentido
funcionan como transformaciones de gauge de manera anéloga a otras teorias de gau-
ge como el electromagnetismo. Los difeomorfismos como transformaciones de gauge
son una pieza clave para entender diferentes aspectos de la teorfa, en particular per-
miten ver que aunque en dimension d = 4 el tensor métrico tiene 10 componentes
se propagan solo 2 grados de libertad asociados a las ondas gravitacionales [7].

En principio la accion (2.11) se puede definir para cualquier dimension del
espacio-tiempo, en particular para dimension d = 4 se recuperan las ecuaciones
estandares de la relatividad general. A priori seria vélido definir la gravedad en dos
dimensiones (una espacial y otra temporal) tomando d = 2. Sin embargo esto tie-
ne un problema: en este caso particular debido a las simetrias que debe cumplir el
tensor de curvatura de Riemman R3_ ;, se demuestra que R, = %g,wR, por lo que
no se obtienen ecuaciones de movimiento al variar la acciéon. Otra manera de ver

esto es que de acuerdo al teorema de Gauss-Bonnet la accion (2.11) es localmente
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la integral de una derivada total en dos dimensiones |[6].

Esto implica que necesitamos otra manera de definir la gravedad para el caso
d = 2. Con el objetivo de obtener una acciéon con dindmica no trivial podemos
acoplar a (2.11) un campo escalar ¢ conocido como dilatén, con un potencial U(¢)

de la siguiente manera

Spy = ﬁ /de\/—_g (6R+ U(9)) . (2.12)

Diferentes elecciones del potencial U(¢) daran lugar a diferentes teorias, el caso que
estudiaremos es U(¢) = —A¢, donde se introduce la constante cosmolégica A dando

lugar a lo que se conoce como accion de Jackiw-Teitelboim [11, 12]

1
Syr = m/d%\@(p (R—A). (2.13)

Una observacion importante es que estamos tomando una constante cosmolégica
negativa, es decir, A < 0. Esta eleccion se hace para que la accion escrita de esta
forma tenga como ecuaciéon de movimiento para el dilatéon ¢ que R = A y sea
manifiesto que la curvatura del espaciotiempo es negativa.

Esta accion tiene aplicabilidad en diferentes contextos, por ejemplo puede uti-
lizarse para describir la fisica cerca del horizonte de eventos de un agujero negro
extremal [13|. En el siguiente capitulo haremos el analisis de esta teoria gravitatoria
desde el punto de vista Hamiltoniano. Sin embargo, no utilizaremos como punto de
partida la accion (2.13). En su lugar utilizaremos los conceptos geométricos desarro-
llados en la seccién 2.1 para dar una formulacion de esta teoria en la que la variable
dindmica no seré el tensor métrico. Este formalismo, conocido como formulacion de
primer orden, es el utilizado para describir la geometria del espaciotiempo para los
funcionales de onda gravitatorios y las funciones de particion que discutimos en el
capitulo 1. Como queremos encontrar resultados analogos en una dimensién mas

baja, trabajaremos con este formalismo.

2.4. Formulacién de primer orden

La accion (2.13) tiene como variable dinamica la métrica g,,. Cuando la teoria
se describe de esta forma se dice que es una formulacion de segundo orden, pues las
ecuaciones de movimiento incluyen derivadas de segundo orden del objeto dinamico

de la teoria. Estamos interesados en estudiar esta accion desde otro formalismo,
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conocido como formulaciéon de primer orden, es decir un formalismo en el cual las
ecuaciones de movimiento de los objetos dinamicos sean de primer orden. Para tales
efectos utilizaremos las herramientas matemaéticas desarrolladas en la seccion 2.1. En
lugar de considerar como objeto dinamico a la métrica g, utilizaremos las 1-formas
e/ definidas por la relaciéon (2.7). En nuestro caso el espaciotiempo es una varidad de
dimension 2, por lo que el indice a del espacio interno recorre el conjunto {0,1}. La
idea es escribir la accion (2.13) en términos de estos objetos, para lo cual necesitamos
definir una conexion de espin tal como se hizo en (2.8). Una vez definidas la conexion
de espin y las 1-formas e}, se puede demostrar que el integrando en la accién (2.13)

se puede escribir como [9]:
2 Ao,
dx\/—g(R—A):dw—ge Ne. (2.14)

Sin embargo, no alcanza con sustituir esta relacion en (2.13) para describir la teoria
en la formulaciéon de primer orden. Esto es debido a que la conexién wj no es
independiente, sino que debe ser la conexion de Levi-Civita y por lo tanto debe
cumplir con la propiedad (2.9). En términos de e, esta propiedad es equivalente a

que se anule la 2-forma de torsiéon definida como

de® +w% A e’ =0. (2.15)

Para tener un principio variacional que imponga estas condiciones, lo que ha-
cemos es introducir campos ¢, tales que al extremar la accién, sus ecuaciones de
movimiento sean precisamente 2.15. Juntando todo llegamos a la formulacién de

primer orden para la gravedad de Jackiw-Teitelboim |9

_ 1 AO 1 a a b
SJT167TG/¢<dw—2e /\e)—i—%(de +wh Ae). (2.16)

Esta es la accion que sirve como punto de partida para el analisis Hamiltoniano.
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Capitulo 3
Analisis canénico

Nuestro objetivo ahora es estudiar la gravedad desde el punto de vista Hamil-
toniano. Como observamos en la secciéon 2.3, la gravedad puede ser interpretada
como una teoria de gauge cuyo grupo de simetria esta dado por los difeomorfismos
del espaciotiempo. Esto es relevante debido a que en general las teorias de gauge
pueden ser vistas desde el punto de vista Hamiltoniano como sistemas vinculados.
La razon de esto es que si pensamos en el espacio de fases de este tipo de teorias, al
tener simetrias de gauge existiran transformaciones que lleven puntos del espacio de
fases en otros, de manera tal que representan el mismo estado fisico. Por lo tanto,
para tener un espacio de fases bien definido, las variables canénicas no podran tomar
valores arbitrarios y se deberan imponer restricciones en forma de vinculos sobre las
mismas.

Con este objetivo en mente comenzamos este capitulo con un repaso sobre siste-
mas Hamiltonianos con vinculos para luego pasar al analisis canénico de la gravedad
de Jackiw-Teitelboim. Luego, a los efectos de motivar la cuantizacion que estudiare-
mos en el capitulo 4, mostraremos que la gravedad bidimensional se puede obtener
mediante reducciéon dimensional partiendo de la gravedad en 3 dimensiones definida

por la acciéon de Einstein-Hilbert en el formalismo de primer orden.

3.1. Teoria de los sistemas vinculados

En esta seccién repasaremos aspectos basicos de la teoria de sistemas Hamilto-
nianos vinculados que seran tutiles para entender el anélisis canénico de la gravedad
JT. Lo expuesto en esta seccion sigue muy de cerca a los libros de referencia en el
tema [14, 15
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Desde el punto de vista Lagrangiano la dindamica de un sistema con n grados de
libertad se puede obtener de extremar la accion Slg(t)] = [ L(q, ¢)dt, resultando en
las ecuaciones de Euler-Lagrange

oL doL 0L L .. 0?L

_40L _OL i =0, 1
o¢ diog  og ogog? agog? ~° (3.1)

Esta dinamica va a estar bien definida cuando se puedan obtener ecuaciones expli-
citas para los ¢' como funcién ¢’ y ¢'. En (3.1) esto solo es posible cuando la matriz

2 . . .
Wi; = % es invertible, en cuyo caso podemos despejar

oL 0’L .
qk) . (3.2)

i= (W hHe [ == - —
=0 (55 g
En el caso degenerado la matriz W;; no es invertible, por lo que tiene s vectores

nulos Y/ que dan origen a funciones ¢, definidas mediante la relacion

i e [ OL PL i
¢s(d',q") =Y <8—qj - aq@qjq3> =Y, W;¢ =0. (3-3)

Las funciones ¢, son vinculos que restringen el espacio de configuraciones de las
variables ¢’ y ¢*. Debido a estas restricciones que deben cumplir los ¢¢ y los ¢* lo més
lejos que se puede llegar en intentar despejar explicitamente los ¢ es tener n — s
ecuaciones de segundo orden para los §; y los s vinculos ¢,.

La aparicion de vinculos en la teoria también puede verse desde la formulacion

Hamiltoniana, empezamos considerando la definicién usual de los momentos

oL
(¢, ) = —. 4
pi(d, &) o (3.4)

Para obtener n momentos independientes debemos poder invertir al menos local-
mente los ¢* en funcién de los p;. De acuerdo al teorema de la funcién implicita, esto

puede hacerse cuando la matriz Jacobiana de la transformacion de las coordenadas

9p;
Oq’

la matriz que necesitamos para escribir las ecuaciones de forma explicita en la for-

p; a las coordenadas ¢ es invertible. Este se escribe W;; = lo cual coincide con

mulacién Lagrangiana. En el caso en que la matriz es invertible, uno puede mapear
las coordenadas y velocidades generalizadas (g, ¢) a las variables canodnicas (g, p) de
manera biunivoca. Cuando los p; no son todos independientes este mapa tiene como
imagen un espacio de menor dimension, el cual se puede escribir restringiendo el
espacio de fases a una superficie dada por la condiciéon de que se anulen una serie

de funciones ¢,(q",p’) denominadas vinculos primarios. Tal como antes, tendremos
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tantos vinculos primarios como vectores nulos linealmente independientes tenga la

matriz W;;.
Cabe preguntarse si el Hamiltoniano definido como
(3.5)

tiene sentido en este contexto. Afortunadamente, aunque no es posible invertir la

relacion entre ¢' y p;, el Hamiltoniano es una funcion bien definida en el espacio de

fases. Para ver esto consideremos su variacion

; . OL
O0H = ¢'op; + pidq' — o4

(3.6)

- 0L _ . . L .
0¢" — =—0q" = ¢'op; — —0q".
= 5% = 40P = 5504

Lo cual se puede escribir como
(3.7)

oH oH

0H = _5q" op;.
oq’ 1 +8pi b

Al no aparecer una dependencia en ¢ no hay impedimentos para definir el Hamil-

toniano en la superficie de vinculos.
El siguiente paso es entender qué ocurre con la dinamica ante la presencia de

vinculos. En el caso irrestricto las ecuaciones de Hamilton que rigen la dinadmica

surgen de extremar la accion
S:/ﬁWﬁH. (3.8)

Para hacerlo pedimos que ante variaciones respecto de ¢' y p; tengamos estaciona-

lidad, es decir, S = 0. La variacion de S esta dada por

H H .
0 -4q". (3.9)

0S = /dt 8G'p; + ¢'0p; — a—p(spi - oq

. OH OH ‘
5= far (=2 i~ 5+ 20

Como las variaciones dp; y d¢* son independientes, de acuerdo al lema fundamental

(3.10)

del célculo variacional se deben cumplir las ecuaciones de Hamilton

q'= o0, (3.11)
OH
pi = — o (3.12)



Pero como discutimos, en el caso vinculado no todos los p; son independientes y
por lo tanto tampoco lo son sus variaciones, por lo tanto no podemos deducir las
ecuaciones dinamicas de esta forma. Queremos que la dindmica del sistema también
provenga de un principio variacional en el caso vinculado. Para esto necesitamos
encontrar una manera de extremar la accidén en el espacio restricto dado por los

vinculos primarios.

El problema de extremizar una funciéon en un dominio restringido puede resol-
verse mediante multiplicadores de Lagrange. Sea f(Z) una funciéon que queremos
extremar restringiendo su dominio a la superficie dada por g(Z) = 0. La condiciéon
geométrica que debe cumplirse en el extremo es que el gradiente de la funciéon f(Z)
debe ser perpendicular a la superficie parametrizada por el vinculo g(#). Como la
direccion perpendicular a dicha superficie esta dada por el gradiente de g(%), la con-
dicion que debe cumplirse es que los gradientes de las funciones sean colineales. Es

decir, debe existir A tal que

AVg + Vf=0. (3.13)

A X se le da el nombre de multiplicador de Lagrange. Una observaciéon importante

es que si definimos la funciéon auxiliar

f=17+Mg, (3.14)

en la superficie definida por ¢(Z) = 0, f y f coinciden y ademés la condicién de
extremo para f es precisamente la condicion geométrica dada por (3.13). Por lo
tanto, extremar f sin ninguna restricciéon es equivalente a extremar f restricto a
g(Z) = 0. En conclusion para extremar una funcion cuando su dominio esté restricto
podemos definir una funcién auxiliar agregando una serie de incégnitas denominadas
multiplicadores de Lagrange y luego procedemos a extremar esta funcion auxiliar
en el espacio irrestricto. En nuestro caso esto es precisamente lo que tenemos que
hacer. Sean ¢,(q’, p;) los vinculos primarios sobre el espacio de fases definimos el

Hamiltoniano

H = H + \%,, (3.15)

de forma que la dindmica del sistema proviene de extremar en el espacio de fases

irrestricto la accién
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S = /dt i'pi — H — \¢, = /dt i'p; — H', (3.16)

pero ademas se deben considerar simultaneamente las ecuaciones de los vinculos
¢ = 0, pues es solo sobre la superficie definida por estos que extremar ambos

funcionales es equivalente. La estacionalidad 55 =0 queda

OH OH B B

- 0 0 ;
08 = /dt (q'Z ~ o (H + )\%a)) op; — (pi + o (H + )x“gba)) oq".

55 = / dt 5'ps — giopy — L sq —

Pero ahora, como estamos trabajando en el espacio irrestricto, tenemos que las
variaciones son todas independientes, por lo que usando (3.15) y el mismo teorema

que en (3.10) se tiene que

- OH'
it s 3.17
=3, (3.17)
OH’
p o7 (3.18)

donde introducimos la notaciéon &~ que significa que la igualdad vale sobre la super-
ficie definida por los vinculos ¢,. Esto es importante pues es ese el espacio en el cual

Sy S coinciden.

Estas ecuaciones se pueden escribir utilizando los corchetes de Poisson definidos

en el espacio irrestricto

¢~ {q' H'} (3.19)
pi = {pi, H'} . (3.20)

Esto quiere decir que la evoluciéon temporal de las variables canénicas ¢ y p en el
espacio de fases restricto esta dada por su corchete de Poisson, definido en el espacio
irrestricto, con el Hamiltoniano modificado de la ecuaciéon (3.15). A partir de esta
observacion podemos plantearnos qué ocurre con la evolucién de una funciéon F

cualquiera
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F={F H}={F H} + \{F, ¢,}. (3.21)

Para poder determinar la evolucién necesitamos resolver los multiplicadores A®. La
evolucion temporal es consistente si, al partir de un punto cualquiera dentro de la
superficie de vinculos la evolucién del mismo queda dentro de esta superficie. Esto
implica que los vinculos se preservan en el tiempo, por lo que (bm ~ 0, o en términos

del corchete

{om, H} + A{Om, da} =~ 0. (3.22)

Pero si uno de los vinculos ¢, conmuta con todos los demés, al menos sobre la
superficie de vinculos, entonces su correspondiente multiplicador de Lagrange no
aparece en la ecuaciéon de consistencia y por lo tanto no queda determinado. A partir
de esta observacion definimos vinculo de primera clase como aquel que conmuta bajo
el corchete de Poisson con todos los demas sobre la superficie de vinculos, es decir,

¢; es de primera clase si para todo j se cumple

{i, ¢} =~ 0. (3.23)

En el caso en el que esto no se cumple el vinculo se denomina de segunda clase.

De esto se deduce que la presencia de vinculos de primera clase implica que
algunos multiplicadores de Lagrange no queden determinados por lo que en general
la evolucién temporal de una funcion arbitraria no esta bien definida. Sin embargo,
hay una clase de funciones para las cuales la evolucion temporal estd bien definida
incluso si mantenemos arbitrarios los multiplicadores asociados a los vinculos de
primera clase. Consideremos dos conjuntos posibles de multiplicadores asociados a
los vinculos de primera clase, {\'} y {\i}. La diferencia entre la evolucién temporal

infinitesimal de una funciéon F' usando un conjunto u otro es

SF = ov'{F, ¢;}, (3.24)

donde 6v = §t(A\ — A1) y los ¢; son los vinculos de primera clase. Estas funciones
representan cantidades que son invariantes de gauge. Si F' es invariante bajo estas
transformaciones entonces su dinamica esté bien definida, incluso si los multiplicado-
res asociados a los vinculos de primera clase no lo estan. A partir de esto concluimos
que los vinculos de primera clase, cuyos multiplicadores no quedan determinados

por la ecuacion de consistencia, estdn asociados a transformaciones de gauge. Esto
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se puede ver ya que son los generadores de las transformaciones dadas por (3.24).

De forma general, para determinar de manera tnica la evolucién de una funciéon
F arbitraria y obtener un espacio de fases consistente hace falta fijar el gauge. Para
esto hay que introducir nuevas restricciones dadas por funciones g, = 0 sobre el
espacio de fases, tantas como vinculos de primera clase. Si el conjunto formado por
todos los vinculos ¢,, mas las funciones que fijan el gauge g, es de segunda clase,
entonces al restringirnos simultaneamente a la superficie dada por todos los vinculos
¢m = 0y las condiciones de fijado de gauge g, = 0 se puede definir un buen espacio
de fases.

Al analizar la gravedad como un sistema Hamiltoniano con vinculos observaremos
que solo hay vinculos de primera clase. En el capitulo 4 veremos céomo lidiar con

estos vinculos a la hora de cuantizar la teoria.

3.2. Gravedad de Jackiw-Teitelboim como sistema

Hamiltoniano con vinculos

El objetivo de esta seccion es aplicar la teoria de los sistemas Hamiltonianos vin-
culados al caso de la gravedad. La idea principal es que a partir de la accion (2.13)
podemos definir una densidad Lagrangiana y con ella un Hamiltoniano asociado a
la gravedad. Para esto hay que hacer una separacion de la variable temporal de
la espacial. Este ‘split’ de las variables viene acompanado de una parametrizacion
del espaciotiempo M en la cual este se escribe como una sucesion de superficies X
indexadas por la coordenada temporal de forma que podemos escribir M =R x X
[14]. Cuando una variedad admite esta descomposicion se dice que es globalmente
hiperbélica. A partir de esta descomposicion seremos capaces de definir variables ca-
noénicas sobre las superficies de tiempo constante, ademas de vinculos que generaran
transformaciones de gauge sobre las mismas.

Para la gravedad estandar en 4 dimensiones escrita en términos del tensor métrico
este enfoque se conoce como el formalismo de Arnowitt-Deser-Misner (ADM) [16].
El analisis canonico de la gravedad no es sencillo en ese caso; sin embargo, como
aqui aplicaremos estas ideas al estudio de una teoria bidimensional en el formalismo
de primer orden, la complejidad se reduce considerablemente.

Consideraremos una descomposicion del espaciotiempo en la que utilizamos co-
mo coordenada espacial » y como coordenada temporal t. En lugar de realizar el

analisis Hamiltoniano de la manera usual, es decir, calcular los momentos a partir
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del Lagrangiano y encontrar los vinculos a los cuales deben estar sujetos, podemos
tomar un atajo aprovechando que la accion (2.16) solo tiene derivadas de primer

orden en los campos. La accion (2.16) se puede escribir como

Sir= [ dvdr v +oudisvet (0.0, et - ancu, ) £ (06 + dncie).
Y (3.25)
Esto puede interpretarse como un sistema Hamiltoniano con vinculos, si comparamos
esto con (3.16) vemos que w, y los e? juegan el papel de ¢ mientras que ¢ y los ¢,
juegan el papel de los momentos p. Por otra parte, dado que las variables w; y e; no
tienen derivada temporal, pueden interpretarse como multiplicadores de Lagrange

que imponen los vinculos definidos por

G = 0,0 + ¢uciel (3.26)

A
a = 7’¢a ¢ Eabe ¢b€ Wy (327)

Es interesante notar que las componentes temporales de los campos e y w funcionan
como multiplicadores de Lagrange que imponen vinculos. Esto es algo que podemos
ver en otros sistemas vinculados, por ejemplo, en el caso del electromagnetismo, al
ser tratado desde el formalismo Hamiltoniano se puede ver que A; funciona como

un multiplicador de Lagrange que impone la ley de Gauss.

Al interpretar (3.25) nos damos cuenta que no aparece un término que asocia-
riamos con H. Dicho de otra forma H = 0 y su Hamiltoniano total H’ consiste tni-
camente en los multiplicadores de Lagrange y los vinculos. A partir de esa ecuacion
también podemos leer la estructura canoénica. Los corchetes de Poisson que actian

sobre los campos a tiempo constante quedan definidos de la siguiente manera

{w, (1, 1), ¢(r', 1)} = 0(r — 1) (3.28)
{et(r,t), pp(r', 1)} = 636(r — 1'). (3.29)

Vale la pena mencionar que aunque mostramos las ideas principales del anélisis de
sistemas Hamiltonianos con vinculos en el caso de variables canénicas discretas todo
es aplicable al caso continuo en el que las variables canénicas son campos, lo tinico
que hay que hacer es definir adecuadamente los corchetes de Poisson en el caso

continuo. Esta es la razon por la que la delta de Dirac aparece en las definiciones

(3.28) y (3.29).
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Una vez definido el corchete de Poisson entre las variables canoénicas estamos
en condiciones de estudiar los vinculos de la teoria. Veremos qué transformaciones
generan sobre las variables candnicas y computaremos el corchete de Poisson entre
ellos para clasificarlos, demostrando que forman un sistema de primera clase. Para
tales efectos haremos una reparametrizacion de la superficie de vinculos en la cual

en lugar de utilizar G y H, utilizaremos G, L y H donde definimos

L=¢e'H, +w,G (3.30)
H = e . (3.31)

La eleccion de estos vinculos genera la misma restriccion en el espacio de fases que los

originales, dado que si G, H, = 0 entonces L, G, H = 0 y viceversa. Esta redefinicion

solo podria ser problemética en caso de que e se anule para todo tiempo. Dado
. . .y . _ a.b . . .

que el tensor métrico se puede escribir como g, = €}, €, 1 esto implicaria que la

métrica es singular y asumimos que no es el caso.

En la seccion 3.1 mencionamos que los vinculos de primera clase estan asociados
a transformaciones de gauge infinitesimales. En particular en la ecuacion (3.24) se
ve que los vinculos de primera clase generan transformaciones de gauge a través
de la accion del corchete de Poisson sobre las variables canénicas. En lo que sigue
mostraremos cémo acttian L y G sobre las variables candnicas y utilizaremos esto
para interpretar estos vinculos geométricamente. A partir de esos resultados mos-
traremos que el sistema de vinculos de esta teoria es efectivamente de primera clase.
Para empezar, ya a nivel Lagrangiano podemos notar que la accion (2.16) tiene
simetria de rotacion en los indices internos a, b dadas por las transformaciones del
grupo de Lorentz SO(1,1)

el — /NX“beZ (3.32)
ba = Nl (3.33)
w,, — w, — A19,A. (3.34)

Esto también se cumple a nivel Hamiltoniano en la ecuacion (3.25). Resulta que
esta simetria de gauge se realiza de manera infinitesimal mediante los corchetes de
Poisson con el vinculo G. Consideremos que los elementos de SO(1,1) se pueden
parametrizar mediante A% = (e¥9)%. Entonces se cumple que las transformaciones

de gauge infinitesimales de las variables candnicas se pueden escribir como
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et — el +ehelp = el + {et, [dr'o(r)G(r')} (3.35)
G = G — €O = ba + {ba, [dr'o(r)G (1)} (3.36)
w, = w, — O = w, + {w,, [dr'p(r)G(r')}. (3.37)

Esta simetria esta presente debido a que al trabajar en el formalismo de primer
orden agregamos la conexiéon de espin como variable extra, por lo que el vinculo G
se interpreta como el generador de esa simetria. Por otra parte, el vinculo L actua

sobre las variables canénicas como difeomorfismos espaciales infinitesimales

ef = el — O fel —0eer f=el + {er, [dr' f(r')L(r)} (3.38)
Pa = Ga — f8r¢a = ¢a + {¢a7 fd?”/f(’l“l)L(’l“l)} (339)

o= ¢— [0 =0+ {¢a, [dr' f(r')L(r")} (3.40)
w, = w, — O, f w, — Opw, f = w, + {w,, [dr' f(r")L(r")} . (3.41)

El hecho de que al actuar L sobre e? genera difeomorfismos se puede interpretar
geométricamente al considerar que se estd actuando con un difeomorfismo espacial
sobre las superficies de tiempo constante en la foliacion del espaciotiempo. Dado que
L genera difeomorfismos sobre variables canodnicas, su corchete de Poisson con una
funcién del espacio de fases acttia como la derivada de Lie, pues esta representa un

difeomorfismo infinitesimal. En particular, podemos calcular, por ejemplo

{ / dr a(r)L(r), / dr’g(r’)G(T')} - / dr' g(r') Lo(G), (3.42)

donde L, es la derivada de Lie a lo largo del vector a. Ahora podemos hacer la
siguiente observacion: la integral [drgG es invariante por difeomorfismos, por lo

tanto al aplicarle la deriva de Lie L, se obtiene la identidad

- / dr Lo(g)G = / dr g L(G). (3.43)

Utilizando (3.42) y (3.43) se calculan todos los corchetes entre vinculos que incluyen

al
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{[draL(r), [d'gG(r')} =— [drL.(g)G~0 (3.44)
{[draL(r), [d'hH(")} =— [dr Lo(h)H =0 (3.45)
{[draL(r), [d'a L(r')} = — [drLa(a/) L~ 0. (3.46)

Un argumento similar se puede aplicar para los corchetes que incluyen a GG, ya que al
generar transformaciones de gauge actia sobre funciones del espacio de fases como
una transformacion de gauge infinitesimal. Basta con observar que tanto G como H

son invariantes de gauge para concluir que

{[drgG(r), [dr'd G(r')} =0 (3.47)
{[drgG(r), [drhH(r)} =0, (3.48)

Finalmente, el tnico corchete que queda también se anula sobre la superficie de

vinculos. Mediante un calculo explicito se tiene que

{[drn(r)H(r), [d'W (") H(")} = [dr (WO.h — hd.W)(w,G — L) = 0. (3.49)

Como vemos, el algebra de vinculos es cerrada y sobre la superficie dada por los mis-
mos tenemos que conmutan Poisson. Por lo tanto estos vinculos forman un sistema
de primera clase.

Como discutimos en la secciéon 3.1 para tener un espacio de fases bien definido
hay que suplementar los vinculos de primera clase con condiciones de fijado de gauge.
En este caso tenemos tres vinculos de primera clase que deberian ser suplementados
con tres condiciones de fijado de gauge. A su vez, tenemos tres pares de variables
canonicas. Esto nos esta indicando que a diferencia de lo que ocurre en la gravedad
estandar en 4 dimensiones en este caso no se van a propagar grados de libertad
locales. Sin embargo, la teoria no es trivial. Veremos més adelante que hay cantidades
que no pueden fijarse usando la invarianza por difeomorfismos de la teoria.

Antes mencionamos que esta teoria tiene un Hamiltoniano que es puro vinculo,
por lo que no hay una nocién natural de dindmica ya que el Hamiltoniano en el
espacio irrestricto es nulo y los vinculos generan transformaciones de gauge. Sin

embargo, en el contexto de la gravedad canénica podemos interpretar el vinculo H
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como una suerte de evoluciéon temporal que mapea superficies de tiempo constante
en otras superficies de tiempo constante, lo cual se puede pensar como una evoluciéon
en la direccion de la variable que hace la foliacion del espaciotiempo. Debido a esta

interpretacion, al vinculo H se lo conoce como vinculo Hamiltoniano.

3.3. AnaAlisis canénico de gravedad en 2+1

Como explicamos en el capitulo 1, nuestro objetivo es establecer un resultado
analogo a la relacion entre las soluciones de la ecuacion de Wheeler-DeWitt radial
y la deformaciéon TT en una dimensién menos. Como veremos en la seccién 3.4, a
nivel clasico la gravedad de Jackiw-Teitelboim se puede obtener a partir de reducir
dimensionalmente la gravedad tridimensional. Esta interpretacion geométrica inspira
las soluciones para los estados cuanticos bidimensionales que estudiaremos en el

capitulo 4.

Para la gravedad en tres dimensiones la accion de Einstein-Hilbert (2.11) esta
bien definida. La teoria puede escribirse en su formulaciéon de primer orden de una

manera similar a lo establecido en la seccion 2.4 y la accién resultante es [17]

Ssq / e; N (dw' + e”kijk) + Eez‘jkez Aed AeF, (3.50)
M

- 167G

donde ahora la base local {¢'} tiene 3 componentes y se define una conexion de
espin w' que toma valores en el dlgebra de Lie del grupo SL(2,R). En |2] se realiza
el anélisis canénico de esta accidén pero con la particularidad de que la direcciéon de
la foliacion del espaciotiempo en este caso sera r en lugar de t. La razon de esto es
que en el contexto de la conjetura AdS/CFT hacer la foliacion de esta manera nos
permite interpretar el vinculo Hamiltoniano como el generador de una evolucion que
nos lleva hacia el borde del espacio AdS. Nos va a interesar vincular las funciones de

onda que satisfacen este vinculo Hamiltoniano con una teoria de campos conforme

definida en el borde de AdS.

El espaciotiempo queda parametrizado utilizando las coordenadas r, ¢, y, dentro
de las cuales haremos que r juegue el papel que en el caso del analisis canénico
estandar toma la variable t. Por lo tanto si hacemos el split de las variables de esta

manera, escribimos los términos de la acciéon en esas coordenadas y reagrupamos
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obtenemos:
1 aB, i i _ap A i k ik
Ssq = e dr dt dy 2¢*" w0, eiq + €67 (200wp; + §eijkejaeﬁ + €jrwlwg)+
Qwieaﬂ(eijkwgezy + Oa€ig),
(3.51)
donde «, 8 =y, t.

Siguiendo las ideas desarrolladas al inicio del capitulo sobre sistemas Hamiltonia-
nos con vinculos y el analisis candnico de la gravedad de Jackiw-Teitelboim podemos
identificar que la accion escrita en estos términos corresponde a tener un Hamilto-
niano que se compone Unicamente de vinculos impuestos por los multiplicadores de

Lagrange e’ y w.. Los vinculos son:

A . ,
Hi = 60‘5(280[1057; + 562']‘]66]0[62 + eijkwjawg)

G, = e (80661»/3 + eijkwgeé) )

(3.52)

Esta teoria tiene seis vinculos que pueden interpretarse de manera analoga a lo
visto en la secciéon 3.2. En ella vimos que habia un tnico vinculo G' que generaba
transformaciones de gauge de grupo SO(1,1), la razon de que tuviéramos un solo
generador de la simetria es que el algebra de Lie de ese grupo tiene un solo generador.
En este caso tenemos tres vinculos asociados a las transformaciones de gauge debido
a que el algebra de Lie del grupo SL(2,R) tiene tres generadores. Por otra parte,
desde el punto de vista geométrico vamos a tener tres vinculos H;. Dos de ellos
se pueden interpretar como los generadores de difeomorfismos en las superficies
bidimensionales de r constante. El vinculo restante es el vinculo Hamiltoniano, que es
el andlogo al definido en la seccién 3.2 en la cual lo interpretamos como el generador
de una evolucion temporal. En este caso se interpreta como una evolucién en la

direccién radial.

3.4. Gravedad de Jackiw-Teitelboim por reducciéon

dimensional

Como veremos en el capitulo 4 al cuantizar canénicamente la gravedad de Jackiw-
Teitelboim tendremos que tratar los vinculos. La manera en la que lo haremos es la
misma que se usa en [2]| al cuantizar la gravedad definida en (3.50). La motivacion

es que del analisis candnico de la gravedad en tres dimensiones en el formalismo de
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primer orden se puede obtener la formulacién de primer orden de la gravedad de
Jackiw-Teitelboim mediante reduccion dimensional [18|. Esta consiste en partir de
(3.51) y asumir que nada depende de la variable y. Luego, resolviendo explicitamente

algunos de los vinculos de la teoria, recuperamos la gravedad bidimensional.

Los vinculos de la gravedad tridimensional forman un sistema de primera clase
al igual que en la gravedad de Jackiw-Teitelboim. Resolveremos los vinculos Gg, G
y Hy. Para hacerlo, haremos un fijado parcial de gauge, es decir impondremos tres
condiciones que junto a estos vinculos forman un sistema de segunda clase. La idea
es que este procedimiento nos lleva consistentemente a un espacio de fases en el

cual al imponer los vinculos restantes recuperamos la gravedad bidimensional. Las

1 pum—

condiciones de fijado parcial de gauge son w,

0, €) = 0y el = 0. Empezamos

resolviendo el vinculo Gy

e k_j
Go = € (Dneop + €ojrwyel,)
_ 1,2 2 1 2 1 1,2
= Oreyo — Oye — wy€; + wye, —wie, +w,e,
.21 2.1
= w,e; —wye,

= 0.

Esta ecuacién admite como solucién e} = 0y w? = 0. Estas condiciones que encon-

tramos resolviendo el vinculo GGy a su vez nos permiten resolver el vinculo G»

ik
Gy =¢*P (eojkwéea — 8,5;60&)

_ 0.1 1,0 1,0 0,1
= Oreya — Oyerp — wye; +w e, —w,e, +we,
_ 0,1

= wye,

= 0.

Si elegimos como solucion w? = 0, ademés se verifica que el vinculo H; se cumple
trivialmente, pues entre las condiciones de fijado de gauge y los resultado obtenidos

de resolver Gy y G2 se tiene que
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A .
H, =8 (28aw@1 + €1k (Eeéeg — wéwﬁ))
= 204wy — 20,wy + A (6?62 —efel) +2 (wgwf - wiw?)

try
=0.

Finalmente la acciéon reducida dimensionalmente queda

Soq ~16:C dr dt woy@eg + wgy&,ef — wltare;
0 A,y
+e, | Owoy — §et e, + Waywyy
(3.53)

A
+ ez <8tw2y + 56?6; — wltwa)

1 1 0
+ w, (atey — Woy€ar — waet) )

Observamos que nuestro procedimiento de fijado de gauge parcial nos llevo del

espacio de fases original en el que los pares de variables candnicas eran (e;, wl) y

(ef,w}) con vinculos G; y H; a un espacio de fases de variables canonicas (e,,wy;),
0 0 2 2 s o . . .
(ef,wy) v (ef,wy) con vinculos G, Hy y Ha. Las condiciones de fijado parcial de

gauge nos permitieron restringir el espacio de fases correctamente pues el efecto
fue de resolver algunos vinculos y eliminar tres pares de variables canénicas. Para
establecer el puente entre este resultado y la gravedad de Jackiw-Teitelboim hacemos

la siguiente identificacion entre las variables 3d y 2d

0

ey — e} (3.54)
el — e} (3.55)
woy — o (3.56)
Way — 1 (3.57)
Wiy — Wy (3.58)

Haciendo esta identificacion notamos que (3.53) es el resultado que hubiéramos
obtenido para la ecuacion (3.25) de haber utilizado r como la variable de la foliacion
en al analisis canénico de la gravedad bidimensional. Es decir, lo que obtenemos es la
foliacion radial de la gravedad de Jackiw-Teitelboim, la cual es la que cuantizaremos

en el capitulo 4. Esta relacion a nivel clésico entre la formulaciéon de primer orden
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de la gravedad en d = 3 y d = 2 servird como motivacién para utilizar el enfoque de
[2] al cuantizar la gravedad de Jackiw-Teitelboim.

Es interesante ver que en la reducciéon dimensional las partes de la conexion
de espin que dependen de la variable reducida pasan a ser los multiplicadores de
Lagrange que imponen la condicién de curvatura nula en la conexiéon de espin de la
formulaciéon de primer orden de Jackiw-Teitelboim, mientras que las partes espaciales
de la base local de la teoria tridimensional que quedan luego de la reduccion se
identifican con elementos de la base local de la teoria bidimensional.

Una vez entendido el analisis canénico de la teoria clésica, estamos en condicio-
nes de entender qué ocurre al intentar cuantizar. En el capitulo 4 estudiaremos un
esquema de cuantizacion canoénica y veremos qué ocurre con los vinculos de la teoria

a nivel cuantico cuando obtengamos los funcionales de onda de la misma.

27



Capitulo 4

Cuantizacion de Jackiw-Teitelboim

en el formalismo de primer orden

Hasta ahora todo lo que vimos es a nivel clésico. Queremos ahora entender cémo
podemos definir la teoria cuantica a partir del andlisis realizado en las secciones
anteriores. Como discutimos, desde el punto de vista Hamiltoniano la gravedad es
un sistema vinculado. En este capitulo repasaremos algunas nociones bésicas sobre
cuantizaciéon canoénica, comentaremos sobre la cuantizacion de sistemas vinculados
en general y lo aplicaremos a la gravedad de Jackiw-Teitelboim en la formulacion
de primer orden.

El resultado principal de este capitulo es que los estados cuanticos de esta teoria
pueden escribirse en términos de un objeto que puede interpretarse como la funciéon
de particiéon de una teoria de campos en 0 + 1 dimensiones, en analogia con lo que
se encontr6 en [2]. Como veremos, la expresion que encontramos involucra a este
objeto dentro de una integral de caminos sobre las variables de configuraciones de

la teoria.

4.1. Geometria en el espacio de fases y cuantizacion

canonica

Estudiar la gravedad desde el formalismo Hamiltoniano tiene la ventaja de que
hay un camino concreto hacia la cuantizacion que es la cuantizaciéon canénica. Para
entender como funciona este esquema en el contexto gravitatorio primero hay que
entender cual es la relacion entre el espacio de fases clasico y las relaciones de

conmutacion cuanticas. En las siguientes subsecciones desarrollamos brevemente esta
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relacién.

4.1.1. Espacios de fase

De la misma manera que el espaciotiempo se modela como una variedad diferen-
ciable donde existe un tensor métrico, el espacio de fases clasico puede definirse como
una variedad simpléctica [14, 15]. Esto es, una variedad diferenciable de dimension
d = 2n en la cual se define una 2-forma que dado un sistema de coordenadas local
{x!,...,2*} se puede escribir como Q = Q;; dz* Ada?, siendo la matriz §2;; invertible.
Ademas esta 2-forma es cerrada en el sentido de que df2 = 0. Aqui €2 va a tener un
papel andlogo al que tenia el tensor métrico en una variedad pseudoriemanniana,
solo que en lugar de definir un producto interno entre vectores del espacio tangente
nos servira para definir el corchete de Poisson. A esta 2-forma se la denomina forma
simpléctica.

El teorema de Darboux establece que para un parche local en una variedad
simpléctica es posible elegir coordenadas locales {¢',...,¢", p1,...,pn} de forma tal

que la forma simpléctica se escribe

Q = dq' A dp;, (4.1)

donde los ¢* pueden pensarse como las posiciones generalizadas y los p; como sus
momentos conjugados.
La forma simpléctica nos permite definir la dinamica en el espacio de fases. A

partir de un Hamiltoniano H, podemos definir su campo vectorial asociado como

dH(Y) = Q(Y, Xp). (4.2)

Es decir, Xy se define como el campo vectorial tal que para todo Y € T'M la 2-forma
2 actuando sobre ambos es igual a la accién del diferencial de H sobre el campo
Y. La interpretacion geométrica de Xy es que en cada punto del espacio de fases
da un vector que apunta en el sentido en el que evolucionan las variables candnicas.
Por lo tanto, la evolucion temporal de X (¢) = (¢*(2), ..., ¢*(£), p1(t), ..., pa(t)) son las

curvas integrales definidas por la ecuacién
dX (t)
dt

Utilizando las coordenadas de Darboux, Xy se escribe en la base {0,i,0,,} como

~ Xy (4.3)
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Xpg = A'Qy + Bid,,, (4.4)

para algunos coeficientes A y B;.
Las ecuaciones de Hamilton se obtienen de los resultados anteriores. En particular,
a partir de la ecuacion (4.2) podemos calcular cada lado de la igualdad por separado

eligiendo Y = 9,:. Haciendo esto obtenemos una relacion entre los coeficientes B’ y
derivadas de H

oH

i) = — 4.
aH(O,) = G (1.5
09y, Xy) = —B". (4.6)

Por lo tanto
o0H 4

— 4.

o (4.7

Analogamente si elegimos Y = 0,, encontramos una relacion para los coeficientes A;

OH

dH (0, ) = — 4.
(@) = 5 (43)
Q0 Xu) = A (4.9)

De esto se deduce que
0H

= A,. 4.1

Ipi ' (4.10)

Si sustituimos los resultados (4.7) y (4.10) en (4.4) vemos que efectivamente el
sistema de ecuaciones dado por (4.3) corresponde a las ecuaciones de movimiento
de Hamilton para las variables canonicas (3.11).

Otra observaciéon importante es que eligiendo las coordenadas de Darboux la
forma simpléctica induce los corchetes de Poisson en su forma estdndar. Para dos
funciones cualquiera f y g en el espacio de fases su corchete queda definido mediante

la relaciéon

{f, 9} = Q(Xy, Xy), (4.11)
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donde Xy y X, son los campos vectoriales asociados a las funciones f y g respecti-
vamente.

En conclusion, (4.2) define la dindmica del sistema a partir de una condicion
geométrica sobre el espacio de fases, es decir, sin necesidad de hacer referencia a un
sistema de coordenadas particular. Lo interesante de esta construccién es que nos
muestra que esencialmente el espacio de fases y su dinamica estan bien definidos
cuando tenemos una funcién diferenciable H y una 2-forma invertible y cerrada 2.
En la seccion 4.2 veremos qué problemas pueden aparecer al definir el espacio de

fases de una teoria con vinculos desde esta perspectiva geométrica.

4.1.2. Cuantizaciéon candnica

Una vez que tenemos definido adecuadamente el espacio de fases el corchete de

Poisson entre las variables canénicas es

{¢',p;} = 0} (4.12)

En el procedimiento de cuantizacion candnica las variables canonicas (¢', p;) se pro-
mueven a operadores (¢, p;) y se define la relacion de conmutacion a partir del
corchete de Poisson haciendo la sustitucion {, } — [, ]. Esto da lugar a las relacio-

nes de conmutacion canoédnicas

[§", p;] = i} (4.13)

En teoria de campos hay que llevar esto al continuo, pues no se tiene un ntimero
finito de grados de libertad ¢' sino que cada punto del espacio tiene un grado de
libertad por cada campo definido en la teoria. Lo que tiene sentido contar en este
contexto es los grados de libertad por punto del espacio. Por lo tanto las coordena-
das generalizadas ¢'(t) se sustituyen por las configuraciones de los posibles campos
¢*(t, 7). El indice 7 original se ve sustituido por un indice continuo Z que toma va-
lores en el espacio y un indice k que queda indica a cuél de los campos de la teoria
se hace referencia. Estos campos ¢y (¢, ¥) tienen asociados sus momentos conjugados

I, (¢, Z). Las relaciones de conmutacion canénicas en el continuo son [19]

[0 (t, &), T (¢, )] = 6, 6(T — 7). (4.14)
Notar que las relaciones de conmutacion estan evaluadas a tiempos iguales para los
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dos campos!.

4.2. Cuantizacion de sistemas vinculados

El esquema de cuantizacion canénica funciona cuando el espacio de fases esta bien
construido. Nos interesa cuantizar la gravedad de Jackiw-Teitelboim en el formalismo
de primer orden, que como vimos, desde el punto de vista Hamiltoniano es un sistema
vinculado. Con esta motivacion describiremos brevemente qué ocurre con el espacio
de fases en teorias con vinculos y su cuantizacion [15].

Sobre el final de la secciéon 3.1 comentamos que ante la presencia de vinculos de
primera clase la evolucion temporal de una funcién arbitraria no esta bien definida
debido a que los vinculos de primera clase estan asociados a transformaciones de
gauge. A partir del contenido de la seccion 4.1.1 estamos en condiciones de explicar
esto desde el punto de vista geométrico. Supongamos que tenemos un espacio de fases
bien definido que denominaremos My, y sobre este queremos imponer una serie de
vinculos ¢; = 0. La pregunta de si sobre la superficie de vinculos queda definido
un espacio de fases es equivalente a preguntarnos si la subvariedad ¥ definida por
¢; = 0 hereda las propiedades simplécticas del espacio My;,.

Sobre My;,, por ser un espacio de fases, existe una 2-forma ) que es cerrada y
no degenerada. Geométricamente, para que la superficie ¥ sea un buen espacio de
fases la restriccion Q = Q|40 debe ser una forma simpléctica. Resulta que cuando
todos los vinculos son de segunda clase este es efectivamente el caso.

Sin embargo, cuando existan vinculos de primera clase ) es degenerada. En este
caso, como veremos a continuacion, € no es una forma simpléctica, pues no es inver-
tible, sino que se conoce como forma presimpléctica. En particular, si consideramos
los campos vectoriales asociados a los vinculos, X li, se puede probar que estos son

tangentes a la superficie ¥ y ademas
QuX., =0. (4.15)

Es decir, como campos vectoriales definidos en ¥ son vectores nulos de la forma
presimpléctica inducida €2, lo cual implica que esta no es invertible.
Esto muestra que X no es un buen espacio de fases. Para tener una forma sim-

pléctica inducida sobre la superficie de vinculos, es necesario restringir atun més el

IEn esta expresion, los campos se encuentran en la representacion de Heisenberg, de ahi su
dependencia en el tiempo.
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espacio de fases mediante la eleccion de condiciones de fijado de gauge g,. Esta es
otra forma de ver que los vinculos de primera clase generan transformaciones de
gauge. Como los campos asociados a estos vinculos estan en el kernel de la forma
presimpléctica 2, para definir correctamente el espacio de fases el flujo de estos
campos se debe factorizar. Esto es precisamente fijar el gauge, elegir un tnico repre-
sentante de cada érbita del flujo generado por los campos vectoriales asociados a los
vinculos de primera clase. La manera de hacer esto es elegir tantas condiciones de
fijado de gauge g, = 0 como vinculos de primera clase, de forma que restringimos
el espacio de fases My, a la superficie ¥ dada por ¢; = 0y g, = 0. Las condiciones
de fijado de gauge son buenas si el sistema formado por los vinculos (¢;, g,) es de
segunda clase, ya que como mencionamos, en ese caso la forma simpléctica inducida

es no degenerada y finalmente tenemos un espacio de fases bien definido.

Para cuantizar, debemos partir de un espacio de fases bien definido. Debido a
esto hay dos enfoques sobre como tratar la cuantizaciéon en el caso de un sistema
vinculado. Por un lado, podriamos primero resolver los vinculos de la teoria a nivel
clasico junto con sus condiciones de fijado de gauge correspondientes. De esta manera
se obtiene el espacio de fases 3 y luego es posible aplicar el mapa de cuantizacion
canoénica. Por otra parte, podriamos pararnos sobre el espacio de fases irrestricto
My, cuantizar canénicamente las variables ¢¢, p; y luego imponer las ecuaciones de
los vinculos ¢; = 0 como operadores actuando sobre el espacio de Hilbert de las

funciones de onda

$i) = 0. (4.16)

Al primer enfoque se lo conoce con el nombre de constrain first mientras que el

segundo enfoque lleva el nombre de quantize first.

La cuantizacion de sistemas vinculados no es sencilla, uno de los problemas que
pueden surgir es que estos dos procedimientos no necesariamente devuelven el mismo
resultado, por lo que a menudo la definicién de la teoria a nivel cuantico puede
tener ambigiiedades. En nuestro caso, al estudiar la cuantizacion de la gravedad
bidimensional usaremos un enfoque hibrido: resolveremos algunos de los vinculos a

nivel clasico y otros quedaran impuestos a nivel cuantico.
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4.3. Foliaciéon radial y cuantizacion

En el contexto de la conjetura AdS/CFT queremos vincular la gravedad definida
en el interior del espaciotiempo con una teoria de campos en el borde del mismo.
En la secciéon 3.3 mencionamos que utilizar r como coordenada de la foliaciéon en
el analisis canénico da lugar a un vinculo Hamiltoniano que se interpreta como

generador de la evolucion en la direccion radial del espaciotiempo.

En [2] se estudi6 la gravedad en 3 dimensiones en el formalismo de primer orden
haciendo una foliacion radial del espaciotiempo. El resultado principal de ese analisis
es que las funciones de onda que satisfacen el vinculo Hamiltoniano a nivel cuantico
se pueden escribir como una integral de caminos que involucra la funciéon de particion
de una teoria de campos que satisface una identidad. Motivados por la relaciéon entre
estas teorfas descrita en la seccion 3.4, el objetivo del resto del capitulo es demostrar
un resultado analogo para la gravedad bidimensional. Por esto, nuestro punto de
partida es la foliacion radial de la gravedad de Jackiw-Teitelboim en el formalismo

de primer orden

A
Srr = / dr dt ¢,0,ef —w 0, p+ep (8,:% — (b—eab el — gbbebawt) +w, (atgb + (bae“beb) )
M

2
(4.17)

En la seccién 3.2 hicimos el anélisis canénico estandar usando ¢ como la coorde-
nada de la foliacion. Repetimos ese anélisis ahora usando la foliacion radial. A partir
de (4.17) podemos leer que las variables canonicas ahora son (ef, ¢,) v (¢, w;). Tam-
bién podemos notar que los vinculos de la teoria en la foliacion radial se escriben

como los vinculos en la foliacién temporal intercambiando ¢ por r.

G = 0,0 + pacie (4.18)
H, = 0,04 — %eab el — ppelwy,. (4.19)

De manera analoga al caso de la foliacion temporal definimos los vinculos L y H

mediante las ecuaciones
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L=¢/H, +wG (4.20)
H = eled My, (4.21)

Ahora la interpretacion de los vinculos cambia ligeramente. GG sigue generando la
simetria en el indice interno sobre las variables candnicas, pero L es ahora el gene-
rador de difeomorfismos temporales sobre las superficies de r constante y el vinculo
Hamiltoniano H, como ya mencionamos, se interpreta como el generador de una
evolucion en la direccion radial.

Como se mostré en la seccion 4.2, hay dos maneras de tratar un vinculo de
primera clase al cuantizar un sistema vinculado, o se complementa con una condicién
de fijado de gauge y se resuelve explicitamente o se impone como un operador que
aniquila la funciéon de onda. En esta teoria tenemos tres vinculos de primera clase,
L, Gy H. Por analogia con el procedimiento utilizado en [2] lo que haremos es fijar
parcialmente el gauge. En particular, resolveremos explicitamente el vinculo G y
luego impondremos los vinculos restantes a nivel cuantico.

Como el vinculo G esta asociado a la simetria de gauge de rotaciéon en los in-
dices internos, podemos interpretar que hay una redundancia en tener €’ y el ya
que podriamos rotar uno en el otro. Esta observaciéon nos muestra que podemos

establecer

el =0 (4.22)

como condicion de fijado de gauge parcial. Esto es similar al procedimiento de re-
duccién dimensional de la gravedad tridimensional de la seccion 3.4. Usaremos la
ecuacion (4.22) como condicion de fijado de gauge para resolver el vinculo G.

De acuerdo a lo discutido en 4.2, esta es una buena condicién de fijado de gauge
pues forma un sistema de segunda clase con G = 0. La resolucién de este vinculo

junto con (4.22) fija una condicién sobre ¢4

_ 00

e

¢1 (4.23)

Observemos que en el proceso de fijado parcial de gauge resolvemos el par (e}, ¢;)
pasando de un espacio de fases con tres pares de variables canénicas y tres vinculos
a un espacio de fases con dos pares de variables candnicas y dos vinculos. Notese

que una variable la fijamos a cero y la otra queda escrita en funcién de algunas de
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las variables canoénicas restantes. Esta observacion va en la linea de la discusion 4.2.
La teoria dada por (4.17) se puede pensar como tener un espacio de fases irrestricto
M., que tiene tres pares de variables candnicas donde imponemos los tres vinculos
G, Ly H. Como estrategia para cuantizar lo que estamos haciendo es primero definir
el espacio M}, como la superficie dada por G = 0 y e} = 0. Sabemos que M, es
un buen espacio de fases porque G y e} forman un sistema de segunda clase, sobre
este espacio nos quedan por imponer los vinculos H = 0 y L = 0. Sobre ese espacio
de fases bien definido Mjy;, aplicamos el mapa de cuantizacién canoénica sobre las
variables canonicas restantes (), ¢g) y (¢, w;). Finalmente, imponemos los vinculos
L y H a nivel cuantico. Esto es un hibrido entre el enfoque de restringir primero
el espacio de fases para luego cuantizar y el enfoque en el que primero se cuantiza
el espacio irrestricto para luego imponer los vinculos directamente a la funcion de

onda.

Una vez resuelto este vinculo solo queda una variable asociada a la base local ef

por lo que podemos renombrar

e =e. (4.24)

Luego del fijado parcial de gauge y redefiniendo H — % los vinculos restantes son

L = eH, (4.25)
= —H,. (4.26)

Aunque rompimos la simetria de gauge al resolver el vinculo G, se sigue verificando
que L genera difeomorfismos sobre las variables canénicas residuales. Esto implica
que implementar el vinculo a nivel cuantico es sencillo, basta con elegir un funcional

de onda V¥le, ¢] que sea invariante bajo difeomorfismos para que automaticamente

LV[e, ¢] = 0. (4.27)

Finalmente solo queda imponer la ecuaciéon asociada al vinculo Hamiltoniano H.

Como veremos en la siguiente seccion esto es mas desafiante.
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4.4. FEcuacion de Wheeler-DeWitt

Historicamente, la idea de promover los campos a operadores en el contexto
gravitatorio viene de los trabajos de Wheeler y DeWitt [20]. En ellos, a partir de
la foliacion del espaciotiempo usando la coordenada temporal, se encuentran los
vinculos de la gravedad en d = 4 en el formalismo métrico. Estos vinculos se expresan
en términos de la métrica inducida en las superficies foliantes. Al promoverlos a

operadores actuando sobre un funcional de onda se tiene por un lado

BY =0, (4.28)

donde los P; son los operadores asociados a los tres generadores de difeomorfismo
espaciales en las superficies de ¢t constante. Por otra parte se tiene H el vinculo Ha-
miltoniano que representa la evoluciéon temporal. Sobre el funcional de onda impone

que

HUle, ¢ = 0. (4.29)

A esta ecuacion se la conoce con el nombre de ecuaciéon de Wheeler-DeWitt. En
nuestro contexto debemos resolver la ecuacion de Wheeler-DeWitt radial, pues es
en esa direccién que planteamos la foliacién del espaciotiempo. Otra observacion
es que nosotros lo estamos haciendo en el formalismo de primer orden, por lo que
ademas del vinculo Hamiltoniano H y el generador de difeomorfismos L tuvimos
que lidiar con el generador de la simetria en los indices internos G.

En [2] se encontraron soluciones a la ecuacion de Wheeler-DeWitt radial para
la gravedad tridimensional. Los funcionales de onda se pueden escribir como una

integral de caminos de una métrica auxiliar £

Ulet, o] = ein JoeTne” /DE e~ Js(ET—eNE"—T) 71, (4.30)

Donde k es una constante positiva, et y e~ son 1-formas que parametrizan la geo-
metria de las superficies de radio constante y Z es la funciéon de particion de una
teoria de campos bidimensional que esta restricta a cumplir la identidad de Ward
(1.4).

Retomando el paralelismo entre la gravedad en tres dimensiones y la gravedad
de Jackiw-Teitelboim expuesto en la seccion 3.4, e inspirados en el resultado dado

por (4.30), comenzamos proponiendo un ansatz para la solucion de la ecuacion de
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Wheeler-Dewitt radial en el caso bidimensional.

Ule, ¢] = / DED e oot b] o0~ 7 ). (4.31)

La idea es que al promover las variables canénicas a operadores y aplicar el vinculo
H sobre (4.31) determinaremos a, b y las propiedades que debe cumplir la funcion
de particion Z[E, ®] para que ¥ efectivamente sea solucion. Esto se muestra expli-
citamente en las secciones 4.4.1 y 4.4.2. Los céalculos de esas secciones son analogos
a los que aparecen en [2], donde se demuestra que (4.30) es solucion de la ecuacion
de Wheeler-DeWitt radial tridimensional.

Por simplicidad, podemos redefinir los campos e y ¢ mediante las transformacio-
nes e — 4/ %‘ ey o — 4/ ‘%l ¢ para absorber el factor negativo A /2. Luego, aplicamos
la transformacion canonica ¢ — —¢ para que la forma simpléctica en (4.17) sea de

signo positivo. Finalmente, el vinculo H a imponer es

Para resolver el vinculo a nivel cuantico debemos ver como acttuan las variables
canodnicas sobre un funcional de ondas una vez que se promueven a operadores. Po-
demos expresar el funcional de onda en términos de las variables de configuracion e
v ¢, lo que es analogo a elegir el espacio de posiciones para representar la funciéon de
onda en mecanica cuantica ordinaria. En esta representacion, e y ¢ acttian multipli-
cativamente sobre W, mientras que sus variables conjugadas actiian como derivadas
funcionales de manera analoga a como actiian los momentos sobre una funciéon de

onda escrita en el espacio de posiciones. Por lo tanto

- 0

- —jk— 4.
(bo Zk56 ( 33)
R L0

Aqui aparece k = 167G, /‘—/2\| debido a que la redefiniciéon de los campos e y ¢

cambia la forma simpléctica en (4.17). La ecuacion (4.29) puede escribirse como una

ecuacion funcional

Bhod ,30 6 B

Para demostrar que nuestro ansatz es soluciéon dividimos la prueba en dos partes.
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Por un lado analizaremos la accion sobre el funcional de onda del término cinético
T = dowy + e, (4.36)

y por otro lado la accién del término de potencial

R=—0,(8/e). (4.37)

La idea de la prueba es determinar cémo la accion de estos operadores se refleja

sobre Z[E, ®] para entender qué propiedades debe cumplir.

4.4.1. Término cinético
En la demostracién que sigue es 1til para las manipulaciones algebraicas escribir
el funcional de onda como
Tle, ¢ = eafdt’e¢/DE DOKle, ¢, B, D) Z[E, D). (4.38)

Donde queda definido el “kernel”

Kle,¢, B, ®] = ¢t ' (E=e)(®=¢) (4.39)

Como veremos a continuacion este kernel es ttil porque al actuar sobre él podremos
hacer equivalencias entre operadores que dependen de nuestras variables candnicas
e v ¢ y operadores que dependen de las variables de integracion E y ®. Primero
debemos entender como la acciéon del término cinético se traslada a un operador
actuando tunicamente sobre el kernel. Para pasar la accién del término cinético al

kernel debemos observar que al elegir

a=1/k (4.40)

se cumple que

(Gowy + e0) Wle, @] = ei I <0 / DED® ( (1, — ie) (o — i9) + e0)
Kle, 6, E, ®)Z [E, ®].

(4.41)

Mediante un calculo directo se verifica que este operador se puede descomponer de

la siguiente manera
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~ ~

(1 — ie)(¢o — i) + ed = éwt(ﬁbo —2i¢) + %ng(wt — 2ie) — i[do, €]. (4.42)

Ahora podemos utilizar el kernel para escribir esto en términos de las variables de

integracion E y ®. Para esto notamos que si fijamos

b=-2/k (4.43)
se cumplen las siguientes igualdades

(b — 2ip)K = —2iDK (4.44)
(g — 2ie) = —2iEK (4.45)

. )
w K = Zk5_¢K (4.46)

o
oK = Zké_EK (4.47)

- )

[¢0, €] K =ik [(5_E’ E] (4.48)

Utilizando estas propiedades la ecuacion (4.41) queda

. 1 / 0 0 g
R _ o3 Jdt'ep — —_— e
(¢0wt + e<15) Ule,¢] = e /DED‘M <q)5q> TESET {5E’ ED (4.49)

Kle, ¢, E,®|Z [E, D] .

Ademas, podemos simetrizar el término del conmutador, pues actuando sobre el

E} =1 [i @} + 1 [i E}, por lo que si definimos el

kernel se cumple que [ 0 5 1385 5 135

SE>
operador de dilatacién como

5 5 5
2 _9l 4+ B2 4
50 50 T TGE (4.50)

s\' o 5

(L) =24 2 E, 451

<5¢) 50 T 5E (4.51)



Obtenemos entonces el siguiente resultado

T
(dowy + e¢) e, ¢] = ex | & 6¢/DED<I> K (5(; (6%5) > Kle,¢, E,®|Z [E,®].
(4.52)

El dltimo paso consiste en asumir que las medidas de integraciéon se pueden
definir de manera tal que el operador 2 35 € anti-Hermitico y que podemos integrar
por partes dentro de la integral de caminos. Tenemos entonces

(pow; + e) Ve, ¢] = ekfdt’€¢/DEDq> Kle, ¢, E, @] (ké(;) Z[E,®]. (4.53)

Notar que este paso es radicalmente distinto en 2 dimensiones debido a la presencia
de la anomalia de Weyl en la medida de integracion gravitatoria en ese caso [2].
Asumimos que para la medida de integracion considerada este efecto no esté pre-
sente. De cualquier manera, un estudio més detallado de este aspecto de la medida

de integracion en nuestro caso queda por fuera del alcance de este trabajo.

4.4.2. Término de potencial

Queremos entender ahora como actta el término de potencial R(e, ¢) sobre el
funcional de onda. Primero notamos que, al no depender de los momentos, la accién
de este término pasa directamente multiplicando al kernel. De la misma forma que
en el analisis del término cinético, utilizaremos la forma del kernel para trabajar en

términos de las variables de integracion E y ®. Para ello definiremos dos operadores

ko
0= 53 (4.54)
k o
¢ =550 (4.55)
Su utilidad es que actuando sobre el kernel se cumple
(E+1,)K =eK (4.56)
(¢ +11,)K = ¢K. (4.57)

En lo que sigue no escribimos la derivada temporal global que aparece en R, ya

que asumimos que sale fuera de la integral de caminos y por lo tanto no juega un
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papel relevante en estos célculos. Las ecuaciones (4.56) y (4.57) permiten concluir
que la acciéon de R(e, ¢) sobre el funcional de onda es equivalente a la accién sobre

el kernel de R(E +1I., ® +I14). Podemos calcular explicitamente

R(E +11.,® + I1,) = R(E, ®) + (atm - ‘%@He) (E +11,)"", (4.58)

Nos concentramos ahora en como es la accion del segundo término del lado derecho
de la ecuacion (4.58) sobre el kernel, en primer lugar
0P

(atn¢ - %@He) (E+1L) 'K = (atm - f1L> e K. (4.59)

Llamemos J al operador (8JI¢ — %I)He). La accién de R sobre el funcional de onda

es

Rle, ¢)Ule, ¢ =ek [ 4'e (/DEDCI)R(E, ®)Kle, ¢, E,®|Z [E, D]
(4.60)
+/DED<D6_IJK[G,¢,E,CI>]Z[E, @]).

Dado que las variables E' y ® tienen las mismas relaciones de conmutacion con %E y
) . ) ) . ~
55 que las que tienen e y ¢ con 5y 35 podemos verificar que el operador J genera

las siguientes transformaciones sobre las variables de integracion

{ / dtaj,cp(t')} - —%atcp (4.61)

{ / dtaj,E(t’)} =9, (%) E— (%) 0,E. (4.62)

Estas transformaciones son generadores de difeomorfismos de parametro a/FE.
Como las medidas de integracion DFE y D® son invariantes bajo difeomorfismos es
posible integrar por partes para pasar la accion de JaZ [E, ®], que a su vez la
elegimos invariante bajo difeomorfismos de £y ®, por lo que J la aniquila. Debido
a este argumento el segundo término del lado derecho de la ecuacion (4.60) se anula,

por lo que
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R(e, ¢)Ule, ¢] = en ] U'e® /DED(IDK[e, ¢, E,®|R(E,®)Z [E,®]. (4.63)

Juntando los resultados del término cinético y el término de potencial encontramos

que la accion de H sobre el funcional de onda es

HUle, ¢] = @ifdt’w/DE DO Kle, ¢, E, D] <—at (%I)) - k%) Z|E,®]. (4.64)

El resultado final es que pedir que esta integral de caminos sea solucion de la ecuacion
de Wheeler-DeWitt es equivalente a pedir que la funciéon de particion Z obedezca

con la identidad

(—at (%b) + k%) Z|E,®] = 0. (4.65)

Esta condicion es el andlogo de la identidad de Ward conforme (1.4) que debe satisfa-

cer Zo4 en las soluciones de la ecuacion de Wheeler-DeWitt en el caso tridimensional.
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Capitulo 5

Estados cuanticos gravitacionales y

la deformacion T'T

En el capitulo anterior encontramos soluciones a la ecuacion de Wheeler-DeWitt
radial como una integral de caminos que involucra una funciéon de particion sujeta a
cumplir cierta identidad. Un resultado importante que mostraremos en este capitulo
es que al evaluar esas soluciones en campos e y ¢ constantes el funcional de ondas
se reduce a una integral ordinaria.

Para el caso tridimensional, al evaluar las soluciones de la ecuacion de Wheeler-
DeWitt radial (4.30) en valores constantes de los campos se obtiene la deformacion
TT de la funcion de particion Z,y. Estableceremos un resultado analogo para el caso
bidimensional. La integral ordinaria a la que se reducen nuestras soluciones radiales

puede interpretarse como una deformacion del tipo 7T de la funcién de particion
Z.

5.1. Compactificacion

Como vimos en el capitulo anterior, las soluciones halladas al resolver el vinculo

Hamiltoniano a nivel cuantico se pueden escribir como

Tle, ¢] = / DE Dde 7 /42 E) 7 1F @], (5.1)

donde Z cumple la identidad dada por la ecuacion (4.65). Omitimos el factor ex [ di'es
porque serd una constante irrelevante para el analisis que sigue.
De acuerdo a la discusion del capitulo 1, las soluciones de la ecuacion de Wheeler-

DeWitt radial en d = 3 se pueden interpretar como la deformacién a lo largo del
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flujo de TT de una funciéon de particiéon Zsy cuando la métrica inducida es plana
y se compactifica en el tiempo y el espacio [3]. Ademas, desde el punto de vista de
la deformacioén T'T esto puede pensarse como acoplar a la teoria no deformada una
teoria de gravedad cuéntica en el toroide.

Con el objetivo de construir un anélogo de [3| en una dimensién menos, compac-
tificamos la coordenada temporal ¢, la cual tomara valores en [0, 1]. De esta manera,
las superficies de r constante en la foliacién del espaciotiempo son difeomorfas a
circulos cuya geometria queda descrita por el campo e(t). Estos circulos son el equi-
valente unidimensional del toroide donde se define la termodinamica de las Zs,.
Ademas, evaluaremos las soluciones (5.1) en valores constantes de los campos e y
¢. Geométricamente esto es equivalente a fijar la longitud del circulo, que es una

cantidad invariante bajo difeomorfismos dada por

/1 e(t)dt = e. (5.2)

5.2. Fijaciéon de gauge y procedimiento de Faddeev-

Popov

Ahora veremos como la integral de caminos dada por (5.1) se localiza en una in-
tegral ordinaria. En primer lugar, la integral es invariante bajo difeomorfismos de las
variables canoénicas e y ¢. Esto es necesario para imponer a nivel cuéntico el vinculo
L que genera los mismos. Sin embargo, (5.1) no es invariante bajo difeomorfismos
de E y ®. Podemos agregar esta simetria a costa de introducir un campo auxiliar X

que actie como un difeomorfismo de las variables canénicas de la siguiente manera

Ule, ] = %e—i X 0)-0)(Xe(X0)-E) 7 5 ] (5.3)
Aqui Vol(dif f) corresponde al volumen del grupo de difeomorfismos. La inclusion
de este campo auxiliar no cambia la integral de caminos. Esto se debe a que aunque
estamos agregando un campo también estamos agregando una simetria de gauge.
En particular si realizamos el procedimiento de Faddeev-Popov [19, 21] a (5.3) se
vuelve a obtener la integral de caminos original. Consideremos la condiciéon de fija-
cion de gauge 1 = [ Dv§(X®) —)J(X) donde J(X) es el determinante de Faddeev-

Popov. En este caso J(X) = 1. Para mostrar esto partimos de la propia condiciéon
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y vemos que se cumple

[ Duviow) 1
- vV detP B VdetP’

donde P es el operador que relaciona a primer orden la variaciéon de la condicion de

JH(X) (5.4)

fijacion de gauge con un difeomorfismo infinitesimal. Trabajando dentro del soporte
de la delta el campo X cumple X (v) =t y por lo tanto un cambio infinitesimal en

la condicion de fijacion de gauge seria

Xt 1= XO T4 50X = dv. (5.5)

Esto muestra que el operador P que lleva el difeomorfismo infinitesimal a la variaciéon
de la condicién de fijado de gauge es la identidad y entonces J~! =1 = J. El truco
de Faddeev-Popov es precisamente incluir esta identidad en la ecuacion (5.3). Al

introducir esta condicién sobre el campo X obtenemos

DEDPDX

Do §(X® _ I =2 [ AGX0)-8)(Xe(XW)~E) 7 15 $] . (5.
vaairy) < neo

Ve, ¢] =

Por un lado, las medidas de integraciéon y la funciéon de particiéon son invariantes

bajo difeomorfismos, es decir

DE = DEWY) (5.7)
DO = DO (5.8)
ZE,®| = Z[E™, W] (5.9)

También es invariante bajo difeomorfismos la exponencial

o~ 2 [ dH@(X (1)~ ) (Xe(X(1)-E) _ 6—%fdt(qﬁ(X(”)(t))—@(”))(Xme(X‘”)(t))—E(”)). (5.10)

A partir de estas observaciones podemos transformar la ecuacion (5.6) en
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DE® D™ DX )
t/ Dus(XW - 1)
Vol(dif f) (5.11)
HEICERION @”xxwdxwu»4WOZ[E@>¢@q.

Si integramos la delta bajo la medida DX ™ tenemos

DEV DO Dv 2 p (4
Vol(dif f)

\I[[€7 ¢] — CP(U))( ()7E'(’U))Z [E(v), @(’v):| ) (512)
Aqui, mediante el difeomorfismo inverso a v podemos hacer el cambio de variable
E® — Ey ®® — &, aprovechando que las medidas de integracion y la funcion de
particion son invariantes bajo difeomorfismos, lo cual nos hara perder la dependencia

en v y nos permitiré factorizar su integral de la siguiente manera

DED®
_ [ e 2 [ dt(¢(t)~®)(e(t)—E)
Ule, p] = deﬁj)</1m>e dt(g(t)—@ Bz E,®]. (5.13)

La integral [ Dv es de hecho el volumen del grupo de difeomorfismos Vol(dif f),
por lo que estos factores se cancelan entre si y finalmente recuperamos la expresion
(5.1).

Una vez mostrada esta equivalencia trabajaremos con la expresion (5.3). Para
analizar esta integral de caminos es conveniente usar una condicién de fijado de
gauge. Esto puede lograrse mediante el truco de Faddeev-Popov introduciendo en la

integral la siguiente identidad

1:/Dg/DE&m@—®Jwy (5.14)

En esta identidad dentro del soporte de la delta estamos llevando a la uno forma
E a una constante £ mediante un difeomorfismo v. Insertando esta identidad en la

ecuacion (5.3) obtenemos

DED®DE DX Dv

() _ T\ 2 [ dt((X(1))~@) (Xe(X (1)~ F)
Vol(dif ) 6(E—E)e Z |E,®| J|E].

(5.15)
Dado que tanto J, Z, la exponencial y las medidas de integracion DE, D® y DX son

Ve, ¢] =
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invariantes bajo difeomorfismos podemos pasarles el difeomorfismo v sin modificar

el funcional de onda, de forma que lo anterior se convierte en

(v) _
Vol (dif f) oE E) (5.16)

dt(H(X ) ()= ) (X (X ) (1))~ E™)) Z [E® o0 J[EW),

/ DE® DO® DEDX® Dy -
2f

Este paso nos permite factorizar el volumen del grupo de difeomorfismos de la misma
manera que antes. También estamos fijando las uno formas E a valores constantes

E, ya que integrando la delta con la medida de integracion DE®) tenemos

Ule, ¢] = / dE DO DX ¢/ X 0)=0)(XeX)=-F) 71 F ) J[E). (5.17)

Notar que ahora la integral sobre la variable E es una integral ordinaria. Lo
siguiente es calcular la integral de caminos en el campo X, para esto definimos el

producto interno en el espacio de los campos escalares dado por

(8Y,8Y") = G,(8Y,6Y") = / dt6Y 6Y"™* E. (5.18)

El campo X por definicién es un mapa del circulo en el circulo parametrizado por
una coordenada t € [0, 1] que en el caso mas general cumple X (¢t + 1) = X (t) + n.
Sin embargo, como X es un difeomorfismo entonces el nimero n que representa
la cantidad de vueltas debe ser 1. Con esto en cuenta, el campo auxiliar se puede
parametrizar como X (¢) =t + Y (¢) con Y una funcion periodica que cumple Y (¢ +
1) = Y (¢). Debido a esta parametrizacion del campo X integrar en el espacio de
estos campos es equivalente a integrar en el espacio de funciones periddicas Y. La

integral de caminos en el campo X que queremos calcular es

I= / DX ek JOX(©(6-®) (5.19)

Si introducimos la forma del campo X en términos de la funciéon peridédica Y en

(5.19) e integramos por partes obtenemos

[ — o ileo-®) / DY =% [ Yoro—®). (5.20)

Un campo Y genérico puede escribirse como un desarrollo en modos de Fourier
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Y =Yo+ > 07 Yle"™ a partir de esto podemos separar la integral de caminos
para Y como [DY = [DY, [DY’, donde [ DY’ corresponde a la integral en los
modos de Fourier no constantes y la integral [ DY a la parte asociada al modo

constante. La integral de caminos queda

[=ew Jelo2 /DYO/DY’ T [Youe—® (5.21)

Para definir la integral de caminos [22, 23] utilizaremos el determinante funcional

de la métrica en el espacio de campos que define el producto interno (5.18),

/DY = /DYO/DY’ = /dyo H/dy;\/m. (5.22)

Este operador esta definido de manera que se cumple la siguiente normalizacion

/DY e~ YY) — 1, (5.23)

Para hallar el determinante v/det Gs nos apoyamos en el hecho de que los modos
de Fourier en el desarrollo de un campo dado son ortogonales, el producto interno
(YY) queda determinado por la suma de los productos internos de los modos uni-

tario consigo mismos. A partir de la definicion del producto interno dado en (5.18)

1 1
G(6Y,,,0Y,,) = / dt E 2min=mt — | / 2=t — B S, (5.24)
0 0

por lo que nuestra condiciéon de normalizacién se reduce a una serie de integrales

Gaussianas

/dyon/dyn detGge —By o= Byvn” — 1. (5.25)

Teniendo en cuenta que las variables de integracion dy/, son complejas, un calculo
directo de estas integrales Gaussianas nos muestra que para cumplir la condiciéon de

normalizacion debemos definir

Vet G, = VE[[ E. (5.26)

Todo esto nos permite definir explicitamente la integral de caminos I. El siguiente

paso es desarrollar ® en modos de Fourier y continuar con el céculo de (5.19)

49



/dﬂ\/g/ndy;e%fIZHY’Qemath@,’"emt = /dg\/E/H dyl, E %" Ya%h

(5.27)

Usando que 6(w) = 5= [ e~™*dt llegamos a

‘/dyVF]I2wE5( QZ@“) ‘/dyvrda (21) 6 ( ii?®>. (5.28)

Notemos que el modo ¥, es una funciéon constante del circulo que esté parametrizado
con t € [0,1]. Por lo tanto, el rango de integracion para este modo es también ese
intervalo. Como ademas nada depende de él, esa integral da uno. En el iiltimo paso de
la ecuacion (5.28) lo que aparece es la delta de Dirac de un campo, que esta definida
como el producto de las deltas de Dirac en todos los modos no cero, excluyéndose
este debido a que la presencia de la derivada 0t actuando en el campo ® lo elimina
y por lo tanto con la delta no estamos fijando ninguna condicién sobre el mismo.
Debido a que la multiplicatoria es sobre los modos no constantes la multiplicaciéon de
los factores de 27w no genera el término det(27) sino que tenemos det’(27) donde la
prima indica que el determinante se esta tomando sobre el subespacio de modos no
cero. Ambos determinantes se relacionan mediante det(27) = 2rdet’(27). De acuerdo
con [22] uno puede absorber los factores constantes de determinantes funcionales en
una renormalizacion de los pardametros de la accion cuando estos incluyen todos los
modos, incluido el modo cero. Por lo que, finalmente, la integral (5.19) tiene por

resultado

[=ef M’)%Eiﬁ(1%22>' (5.29)
2m kE

Hasta ahora tenemos entonces

-¢) VL \/E 2 fE(¢ 5 (—26?75@

Ule, l/D@DEek
kE

JIEZE,®]. (5.30
'E, )aBZE 3. (530)

A continuacién lo que haremos es calcular el determinante de Faddeev-Popov
de manera analoga a como lo hicimos al inicio de la secciéon. En la identidad (5.14)
la condicion de fijado de gauge que aparece en la delta es una funciéon de v y E ,

consideremos un operador P que mapea variaciones infinitesimales de v y E (que
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denotaremos como dv y 0F) a variaciones infinitesimales de la condicion de gauge.
Para encontrar el operador P observemos que la variacion de la condicion de fijado

de gauge es

ECHY) (B +6E) = EY) — E + 60 0,E™ + 9,0vE™ — §E

o (5.31)
= 8t(SUE — 6E,

donde se us6 que trabajando en el soporte de la delta en (5.14) E®) = E que a

) ~ -
su vez es constante. Esto define un mapa P (62) = 0;,0vFE — OF que lleva las

variaciones infinitesimales de difeomorfismos dv y las variaciones infinitesimales 6 F
a variaciones infinitesimales de la condicién de fijado de gauge. De esta definicion
se puede ver que a los efectos de calcular su determinante, el operador P tiene el
problema de no actuar de manera autoadjunta. Por lo tanto en este caso la manera
més natural de trabajar es utilizar VdetPTP en lugar de v/detP. Para obtener el

operador PP' partimos de su definicién

<P (51?> ,P<5112>>:<<51?> PP (5712>>. (5.32)
5B, SE; 5B, S E,

Luego descomponemos este producto interno en una parte que dependa solo de 6 Ej,
§E, y otra parte que dependa solo de vy, dus para poder aplicar el producto interno
en cada subespacio. Entre escalares usamos el producto interno definido por (5.18),

mientras que para vectores podemos definir el producto interno como

th<UT1,UT2) = /thSUTﬂ)TQ. (533)

Esta definicion es consistente pues E es una uno forma y por lo tanto al contraerse
con un vector se obtiene un escalar. La potencia tres aparece para que globalmen-
te estemos integrando una uno forma. Utilizando estas definiciones e imponiendo

condiciones de borde periddicas en los campos obtenemos que

—-Lo2 0
PPT=< E02 ! 1). (5.34)

En este punto es preciso hacer una observacion importante: en la condicién de
fijado de gauge (5.14) existe una redundancia debido a que si un difeomorfismo lleva
E a F, la composicion de este difeomorfismo con una traslaciéon cumple exactamente

lo mismo. Es decir, dentro del grupo de los difeomorfismos esta el subgrupo de las
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traslaciones que deja invariante a la condiciéon de fijacion de gauge. Esto quiere decir
que las traslaciones infinitesimales estan en el kernel del operador P y por lo tanto
si no nos restringimos a a un subespacio que no las contenga, dado que son vectores
propios de este operador con valor propio asociado cero, el determinante de PP?
seria nulo. Por lo tanto, no calcularemos el determinante \/det(PP") sino que en
su lugar debemos calcular \/m donde el prima indica que nos restringimos
al subespacio de difeomorfismos que no contiene las traslaciones. A partir de lo

expuesto y de (5.14) tenemos

_ J DuDES(E)()

1B det'(PPT)

(5.35)

En esta ecuacion v’ hace referencia a los difeomorfismos que no son traslaciones.
Asumiremos ademés que podemos pensar en el espacio de difeomorfismos como la
union de las traslaciones y un coset que incluye todos los difeomorfismos que no son

traslaciones. Asumimos que esto nos permite separar la integral de camino en los

/ Dy = / Dy, / D, (5.36)

donde [ Du; es la integral en el espacio de traslaciones y [ Dv’ es la integral en

difeomorfismos como

el coset. Aceptando esta forma de separar la integral podemos integrar sobre el
complemento ortogonal a las traslaciones y sobre las uno formas F de manera que

obtenemos para el determinante de Faddeev Popov

D
JYE] = /L (5.37)
\/det'(PPY)
Lo siguiente es calcular el volumen del subgrupo de traslaciones. Para ello recu-
rrimos al producto interno en el espacio de campos vectoriales definido por (5.33)

y aplicamos la definicién de la integral de caminos de forma analoga a (5.22) para

obtener

1
/DUT :/ dvg\/det Gy = V E3. (5.38)
0

Notamos que el volumen del grupo de traslaciones es finito. Finalmente con todo

esto concluimos que el determinante de Faddeev-Popov es
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JE =4+—— 2 (5.39)

En (5.30) el término con la delta de Dirac se puede tratar generalizando al caso

continuo las propiedades de la delta usual, se puede mostrar que se cumple

(0 ﬁ/ (). e

donde aqui 6(®’) hace referencia a que no esté fijado el modo constante del campo
®, esto es debido a la presencia de la derivada dentro. Ademas, el determinante
funcional asociado al operador derivada en este término se cancela con el mismo
factor que aparece en el determinante de Faddeev Popov en (5.39). Un argumento

similar al utilizado para eliminar el factor det’(27) en la ecuacion (5.28) nos permite
-1

absorber 4 /det’ (%) a costa de introducir un factor de 2e/k. Si integramos la delta
en los modos no cero obtenemos finalmente la siguiente expresion para la integral

de caminos

e

Ule, ¢] = /d(I)O dE ~e*%f(6*E)(¢*¢'o)Z[E’ D). (5.41)

kmE
En conclusion, luego de integrar el campo X obtenemos una integral ordinaria
cuyas variables de integraciéon son el modo cero @ y E , que representa el largo del
circulo. Esto es lo que sucede en [3], al evaluar la integral de caminos gravitatoria
que define la deformacién TT se obtiene una integral ordinaria. Con esta motivacion

en la siguiente seccién mostraremos el vinculo entre (5.41) y la deformacion T'T.

5.3. La deformacion TT

Queremos interpretar las soluciones de la ecuaciéon de Wheeler-Dewitt radial
bidimensional evaluadas en valores constantes de las variables canénicas dadas por
(5.41) como una deformacion de la funcion de particion Z.

La deformaciéon TT es un procedimiento para deformar una teoria de campos
bidimensional a partir de su tensor de energia-momento. Al estar definida sobre las
superficies de r constante, Z es la funciéon de particion de una teoria mecanica cuan-

tica, pues esta definida en un espacio sin dimensiones espaciales pero con tiempo.
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Por lo tanto, en principio la deformacién T'T no esta definida sobre Z.

Sin embargo, es posible definir el anilogo a la deformacién T'T para las funciones
de particion de teorias de mecanica cuantica mediante reduccion dimensional [24].
En particular, de la misma manera que en el caso de la deformacion 77, la funcion
de particion deformada a temperatura finita y parametro A se puede escribir como

la integral de la funcién de particion sin deformar por un kernel

d / 1\2
w—/ 55/2 (). (5.42)

Las soluciones (5.41) tienen precisamente esta forma. En el apéndice 1, mostra-

Z(B) =

mos c6mo se obtiene este resultado. Una observacion importante es que debido a
que estamos evaluando en valores constantes de los campos e y ¢, el término de
curvatura de la ecuacion de Wheeler-Dewitt es nulo y por lo tanto la funcién de
particion Z debe ser invariante ante dilataciones de los campos. Esto tltimo nos

permite escribir que

Z[E, ®y] = Z[E /). (5.43)

Al usar esta forma funcional para Z lo que sigue es hacer el cambio de variable
g = E /®¢ y computar la integrar [ d®, en la ecuacion (5.41). Luego de este célculo,

si hacemos la identificacion

¢=1 5.44)
e=4 (5.45)
Aok 5.46
-2 (5.46)

obtenemos que Ve, ¢] a valores constantes de los campos corresponde con el anélogo

de la deformacion TT para teorias de mecénica cuantica discutido en [24].
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Capitulo 6
Conclusiones y trabajo a futuro

En este trabajo estudiamos una teoria de gravedad en 1+ 1 dimensiones. Realiza-
mos su analisis canénico, mediante la teoria de sistemas Hamiltonianos vinculados e
identificamos sus vinculos con sus respectivas interpretaciones geométricas. Lidiamos
con estos vinculos con un enfoque hibrido, fijamos a nivel clasico el gauge asociado a
la simetria en el espacio interno de las variables geométricas y los restantes vinculos
se impusieron a nivel cuéntico. Resolvimos la ecuacion de Wheeler-DeWitt mediante
una integral de caminos que incluye una funcién de particion restricta a cumplir con
la identidad (4.65). En ese sentido, establecimos una version de la reconstruccion de
los estados cuanticos para la gravedad de Jackiw-Teitelboim en términos de la teoria
dual dada por su funcion de particion Z, reproduciendo los resultados de [2]| en una
dimension menor. Ademés, mostramos que para valores constantes de los campos,
estos estados cuanticos pueden interpretarse como el analogo a la deformacion TT
para teorias de mecanica cuantica ordinaria [24|. A partir de estos resultados se

abren distintas posibilidades para trabajos futuros.

El hecho de que la gravedad de Jackiw-Teitelboim pueda obtenerse a nivel cla-
sico a partir de la accion de Einstein-Hilbert en 3 dimensiones mediante reduccion
dimensional sugiere que quizas las soluciones de la ecuacion de Wheeler-DeWitt en
dos dimensiones se puedan obtener a partir de las soluciones en tres dimensiones

mediante un anélogo de este procedimiento aplicado a las funciones de onda.

Otra perspectiva interesante es analizar més en detalle las medidas de integraciéon
en la integral de caminos gravitatoria y explorar si estas presentan una anomalia

bajo la acciéon del operador de dilataciones.

En la ecuacion (4.64) asumimos que la medida de integracion era invariante bajo

dilataciones. Este de hecho no es el caso en dimensiéon 2 y el paso de integrar por
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partes el operador de dilataciéon para que actiie sobre Z en lugar de sobre el kernel da
lugar a un término proporcional a la curvatura. Si bien en dimensién 1 no se puede
definir una curvatura escalar, esto no es una demostraciéon de la invariancia de la
medida bajo el operador de dilataciones. Seria bueno entender mejor si la medida
de integracion es efectivamente invariante bajo dilataciones en dimensiéon 1 o si por
el contrario aparece una anomalia que modifica la identidad (4.65) como en el caso
de las Zy,.

La identidad (1.4) nos da una interpretacion clara de que la teoria dual a la
gravedad tridimensional debe ser una CFT bidimensional. La identidad (4.65) no
tiene una interpretacion evidente. Seria interesante entender mejor qué implica esta
identidad sobre las propiedades de la teoria dual.

Del punto de vista interpretativo, se cree que imponer condiciones de borde de
Dirichlet sobre la métrica inducida es equivalente a imponer un cutoff a la geometria
del espacio AdS [10]. Es decir, que se considera la dindmica gravitatoria en un parche
contenido en un radio finito de este espaciotiempo. Los resultados de este trabajo
implican que se encuentra que la teoria dual que vive en ese borde a radio finito es
la deformacién T'T de la teoria dual en el infinito. De esta forma se ha interpretado
a la deformacién 7T como una manera de realizar la conjetura holografica en una
situacién en la que se trae el borde de AdS a una distancia finita en el interior
del espaciotiempo. Para afianzar esta interpretacion, es necesario establecer la rela-
cion entre el funcional de onda de Wheeler-DeWitt radial y la integral de caminos

gravitatoria con condiciones de borde de Dirichlet.
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APENDICES
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Apéndice 1
Integracion Gaussiana

En esta seccion mostramos como obtener el andlogo a la deformacion TT (5.42)
a partir de las soluciones de la ecuacion de Wheeler-DeWitt evaluadas a campo

constante. Partiendo de (5.41) hacemos el cambio de variable E = U®, y obtenemos

+oo —+o00
—2(e—@oU)(¢—P0)
/ / dU lmrUe t Z[U). (1.1)

La exponencial se puede reescribir de la siguiente manera

et (e=200)(9—0) _ —FUBF—(U+e)2o) ,—Fed. (1.2)

A su vez se puede completar cuadrados de manera que

(Up+e)\>  (Up+e)?
Ud: — (U by = Ubg— ——~) — ——. 1.3
- o+ o = (VOa, - COE = (13)
Con esto podemos plantear la integral en el modo constante @,
l 2(U®Z e 72(\/U<1> <U¢+E)) (Uete)?
/ d®g e~ # U~ Uote)®) _ / ddge * T ) e 2tk (1.4)

Haciendo el cambio de variable & = v/ U®, — (U;J} con su correspondiente cambio

en el diferencial d®, = d®'/+/U llegamos a la siguiente integral Gaussiana

+o0 L L
do’ =\ = 1.5
/_oo VU 2U (15)

Juntando todo tenemos hasta ahora
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/ too qu (Uste)?
*efb g
2]{?77 / U3/2 € o Z[U] '

Solamente falta notar que las exponenciales pueden simplificarse

_24 Wote)? Ug—e)®
e kPe 20k = e 22Uk

N o e
—= 22Uk
- 2/<:7T/ U3/2€ vl

Finalmente tenemos

Si identificamos U = ', ¢ =1, e = f y k = 4\ llegamos a (5.42).
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