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RESUMEN

Recientemente se ha explorado la relación entre teorías de gravedad definidas en
un parche finito del espacio tiempo y teorías de campo conformes deformadas por
el flujo de T T̄ . En particular, se conjetura que la gravedad en un parche finito de
un espacio asintóticamente AdS3 tiene como dual holográfico una teoría conforme
bidimensional deformada por T T̄ . El argumento principal que apoya esto es que
la función de partición de una CFT deformada por el flujo T T̄ es solución de la
ecuación de Wheeler-DeWitt para la gravedad en Ads3. El objetivo de este trabajo
es verificar esta relación en una dimensión menos, partiendo de un modelo particular
de gravedad cuántica bidimensional en Ads2. Investigamos como son las soluciones
de la ecuación de Wheeler-DeWitt para esta teoría de gravedad y encontramos una
relación análoga a la antedicha, para una extensión de la deformación T T̄ a teorías
en dimensión 1.

Palabras claves:
Gravedad cuántica bidimensional, Conjetura AdS/CFT, Holografía,
Cuantización canónica, Deformación T T̄ .

ix



ABSTRACT

Recently, the relationship between gravity theories defined on a finite patch of
spacetime and conformal field theories deformed by the T T̄ flow has been explored.
In particular, it has been conjectured that gravity on a finite patch of an asym-
ptotically AdS3 spacetime has as its holographic dual a two-dimensional conformal
field theory deformed by T T̄ . The main argument supporting this claim is that the
partition function of a CFT deformed by the T T̄ flow satisfies the Wheeler–DeWitt
equation for gravity in AdS3.

The goal of this work is to test this relationship in one lower dimension, starting
from a specific model of two-dimensional quantum gravity in AdS2. We study the
solutions of the Wheeler–DeWitt equation for this gravity theory and find an analo-
gous relation to the one mentioned above, corresponding to an extension of the T T̄
deformation to one-dimensional theories. Keyword:
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Capítulo 1

Introducción

La célebre conjetura AdS/CFT [1] establece que una teoría de gravedad cuántica
definida en un espaciotiempo Anti de Sitter (AdS) de dimensión d es dual a una teoría
de campos conforme (CFT) definida en su borde, de dimensión d− 1. A nivel de las
funciones de partición que definen las teorías a cada lado de la dualidad, esto puede
entenderse como

ZAdSd
= ZCFTd−1

. (1.1)

Aquí ZAdSd
es la función de partición de la teoría gravitatoria para una geometría fija

en la frontera asintótica del espaciotiempo AdS (el “borde” de AdS). ZCFTd−1
es la

función de partición de una CFT cuyo espaciotiempo es precisamente esta frontera
asintótica y la geometría de dicho espaciotiempo es precisamente la geometría que
se fija como condición de borde del problema gravitatorio. Esta dualidad es un caso
especial de una conjetura más amplia denominada “conjetura holográfica”, en la cual
se espera que teorías que no necesariamente son conformes admitan una descripción
dual mediante una teoría de gravedad cuántica en una dimensión mayor.

En el marco del estudio de la relación holográfica entre entre AdS3 y CFT2, el
punto de partida para esta tesis es el trabajo de Freidel [2]. Allí se considera la función
de onda gravitacional en AdS, la cual es un funcional de la geometría inducida en
superficies de radio constante r en el espaciotiempo. Independientemente de la teoría
gravitatoria específica que se considere, se espera que estos funcionales de onda Ψ,
satisfagan una ecuación de Wheeler-DeWitt (WDW)

ĤΨ = 0, (1.2)
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donde Ĥ es un operador lineal, siendo esta ecuación el análogo de la ecuación de
Schrödinger para la gravedad cuántica.

En [2] se argumenta que para que (1.1) sea válida, las soluciones de (1.2) deben
tender a la función de partición de la CFT dual en el límite en que el radio r tiene
a infinito.

A partir de esta observación, se motiva la pregunta de si se pueden reconstruir
los estados cuánticos gravitatorios Ψ en todo el espaciotiempo partiendo de una
función de partición de una teoría de campos conforme. Freidel encuentra que esto
es posible. Dada una foliación radial del espaciotiempo se muestra que la ecuación
de Wheeler-DeWitt radial admite las siguientes soluciones

Ψ[e+, e−] = e
ik
4π

∫
Σ e

∫
DE e−

ik
2π

∫
Σ(E

+−e+)∧(E−−e−)Z[E]. (1.3)

donde los campos e parametrizan la métrica inducida en las superficies de radio
constante mientras que los campos E parametrizan la métrica fluctuante en dichas
superficies. La constante positiva k se relaciona con la constante cosmológica (ne-
gativa) mediante k = (−16GΛ)−1/2. La clave de esta formulación es que para que
el ansatz (1.3) efectivamente satisfaga la ecuación de WDW es necesario que Z[E]
cumpla con (

−Ea
µ

δ

δEa
µ

+
i

24π
(6k + 1)R(E)

)
Z(E) = 0, (1.4)

donde R(E) es la curvatura escalar asociada a la geometría dada por E. Crucial-
mente para la interpretación holográfica, esta es precisamente la identidad de Ward
que debe satisfacer la función de partición de una CFT bidimensional con carga
central c = 6k + 1.

Interesantemente, la integral en el lado derecho de (1.3) se encontró independien-
temente [3] en el contexto del estudio de la llamada deormación T T̄ . Esta observación
constituye el segundo ingrediente principal del trabajo presentado en esta tesis.

La deformación T T̄ [4, 5] es un procedimiento para deformar infinitesimalmente
una teoría de campos bidimensional a partir del determinante de su tensor de energía
momento

S(λ+δλ) = S(λ) + δλ

∫
d2x det

(
T (S(λ))
µν

)
. (1.5)

Esto define un flujo en el espacio de acciones; integrar este flujo da lugar a una
familia 1-paramétrica de teorías indexadas por λ.
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En [3] se encontró que partiendo de una S(0) cualquiera, se puede obtener su
deformación a lo largo del flujo definido por T T̄ en un valor finito del parámetro λ
acoplando a la teoría original una teoría de gravedad cuántica bidimensional

S(λ) = Sgrav(E,X, λ) + S(0) (φ,E) . (1.6)

En esta expresión φ son los campos de la teoría inicial, E las variables del acopla-
miento gravitatorio y X un campo auxiliar que asegura que Sgrav sea invariante bajo
difeomorfismos de los campos E.

La equivalencia de esta descripción gravitatoria con la deformación T T̄ se es-
tableció en [3] esudiando la termodinámica de estas teorías. Esta está dada por la
función de partición en el toroide Euclideo cuando sobre el mismo se define una
métrica plana e. En [3] se encontró que las funciones de partición a lo largo del flujo
de la deformación T T̄ pueden escribirse mediante la integral de caminos

Z
(λ)
2d [e] =

∫
DXDE e−i 1

λ

∫
d2x(X∗e−E)∧(X∗e−E)Z

(0)
2d [E]. (1.7)

En principio este resultado es general. El vínculo con el resultado (1.3) es que si
partimos de una teoría de campos conforme que cumple la identidad (1.4) entonces
(1.7) es igual a la integral (1.3) evaluada en métricas constantes e.

Se ha demostrado entonces que si se imponen condiciones de Dirichlet sobre los
campos e de forma que la métrica inducida sea plana y además se compactifica la
coordenada temporal, los estados cuánticos dados por (1.3) se pueden interpretar
como la deformación T T̄ de la función de partición Z. Desde el lado gravitatorio
esto establece una definición del parámetro de la deformación T T̄ dado por

λ =
2π

k
. (1.8)

Este resultado nos da una interpretación holográfica para la deformación T T̄ .

Nuestro trabajo consiste en demostrar resultados análogos en una dimensión
menos. Estudiaremos una teoría de gravedad en 1+1 dimensiones (una espacial y otra
temporal), pero en lugar de usar la métrica como campo dinámico la describiremos
en el formalismo de primer orden. Estudiaremos los estados cuánticos de la teoría
y mostraremos dos resultados principales. En primer lugar, que estos se pueden
escribir como una integral de caminos que involucra una función de partición que
debe cumplir identidad análoga a (1.4). Es decir, obtendremos una expresión del
tipo (1.3) para el caso bidimensional. En segundo lugar, al evaluar esa expresión en
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campos constantes obtendremos que la integral de caminos se reduce a una integral
ordinaria, de manera similar a lo que sucede en [3]. De hecho, veremos que nuestro
resultado se puede interpretar en términos de una extensión unidimensional de la
deformación T T̄ .

La tesis está estructurada de la siguiente manera: en el capítulo 2 discutimos la
física de la gravedad en 2 dimensiones y damos una definición precisa de la acción
que usaremos a lo largo del trabajo. En el capítulo 3 estudiaremos esa teoría desde
el punto de vista Hamiltoniano y veremos que puede interpretarse como un sistema
vinculado. Estudiaremos su estructura canónica y los vínculos de la teoría dando su
correspondiente interpretación. Además, comentaremos sobre la relación geométrica
que existe entre la gravedad en 3 dimensiones y la teoría de gravedad bidimensional
que consideramos. Esta relación inspira el método de cuantización que desarrollare-
mos en el capítulo 4. En dicho capítulo estudiaremos un esquema de cuantización
canónica inspirado en [2]. Esto nos llevará a escribir el primer resultado principal
del trabajo; encontraremos cómo se escriben los funcionales de onda mediante una
integral de caminos y mostraremos cuál es la identidad que debe cumplir la función
de partición que aparece en la misma. Finalmente en el capítulo 5 veremos que al
imponer valores constantes para las variables canónicas, la integral de caminos que
define el funcional de onda se convierte en una integral ordinaria. Obtenemos como
resultado que los estados cuánticos de la teoría a valores constantes de los campos
pueden interpretarse como el análogo a la deformación T T̄ de una teoría de mecánica
cuántica ordinaria.
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Capítulo 2

Gravedad de Jackiw-Teitelboim en el
formalismo de primer orden

2.1. Nociones de geometría diferencial

La relatividad general es una teoría de campos que explica los fenómenos gravita-
torios a partir de considerar dinámica la geometría del espaciotiempo. A los efectos
de describirla formalmente se requieren algunas nociones de geometría diferencial
que resumimos brevemente en esta sección (ver por ejemplo [6]). Sobre el espacio-
tiempo como variedad se pueden definir su espacio tangente TM , el cual nos da la
noción de vectores y su espacio cotangente T ∗M que contiene las funciones lineales
de los vectores a R, también conocidas como 1-formas. Al ser espacios vectoriales,
tanto TM como T ∗M admiten bases, las cuales, al elegir un sistema de coordenadas
local, permiten representar sus elementos de manera explícita. Dada una elección de
coordenadas sobre cada carta que cubre la variedad se puede definir sobre TM una
base adaptada a las coordenadas. Sean xµ las coordenadas locales, existe la base
{∂µ} de forma tal que si A es un vector se puede se puede expresar en términos de
la misma como

A = Aµ∂µ. (2.1)

Siendo que TM y T ∗M definen espacios vectoriales de la misma dimensión en cada
punto de la variedad, existe un isomorfismo entre ellos que nos permite definir una
base {dxµ} de T ∗M a partir de la base adaptada a las coordenadas, la cual está
dada por

dxµ(∂ν) = δµν . (2.2)
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Por lo tanto si B es una 1-forma se puede escribir en términos de esta base como:

B = Bµ dx
µ. (2.3)

A partir de la definición de TM y T ∗M se definen los tensores en la variedad
tomando productos tensoriales entre los elementos de dichos espacios. Un tensor
particularmente importante es el tensor métrico, un tensor de rango (0, 2) que nos
permite definir las nociones de distancia y volumen en la variedad. En particular,
en relatividad general el espaciotiempo se modela como una variedad pseudorieman-
niana, es decir una variedad diferenciable que admite un tensor métrico que no es
necesariamente definido positivo. El tensor métrico se puede escribir en una base de
T ∗M ⊗ T ∗M como

g = gµν dx
µ ⊗ dxν . (2.4)

Como tensor (0, 2), el tensor métrico define un producto interno entre vectores en
cada punto de la variedad, de modo que si X e Y son vectores definidos en un punto
de la misma, su producto interno está dado por

g(X, Y ) = gµν X
µY ν . (2.5)

La importancia del tensor métrico radica en que en la formulación estándar de la re-
latividad general este es la variable dinámica, la cual está dada por las ecuaciones de
campo de Einstein que describen su comportamiento en relación con la distribución
de materia y energía en el espaciotiempo.

Aunque definimos bases de TM y T ∗M , estas no son únicas y es posible hacer
un cambio de base en estos espacios que esté definido a partir de la métrica. Con
esto en mente definimos la base local de campos vectoriales ua = uaµ∂µ tales que

g(ua, ub) = ηab. (2.6)

Siendo ηab = diag(−1, 1, ..., 1), la métrica plana en Minkowski con d−1 dimensiones
espaciales. Aquí el índice a no es un índice en el espaciotiempo sino que vive en
un espacio auxiliar que tiene la misma cantidad de entradas que el índice asociado
a las coordenadas locales pues se necesitan esa cantidad de campos linealmente
independientes para parametrizar el espacio TM . A partir de esta definición, se
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induce una base natural de 1-formas en T ∗M dada por ea tales que

ea(X) = g(ua, X). (2.7)

Esta elección de la base de T ∗M es interesante pues resulta que la métrica puede
descomponerse (al menos localmente) como g = ea ⊗ ebηab. A la elección de estas
bases se la conoce como formalismo veilbein.

Como veremos más adelante, esta elección de bases nos permitirá dar una for-
mulación alternativa de la relatividad general en la que las variables dinámicas sean
las 1-formas ea y una conexión de espín en TM que queda definida por su acción
sobre la base ua

∇ua = wa
b u

b. (2.8)

A esta conexión definida por wa
b le pediremos que sea la conexión de Levi-Civita

que siempre puede definirse sobre una variedad equipada con una métrica g y que
es la única que cumple con la condición de ser compatible con la misma (∇g = 0) y
tiene torsión 0:

∇XY −∇YX − [X, Y ] = 0. (2.9)

Hasta aquí solo hemos presentado brevemente algunas nociones básicas de geo-
metría diferencial en una variedad pseudoriemanniana. A continuación discutiremos
algunos aspectos de la relatividad general a modo de motivación y luego retoma-
remos los conceptos de esta sección para dar la formulación de la gravedad que
estudiaremos a lo largo de este trabajo.

2.2. Relatividad general

La relatividad general estándar es una teoría de campos en 4 dimensiones, 3
espaciales y una temporal, en la que la geometría descrita por el tensor métrico es
dinámica [7]. En el vacío la ecuación de movimiento que rige esta dinámica es

Rµν −
1

2
gµνR + gµνΛ = 0, (2.10)

donde Λ es la llamada constante cosmológica, Rµν es una contracción del tensor
de curvatura de Riemman y R el escalar de Ricci, estos dos últimos definidos en
términos del tensor métrico. Una observación interesante es que en vacío las posibles
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soluciones de la ecuación (2.10) son de curvatura escalar constante, la forma de
ver esto es que si contraemos esta ecuación con la métrica inversa gµν obtenemos
R = Λ. Existen distintas soluciones para la geometría del espaciotiempo descrita por
la métrica gµν , dentro de ellas hay una clase especial de soluciones conocidas como
maximalmente simétricas. Es posible demostrar que el número máximo de isometrías
que admite un espaciotiempo es una función de su dimensionalidad d, cumpliéndose
que este número es d(d+1)/2. Estas isometrías están dadas por campos vectoriales
que preservan la métrica bajo la derivada de Lie, es decir que un campo X es el
generador de una isometría de la métrica gµν si LXg = 0. A modo de ejemplo, si
la constante cosmológica es cero el espaciotiempo de Minkowski es solución de las
ecuaciones de Einstein y en dimensión d = 4 es un espaciotiempo maximalmente
simétrico pues tiene diez isometrías asociadas a los generadores del grupo de Poincaré
que se conforma de tres generadores de rotaciones alrededor de los ejes espaciales,
tres generadores de boost y 4 generadores de traslaciones.

Es importante destacar que la teoría en 4 dimensiones admite la propagación de
ondas gravitacional, por lo que la física que describe tiene 2 grados de libertad pro-
pagantes. Veremos más adelante que la física que encontramos al intentar describir
la gravedad con otra cantidad de dimensiones es radicalmente distinta.

Cuando la constante cosmológica no es nula las soluciones maximalmente simé-
tricas dependen del signo de la misma y estas se conocen como de Sitter (dS) para
Λ > 0 y anti- de Sitter (AdS) para Λ < 0.

Es un problema abierto de la física tener una teoría cuántica de la relatividad
general en 4 dimensiones. Entre los diversos problemas que presenta la teoría se
encuentra que esta no es renormalizable [8], por lo que al intentar definir la teoría
perturbativamente ocurre que para energías arbitrariamente altas se necesita tener
una cantidad infinita de contratérminos, lo que la vuelve no predictiva a distancias
suficientemente pequeñas. Al no tener una comprensión completa de cómo debería
ser esta teoría a todas las escalas, diversos enfoques se han planteado para intentar
resolver estas inconsistencias. En este contexto, una herramienta que se ha desarro-
llado es la conjetura AdS/CFT, en la cual se postula que una teoría de gravedad
cuántica definida en el espacio AdS es dual a una teoría de campos conforme que
está definida en su frontera. Esto puede ser entendido en ambos sentidos; un proble-
ma de gravedad puede ser mapeado a un problema de teoría de campos conforme y
viceversa. Desde la perspectiva de la gravedad, resulta particularmente provechoso
analizar la dualidad desde el lado de la CFT. En particular ofrece un camino para
construir estados cuánticos gravitatorios. En este escenario el modelo de juguete
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más sencillo que se puede utilizar para explorar aspectos de la dualidad es la gra-
vedad en 2 dimensiones [9, 10]. Aunque la física subyacente no sea la misma que en
d = 4, ya que como veremos por ejemplo no se propagan grados de libertad locales,
la baja dimensionalidad nos permite hacer desarrollos analíticos y estudiar aspectos
cuánticos de la teoría desde métodos que no necesariamente están bien definidos
en otros casos, como es el caso de la ecuación de Wheeler-DeWitt. En la siguiente
sección discutiremos cómo definir la gravedad en d = 2 que estudiaremos a lo largo
del trabajo.

2.3. La gravedad en dos dimensiones

A nivel clásico uno puede obtener las ecuaciones de campo de la relatividad
general a partir de la acción de Einstein-Hilbert

SEH =
1

16πG

∫
ddx

√
−g R. (2.11)

Si no consideramos materia, igualar a cero la variación de la acción con respecto
a la métrica tiene como resultado las ecuaciones de Einstein (2.10), es decir, las
ecuaciones de movimiento clásicas proceden de un principio variacional.

Una observación importante que podemos hacer a nivel de la acción es que la
teoría es invariante por difeomorfismos, que son transformaciones de coordenadas
diferenciables con inversa diferenciable. Estos pueden ser vistos como transforma-
ciones con parámetros que dependen del punto en el espaciotiempo y en ese sentido
funcionan como transformaciones de gauge de manera análoga a otras teorías de gau-
ge como el electromagnetismo. Los difeomorfismos como transformaciones de gauge
son una pieza clave para entender diferentes aspectos de la teoría, en particular per-
miten ver que aunque en dimensión d = 4 el tensor métrico tiene 10 componentes
se propagan solo 2 grados de libertad asociados a las ondas gravitacionales [7].

En principio la acción (2.11) se puede definir para cualquier dimensión del
espacio-tiempo, en particular para dimensión d = 4 se recuperan las ecuaciones
estándares de la relatividad general. A priori sería válido definir la gravedad en dos
dimensiones (una espacial y otra temporal) tomando d = 2. Sin embargo esto tie-
ne un problema: en este caso particular debido a las simetrías que debe cumplir el
tensor de curvatura de Riemman Rα

βγδ, se demuestra que Rµν = 1
2
gµνR, por lo que

no se obtienen ecuaciones de movimiento al variar la acción. Otra manera de ver
esto es que de acuerdo al teorema de Gauss-Bonnet la acción (2.11) es localmente
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la integral de una derivada total en dos dimensiones [6].
Esto implica que necesitamos otra manera de definir la gravedad para el caso

d = 2. Con el objetivo de obtener una acción con dinámica no trivial podemos
acoplar a (2.11) un campo escalar ϕ conocido como dilatón, con un potencial U(ϕ)
de la siguiente manera

SEH =
1

16πG

∫
d2x

√
−g (ϕR + U(ϕ)) . (2.12)

Diferentes elecciones del potencial U(ϕ) darán lugar a diferentes teorías, el caso que
estudiaremos es U(ϕ) = −Λϕ, donde se introduce la constante cosmológica Λ dando
lugar a lo que se conoce como acción de Jackiw-Teitelboim [11, 12]

SJT =
1

16πG

∫
d2x

√
g ϕ (R− Λ) . (2.13)

Una observación importante es que estamos tomando una constante cosmológica
negativa, es decir, Λ < 0. Esta elección se hace para que la acción escrita de esta
forma tenga como ecuación de movimiento para el dilatón ϕ que R = Λ y sea
manifiesto que la curvatura del espaciotiempo es negativa.

Esta acción tiene aplicabilidad en diferentes contextos, por ejemplo puede uti-
lizarse para describir la física cerca del horizonte de eventos de un agujero negro
extremal [13]. En el siguiente capítulo haremos el análisis de esta teoría gravitatoria
desde el punto de vista Hamiltoniano. Sin embargo, no utilizaremos como punto de
partida la acción (2.13). En su lugar utilizaremos los conceptos geométricos desarro-
llados en la sección 2.1 para dar una formulación de esta teoría en la que la variable
dinámica no será el tensor métrico. Este formalismo, conocido como formulación de
primer orden, es el utilizado para describir la geometría del espaciotiempo para los
funcionales de onda gravitatorios y las funciones de partición que discutimos en el
capítulo 1. Como queremos encontrar resultados análogos en una dimensión más
baja, trabajaremos con este formalismo.

2.4. Formulación de primer orden

La acción (2.13) tiene como variable dinámica la métrica gµν . Cuando la teoría
se describe de esta forma se dice que es una formulación de segundo orden, pues las
ecuaciones de movimiento incluyen derivadas de segundo orden del objeto dinámico
de la teoría. Estamos interesados en estudiar esta acción desde otro formalismo,

10



conocido como formulación de primer orden, es decir un formalismo en el cual las
ecuaciones de movimiento de los objetos dinámicos sean de primer orden. Para tales
efectos utilizaremos las herramientas matemáticas desarrolladas en la sección 2.1. En
lugar de considerar como objeto dinámico a la métrica gµν utilizaremos las 1-formas
eaµ definidas por la relación (2.7). En nuestro caso el espaciotiempo es una varidad de
dimensión 2, por lo que el índice a del espacio interno recorre el conjunto {0, 1}. La
idea es escribir la acción (2.13) en términos de estos objetos, para lo cual necesitamos
definir una conexión de espín tal como se hizo en (2.8). Una vez definidas la conexión
de espín y las 1-formas eaµ se puede demostrar que el integrando en la acción (2.13)
se puede escribir como [9]:

d2x
√
−g (R− Λ) = dw − Λ

2
e0 ∧ e1. (2.14)

Sin embargo, no alcanza con sustituir esta relación en (2.13) para describir la teoría
en la formulación de primer orden. Esto es debido a que la conexión wa

b no es
independiente, sino que debe ser la conexión de Levi-Civita y por lo tanto debe
cumplir con la propiedad (2.9). En términos de e, esta propiedad es equivalente a
que se anule la 2-forma de torsión definida como

dea + wa
b ∧ eb = 0. (2.15)

Para tener un principio variacional que imponga estas condiciones, lo que ha-
cemos es introducir campos ϕa tales que al extremar la acción, sus ecuaciones de
movimiento sean precisamente 2.15. Juntando todo llegamos a la formulación de
primer orden para la gravedad de Jackiw-Teitelboim [9]

SJT =
1

16πG

∫
ϕ

(
dw − Λ

2
e0 ∧ e1

)
+ ϕa

(
dea + wa

b ∧ eb
)
. (2.16)

Esta es la acción que sirve como punto de partida para el análisis Hamiltoniano.
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Capítulo 3

Análisis canónico

Nuestro objetivo ahora es estudiar la gravedad desde el punto de vista Hamil-
toniano. Como observamos en la sección 2.3, la gravedad puede ser interpretada
como una teoría de gauge cuyo grupo de simetría está dado por los difeomorfismos
del espaciotiempo. Esto es relevante debido a que en general las teorías de gauge
pueden ser vistas desde el punto de vista Hamiltoniano como sistemas vinculados.
La razón de esto es que si pensamos en el espacio de fases de este tipo de teorías, al
tener simetrías de gauge existirán transformaciones que lleven puntos del espacio de
fases en otros, de manera tal que representan el mismo estado físico. Por lo tanto,
para tener un espacio de fases bien definido, las variables canónicas no podrán tomar
valores arbitrarios y se deberán imponer restricciones en forma de vínculos sobre las
mismas.

Con este objetivo en mente comenzamos este capítulo con un repaso sobre siste-
mas Hamiltonianos con vínculos para luego pasar al análisis canónico de la gravedad
de Jackiw-Teitelboim. Luego, a los efectos de motivar la cuantización que estudiare-
mos en el capítulo 4, mostraremos que la gravedad bidimensional se puede obtener
mediante reducción dimensional partiendo de la gravedad en 3 dimensiones definida
por la acción de Einstein-Hilbert en el formalismo de primer orden.

3.1. Teoría de los sistemas vinculados

En esta sección repasaremos aspectos básicos de la teoría de sistemas Hamilto-
nianos vinculados que serán útiles para entender el análisis canónico de la gravedad
JT. Lo expuesto en esta sección sigue muy de cerca a los libros de referencia en el
tema [14, 15]
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Desde el punto de vista Lagrangiano la dinámica de un sistema con n grados de
libertad se puede obtener de extremar la acción S[q(t)] =

∫
L(q, q̇)dt, resultando en

las ecuaciones de Euler-Lagrange

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
=
∂L

∂qi
− ∂2L

∂q̇i∂q̇j
q̈j − ∂2L

∂q̇i∂qj
q̇j = 0. (3.1)

Esta dinámica va a estar bien definida cuando se puedan obtener ecuaciones explí-
citas para los q̈i como función q̇i y qi. En (3.1) esto solo es posible cuando la matriz
Wij =

∂2L
∂q̇i∂q̇j

es invertible, en cuyo caso podemos despejar

q̈i = (W−1)ij
(
∂L

∂qj
− ∂2L

∂q̇i∂qk
q̇k
)
. (3.2)

En el caso degenerado la matriz Wij no es invertible, por lo que tiene s vectores
nulos Y i

s que dan origen a funciones ϕs definidas mediante la relación

ϕs(q
i, q̇i) = Y i

s

(
∂L

∂qj
− ∂2L

∂q̇i∂qj
q̇j
)

= Y i
sWij q̈

j = 0. (3.3)

Las funciones ϕs son vínculos que restringen el espacio de configuraciones de las
variables q̇i y qi. Debido a estas restricciones que deben cumplir los qi y los q̇i lo más
lejos que se puede llegar en intentar despejar explícitamente los q̈i es tener n − s

ecuaciones de segundo orden para los q̈i y los s vínculos ϕs.

La aparición de vínculos en la teoría también puede verse desde la formulación
Hamiltoniana, empezamos considerando la definición usual de los momentos

pi(q
j, q̇j) =

∂L

∂q̇i
. (3.4)

Para obtener n momentos independientes debemos poder invertir al menos local-
mente los q̇i en función de los pi. De acuerdo al teorema de la función implícita, esto
puede hacerse cuando la matriz Jacobiana de la transformación de las coordenadas
pi a las coordenadas q̇i es invertible. Este se escribe Wij =

∂pi
∂qj

lo cual coincide con
la matriz que necesitamos para escribir las ecuaciones de forma explícita en la for-
mulación Lagrangiana. En el caso en que la matriz es invertible, uno puede mapear
las coordenadas y velocidades generalizadas (q, q̇) a las variables canónicas (q, p) de
manera biunívoca. Cuando los pi no son todos independientes este mapa tiene como
imagen un espacio de menor dimensión, el cual se puede escribir restringiendo el
espacio de fases a una superficie dada por la condición de que se anulen una serie
de funciones ϕs(q

i, pj) denominadas vínculos primarios. Tal como antes, tendremos
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tantos vínculos primarios como vectores nulos linealmente independientes tenga la
matriz Wij.

Cabe preguntarse si el Hamiltoniano definido como

H = q̇ipi(q, q̇)− L(q, q̇), (3.5)

tiene sentido en este contexto. Afortunadamente, aunque no es posible invertir la
relación entre q̇i y pj, el Hamiltoniano es una función bien definida en el espacio de
fases. Para ver esto consideremos su variación

δH = q̇iδpi + piδq̇
i − ∂L

∂q̇i
δq̇i − ∂L

∂qi
δqi = q̇iδpi −

∂L

∂qi
δqi. (3.6)

Lo cual se puede escribir como

δH =
∂H

∂qi
δqi +

∂H

∂pi
δpi. (3.7)

Al no aparecer una dependencia en q̇i no hay impedimentos para definir el Hamil-
toniano en la superficie de vínculos.

El siguiente paso es entender qué ocurre con la dinámica ante la presencia de
vínculos. En el caso irrestricto las ecuaciones de Hamilton que rigen la dinámica
surgen de extremar la acción

S =

∫
dt q̇ipi −H. (3.8)

Para hacerlo pedimos que ante variaciones respecto de qi y pi tengamos estaciona-
lidad, es decir, δS = 0. La variación de S está dada por

δS =

∫
dt δq̇ipi + q̇iδpi −

∂H

∂pi
δpi −

∂H

∂qi
δqi. (3.9)

δS =

∫
dt

(
q̇i − ∂H

∂pi

)
δpi −

(
ṗi +

∂H

∂qi

)
δqi. (3.10)

Como las variaciones δpi y δqi son independientes, de acuerdo al lema fundamental
del cálculo variacional se deben cumplir las ecuaciones de Hamilton

q̇i =
∂H

∂pi
(3.11)

ṗi = −∂H
∂qi

. (3.12)
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Pero como discutimos, en el caso vinculado no todos los pi son independientes y
por lo tanto tampoco lo son sus variaciones, por lo tanto no podemos deducir las
ecuaciones dinámicas de esta forma. Queremos que la dinámica del sistema también
provenga de un principio variacional en el caso vinculado. Para esto necesitamos
encontrar una manera de extremar la acción en el espacio restricto dado por los
vínculos primarios.

El problema de extremizar una función en un dominio restringido puede resol-
verse mediante multiplicadores de Lagrange. Sea f(x⃗) una función que queremos
extremar restringiendo su dominio a la superficie dada por g(x⃗) = 0. La condición
geométrica que debe cumplirse en el extremo es que el gradiente de la función f(x⃗)
debe ser perpendicular a la superficie parametrizada por el vínculo g(x⃗). Como la
dirección perpendicular a dicha superficie está dada por el gradiente de g(x⃗), la con-
dición que debe cumplirse es que los gradientes de las funciones sean colineales. Es
decir, debe existir λ tal que

λ∇g + ∇f = 0. (3.13)

A λ se le da el nombre de multiplicador de Lagrange. Una observación importante
es que si definimos la función auxiliar

f̃ = f + λg, (3.14)

en la superficie definida por g(x⃗) = 0, f y f̃ coinciden y además la condición de
extremo para f̃ es precisamente la condición geométrica dada por (3.13). Por lo
tanto, extremar f̃ sin ninguna restricción es equivalente a extremar f restricto a
g(x⃗) = 0. En conclusión para extremar una función cuando su dominio está restricto
podemos definir una función auxiliar agregando una serie de incógnitas denominadas
multiplicadores de Lagrange y luego procedemos a extremar esta función auxiliar
en el espacio irrestricto. En nuestro caso esto es precisamente lo que tenemos que
hacer. Sean ϕa(q

i, pj) los vínculos primarios sobre el espacio de fases definimos el
Hamiltoniano

H ′ = H + λaϕa, (3.15)

de forma que la dinámica del sistema proviene de extremar en el espacio de fases
irrestricto la acción
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S̃ =

∫
dt q̇ipi −H − λaϕa =

∫
dt q̇ipi −H ′, (3.16)

pero además se deben considerar simultáneamente las ecuaciones de los vínculos
ϕa = 0, pues es solo sobre la superficie definida por estos que extremar ambos
funcionales es equivalente. La estacionalidad δS̃ = 0 queda

δS̃ =

∫
dt δq̇ipi − q̇iδpi −

∂H

∂qi
δqi − ∂H

∂pi
δpi −

∂

∂qi
(λaϕa) δq

i − ∂

∂pi
(λaϕa) δpi

δS̃ =

∫
dt

(
q̇i − ∂

∂pi
(H + λaϕa)

)
δpi −

(
ṗi +

∂

∂qi
(H + λaϕa)

)
δqi.

Pero ahora, como estamos trabajando en el espacio irrestricto, tenemos que las
variaciones son todas independientes, por lo que usando (3.15) y el mismo teorema
que en (3.10) se tiene que

q̇i ≈ ∂H ′

∂pi
(3.17)

ṗi ≈ −∂H
′

∂qi
, (3.18)

donde introducimos la notación ≈ que significa que la igualdad vale sobre la super-
ficie definida por los vínculos ϕa. Esto es importante pues es ese el espacio en el cual
S y S̃ coinciden.

Estas ecuaciones se pueden escribir utilizando los corchetes de Poisson definidos
en el espacio irrestricto

q̇i ≈
{
qi, H ′} (3.19)

ṗi ≈ {pi, H ′} . (3.20)

Esto quiere decir que la evolución temporal de las variables canónicas q y p en el
espacio de fases restricto está dada por su corchete de Poisson, definido en el espacio
irrestricto, con el Hamiltoniano modificado de la ecuación (3.15). A partir de esta
observación podemos plantearnos qué ocurre con la evolución de una función F

cualquiera
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Ḟ = {F,H ′} = {F,H} + λa{F, ϕa}. (3.21)

Para poder determinar la evolución necesitamos resolver los multiplicadores λa. La
evolución temporal es consistente si, al partir de un punto cualquiera dentro de la
superficie de vínculos la evolución del mismo queda dentro de esta superficie. Esto
implica que los vínculos se preservan en el tiempo, por lo que ϕ̇m ≈ 0, o en términos
del corchete

{ϕm, H} + λa{ϕm, ϕa} ≈ 0. (3.22)

Pero si uno de los vínculos ϕa conmuta con todos los demás, al menos sobre la
superficie de vínculos, entonces su correspondiente multiplicador de Lagrange no
aparece en la ecuación de consistencia y por lo tanto no queda determinado. A partir
de esta observación definimos vínculo de primera clase como aquel que conmuta bajo
el corchete de Poisson con todos los demás sobre la superficie de vínculos, es decir,
ϕi es de primera clase si para todo j se cumple

{ϕi, ϕj} ≈ 0. (3.23)

En el caso en el que esto no se cumple el vínculo se denomina de segunda clase.

De esto se deduce que la presencia de vínculos de primera clase implica que
algunos multiplicadores de Lagrange no queden determinados por lo que en general
la evolución temporal de una función arbitraria no está bien definida. Sin embargo,
hay una clase de funciones para las cuales la evolución temporal está bien definida
incluso si mantenemos arbitrarios los multiplicadores asociados a los vínculos de
primera clase. Consideremos dos conjuntos posibles de multiplicadores asociados a
los vínculos de primera clase, {λi} y {λ̂i}. La diferencia entre la evolución temporal
infinitesimal de una función F usando un conjunto u otro es

δF = δvi{F, ϕi}, (3.24)

donde δvi = δt(λi − λ̂i) y los ϕi son los vínculos de primera clase. Estas funciones
representan cantidades que son invariantes de gauge. Si F es invariante bajo estas
transformaciones entonces su dinámica está bien definida, incluso si los multiplicado-
res asociados a los vínculos de primera clase no lo están. A partir de esto concluimos
que los vínculos de primera clase, cuyos multiplicadores no quedan determinados
por la ecuación de consistencia, están asociados a transformaciones de gauge. Esto
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se puede ver ya que son los generadores de las transformaciones dadas por (3.24).
De forma general, para determinar de manera única la evolución de una función

F arbitraria y obtener un espacio de fases consistente hace falta fijar el gauge. Para
esto hay que introducir nuevas restricciones dadas por funciones ga = 0 sobre el
espacio de fases, tantas como vínculos de primera clase. Si el conjunto formado por
todos los vínculos ϕm más las funciones que fijan el gauge ga es de segunda clase,
entonces al restringirnos simultáneamente a la superficie dada por todos los vínculos
ϕm = 0 y las condiciones de fijado de gauge ga = 0 se puede definir un buen espacio
de fases.

Al analizar la gravedad como un sistema Hamiltoniano con vínculos observaremos
que solo hay vínculos de primera clase. En el capítulo 4 veremos cómo lidiar con
estos vínculos a la hora de cuantizar la teoría.

3.2. Gravedad de Jackiw-Teitelboim como sistema

Hamiltoniano con vínculos

El objetivo de esta sección es aplicar la teoría de los sistemas Hamiltonianos vin-
culados al caso de la gravedad. La idea principal es que a partir de la acción (2.13)
podemos definir una densidad Lagrangiana y con ella un Hamiltoniano asociado a
la gravedad. Para esto hay que hacer una separación de la variable temporal de
la espacial. Este ‘split’ de las variables viene acompañado de una parametrización
del espaciotiempo M en la cual este se escribe como una sucesión de superficies Σ

indexadas por la coordenada temporal de forma que podemos escribir M = R × Σ

[14]. Cuando una variedad admite esta descomposición se dice que es globalmente
hiperbólica. A partir de esta descomposición seremos capaces de definir variables ca-
nónicas sobre las superficies de tiempo constante, además de vínculos que generarán
transformaciones de gauge sobre las mismas.

Para la gravedad estándar en 4 dimensiones escrita en términos del tensor métrico
este enfoque se conoce como el formalismo de Arnowitt–Deser–Misner (ADM) [16].
El análisis canónico de la gravedad no es sencillo en ese caso; sin embargo, como
aquí aplicaremos estas ideas al estudio de una teoría bidimensional en el formalismo
de primer orden, la complejidad se reduce considerablemente.

Consideraremos una descomposición del espaciotiempo en la que utilizamos co-
mo coordenada espacial r y como coordenada temporal t. En lugar de realizar el
análisis Hamiltoniano de la manera usual, es decir, calcular los momentos a partir
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del Lagrangiano y encontrar los vínculos a los cuales deben estar sujetos, podemos
tomar un atajo aprovechando que la acción (2.16) solo tiene derivadas de primer
orden en los campos. La acción (2.16) se puede escribir como

SJT =

∫
M

dt dr ϕ∂twr+ϕa∂te
a
r+e

a
t

(
∂rϕa −

ϕΛ

2
ϵab e

b
r − ϕbϵ

b
awr

)
+wt

(
∂rϕ+ ϕaϵ

a
be

b
r

)
.

(3.25)
Esto puede interpretarse como un sistema Hamiltoniano con vínculos, si comparamos
esto con (3.16) vemos que wr y los ear juegan el papel de q mientras que ϕ y los ϕa

juegan el papel de los momentos p. Por otra parte, dado que las variables wt y et no
tienen derivada temporal, pueden interpretarse como multiplicadores de Lagrange
que imponen los vínculos definidos por

G = ∂rϕ+ ϕaϵ
a
be

b
r (3.26)

Ha = ∂rϕa −
ϕΛ

2
ϵab e

b
r − ϕbϵ

b
awr. (3.27)

Es interesante notar que las componentes temporales de los campos e y w funcionan
como multiplicadores de Lagrange que imponen vínculos. Esto es algo que podemos
ver en otros sistemas vinculados, por ejemplo, en el caso del electromagnetismo, al
ser tratado desde el formalismo Hamiltoniano se puede ver que At funciona como
un multiplicador de Lagrange que impone la ley de Gauss.

Al interpretar (3.25) nos damos cuenta que no aparece un término que asocia-
ríamos con H. Dicho de otra forma H = 0 y su Hamiltoniano total H ′ consiste úni-
camente en los multiplicadores de Lagrange y los vínculos. A partir de esa ecuación
también podemos leer la estructura canónica. Los corchetes de Poisson que actúan
sobre los campos a tiempo constante quedan definidos de la siguiente manera

{wr(r, t), ϕ(r
′, t)} = δ(r − r′) (3.28)

{ear(r, t), ϕb(r
′, t)} = δab δ(r − r′). (3.29)

Vale la pena mencionar que aunque mostramos las ideas principales del análisis de
sistemas Hamiltonianos con vínculos en el caso de variables canónicas discretas todo
es aplicable al caso continuo en el que las variables canónicas son campos, lo único
que hay que hacer es definir adecuadamente los corchetes de Poisson en el caso
continuo. Esta es la razón por la que la delta de Dirac aparece en las definiciones
(3.28) y (3.29).
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Una vez definido el corchete de Poisson entre las variables canónicas estamos
en condiciones de estudiar los vínculos de la teoría. Veremos qué transformaciones
generan sobre las variables canónicas y computaremos el corchete de Poisson entre
ellos para clasificarlos, demostrando que forman un sistema de primera clase. Para
tales efectos haremos una reparametrización de la superficie de vínculos en la cual
en lugar de utilizar G y Ha utilizaremos G,L y H donde definimos

L = earHa + wrG (3.30)

H = earϵ
b
aHb. (3.31)

La elección de estos vínculos genera la misma restricción en el espacio de fases que los
originales, dado que si G,Ha = 0 entonces L,G,H = 0 y viceversa. Esta redefinición
solo podría ser problemática en caso de que ear se anule para todo tiempo. Dado
que el tensor métrico se puede escribir como gµν = eaµ e

b
ν ηab esto implicaría que la

métrica es singular y asumimos que no es el caso.

En la sección 3.1 mencionamos que los vínculos de primera clase están asociados
a transformaciones de gauge infinitesimales. En particular en la ecuación (3.24) se
ve que los vínculos de primera clase generan transformaciones de gauge a través
de la acción del corchete de Poisson sobre las variables canónicas. En lo que sigue
mostraremos cómo actúan L y G sobre las variables canónicas y utilizaremos esto
para interpretar estos vínculos geométricamente. A partir de esos resultados mos-
traremos que el sistema de vínculos de esta teoría es efectivamente de primera clase.
Para empezar, ya a nivel Lagrangiano podemos notar que la acción (2.16) tiene
simetría de rotación en los índices internos a, b dadas por las transformaciones del
grupo de Lorentz SO(1, 1)

eaµ → Λ̃a
be

b
µ (3.32)

ϕa → Λ̃ b
a ϕb (3.33)

wµ → wµ − Λ̃−1∂µΛ̃. (3.34)

Esto también se cumple a nivel Hamiltoniano en la ecuación (3.25). Resulta que
esta simetría de gauge se realiza de manera infinitesimal mediante los corchetes de
Poisson con el vínculo G. Consideremos que los elementos de SO(1, 1) se pueden
parametrizar mediante Λ̃a

b = (eφϵ)ab. Entonces se cumple que las transformaciones
de gauge infinitesimales de las variables canónicas se pueden escribir como
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ear → ear + ϵabe
b
rφ = ear +

{
ear ,
∫
dr′φ(r′)G(r′)

}
(3.35)

ϕa → ϕa − ϵbaϕbφ = ϕa +
{
ϕa,
∫
dr′φ(r′)G(r′)

}
(3.36)

wr → wr − ∂rφ = wr +
{
wr,
∫
dr′φ(r′)G(r′)

}
. (3.37)

Esta simetría está presente debido a que al trabajar en el formalismo de primer
orden agregamos la conexión de espín como variable extra, por lo que el vínculo G
se interpreta como el generador de esa simetría. Por otra parte, el vínculo L actúa
sobre las variables canónicas como difeomorfismos espaciales infinitesimales

ear → ear − ∂rf e
a
r − ∂re

a
r f = ear +

{
ear ,
∫
dr′f(r′)L(r′)

}
(3.38)

ϕa → ϕa − f∂rϕa = ϕa +
{
ϕa,
∫
dr′f(r′)L(r′)

}
(3.39)

ϕ→ ϕ− f∂rϕ = ϕ+
{
ϕa,
∫
dr′f(r′)L(r′)

}
(3.40)

wr → wr − ∂rf wr − ∂rwrf = wr +
{
wr,
∫
dr′f(r′)L(r′)

}
. (3.41)

El hecho de que al actuar L sobre ear genera difeomorfismos se puede interpretar
geométricamente al considerar que se está actuando con un difeomorfismo espacial
sobre las superficies de tiempo constante en la foliación del espaciotiempo. Dado que
L genera difeomorfismos sobre variables canónicas, su corchete de Poisson con una
función del espacio de fases actúa como la derivada de Lie, pues esta representa un
difeomorfismo infinitesimal. En particular, podemos calcular, por ejemplo

{∫
dr α(r)L(r) ,

∫
dr′g(r′)G(r′)

}
=

∫
dr′g(r′)Lα(G), (3.42)

donde Lα es la derivada de Lie a lo largo del vector α. Ahora podemos hacer la
siguiente observación: la integral

∫
dr g G es invariante por difeomorfismos, por lo

tanto al aplicarle la deriva de Lie Lα se obtiene la identidad

−
∫
drLα(g)G =

∫
dr gLα(G). (3.43)

Utilizando (3.42) y (3.43) se calculan todos los corchetes entre vínculos que incluyen
a L
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{∫
dr αL(r),

∫
dr′g G(r′)

}
= −

∫
drLα(g)G ≈ 0 (3.44){∫

dr αL(r),
∫
dr′hH(r′)

}
= −

∫
drLα(h)H ≈ 0 (3.45){∫

dr αL(r),
∫
dr′α′ L(r′)

}
= −

∫
drLα(α

′)L ≈ 0. (3.46)

Un argumento similar se puede aplicar para los corchetes que incluyen a G, ya que al
generar transformaciones de gauge actúa sobre funciones del espacio de fases como
una transformación de gauge infinitesimal. Basta con observar que tanto G como H
son invariantes de gauge para concluir que

{∫
dr g G(r),

∫
dr′g′G(r′)

}
= 0 (3.47){∫

dr g G(r),
∫
dr′hH(r′)

}
= 0, (3.48)

Finalmente, el único corchete que queda también se anula sobre la superficie de
vínculos. Mediante un cálculo explícito se tiene que

{∫
dr h(r)H(r),

∫
dr′h′(r′)H(r′)

}
=
∫
dr (h′∂rh− h∂rh

′)(wrG− L) ≈ 0. (3.49)

Como vemos, el álgebra de vínculos es cerrada y sobre la superficie dada por los mis-
mos tenemos que conmutan Poisson. Por lo tanto estos vínculos forman un sistema
de primera clase.

Como discutimos en la sección 3.1 para tener un espacio de fases bien definido
hay que suplementar los vínculos de primera clase con condiciones de fijado de gauge.
En este caso tenemos tres vínculos de primera clase que deberían ser suplementados
con tres condiciones de fijado de gauge. A su vez, tenemos tres pares de variables
canónicas. Esto nos está indicando que a diferencia de lo que ocurre en la gravedad
estándar en 4 dimensiones en este caso no se van a propagar grados de libertad
locales. Sin embargo, la teoría no es trivial. Veremos más adelante que hay cantidades
que no pueden fijarse usando la invarianza por difeomorfismos de la teoría.

Antes mencionamos que esta teoría tiene un Hamiltoniano que es puro vínculo,
por lo que no hay una noción natural de dinámica ya que el Hamiltoniano en el
espacio irrestricto es nulo y los vínculos generan transformaciones de gauge. Sin
embargo, en el contexto de la gravedad canónica podemos interpretar el vínculo H
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como una suerte de evolución temporal que mapea superficies de tiempo constante
en otras superficies de tiempo constante, lo cual se puede pensar como una evolución
en la dirección de la variable que hace la foliación del espaciotiempo. Debido a esta
interpretación, al vínculo H se lo conoce como vínculo Hamiltoniano.

3.3. Análisis canónico de gravedad en 2+1

Como explicamos en el capítulo 1, nuestro objetivo es establecer un resultado
análogo a la relación entre las soluciones de la ecuación de Wheeler-DeWitt radial
y la deformación T T̄ en una dimensión menos. Como veremos en la sección 3.4, a
nivel clásico la gravedad de Jackiw-Teitelboim se puede obtener a partir de reducir
dimensionalmente la gravedad tridimensional. Esta interpretación geométrica inspira
las soluciones para los estados cuánticos bidimensionales que estudiaremos en el
capítulo 4.

Para la gravedad en tres dimensiones la acción de Einstein-Hilbert (2.11) está
bien definida. La teoría puede escribirse en su formulación de primer orden de una
manera similar a lo establecido en la sección 2.4 y la acción resultante es [17]

S3d =
1

16πG

∫
M

ei ∧ (dwi + ϵijkwjwk) +
Λ

6
ϵijke

i ∧ ej ∧ ek, (3.50)

donde ahora la base local {ei} tiene 3 componentes y se define una conexión de
espín wi que toma valores en el álgebra de Lie del grupo SL(2,R). En [2] se realiza
el análisis canónico de esta acción pero con la particularidad de que la dirección de
la foliación del espaciotiempo en este caso será r en lugar de t. La razón de esto es
que en el contexto de la conjetura AdS/CFT hacer la foliación de esta manera nos
permite interpretar el vínculo Hamiltoniano como el generador de una evolución que
nos lleva hacia el borde del espacio AdS. Nos va a interesar vincular las funciones de
onda que satisfacen este vínculo Hamiltoniano con una teoría de campos conforme
definida en el borde de AdS.

El espaciotiempo queda parametrizado utilizando las coordenadas r, t, y, dentro
de las cuales haremos que r juegue el papel que en el caso del análisis canónico
estándar toma la variable t. Por lo tanto si hacemos el split de las variables de esta
manera, escribimos los términos de la acción en esas coordenadas y reagrupamos
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obtenemos:

S3d =
1

16πG

∫
dr dt dy 2ϵαβwi

β∂reiα + eirϵ
αβ(2∂αwβi +

Λ

2
ϵijke

j
αe

k
β + ϵijkw

j
αw

k
β)+

2wi
rϵ

αβ(ϵijkw
k
βe

j
α + ∂αeiβ),

(3.51)
donde α, β = y, t.

Siguiendo las ideas desarrolladas al inicio del capítulo sobre sistemas Hamiltonia-
nos con vínculos y el análisis canónico de la gravedad de Jackiw-Teitelboim podemos
identificar que la acción escrita en estos términos corresponde a tener un Hamilto-
niano que se compone únicamente de vínculos impuestos por los multiplicadores de
Lagrange eir y wi

r. Los vínculos son:

Hi = ϵαβ(2∂αwβi +
Λ

2
ϵijke

j
αe

k
β + ϵijkw

j
αw

k
β)

Gi = ϵαβ
(
∂αeiβ + ϵijkw

k
βe

j
α

)
.

(3.52)

Esta teoría tiene seis vínculos que pueden interpretarse de manera análoga a lo
visto en la sección 3.2. En ella vimos que había un único vínculo G que generaba
transformaciones de gauge de grupo SO(1, 1), la razón de que tuviéramos un solo
generador de la simetría es que el álgebra de Lie de ese grupo tiene un solo generador.
En este caso tenemos tres vínculos asociados a las transformaciones de gauge debido
a que el álgebra de Lie del grupo SL(2,R) tiene tres generadores. Por otra parte,
desde el punto de vista geométrico vamos a tener tres vínculos Hi. Dos de ellos
se pueden interpretar como los generadores de difeomorfismos en las superficies
bidimensionales de r constante. El vínculo restante es el vínculo Hamiltoniano, que es
el análogo al definido en la sección 3.2 en la cual lo interpretamos como el generador
de una evolución temporal. En este caso se interpreta como una evolución en la
dirección radial.

3.4. Gravedad de Jackiw-Teitelboim por reducción

dimensional

Como veremos en el capítulo 4 al cuantizar canónicamente la gravedad de Jackiw-
Teitelboim tendremos que tratar los vínculos. La manera en la que lo haremos es la
misma que se usa en [2] al cuantizar la gravedad definida en (3.50). La motivación
es que del análisis canónico de la gravedad en tres dimensiones en el formalismo de
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primer orden se puede obtener la formulación de primer orden de la gravedad de
Jackiw-Teitelboim mediante reducción dimensional [18]. Esta consiste en partir de
(3.51) y asumir que nada depende de la variable y. Luego, resolviendo explícitamente
algunos de los vínculos de la teoría, recuperamos la gravedad bidimensional.

Los vínculos de la gravedad tridimensional forman un sistema de primera clase
al igual que en la gravedad de Jackiw-Teitelboim. Resolveremos los vínculos G0, G1

y H1. Para hacerlo, haremos un fijado parcial de gauge, es decir impondremos tres
condiciones que junto a estos vínculos forman un sistema de segunda clase. La idea
es que este procedimiento nos lleva consistentemente a un espacio de fases en el
cual al imponer los vínculos restantes recuperamos la gravedad bidimensional. Las
condiciones de fijado parcial de gauge son w1

y = 0, e0y = 0 y e2y = 0. Empezamos
resolviendo el vínculo G0

G0 = ϵαβ
(
∂αe0β + ϵ0jkw

k
βe

j
α

)
= ∂tey0 − ∂yet0 − w1

ye
2
t + w2

ye
1
t − w2

t e
1
y + w1

t e
2
y

= w2
ye

1
t − w2

t e
1
y

= 0.

Esta ecuación admite como solución e1t = 0 y w2
t = 0. Estas condiciones que encon-

tramos resolviendo el vínculo G0 a su vez nos permiten resolver el vínculo G2

G2 =ϵ
αβ
(
ϵ0jkw

j
βe

k
α − ∂βe0α

)
= ∂tey2 − ∂yet2 − w0

ye
1
t + w1

ye
0
t − w1

t e
0
y + w0

t e
1
y

= w0
t e

1
y

= 0.

Si elegimos como solución w0
t = 0, además se verifica que el vínculo H1 se cumple

trivialmente, pues entre las condiciones de fijado de gauge y los resultado obtenidos
de resolver G0 y G2 se tiene que

25



H1 =ϵ
αβ

(
2∂αwβ1 + ϵ1jk

(
Λ

2
ejαe

k
β − wj

βw
k
α

))
= 2∂twy1 − 2∂ywt1 + Λ

(
e2t e

0
y − e0t e

2
y

)
+ 2

(
w0

yw
2
t − w2

yw
0
t

)
= 0.

Finalmente la acción reducida dimensionalmente queda

S2d =
1

16πG

∫
dr dtw0y∂re

0
t + w2y∂re

2
t − w1t∂re

1
y

+ e0r

(
∂tw0y −

Λ

2
e2t e

1
y + w2yw1t

)
+ e2r

(
∂tw2y +

Λ

2
e0t e

1
y − w1tw0y

)
+ w1

r

(
∂te

1
y − w0ye2t − w2ye

0
t

)
.

(3.53)

Observamos que nuestro procedimiento de fijado de gauge parcial nos llevó del
espacio de fases original en el que los pares de variables canónicas eran (eiy, w

i
t) y

(eit, w
i
y) con vínculos Gi y Hi a un espacio de fases de variables canónicas (e1y, w

1
t ),

(e0t , w
0
y) y (e2t , w

2
y) con vínculos G1, H0 y H2. Las condiciones de fijado parcial de

gauge nos permitieron restringir el espacio de fases correctamente pues el efecto
fue de resolver algunos vínculos y eliminar tres pares de variables canónicas. Para
establecer el puente entre este resultado y la gravedad de Jackiw-Teitelboim hacemos
la siguiente identificación entre las variables 3d y 2d

e0t → e0t (3.54)

e2t → e1t (3.55)

w0y → ϕ0 (3.56)

w2y → ϕ1 (3.57)

w1t → wt. (3.58)

Haciendo esta identificación notamos que (3.53) es el resultado que hubiéramos
obtenido para la ecuación (3.25) de haber utilizado r como la variable de la foliación
en al análisis canónico de la gravedad bidimensional. Es decir, lo que obtenemos es la
foliación radial de la gravedad de Jackiw-Teitelboim, la cual es la que cuantizaremos
en el capítulo 4. Esta relación a nivel clásico entre la formulación de primer orden
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de la gravedad en d = 3 y d = 2 servirá como motivación para utilizar el enfoque de
[2] al cuantizar la gravedad de Jackiw-Teitelboim.

Es interesante ver que en la reducción dimensional las partes de la conexión
de espín que dependen de la variable reducida pasan a ser los multiplicadores de
Lagrange que imponen la condición de curvatura nula en la conexión de espín de la
formulación de primer orden de Jackiw-Teitelboim, mientras que las partes espaciales
de la base local de la teoría tridimensional que quedan luego de la reducción se
identifican con elementos de la base local de la teoría bidimensional.

Una vez entendido el análisis canónico de la teoría clásica, estamos en condicio-
nes de entender qué ocurre al intentar cuantizar. En el capítulo 4 estudiaremos un
esquema de cuantización canónica y veremos qué ocurre con los vínculos de la teoría
a nivel cuántico cuando obtengamos los funcionales de onda de la misma.
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Capítulo 4

Cuantización de Jackiw-Teitelboim
en el formalismo de primer orden

Hasta ahora todo lo que vimos es a nivel clásico. Queremos ahora entender cómo
podemos definir la teoría cuántica a partir del análisis realizado en las secciones
anteriores. Como discutimos, desde el punto de vista Hamiltoniano la gravedad es
un sistema vinculado. En este capítulo repasaremos algunas nociones básicas sobre
cuantización canónica, comentaremos sobre la cuantización de sistemas vinculados
en general y lo aplicaremos a la gravedad de Jackiw-Teitelboim en la formulación
de primer orden.

El resultado principal de este capítulo es que los estados cuánticos de esta teoría
pueden escribirse en términos de un objeto que puede interpretarse como la función
de partición de una teoría de campos en 0 + 1 dimensiones, en analogía con lo que
se encontró en [2]. Como veremos, la expresión que encontramos involucra a este
objeto dentro de una integral de caminos sobre las variables de configuraciones de
la teoría.

4.1. Geometría en el espacio de fases y cuantización

canónica

Estudiar la gravedad desde el formalismo Hamiltoniano tiene la ventaja de que
hay un camino concreto hacia la cuantización que es la cuantización canónica. Para
entender cómo funciona este esquema en el contexto gravitatorio primero hay que
entender cuál es la relación entre el espacio de fases clásico y las relaciones de
conmutación cuánticas. En las siguientes subsecciones desarrollamos brevemente esta
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relación.

4.1.1. Espacios de fase

De la misma manera que el espaciotiempo se modela como una variedad diferen-
ciable donde existe un tensor métrico, el espacio de fases clásico puede definirse como
una variedad simpléctica [14, 15]. Esto es, una variedad diferenciable de dimensión
d = 2n en la cuál se define una 2-forma que dado un sistema de coordenadas local
{x1, ..., x2n} se puede escribir como Ω = Ωij dx

i∧dxj, siendo la matriz Ωij invertible.
Además esta 2-forma es cerrada en el sentido de que dΩ = 0. Aquí Ω va a tener un
papel análogo al que tenía el tensor métrico en una variedad pseudoriemanniana,
solo que en lugar de definir un producto interno entre vectores del espacio tangente
nos servirá para definir el corchete de Poisson. A esta 2-forma se la denomina forma
simpléctica.

El teorema de Darboux establece que para un parche local en una variedad
simpléctica es posible elegir coordenadas locales {q1, ..., qn, p1, ..., pn} de forma tal
que la forma simpléctica se escribe

Ω = dqi ∧ dpi, (4.1)

donde los qi pueden pensarse como las posiciones generalizadas y los pi como sus
momentos conjugados.

La forma simpléctica nos permite definir la dinámica en el espacio de fases. A
partir de un Hamiltoniano H, podemos definir su campo vectorial asociado como

dH(Y ) = Ω(Y,XH). (4.2)

Es decir, XH se define como el campo vectorial tal que para todo Y ∈ TM la 2-forma
Ω actuando sobre ambos es igual a la acción del diferencial de H sobre el campo
Y . La interpretación geométrica de XH es que en cada punto del espacio de fases
da un vector que apunta en el sentido en el que evolucionan las variables canónicas.
Por lo tanto, la evolución temporal de X⃗(t) = (q1(t), ..., qn(t), p1(t), ..., pn(t)) son las
curvas integrales definidas por la ecuación

dX⃗(t)

dt
= XH . (4.3)

Utilizando las coordenadas de Darboux, XH se escribe en la base {∂qi , ∂pi} como
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XH = Ai∂qi +Bi∂pi , (4.4)

para algunos coeficientes Ai y Bi.

Las ecuaciones de Hamilton se obtienen de los resultados anteriores. En particular,
a partir de la ecuación (4.2) podemos calcular cada lado de la igualdad por separado
eligiendo Y = ∂qi . Haciendo esto obtenemos una relación entre los coeficientes Bi y
derivadas de H

dH(∂qi) =
∂H

∂qi
(4.5)

Ω(∂qi , XH) = −Bi. (4.6)

Por lo tanto

∂H

∂qi
= −Bi. (4.7)

Análogamente si elegimos Y = ∂pi encontramos una relación para los coeficientes Ai

dH(∂pi) =
∂H

∂pi
(4.8)

Ω(∂pi , XH) = Ai. (4.9)

De esto se deduce que

∂H

∂pi
= Ai. (4.10)

Si sustituimos los resultados (4.7) y (4.10) en (4.4) vemos que efectivamente el
sistema de ecuaciones dado por (4.3) corresponde a las ecuaciones de movimiento
de Hamilton para las variables canónicas (3.11).

Otra observación importante es que eligiendo las coordenadas de Darboux la
forma simpléctica induce los corchetes de Poisson en su forma estándar. Para dos
funciones cualquiera f y g en el espacio de fases su corchete queda definido mediante
la relación

{f, g} = Ω(Xg, Xf ), (4.11)
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donde Xf y Xg son los campos vectoriales asociados a las funciones f y g respecti-
vamente.

En conclusión, (4.2) define la dinámica del sistema a partir de una condición
geométrica sobre el espacio de fases, es decir, sin necesidad de hacer referencia a un
sistema de coordenadas particular. Lo interesante de esta construcción es que nos
muestra que esencialmente el espacio de fases y su dinámica están bien definidos
cuando tenemos una función diferenciable H y una 2-forma invertible y cerrada Ω.
En la sección 4.2 veremos qué problemas pueden aparecer al definir el espacio de
fases de una teoría con vínculos desde esta perspectiva geométrica.

4.1.2. Cuantización canónica

Una vez que tenemos definido adecuadamente el espacio de fases el corchete de
Poisson entre las variables canónicas es

{qi, pj} = δij. (4.12)

En el procedimiento de cuantización canónica las variables canónicas (qi, pj) se pro-
mueven a operadores (q̂i, p̂j) y se define la relación de conmutación a partir del
corchete de Poisson haciendo la sustitución {, } → i [ , ]. Esto da lugar a las relacio-
nes de conmutación canónicas

[q̂i , p̂j] = iδij. (4.13)

En teoría de campos hay que llevar esto al continuo, pues no se tiene un número
finito de grados de libertad qi sino que cada punto del espacio tiene un grado de
libertad por cada campo definido en la teoría. Lo que tiene sentido contar en este
contexto es los grados de libertad por punto del espacio. Por lo tanto las coordena-
das generalizadas qi(t) se sustituyen por las configuraciones de los posibles campos
ϕk(t, x⃗). El índice i original se ve sustituido por un índice continuo x⃗ que toma va-
lores en el espacio y un índice k que queda indica a cuál de los campos de la teoría
se hace referencia. Estos campos ϕk(t, x⃗) tienen asociados sus momentos conjugados
Πk(t, x⃗). Las relaciones de conmutación canónicas en el continuo son [19]

[ϕ̂l(t, x⃗), Π̂m(t, y⃗)] = iδlm δ(x⃗− y⃗). (4.14)

Notar que las relaciones de conmutación están evaluadas a tiempos iguales para los
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dos campos1.

4.2. Cuantización de sistemas vinculados

El esquema de cuantización canónica funciona cuando el espacio de fases está bien
construido. Nos interesa cuantizar la gravedad de Jackiw-Teitelboim en el formalismo
de primer orden, que como vimos, desde el punto de vista Hamiltoniano es un sistema
vinculado. Con esta motivación describiremos brevemente qué ocurre con el espacio
de fases en teorías con vínculos y su cuantización [15].

Sobre el final de la sección 3.1 comentamos que ante la presencia de vínculos de
primera clase la evolución temporal de una función arbitraria no está bien definida
debido a que los vínculos de primera clase están asociados a transformaciones de
gauge. A partir del contenido de la sección 4.1.1 estamos en condiciones de explicar
esto desde el punto de vista geométrico. Supongamos que tenemos un espacio de fases
bien definido que denominaremos Mkin y sobre este queremos imponer una serie de
vínculos ϕi = 0. La pregunta de si sobre la superficie de vínculos queda definido
un espacio de fases es equivalente a preguntarnos si la subvariedad Σ definida por
ϕi = 0 hereda las propiedades simplécticas del espacio Mkin.

Sobre Mkin, por ser un espacio de fases, existe una 2-forma Ω que es cerrada y
no degenerada. Geométricamente, para que la superficie Σ sea un buen espacio de
fases la restricción Ω̄ = Ω|ϕi=0 debe ser una forma simpléctica. Resulta que cuando
todos los vínculos son de segunda clase este es efectivamente el caso.

Sin embargo, cuando existan vínculos de primera clase Ω̄ es degenerada. En este
caso, como veremos a continuación, Ω̄ no es una forma simpléctica, pues no es inver-
tible, sino que se conoce como forma presimpléctica. En particular, si consideramos
los campos vectoriales asociados a los vínculos, X l

ϕi
, se puede probar que estos son

tangentes a la superficie Σ y además

Ω̄klX
l
ϕi

= 0. (4.15)

Es decir, como campos vectoriales definidos en Σ son vectores nulos de la forma
presimpléctica inducida Ω̄, lo cual implica que esta no es invertible.

Esto muestra que Σ no es un buen espacio de fases. Para tener una forma sim-
pléctica inducida sobre la superficie de vínculos, es necesario restringir aún más el

1En esta expresión, los campos se encuentran en la representación de Heisenberg, de ahí su
dependencia en el tiempo.
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espacio de fases mediante la elección de condiciones de fijado de gauge ga. Esta es
otra forma de ver que los vínculos de primera clase generan transformaciones de
gauge. Como los campos asociados a estos vínculos están en el kernel de la forma
presimpléctica Ω̄, para definir correctamente el espacio de fases el flujo de estos
campos se debe factorizar. Esto es precisamente fijar el gauge, elegir un único repre-
sentante de cada órbita del flujo generado por los campos vectoriales asociados a los
vínculos de primera clase. La manera de hacer esto es elegir tantas condiciones de
fijado de gauge ga = 0 como vínculos de primera clase, de forma que restringimos
el espacio de fases Mkin a la superficie Σ̃ dada por ϕi = 0 y ga = 0. Las condiciones
de fijado de gauge son buenas si el sistema formado por los vínculos (ϕi, ga) es de
segunda clase, ya que como mencionamos, en ese caso la forma simpléctica inducida
es no degenerada y finalmente tenemos un espacio de fases bien definido.

Para cuantizar, debemos partir de un espacio de fases bien definido. Debido a
esto hay dos enfoques sobre cómo tratar la cuantización en el caso de un sistema
vinculado. Por un lado, podríamos primero resolver los vínculos de la teoría a nivel
clásico junto con sus condiciones de fijado de gauge correspondientes. De esta manera
se obtiene el espacio de fases Σ̃ y luego es posible aplicar el mapa de cuantización
canónica. Por otra parte, podríamos pararnos sobre el espacio de fases irrestricto
Mkin, cuantizar canónicamente las variables qi, pi y luego imponer las ecuaciones de
los vínculos ϕi = 0 como operadores actuando sobre el espacio de Hilbert de las
funciones de onda

ϕ̂iψ = 0. (4.16)

Al primer enfoque se lo conoce con el nombre de constrain first mientras que el
segundo enfoque lleva el nombre de quantize first.

La cuantización de sistemas vinculados no es sencilla, uno de los problemas que
pueden surgir es que estos dos procedimientos no necesariamente devuelven el mismo
resultado, por lo que a menudo la definición de la teoría a nivel cuántico puede
tener ambigüedades. En nuestro caso, al estudiar la cuantización de la gravedad
bidimensional usaremos un enfoque híbrido: resolveremos algunos de los vínculos a
nivel clásico y otros quedarán impuestos a nivel cuántico.
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4.3. Foliación radial y cuantización

En el contexto de la conjetura AdS/CFT queremos vincular la gravedad definida
en el interior del espaciotiempo con una teoría de campos en el borde del mismo.
En la sección 3.3 mencionamos que utilizar r como coordenada de la foliación en
el análisis canónico da lugar a un vínculo Hamiltoniano que se interpreta como
generador de la evolución en la dirección radial del espaciotiempo.

En [2] se estudió la gravedad en 3 dimensiones en el formalismo de primer orden
haciendo una foliación radial del espaciotiempo. El resultado principal de ese análisis
es que las funciones de onda que satisfacen el vínculo Hamiltoniano a nivel cuántico
se pueden escribir como una integral de caminos que involucra la función de partición
de una teoría de campos que satisface una identidad. Motivados por la relación entre
estas teorías descrita en la sección 3.4, el objetivo del resto del capítulo es demostrar
un resultado análogo para la gravedad bidimensional. Por esto, nuestro punto de
partida es la foliación radial de la gravedad de Jackiw-Teitelboim en el formalismo
de primer orden

SJT =

∫
M

dr dt ϕa∂re
a
t−wt∂rϕ+e

a
r

(
∂tϕa −

ϕΛ

2
ϵab e

b
t − ϕbϵ

b
awt

)
+wr

(
∂tϕ+ ϕaϵ

a
be

b
t

)
.

(4.17)

En la sección 3.2 hicimos el análisis canónico estándar usando t como la coorde-
nada de la foliación. Repetimos ese análisis ahora usando la foliación radial. A partir
de (4.17) podemos leer que las variables canónicas ahora son (eat , ϕa) y (ϕ,wt). Tam-
bién podemos notar que los vínculos de la teoría en la foliación radial se escriben
como los vínculos en la foliación temporal intercambiando t por r.

G = ∂tϕ+ ϕaϵ
a
be

b
t (4.18)

Ha = ∂tϕa −
ϕΛ

2
ϵab e

b
t − ϕbϵ

b
awt. (4.19)

De manera análoga al caso de la foliación temporal definimos los vínculos L y H

mediante las ecuaciones
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L = eatHa + wtG (4.20)

H = eat ϵ
b
aHb. (4.21)

Ahora la interpretación de los vínculos cambia ligeramente. G sigue generando la
simetría en el índice interno sobre las variables canónicas, pero L es ahora el gene-
rador de difeomorfismos temporales sobre las superficies de r constante y el vínculo
Hamiltoniano H, como ya mencionamos, se interpreta como el generador de una
evolución en la dirección radial.

Como se mostró en la sección 4.2, hay dos maneras de tratar un vínculo de
primera clase al cuantizar un sistema vinculado, o se complementa con una condición
de fijado de gauge y se resuelve explícitamente o se impone como un operador que
aniquila la función de onda. En esta teoría tenemos tres vínculos de primera clase,
L, G y H. Por analogía con el procedimiento utilizado en [2] lo que haremos es fijar
parcialmente el gauge. En particular, resolveremos explícitamente el vínculo G y
luego impondremos los vínculos restantes a nivel cuántico.

Como el vínculo G está asociado a la simetría de gauge de rotación en los ín-
dices internos, podemos interpretar que hay una redundancia en tener e0t y e1t ya
que podríamos rotar uno en el otro. Esta observación nos muestra que podemos
establecer

e1t = 0 (4.22)

como condición de fijado de gauge parcial. Esto es similar al procedimiento de re-
ducción dimensional de la gravedad tridimensional de la sección 3.4. Usaremos la
ecuación (4.22) como condición de fijado de gauge para resolver el vínculo G.

De acuerdo a lo discutido en 4.2, esta es una buena condición de fijado de gauge
pues forma un sistema de segunda clase con G = 0. La resolución de este vínculo
junto con (4.22) fija una condición sobre ϕ1

ϕ1 =
∂tϕ

e0t
. (4.23)

Observemos que en el proceso de fijado parcial de gauge resolvemos el par (e1t , ϕ1)

pasando de un espacio de fases con tres pares de variables canónicas y tres vínculos
a un espacio de fases con dos pares de variables canónicas y dos vínculos. Nótese
que una variable la fijamos a cero y la otra queda escrita en función de algunas de
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las variables canónicas restantes. Esta observación va en la línea de la discusión 4.2.
La teoría dada por (4.17) se puede pensar como tener un espacio de fases irrestricto
Mkin que tiene tres pares de variables canónicas donde imponemos los tres vínculos
G, L y H. Como estrategia para cuantizar lo que estamos haciendo es primero definir
el espacio M ′

kin como la superficie dada por G = 0 y e1t = 0. Sabemos que M ′
kin es

un buen espacio de fases porque G y e1t forman un sistema de segunda clase, sobre
este espacio nos quedan por imponer los vínculos H = 0 y L = 0. Sobre ese espacio
de fases bien definido Mkin′ aplicamos el mapa de cuantización canónica sobre las
variables canónicas restantes (e0t , ϕ0) y (ϕ,wt). Finalmente, imponemos los vínculos
L y H a nivel cuántico. Esto es un híbrido entre el enfoque de restringir primero
el espacio de fases para luego cuantizar y el enfoque en el que primero se cuantiza
el espacio irrestricto para luego imponer los vínculos directamente a la función de
onda.

Una vez resuelto este vínculo solo queda una variable asociada a la base local eat
por lo que podemos renombrar

e0t = e. (4.24)

Luego del fijado parcial de gauge y redefiniendo H → H
e

los vínculos restantes son

L = eH0 (4.25)

H = −H1. (4.26)

Aunque rompimos la simetría de gauge al resolver el vínculo G, se sigue verificando
que L genera difeomorfismos sobre las variables canónicas residuales. Esto implica
que implementar el vínculo a nivel cuántico es sencillo, basta con elegir un funcional
de onda Ψ[e, ϕ] que sea invariante bajo difeomorfismos para que automáticamente

L̂Ψ[e, ϕ] = 0. (4.27)

Finalmente solo queda imponer la ecuación asociada al vínculo Hamiltoniano H.
Como veremos en la siguiente sección esto es más desafiante.
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4.4. Ecuación de Wheeler-DeWitt

Históricamente, la idea de promover los campos a operadores en el contexto
gravitatorio viene de los trabajos de Wheeler y DeWitt [20]. En ellos, a partir de
la foliación del espaciotiempo usando la coordenada temporal, se encuentran los
vínculos de la gravedad en d = 4 en el formalismo métrico. Estos vínculos se expresan
en términos de la métrica inducida en las superficies foliantes. Al promoverlos a
operadores actuando sobre un funcional de onda se tiene por un lado

P̂iΨ = 0, (4.28)

donde los Pi son los operadores asociados a los tres generadores de difeomorfismo
espaciales en las superficies de t constante. Por otra parte se tiene H el vínculo Ha-
miltoniano que representa la evolución temporal. Sobre el funcional de onda impone
que

ĤΨ[e, ϕ] = 0. (4.29)

A esta ecuación se la conoce con el nombre de ecuación de Wheeler-DeWitt. En
nuestro contexto debemos resolver la ecuación de Wheeler-DeWitt radial, pues es
en esa dirección que planteamos la foliación del espaciotiempo. Otra observación
es que nosotros lo estamos haciendo en el formalismo de primer orden, por lo que
además del vínculo Hamiltoniano H y el generador de difeomorfismos L tuvimos
que lidiar con el generador de la simetría en los índices internos G.

En [2] se encontraron soluciones a la ecuación de Wheeler-DeWitt radial para
la gravedad tridimensional. Los funcionales de onda se pueden escribir como una
integral de caminos de una métrica auxiliar E

Ψ[e+, e−] = e
ik
4π

∫
Σ e+∧ e−

∫
DE e−

ik
2π

∫
Σ(E

+−e+)∧(E−−e−)Z[E]. (4.30)

Donde k es una constante positiva, e+ y e− son 1-formas que parametrizan la geo-
metría de las superficies de radio constante y Z es la función de partición de una
teoría de campos bidimensional que está restricta a cumplir la identidad de Ward
(1.4).

Retomando el paralelismo entre la gravedad en tres dimensiones y la gravedad
de Jackiw-Teitelboim expuesto en la sección 3.4, e inspirados en el resultado dado
por (4.30), comenzamos proponiendo un ansatz para la solución de la ecuación de
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Wheeler-Dewitt radial en el caso bidimensional.

Ψ[e, ϕ] =

∫
DEDΦ ea

∫
dteϕ+ b

∫
dt(ϕ−Φ)(e−E)Z [E,Φ] . (4.31)

La idea es que al promover las variables canónicas a operadores y aplicar el vínculo
H sobre (4.31) determinaremos a, b y las propiedades que debe cumplir la función
de partición Z[E,Φ] para que Ψ efectivamente sea solución. Esto se muestra explí-
citamente en las secciones 4.4.1 y 4.4.2. Los cálculos de esas secciones son análogos
a los que aparecen en [2], donde se demuestra que (4.30) es solución de la ecuación
de Wheeler-DeWitt radial tridimensional.

Por simplicidad, podemos redefinir los campos e y ϕ mediante las transformacio-
nes e→

√
|Λ|
2
e y ϕ→

√
|Λ|
2
ϕ para absorber el factor negativo Λ/2. Luego, aplicamos

la transformación canónica ϕ → −ϕ para que la forma simpléctica en (4.17) sea de
signo positivo. Finalmente, el vínculo H a imponer es

H = −∂t
(
∂tϕ

e

)
+ ϕ0wt + eϕ. (4.32)

Para resolver el vínculo a nivel cuántico debemos ver cómo actúan las variables
canónicas sobre un funcional de ondas una vez que se promueven a operadores. Po-
demos expresar el funcional de onda en términos de las variables de configuración e
y ϕ, lo que es análogo a elegir el espacio de posiciones para representar la función de
onda en mecánica cuántica ordinaria. En esta representación, e y ϕ actúan multipli-
cativamente sobre Ψ, mientras que sus variables conjugadas actúan como derivadas
funcionales de manera análoga a como actúan los momentos sobre una función de
onda escrita en el espacio de posiciones. Por lo tanto

ϕ̂0 = −ik δ
δe

(4.33)

ŵt = −ik δ
δϕ
. (4.34)

Aquí aparece k = 16πG
√

2
|Λ| debido a que la redefinición de los campos e y ϕ

cambia la forma simpléctica en (4.17). La ecuación (4.29) puede escribirse como una
ecuación funcional (

−∂t
(
∂tϕ

e

)
− k2

δ

δe

δ

δϕ
+ eϕ

)
Ψ[e, ϕ] = 0. (4.35)

Para demostrar que nuestro ansatz es solución dividimos la prueba en dos partes.
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Por un lado analizaremos la acción sobre el funcional de onda del término cinético

T = ϕ̂0ŵt + eϕ, (4.36)

y por otro lado la acción del término de potencial

R = −∂t (∂tϕ/e) . (4.37)

La idea de la prueba es determinar cómo la acción de estos operadores se refleja
sobre Z[E,Φ] para entender qué propiedades debe cumplir.

4.4.1. Término cinético

En la demostración que sigue es útil para las manipulaciones algebraicas escribir
el funcional de onda como

Ψ[e, ϕ] = ea
∫
dt′eϕ

∫
DEDΦK[e, ϕ, E,Φ]Z[E,Φ]. (4.38)

Donde queda definido el “kernel”

K[e, ϕ, E,Φ] = eb
∫
dt′(E−e)(Φ−ϕ). (4.39)

Como veremos a continuación este kernel es útil porque al actuar sobre él podremos
hacer equivalencias entre operadores que dependen de nuestras variables canónicas
e y ϕ y operadores que dependen de las variables de integración E y Φ. Primero
debemos entender cómo la acción del término cinético se traslada a un operador
actuando únicamente sobre el kernel. Para pasar la acción del término cinético al
kernel debemos observar que al elegir

a = 1/k (4.40)

se cumple que

(ϕ0wt + eϕ)Ψ[e, ϕ] = e
1
k

∫
dt′eϕ

∫
DEDΦ

(
(ŵt − ie)(ϕ̂0 − iϕ) + eϕ

)
K[e, ϕ, E,Φ]Z [E,Φ] .

(4.41)

Mediante un cálculo directo se verifica que este operador se puede descomponer de
la siguiente manera
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(ŵt − ie)(ϕ̂0 − iϕ) + eϕ =
1

2
ŵt(ϕ̂0 − 2iϕ) +

1

2
ϕ̂0(ŵt − 2ie)− i[ϕ̂0, e]. (4.42)

Ahora podemos utilizar el kernel para escribir esto en términos de las variables de
integración E y Φ. Para esto notamos que si fijamos

b = −2/k (4.43)

se cumplen las siguientes igualdades

(ϕ̂0 − 2iϕ)K = −2iΦK (4.44)

(ŵt − 2ie) = −2iEK (4.45)

ŵtK = ik
δ

δΦ
K (4.46)

ϕ̂0K = ik
δ

δE
K (4.47)

[ϕ̂0, e]K = ik

[
δ

δE
,E

]
. (4.48)

Utilizando estas propiedades la ecuación (4.41) queda

(
ϕ̂0ŵt + eϕ

)
Ψ[e, ϕ] = e

1
k

∫
dt′eϕ

∫
DEDΦ k

(
Φ
δ

δΦ
+ E

δ

δE
+

[
δ

δE
,E

])
K[e, ϕ, E,Φ]Z [E,Φ] .

(4.49)

Además, podemos simetrizar el término del conmutador, pues actuando sobre el
kernel se cumple que

[
δ
δE
, E
]
= 1

2

[
δ
δΦ
,Φ
]
+ 1

2

[
δ
δE
, E
]
, por lo que si definimos el

operador de dilatación como

δ

δϕ̃
= Φ

δ

δΦ
+ E

δ

δE
(4.50)

−
(
δ

δϕ̃

)†

=
δ

δΦ
Φ +

δ

δE
E. (4.51)
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Obtenemos entonces el siguiente resultado

(ϕ0wt + eϕ)Ψ[e, ϕ] = e
1
k

∫
dt′eϕ

∫
DEDΦ

k

2

(
δ

δϕ̃
−
(
δ

δϕ̃

)†
)
K[e, ϕ, E,Φ]Z [E,Φ] .

(4.52)
El último paso consiste en asumir que las medidas de integración se pueden

definir de manera tal que el operador δ
δϕ̃

es anti-Hermítico y que podemos integrar
por partes dentro de la integral de caminos. Tenemos entonces

(ϕ0wt + eϕ)Ψ[e, ϕ] = e
1
k

∫
dt′eϕ

∫
DEDΦK[e, ϕ, E,Φ]

(
k
δ

δϕ̃

)
Z [E,Φ] . (4.53)

Notar que este paso es radicalmente distinto en 2 dimensiones debido a la presencia
de la anomalía de Weyl en la medida de integración gravitatoria en ese caso [2].
Asumimos que para la medida de integración considerada este efecto no está pre-
sente. De cualquier manera, un estudio más detallado de este aspecto de la medida
de integración en nuestro caso queda por fuera del alcance de este trabajo.

4.4.2. Término de potencial

Queremos entender ahora cómo actúa el término de potencial R(e, ϕ) sobre el
funcional de onda. Primero notamos que, al no depender de los momentos, la acción
de este término pasa directamente multiplicando al kernel. De la misma forma que
en el análisis del término cinético, utilizaremos la forma del kernel para trabajar en
términos de las variables de integración E y Φ. Para ello definiremos dos operadores

Πϕ =
k

2i

δ

δE
(4.54)

Πe =
k

2i

δ

δΦ
. (4.55)

Su utilidad es que actuando sobre el kernel se cumple

(E +Πe)K = eK (4.56)

(Φ + Πϕ)K = ϕK. (4.57)

En lo que sigue no escribimos la derivada temporal global que aparece en R, ya
que asumimos que sale fuera de la integral de caminos y por lo tanto no juega un
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papel relevante en estos cálculos. Las ecuaciones (4.56) y (4.57) permiten concluir
que la acción de R(e, ϕ) sobre el funcional de onda es equivalente a la acción sobre
el kernel de R(E +Πe,Φ + Πϕ). Podemos calcular explícitamente

R(E +Πe,Φ + Πϕ) = R(E,Φ) +

(
∂tΠϕ −

∂tΦ

E
Πe

)
(E +Πe)

−1. (4.58)

Nos concentramos ahora en cómo es la acción del segundo término del lado derecho
de la ecuación (4.58) sobre el kernel, en primer lugar(

∂tΠϕ −
∂tΦ

E
Πe

)
(E +Πe)

−1K =

(
∂tΠϕ −

∂tΦ

E
Πe

)
e−1K. (4.59)

Llamemos Ĵ al operador
(
∂tΠϕ − ∂tΦ

E
Πe

)
. La acción de R sobre el funcional de onda

es

R(e, ϕ)Ψ[e, ϕ] =e
1
k

∫
dt′eϕ

(∫
DEDΦR(E,Φ)K[e, ϕ, E,Φ]Z [E,Φ]

+

∫
DEDΦe−1ĴK[e, ϕ, E,Φ]Z [E,Φ]

)
.

(4.60)

Dado que las variables E y Φ tienen las mismas relaciones de conmutación con δ
δE

y
δ
δΦ

que las que tienen e y ϕ con δ
δe

y δ
δϕ

, podemos verificar que el operador Ĵ genera
las siguientes transformaciones sobre las variables de integración

{∫
dt αĴ,Φ(t′)

}
= −α

E
∂tΦ (4.61){∫

dt αĴ, E(t′)

}
= −∂t

(α
E

)
E −

(α
E

)
∂tE. (4.62)

Estas transformaciones son generadores de difeomorfismos de parámetro α/E.
Como las medidas de integración DE y DΦ son invariantes bajo difeomorfismos es
posible integrar por partes para pasar la acción de Ĵ a Z[E,Φ], que a su vez la
elegimos invariante bajo difeomorfismos de E y Φ, por lo que Ĵ la aniquila. Debido
a este argumento el segundo término del lado derecho de la ecuación (4.60) se anula,
por lo que
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R(e, ϕ)Ψ[e, ϕ] = e
1
k

∫
dt′eϕ

∫
DEDΦK[e, ϕ, E,Φ]R(E,Φ)Z [E,Φ] . (4.63)

Juntando los resultados del término cinético y el término de potencial encontramos
que la acción de Ĥ sobre el funcional de onda es

ĤΨ[e, ϕ] = e
1
k

∫
dt′ eϕ

∫
DEDΦK[e, ϕ, E,Φ]

(
−∂t

(
∂tΦ

E

)
+ k

δ

δϕ̃

)
Z[E,Φ]. (4.64)

El resultado final es que pedir que esta integral de caminos sea solución de la ecuación
de Wheeler-DeWitt es equivalente a pedir que la función de partición Z obedezca
con la identidad (

−∂t
(
∂tΦ

E

)
+ k

δ

δϕ̃

)
Z[E,Φ] = 0. (4.65)

Esta condición es el análogo de la identidad de Ward conforme (1.4) que debe satisfa-
cer Z2d en las soluciones de la ecuación de Wheeler-DeWitt en el caso tridimensional.
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Capítulo 5

Estados cuánticos gravitacionales y
la deformación T T̄

En el capítulo anterior encontramos soluciones a la ecuación de Wheeler-DeWitt
radial como una integral de caminos que involucra una función de partición sujeta a
cumplir cierta identidad. Un resultado importante que mostraremos en este capítulo
es que al evaluar esas soluciones en campos e y ϕ constantes el funcional de ondas
se reduce a una integral ordinaria.

Para el caso tridimensional, al evaluar las soluciones de la ecuación de Wheeler-
DeWitt radial (4.30) en valores constantes de los campos se obtiene la deformación
T T̄ de la función de partición Z2d. Estableceremos un resultado análogo para el caso
bidimensional. La integral ordinaria a la que se reducen nuestras soluciones radiales
puede interpretarse como una deformación del tipo T T̄ de la función de partición
Z.

5.1. Compactificación

Como vimos en el capítulo anterior, las soluciones halladas al resolver el vínculo
Hamiltoniano a nivel cuántico se pueden escribir como

Ψ[e, ϕ] =

∫
DEDΦe−

2
k

∫
dt(ϕ−Φ)(e−E)Z [E,Φ] , (5.1)

donde Z cumple la identidad dada por la ecuación (4.65). Omitimos el factor e
1
k

∫
dt′eϕ

porque será una constante irrelevante para el análisis que sigue.
De acuerdo a la discusión del capítulo 1, las soluciones de la ecuación de Wheeler-

DeWitt radial en d = 3 se pueden interpretar como la deformación a lo largo del
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flujo de T T̄ de una función de partición Z2d cuando la métrica inducida es plana
y se compactifica en el tiempo y el espacio [3]. Además, desde el punto de vista de
la deformación T T̄ esto puede pensarse como acoplar a la teoría no deformada una
teoría de gravedad cuántica en el toroide.

Con el objetivo de construir un análogo de [3] en una dimensión menos, compac-
tificamos la coordenada temporal t, la cual tomará valores en [0, 1]. De esta manera,
las superficies de r constante en la foliación del espaciotiempo son difeomorfas a
círculos cuya geometría queda descrita por el campo e(t). Estos círculos son el equi-
valente unidimensional del toroide donde se define la termodinámica de las Z2d.
Además, evaluaremos las soluciones (5.1) en valores constantes de los campos e y
ϕ. Geométricamente esto es equivalente a fijar la longitud del círculo, que es una
cantidad invariante bajo difeomorfismos dada por

∫ 1

0

e(t)dt = e. (5.2)

5.2. Fijación de gauge y procedimiento de Faddeev-

Popov

Ahora veremos cómo la integral de caminos dada por (5.1) se localiza en una in-
tegral ordinaria. En primer lugar, la integral es invariante bajo difeomorfismos de las
variables canónicas e y ϕ. Esto es necesario para imponer a nivel cuántico el vínculo
L que genera los mismos. Sin embargo, (5.1) no es invariante bajo difeomorfismos
de E y Φ. Podemos agregar esta simetría a costa de introducir un campo auxiliar X
que actúe como un difeomorfismo de las variables canónicas de la siguiente manera

Ψ[e, ϕ] =

∫
DEDΦDX
V ol(diff)

e−
2
k

∫
dt(ϕ(X(t))−Φ)(Ẋe(X(t))−E)Z [E,Φ] . (5.3)

Aquí V ol(diff) corresponde al volumen del grupo de difeomorfismos. La inclusión
de este campo auxiliar no cambia la integral de caminos. Esto se debe a que aunque
estamos agregando un campo también estamos agregando una simetría de gauge.

En particular si realizamos el procedimiento de Faddeev-Popov [19, 21] a (5.3) se
vuelve a obtener la integral de caminos original. Consideremos la condición de fija-
ción de gauge 1 =

∫
Dvδ(X(v)− t)J(X) donde J(X) es el determinante de Faddeev-

Popov. En este caso J(X) = 1. Para mostrar esto partimos de la propia condición
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y vemos que se cumple

J−1(X) =

∫
Dv δ(v)√
detP

=
1√
detP

, (5.4)

donde P es el operador que relaciona a primer orden la variación de la condición de
fijación de gauge con un difeomorfismo infinitesimal. Trabajando dentro del soporte
de la delta el campo X cumple X(v) = t y por lo tanto un cambio infinitesimal en
la condición de fijación de gauge sería

X(v+δv) − I = X(v) − I + δvẊ = δv. (5.5)

Esto muestra que el operador P que lleva el difeomorfismo infinitesimal a la variación
de la condición de fijado de gauge es la identidad y entonces J−1 = 1 = J . El truco
de Faddeev-Popov es precisamente incluir esta identidad en la ecuación (5.3). Al
introducir esta condición sobre el campo X obtenemos

Ψ[e, ϕ] =

∫
DEDΦDX
V ol(diff)

Dv δ(X(v)−I) e−
2
k

∫
dt(ϕ(X(t))−Φ)(Ẋe(X(t))−E)Z [E,Φ] . (5.6)

Por un lado, las medidas de integración y la función de partición son invariantes
bajo difeomorfismos, es decir

DE = DE(v) (5.7)

DΦ = DΦ(v) (5.8)

Z [E,Φ] = Z[E(v),Φ(v)]. (5.9)

También es invariante bajo difeomorfismos la exponencial

e−
2
k

∫
dt(ϕ(X(t))−Φ)(Ẋe(X(t))−E) = e

− 2
k

∫
dt(ϕ(X(v)(t))−Φ(v))

(
˙X(v)e(X(v)(t))−E(v)

)
. (5.10)

A partir de estas observaciones podemos transformar la ecuación (5.6) en
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Ψ[e, ϕ] =

∫
DE(v) DΦ(v) DX(v)

V ol(diff)
Dv δ(X(v) − I)

e
− 2

k

∫
dt(ϕ(X(v)(t))−Φ(v))

(
˙X(v)e(X(v)(t))−E(v)

)
Z
[
E(v),Φ(v)

]
.

(5.11)

Si integramos la delta bajo la medida DX(v) tenemos

Ψ[e, ϕ] =

∫
DE(v) DΦ(v) Dv
V ol(diff)

e−
2
k

∫
dt(ϕ(t)−Φ(v))(e(t)−E(v))Z

[
E(v),Φ(v)

]
. (5.12)

Aquí, mediante el difeomorfismo inverso a v podemos hacer el cambio de variable
E(v) → E y Φ(v) → Φ, aprovechando que las medidas de integración y la función de
partición son invariantes bajo difeomorfismos, lo cual nos hará perder la dependencia
en v y nos permitirá factorizar su integral de la siguiente manera

Ψ[e, ϕ] =

∫
DEDΦ

V ol(diff)

(∫
Dv
)
e−

2
k

∫
dt(ϕ(t)−Φ)(e(t)−E)Z [E,Φ] . (5.13)

La integral
∫
Dv es de hecho el volumen del grupo de difeomorfismos V ol(diff),

por lo que estos factores se cancelan entre si y finalmente recuperamos la expresión
(5.1).

Una vez mostrada esta equivalencia trabajaremos con la expresión (5.3). Para
analizar esta integral de caminos es conveniente usar una condición de fijado de
gauge. Esto puede lograrse mediante el truco de Faddeev-Popov introduciendo en la
integral la siguiente identidad

1 =

∫
Dv
∫

DẼ δ(E(v) − Ẽ) J [E]. (5.14)

En esta identidad dentro del soporte de la delta estamos llevando a la uno forma
E a una constante Ẽ mediante un difeomorfismo v. Insertando esta identidad en la
ecuación (5.3) obtenemos

Ψ[e, ϕ] =

∫
DEDΦDẼDX Dv

V ol(diff)
δ(E(v)−Ẽ)e−

2
k

∫
dt(ϕ(X(t))−Φ)(Ẋe(X(t))−E)Z [E,Φ] J [E].

(5.15)
Dado que tanto J , Z, la exponencial y las medidas de integración DE, DΦ y DX son

47



invariantes bajo difeomorfismos podemos pasarles el difeomorfismo v sin modificar
el funcional de onda, de forma que lo anterior se convierte en

Ψ[e, ϕ] =

∫
DE(v) DΦ(v) DẼDX(v) Dv

V ol(diff)
δ(E(v) − Ẽ)

e−
2
k

∫
dt(ϕ(X(v)(t))−Φ(v))(Ẋ(v)e(X(v)(t))−E(v))Z

[
E(v),Φ(v)

]
J [E(v)].

(5.16)

Este paso nos permite factorizar el volumen del grupo de difeomorfismos de la misma
manera que antes. También estamos fijando las uno formas E a valores constantes
Ẽ, ya que integrando la delta con la medida de integración DE(v) tenemos

Ψ[e, ϕ] =

∫
dẼDΦDX e−

2
k

∫
dt(ϕ(X(t))−Φ)(Ẋe(X(t))−Ẽ)Z[Ẽ,Φ]J [Ẽ]. (5.17)

Notar que ahora la integral sobre la variable Ẽ es una integral ordinaria. Lo
siguiente es calcular la integral de caminos en el campo X, para esto definimos el
producto interno en el espacio de los campos escalares dado por

⟨δY, δY ′⟩ = Gs(δY, δY
′) =

∫
dt δY δY ′∗ Ẽ. (5.18)

El campo X por definición es un mapa del círculo en el círculo parametrizado por
una coordenada t ∈ [0, 1] que en el caso más general cumple X(t + 1) = X(t) + n.
Sin embargo, como X es un difeomorfismo entonces el número n que representa
la cantidad de vueltas debe ser 1. Con esto en cuenta, el campo auxiliar se puede
parametrizar como X(t) = t+ Y (t) con Y una función periódica que cumple Y (t+

1) = Y (t). Debido a esta parametrización del campo X integrar en el espacio de
estos campos es equivalente a integrar en el espacio de funciones periódicas Y . La
integral de caminos en el campo X que queremos calcular es

I =

∫
DXe−

2
k

∫
∂tX(e)(ϕ−Φ). (5.19)

Si introducimos la forma del campo X en términos de la función periódica Y en
(5.19) e integramos por partes obtenemos

I = e−
2
k

∫
e(ϕ−Φ)

∫
DY e−

2e
k

∫
Y ∂t(ϕ−Φ). (5.20)

Un campo Y genérico puede escribirse como un desarrollo en modos de Fourier
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Y = Y0 +
∑∞

n=−∞ Y ′
ne

itn, a partir de esto podemos separar la integral de caminos
para Y como

∫
DY =

∫
DY0

∫
DY ′, donde

∫
DY ′ corresponde a la integral en los

modos de Fourier no constantes y la integral
∫
DỸ a la parte asociada al modo

constante. La integral de caminos queda

I = e
−2
k

∫
e(ϕ−Φ)

∫
DY0

∫
DY ′e

2e
k

∫
Y ∂t(ϕ−Φ). (5.21)

Para definir la integral de caminos [22, 23] utilizaremos el determinante funcional
de la métrica en el espacio de campos que define el producto interno (5.18),

∫
DY =

∫
DY0

∫
DY ′ =

∫
dy0

∏
n

∫
dy′n
√
detGs. (5.22)

Este operador está definido de manera que se cumple la siguiente normalización

∫
DY e−⟨Y,Y ⟩ = 1. (5.23)

Para hallar el determinante
√
detGs nos apoyamos en el hecho de que los modos

de Fourier en el desarrollo de un campo dado son ortogonales, el producto interno
⟨Y, Y ⟩ queda determinado por la suma de los productos internos de los modos uni-
tario consigo mismos. A partir de la definición del producto interno dado en (5.18)

Gs(δYn, δYm) =

∫ 1

0

dt Ẽ e2πi(n−m)t = Ẽ

∫ 1

0

e2πi(n−m)t = Ẽ δnm, (5.24)

por lo que nuestra condición de normalización se reduce a una serie de integrales
Gaussianas

∫
dy0
∏
n

∫
dy′n
√
detGs e

−Ẽy20 e−Ẽy′ny
′
n
∗
= 1. (5.25)

Teniendo en cuenta que las variables de integración dy′n son complejas, un cálculo
directo de estas integrales Gaussianas nos muestra que para cumplir la condición de
normalización debemos definir√

detGs =
√
Ẽ
∏
n

Ẽ. (5.26)

Todo esto nos permite definir explícitamente la integral de caminos I. El siguiente
paso es desarrollar Φ en modos de Fourier y continuar con el cáculo de (5.19)
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∫
dỹ
√
Ẽ

∫ ∏
n

dy′ne
2e
k

∫ ∑
n Y ′

ne
int∂t

∑
m Φ′

meimt

=

∫
dỹ
√
Ẽ

∫ ∏
n

dy′n Ẽ e
2ein
k

Y ′
nΦ

′
n .

(5.27)
Usando que δ(w) = 1

2π

∫
e−iwtdt llegamos a

∫
dỹ
√
Ẽ
∏
n

2πẼδ

(
−2enΦ′

n

k

)
=

∫
dỹ
√
Ẽ det′(2π) δ

(
−2e∂tΦ

kẼ

)
. (5.28)

Notemos que el modo y0 es una función constante del círculo que está parametrizado
con t ∈ [0, 1]. Por lo tanto, el rango de integración para este modo es también ese
intervalo. Como además nada depende de él, esa integral da uno. En el último paso de
la ecuación (5.28) lo que aparece es la delta de Dirac de un campo, que está definida
como el producto de las deltas de Dirac en todos los modos no cero, excluyéndose
este debido a que la presencia de la derivada ∂t actuando en el campo Φ lo elimina
y por lo tanto con la delta no estamos fijando ninguna condición sobre el mismo.
Debido a que la multiplicatoria es sobre los modos no constantes la multiplicación de
los factores de 2π no genera el término det(2π) sino que tenemos det′(2π) donde la
prima indica que el determinante se está tomando sobre el subespacio de modos no
cero. Ambos determinantes se relacionan mediante det(2π) = 2πdet′(2π). De acuerdo
con [22] uno puede absorber los factores constantes de determinantes funcionales en
una renormalización de los parámetros de la acción cuando estos incluyen todos los
modos, incluído el modo cero. Por lo que, finalmente, la integral (5.19) tiene por
resultado

I = e−
2
k

∫
e(ϕ−Φ)

√
Ẽ

1

2π
δ

(
−2e∂tΦ

kẼ

)
. (5.29)

Hasta ahora tenemos entonces

ψ[e, ϕ] =

∫
DΦDẼ e−

2e
k

∫
(ϕ−Φ)

√
Ẽ

2π
e

2
k

∫
Ẽ(ϕ−Φ)δ

(
−2e∂tΦ

kẼ

)
J [Ẽ]Z[Ẽ,Φ]. (5.30)

A continuación lo que haremos es calcular el determinante de Faddeev-Popov
de manera análoga a como lo hicimos al inicio de la sección. En la identidad (5.14)
la condición de fijado de gauge que aparece en la delta es una función de v y Ẽ,
consideremos un operador P que mapea variaciones infinitesimales de v y Ẽ (que
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denotaremos como δv y δẼ) a variaciones infinitesimales de la condición de gauge.
Para encontrar el operador P observemos que la variación de la condición de fijado
de gauge es

E(v+δv) − (Ẽ + δẼ) = E(v) − Ẽ + δv ∂tE
(v) + ∂tδvE

(v) − δẼ

= ∂tδvẼ − δẼ,
(5.31)

donde se usó que trabajando en el soporte de la delta en (5.14) E(v) = Ẽ que a

su vez es constante. Esto define un mapa P

(
δv

δẼ

)
= ∂tδvẼ − δẼ que lleva las

variaciones infinitesimales de difeomorfismos δv y las variaciones infinitesimales δẼ
a variaciones infinitesimales de la condición de fijado de gauge. De esta definición
se puede ver que a los efectos de calcular su determinante, el operador P tiene el
problema de no actuar de manera autoadjunta. Por lo tanto en este caso la manera
más natural de trabajar es utilizar

√
detP †P en lugar de

√
detP . Para obtener el

operador PP † partimos de su definición〈
P

(
δv1

δẼ1

)
, P

(
δv2

δẼ2

)〉
=

〈(
δv1

δẼ1

)
, P †P

(
δv2

δẼ2

)〉
. (5.32)

Luego descomponemos este producto interno en una parte que dependa solo de δẼ1,
δẼ2 y otra parte que dependa solo de δv1, δv2 para poder aplicar el producto interno
en cada subespacio. Entre escalares usamos el producto interno definido por (5.18),
mientras que para vectores podemos definir el producto interno como

Gvt(vT1, vT2) =

∫
dtẼ3vT1vT2. (5.33)

Esta definición es consistente pues Ẽ es una uno forma y por lo tanto al contraerse
con un vector se obtiene un escalar. La potencia tres aparece para que globalmen-
te estemos integrando una uno forma. Utilizando estas definiciones e imponiendo
condiciones de borde periódicas en los campos obtenemos que

PP † =

(
− 1

Ẽ2∂
2
t 0

0 1

)
. (5.34)

En este punto es preciso hacer una observación importante: en la condición de
fijado de gauge (5.14) existe una redundancia debido a que si un difeomorfismo lleva
E a Ẽ, la composición de este difeomorfismo con una traslación cumple exactamente
lo mismo. Es decir, dentro del grupo de los difeomorfismos está el subgrupo de las
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traslaciones que deja invariante a la condición de fijación de gauge. Esto quiere decir
que las traslaciones infinitesimales están en el kernel del operador P y por lo tanto
si no nos restringimos a a un subespacio que no las contenga, dado que son vectores
propios de este operador con valor propio asociado cero, el determinante de PP †

sería nulo. Por lo tanto, no calcularemos el determinante
√
det(PP †) sino que en

su lugar debemos calcular
√
det′(PP †) donde el prima indica que nos restringimos

al subespacio de difeomorfismos que no contiene las traslaciones. A partir de lo
expuesto y de (5.14) tenemos

J−1[E] =

∫
DvDE δ(E)δ(v′)√

det′(PP †)
. (5.35)

En esta ecuación v′ hace referencia a los difeomorfismos que no son traslaciones.
Asumiremos además que podemos pensar en el espacio de difeomorfismos como la
unión de las traslaciones y un coset que incluye todos los difeomorfismos que no son
traslaciones. Asumimos que esto nos permite separar la integral de camino en los
difeomorfismos como

∫
Dv =

∫
Dvt

∫
Dv′, (5.36)

donde
∫
Dvt es la integral en el espacio de traslaciones y

∫
Dv′ es la integral en

el coset. Aceptando esta forma de separar la integral podemos integrar sobre el
complemento ortogonal a las traslaciones y sobre las uno formas E de manera que
obtenemos para el determinante de Faddeev Popov

J−1[E] =

∫
DvT√

det′(PP †)
. (5.37)

Lo siguiente es calcular el volumen del subgrupo de traslaciones. Para ello recu-
rrimos al producto interno en el espacio de campos vectoriales definido por (5.33)
y aplicamos la definición de la integral de caminos de forma análoga a (5.22) para
obtener

∫
DvT =

∫ 1

0

dvt
√
detGvt =

√
Ẽ3. (5.38)

Notamos que el volumen del grupo de traslaciones es finito. Finalmente con todo
esto concluimos que el determinante de Faddeev-Popov es
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J [Ẽ] =

√
det′

(
−∂2

t

Ẽ2

)
√
Ẽ3

. (5.39)

En (5.30) el término con la delta de Dirac se puede tratar generalizando al caso
continuo las propiedades de la delta usual, se puede mostrar que se cumple

δ

(
−2e∂tΦ

kẼ

)
=

δ(Φ′)√
det′

(
−∂2

t

Ẽ2

)
√
det′

(
4e2

k2

)−1

, (5.40)

donde aquí δ(Φ′) hace referencia a que no está fijado el modo constante del campo
Φ, esto es debido a la presencia de la derivada dentro. Además, el determinante
funcional asociado al operador derivada en este término se cancela con el mismo
factor que aparece en el determinante de Faddeev Popov en (5.39). Un argumento
similar al utilizado para eliminar el factor det′(2π) en la ecuación (5.28) nos permite

absorber
√
det′

(
4e2

k2

)−1

a costa de introducir un factor de 2e/k. Si integramos la delta
en los modos no cero obtenemos finalmente la siguiente expresión para la integral
de caminos

Ψ[e, ϕ] =

∫
dΦ0 dẼ

e

kπẼ
e−

2
k

∫
(e−Ẽ)(ϕ−Φ0)Z[Ẽ,Φ0]. (5.41)

En conclusión, luego de integrar el campo X obtenemos una integral ordinaria
cuyas variables de integración son el modo cero Φ0 y Ẽ, que representa el largo del
círculo. Esto es lo que sucede en [3], al evaluar la integral de caminos gravitatoria
que define la deformación T T̄ se obtiene una integral ordinaria. Con esta motivación
en la siguiente sección mostraremos el vínculo entre (5.41) y la deformación T T̄ .

5.3. La deformación T T̄

Queremos interpretar las soluciones de la ecuación de Wheeler-Dewitt radial
bidimensional evaluadas en valores constantes de las variables canónicas dadas por
(5.41) como una deformación de la función de partición Z.

La deformación T T̄ es un procedimiento para deformar una teoría de campos
bidimensional a partir de su tensor de energía-momento. Al estar definida sobre las
superficies de r constante, Z es la función de partición de una teoría mecánica cuán-
tica, pues está definida en un espacio sin dimensiones espaciales pero con tiempo.
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Por lo tanto, en principio la deformación T T̄ no está definida sobre Z.
Sin embargo, es posible definir el análogo a la deformación T T̄ para las funciones

de partición de teorías de mecánica cuántica mediante reducción dimensional [24].
En particular, de la misma manera que en el caso de la deformación T T̄ , la función
de partición deformada a temperatura finita y parámetro λ se puede escribir como
la integral de la función de partición sin deformar por un kernel

Z(β)λ =
β√
8πλ

∫ ∞

0

dβ′

β′3/2 e
(β−β′)2

8β′λ Z(β′). (5.42)

Las soluciones (5.41) tienen precisamente esta forma. En el apéndice 1, mostra-
mos cómo se obtiene este resultado. Una observación importante es que debido a
que estamos evaluando en valores constantes de los campos e y ϕ, el término de
curvatura de la ecuación de Wheeler-Dewitt es nulo y por lo tanto la función de
partición Z debe ser invariante ante dilataciones de los campos. Esto último nos
permite escribir que

Z[Ẽ,Φ0] = Z[Ẽ/Φ0]. (5.43)

Al usar esta forma funcional para Z lo que sigue es hacer el cambio de variable
β′ = Ẽ/Φ0 y computar la integrar

∫
dΦ0 en la ecuación (5.41). Luego de este cálculo,

si hacemos la identificación

ϕ = 1 (5.44)

e = β (5.45)

λ =
k

4
. (5.46)

obtenemos que Ψ[e, ϕ] a valores constantes de los campos corresponde con el análogo
de la deformación T T̄ para teorías de mecánica cuántica discutido en [24].
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Capítulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro

En este trabajo estudiamos una teoría de gravedad en 1+1 dimensiones. Realiza-
mos su análisis canónico, mediante la teoría de sistemas Hamiltonianos vinculados e
identificamos sus vínculos con sus respectivas interpretaciones geométricas. Lidiamos
con estos vínculos con un enfoque híbrido, fijamos a nivel clásico el gauge asociado a
la simetría en el espacio interno de las variables geométricas y los restantes vínculos
se impusieron a nivel cuántico. Resolvimos la ecuación de Wheeler-DeWitt mediante
una integral de caminos que incluye una función de partición restricta a cumplir con
la identidad (4.65). En ese sentido, establecimos una versión de la reconstrucción de
los estados cuánticos para la gravedad de Jackiw-Teitelboim en términos de la teoría
dual dada por su función de partición Z, reproduciendo los resultados de [2] en una
dimensión menor. Además, mostramos que para valores constantes de los campos,
estos estados cuánticos pueden interpretarse como el análogo a la deformación T T̄

para teorías de mecánica cuántica ordinaria [24]. A partir de estos resultados se
abren distintas posibilidades para trabajos futuros.

El hecho de que la gravedad de Jackiw-Teitelboim pueda obtenerse a nivel clá-
sico a partir de la acción de Einstein-Hilbert en 3 dimensiones mediante reducción
dimensional sugiere que quizás las soluciones de la ecuación de Wheeler-DeWitt en
dos dimensiones se puedan obtener a partir de las soluciones en tres dimensiones
mediante un análogo de este procedimiento aplicado a las funciones de onda.

Otra perspectiva interesante es analizar más en detalle las medidas de integración
en la integral de caminos gravitatoria y explorar si estas presentan una anomalía
bajo la acción del operador de dilataciones.

En la ecuación (4.64) asumimos que la medida de integración era invariante bajo
dilataciones. Este de hecho no es el caso en dimensión 2 y el paso de integrar por

55



partes el operador de dilatación para que actúe sobre Z en lugar de sobre el kernel da
lugar a un término proporcional a la curvatura. Si bien en dimensión 1 no se puede
definir una curvatura escalar, esto no es una demostración de la invariancia de la
medida bajo el operador de dilataciones. Sería bueno entender mejor si la medida
de integración es efectivamente invariante bajo dilataciones en dimensión 1 o si por
el contrario aparece una anomalía que modifica la identidad (4.65) como en el caso
de las Z2d.

La identidad (1.4) nos da una interpretación clara de que la teoría dual a la
gravedad tridimensional debe ser una CFT bidimensional. La identidad (4.65) no
tiene una interpretación evidente. Sería interesante entender mejor qué implica esta
identidad sobre las propiedades de la teoría dual.

Del punto de vista interpretativo, se cree que imponer condiciones de borde de
Dirichlet sobre la métrica inducida es equivalente a imponer un cutoff a la geometría
del espacio AdS [10]. Es decir, que se considera la dinámica gravitatoria en un parche
contenido en un radio finito de este espaciotiempo. Los resultados de este trabajo
implican que se encuentra que la teoría dual que vive en ese borde a radio finito es
la deformación T T̄ de la teoría dual en el infinito. De esta forma se ha interpretado
a la deformación T T̄ como una manera de realizar la conjetura holográfica en una
situación en la que se trae el borde de AdS a una distancia finita en el interior
del espaciotiempo. Para afianzar esta interpretación, es necesario establecer la rela-
ción entre el funcional de onda de Wheeler-DeWitt radial y la integral de caminos
gravitatoria con condiciones de borde de Dirichlet.
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Apéndice 1

Integración Gaussiana

En esta sección mostramos como obtener el análogo a la deformación T T̄ (5.42)
a partir de las soluciones de la ecuación de Wheeler-DeWitt evaluadas a campo
constante. Partiendo de (5.41) hacemos el cambio de variable Ẽ = UΦ0 y obtenemos

Ψ[e, ϕ] =

∫ +∞

−∞
dΦ0

∫ +∞

0

dU
e

kπU
e−

2
k
(e−Φ0U)(ϕ−Φ0) Z[U ]. (1.1)

La exponencial se puede reescribir de la siguiente manera

e−
2
k
(e−Φ0U)(ϕ−Φ0) = e−

2
k
(UΦ2

0−(Uϕ+e)Φo) e−
2
k
eϕ. (1.2)

A su vez se puede completar cuadrados de manera que

UΦ2
0 − (Uϕ+ e)Φ0 =

(√
UΦ0 −

(Uϕ+ e)

2
√
U

)2

− (Uϕ+ e)2

4U
. (1.3)

Con esto podemos plantear la integral en el modo constante Φ0

∫ +∞

−∞
dΦ0 e

− 2
k
(UΦ2

0−(Uϕ+e)Φ) =

∫ +∞

−∞
dΦ0 e

− 2
k

(√
UΦ0− (Uϕ+e)

2
√
U

)2

e
(Uϕ+e)2

2Uk . (1.4)

Haciendo el cambio de variable Φ′ =
√
UΦ0− (Uϕ+e)2

2
√
U

con su correspondiente cambio
en el diferencial dΦ0 = dΦ′/

√
U llegamos a la siguiente integral Gaussiana

∫ +∞

−∞
dΦ′ e

− 2
k
Φ′2

√
U

=

√
kπ

2U
. (1.5)

Juntando todo tenemos hasta ahora
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Ψ[e, ϕ] = e

√
1

2kπ

∫ +∞

0

dU

U3/2
e−

2
k
eϕe

(Uϕ+e)2

2Uk Z[U ]. (1.6)

Solamente falta notar que las exponenciales pueden simplificarse

e−
2
k
eϕe

(Uϕ+e)2

2Uk = e
(Uϕ−e)2

2Uk . (1.7)

Finalmente tenemos

Ψ[e, ϕ] = e

√
1

2kπ

∫ +∞

0

dU

U3/2
e

(Uϕ−e)2

2Uk Z[U ]. (1.8)

Si identificamos U = β′, ϕ = 1, e = β y k = 4λ llegamos a (5.42).
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