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Resumen

En 1982, Happel y Ringel introdujeron en el articulo [7] la clase de algebras in-
clinadas, definidas como &algebras de endomorfismos de un médulo inclinante sobre un
algebra hereditaria. Esta construccién dio origen a una nueva familia de dlgebras que
extienden de manera natural muchas de las propiedades de las dlgebras hereditarias.

El objetivo de este trabajo es estudiar las propiedades fundamentales de esta clase
de algebras, analizando tanto sus aspectos homoldgicos como combinatorios a través del
estudio del carcaj de Auslander—Reiten. Dado que las representaciones de las algebras
hereditarias son muy bien entendidas, es razonable esperar que las representaciones
de las algebras inclinadas también posean una estructura bien descrita. En particular,
mostraremos que estas dlgebras tienen dimensién global menor o igual a 2 y que su carcaj
de Auslander—Reiten es aciclico y presenta una estructura bien entendida. Ademas,
daremos una condicién necesaria y suficiente para que un algebra sea inclinada.

Finalmente, nos centraremos en una subclase particular: las algebras inclinadas de
tipo A,,. Describiremos una caracterizacién de esta familia, obtenida por Assem en [1],
en términos de dlgebras amables de tipo arbol, lo que permitird visualizar de forma
explicita su estructura y representaciones.






Indice

[Capitulo 1.  Conceptos previos|

1.1.  Notacionl

1.2. Algebras de caminos y representaciones|

1.3. Algebras hereditarias y el Teorema de Gabriell

1.4. (Co)Homologfal

[1.6. Teoria de Auslander-Reitenl
[1.7. Teoria de Morital

[Capitulo 2. Teoria de inclinacion|
[2.1. Pares de torsion|
B2 Mddilos ik |

[2.3.  Teorema de inclinacién de Brenner y Butler|

|Cap1’tulo 3. Algebras de endomorfismos de médulos inclinantes|

3.1.  Dimension global de algebras de endomorfismos de modulos inclinantes|
3.2. Algebras de endomorfismos de médulos inclinantes y grupo de Grothendieckl
(3.3, Sucesiones de conexionl

[3.4.  Modulos inclinantes separantes y escindentes|

[3.5.  Pares de torsion inducidos por modulos inclinantes|

|Capitulo 4. Algebras inclinadas|
4.1. Carcajes de traslacion|
4.2. Componentes postproyectivas y preinyectivas|
4.3.  Algebras inclinadag|
|4.4.  Criterio de Liu y Skowronski|

[Capitulo 5. Algebras inclinadas de tipo A,,|

35
35
36
39
45
o1

59
59
63
65
72

79
95






CAPITULO 1

Conceptos previos

1.1. Notacién

Denotaremos por k un cuerpo que asumiremos algebraicamente cerrado. Cuando
hablemos de una k-algebra A, nos referiremos a una K-algebra asociativa con unidad y
de dimension finita. Consideraremos los médulos a derecha a menos que se especifique
lo contrario y notaremos M4 vy 4M a un A-médulo M a derecha e izquierda, respec-
tivamente. Denotamos por Mod A a la categoria de mddulos sobre A y por mod A a
la categoria de mdédulos sobre A finitamente generados. Siempre que hablemos de un
A-médulo, nos estaremos refiriendo a un objeto de mod A; es decir, a un A-mddulo
finitamente generado.

1.2. Algebras de caminos y representaciones

Definicién 1.2.1. Un carcaj @ es una cuaterna (Qo, Q1, s,t) formada por dos conjuntos
Qo (cuyos elementos se llaman vértices) y @1 (cuyos elementos se llaman flechas), y dos
aplicaciones s,t : Q1 — Qo que asocian a cada flecha o € Q1 su origen s(«) y su destino
t(a), respectivamente.

Un camino en @) de longitud n > 1 es una composicién de n flechas aq -+ - ap_10,
tal que t(o;) = s(aj+1) para todo i = 1,...,n — 1. Ademds, cada vértice i € Qg tiene
asociado un camino trivial (de longitud cero) que denotaremos ¢;.

Observar que un carcaj es simplemente otra nomenclatura para un grafo dirigido,
pero se usa esta nomenclatura para evitar confusiones con el lenguaje de la teoria de

grafos]]]

Definicion 1.2.2. Sea k es un cuerpo y ) un carcaj. El dlgebra de caminos k@ es la
k-algebra cuyo espacio vectorial subyacente tiene como base el conjunto de todos los
caminos en (). La multiplicacién de dos caminos se define por concatenacion, de la
siguiente manera:

(ay---

o _ al"'anﬁl"'ﬁm Sit(an)zs(ﬁl)
W) {0 i t(an) # s(61)

Se cumple que los caminos triviales €, forman un conjunto de idempotentes ortog-
onales primitivos en kQ). Esto muestra la importancia de “agregar” estos caminos de
largo cero.

Definicion 1.2.3. Sea @) un carcaj finito y conexo.

Leg) carcaj es una caja o cilindro usada por los arqueros para transportar las flechas...”
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Elideal de flechas de k@, denotado por R, es el ideal bilatero del dlgebra de caminos
k@ generado como ideal por las flechas de @Q; es decir,

Ry =(a:ae @

. Equivalentemente, R es el subespacio de k@) generado por los caminos de longitud al
menos uno.
Un ideal bildtero Z de k@ se dice admisible si existe un entero m > 2 tal que

2
R3S CIC R

Si Z es un ideal admisible de k@, decimos que el par (Q,Z) es un carcaj ligado y el
cociente k@ /Z se llama dlgebra de carcaj ligado.

Comentaremos a continuacién algunas propiedades de las dlgebras de caminos (lig-
adas) y presentaremos un par de teoremas que muestran por qué son de nuestro interés.
Remitimos a las referencias [3] y [8].

Proposicién 1.2.4. Sea QQ un carcaj finito y conexo, Rg el ideal de flechas de kQ e L
un ideal admisible de kQ. Entonces el dlgebra de carcaj ligado kQ/Z es un dlgebra de
dimension finita bdsica y conexa, con Rg/Z como radical. Ademds, el conjunto {e, =
€a+Z:a € Qp} forma un conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos.

O
Observar que tomando Z = 0 tenemos propiedades sobre las dlgebras de caminos k@)
sin relaciones.

Teorema 1.2.5. Si A es un dlgebra de dimension finita, bdsica y coneza, entonces existe
un carcaj Q y un ideal admisible T de kQ tal que A = kQ/T.

O
Las hipotesis de este teorema no son restrictivas. Si el dlgebra A no es conexa, la
escribimos como producto de &dlgebras conexas, y el resultado se aplica a cada com-

ponente. Por otro lado, toda algebra A tiene asociada un &dlgebra béasica Ap tal que
mod A = mod A4, (ver 1.6.3, 1.6.10 de [3]).

Definicion 1.2.6. Sea () un carcaj finito. Una representacién M de Q) estda dada por un
espacio vectorial M, asociado a cada a € Qg y un mapa k-lineal ¢, : M, — M, asociado
a cada flecha o : a — b en Q1.

Un morfismo de representaciones f : M — N entre M = (Mg, ¢00) y N = (N, ¥q)
es una familia de mapas k-lineales f, : M, — N, tal que ¥ fs = fpa para toda flecha
a:a—ben Q.

Si (Q,Z) es un carcaj ligado, decimos que una representacién M = (Mg, p,) de Q
esta ligada por 7 si ¢, = 0 para toda relacién p € I (una relacién es una combinacién
lineal de caminos de largo > 2 con mismos origenes y destinos).

Teorema 1.2.7. Sea A = kQ/Z, donde Q es un carcaj finito y conexo e I un ideal admis-
ible de kQ. Entonces existe una equivalencia k-lineal de categorias Mod A = Rep, (Q,Z),
que se restringe a una equivalencia k-lineal mod A = rep, (Q, 7).

O
Dado que nuestro objetivo es estudiar la categoria de médulos finitamente generados
mod A de un algebra A, el teorema anterior muestra que, cuando el dlgebra A es bésica
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y conexa- hipoétesis que no restringen la generalidad, como se discutié- este estudio es
equivalente al anélisis de la categoria de representaciones de cierto carcaj ligado (Q,Z).

1.2.1. Grupo de Grothendieck de un algebra. Introducimos ahora el grupo de
Grothendieck de una k-algebra A, un invariante que codifica informacién esencial sobre
la categoria mod A.

Definicion 1.2.8. Sea A una k-dlgebra. El grupo de Grothendieck de A es el grupo
abeliano Ky(A) = F/F', donde F es el grupo abeliano libre que tiene como base el
conjunto de clases de isomorfismo M de médulos M en mod A y F' es el subgrupo de F
generado por los elementos M — L — N correspondientes a todas las sucesiones exactas
cortas 0 > L - M — N — 0 en mod A.

Denotamos por [M] a la imagen de la clase de isomorfismo M del A-médulo M bajo
el epimorfismo canénico F — F/F'.

El siguiente teorema muestra la importancia del grupo de Grothendieck.

Teorema 1.2.9. [3, Teorema II1.3.5] Sea A una k-dlgebra bdsica de dimension finita
y sean S(1),...,S(n) un conjunto completo de clases de isomorfismo de A-mddulos
simples. Entonces, el grupo de Grothendieck Ko(A) de A es un grupo abeliano libre
con base el conjunto {[S(1)],...,[S(n)]} y existe un unico isomorfismo de grupos dim :
Ko(A) = Z" tal que dim[M] = dimM para todo A-mddulo M.

O

1.3. Algebras hereditarias y el Teorema de Gabriel

Introducimos ahora las dlgebras hereditarias, una familia de algebras que es muy
bien entendida y la cual sera central méas adelante, cuando definamos las algebras in-
clinadas como los endomorfismos de un médulo inclinante sobre un algebra hereditaria.
Comentaremos a continuacién algunas propiedades y el Teorema de Gabriel. De nuevo,
dejamos como referencias [3] y [8].

Definicién 1.3.1. Un dlgebra A se dice hereditaria a derecha (resp, a izquierda) si todo

ideal a derecha (resp, a izquierda) de A es proyectivo como A-médulo a derecha (resp, a
izquierda).

Si el algebra es de dimension finita, ser hereditaria a derecha y a izquierda son
condiciones equivalentes.

Proposicién 1.3.2. [3, Teorema VII.1.4] Sea A una k-dlgebra. Son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

(a) A es hereditaria a derecha.

(a) gl.dimA < 1.

(a) Todo submddulo de un A-mddulo proyectivo a derecha es proyectivo.
(a) Todo cociente de un A-mddulo inyectivo a derecha es inyectivo.

Precisaremos el siguiente lema més adelante.

Lema 1.3.3. [3 Lema VII.1.6] Sea A una k-dlgebra hereditaria bdsica, e y €' dos idem-
potentes primitivos de A. Entonces existe un isomorfismo de k-espacios vectoriales

Irr(e’A, eA) = e(rad A/ rad? A)e/,



donde rad A denota el radical de Jacobson de A.

O
Los siguientes resultados dan a entender el interés que tienen las dlgebras hereditarias
y muestran que su estructura y representaciones estan bien entendidas.

Teorema 1.3.4. [3, Teorema VIL.1.7] Si Q es un carcaj finito, conexo y aciclico, el
dlgebra A = kQ es hereditaria. Reciprocamente, si A es una k-dlgebra de dimension
finita hereditaria bdsica y conexa, existe un carcaj finito, conexo y aciclico @ tal que
A= kQ.
O

En virtud del Teorema|1.2.5|y la observacién que le sigue, las hipétesis anteriores no
son restrictivas y este teorema aplica a toda k-algebra conexa a menos de equivalencia
Morita. En consecuencia, el enunciado anterior puede interpretarse como:

“Un algebra es hereditaria si y s6lo si es (a menos de equivalencia Morita) el dlgebra
de caminos de un carcaj finito conexo y aciclico”.

Para enunciar el Teorema de Gabriel, precisamos introducir los diagramas de Dynkin,
ciertos grafos conexos y aciclicos de gran relevancia en teoria de representaciones.

A, o o 0— .- —0 o o m > 1
o]
D, : >o—o—o- —o0 o n >4
o]
o
Esi
o] [e] o] o] (o]
o
IE'yi
o o 0 o o o
o]
Eg :
o o ) o o o o

Teorema 1.3.5 (Gabriel). Sea Q un carcaj finito, conexo y aciclico, k un cuerpo alge-
braicamente cerrado y A = kQ la k-dlgebra de caminos asociada a Q.

Entonces, el dlgebra A es de tipo de representacion ﬁm’tcﬁ sty solo si el grafo suby-
acente de @ (obtenido al olvidar la orientacion de sus flechas) es uno de los diagramas
de Dynkin, A, (con m > 1),D, (conn > 4),Eqs, E; o Eg.

Ademds, se conoce el nimero de clases de isomorfismo de A-mddulos indescom-
ponibles y es, respectivamente %m(m +1), n? —n, 36, 63 y 120.

O

2Recordar que decimos que un algebra es de tipo de representacién finita si tiene finitas clases de
isomorfismos de mdédulos indescomponibles. Decimos que es de tipo de representacién infinita si no es

de representacion finita.



1.4. (Co)Homologia

Los funtores exactos son de gran utilidad en algebra homoldgica, pero la mayoria de
los funtores que surgen de manera “natural” no son exactos. La nocién de (co)homologia
permite corregir el defecto de exactitud en la sucesion exacta obtenida al aplicar un
functor a una resolucién proyectiva (o inyectiva) de un médulo, asocidndole una sucesién
exacta larga.

Recordemos ahora algunos conceptos de cohomologia.

Definicién 1.4.1. Un cocomplejo de cadenas C*® = (C",d"),ez es una sucesiéon de A-
médulos {Cy, }nez y morfismos {d" : C* — C"F1},cz tales que d"d"~! =0 Vn € Z.
ce SNo 1SS S N6 L S N oS SN

Dualmente, un complejo de cadenas Co = (C),,dy)nez €s una sucesiéon de A-mddulos
{Cp}nez y morfismos {d,, : Cp,11 — Cp }nez tales que d,,—1d,, =0 Vn € Z.

Definicién 1.4.2. El n-ésimo grupo de cohomologia de un cocomplejo C* = (C™,d")
est4 definido como H™(C*®) = kerd"/TIm d" .

Dado un morfismo de complejos de cadena f® = {f"},ecz : C* — C'®, definimos
H™(f*): HY(C*) — H"(C"®) como z + Imd" ! — f"(2) + Imd™"! para 2 € ker d".

Obtenemos asi un funtor H™ entre cocomplejos de cadenas y Mod A que asocia a
toda sucesién exacta corta

L]
0 C/o u Co v C//o 0
le asocia la sucesién exacta larga de cohomologia

. Hn(c/o) H™ (u®) Hn(co) H"(v*) Hn(c//o) on HnJrl(Cu) o

donde 0™ es el morfismo de conexién funtorial.

1.4.1. Funtores derivados. Si C, es un complejo de A-mddulos
do di do

Cq Co M 0
notamos (Cjs)e al complejo obtenido al sacar M, 2 C1 d Co 0
Teorema 1.4.3 ( de comparacion, caso proyectivo). Consideremos el diagrama
P, ©,p s p %M 0
Jr-r-
P! LB A pr B gp 0

donde P, y P, son complejos de A-mddulos.
Si cada P; de P, es proyectivo y P, es exacto, entonces existe un morfismo de comple-
jos de cadena fo : (Prr)e — (Pyys)e, tnico a menos de homotopia, tal que fid; = d} fit1.
O

Teorema 1.4.4 (de comparacién, caso inyectivo). El resultado anterior también vale
dualmente si Py y Pl son complejos, Py es exacto y cada P" de P. es un A-mddulo
myectivo.



O
Sean A, B k-dlgebras y F': Mod A — Mod B un funtor k-lineal covariante. Para un
A-médulo M, sea
P, e Py P M 0
una resolucién proyectiva de M. Al aplicarle F' al complejo (Pys)e, obtenemos un
nuevo complejo

F(Py)e FPy

da do

Fda Fdoy

FP1 — 0.

Definiciéon 1.4.5. Definimos el n-ésimo funtor derivado a izquierda FT(LS) de F en el
objeto M como el n-ésimo grupo de homologia del complejo F(Par)e, es decir:

(s) o _ ker(Fd,)
E¥) (M) := H,(F(Pyr)e) = n(Fdy. )

Para definir la accién sobre los morfismos, sea f : M — N un morfismo de A-
médulos. Elegimos resoluciones proyectivas Py — M, P, — N y aplicamos el teorema
de comparacién para obtener un morfismo de complejos fo : Ps — P, que levanta a f.
Al aplicar el funtor F, obtenemos un morfismo de complejos F(fo) : F(P,) — F(P,)

Teorema 1.4.6. Sea F' : Mod A — Mod B un funtor k-lineal covariante. FEntonces,
el funtor derivado a izquierda FT(LS) : Mod A — Mod B es también un funtor k-lineal
covariante para todo n > 0.
O

Pasamos ahora a la construccién dual. Sean A, B dos k-algebras y sea F': Mod A —
Mod B un funtor covariante k-lineal. Para un A-médulo IV, consideramos

I° 0 N-L,p_ d,p &, p

una resolucién inyectiva de N. Al aplicar F' al cocomplejo (Ix)®, obtenemos un
nuevo cocomplejo de B-moédulos

F(Iy)® 0 —— F10 Fdy ppt P&, pp2

Definicion 1.4.7. Definimos el n-ésimo funtor derivado a derecha F,(ld) de F en el objeto
N como el n-ésimo grupo de cohomologia del cocomplejo F(Iy)®, es decir:
ker(Fdnt!)
FON = HY(F(Iy)*) = ———+

Definimos la accion de F' en morfismos de A-moédulos de forma andloga a como
hicimos con los funtores derivados a izquierda.

Teorema 1.4.8. Sea F' : Mod A — Mod B un funtor k-lineal covariante. FEntonces,

el funtor derivado a derecha F,Ed) : Mod A — Mod B es también un funtor k-lineal
covariante para todo n > 0.

O

Comentamos que en el caso de tener un funtor F': mod A — mod B contravariante

y M un A-médulo, tomamos una resolucién proyectiva Py — M y al aplicar F' a (Pys)e

obtenemos un cocomplejo F'(Py)®. Definimos el n-ésimo funtor derivado a derecha en

el objeto M como el n-ésimo grupo de cohomologia de este cocomplejo y la accién de F
en morfismos de manera andloga a los casos anteriores.
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Teorema 1.4.9. Sea F' : Mod A — Mod B un funtor k-lineal contravariante. Entonces,
el funtor derivado a derecha F,Ed) : Mod A — Mod B es también un funtor k-lineal
contravariante para todo n > 0.

O
Teorema 1.4.10. Sea 0 — M’ — M — M"” — 0 una sucesién exacta corta de A-
modulos y F' : Mod A — Mod B un funtor k-lineal covariante. Entonces existen suce-
stones exactas

s FOM — FM — FOM" s B o ——
o S FIM — S FM —— FOM — 0
0— F9M — F9 — F9m7 —— ...

. s FT(Ld) M/ F7(Ld)M s Frgd) M// 0 F(d) M/ .

n+1
con todos los morfismos funtoriales. En ambos casos, los morfismos Oy, (resp, ")
son los morfismos de conezxion funtoriales inducidos por la sucesion exacta corta inicial.

]

Observacién 1.4.11. El funtor derivado a izquierda FO(S) es exacto a derecha y el funtor

derivado a derecha Fo(d) es exacto a izquierda.

1.5. Funtores de extension

El funtor Hom(—, —) es un bifuntor, contravariante en la primer variable y covariante
en la segunda. Por tanto podemos construir, para cada n > 0, dos funtores derivados a
derecha. Veremos que estas dos construcciones son compatibles y definen los llamados
funtores de extensién.

Para todo A-médulo M, el funtor Hom (M, —) : Mod A — Modk es covariante y
el funtor Hom(—, M) : Mod A — Mod k es contravariante. Notaremos temporalmente
E"™(M, —) al n-ésimo funtor derivado a derecha de Hom4 (M, —) y E,(—, M) al n-ésimo
funtor derivado a derecha de Hom4(—, M).

Para un A-médulo N, si I*® es una resoluciéon inyectiva de IV, entonces

E"(M,N)= H"(Homu (M, (IN)®)).
Asimismo, si P, es una resolucién proyectiva de IV, entones
E,(M,N)= H"(Homa((Pn)e, M)).

Observacién 1.5.1. Los funtores Ey(M, —) y Eo(—, M) son exactos a izquierda y vale
E™(M,~) = 0= Ey(—, M) ¥n < 0.

Lema 1.5.2.
(a) Para todo A-mdédulo M, E°(M, —) = Hom (M, —).
(b) Para todo N A-mddulo, Eg(—, N) = Homy(—, N).
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Teorema 1.5.3. Para todo n € Z y para todos los A-mddulos M y N, existe un iso-
morfismo natural E™(M,N) = E,(M,N).
O
Este teorema nos muestra que ambos funtores derivados a derecha son compatibles,
y por tanto nos permiten definir el bifuntor Ext.

Definicién 1.5.4. Si M y N son dos A-mdédulos, el valor comun de E"(M,N) y
E,(M,N) es llamado el n-ésimo grupo de extensiéon de N por M y es notado Ext’ (M, N).

Todo lo comentado en esta seccién y la anterior nos prueba que Ext’i(—, —) es un
bifuntor, contravariante en la primera variable y covariante en la segunda.

Teorema 1.5.5. Sean N un A-mddulo y 0 — M’ — M — M"” — 0 una sucesion ex-

acta corta de A-mddulos. Entonces existen sucesiones exactas largas de cohomologia en
mod k:

0 — Homa(N, M) — Homa(N, M) — Homa(N, M") -2 Ext!,(N, M’) —> - -
. — Ext’{(N, M") — Ext"{(N, M) —s Ext’(N, M") -2 Ext"*' (N, M’) — - -
(con la primer entrada fija) y
0 —> Homa(M”, N) — Homa(M,N) — Homa(M',N) -2 Exty(M" ,N) — - -
. — Ext’y(M”, N) — Ext’}(M, N) — Ext"{(M’, N) -2 Ext"*'(M" ,N) — ---

(con la sequnda entrada fija). En ambas todos los morfismos son funtoriales.

O
Este teorema muestra que el funtor Ext “corrige” la falta de exactitud a derecha del
funtor Hom y describe precisamente la obstruccién a la exactitud.
En los siguientes dos teoremas enunciamos algunas de las propiedades més impor-
tantes del funtor Ext.

Lema 1.5.6. Sean A y B dos k-dlgebras y sea F': mod A — mod B una equivalencia de
categorias. Para todo par de A-mddulos M y N y todo j > 1 existe un isomorfismo

Ext/ (M, N) = Ext}(FM,FN)  ¥j>1.

O
Teorema 1.5.7. Sean M y N dos A-mddulos. Entonces:
(a) Para N, son equivalentes las siguientes condiciones:
(i) N es inyectivo.
(i) BExtl(—, N) =0.
(iii) Ext’y(—,N) =0 Vn > 1.
(b) Para M, son equivalentes las siguientes condiciones:
(i) M es proyectivo.
(ii) BExtl(M,—) =0.
(iii) Exty(M,—) =0 Vn > 1.
O

12



Teorema 1.5.8. Sean M y N dos A-mddulos. Entonces:
(a) Si (My)aen es una familia de A-médulos y n > 0, entonces
Ext’} (@D My, N) = ] Exth(My, N).
AeA A€A
(b) Si (Nx)aen es una familia de A-mddulos yn > 0, entonces

Exth(M, [ = [ Exti(M, Ny).
A€A AEA

O
Veamos ahora la relacién entre los funtores Ext y las extensiones de mddulos, de
donde estos funtores reciben su nombre.

Definiciéon 1.5.9. Sean M y N dos A-mdédulos. Una extensiéon e de M por N es una
sucesion exacta corta e : 0 - N — L — M — 0 donde L es un A-médulo.
Decimos que dos extensiones e y €’ son equivalentes si existe un diagrama conmuta-

tivo de la forma
N L M
|
e 0 N L M 0

e 0
Decimos que una extensién se escinde si es equivalente a una de la forma
0O +N—->N&M-—-M—0

donde las flechas son la inclusion y la proyeccién canénica.

0

Teorema 1.5.10. Las clases de equivalencia de extensiones de M por N estdn en
biyeccion con los elementos de Extllél(M, N) y las extensiones que se escinden estin en
correspondencia con 0 € Extl (M, N).

0

Corolario 1.5.11. Un A-mddulo M no tiene extensiones no triviales por otro A-maodulo
N siy solo si Exty (M, N) = 0.
O
Se tiene también que los médulos de extensién superiores Ext’y (M, N) con n > 1
estan en correspondencia con las clases de equivalencia de n-extensiones, sucesiones
exactase: 0 -+ N —- L, — --- — L1 - M — 0 bajo la relacién de equivalencia que
identifica dos extensiones e y €’ si existe un morfismo de cadenas ¢ : e — €’ que es la
identidad en M y N.

1.5.1. Producto tensorial y funtores de torsion. Otro funtor de gran interés
es ®, adjunto a izquierda del funtor Honﬂ conocido como producto tensorial. A contin-
uacién recordamos las propiedades béasicas del producto tensorial y los funtores derivados
a izquierda del tensor, llamados de torsién.

3Recordar que dados funtores F': C -+ Dy G : D — C, decimos que F' es adjunto a izquierda de G
y G adjunto a derecha de F si existen isomorfismos Homp (F(C), D) = Home(C, G(D)), para todo par
de objetos C en C y D en D, funtoriales en C' y D.
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Sea A una k-dlgebra como antes, L4 un A-mdédulo a derecha 'y 4M un A-mddulo a

izquierda.
Definiciéon 1.5.12. Una aplicacién A-bilineal g : L x M — X entre k-mddulos es un
mapa que cumple:

o g(z100 + 22002, ) = g(71,Y)01 + g(T2,Y) a2

o 9(z, 9181 + y2B2) = g(x,y1)B1 + g(x, y2) 2

¢ 9(za,y) = g(z, ay)
para todo x,z1,22 € L,y,y1,y2 € M, 1,09, 81,52 € k,a € A.

Definicién 1.5.13. Un producto tensorial de Lg y 4 M es un par (T,t), donde T es un
k-médulo y ¢t : L x M — T una aplicacién A-bilineal, tal que para todo par (X,g) con
X un k-médulo y g : L x M — X una aplicacién A-bilineal, existe una tnica aplicacion
k-lineal g : T'— X tal que gt = g. Es decir el siguiente diagrama conmuta:

Teorema 1.5.14. Si L4 y aAM son dos A-mddulos, existe en Modk su producto tenso-
rial, unico a menos de isomorfismos, al cual notaremos L ® 4 M .

O

Observar que la estructura de k-médulo viene de ser L un A-médulo a derecha y M

un A-médulo a izquierda (la construccién explicita deja esto més en claro). Ademas, si

A, B, C son k-algebras, pL 4 es un (B-A)-bimddulo y 4Mc un (A-C)-bimédulo, entonces

el producto tensorial L ® 4 M estd dotado de una estructura de (B-C)-bimédulo dada
por b(z ® y)c = (bx) ® (yc) para todo b € B,z € L,y € M,ce C.

Veamos ahora que tensorizar es un funtor de Mod A en Mod k. Para esto debemos
definirlo en morfismos.

Dados L, L' y L A-médulos a derecha, M, M’ y M" A-médulos a izquierda y apli-
caciones lineales f: L — L', f': L' = L",g: M — My ¢ : M' — M", tenemos por la
propiedad universal del producto tensorial que los diagramas conmuten

LxM ——— LeM
fxgl 3 feg
UsM —Y oM
f’Xg’i 3 f'®g’
L' x M" t” " (E;M”
Luego, por la unicidad, (f' ® ¢')(f ® g) = (f'f) ® (¢'g). En particular, tomando M =
M =M"y g=g =idy, tenemos (f'f) @ 1y = (f @ 1a)(f @ 1pg).
Lo anterior junto con 17ga = 17, ®17 nos da que el mapa —® 4 M : Mod A — Mod k
que manda objetos L — L ® 4 M y morfismos f +— f ® 157 es un funtor covariante.

Andlogamente, el mapa L®4— : Mod A°? — Mod k que manda objetos M +— L® 4 M
y morfismos g — 17, ® ¢ también es un funtor covariante.
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En consecuencia, el producto tensorial — ® 4 —, que manda (L, M) — L®4 M y
(f,9) — f ® g define un bifuntor de Mod A x Mod A°? en Mod k, covariante en cada
variable.

Observacién 1.5.15. Mas generalmente, si A y B son dos k-dlgebras y 4Mp un (A-
B)-bimédulo, —®4 M y M ®p —, definidos igual que antes, son funtores covariantes de
Mod A en Mod B y de Mod B° en Mod A respectivamente.

En la siguiente proposicién listamos algunas propiedades del funtor ®.

Proposicién 1.5.16. Sean A y B dos k-dlgebras. Sean La, sAM, AN y X mddulos.
Vale que:

(1) Existe un isomorfismo natural L ® 4 (N @p X) = (L®s N)®p X.

(2) Ezisten isomorfismos naturales L @4 A= L y A®a M = M.

(3) Si (Lx)xen es una familia de A-mddulos a derecha y (My)sex es una familia
de A-mddulos a izquierda, existe un isomorfismo funtorial

(@Lx) ®4 (@Ma> ~ P (LaoaM,)

AEA ceY (A o)EAXE
(4) A ®y B tiene estructura de k-dlgebra conmutativa si y sélo si A y B lo son.
(5) Para todo n >0, A®y My(k) = M,(A).
O

El siguiente teorema va a ser importante méas adelante para caracterizar el par de
torsién inducido por un mdédulo inclinante:

Teorema 1.5.17 (de adjuncién). Sean A y B dos k-dlgebras y aMp un (A-B )-bimddulo.
Entonces existe un isomorfismo natural
Homy (L, Homp (M, N)) 2 Homp(L ®4 M, N).

Es decir, — @4 M es adjunto a izquierda del Homp (M, —).

De manera andloga, M @p — es adjunto a izquierda del Hom4 (M, —).

Demostracion: Consideremos los siguientes mapas:

w:Homy (L, Homp(M, N)) - Homp(L ®4 M,N), f — (z @y +— f(z)(y)), o sea

(wf)(z @ y) = (f(2))(y)-
v:Homp(L ®4 M, N) — Homy(L,Hompg(M,N)),g — (z — (y— g(x ®y))), o sea

(v(9(2)(y) = g(z ®@y).

Se verifica que estos mapas estan bien definidos y son k-lineales, veamos que son
mutuamente inversos:

(v)g)(z @y) = (vg(x))(y) = g(z @ y)
(vp) F)(@)(y) = (pfz@y) = (f(2))(y)

Resta ver que el isomorfismo es funtorial.

Para esto sean ¢ : L — L’ un morfismo de A-médulos y ¢ : N — N’ un morfismo de
B-médulos. Si notamos (¢ ® 1g)* = Homp(¢ ® 15, N), ¢* = Homa(p, Homp (M, N)),
Y. = Homp(L ® 4 M, 1), ¥ = Homa(L, Homp(M,))), debemos probar que los dos
cuadrados del siguiente diagrama conmutan:
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Homp(L' @4 M, N) 22, Homp(L®a M,N) —** Homp(L ©4 M, N')

I I» I

Homu (L', Homp(M, N)) 2~ Homa (L, Homg(M, N)) 2% Hom (L, Homp (M, N'))
Sea f € Homp(L' ® M, N). Entonces:
(We®1) 2)(y) = (¢ 1) fllz@y) = (fle®1p)(z®y) = f(o(z) ®Y);

(P v )(@)(y) = Wfle(@)(y) = flp(z) @y)

por lo que el cuadrado de la izquierda conmuta.
Ahora, si f € Homp(L ®4 M, N), tenemos:

(W f(2))(y) = Y f(x @ y) = P f(z @ y);
(Vs f(2))(y) = Wrf(2)(y) = L flx@y)

por lo que el cuadrado de la derecha conmuta, probando la funtorialidad. [

Proposicion 1.5.18. Sea A una k-dlgebra de dimension finita. Para todo Y,Z en
mod B, existen isomorfismos naturales de k-espacios vectoriales

DExth(Y,DZ) = TorP (Y, 2)

Demostracion: Tomamos una resolucién proyectiva P, de Y

dm dy

P SRR Py

P,

P, 'Y 0,

con cada P; proyectivo finitamente generado. Aplicando los isomorfismos de la adjuncién
del Teorema [I.5.17] término a término sobre la resolucién P, obtenemos, luego de du-
alizar:

P, ®p Z = DHompg(P,,DZ).
Entonces
TorP(Y,Z) = H|(P, ®p Z) = H(DHomp(P.,DZ))
>~ DH'(Homp(P,, DZ)) = DExtL(Y,DZ)
donde usamos que H,(DC®) = DH"(C*®) (|2, Lema A.4.2]). O

Definicién 1.5.19. Un A-médulo L4 se dice plano si el funtor L ® 4 — es exacto.

Proposicién 1.5.20. Si (Ly)xep es una familia de A-mddulos, entonces @xepLy es
plano si y solo si cada Ly es plano.

O

Corolario 1.5.21. Todo mddulo libre es plano y por tanto todo mddulo proyectivo es
plano.
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O

Andlogamente al caso del funtor Hom, donde definfamos los funtores Ext para cor-

regir el fallo de este de no ser exacto a derecha, para el funtor ®, consideraremos sus

funtores derivados a izquierda, que corrigen el fallo de este de no ser exacto a izquierda.

Sean M y N dos A-médulos. Notaremos temporalmente 7" (M, —) al n-ésimo funtor

derivado a izquierda de M ®4 — y T,,(—, N) al n-ésimo funtor derivado a izquierda de
—®a N.

Definicién 1.5.22. Por [2] Teorema IX.4.4] existe un isomorfismo natural 7" (M, N) =
T,.(M,N). Dados M un A-médulo y N un A°P-médulo, el valor comin de T" (M, N) y
T,.(M, N) es llamado n-ésimo médulo de torsién de M y N, y es notado Torﬁ(M, N).

Teorema 1.5.23. El funtor Tor(—, —) es un bifuntor, covariante en cada una de sus
variables.

OAsi como con los proyectivos/inyectivos y el funtor Ext, tenemos una
caracterizacién para los médulos planos en base al funtor Tor.

Teorema 1.5.24. Sean M y N dos A-mddulos. Entonces:
(a) Son equivalentes:
(i) M es plano.
(ii) Torf'(M,—) = 0.
(i) Tord(M,—) =0VYn > 1.
(b) Son equivalentes:
(i) N es plano.
(ii) Tori(—,N) = 0.
(iii) Tori(—,N) =0 ¥n > 1.
O
Teorema 1.5.25. Sean N un A°?-mddulo, M un A-mdédulo, (My)ren ¥ (No)oex famil-
ias de A-mddulos, n > 0. Entonces:

Tor; (BreaMy, N) = &xep Tory (M, N);
TOI‘;?(M, ®UEEN0') = Boex TOI";?(M, Ng).
1.5.2. Dimensiones homolégicas. En algebra homoldgica, es de gran utilidad es-

tudiar distintas dimensiones que se le pueden asociar a un moédulo tomando resoluciones
proyectivas (o inyectivas) y viendo el largo de las mismas.

Definicion 1.5.26. Sea A una k-algebra. Se dice que la dimensién proyectiva de un
A-médulo M es menor o igual a n y se denota pd M < n si existe una resolucién
proyectiva

0 P, e Py Py M 0.

Si n es el menor entero para el que existe una tal resolucién, se dice que la dimension
proyectiva de M es n y se denota pd M = n.

Si M no admite resoluciones proyectivas finitas, se dice que es de dimensién proyec-
tiva infinita y se escribe pd M = +o00. Convenimos pd 0 = —oc.

Teorema 1.5.27. Son equivalente para un A-mddulo M yn > 0:
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(i) pd M < n.

(i) Ext)y (M, —) =0 Yk > n.
(iii) Ext (M, —) = 0.
(iv) Para toda sucesion exacta

0 Ly P, e Py M 0

con los P; proyectivos, se tiene que L,_1 es también proyectivo.

O

Observar que la dimension proyectiva de un moédulo M nos dice que tan lejos este

esta de ser proyectivo. Por ejemplo pd M =0 < Ex‘c}él(M7 —) =0< M es proyectivo y
pd M =1« M = Py/P, es decir es cociente de proyectivos.

Observacion 1.5.28. Se puede definir de manera andloga la dimensién inyectiva id N
de un A-médulo N y obtener equivalencias con Exth(—, N).

En base a las dimensiones proyectivas e inyectivas, asociadas a un A-mdédulo, defin-
imos una dimensién asociada al dlgebra A:

Definicién 1.5.29. Definimos la dimensién global a derecha de una k-algebra A como

gl.dim.d(A) = sup{pd M : M es un A-médulo a derecha}.
Equivalentemente,
gl.dim.d(A) = sup{id N : N es A-mddulo a derecha}.

Definimos de forma andloga la dimensién global a izquierda, gl.dim.s(A).

Si gl.dim.d(A) = gl.dim.s(A4), decimos que la dimensién global de A es este valor
comun y la notamos gl.dim(A).

Proposiciéon 1.5.30. Para toda k-dlgebra A,
gl.dim.d(A) = sup{pd M : M es un A-médulo a derecha finitamente generado}.
O

Proposicion 1.5.31. Si A es de dimension finita como k-espacio vectorial, las dimen-
siones globales de A a izquierda y a derecha coinciden.

O

Proposicién 1.5.32. Si A es una k-dlgebra de Artin (por ejemplo si es de dimension
finita como k-espacio vectorial), tenemos que

gl.dim.d(A) = sup{pd S : S es un A-médulo simple a derecha}.

Juntando todo esto tenemos que si A es una k-algebra con dimy, A < oo,

gl.dim(A) = sup{pd S : S es un A-médulo simple}.
18



1.6. Teoria de Auslander-Reiten

En esta seccién vamos a introducir las sucesiones casi escindidas (o de Auslander-
Reiten), las cuales nos permiten construir el carcaj de Auslander-Reiten asociado a una
k-algebra A. Este carcaj nos da una imagen de la categoria de médulos de esta algebra
ademads de herramientas de calculo de morfismos, funtores Ext, entre otros. En principio
no entraremos en detalles de cémo se construye un carcaj de A-R pero enumeraremos
propiedades que cumple y daremos algunos ejemplos con el objetivo de entender y aplicar
estas herramientas para trabajar con pares de torsién y moédulos inclinantes.

Como todo médulo puede escribirse (de forma tinica) como suma de médulos inde-
scomponibles, la idea del carcaj de A-R es poner como vértices (las clases de isomorfismo
de) los médulos indescomponibles. No es tan facil pensar que morfismos queremos que
representen las flechas, pero querrfamos que no se factoricen (de forma no trivial) a
través de otro mdédulo. Empecemos con algunas definiciones que apuntan a describir
estos morfismos.

Definiciéon 1.6.1. Decimos que un morfismo es una seccién si admite una inversa a
izquierda (pos-componer) y que es una retraccién si admite una inversa a derecha (pre-
componer).

Ejemplo 1.6.2. Sean P un A-médulo proyectivo y @ un A-médulo inyectivo.
Todo epimorfismo f : M — P es una retraccién y todo monomorfismo g :  — N es
una seccién ya que tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

P 0——Q —25 N

s
-
s
-,
-
s

g

K
ML>P*>0 Q

Definicién 1.6.3. Sean L, M, N en mod A. Decimos que:

(a) Un morfismo de A-médulos f : L — M es minimal a izquierda si para todo
h € End M tal que hf = f, se tiene que h es un automorfismo.

(b) Un morfismo de A-mdédulos g : M — N es minimal a derecha si para todo
k € End M tal que gk = g, se tiene que k es un automorfismo.

(¢) Un morfismo de A-médulos f : L — M es casi escindido a izquierda si no es
una seccién y para todo morfismo de A-médulos u : L — U no seccidén, existe
u' : M — U tal que ' f = u.

(d) Un morfismo de A-médulos g : M — N es casi escindido a derecha si no es una
retraccién y para todo morfismo de A-médulos v : V' — N no retraccién, existe
v' 1V — M tal que gv’ = v.

(e) Un morfismo de A-médulos f : L — M es casi escindido minimal a izquierda si
es minimal a izquierda y casi escindido a izquierda.

(f) Un morfismo de A-médulos g : M — N es casi escindido minimal a derecha si
es minimal a derecha y casi escindido a derecha.

Proposicién 1.6.4. Los morfismos casi escindidos minimales a izquierda (resp. a
derecha) determinan de forma inica su codominio (resp. dominio). Mds precisamente:
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(a) Si f:L— My f :L— M son dos morfismos de A-mddulos casi escindidos
minimales a izquierda, entonces existe un isomorfismo h : M = M’ tal que
f'=hf.

(b) Sig:M — N yg : M — N son dos morfismos de A-mddulos casi escindidos
minimales a derecha, entonces existe un isomorfismo k : M = M’ tal que
g=dk.

Proposicion 1.6.5.

(a) Si f:L— M esun morfismo casi escindido a izquierda en mod A, entonces L
es indescomponible.

(b) Sig: M — N es un morfismo casi escindido a derecha en mod A, entonces N
es indescomponible.

Definicién 1.6.6. Un morfismo f: X — Y en mod A se dice irreducible si:

(a) f no es una seccién ni una retraccién
(b) Si f = fi1f2, entonces f1 es una retraccién o fo es una seccién.

Observacion 1.6.7. Los morfismos irreducibles son o bien monomorfismos o bien epi-

morfismos (no ambos) y no admiten factorizaciones no triviales (o sea, que no sean de
laformaXQX@ZﬁYoX%Z@Y&Y).

Ejemplo 1.6.8. Si e € A es un idempotente, entonces la inclusién radeA — eA es
un morfismo casi escindido minimal a derecha. Més aun, si radeA = @®]_;M; donde
M; son A-médulos indescomponibles, entonces las inclusiones M; < eA son morfismos
irreducibles.

Dualmente, si I es un A-médulo inyectivo indescomponible, entonces el epimorfismo
canénico p : I — I/socl es casi escindido minimal a izquierda. Més atn, si socl =
@®7_,N; donde N; son A-mddulos indescomponibles, entonces los morfismos p : I — I/N;
son irreducibles.

Definicién 1.6.9. Sean X e Y dos A-médulos indescomponibles. Definimos rad4(X,Y)
como el k-espacio vectorial de los morfismos X — Y no invertibles.

Si X,Y € mod A, definimos rad’(X,Y) como el k-espacio vectorial de los morfismos
de la forma gf con f € rada(X,Z) y g € rada(Z,Y) para algin Z en mod A (no
necesariamente indescomponible).

Lema 1.6.10. Sean X e Y dos A-mddulos indescomponibles.
Un morfismo f: X —Y es irreducible si y sélo si f € rada(X,Y) \ rad4(X,Y).

Definicion 1.6.11. Una sucesion exacta corta en mod A

0— L Mm99 N0

es una sucesion casi escindida si:

(1) f es casi escindido minimal a izquierda y
(2) g es casi escindido minimal a derecha.

Observacién 1.6.12. Sea (x) 0 - L — M — N — 0 una sucesién casi escindida.
(a) Por la Proposicién los médulos L y N son indescomponibles.
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(b) Las sucesiones casi escindidas quedan determinadas (a menos de isomorfismos)
por sus extremos. Si (xx) 0 — L' — M’ — N’ — 0 es otra sucesién casi
escindida, las siguientes afirmaciones son equivalentes por la Proposicién [I.6.4}

(i) Las dos sucesiones (x) y (*%) son isomorfas.
(ii) Existe un isomorfismo de A-médulos L = L'.
(iii) Existe un isomorfismo de A-médulos N = N'.

(c) Por el Ejemplo L no puede ser inyectivo y N no puede ser proyectivo, ya

que L — M no es una seccion y M — N no es una retraccion.

Apuntamos ahora a las traslaciones de Auslander-Reiten.

Consideremos el funtor A-dual (—)! = Homyu(—, A) : mod A — mod A°?. Constru-
iremos otro funtor a partir de este, que nos permitira definir las traslaciones de A-R.
Tomamos para todo médulo M4 una resolucién proyectiva minimal

Pl P1 PO Po M 0

y le aplicamos el funtor (—)!, obteniendo

'3 i
0 Mt 2o, pt M

P} cokerpf —— 0

que serd la base para definir el funtor de traslacion.
Notamos Tr M := coker p} y lo llamamos traspuesto de M.

Notacién 1.6.13. Notaremos por proj A a la subcategoria plena de mod A cuyos objetos
son los A-mdédulos proyectivos y por inj A a la subcategoria plena de mod A cuyos objetos
son los A-mddulos inyectivos.

El funtor A-dual (—)! lleva A-médulos proyectivos a derecha en A-médulos proyec-
tivos a izquierda. En efecto, si P es proyectivo e indescomponible, entonces P =2 eA
para algin idempotente primitivo e € A. Asf, P! = Homa(eA, A) = Ae, el cual es
un A-médulo proyectivo a izquierda. Se verifica que evys : M — M definido por
evy (2)(f) = f(2) para z € M, f € M! es funtorial en M, y es un isomorfismo si M es
proyectivo. Por tanto (—)! induce una dualidad entre las categorias proj A y proj A°.

Queremos definir, a partir de esta dualidad, una dualidad entre cocientes de mod A
y mod A°P. Ya tenemos el funtor, el traspuesto, falta ver que vamos a cocientar.

Definicion 1.6.14. La categoria proyectivamente estable, que denotaremos modA, es
el cociente mod A/P cuyos objetos son los mismos que en mod A, pero el k-espacio vec-
torial Hom 4 (M, N) se define como el cociente Hom 4 (M, N) := Homu (M, N)/P(M,N)
donde P(M, N) es el subconjunto de Hom 4 (M, N) que consiste de los morfismos que se
factorizan a través de un A-moédulo proyectivo.
Anélogamente, definimos la categoria inyectivamente estable, que denotaremos mod A,

como el cociente mod A/Z, donde se identifican los morfismos que se facctorizan a través
de un A-moédulo inyectivo.

Proposicion 1.6.15. La correspondencia M — Tr M induce una dualidad k-lineal entre
modA y modA°P, llamada trasposicion.
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Como la trasposicion lleva A-médulos a derecha en A-mdédulos a izquierda, si quer-
emos un funtor de mod A en si misma, precisamos componerla con otro funtor que
lleve A-médulos a izquierda en A-médulos a derecha. Este serd la k-dualidad estandar,
D = Homy(—, k).

Definiciéon 1.6.16. Las traslaciones de Auslander-Reiten estén definidas por
r=DTr y 7 '=TrD.

Antes de ver propiedades de estas traslaciones, veamos una forma de calcularlas.
Para esto, recordar que el funtor de Nakayama estd definido como

v = D(—)": mod A — mod A,

e induce equivalencias proj A él inj A , donde v~! = Homa(DA,—) es la cuasi-
-

inversa de v.

Proposicion 1.6.17. Sean M y N dos A-mddulos.

P1 Po . . .
(a) Sea Py — Py — M — 0 una presentacion proyectiva minimal de M. Entonces
existe una sucesion exacta:

0 ™™ vP e vPy O UM —— 0.

(b) Sea 0 — N % Ey — E) una presentacion inyectiva minimal de N. Entonces
eziste una sucesion exacta:

_ v _ v _ _
0 —— v M —% v By —% v B, —— 77N —— 0.

Observacién 1.6.18. La proposicién anterior nos da 7M = kervp; y 7'M = coker v~ 4.

«
Ejemplo 1.6.19. Sea A el dlgebra dada por el carcaj 1 o j: o 2, llamado el carcaj

1
de Kronecker, y M4 la representacién k f: k. Observar que M es un A-modulo in-
0

descomponible y satisface Hom4 (M, P(1)) = 0 = Homu (M, P(2)), donde P(1) y P(2)
son los proyectivos indescomponibles asociados a los vértices 1 y 2.

Una presentacién proyectiva minimal de M estd dada por

(%) 0 P(1) 25 P2) 25 M 0

donde p; es un isomorfismo entre P(1) y un sumando de rad P(2), y ps = coker p;.
Aplicando v a () tenemos por la Proposicién [1.6.17] la siguiente sucesién exacta

0 —— ™M —— vP(1) = I(1) 225 vP(2) = [(2) —— vM =0
Tenemos entonces I(1)/kervp; = I1(2) y kervp; = 7M. Concluimos que M = M.
Este ejemplo muestra que el trasladado de un médulo indescomponible puede ser él

mismo. M4s adelante, en la Seccién veremos en mds detalle la estructura del dlgebra
de Kronecker.
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A continuaciéon enunciamos algunas propiedades que cumplen las traslaciones de
Auslander-Reiten, y la informacién que nos dan acerca de los A-mdédulos, que luego se
podré visualizar en el carcaj de A-R.

Proposicién 1.6.20. [4, Proposicién V.1.14] Sea 0 — L o M 25 N — 0 una sucesion
exacta. Son equivalentes:
(a) La sucesion es casi escindida.
(b) L=TN y g es casi escindido a derecha.
(c) N=771L y f es casi escindido a izquierda.
Lema 1.6.21. Sea M un A-mddulo. Entonces
(a) pdyM <1 <= Homyu(DA,7M) = 0.
(b) idaM <1 <= Homyu(r 1M, A) = 0.
Proposicion 1.6.22. Sean M y N dos A-mddulos indescomponibles. Entonces:
(a) TM =0 <= M es proyectivo.
(b)) 7IN =0 <= N es inyecivo.
(¢) Si M y N no son proyectivos, entonces TM es indescomponible y no inyectivo,
AT M=2MyM=N < 7M=7TN.
(d) Si M y N no son inyectivos, entonces TN es indescomponible y no proyectivo,
TTIINENyN2M — 7 'N=2771M.

Las propiedades (c) y (d) nos sirven para concluir como corolario que 7 y 7~ inducen
equivalencias mutuamente inversas entre modA y modA.

Teorema 1.6.23 (formulas de Auslander-Reiten). Si A es una k-dlgebra, M y N dos
A-maodulos, entonces existen isomorfismos naturales

Ext (M, N) = DHom (7' N, M) = DHom4 (N, 7M).
Corolario 1.6.24. Sea A una k-dlgebra, M y N dos A-mddulos. Entonces:
(a) SipdyM <1y N arbitrario, existe un isomorfismo
Extl (M, N) = DHomy (N, 7M).
(b) SiidaN <1y M arbitrario, existe un isomorfismo
Ext!y (M, N) = DHomu (1 ' N, M).
(¢) En particular, si gl.dim(A) <1, M y N arbitrarios, ezisten isomorfismos
DHomy (N, 7M) = Exty (M, N) = DHomu(7 N, M).
Observaciéon 1.6.25. En particular, para toda dlgebra de caminos A = k@ sin rela-
ciones, se tiene que vale (c¢) del corolario anterior.
Esto es ya que estas dlgebras son hereditarias por Teorema y por tanto de
dimensién global menor igual a 1 .
1.7. Teoria de Morita
En esta seccién los mdédulos no se suponen necesariamente finitamente generados.
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Definicion 1.7.1. Decimos que dos k-algebras A y B son equivalentes Morita si existe
una equivalencia de categorias k-lineal F' : Mod A — Mod B.

Como nos interesa estudiar las representaciones de una k-algebra, es decir la categoria
de sus médulos, la equivalencia de Morita captura la “buena” nocién de equivalencia
entre dos k-algebras desde el punto de vista de su teoria de representaciones. El Teorema
de Morita nos dard una condicién necesaria y suficiente para que dos algebras sean
equivalentes en este sentido.

Definicion 1.7.2. Sea A una k-algebra. Decimos que un A-médulo M es un generador
de Mod A si para todo A-médulo N existe un conjunto A y un epimorfismo M») — N.

Un A-médulo proyectivo finitamente generado que es un generador de Mod A se dice
un progenerador (o progenerador Morita) de Mod A.

Teorema 1.7.3 (Morita). [2, Teorema VIIL.3.2] Dos k-dlgebras A y B son equivalentes
Morita si y solamente si existe un progenerador Py tal que B = End Py4.

En tal caso, la equivalencia de categorias F' : Mod A — Mod B estd dada por el
funtor F = Homyu (P, —), con quasi-inversa G = — ®p P.

Corolario 1.7.4. [2, Corolario VIIL.3.4] Si A y B son dos k-dlgebras, son equivalentes:

(a) A y B son equivalentes Morita.
(b) Existe un progenerador Py tal que B = End Py.
(¢) Existe una equivalencia k-lineal mod A — mod B.

Este corolario justifica que podemos restringir nuestra atenciéon a la subcategoria
plena de los A-modulos finitamente generados mod A dentro de la categoria Mod A.
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CAPITULO 2

Teoria de inclinacion

Una de las afirmaciones mas sorprendentes del Teorema de Gabriel es que
la cantidad de (clases de isomorfismo de) médulos indescomponibles de una k-algebra
hereditaria A = k@ de tipo de representacién finita no depende de la orientacién del
carcaj @, solo del grafo subyacente. Bernstein, Gelfand y Ponomarev dieron una expli-
cacion de este suceso, mostrando que para un carcaj () de tipo Dynkin existe un funtor,
que llamaron funtor de reflexién, entre mod k@) y mod k@’ que induce una biyeccién
entre los médulos indescomponibles, donde @' es el carcaj obtenido de @ revirtiendo
todas las flechas que llegan a un pozo x € @y. Mas adelante, Auslander, Platzcek y
Reiten mostraron que estos funtores de reflexién son equivalentes a Homy4 (7, —) donde
T=71"8(x)®@,1,cq, Py) (ver y que k@' = End4(T')°. Unos afios después,
Brenner y Butler generalizaron estos mdodulos que inducen los funtores de reflexion y es-
tudiaron estos objetos axiométicamente en el articulo [6], en el cual introducen la nocién
de modulo inclinante.

La teoria de inclinacién generaliza de alguna forma la equivalencia Morita. La idea
es estudiar mod A cambiando A por B = End(T4), para T en mod A con ciertas
propiedades que lo hagan ser “parecido” a un progenerador Morita.

Al debilitar las condiciones que le pedimos a estos médulos, en vez de tener una
equivalencia de categorias mod A = mod B, tendremos isomorfismos entre ciertas sub-
categorias de las categorias de mddulos de A y B. Por un lado, perdemos control de
todo mod A en la inclinacién, pero por otro obtenemos nuevas familias de algebras con
las que comparar mod A.

2.1. Pares de torsion

Las subcategorias que podremos comparar de A y End4(74) forman lo que llamamos
un par de torsién. Veremos ahora que son y algunas propiedades. Luego definiremos
médulos inclinantes y veremos los pares de torsién que estos inducen.

Definicién 2.1.1. Un par (7, F) de subcategorias plenas de mod A es un par de torsién
(o teoria de torsién) si:
(i) Homa(M,N)=0 VM Ty N € F.
(ii) Homa(M,—)|lr=0 = M€ T.
(iii) Homa(—,N)|r =0 = N € F.

Si (T, F) es un par de torsién, llamamos a 7 clase de torsién y a F clase libre de torsién.

Observacién 2.1.2. La condicién (i) nos dice que no hay morfismos no nulos entre
médulos en 7y modulos en F.
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Las condiciones (ii) y (#i7) nos dicen que 7 y F son maximales con respecto a esta
propiedad.

Ejemplo 2.1.3. Una clase C arbitraria de A-mddulos induce un par de torsién tomando
F ={N : Homa(—,N)|¢c =0}, T = {M : Homa(M,—)|r = 0}. En tal caso T es la
clase de torsién més chica que contiene a C.

La construccién dual nos da la clase libre de torsién mas chica que contiene a C.

Definicién 2.1.4. Un subfuntor ¢ del funtor identidad en mod A (es decir un funtor
que asigna tM C M a cada M de forma que todo morfismo M — N se restringe a
tM — tN) es llamado un idempotente radical si, para todo médulo M4, se cumple que
t(tM) = tM y t(M/tM) = 0.

Proposicién 2.1.5. (a) Sea T una subcategoria plena de mod A. Son equivalentes:

(i) T es la clase de torsion de algin par de torsién (T,F).

(ii) T es cerrado bajo imdgenes, sumas directas y extensiones.

(i1i) Eziste un idempotente radical t tal que T = {M : tM = M}.

(b) Sea F una subcategoria plena de mod A. Son equivalentes:

(i) F es la clase libre de torsion de algin par de torsion (T,F).

(ii) F es cerrado bajo submddulos, productos directos y extensiones.

(#ii) Existe un idempotente radical t tal que F = {N : tN = 0}.

Definicion 2.1.6. El idempotente radical ¢ asociado a un par de torsion es llamado el
radical de torsidn.

Si existe un tal radical de torsién, se sigue que tM € T y M/tM € F para todo
A-mé6dulo M.

Proposicién 2.1.7. Sea (T,F) un par de torsion en mod A y M un A-mddulo. Existe
entonces una sucesion exacta corta

0 tM M M/tM — 0

contM € T y M/tM € F. FEsta sucesion es unica en el sentido de que cualquier otra
sucesion ezxacta 0 X M Y 0con X €T eY € F, esisomorfa a ella.

Definicion 2.1.8. Una sucesion exacta como la de la proposicién se llama sucesién
candnica para M (asociada al par de torsién (7, F)).

Corolario 2.1.9. Todo mddulo simple es o bien de torsion o bien libre de torsion.

Un caso particular de pares de torsion que nos da bastante informacién es cuando
(T,F) cubre todo mod A.

Definicién 2.1.10. Un par de torsién se dice escindente si todo A-mdédulo indescom-
ponible pertenece o bien a T o bien a F.

Proposicién 2.1.11. Sea (T, F) un par de torsion en mod A. Son equivalentes:

(a) (T,F) es escindente.
(b) Para todo A-mddulo M, la sucesion candnica de M se escinde.
(c) Exty(N,M)=0VYM € T,N € F.
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(d) MeT = 7 'MeT.
(e) Ne F = TN € F.

Apuntando a una generalizacién de la equivalencia Morita, estudiaremos los médulos
generados (cogenerados) por uno inclinante.

Definicion 2.1.12. Sea T" un A-médulo. Definimos GenT' como la clase de todos los
moédulos M en mod A generados por 7T, es decir, médulos M tal que 3d > 0 y un
epimorfismo T¢ — M.

Dualmente, definimos CogenT como la clase de todos los médulos N en mod A

cogenerados por T, es decir, médulos N tal que 3d > 0 y un monomorfismo N — T,
Para ver cuando GenT es la clase de torsiéon de un par de torsiéon, o dualmente

cuando CogenT es la clase libre de torsiéon de un par de torsién, por basta ver
cuando estas clases son cerradas bajo extensiones.

Lema 2.1.13. (a) Si ExtY(T, —)|genT = 0, GenT es una clase de torsion, con
F ={M : Homyu (T, M) = 0}
como la clase libre de torsion correspondiente.
(b) Si Extly(—,T)|cogenT = 0, CogenT es libre de torsién con
T ={M : Homy(M,T) = 0}
como la clase de torsion correspondiente.

En virtud de este lema y damos la siguiente definicién.

Definiciéon 2.1.14. Si C es una k-subcategoria plena de mod A, un A-médulo M € C
se dice Ext-proyectivo en C si Extl (M, —)|c = 0 y dualmente, se dice Ext-inyectivo si
Exth (=, M)|c =0

Proposicién 2.1.15. Sea (T, F) un par de torsion en mod A y M un A-mddulo inde-
scomponible.

(a) M €T es Ext-proyectivo en T si y sdlo si TM € F.
(b) M € F es Ext-inyectivo en F si y solo si T 1M € T.

2.2. Mdédulos inclinantes

Veamos ahora la definicion de moédulo inclinante y los pares de torsién que estos
inducen.

Para un A-moédulo M, notaremos por add M a la subcategoria plena de mod A cuyos
objetos son sumas directas de sumandos directos de M.

Definicién 2.2.1. Un A-médulo T es un médulo inclinante parcial si cumple
(T1) pd T4 < 1.
(T2) ExtL(T,T) = 0.
Un A-médulo T es un médulo inclinante si ademéas cumple
(T3) Existe una sucesién exacta corta 0 -+ A —-T' - T" - 0con T, 7" € add T.
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Observacion 2.2.2. Las condiciones (T1) y (T2) nos dicen que T' “esté cerca” de ser
proyectivo, y al anadir (T3) tenemos que T' “estéd cerca” de ser un progenerador Morita.
En efecto, todo progenerador Morita @) es un médulo inclinante:

(T1) y (T2) son triviales ya que @ es proyectivo y para ver que @ cumple (T3)
escribimos A = @' | P; con P; proyectivos indescomponibles. Como @ es generador,
para todo 1 < i < n existe ¢; : Q¥ — P; epimorfismo y, por ser los P; proyectivos,
para todo 1 < i < n existe ¥; : P; — Q% tal que @10 = tdp, y por tanto, por ser
indescomponibles, todo P; debe aparecer como sumando de Q.

Tomando la sucesién 0 — A — Q — Q/A — 0 (exacta pues QQ/A = coker(A — Q)),
tenemos que @ cumple (T3) ya que Q/A = @}, P;j con i; > 0 Vj (todo proyectivo
aparece como sumando de @) por el parrafo anterior) por tanto Q/A € add Q.

Observacién 2.2.3. La demostracién de que todo progenerador Morita cumple (T3)
muestra de hecho que la condicién (T3) es equivalente a decir que un médulo inclinante
parcial T4 es un médulo inclinante si y sélo si, para cada A-mddulo proyectivo indescom-
ponible P, existe una sucesién exacta corta 0 - P —T" —T"” — 0 con T',T" € add T

Observacion 2.2.4. Otra restriccién inmediata es que si Ty es un médulo inclinante,
todo A-mddulo indescomponible proyectivo-inyectivo es un sumando directo de 7.
Para ver esto, escribimos A = @, P; con P; proyectivos indescomponibles. Si Q
es un A-médulo proyectivo-inyectivo, debe ser () = P; para algin 1 < j < n.
Como Ty inclinante, por (T3) tenemos

00— A=@", P T T 0
con TV, 7" € add T y, por tanto, tenemos

fj

0 P; T T 0

y por ser Pj inyectivo y f; monomorfismo, existe h; : T/ — P; tal que hjf; = idp;, es
decir, P; es sumando directo de T, luego Q@ = P; € add T' y como es indescomponible,
debe ser un sumando directo de T'.

Seguimos interesados en ver cuando Gen 7'y Cogen T son parte de un par de torsion.
Considerarmos también, dado T4 médulo inclinante parcial, las siguientes dos subcate-
gorias plenas de mod A

T(T)={My :Exty(T,M) =0} y F(T)={Ma:Homu(T, M) =0}.
Proposicion 2.2.5. Sea T' un A-mdédulo inclinante parcial. Entonces:

(a) GenT es una clase de torsion en la que T es Ext-proyectivo y F(T') es la clase
libre de torsion correspondiente.
(b) T(T) es una clase de torsion en la que T es Ext-proyectivo y CogentT es la
clase libre de torsion correspondiente.
(¢) GenT C T(T).
Mads atun, son equivalentes:

(i) T es inclinante.

(i) GenT = T(T).
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(i) F(T) = CogentT
(iv) Para todo M € T(T), existe una sucesion exacta corta 0 — L — Ty — M — 0
conTy € addT y L € T(T).
(v) Un A-médulo X estd en addT si y solo si X es Ext-proyectivo en T (T).

Observacién 2.2.6. Similar a lo que pasa con los progeneradores Morita (ver [2.2.2)),
todo moédulo proyectivo en GenT estd también en add T

Definicién 2.2.7. Con la proposicién anterior en mente, si T' es un A-mdédulo inclinante,
nos referimos al par

(Gen'T, F(T)) = (T(T), Cogen(T")
como el par de torsién inducido por T' en mod A, y lo notamos (7 (7T"), F(T)).

Veamos un ejemplo de un A-mdédulo inclinante parcial donde los pares de torsién
(GenT, F(T)) y (T(T),Cogen(T)) no coinciden:
Ejemplo 2.2.8. Consideremos @ = Se— G 3 , A =kQ y el A-médulo incli-
nante parcial T'= 010 ¢ 011.

Veamos los pares de torsiéon (GenT', F(T)) y (T(T'), CogenT') en el carcaj de Auslander-

Reiten I'(mod A), respectivamente.

donde las clases de torsion GenT y T (7T) estdn marcadas como 2D y las clases
libres de torsién F(T) y Cogen 7T como &2,

Notar que en este ejemplo, T'® 111 es inclinante, pues T es inclinante parcial, 111
es proyectivo y tenemos la sucesion:

0 y Ay 1112 @ 010 0112 0

con 1112 © 010,0112 € add(T @ 111).

De hecho, justificando el nombre de los mismos, siempre podemos completar un
moédulo inclinante parcial a uno inclinante.
Lema 2.2.9 (Bongartz). Si T es un A-mddulo inclinante parcial, entonces existe un
A-mddulo E tal que T ® E es inclinante.

Daremos ahora un ejemplo de un tipo de mdédulos inclinantes que aparecen en el
origen de la teoria de inclinacién. Estos son los médulos APR-inclinantes definidos por
Auslander, Platzcek y Reiten.
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Definicién 2.2.10. Sea A una k-dlgebra y S(a) un A-médulo simple proyectivo no
inyectivo (o sea que el vértice a es un pozo con al menos una flecha entrante en el carcaj
asociado a A). Tomamos

T =Tla]:=7""'S(a)® | P PO)
b#a

y lo llamamos el médulo APR-inclinante asociado al pozo a.

Proposiciéon 2.2.11. Si T es un A-mdédulo APR-inclinante, entonces T es inclinante y
el par de torsion inducido por T es escindente.

Demostracion: Probaremos primero que T es efectivamente inclinante. Las condi-
ciones (T1) y (T3) salen de que la sucesién

0 —— S(a) — DPopy Pl0)™ — 7718(a) —— 0

con m, = dimy(Irr(S(a), P(c))) es casi escindida por [3, Corolarios IV.3.9 y IV.4.4].
Para (T1), todos los sumandos P(i) son proyectivos y por tanto tienen dimensién
proyectiva 0 y pd7—1S(a) = 1 por la sucesién anterior.
Para (T3) sumamos todos los proyectivos P(c) con ¢ # a a la sucesién exacta anterior
y obtengo

0 A D.a P(c)it™me —— 7718(a) — 0

con los términos del medio y la izquierda en add T'.
Para (T2), por el Corolario |1.6.24] tenemos

Exty (T, T) = DHom(T,7T) = DHomx(T, S(a)) = 0

ya que Hom4(771S(a),S(a)) =0y Hom (€D,., P(b), S(a)) = 0 ya que S(a) es simple,
luego todo morfismo P(b) — S(a) es cero o un isomorfismo, y S(a) = P(a) es proyectivo.
Luego P(b) — P(a) es cero por ser b # a. Con esto tenemos que T' cumple (T2) y
concluimos que T es inclinante.

Veamos que el par de torsion inducido es escindente.

Para ilustrar la importancia de que a sea un pozo, veremos primero que el Uinico
A-médulo indescomponible en la clase libre de torsién F(T') = {M : Homa (T, M) = 0}
es S(a) y luego que todos los otros indescomponibles estdn en T (7).

Para ver esto, hay que usar como se ve el médulo T en el carcaj de Auslander-
Reiten. Tenemos que M € F(T') < Homu (T, M) =0 < Homuy(P(b),M) =0V b#ay
Hom(771S(a), M) = 0. Como a es un pozo, S(a) = P(a) es una fuente en el carcaj de
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Auslander-Reiten y localmente se ve algo asi:

P(b) P
e
S(a) ------------ 7715(a)
AN N
P(c)

donde pintado de violeta estdn los médulos con Hom(P(i), M) # 0 para i # a y de
rojo los médulos con Hom 4 (771S(a), M) # 0 y los morfismos que salen de ellos. Como
M estd en F(T) si y s6lo si no estd pintado de rojo ni violeta, la tinica posibilidad es
M = S(a).

Por otro lado, T(T) es la subcategoria aditiva generada por todos los indescom-
ponibles que no son S(a), ya que si M es indescomponible,

M € T(T) < 0 = Exty (T, M) = Ext!y(r71S(a), M) = DHoma(M, S(a)) < M % S(a)

donde el ltimo si y sélo si es por ser S(a) simple y proyectivo (todo morfismo que llega a
un simple es sobreyectivo y todo morfismo sobreyectivo que llega a un proyectivo es una
retraccion, por lo tanto S(a) es sumando directo de M indescomponible). Esto también
puede verse claramente en el carcaj de Auslander-Reiten.

En particular, tenemos que (7(7),F(T)) es un par de torsién escindente, como
afirmamos.

2.3. Teorema de inclinacion de Brenner y Butler

Antes de enunciar el teorema de inclinacién, debemos entender mejor los pares de
torsién inducidos en B = End T4 para A un algebra y T4 un mddulo inclinante.
El siguiente lema resultara de gran utilidad mas adelante.

Lema 2.3.1. Sea A un dlgebra, T un A-mddulo (no necesariamente inclinante) y B =
EndT4. Vale que
(a) Para cada modulo Ty € addT y cada A-mddulo M, el mapa f — Homu (T, f)
iduce una transformacion natural

Hom 4 (Tp, M) = Homp(Hom4 (T, Tp), Hom (T, M))
(a) El funtor Hom (T, —) induce una equivalencia de categorias entre add T y la

subcategoria proj B de mod B que tiene como objetos a los B-mddulos proyec-
tivos.

Observacion 2.3.2. Como corolario, tenemos que B es bésica si y sélo si los suman-
dos indescomponibles de T no son isomorfos 2 a 2. En tal caso decimos que T es
libre de multiplicidad.
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Por el resto de esta seccién, T serda un A-mdédulo inclinante y B = End T'4.

Proposicién 2.3.3. El funtor Homy(T,—) : T(T4) — mod B encaja la clase T(T)
como una subcategoria plena de mod B, cerrada por extensiones.

Una de las claves de la teoria de inclinacién es que un médulo inclinante T4 induce
un B-médulo inclinante g1 y, més ain, el dlgebra A se puede recuperar a partir de B
vy BT, como vemos en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.4. Vale que:

(a) Si M,N € T(T), entonces Exty (M, N) = Extl(Hom(T, M), Homa(T, N))
(b) D(BT) = Homa(T, DA)

(¢) BT es un B-mddulo a izquierda inclinante.

(d) A= End(gT)? via a — (t — ta).

Proposicién 2.3.5. El centro Z(A) de A es isomorfo al centro Z(B) de B.

Observacion 2.3.6. Como corolario del resultado anterior, como un algebra es conexa
si y s6lo si su centro lo es, tenemos que B también es conexa (recordar que partimos de
k-algebras bésicas y conexas).

Otro corolario de la proposicién anterior es que g7, al ser un B-mddulo inclinante,
induce un par de torsién (7 (gT),F(gT)) en la categoria de B-médulos a izquierda,
siendo, igual que antes:

T (BT) = Gen(z(T)) = {pU : Ext(T,U) = 0}

F(BT) = Cogent(z(T)) ={BV : Homp(T,V) =0}

Como nos interesa la categoria mod B de los B-mddulos a derecha, en vez de ese par de
torsién, consideraremos el dual:

(X(Ta), Y(Ta)) = (DF(8T), DT (5T))

En el siguiente lema damos otra caracterizacién de este par de torsion.

Lema 2.3.7. Sea A un dalgebra. Todo mddulo inclinante T induce un par de torsion
(X(T),Y(T)) en la categoria mod B. Ademdas:

X(T) = {XB : HOInB(X,DT) :0} = {XB : X®BT:0}

V(T) = {Yp : Exth(Y,DT) = 0} = {Yp : TorP (Y, T) = 0}
Demostracion:
X(Ta)=DF(T)=D{pX : Homp(T, X) = 0}
= {Xp : Homp(X, DT) = 0}
~{Xp:D(X®pT)=0} (%)
={Xp: X ®pT =0}
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donde (x) es por el [Lema de adjuncién|

V(Ta) = DT(gT) = D{gY : Exti(T,Y) = 0}
= {Yp : Exth(Y,DT) = 0}
>~ {Yp:DTorP(Y,T) =0}  (%%)
= {Yp: Tor?(Y,T) = 0}

donde (xx) es por|1.5.18

Enunciamos ahora el teorema de Brenner y Butler, también llamado teorema de
inclinacién por ser el resultado central de la teoria de inclinacién. E|

Para una prueba ver [3] o [7].
Teorema 2.3.8 (Brenner-Butler). Sea A una k-dlgebra, T4 un mddulo inclinante, B =
End Ty, (T(T),F(T)) y (X(T),Y(T)) los pares de torsion inducidos en mod A y mod B,

respectivamente. Entonces:

(a) BT es un mddulo inclinante y el morfismo A — End(pT) dado por
a— (t— ta)

es un isomorfismo.

(b) Los funtores Homy (T, —) y — ®p T inducen equivalencias quasi-inversas entre
T(Ta) e Y(Ta).

(¢) Los funtores ExtYy (T, —) y TorP(—,T) inducen equivalencias quasi-inversas en-
tre .F(TA) Yy X(TA).

Observacién 2.3.9. Como T (T4) contiene a los A-médulos inyectivos, se encuentra
“a la derecha” de I'(mod A) y F(T4) a la izquierda de T (T4) por ser la parte libre de
torsién correspondiente al par de torsién (no hay morfismos de algo en 7 hacia algo en
F).

Similarmente, Y(T'4) se encuentra “a la izquierda” de I'(mod B) por contener a los
B-mdédulos proyectivos y X'(T4) a su derecha.

La siguiente figura ilustra la situacién general.

INotar que algunos resultados ya fueron enunciados previamente como lemas, pero para tenerlo més
organizado los repetimos.
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I'(mod A)

I'(mod B)

Proposicién 2.3.10. Las composiciones que no son quasi-inversas entre si dan cero, es
decir que dados M un A-mdédulo y N un B-mddulo se tiene:

(i) ExtY(T,N @5 T) = 0.

(i) Exty(T,M)®p5 T = 0.

(iii) Hom (T, Tor? (N, T))

=0.
(iv) TorP (Hom (T, M), T) = 0.
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CAPITULO 3

Algebras de endomorfismos de médulos inclinantes

Nos centraremos ahora en estudiar algunas relaciones entre un dlgebra A y el dlgebra
de endomorfismos de un A-médulo inclinante 7. Veremos algunas propiedades que
vienen como consecuencias del teorema de inclinacion (2.3.8]).

3.1. Dimensién global de algebras de endomorfismos de médulos inclinantes

Como primer consecuencia, veremos que tener dimensién global finita es estable bajo
el proceso de inclinacién, con esta variando en a lo sumo 1. Precisamos este lema:

Lema 3.1.1. Sea A un dlgebra, T un A-mddulo inclinante y B =EndTy4. Si M € T(T),
entonces pdg Hom (T, M) < pd 4 M.

Demostracion: La haremos por induccién en n = pd 4 M.

Sin =0, entonces M es proyectivo y como M € T(T') = Gen(T'), donde la igualdad
se da por ser T inclinante (parcial), tenemos que existe un epimorfismo 7% — M que se
escinde por ser M proyectivo, por lo que M € addT.

Luego, como por [2.3.1(b) Homy4 (7', —) induce una equivalencia entre add T' y projB,
Hom4 (T, M) es proyectivo en mod B 'y pdg Homu (T, M) =0 <0 = pd,M.

Sea entonces n > 1. Por Proposicién [2.2.5(iv) existe una sucesién exacta corta:

(%) 0 L To M 0

con Ty € addT y L € T(T). Como L € T(T), Extl(Tp,L) = 0 y tenemos la
siguiente sucesion exacta corta:

() 0 —— Homyu (T, L) —— Homa(T,Ty) —— Homu(T, M) —— 0

Si n = 1, entonces Ext (M, —) = 0y como Ty € add T, la sucesién exacta corta (x)
induce la sucesion exacta de funtores

0 = Ext}y(To, =) |7y — Bxty (L, =)|7(r) — Ext3 (M, =)|7(r) =0

Luego Ext! (L, —)|7(r) = 0 y entonces L es Ext-proyectivo en T(T).

La Proposicién (V) nos da que L € add T y [2.3.1]b) nos da que Homa (T, L) es
proyectivo.

Viendo (%), tenemos que pd Hom4 (7, M) < 1 = pdM.

Para n > 2, la [3], Proposicién A.4.7(b)] nos dice que en la primer sucesién exacta
corta pdL < max{pdTp,pdM —1} =n—1 (Tp € addT,pdT <1 = pdT < 1), por lo
que la hipétesis inductiva aplicada a L nos da pd Hom 4 (7', L) < n—1y de nuevo aplicada
a (xx) nos da que pd Homy (T, M) < 1+pdHomy(T,L) <1+ (n—1)=n=pdM. O
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Usando este lema podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2. Si A es un dlgebra, T un A-mddulo inclinante y B = End T4, entonces
lgl.dimA — gl.dimB| <1

Demostracion: Dado X un B-mddulo, tenemos una sucesién exacta corta

0 Y P X 0

con P proyectivo (tomando Y = ker(P — X)). Luego pdpX <1+ pdgY.

Como P € Y(T), pues Y(T) contiene a los B-médulos proyectivos, tenemos que
Y € Y(T) pues Y(T') es cerrado bajo submédulos por ser una clase libre de torsién y
por Teorema existe M € T(T) tal que Y = Homu (T, M).

Por el lema anterior tenemos pdgY < pd4M y por tanto

pdgX <1+ pdgY <14+ pdyM <1+ gldimA.

Tomando supremos sobre todos los B-médulos X, tenemos gl.dimB < 1 + gl.dimA.
Como por el Teorema de inclinaci(’)n, BT es un B-mddulo inclinante, obten-
emos analogamente gl.dimA <1+ gl.dimB,
Juntando estas dos desigualdades tenemos |gl.dimA — gl.dimB| < 1 O

Ejemplo 3.1.3. Veamos que la cota del teorema anterior es éptima.

Consideremos el dlgebra A = k@ dada por el carcaj @: 1 o —— i o3 y el
A-médulo inclinante 7' = S(1)® P(1) & S(3). El dlgebra B = End T4 estd dada entonces

. 2 .,
por el carcaj 1 o —%— 0o L o 3 con la relacion a8 = 0.
Considerando Sp(1), el B-médulo simple asociado al vértice 1, obtenemos una res-
olucién proyectiva minimal de Sp(1) de largo 2:

0 —— Pp(3) —— Pp(2) —— Pp(l) —— Sp(l) —— 0

Por tanto pdgSp(l) = 2 y gldim(B) = 2, pues se verifica facilmente que todo otro
B-médulo indescomponible M tiene pdgM < 1. Por otro lado, gl.dim(A) = 1 por ser A
hereditaria y |gl.dim(A) — gl.dim(B)| =1

3.2. Algebras de endomorfismos de moédulos inclinantes y grupo de
Grothendieck

Estudiaremos ahora el comportamiento del grupo de Grothendieck Ky(A) de un
algebra A (ver seccién bajo el proceso de inclinacién. Deduciremos a partir de
esto que el numero de médulos simples se preserva por inclinacién y veremos propiedades
del vector dimensién de un moédulo. N

Recordamos que tenemos un isomorfismo dim : Ko(A4) — Z", dado por [X] — dimX
(vector dimensién), donde n =#{isoclases de A-mddulos simples}.

Identificamos Ky(A) con Z" y [X] € K¢(A) con dimX € Z" para todo A-médulo X.

Lema 3.2.1. Dada una sucesion exacta larga en mod A

0 Ny, N3 No Ny M 0

tenemos que dimM = >_1°_ (—1)k+1dim Ny,



Demostracion: Recordar que dim es aditiva, es decir quesi0 — X —Y — Z — 0
es una sucesion exacta corta, entonces dimY = dimX + dimZ (ver [3|, Seccién I11.3.3]).
Para poder usar esto, partimos la sucesiéon exacta larga en sucesiones exactas cortas
como sigue:

0 0
/
Im fo = ker f;
0— - — Ns fs [ S L M —0
Im f3 = ker fo Imfi =M
0 0 0
dimN; = dimIm f; +dimIm fo = dimM + dim Im f>
dimNy = dimIm f; + dim Im f3
Luego la aditividad nos da
Por tanto, dimM = dimN; — dimIm fo = dimN; — (dimNy — dimIm f3) = -+ y
siguiendo asi tenemos el resulltado. O

Teorema 3.2.2. Sea A un dlgebra, T un A-mddulo inclinante y B = EndT. Entonces
la correspondencia dimM +— dim Hom4 (7', M) — diﬂExﬁ(T, M), para M un A-mddulo,
induce un isomorfismo f : Ko(A) — Ko(B).

Demostracion: Como pdT < 1, Extﬁ(T, —) =0Vj > 2y por tanto toda sucesién
exacta corta 0 — L — M — N — 0 en mod A induce una sucesién exacta larga de
cohomologia:

0 — Homu(T, L) — Homyu(T, M) — Homu(T, N)
—— BExtY{(T, L) — ExtY{(T,M) — ExtY{(T,N) — 0
De esta obtenemos, por el Lema la igualdad
dim Hom (T, M) — dim ExtYy (T, M) = (dim Hom4 (T, L) — dim Ext! (T, L))
+ (dim Hom4 (T, N) — dim Ext}, (T, N))

Por tanto, la correspondencia dimM + dim Hom (T, M) — Ext} (T, M) induce un ho-
momorfismo de grupos f : Ko(A) — Ko(B), pues en el grupo de Grothendieck, si la
sucesion 0 — L — M — N — 0 es exacta corta, [M] = [L] + [N], y vimos que esta
correspondencia respeta esta relacion: la imagen de dimM y dimL + dimN coinciden.

Queremos ahora ver que f es un isomorfismo. Para esto, recordar que {dimS}secs
con S conjunto de representantes de las isoclases de B-moddulos simples es un generador
de Ky(B), y por tanto para ver que es sobreyectiva basta ver que todo B-mddulo simple
estd en la imagen de f.

Sea entonces S un B-mdédulo simple. Como (X(T),Y(T)) es un par de torsién, o
bien S € X(T) o bien S € Y(T') por el Corolario
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En el primer caso, por el teorema de inclinacién, S = Extjlél(T, TorP(S,T)) y por
Proposicién [2.3.10| Hom 4 (T, Tor? (S, T)) = 0, por lo que
dimS = 0 4 dim Ext!y (T, Tor? (S, 7)) = f(—dim Tor? (S, T))

En el segundo caso, por los mismos resultados, tenemos S = Homq(7T,S ®p T) y
ExtY(T,S ®p T) = 0, por lo que

dimS =dimHomy(7,S ®p T) 4+ 0 = f(dimS ®p T)

Esto prueba que f es sobreyectiva y por tanto que rkKy(A) > rkKy(B). Por el Teorema
de inclinacién, también es inclinante g7y A = End(pT)°. Por tanto, razonando igual
que antes, tenemos rkKo(B) > rkKo(A). En consecuencia, rkKo(A) = rkKo(B). O
En base a este teorema, deducimos un criterio para determinar cuando un médulo in-
clinante parcial es inclinante. En particular, nos sirve para construir ejemplos, ya que
(T1) y (T2) son mas féciles de verificar que (T3).

Corolario 3.2.3. Un mddulo inclinante parcial T4 es inclinante si y sélo si el nimero
de sumandos indescomponibles de T' no isomorfos 2 a 2 es igual al numero de A-mddulos
simples no isomorfos 2 a 2, o sea el rango de Ky(A).

Demostracién: (=) Si T4 inclinante y B = End T4, entonces por lema[2.3.1|(b) (que
nos dice que addT" = proj B) tenemos que el nimero ¢t de sumandos indescomponibles
de T no isomorfos 2 a 2 es igual al nimero de B-mddulos proyectivos indescomponibles
no isomorfos 2 a 2, que a su vez, es igual al nimero de B-mdédulos simples no isomorfos
2 a 2, que coincide con el rango de Ky(B). Luego t = rkK((A) por teorema

(<) Si T4 es inclinante parcial, lo puedo completar a uno inclinante usando el
Lema 2.2.9] Es decir, 3F A-médulo tal que T' @ F es inclinante. Luego, por la parte
ya demostrada, el nimero de sumandos indescomponibles de T' @ E no isomorfos 2
a 2 es igual al rango de Ky(A) que, por hipdtesis, es igual al nimero de sumandos
indescomponibles de T no isomorfos 2 a 2, por lo que debe ser £ € addT y T ya era
inclinante. O

Ejemplo 3.2.4. En el Ejemplo sabiendo que T'= 010 ® 011 es inclinante parcial,
es inmediato que 7' & 111 es inclinante, pues sigue siendo inclinante parcial, tiene 3
sumandos indescomponibles no isomorfos y A tiene 3 médulos simples no isomorfos 2 a
2 (uno por cada vértice de Q).

3.2.1. Caracteristica de Euler de un algebra. Estudiaremos ahora otro invari-
ante relacionado al grupo de Grothendieck Ky(A).
Para A un algebra de dimensién global finita, definimos su caracteristica de Euler
como la forma bilineal (—, —)4 : Ko(A) x Ko(A) — Z dada por:
[e.e]
(dimM, dimN) 4 = > " (—1)’ dimy Ext’, (M, N)
j=0

para A-médulos M y N.

Observar primero que la suma es finita pues gl.dimA < co. Luego, como |gl.dimA —
gl.dimB| < 1 por el Teorema para B = End T4 con T4 inclinante, (—, —)4 estd
bien definida por la férmula anterior si y sélo si lo esta (—, —) . Mostraremos ahora que
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la caracteristica de Euler de un algebra es invariante por inclinacién. Para esto veremos
que el isomorfismo f del Teorema[3.2.2| es una isometria con respecto a las caracteristicas
de Euler de Ay B.

Proposicion 3.2.5. Sea A un dlgebra de dimension global finita, Ta un mddulo incli-
nante, B = EndTy y f : Ko(A) — Ko(B) el isomorfismo de Entonces, para

cualquier par de A-mddulos M y N se tiene
(dimM,dimN) 4 = (f(dimM), f(dimN))p

Demostracion: Sean T7i,...,T, los sumandos indescomponibles no isomorfos 2 a
2 de T. Veremos que dim7; con 1 < ¢ < n es una base de Ky(A) y que f es una
isometria. Por lema m(b),la equivalencia entre addT y proj B estd dada por el
funtor Homa (7, —). Entonces tenemos que los B-médulos Homy(7,7;) : 1 <@ < n
forman un conjunto completo de representantes de clases de isomorfismos de B-médulos
proyectivos indescomponibles no isomorfos 2 a 2 y por tanto los vectores dimensién de
estos médulos forman una base de Ko(B). Ademés, como ExtYy (T, T1) = 0 Vi, f(dimT;) =
dim Homy (T, T;) es un isomorfismo entre Ko(A) y Ko(B). Por tanto {dimT;}! ; forma
una base de Ky(A).

Como Homy (T, T;) es proyectivo para todo i, Extl (Hom(7,T;),—) = 0 Vm > 1.
Luego para 1 <i,j < n:

(f(dimT;), f(dimT})) g = (dim Hom (T, T3), dim Hom (T, T})) B
= (—1)" dimy Ext(Hom4 (T, T;), Hom (T, T}))
n=0

= dimy Ext% (Hom4(T, T;), Homa (T, T}))
= dimy Hompg(Hom 4 (7, T;), Hom 4 (T, T}))
= dimy Homu (T3, Tj)

= (dimT;,dimT}) 4

donde la ultima igualdad es por ser T inclinante. Concluimos que f es una isometria en
los generadores, y por tanto en todo Ky(A). ]

3.3. Sucesiones de conexién

Dejando de lado el Ky, veremos ahora qué son las sucesiones de conexion y como el
teorema de inclinacién las caracteriza. Estas seran de gran utilidad mas adelante.

Definicion 3.3.1. Una sucesion casi escindida 0 Y o) X 0 en
mod B se dice una sucesién de conexién si Y € Y(T) y X € X(T).

Ejemplo 3.3.2. Consideremos @ = S G 3 , A = k@ y el A-médulo incli-

nante T'= 100 & 111 & 001, entonces B = End T4 estd dada por el carcaj

1 m 2 A 3
O4—— O0<<— O
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con la relacién Ay = 0. Considerando el par de torsién inducido (X (7T), Y(T)) en mod B,
tenemos que la tnica sucesion de conexién en este caso es

0 010 > 011 001 —— 0

, como se ve en la siguiente figura:

Lema 3.3.3. 57 0 y Y y B X » 0 es una sucesion de conexion, en-
tonces existe un A-mddulo inyectivo indescomponible I(a) tal que Y = Homa (T, I(a)).

Demostracion: Notar primero que 7~'Y = X por ser las puntas de una sucesién casi
escindida, luego Y es Ext-inyectivo en Y(T') por Proposicién Como Y € Y(T),
tenemos Y = Homy (T, M) para algin M € T(T'), por el Teorema de inclinacién.

Consideremos f : M — N una envolvente inyectiva de M en mod A y la sucesion

exacta corta 0 M-t N N/M —— 0. Como N € T (T') por ser inyectivo
y T(T) es cerrada por imégenes (por Proposicién 2.1.5), N/M € T(T) y por tanto todos
los términos de la sucesion estan en 7 (7). Por tanto, aplicando Homu(7, —) a esta
sucesién y viendo que Ext! (T, M) = 0, tenemos la sucesién exacta corta con todos los
términos en Y(T'):

0 — Y = Hom (T, M) 22

Homu (T, N) ——— Homu(T,N/M) — 0
Viendo a esta sucesién como un representante de un elemento de Exth (Hom 4 (T, N/M),Y)
tenemos que corresponde al 0 ya que Y es Ext-inyectivo en )(T'). Por tanto, esta sucesién
escinde, luego Hom4 (7', f) es una seccién y en consecuencia, aplicando — ®@p T vemos
que f es una seccién, por teorema de inclinacion.

Se sigue que M es isomorfo a un sumando directo de N, y como N es inyectivo,

también lo es M. Finalmente, como Y es indescomponible, entonces M = I(a) para
algin vértice a en Q4. O

Este lema nos da la forma del término de la izquierda de una sucesion de conexidn:
estd asociado a un inyectivo I(a) via Homa (T, —).
Antes de probar los siguientes lemas, recordar que dado un A-médulo M, tomamos

., . .. p1 Po .
una presentacién proyectiva minimal P; y Py M » 0, definimos el traspuesto

como TrM := coker Homy(pi, A) = cokerpl y 771M := TrDM (ver 1.6.16]) con
(=)' = Homu(—, A).
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Lema 3.3.4. Sea A un dlgebra, T4 un mddulo inclinante y B = EndT4. Sea P(a) la
cobertura proyectiva del mddulo simple S(a)a. Entonces

TrHom4(P(a),T) = Ext(T, P(a))
Demostracion: Como T4 inclinante, por (T3), existe una sucesién exacta corta

(%) 0 —— P(a) T LT 0

con 77, T" € add T. Aplicandole Hom4 (T, —) tenemos la sucesién exacta:

0 —s Homa(T, P(a)) — o T Yom (T, T") — Ext!y(T, P(a)) — 0
por lo que ExtY (T, P(a)) = coker Hom4 (T, f).
Aplicdndole Hom4(—,T") a (%) nos da una sucesién exacta corta

Hom 4 (f,T)

0 —— Homu(T",7T) Homu (7", T) —— Homy(P(a),T) —— 0

Como Homy (75, T) es un sumando directo de Hom4(7,7) = End T4 = B para todo T;
sumando indescomponible de 7', Hom 4(7;,T") es un B-mdédulo proyectivo para todo Tj,
luego Hom(7T",T) y Hom(T"”,T) son B-médulos proyectivos por estar 7", 7" en add T
y ser Hom aditivo. Sigue que la sucesién anterior es una resolucién proyectiva del B-
médulo a izquierda Hom 4(P(a), T), por lo que Tr Homa(P(a), T) = coker Hom4(f, T)*.

Finalmente, como Homu4(7,T) = Homp(Hom(7T,T),Hom(T,T)) y los funtores
Hom son aditivos, tenemos Hom 4 (7', Ty) = Homp(Hom 4 (Ty, T'), Hom (T, T)) para todo
Ty € add T'. Luego tenemos el siguiente cuadrado conmutativo:

Homp(Hom4(T", T), Hom (T, T)) ——— Hom(T,T")
Hom 4 (f,T)tJ JHOHIA (T,f)
Homp(Homa(T",T), Homa(T,T)) ——x— Homu(T,T")

lo que prueba Homa(f,T)! = Homu(T, f) y por tanto
Tr Homy4 (P (a),T) = coker Hom4(f, T)! = coker Hom (T, f) = Ext) (T, P(a))

probando el isomorfismo buscado y por tanto el lema. O

El siguiente lema junto a la Proposicién [1.6.20] nos da la forma del término de la
derecha de una sucesién de conexidn: estd asociado al proyectivo P(a) correspondiente
al mismo vértice a via Extl (T, —), cumpliendo que P(a) € add T.

Lema 3.3.5 (de conexion). Sea A un dlgebra, T4 un mddulo inclinante y B = End T4.
Sea P(a) la cobertura proyectiva del mddulo simple S(a)a, I(a) su envolvente inyectiva.
Entonces:

7V Hom (T, I(a)) = ExtYy(T, P(a))
En particular, P(a) € addT si y sdlo si Homa(T, I(a)) es un B-mddulo inyectivo.
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Demostracion: Para probar la primera afirmacién, usamos el lema anterior y
la definicién de 77!, tenemos

ExtY (T, P(a)) = Tr Homy(P(a),T) = Tr DHoma(T,I(a)) = 7 Hom(T, I(a)).

La segunda afirmacién sale facil de la primera ya que un médulo proyectivo P estd en
add T'siy sélosi P(a) € T(T) = GenT si y sélosi 0 = Ext!y (T, P(a)) = 77 Homa (T, I(a))
si y sélo si Homa (T, I(a)) es inyectivo. O

Como corolario simple del lema de conexién, tenemos una caracterizacién de los
B-médulos proyectivos-inyectivos indescomponibles.

Corolario 3.3.6. Si P(a),I(a) € add T, entonces Homa (T, I(a)) es un B-mddulo proyec-
tivo e inyectivo y, reciprocamente, todo B-mddulo proyectivo e inyectivo indescomponible
es de esta forma.

Demostracion: Para la primera afirmacién usamos que P(a) € add7 implica que
Hom4(T, I(a)) es inyectivo, por el lema anterior (3.3.5)), y que I(a) € add T implica que
Homy (T, I(a)) es proyectivo por el Lema [2.3.1|(b).

Para la segunda afirmacién, si N es un B-mdédulo proyectivo indescomponible, de
nuevo por el Lema se tiene que N = Homy(7T,T;) con T; € add T indescomponible,
y en particular N € Y(T'). Por tanto, tomando e : T; — E una envolvente inyectiva,
tenemos que Hom 4 (7', e) : Homa (7, T;) — Hom (7, E) es un monomorfismo que escinde
por ser Homy (7', T;) = N inyectivo; o sea, es una seccién. Como T; y E pertenecen a
T(T), tenemos que e es isomorfo a Homu(T,e) ®p T y por tanto e es también una
seccién. Esto muestra que T; es inyectivo, digamos T; = I(a). Por el lema anterior m
esto implica que P(a) € add T

Finalmente, como T;, I(a) € T(T') y Hom4 (7T, —) induce una equivalencia entre 7 (T')
e Y(T), I(a) 2 T; y por tanto I(a) € addT y Np es de la forma buscada. O

Para terminar la caracterizacién de las sucesiones de conexion, veamos que pasa con
el término del medio. Resulta que lo mejor que podemos lograr es aproximarlo a partir
de su sucesion canonica.

Proposiciéon 3.3.7. Sea A un dlgebra, T4 un modulo inclinante y B = EndTy4. Sean
P(a),I(a) y S(a), con P(a) ¢ addT. Consideremos la sucesion de conexion

0 —— Homa(T,I(a)) —%— Ep —*— ExtY(T,P(a)) —— 0

La sucesion candnica de Ep en el par de torsion (X (T),Y(T)) es entonces

0 —— Ext4(T,rad P(a)) Ep » Homu (T, I(a)/S(a)) — 0

Demostracién: Como (T (T),F(T)) es un par de torsién, o bien S(a) € T(T) o bien
S(a) € F(T). Veremos que pasa en cada caso:

(i) Supongamos S(a) € T(T), o sea, Exty (T, S(a)) = 0.

Esto implica que la sucesién exacta corta 0 — S(a) — I(a) — I(a)/S(a) — 0
induce una sucesién exacta corta

0 — Homua(T, S(a)) —— Homu(T, I(a)) —2— Homu(T, S(a)/I(a)) — 0
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Por otro lado, P(a) ¢ addT = P(a) ¢ T(T), por lo que P(a) # tP(a) (donde
t es el idempotente radical asociado al par de torsion (7(T), F(T)), ver [2.1.5) y por
tanto tP(a) C rad P(a) (por [3, Proposicién 1.4.5(c)] rad P(a) es el tnico submod-
ulo maximal propio de P(a)), lo que nos da un isomorfismo k-lineal Hom4 (T, P(a)) =
Hom4 (7', rad P(a)). Todo morfismo 7" — P(a) se factoriza a través de ¢ : tP(a) — P(a)
por lo que Homu (T, P(a)) = Homa(T,tP(a)) por restricciéon. Luego, la inlcusién
to : tP(a) — rad P(a) induce un mapa igp : Homa(7,tP(a)) — Homu(T,rad P(a)) dado
por f 9o f que es inyectivo pues (po f =0 = f(T) Ckerip={0} = f=0y
sobreyectiva pues dada g : T — rad P(a), tomo j : rad P(a) — P(a) la inclusién y tengo
que jog: T — P(a) por lo que 3§ : T — tP(a) tal que jog = ¢t o g y notando que
L= 7jou tengo jog = jo (tp0g) por lo que, por ser j inyectiva, ip(g) = g. Sigue que
Hom4 (T, rad P(a)) = Homu(T,tP(a)) = Homu(T, P(a)) Sigue que la sucesién exacta
corta 0 — rad P(a) — P(a) — S(a) — 0 en mod A induce una sucesién exacta corta

0 —— Homu(T, S(a)) —— Ext!y(T,rad P(a)) —— Ext!(T, P(a)) — 0 (%)

Ahora, tomando la sucesién exacta 0 - trad P(a) - rad P(a) - rad P(a)/trad P(a) -+ 0,
viendo la sucesién exacta larga inducida por Ext} (T, —)

Ext! (T, trad P(a)) + ExtY(T,rad P(a)) » ExtY(T,rad P(a)/trad P(a)) + Ext}(T,trad P(a))

y usando que, como trad P(a) € T(T), entonces Exth (T, trad P(a)) = 0, tenemos la
siguiente sucesién exacta:

0 = Ext}y(T, trad P(a)) + Ext}(T,rad P(a)) + Ext}(T, 2500 & Bxt? (T, trad P(a)) = 0

donde el ultimo término es 0 pues pdT’ < 1. Esto nos da un isomorfismo:
Ext! (T,rad P(a)) = Ext! (T, rad P(a)/trad P(a)).

Luego, la sucesién (x) no escinde, pues si lo hiciera tendriamos un morfismo del B-
médulo Extly (T, rad P(a)) = ExtY (T, rad P(a)/trad P(a)) al B-médulo Hom 4(T, S(a));
pero el primero es de torsién, por Teorema ya que rad P(a)/trad P(a) es libre de
torsién en A, y el segundo es libre de torsién, de nuevo por inclinacién, ya que estamos
asumiendo S(a) € T(T'). Esto serfa una contradiccién.

En particular, £ no es una retraccién y como la sucesién de conexién dada es casi
escindida (por definicién), v es casi escindida minimal a derecha y por tanto existe
f': Exty(T,rad P(a)) — E tal que k = vf’. Pasando a los kernels, tenemos que existe
un morfismo ¢ : Homy(7T, S(a)) — Homa (T, I(a)) tal que up = f'h.

Dado que, como k-espacio vectorial, Hompg(Hom (T, S(a)), Homa(T, I(a))) es iso-
morfo a Homy(S(a),I(a)) = k, podemos tomar ¢ = f reescalando h, de forma que
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tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas exactas:

0 0

!

0 — Homyu(T, S(a)) —— Ext!y(T,rad P(a)) —— Ext!(T, P(a)) — 0

d » ExtY (T, P(a)) — 0

I f

g g

Homyu (T, I(a)/S(a)) == Homu(T,1(a)/S(a))

hg

0

Donde por [2 Teorema III.5.9] tenemos que E es el pushout de f y h y como g o
f =0=00h (donde los morfismos 0 son 0 : Homa(7, S(a)) — Homu (T, I(a)/S(a))
y 0 : Extl(T,rad P(a)) — Homa(T,I(a)/S(a)) respectivamente), existe un morfismo
g+ E — Homyu(T,1(a)/S(a)) tal que ¢ ou = gy ¢ o f = 0. Ademds, ¢’ es un
epimorfismo por serlo g y por tanto la columna del medio nos da la forma buscada para
la sucesién candnica de E.

(ii) Supongamos ahora que S(a) € F(T). Esto nos dice que Homy (7, S(a)) = 0
y por tanto la sucesién exacta corta 0 — S(a) — I(a) — I(a)/S(a) — 0 induce
(aplicando el funtor Homy4 (7', —)) la sucesién exacta corta:

:
i
|
0

0 —— Homu(T, I(a)) —— Homy(T,I(a)/S(a)) — Exty(T,S(a)) — 0
Igual que antes, tenemos la sucesién exacta corta
0 —— ExtY(T,rad P(a)) —— Ext4(T, P(a)) —— Ext4(T,S(a)) —— 0

donde ahora tenemos Homy (T, S(a)) = 0. Razonando de la misma forma que en (i)
tenemos que la sucesion no escinde y por tanto induce el siguiente diagrama conmutativo
con filas y columnas exactas:

0 0
Ext!(T,rad P(a)) == Ext!(T,rad P(a))

~

0 — Hom(T,I(a)) “ L Ext4 (T, P(a)) —— 0

0 — Homy(T, I(a)) — Homu(T,

(a)/S(a)) —— ExtY(T,S(a)) —— 0

i
<

O ~N—— -

44



Donde ahora el [2, Teorema III.5.5] y la propiedad universal del pullback nos da el
morfismo punteado.
De nuevo viendo la columna del medio tenemos el resultado buscado. O

3.4. Moddulos inclinantes separantes y escindentes

Es de nuestro interés ahora estudiar los médulos inclinantes que inducen pares de
torsién escindentes en mod A o en mod B, es decir aquellos A-mddulos inclinantes T para
los que todos los A-médulos indescomponibles estéan en 7 (7") o en F(T'), que se llamarén
separantes, y aquellos para los que todos los B-mdédulos indescomponibles estédn en X' (7T')
oen Y(T), conocidos como escindentes. Veremos caracterizaciones de las sucesiones casi
escindidas en B = End T4 para moédulos inclinantes escindentes y un criterio para ver
cuando un mdédulo inclinante es separante o escindente.

Definiciéon 3.4.1. Sea A un élgebra, T4 un médulo inclinante y B = End T4. Decimos
que

(a) T4 es separante si el par de torsién inducido (7 (7),F(T")) en mod A es es-
cindente.

(b) T4 es escindente si el par de torsién inducido (X(T),)Y(T)) en mod B es es-
cindente.

Ejemplo 3.4.2. La Proposicion nos dice que los médulos APR-inclinantes son
separantes.

En el Ejemplo [3:3.2] tenemos que T es un mddulo escindente pero no es separante
pues el par de torsién que induce en mod A no es escindente:

Consideremos ahora el dlgebra B dada por el carcaj
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ligado por af = vd y ve = 0. Consideremos el B-mddulo APR-inclinante asociado al
vértice 2, T'2|p. Luego, C' = End T'[2]p estd dada por el carcaj

w
O &<——— O A

] ~
O%O%

ligado por \u = vno. El par de torsion (X (T'[2]),V(T[2])) inducido en mod C es el
siguiente:

011
00
SN
011 OO1
01 00
NS
11 01 00
— 1~
11 11 01

01
00

Por lo tanto T[2] es un médulo inclinante separante (por ser APR-inclinante) pero no
escindente.

Observacion 3.4.3. Si T4 es un médulo inclinante escindente, todo B-mddulo es imagen
de un A-médulo indescomponible bajo alguno de los funtores de inclinacién Hom 4 (7', —)
0 Extllél(T, —), por tanto B tiene menos indescomponibles que A. En particular, si A es
de representacién finita, también lo es B.

Esta dltima parte de la observacion es bastante fuerte, ya que en general el tipo de
representacion no se mantiene bajo inclinacién como se puede ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.4.4. Consideremos el dlgebra A dada por el siguiente carcaj con relaciones

2
(¢}
a 'Y
lo<l 3¢5 o5 no = fa = ey

N, A

El carcaj de Auslander-Reiten de A queda:
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.S.
/

Como este es finito, A es de tipo de representacién finita, pero si tomamos el médulo
APR-inclinante T'[1]4 asociado al pozo 1 , que es la suma directa de los médulos inde-
scomponibles marcados en el carcaj de A-R, tenemos que End4(7'[1]) = B es isomorfa
al dlgebra de caminos (sin relaciones) dada por el carcaj:

N

®e — e —> @

e

Como B es un algebra de caminos sin relaciones y su grafo subyacente no es Dynkin, B
es de representacion infinita por el Teorema [1.3.5

Veamos ahora las sucesiones escindidas en mod B, para B = End T4 con T inclinante
escindente:

Proposicion 3.4.5. Sea A un dlgebra, T4 un mddulo inclinante escindente y B =
EndTy. Entonces toda sucesion casi escindida en mod B estd toda contenida en X (T)
6 en Y(T), o tiene la forma

0 — Homa (T, 1) — Homu(T,I/socl)® Ext!(T,rad P) — Ext!(T,P) — 0
donde P = P(a) ¢ addT e I = I(a).

Demostracién: Sea 0 — B — E —— E” 0 una sucesién casi escindida en
mod B. Como (X(T'),Y(T)) es un par de torsién escindente, o bien esta sucesién esta
toda contenida en X(T'), o bien en Y(T), o E' € Y(T) y E" € X(T), en cuyo caso
tenemos una sucesién de conexién y por los lemas y es de la forma

0 — Homa(T,I) — Ep — Ext4{(T,P) — 0

con P(a) ¢ addT, a € (Qa)o tal que P = P(a) e I = I(a). Més atin, por Proposicién
la sucesién canénica de E en (X(T),Y(T)) es como sigue:

0 — BExtY(T,rad P) — Ep — Homyu(T,1/socI) — 0
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Como (X(T'),Y(T)) es escindente, la sucesién anterior escinde por Proposicién [2.1.11]y
E = Exty (T, rad P) @ Homa(T, I/soc ). O

Siguiendo con las sucesiones casi escindidas, veamos que pasa con la imagen bajo los
funtores de inclinacién de una sucesién casi escindida en mod A que esta toda contenida
en T(T) o F(T).

Lema 3.4.6. Sea A un dlgebra, T4 un mddulo inclinante escindente y B = EndTy. Sea

0 > L f M43 N s 0 una sucesion casi escindida en mod A.
(a) Si L, M,N € T(T), entonces

Hom 4 (va) Homy4 (T7g)
A —

0 — Homu (7, L) Homyu (T, M) Homyu(T,N) — 0

es una sucesion casi escindida en mod B contenida en Y(T).

(b) Si L,M,N € F(T), entonces

Ext} (T.f) Ext}y (T,9)
e _—

0 — Ext4 (T, L) Ext! (T, M) Exty (T, N) — 0

es una sucesion casi escindida en mod B contenida en X (T).

Demostracion: Probaremos (a). Como L € T(T), ExtY (T, L) = 0 y la sucesién de
B-médulos

Hom (T, f) Hom(T,q)
E— E—

0 — Homy (T, L) Homu4 (T, M) Homu(T,N) — 0

es exacta. Si mostramos que Hom4 (7, f) y Hom4 (T, g) son irreducibles, por [3], Teo-
rema IV.1.13] tendriamos que esta sucesién es casi escindida, ya que Homy (7T, N) y
Hom 4 (7, L) son B-médulos indescomponibles por ser N y L indescomponibles en mod A.

Para ver que Hom4 (7, f) es irreducible primero notar que como f no es retraccién
ni seccién y Homy (T, —) induce una equivalencia de categorias entre 7(T) e Y(T),
Hom4 (T, f) no es retraccién ni seccién.

Supongamos ahora que Hom (T, f) se factoriza a través de un B-médulo Y como
Homu (T, f) = vu. Como u # 0, pues Homu (T, f) # 0, tenemos que Y ¢ X (T) y como
el par (X(T),Y(T)) es escindente, Y € Y(T'). Por tanto existen E € T(T) tal que
Y 2 Homy(T,E), v : L - E,v': E— M tal que u = Homu (T, u') y v = Homu (T, v').
Sigue que f = v'u’ y por ser f irreducible se tiene que o u’ es retraccién o v’ es seccién.
Luego u es retraccién o v es seccién. Esto prueba que Homy (T, f) es irreducible y
andlogamente probamos que Hom 4(7', g) es irreducible. O

Veremos ahora una caracterizacion de los médulos inclinantes separantes y escindentes.
Precisamos el siguiente lema.

Lema 3.4.7. Sea A un dlgebra, Ty un mddulo inclinante, B = EndT4, M € T(T) y
N € F(T). Para cada k > 1 existe un isomorfismo

Extf (M, N) = Exth ! (Homa (T, M), Ext!y (T, N))
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Demostracion: En esta demostracion usaremos la notacién 4(M, N)y Z(M, N) para

Homy (M, N) y Ext); (M, N), respectivamente, en las sucesiones exactas largas.

Sea 0 - N — I — N’ — 0 una sucesién exacta corta con I inyectivo. Tenemos
I €T(T), luego N' € T(T) y por tanto, aplicindole Hom4 (7', —) a la sucesién exacta
corta anterior nos da la sucesién exacta corta en mod B:

0 —— Homy(T,I) — Homyu(T, N') —— Ext4Y(T,N) —— 0
Aplicdndole Homp(Hom4 (T, M), —), tenemos la sucesién exacta larga:
0 ——— (4T, M), 5(T, 1)) —— p(A(T, M), 4(T,N")) — 5(4(T, M), 5(T, N))
— 5T M), ((T.D) = -
s BT, AT 1) —— (T, M), (TN — ST, M), (T, N)

i+1
— T (A(T M), 4(T, 1)) = -
Como Hom4 (7', —) induce una equivalencia entre las subcategorias 7(T') e Y(T) y
M,I € T(T), por Lema tenemos que vale:
Ext’, (Homa (T, M), Hom(T, I)) = Ext/,(M,I) =0  Vj>1
donde la 1dltima igualdad es por ser I inyectivo. Esto nos da dos cosas:

(I) Una sucesion exacta corta
0— B(A(T7 M)?A(Tv I)) — B(A(T7 M)?A(T7 N,)) — B(A(T7 M),j(T, N)) — 0
(IT) Un isomorfismo para todo j > 1

Ext’,(Hom (T, M), Ext (T, N')) 2 Extl(Homa (T, M), Hom (T, N'))

Tras aplicarle ahora Homy (M, —) a la sucesion 0 - N — I — N’ — 0, vemos que la
sucesion exacta larga de cohomologia inducida nos da:

(I'’) Una sucesién exacta corta
0 —— Homu(M,I) —— Homu(M,N') —— Exth(M,N) —— 0

ya que Homy (M, N) =0, pues M € T(T) y N € F(T), y Ext}y (M, I) =0 por
ser I inyectivo. ‘
(II') Isomorfismos ExtQ(M, N') = Extf:l(M,N) para todo j > 1, ya que por ser [
inyectivo Ext’, (M, 1) =0 Vj > 1.
Usando (I),(I') y Lema (M,I,N'" € T(T)), tenemos
0 — B(A(T’ M)?A(Tv I)) - B(A(T7 M)?A(Tv N/)) - B(A(Tﬂ M)ui(Tv N)) — 0

R R |
0 — Homu(M,I) —— Homy (M, N') —— Ext4(M,N) — 0
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Por tanto Homp(Hom (T, M), Exty (T, N)) = Ext! (M, N), que es el enunciado para
k=1 (va que Homp(—, —) = Ext%(—, -)).

Ahora, usando (II), (I') y de nuevo el lema con M,N'" € T(T); tenemos para
i>1

Ext’,(Hom (T, M), Ext (T, N')) 2 Extl(Homa (T, M), Homa(T, N'))
= Ext’,(M, N') = Ext/;"' (M, N)
Conseguimos entonces el isomorfismo del enunciado para k£ > 1. O
Teorema 3.4.8 (Hoshino). Sea A un dlgebra, T4 un mddulo inclinante, B = End T4.
(a) Ty es separante si y sélo si pdgX =1 para todo Xp € X(T).
(b) Ta es escindente si y sélo siidaN =1 para todo Ny € F(T).

Demostracion: Notar primero que T4 inclinante implica g7 inclinante y entonces
basta con probar (b).

( = ) Supongamos entonces que idgN =1 VNy € F(T) y sean X € X(T),Y €
Y(T). Entonces X = Exty (T, N) e Y = Homu (T, M) para algin N € F(T), M € T(T).
Como Ext?(—, N) = 0 pues id4N = 1, por el Lema [3.4.7 tenemos:

Exth(Y, X) = Exth(Homy (T, M), ExtY (T, N)) = Ext} (M, N) = 0.

La Proposicién implica entonces que el par (X(T),)(T)) es escindente, o sea, T
es escindente.

( <= ) Supongamos ahora que (X(T'), Y(T)) es escindete y sea N € F(T'). Consid-
eremos una resolucién inyectiva de N:

0 s N Lo _d o _d

Si tomamos L° := Imd' = kerd?, L' := Imd?, tenemos una sucesién exacta corta
0— N —I°— L% — 0. Aplicindole Ext} (L', —) a esta sucesién exacta corta tenemos:

- — Bxty (LY 1°) — Exty (L', L0) — Ext% (L', N) — BExt% (L', 1) — -

y como I° es inyectivo, Ext (L', L°) = Ext% (L', N). Luego, por Lema
Exty (L', LY) = Ext% (L', N) = Exth(Homa (T, L'), ExtY (T, N)) = 0

donde la tltima igualdad es por Proposicién [2.1.11} ya que (X(T'),V(T)) es escindente,
Homu (T, L') € Y(T) y Exty (T, N) € X(T).

Esto implica que la sucesién exacta corta 0 — L° — I'' — L' — 0 escinde, luego
I'"=I9¢ L' y LY es inyectivo por ser sumando directo de un inyectivo.

Sigue que 0 — N — I% — L% — 0 es una resolucién inyectiva de N, por lo que

idaN < 1y como N € F(T), no puede ser inyectivo, luego idgN > 1 y tenemos la
igualdad buscada. O

Corolario 3.4.9. Si gl.dimA < 1, entonces todo A-mddulo inclinante es escindente.

Demostracion: Como gl.dimA < 1, en particular id4M < 1 para todo A-médulo
M, y si T4 es inclinante, todo N € F(T) es no-inyectivo, luego id4N > 1 y tenemos
idaN =1 para todo N € F(T). O
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Este corolario va a ser de gran utilidad méas adelante, cuando centremos nuestra
atencion en algebras heraditarias, ya que estas tienen dimensién global menor o igual a
1. Que el par inducido en las dlgebras obtenidas inclinando un algebra hereditaria sea
escindente nos dard un buen control sobre estas.

3.5. Pares de torsiéon inducidos por mdédulos inclinantes

En esta seccién vamos a ver cuando un par de torsién (7, F) en mod A proviene de
un modulo inclinante T4. Como la clase de torsiéon inducida por un médulo inclinante es
GenT y la libre de torsion es Cogen 71", empezaremos viendo cuando Gen U y Cogen V'
son de torsién y libre de torsién, respectivamente, para dos A-médulos U y V.

Obtendremos luego una caracterizacién de los pares de torsién que provienen de
un médulo inclinante (condicién necesaria y suficiente) y usando esto para los pares de
torsién X e )Y inducidos en mod B, veremos como encontrar un algebra A y un A-mdédulo
inclinante 7" de forma que EndTy = B, X = X(T4) e Y = Y(Ta).

Definicion 3.5.1. Un A-mdédulo U se dice Gen-minimal si para toda descomposicién
U=U®U" se tiene U’ ¢ GenU". Dualmente, se dice Cogen-minimal si U’ ¢ Cogen U”
para toda tal descomposicion.

Lema 3.5.2. Sea A un dlgebra.

(a) Si U es un A-mddulo Gen-minimal, GenU es una clase de torsion si y solo si
U es Ext-proyectivo en GenU .

(a) Si V un A-mddulo Cogen-minimal, Cogen'V' es una clase libre de torsion si y
solo si V' es Ext-inyectivo en CogenV.

Demostracion: Probaremos (a), la demostracién de (b) es dual.

(=) Queremos ver que U es Ext-proyectivo en Gen U, o sea Ext!y (U, M) = 0 para
todo M € GenU. Para esto supongamos IM € Gen U : Extl (U, M) # 0

Tomando un sumando indescomponible Uy de U tal que Extl(Uy, M) # 0, tenemos
una sucesién exacta corta (extensién) que no escinde

0 M 25 FE 51T, 0

Como M y Uy € GenU, que es una clase de torsién, entonces £ € GenU y existe un
epimorfismo p : U™ — E para algin m > 0. Escribiendo U™ = R ® Uy" para algtin
A-médulo R, tenemos que f = vp : U™ — Uy se puede escribir como f = [g, f1,..., fm]
con g € Homy(R,Up) y fi € End Uy V1 < i < m.

Como f es sobreyectiva, por serlo vy p, Uy = g(R) + > i~ fi(Up). Como v no es
retraccién, ningin f; es un isomorfismo y f;(Up) C (rad End Uy) - Uy V 1 < i < m, por
lo que Uy = g(R) + (rad End Up) - Up. Luego, usando el Lema de Nakayama| tenemos
que Up/g(R) = 0, luego Uy = g(R) y g es un epimorfismo.

Como g : R — Uy epimorfismo, existe Ry sumando directo indescomponible de R
tal que g|r, : Ro — Up es un epimorfismo, luego Uy € Gen(Ry). Escribiendo a U como
suma directa de sus sumandos directos indescomponibles U = Uy @ (@, Uy), tenemos

1Lema(Nakayama): Si M estd en mod Ay rad A- M = M, entonces M = 0.
En nuestro caso tomamos M = Uy/g(R).
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que

UreR=U"=U"® (@Uk)
k

por lo que Ry = Uy, para algin ko por la unicidad de la descomposicion en indescom-
ponibles.
Pero entonces Uy € Gen Uy, C Gen(®;Uy) y U no es Gen-minimal, lo cual es absurdo.
(<) Es el contenido del Lema O

Para el siguiente corolario, recordamos la definicién de moédulo fiel.

Definicion 3.5.3. Dado un A-médulo M, definimos su anulador a derecha como

Amny(M) :={a€ A: Ma=0}.
Decimos que M es fiel si Anny (M) = 0.

Veamos un par de caracterizaciones equivalentes de los médulos fieles, que van a ser
clave en la seccién (4.4l

Lema 3.5.4. Sea A un dlgebra y M un A-mddulo. Son equivalentes:

(a) M es fiel.

(b) Para toda base {fi,..., fq} del k-espacio vectorial Hom (A, M), el mapa k-
lineal f = [f1... fa]' : Aa — MY es inyectivo.

(c) Aax € Cogen(My).

(d) DAs € Gen(My).

Demostracion: Sea {f1,..., f4} una base del k-espacio vectorial Hom 4 (A, M). Con-
siderando el morfismo f = [f1 ... f4]' : Ay — M?, vemos que f(a) = 0 para algiin a € A
si y sélo si g(a) = 0 para algin a € Ay g € Homa(A, M), si y sélo si Ma = 0 para
algun a € A, por el isomorfismo M4 = Homy (A, M). Por lo tanto M4 es fiel si y sélo si
f es un monomorfismo. Esto prueba que (a), (b) y (c) son equivalentes.

Ahora, el anulador a derecha de M4 coincide con el anulador a izquierda de 4 DM,
{a € A:aDM = 0}. Por tanto, M4 es fiel si y s6lo si 4A es cogenerado por 4DM siy
s6lo si DAy es generado por D(DM) = M. Esto prueba la equivalencia con (d). O

Corolario 3.5.5. Sea A un dlgebra y U un A-mddulo Gen-minimal con Anng(U) = 0
tal que GenU es una clase de torsion. Entonces U es inclinante parcial.

Demostracion: Como U € Gen(U), el lema nos da que Ext!(U,U) = 0. O sea,
tenemos que U cumple (T2).

Como U es fiel, por Lema [3.5.4(d), tenemos DA4 € GenU. Por otro lado, como
U es Ext-proyectivo en la clase de torsién GenU, 7U pertenece a la clase libre de
torsién correspondiente por Proposiciéon Por tanto Homy(DA,7U) = 0 y, por
Lema [1.6.21], pdU < 1. Luego U cumple (T1) y es inclinante parcial. O

Lema 3.5.6. Sea A un dlgebra.

(a) SiT = GenU es una clase de torsion, el nimero de isoclases de Ext-proyectivos
indescomponibles y de Ext-inyectivos indescomponibles en T coincide y es finito.
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(b) Si F = CogenV es una clase libre de torsion, el nimero de isoclases de Ext-
proyectivos indescomponibles y de Ext-inyectivos indescomponibles en F coin-
cide y es finito.

Demostracion: Probaremos (a).

Primero vemos que podemos suponer que U es Gen-minimal, pues si no lo fuera lo
escribimos como U = U’ & U” con U’ € GenU” y ponemos U = U” si este es Gen-
minimal, o continuamos descomponiendo U” en caso que no, y este proceso termina por
ser U finitamente generado.

Como U es fiel como A/ AnnU-médulo y 7 < mod(A/ Ann U) — mod A pues todo
médulo en 7 = Gen U es naturalmente un A/ Ann U-mddulo, podemos también asumir
que U es fiel (como A-médulo).

Tenemos entonces que U es inclinante parcial, por Corolario[3.5.5] y es Ext-proyectivo
en 7T, por Lema Por Lema tenemos que DA € GenU y por tanto todos los
A-médulos inyectivos indescomponibles son de torsién. Luego, por Proposicion [2.1.15

coinciden con los Ext-inyectivos indescomponibles de T .
u1

Si {u1,...,uq} es una k-base de Hom4(A,U), el morfismo u = [ : } t Ag — Ud es
Uq

inyectivo, de nuevo por Lema
Tomando U’ := coker u tenemos una sucesién exacta corta

0 y A —— U U’ 0

Observar que U’ € T por ser esta una clase de torsiéon y pdU’ < 1 por ser pdU < 1 (ver
la sucesién exacta larga, usar Teorema y que Ay es proyectivo).

Ahora, dado M € T le aplicamos Hom 4(—, M) a la sucesién exacta corta anterior
y, como Ext!(U? M) = 0 por ser U Ext-proyectivo en 7, obtenemos

0 —— (U, M) — (U, ) 222

A(A M) —— (U, M) —— 0
Como M € T = GenU, dp : U™ — M epimorfismo para algin m > 0 y como Agx
es proyectivo, Homa (A, p) : Homa(A,U™) — Homa (A, M) es también un epimorfismo.
Por la definicién de u (usando que los u; forman una base de Homa(A,U)) tenemos
que Hom 4 (u, U™) es un epimorfismo y por tanto también lo es Hom4(u,p), que es la
composicién Hom 4 (u, M)oHom 4(U?, p). Esto muestra que Hom 4 (u, M) es sobreyectivo,
por lo que, viendo la sucesién exacta anterior, Extjlél(U/ ,M) =0y como M € T era
arbitrario, concluimos U’ es Ext-proyectivo en 7.

Con esto veamos que T4 = U @ U’ es inclinante: Como pdU < 1y pdU’ < 1, se tiene
pdT < 1; como U y U’ son Ext-proyectivos en T, ExtY(T,T) = 0. Con esto tenemos

(T1) y (T2). Finalmente, la sucesién exacta corta 0 ALyt U’ 0
nos muestra que se cumple (T3) y por tanto T4 es inclinante.

Por la Proposicién m T(T)=GenT = GenU =T y por (v) de esa proposicion,
los Ext-proyectivos indescomponibles en 7 no isomorfos dos a dos coinciden con los
sumandos directos indescomponibles de T' no isomorfos dos a dos.

Finalmente, por Corolario este numero es igual al rango de Ky(A) y por tanto
al nimero de Ext-inyectivos indescomponibles en 7 no isomorfos dos a dos. ([
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El siguiente teorema caracteriza los pares de torsién que son inducidos por un médulo
inclinante.

Teorema 3.5.7. Sea A un dlgebra y (T,F) un par de torsion en mod A. Entonces
existe un A-mddulo inclinante T tal que T = T(T) si y solo si T = Gen M para algin
A-mddulo M y T contiene a los inyectivos.

Demostracion: Probemos el reciproco, ya que el directo es trivial. Sea entonces T =
Gen M una clase de torsion que contiene a los inyectivos, con M un A-médulo. Tomemos
T1,...,T¢ un conjunto completo de Ext-proyectivos indescomponibles no isomorfos 2 a
2 en T y consideremos T' = @!_,T;.

Como cada T; es Ext-proyectivo en T, también lo es Ty por tanto Ext! (T, T) = 0.
Por tanto T' cumple (T1).

Por unlado DA € T (por ser inyectivo). Por otro lado, 77; € F por Proposici(’)n
por tanto:

t
Homy(DA, T) = @ Homa(DA,7T;) = 0
i=1
Luego pdT < 1 por Lema [1.6.21| y T" cumple (T2). Entonces T es inclinante parcial y
luego t < rk Ky(A).
Para la otra desigualdad, tenemos

t = #{Ext —proyectivos en T }
= #{Ext —inyectivos en T}
> #{Inyectivos indescomponibles en T}

= #{Inyectivos indescomponibles en mod A}

=rk Ko(A)

donde la segunda igualdad es por el Lema y la pentltima por contener T a todos
los A-médulos inyectivos. Luego ¢ es igual al rango de Ky(A). Sigue que T es inclinante
por Corolario [3.2.3 O

Recordar que el Teorema de inclinacién nos dice que si tenemos B = End T4, pode-
mos recuperar el dlgebra “original” como A = End(pT)°. Para cerrar esta seccidn,
veremos como dada un &lgebra B y un par de torsién (X,)) en mod B podemos,
bajo ciertas condiciones, hallar un algebra A y un A-mddulo inclinante T de forma
que B=EndTy, X =X(T)e Y =Y(T).

Teorema 3.5.8. Sea B un dlgebra y (X,Y) un par de torsion en mod B. Entonces existe
un dlgebra A y un mddulo inclinante Ty tal que B =End Ty, X = X(T4) e Y = Y(T4)
siy solo si Y = CogenY para algin B-mddulo Y e Y contiene a los proyectivos.

Mas ain, si se cumple alguna de estas condiciones (equivalentes), D(gT) es la suma
directa de un conjunto completo de Ext-inyectivos indescomponibles en Y no isomorfos
dos a dos.

Demostracion: ( = ) Sea A un algebra y T4 inclinante tal que B = EndT4.
Nuestro candidato a cogenerador de Y(T'4) es D(gT) = Hom (T, DA), que pertenece a
Y(T4) por ser un B-médulo proyectivo.
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Sea entonces Y € Y(T4). Queremos ver que Y € Cogen D(gT). Tenemos que
Y = Homu(T, M) para M un A-médulo. Tomamos un A-médulo inyectivo U tal que
existe un monomorfismo M — U, y por tanto un monomorfismo Y — Homu(T,U).
Como U es inyectivo,

Homu(T,U) € add D(gT) C Cogen D(gT).

Esto quiere decir que existe d > 0 y un monomorfismo Homa(T,U) — D(gT)? que,
componiendo con el monomorfismo Y — Homy (T, U), muestra que Y € Cogen D(pT),
por tanto que Y(T') € Cogen D(pT) y como D(gT) € Y(T'), tenemos la igualdad de
conjuntos.

( <= ) Por Teorema [3.5.7 existe T un B-médulo a izquierda tal que la clase de
torsiéon DY = T(gT) y DX = F(gT). Tomando A = End(pT)°, tenemos que T4 es
inclinante, B = End T4 y por Lema

Y(Ta) =DT(T)=DT(5T) =Y, X(Ta)=DF(BT)=X.
Probemos ahora la otra afirmacién. Recordar que
D(pT) =Homu(T,DA) = ®Hom(T,1(a))

donde I(a) recorre un conjunto de representantes de los A-médulos inyectivos inde-
scomponibles. Queremos ver que Hom(T, I(a)) recorre un conjunto completo de Ext-
inyectivos indescomponibles no isomorfos 2 a 2 en ).

Primero, dado I(a)4 un inyectivo indescomponible, tenemos I(a) € T y por tanto
Homu (T, I(a)) € Y. Por el Lema o bien Homy (7T, I(a)) es inyectivo en mod B y
por tanto Ext-inyectivo en ), o bien 77! Homa (T, I(a)) € X y es Ext-inyectivo en Y
por Proposicién [2.1.15

Ahora, dado Y € Y un médulo Ext-inyectivo indescomponible, existe un A-médulo
indescomponible M € T(T4) tal que Y = Homu (T, M). Tomo M — E la envolvente
inyectiva de M en mod A.

Aplicando Hom 4 (7T, —) a la sucesién exacta corta

0 M » B » E/M —— 0
obtenemos la sucesion exacta corta en V:

0 —— Y —— Homy(T,E) —— Homu(T,E/M) —— 0

pues Ext! (T, M) = 0 por cumplirse que M € T (T4).

Viendo a la sucesién como un elemento de Ext! (Y, Hom (T, E/M)), tenemos que
debe ser 0 pues Homy4 (T, E/M) € Y e Y es Ext-inyectivo en ). Por tanto la sucesion es-
cinde e Y es isomorfo a un sumando directo de Homy4 (7, E). O sea, existe I(a) sumando
directo de E tal que Y = Homy(T, I(a)). O

En las condiciones del teorema anterior, la forma de hallar el dlgebra A y el médulo
inclinante T4 que induce (X, )) es como sigue:
e Tomamos un conjunto completo de Ext-inyectivos indescomponibles en ) no
isomorfos dos a dos Y1,...,Y,. Luego D(gT) = @}_, V..
e Vemos a A como el dlgebra de caminos para el carcaj que tiene vértices 1,...,n
y dimy Homp(Y;,Y;) flechas i — j, con Y; = Homu (T, (i) Vi=1,...,n.
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e Tomamos T' = ®}_; T}, donde dim(7}); = dimx(Homp(P(j)5,Yi)).
Ejemplo 3.5.9. Sea B el algebra dada por el carcaj
bt 3ol
con la relacién A = 0. Sea (X,)) el par de torsién en mod B marcado en la siguiente
figura:

donde Y estd marcado como €2 y X como €. Estamos luego en las condiciones
de Tomamos entonces los Ext-inyectivos indescomponibles en V:

Yy =110, Y, =010, Y;=011
Luego D(T) =110 010 & 011 y A = Endper(5(T)) = Endp(®]-,Y;) estd dada por
el carcaj
1 2 3
O <—— O <—— O
donde el vértice i se corresponde a Y;. Por [3.5] tenemos que T4 = 100 & 111 ¢ 001.
Luego B=Ends Ty (X,Y) = (X(T),Y(T)), como queriamos.

Ejemplo 3.5.10. Consideremos el adlgebra B dada por el carcaj

1 2 3 4
o < o o < o

i
<

sin relaciones. Consideremos el siguiente par de torsién (X,)) en mod B, marcado en
su carcaj de Auslander-Reiten I'(mod B) como sigue:

Los Ext-inyectivos en ) son
Y1 = 0100, Yo, = 1100, Y5 = 1110, Yy = 1111.
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Tomamos A = End 3(69?:15/;), que es algebra dada por el carcaj

2 3
o

1 4
o < o > o

\
>

sin relaciones. Para obtener el A-mddulo inclinante T = @leTi tal que EndT4 = B
y (X,Y) = (X(T),Y(T)), seguimos los pasos detallados en section Notar que la
condicién sobre los vectores dimensién podemos expresarla por una matriz 4x4 cuya
entrada (i, 7) sea (dimYj;);:

0100
1 100
1 110
1 111

Luego cada sumando T; estd dado por la columna i-ésima y
T =0111¢ 1111 ¢ 0011 ¢ 0001

es el médulo inclinante que buscabamos.

o7






CAPITULO 4

Algebras inclinadas

En este capitulo usaremos lo visto sobre teoria de inclinaciéon para estudiar aquellas
algebras obtenidas al inclinar un dlgebra hereditaria.

La idea es, a partir de la familia bien comprendida de las algebras hereditarias, poder
entender esta familia méas grande de dlgebras que llamaremos algebras inclinadas.

Como nos interesan ahora algebras no necesariamente de tipo de representacion
finita, para extraer informacion del algebra a partir de su carcaj de Auslander-Reiten,
debemos centrarnos en ciertas componentes de este.

El resultado principal de este capitulo es el Criterio de Liu-Skowroriski, que caracter-
iza las algebras inclinadas B de tipo de representacién finita como aquellas que contienen
una seccion fiel ¥ en una componente de I'(mod B) de forma que Homp (U, 7V) = 0 para
todo U,V moédulos en Y. Para entender estos conceptos debemos explotar la estructura
combinatoria del carcaj de Auslander-Reiten.

4.1. Carcajes de traslacion

Las componentes conexas de un carcaj de Auslander-Reiten de un édlgebra inclinada,
que luego definiremos, no solo tienen la estructura de un carcaj de traslacién, sino de un
tipo de carcaj de traslacién en particular.

Definicién 4.1.1. Sea ¥ = (X, X1) un carcaj conexo y aciclico.

Definimos un carcaj de traslacién infinita (ZX, 7) como sigue:
los puntos son (ZX)g := {(n,x) : n € Z,x € ¥y} y, para cada flecha o : © — y en Xy,
ponemos dos flechas en (ZX);

(n,a):(n,2) = (n,y) y  (n,d):(n+1,y) = (n,2)
y estas son todas las flechas de (ZX);.
Definimos la traslacién 7 en Z¥ como 7(n,z) = (n+ 1,z) ¥Y(n,z) € (ZX)

Observacion 4.1.2. Tenemos, para cada (n,x) € (ZX)o, una biyeccién entre el conjunto
de flechas que llegan a (n,x) y el conjunto de flechas que salen de (n + 1,x), dada por

a(n,a) = (n,a’) y a(n, ) =(n+1,a).

2

Sigue directo de la definicién que 02 = 7 y por tanto ¢2" = 7" Vn € Z.

Ejemplo 4.1.3. Por ejemplo, si X es el carcaj

2
o
lo— 03
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Entonces ZY queda:

-1 —(1,3) — (0,2) — (-1,1) — (—1,3) -

\/\/\/\/

7777777777 (0,3) ——— (=1,2) ——mmmmmmmem-

Definicién 4.1.4. Sea (I', 7) un carcaj de traslacién conexo.
Un subcarcaj conexo completo 3 de I' es una seccion de I' si cumple:

(S1) X es aciclico.
(S2) Para todo x € Ty, existe un tnico n € Z : 7"x € Y.

(S3) Si &g — 1 — ... — x; es un camino en I' con xg,z; € Xy, entonces z; €
YoV 0<i<t.

Definimos la 7-érbita de un punto = € I'y como el conjunto de todos los puntos 7"z,
con n € Z.

Decimos que un subcarcaj completo X de I' es convexo si para todo camino xzg —
1 — ...~ xrenl con xg,xs € X, se tiene x; € gV 0 <7 < t.

Con estas dos tultimas definiciones, tenemos que S(2) se puede reformular diciendo
que X corta a cada 7-érbita exactamente una vez, y S(3) diciendo que X es convexo.

Ejemplo 4.1.5. (i) Sea A un &lgebra hereditaria conexa y ¥4 el subcarcaj completo
del carcaj de Auslander-Reiten I'(mod A) cuyos puntos son aquellos correspondi-
entes a clases de isomorfismo de A-mdédulos poryectivos indescomponibles.

Por [3, Lema VII.1.6] tenemos un isomorfismo k-lineal

Irr(P(b), P(a)) = eq(rad A/ rad® A)ey

para A-modulos proyectivos indescomponibles P(a) = e, A y P(b) = e, A.

Como los morfismos irreducibles que llegan a un proyectivo salen de los suman-
dos de su radical, que también es proyectivo por ser A hereditaria, todos los pre-
decesores de un A-médulo proyectivo indescomponible son también proyectivos
indescomponibles.

Luego, las flechas en ¥ 4 estén dadas por Irr(P(a), P(b)) y por el isomorfismo
anterior, tenemos que X4 = Q%

(ii) De forma andloga, podemos tomar X', el subcarcaj completo del carcaj de Auslander-
Reiten I'(mod A) cuyos puntos son aquellos correspondientes a clases de isomor-
fismo de A-mdédulos inyectivos indescomponibles La dualidad D : mod A —

mod A lleva ¥/, en D(¥/)) = EAOP S QA Luego ¥, 2 Q% 2 ¥,

Observaciéon 4.1.6. Si A es de representacién finita, entonces el subcarcaj X4 del
ejemplo anterior es una seccién en I'(mod A).

El carcaj ¥ 4 es aciclico por ser Y4 = sz que es aciclico por serlo Q4. La convexidad
de X4 sale de que los predecesores de proyectivos indescomponibles son proyectivos
indescomponibles.
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Finalmente, como A es hereditaria de representacién finita, por [3, Proposicién
VIIL.5.13] tenemos que para todo A-mddulo indescomponible M existe t > 0 y un A-
moédulo proyectivo indescomponible P tal que M = 7=!P; luego ¥4 intersecta a toda
T-6rbita y lo hace una tnica vez.

Lema 4.1.7. Sea (I',7) un carcaj de traslacion conexo y ¥ una seccion en (I',7). En-
tonces:

(a) Si eziste una flecha x —y en I’ y x € Xy, entonces y € X o Ty € .
(b) Si existe una flecha x — y en T ey € g, entonces x € Xy o 7 1a € .

Demostracion: Probemos solo (a) pues (b) es analogo.

Por (S2) sabemos que 3! m € Z tal que 7™y € X.

Ahora, si m < 0, existe un camino x — y — --- — 7™y en (I',7) con inicio y final
en Y, por lo que por (S3), y € ¥y y por la unicidad de S(2), debe ser m = 0. O sea
Yy € Y.

Sim > 0, existe un camino 7"y — -+ — 7y — x en (I', 7) con inicio y final en ¥,
por lo que por (S3), Ty € Xy. O
Proposicién 4.1.8. Sea (I', 7) un carcaj de traslacion conexo y X2 una seccion en (I', 7).
Entonces I es isomorfo al subcarcaj de traslacion completo de 7Y que tiene como puntos
los pares (n,x) € (ZX)o tal que T"x estd definido en T'. En particular, T es aciclico.

Demostracion: Sea §2 el subcarcaj completo de Zo que consiste de todos los pares
(n,z) € (ZX)o tales que 7"z estd definido en I'. Consideramos a {2 como un subcarcaj
de I' via (n,x) — m"x.

Como X es una secciéon de I', Ve € I' Alm € Z : 7™ € X, o sea Vx € I' Alm € Z tal
que (m,x) € Qo y tenemos Qp = Ty.

Vemos ahora que €2 consiste de todas las flechas en I'; de la forma

™o = " — ™"y 6 oo = g2t T"Hy — 7"z

donde n € Z, a : * — y estd en X;. Esto es pues, por un lado, las flechas en 27 en el
nivel n son aquellas con punto inicial y final en {(n,x) : z € 3o, 7"z estd definido en I'}
y son de la primera forma (7"x — 7"y) via la identificacién. Por otro lado, las flechas
conectado el nivel n con el nivel n 4+ 1 son ¢ donde (3 es de la primera forma, por la
biyeccién de Observacion [4.1.2

Queremos ver que €2y = I'y y por tanto 2 = I, probando la proposicién.

Sea o : @ — b una flecha en I'. Como X es una seccién, por (S2) existen z,y € X y
m,n € Z tal que a = 7™z, b = 7"y. Separemos en casos segun los valores de m y n.

Sim=0,a =2z € Xy por el Lema [£.1.7] o bien b o 7b estd en Xg. Si b € Xy,
a: 7% = 7% y a estd en ; pues es de la primera forma. Si 7b € 3y, como av:a — b
estd en I',oa = B : 7h — a estd en X1, luego a = 7715 € Q4. El caso n = 0 es anélogo,
asi que tenemos m # 0,n # 0.

Supongamos m > 0,n > 0. Como 7'z, 771y estan definidos para 0 < i < m,0 < j < n,
esto implica que en I'; existe una flecha de la forma

n—m+1 —2

n—2mtl y— T 0 o Mot " =y

T
En el primer caso,el Lema M(b) nos dice que 7™ ly € ¥y 0 7™y € 5. Por (S2),
esto implica que 7"~ 1y = y o 7" ™y = y y por (S1) debe ser m =n+1 0 m = n.
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n=lg = 2 y de nuevo por

Luego a € 1. En el segundo caso tenemos 7 "z =z o 7"~
(S1) debeserm=n+lom=ny a € Q.
El caso donde m < 0,n < 0 es andlogo. Supongamos m > 0y n < 0. En tal caso I

contiene un camino de la forma

1 1

a=T1"""x Yoo > X

Yy Yy =b —— 7

Por (S3), 7" y y 7™ 12 pertenecen a Y, lo cual contradice la unicidad de (S2).
El caso m < 0,n > 0 es analogo. O

Corolario 4.1.9. Si A es una seccion en ZX, emtonces ZA = 7.3,

Precisamos la siguiente nocién combinatoria.

Definicién 4.1.10. Dado @Q = (Qo, @1, s,t) un carcaj finito, conexo y aciclico y a € Qy,
definimos un nuevo carcaj 0,Q = (Qq, @}, s, t') como sigue: Q) = Qo y existe una
biyeccién Q1 — Q] tal que si o’ € Q] denota a la imagen de o € Q1 bajo esta biyeccidn,
entonces:

(i) Sis(a) # ay t(a) # a, entonces s'(o/) = s(a) y /(o)) = t(«);

(ii) Si s(a) =a o t(a) = a, entonces s'(o/) = t(a) y t'(¢/) = s(a).
Es decir, 0,Q es el carcaj obtenido revirtiendo todas las flechas que salen de a o llegan
a a.

Existe una conexion entre el carcaj 0,Q y los médulos APR-inclinantes (ver Definicién(2.2.10)),
como muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.1.11. [3, Teorema VII.5.3] Sea A un dlgebra hereditaria bdsica no simple,
a un pozo en su carcaj asociado Q4 y T'[a] el A-mddulo APR-inclinante en a. Entonces
tenemos un isomorfismo de dlgebras

EndT[a]a = k(0,Q4)

Definicién 4.1.12. Una sucesién admisible de pozos (fuentes) en un carcaj @ con n =
|Qo| es un orden total (ai,...,ay,) de los puntos de @ tal que:

(i) @y es un pozo (fuente) en Q.
(ii) a; es un pozo (fuente) en oq, , ...04,Q, para todo 2 <i <n.

Lema 4.1.13. Si ¥ y A son dos drboles con el mismo grafo subyacente, entonces 7.3 =2

ZA.

Demostracion: Afirmamos que existe una sucesion (iy, ..., ;) de puntos en 3 tal que
isesun pozoeno;, ,...0% paratodo 1 <s<tyo; ...00,%=A.

Basta probar esto en el caso en que X y A difieren en la orientacién de una sola
flecha o : 7 — 7 en X1 cuya flecha correspondiente en Ay es o' : j — 1.

Notar que @ = (X0,%1 \ {a}) es un subcarcaj de ¥ y de A que no es conexo.
Escribimos @ = Q' U Q7 con Q' y @7 subcarcajes conexos de @ que contienen a iy a j,
respectivamente. Llamemos ¢t = |Q})|.

Tomamos ahora i; € Q' un pozo, el cual existe pues Q° es un arbol, e inductivamente
tomamos i; como un punto en el subcarcaj completo que tiene como vértices Q’é \
{i1,...,4j—1}. Esto es una sucesiéon admisible de pozos en Q' de forma que oy, ... 0;, Q" =
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Q°, pues para cada flecha aplico dos reflexiones. Ahora, como i € {i1,...,i;}, entonces
oi, - . .04, 2 = A, probando la afirmacion.

Volviendo al lema, si a € ¥ es un pozo, tenemos que o, es isomorfo al subcarcaj
de traslacion completo de Z3 que consiste de los puntos

(L,a) U{(0,b) : b € X9,b # a}.

Este es una seccién en ZY, por lo que Z(0,%) = ZX por el Corolario m Por la
afirmacién tenemos una sucesion de puntos tales que o, ...04, % = A, se sigue por
induccién que Z(o;, ... 044 2) = ZA es una seccién en ZY y por tanto ZX = ZA. O

Lema 4.1.14. Si ¥ y X/ son dos carcajes con el mismo grafo subyacente de tipo A,
entonces 7Y = 7Y si y sélo si los nimeros de flechas orientadas de forma horaria y
antihoraria en ¥ coinciden con los de Y'.

Demostracion: Sea a € Xy un pozo. Tenemos que ZY contiene una tnica secciéon A
tal que a es el dnico pozo en A y A tiene una unica fuente . Por Lema[f.1.13] ZA = ZX.
Podemos asumir entonces que tanto ¥ como Y’ tienen un tinico pozo y una tnica fuente
pues haciendo reflexiones podemos llegar a este caso usando que Z(c¥) = Z(X) por la
demostracién del lema anterior . El resultado sigue. .

4.2. Componentes postproyectivas y preinyectivas

En esta seccién describiremos la forma del carcaj de Auslander-Reiten de un algebra
de tipo de representacion infinita. Veremos més detenidamente el ejemplo del algebra
asociada al carcaj de Kronecker

lo—=<o02

Omitiremos las demostraciones en esta seccién. Referimos a [3, Seccién VIII.2].

Definicién 4.2.1. Sea A una k-dlgebra (no necesariamente hereditaria) y I'(mod A) el
carcaj de Auslander-Reiten de A. Decimos que

(a) Una componente conexa P de I'(mod A) es postproyectiva si P es aciclico y
para todo médulo indescomponible M en P existen t > 0y a € (Q4)o tal que
=~ r7tP(a).
(b) Una componente conexa Q de I'(mod A) es preinyectiva si Q es aciclico y para
todo médulo indescomponible N en Q existen s > 0y b € (Qa)o tal que
N = 751(b).

El siguiente resultado generaliza el ejemplo [£.1.5] para dlgebras de representacién
infinita.

Proposicién 4.2.2. [3, Corolario VIII.2.3] Sea Q un carcaj finito, conexo y aciclico que
no es Dynkin, y sea A = kQ (equivalentemente, sea A un dlgebra hereditaria de tipo de
representacion infinita). Entonces:

(a) El carcaj I'(mod A) contiene una componente postproyectiva P(A) isomorfa a
(—=N)Q que contiene a todos los A-mddulos proyectivos indescomponibles.

(b) El carcaj T'(mod A) contiene una componente preinyectiva Q(A) isomorfa a
NQ°P que contiene a todos los A-mddulos inyectivos indescomponibles.
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Si tenemos un algebra A de representacion infinita, hay (infinitos) mdédulos que
no pertenecen a P ni a Q, los cuales se encuentran en una componente del carcaj de
Auslander-Reiten de A.

Proposicién 4.2.3. [3| Corolario VIII.2.10] Sea A un dlgebra hereditaria de tipo de rep-
resentacion infinita. Entonces existe una familia infinita de A-mddulos indescomponibles
no isomorfos 2 a 2 que no son postproyectivos ni preinyectivos.

Definicién 4.2.4. Sea A una k-dlgebra (no necesariamente hereditaria). Decimos que
una componente conexa C de I'(ModdA) es regular si C no contiene A-médulos proyec-
tivos ni inyectivos.

Notamos por R(A) a la familia de todas las componentes regulares de I'(mod A).

Si A es un algebra hereditaria de tipo de representacién infinita, podemos pensar a
I'(mod A) con la siguiente forma:

donde HomA(Q(A),R(A)) = 0,Homa(Q(A),P(4)) =0y Homy(R(A),P(4)) =0
(ver [3, Lema 2.5]).

La dificultad de entender las representaciones de un algebra hereditaria de tipo de
representacion infinita A radica principalmente en entender como es la forma de la
componente regular R(A) de I'(mod A). Por ejemplo, podemos tener 7-érbitas periddicas
en R(A).

Proposicién 4.2.5. [3], Corolario 2.14] Si A es un dlgebra hereditaria de tipo de repre-
sentacion infinita, entonces las traslaciones de Auslander-Reiten T y 71 inducen equiv-
alencias mutuamente inversas de categorias

add R(A) ﬁl addR(A)

T

4.2.1. Algebra de Kronecker. Consideremos ahora el algebra de caminos A = k@
donde @ es el carcaj de Kronecker

lo—/—=<o02

Como @ no es de tipo Dynkin, el dlgebra A es de representacién infinita. Veremos como
queda en este caso la descomposicién de I'(mod A) en las componentes postproyectiva,
regular y preinyectiva. Para esto presentamos primero un problema que es equivalente a
la clasificacién de los A-mdédulos indescomponibles, siguiendo a [5], Seccién 1.4 y Seccién
6.2].

El problema de Kronecker sobre pares de matrices (M, N) del mismo tamano con-
siste en encontrar un conjunto de representantes indescomponibles para la relacion de
equivalencia dada por (M, N) ~ (M’, N’) si existen U, T matrices invertibles tales que
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M'=UMT 'y N' = UNT!, donde decimos que un par (M, N) es indescomponible
si (M,N)~ (M',N")® (M",N") implica (M',N") ~00 (M",N") ~ 0.

Usando técnicas de dlgebra lineal, se puede encontrar un tal conjunto (ver [5, Proposicién
1.6]) y luego hacer la traduccién a A-médulos indescomponibles (ver [5, Ejemplo 2.2]).
Esto nos da el siguiente conjunto completo de representantes de A-moédulos indescom-
ponibles no isomorfos 2 a 2:

1m
Ry [ — G
J(m,\)
J(m,0)
Rpyoo : k™ 1: k™
[1n Onxl]t
P, : k' ——¢ kntt
[On><1 1n]
Q . kn+1 :[ln O"] kn
" [0n 1]
donde n,m € Nym > 0, € ky J(n,\) es el bloque de Jordan J(n,\) = Al,, + J(n,0)
1 siie i
donde J(n,0);; =4 = ' 7
0 sino

Tenemos que el carcaj se ve como sigue:

D L 3

,,,,,, Tl
Pl\\NN Py %f Qg\& Ql\\
Py P \\“ RQ?“ // Q2//' Qo
,,,,,, 1 ]
P(4) B ] Q(4)

donde ilustramos uno de los tubos (el correspondiente a u € k) de la componente regular
de T'(mod A), que es R(A) = {Rf})\eku{oo}.

4.3. Algebras inclinadas

Introducimos ahora una clase de &lgebras, llamadas algebras inclinadas, que son
aquellas obtenidas como dlgebras de endomorfismos de un médulo inclinante sobre un
algebra hereditaria.

La idea es, como las algebras hereditarias son bien entendidas, usar resultados
obtenidos en teorfa de inclinacién y el carcaj de Auslander-Reiten para estudiar las
algebras inclinadas.
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Definicion 4.3.1. Sea () un carcaj finito, conexo y aciclico, A = k@Q. Decimos que un
algebra B es inclinada de tipo @ si existe un A-médulo inclinante T" tal que B = End T'y.

Ejemplo 4.3.2. Por ejemplo, toda algebra hereditaria A = k@ es inclinada pues A4 es
un A-médulo inclinante y luego End A4 = A es inclinada de tipo Q.

El édlgebra B del ejemplo es inclinada (de tipo A3) pero no hereditaria pues
tiene relaciones.

Observacion 4.3.3. Asumiremos siempre que el A-mddulo inclinante 7' es libre de mul-
tiplicidad (o sea que no tiene sumandos directos distintos que sean isomorfos) de forma
que B = EndT4 sea bésica. Como ademaés toda dlgebra obtenida como endomorfis-
mos de un médulo inclinante es conexa, tenemos por el Teorema que tiene sentido
hablar del carcaj Qg asociado a un dlgebra inclinada B.

Listamos ahora algunas propiedades que cumplen las dlgebras inclinadas, adaptando
resultados probados con méas generalidad en el capitulo [3| y agregando otros. Para esto
usaremos la siguiente terminologia.

Definicion 4.3.4. Un camino en mod A entre dos A-médulos L y IN es una secuencia

L= My —"s py —5 0y M, =N

donde los M; son indescomponibles y los f; son morfismos no nulos que no son Isomor-
fismos.

En tal caso, decimos que L es un predecesor de N en mod A y que N es un sucesor
de L en mod A. Si ademds L # N, decimos que son predecesores/sucesores propios.

Un ciclo en mod A es un camino de un A-mdédulo M en si mismo, es decir una
secuencia

fi P ft

M = M M, Mo My=M
donde los M; son indescomponibles y los f; son morfismos no nulos que no son Isomor-
fismos.

Observar que en la definicién de camino permitimos que la composicién de los f; sea
0. Este detalle es importante.

Definicion 4.3.5. Sea A una subcategoria aditiva plena de mod A, cerrada por imagenes
isomorfas y sumandos directos. Decimos que

e A es cerrada bajo predecesores si, para cada camino L — --- — M en mod A,
con M en A, se tiene que L estd en A.

e A es cerrada bajo sucesores si, para cada camino L — --- — M en mod A, con
L en A, se tiene que M estd en A.

Lema 4.3.6. Sea A un dlgebra hereditaria, T4 un modulo inclinante y B = EndTy.
Entonces:

(a) El par de torsion (X(T'),Y(T)) en mod B es escindente.

(b) Y(T) es cerrada bajo predecesores y X (T') es cerrada bajo sucesores.

(c) Si A es de representacion finita, también lo es B.

(d) Toda sucesion casi escindida en mod B estd toda contenida en X(T'), o estd
toda contenida en Y(T'), o es una sucesion de conexion.
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(e) gl.dimB < 2 y para todo B-mddulo indescomponible Z tenemos pdgZ < 1 o
idgpZ < 1.

Demostracion:

(a) Sigue del Corolario pues gl.dimA <1 por ser A hereditaria.
(b) Sea Z - Zy — ... — Zy—1 — Y un camino en mod A, con Y € Y(T'). Entonces
Homyu(Z;—1,Y) # 0 implica que Z;_1 ¢ X(T) y por tanto que Z;_1 € Y(T') por
ser el par escindente, por (a). Siguiendo asi, inductivamente tenemos Z € Y(T')
y por tanto Y(T) es cerrado bajo predecesores. Andlogamente probamos que
X (T') es cerrado bajo sucesores.
(c) Sigue de (a).
(d) Sigue de (a) y el Proposicién
(e) La primera afirmacion sigue del Teorema pues gl.dimA < 1 por ser A
hereditaria.
Sea ahora Z un B-médulo indescomponible. Por (a), Z pertenece a X' (T')
V(T). Si Z € Y(T), existe un A-médulo M € T(T) tal que Z = Homa (7T, M)
el lema nos dice que pdgZ < pd4M, y como A es hereditaria, pd 4M <
y por tanto pdgZ < 1.
SiZ e X(T), por el Proposiciény el hecho de que el par (X(7T), Y(T))
es escindente (por (a)), tenemos que 7' Z € X(T'). Como Bp € Y(T'), entonces
Homp(r7'Z,B) =0y por el Lemavale que idZp < 1. O

Lema 4.3.7. Sea A un dlgebra hereditaria. Si Ty y To son A-mddulos indescomponibles
tales que Exth(Tg, T1) = 0, entonces todo morfismo no nulo de Ty a Ty es un monomor-
fismo o un epimorfismo. En particular, si T es indescomponible y Extk(Tl,Tl) =0,
entonces End Ty = k.

0
y
1

Demostracion: Sea f : 17 — T un morfismo no nulo y supongamos que f no es
un monomorfismo ni un epimorfismo. Llamando M = Im f, tenemos que f se factoriza
como f = gh con h: Ty — M el epimorfismo canénico y g : M — T la inclusion.

Tl ! > T2
N Y
M

Como f no es monomorfismo ni epimorfismo, dimy, M < dimy 77 y dim M < dimy 75,
por lo que M no es isomorfo a T ni a T5.
Consideremos la sucesién exacta corta

0 — kerh T " M 0

Aplicando el funtor Ext!{(T5/M, —) a esta sucesién, obtenemos la sucesién exacta

Extly (T2 /M,h)
_—

- —— BExty(Ty/M, Ty) ExtYy (Ty/M, M) —— Ext}(Ty/M,kerh) —- -
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Como A es hereditaria y ker h es un A-médulo, tenemos que Ext?(T/M,kerh) = 0y
luego Extly(Ty/M, h) : Extl(Ty/M, Ty) — Extl(To/M, M) es sobreyectivo. Considere-
mos la siguiente sucesién exacta corta:

(%) 0 M 25T To/M — 0

Viendo a (*) como un elemento de Ext!, (T2 /M, M), 1a sobreyectividad de ExtY, (T2/M, h)
nos dice que existe ¢ € ExtY(Ty/M,T1) que se mapea por h a (). Es decir, existe un
A-médulo N y morfismos tal que el siguiente diagrama es conmutativo con filas exactas:

!

0 y Ty —2— N s To/M —— 0

|l ]

0 M 25T sy To/M —— 0

Esto implica que tenemos una sucesién exacta corta:

)

0 T s Mo N — 9"

T2 > 0

Como Extil(Tg, T1) = 0 por hipdtesis, esta sucesion escinde. Por tanto M @& N =T, @ T
y por la unicidad de la descomposicién en indescomponibles, M = Im f es isomorfo a T}
0 15, lo que es absurdo pues f no era monomorfismo ni epimorfismo.

Para la otra afirmacién, simplemente notar que todo monomorfismo o epimorfismo
Ty — T debe ser también un isomorfismo. O

Corolario 4.3.8. Si B es un dlgebra inclinada, entonces el carcaj Qp de B es aciclico.

Demostracion: Como B es un algebra inclinada B = End T4 donde A es hereditaria
y T es un A-médulo inclinante. Supongamos por absurdo que g no es aciclico.

Como los puntos de Qg estan en correspondencia con los sumandos directos de T,
tenemos que todo ciclo en @p induce un ciclo en mod A

R
Tk
donde f1, ..., fr son morfismos no nulos que no son isomorfismos y 11, . . . , T} son suman-

dos directos indescomponibles de T'.

Notar que no podemos tener un epimorfismo que no es monomorfismo seguido de un
monomorfismo que no es epimorfismo, pues su composiciéon seria un morfismo no nulo
entre T; y T; que no es un monomorfismo ni un epimorfismo, contradiciendo Lemam
pues Ext}4 (T3, Tj) = 0 Vi, j. Por tanto, o bien los morfismos f; son todos monomorfismos
o son todos epimorfismos. Se sigue que fi o ---o fi € End T} es un monomorfismo o un
epimorfismo, luego un isomorfismo y esto contradice Lema O

El siguiente resultado es un lema técnico que es clave para probar la existencia de
una seccién en un dlgebra inclinada, generalizando el Ejemplo

Lema 4.3.9. Sea A un dlgebra, I un A-mddulo inyectivo indescomponible no simple,
T4 un mddulo inclinante escindente y B = EndT4. Si Y € Y(T) es indescomponible,
entonces existe un morfismo irreducible Homy(T,I) — Y en mod B si y sdlo si existe
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un A-mddulo indescomponible J tal que Y = Homy (T, J) y J es isomorfo a un sumando
directo de I/socl.

Demostracion: ( <= ) Consideremos la proyeccién canénica p : I — I/socl, que
es irreducible en mod A pues I es inyectivo no simple. Veamos que f = Homu (T, p) es
irreducible en mod B.

Como I e I/socl pertenecen a T (1) y Homa (7T, —) induce una equivalencia de

categorias Y (7T) = T(T), f no es seccién ni retraccion.

Supongamos que tenemos una factorizacién f = hg con g : Homuy(T,I) — Z y
h:Z — Homx (T, I/socI) morfismos en mod B. Como f # 0, entonces h # 0 y tenemos
que Z ¢ X(T). Luego Z € Y(T), por ser T4 escindente, y por tanto existe M € T (T)
tal que Z =2 Homu (T, M) y morfismos de A-médulos ¢’ : I — M y b/ : M — I/socT tal
que g = Homa(T,¢') y h = Homu(T,}'). Se sigue que p = h/¢' y por tanto h’ es una
retraccién o ¢’ es una seccién, lo que implica que h es una retraccién o g es una seccion.

Concluimos que f es irreducible y por tanto todo morfismo Homyu(7,1) — YV =
Homy (T, J) con J sumando directo de I/soc I es irreducible por [3, Teorema IV.1.10].

(= ) Sean Y € Y(T) un B-médulo indescomponible y f : Homa(7,1) — Y un
morfismo irreducible en mod B. Entonces existe un A-moédulo indescomponible J tal
que Y = Homx (T, J) y un morfismo de B-médulos f': I — J tal que f = Homyu (T, f7).
Como p : I — I/socI es casi escindido minimal a izquierda (ver Ejemplo , existe
g :I/socl — J tal que f' = ¢’p. Més atin, como f es irreducible en mod B, por la
equivalencia Y(T') = T(T) tenemos que f’ es irreducible en 7 (T') y por tanto en mod A
(pues al ser T(T') cerrada por imégenes toda factorizacién de f’ en mod A es a través de
un médulo de T(T')). Por lo tanto, ¢’ es una retraccién y concluimos que J es isomorfo
a un sumando directo de I/socI. O

Observacion 4.3.10. Notemos que si A es un dlgebra hereditaria e I(a) es un A-médulo
inyectivo indescomponible, todo sumando directo de I(a)/socI(a) es inyectivo, por lo
que existe un morfismo irreducible I(a) — J en mod A con J indescomponible si y sélo
si J =2 I(b) y existe una flecha b — a en Q4.

Usaremos esta observacion junto al lema anterior varias veces en la demostracion del
siguiente teorema.

Teorema 4.3.11. Sea A un dlgebra hereditaria, Ta un mddulo inclinante y B = EndTy.
Entonces la clase ¥ de todos los B-mddulos de la forma Homu (T, 1), donde I es un A-
mddulo inyectivo indescomponible, forma una seccion en una componente aciclica Crp
de I'(mod B). Mds ain, ¥ es isomorfa a Q%’, todo predecesor de X en Cp pertenece a
V(T) y todo sucesor propio de ¥ en Cr pertenece a X(T).

Demostracion: Veamos primero que X es isomorfo como carcaj a la seccion €2 de
I'(mod A) que consiste de todos los A-médulos inyectivos indescomponibles, que es iso-
morfa a Q% por Ejemplo Basta ver que ¥1 = €21, pues claramente ¢ = €.

Separemos el caso donde S es un A-mddulo inyectivo simple, que no entra en las
hipotésis del Lema Notar primero que en tal caso todo morfismo que sale de S es
un monomorfismo por ser S simple y una seccién por ser .S inyectivo. Por tanto, no hay
morfismos irreducibles en mod A que salgan de S. Ahora, si Homa(7,S) — X es un
morfismo irreducible en mod B, entonces X € X(T'), pues si fuese X € Y(T') tendriamos
que IM € T(T) tal que Homy (T, M) = X y como Hom4(T,S) € Y(T), tedriamos un
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morfismo irreducible S — M en mod A por la equivalencia Y(T') = T(T'), lo que es
absurdo. Por tanto X ¢ Y(T') y debe ser X € X(T') por ser T escindente. En particular,
el morfismo no pertenece a .

Cubierto este caso, veamos que pasa con los inyectivos indescomponibles no simples.
Sea Homy (T, 1) — Homa (T, I') un morfismo irreducible en mod B, con I e I’ dos A-
médulos inyectivos indescomponibles con I no simple.

Por el lema I’ es isomorfo a un sumando directo de I/soc I, por lo que existe
un morfismo irreducible I — I’ en mod A.

Reciprocamente, si existe un morfismo irreducible I — I’ en mod A, entonces I’ es
isomorfo a un sumando directo de I/soc I por lo que, de nuevo por el lema existe
un morfismo irreducible Hom4 (7, I) — Hom (7, I’) en mod B. Ahora, la equivalencia
Y(T) = T(T') induce un isomorfismo

Irr(1,I') = Trr(Homa (T, I), Hom A (T, I'))

lo que termina de probar el isomorfismo entre los carcajes Xy Q = Q%

Esto nos muestra también que ¥ es un subcarcaj aciclico completo de I'(mod B) vy,
en particular, que ¥ cumple (S1). Notemos por Cr a la componente conexa de I'(mod B)
que contiene a ..

Como todo médulo de ¥ pertenece a Y(T'), que es cerrado por predecesores, todo
predecesor de ¥ en Cp pertenece a Y(T'). Por otro lado, si existe un morfismo irreducible
Y — X con Y = Homu(T,I) para I un A-médulo indescomponible inyectivo y X ¢ ¥,
entonces X ¢ Y(T') (x). Ya probamos que esto vale para I inyectivo simple. Si I es
inyectivo indescomponible no simple y fuese X € Y(T'), entonces por lema seria
X =2 Homy(T,J) donde J es un A-médulo inyectivo indescomponible y por tanto X € X,
absurdo.

Como T es escindente, tenemos que X € X(T') y como X (T) es cerrado por sucesores,
todo sucesor propio de X pertenece a X' (7).

Ahora, si Yy — -+ — Y}, es una cadena de morfismos irreducibles, con Yy, Y, € X,
entonces Y7 € Y(T') por ser predecesor de Y} y por tanto Y7 € X, pues si no fuese asi,
tendriamos un morfismo irreducible Yy — Y7 con Y} ¢ Y(T') y mostramos que esto no
puede pasar en (x). Inductivamente vemos que Y; € ¥ V0 < i < k y por tanto que X es
convexo, es decir ¥ cumple (52).

Falta probar entonces que ¥ cumple (S3), lo que terminaria de probar que ¥ es una
seccién en Cp. Veamos entonces que X intersecta a toda 7-6rbita en Crp.

Para esto, sea Y € ¥ y Zy € Cr tal que para algiin Z en la 7-6rbita de Zj existe
n € Z y un morfismo irreducible 7Y — Z o Z — ™Y . Supongamos que |n| es minimal
y veremos que n = 0. Tenemos dos casos:

(i) Sin < 0, entonces Z € Y(T) pues sino, Z € X(T) implica que Z no es proyectivo
y existe un morfismo irreducible 7"tY — 77 o 7Z — 7"T1Y, respectivamente. Esto
contradice la minimalidad de n, pues 7Z pertenece a la 6rbita de Zy y |n + 1| < |n| por
ser n < 0.

Ahora, como existe una cadena de morfismos irreducibles Y — --- — 771Y, entonces
7Y € X(T) por el Proposicién Como Z € Y(T) e Y(T') es cerrado por prede-
cesores, Z no puede ser un sucesor de 7Y y por tanto existe un morfismo irreducible
Z — 771Y, y por tanto un morfismo irreducible Y — Z. Por tanto era n = 0.
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(ii) Sean > 0. Si Z ¢ XU X(T), entonces Z no es inyectivo y existe un morfismo
irreducible 7" — 771Z o 771Z — 7"71Y, y esto contradice la minimalidad de n.
Por otro lado, si Z € X(T), entonces Z es un predecesor de Y € Y(T') y esto es una
contradiccién por ser Y(T') cerrado por predecesores. Con esto concluimos que Z € ¥ y
por tanto n = 0.

En consecuencia, estamos siempre en el caso n = 0, es decir, tenemos que existe un
morfismo irreducible Y — Z o Z — Y. En el primer caso, por Lema o bien Z o
7Z pertenece a 3. En el segundo caso, necesariamente Z € Y(T). Luego, Z € ¥ o Z no
es inyectivo y por tanto existe un morfismo irreducible Y — 771 Z y caemos en el primer
caso.

Probamos entonces que si Y € ¥ y Z € Cp, entonces

{T"Z :neZn{t"Y meZ}#0 = {"Z:neZ}nX #0.
Tomando Z; en esta interseccién, vemos que si Z' € Cr, entonces
{(7"Z" neZyN{t"Zy meL} #0 = {t"Z' :neZ}NT #0
por el mismo argumento y, de forma inductiva, como Cr es conexo, concluimos que X
intersecta a toda 7-6rbita en Cr.
Finalmente, si Y y 77'Y pertenecen a ¥ con t > 1, entonces 7 'Y € Y(T') implica
que 7Y € Y(T) y esto contradice el Proposicién m Esto muestra que X intersecta

a toda 7-6rbita en Cp una sola vez y, por tanto, que X cumple (S3).
Concluimos que Y es una seccion en Cp y, en particular, que Cr es aciclico por

Proposicién U

Definicién 4.3.12. La componente Cr de I'(mod B) se llama componente de conexién
de I'(mod B) determinada por 7.

La siguiente imagen muestra la componente de conexién Cr en I'(mod B) para B =
EndTy4.

Y(T) CrnY(T) CrnNX(T) X(T)

_— Z=QF S~

Ejemplo 4.3.13. Sea A el algebra dada por el carcaj

3 a 2 B
o s 0

y T el A-mé6dulo inclinante T' = S(1) & P(3) @ S(1). Tenemos que B = End T}y es el
algebra dada por el mismo carcaj pero con la relacién af = 0.

Vemos que Homa (7', I(1)) = P(2),Homa(T, 1(2)) = S(2) y Homa(T,I(3)) = I(2).
En la siguiente imagen mostramos I'(mod A) con el par de torsion (7(T),F(T)) y
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I'(mod B) con el par de torsién (X (T),)(T)) y la componente de conexién Cr, que
es el subcarcaj completo de I'(mod B) que contiene a P(2),S5(2) e I(2), marcada de
azul:

4.4. Criterio de Liu y Skowronski

Para decidir si un algebra B es inclinada, es decir, decidir si existe un algebra hered-
itaria H y un H-moddulo inclinante 1" tal que B = End Ty, precisamos tener una car-
acterizacién intrinseca de las dlgebras inclinadas. En esta seccién veremos el criterio de
Liu y Skowronski, que caracteriza a las dlgebras inclinadas como aquellas cuyo carcaj de
Auslander-Reiten contiene una seccion con ciertas propiedades razonables.

Veremos esta caracterizacién de las dlgebras inclinadas en vez de, por ejemplo, la
dada en [7, Proposicién 7.1, Teorema 7.2], ya que usaremos el criterio en la clasificacién
de las algebras inclinadas de tipo A,,, en el siguiente capitulo .

Para este criterio seran de gran importancia los moédulos fieles. Ver Definicién [3.5.3
y las caracterizaciones equivalentes dadas en el Lema[3.5.4] Veamos ahora algunos lemas
que precisamos para probar el criterio de Liu-Skowronski.

Lema 4.4.1. Sea A un dlgebra y M un A-mddulo fiel. Entonces:
(a) Si Homa(M,7M) =0, entonces pdM < 1.
(b) Si Homa(7~1M, M) = 0, entonces idM < 1.

Demostracion: Probaremos (a), siendo (b) similar. Como M es fiel, por Lema
DA € Gen(M), o sea existe s > 1 y un epimorfismo M* — DA. Tras aplicar el funtor
Hom(—,7M) obtenemos un monomorfismo Hom (DA, 7M) — Homa(M,7M)* = 0.
Por tanto Homy (DA, 7M) = 0 y por Lema tenemos pdM < 1. O

Observacion 4.4.2. Si M es un A-médulo fiel tal que Hom 4 (M, 7M) = 0, entonces M
es un A-mdédulo inclinante parcial. Es claro por el lema anterior que M cumple (T1) y
el isomorfismo Extl (M, M) = DHom(M,TM) = 0, dado por el Corolario 1noS
dice que M cumple (T2).

Lema 4.4.3. Sea A un dlgebra, I un ideal bildtero de A y B = A/I. Si M es un
B-mddulo, entonces el trasladado de Auslander-Reiten 7gM de M en mod B es un
submddulo del trasladado de Auslander-Reiten TAM de M en mod A.

Demostracion: Para todo A-mdédulo N, definimos el B-mddulo
ti(N)={z e N:2l =0} CN.

Para cada morfismo de A-médulos f: N — L, la restriccion tr(f) : t7(N) — t7(L) de f
a t7(N), es un morfismo de B-mddulos. Tenemos definido entonces un funtor covariante
t; : mod A — mod B.

72



Sea Mp un B-médulo. Supongamos que, visto como A-médulo, M4 es proyectivo
y, sin pérdida de generalidad, asumamos que M4 es indescomponible. Ahora, si g :
X — Y es un epimorfismo de B-mddulos, es también un epimorfismo de A-médulos y
como Homp(M,Z) = Homy (M, Z) para todo B-médulo Z, tenemos que Homp(M, g) :
Homp(M, X) — Homp(M,Y) es sobreyectivo por ser My proyectivo como A-médulo.
Por tanto Mp es proyectivo como B-médulo y 75 M = 0 es un submédulo de 74 M = 0.

Veamos ahora el caso donde Mp no es proyectivo. Veremos que existe un morfismo
inyectivo T g M — t;(74M) y por tanto que 7 M es un submdédulo de 74 M, pues t; (74 M)
es un submédulo de 74 M.

Como Mp no es proyectivo, tampoco lo es M4 y por tanto existe una sucesion casi
escindida

0— M2 B—95 M 0
en mod A. Aplicando el funtor t; obtenemos una sucesién exacta corta en mod B

0 —— ty(rad) 2% 1) 9 p— (M) —— 0

donde t;(M) = M por ser M un B-médulo. Ahora, el morfismo t;(g) no es una re-
traccién, pues si lo fuese tendriamos g ot o s = tj(g) o s = idy para algin morfismo
s: M — t7(E) et:tr(F) —» E lainclusién, pero g no es una retracciéon. Ademds, si
Xp es un B-moédulo y v : Xp — Mp no es una retraccién, entonces u : X4 — My visto
como morfismo de A-médulos no es una retraccién, y como ¢ es casi escindido minimal
a derecha tenemos que existe v : X4 — FE4 morfismo en mod A tal que u = gv. Como
XI =0 por ser X un B-médulo, v(z)I = v(xzl) =0 Vx € X y por tanto Imv C t;(E).
Por tanto, v es un morfismo v : Xp — t7(E) en mod B tal que u = t7(g)v. Esto termina
de probar que t;(g) es casi escindido minimal a derecha en mod B.
Ahora, como Mp no es proyectivo, existe una sucesion casi escindida en mod B

/ !

0 — M L 5 B 75 M 0

Como t;(g) es casi escindido minimal a derecha en mod B y ¢’ no es una retraccion,
Jh : E' — t;(E) morfismo de B-mdédulos tal que t;(g)h = ¢’. Como ¢’ es casi escindido
minimal a derecha, entonces es irreducible y como t;(g) no es retraccién, h debe ser una
seccion.

Consideremos ahora el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

! /
LAY NV 0
|
0 oo
!

0 —— ty(rad) 2% 1By 9D () —— 0

0 —— M

donde 1’ se obtiene pasando al niicleo. Como h es inyectiva por ser una seccién, también
lo es /. Esto muestra que 75 M es un submédulo de t; (74 M), y por tanto un submédulo
de T4 M. O
Lema 4.4.4. Sea A un dlgebra y n el rango del grupo de Grothendieck de Ky(A) de A.
Si un A-mddulo M es suma directa de m mddulos indescomponibles no isomorfos 2 a 2
y Homy (M, 74M) = 0, entonces m < n.
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Demostracién: El anulador a derecha Ann(M) de M es un ideal bilatero, por lo
que si B = A/ Ann(M), tenemos por el Creflema 8.5.2 que 7 M es un submdédulo de
T4. Luego, Homa(M,74M) = 0 implica que Hompg(M,75M) = 0 y como M es un
B-médulo fiel, es inclinante parcial por la Observacién 4.4.2

Luego por el Lema de Bongartz [2.2.9) existe un B-médulo N tal que M ¢ N es un B-
médulo inclinante. Por Corolario tenemos m < rk Ky(B) y como B = A/ Ann(M),
rk Ko(B) < rk Ko(A) = n. Sigue que m < n. O

Dada una seccién 3 en el carcaj de Auslander-Reiten I'(mod B) de un &lgebra B,
consideramos 7% := {TW : W € £} y 77!'S := {77'W : W € £}. El lema [4.1.7] nos
dice, con esta notacion, que

(a) SiUp € ¥y existe un morfismo irreducible V' — U en mod B, entonces Vp € ¥
(0] VB €T,

(b) SiUp € ¥y existe un morfismo irreducible U — V en mod B, entonces Vi € ¥
oVper -1y,

Con esto en mente, veamos el siguiente lema.

Lema 4.4.5. Sea B un dlgebra, C una componente de I'(mod B) y ¥ un subcarcaj
aciclico, completo y conexo de C.

(a) Supongamos que si U pertenece a ¥ y existe un morfismo irreducible V. —
U, entonces V€ ¥ oV € 73. FEntonces todo morfismo f : X — U entre
indescomponibles U € ¥ y X ¢ X se factoriza via una suma directa de médulos
de TX.

(b) Supongamos que si U pertenece a ¥ y existe un morfismo irreducible U — V,
entonces V.€ X o V. € 7718, Entonces todo morfismo g : U — X entre
indescomponibles U € ¥ y X ¢ ¥ se factoriza via una suma directa de médulos
de 7713,

Demostracion: Probaremos (a), siendo (b) similar.

Supongamos que f : X — U es un morfismo entre indescomponibles U € ¥y X ¢ ¥.
Como X es finito y aciclico, podemos probar el resultado por induccién en una sucesién
admisible de fuentes (ver [1.1.12).

Supongamos primero que U es una fuente en ¥ y consideremos el morfismo casi
escindido minimal a derecha u : E — U. Por ser U una fuente, todo sumando de F
pertenece a 7% y como f se factoriza por u, terminamos.

Supongamos ahora que U no es una fuente y consideremos el morfismo casi escindido
minimal a derecha u : E — U. Entonces £ = E'®E"”, donde todos los sumandos directos
indescomponibles de E’ pertenecen a 7E y todos los sumandos directos indescomponibles
de E” pertenecen a TE y son predecesores de U en la sucesién admisible de fuentes.
Entonces, f se factoriza por u = [v/ u"] : E' @ E” — U porque, por induccién, el
morfismo X — E” obtenido se factoriza por una suma directa de médulos en 7. O

Observar que las hipdtesis (a) y (b) se cumplen si ¥ es una seccién, por el Lema[4.1.7]

Lema 4.4.6. Sea B un dlgebra, C una componente de I'(mod B) que contiene una seccion
finita X y T la suma directa de todos los mdédulos en . Entonces,

Homp(T,7T) =0 <= Homp(r 'T,T) = 0.
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Demostracion: Seap: P — 71T una cobertura proyectiva de 7~ 7. Por LemaM(a)
aplicado a 771X, p se factoriza por una suma directa de médulos en ¥, o sea existen
morfismos u: P —- X yv: X — 7 'T tal que p = vu y X € addT. Por tanto, existe
t > 1 y un epimorfismo v’ : T* — X. Como p es un epimorfismo, % es un epimorfismo
y por tanto f := wu' : T — 77T es un epimorfismo. Dualmente, considerando una
envolvente inyectiva de 77, llegamos a que existe s > 1 y un monomorfismo g : 77" — T%.

Ahora, asumamos que Homp(7,7T) # 0 y sea 0 # h : T — 77 un morfismo de
B-médulos. Por Lema b) aplicado a 3, existe r > 1 y una factorizacién h =
hohi, donde hy : T — (77 'T)" y ho : (r7'T)" — 7T. Luego, la composicién ghy :
(771T)" — T es un morfismo no nulo, y por tanto Hompg(7~'T,T) # 0. Anélogamente,
Hompg(771T,T) # 0 implica que Hompg(T,7T) # 0, usando el morfismo f obtenido
anteriormente. U

Lema 4.4.7. Sea B un dlgebra, ¥ una seccion finita en una componente C del carcaj
I'(mod B) y Tp la suma directa de todos los médulos en 3. Si T es un B-mddulo fiel y
Homp(T,7T) = 0, entonces T es un B-mddulo inclinante.

Demostracién: Por Observacion[£.4.2] T es inclinante parcial. En particular, pdgT <
1. Ademsds, por el Lema M, tenemos Homp (7~ 'T,T) = 0, por lo que idgT < 1 por
Lema [4.4.1|(b).

Sea {fi,..., fq} una k-base de Homp(B,T) = T y consideremos el monomorfismo
f=1fi...fq] : B— T? Tenemos una sucesién exacta corta

f

(%) 0 » B y T 25 U 0

con U = coker f. Veremos que T'@ U es inclinante.

Como pdpT < 1y Bp es proyectivo, tenemos que pdz(U) < 1y por tanto pdg(T @
U) <1y T®U cumple (T1). La sucesion (*) muestra también que 7'@® U cumple (T3).
Veamos que T'@ U cumple (T2), o sea que vale

0=Extpz(T®UToU)2Exty(T,T)® Exty(T,U) ® Extp(U,T) ® Extp(U,U).

Ya sabemos que Ext]l_g(T, T) = 0. Veamos que pasa con los otros sumandos. Aplicar el
funtor Homp(—,T") a (%) nos da una sucesion exacta

Homp(T,f)

Hompg(T9,T) Homp(B,T) ——— Ext5(U,T) ———— Ext5(T%,T) =0

Por definicién de f, el morfismo Homp(f,T) es sobreyectivo y por tanto debe ser
ExtL(U,T) = 0.

Por otro lado, aplicar Homp (U, —) a () nos da una sucesién exacta
0 =Exth(U,T) ———— Exth(U,U) ———— Ext%(U,B) =0
donde la primera igualdad es por ser Ext}B(U, T) = 0 y la tdltima por ser pdgU < 1.

Luego Exth(U,U) = 0.
Finalmente, aplicar Homp (7, —) a (*) nos da una sucesién exacta

0 = BExth(T,T%) ———— ExtL(T,U) ——— Ext%(T,B) =0

75



donde la ultima igualdad es por ser pd1’s < 1. Luego EthB(T, U)=0,porloque TaU
cumple (T2) y por tanto es inclinante.

Veamos ahora que U € addT'.

Si fuese U ¢ addT, tomamos U’ un sumando directo indescomponible de U que

no pertenezca a add 7. Tenemos entonces un epimorfismo 7¢ — U — U’ y por tanto
g

Homp(T,U’) # 0. Por lema [.4.5(b), tenemos Homp(r~'T,U’) # 0 y, como idgT <
1, por Corolario [1.6.24 ExtLb (U’ T) = DHomp(r'T,U’) # 0. Esto contradice que
ExtL(U, T) = 0y por tanto debe ser U € addT. Como T @ U era inclinante, concluimos
que T es inclinante. O

Definicion 4.4.8. Decimos que una seccién ¥ en una componente C del carcaj de
Auslander-Reiten I'(mod B) de un algebra B es fiel si la suma directa de todos los
moédulos que pertenecen a ¥ es un modulo fiel.

Estamos ahora en condiciones de probar el criterio de Liu-Skowronski.

Teorema 4.4.9 (Criterio de Liu-Skowroniski). Un dlgebra B es un dlgebra inclinada si
y sdlo si el carcaj T'(mod B) contiene una componente C con una seccion fiel ¥ tal que
Homp(U,7V) = 0 para todo par de mddulos U y V en 3.

Mads aun, en tal caso, la suma directa Ty de todos los modulos en ¥ es un B-maodulo
inclinante con A = End Tp hereditaria, y C es la componente de conexion de I'(mod B)
determinada por el A-médulo inclinante D(4T).

Demostracion: ( = ) Sea B un &dlgebra inclinada. Existen un algebra hereditaria
A y un A-médulo inclinante T' tales que B = EndT4. Por el teorema la clase
Y. de todos los médulos de la forma Hom (7, I), donde I es un A-médulo inyectivo
indescomponible, forman una seccién en la componente de conexién Cr de I'(mod B)
determinada por 7.

Ahora, tenemos un isomorfismo Hom 4 (7', DA) = (DT)p pues

(DT)p = D(pTa® A) = Homy(pTa ®4 A, k) = Hom (T, Homy (A, k)) = Hom (T, DA)

usando la definicién de D(—) = Homy(—, k) y el Teorema

Como g7T es inclinante, existe m > 1 y un monomorfismo gB — 1™, lo que nos
da un epimorfismo (DT)% — DB. Por tanto (DT)p es fiel por el lema [3.5.4]

Como (DT)p = Homa (T, DA) = Homa(T, Dae(q 1)1 (a)) = Bac(@4), Homa(T, I(a)),
tenemos que (DT')p es la suma directa de todos los médulos en ¥ y por tanto que X es
fiel.

Finalmente, como Hom4(T, DA) € Y(T), por el lema de conexién (3.3.5)), el médulo
771 Homa (T, DA) = Ext! (T, A) pertenece a X(T). Por tanto, si U y V son médulos
en 3, entonces son submédulos de Homa (T, DA) y tenemos Homp(7~*U, V) = 0. Por
Lemam Homp(U,7V) = 0 para todo U,V en X.

( <= ) Sea ahora B un &lgebra tal que I'(mod B) tiene una componente C con una
seccién fiel ¥ tal que Homuy (U, 7V) =0V U,V € X. Sea Tp la suma directa de todos
los médulos en ¥ y A = EndTg. Por Lema tenemos que X es finito y luego el
Lema [4.4.7 nos da que T es un moédulo inclinante. Se sigue del Proposicion que
AT es inclinante.
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Ahora, como id 40» (DT) < 1, tenemos Hom aop ((771)P DT, A°P) = 0 por Lema/1.6.21
Usando que (771)? = 7y que D7 = 7, tenemos:

Hom gop (D AP, 7 DT') = Hom gor (DA, D(7~ )P DT') = Hom gop (7~ 1) DT, A%) = 0

y entonces pd 4op D(4T') < 1, de nuevo por Lema

Luego tenemos que D(—) preserva (T1), y como claramente preserva (T2) y el
numero de médulos simples no isomorfos dos a dos, el Corolario nos da que D(4T)
es inclinante. Ademds cumple que ¢ : B — End D(4T) definida como ¢ (b)(f)(t) = f(tb)
parab € B, t € Tpy f € D(4T) es un isomorfismo. Més ain, hay isomorfismos de
B-mddulos

Homa(D(AT),DA) =2 Homy(A,T) = T.
Por tanto, C es la componente de conexién Cp(,7) de I'(mod B) determinada por D(4T)
y 2 es la seccién del Teorema [4.3.11]

Falta ver que A = End T es hereditaria. Para esto veremos que todo submaddulo de
un A-médulo proyectivo es proyectivo. Sea P un A-mdédulo proyectivo indescomponible
y f: M — P un monomorfismo con M indescomponible. El médulo inclinante Tg
determina pares de torsién (7(T'), F(T')) en mod B y (X(T),Y(T)) en mod A. Como
Py € Y(T), que es libre de torsién, tenemos M4 € Y(T). Es decir, existe un morfismo
g:U — VenmodB con UV € T(T) tales que Homp(T,g) = f, Homp(T,U) =
My, Homp(T,V) = P4 y V pertence a ¥. Esto tltimo pues proj A = addT por
Lema y por tanto existe V' € addT indescomponible tal que Hompg(T,U) = Pg.
Por definicion de T esto quiere decir que V pertenece a Y. Probaremos que U pertenece
a Y. y por tanto que el A-médulo M = Homp(T,U) es proyectivo.

Como M # 0, existe un A-médulo proyectivo indescomponible P y un morfismo no
nulo ' : P’ — M. Se sigue que existe un morfismo ¢’ : V' — U en mod B tal que V'
pertenece a 3, Homp (T, V') = P} y Homp(T,¢’) = f’. Como f es un monomorfismo,
tenemos ff’ # 0 y por tanto gg’' # 0.

Supongamos ahora que U no pertenece a . Como tenemos un morfismo g : U — V'
en mod B con V en X, por Lema M(a) existen morfismos de B-médulos h : U — W'y
t: W — V con W suma directa de médulos en 7X tales que g = th. Como thg' = gg’ # 0,
existe un morfismo no nulo hg’ : V' — W y en consecuencia Hompg(T,7T) # 0, lo cual
contradice la condicién Hom(U,7V) =0 en X. O

Ejemplo 4.4.10. Veamos un ejemplo donde valga Homy (U, 7V) = 0 para todo U,V €

Y, siendo ¥ una seccién de I'(mod A):
(03

Consideremos el carcaj Q = 1 o ; o2, y el dlgebra A = kQ/I con relaciones
af =0 = pa. El carcaj de Auslander-Reiten tiene identificaciones:
P(2)
S(1) --------- - S(2) ------m - S(1)

Para la seccién P(1),5(2), P(2), tenemos Hom4(P(2),75(2)) = Homa(P(2),S(1)) # 0.
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Lo que estd pasando es que la identificacién de puntos en el carcaj de A-R permite
que T vaya "hacia la derecha” (y hacia la izquierda, en simulténeo).

Ejemplo 4.4.11. Sea B el algebra dada por el carcaj
\

ligado por a8 = v0 y €6 = 0. Ilustramos el carcaj de Auslander-Reiten I'(mod B)
de B con una seccién ¥ marcada de azul en la siguiente imagen (donde los médulos
indescomponibles estén representados por su vector dimensién):

0 1
0 0
0 1
, a N\ , /! N .
1 0 0 0
0 L0 . 1
0 0 1
. / N\ 1 a 1 N\ 1 /! N\ . /
1 1 1 0 0
08 18—* 1(1)H 13 11
N\ . / ¢ 1 /! N\ 0 /! N\ .
1 0 0
10 0! 1 Y00
0 0 0 1

Es claro que Homp(U,7V) = 0 para todo U, V en . Por otro lado, si Tp es la suma
directa de todos los médulos en 3, como todo B-mdédulo proyectivo es un submaédulo de
algiin médulo en la seccién X, A4 es cogenerado por Ty Lema [3.5.4 nos da que T es
fiel. Luego podemos aplicar Teorema y tenemos que B es un algebra inclinada.
Tenemos que A = End Ty es el dlgebra de caminos del siguiente carcaj de tipo D5
Usando podemos calcular el A-médulo inclinante 7" tal que End 7% = B. Obten-
emos

1 1 1 1 0
=1 1 111 1.
0 00 @ 1 00 @ 0 S O000 5] O00
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CAPITULO 5

Algebras inclinadas de tipo A,

El objetivo de este capitulo es claisifcar las dlgebras inclinadas de tipo A,,, es decir,
dar una condicién necesaria y suficiente sobre el carcaj Qp y el ideal Zp de un algebra
B = kQ/Z para que se cumpla que B = End T4 donde A es un algebra hereditaria de
tipo A, y T un A-médulo inclinante.

Para lograr esto, presentaremos una clase de dlgebras llamadas amables y veremos
que las algebras inclinadas de tipo A,, se corresponden con una subclase de las algebras
amables de tipo drbol. Esta clasificacién fue obtenida originalmente en [1].

Definicién 5.1.1. Sea A un algebra con carcaj Q4 aciclico. El dlgebra A = kQ4/Z se
dice amable si el carcaj ligado (Q4,Z) cumple las siguientes propiedades:

(A1) Cada vértice de Q4 es origen y destino de a lo sumo dos flechas.

(A2) Para cada flecha o € (Q4)1, hay a lo sumo una flecha 8 y una flecha v tal que
af ¢Lyya¢l

(A3) Para cada flecha o € (Q4)1, hay a lo sumo una flecha € y una flecha ¢ tal que
ac €Ty da €l

(A4) El ideal Z esté generado por caminos de largo 2.

Si ademds Q4 es un arbol, decimos que el dlgebra A es amable de tipo drbol.

Veamos algunos ejemplos de algebras amables.

Ejemplo 5.1.2. (a) El dlgebra A dada por el carcaj

ligada por aff =0y v = 0 es un algebra amable.
(b) El &lgebra B dada por el carcaj

1o o4
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ligada por aff =0 y v = 0 es amable de tipo arbol.
Se puede ver que B es inclinada de tipo A, o sea que B = End4 T donde A es
el algebra hereditaria dada por el carcaj

1 2 3 4 5
o o > O

y T es el A-médulo inclinante
T=P1l)ePbh)eMaI(1l)sI(5)

donde M es el A-médulo indescomponible con vector dimensién dimM = [1111 1].

(c) El élgebra C' dada por el carcaj

o<eo<6oy>o<’3 o+% o
1 2 3 4 5 6

ligado por a8 = 0 y de = 0 es un &lgebra amable de tipo arbol. Contrario a (b),
esta dlgebra no es inclinada de tipo A,, (de hecho no es inclinada de ningtin tipo).

Para ver esto, tomamos el C-mdédulo indescomponible M con vector dimensién
dimM =1[00 110 0]. Veremos que vale pdM > 1y idM > 1, lo que contradice el
Lema M(e) y por tanto implica que C no puede ser un algebra inclinada.

La cobertura proyectiva de M es P(3) pues top P(3) = S(3) = top M. Ahora,
ker(P(3) — M) = S(2) no es proyectivo y por tanto pdM > 1.

Andlogamente, vemos que la envolvente inyectiva de M es I(4) y coker(M —
I(4)) = S(5) no es inyectivo, por lo que idM > 1.

Miés adelante en el Lema [5.1.15] veremos que este ultimo ejemplo es esencialmente el
Unico caso donde un algebra amable de tipo arbol no es inclinada de tipo A,,.
Antes de comenzar con la clasificacién, precisamos algunas definiciones y resultados.

Definicién 5.1.3. Un camino My — ... — M; en el carcaj de Auslander-Reiten de un
algebra A se dice seccional si 7M; 22 M; o V1 < i < t.

Por ejemplo, todo camino contenido en una seccion del carcaj de Auslander-Reiten
I'(mod A) de un &lgebra A es seccional.
Precisamos el siguiente resultado, del cual no daremos una demostraciéon, pero que
se debe a que un camino seccional no puede contener un “tridngulo” del carcaj de
Auslander-Reiten.

Proposicién 5.1.4. [3, Corolario IX.2.2] Dada un dlgebra A y un camino de morfismos

. . . . . f f2 ft—1
wrreductbles correspondientes a un camino seccional M Mo e > My en
I'(mod A), tenemos que su composicion es no nula, o sea fi—1--- f1 # 0.

La siguiente propiedad serd importante para, una vez probado que las dlgebras in-
clinadas de tipo A,, son amables, demostrar que son de tipo arbol.
Recordar que si A = kQ/Z es un élgebra de carcaj ligado, el soporte de un A-médulo
M es

sop M :={i € Qo : M; # 0}.
Definicion 5.1.5. Sea A un &lgebra con carcaj aciclico Q4.
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(a)

Se dice que un A-médulo proyectivo indescomponible P(a) tiene radical separado
si para cualquier par de sumandos indescomponibles M y N de rad P(a) se tiene
que sop(M) y sop(IN) pertenecen a distintas componentes conexas del subcar-
caj completo ) A(E)) de @4 generado por los vértices que no son predecesores
de a.

Se dice que un algebra A satisface la condicién de separacion si todo A-mdédulo
proyectivo indescomponible tiene radical separado.

Se dice que un A-médulo inyectivo indescomponible I(a) tiene coradical separado
si para cualquier par de sumandos indescomponibles M y N de I(a)/socI(a)
se tiene que sop(M) y sop(INV) pertenecen a distintas componentes conexas del
subcarcaj completo ) A(%) de Q4 generado por los vértices que no son suce-
sores de a.

Decimos que un algebra A satisface la condicién de coseparacion si todo A-
modulo inyectivo indescomponible tiene coradical separado.

Notar que un algebra A satisface la condicion de separacién si y sélo si su algebra
opuesta A satisface la condicién de coseparacion.

Veamos algunos ejemplos para entender mejor estos conceptos.

Ejemplo 5.1.6. (1) Si un A-médulo proyectivo indescomponible tiene radical in-

(2)

(4)

descomponible o cero, entonces tiene radical separado. Por ejemplo, todo A-
modulo proyectivo simple tiene radical separado.
Consideremos el dlgebra Ejemplo[5.1.2)(a). Tenemos que rad P(4) = S(3)®5(2)
y por tanto P(4) no tiene radical separado, pues Q(4)o = {1,2, 3} tiene una
sola componente conexa que contiene al soporte de S(3) y de S(2).
Si consideramos el dlgebra dada por el mismo carcaj que en Ejemplo (a)
pero con la relacién a8 = vd. En tal caso el radical de todo proyectivo inde-
scomponible es indescomponible o cero y por tanto A cumple la condicién de
separacion.

Este ejemplo junto al anterior nos muestran que la condiciéon de separacion
depende no solo del carcaj, si no también de las relaciones.
Sea B el algebra dada por el carcaj

(@]
N
2 1
@] @]

ligado por a5 = 0. En este caso tenemos que P(1) tiene radical separado pero
P(2) no, luego B no cumple la condicién de separacion.
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Lema 5.1.7. Si A es un dlgebra tal que Q 4 es un drbol, entonces A satisface la condicion
de separacion. Reciprocamente, si A estd ligada solo por relaciones cero, es de repre-
sentacion finita, satisface la condicion de separacion y tiene carcaj Q 4 aciclico, entonces
Q4 es un drbol.

Demostracion: Si Q4 es un arboly a € (Q4)o, tenemos que localmente @ 4 se ve asi

(donde :t denota que hay t flechas entre la superior y la inferior):

/\

a o4 , .
de forma que los rayos 0 — --- y 6 ... con j # 1 se cortan solo en el vértice a.
Si P(a) es el A-médulo proyectlvo 1ndescomponible correspondiente al vértice a,
tenemos que es

\/
/\

y como P(a)/rad P(a) = S(a), es rad P(a) = @:;2 N;, siendo Nj los siguientes A-

moédulos indescomponibles:
\4 / _

O—>k

O

Luego los soportes de los sumandos de rad P(a) estdn en componentes conexas dis-
tintas de @ A(ﬁ) por cortarse los rayos solo en a. Por tanto A satisface la condicién de
separacion.

Para el reciproco, supongamos que Q4 no es un arbol, en cuyo caso contiene un
subcarcaj completo Q' que es un ciclo no orientado. Como Q4 es aciclico, Q' contiene
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al menos una fuenta a y un pozo b, por lo que tiene la siguiente forma:

Cc1
(¢]

©)

ob

a o \
NS

donde w y w’ son paseos. Como A es de representacién finita, también lo es B = kQ' con
las relaciones heredadas. Por tanto Q" esté ligado por al menos una relacién, que debe ser
una relacién cero. Luego rad P(a) no puede ser indescomponible y si rad P(a) = M;®Ms
tenemos, sin pérdida de generalidad, ¢; € sop(M;) y c2 € sop(Mz). Como c¢; y co
pertenecen a la misma componente conexa de Q(@) (la tnica), tenemos que A no cumple
la condicién de separacién, lo cual es absurdo. [l

Observaciéon 5.1.8. Si A es un &lgebra hereditaria de representacién finita, entonces
satisface la condicién de separacion y la condicién de coseparacién.

Esto es ya que al ser Q4 un édrbol, también lo es Q% y por el lema anterior tanto
A como A° satisfacen la condicién de separacién. Por tanto A satisface también la
condicién de coseparacion.

Con todo esto, apuntamos a ver que las dlgebras inclinadas de tipo A,, son amables.

Para lo que sigue, calcularemos la dimensién de los espacios Homy(—,—) en un
algebra hereditaria A de tipo A,. Para esto observemos primero que si M y N son
A-moédulos indescomponibles, entonces dimy Hom 4 (M, N) es 0 o 1.

Para ver esto, supongamos que sop(M) = {j, j+1,...,¢}, sop(N) = {k,k+1,...,m},
M; =kVj<i</ly N; =kVk <i<m. Supongamos también que j < k.

Ahora, Hom4 (M, N) =0 <= sop(M) Nsop(N) = 0. Luego, si existe un morfismo
no nulo f : M — N, existe ig € sop(M) N sop(N) y tenemos que, en ese vértice,
fio + Mi, — N;, va de k — k y por tanto es multiplicar por un escalar. Luego f esta
dado por AId con \ € k, pues debe ser f; = A - 1y para todo i € sop(M) Nsop(N) para
que el siguiente diagrama conmute y f sea morfismo:

My, M; My 11
I
N, N; Nigs1 ——

donde las flechas estan orientadas segun el carcaj Q.

Dado un A-médulo indescomponible M, queremos ver en que “zona” del carcaj de
Auslander-Reiten de A se encuentran los A-médulos N con Hom 4 (M, N) # 0.

Para esto, tomamos los (a lo sumo) dos caminos seccionales maximales que salen de
M (son a lo sumo dos pues en un algebra de tipo A,, el término medio de cada sucesién
casi escindida es suma directa de a lo sumo dos mddulos indescomponibles). Llamamos
M7 y My al iltimo médulo que aparece en cada camino seccional. La unién de estos dos
caminos seccionales forma un subcarcaj completo de I'(mod A) con grafo subyacente A,,.
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Construimos el carcaj ZY (ver definicién en el cual hay un tnico camino
seccional maximal con origen en M; y My respectivamente (si no fuera asi, los caminos
seccionales de mod A no serfan maximales). Estos dos caminos seccionales maximales
se intersectan en un punto X € (ZX)o, el cual no necesariamente se corresponde a un
A-moédulo indescomponible.

Definicién 5.1.9. Notamos R(M) al conjunto de todos los A-mddulos indescomponibles
N tales que existe un camino M — --- - N — --- — X en ZX.

Veamos un ejemplo ilustrando la construccion anterior y R(M).

Ejemplo 5.1.10. El siguiente dibujo ilustra como es la construccién de R(M) para el
algebra de caminos A del carcaj

o) o o o o o
6 5 1 2 3 4

y el A-médulo M con dimM = 011110. Marcamos en I'(mod A) con e los puntos de
R(M), con o los que no pertenecen a R(M) y con e los que pertencen al carcaj Z pero
no a I'(mod A). Observar que en este caso X no es un A-moédulo indescomponible.

My
@] [ O
SN SN SN
(@] [ ) [ e
SN N SN S
o [ [ [ ]
NN SN S Nex
(o) [e) [ [ ) [ ]
NSNS N SN SN
o o] [ ] [ N
NN SN SN S
o o [ ] o
My
Los siguientes dos hechos valen en general, pero son visibles en este ejemplo.
Con la notacién de la construccién de R(M ), tenemos que X pertenece a I'(mod A)
siy sélo si M es un A-médulo proyectivo indescomponible. Por otro lado, si M es un

A-médulo inyectivo indescomponible, entonces R (M) consiste solo de los (a lo sumo)
dos caminos maximales que salen de M.

Lema 5.1.11. Sea A un dlgebra hereditaria de tipo A,, M y N dos A-mddulos inde-
scomponibles. Entonces

dimy Homy(M,N) =1 <= N € R(M),

y Hom4 (M, N) =0 en otro caso.
El resultado también vale st A = kQ/Z es un dlgebra amable de tipo drbol, con R(M)
construido de forma andloga.

Demostracion: Demostraremos el lema cuando A es un dlgebra hereditaria de tipo
A,,. Para el caso donde A es amable de tipo arbol, ver [3, Lema IX.6.8(d)].
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Sea 0 s N’ s N N 0 una sucesién exacta corta en mod A con
puntas indescomponibles y Hom 4 (M, N’) # 0. Aplicando el funtor Hom 4 (M, —) obten-
emos una sucesion exacta

0 —— Homy (M, N') —— Homa(M,N) —— Homa(M,N") —— Extl (M, N') .

Asumiendo Extllél(M, N’) # 0, por Teorema [1.6.23] existe un morfismo N’ — 7M que
induce un ciclo

M s N’ T —— « —— M

lo cual no puede pasar en un algebra de tipo A,,, pues su carcaj de Auslander-Reiten es
aciclico. Por tanto Ext!(M, N’) = 0 y tenemos

dimy Hom 4 (M, N) = dimy Homy4 (M, N') + dimy Hom 4 (M, N").

O sea, fy = dimy Homa(M, —) es aditiva en sucesiones exactas cortas con puntas
indescomponibles siempre y cuando dimy Hom4 (M, N') # 0.

Como fy (M) = 1, tomando N como uno de los sumandos del término medio de
0 s M Ny » 7 1M ——— 0y M como N’, tenemos que fy;(N) = 1, siem-
pre que tal sucesién exista. Luego, tomando N’ como N y Nj como un sumando del
término medio de la sucesién casi escindida que empieza en N (si existe), tenemos
fm(Ny) = 1. Como por [3, Corolario IV.5.6] todo morfismo no nulo que no es un
isomorfismo entre indescomponibles es suma de composiciéon de morfismos irreducibles,
siguiendo asi tenemos el resultado por induccion. ([

Veremos ahora dos resultados que, junto al Lema [5.1.7] muestran que las algebras
inclinadas de tipo A, son amables de tipo drbol.

Corolario 5.1.12. Sea A un dlgebra hereditaria de tipo A, y Ta un médulo inclinante.
Entonces B=End T4 es un dlgebra amable.

Demostracion: Si T = @} _,T; donde los T; son A-mdédulos indescomponibles, pen-
samos a B como el dlgebra de carcaj ligado kQp/Zp con vértices End 4(T;), flechas i — j
y relaciones dadas por Homa (75, Tj).

Sean T, y T, sumandos indescomponibles de T tales que Hom 4 (T, Tp) # 0.

Supongamos que T, no es inyectivo, de forma que tenemos el siguiente isomorfismo

por Corolario
Homa (77T, Ty) = D Ext (T3, T,) =0

donde la ultima igualdad es por ser T inclinante. Luego Tp es un sucesor de T, pero
no de 77T, y por tanto, por Lema pertenece a R(T,) \ R(771T,), es decir,
Ty, pertenece a un camino seccional maximal que comienza en T,. Esto pasa también
cuando T, es inyectivo, pues en ese caso R(Ty) estd formado solo por (a lo sumo) los
dos caminos seccionales que empiezan en él.

Luego, de nuevo por Lema dimy Hom 4 (7, T;) = 1y por tanto existe un tnico
camino no nulo de b en a en el carcaj ()p, por los siguientes isomorfismos:

eqBey, = Homp(epB, e, B) = Homp(Hom (T, Ty), Homa(T,T,)) = Homa(Ty, Ty,).

De forma similar, si T, es otro sumando indescomponible de T tal que Hom 4 (7¢, T,) # 0,
entonces T, pertenece a un camino seccional maximal que sale de T, y pasa por T, y
existe un unico camino no nulo de a en c en el carcaj @p. Esto muestra (Al).
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Si T.,T, y Tp son como antes y pertenecen al mismo camino seccional, entonces
Hom 4 (T, Ty) # 0 por Proposicién

Si no pertenecen al mismo camino seccional, entonces el camino seccional que va
de T, a Ty cruza la orbita de T, y por tanto 7, no es inyectivo. Luego, de nuevo por
Corolario y ser T inclinante, tenemos

Hom (77T, T}) = D ExtYy (T}, T.) = 0

y por tanto Hom 4 (T, T;) = 0 pues T}, no puede pertenecer a ninguno de los (a lo sumo)
dos caminos maximales que salen de T, y el isomorfismo anterior muestra que tampoco
pertenece a R(7717T,). Esto muestra (A2) y (A3).

Finalmente, como hay a lo sumo dos caminos seccionales que empiezan y terminan en
cualquier sumando indescomponible de T', este argumento prueba también (A4). Esto
pues o bien T,, Ty y T, pertenecen a un mismo camino seccional y por tanto no hay
relaciones entre las flechas que los conectan en QQp, o bien T, y T} pertencen a dos
caminos seccionales distintos: 7, a uno que termina en 7T, y 7T} a uno que empieza en 7j.
En tal caso, si 8,7 € (@B)o son las flechas que van de b en a y de a en ¢ respectivamente,
tenemos la relacién By = 0. Luego toda relacién en Zg es de esa forma y por tanto Zp
estd generado por caminos de largo 2. O

Proposicion 5.1.13. Sea A un dlgebra hereditaria de tipo de representacion finito, Ta
un mdédulo inclinante y B = EndT4. Entonces B satisface la condicion de separacion.

Demostracion: Supongamos que B no satisface la condicion de separacion. En tal
caso existe a € (Qp)o tal que rad P(a)p no es separado, o sea existen dos sumandos
indescomponibles M; y Ms de rad P(a) con puntos by € sop(M1) y by € sop(My) conec-
tados por un paseo en Qp(@). Este paseo induce uno uniendo a P(by) con P(by) en
I'(mod B) en el que ningin médulo contiene al vértice a en su soporte. Como existen
caminos de P(b1) en M7 y de P(b2) en Ma, tenemos un paseo cerrado w, el cual podemos
asumir de largo minimo, de la siguiente forma:

Pla) «— M, P(by) ~me -+ e P(by) My — Pl(a)

Como I'(mod B) es aciclico por Corolario w contiene pozos y fuentes. Afirmamos
que podemos suponer que todo pozo U en w se corresponde a un B-moédulo proyectivo.

Para ver esto, si U es un pozo en w pero no es un B-mddulo proyectivo, podemos
cambiar U por 7U y cada flecha V' — U por la correspondiente 7U — V. Como w era
de largo minimo, no puede pasar que TU ya perteneciera a w y como estamos cambiando
cada flecha que llega al pozo por otra, que sale de su trasladado, tenemos que este proceso
no cambia el largo de w. Repitiendo este proceso eventualmente logramos que todos los
pozos sean proyectivos, pues toda 7-6rbita comienza en un proyectivo y es finita por ser
B de representacion finita (por Lema [4.3.6(c)).

Sea Y un punto de w que no es un pozo. Existe por tanto un camino de Y a algin
pozo Pp en w, el cual pertenece a Y(7T') por ser un B-médulo proyectivo. Como V(7))
es cerrado por predecesores (Lema [1.3.6((b)) tenemos que Y € Y(T') y se sigue que todos
los médulos en w pertenecen a Y (7).

Sea ahora Z una fuente en w y consideremos N4 := Z ®p T. Si N no es inyectivo,
la sucesion casi escindida que comienza en Z = Homg (7T, N) estd contenida en Y(T)
por Proposicién y podemos reemplazar Z por 7~'Z y cada flecha Z — Y por la
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correspondiente Y — 7717, obteniendo asf un nuevo paseo w’ en Y(T') del mismo largo
que w y tal que N es inyectivo para toda fuente Z en w'.

Aplicando el funtor — ®p T a w’, obtenemos un paseo cerrado w en I'(mod A)
con todas sus fuentes inyectivas. Esto no puede pasar pues al ser A hereditaria de
representacion finita, cumple la condiciéon de coseparacién por la Observacion [5.1.8
Luego era absurdo suponer que B no cumplia la condicién de separacion. O

Corolario 5.1.14. Toda dlgebra inclinada de tipo A,, es amable de tipo drbol.

Demostracion: Sea A un algebra de tipo Ay, T4 un médulo inclinante y B = End Ty.
Por Corolario tenemos que B es amable y por Proposicién [5.1.13| satisface la
condicién de separacion, por lo que su carcaj Qg es un arbol por Lema [5.1. O

Sabemos ahora que las algebras inclinadas de tipo A, son amables de tipo arbol
pero como vimos en el ejemplo [5.1.2] el reciproco no es cierto. El siguiente lema nos
caracteriza cuales son las dlgebras amables de tipo arbol “complementarias” en este
sentido.

Lema 5.1.15. Sea B un dlgebra inclinada de tipo A,. Entonces el carcaj ligado de B
no contiene ningun subcarcaj completo ligado Q' de la forma

o ol o ... —o<ﬂ o <% o
1 2 3 t—2 t—1 t

cont >4, af =0, v0 = 0, todas las aristas entre 3 y t — 2 pueden ser orientadas
arbitrariamentes y no hay relaciones cero entre 2 y t — 1.

Demostracion: Observar que la situaciéon es un poco méas complicada que la del
ejemplo pues ahora Q' es un subcarcaj de Qp y no todo Qg, o sea debemos
imaginar a () g como en la siguiente figura, donde en las ramas puede haber mas vértices
y relaciones, pero no hay flechas entre las ramas:

Y A7AVENEA ) %,
(o) (o) [e) o] o (o)
1 2 3 t-2 t-1 t

Supongamos primero que el carcaj ligado de B contiene una subcarcaj como en el
enunciado y t > 5. Consideremos el B-médulo indescomponible M dado por M; = k
para 3 <i<t—2y M; =0 en todos los otros vértices. Afirmamos que pdM > 1.

Para construir la cobertura proyectiva de M, vemos que si tomamos todas las fuentes
81,..., sk en sop(M), entonces top M = @F_ S(s;) y por tanto la cobertura proyectiva
de M es P = @k_| P(s;). Para probar la afirmacién, basta ver que ker p no es proyectivo,
donde p : P — M es el epimorfismo candnico.

Sabemos que existe una fuente s; que tiene un camino s; — --- — 3. Observar que
el B-mdédulo proyectivo P(s;) asociado a s; contiene al vértice 2 en su soporte, pero no
contiene al vértice 1 por la relacién v6 = 0. Como 2 no pertenece al soporte de M, existe
un submédulo L de P(s;) que es sumando directo de kerp y tiene top L = S(2) (es el
submoédulo de P(s;) que tiene soporte contenido en el soporte de P(2)). Pero entonces L
no puede ser proyectivo, pues deberfa ser L = P(2) pero el vértice 1 pertenece al soporte
de P(2) y no al de L. Luego pdM > 1. De forma similar vemos que idM > 1y por
Lema M(e), el dlgebra B no puede ser inclinada.
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Veamos ahora el caso t = 4. En este caso el carcaj @’ es:

(s QBQQ

ligado por a8 =0y By =0.

Veremos que S(4) tiene dimensién proyectiva mayor estricta a 2.

La resolucién proyectiva comienza con pg : P(4) — S(4) y existe Z sumando de ker pg
con top Z = S(3). Luego la cobertura proyectiva de Z es P(3) con p; : P(3) — Z. Existe
de igual forma Y sumando de ker p; con topY = S(2). Luego la cobertura proyectiva
de Y es P(2) con po : P(2) - Y y existe X sumando de kerps con top X = S(1). Por
tanto, el principio de una resolucién proyectiva minimal de S(4) es

e P(1) @ M [ps f3 P(2) ® M, [p2 fo PB3) @ M [p1 f1 P4) S(4) 0
donde Mj, My y Ms son B-médulos proyectivos. Luego pdS(4) > 3 y gl.dimB > 3, lo
cual implica por Lema M(e) que B no es inclinada. O

En el siguiente lema, impondremos una orientacion y relaciones “complementarias”
a las del carcaj @’ del lema anterior. Antes de enunciarlo y demostrarlo, veamos un
ejemplo de como queda el carcaj de Auslander-Reiten de un algebra de carcaj ligado
como el del lema que sigue.

Ejemplo 5.1.16. Consideremos el siguiente carcaj ligado @) y los subcarcajes @1, Q2 y
Q3 de la siguiente figura:

[ 2 «— Bl 4 —=[5]— 6 «—[7]
Qo 01 Q2

Si A=kQy A; = kQ; para i = 0,1,2. Luego el carcaj de Auslander-Reiten de A
tiene la siguiente forma:

VN

I'(mod Ayp) ¢ 3
1/ \2/ 3 :
7N
o 4| T'(mod Ay)
6 5 \f%/
N
I‘(mod Ag) 57

NN
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Notar que I'(mod Ag) y I'(mod A;) se cortan solo en el simple en 3, y 3 es el inico
vértice que estd en Qo y Q1. También vemos que I'(mod A1) y I'(mod As) se cortan solo
en el simple en 5, y 5 es el Unico vértice que estd en Q1 y Qs.

Por 1ltimo observar que los caminos entre los subcarcajes marcados de I'(mod A)
solo van de I'(mod Ap) o I'(mod Az) en I'(mod Ay).

Lema 5.1.17. Sea A’ el dlgebra amable de tipo drbol con carcaj ligado

1 ay as B2
0O —0 — -+ — 0 0o ¢¢~0—:+:++ —0—30 —50:++0— O — 0-+:0 4—0
a1

ap az ar a1

donde las aristas sin orientar pueden ser orientadas arbitrariamente, hay relaciones cero

con punto medio a1, ...,a,, de las cuales no hay dos consecutivas orientadas en la misma
direccion y estas son las unicas relaciones cero.
Si eziste un camino I(ag) — ... — P(ay4+1) en I'(mod A), entonces r < 1 y

Hom /(1 (ag), P(ar+1)) # 0.
Demostracién: Para cada j € [0,7], sea A} el dlgebra (hereditaria) dada por el
subcarcaj completo de Q 4/:

(,‘Lj (@] (@] (@] Oa/j-i-l

Observar que, igual que en el ejemplo anterior, I'(mod A’) tiene la siguiente forma:

I'(mod Af)
I'(mod A))
I'(mod A%)
['(mod A))

con I'(mod A}) NT'(mod A% 1) = {S(a;+1)}.

En particular, al existir un camino de I(ag) en P(a,+1), este debe pasar por S(a1) v,
como no hay caminos de I'(mod A}) en I'(mod A)), debe ser » < 1y por tanto el carcaj
de A’ es de la forma

B1 ay
[0} o LI @) [ o
ao al az
ligado por a1 81 = 0. Luego es claro que Homu/(I(ag), P(az)) # 0. O

Teorema 5.1.18. Un dlgebra amable de tipo drbol A es inclinada de tipo A, si y sdlo
s1 su carcaj ligado no contiene un subcarcaj ligado completo Q' de la forma

o<§— o .. — 0 d o 2 o
1

o
2 3 t—2 t—1 t

cont >4, af =0, v0 = 0, todas las aristas entre 3 y t — 2 pueden ser orientadas
arbitrariamentes y no hay relaciones cero entre 2 y t — 1.
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Demostracién: Ya vimos en Lema[5.1.15 que si A es un dlgebra inclinada de tipo A,
entonces su carcaj no contiene un subcarcaj ligado como el del enunciado. Por tanto,
resta ver que si un algebra amable de tipo arbol no contiene ningtin subcarcaj ligado
completo de esa forma, entonces es inclinada de tipo A,,. Para esto construiremos una
seccion fiel ¥ con Homy(U,7V) = 0 para todo U,V € ¥ y aplicaremos el criterio de
Liu-Skowronski (4.4.9)).

Consideremos el subcarcaj conexo completo de I'(mod A) que consiste de todos los
M tales que existe un camino de M en P(s) para alguna fuente s en Q4. Sea X el
borde derecho de este subcarcaj, es decir el subcarcaj conexo completo de I'(mod A) que
consiste de todos los M tal que existe un camino seccional de M en P(s) para alguna
fuente s en @ 4.

Se sigue de la definiciéon que X es aciclico, convexo e intersecta a cada 7-érbita a lo
sumo una vez. Para probar que X es una seccién, falta ver que intersecta a toda 7-6rbita.

El subcarcaj ¥ cumple que I'(mod A) \ ¥ tiene dos componentes conexas: los prede-
cesores propios Pr(X) de X y los sucesores propios Su(X) de ¥. Esto se puede ver de la
siguiente forma en I'(mod A):

Veremos que los A-mddulos proyectivos indescomponibles pertencen a Pr(X) U X y los
inyectivos a X U Su(X). Como toda 7-érbita comienza en un proyectivo P(a) y termina
en el inyectivo I(b) asociado a otro vértice b, esto probarfa que ¥ interesecta a todas las
T-6rbitas, pues el caso donde I(b), P(a) ¢ ¥ seria el caso P(a) € Pr(X),I(b) € Su(X)
ilustrado en la figura anterior.

Si P(a) es un A-médulo proyectivo indescomponible, tomando una fuente s, en Q4 y
un camino s, — -+ — a en @4, tenemos un camino P(a) — --- — P(sy) en I'(mod A).
Luego todo A-médulo proyectivo indescomponible estd en Pr(X) U 3.

Veamos ahora que ningin A-mdédulo inyectivo indescomponible es un predecesor
propio de ¥, o sea que pertenece a 3 U Su(X).

Sea I(a) un A-médulo inyectivo indescomponible y supongamos que existe un camino
de I(a) en X. Tenemos que existe una fuente s, en Q4 y un camino I(a) — --- — P(s,)
en I'(mod A). Como el carcaj de A no contiene ningin subcarcaj ligado completo de la
forma @', el paseo que une a y s, en Q4 es de una de las dos formas siguientes:

1 a1 a B2
O —_ e s —— O & O ¢<— O+++ — O 4 O — O — ¢+ — O — O — +++ 4— 0O
a=ao al az ar Gr4+1=S8a
a B1 p2 a2
O — e — O A O —30:+++ — O 0O &<~ 0 — +¢vt —m0 O — O — +++ 44— 0
a=ag ay a2 ar Ar41=S8a
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donde las aristas sin orientar pueden ser orientadas arbitrariamente, hay relaciones
cero con punto medio aq,...,a,, de las cuales no hay dos consecutivas orientadas en la
misma direccién y estas son las Unicas relaciones cero.

Consideremos el primer caso, siendo el otro andlogo. Sea A’ el dlgebra dada por el
primer carcaj ligado, I'(a) el A’-mdédulo inyectivo indescomponible correspondiente a a
y P'(s4) el A-médulo proyectivo indescomponible correspondiente a s,.

Definimos el funtor de inclusién E : mod A" — mod A, mediante las identificaciones
de médulos con representaciones de carcajes ligados (1.2.7), como E(M); = M; sii €
(Qadoy E(M); = 0sii ¢ (Qa)o; E(M)a = Masia € (Qu)1y E(M)a = 0 si
a ¢ (Qar);. Luego, si R : mod A — mod A’ denota al funtor de restriccién, tenemos
RE = 1,04 4 Observar que E es un encaje pleno y exacto.

Como EI'(a), # 0, existe un morfismo no nulo EI'(a) — I(a). De forma similar,
tenemos un morfismo no nulo P(s,) — EP'(s,). Por tanto, la existencia de un camino
I(a) — -+ — P(s,) implica la existencia de un camino

EIl'(a) = I(a) = My — -++ = My, — P(sq) = EP'(s4)

en I'(mod A). Queremos ahora aplicar el funtor R para obtener un camino en I'(mod A”)
de I'(a) en P'(s,), pero puede ser que la imagen por R de alguno de los mddulos sea 0.
Para ver que este no es el caso, como RE = 144/, basta ver que sop M; N Qar # 0
para todo 1 < 7 < m.

Sea @Qp la rama del arbol Q4 unida al punto b:

Qa Qb Qsa

o e} [e)
a b Sa

Supongamos que sop M; N Qa = ) para algin j. Como sopl(a) N Qa # 0y
sop P(s4)NQar # 0, existen t1 y to con 1 < t1 < to < m tales que todo My con t1 <t < t9
tiene soporte que no intersecta a @4/, sop My, —1 N Qar # 0y sop My, 11 N Qar # 0.

Como M, es indescomponible con sop My, N Q4 = (), existe b € (Qas)p tal que
sop My, € Qp. Por la misma razén, todos los M; con t; < ¢t < {5 tienen sus soportes
contenidos en @, (todos en la misma rama pues tenemos caminos My — M1 para todo
t1 <t< tg).

Ahora, como Homy (M, —1, My, ) # 0y Hom g (My,, My,+1) # 0, entonces

sop My, 1 Nsop My, #0 y sop My, Nsop My,+1 # 0.

Por tanto b € sop My, —1 y b € sop My, +1. Luego existen morfismos no nulos f; : P(b) —
My, 1y fo: P(b) = My,+1. Llamando g a la composicion My, 1 — My, — -+ — My, 41,
tenemos ¢f1 = 0 pues Homy (P (b), My, ) = 0 ya que b ¢ sop My, .

Como por el Lema cualquier par de caminos de P(b) en My,11 dan el mismo
morfismo a menos de multiplicar por un escalar, tenemos Hom 4 (P (b), My, +1) = 0, lo que
contradice la existencia de fo. Por tanto debe ser sop M;NQ 4 # 0 para todo 1 < j <m
y tenemos el camino buscado de I'(a) en P’(s,) en I'(mod A').

El Lema nos da Homu/(I'(a), P'(s4)) # 0, luego Homa(EI'(a), EP'(s,)) # 0
y por tanto Hom4(I(a), P(sq)) # 0. Como I(a) es inyectivo y P(s,) es proyectivo, por
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Lema y Ejemplo existe un camino seccional de I(a) en P(s,) y por tanto
I(a) € X.

Esto termina de probar que los A-médulos inyectivos indescomponibles estdn en
¥ U Su(X) y por tanto que ¥ es una seccién en I'(mod A). Como, por construccion,
Homy (U, 7V') = 0 para todo U y V en X, solo falta ver que T' = @prex, M es fiel para
aplicar Liu-Skowrorniski. Para esto veamos que T es inclinante.

Acabamos de ver que la cantidad de puntos en X, es decir de sumandos de T', coincide

con rk Ky(A). Por otro lado, por Teorema [1.6.23] para todo U,V € ¥ tenemos
Exth (V,U) = DHoma(U,7V) € DHoma(U,7V) = 0.

Finalmente, pdU < 1 para todo U € %y por Lema [1.6.21] pues Homa (DA, 7U) = 0 ya
que ninguin inyectivo pertenece a Pr(X).

Luego T es inclinante por Corolario y A es un &lgebra inclinada por Teo-
rema de tipo A,, por ser X de tipo A,,. O

Podemos visualizar lo probado de la siguiente forma.

Corolario 5.1.19. Un dlgebra es inclinada de tipo A, si y solo si su carcaj ligado es un
subcarcaj conexo finito del drbol infinito

N ¢ N ¢ N ¢ N ¢
o o o o

NS N
’\O/ \ / \O\/
N

\o o
SN N

o o o o
v N v N v N v N

N

ligado por todas las relaciones posibles dadas por componer dos flechas no colineales que
ademds no contiene ningun subcarcaj ligado completo de la forma

o ol o ... —o<ﬁ o <% o
1 2 3

cont >4, af =0, v0 = 0, todas las aristas entre 3 y t — 2 pueden ser orientadas
arbitrariamentes y no hay relaciones cero entre 2 y t — 1.
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Ejemplo 5.1.20. Consideremos el dlgebra B dada por el carcaj ligado
o O [¢] o
o (e)
’\ o /

donde las lineas punteadas indican que hay relaciones cero. Claramente B es un algebra
amable de tipo arbol y cae en las hipodtesis del Teorema [5.1.18] por tanto es inclinada
de tipo A,,.

Para hallar el dlgebra A de tipo A, y el A-médulo inclinante T tales que B = End T4,
como el carcaj de B tiene 7 vértices, primero hay que encontrar una orientacién para las
aristas del grafo de tipo A~.

Observando la forma de Qp, vemos que se parece al carcaj de Auslander-Reiten
I'(mod A) del algebra de caminos del carcaj

2 3
O

1 4
o > O > o

ow
o
~

Se puede mostrar que el A-médulo
T=PT7aePB)eSGB)aP1)eS3)eI(3)®I(1)

es inclinante y que B = End T4. Ver la siguiente imagen del carcaj de Auslander-Reiten
I'(mod A) de A, donde marcamos los sumandos de T™:

N
N N
SN SN SN S \@
SNSN SN SN SN
\@/ N\
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