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Resumen

En 1982, Happel y Ringel introdujeron en el art́ıculo [7] la clase de álgebras in-
clinadas, definidas como álgebras de endomorfismos de un módulo inclinante sobre un
álgebra hereditaria. Esta construcción dio origen a una nueva familia de álgebras que
extienden de manera natural muchas de las propiedades de las álgebras hereditarias.

El objetivo de este trabajo es estudiar las propiedades fundamentales de esta clase
de álgebras, analizando tanto sus aspectos homológicos como combinatorios a través del
estudio del carcaj de Auslander–Reiten. Dado que las representaciones de las álgebras
hereditarias son muy bien entendidas, es razonable esperar que las representaciones
de las álgebras inclinadas también posean una estructura bien descrita. En particular,
mostraremos que estas álgebras tienen dimensión global menor o igual a 2 y que su carcaj
de Auslander–Reiten es aćıclico y presenta una estructura bien entendida. Además,
daremos una condición necesaria y suficiente para que un álgebra sea inclinada.

Finalmente, nos centraremos en una subclase particular: las álgebras inclinadas de
tipo An. Describiremos una caracterización de esta familia, obtenida por Assem en [1],
en términos de álgebras amables de tipo árbol, lo que permitirá visualizar de forma
expĺıcita su estructura y representaciones.
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3.4. Módulos inclinantes separantes y escindentes 45
3.5. Pares de torsión inducidos por módulos inclinantes 51
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CAPÍTULO 1

Conceptos previos

1.1. Notación

Denotaremos por k un cuerpo que asumiremos algebraicamente cerrado. Cuando
hablemos de una k-álgebra A, nos referiremos a una K-álgebra asociativa con unidad y
de dimensión finita. Consideraremos los módulos a derecha a menos que se especifique
lo contrario y notaremos MA y AM a un A-módulo M a derecha e izquierda, respec-
tivamente. Denotamos por ModA a la categoŕıa de módulos sobre A y por modA a
la categoŕıa de módulos sobre A finitamente generados. Siempre que hablemos de un
A-módulo, nos estaremos refiriendo a un objeto de modA; es decir, a un A-módulo
finitamente generado.

1.2. Álgebras de caminos y representaciones

Definición 1.2.1. Un carcaj Q es una cuaterna (Q0, Q1, s, t) formada por dos conjuntos
Q0 (cuyos elementos se llaman vértices) y Q1 (cuyos elementos se llaman flechas), y dos
aplicaciones s, t : Q1 → Q0 que asocian a cada flecha α ∈ Q1 su origen s(α) y su destino
t(α), respectivamente.

Un camino en Q de longitud n ≥ 1 es una composición de n flechas α1 · · ·αn−1αn
tal que t(αi) = s(αi+1) para todo i = 1, . . . , n − 1. Además, cada vértice i ∈ Q0 tiene
asociado un camino trivial (de longitud cero) que denotaremos ϵi.

Observar que un carcaj es simplemente otra nomenclatura para un grafo dirigido,
pero se usa esta nomenclatura para evitar confusiones con el lenguaje de la teoŕıa de
grafos.1

Definición 1.2.2. Sea k es un cuerpo y Q un carcaj. El álgebra de caminos kQ es la
k-álgebra cuyo espacio vectorial subyacente tiene como base el conjunto de todos los
caminos en Q. La multiplicación de dos caminos se define por concatenación, de la
siguiente manera:

(α1 · · ·αn)(β1 · · ·βm) =

{
α1 · · ·αnβ1 · · ·βm si t(αn) = s(β1)

0 si t(αn) ̸= s(β1)

Se cumple que los caminos triviales ϵa forman un conjunto de idempotentes ortog-
onales primitivos en kQ. Esto muestra la importancia de “agregar” estos caminos de
largo cero.

Definición 1.2.3. Sea Q un carcaj finito y conexo.

1“El carcaj es una caja o cilindro usada por los arqueros para transportar las flechas...”
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El ideal de flechas de kQ, denotado por RQ, es el ideal bilátero del álgebra de caminos
kQ generado como ideal por las flechas de Q; es decir,

RQ := ⟨α : α ∈ Q1

. Equivalentemente, RQ es el subespacio de kQ generado por los caminos de longitud al
menos uno.

Un ideal bilátero I de kQ se dice admisible si existe un entero m ≥ 2 tal que

RmQ ⊆ I ⊆ R2
Q.

Si I es un ideal admisible de kQ, decimos que el par (Q, I) es un carcaj ligado y el
cociente kQ/I se llama álgebra de carcaj ligado.

Comentaremos a continuación algunas propiedades de las álgebras de caminos (lig-
adas) y presentaremos un par de teoremas que muestran por qué son de nuestro interés.
Remitimos a las referencias [3] y [8].

Proposición 1.2.4. Sea Q un carcaj finito y conexo, RQ el ideal de flechas de kQ e I
un ideal admisible de kQ. Entonces el álgebra de carcaj ligado kQ/I es un álgebra de
dimensión finita básica y conexa, con RQ/I como radical. Además, el conjunto {ea =
ϵa + I : a ∈ Q0} forma un conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos.

□
Observar que tomando I = 0 tenemos propiedades sobre las álgebras de caminos kQ

sin relaciones.

Teorema 1.2.5. Si A es un álgebra de dimensión finita, básica y conexa, entonces existe
un carcaj Q y un ideal admisible I de kQ tal que A ∼= kQ/I.

□
Las hipótesis de este teorema no son restrictivas. Si el álgebra A no es conexa, la

escribimos como producto de álgebras conexas, y el resultado se aplica a cada com-
ponente. Por otro lado, toda álgebra A tiene asociada un álgebra básica Ab tal que
modA ∼= modAb (ver I.6.3, I.6.10 de [3]).

Definición 1.2.6. Sea Q un carcaj finito. Una representaciónM de Q está dada por un
espacio vectorial Ma asociado a cada a ∈ Q0 y un mapa k-lineal φα :Ma →Mb asociado
a cada flecha α : a→ b en Q1.

Un morfismo de representaciones f : M → N entre M = (Ma, φα) y N = (Na, ψα)
es una familia de mapas k-lineales fa : Ma → Na tal que ψαfa = fbφα para toda flecha
α : a→ b en Q1.

Si (Q, I) es un carcaj ligado, decimos que una representación M = (Ma, φα) de Q
está ligada por I si φρ = 0 para toda relación ρ ∈ I (una relación es una combinación
lineal de caminos de largo ≥ 2 con mismos oŕıgenes y destinos).

Teorema 1.2.7. Sea A = kQ/I, donde Q es un carcaj finito y conexo e I un ideal admis-
ible de kQ. Entonces existe una equivalencia k-lineal de categoŕıas ModA ∼= Repk(Q, I),
que se restringe a una equivalencia k-lineal modA ∼= repk(Q, I).

□
Dado que nuestro objetivo es estudiar la categoŕıa de módulos finitamente generados

modA de un álgebra A, el teorema anterior muestra que, cuando el álgebra A es básica
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y conexa- hipótesis que no restringen la generalidad, como se discutió- este estudio es
equivalente al análisis de la categoŕıa de representaciones de cierto carcaj ligado (Q, I).

1.2.1. Grupo de Grothendieck de un álgebra. Introducimos ahora el grupo de
Grothendieck de una k-álgebra A, un invariante que codifica información esencial sobre
la categoŕıa modA.

Definición 1.2.8. Sea A una k-álgebra. El grupo de Grothendieck de A es el grupo

abeliano K0(A) = F/F ′, donde F es el grupo abeliano libre que tiene como base el

conjunto de clases de isomorfismo M̃ de módulos M en modA y F ′ es el subgrupo de F
generado por los elementos M̃ − L̃− Ñ correspondientes a todas las sucesiones exactas
cortas 0→ L→M → N → 0 en modA.

Denotamos por [M ] a la imagen de la clase de isomorfismo M̃ del A-módulo M bajo
el epimorfismo canónico F → F/F ′.

El siguiente teorema muestra la importancia del grupo de Grothendieck.

Teorema 1.2.9. [3, Teorema III.3.5] Sea A una k-álgebra básica de dimensión finita
y sean S(1), . . . , S(n) un conjunto completo de clases de isomorfismo de A-módulos
simples. Entonces, el grupo de Grothendieck K0(A) de A es un grupo abeliano libre
con base el conjunto {[S(1)], . . . , [S(n)]} y existe un único isomorfismo de grupos dim :
K0(A)→ Zn tal que dim[M ] = dimM para todo A-módulo M .

□

1.3. Álgebras hereditarias y el Teorema de Gabriel

Introducimos ahora las álgebras hereditarias, una familia de álgebras que es muy
bien entendida y la cual será central más adelante, cuando definamos las álgebras in-
clinadas como los endomorfismos de un módulo inclinante sobre un álgebra hereditaria.
Comentaremos a continuación algunas propiedades y el Teorema de Gabriel. De nuevo,
dejamos como referencias [3] y [8].

Definición 1.3.1. Un álgebra A se dice hereditaria a derecha (resp, a izquierda) si todo

ideal a derecha (resp, a izquierda) de A es proyectivo como A-módulo a derecha (resp, a
izquierda).

Si el álgebra es de dimensión finita, ser hereditaria a derecha y a izquierda son
condiciones equivalentes.

Proposición 1.3.2. [3, Teorema VII.1.4] Sea A una k-álgebra. Son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

(a) A es hereditaria a derecha.
(a) gl.dimA ≤ 1.
(a) Todo submódulo de un A-módulo proyectivo a derecha es proyectivo.
(a) Todo cociente de un A-módulo inyectivo a derecha es inyectivo.

Precisaremos el siguiente lema más adelante.

Lema 1.3.3. [3, Lema VII.1.6] Sea A una k-álgebra hereditaria básica, e y e′ dos idem-
potentes primitivos de A. Entonces existe un isomorfismo de k-espacios vectoriales

Irr(e′A, eA) ∼= e(radA/ rad2A)e′,
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donde radA denota el radical de Jacobson de A.

□
Los siguientes resultados dan a entender el interés que tienen las álgebras hereditarias

y muestran que su estructura y representaciones están bien entendidas.

Teorema 1.3.4. [3, Teorema VII.1.7] Si Q es un carcaj finito, conexo y aćıclico, el
álgebra A = kQ es hereditaria. Rećıprocamente, si A es una k-álgebra de dimensión
finita hereditaria básica y conexa, existe un carcaj finito, conexo y aćıclico Q tal que
A ∼= kQ.

□
En virtud del Teorema 1.2.5 y la observación que le sigue, las hipótesis anteriores no

son restrictivas y este teorema aplica a toda k-álgebra conexa a menos de equivalencia
Morita. En consecuencia, el enunciado anterior puede interpretarse como:

“Un álgebra es hereditaria si y sólo si es (a menos de equivalencia Morita) el álgebra
de caminos de un carcaj finito conexo y aćıclico”.

Para enunciar el Teorema de Gabriel, precisamos introducir los diagramas de Dynkin,
ciertos grafos conexos y aćıclicos de gran relevancia en teoŕıa de representaciones.

Teorema 1.3.5 (Gabriel). Sea Q un carcaj finito, conexo y aćıclico, k un cuerpo alge-
braicamente cerrado y A = kQ la k-álgebra de caminos asociada a Q.

Entonces, el álgebra A es de tipo de representación finita2 si y sólo si el grafo suby-
acente de Q (obtenido al olvidar la orientación de sus flechas) es uno de los diagramas
de Dynkin, Am (con m ≥ 1),Dn (con n ≥ 4),E6,E7 o E8.

Además, se conoce el número de clases de isomorfismo de A-módulos indescom-
ponibles y es, respectivamente 1

2m(m+ 1), n2 − n, 36, 63 y 120.

□

2Recordar que decimos que un álgebra es de tipo de representación finita si tiene finitas clases de
isomorfismos de módulos indescomponibles. Decimos que es de tipo de representación infinita si no es

de representación finita.
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1.4. (Co)Homoloǵıa

Los funtores exactos son de gran utilidad en álgebra homológica, pero la mayoŕıa de
los funtores que surgen de manera “natural” no son exactos. La noción de (co)homoloǵıa
permite corregir el defecto de exactitud en la sucesión exacta obtenida al aplicar un
functor a una resolución proyectiva (o inyectiva) de un módulo, asociándole una sucesión
exacta larga.

Recordemos ahora algunos conceptos de cohomoloǵıa.

Definición 1.4.1. Un cocomplejo de cadenas C• = (Cn, dn)n∈Z es una sucesión de A-

módulos {Cn}n∈Z y morfismos {dn : Cn → Cn+1}n∈Z tales que dndn−1 = 0 ∀n ∈ Z.

C• : · · · Cn−1 Cn Cn+1 · · ·dn−1 dn

Dualmente, un complejo de cadenas C• = (Cn, dn)n∈Z es una sucesión de A-módulos
{Cn}n∈Z y morfismos {dn : Cn+1 → Cn}n∈Z tales que dn−1dn = 0 ∀n ∈ Z.

Definición 1.4.2. El n-ésimo grupo de cohomoloǵıa de un cocomplejo C• = (Cn, dn)

está definido como Hn(C•) = ker dn/ Im dn−1.

Dado un morfismo de complejos de cadena f• = {fn}n∈Z : C• → C ′•, definimos
Hn(f•) : Hn(C•)→ Hn(C ′•) como z + Im dn−1 7→ fn(z) + Im d′n+1 para z ∈ ker dn.

Obtenemos aśı un funtor Hn entre cocomplejos de cadenas y ModA que asocia a
toda sucesión exacta corta

0 C ′• C• C ′′• 0u• v•

le asocia la sucesión exacta larga de cohomoloǵıa

· · · Hn(C ′•) Hn(C•) Hn(C ′′•) Hn+1(C ′•) · · ·Hn(u•) Hn(v•) δn

donde ∂n es el morfismo de conexión funtorial.

1.4.1. Funtores derivados. Si C• es un complejo de A-módulos

· · · C1 C0 M 0
d2 d1 d0

notamos (CM )• al complejo obtenido al sacar M , · · · C1 C0 0
d2 d1

Teorema 1.4.3 ( de comparación, caso proyectivo). Consideremos el diagrama

P• · · · P1 P0 M 0

P ′
• · · · P ′

1 P ′
0 M ′ 0

d2 d1 d0

f=f−1

d′2 d′1 d′0

donde P• y P ′
• son complejos de A-módulos.

Si cada Pi de P• es proyectivo y P ′
• es exacto, entonces existe un morfismo de comple-

jos de cadena f• : (PM )• → (P ′
M ′)•, único a menos de homotoṕıa, tal que fidi = d′ifi+1.

□

Teorema 1.4.4 (de comparación, caso inyectivo). El resultado anterior también vale
dualmente si P• y P ′

• son complejos, P• es exacto y cada P ′i de P ′
• es un A-módulo

inyectivo.
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□
Sean A,B k-álgebras y F : ModA → ModB un funtor k-lineal covariante. Para un

A-módulo M , sea

P• · · · P2 P1 M 0
d2 d0

una resolución proyectiva de M . Al aplicarle F al complejo (PM )•, obtenemos un
nuevo complejo

F (PM )• · · · FP2 FP1 0.
Fd2 Fd0

Definición 1.4.5. Definimos el n-ésimo funtor derivado a izquierda F
(s)
n de F en el

objeto M como el n-ésimo grupo de homoloǵıa del complejo F (PM )•, es decir:

F (s)
n (M) := Hn(F (PM )•) =

ker(Fdn)

Im(Fdn+1)
.

Para definir la acción sobre los morfismos, sea f : M → N un morfismo de A-
módulos. Elegimos resoluciones proyectivas P• → M , P ′

• → N y aplicamos el teorema
de comparación para obtener un morfismo de complejos f• : P• → P ′

• que levanta a f .
Al aplicar el funtor F , obtenemos un morfismo de complejos F (f•) : F (P•)→ F (P ′

•)

Teorema 1.4.6. Sea F : ModA → ModB un funtor k-lineal covariante. Entonces,

el funtor derivado a izquierda F
(s)
n : ModA → ModB es también un funtor k-lineal

covariante para todo n ≥ 0.

□
Pasamos ahora a la construcción dual. Sean A,B dos k-álgebras y sea F : ModA→

ModB un funtor covariante k-lineal. Para un A-módulo N , consideramos

I• 0 N I0 I1 I2 · · ·d0 d1 d2

una resolución inyectiva de N . Al aplicar F al cocomplejo (IN )
•, obtenemos un

nuevo cocomplejo de B-módulos

F (IN )
• 0 FI0 FI1 FI2 · · ·Fd1 Fd2

Definición 1.4.7. Definimos el n-ésimo funtor derivado a derecha F
(d)
n de F en el objeto

N como el n-ésimo grupo de cohomoloǵıa del cocomplejo F (IN )
•, es decir:

F (d)
n N := Hn(F (IN )

•) =
ker(Fdn+1)

Im(Fdn)
.

Definimos la acción de F en morfismos de A-módulos de forma análoga a como
hicimos con los funtores derivados a izquierda.

Teorema 1.4.8. Sea F : ModA → ModB un funtor k-lineal covariante. Entonces,

el funtor derivado a derecha F
(d)
n : ModA → ModB es también un funtor k-lineal

covariante para todo n ≥ 0.

□
Comentamos que en el caso de tener un funtor F : modA → modB contravariante

y M un A-módulo, tomamos una resolución proyectiva P• →M y al aplicar F a (PM )•
obtenemos un cocomplejo F (PM )•. Definimos el n-ésimo funtor derivado a derecha en
el objeto M como el n-ésimo grupo de cohomoloǵıa de este cocomplejo y la acción de F
en morfismos de manera análoga a los casos anteriores.
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Teorema 1.4.9. Sea F : ModA→ ModB un funtor k-lineal contravariante. Entonces,

el funtor derivado a derecha F
(d)
n : ModA → ModB es también un funtor k-lineal

contravariante para todo n ≥ 0.

□

Teorema 1.4.10. Sea 0 M ′ M M ′′ 0 una sucesión exacta corta de A-
módulos y F : ModA → ModB un funtor k-lineal covariante. Entonces existen suce-
siones exactas

· · · F
(s)
n M ′ F

(s)
n M F

(s)
n M ′′ F

(s)
n−1M

′ · · ·

· · · F
(s)
0 M ′ F

(s)
0 M F

(s)
0 M ′′ 0

δ

0 F
(d)
0 M ′ F

(d)
0 M F

(d)
0 M ′′ · · ·

· · · F
(d)
n M ′ F

(d)
n M F

(d)
n M ′′ F

(d)
n+1M

′ · · ·δ

con todos los morfismos funtoriales. En ambos casos, los morfismos ∂n (resp, ∂n)
son los morfismos de conexión funtoriales inducidos por la sucesión exacta corta inicial.

□

Observación 1.4.11. El funtor derivado a izquierda F
(s)
0 es exacto a derecha y el funtor

derivado a derecha F
(d)
0 es exacto a izquierda.

1.5. Funtores de extensión

El funtor Hom(−,−) es un bifuntor, contravariante en la primer variable y covariante
en la segunda. Por tanto podemos construir, para cada n ≥ 0, dos funtores derivados a
derecha. Veremos que estas dos construcciones son compatibles y definen los llamados
funtores de extensión.

Para todo A-módulo M , el funtor HomA(M,−) : ModA → Mod k es covariante y
el funtor HomA(−,M) : ModA → Mod k es contravariante. Notaremos temporalmente
En(M,−) al n-ésimo funtor derivado a derecha de HomA(M,−) y En(−,M) al n-ésimo
funtor derivado a derecha de HomA(−,M).

Para un A-módulo N , si I• es una resolución inyectiva de N , entonces

En(M,N) = Hn(HomA(M, (IN )
•)).

Asimismo, si P• es una resolución proyectiva de N , entones

En(M,N) = Hn(HomA((PN )•,M)).

Observación 1.5.1. Los funtores E0(M,−) y E0(−,M) son exactos a izquierda y vale
En(M,−) = 0 = En(−,M) ∀n < 0.

Lema 1.5.2.

(a) Para todo A-módulo M , E0(M,−) ∼= HomA(M,−).
(b) Para todo N A-módulo, E0(−, N) ∼= HomA(−, N).

□
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Teorema 1.5.3. Para todo n ∈ Z y para todos los A-módulos M y N , existe un iso-
morfismo natural En(M,N) ∼= En(M,N).

□
Este teorema nos muestra que ambos funtores derivados a derecha son compatibles,

y por tanto nos permiten definir el bifuntor Ext.

Definición 1.5.4. Si M y N son dos A-módulos, el valor común de En(M,N) y
En(M,N) es llamado el n-ésimo grupo de extensión deN porM y es notado ExtnA(M,N).

Todo lo comentado en esta sección y la anterior nos prueba que ExtnA(−,−) es un
bifuntor, contravariante en la primera variable y covariante en la segunda.

Teorema 1.5.5. Sean N un A-módulo y 0 M ′ M M ′′ 0 una sucesión ex-
acta corta de A-módulos. Entonces existen sucesiones exactas largas de cohomoloǵıa en
mod k:

0 HomA(N,M
′) HomA(N,M) HomA(N,M

′′) Ext1A(N,M
′) · · ·

· · · ExtnA(N,M
′) ExtnA(N,M) ExtnA(N,M

′′) Extn+1
A (N,M ′) · · ·

δ

δ

(con la primer entrada fija) y

0 HomA(M
′′, N) HomA(M,N) HomA(M

′, N) Ext1A(M
′′, N) · · ·

· · · ExtnA(M
′′, N) ExtnA(M,N) ExtnA(M

′, N) Extn+1
A (M ′′, N) · · ·

δ

δ

(con la segunda entrada fija). En ambas todos los morfismos son funtoriales.

□
Este teorema muestra que el funtor Ext “corrige” la falta de exactitud a derecha del

funtor Hom y describe precisamente la obstrucción a la exactitud.
En los siguientes dos teoremas enunciamos algunas de las propiedades más impor-

tantes del funtor Ext.

Lema 1.5.6. Sean A y B dos k-álgebras y sea F : modA→ modB una equivalencia de
categoŕıas. Para todo par de A-módulos M y N y todo j ≥ 1 existe un isomorfismo

ExtjA(M,N) ∼= ExtjB(FM,FN) ∀j ≥ 1.

□

Teorema 1.5.7. Sean M y N dos A-módulos. Entonces:

(a) Para N , son equivalentes las siguientes condiciones:
(i) N es inyectivo.
(ii) Ext1A(−, N) = 0.
(iii) ExtnA(−, N) = 0 ∀n ≥ 1.

(b) Para M , son equivalentes las siguientes condiciones:
(i) M es proyectivo.
(ii) Ext1A(M,−) = 0.
(iii) ExtnA(M,−) = 0 ∀n ≥ 1.

□
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Teorema 1.5.8. Sean M y N dos A-módulos. Entonces:

(a) Si (Mλ)λ∈Λ es una familia de A-módulos y n ≥ 0, entonces

ExtnA(
⊕
λ∈Λ

Mλ, N) ∼=
∏
λ∈Λ

ExtnA(Mλ, N).

(b) Si (Nλ)λ∈Λ es una familia de A-módulos y n ≥ 0, entonces

ExtnA(M,
∏
λ∈Λ

) ∼=
∏
λ∈Λ

ExtnA(M,Nλ).

□
Veamos ahora la relación entre los funtores Ext y las extensiones de módulos, de

donde estos funtores reciben su nombre.

Definición 1.5.9. Sean M y N dos A-módulos. Una extensión e de M por N es una
sucesión exacta corta e : 0→ N → L→M → 0 donde L es un A-módulo.

Decimos que dos extensiones e y e′ son equivalentes si existe un diagrama conmuta-
tivo de la forma

e 0 N L M 0

e′ 0 N L′ M 0

∼=

Decimos que una extensión se escinde si es equivalente a una de la forma

0→ N → N ⊕M →M → 0

donde las flechas son la inclusión y la proyección canónica.

Teorema 1.5.10. Las clases de equivalencia de extensiones de M por N están en
biyección con los elementos de Ext1A(M,N) y las extensiones que se escinden están en
correspondencia con 0 ∈ Ext1A(M,N).

□

Corolario 1.5.11. Un A-módulo M no tiene extensiones no triviales por otro A-módulo
N si y sólo si Ext1A(M,N) = 0.

□
Se tiene también que los módulos de extensión superiores ExtnA(M,N) con n ≥ 1

están en correspondencia con las clases de equivalencia de n-extensiones, sucesiones
exactas e : 0 → N → Ln → · · · → L1 → M → 0 bajo la relación de equivalencia que
identifica dos extensiones e y e′ si existe un morfismo de cadenas ι : e → e′ que es la
identidad en M y N .

1.5.1. Producto tensorial y funtores de torsión. Otro funtor de gran interés
es ⊗, adjunto a izquierda del funtor Hom3, conocido como producto tensorial. A contin-
uación recordamos las propiedades básicas del producto tensorial y los funtores derivados
a izquierda del tensor, llamados de torsión.

3Recordar que dados funtores F : C → D y G : D → C, decimos que F es adjunto a izquierda de G

y G adjunto a derecha de F si existen isomorfismos HomD(F (C), D) ∼= HomC(C,G(D)), para todo par

de objetos C en C y D en D, funtoriales en C y D.
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Sea A una k-álgebra como antes, LA un A-módulo a derecha y AM un A-módulo a
izquierda.

Definición 1.5.12. Una aplicación A-bilineal g : L ×M → X entre k-módulos es un
mapa que cumple:

� g(x1α1 + x2α2, y) = g(x1, y)α1 + g(x2, y)α2

� g(x, y1β1 + y2β2) = g(x, y1)β1 + g(x, y2)β2
� g(xa, y) = g(x, ay)

para todo x, x1, x2 ∈ L, y, y1, y2 ∈M,α1, α2, β1, β2 ∈ k, a ∈ A.
Definición 1.5.13. Un producto tensorial de LA y AM es un par (T, t), donde T es un
k-módulo y t : L ×M → T una aplicación A-bilineal, tal que para todo par (X, g) con
X un k-módulo y g : L×M → X una aplicación A-bilineal, existe una única aplicación
k-lineal g : T → X tal que gt = g. Es decir el siguiente diagrama conmuta:

L×M T

X

t

g
∃! g

Teorema 1.5.14. Si LA y AM son dos A-módulos, existe en Mod k su producto tenso-
rial, único a menos de isomorfismos, al cual notaremos L⊗AM .

□
Observar que la estructura de k-módulo viene de ser L un A-módulo a derecha y M

un A-módulo a izquierda (la construcción expĺıcita deja esto más en claro). Además, si
A,B,C son k-álgebras, BLA es un (B-A)-bimódulo y AMC un (A-C)-bimódulo, entonces
el producto tensorial L ⊗A M está dotado de una estructura de (B-C)-bimódulo dada
por b(x⊗ y)c = (bx)⊗ (yc) para todo b ∈ B, x ∈ L, y ∈M, c ∈ C.

Veamos ahora que tensorizar es un funtor de ModA en Mod k. Para esto debemos
definirlo en morfismos.

Dados L,L′ y L′′ A-módulos a derecha, M,M ′ y M ′′ A-módulos a izquierda y apli-
caciones lineales f : L→ L′, f ′ : L′ → L′′, g : M → M ′ y g′ : M ′ → M ′′, tenemos por la
propiedad universal del producto tensorial que los diagramas conmuten

L×M L⊗M

L′ ×M ′ L′ ⊗M ′

L′′ ×M ′′ L′′ ⊗M ′′

t

f×g ∃!f⊗g

t′

f ′×g′ ∃!f ′⊗g′

t′′

Luego, por la unicidad, (f ′ ⊗ g′)(f ⊗ g) = (f ′f) ⊗ (g′g). En particular, tomando M =
M ′ =M ′′ y g = g′ = idM , tenemos (f ′f)⊗ 1M = (f ′ ⊗ 1M )(f ⊗ 1M ).

Lo anterior junto con 1L⊗M = 1L⊗1M nos da que el mapa −⊗AM : ModA→ Mod k
que manda objetos L 7→ L⊗AM y morfismos f 7→ f ⊗ 1M es un funtor covariante.

Análogamente, el mapa L⊗A− : ModAop → Mod k que manda objetosM 7→ L⊗AM
y morfismos g 7→ 1L ⊗ g también es un funtor covariante.
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En consecuencia, el producto tensorial − ⊗A −, que manda (L,M) 7→ L ⊗A M y
(f, g) 7→ f ⊗ g define un bifuntor de ModA × ModAop en Mod k, covariante en cada
variable.

Observación 1.5.15. Más generalmente, si A y B son dos k-álgebras y AMB un (A-
B)-bimódulo, −⊗AM y M ⊗B −, definidos igual que antes, son funtores covariantes de
ModA en ModB y de ModBop en ModAop respectivamente.

En la siguiente proposición listamos algunas propiedades del funtor ⊗.
Proposición 1.5.16. Sean A y B dos k-álgebras. Sean LA, AM, ANB y BX módulos.
Vale que:

(1) Existe un isomorfismo natural L⊗A (N ⊗B X) ∼= (L⊗A N)⊗B X.
(2) Existen isomorfismos naturales L⊗A A ∼= L y A⊗AM ∼=M .
(3) Si (Lλ)λ∈Λ es una familia de A-módulos a derecha y (Mσ)σ∈Σ es una familia

de A-módulos a izquierda, existe un isomorfismo funtorial(⊕
λ∈Λ

Lλ

)
⊗A

(⊕
σ∈Σ

Mσ

)
∼=

⊕
(λ,σ)∈Λ×Σ

(Lλ ⊗AMσ)

(4) A⊗k B tiene estructura de k-álgebra conmutativa si y sólo si A y B lo son.
(5) Para todo n ≥ 0, A⊗k Mn(k) ∼=Mn(A).

□
El siguiente teorema va a ser importante más adelante para caracterizar el par de

torsión inducido por un módulo inclinante:

Teorema 1.5.17 (de adjunción). Sean A y B dos k-álgebras y AMB un (A-B)-bimódulo.
Entonces existe un isomorfismo natural

HomA(L,HomB(M,N)) ∼= HomB(L⊗AM,N).

Es decir, −⊗AM es adjunto a izquierda del HomB(M,−).
De manera análoga, M ⊗B − es adjunto a izquierda del HomA(M,−).
Demostración: Consideremos los siguientes mapas:
µ : HomA(L,HomB(M,N))→ HomB(L⊗AM,N), f 7→ (x⊗ y 7→ f(x)(y)), o sea

(µf)(x⊗ y) = (f(x))(y).

ν : HomB(L⊗AM,N)→ HomA(L,HomB(M,N)), g 7→ (x 7→ (y 7→ g(x⊗ y))), o sea

(ν(g(x)))(y) = g(x⊗ y).
Se verifica que estos mapas están bien definidos y son k-lineales, veamos que son

mutuamente inversos:

((µν)g)(x⊗ y) = (νg(x))(y) = g(x⊗ y)

((νµ)f)(x)(y) = (µf)(x⊗ y) = (f(x))(y)

Resta ver que el isomorfismo es funtorial.
Para esto sean φ : L→ L′ un morfismo de A-módulos y ψ : N → N ′ un morfismo de

B-módulos. Si notamos (φ⊗ 1B)
∗ = HomB(φ⊗ 1B, N), φ∗ = HomA(φ,HomB(M,N)),

ψ∗ = HomB(L ⊗A M,ψ), ψ∗∗ = HomA(L,HomB(M,ψ)), debemos probar que los dos
cuadrados del siguiente diagrama conmutan:
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HomB(L
′ ⊗AM,N) HomB(L⊗AM,N) HomB(L⊗AM,N ′)

HomA(L
′,HomB(M,N)) HomA(L,HomB(M,N)) HomA(L,HomB(M,N ′))

(φ⊗1B)∗

ν

ψ∗

ν ν

φ∗ ψ∗∗

Sea f ∈ HomB(L
′ ⊗M,N). Entonces:

((ν(φ⊗ 1B)
∗f)(x))(y) = ((φ⊗ 1B)

∗f)(x⊗ y) = (f(φ⊗ 1B))(x⊗ y) = f(φ(x)⊗ y);

((φ∗νf)(x))(y) = (νf(φ(x)))(y) = f(φ(x)⊗ y)

por lo que el cuadrado de la izquierda conmuta.
Ahora, si f ∈ HomB(L⊗AM,N), tenemos:

(νψ∗f(x))(y) = ψ∗f(x⊗ y) = ψf(x⊗ y);

(ψ∗∗νf(x))(y) = (ψνf(x))(y) = ψf(x⊗ y)

por lo que el cuadrado de la derecha conmuta, probando la funtorialidad. □

Proposición 1.5.18. Sea A una k-álgebra de dimensión finita. Para todo Y, Z en
modB, existen isomorfismos naturales de k-espacios vectoriales

DExt1B(Y,DZ)
∼= TorB1 (Y,Z)

Demostración: Tomamos una resolución proyectiva P• de Y

· · · Pm Pm−1 · · · P1 P0 Y 0,
dm d1

con cada Pi proyectivo finitamente generado. Aplicando los isomorfismos de la adjunción
del Teorema 1.5.17 término a término sobre la resolución P• obtenemos, luego de du-
alizar:

P• ⊗B Z ∼= DHomB(P•, DZ).

Entonces

TorB1 (Y, Z) = H1(P• ⊗B Z) ∼= H1(DHomB(P•, DZ))

∼= DH1(HomB(P•, DZ)) ∼= DExt1B(Y,DZ)

donde usamos que Hn(DC
•) ∼= DHn(C•) ([2, Lema A.4.2]). □

Definición 1.5.19. Un A-módulo LA se dice plano si el funtor L⊗A − es exacto.

Proposición 1.5.20. Si (Lλ)λ∈Λ es una familia de A-módulos, entonces ⊕λ∈ΛLλ es
plano si y sólo si cada Lλ es plano.

□

Corolario 1.5.21. Todo módulo libre es plano y por tanto todo módulo proyectivo es
plano.
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□
Análogamente al caso del funtor Hom, donde defińıamos los funtores Ext para cor-

regir el fallo de este de no ser exacto a derecha, para el funtor ⊗, consideraremos sus
funtores derivados a izquierda, que corrigen el fallo de este de no ser exacto a izquierda.

SeanM y N dos A-módulos. Notaremos temporalmente Tn(M,−) al n-ésimo funtor
derivado a izquierda de M ⊗A − y Tn(−, N) al n-ésimo funtor derivado a izquierda de
−⊗A N .

Definición 1.5.22. Por [2, Teorema IX.4.4] existe un isomorfismo natural Tn(M,N) ∼=
Tn(M,N). Dados M un A-módulo y N un Aop-módulo, el valor común de Tn(M,N) y
Tn(M,N) es llamado n-ésimo módulo de torsión de M y N , y es notado TorAn (M,N).

Teorema 1.5.23. El funtor TorAn (−,−) es un bifuntor, covariante en cada una de sus
variables.

□Aśı como con los proyectivos/inyectivos y el funtor Ext, tenemos una
caracterización para los módulos planos en base al funtor Tor.

Teorema 1.5.24. Sean M y N dos A-módulos. Entonces:

(a) Son equivalentes:
(i) M es plano.
(ii) TorA1 (M,−) = 0.
(iii) TorAn (M,−) = 0 ∀n ≥ 1.

(b) Son equivalentes:
(i) N es plano.
(ii) TorA1 (−, N) = 0.
(iii) TorAn (−, N) = 0 ∀n ≥ 1.

□

Teorema 1.5.25. Sean N un Aop-módulo, M un A-módulo, (Mλ)λ∈Λ y (Nσ)σ∈Σ famil-
ias de A-módulos, n ≥ 0. Entonces:

TorAn (⊕λ∈ΛMλ, N) ∼= ⊕λ∈ΛTorAn (Mλ, N);

TorAn (M,⊕σ∈ΣNσ) ∼= ⊕σ∈ΣTorAn (M,Nσ).

1.5.2. Dimensiones homológicas. En álgebra homológica, es de gran utilidad es-
tudiar distintas dimensiones que se le pueden asociar a un módulo tomando resoluciones
proyectivas (o inyectivas) y viendo el largo de las mismas.

Definición 1.5.26. Sea A una k-álgebra. Se dice que la dimensión proyectiva de un
A-módulo M es menor o igual a n y se denota pd M ≤ n si existe una resolución
proyectiva

0 Pn · · · P1 P0 M 0.

Si n es el menor entero para el que existe una tal resolución, se dice que la dimensión
proyectiva de M es n y se denota pd M = n.

Si M no admite resoluciones proyectivas finitas, se dice que es de dimensión proyec-
tiva infinita y se escribe pd M = +∞. Convenimos pd 0 = −∞.

Teorema 1.5.27. Son equivalente para un A-módulo M y n ≥ 0:
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(i) pd M ≤ n.
(ii) ExtjA(M,−) = 0 ∀k > n.

(iii) Extn+1
A (M,−) = 0.

(iv) Para toda sucesión exacta

0 Ln−1 Pn−1 · · · P0 M 0

con los Pi proyectivos, se tiene que Ln−1 es también proyectivo.

□
Observar que la dimensión proyectiva de un módulo M nos dice que tan lejos este

está de ser proyectivo. Por ejemplo pd M = 0⇔ Ext1A(M,−) = 0⇔ M es proyectivo y
pd M = 1⇔M ∼= P0/P1, es decir es cociente de proyectivos.

Observación 1.5.28. Se puede definir de manera análoga la dimensión inyectiva id N
de un A-módulo N y obtener equivalencias con ExtkA(−, N).

En base a las dimensiones proyectivas e inyectivas, asociadas a un A-módulo, defin-
imos una dimensión asociada al álgebra A:

Definición 1.5.29. Definimos la dimensión global a derecha de una k-álgebra A como

gl.dim.d(A) = sup{pd M :M es un A-módulo a derecha}.

Equivalentemente,

gl.dim.d(A) = sup{id N : N es A-módulo a derecha}.

Definimos de forma análoga la dimensión global a izquierda, gl.dim.s(A).

Si gl.dim.d(A) = gl.dim.s(A), decimos que la dimensión global de A es este valor
común y la notamos gl.dim(A).

Proposición 1.5.30. Para toda k-álgebra A,

gl.dim.d(A) = sup{pd M :M es un A-módulo a derecha finitamente generado}.

□

Proposición 1.5.31. Si A es de dimensión finita como k-espacio vectorial, las dimen-
siones globales de A a izquierda y a derecha coinciden.

□

Proposición 1.5.32. Si A es una k-álgebra de Artin (por ejemplo si es de dimensión
finita como k-espacio vectorial), tenemos que

gl.dim.d(A) = sup{pd S : S es un A-módulo simple a derecha}.

□
Juntando todo esto tenemos que si A es una k-álgebra con dimkA <∞,

gl.dim(A) = sup{pd S : S es un A-módulo simple}.
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1.6. Teoŕıa de Auslander-Reiten

En esta sección vamos a introducir las sucesiones casi escindidas (o de Auslander-
Reiten), las cuales nos permiten construir el carcaj de Auslander-Reiten asociado a una
k-álgebra A. Este carcaj nos da una imagen de la categoŕıa de módulos de esta álgebra
además de herramientas de cálculo de morfismos, funtores Ext, entre otros. En principio
no entraremos en detalles de cómo se construye un carcaj de A-R pero enumeraremos
propiedades que cumple y daremos algunos ejemplos con el objetivo de entender y aplicar
estas herramientas para trabajar con pares de torsión y módulos inclinantes.

Como todo módulo puede escribirse (de forma única) como suma de módulos inde-
scomponibles, la idea del carcaj de A-R es poner como vértices (las clases de isomorfismo
de) los módulos indescomponibles. No es tan fácil pensar que morfismos queremos que
representen las flechas, pero querŕıamos que no se factoricen (de forma no trivial) a
través de otro módulo. Empecemos con algunas definiciones que apuntan a describir
estos morfismos.

Definición 1.6.1. Decimos que un morfismo es una sección si admite una inversa a
izquierda (pos-componer) y que es una retracción si admite una inversa a derecha (pre-
componer).

Ejemplo 1.6.2. Sean P un A-módulo proyectivo y Q un A-módulo inyectivo.
Todo epimorfismo f :M → P es una retracción y todo monomorfismo g : Q→ N es

una sección ya que tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

P 0 Q N

M P 0 Q

h

g

k
f

Definición 1.6.3. Sean L,M,N en modA. Decimos que:

(a) Un morfismo de A-módulos f : L → M es minimal a izquierda si para todo
h ∈ EndM tal que hf = f , se tiene que h es un automorfismo.

(b) Un morfismo de A-módulos g : M → N es minimal a derecha si para todo
k ∈ EndM tal que gk = g, se tiene que k es un automorfismo.

(c) Un morfismo de A-módulos f : L → M es casi escindido a izquierda si no es
una sección y para todo morfismo de A-módulos u : L → U no sección, existe
u′ :M → U tal que u′f = u.

(d) Un morfismo de A-módulos g :M → N es casi escindido a derecha si no es una
retracción y para todo morfismo de A-módulos v : V → N no retracción, existe
v′ : V →M tal que gv′ = v.

(e) Un morfismo de A-módulos f : L→M es casi escindido minimal a izquierda si
es minimal a izquierda y casi escindido a izquierda.

(f) Un morfismo de A-módulos g : M → N es casi escindido minimal a derecha si
es minimal a derecha y casi escindido a derecha.

Proposición 1.6.4. Los morfismos casi escindidos minimales a izquierda (resp. a
derecha) determinan de forma única su codominio (resp. dominio). Más precisamente:
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(a) Si f : L→ M y f ′ : L→ M ′ son dos morfismos de A-módulos casi escindidos

minimales a izquierda, entonces existe un isomorfismo h : M
∼−→ M ′ tal que

f ′ = hf .
(b) Si g :M → N y g′ :M ′ → N son dos morfismos de A-módulos casi escindidos

minimales a derecha, entonces existe un isomorfismo k : M
∼−→ M ′ tal que

g = g′k.

Proposición 1.6.5.

(a) Si f : L→M es un morfismo casi escindido a izquierda en modA, entonces L
es indescomponible.

(b) Si g :M → N es un morfismo casi escindido a derecha en modA, entonces N
es indescomponible.

Definición 1.6.6. Un morfismo f : X → Y en modA se dice irreducible si:

(a) f no es una sección ni una retracción
(b) Si f = f1f2, entonces f1 es una retracción o f2 es una sección.

Observación 1.6.7. Los morfismos irreducibles son o bien monomorfismos o bien epi-
morfismos (no ambos) y no admiten factorizaciones no triviales (o sea, que no sean de

la forma X
ι−→ X ⊕ Z (f,0)−−−→ Y o X

(0,f)−−−→ Z ⊕ Y ρ−→ Y ).

Ejemplo 1.6.8. Si e ∈ A es un idempotente, entonces la inclusión rad eA ↪→ eA es
un morfismo casi escindido minimal a derecha. Más aún, si rad eA = ⊕ri=1Mi donde
Mi son A-módulos indescomponibles, entonces las inclusiones Mi ↪→ eA son morfismos
irreducibles.

Dualmente, si I es un A-módulo inyectivo indescomponible, entonces el epimorfismo
canónico p : I → I/ soc I es casi escindido minimal a izquierda. Más aún, si soc I =
⊕si=1Ni donde Ni son A-módulos indescomponibles, entonces los morfismos p : I → I/Ni

son irreducibles.

Definición 1.6.9. Sean X e Y dos A-módulos indescomponibles. Definimos radA(X,Y )
como el k-espacio vectorial de los morfismos X → Y no invertibles.

Si X,Y ∈ modA, definimos rad2A(X,Y ) como el k-espacio vectorial de los morfismos
de la forma gf con f ∈ radA(X,Z) y g ∈ radA(Z, Y ) para algún Z en modA (no
necesariamente indescomponible).

Lema 1.6.10. Sean X e Y dos A-módulos indescomponibles.
Un morfismo f : X → Y es irreducible si y sólo si f ∈ radA(X,Y ) \ rad2A(X,Y ).

Definición 1.6.11. Una sucesión exacta corta en modA

0 L M N 0
f g

es una sucesión casi escindida si:

(1) f es casi escindido minimal a izquierda y
(2) g es casi escindido minimal a derecha.

Observación 1.6.12. Sea (∗) 0→ L→M → N → 0 una sucesión casi escindida.

(a) Por la Proposición 1.6.5, los módulos L y N son indescomponibles.
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(b) Las sucesiones casi escindidas quedan determinadas (a menos de isomorfismos)
por sus extremos. Si (∗∗) 0 → L′ → M ′ → N ′ → 0 es otra sucesión casi
escindida, las siguientes afirmaciones son equivalentes por la Proposición 1.6.4:
(i) Las dos sucesiones (∗) y (∗∗) son isomorfas.
(ii) Existe un isomorfismo de A-módulos L ∼= L′.
(iii) Existe un isomorfismo de A-módulos N ∼= N ′.

(c) Por el Ejemplo 1.6.2 L no puede ser inyectivo y N no puede ser proyectivo, ya
que L→M no es una sección y M → N no es una retracción.

Apuntamos ahora a las traslaciones de Auslander-Reiten.

Consideremos el funtor A-dual (−)t = HomA(−, A) : modA → modAop. Constru-
iremos otro funtor a partir de este, que nos permitirá definir las traslaciones de A-R.

Tomamos para todo módulo MA una resolución proyectiva minimal

P1 P0 M 0
p1 p0

y le aplicamos el funtor (−)t, obteniendo

0 M t P t0 P t1 coker pt1 0
pt0 pt1

que será la base para definir el funtor de traslación.
Notamos Tr M := coker pt1 y lo llamamos traspuesto de M .

Notación 1.6.13. Notaremos por proj A a la subcategoŕıa plena de modA cuyos objetos
son los A-módulos proyectivos y por inj A a la subcategoŕıa plena de modA cuyos objetos
son los A-módulos inyectivos.

El funtor A-dual (−)t lleva A-módulos proyectivos a derecha en A-módulos proyec-
tivos a izquierda. En efecto, si P es proyectivo e indescomponible, entonces P ∼= eA
para algún idempotente primitivo e ∈ A. Aśı, P t = HomA(eA,A) ∼= Ae, el cual es
un A-módulo proyectivo a izquierda. Se verifica que evM : M → M tt definido por
evM (z)(f) = f(z) para z ∈ M,f ∈ M t es funtorial en M , y es un isomorfismo si M es
proyectivo. Por tanto (−)t induce una dualidad entre las categoŕıas proj A y proj Aop.

Queremos definir, a partir de esta dualidad, una dualidad entre cocientes de modA
y modAop. Ya tenemos el funtor, el traspuesto, falta ver que vamos a cocientar.

Definición 1.6.14. La categoŕıa proyectivamente estable, que denotaremos modA, es
el cociente modA/P cuyos objetos son los mismos que en modA, pero el k-espacio vec-
torial HomA(M,N) se define como el cociente HomA(M,N) := HomA(M,N)/P(M,N)
donde P(M,N) es el subconjunto de HomA(M,N) que consiste de los morfismos que se
factorizan a través de un A-módulo proyectivo.

Análogamente, definimos la categoŕıa inyectivamente estable, que denotaremos modA,
como el cociente modA/I, donde se identifican los morfismos que se facctorizan a través
de un A-módulo inyectivo.

Proposición 1.6.15. La correspondenciaM 7→ Tr M induce una dualidad k-lineal entre
modA y modAop, llamada trasposición.
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Como la trasposición lleva A-módulos a derecha en A-módulos a izquierda, si quer-
emos un funtor de modA en śı misma, precisamos componerla con otro funtor que
lleve A-módulos a izquierda en A-módulos a derecha. Este será la k-dualidad estándar,
D = Homk(−, k).

Definición 1.6.16. Las traslaciones de Auslander-Reiten están definidas por

τ = DTr y τ−1 = TrD.

Antes de ver propiedades de estas traslaciones, veamos una forma de calcularlas.
Para esto, recordar que el funtor de Nakayama está definido como

ν = D(−)t : modA→ modA,

e induce equivalencias proj A inj A
ν

ν−1
, donde ν−1 = HomA(DA,−) es la cuasi-

inversa de ν.

Proposición 1.6.17. Sean M y N dos A-módulos.

(a) Sea P1 P0 M 0
p1 p0

una presentación proyectiva minimal deM . Entonces
existe una sucesión exacta:

0 τM νP1 νP0 νM 0.
νp1 νp0

(b) Sea 0 N E0 E1
i0 i1 una presentación inyectiva minimal de N . Entonces

existe una sucesión exacta:

0 ν−1M ν−1E0 ν−1E1 τ−1N 0.
ν−1i0 ν−1i1

Observación 1.6.18. La proposición anterior nos da τM = ker νp1 y τ
−1M = coker ν−1i1.

Ejemplo 1.6.19. Sea A el álgebra dada por el carcaj 1 ◦ ◦ 2,
α

β
llamado el carcaj

de Kronecker, y MA la representación k k.
1

0
Observar que M es un A-módulo in-

descomponible y satisface HomA(M,P (1)) = 0 = HomA(M,P (2)), donde P (1) y P (2)
son los proyectivos indescomponibles asociados a los vértices 1 y 2.

Una presentación proyectiva minimal de M está dada por

(∗) 0 P (1) P (2) M 0
p1 p2

donde p1 es un isomorfismo entre P (1) y un sumando de radP (2), y p2 = coker p1.
Aplicando ν a (∗) tenemos por la Proposición 1.6.17 la siguiente sucesión exacta

0 τM νP (1) ∼= I(1) νP (2) ∼= I(2) νM = 0
νp1

Tenemos entonces I(1)/ ker νp1 ∼= I(2) y ker νp1 = τM . Conclúımos que τM ∼=M .

Este ejemplo muestra que el trasladado de un módulo indescomponible puede ser él
mismo. Más adelante, en la Sección 4.2, veremos en más detalle la estructura del álgebra
de Kronecker.
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A continuación enunciamos algunas propiedades que cumplen las traslaciones de
Auslander-Reiten, y la información que nos dan acerca de los A-módulos, que luego se
podrá visualizar en el carcaj de A-R.

Proposición 1.6.20. [4, Proposición V.1.14] Sea 0 L M N 0
f g

una sucesión
exacta. Son equivalentes:

(a) La sucesión es casi escindida.
(b) L ∼= τN y g es casi escindido a derecha.
(c) N ∼= τ−1L y f es casi escindido a izquierda.

Lema 1.6.21. Sea M un A-módulo. Entonces

(a) pdAM ≤ 1 ⇐⇒ HomA(DA, τM) = 0.
(b) idAM ≤ 1 ⇐⇒ HomA(τ

−1M,A) = 0.

Proposición 1.6.22. Sean M y N dos A-módulos indescomponibles. Entonces:

(a) τM = 0 ⇐⇒ M es proyectivo.
(b) τ−1N = 0 ⇐⇒ N es inyecivo.
(c) Si M y N no son proyectivos, entonces τM es indescomponible y no inyectivo,

τ−1τM ∼=M y M ∼= N ⇐⇒ τM ∼= τN .
(d) SiM y N no son inyectivos, entonces τ−1N es indescomponible y no proyectivo,

ττ−1N ∼= N y N ∼=M ⇐⇒ τ−1N ∼= τ−1M .

Las propiedades (c) y (d) nos sirven para concluir como corolario que τ y τ−1 inducen
equivalencias mutuamente inversas entre modA y modA.

Teorema 1.6.23 (formulas de Auslander-Reiten). Si A es una k-álgebra, M y N dos
A-módulos, entonces existen isomorfismos naturales

Ext1A(M,N) ∼= DHomA(τ
−1N,M) ∼= DHomA(N, τM).

Corolario 1.6.24. Sea A una k-álgebra, M y N dos A-módulos. Entonces:

(a) Si pdAM ≤ 1 y N arbitrario, existe un isomorfismo

Ext1A(M,N) ∼= DHomA(N, τM).

(b) Si idAN ≤ 1 y M arbitrario, existe un isomorfismo

Ext1A(M,N) ∼= DHomA(τ
−1N,M).

(c) En particular, si gl.dim(A) ≤ 1, M y N arbitrarios, existen isomorfismos

DHomA(N, τM) ∼= Ext1A(M,N) ∼= DHomA(τ
−1N,M).

Observación 1.6.25. En particular, para toda álgebra de caminos A = kQ sin rela-
ciones, se tiene que vale (c) del corolario anterior.

Esto es ya que estas álgebras son hereditarias por Teorema 1.3.4 y por tanto de
dimensión global menor igual a 1 .

1.7. Teoŕıa de Morita

En esta sección los módulos no se suponen necesariamente finitamente generados.
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Definición 1.7.1. Decimos que dos k-álgebras A y B son equivalentes Morita si existe
una equivalencia de categoŕıas k-lineal F : ModA→ ModB.

Como nos interesa estudiar las representaciones de una k-álgebra, es decir la categoŕıa
de sus módulos, la equivalencia de Morita captura la “buena” noción de equivalencia
entre dos k-álgebras desde el punto de vista de su teoŕıa de representaciones. El Teorema
de Morita nos dará una condición necesaria y suficiente para que dos álgebras sean
equivalentes en este sentido.

Definición 1.7.2. Sea A una k-álgebra. Decimos que un A-módulo M es un generador

de ModA si para todo A-módulo N existe un conjunto Λ y un epimorfismo M (Λ) → N .
Un A-módulo proyectivo finitamente generado que es un generador de ModA se dice

un progenerador (o progenerador Morita) de ModA.

Teorema 1.7.3 (Morita). [2, Teorema VIII.3.2] Dos k-álgebras A y B son equivalentes
Morita si y solamente si existe un progenerador PA tal que B ∼= EndPA.

En tal caso, la equivalencia de categoŕıas F : ModA → ModB está dada por el
funtor F = HomA(P,−), con quasi-inversa G = −⊗B P .

Corolario 1.7.4. [2, Corolario VIII.3.4] Si A y B son dos k-álgebras, son equivalentes:

(a) A y B son equivalentes Morita.
(b) Existe un progenerador PA tal que B ∼= EndPA.
(c) Existe una equivalencia k-lineal modA→ modB.

Este corolario justifica que podemos restringir nuestra atención a la subcategoŕıa
plena de los A-módulos finitamente generados modA dentro de la categoŕıa ModA.
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CAPÍTULO 2

Teoŕıa de inclinación

Una de las afirmaciones más sorprendentes del Teorema de Gabriel (1.3.5) es que
la cantidad de (clases de isomorfismo de) módulos indescomponibles de una k-álgebra
hereditaria A = kQ de tipo de representación finita no depende de la orientación del
carcaj Q, solo del grafo subyacente. Bernstein, Gelfand y Ponomarev dieron una expli-
cación de este suceso, mostrando que para un carcaj Q de tipo Dynkin existe un funtor,
que llamaron funtor de reflexión, entre mod kQ y mod kQ′ que induce una biyección
entre los módulos indescomponibles, donde Q′ es el carcaj obtenido de Q revirtiendo
todas las flechas que llegan a un pozo x ∈ Q0. Más adelante, Auslander, Platzcek y
Reiten mostraron que estos funtores de reflexión son equivalentes a HomA(T,−) donde
T = τ−1S(x)⊕

⊕
x̸=y∈Q0

P (y) (ver 2.2.10) y que kQ′ ∼= EndA(T )
op. Unos años después,

Brenner y Butler generalizaron estos módulos que inducen los funtores de reflexión y es-
tudiaron estos objetos axiomáticamente en el art́ıculo [6], en el cual introducen la noción
de módulo inclinante.

La teoŕıa de inclinación generaliza de alguna forma la equivalencia Morita. La idea
es estudiar modA cambiando A por B = EndA(TA), para T en modA con ciertas
propiedades que lo hagan ser “parecido” a un progenerador Morita.

Al debilitar las condiciones que le pedimos a estos módulos, en vez de tener una
equivalencia de categoŕıas modA ∼= modB, tendremos isomorfismos entre ciertas sub-
categoŕıas de las categoŕıas de módulos de A y B. Por un lado, perdemos control de
todo modA en la inclinación, pero por otro obtenemos nuevas familias de álgebras con
las que comparar modA.

2.1. Pares de torsión

Las subcategoŕıas que podremos comparar de A y EndA(TA) forman lo que llamamos
un par de torsión. Veremos ahora que son y algunas propiedades. Luego definiremos
módulos inclinantes y veremos los pares de torsión que estos inducen.

Definición 2.1.1. Un par (T ,F) de subcategoŕıas plenas de modA es un par de torsión
(o teoŕıa de torsión) si:

(i) HomA(M,N) = 0 ∀M ∈ T y N ∈ F .
(ii) HomA(M,−)|F = 0 =⇒ M ∈ T .
(iii) HomA(−, N)|T = 0 =⇒ N ∈ F .

Si (T ,F) es un par de torsión, llamamos a T clase de torsión y a F clase libre de torsión.

Observación 2.1.2. La condición (i) nos dice que no hay morfismos no nulos entre
módulos en T y módulos en F .
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Las condiciones (ii) y (iii) nos dicen que T y F son maximales con respecto a esta
propiedad.

Ejemplo 2.1.3. Una clase C arbitraria de A-módulos induce un par de torsión tomando
F = {N : HomA(−, N)|C = 0}, T = {M : HomA(M,−)|F = 0}. En tal caso T es la
clase de torsión más chica que contiene a C.
La construcción dual nos da la clase libre de torsión más chica que contiene a C.

Definición 2.1.4. Un subfuntor t del funtor identidad en modA (es decir un funtor
que asigna tM ⊆ M a cada M de forma que todo morfismo M → N se restringe a
tM → tN) es llamado un idempotente radical si, para todo módulo MA, se cumple que
t(tM) = tM y t(M/tM) = 0.

Proposición 2.1.5. (a) Sea T una subcategoŕıa plena de modA. Son equivalentes:
(i) T es la clase de torsión de algún par de torsión (T ,F).
(ii) T es cerrado bajo imágenes, sumas directas y extensiones.
(iii) Existe un idempotente radical t tal que T = {M : tM =M}.

(b) Sea F una subcategoŕıa plena de modA. Son equivalentes:
(i) F es la clase libre de torsión de algún par de torsión (T ,F).
(ii) F es cerrado bajo submódulos, productos directos y extensiones.
(iii) Existe un idempotente radical t tal que F = {N : tN = 0}.

Definición 2.1.6. El idempotente radical t asociado a un par de torsión es llamado el
radical de torsión.

Si existe un tal radical de torsión, se sigue que tM ∈ T y M/tM ∈ F para todo
A-módulo M .

Proposición 2.1.7. Sea (T ,F) un par de torsión en modA y M un A-módulo. Existe
entonces una sucesión exacta corta

0 tM M M/tM 0

con tM ∈ T y M/tM ∈ F . Esta sucesión es única en el sentido de que cualquier otra
sucesión exacta 0 X M Y 0 con X ∈ T e Y ∈ F , es isomorfa a ella.

Definición 2.1.8. Una sucesión exacta como la de la proposición se llama sucesión
canónica para M (asociada al par de torsión (T ,F)).

Corolario 2.1.9. Todo módulo simple es o bien de torsión o bien libre de torsión.

Un caso particular de pares de torsión que nos da bastante información es cuando
(T ,F) cubre todo modA.

Definición 2.1.10. Un par de torsión se dice escindente si todo A-módulo indescom-
ponible pertenece o bien a T o bien a F .

Proposición 2.1.11. Sea (T ,F) un par de torsión en modA. Son equivalentes:

(a) (T ,F) es escindente.
(b) Para todo A-módulo M , la sucesión canónica de M se escinde.
(c) Ext1A(N,M) = 0 ∀M ∈ T , N ∈ F .
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(d) M ∈ T =⇒ τ−1M ∈ T .
(e) N ∈ F =⇒ τN ∈ F .

Apuntando a una generalización de la equivalencia Morita, estudiaremos los módulos
generados (cogenerados) por uno inclinante.

Definición 2.1.12. Sea T un A-módulo. Definimos GenT como la clase de todos los
módulos M en modA generados por T , es decir, módulos M tal que ∃d ≥ 0 y un
epimorfismo T d →M .

Dualmente, definimos CogenT como la clase de todos los módulos N en modA

cogenerados por T , es decir, módulos N tal que ∃d ≥ 0 y un monomorfismo N → T d.

Para ver cuando GenT es la clase de torsión de un par de torsión, o dualmente
cuando CogenT es la clase libre de torsión de un par de torsión, por 2.1.5 basta ver
cuando estas clases son cerradas bajo extensiones.

Lema 2.1.13. (a) Si Ext1A(T,−)|GenT = 0, GenT es una clase de torsión, con

F = {M : HomA(T,M) = 0}
como la clase libre de torsión correspondiente.

(b) Si Ext1A(−, T )|CogenT = 0, CogenT es libre de torsión con

T = {M : HomA(M,T ) = 0}
como la clase de torsión correspondiente.

En virtud de este lema y 1.5.7 damos la siguiente definición.

Definición 2.1.14. Si C es una k-subcategoŕıa plena de modA, un A-módulo M ∈ C
se dice Ext-proyectivo en C si Ext1A(M,−)|C = 0 y dualmente, se dice Ext-inyectivo si

Ext1A(−,M)|C = 0

Proposición 2.1.15. Sea (T ,F) un par de torsión en modA y M un A-módulo inde-
scomponible.

(a) M ∈ T es Ext-proyectivo en T si y sólo si τM ∈ F .
(b) M ∈ F es Ext-inyectivo en F si y sólo si τ−1M ∈ T .

2.2. Módulos inclinantes

Veamos ahora la definición de módulo inclinante y los pares de torsión que estos
inducen.

Para un A-móduloM , notaremos por add M a la subcategoŕıa plena de modA cuyos
objetos son sumas directas de sumandos directos de M .

Definición 2.2.1. Un A-módulo T es un módulo inclinante parcial si cumple

(T1) pd TA ≤ 1.
(T2) Ext1A(T, T ) = 0.

Un A-módulo T es un módulo inclinante si además cumple

(T3) Existe una sucesión exacta corta 0→ A→ T ′ → T ′′ → 0 con T ′, T ′′ ∈ add T .
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Observación 2.2.2. Las condiciones (T1) y (T2) nos dicen que T “está cerca” de ser
proyectivo, y al añadir (T3) tenemos que T “está cerca” de ser un progenerador Morita.
En efecto, todo progenerador Morita Q es un módulo inclinante:

(T1) y (T2) son triviales ya que Q es proyectivo y para ver que Q cumple (T3)
escribimos A =

⊕n
i=1 Pi con Pi proyectivos indescomponibles. Como Q es generador,

para todo 1 ≤ i ≤ n existe φi : Qd → Pi epimorfismo y, por ser los Pi proyectivos,
para todo 1 ≤ i ≤ n existe ψi : Pi → Qd tal que φiψi = idPi y por tanto, por ser
indescomponibles, todo Pi debe aparecer como sumando de Q.

Tomando la sucesión 0→ A ↪→ Q→ Q/A→ 0 (exacta pues Q/A = coker(A ↪→ Q)),

tenemos que Q cumple (T3) ya que Q/A =
⊕n

j=1 P
ij
j con ij ≥ 0 ∀j (todo proyectivo

aparece como sumando de Q por el párrafo anterior) por tanto Q/A ∈ add Q.

Observación 2.2.3. La demostración de que todo progenerador Morita cumple (T3)
muestra de hecho que la condición (T3) es equivalente a decir que un módulo inclinante
parcial TA es un módulo inclinante si y sólo si, para cada A-módulo proyectivo indescom-
ponible P , existe una sucesión exacta corta 0→ P → T ′ → T ′′ → 0 con T ′, T ′′ ∈ addT .

Observación 2.2.4. Otra restricción inmediata es que si TA es un módulo inclinante,
todo A-módulo indescomponible proyectivo-inyectivo es un sumando directo de T .

Para ver esto, escribimos A =
⊕n

i=1 Pi con Pi proyectivos indescomponibles. Si Q
es un A-módulo proyectivo-inyectivo, debe ser Q = Pj para algún 1 ≤ j ≤ n.

Como TA inclinante, por (T3) tenemos

0 A =
⊕n

i=1 Pi T ′ T ′′ 0

con T ′, T ′′ ∈ add T y, por tanto, tenemos

0 Pj T ′ T ′′ 0
fj

y por ser Pj inyectivo y fj monomorfismo, existe hj : T
′ → Pj tal que hjfj = idPj , es

decir, Pj es sumando directo de T ′, luego Q = Pj ∈ add T y como es indescomponible,
debe ser un sumando directo de T .

Seguimos interesados en ver cuando GenT y CogenT son parte de un par de torsión.
Considerarmos también, dado TA módulo inclinante parcial, las siguientes dos subcate-
goŕıas plenas de modA

T (T ) = {MA : Ext1A(T,M) = 0} y F(T ) = {MA : HomA(T,M) = 0}.
Proposición 2.2.5. Sea T un A-módulo inclinante parcial. Entonces:

(a) GenT es una clase de torsión en la que T es Ext-proyectivo y F(T ) es la clase
libre de torsión correspondiente.

(b) T (T ) es una clase de torsión en la que T es Ext-proyectivo y Cogen τT es la
clase libre de torsión correspondiente.

(c) GenT ⊆ T (T ).
Más aún, son equivalentes:

(i) T es inclinante.
(ii) GenT = T (T ).
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(iii) F(T ) = Cogen τT
(iv) Para todo M ∈ T (T ), existe una sucesión exacta corta 0→ L→ T0 →M → 0

con T0 ∈ addT y L ∈ T (T ).
(v) Un A-módulo X está en addT si y sólo si X es Ext-proyectivo en T (T ).

Observación 2.2.6. Similar a lo que pasa con los progeneradores Morita (ver 2.2.2),
todo módulo proyectivo en GenT está también en add T .

Definición 2.2.7. Con la proposición anterior en mente, si T es un A-módulo inclinante,
nos referimos al par

(GenT,F(T )) = (T (T ),Cogen(T ))
como el par de torsión inducido por T en modA, y lo notamos (T (T ),F(T )).

Veamos un ejemplo de un A-módulo inclinante parcial donde los pares de torsión
(GenT,F(T )) y (T (T ),Cogen(T )) no coinciden:

Ejemplo 2.2.8. Consideremos Q =
1◦ 2◦ 3◦ , A = kQ y el A-módulo incli-

nante parcial T = 010⊕ 011.
Veamos los pares de torsión (GenT,F(T )) y (T (T ),CogenT ) en el carcaj de Auslander-

Reiten Γ(modA), respectivamente.

100

110

111

010

011

001 100

110

111

010

011

001

donde las clases de torsión GenT y T (T ) están marcadas como y las clases

libres de torsión F(T ) y Cogen τT como .
Notar que en este ejemplo, T ⊕ 111 es inclinante, pues T es inclinante parcial, 111

es proyectivo y tenemos la sucesión:

0 AA 1113 ⊕ 010 0112 0

con 1113 ⊕ 010, 0112 ∈ add(T ⊕ 111).

De hecho, justificando el nombre de los mismos, siempre podemos completar un
módulo inclinante parcial a uno inclinante.

Lema 2.2.9 (Bongartz). Si T es un A-módulo inclinante parcial, entonces existe un
A-módulo E tal que T ⊕ E es inclinante.

Daremos ahora un ejemplo de un tipo de módulos inclinantes que aparecen en el
origen de la teoŕıa de inclinación. Estos son los módulos APR-inclinantes definidos por
Auslander, Platzcek y Reiten.
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Definición 2.2.10. Sea A una k-álgebra y S(a) un A-módulo simple proyectivo no
inyectivo (o sea que el vértice a es un pozo con al menos una flecha entrante en el carcaj
asociado a A). Tomamos

T = T [a] := τ−1S(a)⊕

⊕
b̸=a

P (b)


y lo llamamos el módulo APR-inclinante asociado al pozo a.

Proposición 2.2.11. Si T es un A-módulo APR-inclinante, entonces T es inclinante y
el par de torsión inducido por T es escindente.

Demostración: Probaremos primero que T es efectivamente inclinante. Las condi-
ciones (T1) y (T3) salen de que la sucesión

0 S(a)
⊕

c̸=a P (c)
mc τ−1S(a) 0

con mc = dimk(Irr(S(a), P (c))) es casi escindida por [3, Corolarios IV.3.9 y IV.4.4].
Para (T1), todos los sumandos P (i) son proyectivos y por tanto tienen dimensión

proyectiva 0 y pdτ−1S(a) = 1 por la sucesión anterior.
Para (T3) sumamos todos los proyectivos P (c) con c ̸= a a la sucesión exacta anterior

y obtengo

0 AA
⊕

c̸=a P (c)
1+mc τ−1S(a) 0

con los términos del medio y la izquierda en addT .
Para (T2), por el Corolario 1.6.24 tenemos

Ext1A(T, T )
∼= DHomA(T, τT ) = DHomA(T, S(a)) = 0

ya que HomA(τ
−1S(a), S(a)) = 0 y HomA(

⊕
b̸=a P (b), S(a)) = 0 ya que S(a) es simple,

luego todo morfismo P (b)→ S(a) es cero o un isomorfismo, y S(a) = P (a) es proyectivo.
Luego P (b) → P (a) es cero por ser b ̸= a. Con esto tenemos que T cumple (T2) y
conclúımos que T es inclinante.

Veamos que el par de torsión inducido es escindente.
Para ilustrar la importancia de que a sea un pozo, veremos primero que el único

A-módulo indescomponible en la clase libre de torsión F(T ) = {M : HomA(T,M) = 0}
es S(a) y luego que todos los otros indescomponibles están en T (T ).

Para ver esto, hay que usar como se ve el módulo T en el carcaj de Auslander-
Reiten. Tenemos que M ∈ F(T )⇔ HomA(T,M) = 0⇔ HomA(P (b),M) = 0 ∀ b ̸= a y
HomA(τ

−1S(a),M) = 0. Como a es un pozo, S(a) = P (a) es una fuente en el carcaj de
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Auslander-Reiten y localmente se ve algo aśı:

. .
.

P (b) . .
.

S(a) τ−1S(a)

P (c)
. . .

. . .

donde pintado de violeta están los módulos con HomA(P (i),M) ̸= 0 para i ̸= a y de
rojo los módulos con HomA(τ

−1S(a),M) ̸= 0 y los morfismos que salen de ellos. Como
M está en F(T ) si y sólo si no está pintado de rojo ni violeta, la única posibilidad es
M = S(a).

Por otro lado, T (T ) es la subcategoŕıa aditiva generada por todos los indescom-
ponibles que no son S(a), ya que si M es indescomponible,

M ∈ T (T )⇔ 0 = Ext1A(T,M) = Ext1A(τ
−1S(a),M) ∼= DHomA(M,S(a))⇔M ̸∼= S(a)

donde el último si y sólo si es por ser S(a) simple y proyectivo (todo morfismo que llega a
un simple es sobreyectivo y todo morfismo sobreyectivo que llega a un proyectivo es una
retracción, por lo tanto S(a) es sumando directo de M indescomponible). Esto también
puede verse claramente en el carcaj de Auslander-Reiten.

En particular, tenemos que (T (T ),F(T )) es un par de torsión escindente, como
afirmamos.

2.3. Teorema de inclinación de Brenner y Butler

Antes de enunciar el teorema de inclinación, debemos entender mejor los pares de
torsión inducidos en B = EndTA para A un álgebra y TA un módulo inclinante.

El siguiente lema resultará de gran utilidad más adelante.

Lema 2.3.1. Sea A un álgebra, T un A-módulo (no necesariamente inclinante) y B =
EndTA. Vale que

(a) Para cada módulo T0 ∈ addT y cada A-módulo M , el mapa f 7→ HomA(T, f)
induce una transformación natural

HomA(T0,M) ∼= HomB(HomA(T, T0),HomA(T,M))

(a) El funtor HomA(T,−) induce una equivalencia de categoŕıas entre addT y la
subcategoŕıa proj B de modB que tiene como objetos a los B-módulos proyec-
tivos.

Observación 2.3.2. Como corolario, tenemos que B es básica si y sólo si los suman-
dos indescomponibles de T no son isomorfos 2 a 2. En tal caso decimos que T es
libre de multiplicidad.
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Por el resto de esta sección, T será un A-módulo inclinante y B = EndTA.

Proposición 2.3.3. El funtor HomA(T,−) : T (TA) → modB encaja la clase T (T )
como una subcategoŕıa plena de modB, cerrada por extensiones.

Una de las claves de la teoŕıa de inclinación es que un módulo inclinante TA induce
un B-módulo inclinante BT y, más aún, el álgebra A se puede recuperar a partir de B
y BT , como vemos en la siguiente proposición.

Proposición 2.3.4. Vale que:

(a) Si M,N ∈ T (T ), entonces Ext1A(M,N) ∼= Ext1B(HomA(T,M),HomA(T,N))
(b) D(BT ) ∼= HomA(T,DA)
(c) BT es un B-módulo a izquierda inclinante.
(d) A ∼= End(BT )

op via a 7→ (t 7→ ta).

Proposición 2.3.5. El centro Z(A) de A es isomorfo al centro Z(B) de B.

Observación 2.3.6. Como corolario del resultado anterior, como un álgebra es conexa
si y sólo si su centro lo es, tenemos que B también es conexa (recordar que partimos de
k-álgebras básicas y conexas).

Otro corolario de la proposición anterior es que BT , al ser un B-módulo inclinante,
induce un par de torsión (T (BT ),F(BT )) en la categoŕıa de B-módulos a izquierda,
siendo, igual que antes:

T (BT ) = Gen(B(T )) = {BU : Ext1B(T,U) = 0}

F(BT ) = Cogen τ(B(T )) = {BV : HomB(T, V ) = 0}

Como nos interesa la categoŕıa modB de los B-módulos a derecha, en vez de ese par de
torsión, consideraremos el dual:

(X (TA),Y(TA)) = (DF(BT ), DT (BT ))

En el siguiente lema damos otra caracterización de este par de torsión.

Lema 2.3.7. Sea A un álgebra. Todo módulo inclinante TA induce un par de torsión
(X (T ),Y(T )) en la categoŕıa modB. Además:

X (T ) = {XB : HomB(X,DT ) = 0} = {XB : X ⊗B T = 0}

Y(T ) = {YB : Ext1B(Y,DT ) = 0} = {YB : TorB1 (Y, T ) = 0}
Demostración:

X (TA) = DF(BT ) = D{BX : HomB(T,X) = 0}
= {XB : HomB(X,DT ) = 0}
∼= {XB : D(X ⊗B T ) = 0} (∗)
= {XB : X ⊗B T = 0}
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donde (∗) es por el Lema de adjunción.

Y(TA) = DT (BT ) = D{BY : Ext1B(T, Y ) = 0}
= {YB : Ext1B(Y,DT ) = 0}
∼= {YB : DTorB1 (Y, T ) = 0} (∗∗)
= {YB : TorB1 (Y, T ) = 0}

donde (∗∗) es por 1.5.18.
Enunciamos ahora el teorema de Brenner y Butler, también llamado teorema de

inclinación por ser el resultado central de la teoŕıa de inclinación. 1

Para una prueba ver [3] o [7].

Teorema 2.3.8 (Brenner-Butler). Sea A una k-álgebra, TA un módulo inclinante, B =
EndTA, (T (T ),F(T )) y (X (T ),Y(T )) los pares de torsión inducidos en modA y modB,
respectivamente. Entonces:

(a) BT es un módulo inclinante y el morfismo A→ End(BT )
op dado por

a 7→ (t 7→ ta)

es un isomorfismo.
(b) Los funtores HomA(T,−) y −⊗B T inducen equivalencias quasi-inversas entre
T (TA) e Y(TA).

(c) Los funtores Ext1A(T,−) y TorB1 (−, T ) inducen equivalencias quasi-inversas en-
tre F(TA) y X (TA).

Observación 2.3.9. Como T (TA) contiene a los A-módulos inyectivos, se encuentra
“a la derecha” de Γ(modA) y F(TA) a la izquierda de T (TA) por ser la parte libre de
torsión correspondiente al par de torsión (no hay morfismos de algo en T hacia algo en
F).

Similarmente, Y(TA) se encuentra “a la izquierda” de Γ(modB) por contener a los
B-módulos proyectivos y X (TA) a su derecha.

La siguiente figura ilustra la situación general.

1Notar que algunos resultados ya fueron enunciados previamente como lemas, pero para tenerlo más
organizado los repetimos.
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Y(TA)

F(TA)

X (TA)

T (TA)Γ(modA)

Γ(modB)

HomA(T,−)

TorB1 (−,T )−⊗BT

Ext1A(T,−)

Proposición 2.3.10. Las composiciones que no son quasi-inversas entre śı dan cero, es
decir que dados M un A-módulo y N un B-módulo se tiene:

(i) Ext1A(T,N ⊗B T ) = 0.
(ii) Ext1A(T,M)⊗B T = 0.
(iii) HomA(T,Tor

B
1 (N,T )) = 0.

(iv) TorB1 (HomA(T,M), T ) = 0.
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CAPÍTULO 3

Álgebras de endomorfismos de módulos inclinantes

Nos centraremos ahora en estudiar algunas relaciones entre un álgebra A y el álgebra
de endomorfismos de un A-módulo inclinante T . Veremos algunas propiedades que
vienen como consecuencias del teorema de inclinación (2.3.8).

3.1. Dimensión global de álgebras de endomorfismos de módulos inclinantes

Como primer consecuencia, veremos que tener dimensión global finita es estable bajo
el proceso de inclinación, con esta variando en a lo sumo 1. Precisamos este lema:

Lema 3.1.1. Sea A un álgebra, T un A-módulo inclinante y B = EndTA. SiM ∈ T (T ),
entonces pdB HomA(T,M) ≤ pdAM .

Demostración: La haremos por inducción en n = pdAM .
Si n = 0, entonces M es proyectivo y como M ∈ T (T ) = Gen(T ), donde la igualdad

se da por ser T inclinante (parcial), tenemos que existe un epimorfismo T d →M que se
escinde por ser M proyectivo, por lo que M ∈ addT .

Luego, como por 2.3.1(b) HomA(T,−) induce una equivalencia entre addT y projB,
HomA(T,M) es proyectivo en modB y pdB HomA(T,M) = 0 ≤ 0 = pdAM .

Sea entonces n ≥ 1. Por Proposición 2.2.5(iv) existe una sucesión exacta corta:

(∗) 0 L T0 M 0

con T0 ∈ addT y L ∈ T (T ). Como L ∈ T (T ), Ext1A(T0, L) = 0 y tenemos la
siguiente sucesión exacta corta:

(∗∗) 0 HomA(T, L) HomA(T, T0) HomA(T,M) 0

Si n = 1, entonces Ext2A(M,−) = 0 y como T0 ∈ addT , la sucesión exacta corta (∗)
induce la sucesión exacta de funtores

0 = Ext1A(T0,−)|T (T ) Ext1A(L,−)|T (T ) Ext2A(M,−)|T (T ) = 0

Luego Ext1A(L,−)|T (T ) = 0 y entonces L es Ext-proyectivo en T (T ).
La Proposición 2.2.5(v) nos da que L ∈ addT y 2.3.1(b) nos da que HomA(T, L) es

proyectivo.
Viendo (∗∗), tenemos que pdHomA(T,M) ≤ 1 = pdM .
Para n ≥ 2, la [3, Proposición A.4.7(b)] nos dice que en la primer sucesión exacta

corta pdL ≤ max{pdT0, pdM − 1} = n− 1 (T0 ∈ addT, pdT ≤ 1 =⇒ pdT0 ≤ 1), por lo
que la hipótesis inductiva aplicada a L nos da pdHomA(T, L) ≤ n−1 y de nuevo aplicada
a (∗∗) nos da que pdHomA(T,M) ≤ 1+ pdHomA(T, L) ≤ 1+ (n− 1) = n = pdM . □
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Usando este lema podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2. Si A es un álgebra, T un A-módulo inclinante y B = EndTA, entonces
|gl.dimA− gl.dimB| ≤ 1

Demostración: Dado X un B-módulo, tenemos una sucesión exacta corta

0 Y P X 0

con P proyectivo (tomando Y = ker(P → X)). Luego pdBX ≤ 1 + pdBY .
Como P ∈ Y(T ), pues Y(T ) contiene a los B-módulos proyectivos, tenemos que

Y ∈ Y(T ) pues Y(T ) es cerrado bajo submódulos por ser una clase libre de torsión y
por Teorema 2.3.8 existe M ∈ T (T ) tal que Y = HomA(T,M).

Por el lema anterior tenemos pdBY ≤ pdAM y por tanto

pdBX ≤ 1 + pdBY ≤ 1 + pdAM ≤ 1 + gl.dimA.

Tomando supremos sobre todos los B-módulos X, tenemos gl.dimB ≤ 1 + gl.dimA.
Como por el Teorema de inclinación(2.3.8), BT es un B-módulo inclinante, obten-

emos análogamente gl.dimA ≤ 1 + gl.dimB,
Juntando estas dos desigualdades tenemos |gl.dimA− gl.dimB| ≤ 1 □

Ejemplo 3.1.3. Veamos que la cota del teorema anterior es óptima.

Consideremos el álgebra A = kQ dada por el carcaj Q: 1 ◦ 2◦ ◦ 3 y el
A-módulo inclinante T = S(1)⊕P (1)⊕S(3). El álgebra B = EndTA está dada entonces

por el carcaj 1 ◦ 2◦ ◦ 3α β
con la relación αβ = 0.

Considerando SB(1), el B-módulo simple asociado al vértice 1, obtenemos una res-
olución proyectiva minimal de SB(1) de largo 2:

0 PB(3) PB(2) PB(1) SB(1) 0

Por tanto pdBSB(1) = 2 y gl.dim(B) = 2, pues se verifica fácilmente que todo otro
B-módulo indescomponible M tiene pdBM ≤ 1. Por otro lado, gl.dim(A) = 1 por ser A
hereditaria y |gl.dim(A)− gl.dim(B)| = 1

3.2. Álgebras de endomorfismos de módulos inclinantes y grupo de
Grothendieck

Estudiaremos ahora el comportamiento del grupo de Grothendieck K0(A) de un
álgebra A (ver sección 1.2.1) bajo el proceso de inclinación. Deduciremos a partir de
esto que el número de módulos simples se preserva por inclinación y veremos propiedades
del vector dimensión de un módulo.

Recordamos que tenemos un isomorfismo dim : K0(A)
∼=−→ Zn, dado por [X] 7→ dimX

(vector dimensión), donde n =#{isoclases de A-módulos simples}.
Identificamos K0(A) con Zn y [X] ∈ K0(A) con dimX ∈ Zn para todo A-módulo X.

Lema 3.2.1. Dada una sucesión exacta larga en modA

0 Nm · · · N3 N2 N1 M 0

tenemos que dimM =
∑m

k=1(−1)k+1dimNk
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Demostración: Recordar que dim es aditiva, es decir que si 0 X Y Z 0
es una sucesión exacta corta, entonces dimY = dimX + dimZ (ver [3, Sección III.3.3]).
Para poder usar esto, partimos la sucesión exacta larga en sucesiones exactas cortas
como sigue:

0 0

Im f2 = ker f1

0 · · · N3 N2 N1 M 0

Im f3 = ker f2 Im f1 =M

0 0 0

f3 f2 f1

Luego la aditividad nos da


dimN1 = dim Im f1 + dim Im f2 = dimM + dim Im f2

dimN2 = dim Im f2 + dim Im f3
...

dimNm = dim Im fm + 0

Por tanto, dimM = dimN1 − dim Im f2 = dimN1 − (dimN2 − dim Im f3) = · · · y
siguiendo aśı tenemos el resulltado. □

Teorema 3.2.2. Sea A un álgebra, T un A-módulo inclinante y B = EndT . Entonces
la correspondencia dimM 7→ dimHomA(T,M)− dimExt1A(T,M), para M un A-módulo,
induce un isomorfismo f : K0(A)→ K0(B).

Demostración: Como pdT ≤ 1, ExtjA(T,−) = 0 ∀j ≥ 2 y por tanto toda sucesión
exacta corta 0 L M N 0 en modA induce una sucesión exacta larga de
cohomoloǵıa:

0 HomA(T, L) HomA(T,M) HomA(T,N)

Ext1A(T, L) Ext1A(T,M) Ext1A(T,N) 0

De esta obtenemos, por el Lema 3.2.1 la igualdad

dimHomA(T,M)− dimExt1A(T,M) = (dimHomA(T, L)− dimExt1A(T, L))

+ (dimHomA(T,N)− dimExt1A(T,N))

Por tanto, la correspondencia dimM 7→ dimHomA(T,M) − Ext1A(T,M) induce un ho-
momorfismo de grupos f : K0(A) → K0(B), pues en el grupo de Grothendieck, si la
sucesión 0 L M N 0 es exacta corta, [M ] = [L] + [N ], y vimos que esta
correspondencia respeta esta relación: la imagen de dimM y dimL+ dimN coinciden.

Queremos ahora ver que f es un isomorfismo. Para esto, recordar que {dimS}S∈S
con S conjunto de representantes de las isoclases de B-módulos simples es un generador
de K0(B), y por tanto para ver que es sobreyectiva basta ver que todo B-módulo simple
está en la imagen de f .

Sea entonces S un B-módulo simple. Como (X (T ),Y(T )) es un par de torsión, o
bien S ∈ X (T ) o bien S ∈ Y(T ) por el Corolario 2.1.9.
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En el primer caso, por el teorema de inclinación, S ∼= Ext1A(T,Tor
B
1 (S, T )) y por

Proposición 2.3.10 HomA(T,Tor
B
1 (S, T )) = 0, por lo que

dimS = 0 + dimExt1A(T,Tor
B
1 (S, T )) = f(−dimTorB1 (S, T ))

En el segundo caso, por los mismos resultados, tenemos S ∼= HomA(T, S ⊗B T ) y
Ext1A(T, S ⊗B T ) = 0, por lo que

dimS = dimHomA(T, S ⊗B T ) + 0 = f(dimS ⊗B T )
Esto prueba que f es sobreyectiva y por tanto que rkK0(A) ≥ rkK0(B). Por el Teorema
de inclinación, también es inclinante BT y A ∼= End(BT )

op. Por tanto, razonando igual
que antes, tenemos rkK0(B) ≥ rkK0(A). En consecuencia, rkK0(A) = rkK0(B). □
En base a este teorema, deducimos un criterio para determinar cuando un módulo in-
clinante parcial es inclinante. En particular, nos sirve para construir ejemplos, ya que
(T1) y (T2) son más fáciles de verificar que (T3).

Corolario 3.2.3. Un módulo inclinante parcial TA es inclinante si y sólo si el número
de sumandos indescomponibles de T no isomorfos 2 a 2 es igual al número de A-módulos
simples no isomorfos 2 a 2, o sea el rango de K0(A).

Demostración: (⇒) Si TA inclinante y B = EndTA, entonces por lema 2.3.1(b) (que
nos dice que addT ∼= proj B) tenemos que el número t de sumandos indescomponibles
de T no isomorfos 2 a 2 es igual al número de B-módulos proyectivos indescomponibles
no isomorfos 2 a 2, que a su vez, es igual al número de B-módulos simples no isomorfos
2 a 2, que coincide con el rango de K0(B). Luego t = rkK0(A) por teorema 3.2.2.

(⇐) Si TA es inclinante parcial, lo puedo completar a uno inclinante usando el
Lema 2.2.9. Es decir, ∃E A-módulo tal que T ⊕ E es inclinante. Luego, por la parte
ya demostrada, el número de sumandos indescomponibles de T ⊕ E no isomorfos 2
a 2 es igual al rango de K0(A) que, por hipótesis, es igual al número de sumandos
indescomponibles de T no isomorfos 2 a 2, por lo que debe ser E ∈ addT y T ya era
inclinante. □

Ejemplo 3.2.4. En el Ejemplo 2.2.8, sabiendo que T = 010⊕ 011 es inclinante parcial,
es inmediato que T ⊕ 111 es inclinante, pues sigue siendo inclinante parcial, tiene 3
sumandos indescomponibles no isomorfos y A tiene 3 módulos simples no isomorfos 2 a
2 (uno por cada vértice de Q).

3.2.1. Caracteŕıstica de Euler de un álgebra. Estudiaremos ahora otro invari-
ante relacionado al grupo de Grothendieck K0(A).

Para A un álgebra de dimensión global finita, definimos su caracteŕıstica de Euler
como la forma bilineal ⟨−,−⟩A : K0(A)×K0(A)→ Z dada por:

⟨dimM, dimN⟩A =

∞∑
j=0

(−1)j dimk Ext
j
A(M,N)

para A-módulos M y N .
Observar primero que la suma es finita pues gl.dimA <∞. Luego, como |gl.dimA−

gl.dimB| ≤ 1 por el Teorema 3.1.2 para B = EndTA con TA inclinante, ⟨−,−⟩A está
bien definida por la fórmula anterior si y sólo si lo está ⟨−,−⟩B. Mostraremos ahora que
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la caracteŕıstica de Euler de un álgebra es invariante por inclinación. Para esto veremos
que el isomorfismo f del Teorema 3.2.2 es una isometŕıa con respecto a las caracteŕısticas
de Euler de A y B.

Proposición 3.2.5. Sea A un álgebra de dimensión global finita, TA un módulo incli-
nante, B = EndTA y f : K0(A) → K0(B) el isomorfismo de 3.2.2, Entonces, para
cualquier par de A-módulos M y N se tiene

⟨dimM, dimN⟩A = ⟨f(dimM), f(dimN)⟩B

Demostración: Sean T1, . . . , Tn los sumandos indescomponibles no isomorfos 2 a
2 de T . Veremos que dimTi con 1 ≤ i ≤ n es una base de K0(A) y que f es una
isometŕıa. Por lema 2.3.1(b),la equivalencia entre addT y proj B está dada por el
funtor HomA(T,−). Entonces tenemos que los B-módulos HomA(T, Ti) : 1 ≤ i ≤ n
forman un conjunto completo de representantes de clases de isomorfismos de B-módulos
proyectivos indescomponibles no isomorfos 2 a 2 y por tanto los vectores dimensión de
estos módulos forman una base deK0(B). Además, como Ext1A(T, T1) = 0 ∀i, f(dimTi) =
dimHomA(T, Ti) es un isomorfismo entre K0(A) y K0(B). Por tanto {dimTi}ni=1 forma
una base de K0(A).

Como HomA(T, Ti) es proyectivo para todo i, ExtmB (Hom(T, Ti),−) = 0 ∀m ≥ 1.
Luego para 1 ≤ i, j ≤ n:

⟨f(dimTi), f(dimTj)⟩B = ⟨dimHomA(T, Ti), dimHomA(T, Tj)⟩B

=
∞∑
n=0

(−1)n dimk Ext
n
B(HomA(T, Ti),HomA(T, Tj))

= dimk Ext
0
B(HomA(T, Ti),HomA(T, Tj))

= dimkHomB(HomA(T, Ti),HomA(T, Tj))

= dimkHomA(Ti, Tj)

= ⟨dimTi, dimTj⟩A

donde la última igualdad es por ser T inclinante. Conclúımos que f es una isometŕıa en
los generadores, y por tanto en todo K0(A). □

3.3. Sucesiones de conexión

Dejando de lado el K0, veremos ahora qué son las sucesiones de conexión y como el
teorema de inclinación las caracteriza. Estas serán de gran utilidad más adelante.

Definición 3.3.1. Una sucesión casi escindida 0 Y E X 0 en
modB se dice una sucesión de conexión si Y ∈ Y(T ) y X ∈ X (T ).

Ejemplo 3.3.2. Consideremos Q =
1◦ 2◦ 3◦ , A = kQ y el A-módulo incli-

nante T = 100⊕ 111⊕ 001, entonces B = EndTA está dada por el carcaj

1◦ 2◦ 3◦µ λ
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con la relación λµ = 0. Considerando el par de torsión inducido (X (T ),Y(T )) en modB,
tenemos que la única sucesión de conexión en este caso es

0 010 011 001 0

, como se ve en la siguiente figura:

100 010 001

110

011

Lema 3.3.3. Si 0 Y E X 0 es una sucesión de conexión, en-
tonces existe un A-módulo inyectivo indescomponible I(a) tal que Y ∼= HomA(T, I(a)).

Demostración: Notar primero que τ−1Y = X por ser las puntas de una sucesión casi
escindida, luego Y es Ext-inyectivo en Y(T ) por Proposición 2.1.15. Como Y ∈ Y(T ),
tenemos Y = HomA(T,M) para algún M ∈ T (T ), por el Teorema de inclinación.

Consideremos f : M → N una envolvente inyectiva de M en modA y la sucesión

exacta corta 0 M N N/M 0
f

. Como N ∈ T (T ) por ser inyectivo
y T (T ) es cerrada por imágenes (por Proposición 2.1.5), N/M ∈ T (T ) y por tanto todos
los términos de la sucesión están en T (T ). Por tanto, aplicando HomA(T,−) a esta
sucesión y viendo que Ext1A(T,M) = 0, tenemos la sucesión exacta corta con todos los
términos en Y(T ):

0 Y = HomA(T,M) HomA(T,N) HomA(T,N/M) 0
HomA(T,f)

Viendo a esta sucesión como un representante de un elemento de Ext1B(HomA(T,N/M), Y )
tenemos que corresponde al 0 ya que Y es Ext-inyectivo en Y(T ). Por tanto, esta sucesión
escinde, luego HomA(T, f) es una sección y en consecuencia, aplicando − ⊗B T vemos
que f es una sección, por teorema de inclinación.

Se sigue que M es isomorfo a un sumando directo de N , y como N es inyectivo,
también lo es M . Finalmente, como Y es indescomponible, entonces M ∼= I(a) para
algún vértice a en QA. □

Este lema nos da la forma del término de la izquierda de una sucesión de conexión:
está asociado a un inyectivo I(a) v́ıa HomA(T,−).

Antes de probar los siguientes lemas, recordar que dado un A-módulo M, tomamos

una presentación proyectiva minimal P1 P0 M 0
p1 p0

, definimos el traspuesto
como TrM := cokerHomA(p1, A) = coker pt1 y τ−1M := TrDM(ver 1.6, 1.6.16) con
(−)t = HomA(−, A).
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Lema 3.3.4. Sea A un álgebra, TA un módulo inclinante y B = EndTA. Sea P (a) la
cobertura proyectiva del módulo simple S(a)A. Entonces

TrHomA(P (a), T ) ∼= Ext1A(T, P (a))

Demostración: Como TA inclinante, por (T3), existe una sucesión exacta corta

(∗) 0 P (a) T ′
A T ′′

A 0
f

con T ′, T ′′ ∈ addT . Aplicándole HomA(T,−) tenemos la sucesión exacta:

0 HomA(T, P (a)) f∗ HomA(T, T
′′) Ext1A(T, P (a)) 0

HomA(T,f)

por lo que Ext1A(T, P (a))
∼= cokerHomA(T, f).

Aplicándole HomA(−, T ) a (∗) nos da una sucesión exacta corta

0 HomA(T
′′, T ) HomA(T

′, T ) HomA(P (a), T ) 0
HomA(f,T )

Como HomA(Ti, T ) es un sumando directo de HomA(T, T ) = EndTA = B para todo Ti
sumando indescomponible de T , HomA(Ti, T ) es un B-módulo proyectivo para todo Ti,
luego Hom(T ′, T ) y Hom(T ′′, T ) son B-módulos proyectivos por estar T ′, T ′′ en addT
y ser Hom aditivo. Sigue que la sucesión anterior es una resolución proyectiva del B-
módulo a izquierda HomA(P (a), T ), por lo que TrHomA(P (a), T ) = cokerHomA(f, T )

t.
Finalmente, como HomA(T, T ) ∼= HomB(HomA(T, T ),HomA(T, T )) y los funtores

Hom son aditivos, tenemos HomA(T, T0) ∼= HomB(HomA(T0, T ),HomA(T, T )) para todo
T0 ∈ addT . Luego tenemos el siguiente cuadrado conmutativo:

HomB(HomA(T
′, T ),HomA(T, T )) HomA(T, T

′)

HomB(HomA(T
′′, T ),HomA(T, T )) HomA(T, T

′′)

∼=

HomA(f,T )t HomA(T,f)

∼=

lo que prueba HomA(f, T )
t ∼= HomA(T, f) y por tanto

TrHomA(P (a), T ) = cokerHomA(f, T )
t = cokerHomA(T, f) ∼= Ext1A(T, P (a))

probando el isomorfismo buscado y por tanto el lema. □

El siguiente lema junto a la Proposición 1.6.20 nos da la forma del término de la
derecha de una sucesión de conexión: está asociado al proyectivo P (a) correspondiente
al mismo vértice a v́ıa Ext1A(T,−), cumpliendo que P (a) ̸∈ addT .

Lema 3.3.5 (de conexión). Sea A un álgebra, TA un módulo inclinante y B = EndTA.
Sea P (a) la cobertura proyectiva del módulo simple S(a)A, I(a) su envolvente inyectiva.
Entonces:

τ−1HomA(T, I(a)) ∼= Ext1A(T, P (a))

En particular, P (a) ∈ addT si y sólo si HomA(T, I(a)) es un B-módulo inyectivo.
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Demostración: Para probar la primera afirmación, usamos el lema anterior 3.3.4 y
la definición de τ−1, tenemos

Ext1A(T, P (a))
∼= Tr HomA(P (a), T ) ∼= Tr DHomA(T, I(a)) = τ−1HomA(T, I(a)).

La segunda afirmación sale fácil de la primera ya que un módulo proyectivo P está en
addT si y sólo si P (a) ∈ T (T ) = GenT si y sólo si 0 = Ext1A(T, P (a))

∼= τ−1HomA(T, I(a))
si y sólo si HomA(T, I(a)) es inyectivo. □

Como corolario simple del lema de conexión, tenemos una caracterización de los
B-módulos proyectivos-inyectivos indescomponibles.

Corolario 3.3.6. Si P (a), I(a) ∈ addT , entonces HomA(T, I(a)) es un B-módulo proyec-
tivo e inyectivo y, rećıprocamente, todo B-módulo proyectivo e inyectivo indescomponible
es de esta forma.

Demostración: Para la primera afirmación usamos que P (a) ∈ addT implica que
HomA(T, I(a)) es inyectivo, por el lema anterior (3.3.5), y que I(a) ∈ addT implica que
HomA(T, I(a)) es proyectivo por el Lema 2.3.1(b).

Para la segunda afirmación, si N es un B-módulo proyectivo indescomponible, de
nuevo por el Lema 2.3.1 se tiene que N = HomA(T, Ti) con Ti ∈ addT indescomponible,
y en particular N ∈ Y(T ). Por tanto, tomando e : Ti → E una envolvente inyectiva,
tenemos que HomA(T, e) : HomA(T, Ti)→ HomA(T,E) es un monomorfismo que escinde
por ser HomA(T, Ti) = N inyectivo; o sea, es una sección. Como Ti y E pertenecen a
T (T ), tenemos que e es isomorfo a HomA(T, e) ⊗B T y por tanto e es también una
sección. Esto muestra que Ti es inyectivo, digamos Ti = I(a). Por el lema anterior 3.3.5,
esto implica que P (a) ∈ addT .

Finalmente, como Ti, I(a) ∈ T (T ) y HomA(T,−) induce una equivalencia entre T (T )
e Y(T ), I(a) ∼= Ti y por tanto I(a) ∈ addT y NB es de la forma buscada. □

Para terminar la caracterización de las sucesiones de conexión, veamos que pasa con
el término del medio. Resulta que lo mejor que podemos lograr es aproximarlo a partir
de su sucesión canónica.

Proposición 3.3.7. Sea A un álgebra, TA un módulo inclinante y B = EndTA. Sean
P (a), I(a) y S(a), con P (a) ̸∈ addT . Consideremos la sucesión de conexión

0 HomA(T, I(a)) EB Ext1A(T, P (a)) 0u v

La sucesión canónica de EB en el par de torsión (X (T ),Y(T )) es entonces

0 Ext1A(T, radP (a)) EB HomA(T, I(a)/S(a)) 0

Demostración: Como (T (T ),F(T )) es un par de torsión, o bien S(a) ∈ T (T ) o bien
S(a) ∈ F(T ). Veremos que pasa en cada caso:

(i) Supongamos S(a) ∈ T (T ), o sea, Ext1A(T, S(a)) = 0.
Esto implica que la sucesión exacta corta 0 S(a) I(a) I(a)/S(a) 0

induce una sucesión exacta corta

0 HomA(T, S(a)) HomA(T, I(a)) HomA(T, S(a)/I(a)) 0
f g
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Por otro lado, P (a) ̸∈ addT =⇒ P (a) /∈ T (T ), por lo que P (a) ̸= tP (a) (donde
t es el idempotente radical asociado al par de torsión (T (T ),F(T )), ver 2.1.5) y por
tanto tP (a) ⊆ radP (a) (por [3, Proposición I.4.5(c)] radP (a) es el único submod-
ulo maximal propio de P (a)), lo que nos da un isomorfismo k-lineal HomA(T, P (a)) ∼=
HomA(T, radP (a)). Todo morfismo T → P (a) se factoriza a través de ι : tP (a)→ P (a)
por lo que HomA(T, P (a)) ∼= HomA(T, tP (a)) por restricción. Luego, la inlcusión
ι0 : tP (a)→ radP (a) induce un mapa ι̂0 : HomA(T, tP (a))→ HomA(T, radP (a)) dado
por f 7→ ι0 ◦ f que es inyectivo pues ι0 ◦ f = 0 =⇒ f(T ) ⊆ ker ι0 = {0} =⇒ f = 0 y
sobreyectiva pues dada g : T → radP (a), tomo j : radP (a)→ P (a) la inclusión y tengo
que j ◦ g : T → P (a) por lo que ∃ĝ : T → tP (a) tal que j ◦ g = ι ◦ ĝ y notando que
ι = j ◦ ι0 tengo j ◦ g = j ◦ (ι0 ◦ ĝ) por lo que, por ser j inyectiva, ι̂0(ĝ) = g. Sigue que
HomA(T, radP (a)) ∼= HomA(T, tP (a)) ∼= HomA(T, P (a)) Sigue que la sucesión exacta
corta 0 radP (a) P (a) S(a) 0 en modA induce una sucesión exacta corta

0 HomA(T, S(a)) Ext1A(T, radP (a)) Ext1A(T, P (a)) 0 (∗)h k

Ahora, tomando la sucesión exacta 0 t radP (a) radP (a) radP (a)/t radP (a) 0,
viendo la sucesión exacta larga inducida por Ext1A(T,−)

Ext1A(T, t radP (a)) Ext1A(T, radP (a)) Ext1A(T, radP (a)/t radP (a)) Ext2A(T, t radP (a))

y usando que, como t radP (a) ∈ T (T ), entonces Ext1A(T, t radP (a)) = 0, tenemos la
siguiente sucesión exacta:

0 = Ext1A(T, t radP (a)) Ext1A(T, radP (a)) Ext1A(T,
radP (a)
t radP (a)) Ext2A(T, t radP (a)) = 0

donde el último término es 0 pues pdT ≤ 1. Esto nos da un isomorfismo:

Ext1A(T, radP (a))
∼= Ext1A(T, radP (a)/t radP (a)).

Luego, la sucesión (∗) no escinde, pues si lo hiciera tendŕıamos un morfismo del B-
módulo Ext1A(T, radP (a))

∼= Ext1A(T, radP (a)/t radP (a)) al B-módulo HomA(T, S(a));
pero el primero es de torsión, por Teorema 2.3.8, ya que radP (a)/t radP (a) es libre de
torsión en A, y el segundo es libre de torsión, de nuevo por inclinación, ya que estamos
asumiendo S(a) ∈ T (T ). Esto seŕıa una contradicción.

En particular, k no es una retracción y como la sucesión de conexión dada es casi
escindida (por definición), v es casi escindida minimal a derecha y por tanto existe
f ′ : Ext1A(T, radP (a)) → E tal que k = vf ′. Pasando a los kernels, tenemos que existe
un morfismo φ : HomA(T, S(a))→ HomA(T, I(a)) tal que uφ = f ′h.

Dado que, como k-espacio vectorial, HomB(HomA(T, S(a)),HomA(T, I(a))) es iso-
morfo a HomA(S(a), I(a)) ∼= k, podemos tomar φ = f reescalando h, de forma que
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tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas exactas:

0 0

0 HomA(T, S(a)) Ext1A(T, radP (a)) Ext1A(T, P (a)) 0

0 HomA(T, I(a)) E Ext1A(T, P (a)) 0

HomA(T, I(a)/S(a)) HomA(T, I(a)/S(a))

0 0

h

f

k

f ′

u

g

v

g′

Donde por [2, Teorema III.5.9] tenemos que E es el pushout de f y h y como g ◦
f = 0 = 0 ◦ h (donde los morfismos 0 son 0 : HomA(T, S(a)) → HomA(T, I(a)/S(a))
y 0 : Ext1A(T, radP (a)) → HomA(T, I(a)/S(a)) respectivamente), existe un morfismo
g′ : E → HomA(T, I(a)/S(a)) tal que g′ ◦ u = g y g′ ◦ f ′ = 0. Además, g′ es un
epimorfismo por serlo g y por tanto la columna del medio nos da la forma buscada para
la sucesión canónica de E.

(ii) Supongamos ahora que S(a) ∈ F(T ). Esto nos dice que HomA(T, S(a)) = 0
y por tanto la sucesión exacta corta 0 S(a) I(a) I(a)/S(a) 0 induce
(aplicando el funtor HomA(T,−)) la sucesión exacta corta:

0 HomA(T, I(a)) HomA(T, I(a)/S(a)) Ext1A(T, S(a)) 0

Igual que antes, tenemos la sucesión exacta corta

0 Ext1A(T, radP (a)) Ext1A(T, P (a)) Ext1A(T, S(a)) 0

donde ahora tenemos HomA(T, S(a)) = 0. Razonando de la misma forma que en (i)
tenemos que la sucesión no escinde y por tanto induce el siguiente diagrama conmutativo
con filas y columnas exactas:

0 0

Ext1A(T, radP (a)) Ext1A(T, radP (a))

0 HomA(T, I(a)) E Ext1A(T, P (a)) 0

0 HomA(T, I(a)) HomA(T, I(a)/S(a)) Ext1A(T, S(a)) 0

0 0

u v
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Donde ahora el [2, Teorema III.5.5] y la propiedad universal del pullback nos da el
morfismo punteado.

De nuevo viendo la columna del medio tenemos el resultado buscado. □

3.4. Módulos inclinantes separantes y escindentes

Es de nuestro interés ahora estudiar los módulos inclinantes que inducen pares de
torsión escindentes en modA o en modB, es decir aquellos A-módulos inclinantes T para
los que todos los A-módulos indescomponibles están en T (T ) o en F(T ), que se llamarán
separantes, y aquellos para los que todos los B-módulos indescomponibles están en X (T )
o en Y(T ), conocidos como escindentes. Veremos caracterizaciones de las sucesiones casi
escindidas en B = EndTA para módulos inclinantes escindentes y un criterio para ver
cuando un módulo inclinante es separante o escindente.

Definición 3.4.1. Sea A un álgebra, TA un módulo inclinante y B = EndTA. Decimos
que

(a) TA es separante si el par de torsión inducido (T (T ),F(T )) en modA es es-
cindente.

(b) TA es escindente si el par de torsión inducido (X (T ),Y(T )) en modB es es-
cindente.

Ejemplo 3.4.2. La Proposición 2.2.11 nos dice que los módulos APR-inclinantes son
separantes.

En el Ejemplo 3.3.2, tenemos que T es un módulo escindente pero no es separante
pues el par de torsión que induce en modA no es escindente:

100

110

111

010

011

001

Consideremos ahora el álgebra B dada por el carcaj

3◦

1◦ ◦ 5

4◦

2 ◦

β α

γδ

ε
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ligado por αβ = γδ y γε = 0. Consideremos el B-módulo APR-inclinante asociado al
vértice 2, T [2]B. Luego, C = EndT [2]B está dada por el carcaj

◦ ◦
◦

◦ ◦

µ

λ

ν

σ

η

ligado por λµ = νησ. El par de torsión (X (T [2]),Y(T [2])) inducido en modC es el
siguiente:

1

0

0

0
0

1

0

1

0
0

1

1

0

0
0

1

1

1

0
0

1

1

0

1
0

1

1

1

1
0

0

1

0

0
0

0

1

0

1
0

1

1

1

1
1

0

0

1

0
0

0

1

1

1
1

0

0

0

1
0

0

0

1

1
1

0

1

0

1
1

0

0

0

1
1

0

0

1

0
1

0

0

0

0
1

Por lo tanto T [2] es un módulo inclinante separante (por ser APR-inclinante) pero no
escindente.

Observación 3.4.3. Si TA es un módulo inclinante escindente, todoB-módulo es imagen
de un A-módulo indescomponible bajo alguno de los funtores de inclinación HomA(T,−)
o Ext1A(T,−), por tanto B tiene menos indescomponibles que A. En particular, si A es
de representación finita, también lo es B.

Esta última parte de la observación es bastante fuerte, ya que en general el tipo de
representación no se mantiene bajo inclinación como se puede ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.4.4. Consideremos el álgebra A dada por el siguiente carcaj con relaciones

2◦

1 ◦ 3◦ ◦ 5 ηδ = βα = εγ

4◦

α

γ

β

ε

ηδ

El carcaj de Auslander-Reiten de A queda:

46



P (5)
•

P (2)
• • • • •

S(1) •
P (3)
•

τ−1S(1)
• • • • • • • • •

P (2)
• • • • •

Como este es finito, A es de tipo de representación finita, pero si tomamos el módulo
APR-inclinante T [1]A asociado al pozo 1 , que es la suma directa de los módulos inde-
scomponibles marcados en el carcaj de A-R, tenemos que EndA(T [1]) = B es isomorfa
al álgebra de caminos (sin relaciones) dada por el carcaj:

•

• • •

•

Como B es un álgebra de caminos sin relaciones y su grafo subyacente no es Dynkin, B
es de representación infinita por el Teorema 1.3.5.

Veamos ahora las sucesiones escindidas en modB, para B = EndTA con T inclinante
escindente:

Proposición 3.4.5. Sea A un álgebra, TA un módulo inclinante escindente y B =
EndTA. Entonces toda sucesión casi escindida en modB está toda contenida en X (T )
ó en Y(T ), o tiene la forma

0 HomA(T, I) HomA(T, I/ soc I)⊕ Ext1A(T, radP ) Ext1A(T, P ) 0

donde P = P (a) /∈ addT e I = I(a).

Demostración: Sea 0 E′ E E′′ 0 una sucesión casi escindida en
modB. Como (X (T ),Y(T )) es un par de torsión escindente, o bien esta sucesión está
toda contenida en X (T ), o bien en Y(T ), o E′ ∈ Y(T ) y E′′ ∈ X (T ), en cuyo caso
tenemos una sucesión de conexión y por los lemas 3.3.3 y 3.3.5 es de la forma

0 HomA(T, I) EB Ext1A(T, P ) 0

con P (a) /∈ addT , a ∈ (QA)0 tal que P = P (a) e I = I(a). Más aún, por Proposición 3.3.7,
la sucesión canónica de E en (X (T ),Y(T )) es como sigue:

0 Ext1A(T, radP ) EB HomA(T, I/ soc I) 0
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Como (X (T ),Y(T )) es escindente, la sucesión anterior escinde por Proposición 2.1.11 y
E ∼= Ext1A(T, radP )⊕HomA(T, I/ soc I). □

Siguiendo con las sucesiones casi escindidas, veamos que pasa con la imagen bajo los
funtores de inclinación de una sucesión casi escindida en modA que está toda contenida
en T (T ) o F(T ).

Lema 3.4.6. Sea A un álgebra, TA un módulo inclinante escindente y B = EndTA. Sea

0 L M N 0
f g

una sucesión casi escindida en modA.

(a) Si L,M,N ∈ T (T ), entonces

0 HomA(T, L) HomA(T,M) HomA(T,N) 0
HomA(T,f) HomA(T,g)

es una sucesión casi escindida en modB contenida en Y(T ).

(b) Si L,M,N ∈ F(T ), entonces

0 Ext1A(T, L) Ext1A(T,M) Ext1A(T,N) 0
Ext1A(T,f) Ext1A(T,g)

es una sucesión casi escindida en modB contenida en X (T ).

Demostración: Probaremos (a). Como L ∈ T (T ), Ext1A(T, L) = 0 y la sucesión de
B-módulos

0 HomA(T, L) HomA(T,M) HomA(T,N) 0
HomA(T,f) HomA(T,g)

es exacta. Si mostramos que HomA(T, f) y HomA(T, g) son irreducibles, por [3, Teo-
rema IV.1.13] tendŕıamos que esta sucesión es casi escindida, ya que HomA(T,N) y
HomA(T, L) son B-módulos indescomponibles por serN y L indescomponibles en modA.

Para ver que HomA(T, f) es irreducible primero notar que como f no es retracción
ni sección y HomA(T,−) induce una equivalencia de categoŕıas entre T (T ) e Y(T ),
HomA(T, f) no es retracción ni sección.

Supongamos ahora que HomA(T, f) se factoriza a través de un B-módulo Y como
HomA(T, f) = vu. Como u ̸= 0, pues HomA(T, f) ̸= 0, tenemos que Y /∈ X (T ) y como
el par (X (T ),Y(T )) es escindente, Y ∈ Y(T ). Por tanto existen E ∈ T (T ) tal que
Y ∼= HomA(T,E), u′ : L→ E, v′ : E →M tal que u = HomA(T, u

′) y v = HomA(T, v
′).

Sigue que f = v′u′ y por ser f irreducible se tiene que o u′ es retracción o v′ es sección.
Luego u es retracción o v es sección. Esto prueba que HomA(T, f) es irreducible y
análogamente probamos que HomA(T, g) es irreducible. □

Veremos ahora una caracterización de los módulos inclinantes separantes y escindentes.
Precisamos el siguiente lema.

Lema 3.4.7. Sea A un álgebra, TA un módulo inclinante, B = EndTA, M ∈ T (T ) y
N ∈ F(T ). Para cada k ≥ 1 existe un isomorfismo

ExtkA(M,N) ∼= Extk−1
B (HomA(T,M),Ext1A(T,N))
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Demostración: En esta demostración usaremos la notación A(M,N) y j
A(M,N) para

HomA(M,N) y ExtjA(M,N), respectivamente, en las sucesiones exactas largas.
Sea 0 → N → I → N ′ → 0 una sucesión exacta corta con I inyectivo. Tenemos

I ∈ T (T ), luego N ′ ∈ T (T ) y por tanto, aplicándole HomA(T,−) a la sucesión exacta
corta anterior nos da la sucesión exacta corta en modB:

0 HomA(T, I) HomA(T,N
′) Ext1A(T,N) 0

Aplicándole HomB(HomA(T,M),−), tenemos la sucesión exacta larga:

0 B(A(T,M), A(T, I)) B(A(T,M), A(T,N
′)) B(A(T,M), 1

A(T,N))

1
B(A(T,M), A(T, I))→ · · ·

· · · j
B(A(T,M), A(T, I))

j
B(A(T,M), A(T,N

′))
j

B(A(T,M), 1
A(T,N))

j+1
B(A(T,M), A(T, I))→ · · ·

Como HomA(T,−) induce una equivalencia entre las subcategoŕıas T (T ) e Y(T ) y
M, I ∈ T (T ), por Lema 1.5.6 tenemos que vale:

ExtjB(HomA(T,M),HomA(T, I)) ∼= ExtjA(M, I) = 0 ∀j ≥ 1

donde la última igualdad es por ser I inyectivo. Esto nos da dos cosas:

(I) Una sucesión exacta corta

0 B(A(T,M), A(T, I)) B(A(T,M), A(T,N
′)) B(A(T,M), 1

A(T,N)) 0

(II) Un isomorfismo para todo j ≥ 1

ExtjB(HomA(T,M),Ext1A(T,N)) ∼= ExtjB(HomA(T,M),HomA(T,N
′))

Tras aplicarle ahora HomA(M,−) a la sucesión 0 → N → I → N ′ → 0, vemos que la
sucesión exacta larga de cohomoloǵıa inducida nos da:

(I′) Una sucesión exacta corta

0 HomA(M, I) HomA(M,N ′) Ext1A(M,N) 0

ya que HomA(M,N) = 0, pues M ∈ T (T ) y N ∈ F(T ), y Ext1A(M, I) = 0 por
ser I inyectivo.

(II′) Isomorfismos ExtjA(M,N ′) ∼= Extj+1
A (M,N) para todo j ≥ 1, ya que por ser I

inyectivo ExtjA(M, I) = 0 ∀j ≥ 1.

Usando (I),(I′) y Lema 2.3.1 (M, I,N ′ ∈ T (T )), tenemos

0 B(A(T,M), A(T, I)) B(A(T,M), A(T,N
′)) B(A(T,M), 1

A(T,N)) 0

0 HomA(M, I) HomA(M,N ′) Ext1A(M,N) 0

∼= ∼=
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Por tanto HomB(HomA(T,M),Ext1A(T,N)) ∼= Ext1A(M,N), que es el enunciado para
k = 1 (ya que HomB(−,−) = Ext0B(−,−)).

Ahora, usando (II), (II′) y de nuevo el lema 1.5.6 con M,N ′ ∈ T (T ); tenemos para
j ≥ 1

ExtjB(HomA(T,M),Ext1A(T,N)) ∼= ExtjB(HomA(T,M),HomA(T,N
′))

∼= ExtjA(M,N ′) ∼= Extj+1
A (M,N)

Conseguimos entonces el isomorfismo del enunciado para k > 1. □

Teorema 3.4.8 (Hoshino). Sea A un álgebra, TA un módulo inclinante, B = EndTA.

(a) TA es separante si y sólo si pdBX = 1 para todo XB ∈ X (T ).
(b) TA es escindente si y sólo si idAN = 1 para todo NA ∈ F(T ).

Demostración: Notar primero que TA inclinante implica BT inclinante y entonces
basta con probar (b).

( =⇒ ) Supongamos entonces que idAN = 1 ∀NA ∈ F(T ) y sean X ∈ X (T ), Y ∈
Y(T ). Entonces X ∼= Ext1A(T,N) e Y ∼= HomA(T,M) para algún N ∈ F(T ),M ∈ T (T ).
Como Ext2A(−, N) = 0 pues idAN = 1, por el Lema 3.4.7 tenemos:

Ext1B(Y,X) ∼= Ext1B(HomA(T,M),Ext1A(T,N)) ∼= Ext2A(M,N) = 0.

La Proposición 2.1.11 implica entonces que el par (X (T ),Y(T )) es escindente, o sea, T
es escindente.

(⇐= ) Supongamos ahora que (X (T ),Y(T )) es escindete y sea N ∈ F(T ). Consid-
eremos una resolución inyectiva de N :

0 N I0 I1 I2 · · ·d0 d1 d2

Si tomamos L0 := Im d1 = ker d2, L1 := Im d2, tenemos una sucesión exacta corta
0→ N → I0 → L0 → 0. Aplicándole Ext1A(L

1,−) a esta sucesión exacta corta tenemos:

· · · Ext1A(L
1, I0) Ext1A(L

1, L0) Ext2A(L
1, N) Ext2A(L

1, I0) · · ·

y como I0 es inyectivo, Ext1A(L
1, L0) ∼= Ext2A(L

1, N). Luego, por Lema 3.4.7:

Ext1A(L
1, L0) ∼= Ext2A(L

1, N) ∼= Ext1B(HomA(T, L
1),Ext1A(T,N)) = 0

donde la última igualdad es por Proposición 2.1.11, ya que (X (T ),Y(T )) es escindente,
HomA(T, L

1) ∈ Y(T ) y Ext1A(T,N) ∈ X (T ).
Esto implica que la sucesión exacta corta 0 → L0 → I1 → L1 → 0 escinde, luego

I1 ∼= L0 ⊕ L1 y L0 es inyectivo por ser sumando directo de un inyectivo.
Sigue que 0 → N → I0 → L0 → 0 es una resolución inyectiva de N , por lo que

idAN ≤ 1 y como N ∈ F(T ), no puede ser inyectivo, luego idAN ≥ 1 y tenemos la
igualdad buscada. □

Corolario 3.4.9. Si gl.dimA ≤ 1, entonces todo A-módulo inclinante es escindente.

Demostración: Como gl.dimA ≤ 1, en particular idAM ≤ 1 para todo A-módulo
M , y si TA es inclinante, todo N ∈ F(T ) es no-inyectivo, luego idAN ≥ 1 y tenemos
idAN = 1 para todo N ∈ F(T ). □
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Este corolario va a ser de gran utilidad más adelante, cuando centremos nuestra
atención en álgebras heraditarias, ya que estas tienen dimensión global menor o igual a
1. Que el par inducido en las álgebras obtenidas inclinando un álgebra hereditaria sea
escindente nos dará un buen control sobre estas.

3.5. Pares de torsión inducidos por módulos inclinantes

En esta sección vamos a ver cuando un par de torsión (T ,F) en modA proviene de
un módulo inclinante TA. Como la clase de torsión inducida por un módulo inclinante es
GenT y la libre de torsión es Cogen τT , empezaremos viendo cuando GenU y CogenV
son de torsión y libre de torsión, respectivamente, para dos A-módulos U y V .

Obtendremos luego una caracterización de los pares de torsión que provienen de
un módulo inclinante (condición necesaria y suficiente) y usando esto para los pares de
torsión X e Y inducidos en modB, veremos como encontrar un álgebra A y un A-módulo
inclinante T de forma que EndTA = B, X = X (TA) e Y = Y(TA).

Definición 3.5.1. Un A-módulo U se dice Gen-minimal si para toda descomposición
U = U ′⊕U ′′ se tiene U ′ /∈ GenU ′′. Dualmente, se dice Cogen-minimal si U ′ /∈ CogenU ′′

para toda tal descomposición.

Lema 3.5.2. Sea A un álgebra.

(a) Si U es un A-módulo Gen-minimal, GenU es una clase de torsión si y sólo si
U es Ext-proyectivo en GenU .

(a) Si V un A-módulo Cogen-minimal, CogenV es una clase libre de torsión si y
sólo si V es Ext-inyectivo en CogenV .

Demostración: Probaremos (a), la demostración de (b) es dual.
( =⇒ ) Queremos ver que U es Ext-proyectivo en Gen U , o sea Ext1A(U,M) = 0 para

todo M ∈ GenU . Para esto supongamos ∃M ∈ GenU : Ext1A(U,M) ̸= 0
Tomando un sumando indescomponible U0 de U tal que Ext1A(U0,M) ̸= 0, tenemos

una sucesión exacta corta (extensión) que no escinde

0 M E U0 0u v

Como M y U0 ∈ GenU , que es una clase de torsión, entonces E ∈ GenU y existe un
epimorfismo p : Um → E para algún m > 0. Escribiendo Um = R ⊕ Um0 para algún
A-módulo R, tenemos que f = vp : Um → U0 se puede escribir como f = [g, f1, . . . , fm]
con g ∈ HomA(R,U0) y fi ∈ EndU0 ∀1 ≤ i ≤ m.

Como f es sobreyectiva, por serlo v y p, U0 = g(R) +
∑m

i=1 fi(U0). Como v no es
retracción, ningún fi es un isomorfismo y fi(U0) ⊆ (radEndU0) · U0 ∀ 1 ≤ i ≤ m, por
lo que U0 = g(R) + (radEndU0) · U0. Luego, usando el Lema de Nakayama1 tenemos
que U0/g(R) = 0, luego U0 = g(R) y g es un epimorfismo.

Como g : R → U0 epimorfismo, existe R0 sumando directo indescomponible de R
tal que g|R0 : R0 → U0 es un epimorfismo, luego U0 ∈ Gen(R0). Escribiendo a U como
suma directa de sus sumandos directos indescomponibles U = U0 ⊕ (

⊕
k Uk), tenemos

1Lema(Nakayama): Si M está en modA y radA ·M = M , entonces M = 0.
En nuestro caso tomamos M = U0/g(R).
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que

Um0 ⊕R = Um = Um0 ⊕

(⊕
k

Uk

)m
por lo que R0

∼= Uk0 para algún k0 por la unicidad de la descomposición en indescom-
ponibles.

Pero entonces U0 ∈ GenUk0 ⊆ Gen(⊕kUk) y U no es Gen-minimal, lo cual es absurdo.
(⇐= ) Es el contenido del Lema 2.1.13 □

Para el siguiente corolario, recordamos la definición de módulo fiel.

Definición 3.5.3. Dado un A-módulo M , definimos su anulador a derecha como

AnnA(M) := {a ∈ A :Ma = 0}.

Decimos que M es fiel si AnnA(M) = 0.

Veamos un par de caracterizaciones equivalentes de los módulos fieles, que van a ser
clave en la sección 4.4.

Lema 3.5.4. Sea A un álgebra y M un A-módulo. Son equivalentes:

(a) M es fiel.
(b) Para toda base {f1, . . . , fd} del k-espacio vectorial HomA(A,M), el mapa k-

lineal f = [f1 . . . fd]
t : AA →Md es inyectivo.

(c) AA ∈ Cogen(MA).
(d) DAA ∈ Gen(MA).

Demostración: Sea {f1, . . . , fd} una base del k-espacio vectorial HomA(A,M). Con-
siderando el morfismo f = [f1 . . . fd]

t : AA →Md, vemos que f(a) = 0 para algún a ∈ A
si y sólo si g(a) = 0 para algún a ∈ A y g ∈ HomA(A,M), si y sólo si Ma = 0 para
algún a ∈ A, por el isomorfismo MA

∼= HomA(A,M). Por lo tanto MA es fiel si y sólo si
f es un monomorfismo. Esto prueba que (a), (b) y (c) son equivalentes.

Ahora, el anulador a derecha de MA coincide con el anulador a izquierda de ADM ,
{a ∈ A : aDM = 0}. Por tanto, MA es fiel si y sólo si AA es cogenerado por ADM si y
sólo si DAA es generado por D(DM) ∼=M . Esto prueba la equivalencia con (d). □

Corolario 3.5.5. Sea A un álgebra y U un A-módulo Gen-minimal con AnnA(U) = 0
tal que GenU es una clase de torsión. Entonces U es inclinante parcial.

Demostración: Como U ∈ Gen(U), el lema 3.5.2 nos da que Ext1A(U,U) = 0. O sea,
tenemos que U cumple (T2).

Como U es fiel, por Lema 3.5.4(d), tenemos DAA ∈ GenU . Por otro lado, como
U es Ext-proyectivo en la clase de torsión GenU , τU pertenece a la clase libre de
torsión correspondiente por Proposición 2.1.15. Por tanto HomA(DA, τU) = 0 y, por
Lema 1.6.21, pdU ≤ 1. Luego U cumple (T1) y es inclinante parcial. □

Lema 3.5.6. Sea A un álgebra.

(a) Si T = GenU es una clase de torsión, el número de isoclases de Ext-proyectivos
indescomponibles y de Ext-inyectivos indescomponibles en T coincide y es finito.
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(b) Si F = CogenV es una clase libre de torsión, el número de isoclases de Ext-
proyectivos indescomponibles y de Ext-inyectivos indescomponibles en F coin-
cide y es finito.

Demostración: Probaremos (a).
Primero vemos que podemos suponer que U es Gen-minimal, pues si no lo fuera lo

escribimos como U = U ′ ⊕ U ′′ con U ′ ∈ GenU ′′ y ponemos U = U ′′ si este es Gen-
minimal, o continuamos descomponiendo U ′′ en caso que no, y este proceso termina por
ser U finitamente generado.

Como U es fiel como A/AnnU -módulo y T ↪→ mod(A/AnnU) ↪→ modA pues todo
módulo en T = GenU es naturalmente un A/AnnU -módulo, podemos también asumir
que U es fiel (como A-módulo).

Tenemos entonces que U es inclinante parcial, por Corolario 3.5.5, y es Ext-proyectivo
en T , por Lema 3.5.2. Por Lema 3.5.4, tenemos que DA ∈ GenU y por tanto todos los
A-módulos inyectivos indescomponibles son de torsión. Luego, por Proposición 2.1.15,
coinciden con los Ext-inyectivos indescomponibles de T .

Si {u1, . . . , ud} es una k-base de HomA(A,U), el morfismo u =

[ u1
...
ud

]
: AA → UdA es

inyectivo, de nuevo por Lema 3.5.4.
Tomando U ′ := cokeru tenemos una sucesión exacta corta

0 A Ud U ′ 0u

Observar que U ′ ∈ T por ser esta una clase de torsión y pdU ′ ≤ 1 por ser pdU ≤ 1 (ver
la sucesión exacta larga, usar Teorema 1.5.27 y que AA es proyectivo).

Ahora, dado M ∈ T le aplicamos HomA(−,M) a la sucesión exacta corta anterior
y, como Ext1A(U

d,M) = 0 por ser U Ext-proyectivo en T , obtenemos

0 A(U
′,M) A(U

d,M) A(A,M) 1
A(U

′,M) 0A(u,M)

Como M ∈ T = GenU , ∃p : Um → M epimorfismo para algún m > 0 y como AA
es proyectivo, HomA(A, p) : HomA(A,U

m)→ HomA(A,M) es también un epimorfismo.
Por la definición de u (usando que los ui forman una base de HomA(A,U)) tenemos
que HomA(u, U

m) es un epimorfismo y por tanto también lo es HomA(u, p), que es la
composición HomA(u,M)◦HomA(U

d, p). Esto muestra que HomA(u,M) es sobreyectivo,
por lo que, viendo la sucesión exacta anterior, Ext1A(U

′,M) = 0 y como M ∈ T era
arbitrario, conclúımos U ′ es Ext-proyectivo en T .

Con esto veamos que TA = U ⊕U ′ es inclinante: Como pdU ≤ 1 y pdU ′ ≤ 1, se tiene
pdT ≤ 1; como U y U ′ son Ext-proyectivos en T , Ext1A(T, T ) = 0. Con esto tenemos

(T1) y (T2). Finalmente, la sucesión exacta corta 0 A Ud U ′ 0u

nos muestra que se cumple (T3) y por tanto TA es inclinante.
Por la Proposición 2.2.5, T (T ) = GenT = GenU = T y por (v) de esa proposición,

los Ext-proyectivos indescomponibles en T no isomorfos dos a dos coinciden con los
sumandos directos indescomponibles de T no isomorfos dos a dos.

Finalmente, por Corolario 3.2.3, este número es igual al rango de K0(A) y por tanto
al número de Ext-inyectivos indescomponibles en T no isomorfos dos a dos. □
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El siguiente teorema caracteriza los pares de torsión que son inducidos por un módulo
inclinante.

Teorema 3.5.7. Sea A un álgebra y (T ,F) un par de torsión en modA. Entonces
existe un A-módulo inclinante T tal que T = T (T ) si y sólo si T = GenM para algún
A-módulo M y T contiene a los inyectivos.

Demostración: Probemos el rećıproco, ya que el directo es trivial. Sea entonces T =
GenM una clase de torsión que contiene a los inyectivos, conM un A-módulo. Tomemos
T1, . . . , Tt un conjunto completo de Ext-proyectivos indescomponibles no isomorfos 2 a
2 en T y consideremos T = ⊕ti=1Ti.

Como cada Ti es Ext-proyectivo en T , también lo es T y por tanto Ext1A(T, T ) = 0.
Por tanto T cumple (T1).

Por un ladoDA ∈ T (por ser inyectivo). Por otro lado, τTi ∈ F por Proposición 2.1.15,
por tanto:

HomA(DA, τT ) =

t⊕
i=1

HomA(DA, τTi) = 0

Luego pdT ≤ 1 por Lema 1.6.21 y T cumple (T2). Entonces T es inclinante parcial y
luego t ≤ rkK0(A).

Para la otra desigualdad, tenemos

t = #{Ext−proyectivos en T }
= #{Ext−inyectivos en T }
≥ #{Inyectivos indescomponibles en T }
= #{Inyectivos indescomponibles en modA}
= rkK0(A)

donde la segunda igualdad es por el Lema 3.5.6 y la penúltima por contener T a todos
los A-módulos inyectivos. Luego t es igual al rango de K0(A). Sigue que T es inclinante
por Corolario 3.2.3. □

Recordar que el Teorema de inclinación nos dice que si tenemos B = EndTA, pode-
mos recuperar el álgebra “original” como A ∼= End(BT )

op. Para cerrar esta sección,
veremos como dada un álgebra B y un par de torsión (X ,Y) en modB podemos,
bajo ciertas condiciones, hallar un álgebra A y un A-módulo inclinante T de forma
que B = EndTA,X = X (T ) e Y = Y(T ).
Teorema 3.5.8. Sea B un álgebra y (X ,Y) un par de torsión en modB. Entonces existe
un álgebra A y un módulo inclinante TA tal que B = EndTA, X = X (TA) e Y = Y(TA)
si y sólo si Y = CogenY para algún B-módulo Y e Y contiene a los proyectivos.

Más aún, si se cumple alguna de estas condiciones (equivalentes), D(BT ) es la suma
directa de un conjunto completo de Ext-inyectivos indescomponibles en Y no isomorfos
dos a dos.

Demostración: ( =⇒ ) Sea A un álgebra y TA inclinante tal que B = EndTA.
Nuestro candidato a cogenerador de Y(TA) es D(BT ) ∼= HomA(T,DA), que pertenece a
Y(TA) por ser un B-módulo proyectivo.
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Sea entonces Y ∈ Y(TA). Queremos ver que Y ∈ CogenD(BT ). Tenemos que
Y = HomA(T,M) para M un A-módulo. Tomamos un A-módulo inyectivo U tal que
existe un monomorfismo M ↣ U , y por tanto un monomorfismo Y ↣ HomA(T,U).
Como U es inyectivo,

HomA(T,U) ∈ addD(BT ) ⊆ CogenD(BT ).

Esto quiere decir que existe d ≥ 0 y un monomorfismo HomA(T,U) ↣ D(BT )
d que,

componiendo con el monomorfismo Y ↣ HomA(T,U), muestra que Y ∈ CogenD(BT ),
por tanto que Y(T ) ⊆ CogenD(BT ) y como D(BT ) ∈ Y(T ), tenemos la igualdad de
conjuntos.

( ⇐= ) Por Teorema 3.5.7, existe T un B-módulo a izquierda tal que la clase de
torsión DY = T (BT ) y DX = F(BT ). Tomando A = End(BT )

op, tenemos que TA es
inclinante, B = EndTA y por Lema 2.3.7

Y(TA) = DT (BT ) = DT (BT ) = Y; X (TA) = DF(BT ) = X .
Probemos ahora la otra afirmación. Recordar que

D(BT ) = HomA(T,DA) = ⊕Hom(T, I(a))

donde I(a) recorre un conjunto de representantes de los A-módulos inyectivos inde-
scomponibles. Queremos ver que Hom(T, I(a)) recorre un conjunto completo de Ext-
inyectivos indescomponibles no isomorfos 2 a 2 en Y.

Primero, dado I(a)A un inyectivo indescomponible, tenemos I(a) ∈ T y por tanto
HomA(T, I(a)) ∈ Y. Por el Lema 3.3.5, o bien HomA(T, I(a)) es inyectivo en modB y
por tanto Ext-inyectivo en Y, o bien τ−1HomA(T, I(a)) ∈ X y es Ext-inyectivo en Y
por Proposición 2.1.15.

Ahora, dado Y ∈ Y un módulo Ext-inyectivo indescomponible, existe un A-módulo
indescomponible M ∈ T (TA) tal que Y ∼= HomA(T,M). Tomo M ↣ E la envolvente
inyectiva de M en modA.

Aplicando HomA(T,−) a la sucesión exacta corta

0 M E E/M 0

obtenemos la sucesión exacta corta en Y:

0 Y HomA(T,E) HomA(T,E/M) 0

pues Ext1A(T,M) = 0 por cumplirse que M ∈ T (TA).
Viendo a la sucesión como un elemento de Ext1A(Y,HomA(T,E/M)), tenemos que

debe ser 0 pues HomA(T,E/M) ∈ Y e Y es Ext-inyectivo en Y. Por tanto la sucesión es-
cinde e Y es isomorfo a un sumando directo de HomA(T,E). O sea, existe I(a) sumando
directo de E tal que Y ∼= HomA(T, I(a)). □

En las condiciones del teorema anterior, la forma de hallar el álgebra A y el módulo
inclinante TA que induce (X ,Y) es como sigue:

• Tomamos un conjunto completo de Ext-inyectivos indescomponibles en Y no
isomorfos dos a dos Y1, . . . , Yn. Luego D(BT ) = ⊕nj=1Yi.
• Vemos a A como el álgebra de caminos para el carcaj que tiene vértices 1, . . . , n
y dimkHomB(Yi, Yj) flechas i→ j, con Yi = HomA(T, I(i)) ∀i = 1, . . . , n.
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• Tomamos T = ⊕nj=1Tj , donde dimk(Tj)i = dimk(HomB(P (j)B, Yi)).

Ejemplo 3.5.9. Sea B el álgebra dada por el carcaj

1◦ 2◦ 3◦µ λ

con la relación λµ = 0. Sea (X ,Y) el par de torsión en modB marcado en la siguiente
figura:

100 010 001

110

011

donde Y está marcado como y X como . Estamos luego en las condiciones
de 3.5. Tomamos entonces los Ext-inyectivos indescomponibles en Y:

Y1 = 110, Y2 = 010, Y3 = 011

Luego D(BT ) = 110 ⊕ 010 ⊕ 011 y A = EndBop(B(T )) = EndB(⊕ni=1Yi) está dada por
el carcaj

1◦ 2◦ 3◦
donde el vértice i se corresponde a Yi. Por 3.5 tenemos que TA = 100⊕ 111⊕ 001.

Luego B = EndA T y (X ,Y) = (X (T ),Y(T )), como queŕıamos.

Ejemplo 3.5.10. Consideremos el álgebra B dada por el carcaj

1◦ 2◦ 3◦ 4◦
sin relaciones. Consideremos el siguiente par de torsión (X ,Y) en modB, marcado en
su carcaj de Auslander-Reiten Γ(modB) como sigue:

1000

1100

1110 0111

1111

0100

0110 0011

0010 0001

Los Ext-inyectivos en Y son

Y1 = 0100, Y2 = 1100, Y3 = 1110, Y4 = 1111.
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Tomamos A = EndB(⊕4
i=1Yi), que es álgebra dada por el carcaj

1◦ 2◦ 3◦ 4◦
sin relaciones. Para obtener el A-módulo inclinante T = ⊕4

i=1Ti tal que EndTA = B
y (X ,Y) = (X (T ),Y(T )), seguimos los pasos detallados en section 3.5. Notar que la
condición sobre los vectores dimensión podemos expresarla por una matriz 4x4 cuya
entrada (i, j) sea (dimYi)j : 

0 1 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 1 1


Luego cada sumando Ti está dado por la columna i-ésima y

T = 0111⊕ 1111⊕ 0011⊕ 0001

es el módulo inclinante que buscábamos.
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CAPÍTULO 4

Álgebras inclinadas

En este caṕıtulo usaremos lo visto sobre teoŕıa de inclinación para estudiar aquellas
álgebras obtenidas al inclinar un álgebra hereditaria.

La idea es, a partir de la familia bien comprendida de las álgebras hereditarias, poder
entender esta familia más grande de álgebras que llamaremos álgebras inclinadas.

Como nos interesan ahora álgebras no necesariamente de tipo de representación
finita, para extraer información del álgebra a partir de su carcaj de Auslander-Reiten,
debemos centrarnos en ciertas componentes de este.

El resultado principal de este caṕıtulo es el Criterio de Liu-Skowroński, que caracter-
iza las álgebras inclinadas B de tipo de representación finita como aquellas que contienen
una sección fiel Σ en una componente de Γ(modB) de forma que HomB(U, τV ) = 0 para
todo U, V módulos en Σ. Para entender estos conceptos debemos explotar la estructura
combinatoria del carcaj de Auslander-Reiten.

4.1. Carcajes de traslación

Las componentes conexas de un carcaj de Auslander-Reiten de un álgebra inclinada,
que luego definiremos, no solo tienen la estructura de un carcaj de traslación, sino de un
tipo de carcaj de traslación en particular.

Definición 4.1.1. Sea Σ = (Σ0,Σ1) un carcaj conexo y aćıclico.
Definimos un carcaj de traslación infinita (ZΣ, τ) como sigue:

los puntos son (ZΣ)0 := {(n, x) : n ∈ Z, x ∈ Σ0} y, para cada flecha α : x → y en Σ1,
ponemos dos flechas en (ZΣ)1

(n, α) : (n, x)→ (n, y) y (n, α′) : (n+ 1, y)→ (n, x)

y estas son todas las flechas de (ZΣ)1.
Definimos la traslación τ en ZΣ como τ(n, x) = (n+ 1, x) ∀(n, x) ∈ (ZΣ)0

Observación 4.1.2. Tenemos, para cada (n, x) ∈ (ZΣ)0, una biyección entre el conjunto
de flechas que llegan a (n,x) y el conjunto de flechas que salen de (n+ 1, x), dada por

σ(n, α) = (n, α′) y σ(n, α′) = (n+ 1, α).

Sigue directo de la definición que σ2 = τ y por tanto σ2n = τn ∀n ∈ Z.
Ejemplo 4.1.3. Por ejemplo, si Σ es el carcaj

2◦

1 ◦ ◦ 3
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Entonces ZΣ queda:

(1, 1) (1, 3) (0, 2) (−1, 1) (−1, 3)

(1, 2) (0, 1) (0, 3) (−1, 2)

Definición 4.1.4. Sea (Γ, τ) un carcaj de traslación conexo.
Un subcarcaj conexo completo Σ de Γ es una sección de Γ si cumple:

(S1) Σ es aćıclico.
(S2) Para todo x ∈ Γ0, existe un único n ∈ Z : τnx ∈ Σ0.
(S3) Si x0 → x1 → . . . → xt es un camino en Γ con x0, xt ∈ Σ0, entonces xi ∈

Σ0 ∀ 0 ≤ i ≤ t.
Definimos la τ -órbita de un punto x ∈ Γ0 como el conjunto de todos los puntos τnx,

con n ∈ Z.
Decimos que un subcarcaj completo Σ de Γ es convexo si para todo camino x0 →

x1 → . . .→ xt en Γ con x0, xt ∈ Σ0, se tiene xi ∈ Σ0 ∀ 0 ≤ i ≤ t.

Con estas dos últimas definiciones, tenemos que S(2) se puede reformular diciendo
que Σ corta a cada τ -órbita exactamente una vez, y S(3) diciendo que Σ es convexo.

Ejemplo 4.1.5. (i) Sea A un álgebra hereditaria conexa y ΣA el subcarcaj completo
del carcaj de Auslander-Reiten Γ(modA) cuyos puntos son aquellos correspondi-
entes a clases de isomorfismo de A-módulos poryectivos indescomponibles.

Por [3, Lema VII.1.6] tenemos un isomorfismo k-lineal

Irr(P (b), P (a)) ∼= ea(radA/ rad
2A)eb

para A-módulos proyectivos indescomponibles P (a) = eaA y P (b) = ebA.
Como los morfismos irreducibles que llegan a un proyectivo salen de los suman-

dos de su radical, que también es proyectivo por ser A hereditaria, todos los pre-
decesores de un A-módulo proyectivo indescomponible son también proyectivos
indescomponibles.

Luego, las flechas en ΣA están dadas por Irr(P (a), P (b)) y por el isomorfismo
anterior, tenemos que ΣA ∼= QopA .

(ii) De forma análoga, podemos tomar Σ′
A el subcarcaj completo del carcaj de Auslander-

Reiten Γ(modA) cuyos puntos son aquellos correspondientes a clases de isomor-
fismo de A-módulos inyectivos indescomponibles. La dualidad D : modA →

modAop lleva Σ′
A en D(Σ′

A) = ΣAop

(i)∼= QA. Luego Σ′
A
∼= QopA

∼= ΣA.

Observación 4.1.6. Si A es de representación finita, entonces el subcarcaj ΣA del
ejemplo anterior es una sección en Γ(modA).

El carcaj ΣA es aćıclico por ser ΣA ∼= QopA que es aćıclico por serlo QA. La convexidad
de ΣA sale de que los predecesores de proyectivos indescomponibles son proyectivos
indescomponibles.
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Finalmente, como A es hereditaria de representación finita, por [3, Proposición
VII.5.13] tenemos que para todo A-módulo indescomponible M existe t ≥ 0 y un A-
módulo proyectivo indescomponible P tal que M ∼= τ−tP ; luego ΣA intersecta a toda
τ -órbita y lo hace una única vez.

Lema 4.1.7. Sea (Γ, τ) un carcaj de traslación conexo y Σ una sección en (Γ, τ). En-
tonces:

(a) Si existe una flecha x→ y en Γ y x ∈ Σ0, entonces y ∈ Σ0 o τy ∈ Σ0.
(b) Si existe una flecha x→ y en Γ e y ∈ Σ0, entonces x ∈ Σ0 o τ−1x ∈ Σ0.

Demostración: Probemos solo (a) pues (b) es análogo.
Por (S2) sabemos que ∃! m ∈ Z tal que τmy ∈ Σ0.
Ahora, si m ≤ 0, existe un camino x → y → · · · → τmy en (Γ, τ) con inicio y final

en Σ0, por lo que por (S3), y ∈ Σ0 y por la unicidad de S(2), debe ser m = 0. O sea
y ∈ Σ0.

Si m > 0, existe un camino τmy → · · · → τy → x en (Γ, τ) con inicio y final en Σ0,
por lo que por (S3), τy ∈ Σ0. □

Proposición 4.1.8. Sea (Γ, τ) un carcaj de traslación conexo y Σ una sección en (Γ, τ).
Entonces Γ es isomorfo al subcarcaj de traslación completo de ZΣ que tiene como puntos
los pares (n, x) ∈ (ZΣ)0 tal que τnx está definido en Γ. En particular, Γ es aćıclico.

Demostración: Sea Ω el subcarcaj completo de Zσ que consiste de todos los pares
(n, x) ∈ (ZΣ)0 tales que τnx está definido en Γ. Consideramos a Ω como un subcarcaj
de Γ v́ıa (n, x) 7→ τnx.

Como Σ es una sección de Γ, ∀x ∈ Γ ∃!m ∈ Z : τmx ∈ Σ0, o sea ∀x ∈ Γ ∃!m ∈ Z tal
que (m,x) ∈ Ω0 y tenemos Ω0 = Γ0.

Vemos ahora que Ω1 consiste de todas las flechas en Γ1 de la forma

τnα = σ2nα : τnx→ τny ó στnα = σ2n+1 : τn+1y → τnx

donde n ∈ Z, α : x → y está en Σ1. Esto es pues, por un lado, las flechas en Ω1 en el
nivel n son aquellas con punto inicial y final en {(n, x) : x ∈ Σ0, τ

nx está definido en Γ}
y son de la primera forma (τnx → τny) v́ıa la identificación. Por otro lado, las flechas
conectado el nivel n con el nivel n + 1 son σβ donde β es de la primera forma, por la
biyección de Observación 4.1.2.

Queremos ver que Ω1 = Γ1 y por tanto Ω = Γ, probando la proposición.
Sea α : a→ b una flecha en Γ. Como Σ es una sección, por (S2) existen x, y ∈ Σ0 y

m,n ∈ Z tal que a = τmx, b = τny. Separemos en casos según los valores de m y n.
Si m = 0, a = x ∈ Σ0 y por el Lema 4.1.7 o bien b o τb está en Σ0. Si b ∈ Σ0,

α : τ0x→ τ0y y α está en Ω1 pues es de la primera forma. Si τb ∈ Σ0, como α : a→ b
está en Γ, σα = β : τb→ a está en Σ1, luego α = τ−1β ∈ Ω1. El caso n = 0 es análogo,
aśı que tenemos m ̸= 0, n ̸= 0.

Supongamosm > 0, n > 0. Como τ ix, τ jy están definidos para 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n,
esto implica que en Γ1 existe una flecha de la forma

Σ−2m+1α : τn−m+1y → x o σ−2nα : τm−nx→ y

En el primer caso,el Lema 4.1.7(b) nos dice que τn−m+1y ∈ Σ0 o τn−my ∈ Σ0. Por (S2),
esto implica que τn−m−1y = y o τn−my = y y por (S1) debe ser m = n + 1 o m = n.
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Luego α ∈ Ω1. En el segundo caso tenemos τm−nx = x o τm−n−1x = x y de nuevo por
(S1) debe ser m = n+ 1 o m = n y α ∈ Ω1.

El caso donde m < 0, n < 0 es análogo. Supongamos m > 0 y n < 0. En tal caso Γ
contiene un camino de la forma

y · · · τny = b τ−1a = τm−1x · · · x

Por (S3), τn y y τm−1x pertenecen a Σ0, lo cual contradice la unicidad de (S2).
El caso m < 0, n > 0 es análogo. □

Corolario 4.1.9. Si ∆ es una sección en ZΣ, emtonces Z∆ ∼= ZΣ.
Precisamos la siguiente noción combinatoria.

Definición 4.1.10. Dado Q = (Q0, Q1, s, t) un carcaj finito, conexo y aćıclico y a ∈ Q0,
definimos un nuevo carcaj σaQ := (Q′

0, Q
′
1, s

′, t′) como sigue: Q′
0 = Q0 y existe una

biyección Q1 → Q′
1 tal que si α′ ∈ Q′

1 denota a la imagen de α ∈ Q1 bajo esta biyección,
entonces:

(i) Si s(α) ̸= a y t(α) ̸= a, entonces s′(α′) = s(α) y t′(α′) = t(α);
(ii) Si s(α) = a o t(α) = a, entonces s′(α′) = t(α) y t′(α′) = s(α).

Es decir, σaQ es el carcaj obtenido revirtiendo todas las flechas que salen de a o llegan
a a.

Existe una conexión entre el carcaj σaQ y los módulos APR-inclinantes (ver Definición 2.2.10),
como muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.1.11. [3, Teorema VII.5.3] Sea A un álgebra hereditaria básica no simple,
a un pozo en su carcaj asociado QA y T [a] el A-módulo APR-inclinante en a. Entonces
tenemos un isomorfismo de álgebras

EndT [a]A ∼= k(σaQA)

Definición 4.1.12. Una sucesión admisible de pozos (fuentes) en un carcaj Q con n =

|Q0| es un orden total (a1, . . . , an) de los puntos de Q tal que:

(i) a1 es un pozo (fuente) en Q.
(ii) ai es un pozo (fuente) en σai−1 . . . σa1Q, para todo 2 ≤ i ≤ n.

Lema 4.1.13. Si Σ y ∆ son dos árboles con el mismo grafo subyacente, entonces ZΣ ∼=
Z∆.

Demostración: Afirmamos que existe una sucesión (i1, . . . , it) de puntos en Σ tal que
is es un pozo en σis−1 . . . σi1Σ para todo 1 ≤ s ≤ t y σit . . . σi1Σ = ∆.

Basta probar esto en el caso en que Σ y ∆ difieren en la orientación de una sola
flecha α : i→ j en Σ1 cuya flecha correspondiente en ∆1 es α′ : j → i.

Notar que Q = (Σ0,Σ1 \ {α}) es un subcarcaj de Σ y de ∆ que no es conexo.
Escribimos Q = Qi ∪Qj con Qi y Qj subcarcajes conexos de Q que contienen a i y a j,
respectivamente. Llamemos t = |Qi0|.

Tomamos ahora i1 ∈ Qi un pozo, el cual existe pues Qi es un árbol, e inductivamente
tomamos ij como un punto en el subcarcaj completo que tiene como vértices Qi0 \
{i1, . . . , ij−1}. Esto es una sucesión admisible de pozos en Qi de forma que σit . . . σi1Q

i =
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Qi, pues para cada flecha aplico dos reflexiones. Ahora, como i ∈ {i1, . . . , it}, entonces
σit . . . σi1Σ = ∆, probando la afirmación.

Volviendo al lema, si a ∈ Σ es un pozo, tenemos que σaΣ es isomorfo al subcarcaj
de traslación completo de ZΣ que consiste de los puntos

(1, a) ∪ {(0, b) : b ∈ Σ0, b ̸= a}.

Este es una sección en ZΣ, por lo que Z(σaΣ) ∼= ZΣ por el Corolario 4.1.9. Por la
afirmación tenemos una sucesión de puntos tales que σit . . . σi1Σ = ∆, se sigue por
inducción que Z(σit . . . σi1Σ) = Z∆ es una sección en ZΣ y por tanto ZΣ ∼= Z∆. □

Lema 4.1.14. Si Σ y Σ′ son dos carcajes con el mismo grafo subyacente de tipo Ãn,
entonces ZΣ ∼= ZΣ′ si y sólo si los números de flechas orientadas de forma horaria y
antihoraria en Σ coinciden con los de Σ′.

Demostración: Sea a ∈ Σ0 un pozo. Tenemos que ZΣ contiene una única sección ∆
tal que a es el único pozo en ∆ y ∆ tiene una única fuente . Por Lema 4.1.13, Z∆ ∼= ZΣ.
Podemos asumir entonces que tanto Σ como Σ′ tienen un único pozo y una única fuente
pues haciendo reflexiones podemos llegar a este caso usando que Z(σΣ) ∼= Z(Σ) por la
demostración del lema anterior (4.1.13). El resultado sigue. □.

4.2. Componentes postproyectivas y preinyectivas

En esta sección describiremos la forma del carcaj de Auslander-Reiten de un álgebra
de tipo de representación infinita. Veremos más detenidamente el ejemplo del álgebra
asociada al carcaj de Kronecker

1 ◦ ◦ 2

Omitiremos las demostraciones en esta sección. Referimos a [3, Sección VIII.2].

Definición 4.2.1. Sea A una k-álgebra (no necesariamente hereditaria) y Γ(modA) el
carcaj de Auslander-Reiten de A. Decimos que

(a) Una componente conexa P de Γ(modA) es postproyectiva si P es aćıclico y
para todo módulo indescomponible M en P existen t ≥ 0 y a ∈ (QA)0 tal que
M ∼= τ−tP (a).

(b) Una componente conexa Q de Γ(modA) es preinyectiva si Q es aćıclico y para
todo módulo indescomponible N en Q existen s ≥ 0 y b ∈ (QA)0 tal que
N ∼= τ sI(b).

El siguiente resultado generaliza el ejemplo 4.1.5 para álgebras de representación
infinita.

Proposición 4.2.2. [3, Corolario VIII.2.3] Sea Q un carcaj finito, conexo y aćıclico que
no es Dynkin, y sea A = kQ (equivalentemente, sea A un álgebra hereditaria de tipo de
representación infinita). Entonces:

(a) El carcaj Γ(modA) contiene una componente postproyectiva P(A) isomorfa a
(−N)Qop que contiene a todos los A-módulos proyectivos indescomponibles.

(b) El carcaj Γ(modA) contiene una componente preinyectiva Q(A) isomorfa a
NQop que contiene a todos los A-módulos inyectivos indescomponibles.
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Si tenemos un álgebra A de representación infinita, hay (infinitos) módulos que
no pertenecen a P ni a Q, los cuales se encuentran en una componente del carcaj de
Auslander-Reiten de A.

Proposición 4.2.3. [3, Corolario VIII.2.10] Sea A un álgebra hereditaria de tipo de rep-
resentación infinita. Entonces existe una familia infinita de A-módulos indescomponibles
no isomorfos 2 a 2 que no son postproyectivos ni preinyectivos.

Definición 4.2.4. Sea A una k-álgebra (no necesariamente hereditaria). Decimos que
una componente conexa C de Γ(ModdA) es regular si C no contiene A-módulos proyec-
tivos ni inyectivos.

Notamos por R(A) a la familia de todas las componentes regulares de Γ(modA).

Si A es un álgebra hereditaria de tipo de representación infinita, podemos pensar a
Γ(modA) con la siguiente forma:

P(A) R(A) Q(A)

donde HomA(Q(A),R(A)) = 0,HomA(Q(A),P(A)) = 0 y HomA(R(A),P(A)) = 0
(ver [3, Lema 2.5]).

La dificultad de entender las representaciones de un álgebra hereditaria de tipo de
representación infinita A radica principalmente en entender como es la forma de la
componente regularR(A) de Γ(modA). Por ejemplo, podemos tener τ -órbitas periódicas
en R(A).
Proposición 4.2.5. [3, Corolario 2.14] Si A es un álgebra hereditaria de tipo de repre-
sentación infinita, entonces las traslaciones de Auslander-Reiten τ y τ−1 inducen equiv-
alencias mutuamente inversas de categoŕıas

addR(A) addR(A)
τ

τ−1

4.2.1. Álgebra de Kronecker. Consideremos ahora el álgebra de caminos A = kQ
donde Q es el carcaj de Kronecker

1 ◦ ◦ 2
Como Q no es de tipo Dynkin, el álgebra A es de representación infinita. Veremos como
queda en este caso la descomposición de Γ(modA) en las componentes postproyectiva,
regular y preinyectiva. Para esto presentamos primero un problema que es equivalente a
la clasificación de los A-módulos indescomponibles, siguiendo a [5, Sección 1.4 y Sección
6.2].

El problema de Kronecker sobre pares de matrices (M,N) del mismo tamaño con-
siste en encontrar un conjunto de representantes indescomponibles para la relación de
equivalencia dada por (M,N) ∼ (M ′, N ′) si existen U, T matrices invertibles tales que
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M ′ = UMT−1 y N ′ = UNT−1, donde decimos que un par (M,N) es indescomponible
si (M,N) ∼ (M ′, N ′)⊕ (M ′′, N ′′) implica (M ′, N ′) ∼ 0 o (M ′′, N ′′) ∼ 0.

Usando técnicas de álgebra lineal, se puede encontrar un tal conjunto (ver [5, Proposición
1.6]) y luego hacer la traducción a A-módulos indescomponibles (ver [5, Ejemplo 2.2]).
Esto nos da el siguiente conjunto completo de representantes de A-módulos indescom-
ponibles no isomorfos 2 a 2:

Rm,λ : km km

Rm,∞ : km km

Pn : kn kn+1

Qn : kn+1 kn

1m

J(m,λ)

J(m,0)

1m

[1n 0n×1]t

[0n×1 1n]t

[1n 0n]

[0n 1n]

donde n,m ∈ N,m > 0, λ ∈ k y J(n, λ) es el bloque de Jordan J(n, λ) = λ1n + J(n, 0)

donde J(n, 0)ij =

{
1 si i = j

0 si no
.

Tenemos que el carcaj se ve como sigue:

P0

P1

P2

P3

· · ·

R1,µ

R2,µ

R3,µ

· · ·

R(A)

P(A) Q(A)

Q0

Q1

Q2

Q3

donde ilustramos uno de los tubos (el correspondiente a µ ∈ k) de la componente regular
de Γ(modA), que es R(A) = {RAλ }λ∈k∪{∞}.

4.3. Álgebras inclinadas

Introducimos ahora una clase de álgebras, llamadas álgebras inclinadas, que son
aquellas obtenidas como álgebras de endomorfismos de un módulo inclinante sobre un
álgebra hereditaria.

La idea es, como las álgebras hereditarias son bien entendidas, usar resultados
obtenidos en teoŕıa de inclinación y el carcaj de Auslander-Reiten para estudiar las
álgebras inclinadas.
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Definición 4.3.1. Sea Q un carcaj finito, conexo y aćıclico, A = kQ. Decimos que un
álgebra B es inclinada de tipo Q si existe un A-módulo inclinante T tal que B = EndTA.

Ejemplo 4.3.2. Por ejemplo, toda álgebra hereditaria A = kQ es inclinada pues AA es
un A-módulo inclinante y luego EndAA = A es inclinada de tipo Q.

El álgebra B del ejemplo 3.3.2 es inclinada (de tipo A3) pero no hereditaria pues
tiene relaciones.

Observación 4.3.3. Asumiremos siempre que el A-módulo inclinante T es libre de mul-
tiplicidad (o sea que no tiene sumandos directos distintos que sean isomorfos) de forma
que B = EndTA sea básica. Como además toda álgebra obtenida como endomorfis-
mos de un módulo inclinante es conexa, tenemos por el Teorema 1.2.5 que tiene sentido
hablar del carcaj QB asociado a un álgebra inclinada B.

Listamos ahora algunas propiedades que cumplen las álgebras inclinadas, adaptando
resultados probados con más generalidad en el caṕıtulo 3 y agregando otros. Para esto
usaremos la siguiente terminoloǵıa.

Definición 4.3.4. Un camino en modA entre dos A-módulos L y N es una secuencia

L =M0 M1 M2 · · · Mt = N
f1 f2 ft

donde los Mi son indescomponibles y los fi son morfismos no nulos que no son Isomor-
fismos.

En tal caso, decimos que L es un predecesor de N en modA y que N es un sucesor
de L en modA. Si además L ̸= N , decimos que son predecesores/sucesores propios.

Un ciclo en modA es un camino de un A-módulo M en śı mismo, es decir una
secuencia

M =M0 M1 M2 · · · Mt =M
f1 f2 ft

donde los Mi son indescomponibles y los fi son morfismos no nulos que no son Isomor-
fismos.

Observar que en la definición de camino permitimos que la composición de los fi sea
0. Este detalle es importante.

Definición 4.3.5. SeaA una subcategoŕıa aditiva plena de modA, cerrada por imágenes
isomorfas y sumandos directos. Decimos que

• A es cerrada bajo predecesores si, para cada camino L → · · · → M en modA,
con M en A, se tiene que L está en A.
• A es cerrada bajo sucesores si, para cada camino L→ · · · →M en modA, con
L en A, se tiene que M está en A.

Lema 4.3.6. Sea A un álgebra hereditaria, TA un módulo inclinante y B = EndTA.
Entonces:

(a) El par de torsión (X (T ),Y(T )) en modB es escindente.
(b) Y(T ) es cerrada bajo predecesores y X (T ) es cerrada bajo sucesores.
(c) Si A es de representación finita, también lo es B.
(d) Toda sucesión casi escindida en modB está toda contenida en X (T ), o está

toda contenida en Y(T ), o es una sucesión de conexión.
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(e) gl.dimB ≤ 2 y para todo B-módulo indescomponible Z tenemos pdBZ ≤ 1 o
idBZ ≤ 1.

Demostración:

(a) Sigue del Corolario 3.4.9, pues gl.dimA ≤ 1 por ser A hereditaria.
(b) Sea Z → Z1 → . . .→ Zt−1 → Y un camino en modA, con Y ∈ Y(T ). Entonces

HomA(Zt−1, Y ) ̸= 0 implica que Zt−1 /∈ X (T ) y por tanto que Zt−1 ∈ Y(T ) por
ser el par escindente, por (a). Siguiendo aśı, inductivamente tenemos Z ∈ Y(T )
y por tanto Y(T ) es cerrado bajo predecesores. Análogamente probamos que
X (T ) es cerrado bajo sucesores.

(c) Sigue de (a).
(d) Sigue de (a) y el Proposición 3.4.5.
(e) La primera afirmación sigue del Teorema 3.1.2, pues gl.dimA ≤ 1 por ser A

hereditaria.
Sea ahora Z un B-módulo indescomponible. Por (a), Z pertenece a X (T ) o

Y(T ). Si Z ∈ Y(T ), existe un A-móduloM ∈ T (T ) tal que Z ∼= HomA(T,M) y
el lema 3.1.1 nos dice que pdBZ ≤ pdAM , y como A es hereditaria, pdAM ≤ 1
y por tanto pdBZ ≤ 1.

Si Z ∈ X (T ), por el Proposición 2.1.11 y el hecho de que el par (X (T ),Y(T ))
es escindente (por (a)), tenemos que τ−1Z ∈ X (T ). Como BB ∈ Y(T ), entonces
HomB(τ

−1Z,B) = 0 y por el Lema 1.6.21 vale que idZB ≤ 1. □

Lema 4.3.7. Sea A un álgebra hereditaria. Si T1 y T2 son A-módulos indescomponibles
tales que Ext1A(T2, T1) = 0, entonces todo morfismo no nulo de T1 a T2 es un monomor-
fismo o un epimorfismo. En particular, si T1 es indescomponible y Ext1A(T1, T1) = 0,
entonces EndTA ∼= k.

Demostración: Sea f : T1 → T2 un morfismo no nulo y supongamos que f no es
un monomorfismo ni un epimorfismo. Llamando M = Im f , tenemos que f se factoriza
como f = gh con h : T1 →M el epimorfismo canónico y g :M → T2 la inclusión.

T1 T2

M

f

h g

Como f no es monomorfismo ni epimorfismo, dimkM < dimk T1 y dimkM < dimk T2,
por lo que M no es isomorfo a T1 ni a T2.

Consideremos la sucesión exacta corta

0 kerh T1 M 0h

Aplicando el funtor Ext1A(T2/M,−) a esta sucesión, obtenemos la sucesión exacta

· · · Ext1A(T2/M, T1) Ext1A(T2/M,M) Ext2A(T2/M, kerh) · · ·
Ext1A(T2/M,h)
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Como A es hereditaria y kerh es un A-módulo, tenemos que Ext2A(T/M, kerh) = 0 y
luego Ext1A(T2/M, h) : Ext1A(T2/M, T1) → Ext1A(T2/M,M) es sobreyectivo. Considere-
mos la siguiente sucesión exacta corta:

(∗) 0 M T2 T2/M 0
g

Viendo a (∗) como un elemento de Ext1A(T2/M,M), la sobreyectividad de Ext1A(T2/M, h)
nos dice que existe ε ∈ Ext1A(T2/M, T1) que se mapea por h a (∗). Es decir, existe un
A-módulo N y morfismos tal que el siguiente diagrama es conmutativo con filas exactas:

0 T1 N T2/M 0

0 M T2 T2/M 0

g′

h h′

g

Esto implica que tenemos una sucesión exacta corta:

0 T1 M ⊕N T2 0

[
h

−g′

]
[g h′]

Como Ext1A(T2, T1) = 0 por hipótesis, esta sucesión escinde. Por tanto M ⊕N ∼= T1⊕T2
y por la unicidad de la descomposición en indescomponibles, M = Im f es isomorfo a T1
o T2, lo que es absurdo pues f no era monomorfismo ni epimorfismo.

Para la otra afirmación, simplemente notar que todo monomorfismo o epimorfismo
T1 → T1 debe ser también un isomorfismo. □

Corolario 4.3.8. Si B es un álgebra inclinada, entonces el carcaj QB de B es aćıclico.

Demostración: Como B es un álgebra inclinada B = EndTA donde A es hereditaria
y T es un A-módulo inclinante. Supongamos por absurdo que QB no es aćıclico.

Como los puntos de QB están en correspondencia con los sumandos directos de T ,
tenemos que todo ciclo en QB induce un ciclo en modA

T1 T2 · · · Tk
f1 f2

fk

donde f1, . . . , fk son morfismos no nulos que no son isomorfismos y T1, . . . , Tk son suman-
dos directos indescomponibles de T .

Notar que no podemos tener un epimorfismo que no es monomorfismo seguido de un
monomorfismo que no es epimorfismo, pues su composición seŕıa un morfismo no nulo
entre Ti y Tj que no es un monomorfismo ni un epimorfismo, contradiciendo Lema 4.3.7
pues Ext1A(Ti, Tj) = 0 ∀i, j. Por tanto, o bien los morfismos fi son todos monomorfismos
o son todos epimorfismos. Se sigue que fk ◦ · · · ◦ f1 ∈ EndT1 es un monomorfismo o un
epimorfismo, luego un isomorfismo y esto contradice Lema 4.3.7. □

El siguiente resultado es un lema técnico que es clave para probar la existencia de
una sección en un álgebra inclinada, generalizando el Ejemplo 4.1.5.

Lema 4.3.9. Sea A un álgebra, I un A-módulo inyectivo indescomponible no simple,
TA un módulo inclinante escindente y B = EndTA. Si YB ∈ Y(T ) es indescomponible,
entonces existe un morfismo irreducible HomA(T, I) → Y en modB si y sólo si existe
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un A-módulo indescomponible J tal que Y ∼= HomA(T, J) y J es isomorfo a un sumando
directo de I/ soc I.

Demostración: ( ⇐= ) Consideremos la proyección canónica p : I → I/ soc I, que
es irreducible en modA pues I es inyectivo no simple. Veamos que f = HomA(T, p) es
irreducible en modB.

Como I e I/ soc I pertenecen a T (T ) y HomA(T,−) induce una equivalencia de

categoŕıas Y(T )
∼=−→ T (T ), f no es sección ni retracción.

Supongamos que tenemos una factorización f = hg con g : HomA(T, I) → Z y
h : Z → HomA(T, I/ soc I) morfismos en modB. Como f ̸= 0, entonces h ̸= 0 y tenemos
que Z /∈ X (T ). Luego Z ∈ Y(T ), por ser TA escindente, y por tanto existe M ∈ T (T )
tal que Z ∼= HomA(T,M) y morfismos de A-módulos g′ : I →M y h′ :M → I/ soc I tal
que g = HomA(T, g

′) y h = HomA(T, h
′). Se sigue que p = h′g′ y por tanto h′ es una

retracción o g′ es una sección, lo que implica que h es una retracción o g es una sección.
Conclúımos que f es irreducible y por tanto todo morfismo HomA(T, I) → Y ∼=

HomA(T, J) con J sumando directo de I/ soc I es irreducible por [3, Teorema IV.1.10].
( =⇒ ) Sean Y ∈ Y(T ) un B-módulo indescomponible y f : HomA(T, I) → Y un

morfismo irreducible en modB. Entonces existe un A-módulo indescomponible J tal
que Y ∼= HomA(T, J) y un morfismo de B-módulos f ′ : I → J tal que f = HomA(T, f

′).
Como p : I → I/ soc I es casi escindido minimal a izquierda (ver Ejemplo 1.6.8), existe
g′ : I/ soc I → J tal que f ′ = g′p. Más aún, como f es irreducible en modB, por la
equivalencia Y(T ) ∼= T (T ) tenemos que f ′ es irreducible en T (T ) y por tanto en modA
(pues al ser T (T ) cerrada por imágenes toda factorización de f ′ en modA es a través de
un módulo de T (T )). Por lo tanto, g′ es una retracción y conclúımos que J es isomorfo
a un sumando directo de I/ soc I. □

Observación 4.3.10. Notemos que si A es un álgebra hereditaria e I(a) es un A-módulo
inyectivo indescomponible, todo sumando directo de I(a)/ soc I(a) es inyectivo, por lo
que existe un morfismo irreducible I(a)→ J en modA con J indescomponible si y sólo
si J ∼= I(b) y existe una flecha b→ a en QA.

Usaremos esta observación junto al lema anterior varias veces en la demostración del
siguiente teorema.

Teorema 4.3.11. Sea A un álgebra hereditaria, TA un módulo inclinante y B = EndTA.
Entonces la clase Σ de todos los B-módulos de la forma HomA(T, I), donde I es un A-
módulo inyectivo indescomponible, forma una sección en una componente aćıclica CT
de Γ(modB). Más aún, Σ es isomorfa a QopA , todo predecesor de Σ en CT pertenece a
Y(T ) y todo sucesor propio de Σ en CT pertenece a X (T ).

Demostración: Veamos primero que Σ es isomorfo como carcaj a la sección Ω de
Γ(modA) que consiste de todos los A-módulos inyectivos indescomponibles, que es iso-
morfa a QopA por Ejemplo 4.1.5. Basta ver que Σ1 = Ω1, pues claramente Σ0 = Ω0.

Separemos el caso donde S es un A-módulo inyectivo simple, que no entra en las
hipotésis del Lema 4.3.9. Notar primero que en tal caso todo morfismo que sale de S es
un monomorfismo por ser S simple y una sección por ser S inyectivo. Por tanto, no hay
morfismos irreducibles en modA que salgan de S. Ahora, si HomA(T, S) → X es un
morfismo irreducible en modB, entonces X ∈ X (T ), pues si fuese X ∈ Y(T ) tendŕıamos
que ∃M ∈ T (T ) tal que HomA(T,M) = X y como HomA(T, S) ∈ Y(T ), tedŕıamos un
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morfismo irreducible S → M en modA por la equivalencia Y(T ) ∼= T (T ), lo que es
absurdo. Por tanto X /∈ Y(T ) y debe ser X ∈ X (T ) por ser T escindente. En particular,
el morfismo no pertenece a Σ1.

Cubierto este caso, veamos que pasa con los inyectivos indescomponibles no simples.
Sea HomA(T, I) → HomA(T, I

′) un morfismo irreducible en modB, con I e I ′ dos A-
módulos inyectivos indescomponibles con I no simple.

Por el lema 4.3.9, I ′ es isomorfo a un sumando directo de I/ soc I, por lo que existe
un morfismo irreducible I → I ′ en modA.

Rećıprocamente, si existe un morfismo irreducible I → I ′ en modA, entonces I ′ es
isomorfo a un sumando directo de I/ soc I por lo que, de nuevo por el lema 4.3.9, existe
un morfismo irreducible HomA(T, I) → HomA(T, I

′) en modB. Ahora, la equivalencia
Y(T ) ∼= T (T ) induce un isomorfismo

Irr(I, I ′) ∼= Irr(HomA(T, I),HomA(T, I
′))

lo que termina de probar el isomorfismo entre los carcajes Σ y Ω ∼= QopA .
Esto nos muestra también que Σ es un subcarcaj aćıclico completo de Γ(modB) y,

en particular, que Σ cumple (S1). Notemos por CT a la componente conexa de Γ(modB)
que contiene a Σ.

Como todo módulo de Σ pertenece a Y(T ), que es cerrado por predecesores, todo
predecesor de Σ en CT pertenece a Y(T ). Por otro lado, si existe un morfismo irreducible
Y → X con Y = HomA(T, I) para I un A-módulo indescomponible inyectivo y X /∈ Σ,
entonces X /∈ Y(T ) (∗). Ya probamos que esto vale para I inyectivo simple. Si I es
inyectivo indescomponible no simple y fuese X ∈ Y(T ), entonces por lema 4.3.9 seŕıa
X ∼= HomA(T, J) donde J es un A-módulo inyectivo indescomponible y por tantoX ∈ Σ,
absurdo.

Como T es escindente, tenemos queX ∈ X (T ) y como X (T ) es cerrado por sucesores,
todo sucesor propio de Σ pertenece a X (T ).

Ahora, si Y0 → · · · → Yk es una cadena de morfismos irreducibles, con Y0, Yk ∈ Σ,
entonces Y1 ∈ Y(T ) por ser predecesor de Yk y por tanto Y1 ∈ Σ, pues si no fuese aśı,
tendŕıamos un morfismo irreducible Y0 → Y1 con Y1 /∈ Y(T ) y mostramos que esto no
puede pasar en (∗). Inductivamente vemos que Yi ∈ Σ ∀0 ≤ i ≤ k y por tanto que Σ es
convexo, es decir Σ cumple (S2).

Falta probar entonces que Σ cumple (S3), lo que terminaŕıa de probar que Σ es una
sección en CT . Veamos entonces que Σ intersecta a toda τ -órbita en CT .

Para esto, sea Y ∈ Σ y Z0 ∈ CT tal que para algún Z en la τ -órbita de Z0 existe
n ∈ Z y un morfismo irreducible τnY → Z o Z → τnY . Supongamos que |n| es minimal
y veremos que n = 0. Tenemos dos casos:

(i) Si n < 0, entonces Z ∈ Y(T ) pues si no, Z ∈ X (T ) implica que Z no es proyectivo
y existe un morfismo irreducible τn+1Y → τZ o τZ → τn+1Y , respectivamente. Esto
contradice la minimalidad de n, pues τZ pertenece a la órbita de Z0 y |n+ 1| < |n| por
ser n < 0.

Ahora, como existe una cadena de morfismos irreducibles Y → · · · → τ−1Y , entonces
τ−1Y ∈ X (T ) por el Proposición 3.4.5. Como Z ∈ Y(T ) e Y(T ) es cerrado por prede-
cesores, Z no puede ser un sucesor de τ−1Y y por tanto existe un morfismo irreducible
Z → τ−1Y , y por tanto un morfismo irreducible Y → Z. Por tanto era n = 0.
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(ii) Sea n > 0. Si Z /∈ Σ ∪ X (T ), entonces Z no es inyectivo y existe un morfismo
irreducible τn−1Y → τ−1Z o τ−1Z → τn−1Y , y esto contradice la minimalidad de n.
Por otro lado, si Z ∈ X (T ), entonces Z es un predecesor de Y ∈ Y(T ) y esto es una
contradicción por ser Y(T ) cerrado por predecesores. Con esto concluimos que Z ∈ Σ y
por tanto n = 0.

En consecuencia, estamos siempre en el caso n = 0, es decir, tenemos que existe un
morfismo irreducible Y → Z o Z → Y . En el primer caso, por Lema 4.3.9, o bien Z o
τZ pertenece a Σ. En el segundo caso, necesariamente Z ∈ Y(T ). Luego, Z ∈ Σ o Z no
es inyectivo y por tanto existe un morfismo irreducible Y → τ−1Z y caemos en el primer
caso.

Probamos entonces que si Y ∈ Σ y Z ∈ CT , entonces
{τnZ : n ∈ Z} ∩ {τmY : m ∈ Z} ̸= ∅ =⇒ {τnZ : n ∈ Z} ∩ Σ ̸= ∅.

Tomando Z0 en esta intersección, vemos que si Z ′ ∈ CT , entonces
{τnZ ′ : n ∈ Z} ∩ {τmZ0 : m ∈ Z} ̸= ∅ =⇒ {τnZ ′ : n ∈ Z} ∩ Σ ̸= ∅

por el mismo argumento y, de forma inductiva, como CT es conexo, conclúımos que Σ
intersecta a toda τ -órbita en CT .

Finalmente, si Y y τ−tY pertenecen a Σ con t ≥ 1, entonces τ−tY ∈ Y(T ) implica
que τ−1Y ∈ Y(T ) y esto contradice el Proposición 3.4.5. Esto muestra que Σ intersecta
a toda τ -órbita en CT una sola vez y, por tanto, que Σ cumple (S3).

Conclúımos que Σ es una sección en CT y, en particular, que CT es aćıclico por
Proposición 4.1.8. □

Definición 4.3.12. La componente CT de Γ(modB) se llama componente de conexión
de Γ(modB) determinada por T .

La siguiente imagen muestra la componente de conexión CT en Γ(modB) para B =
EndTA.

Y(T ) CT ∩ Y(T ) CT ∩ X (T ) X (T )

Σ ∼= QopA

Ejemplo 4.3.13. Sea A el álgebra dada por el carcaj

3◦ 2◦ 1◦α β

y T el A-módulo inclinante T = S(1) ⊕ P (3) ⊕ S(1). Tenemos que B = EndTA es el
álgebra dada por el mismo carcaj pero con la relación αβ = 0.

Vemos que HomA(T, I(1)) = P (2),HomA(T, I(2)) = S(2) y HomA(T, I(3)) = I(2).
En la siguiente imagen mostramos Γ(modA) con el par de torsión (T (T ),F(T )) y
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Γ(modB) con el par de torsión (X (T ),Y(T )) y la componente de conexión CT , que
es el subcarcaj completo de Γ(modB) que contiene a P (2), S(2) e I(2), marcada de
azul:

100

110

111

010

011

001

100 010 001

110

011

4.4. Criterio de Liu y Skowroński

Para decidir si un álgebra B es inclinada, es decir, decidir si existe un álgebra hered-
itaria H y un H-módulo inclinante T tal que B = EndTH , precisamos tener una car-
acterización intŕınseca de las álgebras inclinadas. En esta sección veremos el criterio de
Liu y Skowroński, que caracteriza a las álgebras inclinadas como aquellas cuyo carcaj de
Auslander-Reiten contiene una sección con ciertas propiedades razonables.

Veremos esta caracterización de las álgebras inclinadas en vez de, por ejemplo, la
dada en [7, Proposición 7.1, Teorema 7.2], ya que usaremos el criterio en la clasificación
de las álgebras inclinadas de tipo An, en el siguiente caṕıtulo (5).

Para este criterio serán de gran importancia los módulos fieles. Ver Definición 3.5.3
y las caracterizaciones equivalentes dadas en el Lema 3.5.4. Veamos ahora algunos lemas
que precisamos para probar el criterio de Liu-Skowroński.

Lema 4.4.1. Sea A un álgebra y M un A-módulo fiel. Entonces:

(a) Si HomA(M, τM) = 0, entonces pdM ≤ 1.
(b) Si HomA(τ

−1M,M) = 0, entonces idM ≤ 1.

Demostración: Probaremos (a), siendo (b) similar. Como M es fiel, por Lema 3.5.4
DA ∈ Gen(M), o sea existe s ≥ 1 y un epimorfismo M s → DA. Tras aplicar el funtor
HomA(−, τM) obtenemos un monomorfismo HomA(DA, τM) → HomA(M, τM)s = 0.
Por tanto HomA(DA, τM) = 0 y por Lema 1.6.21 tenemos pdM ≤ 1. □

Observación 4.4.2. Si M es un A-módulo fiel tal que HomA(M, τM) = 0, entonces M
es un A-módulo inclinante parcial. Es claro por el lema anterior que M cumple (T1) y
el isomorfismo Ext1A(M,M) ∼= DHomA(M, τM) = 0, dado por el Corolario 1.6.24, nos
dice que M cumple (T2).

Lema 4.4.3. Sea A un álgebra, I un ideal bilátero de A y B = A/I. Si M es un
B-módulo, entonces el trasladado de Auslander-Reiten τBM de M en modB es un
submódulo del trasladado de Auslander-Reiten τAM de M en modA.

Demostración: Para todo A-módulo N , definimos el B-módulo

tI(N) = {x ∈ N : xI = 0} ⊆ N.
Para cada morfismo de A-módulos f : N → L, la restricción tI(f) : tI(N)→ tI(L) de f
a tI(N), es un morfismo de B-módulos. Tenemos definido entonces un funtor covariante
tI : modA→ modB.
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Sea MB un B-módulo. Supongamos que, visto como A-módulo, MA es proyectivo
y, sin pérdida de generalidad, asumamos que MA es indescomponible. Ahora, si g :
X → Y es un epimorfismo de B-módulos, es también un epimorfismo de A-módulos y
como HomB(M,Z) = HomA(M,Z) para todo B-módulo Z, tenemos que HomB(M, g) :
HomB(M,X) → HomB(M,Y ) es sobreyectivo por ser MA proyectivo como A-módulo.
Por tanto MB es proyectivo como B-módulo y τBM = 0 es un submódulo de τAM = 0.

Veamos ahora el caso donde MB no es proyectivo. Veremos que existe un morfismo
inyectivo τBM → tI(τAM) y por tanto que τBM es un submódulo de τAM , pues tI(τAM)
es un submódulo de τAM .

Como MB no es proyectivo, tampoco lo es MA y por tanto existe una sucesión casi
escindida

0 τAM E M 0
f g

en modA. Aplicando el funtor tI obtenemos una sucesión exacta corta en modB

0 tI(τAM) tI(E) M = tI(M) 0
tI(f) tI(g)

donde tI(M) = M por ser M un B-módulo. Ahora, el morfismo tI(g) no es una re-
tracción, pues si lo fuese tendŕıamos g ◦ ι ◦ s = tI(g) ◦ s = idM para algún morfismo
s : M → tI(E) e ι : tI(E) → E la inclusión, pero g no es una retracción. Además, si
XB es un B-módulo y u : XB →MB no es una retracción, entonces u : XA →MA visto
como morfismo de A-módulos no es una retracción, y como g es casi escindido minimal
a derecha tenemos que existe v : XA → EA morfismo en modA tal que u = gv. Como
XI = 0 por ser X un B-módulo, v(x)I = v(xI) = 0 ∀x ∈ X y por tanto Im v ⊂ tI(E).
Por tanto, v es un morfismo v : XB → tI(E) en modB tal que u = tI(g)v. Esto termina
de probar que tI(g) es casi escindido minimal a derecha en modB.

Ahora, como MB no es proyectivo, existe una sucesión casi escindida en modB

0 τBM E′ M 0
f ′ g′

Como tI(g) es casi escindido minimal a derecha en modB y g′ no es una retracción,
∃h : E′ → tI(E) morfismo de B-módulos tal que tI(g)h = g′. Como g′ es casi escindido
minimal a derecha, entonces es irreducible y como tI(g) no es retracción, h debe ser una
sección.

Consideremos ahora el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

0 τBM E′ M 0

0 tI(τAM) tI(E) tI(M) 0

f ′

h′

g′

h

tI(f) tI(g)

donde h′ se obtiene pasando al núcleo. Como h es inyectiva por ser una sección, también
lo es h′. Esto muestra que τBM es un submódulo de tI(τAM), y por tanto un submódulo
de τAM . □

Lema 4.4.4. Sea A un álgebra y n el rango del grupo de Grothendieck de K0(A) de A.
Si un A-módulo M es suma directa de m módulos indescomponibles no isomorfos 2 a 2
y HomA(M, τAM) = 0, entonces m ≤ n.
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Demostración: El anulador a derecha Ann(M) de M es un ideal bilátero, por lo
que si B = A/Ann(M), tenemos por el Creflema 8.5.2 que τBM es un submódulo de
τA. Luego, HomA(M, τAM) = 0 implica que HomB(M, τBM) = 0 y como M es un
B-módulo fiel, es inclinante parcial por la Observación 4.4.2.

Luego por el Lema de Bongartz 2.2.9 existe un B-módulo N tal que M ⊕N es un B-
módulo inclinante. Por Corolario 3.2.3 tenemos m ≤ rkK0(B) y como B = A/Ann(M),
rkK0(B) ≤ rkK0(A) = n. Sigue que m ≤ n. □

Dada una sección Σ en el carcaj de Auslander-Reiten Γ(modB) de un álgebra B,
consideramos τΣ := {τW : W ∈ Σ} y τ−1Σ := {τ−1W : W ∈ Σ}. El lema 4.1.7 nos
dice, con esta notación, que

(a) Si UB ∈ Σ y existe un morfismo irreducible V → U en modB, entonces VB ∈ Σ
o VB ∈ τΣ.

(b) Si UB ∈ Σ y existe un morfismo irreducible U → V en modB, entonces VB ∈ Σ
o VB ∈ τ−1Σ.

Con esto en mente, veamos el siguiente lema.

Lema 4.4.5. Sea B un álgebra, C una componente de Γ(modB) y Σ un subcarcaj
aćıclico, completo y conexo de C.

(a) Supongamos que si U pertenece a Σ y existe un morfismo irreducible V →
U , entonces V ∈ Σ o V ∈ τΣ. Entonces todo morfismo f : X → U entre
indescomponibles U ∈ Σ y X /∈ Σ se factoriza v́ıa una suma directa de módulos
de τΣ.

(b) Supongamos que si U pertenece a Σ y existe un morfismo irreducible U → V ,
entonces V ∈ Σ o V ∈ τ−1Σ. Entonces todo morfismo g : U → X entre
indescomponibles U ∈ Σ y X /∈ Σ se factoriza v́ıa una suma directa de módulos
de τ−1Σ.

Demostración: Probaremos (a), siendo (b) similar.
Supongamos que f : X → U es un morfismo entre indescomponibles U ∈ Σ y X /∈ Σ.

Como Σ es finito y aćıclico, podemos probar el resultado por inducción en una sucesión
admisible de fuentes (ver 4.1.12).

Supongamos primero que U es una fuente en Σ y consideremos el morfismo casi
escindido minimal a derecha u : E → U . Por ser U una fuente, todo sumando de E
pertenece a τΣ y como f se factoriza por u, terminamos.

Supongamos ahora que U no es una fuente y consideremos el morfismo casi escindido
minimal a derecha u : E → U . Entonces E = E′⊕E′′, donde todos los sumandos directos
indescomponibles de E′ pertenecen a τE y todos los sumandos directos indescomponibles
de E′′ pertenecen a τE y son predecesores de U en la sucesión admisible de fuentes.
Entonces, f se factoriza por u = [u′ u′′] : E′ ⊕ E′′ → U porque, por inducción, el
morfismo X → E′′ obtenido se factoriza por una suma directa de módulos en τΣ. □

Observar que las hipótesis (a) y (b) se cumplen si Σ es una sección, por el Lema 4.1.7.

Lema 4.4.6. Sea B un álgebra, C una componente de Γ(modB) que contiene una sección
finita Σ y TB la suma directa de todos los módulos en Σ. Entonces,

HomB(T, τT ) = 0 ⇐⇒ HomB(τ
−1T, T ) = 0.
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Demostración: Sea p : P → τ−1T una cobertura proyectiva de τ−1T . Por Lema 4.4.5(a)
aplicado a τ−1Σ, p se factoriza por una suma directa de módulos en Σ, o sea existen
morfismos u : P → X y v : X → τ−1T tal que p = vu y X ∈ addT . Por tanto, existe
t ≥ 1 y un epimorfismo u′ : T t → X. Como p es un epimorfismo, u es un epimorfismo
y por tanto f := uu′ : T t → τ−1T es un epimorfismo. Dualmente, considerando una
envolvente inyectiva de τT , llegamos a que existe s ≥ 1 y un monomorfismo g : τT → T s.

Ahora, asumamos que HomB(T, τT ) ̸= 0 y sea 0 ̸= h : T → τT un morfismo de
B-módulos. Por Lema 4.4.5(b) aplicado a Σ, existe r ≥ 1 y una factorización h =
h2h1, donde h1 : T → (τ−1T )r y h2 : (τ−1T )r → τT . Luego, la composición gh2 :
(τ−1T )r → T s es un morfismo no nulo, y por tanto HomB(τ

−1T, T ) ̸= 0. Análogamente,
HomB(τ

−1T, T ) ̸= 0 implica que HomB(T, τT ) ̸= 0, usando el morfismo f obtenido
anteriormente. □

Lema 4.4.7. Sea B un álgebra, Σ una sección finita en una componente C del carcaj
Γ(modB) y TB la suma directa de todos los módulos en Σ. Si T es un B-módulo fiel y
HomB(T, τT ) = 0, entonces T es un B-módulo inclinante.

Demostración: Por Observación 4.4.2, T es inclinante parcial. En particular, pdBT ≤
1. Además, por el Lema 4.4.6, tenemos HomB(τ

−1T, T ) = 0, por lo que idBT ≤ 1 por
Lema 4.4.1(b).

Sea {f1, . . . , fd} una k-base de HomB(B, T ) ∼= TB y consideremos el monomorfismo
f = [f1 . . . fd] : B → T d. Tenemos una sucesión exacta corta

(∗) 0 B T d U 0
f g

con U = coker f . Veremos que T ⊕ U es inclinante.
Como pdBT ≤ 1 y BB es proyectivo, tenemos que pdB(U) ≤ 1 y por tanto pdB(T ⊕

U) ≤ 1 y T ⊕U cumple (T1). La sucesión (∗) muestra también que T ⊕U cumple (T3).
Veamos que T ⊕ U cumple (T2), o sea que vale

0 = Ext1B(T ⊕ U, T ⊕ U) ∼= Ext1B(T, T )⊕ Ext1B(T,U)⊕ Ext1B(U, T )⊕ Ext1B(U,U).

Ya sabemos que Ext1B(T, T ) = 0. Veamos que pasa con los otros sumandos. Aplicar el
funtor HomB(−, T ) a (∗) nos da una sucesión exacta

HomB(T
d, T ) HomB(B, T ) Ext1B(U, T ) Ext1B(T

d, T ) = 0
HomB(T,f)

Por definición de f , el morfismo HomB(f, T ) es sobreyectivo y por tanto debe ser
Ext1B(U, T ) = 0.

Por otro lado, aplicar HomB(U,−) a (∗) nos da una sucesión exacta

0 = Ext1B(U, T
d) Ext1B(U,U) Ext2B(U,B) = 0

donde la primera igualdad es por ser Ext1B(U, T ) = 0 y la última por ser pdBU ≤ 1.
Luego Ext1B(U,U) = 0.

Finalmente, aplicar HomB(T,−) a (∗) nos da una sucesión exacta

0 = Ext1B(T, T
d) Ext1B(T,U) Ext2B(T,B) = 0
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donde la última igualdad es por ser pdTB ≤ 1. Luego Ext1B(T,U) = 0, por lo que T ⊕U
cumple (T2) y por tanto es inclinante.

Veamos ahora que U ∈ addT .
Si fuese U /∈ addT , tomamos U ′ un sumando directo indescomponible de U que

no pertenezca a addT . Tenemos entonces un epimorfismo T d −→
g
U ↠ U ′ y por tanto

HomB(T,U
′) ̸= 0. Por lema 4.4.5(b), tenemos HomB(τ

−1T,U ′) ̸= 0 y, como idBT ≤
1, por Corolario 1.6.24 Ext1B(U

′, T ) ∼= DHomB(τ
−1T,U ′) ̸= 0. Esto contradice que

Ext1B(U, T ) = 0 y por tanto debe ser U ∈ addT . Como T ⊕U era inclinante, conclúımos
que T es inclinante. □

Definición 4.4.8. Decimos que una sección Σ en una componente C del carcaj de
Auslander-Reiten Γ(modB) de un álgebra B es fiel si la suma directa de todos los
módulos que pertenecen a Σ es un módulo fiel.

Estamos ahora en condiciones de probar el criterio de Liu-Skowroński.

Teorema 4.4.9 (Criterio de Liu-Skowroński). Un álgebra B es un álgebra inclinada si
y sólo si el carcaj Γ(modB) contiene una componente C con una sección fiel Σ tal que
HomB(U, τV ) = 0 para todo par de módulos U y V en Σ.

Más aún, en tal caso, la suma directa TB de todos los módulos en Σ es un B-módulo
inclinante con A = EndTB hereditaria, y C es la componente de conexión de Γ(modB)
determinada por el A-módulo inclinante D(AT ).

Demostración: ( =⇒ ) Sea B un álgebra inclinada. Existen un álgebra hereditaria
A y un A-módulo inclinante T tales que B = EndTA. Por el teorema 4.3.11, la clase
Σ de todos los módulos de la forma HomA(T, I), donde I es un A-módulo inyectivo
indescomponible, forman una sección en la componente de conexión CT de Γ(modB)
determinada por T .

Ahora, tenemos un isomorfismo HomA(T,DA) ∼= (DT )B pues

(DT )B ∼= D(BTA⊗A) = Homk(BTA⊗AA, k) ∼= HomA(T,Homk(A, k)) ∼= HomA(T,DA)

usando la definición de D(−) = Homk(−, k) y el Teorema 1.5.17.
Como BT es inclinante, existe m ≥ 1 y un monomorfismo BB → BT

m, lo que nos
da un epimorfismo (DT )mB → DB. Por tanto (DT )B es fiel por el lema 3.5.4.

Como (DT )B ∼= HomA(T,DA) = HomA(T,⊕a∈(QA)0I(a))
∼= ⊕a∈(QA)0 HomA(T, I(a)),

tenemos que (DT )B es la suma directa de todos los módulos en Σ y por tanto que Σ es
fiel.

Finalmente, como HomA(T,DA) ∈ Y(T ), por el lema de conexión (3.3.5), el módulo
τ−1HomA(T,DA) ∼= Ext1A(T,A) pertenece a X (T ). Por tanto, si U y V son módulos
en Σ, entonces son submódulos de HomA(T,DA) y tenemos HomB(τ

−1U, V ) = 0. Por
Lema 4.4.6, HomB(U, τV ) = 0 para todo U, V en Σ.

( ⇐= ) Sea ahora B un álgebra tal que Γ(modB) tiene una componente C con una
sección fiel Σ tal que HomA(U, τV ) = 0 ∀ U, V ∈ Σ. Sea TB la suma directa de todos
los módulos en Σ y A = EndTB. Por Lema 4.4.4, tenemos que Σ es finito y luego el
Lema 4.4.7 nos da que TB es un módulo inclinante. Se sigue del Proposición 2.3.4 que

AT es inclinante.
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Ahora, como idAop(DT ) ≤ 1, tenemos HomAop((τ−1)opDT,Aop) = 0 por Lema 1.6.21.
Usando que (τ−1)op = τ y que Dτ = τ op, tenemos:

HomAop(DAop, τ opDT ) = HomAop(DAop, D(τ−1)opDT ) ∼= HomAop((τ−1)opDT,Aop) = 0

y entonces pdAopD(AT ) ≤ 1, de nuevo por Lema 1.6.21.
Luego tenemos que D(−) preserva (T1), y como claramente preserva (T2) y el

número de módulos simples no isomorfos dos a dos, el Corolario 3.2.3 nos da que D(AT )
es inclinante. Además cumple que φ : B → EndD(AT ) definida como φ(b)(f)(t) = f(tb)
para b ∈ B, t ∈ TB y f ∈ D(AT ) es un isomorfismo. Más aún, hay isomorfismos de
B-módulos

HomA(D(AT ), DA) ∼= HomA(A, T ) ∼= T.

Por tanto, C es la componente de conexión CD(AT ) de Γ(modB) determinada por D(AT )
y Σ es la sección del Teorema 4.3.11.

Falta ver que A = EndTB es hereditaria. Para esto veremos que todo submódulo de
un A-módulo proyectivo es proyectivo. Sea P un A-módulo proyectivo indescomponible
y f : M → P un monomorfismo con M indescomponible. El módulo inclinante TB
determina pares de torsión (T (T ),F(T )) en modB y (X (T ),Y(T )) en modA. Como
PA ∈ Y(T ), que es libre de torsión, tenemos MA ∈ Y(T ). Es decir, existe un morfismo
g : U → V en modB con U, V ∈ T (T ) tales que HomB(T, g) = f, HomB(T,U) =
MA,HomB(T, V ) = PA y V pertence a Σ. Esto último pues proj A ∼= addT por
Lema 2.3.1 y por tanto existe V ∈ addT indescomponible tal que HomB(T,U) = PA.
Por definición de T esto quiere decir que V pertenece a Σ. Probaremos que U pertenece
a Σ y por tanto que el A-módulo M = HomB(T,U) es proyectivo.

Como M ̸= 0, existe un A-módulo proyectivo indescomponible P ′
A y un morfismo no

nulo f ′ : P ′ → M . Se sigue que existe un morfismo g′ : V ′ → U en modB tal que V ′

pertenece a Σ, HomB(T, V
′) = P ′

A y HomB(T, g
′) = f ′. Como f es un monomorfismo,

tenemos ff ′ ̸= 0 y por tanto gg′ ̸= 0.
Supongamos ahora que U no pertenece a Σ. Como tenemos un morfismo g : U → V

en modB con V en Σ, por Lema 4.4.5(a) existen morfismos de B-módulos h : U →W y
t :W → V conW suma directa de módulos en τΣ tales que g = th. Como thg′ = gg′ ̸= 0,
existe un morfismo no nulo hg′ : V ′ → W y en consecuencia HomB(T, τT ) ̸= 0, lo cual
contradice la condición Hom(U, τV ) = 0 en Σ. □

Ejemplo 4.4.10. Veamos un ejemplo donde valga HomA(U, τV ) = 0 para todo U, V ∈
Σ, siendo Σ una sección de Γ(modA):

Consideremos el carcaj Q = 1 ◦ ◦ 2
α

β

, y el álgebra A = kQ/I con relaciones

αβ = 0 = βα. El carcaj de Auslander-Reiten tiene identificaciones:

P (2)

S(1) S(2) S(1)

P (1)

Para la sección P (1), S(2), P (2), tenemos HomA(P (2), τS(2)) = HomA(P (2), S(1)) ̸= 0.

77



Lo que está pasando es que la identificación de puntos en el carcaj de A-R permite
que τ vaya ”hacia la derecha” (y hacia la izquierda, en simultáneo).

Ejemplo 4.4.11. Sea B el álgebra dada por el carcaj

2◦

1◦ ◦ 4

3◦

◦ 5

β α

γδ

ε

ligado por αβ = γδ y εδ = 0. Ilustramos el carcaj de Auslander-Reiten Γ(modB)
de B con una sección Σ marcada de azul en la siguiente imagen (donde los módulos
indescomponibles están representados por su vector dimensión):

1
0

0
0

0

1
0

1
0

0

1
1

0
0

0

1
1

1
0

0

0
1

0
0

0

1
1

1
1

0

0
0

1
0

0

0
1

1
1

0

0
0

1
0

1

0
0

1
1

0

0
1

1
1

1

0
0

1
1

1

0
1

0
1

0

0
0

0
0

1

0
0

0
1

0

Es claro que HomB(U, τV ) = 0 para todo U , V en Σ. Por otro lado, si TB es la suma
directa de todos los módulos en Σ, como todo B-módulo proyectivo es un submódulo de
algún módulo en la sección Σ, AA es cogenerado por T y Lema 3.5.4 nos da que T es
fiel. Luego podemos aplicar Teorema 4.4.9 y tenemos que B es un álgebra inclinada.

Tenemos que A = EndTB es el álgebra de caminos del siguiente carcaj de tipo D5

Usando 3.5, podemos calcular el A-módulo inclinante T ′ tal que EndT ′
A = B. Obten-

emos

T =
1

0
1 0 0 ⊕ 1

1
1 0 0 ⊕ 1

0
1 1 1 ⊕ 1

0
0 0 0 ⊕ 0

0
0 0 1.
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CAPÍTULO 5

Álgebras inclinadas de tipo An

El objetivo de este caṕıtulo es claisifcar las álgebras inclinadas de tipo An, es decir,
dar una condición necesaria y suficiente sobre el carcaj QB y el ideal IB de un álgebra
B = kQ/I para que se cumpla que B = EndTA donde A es un álgebra hereditaria de
tipo An y T un A-módulo inclinante.

Para lograr esto, presentaremos una clase de álgebras llamadas amables y veremos
que las álgebras inclinadas de tipo An se corresponden con una subclase de las álgebras
amables de tipo árbol. Esta clasificación fue obtenida originalmente en [1].

Definición 5.1.1. Sea A un álgebra con carcaj QA aćıclico. El álgebra A = kQA/I se
dice amable si el carcaj ligado (QA, I) cumple las siguientes propiedades:

(A1) Cada vértice de QA es origen y destino de a lo sumo dos flechas.
(A2) Para cada flecha α ∈ (QA)1, hay a lo sumo una flecha β y una flecha γ tal que

αβ /∈ I y γα /∈ I.
(A3) Para cada flecha α ∈ (QA)1, hay a lo sumo una flecha ε y una flecha δ tal que

αε ∈ I y δα ∈ I.
(A4) El ideal I está generado por caminos de largo 2.

Si además QA es un árbol, decimos que el álgebra A es amable de tipo árbol.

Veamos algunos ejemplos de álgebras amables.

Ejemplo 5.1.2. (a) El álgebra A dada por el carcaj

2◦

1 ◦ ◦ 4

◦
3

β α

γδ

ligada por αβ = 0 y γδ = 0 es un álgebra amable.

(b) El álgebra B dada por el carcaj

1 ◦ ◦ 4

3◦

2 ◦ ◦ 5

αβ

δ γ
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ligada por αβ = 0 y γδ = 0 es amable de tipo árbol.

Se puede ver que B es inclinada de tipo An, o sea que B = EndA T donde A es
el álgebra hereditaria dada por el carcaj

1◦ 2◦ 3◦ 4◦ 5◦

y T es el A-módulo inclinante

T = P (1)⊕ P (5)⊕M ⊕ I(1)⊕ I(5)

dondeM es el A-módulo indescomponible con vector dimensión dimM = [1 1 1 1 1].

(c) El álgebra C dada por el carcaj

◦
1

◦
2

◦
3

◦
4

◦
5

◦
6

ε δ γ β α

ligado por αβ = 0 y δε = 0 es un álgebra amable de tipo árbol. Contrario a (b),
esta álgebra no es inclinada de tipo An (de hecho no es inclinada de ningún tipo).

Para ver esto, tomamos el C-módulo indescomponible M con vector dimensión
dimM = [0 0 1 1 0 0]. Veremos que vale pdM > 1 y idM > 1, lo que contradice el
Lema 4.3.6(e) y por tanto implica que C no puede ser un álgebra inclinada.

La cobertura proyectiva de M es P (3) pues topP (3) = S(3) = topM . Ahora,
ker(P (3)→M) = S(2) no es proyectivo y por tanto pdM > 1.

Análogamente, vemos que la envolvente inyectiva de M es I(4) y coker(M →
I(4)) = S(5) no es inyectivo, por lo que idM > 1.

Más adelante en el Lema 5.1.15 veremos que este último ejemplo es esencialmente el
único caso donde un álgebra amable de tipo árbol no es inclinada de tipo An.
Antes de comenzar con la clasificación, precisamos algunas definiciones y resultados.

Definición 5.1.3. Un camino M0 → . . .→ Mt en el carcaj de Auslander-Reiten de un
álgebra A se dice seccional si τMi ̸∼=Mi−2 ∀1 < i ≤ t.

Por ejemplo, todo camino contenido en una sección del carcaj de Auslander-Reiten
Γ(modA) de un álgebra A es seccional.
Precisamos el siguiente resultado, del cual no daremos una demostración, pero que
se debe a que un camino seccional no puede contener un “triángulo” del carcaj de
Auslander-Reiten.

Proposición 5.1.4. [3, Corolario IX.2.2] Dada un álgebra A y un camino de morfismos

irreducibles correspondientes a un camino seccional M1 M2 · · · Mt
f1 f2 ft−1

en
Γ(modA), tenemos que su composición es no nula, o sea ft−1 · · · f1 ̸= 0.

La siguiente propiedad será importante para, una vez probado que las álgebras in-
clinadas de tipo An son amables, demostrar que son de tipo árbol.
Recordar que si A = kQ/I es un álgebra de carcaj ligado, el soporte de un A-módulo
M es

sopM := {i ∈ Q0 :Mi ̸= 0}.

Definición 5.1.5. Sea A un álgebra con carcaj aćıclico QA.
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(a) Se dice que unA-módulo proyectivo indescomponible P (a) tiene radical separado
si para cualquier par de sumandos indescomponiblesM y N de radP (a) se tiene
que sop(M) y sop(N) pertenecen a distintas componentes conexas del subcar-
caj completo QA(

−→a ) de QA generado por los vértices que no son predecesores
de a.
Se dice que un álgebra A satisface la condición de separación si todo A-módulo
proyectivo indescomponible tiene radical separado.

(b) Se dice que unA-módulo inyectivo indescomponible I(a) tiene coradical separado
si para cualquier par de sumandos indescomponibles M y N de I(a)/ soc I(a)
se tiene que sop(M) y sop(N) pertenecen a distintas componentes conexas del
subcarcaj completo QA(

←−a ) de QA generado por los vértices que no son suce-
sores de a.
Decimos que un álgebra A satisface la condición de coseparación si todo A-
módulo inyectivo indescomponible tiene coradical separado.

Notar que un álgebra A satisface la condición de separación si y sólo si su álgebra
opuesta Aop satisface la condición de coseparación.

Veamos algunos ejemplos para entender mejor estos conceptos.

Ejemplo 5.1.6. (1) Si un A-módulo proyectivo indescomponible tiene radical in-
descomponible o cero, entonces tiene radical separado. Por ejemplo, todo A-
módulo proyectivo simple tiene radical separado.

(2) Consideremos el álgebra Ejemplo 5.1.2(a). Tenemos que radP (4) = S(3)⊕S(2)
y por tanto P (4) no tiene radical separado, pues Q(

−→
4 )0 = {1, 2, 3} tiene una

sola componente conexa que contiene al soporte de S(3) y de S(2).
(3) Si consideramos el álgebra dada por el mismo carcaj que en Ejemplo 5.1.2(a)

pero con la relación αβ = γδ. En tal caso el radical de todo proyectivo inde-
scomponible es indescomponible o cero y por tanto A cumple la condición de
separación.

Este ejemplo junto al anterior nos muestran que la condición de separación
depende no solo del carcaj, si no también de las relaciones.

(4) Sea B el álgebra dada por el carcaj

◦

◦ 2◦ 1◦

◦ ◦

◦

β α

ligado por αβ = 0. En este caso tenemos que P (1) tiene radical separado pero
P (2) no, luego B no cumple la condición de separación.
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Lema 5.1.7. Si A es un álgebra tal que QA es un árbol, entonces A satisface la condición
de separación. Rećıprocamente, si A está ligada solo por relaciones cero, es de repre-
sentación finita, satisface la condición de separación y tiene carcaj QA aćıclico, entonces
QA es un árbol.

Demostración: Si QA es un árbol y a ∈ (QA)0, tenemos que localmente QA se ve aśı

(donde
... t denota que hay t flechas entre la superior y la inferior):

· · · ◦ ◦ · · ·

a◦

· · · ◦ ◦ · · ·
···s
··· r

de forma que los rayos
a◦ αi−→ · · · y a◦

αj−→ · · · con j ̸= i se cortan solo en el vértice a.
Si P (a) es el A-módulo proyectivo indescomponible correspondiente al vértice a,

tenemos que es

0 k · · ·

P (a) = k

0 k · · ·

···s

··· r

y como P (a)/ radP (a) = S(a), es radP (a) =
⊕r+2

i=1 Ni, siendo Ni los siguientes A-
módulos indescomponibles:

0 · · ·

0 k · · ·

0 · · ·

···s

···
· · · i−2

r−i−1

Luego los soportes de los sumandos de radP (a) están en componentes conexas dis-
tintas de QA(

−→a ) por cortarse los rayos solo en a. Por tanto A satisface la condición de
separación.

Para el rećıproco, supongamos que QA no es un árbol, en cuyo caso contiene un
subcarcaj completo Q′ que es un ciclo no orientado. Como QA es aćıclico, Q′ contiene
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al menos una fuenta a y un pozo b, por lo que tiene la siguiente forma:

c1◦ ◦

a ◦ ◦ b

◦
c2

◦

w

w′

donde w y w′ son paseos. Como A es de representación finita, también lo es B = kQ′ con
las relaciones heredadas. Por tanto Q′ está ligado por al menos una relación, que debe ser
una relación cero. Luego radP (a) no puede ser indescomponible y si radP (a) =M1⊕M2

tenemos, sin pérdida de generalidad, c1 ∈ sop(M1) y c2 ∈ sop(M2). Como c1 y c2
pertenecen a la misma componente conexa de Q(−→a ) (la única), tenemos que A no cumple
la condición de separación, lo cual es absurdo. □

Observación 5.1.8. Si A es un álgebra hereditaria de representación finita, entonces
satisface la condición de separación y la condición de coseparación.

Esto es ya que al ser QA un árbol, también lo es QopA y por el lema anterior tanto
A como Aop satisfacen la condición de separación. Por tanto A satisface también la
condición de coseparación.

Con todo esto, apuntamos a ver que las álgebras inclinadas de tipo An son amables.
Para lo que sigue, calcularemos la dimensión de los espacios HomA(−,−) en un

álgebra hereditaria A de tipo An. Para esto observemos primero que si M y N son
A-módulos indescomponibles, entonces dimkHomA(M,N) es 0 o 1.

Para ver esto, supongamos que sop(M) = {j, j+1, . . . , ℓ}, sop(N) = {k, k+1, . . . ,m},
Mi = k ∀j ≤ i ≤ ℓ y Ni = k ∀k ≤ i ≤ m. Supongamos también que j ≤ k.

Ahora, HomA(M,N) = 0 ⇐⇒ sop(M) ∩ sop(N) = ∅. Luego, si existe un morfismo
no nulo f : M → N , existe i0 ∈ sop(M) ∩ sop(N) y tenemos que, en ese vértice,
fi0 : Mi0 → Ni0 va de k → k y por tanto es multiplicar por un escalar. Luego f está
dado por λId con λ ∈ k, pues debe ser fi = λ · 1k para todo i ∈ sop(M) ∩ sop(N) para
que el siguiente diagrama conmute y f sea morfismo:

· · · Mk · · · Mi0 Mi0+1 · · ·

· · · Nk · · · Ni0 Ni0+1 · · ·
λ·1k

donde las flechas están orientadas según el carcaj QA.
Dado un A-módulo indescomponible M , queremos ver en que “zona” del carcaj de

Auslander-Reiten de A se encuentran los A-módulos N con HomA(M,N) ̸= 0.
Para esto, tomamos los (a lo sumo) dos caminos seccionales maximales que salen de

M (son a lo sumo dos pues en un álgebra de tipo An el término medio de cada sucesión
casi escindida es suma directa de a lo sumo dos módulos indescomponibles). Llamamos
M1 y M2 al último módulo que aparece en cada camino seccional. La unión de estos dos
caminos seccionales forma un subcarcaj completo de Γ(modA) con grafo subyacente An.
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Construimos el carcaj ZΣ (ver definición 4.1.1) en el cual hay un único camino
seccional maximal con origen en M1 y M2 respectivamente (si no fuera aśı, los caminos
seccionales de modA no seŕıan maximales). Estos dos caminos seccionales maximales
se intersectan en un punto X ∈ (ZΣ)0, el cual no necesariamente se corresponde a un
A-módulo indescomponible.

Definición 5.1.9. NotamosR(M) al conjunto de todos los A-módulos indescomponibles
N tales que existe un camino M → · · · → N → · · · → X en ZΣ.

Veamos un ejemplo ilustrando la construcción anterior y R(M).

Ejemplo 5.1.10. El siguiente dibujo ilustra como es la construcción de R(M) para el
álgebra de caminos A del carcaj

◦
6

◦
5

◦
1

◦
2

◦
3

◦
4

y el A-módulo M con dimM = 011110. Marcamos en Γ(modA) con • los puntos de
R(M), con ◦ los que no pertenecen a R(M) y con • los que pertencen al carcaj ZΣ pero
no a Γ(modA). Observar que en este caso X no es un A-módulo indescomponible.

◦

◦

◦

◦ • •

•
M

•

◦ • •

◦ •
M1 ◦

◦

◦ • •

◦ •
M2

◦

•

•
X

· · ·

· · ·

Los siguientes dos hechos valen en general, pero son visibles en este ejemplo.
Con la notación de la construcción de R(M), tenemos que X pertenece a Γ(modA)

si y sólo si M es un A-módulo proyectivo indescomponible. Por otro lado, si M es un
A-módulo inyectivo indescomponible, entonces R(M) consiste solo de los (a lo sumo)
dos caminos maximales que salen de M .

Lema 5.1.11. Sea A un álgebra hereditaria de tipo An, M y N dos A-módulos inde-
scomponibles. Entonces

dimkHomA(M,N) = 1 ⇐⇒ N ∈ R(M),

y HomA(M,N) = 0 en otro caso.
El resultado también vale si A = kQ/I es un álgebra amable de tipo árbol, con R(M)

constrúıdo de forma análoga.

Demostración: Demostraremos el lema cuando A es un álgebra hereditaria de tipo
An. Para el caso donde A es amable de tipo árbol, ver [3, Lema IX.6.8(d)].
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Sea 0 N ′ N N ′′ 0 una sucesión exacta corta en modA con
puntas indescomponibles y HomA(M,N ′) ̸= 0. Aplicando el funtor HomA(M,−) obten-
emos una sucesión exacta

0 HomA(M,N ′) HomA(M,N) HomA(M,N ′′) Ext1A(M,N ′) .

Asumiendo Ext1A(M,N ′) ̸= 0, por Teorema 1.6.23, existe un morfismo N ′ → τM que
induce un ciclo

M N ′ τM ∗ M

lo cual no puede pasar en un álgebra de tipo An, pues su carcaj de Auslander-Reiten es
aćıclico. Por tanto Ext1A(M,N ′) = 0 y tenemos

dimkHomA(M,N) = dimkHomA(M,N ′) + dimkHomA(M,N ′′).

O sea, fM := dimkHomA(M,−) es aditiva en sucesiones exactas cortas con puntas
indescomponibles siempre y cuando dimkHomA(M,N ′) ̸= 0.

Como fM (M) = 1, tomando N como uno de los sumandos del término medio de
0 M N0 τ−1M 0 y M como N ′, tenemos que fM (N) = 1, siem-
pre que tal sucesión exista. Luego, tomando N ′ como N y N1 como un sumando del
término medio de la sucesión casi escindida que empieza en N (si existe), tenemos
fM (N1) = 1. Como por [3, Corolario IV.5.6] todo morfismo no nulo que no es un
isomorfismo entre indescomponibles es suma de composición de morfismos irreducibles,
siguiendo aśı tenemos el resultado por inducción. □

Veremos ahora dos resultados que, junto al Lema 5.1.7, muestran que las álgebras
inclinadas de tipo An son amables de tipo árbol.

Corolario 5.1.12. Sea A un álgebra hereditaria de tipo An y TA un módulo inclinante.
Entonces B = EndTA es un álgebra amable.

Demostración: Si T = ⊕ni=1Ti donde los Ti son A-módulos indescomponibles, pen-
samos a B como el álgebra de carcaj ligado kQB/IB con vértices EndA(Ti), flechas i→ j
y relaciones dadas por HomA(Ti, Tj).

Sean Ta y Tb sumandos indescomponibles de T tales que HomA(Ta, Tb) ̸= 0.
Supongamos que Ta no es inyectivo, de forma que tenemos el siguiente isomorfismo

por Corolario 1.6.24

HomA(τ
−1Ta, Tb) ∼= DExt1A(Tb, Ta) = 0

donde la última igualdad es por ser T inclinante. Luego Tb es un sucesor de Ta pero
no de τ−1Ta y por tanto, por Lema 5.1.11, pertenece a R(Ta) \ R(τ−1Ta), es decir,
Tb pertenece a un camino seccional maximal que comienza en Ta. Esto pasa también
cuando Ta es inyectivo, pues en ese caso R(Ta) está formado solo por (a lo sumo) los
dos caminos seccionales que empiezan en él.

Luego, de nuevo por Lema 5.1.11, dimkHomA(Ta, Tb) = 1 y por tanto existe un único
camino no nulo de b en a en el carcaj QB, por los siguientes isomorfismos:

eaBeb ∼= HomB(ebB, eaB) ∼= HomB(HomA(T, Tb), HomA(T, Ta)) ∼= HomA(Tb, Ta).

De forma similar, si Tc es otro sumando indescomponible de T tal que HomA(Tc, Ta) ̸= 0,
entonces Tc pertenece a un camino seccional maximal que sale de Tc y pasa por Ta y
existe un único camino no nulo de a en c en el carcaj QB. Esto muestra (A1).
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Si Tc, Ta y Tb son como antes y pertenecen al mismo camino seccional, entonces
HomA(Tc, Tb) ̸= 0 por Proposición 5.1.4.

Si no pertenecen al mismo camino seccional, entonces el camino seccional que va
de Ta a Tb cruza la órbita de Tc y por tanto Tc no es inyectivo. Luego, de nuevo por
Corolario 1.6.24 y ser T inclinante, tenemos

HomA(τ
−1Tc, Tb) ∼= DExt1A(Tb, Tc) = 0

y por tanto HomA(Tc, Tb) = 0 pues Tb no puede pertenecer a ninguno de los (a lo sumo)
dos caminos maximales que salen de Tc y el isomorfismo anterior muestra que tampoco
pertenece a R(τ−1Tc). Esto muestra (A2) y (A3).

Finalmente, como hay a lo sumo dos caminos seccionales que empiezan y terminan en
cualquier sumando indescomponible de T , este argumento prueba también (A4). Esto
pues o bien Tc, Tb y Ta pertenecen a un mismo camino seccional y por tanto no hay
relaciones entre las flechas que los conectan en QB, o bien Tc y Tb pertencen a dos
caminos seccionales distintos: Tc a uno que termina en Ta y Tb a uno que empieza en Ta.
En tal caso, si β, γ ∈ (QB)0 son las flechas que van de b en a y de a en c respectivamente,
tenemos la relación βγ = 0. Luego toda relación en IB es de esa forma y por tanto IB
está generado por caminos de largo 2. □

Proposición 5.1.13. Sea A un álgebra hereditaria de tipo de representación finito, TA
un módulo inclinante y B = EndTA. Entonces B satisface la condición de separación.

Demostración: Supongamos que B no satisface la condición de separación. En tal
caso existe a ∈ (QB)0 tal que radP (a)B no es separado, o sea existen dos sumandos
indescomponibles M1 y M2 de radP (a) con puntos b1 ∈ sop(M1) y b2 ∈ sop(M2) conec-
tados por un paseo en QB(

−→a ). Este paseo induce uno uniendo a P (b1) con P (b2) en
Γ(modB) en el que ningún módulo contiene al vértice a en su soporte. Como existen
caminos de P (b1) enM1 y de P (b2) enM2, tenemos un paseo cerrado w, el cual podemos
asumir de largo mı́nimo, de la siguiente forma:

P (a) M1 · · · P (b1) · · · P (b2) · · · M2 P (a)

Como Γ(modB) es aćıclico por Corolario 4.3.8, w contiene pozos y fuentes. Afirmamos
que podemos suponer que todo pozo U en w se corresponde a un B-módulo proyectivo.

Para ver esto, si U es un pozo en w pero no es un B-módulo proyectivo, podemos
cambiar U por τU y cada flecha V → U por la correspondiente τU → V . Como w era
de largo mı́nimo, no puede pasar que τU ya perteneciera a w y como estamos cambiando
cada flecha que llega al pozo por otra, que sale de su trasladado, tenemos que este proceso
no cambia el largo de w. Repitiendo este proceso eventualmente logramos que todos los
pozos sean proyectivos, pues toda τ -órbita comienza en un proyectivo y es finita por ser
B de representación finita (por Lema 4.3.6(c)).

Sea Y un punto de w que no es un pozo. Existe por tanto un camino de Y a algún
pozo PB en w, el cual pertenece a Y(T ) por ser un B-módulo proyectivo. Como Y(T )
es cerrado por predecesores (Lema 4.3.6(b)) tenemos que Y ∈ Y(T ) y se sigue que todos
los módulos en w pertenecen a Y(T ).

Sea ahora Z una fuente en w y consideremos NA := Z ⊗B T . Si N no es inyectivo,
la sucesión casi escindida que comienza en Z ∼= HomA(T,N) está contenida en Y(T )
por Proposición 3.4.5 y podemos reemplazar Z por τ−1Z y cada flecha Z → Y por la
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correspondiente Y → τ−1Z, obteniendo aśı un nuevo paseo w′ en Y(T ) del mismo largo
que w y tal que N es inyectivo para toda fuente Z en w′.

Aplicando el funtor − ⊗B T a w′, obtenemos un paseo cerrado w̃ en Γ(modA)
con todas sus fuentes inyectivas. Esto no puede pasar pues al ser A hereditaria de
representación finita, cumple la condición de coseparación por la Observación 5.1.8.
Luego era absurdo suponer que B no cumpĺıa la condición de separación. □

Corolario 5.1.14. Toda álgebra inclinada de tipo An es amable de tipo árbol.

Demostración: Sea A un álgebra de tipo An, TA un módulo inclinante y B = EndTA.
Por Corolario 5.1.12 tenemos que B es amable y por Proposición 5.1.13 satisface la
condición de separación, por lo que su carcaj QB es un árbol por Lema 5.1.7. □

Sabemos ahora que las álgebras inclinadas de tipo An son amables de tipo árbol
pero como vimos en el ejemplo 5.1.2, el rećıproco no es cierto. El siguiente lema nos
caracteriza cuales son las álgebras amables de tipo árbol “complementarias” en este
sentido.

Lema 5.1.15. Sea B un álgebra inclinada de tipo An. Entonces el carcaj ligado de B
no contiene ningún subcarcaj completo ligado Q′ de la forma

◦
1

◦
2

◦
3

· · · ◦
t−2

◦
t−1

◦
t

δ γ β α

con t ≥ 4, αβ = 0, γδ = 0, todas las aristas entre 3 y t − 2 pueden ser orientadas
arbitrariamentes y no hay relaciones cero entre 2 y t− 1.

Demostración: Observar que la situación es un poco más complicada que la del
ejemplo 5.1.2, pues ahora Q′ es un subcarcaj de QB y no todo QB, o sea debemos
imaginar a QB como en la siguiente figura, donde en las ramas puede haber más vértices
y relaciones, pero no hay flechas entre las ramas:

◦
1

◦
2

◦
3

· · · ◦
t-2

◦
t-1

◦
t

αβγδ

Supongamos primero que el carcaj ligado de B contiene una subcarcaj como en el
enunciado y t ≥ 5. Consideremos el B-módulo indescomponible M dado por Mi = k
para 3 ≤ i ≤ t− 2 y Mi = 0 en todos los otros vértices. Afirmamos que pdM > 1.

Para construir la cobertura proyectiva deM , vemos que si tomamos todas las fuentes
s1, . . . , sk en sop(M), entonces topM ∼= ⊕ki=1S(si) y por tanto la cobertura proyectiva
deM es P = ⊕ki=1P (si). Para probar la afirmación, basta ver que ker p no es proyectivo,
donde p : P ↠M es el epimorfismo canónico.

Sabemos que existe una fuente si que tiene un camino si → · · · → 3. Observar que
el B-módulo proyectivo P (si) asociado a si contiene al vértice 2 en su soporte, pero no
contiene al vértice 1 por la relación γδ = 0. Como 2 no pertenece al soporte deM , existe
un submódulo L de P (si) que es sumando directo de ker p y tiene topL = S(2) (es el
submódulo de P (si) que tiene soporte contenido en el soporte de P (2)). Pero entonces L
no puede ser proyectivo, pues debeŕıa ser L = P (2) pero el vértice 1 pertenece al soporte
de P (2) y no al de L. Luego pdM > 1. De forma similar vemos que idM > 1 y por
Lema 4.3.6(e), el álgebra B no puede ser inclinada.
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Veamos ahora el caso t = 4. En este caso el carcaj Q′ es:

◦
1

◦
2

◦
3

◦
4

αβγ

ligado por αβ = 0 y βγ = 0.
Veremos que S(4) tiene dimensión proyectiva mayor estricta a 2.
La resolución proyectiva comienza con p0 : P (4) ↠ S(4) y existe Z sumando de ker p0

con topZ = S(3). Luego la cobertura proyectiva de Z es P (3) con p1 : P (3) ↠ Z. Existe
de igual forma Y sumando de ker p1 con topY = S(2). Luego la cobertura proyectiva
de Y es P (2) con p2 : P (2) ↠ Y y existe X sumando de ker p2 con topX = S(1). Por
tanto, el principio de una resolución proyectiva minimal de S(4) es

· · · P (1)⊕M3 P (2)⊕M2 P (3)⊕M1 P (4) S(4) 0
[p3 f3] [p2 f2] [p1 f1]

donde M1,M2 y M3 son B-módulos proyectivos. Luego pdS(4) ≥ 3 y gl.dimB ≥ 3, lo
cual implica por Lema 4.3.6(e) que B no es inclinada. □

En el siguiente lema, impondremos una orientación y relaciones “complementarias”
a las del carcaj Q′ del lema anterior. Antes de enunciarlo y demostrarlo, veamos un
ejemplo de como queda el carcaj de Auslander-Reiten de un álgebra de carcaj ligado
como el del lema que sigue.

Ejemplo 5.1.16. Consideremos el siguiente carcaj ligado Q y los subcarcajes Q1, Q2 y
Q3 de la siguiente figura:

1 2 3 4 5 6 7

Q0 Q1
Q2

Si A = kQ y Ai = kQi para i = 0, 1, 2. Luego el carcaj de Auslander-Reiten de A
tiene la siguiente forma:

1

2
1

3
2
1

3
2

2 3

4
3 5

4
5

4

4
35

7

5 7
6

7
6

5
6

6

Γ(modA0)

Γ(modA1)

Γ(modA2)
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Notar que Γ(modA0) y Γ(modA1) se cortan solo en el simple en 3, y 3 es el único
vértice que está en Q0 y Q1. También vemos que Γ(modA1) y Γ(modA2) se cortan solo
en el simple en 5, y 5 es el único vértice que está en Q1 y Q2.

Por último observar que los caminos entre los subcarcajes marcados de Γ(modA)
solo van de Γ(modA0) o Γ(modA2) en Γ(modA1).

Lema 5.1.17. Sea A′ el álgebra amable de tipo árbol con carcaj ligado

◦
a0

◦ · · · ◦ ◦
a1

◦ · · · ◦ ◦
a2

◦ · · · ◦ ◦
ar

◦ · · · ◦ ◦
ar+1

β1 α1 α2 β2

donde las aristas sin orientar pueden ser orientadas arbitrariamente, hay relaciones cero
con punto medio a1, . . . , ar, de las cuales no hay dos consecutivas orientadas en la misma
dirección y estas son las únicas relaciones cero.

Si existe un camino I(a0) → . . . → P (ar+1) en Γ(modA), entonces r ≤ 1 y
HomA′(I(a0), P (ar+1)) ̸= 0.

Demostración: Para cada j ∈ [0, r], sea A′
j el álgebra (hereditaria) dada por el

subcarcaj completo de QA′ :

aj ◦ ◦ · · · ◦ ◦ aj+1

Observar que, igual que en el ejemplo anterior, Γ(modA′) tiene la siguiente forma:

Γ(modA′
0)

Γ(modA′
1)

Γ(modA′
2)

Γ(modA′
r)

con Γ(modA′
j) ∩ Γ(modA′

j+1) = {S(aj+1)}.
En particular, al existir un camino de I(a0) en P (ar+1), este debe pasar por S(a1) y,

como no hay caminos de Γ(modA′
1) en Γ(modA′

2), debe ser r ≤ 1 y por tanto el carcaj
de A′ es de la forma

◦
a0

◦ · · · ◦
a1

· · · ◦
a2

β1 α1

ligado por α1β1 = 0. Luego es claro que HomA′(I(a0), P (a2)) ̸= 0. □

Teorema 5.1.18. Un álgebra amable de tipo árbol A es inclinada de tipo An si y sólo
si su carcaj ligado no contiene un subcarcaj ligado completo Q′ de la forma

◦
1

◦
2

◦
3

· · · ◦
t−2

◦
t−1

◦
t

δ γ β α

con t ≥ 4, αβ = 0, γδ = 0, todas las aristas entre 3 y t − 2 pueden ser orientadas
arbitrariamentes y no hay relaciones cero entre 2 y t− 1.
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Demostración: Ya vimos en Lema 5.1.15 que si A es un álgebra inclinada de tipo An,
entonces su carcaj no contiene un subcarcaj ligado como el del enunciado. Por tanto,
resta ver que si un álgebra amable de tipo árbol no contiene ningún subcarcaj ligado
completo de esa forma, entonces es inclinada de tipo An. Para esto construiremos una
sección fiel Σ con HomA(U, τV ) = 0 para todo U, V ∈ Σ y aplicaremos el criterio de
Liu-Skowroński (4.4.9).

Consideremos el subcarcaj conexo completo de Γ(modA) que consiste de todos los
M tales que existe un camino de M en P (s) para alguna fuente s en QA. Sea Σ el
borde derecho de este subcarcaj, es decir el subcarcaj conexo completo de Γ(modA) que
consiste de todos los M tal que existe un camino seccional de M en P (s) para alguna
fuente s en QA.

Se sigue de la definición que Σ es aćıclico, convexo e intersecta a cada τ -órbita a lo
sumo una vez. Para probar que Σ es una sección, falta ver que intersecta a toda τ -órbita.

El subcarcaj Σ cumple que Γ(modA) \Σ tiene dos componentes conexas: los prede-
cesores propios Pr(Σ) de Σ y los sucesores propios Su(Σ) de Σ. Esto se puede ver de la
siguiente forma en Γ(modA):

Pr(Σ) Su(Σ)

Σ

P (a) I(b)

P (sk)

P (s1)

Veremos que los A-módulos proyectivos indescomponibles pertencen a Pr(Σ) ∪ Σ y los
inyectivos a Σ ∪ Su(Σ). Como toda τ -órbita comienza en un proyectivo P (a) y termina
en el inyectivo I(b) asociado a otro vértice b, esto probaŕıa que Σ interesecta a todas las
τ -órbitas, pues el caso donde I(b), P (a) /∈ Σ seŕıa el caso P (a) ∈ Pr(Σ), I(b) ∈ Su(Σ)
ilustrado en la figura anterior.

Si P (a) es un A-módulo proyectivo indescomponible, tomando una fuente sa en QA y
un camino sa → · · · → a en QA, tenemos un camino P (a)→ · · · → P (sa) en Γ(modA).
Luego todo A-módulo proyectivo indescomponible está en Pr(Σ) ∪ Σ.

Veamos ahora que ningún A-módulo inyectivo indescomponible es un predecesor
propio de Σ, o sea que pertenece a Σ ∪ Su(Σ).

Sea I(a) un A-módulo inyectivo indescomponible y supongamos que existe un camino
de I(a) en Σ. Tenemos que existe una fuente sa en QA y un camino I(a)→ · · · → P (sa)
en Γ(modA). Como el carcaj de A no contiene ningún subcarcaj ligado completo de la
forma Q′, el paseo que une a y sa en QA es de una de las dos formas siguientes:

◦
a=a0

· · · ◦ ◦
a1

◦ · · · ◦ ◦
a2

◦ · · · ◦ ◦
ar

· · · ◦
ar+1=sa

β1 α1 α2 β2

◦
a=a0

· · · ◦ ◦
a1

◦ · · · ◦ ◦
a2

◦ · · · ◦ ◦
ar

· · · ◦
ar+1=sa

α1 β1 β2 α2

90



donde las aristas sin orientar pueden ser orientadas arbitrariamente, hay relaciones
cero con punto medio a1, . . . , ar, de las cuales no hay dos consecutivas orientadas en la
misma dirección y estas son las únicas relaciones cero.

Consideremos el primer caso, siendo el otro análogo. Sea A′ el álgebra dada por el
primer carcaj ligado, I ′(a) el A′-módulo inyectivo indescomponible correspondiente a a
y P ′(sa) el A

′-módulo proyectivo indescomponible correspondiente a sa.
Definimos el funtor de inclusión E : modA′ → modA, mediante las identificaciones

de módulos con representaciones de carcajes ligados (1.2.7), como E(M)i = Mi si i ∈
(QA′)0 y E(M)i = 0 si i /∈ (QA′)0; E(M)α = Mα si α ∈ (QA′)1 y E(M)α = 0 si
α /∈ (QA′)1. Luego, si R : modA → modA′ denota al funtor de restricción, tenemos
RE = 1modA′ . Observar que E es un encaje pleno y exacto.

Como EI ′(a)a ̸= 0, existe un morfismo no nulo EI ′(a) → I(a). De forma similar,
tenemos un morfismo no nulo P (sa) → EP ′(sa). Por tanto, la existencia de un camino
I(a)→ · · · → P (sa) implica la existencia de un camino

EI ′(a)→ I(a)→M1 → · · · →Mm → P (sa)→ EP ′(sa)

en Γ(modA). Queremos ahora aplicar el funtor R para obtener un camino en Γ(modA′)
de I ′(a) en P ′(sa), pero puede ser que la imagen por R de alguno de los módulos sea 0.
Para ver que este no es el caso, como RE = 1modA′ , basta ver que sopMj ∩ QA′ ̸= ∅
para todo 1 ≤ j ≤ m.

Sea Qb la rama del árbol QA′ unida al punto b:

◦
a

◦ · · · ◦
b

· · · ◦ ◦
sa

Qa Qb Qsa

Supongamos que sopMj ∩ QA′ = ∅ para algún j. Como sop I(a) ∩ QA′ ̸= ∅ y
sopP (sa)∩QA′ ̸= ∅, existen t1 y t2 con 1 ≤ t1 < t2 ≤ m tales que todoMt con t1 ≤ t ≤ t2
tiene soporte que no intersecta a QA′ , sopMt1−1 ∩QA′ ̸= ∅ y sopMt2+1 ∩QA′ ̸= ∅.

Como Mt1 es indescomponible con sopMt1 ∩ QA′ = ∅, existe b ∈ (QA′)0 tal que
sopMt1 ⊆ Qb. Por la misma razón, todos los Mt con t1 ≤ t ≤ t2 tienen sus soportes
contenidos en Qb (todos en la misma rama pues tenemos caminos Mt →Mt+1 para todo
t1 ≤ t < t2).

Ahora, como HomA(Mt1−1,Mt1) ̸= 0 y HomA(Mt2 ,Mt2+1) ̸= 0, entonces

sopMt1−1 ∩ sopMt1 ̸= ∅ y sopMt2 ∩ sopMt2+1 ̸= ∅.

Por tanto b ∈ sopMt1−1 y b ∈ sopMt2+1. Luego existen morfismos no nulos f1 : P (b)→
Mt1−1 y f2 : P (b)→Mt2+1. Llamando g a la composiciónMt1−1 →Mt1 → · · · →Mt2+1,
tenemos gf1 = 0 pues HomA(P (b),Mt1) = 0 ya que b /∈ sopMt1 .

Como por el Lema 5.1.11 cualquier par de caminos de P (b) en Mt2+1 dan el mismo
morfismo a menos de multiplicar por un escalar, tenemos HomA(P (b),Mt2+1) = 0, lo que
contradice la existencia de f2. Por tanto debe ser sopMj ∩QA′ ̸= ∅ para todo 1 ≤ j ≤ m
y tenemos el camino buscado de I ′(a) en P ′(sa) en Γ(modA′).

El Lema 5.1.17 nos da HomA′(I ′(a), P ′(sa)) ̸= 0, luego HomA(EI
′(a), EP ′(sa)) ̸= 0

y por tanto HomA(I(a), P (sa)) ̸= 0. Como I(a) es inyectivo y P (sa) es proyectivo, por
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Lema 5.1.11 y Ejemplo 5.1.10, existe un camino seccional de I(a) en P (sa) y por tanto
I(a) ∈ Σ.

Esto termina de probar que los A-módulos inyectivos indescomponibles están en
Σ ∪ Su(Σ) y por tanto que Σ es una sección en Γ(modA). Como, por construcción,
HomA(U, τV ) = 0 para todo U y V en Σ, solo falta ver que T = ⊕M∈Σ0M es fiel para
aplicar Liu-Skowroński. Para esto veamos que T es inclinante.

Acabamos de ver que la cantidad de puntos en Σ, es decir de sumandos de T , coincide
con rkK0(A). Por otro lado, por Teorema 1.6.23, para todo U, V ∈ Σ0 tenemos

Ext1A(V,U) ∼= DHomA(U, τV ) ⊆ DHomA(U, τV ) = 0.

Finalmente, pdU ≤ 1 para todo U ∈ Σ0 por Lema 1.6.21 pues HomA(DA, τU) = 0 ya
que ningún inyectivo pertenece a Pr(Σ).

Luego T es inclinante por Corolario 3.2.3 y A es un álgebra inclinada por Teo-
rema 4.4.9, de tipo An por ser Σ de tipo An. □

Podemos visualizar lo probado de la siguiente forma.

Corolario 5.1.19. Un álgebra es inclinada de tipo An si y solo si su carcaj ligado es un
subcarcaj conexo finito del árbol infinito

◦

◦ ◦

◦◦

◦ ◦

◦

◦ ◦

◦

◦

◦

◦◦

◦

◦

ligado por todas las relaciones posibles dadas por componer dos flechas no colineales que
además no contiene ningún subcarcaj ligado completo de la forma

◦
1

◦
2

◦
3

· · · ◦
t−2

◦
t−1

◦
t

δ γ β α

con t ≥ 4, αβ = 0, γδ = 0, todas las aristas entre 3 y t − 2 pueden ser orientadas
arbitrariamentes y no hay relaciones cero entre 2 y t− 1.
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Ejemplo 5.1.20. Consideremos el álgebra B dada por el carcaj ligado

◦

◦

◦ ◦

◦

◦◦

donde las lineas punteadas indican que hay relaciones cero. Claramente B es un álgebra
amable de tipo árbol y cae en las hipótesis del Teorema 5.1.18, por tanto es inclinada
de tipo An.

Para hallar el álgebra A de tipo An y el A-módulo inclinante T tales que B = EndTA,
como el carcaj de B tiene 7 vértices, primero hay que encontrar una orientación para las
aristas del grafo de tipo A7.

Observando la forma de QB, vemos que se parece al carcaj de Auslander-Reiten
Γ(modA) del álgebra de caminos del carcaj

1◦ 2◦ 3◦ 4◦ 5◦ 6◦ 7◦
Se puede mostrar que el A-módulo

T = P (7)⊕ P (5)⊕ S(5)⊕ P (1)⊕ S(3)⊕ I(3)⊕ I(1)
es inclinante y que B = EndTA. Ver la siguiente imagen del carcaj de Auslander-Reiten
Γ(modA) de A, donde marcamos los sumandos de T :

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦

◦ ◦

◦
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[2] I. Assem, Algèbres et Modules, Dunod, 1997.
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