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Capitulo 1

Introduccion

La teoria geométrica de grupos es un area que se encarga de explorar, clasificar y
estudiar los grupos con herramientas geométricas, enriqueciendo particularmente el es-
tudio de los grupos infinitos.

Todo grupo finitamente generado tiene una geometria intrinseca: para cada conjunto
de generadores se define una métrica de palabras asociada. Para un mismo grupo, dados
dos generadores distintos y sus métricas respectivas, los espacio resultan casi-isométricos.

El estudio de los espacios y propiedades geométricas a menos de casi-isometrias es
lo que llamamos geometria a gran escala, puesto que la nocién de casi-isometria es mas
débil que la de isometria, y los cambios pequenos o en regiones acotadas del espacio no
son detectados.

Para el estudio geométrico de los grupos una de las herramientas mdas importantes
son los grafos de Cayley asociados. Se construyen a partir de un conjunto generador
simétrico y tienen definida una métrica usual de caminos.

Resultan una representacién muy fiel de los grupos, pues son casi-isométricos al gru-
po con la métrica del generador correspondiente. Ademads, para estos espacios se tienen
herramientas combinatorias de los grafos que también se pueden aplicar el estudio de la
geometria.

Cabe preguntarse si todo grafo es casi-isométrico a un grafo de Cayley.
Una propiedad que se desprende directamente de su construccién es la de ser espa-
cios homogéneos (el grupo de isometrias actia transitivamente) ya que heredan la accién

transitiva por isometrias del grupo en si mismo.

Hopf en 1943 prueba que el espacio de fines de un grupo, una caracteristica geométri-
ca invariante por casi-isometrias, solo puede tener 0,1,2 o infinitos puntos.
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4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

En [Woe91] se prueba que los grafos con crecimiento polinomial resultan casi-isométri-
cos a una clase particular de grupos.

Luego, en ese mismo trabajo el autor se plantea la siguiente pregunta:
JExiste un grafo homogéneo que no sea casi-isométrico a ningiin grafo de Cayley?

En el ano 2001 Diestel y Leader [DLO01] presentan un grafo infinito DL, homogéneo,
con un unico fin y con crecimiento exponencial, junto con la conjetura de que no es
casi-isométrico a un grafo de Cayley.

Eskin,Fischer y Whyte construyen en una serie de publicaciones entre 2007 y 2012
( [EFW12], [EFWO07]) una técnica denominada coarse differentitaion que les permite
mostrar que el grupo soluble Sol(n, m) asi como DL(m,n) en los casos m # n no son
casi-isométricos a ningin grafo de Cayley.

En este trabajo presentamos en detalle algunos resultados base de la teoria geométrica
de grupos. Damos una descripcion del grafo presentado por Diestel y Leader incluyendo
sus propiedades geométricas mas importantes y por ultimo hacemos un esquema de la
prueba presentada por Eskin, Fischer y Whyte.

La familia de métricas de palabras definidas para un grupo es una familia de métricas
discretas, por lo que la geometria que podemos extraer es mas bien escasa. Resulta ttil
encontrar espacios métricos continuos, geodésicos, que representen estos grupos, es decir,
que sean casi-isométricos a ellos.

En el capitulo 2 se introducen los conceptos de la geometria a gran escala y su
aplicacién a los grupos finitamente generados, en particular se presentan dos familias
importantes de espacios métricos que representan un grupo finitamente generado.

Por un lado tenemos la familia de grafos de Cayley. Por otro, el Lema de Schwarz-
Milnor -del que presentamos una demostracién- permite construir otra familia de espacios
casi-isométricos a un grupo dado: aquellos donde el grupo actia propia y discontinua-
mente.

Un ejemplo fundamental de la aplicacién de este lema es el de los grupos fundamen-
tales de superficies, que actiian en el cubrimiento universal de éstas de manera acorde y
resultan casi-isométricos a éste.

En el capitulo 3 estudiamos un invariante geométrico a gran escala en particular:
el espacio de fines. Se presenta una definicién para espacios métricos en general y su
aplicacién a los grupos.



El espacio de fines es un espacio topoldgico que se le asigna a un espacio métrico dado
y puede pensarse que representa la geometria en el infinito. En este capitulo probamos
el Teorema de Hopf que en particular plantea que en el caso de los grupos finitamente
generados, no cualquier espacio topoldgico se realiza como el espacio de fines de éste.

En los capitulos 4, 5 y 6 se describe en detalle el grafo DL(m,n). Este grafo se
construye a partir de dos arboles infinitos, regulares y sus correspondientes funciones de
Busemann fijado un rayo geodésico. Cuando los dos arboles se toman del mismo orden
q resulta casi-isométrico al grupo Lamplighter L,.

Nos enfocamos en el caso en que los arboles son de orden distinto, DL(m,n) con
m # n que es el involucrado en la conjetura de Diestel-Leader. En los capitulos 4 y 5
describimos su métrica, sus geodésicas y otras propiedades necesarias en el desarrollo de
la prueba de la conjetura.

En el capitulo 6 estudiamos el espacio de fines del grafo DL y su grupo de isometrias.

Finalmente, en el tltimo capitulo presentamos un esquema de la prueba de la conje-
tura.

En el trabajo de E-F-W el foco estd en el grupo soluble Sol(n,m), en este trabajo
todo se presenta en términos exclusivamente del grafo, donde si bien aplican razona-
mientos analogos, al ser un espacio discreto permite enunciados mas limpios y la prueba
de algunas propiedades geométricas con herramientas de teoria de grafos.
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Capitulo 2

Elementos de teoria geométrica
de grupos

En este capitulo veremos varios conceptos y resultados bases de la geometria a gran
escala. La nocién de geometria a gran escala surge de la intencién de trabajar con los gru-
pos como objetos geométricos, adjudicdndoles propiedades geométricas y relacionandolas
con las propiedades algebraicas del mismo.

Para dotar de estructura geométrica a un objeto lo que necesitamos es definir una
distancia. Una vez que tenemos un conjunto y una distancia, podemos preguntarnos si
admite distintas distancias, cudles de estas seran equivalentes, qué otros espacios métri-
cos son equivalentes a uno dado, etc.

Aqui veremos algunos resultados sobre esto para grupos finitamente generados y
particularmente nos interesaran las casi-isometrias. Estas funciones definen una relacién
de equivalencia entre espacios métricos. Veremos que es una definicién un poco més
débil que la equivalencia mas natural que surge al trabajar con espacio métricos (las
isometrias).

La razén por la que trabajar con esta equivalencia es que para definir una distancia
en un grupo debemos auxiliarnos de un conjunto generador. Es decir que a un grupo
podemos asignarle una familia de distancias, una por cada conjunto generador que po-
damos construir, y resulta que no son todas equivalentes en el sentido fuerte, pero si
seran equivalentes en el sentido casi-isométrico.

Ademas, veremos la construccion de los grafos de Cayley y un resultado fundamen-
tal que permite encontrar distintos modelos de los grupos como espacios métricos. Estas

secciones estdn basadas en [L17] y [Mei08].

Dejamos escritas algunas definiciones y observaciones que nos sera util recordar.
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Vamos a trabajar con espacios métricos, (X, dx), (Y, dy).

Definiciones y observaciones:

» Una funcién f: X — Y es un encaje isométrico si dy (f(z), f(y)) = dx(x,y).
Observar que es automaticamente inyectivo, pero no necesariamente sobreyectivo.
= Dos espacios son isométricos si existe un encaje isométrico biyectivo f : X — Y.
= Es facil de ver que la composicién de isometrias es isometria y que cada isometria
biyectiva tiene una inversa que también es isometria.
Con esto, el conjunto Isom(X) de isometrias de un espacio dado, es un grupo con

la composicion.

= X Y son Lipschitz equivalentes si existe una biyeccién f : X — Y que verifica

Ay (z,y) < dy (f(z), f(y) < Mdx(z,y)

para algin A > 1.

» Un segmento geodésico en X es un encaje isométrico v : [a,b] — X de un
segmento de R.
Una geodésica en X es un encaje isométrico v: R — X

Un rayo geodésico en X es un encaje isométrico v : [0,00) — X

= X se dird espacio geodésico si para cada par de puntos z,y € X existe un
segmento geodésico que los una. Es decir, existe siempre una curva que realice la
distancia entre los puntos.

Por ejemplo, un grafo conexo es geodésico, sin embargo R \ {0} con la métrica
inducida usual no lo es.

= Si consideramos funciones acotadas entre e.m. f,g: X — Y entonces la norma del

supremo |f — g|oo = sup dy (f(z), g(x)) define una distancia entre éstas.
zeX

2.1. Meétrica de palabras y grafos de Cayley

Consideremos un grupo G finitamente generado (f.g.) y un conjunto generador S
finito. El largo de palabra de un elemento g € G, £(g) es el largo minimo de las tiras
de elementos de S U S™! que representan g. Debemos estipular la convencién de que
ls(e) =0.

Definimos una distancia en G a partir del largo de palabra:

ds: G x G —=1[0,00) ds(g,h)="L(g'h) (2.1.1)
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Obs. dg(g, h) se puede pensar como clantos elemento de S necesito multiplicar a g
por izquierda para llegar a h.

Veamos que es efectivamente una distancia

» d(g,h) = £s5(g~ h) > 0 pues es el minimo del conteo de elementos, ademés d(g, h) =
0 < l5(g7'h) =0 <= g lh=c <= g=h.

» El largo de palabras verifica que £s(g~thh~1l) < €s(g~'h) + £s(h~11) porque la
concatenacién de palabras que representan g~ 'h y h~!l respectivamente, es una
palabra que representa a g~ 'hh~!l. Entonces d(g,1) < d(g,h) + d(h,1).

= Es claro que £5(g) = €s(g™"), luego d(g, h) = €s(g~'h) = Ls((g7'h)~') = Ls(h~'g) =
d(h, g).

De esta manera obtenemos el grupo como un espacio métrico (G,dg), con dg una
métrica discreta, es decir, las distancias entre los puntos son siempre enteras.

Se puede ver que la accién de G en si mismo por traslacién a izquierda es una accién
por isometrias, es decir que para cada g € G, la funcién h — g - h es una isometria de G
en G: Fijado un generador S,

ds(gh, g1) = Ls((gh) 1) = s(h™"1) = d(h, 1) (2.1.2)
Ejemplo:
Consideremos Z y los conjuntos generadores S = {1}, S' = {2, 3}.
Con dg la distancia entre elementos es el médulo de la diferencia.
Con dgr por ejemplo dg/(0,2) = dg/(0,3) = dg(3,6) = 1.

Como vimos en el ejemplo, dos conjuntos generadores distintos inducen métricas dis-
tintas. Por lo tanto, los espacios (G, S;) con distintos generadores S; no son equivalentes
en el sentido fuerte. Vamos a ver que “a gran escala” si son el mismo espacio.

La siguiente es la equivalencia que queremos definir como “de lejos” o “a gran escala”:

Definicion 2.1. Un mapa entre espacios métricos ¢ : X — Y es una casi-isometria, st
existen k> 1, C >0, D > 0 tales que para todo par de puntos x1,x2 € X

L] %dx(xl,xg) — C S dy((f)(l’ﬂ,(ﬁ(%g)) § kdX(l’l,l'Q) + C

» para todo y €Y existe v € X tal que dy (y, p(x)) < D (la imagen de ¢ de D-densa
enY)
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Si una funciéon cumple solo el primer punto diremos que es un encaje casi-isométrico.

Observar que asi como las isometrias son equivalencias bilipschitz (con constante 1),
las equivalencias bilipschitz son casi-isometrias con constante aditiva C' = 0 y 0-densas.
Sin embargo las implicancias inversas no son ciertas en general. Es decir que el factor
aditivo de la definicién de encaje casi-isométrico es el que realmente generaliza la nocién
de equivalencia métrica a una escala mayor.

Lo que tenemos que imaginarnos es que si z e y estdn muy lejos en X, entonces
la constante aditiva no juega, y basicamente sus imégenes van a estar muy lejos. Sin
embargo, para puntos muy cerca en X, siempre podemos separar sus imagenes al menos
C'. Entonces la casi-isometria no preserva la estructura fina (local), pero si miramos“de
lejos” los espacios, si se ve una estructura preservada.

Veremos que la segunda condicién de la definicién asegura la existencia de una casi-
mnversa.

Las casi-isometrias verifican las siguientes propiedades:
Lema 2.1. Sean f: X —Y , g:Y — Z casi-isometrias. Entonces
m La composicion go f: X — Z es una casi-isometria

» FExiste una c-i h : Y — X de manera que f o h estd cerca de Idy (es decir que
|foh— Idy|s < o0). Llamamos a h una casi-inversa de f.

Dem. Sean k,C,D y k/,C’, D’ las constantes de casi-isometria de f y ¢ respecti-
vamente.

Para ver que la composicién cumple las desigualdades para algunas constantes
aplicamos sucesivamente las desigualdades para g y luego para f:

d(go f(x),g0 f(y) < wd(f(x), f(y)) + C" < K (rd(z,y) + C) + C’

d(go f(z),g0 f(y) = Kd(f(2), f(y)) = C" 2 K H(rld(z,y) — C) = C'

Con esto g o f es un encaje isométrico de constantes ks’ y x'C + C".

Por otro lado, si tomamos z € Z existe y € Y tal que d(g(y),z) estd acotada
uniformemente por una constante D’. A su vez existe x € X tal que d(f(x),y) < D.

Si aplicamos g a estos dos puntos resulta que d(g o f(z),9(y)) < D+ C’.

Entonces podemos acotar d(g o f(z),z) triangulando con g(y). Como todas las
cotas son uniformes en Z, g o f es casi-denso.
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= Para construir la casi-inversa de f debemos primero usar que es casi-densa en Y.
Para cada y existe algiin = € X tal que d(f(z),y) < D para alguna constante
uniforme D. Entonces elegimos uno de ellos y definimos que ese = es h(y).

Para ver que es una casi-isometria basta computar las distancias y usar la defini-
cion de h y las propiedades de f:

d(h(y),h(y)) = d(x,z) con x y & que verifican:
d(f(z),y) <D
d(f(2),9) <D

) < rd(f(2), f(2)) + £C.

Entonces, aplicando f, podemos despejar d(z, &
Por otro lado triangulando con y e g, d(f(x), f(2)) < d(y,y) + 2D.

= d(h(y), M®)) < r(d(y,9) +2D + C)
Andlogamente d(z,%) > k~1(f(x,2) — C) > k= Y(d(y, ) — 2D — C).

Por tltimo, tomemos un punto x € X, existe en Y un punto y tal que d(f(z),y) <
D y entonces h(y) = & que verifica que d(f(z), f(z)) < 2D.

Con esto d(x,h(y)) < k(2D + C).

Con esto, podemos definir la siguiente relaciéon de equivalencia

Definicién 2.2. Decimos que X e Y son casi-isométricos (y notamos X ~; Y) si
existe ¢ : X =Y wuna casi-isometria.

Veamos el ejemplo anterior.

Tomemos la identidad Id : (Z,d;) — (Z,ds) con las métricas inducidas por {1} y
{2, 3} respectivamente. No es una isometria, puesto que d;(0,2) =2y d2(0,2) = 1.

Sin embargo es una equivalencia bilipschitz: Es claro que es una biyeccién y veamos
que

1
gdl(x7y) < d2($,y) < 3d1($7y)

Como podemos escribir 1 = 3 — 2, a cada tira de {1, —1} que represente = — v,
podemos construir una tira de {2,3,—2, —3} con el doble de elementos, luego

dQ(xay) < 2d1<1’, y)
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Por otro lado, 3=1+4+1+1y 2 =1+ 1, entonces razonando analogamente,

di(z,y) < 3da(z,y)

Con lo que probamos que Id es una equivalencia bilipschitz con constante 3.

Ahora, consideremos la inclusién de Z < R con la distancia inducida por {1} en Z
y la usual en R.

Observar que para x,y € Z, dr(z,y) = d13(z,y) y la imagen es 1-densa. Por lo que
es una casi-isometria.

Sin embargo R por ser no numerable no puede ser isométrico ni bilipschitz equiva-
lente a Z, pues no hay biyeccion.

En general las casi-isometrias
= 10 son inyectivas o sobreyectivas
= 10 son continuas

Asi como las isometrias de una espacio dado conforman un grupo, en el caso de las
casi-isometrias, debemos considerarlas a menos de una relacién: f ~ ¢ si estdn a distan-
cia acotada, |f — gleo < 00.

Entonces, con las propiedades que ya vimos de las casi-isometrias,
QI(X) :={f casi-isometria de X}/ ~
es un grupo con la composicion.

Andlogo al concepto de accién por isometrias, una accion por casi-isometrias de un
grupo G en un espacio X es un morfismo de G — QI(X).

Volviendo a los grupos como espacios métricos, veamos que si tomamos distintos
conjuntos generadores Sy, So finitos de un mismo grupo G, entonces (G, S1) ~c.i. (G,S2).
Maés atin son Lipschitz equivalentes.

Ademas la constante multiplicativa solo depende de los cardinales de los conjuntos
generadores.

Lema 2.2. Dado G f.g. y S1,52 conjuntos generadores finitos y simétricos, entonces

(G, 51) ~ci. (G, S2)

Dem. Veamos que la identidad Id : (G,S1) — (G, S2) es una equivalencia bilipschitz.

Sean S1 = {s1,...,8n} ¥ S2 = {t1, ..., tm }-
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Entonces, di(z,y) = d implica que existen s;,, ..., s;, tales que xs;,...5;, = y.
Ahora, cada s; € S lo podemos escribir como un producto de elementos de Ss:
S; — tj1 "'tjk-i .
Consideremos n1 := médx;=1,..m{k; tal que s; = ¢;,...t;, }.
Reescribiendo,
Y =TS .S, = aztll...tlkl "'tdl"'tdkd
Luego, por definicién do(x,y) < d.ny = di(x,y)ng.
Si definimos ahora ng = méxi:17.,,n{ki tal que t; = Sjl"‘sjki}7 con calculos andlogos
podemos concluir que
di(z,y) < di(z,y)n2

Tomando k = méx{ni,na}

1
EdQ(l‘)y) < dl(ﬂj,y) < ﬁdQ(‘T’y)

Es decir que la funcién Id que es una biyeccién, es una casi-isometria de constantes
k y 0, i.e. una equivalencia bilipschitz de constante . O

2.1.1. Construcciéon del grafo de Cayley

Hasta ahora hemos visto como dotar a un grupo f.g. de métrica, y que todas las
métricas posibles son Lipschitz equivalentes. También, son todas discretas, es decir que
es un espacio donde no podemos tener una nocién de curva, recta, geodésica.

Para sortear esto es que se construyen los grafos de Cayley. Bésicamente queremos
agregarle algunas cosas al espacio GG, dg para tener continuidad, sin perder la estructura
métrica a gran escala propia del grupo.

Definicion 2.3. Dado un grupo f.g. G y un conjunto generador S, el grafo de Cayley
Cays(QG) se construye de la siguiente manera:

s Hay una biyeccion entre el conjunto de vértices V' y el grupo.

= Hay una arista entre dos vértices si los elementos del grupo que representan difieren
en un elemento de S U S~' (g = sh) y etiquetamos la arista con ese elemento
generador. Es decir, hay una arista entre g y h si dg(g,h) =1

Es facil ver que si una tira de generadores que representa g realiza el largo de palabra,
se corresponde con un camino de largo minimo que conecta g con el neutro: si podemos
escribir g = s1...5§, entonces la concatenaciéon de aristas desde e con las etiquetas si,
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S2,...Si termina en el elemento si...sp = g.

De igual manera, hay un camino de largo minimo en el grafo entre g y h que realiza
la distancia entre ambos.

Ejemplos:
Si dibujamos los ejemplos anteriores, obtenemos

1) Z con S = {1}

N
1
—_
-
N e

Figura 2.1: Cayg,(Z)

2) Z con S = {2,3}

Figura 2.2: Cay(s3)(Z)

3) La construccién del grafo del grupo libre:

Sea Fo =< a,b > el grupo de palabras de dos letras, con la concatenacién, donde no
hay ninguna relacién. Es decir que la tnica regla de cancelacién entre letras consecutivas
es la de los inversos respectivos.

Ahora, ;jcomo es la geometria del grafo y como se relaciona con la de G?

En el grafo el largo de caminos entre vértices corresponde a contar aristas y la dis-
tancia dg(x,y) es el infimo entre el largo de los caminos que lo unen (que en estos casos
es un minimo).

Para obtener una métrica continua en el grafo, consideramos cada arista como el
intervalo [0,1] C R con la métrica usual de R.

Con esto, de la misma manera que se prueba que los (G,dg) son todos Lipschitz
equivalentes, se prueba que los Cayg(G) también.

Este espacio es continuo y no se puede construir una equivalencia bilipschitz al grupo
G, porque no podemos construir una biyeccién. Sin embargo, si consideramos la inclusion
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AR

HI

Figura 2.3: Cay(Fs)

G — Cay(G) ambos con la distancia dg, tenemos un encaje isométrico 1-denso, por lo
tanto son casi-isométricos.

Con todo esto, Cays(G) es un modelo continuo de la geometria de G. Este espacio
si permite trabajar con curvas y geodésicas.

Es natural en este punto preguntarnos qué tipo de grafos pueden ser un grafo de
Cayley de un grupo finitamente generado.

En un principio, podemos probar que los grafos de Cayley tienen las siguientes pro-
piedades:

Lema 2.3. Si X = Cays(G) donde G es un grupo finitamente generado y S un gene-
rador finito, entonces el grafo es conerxo, localmente finito y homogéneo (i.e. el grupo de
isometrias actia transitivamente).

Dem. Por un lado, el grafo es conexo porque para cada vértice x = si...5; existe el
camino que lo conecta con e recorriendo en orden las arista con las etiquetas correspon-
dientes la palabra sq...s%.

Ademss, para cada x € Cays(G) tenemos y ~ x <= existe s; € SUS™! tal que
y = s;x. Entonces a lo sumo hay 2|S| aristas incidentes en z, luego es localmente finito.

Por 1ltimo, definimos la accién del grupo en el grafo y veamos que es transitiva:

= la accién de G en los vértices es como la del grupo en si mismo, al vértice del
elemento h lo manda en el vértice del elemento gh.

» si z es un punto de una arista [hj, he| definimos que gz es el punto en la arista
[gh1, gh2] que estd a la misma distancia de cada extremo.



16 CAPITULO 2. ELEMENTOS DE TEORIA GEOMETRICA DE GRUPOS

Es claro que fijado g € G tenemos una isometria del grafo en si mismo (es accién por
isometrias) y para todo par de elementos x,y, la isometria definida por 7'y € G lleva
T en y.

O

Por este ultimo lema sabemos que no todo grafo puede ser el grafo de Cayley de un
grupo. Seria pertinente preguntarse si todos se parecen a algin grafo de Cayley.

En [Woe91] donde se estudia la clasificaciéon de algunos grafos a partir de la estruc-
tura de su grupo de automorfismos, se deja planteada la siguiente pregunta para grafos
infinitos, localmente finitos, conexos y homogéneos :

jexiste alguno que no sea casi-isométrico a un grafo de Cayley?

En este punto se conocian ejemplos de grafos que no son de Cayley, pero casi-isométri-
cos a arboles regulares, que son los grafos de Cayley de los grupos libres. Ademas, Tro-
fimov ya tenia un resultado en ese sentido para grafos con crecimiento polinomial.

En [DLO1] se presenta un grafo junto con la conjetura de que no es casi-isométrico a
ningun grafo de Cayley. El primer ejemplo. En este trabajo se hacen dos construcciones
equivalentes del grafo. Una de ellas como el limite de una sucesién de grafos, y la otra,
inductivamente a partir de un grafo completo K> 3.

Este es el grafo que estudiaremos en los capitulos 4,5 y 6.

2.2. Lema fundamental de la teoria geométrica de grupos

Observar que en el iltimo resultado construimos una equivalencia bilipschitz entre
el grupo con distintas métricas. jPor qué estudiar los grupos finitamente generados a
menos de casi-isometrias entonces?

Por un lado, ya vimos el ejemplo de los grafos de Cayley, que no son bilipschitz equi-
valentes a los grupos, pues tienen una geometria continua pero en el que G se encaja
isométricamente y donde actia por isometrias. Esto de alguna manera es lo que recu-
pera la informacién del grupo, es decir, que el grafo es una buena representacién de la
geometria del grupo.

El lema que presentamos en esta seccién, provee muchos maés ejemplos de espacios
métricos que no son Lipschitz equivalentes al grupo y sin embargo son un buen modelo
de su geometria.

A grandes rasgos, el lema afirma que si un grupo G actia sobre un espacio métrico
X y tanto la accidon como el espacio cumplen algunas condiciones, entonces G resulta
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finitamente generado y G y X resultan casi-isométricos para dg en G con S un conjunto
generador finito.

Este lema permite trabajar con modelos de los grupos finitamente generados que son
objetos geométricos mas generales que los grafos conexos, y que por tener un interés
geométrico en si muchas veces ya estdn bien estudiados y de los que se puede extraer
informacién del grupo.

La hipétesis que debemos exigir al espacio métrico es la siguiente

Definicién 2.4. Un espacio métrico X se dice (¢, b)-quasi-geodésico si para todo par de
puntos x,y € X existe un encagje (c,b)-casi isométrico v : [0, L] — X tal que v(0) = x,
V(L) =y.

Teorema 2.4. Sea G un grupo que actia por isometrias sobre (X, d) un espacio métrico
(¢,b)-quasi-geodésico. Si existe B C X de diametro finito tal que

= Ug-B=X
geG

= S = {g € G tal que (g - Nop(B)) N Nop(B) # (0} es finito. Donde N,.(B) es el

entorno de radio r de B.
Entonces G es finitamente generado, G =< S >, y para cada x € X el mapa
o:G—X
g—g-x
es una cast isometria para la distancia dg en G.

Si X es un espacio geodésico, la segunda condicién se puede escribir directamente
con B y no el entorno:

S:={g € G tal que g- BN (B) # 0}.

Una accién que cumple ambos puntos se dice que es una accién propia y discontinua.
La accion de G sobre su grafo de Cayley cumple precisamente estas condiciones:

(1) Si consideramos la bola unidad en Cay(G), B = B(e, 1), entonces por cémo
definimos la accién, g - B = B(g,1).

Entonces, todos los vértices estan en el trasladado de B por el elemento que repre-
sentan, y cada arista adyacente también, puesto que todos los puntos estdn a distancia
< 1 del centro.

(2) Si S es el conjunto generador para el que construimos el grafo, cada vértice ad-
yacente a e es un elemento de S, y cada vértice que representa un elemento que no esta
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en S se encuentra al menos a distancia 2 de e.

Con esto, cada s - B = B(s, 1) intersecta a B. Perosi g € G\ (SU{e}), g- B =
B(g,1)n B = 0.

Como G es finitamente generado {g € G tal que g - BN B # (0} es finito.

Dem. Veamos primero que G =< § > :

Tomemos g € G y consideremos un punto x € B. Sabemos que en X existe un encaje
(¢,b)- casi isométrico 7 : [0, L] — X de manera que v(0) =z y v(L) =g - x.

Ahora, como sabemos que los trasladados de B cubren todo el espacio, queremos
cubrir la imagen de v con trasladados de B:

b

Consideremos una equiparticién de [0, L] por intervalos de largo menor a ¢,

0 = tg, ..., tn, = L. Escribimos x; = 7(t;).

Tenemos que zg =x € e- By x, = g-x € g-B. Pero ademas, para cada x; existe

gj € G de manera que x € g; - B (pues |J g-B = X).
geG

Entonces, por ser v un encaje casi-isométrico y haber tomado pasos de tamano < %
d(wi, Tiv1) < c(tiyr —ti) +b < 2.

Es decir que
Tit1 € Noy(gi - B) = gi - Nop(B).

A suvez ;41 € Nop(git1 - B) = git1 - Nop(B) por definicién de los gy.

gx=¥(1)

X

B
X

Figura 2.4:
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Con esto, zi+1 € g; - Nop(B) N giv1 - Nop(B) y por lo tanto
9; " gis1 - Noy(B) N Nay(B) # 0.
Luego por definicién de S resulta que gi_+119i €S Y g=0n=0n 19, 19n = gn_151 para

algin s; € S.
Inductivamente,

g = gn_2528] = ... = §0Sn...81 = Sp...S1. (2.2.1)

Probando asi que g €< S >.

Para cada z € X el mapa ¢ es una casi-isometria:

Veamos que el mapa es casi denso:

Para empezar, podemos suponer que z € B. Pues sino, basta con componer con la
accién por un gg tal que ggxr € B, que es una isometria en X.

Tomemos z' € X. Por hipétesis, existe un ¢ € G de manera que 2/ € g - B. Co-
mo estamos suponiendo sin pérdida de generalidad que g - x € g - B, se tiene que
d(2', ¢(g)) < diam(B) < o0.

Resta ver que ¢ es un encaje casi- isométrico:

Tomemos g € G, un x € B y como antes un encaje casi-isométrico que permite
escribir g como el producto de n elementos de S 2.2.1. Con esto

n > dS(€7 g)
Ademds, si consideramos la casi-geodésica que conecta x con g - x sabemos que:
1
d(¢(e), d(g)) = d(z, g - ) = d(v(0),7(L)) 2 L = b

con L > (n— 1)%. Entonces

d@@%d@)z%%n—n—b (2.2.2)
zgn—g—b (2.2.3)
> C%d(e,g) - C% —b (2.2.4)

Ahora, para acotar superiormente d(¢(e), ¢(g)) supongamos d(e, g) = m. Entonces
g=51...5;m con s; € SUSL.
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d((e), #(g)

d(z, 9 ))
£)

<d(z,s1-x)+d(s1 2,512 %)+ ... +d(S1...8m—1 T, 81...5m - T)

o

(G ~ X por isometrias)
=d(z,s1-x) +d(z,s2-x) + ..d(z, Sy - T)

Recordar que s; - Nop(B) N Nop(B) # 0. Luego en el tltimo término cada sumando
estd acotado por 2(diam(B) + 2b) y se obtiene

d(¢(e),d(g)) < m-2(diam(B) + 2b) = 2(diam(B) + 2b)d(e, g).
Como diam(B) < oo, basta tomar

¢ = max {i 2(diam(B) + 2b)}

) b
b=b+ 3

Resulta que ¢ : G — X es una (¢, b)-casi isometria.



Capitulo 3

Espacio de fines

En este capitulo veremos un ejemplo de una caracteristica geométrica invariante por
casi-isometrias: los fines de un espacio. Para esta parte las referencias principales fue-
ron [Mei08] y [BH99].

Queremos estudiar la geometria en el infinito de los grupos. El objetivo es definir el
espacio de fines de un grupo y ver qué espacios se realizan.

De esta manera, obtenemos una condicién més para que un grafo sea de Cayley para
algin grupo finitamente generado.

En general, la geometria en el infinito se trata de asociar a un espacio métrico X
un espacio topolégico 0.X, que nos gustaria que tenga informaciéon geométrica de X. De
hecho, veremos que las casi-isometrias entre espacios métricos X e Y se traducen en ho-
meomorfismos entre los espacios 0X y 3Y, es decir que es un invariante de la geometria
a gran escala.

El objetivo es probar el siguiente resultado

Teorema 3.1 (Fines de un grupo). Sea G un grupo f.g. Entonces, para cualquier gene-
rador finito S, el espacio (G, S) tiene 0,1,2 o infinitos fines.

Atdn mas, si un grupo G tiene infinitos fines, veremos que el espacio de fines 0G es
topolégicamente un Cantor. Recordemos que

Definicion 3.1. Un espacio topoldgico C' es un Cantor si verifica lo siguiente:
= FEs compacto
s Cada punto de C es de acumulacion

= FEs totalmente disconexo, las componentes conexas son singletons.

21
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Con esto, si un espacio métrico tiene, por ejemplo, 4 fines no puede ser casi-isométri-
co a un grupo f.g.

El espacio de fines de un espacio métrico X tiene que entenderse como las posibles
maneras de irse a infinito.

Definiremos precisamente esto para espacios métricos geodésicos en general. Luego
debemos ver la invarianza por casi-isometrias para definir los fines de un grupo a partir
de su grafo de Cayley asociado, con independencia del generador.

Definicion 3.2. Dado X wun espacio métrico un rayo es una funcion continua r :
[0,00) — X de manera que si B C X es acotado, tiene preimagen acotada en [0,00) (lo
que llamamos una funcion propia,).

Decimos que r ~ 1’ si para todo B C X acotado, existe ¢ € [0,00) tal que r([t,00))
y 7'([t,0)) estdn en la misma componente conexa por caminos de X \ B

Esto define una relacién de equivalencia en el conjunto de rayos de un espacio.

Es claro que es reflexiva y simétrica, y para considerar la transitividad, si r{ ~ 1o y
ro ~ r3 entonces para cada B C X acotado existen t; y to para cada relacién. Ahora
si consideramos t = maxz{t1,t2} por la transitividad de estar en la misma componente
conexa por caminos, los r;[t,00) estdn en la misma c.c.c. de X \ B.

Notaremos end(r) := [r].

Definicion 3.3. El conjunto de fines de un espacio métrico geodésico X es

0X = {end(r) : r es rayo de X}.

Para dotarlo de una estructura topoldgica definiremos la convergencia de una suce-
sién:

{end(r)n}nen C OX converge a un punto end(r) si para todo B C X acotado, existe
un sucesién {t,} C [0,00) y representantes rg,r1, ..., tales que para n suficientemente
grande 7y, ([tn, 0)) y 7([tn, o0)) estdn en la misma c.c.c. de X \ B.

Con esto quedan definidos los cerrados en 90X: F' C 0X es cerrado si para toda su-
cesién {z,} C F que converge a = € 0X se verifica que = € F.
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Tomemos un conjunto acotado B C X. Sean Cj las c.c.c. de X \ B, y U; el conjunto
de los rayos r que verifican que para algin t > 0, r[t,00) C C;. Con esto definimos un
conjunto en X

Ui = {end(r) : 7 € U;}.

Veamos que U; es un cerrado:

Consideremos una sucesién en U;, {end(r),} convergente a end(r). Entonces, en
particular para el conjunto B que define a U;, existen {t,} y representantes tales que
Tn[tn, 00) ¥ 7[tn,00) estdn en la misma c.c.c. de X \ B para n suficientemente grande,
supongamos en Cj.

Sabemos que para algin t, r,[t,00) C C;. Ya sea que t, >t ot > t,, tendriamos
que C; C C; o que C; C Cj, en cualquier caso por ser c.c.c. C; = C; y resulta que
r[tn, 00) C C;. Entonces por definicién end(r) € U; y con esto U; es un cerrado de 0X.

Recordemos que un espacio X es propio si para cada conjunto B C X, es equivalente
= B es cerrado y acotado
= B es compacto

Veamos que si el espacio X es propio y geodésico, podriamos construir una definiciéon
a partir de rayos geodésicos que parten de un punto fijo xg y en vez de compactos tomar
bolas B(xg, R) y resultaria equivalente.

Diremos que un k-camino entre x e y es un conjunto xg = x, 1, rs, ..., £, = y donde
d(x;,xiy1) < k paratodo i = 0, ..., n. Es decir una serie de pasos de largo hasta k de x a y.

Lema 3.2. Sea X propio y geodésico. Consideremos r1,r2 € 0X. Entonces, fijado k > 0
yxzo € X:

end(r1) = end(rz) <= VR > 0 existe un T > 0 tal que existe un k-camino en
X\ B(zo, R) de ri(t) aro(t) para cualquier t > T.

Dem. Dados r1, 19 tales que end(ri) = end(rz), para cualquier R > 0 sabemos que existe
T > 0 tal que r1[T,00) y r2[T, 00) estan en la misma ccc de X \ B(xzo, R).

Seat>Ty~:[0,L] - X\ B(xg, R) un camino que une ri(t) y r2(t). Entonces,
basta con tomar una particién de [0, L], to = 0,...,t; = L de manera que t;y; — t; < k,
luego

d(y(tit1),v(t)) S tin =t < k

y los puntos y(t;) con i = 0, ..., [ forman un k-camino en X \ B(xzg, R) entre r1(t) y ra(t).
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Para el reciproco, consideremos K C X un compacto. Por ser compacto, existe R > 0
tal que K C B(zo, R).

Ahora, para este R > 0 existe 77 > 0 de manera que cada 71(t) y r2(t) con t > T’
estan conectados por un k-camino por fuera de B(xg, R). Si consideramos los segmentos
geodésicos que unen los puntos consecutivos del k-camino, sabemos que tendrén largo a
lo sumo k.

Luego, tomando la concatenacién de estos segmentos, obtenemos una curva que une
r1(t) y r2(t) por fuera de B(xzo, R — k) (si bien los puntos estan fuera de B(zg, R) los
segmentos podrian acercarse a xg pero a lo sumo una distancia k).

Debemos considerar B(xg, R + k). Existe T > 0 que verifica lo anterior y la curva
que construimos para cada par 71(t),r2(t) queda por fuera de B(xg, R) y por lo tanto
fuera de K. Esto para cada t > T, por lo que 71(T,00) y ro(T, 00) estdan en la misma
c.c.c.de X \ K.

O

Para un espacio propio y geodésico, el espacio de fines es una caracteristica geométrica
de gran escala, es decir, es invariante por casi-isometrias. La idea es construir, a partir
de una casi-isometria, un homeomorfismo entre los espacios de fines correspondientes.

De esta manera, si dos espacios son c-i equivalentes, sus espacios de fines son to-
polégicamente equivalentes.

Lema 3.3. Sean X e Y espacios métricos propios y geodésicos. Sea f : X — Y una
(k,C) casi-isometria. Entonces

s f induce un homeomorfismo fo : 0X — Y

st f y g son casi-isometrias a distancia acotada entonces foo = goo

Sif:Y—=>Zyf :X =Y son casi-isometrias, foo 0 flo = (f0 ) : 0X = 0Z
ysig:Z —Y esuna casi-inversa de f, (f o g)oo €s el mapa identidad en 0Z.

Dem. Dado r un rayo de X, consideremos la sucesién de puntos {f(r(n))},eny C Y.

Definimos f,(r) la concatenacién de segmentos geodésicos [f(r(n)), f(r(n+1))]. f«(r)
resulta un rayo pues r es propia y f también (por ser casi-isometria).

A su vez, es claro que si bien fi(r) depende de los segmentos geodésicos elegidos,
end(f«(r)) no. Podemos entonces definir:

foo 0X — Y
(3.1)
end(r) — end(f«(r))

Debemos ver que esta bien definida en las clases, y que es continua:



25

Sean 11,72 rayos en X tales que end(r;) = end(rz).

Queremos ver que fijado yg € Y y k > 0, para todo R > 0 existe un T" > 0 tal que
fe(r1)(t) y f«(r2)(t) se conectan por un k-camino en Y \ B(yp, R) para todo t > T.

Entonces, sea R > 0 e yo = f(xo) € Y. Consideremos en X la bola B = B(x, (R +
(). Existe T > 0 tal que [T, 00) y r2[T, 00) estén en la misma c.c.c. de X \ B.

Dado t > T, sea v : [0,L] = X \ B un camino que une r{(t) y 7(t). Como el camino
estden X \ By f es (k,C) casi-isometria

d(v(s), o) > k(R + C) y por lo tanto d(f(y(s)), f(z0)) = R

entonces f(y(s)) € Y \ B(yo, R) Vs € [0, L].

Con esto, podemos tomar una particién de [0, L] de manera que s;11—s; < k- (k—C)
entonces {f(v(si))} es un k-camino en Y \ B(yo, R) que une f(r1(t)) y f(ra(t)).

Sit ¢ N, fi(r;)(t) estd a distancia acotada por k + C de fi(r;)(no) = f(ri(n) para
algin n y podemos aplicar lo anterior.

Con esto, Vt > T existe un k-camino que une f,(r1)(t) con fi(r2)(t). Por el lema 3.2,

end(f«(r1)) = end(f+(r2)).
Ademas si {end(r),} — end(r) queremos ver que {end(f.(ry))} — end(f«(r)).

Tomemos B C Y acotado. Existe yo y R > 0 tal que B C B(yo, R). Por un lado
tenemos que f~!(B) es acotado, tomemos una bola B(xg, Rx) tal que f(zg) = yo vy
f~YB) C B(zo, Rx). Entonces existen {t,} tales que 7,[t,, o) y r[tn, o0) estdn en la
misma c.c.c. de X \ B(zg, Rx) para n y t suficientemente grandes.

Ahora, por la primera observacién, tenemos entonces que Vt > t,, los pares r,(t), r(t)
estan k-conectados y como ya vimos, esto implica que tenemos caminos que unen f (r,(t))
y f«(r(t)) en'Y C B(yo, R) donde R solo depende de R y las constantes de casi-isometria.

Basta con tomar un R adecuado para que B C B(yo,R) y asi fu(rp)[tn,0) y
f«(r)[tn,00) estan en la misma c.c.c. de Y\ B.

Ahora sean f y g casi-isometrias a distancia acotada. Entonces, dado x € 90X, y r
un representante, sabemos que d(f(r(n)), g(r(n))) estd uniformemente acotada y fijado
k podemos construir un k-camino para cada par f(r(n)),g(r(n)). Con esto basta para
poder construir un k-camino entre f(r(t)) y g(r(t)) para todo t.
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Con esto end(g«(r)) = end(f.(r)), es decir que foo(z) = goo().

Por dltimo, sean f : X1 — X2 y g : Xo — X3 casi-isometrias. Consideremos fo, y
Joo los mapas correspondientes en los espacios de fines.

Entonces, dado = € X,

goo © foo() = goo(end(f+(r))) = end(g.(f+(r)))

puesto que claramente f,(r) es un representante de end(f«(r)). A suvez, (gof)so(x) =

end(g«(f+(r)))-

Combinando estos ultimos dos puntos y que Idx. = Idpx es claro que si son casi-
inversas entonces foo 0 goo = Idgx.
O

3.1. Fines de un grupo

A partir de lo anterior, podemos definir el espacio de fines de un grupo de la siguiente
manera:

Definicién 3.4. El espacio de fines de un grupo G f.g. es el espacio de fines de Cays(G)
dado cualquier conjunto generador S.

Ejemplos
= Si (G es finito, entonces es un espacio acotado y el espacio de fines es vacio.

» Consideremos X = Cay(Z,{1}). Los rayos ri(t) = t, r_(t) = —t represen-
tan dos fines distintos. Ademds dado cualquier conjunto acotado B, X \ B tie-
ne exactamente dos componentes conexas, asi que no puede haber otros fines.

0X = {end(r_),end(ry)}.

» El grupo ZE&Z tiene un solo fin. Podemos considerar nuevamente un grafo de
Cayley, X = Cay(Z@ 7Z,{(1,0),(0,1)}), es la grilla en R2. Es claro que cualquier
conjunto acotado que le saquemos a la grilla, queda un espacio conexo por caminos,
una tdnica c.c.c.

= Si T es un arbol regular infinito de orden m entonces las c.c.c. de T'\ B(1,n) =
m(m — 1)™ — oo. Si se toman rayos eligiendo para cada n una de estas c.c.c., es
facil ver que representan el mismo fin si y solamente si en cada paso se hizo la
misma eleccién. Entonces 0T es un conjunto infinito.

Prueba Teorema 3.2. Como vimos, existen grupos con 0,1 y 2 fines.
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Figura 3.1: Fines arbol regular infinito

Supongamos que existe un grupo f.g. G con un nimero finito de fines n > 3. Consi-
deremos un generador y su grafo de Cayley asociado X.

Como hay n puntos en 90X, existe k € N tal que V&' > k X \ B(1, k') tiene n compo-
nentes conexas por caminos.

Sean I'1, I'g, ..., I';, las c.c.c. de X\ B(1, k) y sea g € G tal que B(1,g) > 2k. Entonces
B(g, k) C T'; para algin i (supongamos i = 1).

Tomemos dos componentes distintas a I', I'; y I'; (existen pues n > 3), y considere-
mos g; € I';, g; € I';. Sabemos que existe un camino de g; al 1 por fuera de I'y, también
de 1 a g;. Por lo tanto dado un par g; y g;, existe un camino que los une (contenido en
X\ B(g,k)).

Es decir que I'; UT'; U B(1,k) = (I UL U B(1,k)) \ B(g, k) tiene una tnica c.c.c.

= B(1,k)Ul'aU...UTl, tiene a lo sumo n — 2 componentes conexas por caminos.

Ahora, X\ B(g,k) = (I''\B(g, k))UB(1, k)UI'sU...UI',,. Luego resulta que I'; \ B(g, k)
tiene al menos 2 c.c.c.

Esto implica que si consideramos B(1,m) con m > 2B(1,g), X \ B(1,m) tiene al
menos n + 1, pues By (k) C Be(m) entonces las c.c.c. de I'1 \ B(1,m) son al menos 2, y
sin considerar I'; ya tenfamos n — 1 cuando quitabamos B(1, k). Absurdo.

Entonces G tiene infinitos fines, 0, 1 o 2.
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Ejemplo:

Con esto vemos que si tomamos el espacio {(z,x)}U{(x, —z)} C R? con la distancia
de longitud de curvas, no puede ser casi-isométrico a ningin grupo f.g. porque tiene
exactamente 4 finales.

Figura 3.2:

Lema 3.4. Sean G es un grupo f.g., X un grafo de Cayley asociado y B = B(1,n) C X.
—> X \ B tiene finitas componentes conexas por caminos.

Dem. Como vimos, X es un grafo conexo, localmente finito y homogéneo, es decir que
cada vértice tiene la misma cantidad de aristas incidentes. En cada B(1,n) hay una can-
tidad finita de vértices con una cantidad finita de aristas adyacentes. Asi que los vértices
que estan a distancia exactamente n de la unidad 1 son finitos. Supongamos M.

. -5C ,
Ahora, si cada punto x € B~ estd conectado con una curva por fuera de B a alguno
de estos puntos que se encuentran a distancia n de e, S,,, entonces X \ B tiene a lo sumo
M c.c.c.

Dado z € B tomemos el y € S, con distancia minima a z y consideremos el seg-
mento geodésico que los une. Veamos que este segmento no puede pasar por B(1,n).

Supongamos por absurdo que hay un punto en el segmento (¢) = z en la bola, es
decir que B(1,z) < n. Entonces debe existir s > 0 tal que d(y(t + s),e) = n. Observar
que si y(t + s) = y entonces I(y) > d(y,z) lo que contradice que sea geodésico. Luego
debe ser y(t + s) = yn # .
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Por otro lado, d(yn, z) < d(y, z). Pero el punto y es el que minimiza la distancia a z,
lo que constituye un absurdo.

Con esto, el segmento que une x con y estd en X \ B(1,n). O

Ahora si, probemos el teorema sobre los espacios de fines infinitos.

Teorema 3.5. Si G es f.g. y OG es infinito entonces es un Cantor.

Dem. Debemos probar que G es compacto, totalmente disconexo y perfecto, es decir
que cada punto es de acumulacion.

Para ver que es totalmente disconexo basta construir para cada par de puntos
z,y € 0G dos abiertos disjuntos U,V que los contienen respectivamente y que verifi-
can 0G =U UYV.

Vamos a trabajar en X = Cay(G) para algin generador para poder representar los
fines con rayos geodésicos.

Si x # y entonces existen y rayos geodésicos desde 1, r;, ry que los representan, tales
que 74[n,00), ry[n,00) estdn en distintas c.c.c. de X \ B(1,n) para n suficientemente
grande, C; y C, respectivamente.

Tomemos U’ = {r rayo en X : r[n,00) C C,}, los rayos que se meten en C, a partir
de el tiempo n. Definimos U = {end(r) : r € U'}.

Como vimos, esto es un abierto de 9.X y es claro que contiene a z. Ahora, sea V = U°.
V estd conformado por los fines cuyos representantes r verifican r[n, co) C C¢ para algin
n.

Pero Cf es unién de finitas c.c.c. que cada una define un abierto en 90X y V es la
unién de estos abiertos.

Entonces construimos los abiertos U, V' que buscabamos.
Para ver que 90X es compacto, veamos que es secuencialmente compacto:

Tomemos {ep tneny C 0X y sean ry, : [0,00) — X rayos geodésicos con r,(0) = ey
end(ry) = en.

Por un lado son rayos geodésicos y cumplen que d(ry,(t1),rn(t2)) = |t2 — t1], con
lo que resulta una familia equicontinua de funciones. Por otro lado observamos que

{rn(t)} C B(1,1).

El teorema de Arzela-Ascoli asegura la existencia de una subsucesién de rayos con-
vergente a r un rayo geodésico que parte de 1. Es claro que si tomamos los fines que
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representan, conforman una subsucesién de {e,, } que converge a end(r).
Aqui resta observar que el espacio 0X cumple el primer axioma de numerabilidad:

Como cada c.c.c. C; de X \ B(1,n) tiene asociado un abierto, para cada punto e € 90X
podemos tomar la base de entornos Cy, la c.c.c. de X'\ B(1,n) donde esta contenido r[t, co)
para t suficientemente grande y r un representante de e.

Por 1ltimo veamos que cada punto de X es de acumulacion:

Tomemos ey € 0X y rp un representante que cumple 7o(0) = e. Escribiremos los
puntos v, = ro(n). Sean ej, ez fines distintos y distintos de ep.

Definamos m(e;, e;) el maximo natural D que verifica que en = \ B(1, D) los rayos
ri[D,00) y rj[D,00) estan en la misma c.c.c.. Vamos a tomar M = max{m(e;,e;)} con
i j=0,1,2.

Dado un p > M y un n suficientemente grande tal que B(~y,, p) N B(1, p) = 0, consi-
deremos los rayos 7, - ;.

Como la accién por traslaciones preserva las c.c.c., tenemos que todos los rayos
Yn - Ti[p, 00) estdn en c.c.c. distintas de X \ B(7yn, p), y por lo tanto solo uno puede pasar
por B(1, p).

Supongamos 7, - 71 no pasa por B(1, p). Entonces podemos tomar un rayo que parte
en 1y representa el mismo fin €] que 7, -1 (andlogo a la construccién en lema 3.3 ) que
es distinto a ey y cumple m(e),eg) > p, puesto que en X \ B(1,p) v, y eo[p,00) estdn
en la misma c.c.c..

Ahora hagamos lo mismo para los fines e, €/, 2. Con esto obtenemos un nuevo fin,
e, que es distinto a ep y sin embargo, al tomar M en este nuevo paso, sabemos que es
estrictamente mayor.
Con esto, construimos una sucesién de fines, {e}, },,en con e, # eg y m(eo, e,) — 00,
con lo que la sucesién converge en 90X a eg.
O



Capitulo 4

Construccion DL(m,n)

Los grafos Diestel-Leader fueron introducidos en [DLO01] en paralelo a la conjetura
de que algunos de estos no son casi-isométricos a ningtn grafo de Cayley.

En este capitulo haremos una descripcién geométrica de estos grafos, describiendo
distintos aspectos, desde la construccién, su métrica , sus geodésicas y algunas carac-
teristicas que son importantes en el desarrollo de la prueba que en 2017 Eskin, Fischer
y Whyte culminan [EFW12], confirmando la conjetura.

Si bien originalmente se presentan dos formas distintas y equivalentes de construir
este grafo, trabajaremos con una en particular, que es la utilizada en [EFW12]. Esta
construccién a partir de arboles infinitos regulares es mas amigable con la comprensién
de las propiedades geométricas que queremos describir.

4.1. Arboles y funcion de Busemann

Consideremos un arbol infinito 75, regular de grado m + 1.

La idea es etiquetar los vértices de 1), con alturas enteras, de manera que en cada
vértice, de las m + 1 aristas adyacentes exactamente 1 sea adyacente a un vértice de
altura menor, y las otras m sean adyacentes a vértices de altura mayor.

Para lograr esto debemos definir la funciéon de Busemann en el drbol.

En general la funcion de Busemann en espacios métricos geodésicos, se define a partir
de un rayo geodésico v : [0, +o0) = X

By: X =R, By(z)=Ilimi_od(y(t),z) —t
Obs.

31
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= By(7(0)) =0
L] B(’y(t())) =—ty Vitge [0, —|-OO)
w limy—y00 B (7(t)) = —00

Pensaremos en la imagen de un vértice por la funcién de Busemann como la altura
de éste respecto al rayo geodésico elegido. A partir de ahora la llamaremos h., o directa-
mente h cuando no haya ambigiiedad.

T

Figura 4.1: Busemann en en arbol regular de orden 3, T5.

En el caso del arbol, cada vértice tiene imagen entera por la funciéon de Busemann.
De hecho, la distancia d(v, z) = inf,c, d(y, ) se realiza en un vértice en +, yo. Entonces,
para todo t > ty con y(tg) = yo se tiene

d(y(t), ) = d(yo, x) + d(yo,(t)) = d(yo, ) + (t — to)

Por lo que

d(y(t),x) —t = d(yo, ) +t —to — (to + (t — to) = d(yo, ) — to

Si juntamos esto 1ltimo con la observacién, obtenemos que

hy(x) = hy(y0) + d(yo, x).

Es decir, para entender la altura de un punto, basta con calcular la distancia de éste
al rayo geodésico y saber en qué punto ésta se realiza.

Asimismo, para cada vértice del 4rbol z hay un tinico vecino x’ que est4 més cerca de
7, de hecho la distancia se realiza en el mismo yo € 4. De manera que h(z') = h(z)—1y
los restantes m vecinos, estdn mas lejos, e igualmente la distancia se realiza en el mismo
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‘|
T » A R

Figura 4.2: Busemann en 73. Los niveles corresponden con las curvas de nivel de h.

punto, por lo que h(z) = h(z) + 1.

Observar que si tomamos un rayo geodésico que representa otro fin de T}, entonces
su imagen por h tiende a infinito, puesto que vg y 71 representan el mismo fin <= se
mantienen a distancia acotada Vt € [0, +00).

Las siguientes son dos definiciones a partir de las funciones de Busemann que nos
seran ttiles:

Definicién 4.1. Los horociclos del drbol son los conjuntos h='(k) con k € Z.

Definicién 4.2. Una geodésica se dird vertical si uno de sus fines es [y]. Es decir, es
una geodésica cuya imagen por h es R.

Obs. La geodésica vertical es una concatenacién de puntos de alturas sucesivas. No
hay dos puntos de igual altura.

4.2. Definicién DL(m,n)
En esta seccién definiremos el conjunto de vértices y aristas del grafo.

Definicion 4.3. El producto horociclico de dos drboles T, T, con funciones de Buse-
mann hy, y hy definidas a partir de v, y vn respectivamente, es el conjunto

DL(m,n) = {(z,y) € Ty, X T), tal que hy(x) + hyp(y) = 0}

Podemos considerar que estamos tomando uno de los drboles de manera que “hacia
arriba’la funcion de Busemann se va a infinito, y el otro, de manera que “hacia arriba’la
funcién se va a menos infinito, y juntamos los arboles con los puntos v,,(0) y 7,(0) a la
misma altura.
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Definicion 4.4. El grafo Diestel-Leader de constantes m y n, es el grafo cuyo conjunto
de vértices es DL(m,n) y cuyas aristas se definen de la siguiente manera

(z,y) ~ (@'y) = z~2, y~y

Dos puntos en DL estdn conectados si cada par de coordenadas lo estd.

Nota. Para las construcciones y pruebas sobre DL(m,n), haremos los dibujos para
el caso particular DL(2,3) y algunas de las pruebas sin perder la generalidad de los
resultados para valores cualesquiera de m y n.

Dotaremos al grafo de una orientacién fijando una de las funciones de Busemann de
los arboles como funcién altura:

h(z,y) = hm(z) = —hn(y)

La orientacién es tal que cada vértice tiene m aristas salientes y n entrantes.

Lema 4.1. DL(m,n) es un grafo reqular de grado m + n.

Figura 4.3: Aristas de DL(3,2)

Dem. Considerar los arboles T, T, con sus funciones altura.

Tomemos el punto (x,y) en DL(m,n), de altura h(x,y) = h. Cualquier vecino de
(z,y) debe tener componentes vecinas a cada componente.

Tiene exactamente n vecinos en el sentido creciente de T,,: los pares (Z,¢) con § uno
de los n vecinos de y de altura A+ 1 y Z el tnico vecino de x con altura h — 1.
Tiene exactamente m vecinos en el sentido creciente de T,: los pares (x1,y1) con

h(y1) =h—1y h(xz1) =h+1.
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Como tienen alturas distintas, estos dos conjuntos no comparten puntos. Por lo que
(z,y) tiene m + n vecinos.

Esto es independiente del punto, con lo que concluimos la prueba.

4.3. Funcién distancia
La distancia natural en un grafo es la de conteo: el largo de un camino es la canti-

dad de aristas que recorre. En el caso de DL(m,n) se puede describir en términos de las
distancias de las dos componentes de los puntos, en cada arbol, y la funcién de Busemann.

Lema 4.2. Sean (z,y), (2',y') en DL y d la distancia de caminos del grafo. Entonces

d((z,y), (@', y)) = d(y.y) + d(z,2) — |h(z) — h(z)].

Primero hagamos una definicién para un drbol regular T con funcién de Busemann
hy:

Definicion 4.5. Sea x € T, el rayo v, es el rayo geodésico que comienza en x Yy
limy—ooh(y(t)) = —00

Dados x ey en T,
x ANy :=7(t) cont=min{t >0 tal que v,(t) = vy(s) para algin s}

El infimo entre dos vértices, es el punto donde los rayos a menos infinito de ambos
se encuentran.

W

N

xma

Figura 4.4: infimo entre x e y, z Ay
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Dem. Observar que necesariamente h(zAy) < h(z)y h(zAy) < h(y). Ademas, cualquier
camino de x a y necesariamente debe pasar por = A .

Los caminos en DL(m,n) proyectan a caminos en cada uno de los drboles. Entonces,
necesariamente cualquier camino entre (z,y) y (2’,4) debe pasar por puntos de la forma
(A2, 9)y (&,yAY).

Ahora, por la condicién de las alturas, un camino que se acerca en el primer drbol
al infimo de las primeras componentes, se aleja en el segundo arbol del infimo de las
segundas componentes.

Caso h(z,y) = h(z,y):

Primero consideremos el camino més corto entre z y ’. Un camino en DL(m,n) que
recorra esto en la primera componente necesariamente vuelve al punto y en la segunda
componente, pues va en la direccién opuesta al infimo de y e y/'.

Entonces, de (z,y) a (2/,y) como minimo necesitamos un camino de largo d(z, 2’).

Con un razonamiento analogo, de (z/,y) al punto (z,y’) se necesita un camino de
largo d(y,y').

Por lo que construimos un camino de largo d(z, ') +d(y,y'), y no hay forma de cons-

truir uno mas corto por la restriccién de pasar por los infimos y la complementariedad
de una componente con la otra.

Caso h(z,y) > h(z',y):

W i

Figura 4.5:

En este caso, tomemos un camino que parta de (z,y) y en la segunda componente
termine en 3. Por la diferencia de alturas, este camino en la primera componente sube,
y al bajar necesariamente pasa por x, pero hace h(z,y) — h(2’,y’) aristas més.

Entonces, construimos un camino de largo d(y,y’) que en su primera componente
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termina en un punto h(z,y) — h(z’,y’) méds cerca de z’. Luego para llegar en la prime-
ra componente hasta x debemos recorrer un camino de largo d(z, 2’)— (h(z,y)—h(z',y)).

Nuevamente, necesariamente debemos recorrer estos caminos minimos en cada com-
ponente. Por lo que d((z,y), (2',y")) = d(y,y') + d(z,2) — |h(z) — h(z')|.



38

CAPITULO 4. CONSTRUCCION DL(m,n)



Capitulo 5

Geometria del grafo

En este capitulo veremos algunas de las propiedades geométricas de este grafo. A
partir de la definiciéon como grafo y su distancia, veremos algunos conjuntos importantes
de geodésicas y entenderemos qué rol juega cada uno de los arboles que lo componen.

En este capitulo notaremos DL := DL(m,n)

5.1. Representacion de puntos de DL con tres coordenadas

Para representar con 3 coordenadas los puntos del DL nos auxiliaremos de los arboles
que lo componen y la altura definida por las funciones de Busemann prefijadas.

Tomemos un punto en DL, p, y consideremos los vértices en cada arbol que lo definen.
Ahora podemos considerar en T}, una geodésica con las siguientes condiciones: uno de
sus fines es el que representa ~,,, el rayo que define h, y que pase por el vértice. Lo
mismo en 1),.

Estas geodésicas definen un fin de 7T,,, y de T;, respectivamente, ninguno de ellos el de
la funcién de Busemann. Entonces, sean = a y estos elementos de 9T, \ [ym] y 0T \ [1n]
respectivamente.

Luego, una representacién de p seria (z,y, z) donde z = h(p).
En efecto, una vez elegidos los elementos del borde de los arboles y las geodésicas
que representan, esto define un camino en DL de vértices de alturas sucesivas, por lo

que con la tercera coordenada queda determinado un unico vértice del grafo.

Ahora, es claro que cada punto no tiene una unica representacién, puesto que al
tomar una geodésica que pase por el punto, no estdn univocamente definida.

Con esta representacion en tres coordenadas, lo natural es preguntarnos jqué son los
planos y = cte, x = cte y z = cte?

39
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Figura 5.1: Representacién de un punto

Los puntos de los planos y = cte son de la forma (z, yo, 2).

Fijado yo, tenemos un unico punto del arbol 7}, en cada altura entera, entonces cada
“nivel”de T, tiene una copia en y = yp, pues cada punto aparece una tnica vez, empa-
rentado con el inico punto de altura opuesta.

Se respeta la estructura del grafo ya que todos los puntos del rayo yo estan conse-
cutivamente conectados por una arista en 1}, entonces cada par de vértices en el plano
Yy = yo esta conectado por una arista si y solo si el vértice en T, lo estéi.

Es decir que estos planos son copias de T;, dentro de DL y tenemos una por cada
elemento de 97,.

Con un razonamiento andlogo concluimos que los planos x = cte son copias del arbol
T,.

Es decir que este grafo tiene infinitas copias de estos dos arboles, que son espacios
hiperbdlicos en el sentido de Gromov.

En cada uno de estos arboles hay una nocién de arriba y abajo. Los planos y = yo
son copias hacia arriba de T,,, y los planos x = x( son copias hacia abajo de T,.

Los puntos (x, yo, 20) (“lineas paralelas al eje x”) son horociclos en T}, 1o mismo para
las “lineas” (zg, y, 29). Por lo tanto, los planos z = 2 son el producto de un horociclo de
T, con el horociclo de T}, de altura opuesta.
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5.2. Geodésicas

En lo que sigue vamos a describir algunas geodésicas del espacio.

Las geodésicas verticales son curvas de la forma (zg,yo,t), (zo0,y0, —t), orientadas
hacia arriba y abajo respectivamente. Observar que estas geodésicas son la interseccién
de planos x = x¢ € ¥y = Yo, 0 lo que es igual, la imagen de un geodésicas vertical en un
arbol por un encaje dado.

Esencialmente hay dos tipos de rayos geodésicos verticales, los que su imagen por h
se va a +00 y los que su imagen por h se va a —o0.

Un rayo que crece en altura en DL, tiene componente en el segundo drbol que decrece
en altura. La tunica posibilidad de un rayo que decrece en altura en el arbol es que
represente el mismo fin que define la funcién de Busemann.

Mientras que en el primer arbol un rayo que crece en altura siempre representa un
fin distinto al de la funcién de Busemann, entonces las direcciones posibles son 0T}, \ [im]-

Razonando de forma andloga, si miramos los rayos que decrecen en altura, los fines
que representan en el segundo drbol son 9T}, \ [Vx].

Observar que estos casos son disjuntos, un rayo o bien crece o bien decrece en altura.
Para cada caso, como el rayo esta definido por su comportamiento en uno de los arboles,
podemos considerar las clases de fines que representan en los mismos y definir:

OT(DL) las clases de rayos geodésicos verticales crecientes

0~ (DL) las clases de rayos geodésicos verticales decrecientes
Como vimos, T DL U O™ (DL) = 0Ty, \ (ym) U ITy, \ (n)-
Ademads sabemos que 9071;, y 01, son topoldgicamente un cantor.

Se puede ver que el siguiente espacio es homeomorfo a cada componente 7 (DL) y
0~ (DL).

Definicion 5.1. Los niumeros n-ddicos son el conjunto Q, de series formales

+oo
§=> &n', donde & € Z/nZ y k € L. (5.2.1)
i=k

La distancia entre £,m € Q, es n~! donde I es el mayor de Z U oo que cumplen
& =mn; para todo 1 < I.
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Los nimeros n-adicos se pueden construir también como la completacién de Q con
un médulo especifico, que induce esta distancia en Q,,.

Para nuestro propésito usaremos la definicion de arriba, y probaremos el siguiente
Lema 5.1. La compactificacion por un punto de Q, es un Cantor.

Debemos ver que @Q,, es localmente compacto, cerrado y no compacto, todo punto es
de acumulacion (perfecto), es completo y totalmente disconexo.

Antes de adentrarnos en la prueba, debemos describir algunas propiedades de este
conjunto.

Aqui la topologia es la definida por la distancia.

La primera observacién importante es que las bolas abiertas son también conjuntos
cerrados. En efecto, dado r, existe un maximo I € Z que cumple n~! < r. Entonces

Be(r) = Be(n™").

Por otro lado, fijado m € Z/nZ, los conjuntos Bj ,, := {v € Q,/v; = m} son también
abiertos. Son unién de bolas B, (n~=1) con centro en los puntos o que tienen como
término j-ésimo m y en las anteriores cualquier valor (basta con tomar n/~! « distintos,
variando los primeros términos).

Dem. del lema. Como vimos, las bolas abiertas son compactas, lo que es suficientes para
que el espacio sea localmente compacto.

El espacio no es compacto, pues dado cualquier £ € Q,, el conjunto {(Be (1))} rez
es un cubrimiento por abiertos que no tiene un sub cubrimiento finito.

Para ver que es totalmente disconexo, veamos que dos puntos siempre se pueden
separar por un par de clopens (conjuntos abiertos y cerrados). Si £ # v entonces Ji € Z
tal que & # v;. Entonces B; ¢, = {a € Q, /o =&}y B;',. separan los puntos claramente.

Ya vimos que A es abierto. Ahora, BY 6 = U Bim. Entonces también es abierto y
T omg
cada uno de los conjuntos es un clopen.

Por 1ltimo, tomamos & € Q,, £ = Efiko &n' con algin & # 0. Entonces &, =

k i sz . .
Zi:ko &n' es una sucesién convergente al punto. (Observar que si & no tiene una cola

de 0's & # € Vk).

Para asegurar que & # £ si € tiene una cola de 0’s, definimos

AT Gni 4k sik > -
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Si & = 0 entonces & = Y%, n' tiende a &.
(]

Casi- geodésicas: Dados dos puntos (zg,y0) y (z1,¥1), consideraremos la conca-
tenacién del encaje de dos segmentos geodésicos.

= Consideremos en 7T}, una geodésica vertical pasando por x( (existe al menos una).
Tomemos el encaje de T}, asociado a la misma, ¢q : T, — DL

» En T, considero el segmento geodésico de yo a yi, [ : [0,k] — T}, y lo mando por

Po-
» Obtengo un segmento en DL, ¢o(l) empezando en (xg, yo), terminando en (¢po(1(k)), y1).

= Consideramos en 7, una geodésica vertical pasando por y; y tomemos nuevamente
el encaje asociado, ¢1 : T,, = DL

» En T), considero el segmento geodésico que va de ¢o(l(k)) a x1, s: [0,k'] = Ty y
lo mando por ¢

= Obtengo un segmento en DL empezando en (¢o(l(k)),y1), terminando en (z1,y1)

Ahora los dos segmentos que obtuve en DL los puedo concatenar, obteniendo asi una
casi-geodésica con los puntos inicial y final deseados.

El siguiente resultado es una caracteristica muy importante de DL para el estudio
de las casi-isometrias. Es un resultado geométrico, sobre los segmentos verticales y la
relacién con las dos componentes del grafo (los drboles que lo definen).

Lema 5.2 (Lema del cuadrildtero). Dados cuatro puntos pi1,p2,qi,q2 € DL y cuatro
segmentos geodésicos verticales v;; : [0,1;;] = DL(m,n) i,j = 1,2 tales que
= 75(0) = pi
= ij (lij) = 4
» VE>0
d(vi1(t),vi2(t)) > 0 y d(v1j(ly — 1), 725 (l2j — 1)) >0

(divergen inmediatamente para delante y para atrds)

Entonces o bien todos los segmentos geodésicos crecen en altura, p1 y p2 estan en el
mismo z-horociclo y q1 y g2 estdn en le mismo y-horociclo.

o bien todos los segmentos geodésicos decrecen en altura, p1 y p2 estan en el mismo
y-horociclo y q1 y q2 estan en el mismo x-horociclo.
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Obs. La geometria de DL(m,n) tiene encajadas infinitas copias de espacios hiperbdli-
cos (los drboles) donde las geodésicas divergen rapidamente, en unos hacia arriba y en
otros hacia abajo.

Este lema dice esencialmente que para formar un cuadrilatero de geodésicas verti-
cales que diverjan necesariamente debemos tomar pares de puntos dentro de un mismo
espacio hiperbodlico encajado, dependiendo de la orientacién de las geodésicas en qué
componente se deben encontrar los puntos.

Dem. Primero debemos observar que en DL si dos segmentos parten de un punto y
divergen inmediatamente, deben o bien ir en sentidos opuestos o bien en una de sus
coordenadas partir hacia dos puntos distintos de 015,.

Miremos p; y los dos segmentos que parten de p;. Si 11 y 12 parten en sentidos
opuestos, q1 ¥ g2, que son los puntos finales, estan conectados por un segmento vertical.

Ahora, g1 v g2 también son los puntos finales de 91 y 722, que son segmentos ver-
ticales, entonces necesariamente po estd en una geodésica vertical definida por los otros
tres puntos y los segmentos coinciden en al menos una arista, contradiciendo el tercer
punto.

Si po estd en una geodésica vertical que no contiene al segmento ¢, p1,¢e entonces
los segmentos que parten de g1 y g2 no podrian ser ambos verticales.

Ta

E0

H

Figura 5.2:

Entonces los segmentos 7;; deben ir en el mismo sentido, y lo mismo vale para 7s;.
Esto implica que o bien h(g;) > h(p;) o bien h(p;) > h(g;).

Supongamos que h(g;) > h(p;). Los rayos geodésicos verticales que parten de g1 y g2
y bajan en altura, en el primer drbol se encuentran en el minimo ¢; A g2 y a partir de
ahi se acompanan. En el segundo érbol eventualmente se acompanan (al menos desde el
¢; mas cercano en altura).
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Entonces, la altura de los p; no puede ser menor que la de ¢; Aga porque contradice el
tercer punto. Si la altura de algin p; es estrictamente mayor a la del minimo, el segmento
que una con algun ¢; ya no serfa vertical.

Con esto, la primera componente de p; y p2 es la misma (g1 A g2). Es decir, p1 y p2
estdn en un mismo x-horociclo.

Ademsds, con el mismo razonamiento, las segundas componentes de ¢ y g2 deben ser
la misma.

El razonamiento cuando h(p;) > h(g;), debe cambiar un arbol por otro, puesto que
las geodésicas que crecen en un arbol, decrecen en el otro. Con esto, p1 y p2 deben estar
en el mismo y-horociclo y ¢; y ¢; en el mismo x-horociclo.

Y SR
AN

Figura 5.3: Cuadrilatero
O

Obs. Si los puntos p1, p2, q1, g2 no son exactamente los puntos iniciales y finales de
los segmentos, y consideramos un error menor a 1, los razonamientos son todos validos,
pues se mantienen en las aristas adyacentes a los puntos iniciales y finales de los seg-
mentos.

En ese caso debemos corregir que p; y p2 quedan en el mismo horociclo a menos de
un error que corresponde a la distancia de cada uno al vértice comun.

Esto es 1til para poder aplicar el lema incluso cuando tomamos la imagen de un
cuadrilatero por una casi-isometria.

5.3. Medida de volumen

Definiremos dos tipos de medida en DL. Por un lado tenemos el volumen natural en un
grafo es el volumen de conteo, dado un conjunto B C DL su volumen es |B| = {p € B}.
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Por otro, se define una medida que estd mas relacionada con la estructura métrica
que le dimos al espacio, donde las distancias dependen fuertemente de la altura.

Definicion 5.2. La medida p es la medida de conteo del grafo con un factor multipli-
cativo que depende de la altura: p = conteo x n"®m=h®)

Veamos en particular un tipo de conjunto que se traslada con volumen constante,
pero su medida veria segun la altura:

Los subconjuntos que vamos a describir a continuacién son las cajas en torno a un
punto de tamano L, que podrian pensarse como entornos de un punto. La caracterizacién
de QI(DL) requiere un estudio local de las casi isometrias, por lo que nos serd muy ttil
conocer bien la estructura de estas cajas.

Sea L € 27Z. Consideremos el conjunto B(L) = h_l[—%, %}, formado por infinitas

componentes conexas, todas con puntos en los L + 1 niveles distintos de alturas.
Tomemos p tal que h(p) = 0. Una caja de tamano L en torno al punto p es

By(L) := la componente conexa de B(L) que contiene a p

Para definir una caja en torno a cualquier punto p de altura h(p) de tamano L,
consideremos By, (L) = h™[h(p) — LEL h(p) + HHL.

QIRYY- ANAN

Figura 5.4: h=[—1,1]

Definicién 5.3. Una caja de tamano L en torno al punto p, de altura h(p) es

By(L) := la componente conexa de By ,)(L)que contiene a p

Obs. La razén de tomar preimagen de un intervalo con extremos no enteros es que
el borde de estas cajas tenga medida nula, pues no contiene vértices. De todas maneras,
lo que nos interesa de la estructura de la caja es esencialmente su estructura como grafo,
por lo que ignoraremos las “medias aristas” en sus extremos.

La construcciéon de la caja se puede pensar por arbol, pues la estructura es la misma
en cada uno: la componente conexa de tomar el conjunto A~ ([h(p) — Z5L, h(p) + L41])
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Figura 5.5: B,(1) = cc que contiene a p de h=[h(p) — 1, h(p) + 1]

que contiene al punto.

Miremos el arbol T;,, y el correspondiente punto. Cuando bajamos en altura tenemos
siempre un tinico punto conectado, entonces al estar tomando componente conexa, en el
nivel de menor altura estd el dnico punto conectado a p.

Entonces la componente conexa es lo mismo que tomar todos los segmentos de largo
L + 1 que parten de alli hacia arriba.

Con lo anterior, podemos concluir que en el nivel de mayor altura hay m’ puntos
(en un érbol de orden m+1).

Ahora, si miramos en el otro arbol, la construccién es idéntica, solo que los puntos
en el DL estan a alturas opuestas. Es decir, tendremos un tinico punto en el nivel de
mayor altura y n” en el de menor altura.

Luego en los niveles extremos hay segmentos de un y-horociclo y un x-horociclo arriba
y abajo respectivamente. Como vimos, el tamano de los segmentos depende unicamente
del tamano de la caja L.

Por cada punto en el horociclo superior y el inferior, hay un segmento geodésico con
puntos dentro de la caja que los une. Se puede pensar entonces que esta caja conforma
un grafo bipartito completo entre los dos horociclos.

L

Hay en cada caja nPm” geodésicas verticales desde la tapa superior a la inferior,

todas de largo L + 1.

La estructura de segmentos geodésicos verticales no depende del punto en que se
centra la caja, pues como vimos es siempre un grafo bipartito completo.

Para medir estas cajas, debemos primero contar los puntos en cada plano z = zj.
Supongamos que h(p) = 0.
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L

En el nivel més bajo de la caja tenemos el y-horociclo de tamafo n”, n’ puntos de

altura —é entonces

(7 (=2 B(L)) = b 2 — i, (5.3.1)

Para contar los puntos en un plano mas arriba recordar que el drbol T, crece hacia
arriba y T, hacia abajo, entonces la cantidad de puntos baja en uno el exponente de
n y sube en uno el de m por cada nivel que se sube. A la vez que el factor exponen-
cial de p, por cada nivel que se sube, sube en uno el exponente de n y baja en uno el de m.

L/

Por lo que se compensan, y cada plano en B(L) mide lo mismo: n 2mL/2, Finalmente

w(B(L)) = (L + 1)nt/2m1/? (5.3.2)

Sin considerar los coeficientes de la altura en cada plano, el volumen de estos con-
juntos queda:

|B(L)| = Z nimlr1=e (5.3.3)

Es claro que es indiferente qué punto es el de partida para la construccion de la caja
y su altura. No asf la medida p.

Tomemos ahora una caja de tamano L en torno a un punto p, de altura h.

Como grafo tiene la misma estructura. La cantidad de puntos en cada plano z = zg
y la cantidad de niveles es la misma.

Cambia el factor multiplicativo con la altura, que en cada caso se multiplica por
n?m~", pues cada nivel estd h més arriba que el correspondiente en una caja en torno
a un punto de altura 0. Luego

L
2

u(By(L)) = (L+ D)nt2ms " (5.3.4)

Resulta que

p(By(L) = u(Bo(L)nm " = u(Bo(L)) ()"

En efecto, si trasladamos una caja la medida definida aumenta o disminuye con
un factor exponencial de ;. Es decir que lo que define a la clase de casi-isometria de
DL como espacio métrico es este ratio ;- y no los valores m y n de manera independiente.

Teselado
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Por la estructura de las cajas, podemos construir un teselado de cajas més pequenas.
Dado L > R con L+ 1/R+ 1 € Z entonces

B(L) = | J Bi(R) con u(Bi(R) N Bj(R)) = 0 Vi # j (5.3.5)
el
Como L+ 1/R+ 1 € Z podemos dividir [—%, %] en intervalos cerrados I; de largo
R + 1. Cada componente conexa de h™*(I;) es en s{ misma una caja de tamafio R.

Las tnicas cajas que se intersectan son algunas de las definidas por intervalos consecu-
tivos, pero incluso esas se intersectan en los puntos de A1 (k) con k € R—Z que miden 0.
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Capitulo 6

Conjetura de Diestel-Leader

Hasta ahora hemos visto que DL(m,n) es un grafo conexo, localmente finito y regu-
lar de orden m+n.

En el caso m = n resulta que DL(q, q) es el grafo de Cayley del grupo Lamplighter
Ly =74 L.
Este grupo es un wreath product restricto, es decir, un producto semidirecto

Pz, xz

keZ

donde la accién de Z estd dada por k- v(h) = v(h — k).

Los elementos de este grupo son pares (v, k) donde v es una lista bi-infinita de esta-
dos (q estados posibles) donde solo finitas son no nulas y una de sus entradas destacada
v(k), indicado por la segunda coordenada k.

Para identificar el grafo DL(q,q) con el grupo recordemos que en cada arbol T,
se elije un rayo geodésico v : [0,00) — DL que define la funciéon de Busemnn y los
horociclos del arbol son las curvas de nivel.

Cada punto del horociclo tiene asociado un unico rayo geodésico que inicia en el
punto y representa el mismo fin de 7;11 que . Si etiquetamos las aristas salientes de
cada vértice de 0 a ¢ — 1 entonces el rayo se identifica con un elemento de Y.

Asf a este punto le podemos asociar un par (v, k) € ¥, x Z donde ¥, es el conjunto
de sucesiones {ay, }n<o en Z, con solo finitas entradas no nulas y k el valor de la funcién
de Busemann en el horociclo.

Lo mismo se puede hacer en el otro arbol, donde la funcién de Busemnn toma el

valor opuesto.

51
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Con esto, dado (v, k) un elemento de Z, ! Z, se parte v en dos sucesiones, v =
v(k+n)pen y v~ = v(k —n)pen y entonces se asocia el vértice en el horociclo k y con
el par de sucesiones v y v~ de cada 4rbol.

La descripcién completa de que Cays(Ly) = DL(q,q) para algin generador S se
puede encontrar en el trabajo de Woess [Woe05].

Ahora bien, cuando tomamos m # n a pesar de ser homogéneo y que su espacio de
fines tiene un Unico punto, no es casi-isométrico a un grafo de Cayley.

En lo que sigue probaremos las dos propiedades mencionadas.

6.1. Espacio de fines de DL

En esta seccién probaremos el siguiente
Lema 6.1. El espacio de fines de DL(m,n) tiene un unico punto, 0DL = {z}.

Dem. Para ver esto, lo que se puede probar es que para cada conjunto acotado B C DL
el espacio DL \ B es conexo por caminos.

La dificultad que se presenta es que si pensamos en cada componente, Ty, \ By, ¥
T, \ By, donde B,,, y By, son las componentes de B, quedan espacios disconexos. De todas
maneras, con cuidado se puede sortear el conjunto B en DL para conectar cualquier par
de puntos afuera de éste.

La idea es la siguiente. Pensemos en un arbol T}, con su funcién altura. Si quitamos
un conjunto acotado By, el espacio T), \ By, es disconexo y podemos dividir las c.c. en
dos grupos, las que son sombreadas por los puntos de B,,, y la restante.

En un arbol regular T' con funcién altura h, la sombra de un conjunto acotado B es
el conjunto de puntos de T\ B que estén en algin rayo geodésico vertical que parte de
algin punto de B y crece en altura. Se puede ver que la sombra de un conjunto acotado
tiene una altura minima hg. Mientras que en la c.c. restante de T'\ B hay puntos de
todas las alturas.

Nos concentraremos en conectar un punto en la sombra de B y otro en la c.c. que
no esta en la sombra. Con esto, si queremos conectar dos puntos en c.c. distintas de la
sombra, podemos conectar cada uno a un punto en la c.c. que no estd en la sombra, y
conectar estos.

Claramente, esto no lo podemos hacer en el drbol. Siempre que queremos conectar un
punto en la sombra de B y uno en la otra c.c. debemos pasar por B. Entonces debemos
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SOMBRA
DE B

A

/

Figura 6.1: Sombra de B

que considerar el otro arbol de DL para poder esquivar B.

En el otro arbol, tenemos la misma situacién, con la salvedad de que la sombra
decrece en altura en DL. Es decir, que si partimos de un punto que en 7,, estd en la
sombra de B, en el arbol T, se encuentra en la c.c. que no es sombra de B,.

Esto es importante porque nos permitira movernos en altura sin restricciones, esqui-
vando B, en la primera componente, para luego hacer lo mismo en 7;,, y esquivar B,,.

Sea B = (By,, B,) un conjunto acotado de DL y tomemos dos puntos fuera de B:
x = (x1,z2) tal que x1 esté en la sombra de B, y un punto y = (y1,y2) tal que y; esté en
la otra c.c. (con lo que y2 estd en la sombra de B,,). Comencemos a construir un camino
desde .

Puedo conectar el punto y; con un punto p; que esté a la misma altura que z; evi-
tando B,,.

En la otra componente, trazo un camino entre y (que estd en la sombra de By,) y el
punto z3. En este arbol debo atravesar B,,, pero como en el primer arbol me mantuve
fuera de B, el camino en DL no pasa por B.

Hasta aqui, llegamos a un punto p = (p1,p2) que esta a la misma altura que x y que
cumple py = xzo.

Entonces, para conectar p con z debemos bajar hasta el minimo entre p; y x1 y subir,
atravesando B,,. Como la segunda componente ya es la que queremos, y estd fuera de
la sombra de B, en el segundo arbol podemos bajar y subir por un mismo camino que
evita B,, porque en altura puedo moverme libremente.

Entonces, en la primer coordenada consigo llegar a x1, atravesando B,,, pero como
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SOMBRA
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/

Figura 6.2: Camino en una componente

en la segunda evito B, el camino no atraviesa B. Ahora conecté p con x.

Concatenando, construimos un camino en DL de y a x que evita B y probamos asi
que DL(m,n) \ B es conexo por caminos y el espacio de fines tiene un tinico punto.
O

6.2. Isom(DL)

En esta seccién queremos ver que el grafo DL(m, n) es un espacio homogéneo. Si bien
no vamos a describir el grupo Isom(DL), podemos ver que para cada par de puntos x,y
existe una isometria que lleva uno en otro.

Como cada arbol que compone al grafo si es homogéneo, lo natural es pensar las
isometrias por componente. Dados * = (z1,22) e ¥y = (y1,y2) en DL sabemos que
existen en T}, una isometria ¢,, que lleva x1 en x2 y en T, una isometria ¢, que lleva
Y1 en y.

No es inmediato que el producto de estas isometrias esté bien definido en DL o sea
una isometria del grafo.

Si consideramos

¢: DL(m,n) = DL(m,n) (z1,22) = (¢m(x1), Pn(x2))

Para ver que esta funcién estd bien definida, debemos ver que si h,, y h, son las
alturas respectivas en los arboles, entonces hp, (dm (1)) = —hn(dn(x2)).

Ademas, recordemos que

d(z,y) = din (21, 2) + dn(y1,y2) — [h(x) = h(y)]
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Asi que para construir a partir de las isometrias que elegimos en cada drbol una en
DL, cada ¢; debe respetar altura, es decir, los horociclos van en horociclos.

Primero consideremos dos puntos x,y a la misma altura.

En este caso, hp, (1) = hin(y1) y podemos tomar la isometria en 7, que fija el punto
p = x1 Ayp e intercambia las ramas correspondientes a cada punto:

Si hacemos lo mismo en T},, obtenemos en cada arbol una isometria que fija los horo-
ciclos, y por lo tanto ¢ = (¢m, ¢m) esté bien definida en DL. Atin més, h(¢(z)) = h(x),
con lo que es efectivamente una isometria en DL.

Ahora bien, consideremos h(x) > h(y):

Basta con tomar, de los isomorfismos de grafo que mandan en cada componente x;
en y;, uno que preserve las alturas.

De los m+1 vértices adyacentes a z1, hay solo 1 que tiene altura menor a h,,(z),
entonces, ¢,, debe mandar ese vértice en el inico vértice adyacente a y; que tiene altura
menor a h, (y).

De esta manera, cada punto p verifica: by, (¢m(p)) = hm(p) + k donde la constante es
h(y) — h(x). Ademds estos isomorfismos son isometrias en cada drbol para la distancia
de caminos.

Lo mismo se puede considerar en el otro arbol, con la salvedad que en T;, las alturas
son opuestas. Entonces hy,(¢,(p)) = h(p) — k y queda bien definido como isomorfismo

de grafo en DL.

Para ver que es isometria:

d((z), 9(y)) = dim(Pm(z1), dm(y1)) + dn(Pn(w2), Pn(y2)) — |h((x)) — h(o(y))| (6.2.1)
= dp(x1,91) + dn(z2,92) — |hn(2) + k — (hin(y) + k)| (6.2.2)
= dm(21,91) + dn(22,y2) — [M(z) — h(y)| = d(z,y) (6.2.3)

d
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Capitulo 7

Esquema de la prueba de
Eskin-Fischer-Whyte

En este capitulo haremos un esquema general de la prueba que elaboran E-F-W de
la conjetura de Diestel-Leader:

Teorema 7.1. Sim # n, no existe ningun grupo finitamente generado casi-isométrico
a DL(m,n) .

En la primera seccién veremos esquematicamente la caracterizacion que se hace del
grupo QI(DL) a partir del comportamiento de las geodésicas verticales y la estructura
de los cuadrilateros descrita en el lema 5.2. Este resultado se construye en las secciones
2-6 de [EFW12].

Luego veremos una idea de la prueba de la conjetura en si, que es lo que se hace en
la seccién 7 de [EFW12].

7.1. Caracterizacién de QI(DL)

Teorema 7.2. Sim # n el grupo de casi-isometrias es QI(DL(m,n)) ~ Bilip(Qy,) x
Bilip(Qy,), en caso contrario QI(DL(m,n)) ~ (Bilip(Q,,) x Bilip(Q,)) X Z/2Z.
Donde Bilip(Qyg) es el grupo de funciones bilipschitz de Qi en si mismo.

La clave en esta caracterizacién es que las casi-isometrias de DL deben preservar, a
gran escala, la altura. Con esto nos referimos que a cualquier c-i esta a distancia finita
de una que preserva alturas:

Definicion 7.1. Un mapa f : DL — DL preserva alturas si la imagen de los horociclos
son horociclos. Decimos que fija alturas si para todo punto h(f(p)) = h(p).

Ademas, las c-i que preservan altura, estdn cerca de mapas producto:

o7
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Definicién 7.2. Una funcion ¢ : DL(m,n) — DL(m/,n’) se dice mapa producto si estd
a distancia acotada de un mapa de la forma (z,y,2) = (f(x),9(y),q(2)) o (z,y,2) —

(f(¥),9(x),q(2)).

Observar que los mapas producto estan definidos para la representacion de tres coor-
denadas de los puntos. Esto no estaria bien definido, pues para coordenadas distintas de
un mismo punto un mapa (x,y, z) — (f(x),g(y), 2z) podria dar imagenes distintas.

Definicién 7.3. Diremos que una casi-isometria ¢ en DL(m,n) estd a distancia acotada

de un mapa de la forma (z,y,2) — (f(x),(y), =) si d(é(p), (f(x),9(y), ) estd acotada
para toda eleccion de coordenadas (x,y, z) para p.

Estos mapas mandan geodésicas verticales (x e y constantes) en geodésicas verti-
cales. Las estrategias usadas en estas pruebas por EFW reciben el nombre de coarse
differentitation (diferenciacién burda o a gran escala) por aproximar la casi-isometria
por mapas que preservan un conjunto de “rectas”, como en el caso de los mapas lineales
que aproximan funciones diferenciables.

Si toda c.i. estd cerca de un mapa producto, esto nos dice esencialmente que las casi
isometrias de DL mandan geodésicas verticales “cerca”’ de geodésicas verticales.

Recordar que las geodésicas verticales estan en biyeccion con el conjunto Q,, X Q,,. De
ahi que el grupo de mapas producto en DL tenga un subgrupo isomorfo a (Bilip(Qy,) x

Bilip(Qn))-

La diferencia entre el caso m = n y el otro es que existen casi-isometrias producto
que revierten la orientacién vertical. Con esto, cada mapa producto no es solo la eleccién
en cada componente de un rayo vertical, sino que ademés hay que definir si preserva o
revierte la orientacién, haciendo aparecer la coordenada Z/27Z.

En el caso que m # n el hecho que no puedan revertir orientaciéon se basa en la dis-
cusién del volumen de las cajas del grafo. Como vimos, las cajas tienen la mayor parte
de su volumen en la parte superior. Esto sumado al hecho geométrico de que las casi
isometrias en estos grafos “casi preservan” el volumen, impone la condicién de preservar
la orientacion vertical.

Un primer resultado en el sentido de aproximar casi-isometrias por mapas productos
es a escala local. Partiendo de una casi-isometria ¢, se prueba que para pequenas cajas
B(R), existe un conjunto de medida grande U donde la casi isometria estd cerca de un
mapa producto qAﬁ En este primer acercamiento, los mapas productos definidos en cada
caja pueden ser a priori todos distintos.

Formalmente, cuando decimos que la imagen de los segmentos esta cerca de segmen-
tos verticales, hacemos referencia a la siguiente
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Definicién 7.4. Un segmento casi-geodésico o : [0, L] — DL(m,n) se dice e-mondtono
st para cada par ti,te € [0, L] que verifiquen h(a(t1)) = h(a(te)) entonces |t; — to| < €L.

Si un segmento es € - mondétono los tinicos momentos en que no es monétono son
proporcionalmente pequenios. Una caracteristia muy importante de DL es que estos seg-
mentos siempre estan cerca de un segmento geodésico vertical.

Entonces, se prueba que hay una porcién pequena de cada segmento vertical de B(R)
que tiene imagen no e-mondtona, y que ademds esta porcién esta uniformemente dis-
tribuida en todos los segmentos. Con esto, localmente, la casi-isometria estd mandando
segmentos verticales cerca de segmentos verticales.

En lo anterior aparecen dos pardmetros, uno relacionado a “un conjunto de medida
grande” de B(R) y el otro de “cerca” de un mapa producto. Ambos pardmetros depen-
den tnicamente de las constantes de c-i, lo que nos permite aproximar uniformemente
en todo el grafo a ¢ por distintos mapa produtos.

Para ver que efectivamente en estas cajas la c-i ¢ se puede aproximar por un mapa
producto, debemos ver que las imagenes de los segmentos verticales estan todos alinea-
dos, es decir que haya una orientacién predominante.

Diremos que un segmento « : [0, L] — DL orientado creciente en altura tiene imagen
hacia arriba si su imagen es creciente en altura (si es e-mondtona esté globalmente defi-
nida una orientacién). Se dice que tiene imagen hacia abajo si la imagen es decreciente
en altura.

Lema 7.3. Dado € > 0. Considerar B(R) € DL(m,n) y el conjunto de sus segmentos
verticales con imagen e-mondtona. Entonces, 30 > 0 tal que o bien la fraccion de seg-
mentos con imagen hacia arriba, o bien la fraccion de segmentos con imagen hacia abajo
es al menos 1 — 6.

En este resultado la clave es el lema 5.2. Recordar que un cuadrilatero formado por
segmentos verticales tiene sus pares de extremos en un mismo horociclo.

A=cte Dip) ‘y
o e =
/V \9,1.,_ P4 P

Figura 7.1:
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Consideremos los segmentos geodésicos de la caja, que unen el horociclo superior y el
inferior que conforman las tapas de B(L). Podemos tomar cuatro segmentos formando
un cuadrilatero, cuyas imagenes son casi verticales en el sentido definido anteriormente
y tienen uniformemente cerca segmentos geodésicos verticales formando un cuadrilatero
(a menos de un error en los extremos despreciable).

Aplicando el lema para estos segmentos verticales, los pares de vértices deben estar
en el mismo horociclo, y por lo tanto las imégenes de los puntos en las tapas de B(R)
estan de a pares en casi el mismo horociclo, lo que impide que la imagen de los segmentos
que partan de una misma tapa de B(L) vayan en sentidos opuestos.

Hasta ahora, hemos descrito un resultado local de aproximacién.

Lema 7.4. Sea ¢ c-i. Dados €,6 > 0, existe Ry tal que para todo R > Ry:

Ezisten funciones ¥ : Qm X Qp X R = Qp, X Qp v ¢ : R = R, y un subconjunto Uy
con

u(U1) > (1 = 8)u(B(R)) tales que

d(o(2,y, 2), (V(2,9,2),4(2))) = O(eR)  V(z,y,2) € U (7.1.1)

Obs. El teorema 7.4 especifica subconjuntos de B(R) con medida relativamente
grande y no subconjuntos de geodésicas. Pero como vimos, una caja de DL se puede ver
como un grafo bipartito completo con las aristas siendo segmentos geodésicos verticales,
entonces con un argumento del estilo Fubini para la medida de B(R) se puede ver que un
subconjunto grande de segmentos efectivamente representa un subconjunto de medida
grande de la caja.

Para poder definir un dnico mapa que preserva altura y aproxima a ¢ en todo el
espacio, hay que “pegar” los mapas ¢ de cada caja. Para esto, el razonamiento es similar
al que hicimos localmente, hay que ver que las verticales van cerca de verticales.

Al considerar las geodésicas enteras, se pierde un poco de control sobre sus imagenes.
Sin embargo, al igual que los segmentos e-monétonos, se mantienen uniformemente cerca
de geodésicas verticales.

Con esto y auxilidndonos nuevamente del lema 5.2, el teorema que sigue se deduce
de mirar cada par de planos horizontales. Como podemos tomar cuadrilateros que unen
ambos planos y sus imagenes estaran cerca de segmentos verticales, aplicamos el lema y
resulta que -a gran escala- los horociclos deben ir en horociclos.
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7.2. Esquema prueba EFW

Si bien una parte importante del resultado es la caracterizacién del grupo QI(DL),
para la prueba de la conjetura también se ocupan algunas propiedades del grupo I'som(DL)
y de las acciones en Q,, X Q,, inducidas por casi-isometrias del grafo en si mismo.

Definicion 7.5. Dado X un espacio métrico localmente finito, una sucesion de con-
juntos de Félner es una sucesion de conjuntos {F,} acotados, con |F,| — oo tal que
|OF,|/|Fyn] — 0.

Es decir, una familia de conjuntos arbitrariamente grandes cuya frontera es relati-
vamente pequena.

Esta propiedad es andloga a la de ser promediable definida para grupos entendida
con la condicién de conjuntos de Folner. De hecho, si un grupo finitamente generado I'
promediable es casi isométrico a un espacio métrico X, entonces X posee una sucesién
de conjuntos de Folner.

En el caso de DL, recordar que en el capitulo 4 definimos dos medidas diferentes, y
para la condicién de espacio métricamente promediable debemos considerar el Volumen
(la medida de conteo).

Si considerdaramos la medida p entonces las cajas B(L) conforman una sucesién de
Folner, puesto que
w(0B(L)) 2mL/2nl/2

0

WBIL) ~ (Lt )mPak?

Sin embargo, cuando consideramos el Volumen y m # n (si m = n entonces Vol = p):

|0B(L)| mP + nt

|IB(L)]  mL+nl +ml-ln4+nl-lm4 ..

Esto no tiende a 0 cuando L — oo.
De hecho si m # n se puede probar que no hay conjuntos métricos de Folner y DL
no es métrciamente promediable.

Es decir que
Lema 7.5. DL(m,n) es promediable <= m = n.

El otro grupo involucrado en esta prueba es el de Isom(DL). Este grupo verifica las
siguientes propiedades [EFWO0T7]:

Lema 7.6. Considerar el grupo de isometrias Isom(DL(m,n)). Se cumple que
» Isom(DL(m,n)) es un grupo promediable

» Sim #n Isom(DL(m,n)) no es unimodular, y por lo tanto no tiene reticulos.
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A partir de lo anterior, el siguiente resultado completa la prueba de la conjetura:

Teorema 7.7. SiT' es casi-isométrico a DL(m,n) entonces es virtualmente un reticulo
de Isom(DL(d,d)) para algin d.

Observar que de esto se desprende que I' debe ser promediable, pues es un subgrupo
cerrado de I'som(DL(d,d)). Al ser DL casi-isométrico, resulta ser métricamente prome-
diable. Luego por 7.5 esto debe ser m = n.

Idea de la prueba del Teorema 7.7: Tomemos I' ~.; DL(m,n).

Sea f : ' - DL(m,n) una casi-isometria. Entonces podemos construir el siguiente
morfismo de I en las casi-isometrias de DL en si mismo:

yeTl— gy(x) = fv- ' (x))

donde f~! es una casi-inversa de f. Observar que como las casi-inversas estan a dis-
tancia acotada entre ellas y estoy definiendo una clase de c.i., el morfismo no depende
de esta eleccion.

Por lo que tenemos un morfismo
I' 5 QI(DL(m,n)) ~ Bilip(Qy,) x Bilip(Qy,) x Z/2Z.

Vamos a tomar el subgrupo I de indice a lo sumo 2 de tomar pre imagen por un
elemento de Z/27Z y considerar

I" — Bilip(Qy,) x Bilip(Q,,)

Para hacer aparecer el grupo de isometrias, debemos considerar un grupo un poco
mas pequeno que el de las funciones bilipschitz.

Definicion 7.6. Un mapa f: Q. — Q,, se llama similaridad si existe un factor k > 0
de manera que

d(f (), f(y)) = kd(z,y)

Usaremos dos resultados referentes a Q,, y a las acciones en Q,,, que tienen un
analogo para acciones por casi-similaridades en R.

= [MSWO03] Si un grupo I' actia en Q,, por equivalencias bilipschitz y la accién es
cocompacta en los pares de puntos distintos de @Q,,, entonces esta accién es con-
jugada por un homeomorfismo bilipschitz a una acciéon I' ~ Q,, por similaridades
para algin n.

s Q,, v Q, son lipschitz equivalentes si y solo si existen enteros d,s,t tales que
m=d*yn=d.



7.2. ESQUEMA PRUEBA EFW 63

Con esto el morfismo se puede tomar

I" — Sim(Qg) x Sim(Qp)

Para unos coeficientes a, b que por el segundo punto verifican lo siguiente:
Sim =d' yn=dy existen s1,s tales que a = d' y b= d52.

Ahora, detengdmonos en el grupo Isom(DL(a,b)) y su relacién con Sim(Q,,) x
Sim(Qy,).

Por un lado, la distancia en el espacio QQ,, toma valores discretos, més especificamente
de la forma n* con k € Z.

Si observamos las isometrias que describimos en la seccién 7.6, las del primer tipo
inducen acciones en los espacios de fines correspondientes, Q,, vy Q,, por isometrias, pues
la distancia entre dos fines estd determinada por la altura a la que parten caminos las
geodésicas a —oo que los definen. Intercambiando ramas, esto ultimo se preserva.

Las de segundo tipo si cambian la distancia entre los fines, pero como trasladan todo
en la direccion de la geodésica destacada o el contrario, la accién inducida en el espacio de
fines de cada arbol es una similaridad: Si la Isom(DL(a,b)) traslada todo k niveles en la
direccién del rayo destacado en T},, entonces en Q,, se tiene d(f(z), f(y)) = n~*d(z,y).
Donde f es el mapa inducido por la isometria f.

Pero si un mapa en DL(a,b) en un arbol traslada en la direccién del rayo destacado,
en el otro arbol debe hacer lo opuesto, y la misma cantidad. Luego las acciones por
similaridades inducidas deben tener exponentes inversos.

De hecho, el subgrupo H C Sim(Qg) x Sim(Qp) con coeficientes de exponentes in-
versos es virtualmente el grupo Isom(DL(a,b)).

Por la combinacién de dos restricciones, sobre los subgrupos de Sim/(Q,,) y sobre los
factores de dilatacién por venir de una casi-isometria, resulta que la imagen de IV estd
contenida en H.

Por 1ltimo, se puede ver que este morfismo tiene imagen discreta y nucleo finito.
De lo anterior se deduce que I' es virtualmente un reticulo de I'som(DL(a,b)). Por

7.6 esto implica de a = b.
O
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