
Trabajo monográfico
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Maŕıa Inés Fariello
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Caṕıtulo 2. Principios de IA en PLN 3
2.1. Métodos basados en reglas 3
2.1.1. Expresiones regulares 3
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CAPÍTULO 1

Introducción

1.1. Motivación

La inferencia estad́ıstica no es un campo nuevo, la podemos entender como el estudio de
métodos que usan conjuntos de observaciones conocidas para inferir información sobre
nuevas observaciones desconocidas. Sin embargo, en estas últimas décadas se ve una
proliferación (o resurgimiento) de métodos estad́ısticos a los que podemos referirnos en
conjunto como ‘aprendizaje automático’ o machine learning en inglés. Esta situación
se debe a la investigación y experimentación continua en el área, de actores públicos o
privados, del aumento sostenido en la capacidad de cómputo y almacenamiento ofreci-
dos por la tecnoloǵıa, y por la abundancia de datos fruto natural de la digitalización del
mundo. Regresiones, árboles de decisión, support vector machines, redes neuronales, son
algunos de los métodos que pertenecen a la categoŕıa de ‘aprendizaje automático’ .

Las redes neuronales, particularmente, se ubican en el estado del arte de muchas apli-
caciones. En los años que preceden a la fecha en la que se escribe este trabajo, se ve
un uso generalizado de herramientas de inteligencia artificial (IA) como la serie GPT
(OpenAI), Claude (Anthropic), Gemini (Google), DeepSeek, entre otras. Herramientas
con las que se puede tener una conversación fluida como si fuera una persona quien
responde, que soportan procesar datos en distintos formatos (texto, imágenes, audio), y
que pueden realizar tareas muy diversas. Es en este contexto que se escribe este trabajo,
en un área donde ya, probablemente por su alta aplicabilidad, las implementaciones han
avanzado más rápido que la teoŕıa.

La situación motiva a abordar el tema buscando fundamentos teóricos para el área,
por eso hablaremos de optimización y del teorema de aproximación universal para re-
des neuronales. A su vez, al tratarse de matemática aplicada, describiremos algunos
algoritmos y varias cuestiones de implementación.
No se pretende llegar a comentar en detalle cómo funcionan los ‘modelos’1 en el estado
del arte en aprendizaje profundo, como los que soportan la reciente explosión de la IA
que enmarca a las herramientas mencionadas más arriba. Dicho esto, en el Caṕıtulo
5 se describe la arquitectura del Transformer, que funciona como base de los modelos
avanzados actuales. Se da un marco teórico robusto al aprendizaje automático en general
y a las redes neuronales en particular, que permite seguir investigando en el área, pero
no es un trabajo que busque formalizar totalmente la teoŕıa del aprendizaje automático,
para algo aśı podemos referirnos a [26].

1
Palabra genérica que engloba a todas esas herramientas para modelar la realidad definida por los

datos. Desde un punto de vista matemático, son funciones.
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2 1. INTRODUCCIÓN

1.2. Estructura de la monograf́ıa

Este trabajo se divide en 6 caṕıtulos, siendo el primero la presente Introducción. En
el Caṕıtulo 2 estudiaremos métodos de procesamiento de lenguaje natural (PLN) inde-
pendientes de la teoŕıa del aprendizaje profundo, que son útiles en śı mismos, pero sus
limitaciones nos motivan a estudiar métodos más complejos. Alĺı también introducire-
mos algunos conceptos básicos de PLN y de machine learning.

En el Caṕıtulo 3 daremos un marco teórico al concepto de optimización que nos servirá
para abordar el Caṕıtulo 4, donde estudiaremos en detalle la regresión loǵıstica y las
redes neuronales feedforward.

Teniendo los fundamentos desarrollados, abordaremos nuevamente las aplicaciones a
PLN en el Caṕıtulo 5, donde veremos arquitecturas de aprendizaje profundo con una
mirada particular en el dominio de los textos, aunque con suficiente generalidad como
para entender cómo se aplican en otros campos.

1.3. Público objetivo

El trabajo puede ser léıdo por alguien con experiencia práctica en aprendizaje automático
pero sin formación formal en matemática y que tenga curiosidad sobre los fundamentos
del área, en este caso podŕıa interesarle más el Caṕıtulo 3 y las partes más teóricas del
Caṕıtulo 4 como la formalización de las redes neuronales, el teorema de aproximación
universal y el algoritmo de backpropagation.

En contrapartida, quien tenga una formación matemática, pero que se acerque por
primera vez al aprendizaje automático, no le será dif́ıcil entender el Caṕıtulo 3 y puede
centrarse más en los Caṕıtulos 2, 4 y 5. Se trata de acompañar las menciones de arqui-
tecturas concretas y técnicas con referencias; de esta manera, el texto es un punto de
entrada para investigar el área en mayor profundidad, en diferentes direcciones.



CAPÍTULO 2

Principios de IA en PLN

En este caṕıtulo veremos maneras en las que se pueden procesar textos escritos en
lenguaje natural. Por ‘procesar’ nos referimos a extraer información de los textos, clasi-
ficarlos o a cualquier otro uso inteligente de los mismos. A cualquiera de estos métodos
los catalogamos como IA, porque involucran la automatización de tareas que de otra
manera requieren una inteligencia humana para realizarlas.

En la Sección 2.1 veremos dos ejemplos que utilizan ‘reglas duras’, es decir, lógicas
deterministas. En cambio, en la sección 2.2 veremos cómo los datos, en este caso los
mismos textos, se pueden usar como fuente de información, aprendiendo de los patrones
que se encuentran en ellos.

2.1. Métodos basados en reglas

Este tipo de métodos fueron los primeros en desarrollarse. Son aquellos donde el
diseñador del algoritmo tiene más control y son, además, la base para algunas eta-
pas del procesamiento de los textos, realizado incluso hoy en d́ıa.

No son herramientas que puedan por śı solas resolver los problemas dif́ıciles en PLN,
como generar textos coherentes, traducciones fehacientes, etc. En cambio, son suficientes
en contextos acotados y sus falencias en tareas complejas nos dan la motivación para
hablar de otras formas de abordar esas problemáticas.

2.1.1. Expresiones regulares.
Una expresión regular (ER) es un formalismo para describir un conjunto de cadenas de
caracteres o strings. Por ejemplo, la ER definida como

r := a→

representa el conjunto de cadenas formadas por cero o más a. Alĺı, la letra a tiene su
significado literal, mientras que el carácter * es un śımbolo especial que denota que el
śımbolo inmediatamente anterior puede llegar a repetirse cero o más veces.

En la teoŕıa de los lenguajes formales, las expresiones regulares definen al conjunto
de los lenguajes regulares y se prueba (ver, por ejemplo, Caṕıtulo 3 de [10]) que a toda
ER r le corresponde un autómata finito (una máquina de estados) Fr que puede validar
si un string es parte del lenguaje regular definido por r.
Es mediante la mencionada equivalencia que las ER no solo son meros descriptores de
conjuntos, también sirven para validar el formato de strings.

3



4 2. PRINCIPIOS DE IA EN PLN

Ejemplo 2.1.1.
Una dirección de una calle en Montevideo puede describirse como un texto que empiece
por las palabras Calle, Av. o Blvar., seguido de una palabra y un número. Esta misma
definición es capturada por la siguiente ER:

r := (Calle|Av.|Blvar.) ([A-Z][a-z])+ [0-9]+.

Los paréntesis (,) sirven para agrupar, son un carácter especial como el *. Lo encerrado
en los primeros paréntesis quiere decir que el string debe empezar por alguna de las tres
palabras que mencionamos antes, el carácter | es el OR lógico. Después, [A-Z] repre-
senta a una letra mayúscula del abecedario, mientras que [a-z] representa a cualquier
letra minúscula. El śımbolo + indica que lo inmediatamente anterior debe estar una o
más veces. Por último, [0-9]+ representa al menos un d́ıgito del 0 al 9.

Las ER se pueden usar de forma directa para algunas aplicaciones de PLN, por ejemplo,
clasificación de texto.

Ejemplo 2.1.2. Análisis de sentimientos usando expresiones regulares
El siguiente es un ejemplo rudimentario de análisis de sentimiento, que es la clasificación
de textos en categoŕıas positiva y negativa, por ejemplo, para reseñas de productos en
venta en una página web. Usamos la ER

r1 := (excelente | muy bueno | me encantó),

identificando la presencia de subconjuntos de palabras normalmente asociadas con sen-
timientos positivos como “excelente”, “muy bueno” y “me encantó”. Del mismo modo,
habŕıa que tener una ER con palabras negativas, por ejemplo:

r2 := (espantoso | muy malo | defectuoso)

.
El algoritmo de clasificación consiste en identificar la presencia de estas palabras; si hay
más de la lista positiva, se considera la reseña como positiva, de lo contrario, se considera
negativa.

Hay dos problemas evidentes en la metodoloǵıa del ejemplo anterior: tenemos que con-
feccionar una lista exhaustiva de palabras positivas o negativas, y, además, una misma
palabra puede pertenecer a una clase o a otra dependiendo del contexto. Meramente
identificar la presencia de una palabra sin tener en cuenta las otras palabras que la
rodean no es suficiente. Profundizaremos en esta cuestión de darle un contexto a las
palabras en el Caṕıtulo 5 donde veremos el enfoque utilizado para las redes neuronales.

A pesar de sus limitaciones, ERs como las del ejemplo se pueden utilizar para generar
features1 para usar luego en modelos estad́ısticos. Además, son la base para realizar una
de las tareas básicas de preprocesamiento de texto, que se conoce como tokenization.

Definición 2.1.1. Tokenization
Por ‘tokenization’ nos referimos al proceso de dividir un texto, o secuencia, para no
limitarnos solo al PLN, en elementos indivisibles llamados tokens. En textos, los tokens
pueden ser palabras, caracteres o hasta partes de palabras.

1
Variables dependientes, también llamadas caracteŕısticas, en un problema de modelado estad́ıstico.



2.1. MÉTODOS BASADOS EN REGLAS 5

El enfoque más sencillo para definir los tokens es considerar cada una de las secuencias
separadas por un espacio, u otros separadores, como un token. La tarea de definir los
separadores (como espacios, puntos, etc.) se especifica con expresiones regulares.
En Python, la libreŕıa re permite trabajar con ERs, no solo para validar formato o
detectar ciertos patrones en un texto, sino también para transformar el texto mediante
sustituciones. Un ejemplo conocido de uso más avanzado de ERs es el de ELIZA[4], un
programa de los años 60 que intentaba simular la conversación con un psicólogo.

2.1.2. Gramáticas Libres de Contexto.
Supongamos que queremos programar una herramienta para escribir automáticamente
textos con un estilo literario en particular, por ejemplo, en base a un texto de Borges:

El universo (que otros llaman la Biblioteca) se compone de un número
indefinido, y tal vez infinito, de galeŕıas hexagonales, con vastos pozos
de ventilación en el medio, cercados por barandas baj́ısimas. Desde
cualquier hexágono se ven los pisos inferiores y superiores: inter-
minablemente. La distribución de las galeŕıas es invariable. Veinte
anaqueles, a cinco largos anaqueles por lado, cubren todos los lados
menos dos; su altura, que es la de los pisos, excede apenas la de un
bibliotecario normal.

– Jorge Luis Borges, La Biblioteca de Babel

Una manera para atacar el problema, basada en reglas duras, son las gramáticas libres
de contexto (GLC). Las GLC se parecen a las expresiones regulares, en el sentido de
que también son un formalismo para identificar elementos y patrones en un texto, con la
diferencia de que dan una manera sistemática de generar los mismos. Una GLC consta
de variables, śımbolos terminales, un śımbolo inicial y reglas de producción que nos
dicen cómo sustituir variables por otras variables o por śımbolos terminales. Veamos un
ejemplo simple:

Ejemplo 2.1.3. Lenguaje de paréntesis

Variables: S

Sı́mbolos terminales: (,)

Sı́mbolo inicial: S

Reglas de producción:

1. S -> SS

2. S -> (S)

3. S -> v

Alĺı, el śımbolo v representa la cadena vaćıa. Esta gramática puede generar textos como
(), (()), ()(), ((())), etc. Por ejemplo, aśı se obtiene la secuencia de caracteres (()):

S
regla 2↑↑↑↑↓ (S)

(S)
regla 2↑↑↑↑↓ ((S))

((S))
regla 3↑↑↑↑↓ (()).
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Para resolver el problema planteado al principio, nos apoyamos en el conocimiento gen-
erado por el campo de la lingúıstica, escribiendo reglas acordes a la gramática del idioma
español. La siguiente es una GLC que intenta hacer justamente esto.

Ejemplo 2.1.4. Gramática libre de contexto para modelar el texto de Borges.

Variables:

S: Oración

NP: Frase nominal (sujeto)

VP: Frase verbal

ADJ: Adjetivo

N: Sustantivo

V: Verbo

PP: Frase preposicional

CONJ: Conjunción

Sı́mbolos terminales:

Palabras especı́ficas del texto (e.g., ‘‘universo’’, ‘‘galerı́as’’,

‘‘hexagonales’’, ‘‘indefinido’’, etc.)

Signos de puntuación (e.g., comas, puntos)

Sı́mbolo inicial: S

Reglas de producción:

1. S -> NP VP

2. NP -> ADJ N | ART N | N

3. VP -> V NP | V PP NP

4. ART -> el | la | los | las

5. ADJ -> indefinido | infinito | hexagonales |

vastos | bajı́simas

6. N -> universo | Biblioteca | número | galerı́as | pozos |

ventilación | barandas | pisos | anaqueles | bibliotecario

7. V -> se compone | excede | cubren | ve

8. PP -> de | en | por

9. CONJ -> y | o | pero

10. S -> S CONJ S.

Vemos que una GLC para el texto de Borges modela algunas reglas de la gramática del
español y tiene como śımbolos terminales los sustantivos que identificamos en el extracto
del cuento. El siguiente es un ejemplo de oración construida con esta GLC:
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S
regla 1↑↑↑↑↓ NP V P

regla 2↑↑↑↑↓ ART N V P

regla 3↑↑↑↑↓ ART N V PP NP

regla 2↑↑↑↑↓ ART N V PP ADJ N

reglas 5,6,7,4,8↑↑↑↑↑↑↑↑↑↓ El universo se compone de infinitas galeŕıas.

Como se puede ver, construir una GLC que modele siquiera una parte del extracto de
Borges requiere de conocimiento experto para confeccionar reglas que generen todas las
secuencias vistas, pero con cuidado de no generar secuencias sin sentido, por lo tanto,
requiere de mucho esfuerzo y tiempo. Aún más trabajo tomaŕıa modelar el cuento com-
pleto. Y ni hablar del esfuerzo que requeriŕıa definir una GLC que modele el idioma
español en su totalidad.

Esta tarea es irrealizable desde su concepción, aun escribiendo reglas de la forma más
cuidadosa posible, usando todo lo que se sabe sobre la sintaxis del español, agregando
śımbolos terminales para todas las palabras en el diccionario, hay un problema irresol-
uble con este enfoque: el lenguaje está en constante evolución, cambia, se crean nuevas
palabras y nuevas formas de usarlas en combinación con otras todo el tiempo. Esto
implica que cualquier conjunto de reglas debeŕıa estar en constante escrutinio para ser
actualizado y adaptado a las realidades del idioma en cada contexto. Ese enfoque no
escala, lo cual no quiere decir que las GLC no sirvan para nada, se utilizan en lenguajes
más acotados y con sintaxis ŕıgida, como lo son los lenguajes de programación.

Es necesario cambiar la estrategia, no utilizar reglas creadas por expertos sino utilizar
un enfoque estad́ıstico que se pueda adaptar rápido a la evolución del lenguaje. Veremos
un método de este tipo en la siguiente sección.

2.2. Métodos estad́ısticos

En esta sección cambiamos el enfoque, vemos a los textos como elementos de un espacio
de probabilidad, cada texto (o palabra) es una observación que tenemos a disposición.
Un problema central en PLN usando este enfoque es el de conseguir un buen modelo
de lenguaje. Un modelo de lenguaje es una función de probabilidad cuyo dominio son
textos (formalmente una secuencia de tokens) y retorna la probabilidad de que ese texto
exista de manera natural en el lenguaje. Esta probabilidad se puede estimar de forma
frecuentista, que es lo que se busca con el método presentado en la siguiente sección.

2.2.1. Modelo de N-gramas.
Vamos a entender cómo usar un enfoque frecuentista para modelar el lenguaje y por qué
el uso de los N-gramas, que dan nombre al enfoque y definimos más abajo, ayudan en
su implementación en la práctica.
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Consideremos un texto constituido por una secuencia t = w1, w2, . . . , wi, . . . , wn, defin-
imos la variable aleatoria Xj que toma como valor el token en la posición j, aśı que la
probabilidad de que en la posición j esté el token wj es P (Xj = wj), que en un abuso de
notación escribiremos P (wj). La probabilidad del texto completo t es una probabilidad
conjunta:

P (X1 = w1, X2 = w2, . . . , Xn = wn) = P (w1, w2, . . . , wn) = P (w1:n),

donde introdujimos la notación w1:n para denotar la secuencia de tokens w1, . . . , wn. La
probabilidad de t es la probabilidad de que el último token sea wn condicionada a que
los anteriores fueron q = w1:n→1. Ahora, P (q) es la probabilidad de que el último token
sea wn→1 dado que los anteriores fueron w1:n→2. Esta idea está resumida en la siguiente
propiedad, que se puede probar fácilmente por inducción:

Propiedad 2.2.1. Dados A1, . . . , An sucesos en un espacio de probabilidad, se tiene que:

(1)

P (A1, . . . , An) = P (A1)P (A2|A1) . . . P (An|A1, . . . , An→1)

= P (A1)
n∏

k=2

P (Ak|A1, . . . Ak→1).

Usamos esta propiedad para calcular la probabilidad de toda la secuencia t:
(2)

P (w1:n) = P (w1)
n∏

k=2

P (wk|w1:k→1) = P (w1)P (w2|w1)P (w3|w1, w2) . . . P (wn|w1:n→1).

¿Cómo se estima esta probabilidad en la práctica? Mediante frecuencias medidas en
un corpus2 grande. Dada una secuencia de tokens t = w1:n, estimamos la probabilidad
condicional por su definición mediante frecuencias:

(3) P (wn|w1:n→1) =
count(w1:n)

count(w1:n→1)
,

donde count(·) es una función que cuenta la cantidad de apariciones de la secuencia
argumento en el corpus. El corpus donde se calculan estas frecuencias, es, en el lenguaje
del machine learning, el corpus de entrenamiento. Es de entrenamiento porque es donde
vamos a estimar la probabilidad de cada secuencia. Una vez hecho esto, se puede calcular
la probabilidad de secuencias nuevas.

El problema con las secuencias nuevas es que puede que no estén en el corpus de entre-
namiento, es decir, si la secuencia q = v1:n no está, entonces la ecuación (3) nos da 0,
pero sabemos que debeŕıa ser mayor a 0 porque q es una secuencia del lenguaje. Para
mitigar este problema se asume la hipótesis del N-grama, que consiste en solo considerar
los últimos N tokens del texto.

Definición 2.2.1. N-grama
Un N-grama es una secuencia de N tokens consecutivos dentro del mismo texto. Por
ejemplo, los 2-gramas (o bigramas) de “El árbol alto” son [El, árbol] y [árbol, alto]

2
Conjunto de textos.
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Con la consideración de trabajar con N-gramas, la ecuación (3) nos queda:

(4) P (wn|w1:n→1) ↔ P (wn|wn→N+1:n→1) =
count(wn→N+1:n)

count(wn→N+1:n→1)
.

Esta simplificación resuelve en buena medida el problema de las secuencias no vistas,
ya que no necesitamos encontrar toda la secuencia q en el corpus, sino solamente los
N-gramas de q. Aśı entonces, podemos calcular de manera relativamente fiable la proba-
bilidad de cualquier secuencia, siempre y cuando el corpus sea lo suficientemente grande
y variado como para contener N-gramas de la secuencia.

El enfoque frecuentista con uso de los N-gramas también nos sirve para generar texto:
dada una palabra w elegimos la siguiente palabra v muestreando v del vocabulario3 con
probabilidad P (v|w), si estamos trabajando con bigramas.

A diferencia de las GLC o las ER, este enfoque no utiliza reglas creadas por exper-
tos. Dado un corpus, los parámetros del modelo (las probabilidades condicionales) se
pueden calcular automáticamente. Esto mismo es lo que se busca cuando se ajustan
parámetros de un modelo estad́ıstico, ya sea un modelo relativamente simple como el de
N-gramas, o una regresión loǵıstica, o más complejo, como una red neuronal. Hablare-
mos en detalle sobre estos últimos dos modelos en el Caṕıtulo 4, que, a diferencia de lo
que se hace al trabajar con N-gramas, no se estiman sus parámetros mediante conteo de
tokens, sino que se encuentran resolviendo un problema de optimización.

3
Conjunto de tokens del corpus.





CAPÍTULO 3

Optimización

En muchos algoritmos de aprendizaje automático, como en la regresión loǵıstica o redes
neuronales del Caṕıtulo 4, la manera en la que se encuentran los parámetros óptimos
es mediante un proceso de optimización. En este caṕıtulo daremos un marco teórico al
problema.

Sea f : Rn ↓ R. Un problema de optimización está dado por encontrar

x
↑ = argmin

x↓C
f(x).

Si C = Rn decimos que es un problema de optimización sin restricciones, de lo contrario,
C es un subconjunto propio de Rn y decimos que el problema es de optimización con
restricciones. A veces es posible arribar a una solución anaĺıticamente, pero si esto no
es posible, existen métodos numéricos.
En lo que sigue estudiaremos problemas sin restricciones a resolver con métodos numéricos,
cuya aplicabilidad y condiciones de convergencia vaŕıan según el método y las hipótesis
que cumpla la función f .

3.1. Rol de la convexidad y el gradiente

Sea f una función diferenciable, f : Rn ↓ R. En esta sección vamos a probar que en
estas condiciones, el problema de hallar el mı́nimo de f es equivalente a encontrar puntos
cŕıticos de f . Para eso, primero, vamos a probar el siguiente lema:

Lemma 3.1.1. Sea f : Rn ↓ R diferenciable y convexa, entonces f(z) ↗ f(x) +
↘≃f(x), z ↑ x⇐ para todo x, y ⇒ Rn.

Prueba. Por definición, f es convexa si ⇑t ⇒ [0, 1], ⇑x, y ⇒ Rn se tiene f(tx + (1 ↑
t)y) ⇓ tf(x)+ (1↑ t)f(y). Dados x, z ⇒ Rn y ω ⇒ (0, 1], definimos v = x+ω(z↑x)⇑ω ⇒
(0, 1]. Ese vector v es un punto del segmento que une a x y z. Reescribiendo se tiene
v = ωz + (1↑ ω)x, por lo tanto, por convexidad de f se tiene que:

f(x+ ω(z ↑ x)) ⇓ ωf(z) + (1↑ ω)f(x) ⇔f(x+ ω(z ↑ x))

ω
⇓ f(z) +

f(x)

ω
↑ f(x)

⇔f(x+ ω(z ↑ x))↑ f(x)

ω
⇓ f(z)↑ f(x)

⇔ lim
ω↔0+

f(x+ ω(z ↑ x))↑ f(x)

ω
⇓ f(z)↑ f(x).

11
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El ĺımite es la definición de derivada de f en la dirección z↑x. Como f es diferenciable,
este es igual a ↘≃f(x), z ↑ x⇐, entonces:

↘≃f(x), z ↑ x⇐ ⇓ f(z)↑ f(x).

Como x, z son arbitrarios, esto prueba que ⇑x, z ⇒ Rn se tiene f(z) ↗ f(x)+↘≃f(x), z ↑ x⇐.
↭

Ahora veremos que si la función es convexa y diferenciable, ser punto cŕıtico es equiva-
lente a ser mı́nimo global.

Proposición 3.1.2. Sea f : Rn ↓ R diferenciable y convexa con x
↑ mı́nimo local,

entonces: ≃f(x↑) = 0 si, y solo si, x↑ es mı́nimo global.

Prueba. (↖) La prueba consiste en encontrar dos vectores opuestos para los que la
derivada direccional en el punto x

↑ en cada una de esas dos direcciones da cero.

Sea v ⇒ Rn cualquiera. Por un lado como x
↑ es mı́nimo local (porque es global), existe

ε > 0 tal que ⇑x ⇒ B(x↑, ε) se tiene f(x) ↗ f(x↑).
Entonces si tomamos un real h ↓ 0, de forma tal que x

↑ + hv ⇒ B(x↑, ε), se va a tener
f(x↑ + hv) ↗ f(x↑), entonces:

lim
h↔0+

f(x↑ + hv)↑ f(x↑)

h
↗ 0 ⇔ ϑf(x↑)

ϑv
↗ 0 ⇔ ↘≃f(x↑), v⇐ ↗ 0,

donde en la última igualdad se usa que f es diferenciable, por lo tanto la derivada di-
reccional con respecto v es el producto interno con el gradiente en el punto x

↑. Del
mismo modo, razonando igual pero sustituyendo v por ↑v se obtiene ↘≃f(x↑), v⇐ ⇓ 0.
Cumplir ambas desigualdades a la vez implica que el producto interno es cero, es decir,
↘≃f(x↑), v⇐ = 0, y esto para todo v ⇒ Rn, pues hab́ıamos tomado v arbitrario.

El único vector con producto interno nulo con cualquier otro es el vector nulo, por
lo tanto ≃f(x↑) = 0.

(⇔) Suponemos ahora que ≃f(x↑) = 0, queremos ver que x
↑ es mı́nimo global. Como

f es diferenciable y convexa, vale el Lema 3.1.1 tomando x = x
↑, obteniendo:

⇑z ⇒ Rn
, f(z) ↗ f(x↑) + ↘≃f(x↑), z ↑ x

↑⇐ .
Ahora, por hipótesis ≃f(x↑) = 0, entonces ⇑z ⇒ Rn

, f(z) ↗ f(x↑), es decir x↑ es mı́nimo
global. ↭
Si el gradiente de f se conoce y se puede resolver la ecuación ≃f(x) = 0, entonces, v́ıa la
proposición anterior, basta con evaluar f en los puntos del conjunto solución y quedarse
con el mı́nimo, esto si f es convexa. En el caso no convexo, el mı́nimo absoluto de f

podemos encontrarlo primero calculando los puntos cŕıticos, descartando los que no sean
mı́nimos relativos (para esto necesitamos poder calcular ≃2

f(x) y sus valores propios en
cada punto cŕıtico x) y hallando el mı́nimo dentro de ese conjunto restante.

En otro contexto más general, donde no se pueda (o sea muy costoso) calcular ≃f , igual
se puede utilizar la información brindada puntualmente por el gradiente para guiarnos
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al mı́nimo y resolver el problema de forma numérica. En esta idea se basan los métodos
descritos en la siguiente sección.

3.2. Métodos de gradiente

Una regla intuitiva para encontrar el mı́nimo de una función de manera numérica es
iterativa y consiste en empezar en un punto inicial y, en cada paso, moverse en una
dirección que haga disminuir el valor de la función. Formalmente, definimos una sucesión
de puntos {xk}k↓N de forma tal que

(5) xk+1 = xk + ωkdk,

donde ωk ⇒ R es el paso y dk ⇒ Rn es la dirección de búsqueda.

Definición 3.2.1. Dado dk tal que ↘≃f(xk), dk⇐ < 0, ⇑k ⇒ N, decimos que el método
definido por la ecuación (5) es un método de gradiente y que dk es una dirección de
descenso.

El nombre se debe a que en ese caso existe ε > 0 tal que f(xk+ωdk) < f(xk), ⇑ω ⇒ (0, ε).
El pseudocódigo general para un método de gradiente es el siguiente:

Result: Sucesión xk

Inicializar en x0

Repetir:
Elegir dirección dk

Elegir paso ωk

Asignar xk+1 = xk + ωkdk

Hasta que se cumpla un criterio de parada
return xk

Algoritmo 1: Pseudocódigo para un método de gradiente.

Elección de la dirección dk

Nos restringimos a elegir direcciones dk = ↑Dk≃f(xk), dondeDk es una matriz simétrica
definida positiva, de este modo:

≃f(xk)
T
Dk≃f(xk) > 0 ↙ ≃f(xk)

T (↑Dk≃f(xk)) < 0 ↙ ≃f(xk)
T
dk < 0.

Aśı, definir la matriz Dk nos define automáticamente una dirección de descenso. Dentro
de esta familia de direcciones, tomar Dk = I da lugar al método de gradiente más simple
definido a partir de la ecuación (5) como xk+1 = xk↑ωk≃f(xk), alĺı ωk es una sucesión,
cuyas alternativas para definirla veremos más adelante. Este método para definir las
iteradas lo llamaremos descenso por gradiente a secas, pero también se le conoce como
steepest descent.

Para lo anterior solo se requiere información de primer orden, lo cual es atractivo en
contextos donde seguir derivando para obtener información de mayor orden es costoso,
por ejemplo, en aprendizaje profundo.
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Mal condicionamiento
Recordemos que si f ⇒ C

2 la matriz Hessiana H(ϖ) en un punto ϖ del dominio está
formada por las derivadas segundas de la f :

H(ϖ) =

(
ϑ
2
f

ϑϖi ϑϖj

)

i,j

.

El número de condición de la matriz H(ϖ) tiene que ver con la curvatura de la función
en el punto ϖ y se define como:

ϱ(H(ϖ)) =
ςmax

ςmin
,

donde ςmax y ςmin son el valor propio máximo y mı́nimo de H(ϖ), respectivamente.
Siempre ςmax ↗ ςmin, por lo que ϱ(H(ϖ)) ↗ 1, si es mucho mayor que 1, decimos que la
matriz H(ϖ) está mal condicionada.

Si durante la ejecución del algoritmo de descenso por gradiente, nos topamos con una
región del dominio de la función donde la matriz Hessiana está mal condicionada, el
algoritmo es menos eficiente, puede tomar una mayor cantidad de pasos en terminar que
si fuera la matriz no estuviera mal condicionada (ver Figura 1).

Una modificación conocida al descenso por gradiente usual, que intenta aplacar el prob-
lema del mal condicionamiento, es el método de Newton, que consiste en tomar Dk =
(≃2

f(xk))→1 en la ecuación (5). Este método converge rápidamente (cerca del punto
cŕıtico), pero se paga el costo computacional de calcular la Hessiana y su inversa. Ahora
vemos cómo este método ayuda a contrarrestar ese efecto que causa la curvatura de la
función a través de un ejemplo.

Ejemplo 3.2.1. Método de Newton aplicado en una forma cuadrática.
Consideramos una función cuadrática ‘estirada’ en un eje, definida por f(x, y) = a

2
x
2 +

b
2
y
2 con a ∝ b > 0. Entonces la matriz Hessiana en un punto (x, y) cualquiera es la

matriz constante:

H =

[
a 0
0 b

]
= ≃f(x, y).

La función crece mucho más en la dirección del eje x que en la del eje y, y las curvas
de nivel son elipses. Esto es un problema para el algoritmo de descenso por gradiente
porque desv́ıa al vector ↑≃f(x, y) del mı́nimo, que es el (0, 0). El número de condición
ϱ(H) = a

b ∝ 1 captura esta situación.

Al multiplicar al gradiente por H(x, y)→1, corregimos por la curvatura de la función
f . En al Figura 1 ilustramos cómo puede dar lugar a un camino más directo al mı́nimo.

En contrapartida, si consideramos a g(x, y) = x
2 + y

2, entonces las curvas de nivel son
circunferencias y en todo punto el vector ↑≃g(x, y) apunta al mı́nimo global, entonces
vamos a arribar al mı́nimo mucho más rápido. Incluso, si usamos el paso adecuado (ver
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método de line search más abajo), encontramos el mı́nimo en un paso. En el caso de g,
el número de condición de ≃2

g(x, y) es exactamente 1 en todo punto.

Trayectoria de los puntos {xk} usando
el descenso por gradiente

Trayectoria de los puntos {xk} usando
el método de Newton

Figura 1. Curvas de nivel de la función f(x, y) = ax
2 + by

2 con a ∝ b.
La matriz ≃2

f(x, y) está mal condicionada.

Elección del paso ωk

Una vez definida la dirección de descenso, existen diferentes alternativas para elegir el
paso. A continuación describimos algunas de ellas:

1. Line search:
Consiste en resolver el problema de optimización unidimensional minω>0 f(xk + ωdk),
es decir, encontrar el paso que minimiza la función en la semirrecta que parte de xk en
la dirección dk. Esto se puede hacer anaĺıticamente cuando es posible o con un método
numérico aplicado a R.

2. Limited line search:
Es igual al line search, pero acotamos el espacio de búsqueda del ω a un intervalo [0, s],
donde s ⇒ R es un parámetro a definir.

3. Regla de Armijo:
Las dos propuestas anteriores implican resolver un problema de optimización unidi-
mensional en cada paso del método, lo cual puede resultar en un costo computacional
acumulado muy alto. La regla de Armijo es una alternativa en la que también se busca
un paso dentro de la dirección dk, pero no necesariamente el óptimo, sino que se hace
a base de ensayo y error. La forma más simple de hacer esto es empezar probando con
cierto valor de ω y evaluar si se cumple que f(xk + ωdk) < f(xk), en caso contrario
reducir el ω multiplicando por algún factor menor a 1. Este método es natural, pero no
siempre se puede encontrar tal ω (ver Figura 1.2.6 en [8]).

La regla de Armijo funciona bajo ese principio, pero se pide una condición particu-
lar que en definitiva se traduce en que el decrecimiento en cada paso sea sustancial; se
definen s,φ, ϖ ⇒ R con φ, s > 0, ϖ < 1 y se toma como paso ω = φ

m
s, donde m ⇒ N es

el menor natural que cumple:

(6) f(xk)↑ f(xk + φ
m
sdk) ↗ ↑ϖφ

m
s≃f(xk)

T
dk.
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Notar que la cantidad en la parte derecha de la desigualdad es positiva si la dirección
dk es de descenso. De (6) se desprende que siguiendo la regla de Armijo obtenemos un
método de descenso (el valor funcional disminuye en cada paso), veremos más adelante
además que en caso de que el algoritmo converja, lo hace a un punto cŕıtico.

4. Paso fijo:
Este es el método más simple de todos, donde sencillamente se elige ωk = ω para todo
k ⇒ N, donde ω es un valor fijo. El algoritmo producido de esta manera no necesaria-
mente es de descenso.
5. Paso decreciente:
Aqúı se pide que ωk ↓ 0. El método no es necesariamente de descenso, además, tiene
el peligro de estancarse rápidamente si el paso se hace muy pequeño. Para impedir esto
último, se impone que

∑↗
k=0

ωk = ′, es decir, pedimos que el paso disminuya pero a
una tasa lenta, de manera que su serie diverja.

Condición de parada
Los algoritmos iterativos no tienen por qué alcanzar exactamente el mı́nimo. Hay dis-
tintos criterios para definir que ya alcanzamos un punto lo suficientemente bueno. Pre-
sentamos los mas usuales:

1. Criterio de tolerancia en el gradiente: ∞≃f(xk)∞ ⇓ ↼.
2. Criterio de tolerancia en el valor funcional: |f(xk)↑ f(xk→1)| ⇓ ↼.
3. Criterio de tolerancia en los puntos: ∞xk ↑ xk→1∞ ⇓ ↼.

3.2.1. Resultados de convergencia.
En esta sección estudiamos condiciones para que un método de gradiente converja a un
punto cŕıtico. Los resultados y definiciones se encuentran en [8]. Empezamos dando
una definición técnica de una propiedad que debe cumplir la dirección dk en algunos
teoremas que veremos:

Definición 3.2.2. Decimos que la sucesión de direcciones {dk} es relacionada por gra-
diente a {xk} si para toda subsucesión {xk}k↓I que converge a un punto no cŕıtico, se
tiene que la subsucesión de direcciones {dk}k↓I correspondiente tiene norma acotada y
además satisface que:

(7) lim sup
k↔↗,k↓I

↘≃f(xk), dk⇐ < 0.

El siguiente es un resultado sobre la convergencia de una sucesión generada según la
regla de Armijo.

Teorema 3.2.1. Sea f : Rn ↓ R diferenciable, {xk} una sucesión generada por un
método de gradiente xk+1 = xk + ωkdk, donde {dk} es relacionada por gradiente a {xk}
y ωk está dado por la regla de Armijo. Entonces todo punto de aglomeración de {xk} es
un punto cŕıtico de f .

Prueba. Supongamos que x
↑ es un punto de aglomeración de {xk}, es decir que

existe una subsucesión {xk}k↓I tal que limk↔↗,k↓I xk = x
↑, queremos ver que x

↑ es
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punto cŕıtico. Supongamos que no lo es, o sea ≃f(x↑) ∈= 0.
Por continuidad de la f tenemos que f(x↑) = limk↔↗,k↓I f(xk), por lo tanto:

lim
k↔↗,k↓I

f(xk)↑ f(xk + ωkdk) = 0.

Ahora, por regla de Armijo existen φ,↽, s con φ, s > 0, ϖ < 1 tales que ωk = φ
mks,

siendo mk el menor natural tal que

f(xk)↑ f(xk + φ
mksdk) ↗ ↑↽φ

mks≃f(xk)
T
dk.

Entonces también ωk≃f(xk)Tdk ↓ 0 y como el producto interno es acotado, ya que
dk está acotado por ser relacionada por gradiente con {xk}, tenemos ωk ↓ 0 si k ⇒ I.
Notemos que para cada k, por definición del mk, se tiene:

(8)
f(xk)↑ f(xk + φ

mk→1
sdk) < ↑↽φ

mk→1
s≃f(xk)

T
dk

↙ f(xk)↑ f(xk +
ωk

φ
dk) < ↑↽

ωk

φ
≃f(xk)

T
dk,

lo anterior vale para todo k, en particular para todo k ⇒ I. El resto de la prueba consiste
en verificar la dirección p tal que ≃f(xk)T p > 0, para arribar a una contradicción.
Empezamos definiendo

pk =
dk

∞dk∞
, ωk = ωk

∞dk∞
φ

,

de donde:

dk = ∞dk∞ pk, ωk = ωk
φ

∞dk∞
.

Sustituyendo en (8) nos queda:

f(xk)↑ f(xk + ωkpk) < ↑↽ωk≃f(xk)
T
pk.

Por lo tanto

(9)
f(xk)↑ f(xk + ωkpk)

ωk
< ↑↽≃f(xk)

T
pk.

El término de la izquierda es un cociente incremental y se relaciona directamente con
≃f . Consideramos la función g : [0, 1] ↓ R dada por g(t) = f(xk + tpk), por el teorema
del valor medio, existe ω̂k ⇒ [0,ωk] tal que:

f(xk + ωkpk)↑ f(xk) = g
↘(ω̂k)ωk.

Por regla de la cadena es g
↘(ω̂k) = ≃f(xk + ω̂kpk)T pk, si además multiplicamos ambos

lados de la igualdad por ↑1 obtenemos:

f(xk)↑ f(xk + ωkpk) = ↑≃f(xk + ω̂kpk)
T
pkωk.

Sustituyendo en (9) nos queda:

(10) ↑≃f(xk + ω̂kpk)
T
pk < ↑↽≃f(xk)

T
pk.

Por otro lado, como ∞pk∞ = 1, tenemos que {pk}k↓I es acotada por lo tanto tiene una
subsucesión convergente, es decir: existe J ∋ I ∋ N tal que {pk} ↓ pk.
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A su vez, puesto que ∞dk∞ es acotado y φ < 1, vale el siguiente ĺımite:

ωk = ωk
∞dk∞
φ

= φ
mk→1 ∞dk∞ ↓k↓I 0.

Como ω̂k ⇒ [0,ωk] tenemos que ω̂k ↓ 0 si k ⇒ I. Entonces ω̂k ↓ 0 si k ⇒ J .
Tomando ĺımite en (10) con k ⇒ J , utilizando que tanto f como el gradiente y el producto
interno son funciones continuas, obtenemos:

(11) ↑≃f(x)T p < ↑↽≃f(x)T p ↙ 0 < (1↑ ↽)≃f(x)T ↙ ≃f(x)T p > 0.

En la última implicancia utilizamos que ↽ < 1. Ahora, por otro lado, por definición de
pk tenemos

≃f(xk)
T
pk =

≃f(xk)Tdk
∞dk∞

.

Si tomamos ĺımite en la expresión anterior, llegamos a una contradicción usando que dk

está relacionada por gradiente con xk:

≃f(x)T p = lim≃f(xk)
T
pk

= lim
≃f(xk)Tdk

∞dk∞

⇓ lim sup
≃f(xk)Tdk

∞dk∞

⇓ lim sup≃f(xk)Tdk
lim sup ∞dk∞

< 0.

Esto es absurdo porque contradice (11). El absurdo proviene de suponer que existe un
punto de aglomeración de {xk}, a saber, el x↑, que no es punto cŕıtico. ↭
El resultado anterior se puede extender a los métodos de line search y de limited line
search, y a cualquier regla que defina un paso con una reducción en el valor funcional en
cada iteración menor al que se consigue con la regla de Armijo [8].

A continuación estudiamos el caso del paso fijo, que si bien no es un método de de-
scenso, imponiendo que el gradiente de f sea Lipschitz, junto con otras condiciones,
podemos garantizar convergencia a un punto que cumpla la condición de optimalidad.
Previo a esto necesitamos del siguiente lema:

Lemma 3.2.2. (Descent Lemma) Sea f : Rn ↓ R diferenciable. Sean x, y ⇒ Rn,
L ⇒ R+ tales que

∞≃f(x+ ty)↑≃f(y)∞ ⇓ Lt ∞y∞ , para todo t ⇒ [0, 1].

Entonces se cumple:

f(x+ y) ⇓ f(x) + ↘≃f(x), y⇐+ L

2
∞y∞2 .
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Prueba. Definimos g(t) = f(x+ ty), entonces g↘(t) = ↘y,≃f(x+ ty)⇐. La siguiente
cadena de desigualdades demuestra la tesis:

f(x+ y)↑ f(x) =g(1)↑ g(0) =

∫
1

0

g
↘(t)dt =

∫
1

0

↘y,≃f(x+ ty)⇐ dt

(1)

=

∫
1

0

↘y,≃f(x)⇐ dt+
∫

1

0

↘y,≃f(x+ ty)↑≃f(x)⇐ dt

(2)

⇓
∫

1

0

↘y,≃f(x)⇐ dt+
∫

1

0

| ↘y,≃f(x+ ty)↑≃f(x)⇐ |dt

(3)

⇓ ↘y,≃f(x)⇐+
∫

1

0

∞y∞ ∞≃f(x+ ty)↑≃f(x)∞ dt

(4)

⇓ ↘y,≃f(x)⇐+ ∞y∞
∫

1

0

∞y∞Ltdt

= ↘y,≃f(x)⇐+ L

2
∞y∞2 .

En (1) sumamos y restamos ≃f(x) y utilizamos la linealidad del producto interno y la

integral; en (2) aplicamos que
∫ b
a h(t)dt ⇓ |

∫ b
a h(t)|dt junto con la desigualdad triangular;

en (3) usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz y que
∫
1

0
↘y,≃f(x)⇐ dt = ↘y,≃f(x)⇐ y

en (4) aplicamos la hipótesis. En la última desigualdad calculamos la integral
∫
1

0
tdt =

1

2
. ↭

Ahora śı, el teorema referente al método de paso fijo:

Teorema 3.2.3. Sea {xk} una sucesión generada por un método de gradiente dado por:
xk+1 = xk + ωkdk, con ωk = ω fijo para todo k y dk relacionado por gradiente a xk.
Supongamos también que ≃f es Lipschitz de constante L, además, que para todo k se

cumple que dk ∈= 0 y que existe ↼ tal que ↼ ⇓ ωk ⇓ (2↑ ↼) |≃f(xk)
T dk|

L⇐dk⇐2
.

Entonces se cumple que todo punto de aglomeración de {xk} es un punto cŕıtico de f .

Prueba. Por hipótesis existe L > 0 tal que para todo x, y ⇒ Rn:

∞≃f(x)↑≃f(y)∞ ⇓ L ∞x↑ y∞ .

Si escribimos x = xk + ω
2

kdk y y = xk nos queda, para todo k, que:
∥∥≃f(xk + ω

2

kdk)↑≃f(xk)
∥∥ ⇓ L

∥∥ω2

kdk

∥∥ ⇔ ∞≃f(xk + ωk(ωkdk))↑≃f(xk)∞ ⇓ ωkL ∞ωkdk∞ ,

lo que nos permite usar el descent lemma para x = xk e y = ωkdk, obteniendo:

f(xk + ωkdk) ⇓ f(xk) + ↘≃f(xk),ωkdk⇐+
L

2
∞ωkdk∞2

⇔ f(xk + ωkdk)↑ f(xk) ⇓ ωk(≃f(xk)
T
dk) +

L

2
ω
2

k ∞dk∞
2

⇔ f(xk + ωkdk)↑ f(xk) ⇓ ωk

(
L

2
ωk ∞dk∞2 ↑ |≃f(xk)

T
dk|

)
.
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En la última implicancia usamos que ≃f(xk)Tdk < 0, por lo que es igual al opuesto

de su valor absoluto. Por hipótesis ↼ ⇓ ωk ⇓ (2 ↑ ↼) |≃f(xk)
T dk|

L⇐dk⇐2
, sustituyendo ωk en el

segundo factor del miembro derecho de la desigualadad, obtenemos:

L

2
ωk ∞dk∞2 ↑ |≃f(xk)

T
dk| ⇓

∞dk∞2 L
2

(2↑ ↼)
|≃f(xk)Tdk|

L ∞dk∞2
↑ |≃f(xk)

T
dk|

=
(
1↑ ↼

2

)
|≃f(xk)

T
dk|↑ |≃f(xk)

T
dk|

= ↑ ↼

2
|≃f(xk)

T
dk|.

Por lo tanto:

L

2
ωk ∞dk∞2 ↑ |≃f(xk)

T
dk| ⇓ ↑ ↼

2
|≃f(xk)

T
dk|.

Volviendo a la desigualdad inicial nos queda:

f(xk + ωkdk)↑ f(xk) ⇓ ωk(↑
↼

2
|≃f(xk)

T
dk|)

(⇔)f(xk)↑ f(xk + ωkdk) ↗
↼

2
ωk|≃f(xk)

T
dk|

↗ ↑↼
2

2
|≃f(xk)

T
dk|.

Para la última desigualdad usamos que ωk ↗ ↼. Ahora estamos en condiciones de probar
lo que queremos: partimos de un punto p de aglomeración de {xk}, entonces hay una
subsucesión {xkj} que converge a p y queremos probar que p es punto cŕıtico. Supong-
amos por absurdo que p no lo fuera, como f es continua, también tenemos f(xkj ) ↓ f(p),
entonces

f(xkj )↑ f(xkj + ωkjdkj ) ↓ f(p)↑ f(p) = 0,

y usando la desigualdad que probamos antes, junto con la continuidad del gradiente se
tiene que:

↼
2

2
|≃f(xkj )

T
dkj | ↓ 0 ⇔ |≃f(xkj )

T
dkj | ↓ 0.

Esto último no puede ser, ya que lim sup≃f(xkj )
T
dkj < 0, por ser dk relacionado por

gradiente, que vale porque supusimos por absurdo que p no es punto cŕıtico.

Entonces p es un punto cŕıtico de f . Elegimos p arbitrario, aśı que probamos que
todo punto de aglomeración de {xk} es un punto cŕıtico de f . ↭

También existe un resultado del mismo tipo para el caso del paso decreciente, que utiliza
técnicas parecidas a las de los teoremas anteriores. El lector interesado puede ver el
enunciado y su prueba en el Apéndice A.
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3.3. Descenso por gradiente estocástico

El descenso por gradiente estocástico (SGD, por sus siglas en inglés) es una variante
de descenso por gradiente que cobra relevancia cuando no tenemos acceso al gradiente
exacto de la función a optimizar, o no es eficiente calcularlo, y en su lugar decidimos
estimarlo. Este algoritmo y sus variantes son muy utilizadas en en toda el área del apren-
dizaje automático. La referencia principal para esta sección es el libro ‘Optimization for
Modern Data Analysis’ [21], Caṕıtulos 2, 3 y 5.

3.3.1. Concepto general y ejemplos.
La situación es similar a la que teńıamos cuando empezamos a hablar de optimización,
se tiene una función diferenciable f : Rn ↓ R que queremos minimizar. La diferencia es
que en lugar del valor exacto de ≃f(x), tenemos un valor estimado g(x, ⇀) ⇒ R, donde
⇀ es una variable aleatoria de distribución P que toma valores en cierto espacio !, por
ejemplo, ! = I △ N, que podŕıan ser ı́ndices de un conjunto indexado de datos de en-
trenamiento en un problema de aprendizaje automático.

Lo que se exige es que g(x, ⇀) sea un estimador insesgado de ≃f(x), es decir, que

(12) E[g(x, ⇀)] = ≃f(x).

El método de SGD es igual al de descenso por gradiente clásico, pero sustituyendo el
gradiente por el estimador. La regla de actualización queda:

(13) xk+1 = xk ↑ ωkg(xk, ⇀k).

Ejemplo 3.3.1. Gradiente con ruido
Un caso simple de SGD se da cuando el estimador g(x, ⇀) es el valor real del gradiente
más un ruido:

(14) g(x, ⇀) = ≃f(x) + ⇀,

donde ⇀ es una variable aleatoria conocida, por ejemplo una normal. Cumplir con la
condición (12) implica que E(⇀) = 0

El siguiente ejemplo es la base para el uso del SGD en el aprendizaje automático.

Ejemplo 3.3.2. Método de gradiente incremental
Sea f una suma finita de la forma

(15) f(x) =
1

n

n∑

i=1

fi(x).

Entonces, por linealidad del gradiente se tiene

(16) ≃f(x) =
1

n

n∑

i=1

≃fi(x).

Como se ve, calcular ≃f implica el cálculo de n gradientes ≃fi. Esto puede ser costoso
si n es grande. En su lugar, el método de gradiente incremental es un método iterativo
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que propone, en cada paso k, seleccionar un ı́ndice ik al azar, de acuerdo a una variable
aleatoria ⇀k, y usar solo la información del ı́ndice i en la regla de actualización:

(17) xk+1 = xk ↑ ωk≃fik(xk).

Aqúı entonces ⇀k toma valores en el espacio ! = {1, . . . , n} y g(x, ⇀) = ≃fε(x) = ≃fik(x).
La distribución es en principio la uniforme, o sea P (⇀k = i) = P (i) = 1

n para todo
i ⇒ {1, . . . , n}. Este estimador cumple con la condición (12), ya que por definición de
esperanza:

(18) Eε(g(x, ⇀)) =
1

n

n∑

i=1

≃fi(x) = ≃f(x).

3.3.1.1. Riesgo emṕırico. Nos desviamos brevemente del SGD en abstracto para
entender por qué el ejemplo anterior engloba a la optimización en la mayoŕıa de los
problemas de aprendizaje automático. En un problema de clasificación o regresión, la
eficacia del modelo se mide calculando el error esperado sobre un conjunto de datos,
donde ese error se calcula con una función de costo L(u, v).

Si p(x, y) es la distribución que genera los datos y m(x) la salida generada por el modelo
para un dato x, el error esperado es:

(19) R[m] = Ep[L(m(x), y)].

El objetivo es minimizar este error. En el caso donde m depende de ciertos parámetros ϖ,
el problema de optimización es encontrar ϖ↑ = argminϑ R[m(ϖ)]. Encontrar este mı́nimo
puede ser muy costoso, además, depende de conocer la distribución p(x, y), lo que en la
práctica no se conoce. Lo que se hace es tomar una muestra de datos {(xi, yi)}ni=1

que
sea i.i.d. con la que se calcula el riesgo emṕırico:

(20) Remp[m] =
1

n

n∑

i=1

L(m(xi), yi).

Cambiamos el objetivo inicial de minimizar R[m] por minimizar Remp[m]. Si la muestra
es representativa del problema a resolver, minimizar Remp[m] se acerca a minimizar
R[m]. La ecuación (20) se puede formular como una instancia de gradiente incremental,
con fi(x) = L(m(xi), yi).

3.3.2. Convergencia del SGD.
Supongamos que tenemos la función f : Rn ↓ R diferenciable que se minimiza en un
x
↑, que no conocemos y queremos aplicar el algoritmo de SGD para hallarlo. Hay tres

hipótesis importantes necesarias para la convergencia del algoritmo a ese mı́nimo:

H1: E[g(x, ⇀)] = ≃f(x).
H2: Existen L,B ↗ 0 t.q. para x ⇒ Rn se cumple

E[∞g(x, ⇀)∞2] ⇓ L ∞x↑ x
↑∞2 +B

2
.

H3: La sucesión de v.a {⇀k} es independiente e idénticamente distribuida.
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H1 es la condición (12) que ya exiǵıamos al principio y H3 en el contexto del apren-
dizaje automático es que la muestra de datos sea tomada de manera i.i.d. El análisis
sustancial radica en entender cuándo se cumple H2, que es una cota para el valor esper-
ado para el estimador del gradiente, en función de los valores L y B y de la distancia al
mı́nimo. A continuación, vemos dos ejemplos importantes donde las hipótesis se cumplen
y determinamos qué valores toman L y B en cada caso.

Ejemplo 3.3.3. Clasificación binaria con regresión loǵıstica
Consideramos un problema de clasificación binaria en el que cada observación i está
compuesta por un predictor xi (vector) y la variable de respuesta yi ⇒ {0, 1}.
Para este ejemplo usamos la regresión loǵıstica, que introduciremos en detalle en el
Caṕıtulo 4, primera sección. Consideramos una muestra {(xi, yi)}i=1,...,n, la función a
minimizar es la entroṕıa cruzada, cuya formula derivamos de diferentes maneras en la
Sección 4.1.1 y es:

(21) f(w) =
1

n

n∑

i=1

↑yi log ↽(w
T
xi)↑ (1↑ yi) log(1↑ ↽(wT

xi)).

El vector w ⇒ Rn representa a los parámetros de la regresión loǵıstica, donde, para
simplificar, no estamos considerando el término b de sesgo. Lo anterior se puede formular
como un caso de gradiente incremental con fi(w) = ↑yi log ↽(wT

xi) ↑ (1 ↑ yi) log(1 ↑
↽(wT

xi)), pensando nuevamente que hay una sucesión de v.a. ⇀k subyacente que toma
valores en los ı́ndices {1, . . . , n} de manera independiente con una distribución uniforme
(se cumple H3) y el estimador del gradiente es g(w, ⇀k) = ≃fik .
Escribimos xi = (x1i , . . . , x

p
i ). Queremos calcular el gradiente de cada fi, ahora, en la

Sección 4.1.2 vemos que las derivadas direccionales de las fi son de la forma:

(22)
ϑfi

ϑwj
(w) = (↽(wT

x)↑ yi)x
j
i .

Esta es una derivada direccional, solo una entrada del vector gradiente. Calculando cada
entrada nos queda ≃fi(w) = ((↽(wT

x)↑yi)x
j
i )j=1,...,p. Para estimar ≃f según el método

de gradiente incremental, utilizamos la v.a. ⇀ para sortear un ı́ndice i de manera que el
gradiente estocástico g queda definido como:

g(w, i) = ≃fi(w) = ((↽(wT
xi)↑ yi)x

j
i )j=1,...,p.

Se cumple H1, porque E[g(w, ⇀)] = ≃f(w). Nos queda la hipótesis H2, empecemos por
calcular la esperanza de ∞g(w, ⇀)∞2, se tiene:

∞g(w, i)∞2 =
p∑

i=1

(↽(wT
xi)↑ yi)

2(xji )
2
<

p∑

i=1

(xji )
2 = ∞xi∞2 .

Donde usamos que (↽(wT
xi) ↑ yi)2 < 1 para todo i, esto porque ↽ : R ↓ (0, 1) e

yi ⇒ {0, 1}. Entonces, si M = argmaxi ∞g(w, i)∞
2, usando la desigualdad anterior, la

esperanza E[∞g(w, i)∞2] tiene que ser menor a ∞xM∞2:
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E[∞g(w, i)∞2] = 1

n

n∑

i=1

∞g(w, i)∞2 ⇓ max
i

∞g(w, i)∞2 < ∞xM∞2 .

Por lo que se cumple H2 para B = ∞xM∞ y L = 0.

El ejemplo anterior es un caso particular de gradiente incremental usando la regresión
loǵıstica, veamos ahora el caso general.

Ejemplo 3.3.4. Caso general de gradiente incremental
Sea f(x) =

∑n
i=1

fi(x) donde además las fi cumplen que ≃fi son Lipschitz de constante
Li. Como antes, ⇀ es una v.a. aleatoria que toma valores en {1, . . . , n} y el estimador
de ≃f(x) es g(x, ⇀) = ≃fε(x). Las hipótesis H1 y H3 se cumplen por ser este un caso
de gradiente incremental, nos enfocamos en H2.

Definimos (x↑)i como un punto cŕıtico para fi, o sea son puntos tales que ≃fi((x↑)i) = 0.
Dado x, usando la condición de Lipschitz de ≃fi para x y (x↑)i se tiene:

∞≃fi(x)∞ ⇓ Li

∥∥x↑ (x↑)i
∥∥ .

Usando esto junto con la definición de g(x, ⇀) obtenemos:

(23) E
[
∞g(x, ⇀)∞2

]
= E

[
∞≃fi(x)∞2

]
⇓ E

[
L
2

i

∥∥x↑ (x↑)i
∥∥2
]
.

Donde la aleatoreidad viene del sorteo del ı́ndice i dada por la v.a. ⇀. Por otro lado,
usando que dados a, b ⇒ Rn se cumple ∞a+ b∞2 ⇓ 2 ∞a∞2 + 2 ∞b∞2 tenemos que:

(24)
∥∥x↑ (x↑)i

∥∥2 =
∥∥x↑ x

↑ + x
↑ ↑ (x↑)i

∥∥2 ⇓ 2 ∞x↑ x
↑∞2 + 2

∥∥x↑ ↑ (x↑)i
∥∥2 .

Y usando la monotońıa y linealidad de la esperanza obtenemos:

(25)

E[L2

i

∥∥x↑ (x↑)i
∥∥2] ⇓ E[L2

i (2 ∞x↑ x
↑∞2 + 2

∥∥x↑ ↑ (x↑)i
∥∥2)]

= E[2L2

i ∞x↑ x
↑∞2] + E[2L2

i

∥∥x↑ ↑ (x↑)i
∥∥2]

=
2

n

n∑

i=1

L
2

i ∞x↑ x
↑∞2 + 2

n

n∑

i=1

L
2

i

∥∥x↑ ↑ (x↑)i
∥∥2 .

Combinando esto último con la primera ecuación obtenemos:

(26) E[∞g(x, i)∞2] ⇓ (
2

n

n∑

i=1

L
2

i ) ∞x↑ x
↑∞2 + 2

n

n∑

i=1

L
2

i

∥∥x↑ ↑ (x↑)i
∥∥2 .

Entonces definiendo L = 2

n

∑n
i=1

L
2
i y B =

√
2

n

∑n
i=1

L
2

i ∞x↑ ↑ (x↑)i∞2 se tiene

E[∞g(x, i)∞2] ⇓ L ∞x↑ x
↑∞2 +B

2
,

y se cumple H2.



3.3. DESCENSO POR GRADIENTE ESTOCÁSTICO 25

3.3.2.1. Análisis de la convergencia del SGD.
Ya vimos dos ejemplos donde se cumplen las hipótesis H1, H2 y H3. Estas junto con
otras hipótesis servirán para responder dos preguntas de importancia para el uso del
SGD en los ejemplos anteriores, estas son:

• ¿Qué tan cerca del óptimo nos deja el algoritmo?
• ¿Cómo tiene que ser la sucesión de pasos ωk?

Para responderlas, analizamos la distancia entre el punto xk en el paso k del SGD y el
óptimo x

↑. Dado que el algoritmo es aleatorio lo que vamos a medir es una esperanza
para entender qué tan bueno es en promedio. Hay dos formas naturales de hacerlo: medir
el error en el dominio, esto es r = E[∞xk ↑ x

↑∞] o medirlo en los valores funcionales, es
decir r = E[|f(xk) ↑ f(x↑)|]. Vamos a concentrarnos ahora en la primera. Denotamos
ak = E[∞xk ↑ x

↑∞2], que seŕıa el error cuadrático medio en el paso k.

(27)

∞xk+1 ↑ x
↑∞2 = ∞xk ↑ ωkg(xk, ⇀k)↑ x

↑∞2

= ↘xk ↑ ωkg(xk, ⇀k)↑ x
↑
, xk ↑ ωkg(xk, ⇀k)↑ x

↑⇐

= ∞xk ↑ x
↑∞2 ↑ 2ωk ↘xk ↑ x

↑
,ωkg(xk, ⇀k)⇐+ ω

2

k ∞g(xk, ⇀k)∞
2
.

Tomando esperanza de ambos lados, obtenemos una ecuación en recurrencia para ak:

(28) ak+1 = ak ↑ 2ωkE[↘xk ↑ x
↑
, g(xk, ⇀k)⇐] + ω

2

kE[∞g(xk, ⇀k)∞
2].

Ahora operamos un poco más sobre las esperanzas que ah́ı aparecen. En primer lugar,
el valor ↘xk ↑ x

↑
, g(xk, ⇀k)⇐ depende del valor que tome ⇀k y de xk, este a su vez depende

de todas las v.a. anteriores ⇀1, . . . , ⇀k→1, teniendo esto en cuenta, podemos reescribir
la esperanza usando la ley de la esperanza iterada (LEI) que nos dice que dadas dos
v.a. X e Y , se tiene que E[X] = E[E[X|Y ]]). En nuestro caso tenemos X = ⇀k e
Y = (⇀1, . . . , ⇀k→1).

(29)

E[↘xk ↑ x
↑
, g(xk, ⇀k)⇐] = E[Eεk [↘xk ↑ x

↑
, g(xk, ⇀k)⇐ |⇀1, . . . , ⇀k→1]]

= E[↘Eεk [g(xk, ⇀k)|⇀1, . . . , ⇀k→1], xk ↑ x
↑⇐]

= E[↘E[g(xk, ⇀)], xk ↑ x
↑⇐]

= E[↘≃f(xk), xk ↑ x
↑⇐].

Para la primera igualdad usamos la LEI, tomando esperanza solo con respecto a la vari-
able ⇀k condicionada a las v.a. anteriores, en la segunda utilizamos la linealidad de la
esperanza, en la tercera la LEI y por último que g(xk, ⇀) es un estimador insesgado de
≃f(xk).

También podemos usar la esperanza condicional para acotar E[∞g(xk, ⇀k)∞2], que es el
otro término en (28):

E[∞g(xk, ⇀k)∞2] = E[Eεk [∞g(xk, ⇀k)∞
2 |⇀1, . . . , ⇀k→1]] ⇓ E[L2 ∞xk ↑ x

↑∞2 +B
2].

Volviendo a la recurrencia (28) para ak+1, usando los cálculos anteriores nos queda:

ak+1 = ak ↑ 2ωkE[↘≃f(xk), xk ↑ x
↑⇐] + ω

2

kE[L2 ∞xk ↑ x
↑∞2 +B

2].
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Por linealidad de la esperanza, el tercer término nos queda ω
2

kL
2
ak + ω

2

kB
2, entonces la

recurrencia se simplifica a:

(30) ak+1 ⇓ ak ↑ 2ωkE[↘≃f(xk), xk ↑ x
↑⇐] + ω

2

kL
2
ak + ω

2

kB
2
.

Hemos llegado a una expresión para ver cómo se reduce el error esperado en cada paso,
con respecto al error anterior. Discutiendo según L y B damos con distintos resultados.

Caso L = 0
Asumimos que f es convexa y diferenciable, tal como sucede en el ejemplo 3.3.3 de la
regresión loǵıstica,. Como asumimos L = 0, la recurrencia (30) se simplifica a:

(31) ak+1 ⇓ ak ↑ 2ωkE[↘≃f(xk), xk ↑ x
↑⇐] + ω

2

kB
2
.

Defininendo

ςk =
k∑

j=0

ωj , y xk =

∑k
j=0

ωjxj
∑k

j=0
ωj

= ς
→1

k

k∑

j=0

ωjxj ,

ςk es la suma de los pasos y xk se puede entender como la suma de todas las iteraciones
normalizada por el tamaño total de los pasos. Vamos a estudiar cómo se desv́ıa f(xk)
de f(x↑). Para esto nos interesa tener información de E[f(xk)↑ f(x↑)]. Se cumple que:

(32)

E[f(xk)↑ f(x↑)] = E[f(ς→1

k

k∑

j=0

ωjxj)↑ f(x↑)]

⇓ E[ς→1

k

k∑

j=1

ωjf(xj)↑ f(x↑)]

= ς
→1

k

k∑

j=1

ωjE[f(xj)↑ f(x↑)],

donde en la primera desigualdad utilizamos la convexidad de f , ya que xk es una com-
binación lineal convexa de los xj , es decir, una suma ponderada donde cada uno de los

pesos es ωj

ϖk
, no negativos y suman todos 1, por lo tanto f(

∑k
j=0

ωj

ϖk
xj) ⇓

∑k
j=0

ωj

ϖk
f(xj).

En la última igualdad usamos la linealidad de la esperanza.

Ahora, como f es convexa y diferenciable, se cumple el Lema 3.1.1, de donde se sigue que
⇑x, z ⇒ Rn : f(x) ↑ f(z) ⇓ ↑↘≃f(x), x↑ z⇐. En particular, se cumple f(xj) ↑ f(x↑) ⇓
↑↘≃f(xj), xj ↑ x

↑⇐. Aplicando esto en la desigualdad (32) obtenemos:

(33) ς
→1

k

k∑

j=1

ωjE[f(xj)↑ f(x↑)] ⇓ ↑ς
→1

k

k∑

j=1

ωjE[↘≃f(xj), xj ↑ x
↑⇐].

Entonces, con lo visto hasta ahora sabemos que

(34) E[f(xk)↑ f(x↑)] ⇓ ↑ς
→1

k

k∑

j=1

ωjE[↘≃f(xj), xj ↑ x
↑⇐].
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Lo cual vincula el error E[f(xk)↑ f(x↑)] con una suma en la que aparece el gradiente de
f , igual que en la recurrencia para ak. Trabajamos sobre la expresión (31) para seguir
acotando el error esperado. Para un j ⇒ {1, . . . , k} se cumple:

aj+1 ⇓ aj ↑ 2ωjE[↘≃f(xj), xj ↑ x
↑⇐] + ω

2

jB
2

⇔ aj+1 ↑ aj ↑ ω
2

jB
2 ⇓ ↑2ωjE[↘≃f(xj), xj ↑ x

↑⇐].

Por lo tanto:
1

2
(aj ↑ aj+1) +

1

2
ω
2

jB
2 ↗ ωjE[↘≃f(xj), xj ↑ x

↑⇐].

Si sumamos en j = 1, . . . , k y multiplicamos por ς→1

k , obtenemos:

ς
→1

k

k∑

j=1

ωjE[↘≃f(xj), xj ↑ x
↑⇐] ⇓ ς

→1

k

k∑

j=1

1

2
(aj ↑ aj+1) +

1

2
ω
2

jB
2

= ς
→1

k

1

2
[(

k∑

j=1

aj ↑ aj+1) +B
2

k∑

j=1

ω
2

j ]

= ς
→1

k

1

2
(a1 ↑ ak+1 +B

2

k∑

j=1

ω
2

j ).

Ahora, ak+1 = E[∞xk+1 ↑ x
↑∞2] ↗ 0 y por lo tanto a1 ↑ ak+1 ⇓ a1, entonces:

ς
→1

k

1

2
(a1 ↑ ak+1 +B

2

k∑

j=1

ω
2

j ) ⇓ ς
→1

k

1

2
(a1 +B

2

k∑

j=1

ω
2

j )

=
a1 +B

2
∑k

j=1
ω
2

j

2ςk

=
E[∞x1 ↑ x

↑∞2] +B
2
∑k

j=1
ω
2

j

2ςk
=

D
2
0
+B

2
∑k

j=1
ω
2

j

2
∑k

j=1
ωj

.

Donde denotamos D0 = E[∞x1 ↑ x
↑∞]. Siguiendo la cadena de desigualdades hemos

probado entonces que:

(35) E[f(xk)↑ f(x↑)] ⇓
D

2
0
+B

2
∑k

j=1
ω
2

j

2
∑k

j=1
ωj

.

Teniendo este resultado, es inmediato probar el siguiente

Teorema 3.3.1. Sea f : Rn ↓ R convexa y diferenciable. Supongamos que corremos el
algoritmo de SGD por T iteraciones con paso constante ω > 0, cumpliendo las condi-
ciones H1, H2, H3, y que además L = 0. Definimos:
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ωopt =
D0

B
▽
T
, y ϖ =

ω

ωopt
.

Entonces se cumple la siguiente cota:

(36) E[f(xT )↑ f(x↑)] ⇓
(
1

2
ϖ +

1

2
ϖ
→1

)
BE[∞x1 ↑ x

↑∞]▽
T

.

Prueba. Tenemos ωopt =
D0

B
⇒
T

y ϖ = ω
ωopt

= ωB
⇒
T

D0
. De la definición de ϖ también

tenemos que ω = ϖωopt. Sustituyendo en la ecuación (35) obtenemos:

E[f(xT )↑ f(x↑)] ⇓
D

2
0
+B

2
∑k

j=1
ω
2
j

2
∑k

j=1
ωj

=
D

2
0
+B

2
T (ϖωopt)2

2Tϖωopt

=
D

2
0

2Tϖωopt
+

1

2
B

2
ϖωopt

sust. ωopt
=

D
2
0

2Tϖ

B
▽
T

D0

+
B

2
ϖ

2

D0

B
▽
T

=
D0B

2
▽
Tϖ

+
BϖD0

2
▽
T

=

(
1

2
ϖ
→1 +

1

2
ϖ

)
D0B▽

T
.

↭

Si bien el resultado refiere al promedio xT , al ser un resultado aśıntotico, se puede ex-
tender a f(xT ). Dando lugar a una cota para E[f(xT )↑ f(x↑)]. No presentaremos este
desarrollo aqúı.

Esta condición nos dice qué tan grande puede ser el error esperado en función del ω,
de la distancia inicial promedio al óptimo, y de la cantidad de pasos T . La cota es
más pequeña cuando ϖ = 1, es decir, cuando ω = ωopt, por eso lo denominamos como
óptimo. A su vez, aumentar la cantidad de pasos T disminuye la cota, pero el retorno
no es lineal, si aumentamos 100 veces la cantidad de pasos, a lo sumo disminuimos el
error esperado en 10 veces. La entroṕıa cruzada como función de coste para el modelo
de regresión loǵıstica cumple las hipótesis H1, H2 y H3, como vimos en el ejemplo 3.3.3
y además es convexa (ver subsección en el caṕıtulo siguiente 4.1.2) y diferenciable, por
lo que se encuentra en las hipótesis del teorema anterior n y obtenemos una cota para
el error esperado al ejecutar el algoritmo del SGD.

Caso general
Aqúı, en principio, solo pedimos que B,L > 0. Además pedimos que f sea fuertemente
convexa y diferenciable. La definición de convexidad fuerte nos dice que existe m > 0
tal que, para todo x, y:
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f(y) ↗ f(x) + ↘≃f(x), y ↑ x⇐+ m

2
∞y ↑ x∞2 .

Esto, a su vez, implica que

↘≃f(xk), xk ↑ x
↑⇐ ↗ m ∞xk ↑ x

↑∞2 , ⇑k.
Si combinamos esto con la condición (30) obtenemos:

(37) ak+1 ⇓ ak ↑ 2ωkmE[∞xk ↑ x
↑∞2] + ω

2

kL
2
ak + ω

2

kB
2
.

En lo que sigue, nos centramos en el caso de ω fijo, por lo que podemos escribir ωk ̸ ω.
Siguiendo con la deducción, sacamos ak = E[∞xk ↑ x

↑∞2] de factor común y obtenemos:

(38) ak+1 ⇓ (1↑ 2mω+ ω
2
L
2)ak + ω

2
B

2
.

La ecuación anterior podemos escribirla como ak ⇓ Aak→1 +D, siendo

A = 1↑ 2mω+ ω
2
L
2 y D = ω

2
B

2
.

Si desarrollamos la recurrencia, obtenemos que ak ⇓ A
k
a0+D

∑k→1

i=0
A

i. Ahora, la suma∑k→1

i=0
A

i es igual a Ak→1

A→1
, entonces:

(39) ak ⇓ A
k
a0 +D

A
k ↑ 1

A↑ 1
.

Nos gustaŕıa que, a medida que el número k de iteraciones crezca, la cantidad A
k tienda

a 0, para que la cota sea lo más pequeña posible. Para esto, vamos a imponer como
condición adicional que 0 < A < 1. Esto implica que

0 < 1↑ 2mω+ ω
2
L
2
< 1.

La desigualdad derecha implica que

ω(ωL2 ↑ 2m) < 0,

y como ω, L > 0, esto, a su vez, implica:

(40) ω <
2m

L2
.

Esta es la condición que tiene que cumplir ω. Por otro lado, la desigualdad izquierda
implica que el polinomio p(ω) = ω

2
L
2↑ω2m+1 sea positivo. Esto es, que el discriminante

sea positivo (de esta manera, no tiene ráıces reales):

4m2 ↑ 4L2
< 0.

Como m,L > 0, esto implica que
m < L.

En resumen, si L es mayor a la constante m de convexidad fuerte de f y ω cumple que
ω <

2m
L2 , entonces 0 < A < 1 y, por lo tanto, Ak ↓ 0.

Retomando la ecuación (39), asumiendo que se cumplen las condiciones para que Ak ↓ 0,
se tiene que mientras más iteremos, menor será el error esperado ak = E[∞xk ↑ x

↑∞2]. Si
k es lo suficientemente grande, la cota es equivalente a:
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(41) ak ⇓ ↑ D

A↑ 1
=

ω
2
B

2

2mω↑ ω2L2
.

Resumimos este desarrollo en el siguiente teorema:

Teorema 3.3.2. Sea f : Rn ↓ R diferenciable con mı́nimo global en x
↑ ⇒ Rn y que

cumple las condiciones H1, H2 (con L,B cualquiera) y H3. Además f es fuertemente
convexa con constante de convexidad m. Supongamos que corremos el algoritmo de SGD
por T iteraciones con paso ω > 0 fijo, entonces tenemos la siguiente cota para el error
esperado aT = E[∞xT ↑ x

↑∞]:

(42) aT ⇓ ω
2
B

2

2mω↑ ω2L2
.

Aśı que a lo sumo podemos decir que teóricamente el error cae dentro de una bola cen-
trada en el óptimo, pero puede que oscile dentro de ella sin acercarse nunca a él. Notar
que el error en el teorema anterior está dado en el domino, habla de cuanto dista xT del
óptimo x

↑, mientras que el Teorema 3.3.1 se refiere a un error en los valores funcionales.

Según lo que vimos en el ejemplo 3.3.4, un riesgo emṕırico donde cada uno de los
sumandos fi tenga gradiente ≃fi Lipschitz cumple las condiciones H1, H2 y H3, aśı
que si además es fuertemente convexo (ya suponemos diferenciable), entonces podemos
aplicar el teorema anterior y conseguir una cota para el error en el resultado del SGD.

3.4. La teoŕıa en práctica

Es importante conocer los teoremas para asegurarse de no estar utilizando un algoritmo
inadecuado, para entender qué probar y qué no probar. Las libreŕıas de aprendizaje de
datos en Python, por ejemplo, suelen tener valores por defecto para los hiperparámetros
del SGD, pero cuando estos fallan hay que conocer la teoŕıa para saber en qué parte del
espacio de hiperparámetros es razonable experimentar.

Aunque vale la pena mencionar que, en la experiencia de quién escribe, no es estric-
tamente necesario verificar que se cumplen las condiciones de los teoremas que vimos
para realizar un buen trabajo como cient́ıfico de datos. En muchos casos, el desempeño
final del modelo está más influenciado por la calidad de los datos de entrenamiento que
por la elección del paso óptimo exacto.

Por otro lado, los teoremas no siempre aplican: tanto el Teorema 3.3.1 como 3.3.2
requieren condiciones de convexidad para aplicarlos. Sin embargo, cabe mencionar que
existen otros teoremas de convergencia local del SGD que no exigen convexidad (ver
resultados relacionados con las condiciones de Robbins-Monro [1]).

En el caṕıtulo siguiente estudiaremos la regresión loǵıstica y veremos que la función
de costo de ‘entroṕıa cruzada’ que ya mencionamos en el Ejemplo 3.3.3, es convexa para
este modelo; en este caso, śı podŕıamos aplicar el Teorema 3.3.1. También hablaremos
en detalle de las redes neuronales y veremos que no suelen ser convexas, por lo que no
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aplican los teoremas vistos, y que, más allá de eso, hay varios detalles a tener en cuenta
a la hora de optimizar.





CAPÍTULO 4

Regresión Loǵıstica y Redes Neuronales

En la primera sección de este caṕıtulo hablaremos de la regresión loǵıstica (RL) que es un
modelo estad́ıstico clásico. Daremos su definición, cómo usarla para resolver problemas
de clasificación y de la función de costo que se minimiza en este caso para poder llegar
a los pesos adecuados para resolver el problema.
En la segunda sección hablaremos de redes neuronales feedforward, que son modelos
de aprendizaje profundo. Daremos su definición con cada uno de sus componentes,
comentaremos las dificultades que existen en el proceso de encontrar sus parámetros
óptimos y el algoritmo de backward propagation para calcular gradientes de redes de
manera eficiente. También probaremos el teorema de aproximación universal [6], un
resultado que nos dice, en esencia, que las redes son buenos aproximadores de funciones.
La RL no es un modelo de aprendizaje profundo, pero veremos que se puede escribir
como un caso particular de red neuronal.

4.1. Regresión Loǵıstica

Una regresión es una función l : Rn ↓ R que busca predecir y ⇒ R a partir de valores en
Rn. La regresión loǵıstica es una regresión que compone una transformación af́ın (trans-
formación lineal más traslación) con una función no lineal, que es la función loǵıstica,
también llamada sigmoide.

Definición 4.1.1. (Regresión loǵıstica) si x ⇒ Rn, se define la regresión loǵıstica
l : Rn ↓ (0, 1) tal que:

(43) l(x) = ↽(↘w, x⇐+ b),

donde w ⇒ Rn es un vector de pesos o weights, b ⇒ R es el sesgo o bias y ↽ : R ↓ (0, 1)
es la función sigmoide (ver Figura 1) dada por:

(44) ↽(z) =
1

1 + e→z
.

La RL se puede utilizar para resolver problemas de clasificación, donde l se compone con
una función de umbral o threshold Tω : (0, 1) ↓ {0, 1}, que depende de un parámetro ω

(el umbral), con 0 < ω < 1:

Tω(t) =


1 si t ↗ ω,

0 si t < ω.

Se dice que el modelo predice la clase positiva si Tω(l(x)) = 1 y la negativa en otro caso.

33
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Figura 1. Función sigmoide en [-10, 10]

Observación 4.1.1.
Como ejercicio vamos a formalizar la salida de la RL como una distribución de prob-
abilidad, esto nos será útil luego. Si la clasificación es binaria, con una clase positiva,
A, y una negativa, B, entonces, fijada una observación x, la RL define una probabilidad
decretando que:

P (A|x) := l(x) y P (B|x) = 1↑ l(x).

Como l(x) ⇒ (0, 1) nos queda que P (A|x), P (B|x) ⇒ (0, 1) y además P (A|x)+P (B|x) =
1. Por lo que Px = P (·|x) define una probabilidad sobre el espacio muestral constituido
por las clases del problema (i.e. ” = {A,B}).

Aplicación a PLN
La RL tiene como punto de entrada un vector, entonces para aplicarla al PLN se deben
mapear los textos a vectores. Cada entrada del vector es una caracteŕıstica del texto o
feature.

Las features se pueden definir a mano y en ese caso pueden variar mucho dependiendo
del problema a tratar. Por ejemplo, si el problema es etiquetar textos con emociones
positivas o negativas, podŕıamos tener un diccionario de palabras asociadas a cada clase,
y a cada texto se le asigna un vector en R2, siendo la primera entrada la cantidad de
palabras positivas y la segunda la cantidad de palabras negativas. Para tareas como esta
se pueden usar las expresiones regulares del Caṕıtulo 2.

Otra alternativa para definir las features es usar representation learning, es decir, usar
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algoritmos para calcular las features automáticamente; aprender a mapear textos a vec-
tores. Un algoritmo conocido para esto es Word2Vec. A esos vectores se les llama
embeddings. Profundizaremos en los embeddings en el Caṕıtulo 5.

4.1.1. Función de costo.
La RL definida en (43) tiene como dominio a Rn pero depende de los parámetros w y
b. Se deben ajustar los parámetros a los datos proporcionados en un conjunto de entre-
namiento. Ese ajuste se da minimizando una función de costo o loss, que cuantifica, para
todas las observaciones x, las diferencias entre el valor predicho por el modelo ŷ y el valor
verdadero y. Queremos que esas diferencias sean lo más pequeñas posible. La función
de costo es el riesgo emṕırico Remp[m] que mencionamos en el caṕıtulo de optimización,
en este caso el modelom es la RL. En general vamos a denotar por L a la función de costo.

La primera función de costo que se nos podŕıa ocurrir podŕıa ser el valor absoluto,
o sea Labs(ŷ, y) = |ŷ↑y|. El problema con Labs es que no es diferenciable en todo punto,
propiedad que nos gustaŕıa tener ya que pretendemos obtener los parámetros adecuados
para la RL (el w y el b) optimizando. Por el motivo anterior se suele utilizar el error
cuadrático medio para problemas donde la variable a predecir es real, es decir en una
regresión, y lo que llamaremos ‘entroṕıa cruzada’ si la variable es categórica (en otras
palabras, un conjunto finito), que corresponde se corresponde con un problema de clasi-
ficación. Nos enfocaremos en el caso de clasificación binaria y llegaremos a la fórmula de
la entroṕıa cruzada de distintas maneras, viendo cómo se relaciona con otros conceptos
de matemática presentes en teoŕıa de la información y en estad́ıstica.

Representaremos las clases como 1 (clase positiva) o 0 (clase negativa). Dada una ob-
servación x, buscamos que T (l(x)) = y. Es decir, queremos una RL que retorne una
probabilidad ŷ = p(y|x) que sea cercana a 0 si y = 0 y cercana a 1 si y = 1.

4.1.1.1. Fórmula de la entroṕıa cruzada a partir de variables Bernoulli.
Por la observación 4.1.1, dada una entrada x y su etiqueta y, la función l(x) define una
distribución de probabilidad ŷ := P (y|x). Esta probabilidad se puede modelar con una
v.a. Bernoulli: los resultados pueden ser 1 con probabilidad ŷ o 0 con probabilidad 1↑ ŷ.
La fórmula para la función de probabilidad de una v.a. Z ∼ Ber(p) es:

P (Z = z) = p
z(1↑ p)1→z =


p si z = 1,

1↑ p si z = 0.

En nuestro caso z es la etiqueta verdadera y p es ŷ. Nos queda entonces:

P (y|x) = ŷ
y(1↑ ŷ)1→y =


ŷ si y = 1,

1↑ ŷ si y = 0.

Ahora aplicamos logaritmo a ambos miembros de la igualdad. El logaritmo es conve-
niente, porque al aplicarlo a un producto lo que nos quedará es una suma, más fácil de
derivar, y, por lo tanto, de optimizar. El logartimo también ayuda desde un punto de
vista computacional: al tratar con probabilidades, todas serán menores a 1, si no usamos
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el logaritmo entonces vamos a tener un producto de cantidades menores a 1, que va a
tender a cero, y esto puede terminar en un problema de underflow1.

logP (y|x) = log ŷy(1↑ ŷ)1→y

= log ŷy + log(1↑ ŷ)1→y

= y log ŷ + (1↑ y) log(1↑ ŷ).

Queremos maximizar la probabilidad de obtener la etiqueta real y dado x, o sea, maxi-
mizar P (y|x). Esto equivale a maximizar logP (y|x) que a su vez equivale a minimizar
↑ logP (y|x). La función de costo a minimizar queda entonces:

(45) L(ŷ, y) := ↑ logP (y|x) = ↑y log ŷ ↑ (1↑ y) log(1↑ ŷ).

La fórmula anterior se le llama entroṕıa cruzada o cross entropy. Sustituyendo ŷ = l(x)
según (43) nos queda una función que depende de los los pesos w y b:

(46) L(w, b) = ↑y log ↽(↘w, x⇐+ b)↑ (1↑ y) log(1↑ ↽(↘w, x⇐+ b)).

Minimizar la función anterior con respecto a w y b equivale a encontrar los parámetros
que mejor se ajusten a la distribución Bernoulli con la que modelamos el problema al
principio.

4.1.1.2. Relación con la entroṕıa. La entroṕıa es un concepto que proviene del
mundo de la f́ısica y la qúımica, en particular relacionado con el área de la termodinámica,
que se refiere a cómo la enerǵıa de un sistema interactúa con la enerǵıa de otros sistemas
y con el ambiente. En el dominio de la probabilidad y la teoŕıa de la información, se
define como una cantidad asociada a una distribución de probabilidad.

Intuición
Antes de dar la definición de entroṕıa, trataremos de dar una intuición de dónde viene
la misma, mediante un ejemplo. La idea que tenemos que tener es que queremos dar
una medida de qué tan incierta es una distribución de probabilidad.

Ejemplo 4.1.1.
Supongamos que trabajamos en una estación de monitoreo climático y nuestro trabajo
es enviar un mensaje a la población con el pronóstico del clima para el d́ıa siguiente.

Diremos que nuestro mensaje contiene 1 bit de información si reduce la incertidum-
bre del problema a la mitad. De esta manera, si los pronósticos de clima posibles son
soleado o lluvioso con probabilidades de ocurrir p1 = p2 =

1

2
, entonces dar el pronóstico

reduce la incertidumbre a la mitad, transmite 1 bit de información. Si tuvieramos 8
estados posibles de clima, igualmente probables, dar el pronóstico transmite log2 8 = 2
bits de información, que es log2(

1

pi
), siendo pi la probabilidad del evento i, en este caso

pi = 1/8 para i = 1, . . . , 8. Entonces

1
Problema que surge al tratar de manejar números más pequeños de los que la computadora puede
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log2
1

pi
= ↑ log2 pi

es la información dada al pronosticar el evento i. Ahora, si la p no es uniforme, por
ejemplo, si p1 = 3

4
y p2 = 1

4
en el caso de dos estados, entonces la información de cada

evento es ↑ log2
3

4
= 0.41 y ↑ log2

1

4
= 2 bits, respectivamente. Pronosticar que va a

estar soleado nos da menos información que pronosticar lluvia, tiene sentido, ya que es
un evento más probable. Nuestro mensaje promedio tiene

p1(↑ log2 p1) + p2(↑ log2 p2)

bits de información.

Entroṕıa
El concepto que surge al final del ejemplo anterior de información dada por el evento
promedio se formaliza con la definición de entroṕıa de una distribución.

Definición 4.1.2. Entroṕıa
Sea p una distribución de probabilidad discreta que toma valores con probabilidad pi =
p(i). Se define la entroṕıa H(p) como:

(47) H(p) = ↑
∑

i

pi log(pi).

Es equivalente trabajar con el logaritmo natural que con el logaritmo en base 2, por
la propiedad de cambio de base. Esta definición se corresponde con la intuición de la
entroṕıa como medida de incertidumbre. Si la masa de probabilidad está concentrada en
un solo evento i con pi = 1 y pj = 0, si j ∈= i, es decir, no hay incertidumbre, entonces la
entroṕıa es igual a 0. Por el contrario, la entroṕıa es máxima cuando la distribución es
uniforme, es decir, cuando la incertidumbre es máxima (todos los eventos son igualmente
probables).

Entroṕıa cruzada
La entroṕıa cruzada es una variación de la fórmula (47) adaptada para considerar dos
distribuciones de probabilidad.

Definición 4.1.3. Entroṕıa cruzada
Sean dos distribuciones de probabilidad discretas p y q, que toman valores con proba-
bilidad pi = p(i) y qi = q(i). La entroṕıa cruzada se define como:

(48) H(p, q) = ↑
∑

i

pi log(qi).

Si q = p, entonces H(p, q) = H(p). Otra cantidad relacionada es la diferencia

DKL(p||q) = H(p, q)↑H(p),

conocida como divergencia de Kullback-Leibler.

Aplicación en nuestro problema
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Para el contexto de un problema de clasificación de n clases {1, . . . , n} definimos p como
la probabilidad de que la etiqueta verdadera sea i. En el caso binario p toma valores
p1 = y y p0 = 1↑ y.
Por otro lado, definimos qi como la probabilidad asignada por el modelo de regresión
loǵıstica para la etiqueta i. Entonces q1 = ŷ = l(x) para cierta observación x, y q0 = 1↑ŷ.
Aplicando la ecuación (48) nos queda que la entroṕıa cruzada entre la distribución real
p y la modelada q es:

(49)
H(p, q) =↑ p0 log(q0)↑ p1 log(q1)

=↑ (1↑ y) log(1↑ ŷ)↑ y log ŷ.

Esta fórmula es igual a la función de costo definida en (45)

4.1.1.3. Relación con el principio de máxima verosimilitud.
En estad́ıstica, es usual querer estimar cantidades desconocidas, como una esperanza o
parámetros de una distribución, a partir de una muestra de datos. Existen diferentes
métodos para hacer esto, uno de ellos es el estimador de máxima verosimilitud (EMV),
que definimos a continuación. Veremos que maximizar la verosimilitud es equivalente a
minimizar la función de costo de entroṕıa cruzada.

Definición 4.1.4. Verosimilitud
Sean X1, . . . Xn variables aleatorias i.i.d. con distribución q(x; ϖ) que depende de un
parámetro ϖ. La función de verosimilitud es otra v.a. que se define como

(50) L(ϖ) =
n∏

i=1

q(Xi; ϖ),

por conveniencia se suele utilizar ⇁(ϖ) = logL(ϖ) =
n∑

i=1

log q(Xi; ϖ).

El estimador de máxima verosimilitud (EMV) es el ϖ donde se maximiza esa función:

(51) ϖ̂ = argmax
ϑ

L(ϖ) = argmax
ϑ

⇁(ϖ).

La explicación para esta definición es que si x1, . . . , xn es la muestra observada de las
Xi, como las v.a. son independientes entonces la probabilidad de efectivamente realizar
esa muestra es un producto

n
i=1

q(xi; ϖ), es decir L(ϖ) donde cada v.a. Xi toma el valor
xi. Aśı que el EMV se puede entender como los parámetros ϖ donde se maximiza la
probabilidad de observar lo observado.

Yendo a nuestro caso, tenemos una muestra (x1, y1), . . . , (xN , yN ) de observaciones eti-
quetadas. Definimos como ki la cantidad de veces que se repite el par (xi, yi).
La distribución emṕırica está dada por pi := p(Y = yi|X = xi) =

ki
N . Donde X,Y son

v.a. de cuya distribución conjunta se obtuvo la muestra. Escribimos # = ”x ∀ ”y el
recorrido de X,Y , que incluye la muestra.
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Por otro lado, consideramos qi como la probabilidad que el modelo le asigna a la etiqueta
yi, para la observación xi. Es decir qi := q(Y = yi|X = xi|ϖ). La función de verosimilitud
para la muestra con la distribución q es:

L(ϖ) =
N∏

i

q(Y = yi|X = xi|ϖ) =
∏

(xi,yi)↓!

q(Y = yi|X = xi|ϖ)ki .

Por lo tanto, tomando logaritmo nos queda:

⇁(ϖ) =
∑

(xi,yi)↓!

log q(Y = yi|X = xi|ϖ)ki

=
∑

(xi,yi)↓!

ki log q(Y = yi|X = xi|ϖ)

=
∑

(xi,yi)↓!

Np(Y = yi|X = xi) log q(Y = yi|X = xi|ϖ)

=↑NH(p, q).

Aśı que ⇁(ϖ) = ↑NH(p, q). Esta es la relación entre la función de verosimilitud y la
entroṕıa cruzada. Al minimizar H(p, q), que ya vimos que es equivalente a minimizar la
función de costo de la RL, estamos encontrando el máximo de la función de verosimilitud.

4.1.2. Convexidad de la función de costo.
La entroṕıa cruzada en el caso de la regresión loǵıstica resulta ser una función convexa con
respecto a los parámetros w y b. Aśı que cualquier mı́nimo local será global, facilitando
el proceso de optimización, como vimos en el Caṕıtulo 3.

Proposición 4.1.1. La función de costo definida en (46) es convexa con respecto a los
parámetros w y b.

Prueba.

Queremos probar que

L(w, b) = ↑y log ↽(↘w, x⇐+ b)↑ (1↑ y) log(1↑ ↽(↘w, x⇐+ b))

es convexa con respecto a w y b. Para esto vamos a probar que la matriz Hessiana de L

es semidefinida positiva.
Para empezar, necesitaremos la derivada de ↽(t) = 1

1+e→t , que es

↽
↘(t) =

e
→t

(1 + e→t)2
= ↽(t)(1↑ ↽(t)).

Denotamos w = (w1, . . . , wn), x = (x1, . . . , xn) y z = ↘w, x⇐ + b. El primer paso de la
prueba es calcular las derivadas primeras ϱL

ϱwi
para cada peso wi y para el sesgo b.
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ϑL(w, b)

ϑwj
=↑ y

ϑ

ϑwj
log ↽(↘w, x⇐+ b)↑ (1↑ y)

ϑ

ϑwj
log(1↑ ↽(↘w, x⇐+ b))

=

(
↑y

↽(z)
+

1↑ y

1↑ ↽(z)

)
ϑ↽(z)

ϑwj

=
↽(z)↑ y

↽(z)(1↑ ↽(z))

ϑ↽(z)

ϑz

ϑz

ϑwj

=
↽(z)↑ y

↽(z)(1↑ ↽(z))
↽(z)(1↑ ↽(z))xj

=(↽(z)↑ y)xj .

Donde usamos que ϱz
ϱwj

= xj . Del mismo modo calculamos la derivada con respecto a b:

ϑL(w, b)

ϑb
=↑ y

ϑ

ϑb
log ↽(↘w, x⇐+ b)↑ (1↑ y)

ϑ

ϑb
log(1↑ ↽(↘w, x⇐+ b))

=

(
↑y

↽(z)
+

1↑ y

1↑ ↽(z)

)
ϑ↽(z)

ϑb

=
↽(z)↑ y

↽(z)(1↑ ↽(z))

ϑ↽(z)

ϑz

ϑz

ϑb

=
↽(z)↑ y

↽(z)(1↑ ↽(z))
↽(z)(1↑ ↽(z))

=↽(z)↑ y.

Donde usamos que ϱz
ϱb = 1. Ahora podemos calcular las derivadas segundas, que son

(n + 1)2, pero nos basta con entender la forma que tienen ϑwiϑwj , ϑwiϑb, ϑbϑwj , ϑbϑb.
Primero calculamos ϑwiϑwj :

ϑ

ϑwj

(
ϑL(w, b)

ϑwi

)
=

ϑ

ϑwj
(↽(z)↑ y)xi

=
ϑ

ϑwj
↽(z)xi ↑

ϑ

ϑwj
yxi

=xi
ϑ(↽(z))

ϑz

ϑz

ϑwj
↑ 0

=↽(z)(1↑ ↽(z))xixj .

Ahora las derivadas cruzadas:

ϑ

ϑwj

(
ϑL(w, b)

ϑb

)
=

ϑ

ϑwj
(↽(z)↑ y)

=↽(z)(1↑ ↽(z))xj .
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ϑ

ϑb

(
ϑL(w, b)

ϑwi

)
=

ϑ

ϑb
(↽(z)↑ y)xi

=
ϑ

ϑb
↽(z)xi ↑

ϑ

ϑb
yxi

=xi
ϑ(↽(z))

ϑz

ϑz

ϑb
↑ 0

=↽(z)(1↑ ↽(z))xi.

Por último la derivada ϱ2

ϱb nos queda:

ϑ

ϑb

(
ϑL(w, b)

ϑb

)
=

ϑ

ϑb
(↽(z)↑ y)

=↽(z)(1↑ ↽(z)).

Entonces la matriz hessiana de L es:

≃2
L(w, b) =





↽(z)(1↑ ↽(z))x2
1

. . . ↽(z)(1↑ ↽(z))x1xn ↽(z)(1↑ ↽(z))x1
...

. . .
...

...
↽(z)(1↑ ↽(z))xnx1 . . . ↽(z)(1↑ ↽(z))x2n ↽(z)(1↑ ↽(z))xn
↽(z)(1↑ ↽(z))x1 . . . ↽(z)(1↑ ↽(z))xn ↽(z)(1↑ ↽(z))





=↽(z)(1↑ ↽(z))A.

Donde A ⇒ R(n+1)⇑(n+1) es la matriz definida como:

A =





x
2
1

. . . x1xn x1

...
. . .

...
...

xnx1 . . . x
2
n xn

x1 . . . xn 1




.

Queremos ver que≃2
L(w, b) es semidefinida positiva, por definición esto implica estudiar

si u≃2
L(w, b)u ↗ 0, para un vector u ⇒ Rn+1 cualquiera. Sea u = (u1, . . . , un+1), se

tiene:
u≃2

L(w, b)ut = u↽(z)(1↑ ↽(z))Aut = ↽(z)(1↑ ↽(z))uAut.

Como ↽(t) ⇒ (0, 1), y, por lo tanto, ↽(z)(1 ↑ ↽(z)) ↗ 0, para ver que u≃2
L(w, b)u ↗ 0

nos basta con ver que uAu
t ↗ 0:

uAu
t =

n∑

i=1

n∑

j=1

xixjujui + 2un+1

n∑

i=1

xiui + u
2

n+1

=
n∑

i=1

x
2

iu
2

i +
n∑

i=1

∑

j ⇓=i

xixjujui + 2un+1

n∑

i=1

xiui + u
2

n+1

=


un+1 +

n∑

i=1

xiui

2

↗ 0.

Esto prueba que la matriz Hessiana es semidefinida positiva en todo punto, ya que w y
b son parámetros arbitrarios, de manera que la función de costo es convexa. ↭
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La convexidad de la función de costo la vuelve una función sencilla de optimizar, ya que
el mı́nimo es el único punto cŕıtico. De hecho, no solo tenemos asegurado acercarnos al
mı́nimo, sino que la convexidad es una de las hipótesis del Teorema 3.3.1 que nos habla
de la tasa de convergencia a ese mı́nimo.

La regresión loǵıstica es un modelo útil en muchos casos, es fácil de explicar y de opti-
mizar. Si la RL tiene buen desempeño para nuestro problema, podemos conformarnos
con ella o usarla como ĺınea base para otros experimentos con modelos más complejos.
En caso de necesitar mayor poder de modelado del que ofrece la regresión loǵıstica,
podemos utilizar la familia de modelos que conocemos como redes neuronales.

4.2. Redes neuronales feedforward

4.2.1. Definición.
Una red neuronal se puede representar de varias maneras, pero, en primer lugar, es una
función f : Rn ↓ Rm. Esa función está parametrizada, tal como la regresión loǵıstica.
La f es una composición de funciones lineales y no lineales.

Es usual representar a las redes como un grafo, ver la Figura 2. A los nodos se les
llama ‘neurona’, representando valores reales, y a las aristas ‘pesos’, palabra que ya
venimos usando para referirnos a los parámetros de un modelo. La red de la Figura
mencionada representa a la función f(x) = a(↘w, x⇐+ b). Si la función a es la sigmoide,
lo usual en un problema de clasificación binaria, entonces nos queda la misma ecuación
que en (43). Las redes neuronales generalizan a la regresión loǵıstica.

Las redes que estudiaremos en esta sección se dice que son de tipo feedforward, abreviadas
FNN, por su nombre completo en inglés (feedforward neural network); la información
fluye en un solo sentido, desde la entrada a la salida, de ah́ı el nombre. También se les
puede llamar multi-layer perceptron (MLP). En estas redes no hay ciclos, como śı hay
en otras arquitecturas, como las recurrentes (ver Caṕıtulo 5).

4.2.2. Arquitectura.
Una red tiene capas o layers, una en sucesión de la otra, representando la composición
de funciones vectoriales, donde las neuronas individuales son el resultado de la función
escalar en cada coordenada. En la Figura 3 vemos una representación. Alĺı cada neurona
h
j
i representa la combinación lineal de las salidas de la capa anterior compuesta con una

función de activación: hki = ak(
∑nk→1

j=1
wjih

k→1

t ). El cálculo neurona a neurona entre dos
capas, es decir, cada función escalar, se puede realizar en simultáneo usando matrices.

Denotamos a las capas como l0, l1, . . . , lk→1, lk, donde l0 alberga al vector de entrada x,
las capas l1 hasta lk→1 son las llamadas ‘capas ocultas’ y lk es la capa de salida. Cada
capa li tiene ni neuronas. Definimos Wi de dimensiones ni+1 ∀ ni como la matriz de
pesos entre las capas li y li+1, bi ⇒ Rni+1 es el sesgo de la capa i-ésima, ai es la función
de activación e yi ⇒ Rni es la salida de la capa li. Usando la notación introducida, la
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Figura 2. Representación de una red neuronal simple con una capa de
entrada y una neurona de salida. Aqúı x = (x1, x2, x3), w = (w1, w2, w3)
es un vector de pesos, b ⇒ R es el sesgo, y ↽ es una función no lineal
llamada función de activación. El vector w pondera la influencia de cada
entrada de x en el resultado final y el sesgo se computa concatentando a
la entrada el valor real 1

función f que define la red está dada por recurrencia según las siguientes ecuaciones:

(52)






y0 = x,

yi = ai(Wi→1yi→1 + bi→1) donde i = 1, . . . , k ↑ 1,

yk = ak(Wk→1yk→1 + bk→1).

En general, la primera capa, la entrada, no tiene función de activación (a0 es la identi-
dad), la capa final tiene una función especial según el problema y las capas ocultas usan
la misma activación. Esto no es estrictamente necesario por la teoŕıa, pero es lo usual
en la práctica.

4.2.3. Funciones de activación.
Las funciones de activación agregan el elemento de no linealidad al modelo, aumentando
aśı el poder expresivo de la red (ver Sección 4.2.4). Sin ellas, la red degeneraŕıa en
una composición de funciones lineales, que termina siendo también una función lineal.
A continuación enumeramos algunas de las funciones más utilizadas como función de
activación.

• Función sigmoide:

↽(z) =
1

1 + e→z
.

Usada en clasificación binaria, ya la conoćıamos de la regresión loǵıstica. Ver
gráfico en Figura 1.
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Figura 3. Diagrama de una red neuronal con una capa de entrada, 2
capas ocultas y una capa de salida. Omitimos representar el sesgo pero
se puede recuperar agregando una neurona constante de valor 1 en cada
capa.

• Función softmax:

softmax(z) =




e
z1

k∑
i=1

ezi

, . . . ,
e
zk

k∑
i=1

ezi




.

Donde z = (z1, . . . , zk). Es una generalización de la ↽ para varias dimensiones.
• Función ReLU (Rectified Linear Unit):

ReLU(z) = max(0, z).

Es una función a tramos que no modifica los valores positivos pero anula los
negativos. Ver gráfico en Figura 4a.

• Función Leaky ReLU:

LeakyReLU(z) =


z si z ↗ 0.

ωz si z < 0.

Donde t́ıpicamente ω es un valor pequeño como 0.01. Ver gráfico en Figura 4b.
• Función tangente hiperbólica

tanh(z) =
e
z ↑ e

→z

ez + e→z
.

Ver gráfico en Figura 4c.
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(a) ReLU (b) LeakyReLU (c) tanh

Figura 4. Funciones de activación: ReLU, LeakyReLU y tanh .

Las funciones sigmoide y softmax suelen usarse exclusivamente en la capa de salida en
problemas de clasificación, porque generan una distribución de probabilidad sobre las
etiquetas. Las otras se utilizan usualmente en las capas ocultas. En cuanto a la imple-
mentación: no hay una función de activación que sirva para todos los casos de uso; a la
hora de elegir, se construye sobre lo ya probado o se experimenta con varias funciones y
se elige la que consiga mejores resultados.

Nada impide que la sigmoide sea usada en las capas ocultas, pero ha cáıdo en desuso,
en [14] se menciona que esto puede deberse a que su derivada lejos de 0 es casi nula (la
función se vuelve casi constante) lo que dificulta la optimización de los parámetros me-
diante métodos de gradiente, fenómeno que también ocurre con la tangente hiperbólica.
Se dice que son funciones que saturan sobre 0 y 1.

4.2.4. Expresividad: Teorema de Aproximación Universal.
El problema general que quiere resolver el aprendizaje automático como disciplina se
puede resumir en querer aproximar de forma correcta una función que explique el com-
portamiento de un conjunto de datos de interés. La práctica ha comprobado que las
redes neuronales son una herramienta muy poderosa para dicha aproximación.

En esta sección estudiaremos las condiciones teóricas para que las redes neuronales sean
buenos aproximadores, en particular, el resultado clásico presentado en “Approximation
by Superpositions of a Sigmoidal Function” [6], donde se prueba que funciones contin-
uas pueden ser aproximadas por redes neuronales feedforward con una capa oculta, una
neurona de salida y funciones de activación como la sigmoide. No es el único teorema
de este tipo, variando la arquitectura de la red o las funciones de activación se pueden
hacer estudios similares [7] [15].

Denotamos por I = [0, 1]n al cubo en Rn y por M(I) al espacio de medidas con signo
en I. Al espacio C(I) lo definimos como el conjunto de funciones continuas de I en R y
lo dotamos con el producto interno ↘f, g⇐ =

∫
I f(x)g(x)dx, con la norma asociada a este

(la norma L
2) y con la topoloǵıa inducida por la norma.

Las pruebas de los teoremas que veremos utilizan resultados de teoŕıa de la medida
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y análisis funcional, como el resultado de extensión de funcionales lineales continuos de
Hanhn-Banach (H-B, para abreviar, es el Teorema 3.6 en [5]). En particular, utilizare-
mos dos resultados relacionados que también se pueden encontrar en [5] y enunciamos
sin demostración a continuación, el primero:

Teorema 4.2.1. (Teorema 3.3 en [5]). Sea X un espacio vectorial y M un subespacio
en él, p una semi-norma en X y ω : M ↓ R tal que:

|ω(x)| ⇓ p(x), ⇑x ⇒ M.

Entonces ω se extiende a un funcional lineal L : X ↓ R que satisface

|L(x)| ⇓ p(x), ⇑x ⇒ X.

En nuestro contexto la semi-norma p es la norma L
2. El segundo resultado es una

forma conveniente de escribir la extensión de H-B, usando como hipótesis que el espacio
ambiente sea localmente convexo.

Teorema 4.2.2. (Teorema 3.5 en [5]). Sea X un espacio vectorial normado y localmente
convexo, M ∋ X subespacio y sea x0 ⇒ X. Si x0 no está en la clausura de M , entonces
existe L funcional lineal tal que L(x0) = 1 pero L(x) = 0 para todo x ⇒ M .

También necesitamos la siguiente definición para expresar la condición importante que
tienen que cumplir las funciones de activación de las redes neuronales.

Definición 4.2.1. Una función ↽ : R ↓ R se dice discriminatoria, si, dada µ ⇒ M(I),
sucede que si ∫

I
↽(↘y, x⇐+ ϖ)dµ(x) = 0, ⇑y ⇒ Rn

, ⇑ϖ ⇒ R,

entonces µ = 0

Probamos el siguiente lema que nos será útil:

Lemma 4.2.3. Sea h ⇒ C(I) y ς(x) la medida de Lebesgue en I. Entonces µ(x) =
h(x)dς(x) es una medida con signo en I.

Prueba. Sea A ∋ I medible Lebesgue, escribir µ(x) = h(x)dς(x) quiere decir que
la medida de A según µ se calcula como:

µ(A) =

∫

A
h(x)dς(x).

Ahora, ¿está bien definida esa integral? Por hipótesis h es una función continua y su
dominio es un intervalo, por lo tanto su imagen es un intervalo. Entonces h es acotada
(y también |h|), es decir:

∃M ⇒ R/⇑x ⇒ I : |h(x)| ⇓ M.

Además, |h| es medible Lebesgue por ser continua, aśı que |h| es no negativa, medible
y acotada con soporte de medida finita (el soporte a lo sumo mide ς(I) = 1), por lo
tanto es integrable Lebesgue. Su integral se define mediante dos funciones no negativas
y acotadas; h+(x) = max(h(x), 0) y h

→(x) = max(↑h(x), 0). Se tiene h(x) = h
+(x) +

h
→(x) y definimos la integral de h como:
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∫
h(x)dς(x) =

∫
h
+(x)dς(x) +

∫
h
→(x)dς(x).

Entonces µ está bien definida, ya que la integral de h está bien definida. Para afirmar
que es una medida, basta con verificar la condición de ↽-aditividad de la medida, esto
se desprende de las propiedades de la integral, dado un conjunto numerable {En}n↓N de
conjuntos medibles disjuntos, se tiene:

µ

 ↗⋃

n=1

En


=

∫
↑⋃

n=1
En

h(x)dς(x) =
↗∑

n=1

∫

En

h(x)dς(x) =
↗∑

n=1

µ(En).

↭

Ahora śı, ya tenemos los ingredientes necesarios para probar el siguiente teorema, que
es, junto con 4.2.5, uno de los resultados principales en [6], y nos dice que si la función
de activación es discriminatoria, entonces una red neuronal con una capa oculta puede
aproximar cualquier función continua en I.

Teorema 4.2.4. (Aproximación Universal) Sea ↽ continua y discriminatoria. Entonces,

las funciones de la forma g(x) =
N∑
j=1

ωj↽(↘wj , x⇐+ bj) con N ⇒ N son densas en C(I).

Prueba. Sea G = {
N∑
j=1

ωj↽(↘wj , x⇐ + bj) : wj ⇒ RN
,ωj , bj ⇒ R, N ⇒ N}, queremos

ver que G = C(I). Utilizaremos los teoremas 4.2.1 y 4.2.2, para esto hay que verificar
que G es un subespacio vectorial de C(I):
En primer lugar, C(I) es un espacio vectorial puesto que si f, g ⇒ C(I) entonces ωf +φg

es también una función continúa con dominio I.

Ahora, si g ⇒ G, entonces es g(x) =
N∑
j=1

ωj↽(↘wj , x⇐+bj), es decir, que es combinación lin-

eal de las funciones {↽(↘wj , x⇐+ bj)}Nj=1
. Estas últimas son funciones continuas, puesto

que x ↓ ↘wj , x⇐ + bj es lineal (por lo tanto continua) y ↽ es continua. Aśı que, en
definitva, G es igual al espacio generado por las ↽(↘wj , x⇐+ bj) ⇒ C(I), por lo que es un
subespacio vectorial de C(I).

Supongamos por absurdo que G ⊋ C(I), entonces existe f0 ⇒ C(I)↑G. Por el Teorema
4.2.2, existe L : C(I) ↓ R, lineal en el espacio vectorial (C(I),R), tal que L(f0) = 1 y
L(g) = 0 para todo g ⇒ G.
Además, el funcional L cumple que 0 = |L(f)| ⇓ ∞f∞ para todo f ⇒ G, entonces, por el
Teorema 4.2.1, se extiende a un L̂ en todo C(I) que cumple |L̂(x)| ⇓ ∞f∞.
Ahora, como I es compacto y las f son continuas, esto garantiza que ∞f∞ < ′, por lo

tanto
∥∥∥L̂

∥∥∥ < ′, donde por
∥∥∥L̂

∥∥∥ notamos el máximo de los valores funcionales alcanzados

por L̂. Es decir que L̂ es acotado. Entonces L̂ es un funcional lineal acotado definido
sobre un espacio métrico, el teorema de representación de Riesz (Proposición 5.4 en [9])
nos dice que existe h ⇒ C(I) tal que L̂(f) = ↘f, h⇐ para todo f ⇒ C(I). Aśı que nos
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queda:

L̂(f) = ↘f, h⇐ =
∫

I
f(x)h(x)dx =

∫

I
f(x)h(x)dς(x),

con la última igualdad hicimos expĺıcito que estamos usando la medida de Lebesgue
ς(x). Definimos µ = h(x)dς(x), entonces µ es una medida con signo en I (ver lema
4.2.3) y nos queda L̂ definida para toda f como:

L̂(f) =

∫

I
f(x)dµ(x).

Ahora que encontramos una definición de L̂ como integral con respecto a una medida,
podemos utilizar la hipótesis de que ↽ es discriminatoria para llegar al absurdo. Ob-
servamos que g(x) = ↽(↘w, x⇐ + b) ⇒ G, entonces, como L̂(G) = L(G) = 0, debe ser
L̂(g) = 0, lo que nos queda:

∫

I
↽(↘w, x⇐+ b)dµ(x) = 0 ⇑w ⇒ Rn

, b ⇒ R.

Ahora, como ↽ es discriminatoria, esto implica que µ = 0, pero entonces L̂(f) = 0 ⇑f ⇒
C(I), puesto que integramos con la medida nula. Esto es absurdo, contradice que L̂(f0) =
L(f0) = 1.
El absurdo proviene de suponer que G es un subespacio propio de C(I). Por lo tanto
debe ser G = C(I) y con esto hemos probado que las funciones de la forma

g(x) =
N∑

j=1

ωj↽(↘wj , x⇐+ bj)

son densas en C(I). ↭

De poco interés seŕıa el resultado anterior si no pudiéramos dar ejemplos de funciones
discriminatorias. A continuación vemos un teorema que nos describe toda una familia
de este tipo de funciones, que incluye en particular a la sigmoide. Antes de esto, algunas
definiciones:

Definición 4.2.2. Una función ↽ : R ↓ R continua es sigmoidal si

lim
t↔→↗

↽(t) = 0 y lim
t↔↗

↽(t) = 1.

Definición 4.2.3. Sea µ una medida en Rn, definimos la transformada de Fourier de µ

como µ̂ definida por µ̂(m) =
∫
R e

→i⇔m,x↖
dµ(x) para todo m ⇒ Rn.

Se puede probar que la transformada de Fourier de una medida es única, aśı que si dos
medidas tienen la misma transformada de Fourier, entonces son iguales. En particular,
si µ = 0 es la medida nula, su transformada µ̂ = 0.
Ahora veamos que las sigmoidales son discriminatorias, para la prueba necesitamos usar
el teorema de convergencia acotada para calcular la integral de funciones acotadas a
partir de funciones simples, este teorema se puede encontrar en [9].

Teorema 4.2.5. Sea ↽ acotada, medible y sigmoidal. Entonces ↽ es discriminatoria.
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Prueba. Sea ↽ como en las hipótesis, y supongamos que
∫

I
↽(↘ω, x⇐+ φ)dµ(x) = 0, ⇑ω ⇒ Rn

,φ ⇒ R,

para alguna µmedida con signo, queremos ver que µ = 0. Definimos ↽ϖ(x) = ↽(ς(↘y, x⇐+
ϖ) + φ), donde x, y ⇒ Rn

,ς, ϖ,φ ⇒ R. Observamos que ↽ϖ converge en ς a la función
ψ(x) dada por:

ψ(x) =






1 si ↘y, x⇐+ ϖ > 0.

0 si ↘y, x⇐+ ϖ < 0.

↽(φ) si ↘y, x⇐+ ϖ = 0.

Denotamos el hiperplano Hy,ϑ = {x ⇒ Rn : ↘y, x⇐ + ϖ = 0}, al semiplano positivo
H

>
y,ϑ = {x ⇒ Rn : ↘y, x⇐ + ϖ > 0} y H

<
y,ϑ al negativo. La función ψ vale 1 en H

>, 0 en

H
< y ↽(φ) en H.

El teorema de convergencia acotada nos permite calcular el ĺımite de la integral de las
↽ϖ como la integral de ψ, esta última la podemos calcular expĺıcitamente por ser una
función simple.

lim
ϖ↔↗

∫

I
↽ϖ(x)dµ(x) =

∫

I
lim
ϖ↔↗

↽ϖ(x)dµ(x) =

∫

I
ψ(x)dµ(x) = ↽(φ)µ(Hy,ϑ) + µ(H>

y,ϑ).

Supusimos que
∫
I ↽(↘ω, x⇐+φ)dµ(x) = 0, para todo ω ⇒ Rn

,φ ⇒ R, entonces en particular∫
I ↽ϖ(x)dµ(x) = 0, tomando ω = ςy, φ = ςϖ + ςφ. El resultado es que la integral de la
izquierda en la ecuación anterior da cero y entonces:

(53) ↽(φ)µ(Hy,ϑ) + µ(H>0

y,ϑ ) = 0 ⇑φ, ϖ, y.

Ahora fijamos y ⇒ Rn y dada una función h(p) acotada y medible, definimos

F (h) =

∫

I
h(↘y, x⇐)dµ(x).

Entonces F es un funcional lineal y acotado, definido sobre el espacio de funciones
acotadas y medibles. Si h es la función indicatriz del intervalo [ϖ,′), entonces:

F (h) =

∫

I
h(↘y, x⇐) dµ(x)

= µ ({x ⇒ I : ↘y, x⇐ ↗ ϖ})
= µ ({x ⇒ I : ↘y, x⇐ ↑ ϖ > 0}) + µ ({x ⇒ I : ↘y, x⇐ ↑ ϖ = 0})
= µ(H>

y,→ϑ) + µ(Hy,→ϑ)

= 0.

Donde utilizamos la aditivdad de µ y lo probado antes en (53). Del mismo modo,
F (h) = 0 si h es la indicatriz del intervalo abierto (ϖ,′). Por linealidad de F , F (h) = 0
para toda h indicatriz de un intervalo. Por lo tanto, también se anula en toda función
simple (combinación lineal finita de indicatrices de intervalos).
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En general, si f : Rd ↓ R podemos aproximarla por una sucesión de funciones sim-
ples hn/ limn↔↗ hn = f y por convergencia acotada limn↔↗ F (hn) = F (f). Como
F (hn) = 0 para todo n, ya que las hn son funciones simples, entonces F (f) = 0 para
toda f . Entonces F = 0.

Ahora, dado y ⇒ Rn, la transformada de Fourier de µ es, µ̂(y) =
∫
I e

→i⇔y,x↖
dµ(x) = F (h),

donde h(p) = e
→ip. Esta h es una función acotada y medible, por lo que F (h) = 0.

Entonces µ̂ = 0, lo cual prueba que µ = 0, por unicidad de la transformada. Entonces ↽
es discriminatoria. ↭
Observación 4.2.1. La sigmoide ↽(t) = 1

1+e→t es acotada, continua (por lo tanto med-
ible) y sigmoidal, por lo que es discriminatoria según el teorema anterior. Por lo tanto,
v́ıa el Teorema de Aproximación Universal, redes de una capa que utilicen la sigmoide
como función de activacion son buenos aproximadores de funciones continuas en I. Más
aún, podemos aproximar cualquier función de decisión, es decir, resolver problemas de
clasificación.

Definición 4.2.4. Sean P1, . . . , Pk ∋ I una partición de I. Una función f : I ↓
{1, . . . , k} es de decisión si f(x) = j ↖⇔ x ⇒ Pj .

El siguiente resultado nos dice que podemos implementar funciones de decisión con redes
de una capa. Usamos el teorema de Lusin que nos habla de cómo aproximar conjuntos
medibles por cerrados sin perder demasiada medida en el proceso, también se puede
encontrar en [9].

Teorema 4.2.6. Sea ↽ sigmoidal y continua. Sea f la función de decisión de una
partición finita de I. Entonces, para todo ↼ > 0, existe una suma finita de funciones de
la forma

g(x) =
N∑

j=1

ωj↽(↘wj , x⇐+ bj)

y un conjunto D ∋ I, tal que ς(I ↑D) < ↼ y

|g(x)↑ f(x)| < ↼, ⇑x ⇒ D.

Prueba. Sea P1, . . . , Pk una partición de I, es decir que Pi ¬ Pj = ∅ para i ∈= j y
k⋃

i=1

Pi = I. Sea f : I ↓ {1, . . . , k} tal que f(x) = j ↖⇔ x ⇒ Pj una función de decisión.

Notar que f es medible y es finita. Sea ↼ > 0. Por el teorema de Lusin, existe D ∋ I tal
que ς(I ↑D) < ↼ y la restricción de h = f|D es continua.

Entonces h ⇒ C(I), aplicando el teorema de aproximación universal, existe g(x) =
N∑
j=1

ωj↽(↘wj , x⇐+ bj) tal que |g(x)↑h(x)| < ↼⇑x ⇒ I, pues las g son densas en C(I). Por

lo tanto, dado x ⇒ D se tiene

|g(x)↑ f(x)| = |g(x)↑ h(x)| < ↼.
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↭

Estos teoremas no mencionan otras arquitecturas, como RNNs o Transformers, tampoco
redes feedforward más profundas. Además, las variantes que vimos aqúı solo sirven para
funciones de activación sigmoidales. Sin embargo, aportan argumentos para justificar
por qué el aprendizaje profundo es tan útil en la práctica.

Aún más importante es mencionar que estos teoremas solo nos garantizan que si tenemos
un problema que puede ser modelado mediante una función continua, entonces existe
una instancia de red neuronal de una capa con activación sigmoide que aproxima esa
solución tanto como queramos, pero no dicen cómo encontrarla. Este es el problema al
que se enfrenta un cient́ıfico de datos o quién quiera usar una red neuronal en la práctica;
y el éxito en el mismo dependerá de varios factores como la calidad de los datos, su can-
tidad, los hiperparámetros de entrenamiento, etc.

El proceso de encontrar los pesos correctos para definir esa red neuronal que mejor
aproxima la que resuelve el problema es justamente lo que se busca con el proceso de
optimización que veremos en la siguiente sección.

4.2.5. Optimización en una red neuronal.
La arquitectura de la red por śı sola se puede entender como una plantilla para aproximar
una función teórica f

↑ que no conocemos. Para medir qué tan cerca estamos de tener
una buena aproximación se utiliza la función de costo. Para encontrar los parámetros
que mejor aproximen se hace como con la RL: se minimiza el costo.

Lo que hacemos es medir qué tan lejos está la salida producida de la salida esperada,
denotando a esta cantidad como L(f(x; ϖ), y), donde x es la entrada, y es la salida es-
perada y f representa a la red con parámetros ϖ. Esa cantidad es una variable aleatoria,
donde la aleatoriedad está dada por (x, y).

El problema de optimización es encontrar los parámetros ϖ que minimizan la esper-
anza de la función de costo. Esto es exactamente lo planteado en la Sección 3.3.1.1 sobre
riesgo emṕırico en un contexto general. En este caso el riesgo emṕırico del modelo f

escrito como función de los parámetros ϖ es:

(54) Remp[f ](ϖ) =
1

n

n∑

i=1

L(f(xi; ϖ), yi).

Como ya vimos, esta cantidad es susceptible de ser minimizada mediante el algoritmo de
SGD. Las funciones de costo usuales son la entroṕıa cruzada para clasificación y el error
cuadrático para la regresión. Por ahora no hay nada nuevo, ya hablamos de optimización
en general y para la regresión loǵıstica en particular, la diferencia sustancial es la función
de modelado: la f definida por una red neuronal es t́ıpicamente muy compleja. Por lo que
el riesgo emṕırico termina siendo mucho más dif́ıcil de minimizar que en el caso de la RL.

Esta complejidad ha dado lugar al estudio y experimentación de cómo mejorar el proceso
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de optimización, manipulando los hiperparámetros de entrenamiento, que no son valores
a optimizar, sino ciertas decisiones que se toman acerca de cómo realizar el descenso
por gradiente. Cambios en estos hiperparámetros pueden afectar la convergencia del
algoritmo, la calidad final del modelo, el tiempo de entrenamiento, etc. Describimos
algunos de ellos a continuación.

4.2.5.1. Elección de hiperparámetros.
Batch size
Al utilizar SGD estimamos en cada paso el gradiente ≃f(x) por un gradiente estocástico
g(x, ⇀). Según lo planteado en la sección sobre SGD en el caṕıtulo 3, la variable aleato-
ria ⇀ consiste en tomar aleatoriamente un dato del conjunto de entrenamiento. Una
extensión del método anterior es seleccionar aleatoriamente un subconjunto de cardinal
m y calcular g como promedio de gradientes en cada punto.
El primer método se conoce como online learning y el segundo como mini-batch learning.
Se suele utilizar el segundo a menos que aprender durante la ejecución del algoritmo sea
cŕıtico para el problema (de ah́ı que se le denomine online al primero).

La razón principal para tomar m < N en (54) y no tomar toda la muestra, es que
aśı se ahorra en cómputo sin perder demasiada precisión. Para entender por qué no se
pierde demasiada precision, pensemos lo siguiente: asumamos que la distribución de los
datos fuera normal, entonces el promedio calculado en (54) representa la media muestral
y el error estándar es ς⇒

m
siendo ↽ el desv́ıo estándar verdadero (que desconocemos).

Aumentar m disminuye el desv́ıo pero a una razón peor que la lineal, es decir, si aumen-
tamos m 100 veces, solo podemos esperar en el orden de 10 veces menos desv́ıo.

Por otro lado, un m muy pequeño puede hacer que la estimación g(x, ⇀) sea muy ruidosa,
aunque vale mencionar que este ruido puede funcionar como elemento de regularización
que ayude a evitar el overfitting durante el entrenamiento. Balancear estas dos cuestiones
es parte del trabajo a realizar al entrenar. Al enfrentarse a un problema por primera
vez, lo usual es utilizar valores ya probados en la literatura para arquitecturas similares
a la trabajada y experimentar.

Por último, algunos componentes de hardware donde se ejecutan los algoritmos de
optimización se benefician de ciertos tamaños espećıficos de batch size, especialmente
utilizando hardware espećıfico para cómputo matricial como GPUs o TPUs2, donde es
común utilizar tamaños de batch que sean potencias de 2. Aśı, valores t́ıpicos pueden
oscilar entre 32 y 256. El hardware también impone limitaciones como la memoria con
la que se cuenta al momento de entrenar; si se trabaja con datos pesados, por ejemplo
imágenes, puede ser que no se puedan tener en memoria una cantidad grande como 256
datos a la vez, junto con todos los pesos de la red, esto obligaŕıa a disminuir el batch size.

2
Las GPUs fueron inicialmente diseñadas para procesar gráficos en computadora y por eso son tan

buenas operando con matrices. Las TPUs (Tensor Processing Unit) son un hardware espećıfico para

operar con modelos de aprendizaje automático diseñado por Google.
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Learning rate

Vamos a estudiar la elección del paso ω en el algoritmo de SGD. En la Sección 3.2.1
estudiamos teoremas de convergencia y hablamos sobre qué sucede según el valor de ω.
Un estudio teórico más detallado sobre las redes podŕıa intentar probar algún teorema
que vincule el ω con la tasa de convergencia o la estimación del error en el resultado del
SGD, similares a 3.3.1 y 3.3.2, que no aplican porque suponen convexidad. Un estudio
aśı no lo haremos en este trabajo, pero es una ĺınea de trabajo futuro interesante.

Lo que podemos decir es que son funciones continuas (las presentadas en este trabajo
al menos) y son diferenciables en casi todo punto3, por lo que podemos aplicar métodos
basados en gradiente como el SGD.

Más allá de lo teórico, en la práctica el ω es un hiperparámetro más y en muchos casos
se encuentra experimentalmente. La intuición que hay que tener es que si ω es pequeño
vamos a tardar más en converger, pero una vez dentro del entorno de un mı́nimo local,
es dif́ıcil que salgamos de él. En cambio, si el ω es grande vamos a avanzar rápido hacia
un posible mı́nimo pero corremos el peligro de ‘pasarlo de largo’ o de quedar cerca pero
un siguiente paso irse lejos.

Para tener un balance entre la precisión de un ω pequeño y la velocidad de convergencia
de uno grande, se suele usar una estrategia de ω decreciente, que se disminuye en cada
batch o cada cierta cantidad de batches. Lo que se intenta es disminuir rápido el valor
inicial del costo con la esperanza de entrar en la cuenca de atracción de un mı́nimo,
momento para el cual la precisión del paso pequeño es más deseada.

La regla de Armijo es otro criterio posible, son también comunes métodos adaptativos
como Adagrad [11] y Adam [13]. Este tipo de algoritmos cambian el paso dinámicamente,
de ah́ı que sean adaptativos, y pueden llegar a usar información del historial de gradi-
entes, no solo del gradiente en el batch actual, en ese caso se denominan métodos con
memoria o de momentum.

Epochs
Si el batch size es igual a m, entonces la red toma m datos en cada paso del SGD, y si el
conjunto de entrenamiento tiene N datos, entonces la red ve todos los datos en N/m pa-
sos. A esa pasada completa por el conjunto de entrenamiento se le llama época o epoch.
Como una sola época no suele ser suficiente para que todos los pesos de la red se ajusten,
se hacen varias pasadas. La elección de la cantidad de épocas es un hiperparámetro más.
Si son muy pocas nos perdemos de modelar de mejor manera la distribución de datos
(underfitting) pero si son muchas corremos el riesgo de sobreajustar el modelo al con-
junto de entrenamiento y perder capacidad de generalización (overfitting).

Es una práctica común monitorear alguna métrica, medida sobre un conjunto de datos
no visto por el modelo, al final de cada época y parar si la métrica no mejora luego de
cierta cantidad t de épocas, donde t es también un hiperparámetro. A esto se le llama

3
Depende de las funciones de activación, que pueden tener puntos de no diferenciabilidad, como la

ReLU en 0.
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Figura 5. Representación de la red f(x) = ϖ1ReLU(ϖ3x + ϖ5) +
ϖ2ReLU(ϖ4x+ ϖ6). La segunda capa no tiene sesgo.

early stopping y es una técnica de regularización, puesto que combate el sobreajuste.

4.2.5.2. Desaf́ıos en la optimización de redes neuronales.
Entrenar exitosamente4 una red neuronal tiene dificultades, para empezar la cantidad
de parámetros suele ser muy grande y la función de costo en general no es convexa.

A continuación mencionamos problemas que pueden surgir al optimizar, algunos son
propios de estar tratando con redes y otros, como la explosión del gradiente o el mal
condicionamiento, podŕıan suceder en otros contextos de optimización.

No convexidad
Vamos a ver mediante un ejemplo que el riesgo emṕırico (54) no es convexo en general.

Ejemplo 4.2.1. Sea f : R ↓ R/f(x) = ϖ1ReLU(ϖ3x + ϖ5) + ϖ2ReLU(ϖ4x + ϖ6). Esta
función representa una red neuronal como la de la Figura 5, tiene una capa oculta con
funciones de activación ReLU en ella y la identidad como activación en la capa de salida.

Supongamos que los datos a modelar corresponden a un problema de regresión, uni-
dimensional en la entrada como en la salida, por ejemplo predecir el precio de una casa
en función de sus metros cuadrados. Una función de costo válida para este caso es el
error cuadrático:

L(f(x; ϖ), y) = ∞f(x; ϖ)↑ y∞2 = |f(x; ϖ)↑ y|2.
El riesgo emṕırico a minimizar en función de ϖ = {ϖ1, ϖ2, ϖ3, ϖ4, ϖ5, ϖ6} es:

Remp[f ](ϖ) =
1

n

n∑

i=1

|f(xi; ϖ)↑ yi|2.

Consideramos ahora dos puntos en el espacio de parámetros, ϖ = (1,↑1, 1, 1, 1, 0) y
ϖ̂ = (↑1, 1, 1, 1, 0, 1). Se puede chequear rápidamente que f(x; ϖ) = f(x; ϖ̂) = ReLU(x+

4
La definición de ‘éxito’ puede variar de un problema a otro pero digamos que nos referimos a

tener un costo bajo en conjuntos de test, representativos del problema, que la red no haya visto durante

entrenamiento
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1)↑ReLU(x). Es decir que la red neuronal realizada en cada uno de estos puntos es la
misma.

Por otro lado, ϑ+ϑ̂
2

= (0, 0, 1, 1, 1
2
,
1

2
) y también es fácil ver que f(x; ϑ+ϑ̂

2
) = 0. Es

decir que la red neuronal para este vector de parámetros es la función idénticamente
nula. El punto se encuentra en el segmento que une a ϖ y ϖ̂ incluido en R6. Lo que
vamos a hacer ahora es dar un conjunto de datos que viola la definición de convexidad
para Remp[f ].

Supongamos que S = {(↑1, 0), (1, 1)} es el conjunto de datos. Entonces se tiene que:

Remp[f ](ϖ) =
1

2
(f(↑1; ϖ)↑ 0)2 + (f(1; ϖ)↑ 1)2 = 0.

En esto usamos que f(↑1; ϖ) = 0 y f(1; ϖ) = 1, que se calcula directamente usando la
definición de la ReLU. De la misma forma se puede calcular que Remp[f ](ϖ̂) = 0. Sin
embargo, en el punto intermedio se tiene que:

Remp[f ]


ϖ + ϖ̂

2


=

(↑1)2

2
=

1

2
.

De esta manera encontramos dos puntos ϖ y ϖ̂ tales que

Remp[f ]

(
1

2
ϖ +

1

2
ϖ̂

)
=

1

2
> 0 =

1

2
Remp[f ](ϖ) +

1

2
Remp[f ](ϖ̂),

esto contradice la definición de convexidad.

Alguien podŕıa decir que el ejemplo anterior es de juguete, y tendŕıa razón: las apli-
caciones reales tienen mucho más que 6 parámetros. Sin embargo, dentro del ejemplo
está escondido un argumento que basta para mostrar en general por qué las redes no
son convexas, o al menos una razón por la cual no lo son. Si nos fijamos, la única difer-
encia entre ϖ y ϖ̂ es que se intercambiaron las neuronas de la capa oculta, se dio una
permutación de parámetros (1 ℜ 2, 3 ℜ 4, 5 ℜ 6). Ahora, esta acción de intercambiar
dos neuronas siempre da lugar a la misma red feedforward. Por lo tanto, si un punto ϖ

es mı́nimo local para Remp[f ], entonces también lo es un parámetro ϖ
↘ que represente la

permutación de neuronas en f , entonces Remp[f ](ϖ) = Remp[f ](ϖ↘), pero no necesaria-
mente Remp[f ](tϖ + (1↑ t)ϖ↘) ⇓ tRemp[f ](ϖ) + (1↑ t)Remp[f ](ϖ↘).

Mal condicionamiento
Es el problema que ya presentamos en detalle en la sección de optimización, cuando
hablamos de la elección de la dirección de descenso. Lo que nos interesa es ver qué pasa
con ϱ(H(ϖ)) donde H(ϖ) es la matriz Hessiana de la función de costo en el punto ϖ del
espacio de parámetros. Recordar que ϱ(H(ϖ)) = ϖmax

ϖmin
, donde ςmax y ςmin son el valor

propio máximo y mı́nimo de H(ϖ), respectivamente.
Si ese número es muy grande, entonces da un indicio de que los valores propios son muy
dispares y esto resulta en una reducción lenta de la función de costo, como comentamos
en el ejemplo 3.2.1.
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En el contexto general de optimización, dijimos que el método de Newton era una
solución posible al problema. En las redes neuronales no disponemos de información
de segundo orden, o en todo caso, suele ser muy costoso calcularla, entonces no podemos
utilizar exactamente las mismas técnicas. La búsqueda de algoritmos de optimización
eficientes para redes neuronales es un área de investigación activa.

Explosión del gradiente
Cambios bruscos en el valor de la función de costo también son un problema: si en un
entorno de ϖ tenemos valores funcionales mayores a Remp[f ](ϖ), imaginemos una ele-
vación abrupta en el gráfico, corremos el peligro de arribar alĺı en el paso siguiente.

Este fenómeno se puede volver más frecuente en algunas arquitecturas de red, como
redes recurrentes, donde las dependencias temporales hacen que una misma matriz de
pesos W se multiplique por śı misma repetidas veces. Lo cual termina haciendo que el
gradiente de toda la red explote o se desvanezca, en función de los valores propios de W .
Ver la Sección 5.2 y el caṕıtulo de redes recurrentes en [14] para más detalles.

Para mitigar estos problemas, una técnica burda pero efectiva es la de acotar el gra-
diente, es decir, acotamos ∞g(x, ⇀)∞ para que en ningún paso del algoritmo sea mayor a
cierto M . La constante M no tiene por qué ser global a todo el entrenamiento, puede
ser calculada en cada batch como un porcentaje de ∞g(x, ⇀)∞. A esta técnica se le llama
gradient clipping.

Estancamiento
El SGD intentará llevarnos a un mı́nimo local, pero que puede no ser global, en ese
caso nuestro proceso de optimización quedaŕıa estancado en ese punto subóptimo. En
principio, hay que acostumbrarse a esta dificultad, la existencia de mı́nimos locales no
globales es consecuencia de la no convexidad, que ya vimos que es una propiedad común
en Remp[f ] si f es una red. Sin embargo, se menciona en [14] que los mı́nimos locales
en funciones de alta dimensionalidad son muy raros; de hecho, la mayoŕıa de los puntos
cŕıticos van a ser puntos silla.

La intuición explicada alĺı es que si pensamos a la función de costo como una L : Rn ↓ R
aleatoria5, entonces para que un punto ϖ↑ sea mı́nimo, la HessianaH(ϖ↑) debe ser definida
positiva, es decir, todos los valores propios deben ser positivos. Este va a ser intuitiva-
mente un evento muy raro en una matriz aleatoria. Por otro lado, para un punto silla
nos basta con que haya tanto valores propios negativos como positivos, que es un evento
mucho más probable a medida que la dimensión n crece.

Pasaje local-global
El SGD es un método que dispone de información local al punto ϖ dentro del espacio de
parámetros en el que estamos optimizando. En este sentido se puede ver también como

5
Lo es, ya que su valor depende de los parámetros pero también del valor de la red en cada punto

aleatorio de la muestra de datos.
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Figura 6. Ejemplo de un problema de pasaje de un mı́nimo local a uno
global. Si nuestro punto inicial está donde empieza la linea punteada,
nunca vamos a alcanzar el mı́nimo.

un algoritmo greedy, toma decisiones a corto plazo que son las mejores con la información
que se tiene en el momento. El problema es que nada garantiza que la dirección opuesta
al gradiente en el punto ϖ nos lleve a un mı́nimo local de bajo costo, ni mucho menos a
uno global. Ver un ejemplo sencillo como el de la Figura 6.
El punto en el que inicializamos el algoritmo juega un papel importante. Sin embargo, los
algoritmos funcionan en la práctica aunque el punto inicial se elija de manera aleatoria.
En [14] se explica que la alta dimensionalidad del espacio de parámetros puede ser
una razón para que el SGD sea efectivo a pesar del problema de pasaje local-global,
intuitivamente porque siempre tenemos alguna dirección por la cual seguir descendiendo,
entonces no se da el problema de la figura donde la función representada es de una
dimensión.

4.2.6. Cálculo del gradiente.
Hemos hablado del gradiente de la función de costo, que implica el cálculo del gradiente
de la función f que define la red. Siguiendo la ecuación (52), vemos que una red es
una composición de funciones, por lo tanto, podemos utilizar la regla de la cadena para
calcular la derivada de f con respecto a cada parámetro. Matemáticamente no hay nada
más que decir, es una función vectorial definida a partir de la composición de funciones
continuas, diferenciables y podemos diferenciar de la manera usual.

Sin embargo, en la práctica, el uso naive de la regla de la cadena nos lleva a cómputo
redundante, como muestra el siguiente ejemplo sencillo extráıdo de [14].

Ejemplo 4.2.2. Sean f : R ↓ R una función diferenciable y w ⇒ R. Definimos x = f(w),
y = f(x), z = f(y). Si aplicamos la regla de la cadena para calcular dz

dw obtenemos:

dz

dw
=

dz

dy

dy

dx

dx

dw

= f
↘(y)f ↘(x)f ↘(w)

= f
↘(f(f(w)))f ↘(f(w))f ↘(w).
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Figura 7. Grafo computacional del ejemplo 4.2.2.

En la última igualdad vemos que f(w) se calcula dos veces, lo cual es un gasto de computo
innecesario si consideramos que podemos guardar el valor de f(w) y reutilizarlo cada
vez que sea necesario.

Esto motiva el uso de un algoritmo particular para calcular el gradiente de una red
neuronal, llamado backward propagation, que se basa en la observación de que podemos
guardarnos resultados intermedios en la aplicación de la regla de la cadena para reuti-
lizarlos. De esta manera, gastamos memoria para ahorrar en cómputo. Para darle un
marco teórico al algoritmo, introducimos el concepto de grafo computacional.

4.2.6.1. Grafo computacional.
Un grafo computacional (GC) es una manera de representar una función f como com-
posición de otras funciones. En este grafo, los nodos son variables, que pueden ser de
distintos dominios: reales, vectores, matrices. Y los conjuntos de aristas representan op-
eraciones entre estas variables. Las operaciones pueden ser complejas, como una función
de activación, o elementales, como la suma o el producto. En la Figura 7 se encuentra
el GC del ejemplo 4.2.2 y en la Figura 8 hay un ejemplo más complejo.
Estos grafos son dirigidos. Para computar la función f que representa un GC, tomamos
los nodos sin aristas entrantes como nodos iniciales y recorremos el grafo aplicando suce-
sivamente las funciones representadas en las aristas, hasta llegar a los nodos finales,
definidos por no tener aristas salientes.

A continuación pasamos a describir formalmente como se computa la función que rep-
resenta la GC y cómo usar el grafo para calcular el gradiente de la función.

Forward propagation

Consideremos un grafo computacionalG que representa una función f con nodos {ui}i=1,...,n

siendo u
1
, . . . , u

p los nodos que corresponden a las variables de entrada, y el resto de los
nodos son variables intermedias y de salida. Los argumentos de un nodo u

i serán todos
los nodos con aristas salientes que incidan en u

i, denotamos a este conjunto como A
i.

Denotamos como f
i la transformación que lleva A

i en u
i, es decir que u

i = f
i(Ai).
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Figura 8. Grafo computacional de la función f(x, y, z) = z(x + 2y).
Los nodos son valores reales y las aristas representan funciones de una
variable. El producto y la suma se representan mediante dos aristas. En
general, una función n-aria se representa por n aristas.

Supongamos que la notación está hecha de tal forma que los argumentos para calcu-
lar ui están indexados antes que i, o sea:

(55) A
i ∋ {uj : j < i}.

El cálculo de f(x) se realiza con el siguiente algoritmo.

Result: f(x)
for i = 1, . . . , p do:

u
i = xi

endfor
for i = p+ 1, . . . , n do:

u
i = f

i(Ai)
endfor
return u

n

Algoritmo 2: Forward propagation

Backward propagation

El grafo G tiene su grafo Ĝ inverso que se obtiene invirtiendo el orden de las aristas.
Este grafo sirve para representar las derivadas de f con respecto a las distintas variables
representadas en cada nodo. Si en G el cálculo se realiza en un sentido, en Ĝ se realiza
en el sentido opuesto. El grafo Ĝ será útil para calcular el gradiente de f mediante el
algoritmo de backpropagation.
Supongamos que queremos calcular el gradiente de una f con codominio en R, entonces
su GC tiene un solo nodo de salida, que siguiendo la convención de notación, es el nodo
u
n. Vamos a mantener un registro de las derivadas parciales ya calculadas, para aśı

evitar redundancia. Definimos una lista grads donde grads[i] guarda el valor ϱun

ϱui , es
decir, la derivada de la salida con respecto a la variable en el nodo i. El algoritmo es el
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Figura 9. Grafo computacional inverso de la funcion f(x) = z(x+ 2y)
representando el computo de las derivadas parciales. Notar que ϱf

ϱe =

z se necesita tanto para el cálculo de ϱf
ϱx como para el de ϱf

ϱy , al usar
backpropagation se calcula una sola vez y se guarda el resultado.

siguiente:

Correr el algoritmo de forward propagation para obtener un

Inicializar grads[n]:=1
for j = n↑ 1 down to 1 do:

grads[j] :=
∑

ui/j↓Parents(ui)

grads[i] ϱu
i

ϱuj

endfor
return grads

Algoritmo 3: Backward propagation

La sección grads[0:p] de la lista es (u
n

u1 , . . . ,
un

up ), que es exactamente ≃f(x) porque
u
n = f(x) y u

i = xi. En la Figura 9 visualizamos el cálculo de las derivadas parciales
en el GC de la Figura 8.

Las redes neuronales tienen muchos parámetros y una misma derivada puede usarse
muchas veces en el cálculo del gradiente, por lo que el uso de estos algoritmos es fun-
damental para el realizar un cálculo eficiente. El grafo computacional de una red es
extenso, pero se construye de igual manera que en los ejemplos presentados. Referimos
a [14] para ver ejemplos completos de grafos computacionales para una red neuronal
sencilla.



CAPÍTULO 5

Aprendizaje profundo aplicado al PLN

5.1. Redes Neuronales Feedforward

En esta sección vamos a profundizar en aspectos de implementación de redes FNN para
problemas espećıficos de PLN. Dependiendo del problema a resolver, la definición de
la tarea a aprender por el modelo (la red) cambia. Nosotros nos centraremos en dos
problemas en particular, que son muy usuales: clasificación y generación de texto.
El tipo de problema influye en cuestiones prácticas de la arquitectura como la cantidad
de neuronas en la capa de salida o en qué funciones de activación usar. Por ejemplo, si
hay que clasificar, habŕıa que tener una neurona por clase en la capa de salida y usar
entroṕıa cruzada como función de costo. Si, en cambio, hablamos de generar texto,
una posibilidad es modelar el problema como uno de clasificación sobre todos los tokens
vocabulario, y en ese caso tendŕıamos una neurona por token, con función de activación
softmax y entroṕıa cruzada como función de costo.
Más allá del problema a resolver y la arquitectura elegida para hacerlo, debemos primero
procesar el texto y llevarlo a un dominio que la red pueda entender, es decir, vectores.

5.1.1. Mapear textos a vectores.
Lo primero que hay que hacer al enfrentarse a un problema de PLN es lo que se llama
preprocesamiento. Se pueden normalizar palabras (llevarlas a una ráız en común), elim-
inar stopwords (palabras muy comunes), eliminar signos de puntuación, etc. Cuáles de
estas tareas se realizan depende de si tienen sentido para el problema o no.

Luego se transforma el texto en tokens, es decir, lo dividimos en elementos atómicos,
pueden ser palabras enteras, subwords1 o hasta caracteres individuales. Aqúı las expre-
siones regulares del Caṕıtulo 2, Sección 2.1, juegan un papel importante, pero también se
utilizan métodos puramente estad́ısticos para identificar tokens relevantes automáticamente.

Por último, hay que asignarle a cada token un vector en Rn que lo represente y que
sea una entrada válida para la red. Estos vectores de features se obtienen de varias
maneras; la manera más ‘artesanal’ implica pensar en definiciones de features para com-
putarlas, como hablamos también en el Caṕıtulo 2 en la sección de expresiones regulares.

Otra manera, y que evita el trabajo de definir features particulares para cada problema,
es usar métodos de conteo de tokens. Supongamos que tenemos documentos (textos)
y que el vocabulario V , que incluye a todos los tokens de todos los documentos, está

1
Tokens más pequeños que una palabra o signo, no tienen significado por si mismo pero son elementos

que se repiten con frecuencia. Como los sufijos ‘endo’ o ‘ismo’ en español.

61
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indexado. El más simple de los métodos de conteo se conoce como one-hot encoding,
donde a cada documento se le asigna un vector cuya entrada i-ésima es 1 si el i-ésimo
token del vocabulario está presente en el texto, y es 0 en otro caso. Una mejora sobre
lo anterior es codificadar no solo la presencia del token, sino la cantidad de veces que
aparece en cada documento, en ese caso hablamos de un bag of words (BoW). Un paso
más de complejidad es relativizar el conteo del BoW dividiendo cada entrada i por la
cantidad de documentos donde esté presente el i-ésimo token. Ver Caṕıtulo 6 de [29]
para más detalles.

El tercer método para representar textos utiliza el concepto de representation learning,
que se refiere a utilizar las mismas features del problema para ‘aprender’ una repre-
sentación de las mismas. No es un enfoque programable, como las features artesanales o
de conteo. Convertimos la tarea de generar la representación en parte del problema de
aprendizaje automático. Es un concepto transversal al aprendizaje automático, y para
el caso de textos en particular, vale la pena comentar el algoritmo de Word2Vec [12];
este método consiste en entrenar una red neuronal para que prediga un token a partir de
los tokens que lo rodean (su contexto). Como resulado del entrenamiento de esta red se
producen vectores que representan a cada token y que capturan la semántica del mismo,
en función de su uso en el lenguaje (ver también Caṕıtulo 6 de [29] para más detalles).
Esta idea de ‘dime con quién andas y te diré quién eres’, pero aplicada a palabras, existe
desde mediados del siglo pasado y se le llama ‘distributional hypothesis’ [2][3] y lo que
dice es que las palabras que aparecen en contextos similares tienen significados similares.

La función que mapea tokens a vectores se le llama embedding, palabra que también
se puede usar para hablar de la representación particular de cada token: al token w le
corresponde el embedding ew que será un vector de Rn. Podemos arribar a un embedding
de forma manual, por conteo o con representation learning, pero en general la palabra se
reserva para los vectores generados por el último método; seguiremos esta convención.
Una ventaja de métodos dentro de esta última categoŕıa es que sus representaciones
son densas y de baja dimensión, en oposición a las dadas por conteo de tokens, cuya
dimensión es igual a |V | (el cardinal del vocabulario) y son muy ralas (usualmente un
documento tiene solo una fracción de todas las palabras en el corpus).

Un embedding E : V ↓ Rn, siendo V el vocabulario, que capture correctamente la
semántica de las palabras puede tener propiedades interesantes, por ejemplo, se cumplen
ecuaciones algebraicas como E(rey)↑E(hombre)+E(mujer) ↔ E(reina) (ver Figura 1).
La función E logra asociar ciertas direcciones del espacio con conceptos como género o
particularidades como en este caso la propiedad de ‘ser de la realeza’, capturada por la
dirección E(rey)↑ E(hombre).

5.1.2. Clasificación de texto.
Este es un problema que ya hemos visitado cuando hablamos de métodos basados en
reglas y de la regresión loǵıstica, y consiste en asignar una etiqueta a un texto de un
conjunto de etiquetas pre-establecidas. La FNN utilizada para resolver estos problemas
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Figura 1. Representación en 2 dimensiones del algebra de embeddings.
El vector E(rey) ↑ E(hombre) + E(mujer) apunta a E(reina). En el
ejemplo las magnitudes de E(mujer) ↑ E(hombre) y E(reina) ↑ E(rey)
son iguales pero podŕıan solo ser vectores colineales. Los embedding
suelen tener una cantidad de dimensiones mucho mayor a 2 (por ejemplo,
100).

tiene una neurona por cada etiqueta posible en la capa de salida, con una función soft-
max de activación para que la salida sea una probabilidad entre las clases, excepto para
el caso binario donde podemos usar una sola neurona con una sigmoide.

Ya tenemos todas las herramientas para que la red pueda consumir un texto s, solo
hay que aplicarlas en el orden adecuado. Primero, normalizar textos y tokenizar, con
esto vamos a tener s definido como una secuencia de tokens s = w1, . . . , wk. Luego,
usando una función de embedding, s se convierte en una secuencia s

↘ = e1, . . . , ek de
vectores. La función que mapea textos en vectores podŕıa tenerse de antemano (p. ej.
un Word2Vec pre-entrenado) o entrenarse junto con la red que resuelve el problema de
PLN que nos interesa. La secuencia s

↘ es recibida por la red en forma de un único vector,
producto de la concatenación de todos los ei. La capa de entrada queda entonces de
largo k ∀ d, siendo d la dimensión del embedding.

El problema con el enfoque descripto anteriormente es que el largo de cada texto s,
es decir la cantidad de tokens k, no está fija en la mayoŕıa de los problemas reales.
Queremos soportar textos de largo variable. Sin embargo, la capa de entrada de una
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Figura 2. FNN de una capa oculta para clasificación de reseñas de
restaurantes en positivas, negativas o neutras. Utiliza un embedding pre-
entrenado que genera vectores de dimensión d y una capa de pooling para
manejar textos de largo variable. W y U son matrices de pesos. Imagen
de [29].

FNN tiene una dimensión fija.

Para solucionar el problema de la dimensión fija se pueden utilizar dos enfoques. El
primero es decretar que los textos tienen un tamaño fijo, definiendo k como un hiper-
parámetro más. Los textos con más de k tokens se truncan, mientras que los que son más
cortos se ‘rellenan’ con un token especial reservado para este propósito hasta conseguir
el largo requerido (a esta acción se le llama padding). El segundo enfoque consiste en
utilizar alguna función de agregación, también llamada de pooling, como pueden ser el
promedio o la suma de los embeddings y alimentar aśı a la red con un vector de tamaño
d fijo. En la Figura 2 se ilustra una FNN de una capa oculta utilizando la técnica de
pooling. El problema es que en cualquiera de los dos enfoques, ya sea padding o pooling,
se pierde información, y en el caso de pooling también se pierde el orden de los tokens.
La arquitectura de redes recurrentes, que veremos más adelante, intenta solucionar este
problema (aunque da lugar a otros).

Ahora śı, preprocesando, vectorizando y aplicando padding o pooling, podemos alimen-
tar a una red con la representación de un texto. Transformamos el dominio de textos a
vectores en Rd y estamos en condiciones de entrenar la red y posteriormente usarla para
inferencia. Al momento de inferir, es decir, aplicar la red en nuevos textos no vistos du-
rante el entrenamiento, hay que aplicar los mismos pasos de procesamiento a los textos
para obtener los embeddings previo a aplicar la red.

5.1.3. Generación de texto.
Otro problema central en PLN es el de generación de texto, que ya lo estudiamos cuando
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Figura 3. FNN de una capa oculta para generación de texto en inglés.
Utiliza una matriz de embeddings E pre-calculada, y una ventana de
contexto que comprende a los N=3 últimos tokens. La capa de salida
es una función softmax y tiene una neurona por token en el vocabulario.
Imagen de [29].

vimos el método de N-Gramas. Para resolverlo con una FNN vamos a tratar el prob-
lema como uno de clasificación sobre el vocabulario utilizando una capa de salida con
activación softmax, cada token posible es una clase diferente.

¿De qué manera recibe la red su entrada? Imaginemos que tenemos una tira de tokens
conocidos y queremos que la red prediga el siguiente token. La predicción la haremos
en base a los N últimos tokens, también pasando por un preprocesamiento y capa de
embedding, de manera que la capa de entrada de la red tiene tamaño total N ∀d, donde
d es la dimensión del embedding. Ilustramos este flujo en la Figura 3 que muestra una
FNN de una capa oculta para generación de textos en inglés.
Si planteamos la red de esta manera, no hay pooling, no se pierde información en un
proceso de agregación, pero, en contrapartida, la ‘memoria’ de la red es fija, solo podemos
tener en cuenta las últimas N palabras. Además, el embedding es el mismo para cada
palabra, sin importar el contexto en el que se encuentre. Las arquitecturas más avanzadas
que veremos a continuación se desarrollan en respuesta a estas limitaciones.
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Figura 4. Esquema de una RNN simple de una sola capa oculta. En el
tiempo t la capa oculta h recibe el valor de entrada xt pero además su
valor anterior el tiempo t↑ 1. Imagen de [29].

Figura 5. Pesos de una RNN simple de una sola capa oculta. La capa
oculta h recibe el valor de entrada xt y el estado oculto anterior ht→1,
ambos ponderados por matrices de pesos W y U respectivamente, los
resultados se suman y se dan como entrada a la capa ht. La salida es un
vector y que se pondera según los pesos en la matriz V , como en la capa
de salida de las FNN ya vistas. Imagen de [29].

5.2. Redes neuronales recurrentes

Una red neuronal recurrente (RNN) es una arquitectura pensada para procesar secuen-
cias de vectores. Son redes donde las salidas de capas intermedias se reutilizan; si
pensamos en el grafo que representa la red, estamos diciendo que admitimos ciclos, a
diferencia de una FNN donde la información siempre fluye en una sola dirección, sin
ciclos. Si notamos a la secuencia como x1, . . . , xk, en el momento t la red recibe el vector
xt y lo procesa igual que haŕıa una FNN, pero con el agregado de que las capas ocultas
reciben información del estado que teńıan en el tiempo t↑ 1. Ver la Figura 4 para una
representación esquemática del asunto.
El ht o ‘estado oculto’ en el tiempo t es el vector representado por la capa oculta de
la red, recibe como entrada la capa anterior pero también el estado oculto ht→1 del
tiempo anterior, cada uno de estos vectores está ponderado por pesos a aprender. De
esta manera, tenemos conjuntos de pesos diferentes para ponderar la información del
token actual y el resumen de toda la información anterior. Ver la Figura 5 para entender
cómo encajan estos componentes en el caso simple de una RNN de una sola capa oculta
h.
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Figura 6. Desenrollado de una RNN simple de una sola capa oculta.
La red se puede ver como una FNN con la dimensión temporal agregada.
La capas de la red se recalculan en cada tiempo t mientras que los pesos
U, V,W se comparten a lo largo del tiempo. Imagen de [29].

Formalicemos la arquitectura: sea a la función de activación de la capa h y sea f la
función de activación de la capa de salida (t́ıpicamente una sigmoide o una softmax),
entonces la red de la Figura 5 se puede escribir como:

(56)


ht = a(Wxt + Uht→1).

yt = f(V ht).

No incluimos el sesgo en la ecuación (56) porque consideramos que está integrado en
las matrices de pesos como una columna más, concatenando el valor real 1 al vector de
entrada y de estados ocultos. Si hubiera más capas tendŕıamos una recurrencia en la
profundidad de la red como variable, igual que en (52). Lo que hacemos en una RNN
es sumarle otra dimensión, que es el tiempo. Si ‘desenrollamos’ la ecuación (56) en el
tiempo, notamos que una RNN puede ser vista como una FNN con el agregado de la
dimensión temporal, ver Figura 6, esto implica que todo lo visto sobre optimización
de la red y el cálculo del gradiente mediante backpropagation podemos aplicarlo aqúı
también.

Las RNNs superan en desempeño a las FNN en varios problemas de PLN por el hecho
de que tienen memoria potencialmente infinita, no hay un parámetro que define cuántas
palabras hacia atrás en la secuencia está viendo la red. Sin embargo, en la práctica,
pierden desempeño en secuencias muy largas.

Esa pérdida de desempeño se debe primero a que a los estados ocultos h se les pide
que sean multipropósito: deben guardar información de toda la secuencia, y por otro
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lado proveer de información útil para el token que está siendo procesado, esto hace que
la información a largo plazo tienda a diluirse.
En segundo lugar, existe un problema que tiene que ver con la optimización y la arqui-
tectura particular de las RNNs. Si vemos la Figura 6 vemos que la matriz U se multiplica
por el estado oculto anterior ht→1 en cada tiempo t, por lo tanto, durante el proceso de
backpropagation durante el cual se calcula el gradiente de la red, esta matriz aparece
multiplicandose repetidamente, tantas veces como tenga de largo la secuencia. Veámoslo
en términos de fórmulas; tomemos la ecuación (56) y quedémonos solo con la recurrencia
de los ht, aśı simplificamos la recurrencia a una de tipo lineal simple y podemos escribir:

ht = Wht→1,

que si la secuencia tiene largo t nos da:

ht = W
t
h0.

Esto nos da la pauta de que el valor del estado oculto depende de las condiciones iniciales
de la matriz W . De hecho, si W es diagonalizable y admite una descomposición W =
PDP

→1 entonces con D diagonal y P matriz de cambio de base, entonces:

ht = PD
t
P

→1
h0,

y los valores propios ς con |ς| > 1 crecen exponencialmente con t, mientras que si
|ς| < 1, decrecen a 0 rápidamente. Esto surge de la recurrencia durante el proceso de
backpropagation y da lugar a los problemas de exploding gradient y vanishing gradient,
respectivamente. El primero hace que el aprendizaje sea muy inestable, mientras que el
segundo lo ralentiza o directamente lo detiene.

El problema de falta de memoria se puede mitigar con extensiones de las RNNs que
vimos, que tendrán estados (vectores como el ht) con roles espećıficos para almacenar
información relevante a lo largo del tiempo; una muy popular es la LSTM (Long Short
Term Memory). El problema de los gradientes que crecen exponencialmente puede miti-
garse con gradient clipping, que consiste en truncar los gradientes que superen un cierto
umbral. La LSTM y otras arquitecturas, aśı como más técnicas para mitigar problemas
con el gradiente, pueden encontrarse con más detalle en el Caṕıtulo 10 de [14].

5.2.1. Redes recurrentes para PLN.
Una RNN puede tratar cualquier tipo de secuencia, no necesariamente texto, pero si nos
centramos en ese tipo de dato, podemos definir la arquitectura según la tarea a resolver.

Si se necesita etiquetar cada elemento de la secuencia, entonces la entrada y salida de la
red tendrán la misma dimensión. Un ejemplo clásico es el de asignarle a cada palabra
su categoŕıa gramatical, que se conoce como el problema de POS-Tagging. En la Figura
7 se muestra una implementación con una RNN.

En cambio, para clasificar la secuencia como un todo, la entrada de la red serán los
tokens (sus embedding, para ser precisos) y la salida serán las clases. Casos de uso
abundan, uno t́ıpico, que ya hemos mencionado, es clasificar los textos como de
sentimiento positivo o negativo (ver Figura 8).
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Figura 7. Part of Speech (POS) Tagging. Se entrena a la red para que
aprenda la categoŕıa gramatical de cada token. Una secuencia de largo n

tiene n salidas. El estado oculto h se propaga en el tiempo. Imagen de
[29].

Figura 8. Esquema de una RNN para clasificación de un texto. La
secuencia se procesa de manera recurrente propagando el estado oculto h

en el tiempo, se usa el último estado oculto hn, que tiene información de
toda la secuencia, como entrada para una FNN que realiza la clasificación
final. Imagen de [29].

Como última aplicación de RNNs en PLN mencionamos la generación de secuen-
cias, al igual que en las FNN lo que se hace es una clasificación sobre el vocabulario.
La diferencia es que no hay ventana de contexto, sino que nos valemos de los estados
ocultos para mantener esa información. Ver esquema de implementación en la Figura 9.

5.3. Arquitectura Encoder-Decoder

La arquitectura que vamos a ver se puede usar para problemas donde la entrada es una
secuencia y la salida es también una secuencia, como traducción, resumen de textos,
modelos de pregunta y respuesta, etc. El problema de POS-Tagging está dentro de esa
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Figura 9. RNN para generación de texto. Se empieza la generación
ingresando un token reservado para marcar el principio de un texto. En
cada paso se genera un token nuevo que es usado como entrada para el
paso siguiente. El estado oculto se propaga a lo largo del tiempo. Imagen
de [29].

categoŕıa, alĺı la secuencia de entrada y la de salida tienen el mismo largo. En ese caso,
la arquitectura de RNN de la Figura 7 es suficiente, pero hay muchos casos donde los
tokens de entrada y salida no tienen una correspondencia uno a uno.

Por ejemplo, en la traducción de un texto de un idioma a otro, las secuencias pueden
tener distinto largo y orden; un verbo al principio de la frase en el idioma de entrada
puede estar al final en el de salida, por decir algo. Se necesita tener una comprensión
global de toda la secuencia de entrada antes de generar la de salida. Esta condición no
es exclusiva de la traducción, sino que surge naturalmente en muchas tareas de trans-
formación de secuencias, como en los ejemplos ya nombrados al inicio de la sección.

Para manejar entrada y salida de diferente largo surge la arquitectura Encoder-Decoder.
Conceptualmente consta de dos partes: un Encoder que toma una secuencia de entrada
y la transforma en un vector c que representa a la secuencia, llamado vector de contexto
o vector en el espacio latente, y un Decoder que toma ese vector y lo utiliza para generar
una secuencia de salida. Ver la Figura 10 para una representación esquemática de esta
arquitectura.

La implementación del Encoder y del Decoder puede ser realizada por cualquier arqui-
tectura de red neuronal que soporte secuencias, como una RNN, una red convolucional o
un Transformer (ver Sección 5.4). Ahora vamos a estudiar la implementación basada en
RNNs, donde los estados ocultos jugarán el papel del contexto. Empezamos ilustrando
la implementación con la Figura 11, para el caso de traducción de secuencias.
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Figura 10. Esquema de una arquitectura Encoder-Decoder. El Decoder
y el decoder son modelos que soportan secuencias, C es un vector llamado
contexto.

Figura 11. Arquitectura Encoder-Decoder basado en RNNs para tra-
ducción de secuencias. El Encoder recibe la secuencia de entrada y genera
un vector de contexto c que es la entrada del Decoder, este es el último
estado oculto del Encoder y el primero del Decoder. El Decoder genera
la secuencia de salida. Cada estado h

d
i del Decoder tiene como entrada

el token anterior, el estado oculto h
d
i→1

y el contexto. Imagen de [29].

En la Figura 11 se parte de una secuencia x1, . . . , xn que es la entrada del Encoder,
la RNN procesa esta entrada de a un token a la vez, generando una salida y un estado
oculto en cada paso, que ignoramos (por ahora). Lo único que rescatamos de este pro-
ceso es el último estado oculto h

e
n del Encoder, pues mantiene información de toda la

secuencia. Este estado oculto es el contexto que se le pasa al Decoder, que también es
una RNN, en este caso de generación de texto como la de la Figura 9. En un primer paso
el Decoder recibe un token especial <s> que indica el inicio de una secuencia de salida
y el contexto h

e
n = c, que puede pensarse como un estado oculto h

d
0
inicial del Decoder.
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En cada paso el Decoder genera un token de salida yi y un estado oculto h
d
i que se usa

como entrada en el paso siguiente, además de la salida yi→1, que es el token generado
en el paso anterior, junto con el contexto c. La salida del Decoder es una secuencia
y1, . . . , ym que es la traducción de la secuencia de entrada.

Podŕıamos haberle pasado el contexto solo al primer estado oculto del Decoder, pero
esto limitaŕıa la influencia del texto de entrada en la generación de los tokens posteri-
ores. Por eso hay una redundancia de información y se le pasa el contexto a cada estado
oculto del Decoder. Las fórmulas para el proceso de decoding nos quedan:

(57)






c = h
e
n = h

d
0
,

h
d
i = RNN(yt→1, h

d
t→1

, c),

ŷt = softmax(hdt ),

donde por RNN denotamos a alguna red recurrente que toma como entrada el último
token generado, el estado oculto anterior y al contexto, generando un estado oculto
nuevo. La salida es un vector ŷt de probabilidades sobre el vocabulario, representando la
probabilidad que cada palabra tiene de ser la siguiente. El token efectivamente generado
puede ser el más probable de todos, pero puede haber otras estrategias de muestreo sobre
esta distribución, por ejemplo para generar textos más creativos y menos repetitivos (a
este tipo de control se le puede encontrar por el nombre de temperatura). Durante el
proceso de entrenamiento, la salida generada se usa junto con la salida real conocida
para calcular la función de costo para optimizar.

5.3.1. Mecanismos de atención.
Desde que empezamos a hablar de RNNs, en más de una oportunidad mencionamos que
la influencia de los tokens iniciales de la secuencia se pierde a medida que avanzamos en
la misma, hay una pérdida de memoria. La ráız de este problema ya la hemos comen-
tado y es que se le pide al estado oculto, que es un vector de cierta dimensión fija, que
mantenga pesos para ponderar toda la información histórica junto con la información de
la entrada al momento de predicción. Esto es un problema para las RNN en general y
está presente al usarlas como implementación de un Encoder-Decoder, ese último estado
oculto del Encoder es un cuello de botella. Por más bueno que sea el Decoder, solo puede
trabajar con la información que disponibilice el Encoder.

En realidad tenemos más información a disposición, ya que podŕıamos no usar solamente
el último estado oculto, sino todos los estados intermedios generados por el Encoder. Una
opción seŕıa concatenarlos todos, a priori no viable, pues el vector final tendŕıa dimensión
variable, aunque se resolveŕıa con algún tipo de padding. Otra opción seŕıa resumirlos de
alguna manera igual que comentamos en el caso de las FNNs, mediante una estrategia
de pooling. Estrategias válidas pero que no tienen en cuenta una cuestión crucial: no
todos los estados ocultos hei son igual de importantes en cada momento de la generación.

Por ejemplo, si en la frase de entrada hay un nombre propio en la posición i, el hei
es el estado oculto del Encoder correspondiente a esa posición y quizás deba tener más
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peso a la hora de generar el nombre en la traducción. Para capturar este tipo de rela-
ciones entre los estados ocultos, en vez de solo sumar o promediar los hei , vamos a hacer
una suma ponderada, donde los pesos de la suma no son fijos sino que dependen del
momento de la generación. La forma de calcular estos pesos es lo que se conoce como
mecanismo de atención.

Concretamente en el i-ésimo paso de generación lo que haremos es computar un score en-
tre hdi→1

, el último estado oculto del Decoder, que se busca que resuma toda la semántica
de la frase generada hasta el momento, y cada uno de los estados ocultos hej del Encoder.
Una forma de hacer esto es mediante el producto interno entre los vectores:

(58) score(hdi→1, h
e
j) =

〈
h
d
i→1, h

e
j

〉
.

Este score es una medida de la similitud, si es alto significa que la información que aporta
h
e
j es relevante para la generación del token i. Luego se aplica una función softmax sobre

estos scores para llevarlos al intervalo [0, 1] y que sumen 1.

(59) softmax

(
(score(hdi→1, h

e
j))j

)
=




e
⇔hd

i→1,h
e
1↖

n∑
k=1

e
⇔hd

i→1,h
e
k↖
, . . . ,

e
⇔hd

i→1,h
e
n↖

n∑
k=1

e
⇔hd

i→1,h
e
k↖



 .

Obtenemos aśı los pesos de la suma ponderada:

(60) ωij =
e
⇔hd

i→1,h
e
j↖

n∑
k=1

e
⇔hd

i→1,h
e
k↖
.

Con estos ingredientes, podemos calcular en cada paso i de la generación un vector
de contexto ci definido como la suma ponderada por ωij de los estados ocultos h

e
j del

Encoder:

ci =
n∑

j=1

ωijh
e
j .

En la Figura 12 se puede ver una implementación de una arquitectura Encoder-Decoder
con RNNs usando mecanismos de atención.

Es posible usar una función de scoring más compleja que el producto interno, de hecho,
podemos parametrizar el cálculo, de manera que también se pueda aprender, general-
izando la ecuación (58) a una forma bilineal definida por una matriz de pesos Ws:

(61) score(hdi→1, h
e
j) = (hdi→1)

T
Wsh

e
j .

Esta generalización permite que los estados ocultos sean de distinta dimensión y de
aprender pesos particulares en cada instancia de entrenamiento para cada problema
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Figura 12. Arquitectura Encoder-Decoder con mecanismos de atención.
El Encoder genera una secuencia de estados ocultos h

e que son usados
para calcular un vector de contexto ci en cada paso de generación del De-
coder. La atención se calcula mediante una función de scoring (por ejem-
plo producto interno) entre los estados ocultos del Encoder y el último
estado oculto del Decoder. Imagen de [29].

particular.

5.4. Transformers

Los mecanismos de atención no tienen por qué ser usados exclusivamente en el contexto
de estados ocultos de una RNN. Si tenemos vectores y una forma de compararlos, ten-
emos un mecanismo de atención.

Nada impide comparar embeddings de palabras con otras, más aún sabiendo que los
embeddings capturan la semántica de las palabras y de alguna forma las direcciones en
el espacio de embedding capturan conceptos.

Cuando se habla de attention en este sentido, se refiere a comparar la influencia o rel-
evancia de un token respecto a otro en otra secuencia (ver Figura 13). En cambio, si
se escucha hablar de self-attention, el concepto se refiere al caso en el que comparamos
tokens de una misma secuencia entre ellos mismos. Esto lo que permite es, dado un
token wi y su contexto (el resto de la frase), entender qué tokens son más relevantes,
cuáles modifican la semántica de wi.
Si w1, . . . , wi, . . . wn constituyen una secuencia con embeddings e1, . . . , ei, . . . en, calcular
los scores de atención entre wi y el resto de los tokens y realizar la suma ponderada
como en (62) nos da un nuevo embedding contextualizado de wi:
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Figura 13. Atención entre dos secuencias de tokens. Cada token de la
secuencia de entrada es comparado con cada token de la secuencia de
salida. El grosor de las ĺıneas indica un valor de atención más fuerte. La
palabra ‘mascota’ de la segunda secuencia guarda una relación semántica
fuerte con ‘perro’ (los vectores tienen un producto interno alto), pero no
con ‘calle’

êi =
n∑

j=1

ωijej ,

solo que en este caso los pesos ωij se definen como:

(62) ωij =
exp(↘ei, ej⇐)
n∑

k=1

exp(↘ei, ek⇐)
.

Este nuevo embedding modifica la semántica capturada por ei según el contexto en el
que se encuentre. Es una manera dinámica de modificar los embeddings para adecuarse
mejor a la situación particular de cada secuencia. Todos los tokens se benefician de esto,
pero un ejemplo que ilustra la utilidad de la técnica es pensar en palabras con más de
un significado; un ‘banco’ puede ser una entidad financiera o un lugar para sentarse,
con embeddings estáticos el vector de ‘banco’ es el mismo no importa si la oración es
‘Fúı al banco a retirar mis ahorros’ o ‘Me senté en el banco a contemplar el paisaje’.
Usando self-attention obtenemos dos vectores distintos para cada instancia de la palabra.
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Figura 14. Arquitectura del Transformer original de Vaswani et al. La
arquitectura se compone de un Encoder y un Decoder, cada uno con
bloques de atención y feedforward. El ‘bloque’ compuesto por el cabezal
de atención y la red feedforward se compone consigo mismo N veces.
Imagen de [17]

En 2017 Vaswani et al. construyeron sobre estas ideas para desarrollar la arquitectura
del Transformer en su art́ıculo ‘Attention is All You Need’ [17]. La arquitectura original
se puede ver en la Figura 14. En principio pensada para el problema de traducción de
secuencias, usando una estructura de Encoder-Decoder, se cimentó como la arquitectura
base de muchos modelos de PLN, como los de la clase GPT2 de OpenAI. También se
extendieron a otras modalidades, es decir, otros tipos de datos, como imágenes (ver la
arquitectura ViT 3)[24], grafos o tablas de datos.

2
Las siglas GPT significan ‘Generative Pre-Trained Transformer’

3
Vision Transformer
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Figura 15. Esquema simplificado de un Transformer para generación de
texto. El Encoder recibe una secuencia de embeddings de tokens y genera
una secuencia de salida. Ignoramos operaciones de suma y normalización,
aśı como skip-connections.

Si bien la arquitectura original es un Encoder-Decoder, que tiene que ver con el problema
particular de traducción, el Transformer se puede usar en cualquier tarea que requiera
procesar secuencias. Comentaremos un esquema más simplificado de la arquitectura
que solo se enfoca en lo que seŕıa el Decoder, que puede ser usado, por ejemplo, para
generación de texto, ver la Figura 15.

5.4.1. Bloque de atención.
La sección de la red dedicada al mecanismo de atención computa los pesos de atención
entre los tokens de la secuencia de entrada, es un caso de self-attention. Lo novedoso en
[17] es que un mismo token tiene un embedding distinto según el rol que esta cumpliendo
en el cálculo. La idea es que si wi es un token cuyo embedding queremos contextualizar,
entonces ese token se pregunta qué otros tokens lo influencian y debemos usar su em-
bedding de query para realizar esta pregunta. En cambio si estamos evaluando si wi

influye en otros tokens, usamos su embedding de key. Finalmente, para saber cuál es la
magnitud de esa influencia, debemos usar su embedding de value.

En la primera definición de atención que vimos con los Encoder-Decoder calculamos
la atención del vector u al w como score(u,w) = ↘u,w⇐. En el bloque de atención del
Transformer queremos usar esta misma fórmula, pero utilizando los vectores qu (query)
y kw (key), en la dirección del vector vw (value), esto es:
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(63) attT (u, v) = ↘qu, kw⇐ vw.

En lugar de realizar cada cálculo por separado, ya que el cálculo consiste en realizar
productos internos, es más eficiente calcular la atención de todos los tokens entre śı a la
vez utilizando matrices.

Sean Q,K ⇒ Rdk⇑r donde los vectores qi y ki son las columnas i-ésimas de cada matriz,
respectivamente, y V ⇒ Rdv⇑r con vi como su columna i-ésima. Las dimensiones dk y
dv son hiperparámetros que definen el espacio donde queremos definir los embeddings,
mientras que r es el tamaño de la ventana de contexto, es la cantidad de tokens que vamos
a considerar para generar el siguiente. Calculamos los productos internos multiplicando
Q

T por K, obteniendo una nueva matriz:

(QT
K)ij = (↘qi, kj⇐)ij .

Aplicamos una función softmax a cada vector fila de la matriz anterior, esto nos da una
nueva matriz:

S = softmax(QT
K).

La entrada (i, j) de la matriz S es el número

sij =
e
⇔qi,kj↖

r∑
t=1

e⇔qi,kt↖
.

La suma de los vj ponderada por los sij (la fila i-ésima de S) da lugar a un vector q̂i,
que es el embedding contextualizado de qi:

(64) q̂i =
r∑

j=1

sijvj =




| |
v1 · · · vr

| |








si1
...
sir



 = V




si1
...
sir



 ,

donde hicimos expĺıcito el cálculo de q̂i en función de las columnas de V , usando el hecho
de que multiplicar una matriz por un vector resulta en una combinación lineal de las
columnas de la matriz. Esto nos indica que podemos calcular todas las representaciones
q̂i para i = 1, ..., r multiplicando V por ST :

(65) Q̂ := V S
T =




| |
v1 · · · vr

| |









s11 · · · si1 · · · sr1

s12 · · · si2 · · · sr2
...

. . .
...

. . .
...

s1r · · · sir · · · srr




=




| |
q̂1 · · · q̂r

| |



 .

Los embeddings contextualizados se encuentran en las columnas de Q̂ = V S
T . La

formulación matricial de la capa de atención nos queda entonces:

(66) attT (Q,K, V ) = Q̂ = V S
T = V softmax(QT

K),
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donde recordamos que Q,K, V son matrices de pesos a aprender y la función softmax se
aplica por separado para cada fila.

Esta es casi la forma presentada en el paper [17], a menos de una normalización por▽
dk. La razón que alĺı se da para esta normalización es que el producto interno crecerá

en valor absoluto con la dimensión de los embeddings, llevando la softmax a valores muy
cercanos a 0 o 1, donde los gradientes son más pequeños, dificultando la optimización.
La fórmula final queda entonces:

(67) attT (Q,K, V ) = Q̂ = V S
T = V softmax

(
Q

T
K▽
dk

)
.

Observación 5.4.1. En el art́ıculo original, la notación elegida usa matrices fila. La
fórmula presentada para el mecanismo de atención alĺı es

attvaswani(A,B,C) = softmax

(
AB

T

▽
dk

)
C,

que es equivalente a nuestra notación para el mecanismo de atención, basta con trasponer.
La equivalencia es A = Q

T
, B = K

T
, C = V

T y se cumple attvaswani(QT
,K

T
, V

T ) =
attT (Q,K, V )T .

La multiplicación de matrices es muy eficiente en una computadora, donde existe hard-
ware dedicado para esto. Además, la fórmula es paralelizable, cada token puede ser
comparado con los demás por separado, utilizando el hardware de la manera más efi-
ciente. Esto último supone una ventaja crucial en la práctica con respecto a las RNNs,
donde los cálculos se realizan secuencialmente.

Una limitante del bloque de atención, y por extensión del Transformer, es que las se-
cuencias que se pueden procesar tienen un tamaño fijo, no podemos potencialmente
almacenar información de secuencias de tamaño arbitrario como en las RNNs (aunque
en la práctica esto tampoco suced́ıa). Sin embargo, el problema en la práctica se mitiga
si se usan ventanas de atención grandes, como se usan actualmente, con grandes modelos
de lenguaje (LLMs) con ventanas de más de 128.000 tokens.

5.4.2. Multi-Head Attention.
Lo que describimos anteriormente se puede entender como un bloque de atención. En la
arquitectura del Transformer se utilizan varios bloques a la vez, en lugar de ejecutar una
sola instancia de atención siguiendo la ecuación (67), se ejecutan varias, con diferentes
valores de queries, keys y values. De esta manera, la red aprende distintas maneras de
contextualizar el token. Esto se hace en paralelo para cada token. Luego se agregan
los resultados de todos los bloques, que se puede realizar concatenando o sumando las
salidas de cada uno.

5.4.3. Bloque Feedforward.
La salida de la capa de atención se pasa por una FNN usual. Puede entenderse que la
capa de atención se encarga de contextualizar los embeddings de los tokens y la FNN
de realizar la tarea espećıfica de PLN, como clasificación o generación de texto. Esta
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división es útil desde un punto de vista didáctico, pero la forma en la que los pesos entre
capas interactúan entre śı depende de cada instancia particular de optimización de los
pesos. En los comentarios finales hablamos un poco sobre este tema de la interpretabil-
idad de los modelos. Aún más compleja es la interpretación de los componentes si se
tienen conexiones que saltean capas, llamadas skip-connections, que están presentes en
el diagrama de la Figura 14.

5.4.4. Positional Encoding.
Los tokens dentro de una secuencia tienen un orden. Hay muchos contextos en los
que esto es importante; intuitivamente, es más probable empezar una oración con un
art́ıculo o un sujeto que con un verbo, por ejemplo. Las RNNs utilizan la posición de
forma impĺıcita, ya que procesan la secuencia de a un token a la vez. En cambio, en los
Transformers, los mecanismos descritos hasta ahora no se nutren de la información de
la posición del token.

Para agregar esta información importante es que se utiliza lo que se conoce como po-
sitional encoding. La idea es agregar a los embeddings de los tokens información de la
posición, esto se hace sumándoles una cantidad que depende justamente de esa posición.
Hay distintas formas de implementarlo, se pueden tener reglas fijas o usar un encoding
aprendido. En el art́ıculo de Vaswani et al. se utilizan senos y cosenos de distintas
frecuencias para codificar la posición de los tokens. La fórmula es la siguiente, aplicada
en cada entrada par 2i e impar 2i+ 1 del embedding:

(68)





PE(pos, 2i) = sin

(
pos

100002i/d

)
,

PE(pos, 2i+ 1) = cos
(

pos
100002i/d

)
,

donde pos es la posición del token en la secuencia y d la dimensión del embedding. A
cada posición se le suma un vector particular de sinusoides, fijo. El modelo aprende
a reconocer esta información como una marca de la posición del token. Dicho de otra
forma, la información de la posición está codificada en ese vector de sinusoides y el
modelo aprende a reconocerla.

5.4.5. ¿Por qué los Transformers?
Desde su aparición en 2017, los Transformers han pasado a dominar el estado del arte en
PLN y otras áreas del aprendizaje automático, ejemplos de modelos basados en Trans-
formers que son o fueron estado del arte pueden ser [19][20][25]. Vamos a mencionar
algunas razones por las que esto ha sucedido aśı.

5.4.5.1. Mantiene dependencias a largo plazo.
Los Transformer parecen resolver el problema de mantener relación entre tokens dis-
tantes entre śı en una secuencia larga, es decir, que no sufren de pérdida de memoria
como las RNNs. El último token de la secuencia tiene la misma información sobre el
token inmediatamente anterior que la que tiene sobre el inicial, eso śı, siempre y cuando
la ventana de contexto abarque a toda la secuencia. ¿Cuál es la diferencia con arqui-
tecturas de tipo FNN para secuencias como la de la Figura 3? Una diferencia es el uso
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de mecanismos de atención para generar embeddings contextualizados en vez de embed-
dings fijos.

5.4.5.2. Scaling laws.
Por otro lado, son muy eficientes en cuanto a tiempo y capacidad de cómputo, son alta-
mente paralelizables porque el procesamiento de cada token es independiente del resto.
Esta ventaja en eficiencia no es menor y puede que sea la razón principal del éxito de la
arquitectura, ya que vuelve viable entrenar con más datos y más parámetros. Esto ha
probado ser crucial para obtener modelos en el estado del arte, que realmente pueden
realizar tareas que modelos con arquitecturas similares pero de escala menor no pueden
[23]. La escala del modelo refiere tanto al tamaño del conjunto de entrenamiento, como
a la cantidad de parámetros y al tiempo de cómputo usado para el entrenamiento.

Como ejemplo de las llamadas scaling laws podemos tomar modelos de tipo GPT que
OpenAI desarrolló desde 2017: primero GPT ([18] 2018, 1.17∀ 108 parámetros), GPT-2
([20], 2019 con 1.5∀ 109 parámetros) y GPT-3 ([22], 2020 con 1.75∀ 1011 parámetros).
Al aumentar los parámetros también se recomienda aumentar la cantidad de datos y el
tiempo de entrenamiento, de lo contrario se puede caer en sobreajuste [23]. Una versión
de GPT-3 fue la usada en el lanzamiento de ChatGPT a fines de 20224.

Estas reglas de escalado parecen cumplirse en general pero vale la pena mencionar que
no es siempre el caso. El uso eficiente tanto de los datos de entrenamiento como de los
recursos de cómputo es un área de investigación en śı misma, el lector interesado puede
leer el art́ıculo [28] de Sara Hooker, donde se dan ejemplos donde la regla de escalado se
rompe y razones por las que esto podŕıa estar pasando.

5.4.5.3. Aplicabilidad.
Hay que destacar también que los Transformers no son solo útiles para procesar texto,
son máquinas que procesan secuencias y, por lo tanto, cualquier dato que sea tokeniz-
able, es decir, que pueda ser descompuesto en elementos atómicos y representado como
secuencia de estos tokens, puede ser procesado por un Transformer. Una imagen se
puede dividir en tokens, audio también. Incluso existen técnicas para hacer coexistir las
representaciones vectoriales de tokens que provienen de distintos dominios, como es el
caso de CLIP [25], dando lugar a lo que se conoce como modelos multimodales.

Más aún, no solo hay que pensar en procesar contenido como texto, audio, imágenes
o video. Se han utilizado con éxito arquitecturas del tipo Transformer para la detección
de fraude en pagos electrónicos (Nubank) o sistemas de recomendación (Netflix [31]).
Uno de los desaf́ıos a resolver para adoptar esta arquitectura es cómo obtener representa-
ciones útiles del dominio de interés (los embeddings) y, crucialmente, cuál es la mejor
manera de darle un orden a esas representaciones.

4
Cabe mencionar que para un producto como ese no basta solo con las scaling laws, al pre-

entrenamiento hay que sumarle la tarea de hacer que el texto generado se asemeje al tipo de texto

esperado en una conversación de mensajeŕıa instantánea, con técnicas como RLHF (reinforcement learn-
ing with human feedback).





CAPÍTULO 6

Comentarios finales

En este trabajo hemos tratado los fundamentos matemáticos claves para entender un
modelo de aprendizaje automático; cómo definimos un modelo, qué alcance tiene cada
método y que debemos entender el ‘entrenamiento’ como la resolución de un problema
de optimización. Usando el PLN como eje conductor, hemos visto que un mismo prob-
lema se puede atacar con métodos de distinta complejidad, cada uno con sus ventajas y
desventajas.
Desde métodos basados en reglas como las expresiones regulares, que son útiles en prob-
lemas acotados y bien definidos pero que fallan en problemas más abiertos; hasta redes
neuronales que tienen una capacidad expresiva impresionante, afirmación sustentada
hasta cierto punto por el teorema de aproximación universal 4.2.4, pero su entrenamiento
puede presentar desaf́ıos y requiere de muchos datos.

Como mencionamos en la introducción, las aplicaciones en el aprendizaje automático
a veces avanzan más rápido que la teoŕıa. En este sentido, el pragmatismo es ley, lo que
funciona se adopta. No seŕıa coherente con la realidad pretender que solo se adopten
modelos totalmente entendidos y probados con garant́ıas matemáticas. Se puede argu-
mentar que la labor de la investigación es generar conocimiento que acompañe y gúıe
esa adopción, además de dar explicaciones cuando las cosas parecen no funcionar. Esta
monograf́ıa me ha dado algunas herramientas para tomar ese camino, y también intenta
ser un punto de partida para otros que quieran hacer lo mismo.

Utilizamos el PLN como eje conductor del trabajo para fijar ideas, pero mucho de lo
visto, tanto a nivel teórico como a nivel de implementación, puede adaptarse a otros
tipos de datos: problemas con datos en Rn de forma ‘nativa’ (tabulares), imágenes,
audio, datos en formato de grafos. Si hablamos concretamente del Transformer, la ar-
quitectura puede soportar cualquier conjunto de datos en forma de secuencia. De hecho,
el punto clave de la traducción para pasar de un dominio de datos a otro es el de la
vectorización: basta con tener un vector en Rn para que la red pueda interpretarlo,
no importa su origen. Hay métodos de vectorización como el mencionado CLIP que
se pueden usar para que vectores representando tanto textos como imágenes convivan
en un mismo espacio, gozando de las mismas caracteŕısticas deseables de semántica de
embeddings que describimos en la sección 5.1.1 del Caṕıtulo 5.

83
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6.1. Trabajo a futuro

Hay muchas áreas en el aprendizaje profundo en las que se puede profundizar, a contin-
uación se mencionan algunas.

6.1.1. Garant́ıas en el proceso de optimización en aprendizaje automático.

En el Caṕıtulo 3 probamos el Teorema 3.3.1, que nos da el paso óptimo para que el
algoritmo de SGD tenga el menor error esperado acotado en cierto número de itera-
ciones y vimos que la entroṕıa cruzada como función de costo para clasificación binaria
con la RL se encuentra en las hipótesis del mencionado teorema (ver el ejemplo 3.3.3 y
la prueba de convexidad en la sección 4.1.2).

Sin embargo, vimos con el ejemplo 4.2.1 que las redes neuronales no suelen ser con-
vexas, por lo que no aplica el Teorema 3.3.1 ni el 3.3.2 en ellas. Esta carencia motiva a
estudiar qué garant́ıas hay para el uso del SGD en el contexto del aprendizaje profundo,
¿podemos dar resultados similares a los vistos, que acoten el error estimado al querer
hallar el mı́nimo mediante SGD en función de los hiperparámetros del algoritmo, por
ejemplo, del paso ω?

El problema no es sencillo y posiblemente no tenga una respuesta única que sirva para las
funciones de costo de cualquier red neuronal. Una ĺınea de trabajo posible es profundizar
en el entendimiento de los resultados de Robbins-Monro [1] .

6.1.2. Modelos fundacionales.
Los últimos años han visto un cambio de paradigma en el abordaje de los problemas
de PLN favoreciendo el uso de modelos generales (como los LLMs) que pueden realizar
tareas diversas con mı́nimo o nulo entrenamiento particular en ellas, aplicando lo que
se conoce como few-shot learning y zero-shot learning, respectivamente. Este contexto
lleva a preguntarse si ese enfoque generalista puede aplicarse en dominios diferentes.
Mencionamos los ejemplos de sistemas de detección de fraude o de recomendación, pero
puede haber muchos. El atractivo de los aśı llamados ‘modelos fundacionales’ es que no
implican un desarrollo de un modelo espećıfico para cada tarea particular, son versátiles,
adaptandose a necesidades variables y muchas veces es más simple mantener funcionando
correctamente en una aplicación real un solo modelo que mantener una cantidad variable
de modelos expertos.

Partiendo de lo aprendido en PLN, pareceŕıa prometedor usar arquitecturas basadas
en el Transformer para encontrar modelos fundacionales en más áreas. Para esto parece
ser clave poder plantear el problema a resolver de una manera auto-supervisada, es decir,
como una clasificación donde el valor a predecir (la etiqueta), viene dada por el problema
mismo. Por ejemplo, en la predicción de la siguiente palabra en un texto, ya sabemos la
verdadera palabra que le sigue a cada palabra de entrenamiento, puesto que son parte
del conjunto de textos conocidos. Aśı el modelo puede nutrirse de mucha cantidad de
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datos, solo posible si no hace falta etiquetado manual.

6.1.3. Interpretabilidad.
Otra área interesante es la de interpretabilidad; dado un vector x de entrada a una red,
no es evidente cómo las distintas features de x influencian la salida final del modelo, la
red actúa como caja negra. Hay trabajos en esta área que han aportado mucho, como
[16], donde se toma prestado de la teoŕıa de juegos el concepto de shapley values para
cuantificar la influencia de cada feature, una bibliograf́ıa excelente para este tipo de in-
terpretabilidad es el libro ‘Interpretable Machine Learning’ de Christoph Molnar [27].

Un paso más allá está el poder entender los comportamientos internos de la red ¿qué
parámetros responden más a qué features? ¿se puede entender entonces qué neuronas
o conjunto de neuronas ‘aprenden’ más de un concepto que de otro? Cuestiones de
este tipo se tratan en lo que en inglés se conoce como mechanistic interpretability, el
interesado puede referirse a trabajos desarrollados en la empresa Anthropic [30]. Esta
investigación es relevante en los LLMs para controlar la salida de estos modelos, más allá
de lo que se puede hacer con técnicas de finetuning (post-entrenamiento de un modelo
para una tarea espećıfica) o de prompting. Si entendemos las representaciones internas
de la red, la esperanza es que también podŕıan ser modificadas a gusto para dirigir con
más precisión el modelo, estamos hablando de poder ‘programarlo’ en un nuevo sentido
de la palabra.





APÉNDICE A

Pruebas

Aqúı se detallan teoremas y pruebas que no se incluyeron en el cuerpo principal del
trabajo.

Teorema A.0.1. Sea {xk} una sucesión generada por un método de gradiente xk+1 =
xk+ωkdk con ωk ↓ 0 y

∑↗
k=0

ωk = ′. Donde el gradiente de f es L-Lipschitz y además
existen c1, c2 > 0 tales que

(69) c1 ∞≃f(xk)∞2 ⇓ ↑∞≃f(xk)∞t dk, (70) ∞dk∞2 ⇓ c2 ∞≃f(xk)∞2 .
Entonces se tiene que f(xk) ↓ ↑′ o f(xk) converge a un punto finito y ≃f(xk) ↓ 0.
Además, todo punto ĺımite de {xk} es un punto cŕıtico de f .

Prueba. Al igual que en la prueba de 3.2.3 usamos el hecho de que≃f es L-Lipschitz
junto con el lema 3.2.2 para obtener:

(71) f(xk + ωkdk)↑ f(xk) ⇓ ωk(
1

2
ωkL ∞dk∞2 ↑ |≃f(xk)

T
dk|).

Ahora usando (70) sobre 1

2
ωkL ∞dk∞2 ↑ |≃f(xk)Tdk| obtenemos:

1

2
ωkL ∞dk∞2 ↑ |≃f(xk)

T
dk| ⇓ 1

2
ωkLc2 ∞≃f(xk)∞2 ↑ |≃f(xk)

T
dk|.

Además ≃f(xk)Tdk < 0 y por lo tanto ↑|≃f(xk)Tdk| = ≃f(xk)Tdk, usando (69) obten-
emos que:

≃f(xk)
T
dk ⇓ ↑c1 ∞≃f(xk)∞2

(⇔)↑ |≃f(xk)
T
dk| ⇓ ↑c1 ∞≃f(xk)∞2 .

Entonces

1

2
ωkL ∞d∞T ↑ |≃(xk)

T
dk| ⇓

1

2
ωkLc2 ∞≃f(xk)∞2 ↑ c1 ∞≃f(xk)∞2

=f(xk) + (
1

2
ωkc2L↑ c1) ∞≃f(xk)∞2

=f(xk)↑ ωkc1 ∞≃f(xk)∞2 + ω
2

k
1

2
c2L ∞≃f(xk)∞2 .

Ahora, el termino cuadrático en ωk en la ecuación anterior tiende a 0 más rápido que el
lineal, entonces eventualmente podemos despreciarlo. Formalmente decimos que existe
una constante c > 0 y un ı́ndice k0 tal que si k ↗ k0 entonces:

f(xk+1) ⇓ f(xk)↑ ωkc ∞≃f(xk)∞2 .
87
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Esto prueba que f es (eventualmente) decreciente, aśı que f(xk) ↓ ↑′ o f(xk) ↓ p.
Nos centramos en el resto de la prueba en el segundo caso. La ecuación anterior nos dice
que ωkc1 ∞≃f(xk)∞2 ⇓ f(xk) ↑ f(xk+1) para todo k ↗ k0. Sumando en desde k0 hasta
k0 +m obtenemos:

k0+m∑

k=k0

ωkc1 ∞≃f(xk)∞2 ⇓
k0+m∑

k0

f(xk)↑ f(xk+1) = f(xk0)↑ f(xk0+m+1),

donde en la última igualdad usamos que la suma es telescópica. Si ahora hacemos tender
m a infinito nos queda:

c1

↗∑

k=k0

ωk ∞≃f(xk)∞2 ⇓ f(xk0)↑ lim
k↔↗

f(xk) < ′.

Pudimos acotar el miembro de la derecha porque f(xk) converge a p. Probamos aśı que
la serie de la izquierda converge, es decir que

∑↗
k=k0

ωk ∞≃f(xk)∞2 < ′. El resto de la
prueba consiste en probar que lim ∞≃f(xk)∞ = 0, la estrategia será probar que tanto el
ĺımite inferior como el superior son 0.

Empezamos por probar que ∞≃f(xk)∞2 ↓ 0, supongamos que la norma nunca alcan-
zase el 0, o sea que existe ↼ > 0 tal que ∞≃f(xk)∞2 ↗ ↼ para todo k ↗ k0 pero entonces
multiplicando por ωk obtenemos:

ωk ∞≃f(xk)∞2 ↗ ωk↼, para todo k ↗ k0,

y sumado en k ↗ k0 tendŕıamos:

↗∑

k=k0

ωk ∞≃f(xk)∞2 ↗ ↼

↗∑

k=k0

ωk = ′

lo cual contradice la convergencia de la serie, que acabamos de establecer. Esto prueba
que ⇑↼ > 0, ∃k ↗ k0t.q. ∞≃f(xk)∞2 < ↼ y esto prueba, por definición, que lim inf ∞≃f(xk)∞2 =
0, que implica lim inf ∞≃f(xk)∞ = 0.

Nos resta probar que lim sup ∞≃f(xk)∞ = 0, supongamos por absurdo que no, es de-
cir que existe ↼ > 0 tal que lim sup ∞≃f(xk)∞ ↗ ↼ > 0. Entonces por un lado tenemos
que, dado un ı́ndice, ∞≃f(xk)∞ está tan cerca de 0 como queramos, para algún k mayor
a ese ı́ndice, esto por la definición de ĺımite inferior. Por otro lado se cumple lo análogo
para el ĺımite superior, solo que en vez de estar dentro de un entorno de 0, podemos ase-
gurar que la norma está a una distancia mayor a ↼ de 0. Usando estos hechos, podemos
construir dos subsucesiones {nj} y {mj} tales que:

1) mj < nj < mj+1.

2)
↼

3
< ∞≃f(xk)∞ , ⇑mj ⇓ k < nj .

3) ∞≃f(xk)∞ ⇓ ↼

3
, ⇑nj ⇓ k < mj+1.
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Ahora, la cola de una serie convergente converge a 0, aśı que
∑↗

k=k0+n ωk ∞≃f(xk)∞2 ↓ 0

si n ↓ ′. Entonces tomando un j lo suficientemente grande, esto es, tal que mj >> k0,

podemos hacer que la serie sea tan chica como queramos. Entonces para tal j tenemos:

(72)
↗∑

k=mj

ωk ∞≃f(xk)∞2 <
↼
2

9L
▽
c2
.

Consideremos entonces j ↗ j y sea m tal que mj ⇓ m < nj , se cumple la siguiente
cadena de igualdades y desigualdades:

∞≃f(xnj )↑≃f(xm)∞ telescópica
=

∥∥∥∥∥∥

nj→1∑

k=m

≃f(xk+1)↑≃f(xk)

∥∥∥∥∥∥

triangular

⇓
nj→1∑

k=m

∞≃f(xk+1)↑≃f(xk)∞

≃f Lipschitz

⇓ L

nj→1∑

k=m

∞xk+1 ↑ xk∞

def xk= L

nj→1∑

k=m

ωk∞dk∞

(1)

⇓ L
▽
c2

nj→1∑

k=m

ωk∞≃f(xk)∞

(2)

⇓
3L

▽
c2

↼

nj→1∑

k=m

ωk∞≃f(xk)∞2

⇓
3L

▽
c2

↼

↼
2

9L
▽
c2

=
↼

3
.

Donde en (1) usamos (70) y para (2) usamos que como mj ⇓ m < nj vale que
∞≃f(xk)∞ >

φ
3
y por lo tanto 3

φ ∞≃f(xk)∞ > 1 para todo k en el rango de la suma-
toria, entonces lo que hicimos en el punto (2) aumentar cada sumando multiplicando
por esa cantidad, que es mayor a 1 aśı que mantenemos la desigualdad de menor o igual.
El último paso es solo usar la cota que elegimos con ese propósito para la serie. Lo
probado junto con (69) nos permite decir que:

∞≃f(xm)∞ ⇓
∥∥≃f(xnj )↑≃f(xm)

∥∥+
∥∥≃f(xnj )

∥∥ ⇓ 2↼

3
, ⇑j ↗ j,mj ⇓ m < nj ,

donde para la primera desigualdad usamos la propiedad triangular y para la segunda
acotamos por un lado

∥∥≃f(xnj )↑≃f(xm)
∥∥ según lo acabamos de probar y para acotar∥∥≃f(xnj )

∥∥ usamos (69), ya que vale para nj . Utilizando de vuelta (69) pero ahora para
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los nj ⇓ m < mj+1 se tiene que ∞≃f(xm)∞ ⇓ φ
3
<

2φ
3
. Combinando todo hemos probado

que existe j tal que para todo m ↗ mj se cumple:

∞≃f(xm)∞ ⇓ 2↼

3
.

O sea, encontramos un ı́ndice, tal que para todo m mayor a este, ∞≃f(xm)∞ está tan
cerca de 0 como queramos, pero esto contradice que lim sup ∞≃f(xk)∞ ↗ ↼. Por lo tanto
lim sup ∞≃f(xk)∞ = 0 y junto con lo propio probado antes para lim inf, deducimos que
lim ∞≃f(xk)∞ = 0.
Finalmente entonces, si p es un punto de aglomeración de xk, entonces por continuidad
de f y de f tenemos que ≃f(p) = limk ≃f(xk) = 0, por lo tanto p es un punto cŕıtico
de f . ↭
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