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RESUMEN

El estudio de sistemas dinámicos acoplados es fundamental para compren-

der fenómenos colectivos en diversos campos, donde múltiples unidades in-

teractivas exhiben comportamientos emergentes. Dentro de este marco, los

mapas loǵısticos acoplados se destacan como un modelo potente para capturar

dinámicas no lineales y caóticas, ofreciendo un laboratorio ideal para explorar

cómo la arquitectura de las interacciones moldea la dinámica colectiva. Esta

tesis se centra en las interacciones y dinámicas emergentes en redes complejas

formadas por mapas loǵısticos acoplados, investigando cómo la topoloǵıa de la

red y el régimen de acoplamiento determinan la sincronización, la propagación

de información y la inferencia de conexiones estructurales.

La plataforma experimental, basada en la implementación electrónica de

estos mapas acoplados, mostró robustez y fue validada al analizar el mapa

loǵıstico aislado (constante de Feigenbaum, exponentes de Lyapunov, diagra-

mas de bifurcaciones). Para el análisis de la dinámica colectiva, se utilizaron

herramientas de información mutua y entroṕıa para cuantificar las dinámicas

emergentes. Los resultados experimentales demostraron que las configuraciones

de red que maximizan tanto la generación como la transmisión de información

tienden a alcanzar cierto grado de sincronización caótica. Medidas combinadas

de entroṕıa e información mutua, permitieron evaluar la eficiencia informacio-

nal de cada configuración, mostrando que es posible alcanzar altos niveles

de transmisión sin recurrir a redes densamente acopladas, lo que subraya el

rol determinante de la arquitectura de la red en la dinámica y funcionalidad

de sistemas complejos. Previo a la región de sincronización caótica, todas las

configuraciones analizadas exhiben una fase intermedia caracterizada por una

alta generación de información en los nodos individuales, pero con una baja

transmisión entre ellos, revelando caos espacio-temporal, comportamiento que

sugiere la presencia de una transición de fase con caracteŕısticas h́ıbridas.

En esta tesis se propone una nueva magnitud que cuantifica la información

generada por cada mapa en función de los reǵımenes de transmisión de in-

formación global de la red. Esta magnitud demostró ser robusta a variaciones

del acoplamiento, ofreciendo un criterio práctico para clasificar configuracio-
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nes según las dinámicas. Asimismo, el análisis de correlación entre las señales

individuales y el campo medio global reveló que el valor medio del coeficiente

de correlación inicial sigue una ley de potencia respecto al tamaño del sistema,

evidenciando una regularidad en la forma en que los nodos se acoplan al con-

junto. Estos resultados sobre la dinámica y la información generada en la red

fueron claves para abordar la inferencia de enlaces, identificándose un intervalo

de intensidad de acoplamiento favorable, caracterizado por una alta generación

de información en ausencia de sincronización completa. Este régimen dinámi-

co intermedio maximiza la capacidad de identificar y analizar las conexiones

estructurales entre los nodos a partir de la dinámica observada, al permitir la

interacción óptima entre la entroṕıa individual y la coherencia colectiva. Adi-

cionalmente, se propuso y validó una expresión para aproximar la distancia

resistiva de una red a partir únicamente del espectro de valores propios de su

matriz laplaciana, en redes sintéticas y corticales. Se derivó también una expre-

sión para la centralidad del vector propio que depende exclusivamente de los

valores propios de la matriz de adyacencia, eliminando la necesidad de calcular

los vectores propios, ofreciendo una significativa ventaja computacional.

Este trabajo contribuye al entendimiento de la relación fundamental entre

estructura, dinámica e información en sistemas complejos. Ofrece metodoloǵıas

robustas y resultados cuantitativos concretos para el análisis y la inferencia de

redes donde las interacciones no son directamente observables, abriendo nuevas

v́ıas para la comprensión de la autoorganización y adaptación de sistemas

complejos.

Palabras claves:

Sistemas complejos, Mapas loǵısticos, Redes complejas, Entroṕıa,

Información, Inferencia.
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ABSTRACT

The study of coupled dynamical systems is fundamental to understanding

collective phenomena across diverse fields, where multiple interacting units

exhibit emergent behavior. In this context, coupled logistic maps serve as a

powerful model for capturing nonlinear and chaotic dynamics, providing an

ideal framework for exploring how interaction architecture shapes collective

behavior. This work focuses on interactions and emergent dynamics in com-

plex networks composed of coupled logistic maps, investigating how network

topology and coupling regime determine synchronization, information propa-

gation, and the inference of structural connections.

The experimental platform, based on an electronic implementation of

coupled logistic maps, exhibited robustness and was validated through the

analysis of the isolated logistic map (Feigenbaum constant, Lyapunov expo-

nents, bifurcation diagrams). For the analysis of collective dynamics, mutual

information and entropy tools were used to quantify emergent dynamics. Ex-

perimental results indicated that network configurations that maximize both

information generation and transmission tend to achieve a degree of chaotic

synchronization. Combined measures of entropy and mutual information were

used to evaluate the informational efficiency of each configuration, revealing

that high levels of transmission can be achieved without resorting to densely

coupled networks. This highlights the determining role of network architec-

ture in the dynamics and functionality of complex systems. Before the onset

of chaotic synchronization, all analyzed configurations exhibit an intermediate

phase characterized by high information generation at individual nodes and

low transmission between them. This regime reveals spatiotemporal chaos and

suggests the presence of a phase transition with hybrid characteristics.

A novel informational quantity is introduced to quantify the information

generated by each map, based on the overall transmission regime of the net-

work. This quantity proved to be robust to variations in coupling , offering a

practical criterion for classifying configurations according to their dynamics.

Likewise, correlation analysis between individual signals and the global mean

field revealed that the average initial correlation coefficient follows a power-law
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relationship with system size, indicating a regularity in the way nodes couple

to the whole. These results on the dynamics and information generated in the

network were key to addressing link inference, identifying a favorable coupling

strength range characterized by high information generation in the absence of

complete synchronization. This intermediate dynamical regime enhances the

ability to identify and analyze structural connections between nodes based on

observed dynamics by allowing for the optimal interaction between individual

entropy and collective coherence. Additionally, an expression was proposed and

validated to approximate the resistive distance of a network based solely on

the spectrum of eigenvalues of its Laplacian matrix in synthetic and cortical

networks. An expression for eigenvector centrality was also derived, depen-

ding only on the eigenvalues of the adjacency matrix, eliminating the need to

calculate eigenvectors and offering a significant computational advantage.

This work contributes to the understanding of the fundamental relationship

between structure, dynamics, and information in complex systems. It provides

robust methodologies and concrete quantitative results for the analysis and

inference of networks where interactions are not directly observable, opening

new avenues for understanding the self-organization and adaptation of complex

systems.

Keywords:

Complex systems, Logistics maps, Complex networks, Entropy,

Information, Inference.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El estudio de sistemas dinámicos acoplados proporciona un marco teórico

fundamental para comprender fenómenos colectivos en sistemas compuestos

por múltiples unidades interactivas [1]. Estos sistemas se presentan en una

amplia variedad de campos de la ciencia. En bioloǵıa [2], por ejemplo, se ob-

servan en la dinámica de poblaciones o la sincronización de ritmos biológicos.

En f́ısica [3], su estudio incluye el caos y la sincronización en redes de oscila-

dores. La economı́a [4] los emplea para el análisis de mercados complejos y la

toma de decisiones interdependientes, mientras que la ingenieŕıa [5] los aplica,

particularmente, en el análisis de redes de comunicación y la optimización de

flujos de información Los sistemas dinámicos acoplados se caracterizan por la

presencia de una dinámica local en cada unidad y una interacción que conecta

a las unidades entre śı. En ese sentido, los mapas acoplados constituyen una

clase de modelo particularmente poderosa. Se trata de sistemas formados por

ecuaciones iterativas que describen la evolución temporal de variables locales,

donde cada unidad (o nodo) se actualiza en función de su propia dinámica y

la influencia de las unidades vecinas [3].

Una de las ventajas clave de los mapas acoplados es su capacidad para

capturar comportamientos altamente no lineales y caóticos mediante reglas

matemáticas relativamente simples [6]. Debido a esta propiedad, se han utili-

zado extensamente como modelos teóricos para investigar fenómenos como la

sincronización espontánea [7], la aparición de patrones espaciotemporales, la

propagación de señales o el caos colectivo [8, 9]. Su simplicidad formal también

los convierte en herramientas ideales para el estudio computacional de redes

dinámicas, al permitir simulaciones controladas y sistemáticas con distintos

1



parámetros y topoloǵıas.

Entre los modelos más estudiados dentro de esta clase se encuentran los

mapas loǵısticos acoplados, en los cuales cada unidad experimenta una dinámi-

ca loǵıstica del tipo xn+1 = rxn(1− xn) [10], afectada además por un término

de acoplamiento que introduce dependencia con otros nodos. Este modelo,

propuesto inicialmente como un ejemplo paradigmático de comportamiento

colectivo en sistemas caóticos [10], ha demostrado ser un laboratorio ideal

para explorar cómo la estructura de interacciones influye sobre la dinámica

colectiva del sistema [11]. El acoplamiento puede definirse de distintas formas,

siendo el acoplamiento difusivo una de las variantes más comunes, donde la

actualización de cada nodo considera la diferencia entre su estado y el de sus

vecinos. Cuando se organizan en redes no triviales [12], como redes aleato-

rias [13], pequeño mundo [14] o con distribuciones de grado heterogéneas [15],

estos mapas exhiben una riqueza fenomenológica que los hace especialmente

adecuados para estudiar sistemas complejos.

En este tipo de redes, el acoplamiento entre nodos genera interacciones

que pueden manifestarse como sincronización [16, 17, 18], aparición de clúste-

res [19], o incluso comportamientos intermitentes y multiescalares [7]. Tales

fenómenos emergentes dependen cŕıticamente de los parámetros locales (como

el parámetro de bifurcación), aśı como también de la intensidad del acopla-

miento y de la topoloǵıa de la red. En particular, cuando el acoplamiento es

suficientemente fuerte, el sistema puede entrar en un régimen de sincronización

global, en el que todos los nodos evolucionan de forma idéntica. Aunque este

régimen es interesante desde el punto de vista de la teoŕıa del caos y la sincro-

nización, representa una dificultad para otro tipo de problemas, por ejemplo

aquellos que buscan extraer información sobre la estructura de la red a partir

de las trayectorias observadas.

En ese contexto cobra especial relevancia el estudio del flujo de informa-

ción en sistemas acoplados [20]. En un sentido general, la información que

circula entre los nodos de una red refleja la influencia que unos ejercen sobre

otros. Comprender cómo se transmite la información en sistemas dinámicos

es esencial para analizar su organización funcional, identificar relaciones de

dependencia e incluso inferir la arquitectura subyacente. En muchos sistemas

naturales y artificiales, desde redes neuronales hasta infraestructuras cŕıticas

[21], la estructura de la red no es completamente observable. Por tanto, la

posibilidad de reconstruir o inferir conexiones a partir del análisis del flujo de

2



información representa un problema de gran interés teórico y práctico [22].

El uso de herramientas provenientes de la teoŕıa de la información ofre-

ce una buena estrategia para abordar el problema inverso de la inferencia de

conexiones. Medidas como la información mutua [23] o la entroṕıa de transfe-

rencia [20] permiten cuantificar el grado de dependencia estad́ıstica entre las

trayectorias de distintos nodos, proporcionando un indicador indirecto de la

existencia e intensidad de los enlaces. La información mutua, por ejemplo, per-

mite estimar la reducción de incertidumbre sobre la dinámica de un nodo al

observar la de otro, sin requerir suposiciones lineales ni conocimiento previo

del modelo. Por ello, ha sido ampliamente utilizada en el análisis de sistemas

reales donde las interacciones no son directamente observables [24].

En redes de mapas loǵısticos acoplados, el flujo de información entre nodos

refleja la presencia de acoplamiento, aśı como también su función dentro de la

dinámica global. Cuando dos nodos están acoplados, la evolución de uno influye

sobre el otro, y este flujo puede detectarse a través de su correlación (no lineal).

Sin embargo, si el sistema está completamente sincronizado, todos los nodos

presentan la misma dinámica y la información mutua se maximiza entre todos

los pares, haciendo imposible distinguir las interacciones reales. Esta aparente

paradoja destaca la necesidad de identificar regiones de acoplamiento óptimas,

donde la influencia sea significativa pero la sincronización no haya borrado las

diferencias entre las trayectorias de las unidades del sistema.

Una analoǵıa ilustrativa puede encontrarse en sistemas ecológicos de meta-

poblaciones. Por ejemplo, en un conjunto de charcos habitados por poblacio-

nes de ranas, donde cada charco tiene su propia dinámica de crecimiento no

lineal, pero las ranas pueden migrar entre ellos. Si la migración es moderada,

la dinámica de un charco influye en otro y es posible, en principio, inferir la

conectividad observando las trayectorias poblacionales. Pero si la migración es

excesiva, todos los charcos tienden a sincronizarse, y aunque compartan infor-

mación, resulta imposible discernir las rutas reales de migración. Esta situa-

ción es análoga a lo que ocurre en redes de mapas acoplados bajo acoplamiento

fuerte [25].

La influencia de los acoplamientos en la estabilidad de una dinámica caótica

sincronizada es actualmente otro tema de interés [26, 27]. Tiene implicaciones

prácticas en áreas como la neurociencia, donde la sincronización patológica

está asociada a trastornos como la epilepsia [28], o en ingenieŕıa, donde se han

desarrollado esquemas de comunicación basados en la sincronización de señales
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caóticas [29]. En algunos casos la falta de información que se posee sobre el tipo

de red en estudio hace que la investigación teórica sea muy dif́ıcil [30]. El abor-

daje experimental permite investigar redes complejas, cuyas propiedades no se

pueden capturar completamente mediante simulaciones numéricas [31]. Al me-

dir propiedades f́ısicas de la red, los resultados tienen en cuenta caracteŕısticas

no idealizadas que influyen en la dinámica y que los estudios numéricos no

siempre logran reproducir. De este modo, el enfoque experimental, además

de validar los modelos teóricos que describen el comportamiento del sistema,

puede revelar propiedades emergentes que no se han predicho teóricamente.

Esta tesis presenta un estudio experimental detallado basado en una im-

plementación electrónica de mapas loǵısticos acoplados, que permite controlar

con precisión tanto la topoloǵıa como la intensidad del acoplamiento, mante-

niendo al mismo tiempo una heterogeneidad mı́nima entre nodos. El sistema

experimental permite explorar comportamientos colectivos que difieren cuali-

tativamente de los obtenidos mediante simulaciones numéricas, especialmente

en lo que respecta a la relación entre estructura y transmisión de informa-

ción. Se analizan 60 configuraciones de red con 6 y 12 nodos, identificando dos

reǵımenes dinámicos caracteŕısticos: uno dominado por sincronización caótica

y otro por caos espaciotemporal, cada uno con propiedades distintas en cuanto

a la generación y propagación de información. A partir de medidas combina-

das de entroṕıa e información mutua, se introducen indicadores que permiten

evaluar la eficiencia informacional de cada configuración, mostrando que es

posible alcanzar altos niveles de transmisión sin recurrir a redes densamente

acopladas. Estos resultados refuerzan la idea de que la arquitectura de la red

cumple un rol determinante en la dinámica emergente y en la funcionalidad de

sistemas complejos reales.

A partir de estas medidas experimentales, se analiza exhaustivamente el

papel que juegan las regiones de acoplamiento en la dinámica de redes de ma-

pas loǵısticos acoplados, poniendo especial énfasis en aquellas que favorecen

simultáneamente la generación y la transmisión de información [32]. A través

del estudio de estas regiones, se exploran también comportamientos emergen-

tes, como la intermitencia, la transición al caos y la sincronización parcial, que

revelan indicios de universalidad dinámica, es decir, patrones recurrentes que

trascienden los detalles espećıficos del sistema. Estos fenómenos son relevantes

desde el punto de vista de la f́ısica de sistemas complejos y además contribuyen

a la comprensión de las dinámicas de redes en general.
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Sobre esta base, se aborda también el problema de la inferencia de conexio-

nes estructurales a partir de la información mutua, evaluando cómo distintos

reǵımenes de acoplamiento condicionan la capacidad de recuperar la topoloǵıa

subyacente en base a las trayectorias observadas. Se propone una metodoloǵıa

que combina análisis estad́ıstico de trayectorias individuales y colectivas, pa-

ra estimar relaciones y dependencias entre nodos. Esta estrategia se aplica a

diferentes configuraciones topológicas, lo que permite evaluar su eficacia en

escenarios realistas y variados.

Complementariamente, esta tesis trabaja también la caracterización to-

pológica de las redes, proponiendo una aproximación para la distancia resisti-

va, que muestra coincidir estrechamente con su valor teórico en diversas redes

sintéticas y del mundo real [33]. Esta aproximación permite determinar de for-

ma exacta la centralidad del vector propio utilizando únicamente el espectro de

valores propios de la red. Este resultado ofrece una herramienta computacional

precisa y eficiente para evaluar propiedades estructurales en redes complejas, y

además revela una relación fundamental entre la geometŕıa topológica de la red

(a través de la distancia resistiva) y sus propiedades espectrales. Al permitir

calcular de forma exacta una medida central sin necesidad de acceder directa-

mente a todo el análisis vectorial de la matriz de conexiones, esta aproximación

abre nuevas v́ıas para el estudio de redes de gran tamaño.

En su conjunto, este trabajo contribuye al entendimiento teórico de la rela-

ción entre estructura, dinámica e información en sistemas complejos no lineales,

y propone herramientas conceptuales y computacionales aplicables al análisis

de datos reales en diferentes contextos. Además, destaca el papel esencial que

desempeña la transmisión de información como mecanismo de organización y

coordinación entre nodos. Se evidencia que los sistemas caóticos acoplados,

además de ofrecer un marco matemático potente, constituyen una plataforma

privilegiada, tanto desde la simulación como desde su implementación expe-

rimental, para estudiar estas propiedades fundamentales. Aśı, se refuerza la

importancia de un abordaje integrador para el estudio de los sistemas comple-

jos, que combine análisis teórico, modelado computacional e implementación

experimental.
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Caṕıtulo 2

Fundamento teórico

En este caṕıtulo se exponen los conceptos teóricos y modelos utilizados

para la descripción y análisis del sistema. Está organizado en tres secciones.

En la primera se presenta el modelo matemático que describe el sistema ex-

perimental, detallando sus propiedades y los parámetros que determinan sus

dinámicas. Se profundiza en la descripción del mapa loǵıstico asilado, compa-

rando la respuesta del sistema experimental con las predicciones numéricas.

En la segunda sección se detallan algunas medidas que permiten caracte-

rizar la topoloǵıa de una red. En particular, se describen la distancia entre

nodos y su centralidad. Estas medidas son fundamentales para entender cómo

se propaga la información en la red, aśı como para comprender la distribución

de roles y la importancia de los nodos en ella. También se describen modelos de

redes, que permiten comprender y simular diversos tipos de estructuras de red.

Estos modelos ofrecen una representación abstracta de cómo interactúan y se

relacionan los nodos, facilitando el análisis de su comportamiento y evolución

en diferentes contextos.

En la tercera sección se examinan las caracteŕısticas de la dinámica que

surge cuando se acoplan varios mapas, cuantificando la interacción entre las

partes del sistema y su comportamiento colectivo. Se describe especialmente

el modelo difusivo empleado, y las condiciones de sincronización.

2.1. El mapa loǵıstico

Un mapa loǵıstico se obtiene al iterar la ecuación

xn+1 = f(r, xn) = rxn(1− xn), (2.1)
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a partir de una condición inicial x0, donde xn y xn+1 son dos estados consecu-

tivos del mapa, y r es el parámetro de control. En 1976, el biólogo Robert May

[10] propuso el mapa loǵıstico como un modelo de población en un sistema

en el que los recursos son limitados. El crecimiento exponencial dado por la

parte xn+1 = rxn resulta limitado por la no linealidad −rx2n, que representa

la competencia entre los individuos por los recursos compartidos. May observó

que aunque el sistema se presenta como matemáticamente sencillo, sus órbitas

tienen un comportamiento complejo. Se restringe el parámetro de control r al

rango (0, 4] para que f(r, xn) mapee el intervalo 0 ≤ xn ≤ 1 en śı mismo.

Para poder analizar la dinámica del mapa, en primer lugar se determinan

los puntos fijos en función del parámetro r,

f(r, x∗) = x∗ ⇒ x∗ = rx∗(1− x∗),

de donde se obtienen dos puntos fijos x∗1 = 0 y x∗2 =
r−1
r
. Además, para poder

clasificar dichos puntos, se determina f ′(r, x)

f ′(r, x) = r(1− 2x). (2.2)

Cuando 0 < r < 1, el mapa sólo presenta el punto fijo en x∗1 = 0 ya que en

ese rango x∗2 < 0. Evaluando la derivada, ec. (2.2), en el punto fijo se obtiene

que |f ′(r, 0)| = r < 1, y por el Teorema de Estabilidad Lineal [34] se tiene que

x∗1 = 0 es un punto fijo estable. De este modo, cada condición inicial entre 0

y 1 es atráıda a este sumidero. En términos del modelo poblacional, con tasas

de reproducción bajas, las poblaciones pequeñas tienden a desaparecer.

Si 1 < r < 3, significa que x∗1 = 0 es un punto fijo inestable, ya que

|f ′(r, 0)| = r > 1. El mapa además tiene un punto fijo estable en x∗2 = r−1
r
,

ya que al evaluar la derivada, ec. (2.2), se obtiene |f ′(r, x∗2)| = |2 − r|, que es

menor que 1 en el intervalo. Esto se interpreta en el modelo poblacional, que

las poblaciones pequeñas crecen a un estado estable de valor x = r−1
r
.

Para r > 3, el punto fijo x∗2 = r−1
r

es inestable ya que |f ′(r, x∗2)| > 1, y

un peŕıodo 2 estable toma su lugar. Para confirmarlo se analiza la segunda

iteración del mapa

f 2(r, x) = r2x(1− x)[1− rx(1− x)]. (2.3)

Con el fin de encontrar los valores de las ráıces (p1 y p2), se resuelve la ecuación
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de cuarto grado f 2(r, x) = x,

r2x(1− x)[1− rx(1− x)] = x.

Se observa que los puntos fijos x∗ = 0 y x∗ = 1 son soluciones triviales de esta

ecuación, y corresponden a los puntos fijos de f(r, x). Además, se obtienen las

ráıces

p1, p2 =
(r + 1)±

√
(r − 3)(r + 1)

2r
, (2.4)

que son reales para r > 3. Por lo tanto, existe un peŕıodo 2 para todo r > 3.

En r = 3 las ráıces coinciden en x∗ = 1 − 1
r
= 2

3
. Para r < 3 las ráıces son

complejas, lo que significa que no existe una órbita de peŕıodo 2.

Cuando r crece por encima de 1 +
√
6 ≈ 3.45, el peŕıodo 2 se vuelve

inestable. Esto puede verificarse, derivando f 2(r, x), ec. (2.3),

(f 2(r, x))′ = r2 − 2r2x− 2r3x+ 6r3x2 − 4r3x3,

y sustituyendo r = 1 +
√
6, se obtienen las ráıces

p∗1, p
∗
2 =

(1 +
√
6±

√
5)

(2 + 2
√
6)

,

que coinciden con la ec. (2.4) para ese valor de r.

Para valores ligeramente más grandes de r, el comportamento de los puntos

periódicos de f(r, x) vaŕıa y nuevas órbitas periódicas surgen a medida que se

incrementa de 3.45 a 4.

2.1.1. Bifurcaciones

El término bifurcación se refiere a cambios significativos en el conjunto de

puntos fijos, periódicos u otros conjuntos de interés dinámico [35], o incluso a

cambios en la estructura topológica del espacio de fase, sin implicar cambios en

el conjunto de puntos fijos (bifurcación global [6]). La bifurcación de un sistema

fue reportada por primera vez por el matemático francés Henri Poincaré [36]. El

estudio de la bifurcación se centra en cómo ocurre el cambio estructural cuando

los parámetros están cambiando. El cambio estructural y el comportamiento

de transición de un sistema son la parte central de la evolución dinámica. El

punto en el que se produce la bifurcación se conoce como punto de bifurcación
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o cŕıtico. El comportamiento del punto fijo y la naturaleza de las trayectorias

pueden cambiar drásticamente en los puntos de bifurcación. Cuando ocurre

la bifurcación, en general la condición de atractor y repulsor se altera. El

diagrama de los conjuntos localmente atractivos del sistema en función de los

valores de los parámetros se conoce como diagrama de bifurcaciones [37].

Un diagrama de bifurcación muestra los valores asintóticos (puntos fijos,

órbitas periódicas u otros conjuntos de atracción) de un sistema en función de

un parámetro de control. Esta representación permite ver el comportamiento

a largo plazo para todos los valores de r a la vez, ya que representa el atractor

del sistema en función de r.

0 25 50
0

0.5

1

(a)

0 25 50

(b) (c)

(d)

Figura 2.1: Señales temporales para 3 dinámicas diferentes de un ma-
pa loǵıstico. (a) punto fijo con r = 2.5, (b) señal periódica con r = 3.2 y (c)
señal caótica correspondiente a r = 3.8. (d) Diagrama de bifurcaciones obtenido
numéricamente al iterar el mapa loǵıstico 212 veces para cada valor del parámetro r
considerado en el intervalo 2.4 ≤ r ≤ 4.0.

Los tres paneles superiores de la fig. 2.1 muestran series temporales co-

rrespondientes a diferentes dinámicas del mapa loǵıstico, las cuales incluyen el

comportamiento transitorio y asintótico. El panel inferior de la fig. 2.1 mues-

tra el correspondiente diagrama de bifurcaciones, el cual exhibe únicamente el

comportamiento asintótico.
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La dinámica de punto fijo se mantiene hasta r = 3.0, donde se produce la

primera bifurcación que conduce a un peŕıodo 2. En r ≈ 3.45 comienza una

solución de peŕıodo 4, la cual se mantiene hasta r ≈ 3.54, donde se dupli-

ca nuevamente el peŕıodo, comenzando aśı una cascada de bifurcaciones. De

hecho, hay una secuencia completa de sumideros periódicos, uno para cada

peŕıodo 2n, n = 1, 2, 3, ... . Dicha secuencia se denomina cascada de duplica-

ción de peŕıodo. En r ≈ 3.57 comienza a observarse la dinámica caótica. Para

otros valores del parámetro r, la órbita parece completar aleatoriamente todo

el intervalo [0, 1], o un subintervalo. La desaparición del peŕıodo tres como un

atractor coincide con una bifurcación de duplicación de peŕıodo, que crea un

sumidero de peŕıodo seis, que luego tiene un destino similar [35].

Las explosiones sucesivas de los diagramas de bifurcación revelan otra ca-

racteŕıstica interesante, las ventanas periódicas. Una ventana de peŕıodo tres,

por ejemplo, se aprecia en la fig. 2.1(d), en el rango 3.83 ≲ r ≲ 3.85. Esto se

refiere a un intervalo de valores del parámetro para los cuales hay un sumidero

periódico, en este caso un sumidero de peŕıodo tres, que se ubica entre dos

zonas caóticas.

2.1.2. Caos y exponentes de Lyapunov

La existencia de infinitas órbitas periódicas no implica en śı misma el tipo

de imprevisibilidad generalmente asociada con los mapas caóticos, aunque śı la

rica dinámica presente. El caos se identifica con la aperiodicidad de sus órbitas

y la dependencia sensible de las condiciones iniciales [38]. La más conocida,

y tal vez la más útil propiedad de un sistema caótico refiere de la separación

exponencial de las órbitas, responsable de la sensibilidad a las condiciones

iniciales.

Dado un mapa f en R, se dice que un punto x0 tiene una dependencia

sensible de las condiciones iniciales si hay una distancia d distinta de cero,

de tal manera que puntos arbitrariamente cercanos de x0 finalmente superan

la distancia d de la imagen correspondiente (f(x0)). Más precisamente, exis-

te d > 0 tal que cualquier vecindad E de x0 contiene un punto x tal que

|fk(x)− fk(x0)| ≥ d para algún entero k no negativo [35].

Aleksandr Mijáilovich Lyapunov, f́ısico y matemático ruso, estudió, entre

otras cosas, la estabilidad de sistemas dinámicos [39]. En particular, aportó

una herramienta para evaluar la caoticidad promedio de un sistema: los expo-
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nentes de Lyapunov. Estos exponentes miden la tasa media de divergencia (o

convergencia) exponencial de trayectorias en el espacio de fase para cada con-

dición inicial. Entonces, cualquier sistema que contenga al menos un exponente

de Lyapunov positivo, se define como caótico [6, 35, 40].

Los exponentes de Lyapunov, χ, proporcionan una caracterización útil de

un sistema dinámico en términos de qué tan sensible es el sistema a pequeños

cambios en sus condiciones iniciales [35]. En muchas aplicaciones, es suficien-

te calcular solo el mayor exponente de Lyapunov, χmax, ya que, en general,

χmax > 0 implica la presencia de un comportamiento caótico, mientras que

χmax ≤ 0 indica un comportamiento periódico.

Para aplicar a un mapa unidimensional el concepto de exponente de Lya-

punov, se considera una condición inicial x0 y otra muy próxima, x0 + δ0.

Tomando logaritmos y notando que δn = fn(x0 + δ0)− fn(x0), se tiene que

χ =
1

n
ln

∣∣∣∣δnδ0
∣∣∣∣ = 1

n
ln

∣∣∣∣fn(x0 + δ0)− fn(x0)

δ0

∣∣∣∣ = 1

n
ln |(fn)′(x0)| , (2.5)

donde se ha considerado el ĺımite δ0 → 0. Aplicando la regla de la cadena se

tiene

(fn)′(x0) =
n−1∏
i=0

f ′(xi).

Sustituyendo este resultado en (2.5) se obtiene

χ(x0) =
1

n
ln

∣∣∣∣∣
n−1∏
i=0

f ′(xi)

∣∣∣∣∣ = 1

n

n−1∑
i=0

ln |f ′(xi)| . (2.6)

Si la expresión (2.6) tiene ĺımite para n→ ∞,

χ(x0) = ĺım
n→∞

{
1

n

n−1∑
i=0

ln |f ′(xi)|

}
, (2.7)

a ese ĺımite se le llama exponente de Lyapunov para la órbita que comienza

en x0. Cuando f tiene un único atractor, χ es independiente de x0 [35] .

De este modo, considerando dos condiciones iniciales que difieren en una

cantidad pequeña δ0 se observa que cada una da lugar a una órbita, las cuales

convergen o divergen exponencialmente dependiendo del valor de χ, ya que

después de n iteraciones |δn| = |δ0|enχ.

Para el caso del mapa loǵıstico, se sustituye la expresión de la derivada de
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f , ec. (2.2), en (2.7), obteniéndose

χ(r) = ĺım
N→∞

1

N

N−1∑
n=1

ln |r(1− 2xn)| (2.8)

En esta sección se ha definido el caos por su dependencia sensible a las

condiciones iniciales, cuantificada mediante los exponentes de Lyapunov, χ,

donde χmax > 0 es indicador de comportamiento caótico. La ec. (2.8) permite

calcular directamente este exponente para el mapa loǵıstico, a partir de sus

iteraciones, xn.

2.1.3. Solución anaĺıtica y medida invariante para r = 4

Para describir la evolución del sistema, generalmente se estudian las órbitas

y sus propiedades. Sin embargo, también se puede extraer información relevan-

te al estudiar cuál es la probabilidad de encontrar al sistema en uno u otro

estado. Es decir, en vez de mirar la evolución temporal del sistema, se pue-

de estudiar cómo se distribuyen los estados posibles en el dominio del mapa,

i.e., el espacio de estados. Para esto, se necesita conocer la medida invariante

del sistema dinámico. Se denomina medida a un método de asignación de un

número a cada conjunto cerrado para el que se cumpla que:

1. para cualquier conjunto toma un valor no negativo, y

2. el valor correspondiente a la unión disjunta de un grupo de conjuntos es

igual a la suma de las valores asignados de los conjuntos individuales.

Si una medida verifica además que su valor para todo el espacio es igual

a 1, entonces se denomina medida de probabilidad [35]. La medida invariante

de un mapa puede entenderse como aquella que no cambia durante el curso

de la evolución de sus iteraciones. Más precisamente, dado un mapa f en el

intervalo [0, 1], se dice que una medida µ es invariante bajo el mapa f , si para

cualquier subconjunto S ⊂ [0, 1], entonces [41]

µ(S) = µ[f(S)].

Para el caso particular del mapa loǵıstico con r = 4 se conoce [42] la

medida invariante del sistema a partir de su densidad de probabilidad, ρ(x).
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Espećıficamente, por medio de µ(S) =
∫
S
ρ(x) dx, donde para x ∈ (0, 1) la

densidad de probabilidad está dada por

ρ(x) =
1

π
√
x(1− x)

. (2.9)

Esta medida invariante se puede utilizar para caracterizar las propieda-

des del atractor. Un sistema dinámico dado puede tener muchos atractores,

cada uno de ellos con su propia cuenca de atracción (diferentes conjuntos de

condiciones iniciales conducen a diferentes atractores). Sin embargo, para una

cuenca de atracción dada, el atractor es el conjunto cerrado más pequeño. Para

dinámicas caóticas, el ĺımite que separa las cuencas de atracción suele ser un

fractal, es decir, un objeto geométrico cuya estructura básica, fragmentada o

aparentemente irregular, se repite a diferentes escalas [43], y que, por lo tan-

to, un cambio arbitrariamente pequeño en la condición inicial puede llevar al

sistema a un comportamiento asintótico completamente diferente [41].

2.1.4. Autosimilaridad y constante de Feigenbaum

Se observan cascadas de bifurcaciones de duplicación de peŕıodo en gran

cantidad de sistemas de baja dimensión que exhiben un comportamiento caóti-

co, como por ejemplo modelos de osciladores neuronales [44] o láseres [45]. Es

especialmente relevante en la medida en que es quizás la ruta más fácilmente

identificable hacia el caos para un sistema dinámico. Los trabajos experimen-

tales que intentan identificar y estudiar el caos en sistemas reales a menudo se

concentran en esta caracteŕıstica.

Figura 2.2: Esquema de un diagrama de bifurcaciones en función del
parámetro r. Se identifican los puntos de bifurcación {a0, a1, ...}.
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En dichas cascadas se observa que una órbita periódica estable se vuelve

inestable a medida que se vaŕıa el parámetro de control y es reemplazada por

una órbita periódica estable con el doble de su peŕıodo. Al continuar variando

el parámetro de control, esta nueva órbita se vuelve inestable y es a su vez re-

emplazada por una nueva órbita estable con un peŕıodo nuevamente duplicado.

El proceso continúa a través de una infinidad de bifurcaciones de duplicación

de peŕıodo, como se esquematiza en la fig. 2.2. La secuencia de bifurcaciones

de duplicación de peŕıodo se da de la siguiente manera

Peŕıodo 1 → Peŕıodo 2 → Peŕıodo 22 → ... → Peŕıodo ∞

Poincaré fue el primero en dar una descripción matemática completa de

una bifurcación que duplicaba el peŕıodo, y Myrberg [46] describió por primera

vez una cascada. Las cascadas se hicieron muy conocidas con las aplicaciones

publicadas por May [10].

En 1978, Mitchell Feigenbaum observó que las razones de la distancia del

parámetro entre dos duplicaciones sucesivas del peŕıodo se aproximan a una

constante a medida que los peŕıodos aumentan hasta el infinito [47]. Además,

esta constante es universal en el sentido de que se observa en una variedad

de sistemas dinámicos. Espećıficamente, si la n-ésima duplicación del peŕıodo

ocurre en a = an (fig. 2.2), entonces [47]

δ = ĺım
n→∞

an−1 − an−2

an − an−1

= 4.669201609... (2.10)

En la actualidad, δ se conoce como la constante de Feigenbaum, y el valor de

δn para las primeras bifurcaciones del mapa loǵıstico es [37]

δ1 =
a1 − a0
a2 − a1

= 4.75031. (2.11)

En 1981, el grupo formado por los investigadores Giglio, Musazzi y Perini

encontraron una cascada de peŕıodo 2, y hasta el peŕıodo 16, al medir tempera-

turas en una celda de Rayleigh-Bénard. Utilizando el gradiente de temperatura

como parámetro de bifurcación, estimaron la constante de Feigenbaum en apro-

ximadamente 4.3 [48]. En el mismo año, Linsay produjo una cascada similar

al variar el voltaje de activación en un circuito RLC controlado periódicamen-

te [49]. Su estimación de la constante de Feigenbaum fue de 4.5 ± 0.6. Estos

resultados confirmaron la universalidad del fenómeno.
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Figura 2.3: Diagrama de bifurcaciones con énfasis en el comportamiento
de escala. Corresponde al mapa loǵıstico en el intervalo 2 ≤ r ≤ 4, y su ampliación
en el intervalo 3.28 ≤ r ≤ 3.68.

A medida que los sistemas ingresan en un régimen caótico, las regiones del

espacio de fases hacia las que tienden sus dinámicas se denominan atracto-

res extraños. En 1963, Lorenz [50] observó que la geometŕıa de este conjunto

debe ser muy peculiar, algo aśı como un complejo infinito de superficies. Las

herramientas para analizarlos provienen de la geometŕıa fractal. Los fractales,

además de presentar una estructura fina en escalas arbitrariamente pequeñas

[34], por lo general, tienen algún grado de autosimilitud, esto es, si se ampĺıa

una pequeña parte de un fractal se ven caracteŕısticas que recuerdan al con-

junto completo. A veces la similitud es exacta aunque por lo general es sólo

aproximada. Los diagramas de bifurcaciones muestran un comportamiento de

escala autosimilar en la cascada del mapa, como se muestra en la fig. 2.3.

La autosimilaridad refiere a esta repetición de patrones a diferentes esca-

las, la cual puede vincularse con la constante de Feigenbaum en el estudio

de los diagramas de bifurcaciones del mapa loǵıstico. Alĺı se observa cómo el

comportamiento del sistema se repite a diferentes escalas a medida que se in-

crementa el parámetro r, produciéndose una serie de bifurcaciones que revelan

patrones de comportamiento con estructuras similares a diferentes niveles. La

constante de Feigenbaum, por su parte, permite cuantificar la relación entre

estas bifurcaciones, indicando que la distancia entre los puntos en los que ocu-

rren bifurcaciones cumple una relación universal. Aunque el sistema se vuelve

caótico a medida que r aumenta, los patrones de bifurcación siguen una lógica

que refleja la repetición de estructuras a diversas escalas. Aśı, la autosimila-
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ridad y la constante de Feigenbaum proporcionan un marco consistente para

entender la transición del orden al caos en sistemas dinámicos.

2.2. Introducción a redes complejas

En la descripción topológica de las redes, los nodos son los elementos in-

dividuales que componen la red y representan entidades o puntos de interés y

los enlaces son los que definen la conexión, la comunicación y condicionan la

interacción entre los primeros.

2.2.1. Definición y representación de una red

Una red o grafo G = (N , E) se define por un conjunto N = N (G) de ele-

mentos llamados nodos o vértices y otro conjunto, E = E(G) ⊂ N × N de

elementos denominados enlaces o aristas. Cada enlace corresponde a un par

no ordenado {i, j} de nodos. Si se consideran los enlaces como pares ordenados,

G es una red dirigida o digrafo. Si cada enlace {i, j} tiene asignado un valor

numérico wij la red es ponderada, siendo wij el peso del enlace {i, j}. De aqúı
en más solo se trabajará con redes simples, es decir, no dirigidas ni pesadas.

El máximo posible de enlaces en una red corresponde al número de todas las

duplas tomadas del conjunto de N nodos, es decir, duplas =

(
N

2

)
= N(N−1)

2

(que correspondeŕıa a una red completa). A partir de este máximo y del número

de enlaces efectivamente presentes en la red, E, se define la densidad de enlaces

ρ =
2E

N(N − 1)
. (2.12)

Figura 2.4: Ejemplo de una red no dirigida de N = 6 nodos. La red posee
E = 9 enlaces y densidad de enlaces ρ = 0.6 (ec. (2.12)).
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La fig. 2.4 muestra un ejemplo de red no dirigida de N = 6 nodos y E = 9

enlaces, donde se han empledo diferentes colores para destacar el número de

enlaces de cada nodo (grado d, ec. (2.14)). Dado que en una configuración de

6 nodos el número máximo de enlaces posibles es N(N−1)
2

= 15, la red presenta

una densidad de enlaces ρ = 0.6 (ec. (2.12)).

Una forma de representar una red es a partir de su matriz de adyacencia,

A, que es una matriz cuadrada y en el caso de una red no ponderada sus

entradas verifican

Aij =

{
1 si {i, j} ∈ E(G)
0 en caso contrario.

(2.13)

Si además la red es no dirigida, A es simétrica. Al sumar los elementos de la

i−ésima fila de la matriz A, se obtiene el número de enlaces que conectan al

nodo i, y constituye una caracteŕıstica local de la red que se denomina grado

del nodo:

di =
∑
j

Aij. (2.14)

La figura 2.5 muestra un ejemplo de matriz de adyacencia para una red de 4

nodos.

Figura 2.5: Representación mediante la matriz de adyacencia. Ejemplo de
matriz de adyacencia correspondiente a una red no dirigida de 4 nodos.

Otro tipo de representación matricial la proporciona la matriz laplaciana,

L, que se define para un grafo G de N nodos, como L = (ℓi,j)n×n donde:

ℓij =


di si i = j

−1 si i ̸= j y ni es adyacente a nj

0 en otro caso.

(2.15)

siendo di el grado del i−ésimo nodo, ni (ec. 2.14). La matriz laplaciana puede

definirse de forma equivalente como

L = D−A, (2.16)
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donde D es la matriz de grados y A es la matriz de adyacencia de la red.

La matriz L es simétrica, por lo que tiene valores propios reales. Además,

todos los valores propios de L son no negativos, lo que es una propiedad f́ısica

importante. Significa, por ejemplo, que la solución de la ecuación de difusión en

cualquier red contiene solo exponenciales decrecientes, de modo que la solución

tiende a un valor de equilibrio cuando t→ ∞.

Puede probarse que si bien los valores propios de L no pueden ser negativos,

pueden ser cero y, de hecho, siempre tiene al menos un valor propio cero. La

presencia de un valor propio cero (para una red conexa) implica que L no

tiene inverso, por lo que es una matriz singular. Dado que es una matriz no

invertible, resulta de utilidad introducir una matriz pseudoinversa. Se define

la matriz laplaciana pseudoinversa, L̂−1, como [51]

L̂−1
ij =

N∑
k=2

1

λk
ψkiψkj, (2.17)

donde ψki es la i−ésima componente del k−ésimo vector propio de la matriz

laplaciana. La suma comienza en k = 2 ya que se omite el autovalor nulo.

Puede demostrarse [51] que la ecuación (2.17) define la pseudoinversa de

L, ya que

L̂−1L = I− 1

N
J, (2.18)

donde Iij = δij y Jij = 1 ∀ i, j.

Además, LL̂−1 = I − 1
N
J, por lo tanto estas matrices conmutan, y ello

implica que ambas matrices comparten un conjunto común de vectores propios.

La diferencia radica en los valores propios de estas matrices. Mientras que los

valores propios de L están dados por {λ1 = 0, λ2, ..., λN}, los valores propios

de L̂−1 están dados por
{
λ1 = 0, 1

λ2
, ..., 1

λN

}
.

Como ejemplo se considera la red representada en la fig. 2.5, de N = 4

nodos. Para ese caso se verifica que:

A =


0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

 , L =


3 −1 −1 −1

−1 1 0 0

−1 0 1 0

−1 0 0 1

 , L̂−1 =
1

16


3 −1 −1 −1

−1 11 −5 −5

−1 −5 11 −5

−1 −5 −5 11

 ,
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LL̂−1 = L̂−1L =
1

4


3 −1 −1 −1

−1 3 −1 −1

−1 −1 3 −1

−1 −1 −1 3

 = I− 1

N
J.

La relevancia de tener una matriz pseudoinversa escrita en términos de

valores propios y vectores propios de la matriz laplaciana es amplia. Pueden

derivarse, por ejemplo, resultados en varios casos de interés, como puede ser

encontrar expresiones anaĺıticas para las corrientes que se desarrollan en redes

distribuidas cuando un conjunto de nodos se identifican como fuentes constan-

tes (sumideros) de entrada (salida) y se conoce la estructura topológica de la

red [51].

2.2.2. Medidas de distancia entre nodos

Una medida importante para cuantificar la distancia entre nodos en una

red es la distancia resistiva [51, 52], que se encuentra a partir de los valores y

vectores propios de la matriz laplaciana de la red. El nombre de esta medida

radica en el v́ınculo que tiene con el concepto de resistencia equivalente pro-

veniente del estudio de la corriente eléctrica. Alĺı se emplea para simplificar

la configuración de un circuito, reduciendo la totalidad de resistencias a un

conjunto más manejable de resistencias equivalentes.

La obtención de ese valor equivalente se basa en las leyes de Kirchhoff [53],

sumando las resistencias en serie y las inversas de las resistencias en parale-

lo, entre dos puntos del circuito. Espećıficamente, la resistencia equivalente

entre dos puntos i y j de un conjunto de resistencias {Rik, ..., Rlj} que están

conectadas en serie, se determina como

R(eq) = Rik + ...+Rlj, (2.19)

y si están conectadas en paralelo

1

R(eq)
=

1

Rik

+ ...+
1

Rlj

. (2.20)

A partir de estas dos ecuaciones se puede calcular la resistencia equivalente

del circuito cuando la topoloǵıa de las conexiones es lo suficientemente simple

como para poder distinguir las uniones entre nodos en caminos en serie y
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paralelos. Sin embargo, cuando la topoloǵıa no es trivial, como en la mayoŕıa

de las redes del mundo real, la resistencia equivalente se calcula mejor a partir

de una expresión más general (ec. (2.21)).

Para derivar un valor de resistencia equivalente para una red genérica, es

necesario encontrar la matriz laplaciana pseudoinversa L̂−1 (ec. (2.17)). La

distancia resistiva entre los nodos i y j, ρ(i, j), se obtiene usando los valores y

vectores propios de L de la red. Espećıficamente, ρtheo(i, j) puede encontrarse

en [51, 52]

ρtheo(i, j) =
N∑

n=2

1

λn(L)

∣∣∣[ϕ⃗n]i − [ϕ⃗n]j

∣∣∣2 , (2.21)

donde Lϕ⃗n = λn(L)ϕ⃗n para n = 1, . . . , N . Además, cuando A = AT la matriz

laplaciana es semidefinida positiva [54], lo que implica que los valores propios,

λn(L), pueden ordenarse de forma que 0 = λ1(L) ≤ λ2(L) ≤ · · · ≤ λN(L).

Usando L̂−1 y la expansión de la ec. (2.21), la resistencia equivalente está

dada en términos de las entradas de L̂−1 por [55]

ρtheo(i, j) = L̂−1
ii + L̂−1

jj − L̂−1
ij − L̂−1

ji , (2.22)

que para una red simétrica resulta ρtheo(i, j) = L̂−1
ii + L̂−1

jj − 2L̂−1
ij .

En general, la resistencia equivalente entre dos nodos cualesquiera requiere

la representación de la matriz laplaciana, incluidos los pesos de los enlaces,

que corresponden a las resistencias en las redes de circuitos, y sus valores y

vectores propios. De la definición de la resistencia equivalente (ec. (2.21)) entre

dos nodos de una red y su analoǵıa con la teoŕıa de circuitos, se observa que

el valor de ρtheo(i, j) es una representación de la cantidad y el tipo de caminos

que conectan los nodos i y j. Por tanto, es una métrica topológica de la red

que contiene más información que el número de caminos entre los nodos o

la distancia topológica. Su valor indica qué tan dif́ıcil es llegar del nodo i al

j, utilizando el hecho de que los caminos paralelos son una opción óptima

(menos consumo de enerǵıa) y los caminos en serie son una opción perjudicial

(más consumo de enerǵıa). Efectivamente esta resistencia equivalente es una

distancia [52], ya que cumple:

(No negatividad) ρtheo(i, j) ⩾ 0. La igualdad se cumple si y sólo si i = j.

(Simetŕıa) ρtheo(i, j) = ρtheo(j, i).

(Desigualdad triangular) ρtheo(i, j) ⩽ ρtheo(i, k) + ρtheo(k, j) .
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Esta medida incluye más información que el camino más corto que une dos

nodos, ya que tiene en cuenta todos los demás caminos (no repetidos) que co-

nectan los dos nodos para agregarlos como caminos paralelos . Por lo tanto, los

caminos más cortos son relevantes cuando existe una comunicación corpuscular

conocida a lo largo de los enlaces de la red, mientras que la distancia resistiva

es relevante cuando la comunicación a lo largo de los enlaces se propaga como

un patrón de onda.

2.2.3. Medidas de centralidad de nodos

El concepto de centralidad busca responder cuáles son los nodos más “im-

portantes”(o centrales) de la red. Aśı como hay muchas formas de interpretar

el concepto de importancia, se definen distintas medidas de centralidad para

los nodos. La medida de centralidad más simple en una red es el grado, d, de

un nodo (ec. 2.14).

En las redes dirigidas, los nodos tienen tanto un grado de entrada como un

grado de salida y ambos pueden ser útiles como medidas de centralidad en las

circunstancias apropiadas. En una red social, por ejemplo, parece razonable

suponer que los individuos que tienen conexiones con muchos otros podŕıan

tener más influencia, más acceso a la información o más prestigio que aquellos

que tienen menos conexiones. Otro ejemplo, en este caso una red no social, es

la del recuento de citas en la evaluación de art́ıculos cient́ıficos. El número de

citas que un art́ıculo recibe de otros art́ıculos, que es simplemente su grado

de entrada en la red de citas, proporciona una medida aproximada de si el

art́ıculo ha sido influyente o no y se utiliza ampliamente como métrica para

juzgar el impacto de la investigación cient́ıfica.

Al examinar cómo se distribuyen los grados, se pueden inferir propiedades

más globales de la red. En primer lugar se define el grado medio, d, que para

una red no dirigida, resulta [12]

d =
1

N

N∑
i=1

di. (2.23)

El grado medio es entonces una medida de la conectividad promedio de la red,

que si bien pierde de vista el peso local de cada nodo, permite una primera

caracterización global. La organización y estructura global de una red, puede

describirse mediante la distribución de probabilidad de los grados, denominada
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P (d). En el caso de una red no dirigida, P (d) se define como la proporción de

nodos con grado d, representando la probabilidad de que un nodo seleccionado

al azar en la red tenga grado d. Dependiendo de cómo se distribuyan estos gra-

dos, se pueden identificar diversos modelos de redes que representan diferentes

estructuras (sección 2.2.4). Estos modelos proporcionan marcos teóricos para

comprender cómo emergen patrones de conectividad, flujo de información, y

otros fenómenos relevantes en el estudio de redes complejas. Conociendo el gra-

do medio d de la red y el número de nodos, N , puede determinarse el número

de enlaces, E, como

E =
1

2

N∑
i=1

di =
Nd

2
. (2.24)

Para este trabajo de tesis es fundamental la centralidad del vector propio,

cvp(i), que cuantifica la importancia relativa de cada nodo en la red , ec. (2.25),

que se considera proporcional a la importancia de sus vecinos y se basa en el

vector propio de Perron-Frobenius de esa red [56]. Aśı, la centralidad del vector

propio puede ser grande porque un vértice tiene muchos vecinos o porque tiene

vecinos “importantes”, en estos términos. Según esta medida, un individuo en

una red social puede ser importante porque conoce a mucha gente o porque

conoce a algunas personas en puestos altos. Formalmente para el i− ésimo

nodo se puede definir como [57]

cvp(i) =
1

κ

∑
j

Aijcvp(j). (2.25)

que reescrita en notación matricial resulta la ecuación caracteŕıstica

Acvp = κcvp, (2.26)

donde cvp representa el vector propio asociado al valor propio κ (habitualmente

el mayor) de la matriz de adyacencia A.

Al igual que con la distancia resistiva, la centralidad del vector propio

depende de encontrar vectores propios, lo que para redes grandes puede ser

computacionalmente exigente. Por ejemplo, en una descomposición QR, en-

contrar todos los valores propios de una matriz de tamaño N × N tiene un

costo computacional de O(N2), mientras que encontrar sus vectores propios

cuesta O(N3) [58]. Básicamente, la razón detrás de esto es que los vectores
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propios se encuentran resolviendo N ecuaciones algebraicas lineales, mientras

que los valores propios se encuentran resolviendo un polinomio de grado N .

2.2.4. Modelos de redes

Se denominan modelos de redes a las representaciones simplificadas y abs-

tractas de la estructura y la dinámica que puede producirse en una red. Tal

vez la propiedad más importante que permite modelar la estructura de una red

compleja es la distribución de vecinos, P (d), que indica la probabilidad de que

un nodo escogido al azar tenga d vecinos. Dependiendo de cómo se comporte

P (d) se pueden definir algunos modelos comunes en redes, por ejemplo, redes

aleatorias, redes de pequeño mundo o redes libres de escala.

2.2.4.1. Redes regulares

Se define una red regular como aquella en la que todos los nodos tienen el

mismo grado, es decir, tienen la misma cantidad de enlaces y se denota como

red k−regular, donde k es el grado de todos los nodos [12]. Una red completa

de N nodos es (N − 1)−regular.

Figura 2.6: Ejemplo de red regular. Red completa de 6 nodos donde se observa
que es una red 5−regular.

La figura 2.6 muestra como ejemplo una red completa de N = 6 nodos,

donde puede verse que cada nodo tiene N − 1 = 5 enlaces. Las redes regulares

se observan en muchos sistemas naturales como, por ejemplo, en la formación

de estructuras cristalinas.

2.2.4.2. Redes aleatorias

Un grafo aleatorio es un modelo de red en el que un conjunto espećıfico de

parámetros toma valores fijos, pero la red es aleatoria en otros aspectos. Uno

de los ejemplos más simples de un grafo aleatorio es la red en la que se fija solo
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el número de nodos, N , y el número de enlaces, E, es decir, se colocan al azar

E enlaces entre los N nodos. Cuando se habla de las propiedades de grafos

aleatorios, normalmente se refiere a las propiedades promedio del conjunto [12].

No todos los nodos de una red tienen el mismo número de enlaces. La dis-

persión en el número de enlaces que tiene un nodo (grado, d), se caracteriza por

una función de distribución, P (d), que da la probabilidad de que un nodo selec-

cionado al azar tenga exactamente d enlaces. En un grafo aleatorio los enlaces

se colocan aleatoriamente, la mayoŕıa de los nodos tienen aproximadamente el

mismo grado, cercano al grado medio d de la red. La distribución de grados

de un grafo aleatorio es una distribución de Poisson con un pico en P (d). Pero

los resultados emṕıricos muestran que para la mayoŕıa de las redes grandes

la distribución de grado se desv́ıa significativamente de una distribución de

Poisson [5].

2.2.4.3. Modelo de Erdős-Rényi

Las redes con topoloǵıa de Poisson son importantes principalmente por

razones históricas, ya que dichas redes fueron las primeras que se analizaron

matemáticamente. Este análisis lo llevaron a cabo Paul Erdős y Alfréd Rényi

en la década de 1950. El modelo de Erdős - Rényi [13] se basa en que todos

los enlaces posibles tengan una probabilidad de aparición uniforme p. Este

procedimiento da como resultado una red aleatoria con una distribución de

grados, que cuando N → ∞ corresponde a una distribución de Poisson.

En este modelo se puede derivar un resultado que establece la existencia

de una probabilidad cŕıtica pc ∼ 1/N . Por encima de este umbral, la mayoŕıa

de los N nodos de la red están interconectados. Es importante destacar que

el número de enlaces necesarios para conectar N nodos es aproximadamente

pcN
2, lo que es del orden de N , incluso para redes grandes. Esto significa que

la probabilidad de enlazar dos nodos no necesita ser muy alta para conectar

la mayoŕıa de los nodos de la red. Mientras tanto, las redes aleatorias tienden

a tener un bajo coeficiente de agrupamiento y una distancia media pequeña,

mientras que las redes reales suelen exhibir un alto coeficiente de agrupamiento

y una distancia media también pequeña.
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2.2.4.4. Modelo de Watts-Strogatz

Muchos sistemas, como los sistemas neuronales, tienen una estructura opti-

mizada para conseguir un coeficiente de agrupamiento alto, pero con una baja

distancia media entre nodos. Estas caracteŕısticas se encuentran en medio en-

tre una estructura aleatoria y una regular, y definen lo que se conoce como

redes de pequeño mundo.

Figura 2.7: Construcción de redes de pequeño mundo. Se representa el proce-
dimiento de reconexión aleatorio del modelo Watts-Strogatz que interpola entre una
red de anillo regular y una red aleatoria sin alterar el número de nodos ni enlaces. Se
comienza con N = 20 nodos, cada uno conectado a sus 4 vecinos más cercanos [14].
Para una probabilidad de reconexión p = 0 el anillo original no cambia; a medida
que p aumenta, la red se vuelve cada vez más desordenada hasta que para p = 1
todos los enlaces se recablean aleatoriamente (figura tomada de [14]).

El modelo de Watts-Strogatz [14] genera redes con efecto de pequeño mun-

do, partiendo de un anillo de N nodos con d (par) vecinos y reconectando

todos sus enlaces con probabilidad uniforme β, donde 0 ≤ β ≤ 1 dando β = 0

el anillo de partida y β = 1 una red completamente aleatoria (Erdős-Rényi)

como ilustra la fig. 2.7.

2.3. Mapas loǵısticos acoplados en redes

2.3.1. Modelo de mapas loǵısticos acoplados

Los mapas acoplados son un modelo matemático útil para estudiar siste-

mas dinámicos que se basa en la idea de que los sistemas complejos pueden

descomponerse en unidades simples que interactúan entre śı. En este modelo

cada nodo en la red está representado por un mapa discreto que describe la

evolución de una variable dinámica a lo largo del tiempo. Cada mapa se defi-
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ne como una función matemática que toma como entrada el valor anterior de

la variable dinámica y una combinación lineal de los valores de las variables

dinámicas de los nodos acoplados. La interconexión entre los nodos se describe

mediante una matriz de acoplamiento, que especifica la forma en que los nodos

están conectados y la intensidad de las interacciones entre ellos.

La implementación electrónica de mapas acoplados que se emplea en este

trabajo está descripta en [59] y sigue el modelo de Kaneko [8], en el que la

evolución del i-ésimo mapa está dada por

x
(i)
n+1 = (1− ε)f(x(i)n ; ri) + ε

N∑
j=1

Aij

di
f(x(j)n ; rj), (2.27)

donde x
(i)
n es el estado del mapa en la iteración n-ésima, x

(i)
n+1 en la iteración

(n + 1)−ésima (con n ≥ 0, x
(i)
0 es la condición inicial), f(x; r) ≡ rx(1− x)

es la función loǵıstica con parámetro r [10], Aij son las entradas de la ma-

triz de adyacencia, di es el grado del nodo i y ε es la intensidad de acopla

miento. La condición de ε ∈ [0; 1] asegura que si x
(i)
0 ∈ [0; 1], ∀i ∈ [1;N ] y

f(x
(i)
n ; ri) ∈ [0; 1], ∀x ∈ [0; 1] y ∀i ∈ [1;N ], entonces x

(i)
n ∈ [0; 1], ∀n ⩾ 0 y

∀i ∈ [1;N ], garantizando trayectorias acotadas.

La ec. (2.27), mediante una transformación N−dimensional, mapea el es-

tado de los N mapas en el instante n, x⃗n = {x(1)n ; ...;x
(N)
n }, al estado de los

N mapas en el instante n+ 1, x⃗n+1 = {x(1)n+1; ...;x
(N)
n+1}, y puede reescribirse en

forma matricial como

x⃗n+1 = [I− εD−1L] f⃗(x⃗n), (2.28)

siendo f⃗(x⃗n) el estado de los N mapas desacoplados en la n−ésima iteración,

I la matriz identidad, D−1 = diag{ 1
d1
, ..., 1

dN
} la matriz diagonal que contiene

los inversos de los grados de cada nodo a lo largo de su diagonal y L la matriz

laplaciana de la red (ec. 2.16).

Comúnmente se emplea el término difusivo [60, 61, 62] en el contexto del

modelo de Kaneko, porque la ec. (2.28) de evolución del sistema es tal que

el acoplamiento se expresa en términos de diferencias entre el estado de cada

mapa y sus vecinos (ec. 2.27), análoga a la ley de Fick que describe la difusión

de un fluido [63]
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∂f

∂t
= D.∇2f, (2.29)

donde f es una función continua que representa el valor de la cantidad de

interés, D es el coeficiente de difusión y ∇2 es el operador laplaciano.

La difusión también se utiliza como un modelo simple de propagación a

través de una red, como puede ser la propagación de información o de una

enfermedad. Si una magnitud, ψ⃗, se transmite de un nodo a otro pasando por

los enlaces, y C es la constante de difusión, la tasa a la que ψ⃗ está cambiando

está dada por [12]

dψ⃗

dt
+ CLψ⃗ = 0,

cuya forma coincide con la ecuación de difusión ordinaria (ec. (2.29)), donde

el operador laplaciano ∇2 ha sido reemplazado por la matriz L, que por esa

razón se denomina matriz laplaciana de la red.

2.3.2. Sincronización y acoplamiento cŕıtico en sistemas

de mapas idénticos acoplados

En términos generales, la sincronización entre dos sistemas se logra cuan-

do uno de ellos altera su curso, ya sea hacia la trayectoria seguida por el

otro sistema o hacia una nueva ruta compartida por ambos. La sincronización

caótica puede ser interpretada como una manifestación de la tendencia hacia

la autoorganización en sistemas complejos. Una caracteŕıstica de un sistema

caótico aislado es que las señales que produce no se sincronizan con ningún

otro sistema. Por lo tanto, suele parecer imposible que dos sistemas caóticos se

sincronicen entre śı, pero, si intercambian información de la manera correcta,

pueden sincronizarse [26].

Dado que la matriz laplaciana tiene la propiedad de sumar cero en cual-

quiera de sus filas, si se cumple que f (i) = f , ∀i, existe una solución para la ec.

(2.28) donde todos los mapas evolucionan sincronizados [64], que se denomina

sincronización completa. Los estados posibles en la sincronización completa

definen una variedad en el espacio de estados, que posee codimensión 1, y es

invariante ante la dinámica de la ec. (2.28). En el caso en que la dinámica de

los mapas aislados es caótica, la variedad de sincronización completa es inva-

riante y además topológicamente transitiva, es decir, que dados dos conjuntos
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abiertos cualesquiera del espacio, existe una órbita que pasa por ambos [64].

La Función Maestra de Estabilidad (MSF, por sus siglas en inglés), es una

herramienta para determinar la estabilidad lineal de la variedad de sincroni-

zación. La MSF permite establecer rápidamente si cualquier disposición de

acoplamiento lineal producirá una dinámica sincrónica estable. El acoplamien-

to solo necesita ser localmente lineal para que haya una función de estabilidad

maestra [65], la cual puede escribirse, a partir de una perturbación (a primer

orden x
(i)
n = sn + ξ

(i)
n ) en el modelo de Kaneko, ec. (2.28), que resulta [64]

ξ⃗n+1 = f ′(sn)[I− εD−1L] ξ⃗n, (2.30)

donde la derivada instantánea del mapa f ′(sn) modula las perturbaciones del

mapeo lineal ξ⃗n.

Para determinar la estabilidad del sistema, primero se identifica la dinámi-

ca que tiene lugar en los nodos de la red. Una vez establecida esta dinámica,

se calcula la MSF. La estabilidad del sistema depende entonces de si la MSF

es negativa al ser evaluada en cada uno de los autovalores de la matriz lapla-

ciana {λ1 = 0, λ2, ..., λN}. Si la MSF conduce a un valor negativo para cada

autovalor, el sistema completo se considera estable. El autovalor máximo se

nota como λM = λN y el segundo autovalor más pequeño se le conoce como

autovalor de Fiedler [66], λF = λ2. Este autovalor cumple λF > 0 si la red es

conexa [67].

A partir de los valores de λF y λM de grafos regulares de grado par, se

puede derivar una expresión expĺıcita para el acoplamiento cŕıtico (mı́nimo)

necesario para mantener una sincronización completa localmente estable [64]

εc,± =

(
d

λF

)
[1± e−χ], (2.31)

donde χ representa el exponente de Lyapunov de un mapa aislado, d es el

grado y λF el autovalor de Fiedler, que puede calcularse como [64]

λF = d+ 1−

(
sin(π(d+1)

N
)

sin( π
N
)

)
. (2.32)

Aśı, la sincronización del sistema está dada por una competencia entre la

caoticidad de los mapas (χ), la intensidad de acoplamiento (ε) y la topoloǵıa

de la red subyacente (d, N).
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Caṕıtulo 3

Métodos

En este caṕıtulo se describe la metodoloǵıa de trabajo, incluyendo las me-

didas utilizadas para el análisis de los datos experimentales y las técnicas de

inferencia de conexiones. El contenido se organiza en dos secciones. La primera

presenta las medidas basadas en la teoŕıa de la información de Shannon, em-

pleadas para cuantificar la generación y transmisión de información en redes.

En particular, se introduce la entroṕıa condicional conjunta del sistema, una

magnitud propuesta en el marco de esta tesis, que permite identificar de ma-

nera precisa las configuraciones que exhiben una amplia región de transmisión

eficiente de información.

En la segunda sección, se describen métodos de inferencia de conexiones

en redes. La inferencia en redes refiere al proceso de deducir la estructura

de conexiones entre los nodos de la red a partir de datos observados sobre

su dinámica o interacciones. Esto implica utilizar métodos estad́ısticos para

identificar patrones y relaciones subyacentes en los datos que revelen cómo los

nodos están conectados entre śı. Aśı, mediante el análisis de la dinámica y la

información que comparten los nodos se deducen las conexiones entre ellos.

3.1. Medidas para caracterizar dinámicas

emergentes

En la teoŕıa de la información propuesta por Shannon [23] a mediados

del siglo XX, la información se trata como magnitud f́ısica, y es a partir de

la entroṕıa de una secuencia de śımbolos que puede caracterizarse esa infor-

mación. A su vez, puede decirse (informalmente) que la información mutua
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entre dos variables mide cuánto el conocimiento de una variable reduce nues-

tra incertidumbre sobre otra. Con la finalidad de describir el comportamiento

de muchos elementos que interactúan, también puede emplearse la noción de

campo medio, donde se considera que el efecto de todas las interacciones entre

los elementos del conjunto puede ser sustituido por un campo promedio que

actúa sobre cada part́ıcula. En esta sección se definen formalmente las medidas

utilizadas y se describe la forma de aplicarlas al análisis de la dinámica de los

mapas acoplados.

3.1.1. Entroṕıa e información mutua

3.1.1.1. Entroṕıa

En las diferentes áreas en donde se aplica el concepto de entroṕıa, es en-

tendida como una medida del “desorden”de un sistema o más espećıficamente

de la incertidumbre [68] y de la información necesaria para reducir o eliminar

esa incertidumbre. Para analizar la generación de información en el sistema

estudiado se calcula la entroṕıa de Shannon [23] de cada mapa, que para el

i−ésimo nodo se define

Hε[x
(i)] ≃ −

M∑
m=1

pi(m; ε) log2 [pi(m; ε)] , (3.1)

donde pi(m; ε) es la probabilidad marginal de la m-ésima partición, con

m = 1, 2, ...,M los bines en que se divide el espacio de estados. La entroṕıa

subyacente del i-ésimo mapa, H[x(i)], depende de una medida de probabilidad

marginal invariante, µε(x
(i)), que es la verdadera distribución de los estados

del sistema en el intervalo [0, 1] a lo largo del tiempo. Es una función de dis-

tribución de probabilidad continua, pero su forma anaĺıtica es habitualmente

desconocida, salvo casos muy espećıficos como el presentado en la sección 2.1.3

para un mapa loǵıstico aislado con r = 4.

La aproximación (≃) en la ec. (3.1) se debe a que las probabilidades mar-

ginales pi(m; ε) empleadas son una estimación emṕırica de la verdadera dis-

tribución de probabilidad subyacente del sistema (su medida de probabilidad

invariante), que hace de la ec. (3.1) una igualdad. La aproximación a esta

distribución de probabilidad se obtiene calculando la frecuencia relativa con

la que las iteraciones estacionarias del mapa,{x(i)t }Tt=0, visitan cada una de

las M particiones de tamaño uniforme que definen el intervalo de estados
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[0, 1] = [0, 1
M
) ∪ [ 1

M
, 2

M
) ∪ · · · ∪ [M−1

M
, 1]. La discretización del espacio de

estados en estos M bines contribuye también a esta aproximación sobre la

distribución continua subyacente.

Análogamente, se puede estimar la entroṕıa conjunta Hε[x
(i), x(j)] utilizan-

do las mismas particiones y de igual tamaño que en la ec. (3.1) pero aplicadas

al cuadrado del espacio de estados [0, 1]× [0, 1], es decir,

Hε[x
(i), x(j)] ≃ −

M∑
m=1

M∑
n=1

pij(m,n; ε) log2 [pij(m,n; ε)] , (3.2)

donde pij(m,n; ε) es la probabilidad conjunta de que los mapas i y j estén

simultáneamente en la partición (m,n)-ésima.

Figura 3.1: Histograma bivariado. Ejemplo de histograma de (20 × 20) bines
correspondiente a dos mapas loǵısticos.

La fig. 3.1 muestra un ejemplo de histograma bivariado, correspondiente a

dos mapas loǵısticos cuyas series temporales tienen una longitud T = 2.5×104

y donde la partición del intervalo m = 1, 2, ..., 20 bines contiene la conocida

partición generadora de Markov ([0, 1/2) ∪ (1/2, 1]) de un mapa loǵıstico ais-

lado [69]. Con este procedimiento se obtiene un promedio de iteraciones por

partición de T
M×M

= 2.5×104

4×102
= 62.5 puntos, lo cual es suficiente para mantener

valores confiables.

3.1.1.2. Información mutua

La información mutua, Iab, puede entenderse como una medida de la in-

terdependencia entre las variables a y b [23]. Para estudiar la transmisión de
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información en el sistema se calcula la información mutua media, ⟨I⟩ε, entre
los N (N−1)

2
pares de nodos

⟨I⟩ε =
2

N (N − 1)

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

Iij(ε), (3.3)

donde Iij(ε) es la información mutua entre los mapas i y j y está dada por [23]

Ii,j(ε) = Hi(ε) +Hj(ε)−Hi,j(ε), (3.4)

siendo Hi,j(ε) la entroṕıa conjunta de los mapas, dada por la ec. (3.2).

(a) (b) (c)

Figura 3.2: Espacio de fases correspondiente a dos mapas loǵısticos en
tres situaciones muy diferentes en términos de entroṕıa e información
mutua, I12. (a) Caso con alta entroṕıa y en que I12 se maximiza. (b) Caso de baja
entroṕıa en que I12 se maximiza. (c) Caso de alta entroṕıa en que I12 → 0.

La fig. 3.2 muestra el espacio de fases de tres casos claramente diferentes.

En el panel 3.2(a) se puede interpretar que las señales de ambos mapas tienen

y comparten mucha información. Ello se observa como un recta densa sobre

la diagonal x
(1)
n = x

(2)
n . En el panel 3.2(b) se puede interpretar que las señales

de ambos mapas comparten la poca información que generan (los puntos en

el diagrama de fases se ubican sobre la diagonal x
(1)
n = x

(2)
n ). Por último, el

panel 3.2(c) muestra que los mapas generan mucha información, pero no es

compartida por ambos. Esto se observa en la nube de puntos dispersa en el

espacio de estados.

3.1.1.3. Entroṕıa condicional

La entroṕıa condicional mide la incertidumbre que se tiene sobre una varia-

ble aleatoria X al conocer el valor de otra variable aleatoria Y . De igual forma,

describe la entroṕıa del estado futuro de un sistema, dado el conocimiento de

las variables en su estado actual. Esta medida permite describir la dependencia
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temporal entre los mapas que componen la red y el flujo de información en el

sistema. En ese sentido, la información generada por un conjunto de N mapas

acoplados está dada por su entroṕıa conjunta, H[x(1), x(2), . . . , x(N)] [70], que

es una generalización de la planteada para el caso bidimensional (ec.(3.2)).

Esta información está limitada por

0 ≤ H[x(1), x(2), . . . , x(N)] ≤
N∑
i=1

H[x(i)], (3.5)

donde H[x(i)] es la entroṕıa de Shannon del i-ésimo mapa (ec. (3.1)) supo-

niendo que x(i) es una variable aleatoria [23, 70]. El ĺımite superior de la ec.

(3.5) es una consecuencia de la regla de la cadena de la entroṕıa [70, Ch. 2,

p. 13-37] y puede utilizarse para aproximar la información generada por el sis-

tema de mapas acoplados a partir de sus componentes, H[x(i)], que se puede

estimar a partir de significativamente menos datos que H[x(1), x(2), . . . , x(N)]

que requiere encontrar distribuciones de probabilidad conjuntas.

3.1.2. Campo medio y varianza

3.1.2.1. Campo medio

La teoŕıa del campo medio surgió en respuesta a la necesidad de describir

sistemas de muchas part́ıculas en los cuales el cálculo exacto de las interac-

ciones entre todas las part́ıculas es extremadamente dif́ıcil o incluso imposible

[71]. En estos sistemas, las part́ıculas individuales interactúan con un gran

número de otras part́ıculas, lo que hace que el análisis de las interacciones

individuales se dificulte especialmente. En la teoŕıa del campo medio se ha-

ce la suposición simplificada de que el efecto de todas las interacciones entre

las part́ıculas puede ser reemplazado por un campo promedio que actúa sobre

cada part́ıcula. Este campo promedio representa el efecto colectivo de todas

las part́ıculas y permite una descripción simplificada del comportamiento del

sistema en términos de la respuesta de cada part́ıcula a este campo. Esta for-

ma de modelar permite, por ejemplo, una imagen más simple y reducida de

la dinámica de una población de neuronas y a su vez comparar directamente

con estudios de imágenes donde la resolución espacial implica que el campo

registrado representa el promedio sobre una gran población [72]. En general, el

estudio del campo medio permite simplificar el análisis de las interacciones de
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un modelo compuesto por un conjunto de nodos, sustituyendo las interacciones

individuales por una interacción definida a partir de un valor promediado de

los otros.

Para el i-ésimo mapa de la ec. (2.27) se define el campo medio local ins-

tantáneo h
(i)
l (n) como

h
(i)
l (n) =

1

di

N∑
j=1

Aijf(x
(j)
n ; rj). (3.6)

Puede observarse queAij restringe la suma en la ec. (3.6) a los di nodos conecta-

dos al mapa i, por lo que h
(i)
l (n) corresponde al promedio de las contribuciones

de esos vecinos (campo medio local).

Se define el campo medio global instantáneo, hg(n), para la ec. (2.27) como

hg(n) =
1

N

N∑
i=1

f(x(i)n , ri), (3.7)

donde la suma se realiza sobre los N nodos de la red, por lo que hg(n) es el

mismo para todos los mapas y corresponde al promedio de todas las contribu-

ciones.

El coeficiente de correlación de Pearson [73] permite cuantificar la relación

lineal entre dos variables. En el contexto de este estudio y en términos del cam-

po medio, se emplea este coeficiente para analizar la relación entre la dinámica

de los mapas loǵısticos acoplados y su campo medio global, permitiendo in-

terpretar si el comportamiento colectivo del sistema muestra sincrońıa con las

dinámicas individuales. Un coeficiente de correlación próximo a 1 evidencia

que la dinámica global se acopla fuertemente a las interacciones locales, indi-

cando una emergencia coherente de propiedades colectivas. Aśı, este coeficiente

permite comparar el comportamiento individual de cada nodo con el compor-

tamiento promedio de todos los nodos aportando nueva información sobre las

dinámicas del sistema.
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3.1.2.2. Varianza media

La varianza entre los mapas i y j, σ2
ij, puede emplearse para cuantificar la

“similitud” entre sus series temporales, y está dada por

σ2
ij =

1

T

T∑
n=1

(
x(i)n − x(j)n

)2
, (3.8)

De este modo σ2
ij → 0 cuando x

(i)
n ≃ x

(j)
n para todas las iteraciones, n, lo

cual sucede por ejemplo, si los mapas están sincronizados. En todos los casos

σ2
ij = σ2

ji.

Se define como un parámetro de orden la varianza media del sistema

σ2 =
2

N (N − 1)

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

σ2
ij, (3.9)

donde la suma se realiza sobre los N(N − 1)/2 pares de mapas.

3.1.2.3. Desviación respecto al campo medio promediada en la red

Para cuantificar la homogeneidad o heterogeneidad en el comportamiento

del i− ésimo nodo de la red en relación con su entorno (campo medio), se

utiliza una desviación estándar, σih. Un valor bajo indica que el elemento

tiende a comportarse de forma muy similar a su campo medio, mientras que

un valor alto sugiere una mayor diversidad o fluctuación en sus estados.

Aqúı se define en particular la desviación respecto al campo medio prome-

diada en la red

σh =
1

N

N∑
i=1


√√√√∑(

x
(i)
n − hn

)2
T

 , (3.10)

donde T es la longitud de cada una de las series temporares (xn), h es el campo

medio y la suma se realiza sobre los N nodos de la red. Este promedio brinda

una única métrica que resume la dispersión o heterogeneidad global del sistema

en relación con sus dinámicas locales.

Según el análisis que se busque, podrá calcularse la desviación respecto al

campo medio global (hg, ec. 3.7) o local (hl, ec. 3.6).

La desviación respecto al campo medio global, σhg , evalúa la dispersión
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de los nodos con respecto al comportamiento promedio de toda la red.

Una baja varianza global sugiere que toda la red se mueve o se comporta

como una unidad.

La desviación respecto al campo medio local, σhl
, evalúa la disper-

sión de un nodo con respecto a sus vecinos directos. Esto es útil para

detectar la formación de clústeres, patrones locales o comportamientos

heterogéneos dentro de una red que, globalmente, podŕıa parecer ho-

mogénea.

3.2. Inferencia de redes a partir de dinámicas

emergentes

La inferencia de conexiones en una red se refiere al proceso de analizar

los datos y descubrir patrones o relaciones entre los nodos [74]. Esto puede

ser útil en una variedad de campos, como por ejemplo el estudio de las redes

climáticas [75] o las redes funcionales del cerebro [76]. Existen diversas técnicas

de inferencia de conexiones que se pueden utilizar, dependiendo de los datos

disponibles y los objetivos del estudio. En el análisis de sistemas complejos

que están conformados por unidades dinámicas que interactúan a través de

una estructura de red, el uso de la correlación cruzada o la información mutua

como técnicas de inferencia puede resultar eficaz para obtener información

pertinente y lograr una comprensión profunda de la dinámica del sistema [74,

77, 78]. En ese sentido, en este trabajo se estudia qué caracteŕısticas topológicas

y dinámicas de las redes de mapas acoplados favorecen la inferencia.

3.2.1. Análisis ROC

El análisis de la caracteŕıstica operativa del receptor (ROC, por sus siglas

en inglés) es una herramienta de gran utilidad para evaluar la capacidad de un

algoritmo de clasificación en la separación de una población en dos grupos [79,

80, 81, 82]. Aunque originalmente fue diseñado para la detección de señales,

su aplicación se ha extendido a diferentes campos de investigación. El método

propuesto se aplica a problemas de clasificación binaria. Para cada instancia

se asigna un elemento del conjunto {p, n}, que representa la clase positiva o

negativa real. Un clasificador se define como una asignación de instancias a

36



clases predichas. Para diferenciar entre la clase real y la clase predicha, se

utilizan las etiquetas {Y,N} para las predicciones generadas por el modelo.

Dados un clasificador y una instancia, se pueden obtener cuatro resultados

posibles:

TP ; se considera un verdadero positivo si la instancia es positiva y se

clasifica como positiva,

FN ; se considera un falso negativo si la instancia es positiva y se clasifica

como negativa,

TN ; se considera un verdadero negativo si la instancia es negativa y se

clasifica como negativa, y

FP ; se considera un falso positivo si la instancia es negativa y se clasifica

como positiva.

Con estos datos, es posible construir una matriz de confusión de dos por dos,

como la que se presenta en la fig. 3.3 [80]. Esta matriz permite visualizar

el desempeño del algoritmo de clasificación, donde los valores a lo largo de la

diagonal principal representan las decisiones correctas, mientras que los valores

fuera de esta diagonal indican los errores (la “confusión”) entre las distintas

clases.

Figura 3.3: Matriz de confusión. Es una herramienta que permite la visuali-
zación del desempeño del algoritmo de clasificación. Los números a lo largo de la
diagonal principal representan las decisiones tomadas correctamente, y los números
fuera de esta diagonal representan la confusión entre clases [80].

Las tasas de las cuatro cantidades fundamentales del análisis ROC se defi-

nen como:

TPR (tasa de verdaderos positivos), fracción de casos positivos que fue-

ron clasificados correctamente.
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FPR (tasa de falsos positivos), fracción de casos negativos que se clasifi-

caron incorrectamente como positivos.

TNR (tasa de verdaderos negativos), fracción de casos negativos que

fueron correctamente identificados.

FNR (tasa de falsos negativos), fracción de casos positivos que se clasi-

ficaron incorrectamente como negativos.

Se tiene por lo tanto [80] 
TPR = TP

Positivos

FPR = FP
Negativos

TNR = TN
Negativos

FNR = FN
Positivos

(3.11)

donde Positivos representa el número de enlaces existentes y Negativos el

número de pares de nodos que no están interconectados. Se considera que un

modelo es bueno si tiene una TPR alta y una FPR baja en diferentes umbrales.

3.2.2. Análisis ROC condicionado por el número de en-

laces

Para estudiar las caracteŕısticas topológicas y dinámicas que favorecen la

inferencia de los acoples, en esta tesis se toma como medida de semejanza entre

nodos la información mutua, ec. (3.4), recopilándose todas las informaciones

mutuas de series temporales entre pares de nodos del sistema. Dado un sistema

compuesto por N nodos, se considera la dinámica registrada en cada nodo a

lo largo del tiempo. A partir de estas trayectorias temporales se calcula la

información mutua, Iij, entre todos los pares de nodos (i, j). Esto da lugar a

un conjunto de N(N−1)
2

valores {Iij}, que se ordenan de menor a mayor, como

se ilustra en el panel (b) de la fig. 3.4.

Para inferir la topoloǵıa de la red, es decir, construir una estimación de

la topoloǵıa subyacente, se introduce un umbral τ ∈ R+, que se emplea de

parámetro de control. A partir de este umbral, se define lamatriz de adyacencia

inferida A(τ) mediante la siguiente regla:

A
(τ)
ij =

1 si Iij > τ,

0 en otro caso.
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Este procedimiento transforma la matriz de información mutua, que con-

tiene valores reales que cuantifican la dependencia estad́ıstica entre nodos

(fig. 3.4(a)), en una matriz binaria que representa la estructura inferida

(fig. 3.4(c)). Este método exige interpretar que los pares con mayor infor-

mación mutua corresponden a conexiones directas, mientras que valores más

bajos se asocian a relaciones indirectas (ausencia de enlace).

(a) Matriz de información mutua Iij

0.2 0.4 0.6 0.8 1

τ

Iij
F
re
cu
en
ci
a

(b) Histograma de Iij con umbral τ

(c) Matriz binaria inferida A(τ)

1

2

3

4

1

2

3

4

(d) Comparación entre la red real (iz-
quierda) y la red inferida (derecha).

Figura 3.4: Esquema del procedimiento de inferencia estructural basado
en información mutua para una red de 4 nodos. (a) En escala de grises se
representa la matriz formada por los valores reales de información mutua entre los
pares de nodos. (b) Histograma donde se muestra el umbral de información mutua
τ . (c) Matriz binaria inferida, construida a partir de la matriz de informaciones
mutuas (panel (a)) y aplicando el umbral τ (panel (b)). Esa matriz representa la
presencia (negro) o ausencia (blanco) de conexiones estructurales en función de si
la información mutua supera el umbral, τ . (d) Comparación entre los enlaces reales
de la red y los inferidos.

La elección del umbral τ determina directamente cuántos y cuáles enlaces

se infieren a partir de la matriz de información mutua. Una estrategia común

consiste en ajustar τ para que el número total de enlaces inferidos coincida

con el número real de conexiones (cuando esta información está disponible).

Este método puede resultar especialmente eficaz en reǵımenes dinámicos par-

cialmente coherentes, donde el sistema no está ni perfectamente sincronizado
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ni completamente desordenado, lo que permite distinguir entre interacciones

directas e indirectas [77].

A partir del número de nodos N y el número de enlaces E (verdaderos

positivos) de la red analizada se obtiene que la cantidad de pares de nodos

no conectados (verdaderos negativos) es N(N−1)
2

−E. De este modo, las cuatro

cantidades fundamentales del análisis ROC no son independientes entre śı, y

pueden expresarse como{
TP + FN = E

FP + TN = N(N−1)
2

− E.
(3.12)

A partir de las ecuaciones (3.11) y (3.12) se obtiene [83, 84]{
TPR + FNR = 1

FPR + TNR = 1.
(3.13)

La ec. (3.13) muestra que puede expresarse toda la información que brinda

el análisis ROC mediante únicamente dos de las cuatro cantidades fundamen-

tales. Una inferencia ideal tendŕıa una tasa de falsos positivos FPR = 0 y una

tasa de verdaderos positivos TPR = 1, y el valor óptimo se suele seleccionar

como aquel más cercano a ese. Esto es útil para encontrar las condiciones que

brinden una inferencia de mayor calidad [83, 84]. En este trabajo se busca

visualizar cómo se afecta la inferencia al cambiar parámetros topológicos y

dinámicos del sistema.

Seleccionando el valor del umbral τ de forma que el número de enlaces

obtenido en el proceso de inferencia coincida con el número de enlaces E que

tiene la red que se intenta inferir, se tiene una nueva condición dada por

TP + FP = E, (3.14)

que permitirá reducir el análisis ROC a una única variable. Por ejemplo, si

se opta por representar la calidad de la inferencia mediante la TPR, puede

obtenerse que [83, 84]

FPR =
1− TPR

ρ−1 − 1
, (3.15)

donde ρ (ec. 2.12) corresponde a la densidad de enlaces de la red.

La ec. (3.15) explicita cómo la tasa de falsos positivos está relacionada con
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la tasa de verdaderos positivos y la densidad de enlaces de la red. Este resultado

es especialmente útil para evaluar el desempeño de la inferencia sin necesidad

de representar expĺıcitamente la curva ROC completa. Aśı, se simplifica la

comparación entre distintas configuraciones, permitiendo evaluar cómo ciertos

cambios afectan la capacidad del método para reconstruir adecuadamente la

topoloǵıa subyacente.

41



Caṕıtulo 4

Implementación experimental y

numérica

En este caṕıtulo se describe la implementación experimental desarrollada

para el estudio de redes de mapas loǵısticos acoplados, lo que proporciona el

contexto necesario para comprender el diseño, ajuste y validación del sistema

empleado en la obtención de los datos que se analizan a lo largo de la tesis.

El caṕıtulo se organiza en tres secciones, donde la primera presenta la carac-

terización general del sistema electrónico utilizado, incluyendo las propiedades

relevantes para su funcionamiento y la precisión del instrumental.

En la segunda sección se detallan las configuraciones de redes utilizadas

para el estudio de la generación y transmisión de información. Se describen

las estrategias de reducción progresiva de enlaces preservando la diversidad

topológica, y la clasificación de las configuraciones según la densidad de enla-

ces. Asimismo, se detallan las configuraciones empleadas para el análisis de la

distancia resistiva y la centralidad, abarcando redes experimentales de resis-

tencias, redes corticales y redes aleatorias generadas numéricamente.

La última sección refiere al procedimiento empleado para realizar las simu-

laciones numéricas de redes de mapas loǵısticos acoplados, incorporando las

heterogeneidades observadas experimentalmente. Se describen tres estrategias

utilizadas para asignar los parámetros de control a los nodos, considerando tan-

to valores inferidos de la implementación electrónica como valores generados

aleatoriamente dentro del rango experimental y valores homogéneos.
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4.1. Diseño experimental de mapas loǵısticos

acoplados

El diseño experimental de mapas acoplados empleado en este trabajo, sigue

la ec. (2.27) que representa el modelo de Kaneko [8]. Como se describe en el

anexo 1 (fig. 1.6), la implementación electrónica se basa en circuitos capaciti-

vos [59], lo que implica que: i) no pueden controlarse las condiciones iniciales

de los mapas, x
(i)
0 , lo que da como resultado valores casi aleatorios, y ii) en una

trayectoria, las medidas registradas consecutivamente retienen información de

los estados anteriores. Esto significa que el último estado estacionario en una

evolución dada, x
(i)
T , es similar a la condición inicial de la siguiente evolución,

x
(i)
0 , a menos que se purgue el sistema (por ejemplo, cambiando los parámetros

abruptamente y esperando largos peŕıodos entre mediciones consecutivas). Sin

embargo, esta memoria es útil para el análisis de bifurcaciones, ya que per-

mite rastrear atractores a medida que pierden estabilidad y surgen nuevos, al

cambiar adiabáticamente el parámetro de control.

Para la recolección de los datos experimentales se utilizó un sistema de

adquisición USB 6216 de National Instrument (NI) con una resolución de 16

bits, que registra señales con alta fidelidad y relación señal-ruido (SNR ≃
106). El sistema permite una variación precisa en el parámetro de control,

que es la intensidad de acoplamiento ε ∈ [0, 1] en ec. (2.27), a través de la

salida analógica con una precisión de 3.5µV/10V < 10−6. Se configura ε en el

intervalo de 0 a 1 en incrementos de ∆ε = 1/256, esperando 1 segundo después

de cada cambio antes de comenzar a registrar las trayectorias, lo que representa

≈ 2 × 103 iteraciones [59, 85]. Se registran trayectorias con T = 2.5 × 104

iteraciones, luego de descartar el régimen transitorio.

4.2. Configuraciones

4.2.1. Configuraciones para el estudio de la Información

La matriz de adyacencia permite definir las configuraciones de acoplamien-

to, que se asumen bidireccionales y no ponderadas. Sus entradas son binarias,

Aij, e indican si los nodos i y j están conectados, Aij = 1, o desconectados,

Aij = 0. Para el caso de 6 nodos, las 52 configuraciones estudiadas se cons-

truyeron partiendo de una red completa (Aij = 1 − δi,j ;∀ i, j), para eliminar
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enlaces progresivamente hasta obtener la red anillo (Aij = δi,j=i±1). Este proce-

so de “podado”de enlaces se realizó descartando las configuraciones simétricas,

es decir, aquellas que se pueden obtener reetiquetando los nodos. La fig. 4.1

describe este proceso, partiendo de la red completa de 6 nodos (panel (a)),

que presenta 15 enlaces, pasando por un caso intermedio (panel (b)), con 8

enlaces, para terminar en el anillo (panel (c)), que tiene 6 enlaces.

(a) (b) (c)

Figura 4.1: Proceso de “podado”de enlaces. Partiendo de la red completa (a),
hasta el anillo (c) se pasa por todos los casos intermedios y descartando únicamente
las configuraciones simétricas, es decir, aquellas que se pueden obtener reetiquetando
los nodos. Se indican diferentes colores según el grado del nodo.

Como se mencionó, para encontrar configuraciones que optimicen la gene-

ración y transmisión de información, se utilizó la densidad de enlaces, ρ (ec.

(2.12)), como variable de clasificación. El caso trivial, ρ = 1, corresponde a la

red completa.

(a) (b)

Figura 4.2: Dos configuraciones de 12 nodos de las 9 estudiadas. En (a)
se muestra una red regular de grado d = 6. En (b), se muestra un caso de red
no regular, correspondiente al anillo reforzado de grado 6 con 3 enlaces adicionales
(ρ ≃ 0.59) . Se indican diferentes colores según el grado de cada nodo.

Las configuraciones de 12 nodos analizadas incluyen al anillo (ρ ≃ 0.18),

y las configuraciones regulares de grados 4, 6, 8, 10 y 11 (o completa, ρ = 1).

Además de los casos regulares, se estudian 3 casos de redes no regulares: el
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anillo con 3 enlaces adicionales (ρ ≃ 0.23), el anillo reforzado con 3 enlaces

adicionales (ρ ≃ 0.41) y el anillo reforzado de grado 6 con 3 enlaces adicionales

(ρ ≃ 0.59). La fig. 4.2(a) muestra un caso de red regular de grado d = 6,

mientras que el panel 4.2(b) muestra la correspondiente red no regular que se

obtuvo al agregar 3 enlaces extra a la anterior.

4.2.2. Configuraciones para el estudio de la distancia

resistiva y la centralidad

Para determinar experimentalmente la distancia resistiva y compararla con

el valor aproximado que se ha derivado, aśı como para estudiar la centralidad

del vector propio, se construyeron redes de resistencias de tamaño pequeño

en estructuras casi anulares con N = 6, 12, 18 y 24 nodos [86, 87]. Estas

matrices de adyacencia son tales que, A(i, j) = (1.00 ± 0.01) kΩ [Ohm] (1%

de incertidumbre según el fabricante) si j = i ± 1 (módulo N) y 0 de lo

contrario, con un enlace adicional (resistencia) que conecta los nodos 1 y 3 que

rompe la simetŕıa del anillo, es decir, A(1, 3) = (1.00± 0.01) kΩ = A(3, 1). Al

agregar este enlace se evitan los valores propios degenerados que siempre están

presentes en las redes circulantes [54].

Se empleó un óhmetro con una resolución de ≈ 1Ω (≈ 0.1% ), para medir

ρequiv entre todos los pares de nodos. Por otro lado, se definieron circuitos

sintéticos para los cálculos teóricos asumiendo resistencias idénticas de 1 kΩ

con una incertidumbre de 1% para todos los enlaces (similar a la incertidumbre

de 1% dada por el fabricante), donde se calculó la incertidumbre en ρtheo(i, j)

por propagación de errores (lo que resulta en una incertidumbre de 1% para

todos los valores de ρtheo(i, j)).

Además, se consideraron las redes corticales del conjunto de datos de co-

nectividad cerebral [88], que contienen pesos (la simetŕıa es impuesta por

A = (A+AT )/2) y matrices de adyacencia no ponderadas.

Para el análisis también se generaron redes aleatorias, utilizando los mode-

los:

1. Barabási-Albert [89] para redes sin escala,

2. Erdős-Rényi [90] para redes homogéneamente aleatorias, y

3. Watts-Strogatz [91] para redes de pequeño mundo [92].

45



4.3. Detalles de la simulación numérica de ma-

pas acoplados

Los resultados numéricos de mapas loǵısticos acoplados, se obtuvieron a

partir de 5 × 105 iteraciones, desechándose las primeras 2.5 × 105, para des-

cartar el régimen transitorio. Al implementar numéricamente un conjunto de

mapas cuasi-idénticos, las heterogeneidades experimentales se incorporaron a

la simulación. En ese sentido, respecto al vector r = {r1, r2, ..., rN}, formado

por los parámetros de los N mapas, se procedió de 3 maneras diferentes:

1. tomando para los mapas simulados los N valores ri inferidos de la im-

plementación electrónica (fig. 5.3 (b)),

2. generando aleatoriamente un vector r, dentro del rango de valores de los

parámetros experimentales inferidos, y

3. considerando ri = r1 idéntico para todos los mapas.

Las simulaciones se realizaron tomando como condición inicial de cada

nueva trayectoria el último punto de la trayectoria anterior, que es el modo

en que se logró reproducir satisfactoriamente las dinámicas observadas en la

implementación electrónica para el mapa aislado.
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Caṕıtulo 5

Resultados

En este caṕıtulo se presentan los resultados experimentales y simulados

junto a la correspondiente discusión. El caṕıtulo está estructurado en cuatro

secciones. En la primera se analiza la dinámica aislada de los mapas loǵısticos

implementados electrónicamente, observando su respuesta en términos de los

exponentes de Lyapunov y la constante de Feigenbaum. Se muestran también

los valores de los parámetros de los mapas obtenidos mediante inferencia de

las series temporales.

La segunda sección está dedicada a un análisis pormenorizado de las

dinámicas colectivas para mapas acoplados. Se comienza discutiendo las con-

tribuciones y limitaciones de la simulación numérica. Luego se estudia cómo

las diferentes topoloǵıas y rangos en la intensidad de acoplamiento favorecen

la generación y transmisión de información. Alĺı se analizan los resultados ob-

tenidos para 52 configuraciones de 6 nodos y 9 configuraciones de 12 nodos.

Se reportan regiones de máxima generación de información, donde, a pesar de

existir un acoplamiento alto entre los nodos, la información mutua se minimiza.

En la tercera sección se presentan resultados de inferencia de los enlaces

de una red y el análisis de qué caracteŕısticas topológicas y dinámicas de los

mapas acoplados la favorecen. Para tal fin se toma como medida de semejanza

entre nodos la información mutua, ec. (3.4). La interacción entre la topoloǵıa

de la red y las dinámicas de los mapas acoplados juega un papel crucial en la

inferencia de enlaces.

La última sección describe técnicas para la caracterización topológica de

redes. Alĺı se deriva un valor aproximado para la distancia resistiva y se mues-

tran los resultados obtenidos al aplicarla en diferentes casos de redes sintéticas
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y del mundo real. También se encuentra exactamente la medida de centralidad

del vector propio, que es una forma de cuantificar el estatus de un nodo en la

red.

Con el propósito de recopilar los datos presentes en las diversas secciones de

este estudio, se llevaron a cabo más de 60 realizaciones, abarcando una amplia

variedad de casos espećıficos. Este extenso proceso experimental confirmó que

las observaciones obtenidas corresponden a fenómenos robustos. Se muestran,

por lo tanto, únicamente algunos resultados representativos de los diferentes

datos recopilados.

5.1. Análisis de la dinámica aislada de mapas

loǵısticos experimentales

5.1.1. Diagrama de bifurcaciones

Para el estudio experimental de un mapa loǵısitico aislado se realizó el

montaje que se describe en [59], registrando las series temporales (Vout = f(t))

correspondientes a diferentes valores del parámetro r. En la fig. 5.1 se muestra

el diagrama de bifurcaciones, donde el panel izquierdo corresponde a la simula-

ción numérica y el panel derecho a los resultados experimentales. El diagrama

pone de manifiesto las diferentes dinámicas que experimenta el sistema según

el valor del parámetro r, y cómo el sistema experimental aislado responde de

manera muy similar al numérico.

Con r < 3.00 se observa que el sistema se encuentra en la cuenca de atrac-

ción de un punto fijo, lo que se identifica en el diagrama como una ĺınea de

puntos. Esto se corresponde con la predicción de la ec. (2.2), para la cual en

el intervalo 1 < r < 3 el mapa tiene un punto fijo estable en x∗2 = r−1
r

y la

dinámica mostrada en la fig. 2.1(a).

En r = 3.00 se produce la primera bifurcación, y el sistema comienza a

experimentar soluciones periódicas, las cuales oscilan entre dos valores, como

se dedujo para la ec. (2.4) y se visualiza en la fig. 2.1(b). Al llegar a r ≈ 3.45,

se produce una bifurcación en cada rama del peŕıodo 2, ingresando el sistema

en un régimen de peŕıodo 4. Cuando el parámetro supera ligeramente el valor

3.54 se aprecia un pequeño intervalo de peŕıodo 8 y comienza una cascada de

bifurcaciones que derivan en el ingreso al caos para r ≈ 3.57, lo que en el dia-
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(a) (b)

Figura 5.1: Diagrama de bifurcaciones para un mapa loǵıstico en función
del parámetro, r. (a) Obtenido numéricamente y (b) Obtenido a partir de los
datos experimentales. El parámetro se varió en el intervalo 1.8 ≤ r ≤ 3.8, con
incrementos ∆r = 0.002.

grama se observa como regiones donde los puntos se extienden verticalmente.

Esta dinámica se corresponde con lo esperado teóricamente y presentado en la

fig. 2.1(c).

5.1.2. Exponente de Lyapunov

Continuando con el análisis del comportamiento dinámico del mapa imple-

mentado electrónicamente, se comparan los exponentes de Lyapunov calcula-

dos a partir de la ec. (2.8) sobre las series temporales obtenidas numérica y

experimentalmente. Se emplearon los últimos 256 puntos de cada serie tempo-

ral, para descartar el régimen transitorio, y se analizó el intervalo 2 ≤ r ≤ 3.8,

para evitar la saturación del multiplicador que se produce en r ≈ 4, y que el

ruido genere divergencias que puedan dañar los componentes electrónicos.

El análisis de los exponentes de Lyapunov es fundamental para evaluar la

fiabilidad de la implementación electrónica en la reproducción del comporta-

miento del mapa loǵıstico. La fig. 5.2 exhibe un acuerdo notable entre los datos

numéricos, mostrados en el panel (a), y los experimentales, presentados en el

panel (b). La comparación de los exponentes de Lyapunov proporciona una

perspectiva profunda sobre la capacidad de la implementación para capturar

las caracteŕısticas dinámicas del sistema, destacando aśı la validez y coherencia

de la representación electrónica con respecto al modelo teórico. Estos resulta-

dos acompañados del análisis del diagrama de bifurcaciones (fig. 5.1) refuerzan
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(a) (b)

Figura 5.2: Exponente de Lyapunov, χ, en función del parámetro del
mapa. (a) Determinado numéricamente y (b) obtenido a partir de los datos expe-
rimentales. Se muestra el intervalo 2 ≤ r ≤ 3.8; la recta horizontal permite identificar
los cambios de signo de χ.

la conclusión de que el montaje experimental replica de manera precisa y eficaz

el comportamiento del mapa loǵıstico.

5.1.3. Constante de Feigenbaum

Se determinó experimentalmente la constante de Feigenbaum, δ, según la

ec. (2.11) para cada uno de los 12 mapas a utilizar. Los resultados se presentan

en la tabla 5.1, donde se muestra además su desviación respecto al valor teórico.

Mapa 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
δ 5.00 5.10 4.98 4.62 4.66 4.86 4.72 4.60 4.52 4.54 4.67 4.40

∆δ/δ 7% 8% 5% 1% 1% 4% 1% 2% 3% 3% 1% 6%

Tabla 5.1: Valores de la constante de Feigenbaum[47], δ, obtenidos ex-
perimentalmente. Se infieren del diagrama de bifurcaciones de cada mapa y se
muestran con su diferencia porcentual ∆δ/δ al valor teórico δ = 4.669 . . ..

Se observa que en todos los mapas implementados, el porcentaje de discre-

pancia se mantiene por debajo del 9%, representando una diferencia porcentual

promedio de 3.5%, lo que resalta la precisión de la implementación electrónica

en relación al modelo teórico. Estos resultados respaldan la confiabilidad del

modelo y la metodoloǵıa experimental utilizada, fortaleciendo la validez de la

implementación electrónica.
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5.1.4. Obtención experimental del parámetro de cada

mapa

Se configuraron los mapas manualmente (i.e., ajustando los resistores va-

riables) para que tengan parámetros (casi) idénticos, ri ≃ r, en la región

3.7 ⩽ r ⩽ 1+
√
8 con una precisión de δr = 0.003. Naturalmente, un desajuste

mı́nimo en los componentes electrónicos conduce a parámetros heterogéneos.

Por lo que, en lugar de considerar el valor del parámetro ri de cada mapa

como el que se obtiene de utilizar un óhmetro sobre la resistencia variable,

aqúı se adopta un enfoque que considere las heterogeneidades inducidas por

los otros componentes del circuito. Espećıficamente, se determina el valor del

parámetro de cada mapa, aplicando una regresión robusta entre la trayectoria

desacoplada del sistema (con ε = 0), representada por {x(i)t }Tt=0, y la función

loǵıstica evaluada de su trayectoria, es decir, {x(i)t (1− x
(i)
t )}Tt=0. Esta relación

refleja la estructura funcional subyacente del mapa loǵıstico.

La estimación se lleva a cabo mediante un algoritmo de mı́nimos cuadra-

dos ponderados iterativamente [93], que asigna pesos a cada observación con

el fin de reducir la influencia de posibles valores at́ıpicos y garantizar mayor

estabilidad y precisión en la estimación de ri. Se opta por este método frente

a una regresión lineal ordinaria debido a que los datos obtenidos experimen-

talmente pueden contener ruido o estar afectados por pequeñas fluctuaciones

no modeladas, introduciendo valores at́ıpicos que pueden sesgar significativa-

mente la estimación. La regresión robusta, en cambio, mitiga estos efectos al

disminuir el impacto de observaciones que no se ajustan al comportamiento

predominante del sistema, lo que resulta en parámetros más representativos

de la dinámica real del sistema loǵıstico implementado.

Los valores ri resultantes para los primeros 6 mapas estudiados se repre-

sentan en la fig. 5.3(a) sobre un diagrama de bifurcaciones del mapa loǵıstico

generado numéricamente, que muestra que cuando los mapas están desaco-

plados, todos los ri están cerca (< 0.5%) de la ventana de peŕıodo 5 estable

ubicada en r ≃ 3.74. La fig. 5.3(b) muestra los valores obtenidos experimen-

talmente al inferir los parámetros de las dinámicas de los 12 mapas loǵısticos.

Se muestra el parámetro de cada mapa aislado, r, con su incertidumbre, ∆r.
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(a) (b)

Figura 5.3: Parámetros experimentales de los mapas loǵısticos. (a)Median-
te ĺıneas verticales de colores se muestran los parámetros inferidos, ri, para 6 mapas
loǵısticos de la implementación experimental (las ĺıneas verde y cian se superponen
porque r5 y r6 son casi idénticos). Los puntos representan el diagrama de bifurcacio-
nes generado numéricamente para un mapa loǵıstico en el rango 3.7 ⩽ r ⩽ 1 +

√
8

(inmediatamente antes de la ventana de peŕıodo 3). (b) Valores observados experi-
mentalmente para cada parámetro de mapa aislado, r (inferidos usando un método
iterativo de mı́nimos cuadrados ponderados [93]), con su incertidumbre, ∆r.

5.2. Análisis de la dinámica colectiva de ma-

pas acoplados

5.2.1. Contribuciones y limitaciones de la simulación

numérica

Los modelos en ciencias experimentales suelen construirse como una abs-

tracción para facilitar la comprensión de ciertos aspectos de un determinado

sistema. En ese proceso, parte de la riqueza del sistema en estudio se pier-

de, a veces de forma deliberada y otras veces no, en el proceso de creación

del modelo. Aśı, al elaborar un modelo se capta lo esencial del sistema (para

la f́ısica de interés), lo cual implica prescindir de algunos aspectos que no se
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consideraron fundamentales [94]. Por su parte, la incorporación de datos ex-

perimentales aporta elementos para enriquecer el modelo. A pesar de que los

modelos sintéticos de sistemas acoplados son útiles para comprender el com-

portamiento de un sistema real, la complejidad de las dinámicas observadas a

nivel experimental normalmente supera la de los modelos sintéticos.

En diferentes etapas del trabajo experimental se realizaron simulaciones

numéricas del modelo teórico, que son un aporte principalmente en tres aspec-

tos: i) validar la implementación electrónica, ii) optimizar el trabajo experi-

mental y iii) analizar y discutir las consecuencias de las simplificaciones en el

modelo. En cuanto al primer aspecto, las simulaciones permiten contrastar el

comportamiento esperado para el sistema aislado y su respuesta según el mode-

lo con los datos experimentales procedentes de la implementación electrónica.

Por otro lado, también acompañan el trabajo experimental haciéndolo más

eficiente, ya que permiten identificar regiones en los valores de los parámetros

donde centrar la recolección de datos. Por último, permiten destacar dinámicas

que se observan en la implementación electrónica de mapas acoplados y que la

simulación del modelo teórico no es capaz de captar. Las caracteŕısticas de las

simulaciones numéricas que se presentan se detallaron en la sección 4.3.

Comparación entre resultados numéricos y experimentales

La fig. 5.4(a) muestra el diagrama de bifurcaciones de un mapa loǵıstico

obtenido experimentalmente al incrementar la intensidad de acoplamiento, ε,

con sus vecinos en una red regular de 12 nodos y grado 8. Se observan una

sucesión de regiones caóticas y cascadas de bifurcaciones inversas que recorren

regiones periódicas de diferentes peŕıodos. En el panel 5.4(b), por su parte, se

exhibe el diagrama de bifurcaciones en función de ε, de un mapa loǵıstico con

sus vecinos obtenido numéricamente para el caso análogo, donde los ri son los

inferidos de la implementación electrónica. En la fig. 5.4(c) el diagrama de bi-

furcaciones se obtuvo al simular numéricamente las mismas condiciones, pero

con los valores de ri tomados aleatoriamente dentro del rango de la implemen-

tación electrónica. Por último, en la fig. 5.4(d) el diagrama de bifurcaciones

se obtuvo numéricamente para la misma configuración, tomando parámetros

ri = r1 idénticos para los 12 mapas.

En el rango de menores acoplamientos, 0 ⩽ ε < 0.20, los cuatro paneles de

la fig. 5.4 exhiben situaciones similares, partiendo de una dinámica aperiódica
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.4: Comparación entre resultados numéricos y experimentales.
Diagrama de bifurcaciones obtenido: (a) experimentalmente, (b) numéricamente,
con los valores de ri inferidos de la implementación electrónica, (c) numéricamente,
con los valores de ri tomados aleatoriamente dentro del rango de la implementación
electrónica, y (d) numéricamente, tomando idénticos los 12 parámetros ri = r1, ∀ i,
en función de la intensidad de acoplamiento, ε, de un mapa loǵıstico con sus vecinos
en una red regular de 12 nodos y grado 8.

en ε = 0 y llegando a una dinámica de peŕıdodo 2 en ε = 0.20. En ε ≈ 0.22

la simulación que considera los parámetros ri de los mapas inferidos de la im-

plementación experimental (panel (b)) logra reproducir la existencia de una

nueva cascada inversa antes de establecerse en otra dinámica de peŕıodo 2 que

se observa claramente en los resultados experimentales (panel (a)). Las dos

simulaciones que consideran heterogeneidades en los parámetros (paneles (b)

y (c)) muestran que después que se alcanza un nivel de acoplamiento ε ≳ 0.35

el sistema mantiene una dinámica periódica hasta ε = 1. Heterogeneidades

inferiores al 0.8% en los valores de los parámetros ri conducen a las diferen-

cias mostradas entre los diagramas de bifurcaciones simulados. La simulación
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numérica que considera parámetros idénticos (panel (d)), muestra que para

acoplamientos ε ≳ 0.30 el sistema adquiere una dinámica caótica. Ésta se

mantiene hasta ε = 1 en un estado de sincronización completa que es posible

por la identidad de los parámetros.

Análisis de la media de información mutua

Figura 5.5: Comparación de los resultados experimentales y diferentes si-
mulaciones numéricas a partir de la información mutua media ⟨I⟩(ε) (ec.
(3.3)). Resultados obtenidos experimentalmente (ćırculos rellenos), numéricamente,
con los valores de ri inferidos de la implementación electrónica (triángulos magenta),
numéricamente, con los valores de ri tomados aleatoriamente dentro del rango de la
implementación electrónica (rombos azules), y numéricamente, tomando idénticos
los 12 parámetros ri = r1, ∀ i (cuadrados negros), en función de la intensidad de
acoplamiento, ε, en una red regular de 12 nodos y grado 8 (se muestra la configura-
ción en la fig. 5.4(c)).

Continuando con la comparación entre los resultados experimentales y las

diferentes simulaciones numéricas, se analiza la transmisión promedio de infor-

mación, ⟨I⟩, que permite cuantificar indirectamente el grado de sincronización

entre los nodos. En la fig. 5.5 puede verse que para acoplamientos débiles, esto

es 0 ⩽ ε < 0.03, las tres simulaciones muestran un intercambio de información

nulo (⟨I⟩ < 0.01 bits), mientras que para el mismo rango de acoplamientos la
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implementación experimental intercambia una pequeña cantidad de informa-

ción (⟨I⟩ ≈ 0.31 bits). Al continuar incrementando el acoplamiento, se observa

que en ε ≈ 0.06 las tres simulaciones muestran una información mutua nula,

⟨I⟩ = 0 bits, lo cual se corresponde con el ingreso del sistema a una dinámi-

ca periódica. En ε = 0.0902 se alcanza el primer máximo en la información

compartida en el sistema experimental, con ⟨I⟩ = 2.187 bits, superando a cual-

quiera de las simulaciones numéricas para acoplamientos ε < 0.30. A medida

que se incrementa el acople, las discrepancias entre las simulaciones numéri-

cas y la respuesta del sistema experimental se van haciendo más significativas.

Por ejemplo, en ε = 0.40 la información compartida en promedio por el sis-

tema experimental es comparable a la observada para acoplamientos débiles

(⟨I⟩ ≈ 0.30) bits, mientras que dos de las simulaciones numéricas ya están

alcanzando una meseta estable de máxima transmisión de información. Sin

embargo, los triángulos magenta describen la dinámica que se observa en la

fig. 5.4(b), que por ser periódica no genera información. Continuando el análisis

para acoplamientos fuertes, se puede observar que la simulación que toma N

valores aleatorios de los parámetros dentro del rango del sistema experimen-

tal (rombos azules) logra compartir en promedio una significativa cantidad

de información (⟨I⟩ ≈ 2.484 bits). Sin embargo, se maximiza la información

mutua media al simular la dinámica de mapas idénticos (cuadrados negros),

que se corresponde con la solución caótica que se muestra en el panel 5.4(d),

donde ⟨I⟩ > 3.7 ≈ log2(13) bits. Eso podŕıa interpretarse como que las órbitas

caóticas de los mapas tienen una distribución aproximadamente uniforme que

abarca 13 bins de los 20 empleados para cubrir el intervalo [0, 1] (fig. 3.1).

Por último, se observa en la fig. 5.5 que en el intervalo 0.89 < ε < 0.95, el

valor de la información intercambiada en promedio en el sistema experimental

(ćırculos rojos) supera el obtenido numéricamente para los casos heterogéneos.

Para la simulación con parámetros idénticos, el sistema alcanza sincronización

completa (a partir de un acople ε ≈ 0.32), por lo que la información mutua se

maximiza, es decir, es una cota superior para los otros casos.

En el sistema experimental, las heterogeneidades se manifiestan de maneras

que los modelos numéricos propuestos no logran predecir completamente. Por

un lado, se hace evidente que el modelado del conjunto de los parámetros de

los mapas es al menos incompleto y ha quedado de manifiesto al comparar las

diferentes simulaciones (figs. 5.4 y 5.5) con los resultados experimentales, mos-

trando los efectos de cada simplificación. Por otro lado, las heterogeneidades
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reales contribuyen a un aumento en la diversidad dinámica del sistema y, por

lo tanto, facilitan en ciertos casos un mayor intercambio de información. Estas

diferencias pueden atribuirse principalmente a las pequeñas variaciones en los

pesos de los enlaces, que son inherentemente incontrolables en la implementa-

ción y hacen que los acoplamientos sean heterogéneos. De menor importancia,

el ruido electrónico en el sistema acoplado puede ser otro factor que afecta las

dinámicas emergentes. Este ruido puede actuar como una fuente de diversidad

en las dinámicas colectivas, promoviendo la aparición de nuevas correlaciones

y patrones de sincronización y aśı aumentar el valor de la información inter-

cambiada, como se observa para el intervalo 0.89 < ε < 0.95 en la fig. 5.5.

Expuestas las diferencias entre las observaciones experimentales y las

numéricas en el estudio de dinámicas acopladas, de aqúı en adelante el tra-

bajo se centra en los resultados experimentales.

5.2.2. Generación y transmisión de información

En esta sección se cuantifica la información generada por cada mapa (en-

troṕıa) y la información compartida entre ellos (información mutua), para

profundizar el análisis de la dinámica de redes de mapas caóticos acoplado. Se

introduce una entroṕıa conjunta condicional que permite estudiar la genera-

ción de información en función de la transmisión global de la red. Este enfoque

busca identificar el papel de la topoloǵıa y el acoplamiento en fenómenos como

la sincronización caótica y el caos espacio-temporal.

5.2.2.1. Entroṕıa conjunta condicional

Para analizar la generación de información por mapa, Hε[x
(i)], resulta es-

tratégico condicionar este análisis a la transmisión de información global en

la red. Con esto se busca, en particular, diferenciar entre escenarios donde la

transmisión de información es significativa o despreciable, cuantificada por la

información mutua promediada en la red, ⟨I⟩ (ec. (3.3)), y un umbral arbitra-

rio, λ. Para ello, en esta tesis se introduce una entroṕıa condicional del i-ésimo

mapa, CHi|≶λ, que permite capturar la información generada por un mapa en

función de si la transmisión de información global del sistema supera o no el

umbral predefinido, λ. Esta nueva magnitud resulta esencial para describir el

papel de la generación de información en distintos reǵımenes de transmisión

de información en la red.
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Para formalizar, primero se introducen los siguientes conjuntos:

E>λ = {ε ∈ [0, 1] : ⟨I⟩ε > λ}, el conjunto de todas las intensidades de

acoplamiento donde la información mutua promediada en la red es mayor

que un umbral λ = 2.7 bits, y

E<λ = {ε ∈ [0, 1] : ⟨I⟩ε < λ}, el conjunto de todas las intensidades de

acoplamiento donde la información mutua promediada en la red es menor

que un umbral de λ = 0.5 bits.

Ahora se está en condiciones de definir [32] la entroṕıa condicional del i-ésimo

mapa

CHi

∣∣∣
≶λ

=
∑
ε∈E≶λ

Hε

[
x(i)
]
∆ε, (5.1)

es decir, CHi|<0.5 y CHi|>2.7, donde ∆ε = 1/256 es el incremento experimental

de la intensidad de acoplamiento.

En la ec. (5.1), la suma está condicionada a las regiones dinámicas don-

de ⟨I⟩ es menor (<) o mayor (>) que λ (bits). En concreto, para encontrar

CHi |≶λ , se analiza cómo cambia ⟨I⟩ para todos los ε ∈ [0, 1], se selecciona el

intervalo más grande de intensidades de acoplamiento donde ⟨I⟩ ≶ λ (es decir,

[εmı́n(λ), εmáx(λ)]≶ ⊆ [0, 1]), y luego se realiza la suma dentro del intervalo

[εmı́n(λ), εmáx(λ)]≶, que además depende de la configuración de acoplamiento

(la red). La fig. 5.6 ejemplifica el procedimiento para el caso E>λ.

Se fija el umbral para la transmisión de información significativa

⟨I⟩ε > λ = 2.7 bits, porque esto explicaŕıa las órbitas que se extienden (unifor-

memente) más allá de 6 bins en la discretización propuesta para el intervalo del

mapa. De manera similar, se fija el umbral para la transmisión de información

despreciable, 0 < ⟨I⟩ε < λ = 0.5 bits, porque este valor permite diferenciar y

descartar las órbitas periódicas (donde ⟨I⟩ε = 0 bits).

La entroṕıa condicional que se introdujo en la ec. (5.1) permite cuantificar

la información generada por cada mapa cuando el sistema acoplado maximi-

za (CHi|>λ) o minimiza (CHi|<λ) la información que se transmite (ec. (3.3)).

Estos dos extremos corresponden al estudio de la aparición de la sincroniza-

ción caótica o la dependencia del caos espacio-temporal, respectivamente, con

la configuración de acoplamiento. Llevar a cabo este análisis para el sistema

acoplado como un todo, exigiŕıa encontrar la entroṕıa conjunta condicional del
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Figura 5.6: Procedimiento para identificar el intervalo de acoplamien-
tos donde se maximiza la transmisión de información. Se selecciona la re-
gión dinámica con el mayor rango [εmı́n, εmáx]> ⊆ [0, 1] donde ⟨I⟩ > λ, es decir,
E>λ = {ε ∈ [0, 1] : ⟨I⟩ε > λ}

sistema. En su lugar, se utiliza su ĺımite superior, que se define [32]

CJH
∣∣∣
≶λ

≤
N∑
i=1

CHi

∣∣∣
≶λ
, (5.2)

donde el ĺımite proviene de la regla de la cadena de entroṕıas condicionales

[70, Ch. 2, p. 13-37], que establece que H[X1, . . . , XN |Y ] ≤
∑

iH[Xi|Y ] para

N variables aleatorias Xi condicionadas a otra variable aleatoria Y .

Valores positivos significativos de CHi (ec. (5.1)) o CJH (ec. (5.2)) impli-

can que existe un rango de acoplamiento para el cual la red considerada tiene

circuitos que además de generar información, la transmiten en grandes canti-

dades. Como tal, estos comportamientos de alta información (para ⟨I⟩ > λ) o

baja información (para ⟨I⟩ < λ) son robustos a las variaciones o perturbaciones

del acoplamiento.

5.2.2.2. Generación y transmisión de información para todos los

acoplamientos

Se comienza analizando la relación entre la información generada y trans-

mitida y el comportamiento dinámico de cada mapa. Para ello, se estudia cómo
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la entroṕıa (ec. (3.1)) y la información mutua (ec. (3.4)) se ven afectadas por

la intensidad de acoplamiento, ε, la cual vaŕıa de 0 (dinámica aislada) a 1 (aco-

plamiento máximo). Este análisis se realiza para todas las configuraciones de

acoplamiento. Un ejemplo de este estudio, para un mapa en una configuración

de red completa se ilustra en la fig. 5.7.

Figura 5.7: Diagrama de bifurcaciones experimental, entroṕıa de Shannon
e información mutua de un mapa en una red completa de 6 nodos. El

diagrama de bifurcaciones muestra el mapa 1 de la fig. 5.3, {x(1)t } (puntos), a medida
que aumenta la intensidad de acoplamiento, ε; simultáneamente a su entroṕıa, H1(ε)
(triángulos), e información mutua, I12(ε) (ćırculos rellenos).

Se muestra el diagrama de bifurcaciones experimental de un mapa en una

red completa de 6 nodos, la entroṕıa de Shannon, H1, y la información que

intercambia con un vecino (I12). Para la dinámica desacoplada y débilmente

acoplada, H1(0 ≤ ε ≲ 0.071) ≳ 3.44bits ≈ log2(11). Esto corresponde a tener

órbitas caóticas con una distribución aproximadamente uniforme que involucra

11 bins (de los 20 que dividen el intervalo unitario). A medida que las órbitas

caóticas se acercan a una cascada que reduce el peŕıodo a la mitad, la entroṕıa

disminuye y se hace nula cuando el sistema alcanza órbitas periódicas, como

la de peŕıodo 4 presente en el intervalo 0.098 ≲ ε ≲ 0.129 y luego una gran

ventana de peŕıodo 2 con 0.157 ≲ ε ≲ 0.263. Después de esa ventana de peŕıodo

2, para 0.265 ≲ ε ≲ 0.310, el mapa se vuelve tan caótico como en la región de

acoplamiento débil, 0 ≲ ε ≲ 0.071. A medida que la intensidad de acoplamiento
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aumenta, pero antes de que comience la siguiente cascada de reducción de

peŕıodo en ε ≃ 0.533, hay una ventana de peŕıodo 5 en ε ≃ 0.326 y una

ventana de peŕıodo 6 en ε ≃ 0.467. Hay un punto cŕıtico en εc ≃ 0.432, donde

la órbita caótica se divide en dos regiones desconectadas. En general, para

acoplamientos altos, estas ventanas periódicas y las cascadas de reducción de

peŕıodo a la mitad son comportamientos sorprendentes, ya que no se observan

en ninguna simulación numérica. En esta configuración de acoplamiento, a

partir de ε ≈ 0.265 los mapas simulados permanecen en régimen caótico.

En la fig. 5.7 puede verse también cómo la información mutua en-

tre los mapas 1 y 2 (ćırculos rellenos), I12, cambia a medida que el ma-

pa se bifurca. En ε = 0, los mapas están desacoplados siendo I12 ≃ 0

bits, lo que se mantiene durante el régimen débilmente acoplado hasta

ε ≃ 0.071(I12(0 ≤ ε ≲ 0.071) ≤ 10−2). A medida que el mapa entra en la nueva

región caótica (comenzando en ε = 0.265), la información mutua toma valores

cercanos al régimen desacoplado, excepto en proximidades de las ventanas de

peŕıodo 5 y 6, donde el sistema se aproxima a una sincronización completa

y I12 ≃ H1. Se observa que hay una región que aparece antes de la cascada

de reducción a la mitad del peŕıodo en 0.475 ≲ ε ≲ 0.514 donde hay una

sincronización caótica. Debido a la dinámica sincronizada de los mapas, la in-

formación mutua se maximiza (I12 ≃ H1), y dado que están en una órbita

caótica (Hi ≳ 2.7 bits), la entroṕıa también es significativa, lo que implica que

ésta es una región con importante transmisión y generación de información.

Del análisis de bifurcaciones de las 52 configuraciones de 6 mapas loǵısticos

acoplados, aśı como de las 9 configuraciones de 12 mapas, pueden destacarse

dos regiones dinámicas relevantes: una, que maximiza simultáneamente la ge-

neración y transmisión de información, y otra que la precede, que maximiza

la generación de información casi sin transmisión, aunque hay un fuerte aco-

plamiento. En el ejemplo de la fig. 5.7, estos comportamientos se pueden ver

en 0.475 ≲ ε ≲ 0.514 y 0.265 ≲ ε ≲ 0.31 ∪ 0.33 ≲ ε ≲ 0.439, correspondientes

respectivamente al surgimiento de sincronización caótica (es decir, patrones es-

pacialmente uniformes que evolucionan caóticamente) y caos sin correlaciones

entre mapas (caos espacio-temporal).
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5.2.2.3. Regiones donde se maximiza la generación y transmisión

de información

En esta sección, se analiza la relación entre la generación y transmisión si-

multánea de información y la configuración del sistema, es decir, su topoloǵıa.

Este análisis se basa en el ĺımite superior para la entroṕıa conjunta condicional

(ec. (5.2)). Para ello se establece un umbral, λ, utilizando la transmisión pro-

medio de información de cada configuración, ⟨I⟩ (que cuantifica indirectamente

el grado de sincrońıa). Luego se calcula la entroṕıa condicional (ec. (5.1)) ge-

nerada en el rango de acoplamiento correspondiente, CHi|>λ (que cuantifica

indirectamente el nivel de caos).

Para las 52 configuraciones se establece el ĺımite ⟨I⟩ > λ = 2.7 bits, que

supera los bits que se transmitiŕıan mediante órbitas caóticas que se extiendan

(uniformemente) más allá de 6 bins en la discretización propuesta para el inter-

valo del mapa. Luego, para cada topoloǵıa, se obtiene el rango de intensidades

de acoplamiento [εmı́n, εmáx]> donde se cumple la desigualdad ⟨I⟩ > 2.7 bits,

obteniéndose CHi|>λ (ec. (5.1)) para cada mapa. Un ejemplo de este méto-

Figura 5.8: Entroṕıa promediada en la red e información mutua para 6
circuitos en función de la intensidad de acoplamiento, ε. La entroṕıa pro-
mediada para la configuración, ⟨H⟩, y la información mutua, ⟨I⟩, en función de ε
se muestran con triángulos vaćıos y ćırculos rellenos, respectivamente. La configu-
ración de acoplamiento se muestra en la esquina superior derecha y el rectángulo
sombreado en gris muestra dónde ⟨I⟩ > 2.7 bits.
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do para una configuración espećıfica se observa en la fig. 5.8, donde ⟨I⟩ se

muestra para todos los valores de ε y un área sombreada resalta el rango de

acoplamiento donde ⟨I⟩ > 2.7 bits, que es [εmı́n, εmáx]> = [0.449, 0.500]>. Este

rango es usado para realizar la suma de la entroṕıa condicional de cada mapa,

CHi|>2.7 (ec. (5.1)), obteniéndose el ĺımite superior para la entroṕıa conjunta

condicional de la configuración:
∑N

i=1CHi|>2.7 (ec. (5.2)).

En el máximo ⟨I⟩ de la fig. 5.8 (donde ε ≃ 0.463), los mapas están en una

sincronización caótica casi completa (es decir, x
(i)
t ≃ xt,∀i), que corresponde a

maximizar simultáneamente la generación y transmisión de información. Este

régimen dinámico puede corroborarse mediante la proyección del espacio de

estados que se muestra en la fig. 5.9. En el panel (a) se representan las órbitas

superpuestas de los 6 mapas, donde se observa que el atractor tiene 2 ramas

densas que cubren partes de la parábola loǵıstica e implican órbitas caóticas.

Los paneles restantes (5.9(b)-(f)) muestran las órbitas de cada uno de los

mapas respecto al mapa 1. Se observa que todas las curvas x
(i)
t = f(x

(1)
t ) (con

i = 2, . . . , 6) se encuentran sobre la diagonal, lo que implica un estado casi

completamente sincrónico.

Para la configuración y la intensidad de acoplamiento en la fig. 5.9, se

obtuvo que la entroṕıa media de los mapas es ⟨H⟩ = (3.50 ± 0.06) bits. Se

sabe también, por la fig. 5.8, que esta configuración contiene ⟨I⟩ > 2.7 bits

cuando ε ∈ [0.449, 0.500]>. En consecuencia, puede obtenerse una estima-

ción directa del ĺımite superior de la entroṕıa condicional del sistema de la

siguiente manera:
∑N

i=1CHi|>λ ≃ 6× ⟨CH|>2.7⟩ ≃ 6× ⟨H⟩ × (εmáx − εmı́n) =

6× 3.50× (0.500− 0.449) = 1.07 bits. Esta estimación se aproxima al valor

experimental obtenido, que es
∑N

i=1CHi|>2.7 ≃ 0.893 bits (fig. 5.10). Es im-

portante destacar que esta configuración alcanza su ĺımite superior con una

densidad de enlaces de ρ = 0.6, que es una de las densidades de enlace más

pequeñas que se pueden lograr en una topoloǵıa de 6 mapas.

Todos los ĺımites superiores para la entroṕıa conjunta condicional,∑N
i=1CHi|>2.7, en las 52 configuraciones de 6 mapas acoplados se muestran

en la fig. 5.10 en función de la densidad de enlaces de la configuración, ρ. La

configuración analizada en las figs. 5.8 y 5.9 se resalta en la fig. 5.10(a) junto

con los paneles 5.10(b) y 5.10(c) que son otras 2 configuraciones que también

logran un significativo
∑N

i=1CHi|>2.7, con diferentes densidades de enlaces.

Los valores resaltados en la fig. 5.10 señalan configuraciones particulares

donde
∑N

i=1CHi|>2.7 ≳ 0.9 bits o
∑N

i=1CHi|>2.7 = 0 bits, que son dos ex-
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Figura 5.9: Proyecciones del espacio de estados para 6 mapas con la con-
figuración que logra máxima información mutua media. El panel (a) mues-
tra las 6 trayectorias superpuestas. Los paneles restantes muestran algunas de las
proyecciones del espacio de estados con respecto al mapa 1, mostrando una fuerte
sincronización de trayectorias caóticas. La configuración de acoplamiento correspon-
de a la de la fig. 5.8, donde la información mutua promedio máxima es ⟨I⟩ ≃ 3.263
bits, y se logra cuando ε ≃ 0.463.

tremos. Por ejemplo, se observa que la configuración en la fig. 5.10(b) tiene∑N
i=1CHi|>2.7 = 0.897 bits, similar a la fig. 5.10(a) pero con una mayor den-

sidad de enlaces, ρ ≃ 0.73. Además, hay otra configuración con ρ = 0.87 que

logra
∑N

i=1CHi|>2.7 = 0.897 bits, pero se deja sin resaltar para centrarse en la

topoloǵıa completa de la fig. 5.10(c). Como es esperable, la topoloǵıa de todos

con todos logra el ĺımite superior más grande, con
∑N

i=1CHi|>2.7 = 0.970 bits.

Sin embargo, se destaca que la configuración en fig. 5.10(a) logra uno de los

mayores valores en generación y transmisión simultánea de información con la
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 5.10: Ĺımite superior de la información condicional transferida pa-
ra las 52 configuraciones de acoplamiento diferentes. La condición es que los 6
circuitos compartan al menos un promedio de 2.7 bits en un rango de intensidades de
acoplamiento. El ĺımite superior se encuentra entonces a partir de la entroṕıa condi-
cional de cada mapa,

∑N
i=1CHi|>2.7 (ec. (5.2)). Los valores resultantes se muestran

de acuerdo con la densidad de enlaces de la configuración, ρ. Los paneles (a) a (f)
resaltan 6 configuraciones relevantes.

menor cantidad de enlaces.

Las configuraciones resaltadas restantes son aquellas que presentan una

cota superior nula, a saber, figs. 5.10(d), 5.10(e) y 5.10(f). Estas configuraciones

son: la topoloǵıa en anillo con ρ = 0.40 (fig. 5.10(f)), que es la topoloǵıa

menos densa; el anillo con un enlace extra (fig. 5.10(e)), que tiene ρ ≃ 0.47
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y una topoloǵıa de anillo con 2 enlaces adicionales colocados simétricamente

con ρ ≃ 0.53 (fig. 5.10(d)). Tener
∑N

i=1CHi|>2.7 = 0 bits significa que, la

información compartida promedio, ⟨I⟩, nunca alcanza valores por encima del

umbral λ = 2.7 bits. Desde un punto de vista dinámico, ⟨I⟩ ≤ λ corresponde a

que el sistema experimenta órbitas periódicas o es incapaz de alcanzar niveles

de sincronización significativos.

5.2.2.4. Regiones donde se maximiza la generación pero se minimi-

za la transmisión de información promedio

En esta sección se analiza la relación entre la configuración del acopla-

miento y la generación de información cuando la transmisión es insignificante.

Nuevamente, se lleva a cabo este análisis de acuerdo al ĺımite superior pro-

puesto para la entroṕıa conjunta condicional (ec. (5.2)) de cada configuración,

donde ahora se establece un umbral en la información mutua promedio tal que

0 < ⟨I⟩ < λ = 0.5 bits.

Figura 5.11: Entroṕıa e información mutua promediada en la red para 6
circuitos en función de ε. La configuración, los śımbolos y valores de ⟨H⟩ e ⟨I⟩
son los de la fig. 5.8. El rectángulo sombreado en verde muestra la región donde
0 < ⟨I⟩ < 0.5 bits.

La fig. 5.11 muestra cómo ⟨I⟩ cambia en función de ε para el mismo ejem-
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plo de configuración de la fig. 5.8, donde el área sombreada resalta la región de

interés. En este caso se resalta el intervalo en que 0 < ⟨I⟩ < 0.5 bits, corres-

pondiente a ε ∈ [0.259, 0.424]. Para 50 de las 52 configuraciones analizadas se

encontró que esta región de transmisión insignificante de información con en-

troṕıa significativa aparece inmediatamente antes de la región con transmisión

máxima de información (es decir, ⟨I⟩ > 2.7 bits en la fig. 5.8), lo que también

ocurre en 49 de las 52 configuraciones de acoplamiento.

Figura 5.12: Proyecciones del espacio de estados para una configuración
de 6 mapas con información mutua promedio mı́nima no nula. El panel (a)
muestra las 6 trayectorias superpuestas. Los paneles restantes muestran algunas de
las proyecciones del espacio de estados con respecto al mapa 1, mostrando trayecto-
rias caóticas fuera de sincronización. La configuración de acoplamiento corresponde
a la de la fig. 5.8, donde la información mutua mı́nima, ⟨I⟩ ≃ 0.072 bits, se logra
para ε∗ = 0.271.
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En particular, esta configuración alcanza un mı́nimo de ⟨I⟩ dentro de la re-

gión resaltada de fig. 5.11, en ε∗ = 0, 271. Para esa intensidad de acoplamiento,

puede verse en la fig. 5.12 que los mapas están en un régimen dinámico caóti-

co que no es śıncrono. Es decir, las proyecciones del espacio de estados en la

fig. 5.12 muestran un atractor que se extiende fuera de la ĺınea diagonal, al

contrario de la situación de la fig. 5.9. La caoticidad del atractor se puede esti-

mar a partir de la entroṕıa promedio de la configuración, que, en este caso, es

⟨H⟩ = (3.735± 0.007) bits (similar al valor ⟨H⟩ = (3.50± 0.06) bits obtenido

de la fig. 5.9). Este estado incoherente se mantiene en toda la región donde

0 < ⟨I⟩ < 0.5 bits, pero el grado de caoticidad depende de la configuración.

La figura 5.13 muestra la dependencia que tiene el ĺımite superior de la

entroṕıa conjunta condicional, CJH, en cada una de las 52 configuraciones

con la densidad de enlaces (análogamente a la fig. 5.10). En otras palabras,

la fig. 5.13 presenta los resultados de la información generada por cada con-

figuración mientras se experimenta una transmisión insignificante, es decir,

0 < ⟨I⟩ < 0.5 bits (que en cada configuración se produce en un rango de ε

espećıfico). El ejemplo de configuración de las figs. 5.11 y 5.12 se muestra re-

saltado por el ćırculo relleno (a), aśı como los otros ejemplos que se resaltaron

en la fig. 5.10 (que refiere al análisis de la información generada al tener una

transmisión máxima en el rango de ε correspondiente).

Puede observarse que de las 6 configuraciones destacadas en la fig. 5.13, la

resaltada en (a) es la que logra el ĺımite superior más grande para CJH, con∑
iCHi|<0.5 = 3.384 bits, seguido de (b) y luego (c) (correspondiente a la con-

figuración completa). Al contrario de la fig. 5.10 donde estas 3 configuraciones

exhiben los ĺımites superiores más grandes de
∑

iCHi|>2.7, aqúı se detectan

otras configuraciones que logran mayores ĺımites
∑

iCHi|<0.5. Por otro lado,

las configuraciones (d), (e) y (f) en la fig. 5.13 tienen ĺımites superiores insig-

nificantes para
∑

iCHi|<0.5, similar a lo observado para estas configuraciones

en fig. 5.10.

5.2.2.5. Dependencia de las dinámicas emergentes del tamaño de

la red

Para estudiar cómo la transmisión y generación de información depende

del tamaño del sistema, a continuación se analizan 9 configuraciones de aco-

plamiento compuestas por N = 12 mapas loǵısticos descriptas en la sección
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 5.13: Ĺımite superior de la información condicional transferida
para las 52 configuraciones de acoplamiento diferentes. La condición es que
los 6 mapas compartan un promedio de 0 < ⟨I⟩ < 0.5 bits de información. El ĺımite
es la suma de las entroṕıas condicionales para cada mapa,

∑N
i=1CHi|<0.5 (ec. (5.2)),

que se muestran según la densidad de enlaces, ρ, de la configuración. (a) a (f) resalta
configuraciones relevantes.

4.2 (ver además la tabla 5.1 para conocer los parámetros de cada mapa). El

estudio se centra en cuantificar el ĺımite superior de la información generada en

un rango de ε cuando ⟨I⟩ > 2.7 bits, es decir, el ĺımite superior para la entroṕıa

conjunta condicional, CJH, ec. (5.2). Este ĺımite de CJH corresponde a una

importante generación y transmisión de información. A medida que cambia la

intensidad de acoplamiento, ε, la información promedio, ⟨I⟩, transmitida entre
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Figura 5.14: Entroṕıa e información mutua promediada en la red para 12
circuitos en función de ε. La entroṕıa promediada para la configuración, ⟨H⟩,
y la información mutua, ⟨I⟩, en función de ε se muestran con triángulos vaćıos y
ćırculos rellenos, respectivamente. El rectángulo sombreado en verde (gris) muestra
la región donde 0 < ⟨I⟩ < 0.5 (⟨I⟩ > 2.7) bits.

los 12 mapas cambia, lo que se puede ver en la fig. 5.14. El rango de ε resal-

tado en gris muestra la región dinámica donde ⟨I⟩ > 2.7 bits, que va desde

εmı́n = 0.495 a εmáx = 0.790. En esta región, los 12 mapas evolucionan de for-

ma casi completamente sincrónica y exhiben una órbita caótica, que se puede

ver en las proyecciones del espacio de estados de la fig. 5.15 para ε = 0.498.

Para las 9 configuraciones se estudió la información generada en el intervalo

de mayor transmisión de información (⟨I⟩ > 2.7 bits), y se observó que justo

antes de la región donde se maximiza la generación y transmisión de informa-

ción, existe un rango de acoplamientos donde hay transmisión insignificante

de información con entroṕıa significativa, 0 < ⟨I⟩ < 0.5 bits, correspondiente

a ε ∈ [0.3843, 0.4431] (destacada en verde en la fig. 5.14).

La fig. 5.16 muestra la cota superior para la información generada en un

rango de acoplamiento para las 9 configuraciones de 12 nodos, condicionado

a que los 12 mapas compartan un promedio de 2.7 bits de información, en

función de la densidad de enlaces, ρ, de la red. El ĺımite es la suma de las

entroṕıas condicionales para cada mapa
∑N

i=1CHi|>2.7 (ec. (5.2)).
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Figura 5.15: Proyecciones del espacio de estados para 12 mapas donde la
información mutua promediada en la red se maximiza. El panel (a) mues-
tra las 12 trayectorias superpuestas. Los paneles restantes muestran algunas de las
proyecciones del espacio de estados con respecto al mapa 1, mostrando una fuerte
sincronización de trayectorias caóticas. La configuración de acoplamiento correspon-
de a la de la fig. 5.14, donde la información mutua promedio máxima es ⟨I⟩ ≃ 3.117
bits, y se logra cuando ε ≃ 0.4980.

En concordancia con los resultados obtenidos para configuraciones de 6

nodos, en la fig. 5.16 se observa que el anillo se encuentra en el conjunto de

topoloǵıas donde se minimiza la transmisión de información. Se evidencia tam-

bién que aquellas configuraciones en las que la incorporación de enlaces rompe

la simetŕıa de la red, favorecen la transmisión de información; concretamente,
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(a) (b)

Figura 5.16: Ĺımite superior de la información condicional transferida
para las 9 configuraciones de acoplamiento de 12 nodos analizadas. La
condición es que los 12 mapas compartan en promedio un mı́nimo de 2.7 bits de
información. El ĺımite es la suma de las entroṕıas condicionales para cada mapa∑N

i=1CHi|>2.7 (ec. (5.2)).

para el caso de ρ ≃ 0.59 se tiene que
∑12

i=1CHi

∣∣∣
>2.7

= 8.231 bits.

Resulta de especial interés que la red completa presente, al igual que el ani-

llo, un valor nulo de CJH. En particular, esta configuración alcanza un mı́nimo

de ⟨I⟩ dentro de la región resaltada en verde en la fig. 5.14 en ε = 0.4118. Para

esa intensidad de acoplamiento, puede verse en la fig. 5.17 que los mapas están

en un régimen dinámico caótico que no es śıncrono, es decir, las proyecciones

del espacio de estados en la fig. 5.17 muestran un atractor que se extiende fuera

de la ĺınea diagonal (al contrario del caso de la fig. 5.15). Se observa que este

estado incoherente se mantiene en toda la región donde 0 < ⟨I⟩ < 0.5 bits.
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Figura 5.17: Proyecciones del espacio de estados para 12 mapas con in-
formación mutua promedio mı́nima (no nula). El panel (a) muestra las 12
trayectorias superpuestas. Los paneles restantes muestran algunas de las proyeccio-
nes del espacio de estados con respecto al mapa 1, mostrando trayectorias caóticas
fuera de sincronización. La configuración de acoplamiento corresponde a la de la
fig. 5.14, donde la información mutua mı́nima, ⟨I⟩ ≃ 0.3599 bits, se logra para
ε = 0.4118.

5.2.2.6. Discusión respecto a la generación y transmisión de infor-

mación

Las diferentes configuraciones se clasificaron a partir de un umbral de in-

formación arbitrario, λ. Para una transmisión significativa de información, este

umbral ⟨I⟩ > λ = 2.7 bits se establece para todas las configuraciones, de modo

que tenga en cuenta las órbitas que se extienden (uniformemente) más allá de 6

bins en la discretización del intervalo del mapa. De igual forma, el umbral para
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una transmisión de información insignificante se establece en 0 < ⟨I⟩ < λ = 0.5

bits, ya que este valor permite descartar órbitas casi periódicas.

Maximizar la entroṕıa implica mantener un alto nivel de incertidumbre en

la evolución temporal de las variables. Esto puede interpretarse como mantener

el sistema en un estado donde las posibles trayectorias vaŕıan y ninguna se ve

favorecida, maximizando aśı la generación de información. Esta es la situación

que se muestra en la fig. 5.12, donde se observa que los nodos se encuentran

en un régimen caótico incoherente, ya que el atractor se extiende fuera de la

variedad de sincronización y la entroṕıa media alcanza un máximo, que es

⟨H⟩(ε∗=0.271) = (3.735 ± 0.007) bits. Por otro lado, maximizar la información

mutua entre nodos resalta las dependencias temporales entre las variables. Aśı,

la maximización conjunta de la entroṕıa y la información mutua del sistema

tiende a generar órbitas caóticas śıncronas. Esta es la situación en la que se

encuentra el sistema en las regiones resaltadas con un rectángulo gris, en las

figs. 5.8 y 5.14.

Por definición (ec. (5.1)), CHi|>λ cuantifica la generación de información

del mapa cuando el sistema acoplado maximiza su transmisión de información.

Como se obtiene de la suma de la entroṕıa condicional en ec. (5.1), los resul-

tados obtenidos para CHi|>λ son robustos a variaciones o perturbaciones del

acoplamiento. Análogamente, para la definición de CHi|<λ.

Las configuraciones que presentan intervalos amplios de ε donde ⟨I⟩ supera
el umbral de λ = 2.7 bits y las configuraciones donde ⟨I⟩ no alcanza el umbral

de λ = 0.5 bits, se ponderan mediante la suma en ec. (5.1). Esta magnitud

proporciona un criterio práctico para clasificar las configuraciones (figs. 5.10 y

5.16). Por ejemplo, la sincronización de la dinámica caótica, que se mantiene en

un amplio rango de intensidades de acoplamiento, es particularmente relevante

en escenarios reales, donde el ajuste fino de los parámetros puede ser imposible.

5.2.3. Caracterización de las dinámicas emergentes me-

diante parámetros de orden

La varianza entre dos mapas, σ2
ij, puede entenderse como una medida de

la similitud entre sus series temporales, por lo que en esta sección se utiliza

la varianza media, σ2, como un parámetro de orden del sistema (ec. (3.9)). El

empleo de un parámetro de orden permite analizar la globalidad del sistema,

evitando el análisis individual de cada diagrama de bifurcaciones.
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Figura 5.18: Varianza media del sistema representada sobre el diagrama
de bifurcaciones de un mapa experimental. El diagrama de bifurcaciones co-

rresponde al mapa 1 de una configuración 6−regular de 12 nodos, {x(1)n } (puntos
azules), a medida que aumenta la intensidad de acoplamiento, ε; simultáneamente se
representa (en escala logaŕıtmica) la varianza media del sistema σ2 (ćırculos rojos).

En la fig. 5.18 se observa cómo vaŕıa σ2 a medida que aumenta el aco-

ple entre los 12 mapas que constituyen una red 6−regular (la configuración

se muestra en la fig. 5.16(a)). Cuando los mapas se encuentran desacoplados

(ε = 0) la varianza media alcanza su máximo (σ2 = 0.105). A medida que se in-

crementa el acople vemos que disminuye σ2 y en ε = 0.1451, donde el diagrama

de bifurcaciones muestra el ingreso a una dinámica de peŕıodo 2, la varianza

media presenta un primer mı́nimo relativo (σ2 ≈ 1.4× 10−4). Posteriormente,

se incrementa alcanzando varianzas medias del orden de 10−1 hasta que en

ε = 0.2667, el diagrama de bifurcaciones muestra nuevamente el comienzo de

una dinámica de peŕıodo 2, y la varianza media presenta su segundo mı́nimo

relativo (σ2 ≈ 3.6× 10−4). Seguidamente, la varianza media comienza a incre-

mentarse conforme se incrementa la intensidad de acoplamiento, y cuando el

sistema ingresa en la región de dinámicas caóticas (desde ε = 0.3725) la va-

rianza media se mantiene del orden de 10−1. En ε = 0.80 se observa un mı́nimo
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absoluto en la varianza media con σ2 ≈ 5.2×10−7 cuando el diagrama muestra

una dinámica de punto fijo. A partir de ese punto, incluso en ε = 0.89 cuando

el sistema ingresa en un régimen de dinámicas caóticas, se puede interpretar

una semejanza global entre las dinámicas de los mapas (cuasi-sincronización

completa) que se traduce en que para ε > 0.80, salvo excepciones puntuales,

σ2 < 4× 10−6.

Figura 5.19: Diagrama de bifurcaciones del campo medio global, hg (ec.
3.7). Se obtuvo experimentalmente para una red 6−regular de 12 nodos a medida
que aumenta la intensidad de acoplamiento, ε (como en la fig. 5.18).

Otra forma de realizar un análisis global de las dinámicas de la red es a

partir del campo medio, que permite simplificar el análisis de las interacciones

en un sistema compuesto por un conjunto de nodos, sustituyendo las interac-

ciones individuales por una global definida a partir del valor promedio de los

nodos (sec. 3.1.2.1). Aśı, el campo medio corresponde a otra serie temporal que

vaŕıa en función de la intensidad de acoplamiento como las señales individuales

de cada mapa.

La fig. 5.19 muestra a partir del diagrama de bifurcaciones, la dinámica

del campo medio. Alĺı se observa que para acoplamientos débiles (ε ≲ 0.05)
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la señal correspondiente al campo medio global describe un comportamiento

caótico, con un rango de 0.5 ≲ hg ≲ 0.8. Este comportamiento concuerda con

la fig. 5.18, donde la dinámica de los mapas (para ese rango de acoplamientos)

es caótica y con máxima varianza entre las señales. A medida que la intensidad

de acoplamiento aumenta y la varianza media disminuye (como se observa para

ε ≈ 0.08 en la fig. 5.18), el hg muestra que la dinámica global de los mapas se

aproxima a un régimen periódico. Para intensidades de acoplamiento ε > 0.5, el

diagrama de bifurcaciones de la fig. 5.19 muestra de forma ńıtida una sucesión

de cascadas de bifurcaciones.

Figura 5.20: Diagrama de bifurcaciones de un mapa experimental en una
red de 12 nodos junto al promedio de los coeficientes de correlación entre
cada señal y los campos medios. El diagrama de bifurcaciones corresponde

al mapa 1 de la configuración mostrada en la fig. 5.16(a), {x(1)n } (puntos azules), a
medida que aumenta la intensidad de acoplamiento, ε; simultáneamente se representa
el promedio de los coeficientes de correlación de cada una de las señales respecto al
campo medio local, cc(hl) (ćırculos rojos) y respecto al campo medio global, cc(hg)
(triángulos negros).

Para profundizar en este análisis se considera el coeficiente de correlación

lineal entre la dinámica de cada mapa y el campo medio. Este coeficiente pro-
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porciona una medida para evaluar la coherencia y eventual sincronización entre

los componentes de la red. Un alto coeficiente de correlación significa que los

nodos están alineados con el comportamiento promedio de la red, siguiendo

patrones similares de evolución temporal, lo que indica una tendencia a la sin-

cronización. Esto es indicativo de una coherencia global en la red, donde las

dinámicas individuales se integran armoniosamente en el comportamiento co-

lectivo. Por el contrario, un coeficiente de correlación bajo sugiere que algunos

nodos se comportan de manera diferente al campo medio global, revelando la

presencia de dinámicas diversas dentro de la red.

La fig. 5.20 muestra cómo vaŕıa el promedio de los coeficientes de correlación

de Pearson de los mapas con el campo medio local (ec. (3.6)), cc(hl) (repre-

sentado con ćırculos rojos), y con el campo medio global (ec. (3.7)), cc(hg)

(representado con triángulos negros), a medida que aumenta la intensidad de

acoplamiento, ε, entre 12 mapas acoplados en una red 6−regular.

En concordancia con la información que brinda la varianza media como

parámetro de orden (analizada a partir de la fig. 5.18), se observa que para

acoplamientos bajos (ε < 0.06) las señales de los mapas se encuentran desco-

rrelacionadas con los campos medios ya que los coeficientes de correlación son

menores a 0.30. A medida que el diagrama de bifurcaciones muestra ventanas

periódicas, se observa un significativo incremento en los coficientes de correla-

ción, hasta que en ε = 0.1529 se obtiene que cc(hl) = cc(hg) = 1. Eso evidencia

que en los atractores de peŕıodo 2 existe un intervalo de acoplamientos en que

se alcanza una correlación lineal perfecta. En ε = 0.3725 el diagrama de bifur-

caciones muestra que el sistema comienza a experimentar dinámicas caóticas,

y se evidencia una descorrelación entre las señales comparables con las del sis-

tema desacoplado (ε = 0). Esa situación se mantiene hasta ε = 0.89, a partir

del cual se obtiene que cc(hl) = cc(hg) = 1, lo que coincide con lo observado

en términos de la varianza media, σ2.

El campo medio global, por lo tanto, es una buena medida para evaluar la

coherencia de las dinámicas locales con respecto al comportamiento promedio

de la red, siendo el coeficiente de correlación lineal con el campo medio global

una herramienta para analizar el grado de sincronización o heterogeneidad de

las dinámicas en los mapas acoplados.
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5.2.3.1. Emergencia de universalidad

A partir del estudio sistemático de las diferentes configuraciones en esta

tesis se identifican intervalos en los valores de la intensidad de acoplamiento

donde la dinámica colectiva de los mapas acoplados parece tener propiedades

universales (no dependen de la red). Estos intervalos se destacan en la fig.

5.21, y están asociados a comportamientos universales. Como se introdujo en

Figura 5.21: Intervalos en la intensidad de acoplamiento donde se pueden
identificar caracteŕısticas universales. El primer intervalo (rojo) corresponde a
0 ≤ ε ≲ 0.024. El segundo intervalo (verde tenue) corresponde a 0.35 ≲ ε ≲ 0.52, y
el tercero (verde intenso) a 0.45 ≲ ε ≲ 0.52.

la sección 2.1.4, Feigenbaum [47] planteó la idea de constantes universales

asociadas a las rutas al caos mediante duplicación de peŕıodo en sistemas

unidimensionales, como el mapa loǵıstico, y demostró que ciertas relaciones

numéricas son las mismas para una amplia clase de funciones no lineales. En el

contexto de mapas loǵısticos acoplados, la universalidad implica que, a pesar

de las diferencias en los parámetros individuales de los mapas y en la forma

en que estos se conectan entre śı, el sistema global tiende a exhibir patrones y

propiedades emergentes que son invariantes. La universalidad no solo permite

simplificar la descripción de sistemas complejos, sino que también sugiere la

existencia de leyes fundamentales que trascienden las peculiaridades de los
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componentes individuales y sus interacciones espećıficas.

Esta sección explora condiciones en que se produce la emergencia de com-

portamientos aparentemente universales. Los resultados ilustran cómo ciertos

comportamientos son independientes de la estructura de la red.

La fig. 5.21 presenta un diagrama de bifurcaciones correspondiente a un

mapa loǵıstico acoplado en una red de 6 nodos, mostrando las dinámicas del

sistema en función de la intensidad de acoplamiento. Se destacan tres inter-

valos mediante los colores rojo, verde tenue y verde intenso, donde emergen

dinámicas colectivas similares en casi todas las configuraciones estudiadas.

El primer intervalo (rojo) corresponde a la región de acoplamientos débiles,

0 ≤ ε ≲ 0.024, donde los nodos están generando mucha información pero sin

transmisión significativa (sección 5.2.2). El segundo intervalo 0.35 ≲ ε ≲ 0.52

(verde) revela la aparición de estructuras dinámicas con cierto grado de sin-

cronización. Por último, el tercer intervalo 0.45 ≲ ε ≲ 0.52 (en verde intenso)

muestra un estado de caos colectivo sin coherencia.

5.2.3.1.1. Primer intervalo: 0 ≤ ε ≲ 0.024

Se identificaron comportamientos universales en el rango de acoplamien-

tos débiles, espećıficamente para 0 ≤ ε ≲ 0.024. Este es el único intervalo

donde las simulaciones numéricas concuerdan con la dinámica observada expe-

rimentalmente (sección 5.2.1). Por esta razón, se han utilizado los resultados

numéricos para enriquecer los datos experimentales, explorando configuracio-

nes con valores de N mucho mayores a los que permite la implementación

experimental.

1- Universalidad del coeficiente de correlación medio inicial

Aqúı se analiza cómo se correlacionan (sección 3.1.2.1) las señales indivi-

duales de los mapas con el campo medio global (ec. 3.7). En la fig. 5.22, se

muestra, para N = [6, 12], el coeficiente de correlación promediado en todas

las configuraciones estudiadas experimentalmente. Para N = [20, 50, 100, 200]

se presenta en cada caso el promedio sobre 50 realizaciones aleatorias (modelo

Erdős-Rényi) con diferentes probabilidades (p = 0.1 : 0.1 : 0.5).

El ajuste lineal realizado en escala logaŕıtmica en la fig. 5.22 sigue la ecua-
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Figura 5.22: Relación entre el coeficiente de correlación medio, cc(hg)0,

y el número de nodos, N . En la gráfica se representa ln(cc(hg)0) = f(ln(N)),
considerándose el coeficiente de correlación medio en ε ≈ 0.01. Se muestra además
el ajuste lineal correspondiente ln(cc(hg)0) = −0.50.ln(N) − 0.008 (R2 = 0.99998)
(ec. 5.3). Para N = [6, 12] se muestra el coeficiente de correlación promediado en
todas las configuraciones estudiadas experimentalmente. Para N = [20, 50, 100, 200]
se muestra en cada caso el promedio sobre 50 realizaciones aleatorias (modelo de
Erdős-Rényi) con diferentes probabilidades que van de p = 0.1 : 0.5.

ción

ln(cc(hg)0) = a.ln(N) + b

con a = −0.498± 0.003 y b = −0.008± 0.009

⇒ cc(hg)0 ≈
1√
N
,

(5.3)

donde el coeficiente de correlación R2 = 0.99998, muestra la concordancia entre

los datos y el modelo propuesto. Además, la superposición entre los valores ex-

perimentales (ćırculos magenta) y los resultados numéricos (cuadrados grises)

para N = 6 y N = 12 en la fig. 5.22, refuerza la validez del ajuste obtenido.

Para N > 12, los valores numéricos mantienen la misma tendencia, lo que

sugiere que la relación identificada se mantiene a escalas mayores.

La pendiente del ajuste, m = −(0.498± 0.003), muestra que el coeficiente

de correlación medio inicial decrece con N de acuerdo con una ley de potencia

de exponente negativo. Además, es una evidencia cuantitativa de la respues-
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ta del sistema a distintas escalas, mostrando un comportamiento robusto del

coeficiente de correlación medio inicial en función del tamaño, N .

Este resultado es consistente con fenómenos de escalamiento observados

en sistemas complejos [15, 95, 96], donde la interacción entre los elementos

tiende a disminuir conforme aumenta la escala del sistema. A medida que

N aumenta, la densidad de interacciones directas entre elementos individuales

decrece. Sin embargo, la estructura global del sistema sigue organizada a través

de interacciones indirectas o emergentes.

En el contexto de este trabajo, el hecho de que el coeficiente de correlación

medio inicial cc(hg)0 disminuya con N según una ley de potencia sugiere que,

aunque el número total de interacciones en el sistema aumenta, la correlación

entre pares de nodos se diluye en la estructura global. Es decir, el sistema se

vuelve más grande, pero menos densamente conectado a nivel individual.

2- Desviación respecto al campo medio

La desviación respecto al campo medio promediada en la red, σh (ec. 3.10),

decrece de forma similar durante el intervalo para todas las configuraciones

(independientemente de la escala o la topoloǵıa), como se muestra en la fig.

5.23 (a) y (b) para el caso del campo medio local, σhl
y el campo medio global,

σhg , respectivamente.

La observación de que esta desviación se comporta de forma universal,

es decir, disminuye de manera similar independientemente de la escala o la

topoloǵıa de la red, sugiere que existe un principio subyacente que rige la

dinámica del sistema, más allá de los detalles espećıficos de su arquitectura.

Este fenómeno de universalidad es común en sistemas f́ısicos que presentan

autosimilitud a diferentes escalas [15, 95, 96], lo que implica que las dinámicas

globales no dependen de las configuraciones espećıficas, sino que emergen de

las interacciones colectivas de los elementos. Es decir, el sistema puede estar

mostrando una escala invariante, donde los patrones de fluctuación son simi-

lares sin importar el tamaño del sistema ni la forma de las conexiones entre

sus elementos.

Por ejemplo, en el estudio de redes cerebrales, se analiza la varianza de la

actividad neuronal (potenciales de acción o señales de resonancia magnética)

con respecto al promedio de actividad de una región o de neuronas conectadas

para entender la sincronización, la formación de patrones de actividad y la

propagación de información en el cerebro [97]. También la coherencia o varia-
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(a) (b)

Figura 5.23: Desviación respecto al campo medio promediada en la red,
σh (ec. 3.10), considerando campo medio local (a) y global (b).
La σh decrece de forma similar durante el intervalo para todas las configuraciones
(independientemente de la escala o la topoloǵıa). En azul se representa el com-
portamiento de las configuraciones experimentales de N = 12, en tonos de grises,
redes Erdős-Rényi numéricas de N = 50, 100 y 200 con probabilidad de conexión
p = [0.10 : 0.01 : 0.20] y en tonos de violeta redes Watts-Strogatz numéricas de
N = 100 con probabilidades de reconexión p = [0.1 : 0.1 : 0.5]. Los resultados co-
rresponden a más de 200 realizaciones en total.

bilidad de fase en osciladores acoplados está directamente relacionada con la

varianza de las fases respecto al campo medio [98].

5.2.3.1.2. Segundo intervalo: 0.35 ≲ ε ≲ 0.52

El 92% de las configuraciones de 6 nodos estudiadas presentan una re-

gión de gran generación de información (sección 5.2.2.4), donde se iguala la

información generada con los mapas aislados o se supera el 95% de esa cota.

En este rango destacado con verde en la fig. 5.21, que corresponde a acopla-

mientos moderados a intensos, comienzan a aparecer estructuras sincronizadas

parciales, donde grupos de nodos logran coordinar sus dinámicas, exhibiendo

comportamientos colectivos similares, mientras que otros nodos permanecen

desincronizados o siguen patrones diferentes. Esta sincronización parcial refle-

ja un equilibrio entre la tendencia a la independencia individual de los mapas

y la influencia del acoplamiento, lo que permite la coexistencia de múltiples

dinámicas en el sistema. También se observan bifurcaciones adicionales y com-

portamientos intermitentes, que se caracterizan por alternancias irregulares

entre fases de periodicidad y caos, pero de los que siempre el sistema logra
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liberarse después de un cierto peŕıodo [99, 100].

Figura 5.24: Intermitencia. Serie temporal x
(1)
n = f(n) correspondiente a la red

completa de 6 nodos con ε = 0.40 donde se aprecia intermitencia. Aproximada-
mente, durante los primeros 80 pasos mostrados la señal es aperiódica, para luego
estabilizarse en un ciclo de peŕıodo 7.

La fig. 5.24 muestra una serie temporal x
(1)
n = f(n) correspondiente a la

red completa de 6 nodos con ε = 0.40 donde es evidente la intermitencia. Se

puede observar que durante los primeros 80 pasos (aproximadamente) la señal

es aperiódica, para luego estabilizarse en un ciclo de peŕıodo 7.

5.2.3.1.3. Tercer intervalo: 0.45 ≲ ε ≲ 0.52

En el tercer intervalo de la fig. 5.21 (verde intenso) se observa que el 96%

de las configuraciones de 6 nodos estudiadas presenta una región donde se ma-

ximiza la transmisión de información (sección 5.2.2.3). Este comportamiento

sugiere la existencia de una sincronización global que facilita la eficiencia en

el intercambio de información entre los nodos de la red. La dinámica colec-

tiva alcanza un estado aparentemente universal donde se optimiza el flujo de
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información: sincronización caótica.

El carácter colectivo del caos implica que las fluctuaciones individuales de

los nodos se compensan mutuamente, creando correlaciones a largo alcance que

facilitan la propagación de señales coherentes. La alta proporción de configura-

ciones que optimizan la transmisión de información en este intervalo revela la

robustez de este fenómeno. Esto sugiere que la estructura de la red y la inten-

sidad del acoplamiento actúan conjuntamente para promover estados donde la

información se transmite eficazmente. Estos niveles de acoplamiento elevado

inducen una cuasi-sincronización completa en el sistema, estado óptimo pa-

ra la transmisión de información y reafirmando que el caos colectivo puede

desempeñar un papel fundamental en la eficiencia informacional de sistemas

complejos.

5.2.3.2. Todos los acoplamientos: formación de clústeres

El concepto de clúster, refiere a la agrupación de los nodos en subconjuntos

altamente interconectados. Los clústeres representan regiones en la red donde

los nodos exhiben comportamientos similares o están estrechamente vinculados

entre śı [17], lo que puede tener importantes implicaciones en términos de

estabilidad, robustez y propagación de información en el sistema.

Aqúı se analiza cómo se relacionan los grados de los nodos con la formación

de clústeres en las redes de mapas loǵısticos estudiadas. La varianza entre pares

de nodos, σ2
ij (ec. (3.8)), permite comparar la dinámica de los diferentes mapas

e identificar la formación de clústeres.

Como representativas del total de casos estudiados, en la fig. 5.25 se muestra

el comportamiento de los nodos en 4 configuraciones particulares.

En el panel 5.25(a) se representa el caso en que los nodos impares tie-

nen grado d = 2 (clúster A) y los pares d = 4 (clúster B). A medida

que se aumenta el acople puede observarse cómo la varianza entre los nodos

de diferentes clústeres se incrementa, como es el caso de los pares de nodos

[(1)-(2)], [(2)-(5)] o [(5)-(6)]. A su vez se distingue que la varianza entre nodos

del mismo grupo disminuye, como es el caso de los pares [(1)-(3)], [(2)-(4)] o

[(4)-(6)], por ejemplo.

El panel 5.25(b) muestra otra configuración en donde también pueden ob-

servarse dos grupos, el de los nodos impares que tienen grado d = 5 (clúster

A) y el de los pares con d = 3 (clúster B). Al igual que en el caso ante-
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.25: Formación de clústeres en redes no regulares. Logaritmo de
la varianza entre pares de nodos (ec. (3.8)), log(σ2

ij), para 4 redes no regulares de 6
nodos, donde se puede identificar la formación de clústeres.

rior, se observa que a medida que aumenta el acople, la varianza entre nodos

pares e impares (es decir, de diferentes clústeres) se incrementa, mientras que

la de los nodos de un mismo clúster disminuye. Esto conduce a un diagrama

muy similar al anterior, ya que, aunque con más enlaces, los clústeres son los

mismos en ambos casos.

En el panel 5.25(c) la configuración representada tiene 3 grupos de nodos,

que se denominan:

clúster A: nodos 1 y 3, de grado d = 5,

cluster B: nodos 4, 5 y 6, de grado d = 4, y
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clúster C, formado únicamente por el nodo 2 de grado d = 2.

Puede observarse que la varianza se hace mı́nima entre los nodos del clúster

A, el par [(1)-(3)], aśı como entre los nodos que comparten el clúster B,

[(4)-(5)], [(4)-(6)] y [(5)-(6)], y se maximiza para cualquier otra combinación

de nodos, es decir, entre nodos interclúster.

Finalmente, en el panel 5.25(d) la configuración representada también tiene

3 grupos de nodos, que se designarán:

clúster A: nodos 1, 3 y 5 de grado d = 5,

cluster B: nodos 4, y 6, de grado d = 4, y

clúster C, formado únicamente por el nodo 2 de grado d = 3.

Se observa que la varianza se minimiza entre los nodos del clúster A, es-

pećıficamente [(1) − (3)], [(1) − (5)] y [(3) − (5)], aśı como entre los nodos

[(4) − (6)] que constituyen el clúster B. En contraste, la varianza se maxi-

miza para cualquier otra combinación de nodos, es decir, entre aquellos que

pertenecen a clústers distintos.

5.2.3.3. Acoplamiento cŕıtico: cuasi-sincronización

El acoplamiento cŕıtico refiere al nivel de interconexión entre los nodos

de una red en el cual se producen cambios cualitativos en el comportamiento

colectivo del sistema, es decir, es el punto en el que la red experimenta una

bifurcación en su dinámica global. Esa transición puede conducir a la formación

de clústeres.

En esta sección se explora el v́ınculo entre el acoplamiento cŕıtico y la

formación de clústeres [101] en las redes de mapas loǵısticos descriptas. Se

analizan los efectos de diferentes niveles de acoplamiento en la dinámica co-

lectiva de la red y se investiga cómo la formación de clústeres influye en la

emergencia de propiedades colectivas y la sincronización de los nodos.

La fig. 5.26 ilustra cómo el acoplamiento cŕıtico, calculado numéricamente

(ec. (2.31)), se corresponde con el diagrama de bifurcaciones obtenido experi-

mentalmente en redes regulares de 6 nodos. La ĺınea cortada (magenta) indica

el valor del acoplamiento cŕıtico, εc, obtenido numéricamente, y se representa

sobre el diagrama de bifurcaciones experimental de un mapa x
(1)
n , para confi-

guraciones regulares de grados d = 2, 3, 4 y 5. Puede observarse en el panel (a)

que para el anillo (d = 2), que es la configuración que presenta menor densidad

87



(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.26: Intensidad de acoplamiento cŕıtico, εc, en redes regulares

de 6 nodos. Sobre el diagrama de bifurcaciones experimental de un mapa x
(1)
n

se representa el valor de εc obtenido numéricamente (ĺınea cortada magenta) para
configuraciones regulares de grados: (a) d = 2, (b) d = 3, (c) d = 4 y (d) d = 5.

de enlaces ρanillo = 0.4, el valor de εc no refleja coincidencia con un cambio

significativo en la dinámica del sistema experimental. Para los casos de ma-

yor grado, y por ende mayor densidad de enlaces, se observa progresivamente

que el valor de εc se corresponde con cambios significativos en la dinámica del

sistema experimental, representado por el diagrama de bifurcaciones.

En el punto de acoplamiento cŕıtico se espera observar un cambio brusco en

la varianza media del sistema, σ2 (ec. (3.9)), lo que indicaŕıa una transición en

la dinámica de la red. Para determinar experimentalmente los valores de εc se

analizaron exhaustivamente las dinámicas de cada nodo. La fig. 5.27 muestra

de qué modo se identifican los valores de acoplamiento que representan esos

cambios significativos en la dinámica en términos de σ2.

Para determinar de forma numérica el valor del acoplamiento cŕıtico a

partir de la ec. (2.31) se consideró una red de mapas idénticos de parámetro
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Figura 5.27: Mı́nimos de la varianza media en una red de 6 nodos. A
partir de datos experimentales, sobre el diagrama de bifurcaciones de un mapa se
representa log(σ2) (ćırculos rojos) en función de la intensidad de acoplamiento de un
nodo de los 6 que conforman la red que se representa en el panel inferior izquierdo.
Las marcas verdes indican mı́nimos en peŕıodo 2 y punto fijo.

r = r1exp . Esos valores se presentan en la segunda columna de la tabla 5.2 para

el caso de 6 nodos (y en la tabla 2.1 del anexo 2, para el caso de 12 nodos).

Una varianza media baja entre pares de nodos indica que los estados de

los nodos son similares o evolucionan de manera similar con el tiempo, como

sucede cuando el sistema se aproxima a la sincronización. Una varianza media

alta sugiere desincronización, donde los nodos tienen estados muy diferentes

y evolucionan de manera distinta. Analizando cómo cambia la varianza media

en función de la intensidad de acoplamiento pueden identificarse transiciones

dinámicas entre diferentes reǵımenes de comportamiento, como la transición

hacia la sincronización. La fig. 5.28 muestra los resultados de varianza entre las

series temporales de cada par de nodos, σ2
ij (ec. (3.8)), para las mismas redes

regulares de 6 mapas (d = 2, ..., 5). Al igual que en la fig. 5.26, la ĺınea cortada

en color magenta representa el valor del acoplamiento cŕıtico obtenido numéri-

camente. Resultados análogos se obtuvieron para configuraciones regulares de

12 nodos (anexo 2).
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Grado εc (Num) εc (Exp)
1erPer 2 2o Per 2 P. fijo Caos o Per > 2

2 0.6320 0.0980 0.5765 0.7804 −
3 0.3155 0.0980 − 0.7882 0.4431
4 0.3150 0.2275 − 0.7961 0.4471
5 0.2630 0.1569 − 0.8039 0.4627

Tabla 5.2: Acoplamiento cŕıtico, εc. Valores de la intensidad de acoplamiento
cŕıtico obtenidos numéricamente a partir de la ec. (2.31) tomando ri = r1exp , ∀ i
y observados experimentalmente a partir de la dinámica de los mapas, para las 4
configuraciones regulares posibles de grado d de 6 nodos.

La determinación de εc mediante la Ecuación Maestra de Estabilidad, MSF,

constituye una poderosa herramienta teórica para predecir la estabilidad de la

sincronización completa en redes de osciladores caóticos idénticos. Sin embar-

go, los resultados (figs. 5.26 y 5.28) muestran una discrepancia significativa

entre el valor de εc predicho teóricamente y las observaciones experimenta-

les. Esta divergencia sugiere que la aproximación lineal inherente a la MSF

(sección 2.3.2), si bien eficaz para el análisis de estabilidad local, podŕıa es-

tar sacrificando información relevante al no capturar completamente la rica

dinámica no lineal del sistema experimental. Factores como las perturbaciones

(no infinitesimales) presentes en un entorno de laboratorio, el ruido inheren-

te a la implementación electrónica de los mapas loǵısticos, y las inevitables

heterogeneidades paramétricas entre los nodos reales, no son contemplados

por la formulación anaĺıtica. Identificar esta discrepancia es fundamental pa-

ra la validación del modelo, para refinar los marcos teóricos y para considerar

expĺıcitamente el impacto de estas heterogeneidades en la dinámica de sistemas

complejos implementados experimentalmente.

5.3. Inferencia de acoplamientos entre mapas

La inferencia de enlaces en una red compleja consiste en predecir la exis-

tencia o ausencia de conexiones entre pares de nodos, a partir de información

parcial o indirecta del sistema. Una estrategia común para abordar esta tarea

consiste en identificar regiones del espacio de parámetros donde los nodos pre-

sentan una alta probabilidad de estar conectados, debido a ciertas propiedades

compartidas que reflejan relaciones funcionales subyacentes. En esta tesis, se

utiliza como base para la inferencia la información mutua entre pares de no-
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.28: Varianza entre pares de nodos. Se representa cómo vaŕıa la va-
rianza entre pares de nodos (ec. (3.8)) a medida que se incrementa la intensidad de
acoplamiento en redes regulares de 6 nodos, de grados 2 (a), 3 (b), 4 (c) y 5 (d).

dos, que permite cuantificar la dependencia estad́ıstica entre sus respectivas

trayectorias.

Al identificar regiones de acoplamiento donde la información mutua refleja

de forma más fiable la existencia de v́ınculos estructurales, es posible inferir

nuevas conexiones y, por tanto, mejorar la reconstrucción de la topoloǵıa de la

red. Esta sección se centra en caracterizar las regiones de acoplamiento favo-

rables para la inferencia, describiendo sus propiedades comunes y justificando

su utilidad en el proceso de reconstrucción. Se puede destacar que, a medida

que el sistema se aproxima a la sincronización completa, la información mu-

tua entre nodos tiende a su valor máximo, como se observa en las regiones

de las figs. 3.2a y 5.8, dificultando la identificación de interacciones reales. No

obstante, bajo este régimen, las trayectorias de los nodos se vuelven práctica-

mente idénticas, independientemente de si están conectados directamente o no.
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Figura 5.29: Tasas de inferencia en una red de 6 nodos en función de
la intensidad de acoplamiento. Diagrama de bifurcaciones correspondiente al

mapa 1 de la configuración mostrada en la fig. 5.10(a), {x(1)n } (puntos), a medida
que aumenta la intensidad de acoplamiento, ε; simultáneamente se representa la
tasa de falsos positivos, FPR (ćırculos rojos) y la tasa de verdaderos positivos,
TPR (triángulos negros), ecs. 3.11 y 3.13.

Si x
(i)
t ≈ x

(j)
t para todo par (i, j), entonces I(x(i);x(j)) será elevado incluso en

ausencia de un enlace estructural real. Esto genera un “solapamiento artificial”

en las medidas de dependencia, reduciendo la capacidad para discriminar en

términos de la información mutua y, por tanto, comprometiendo la precisión

de la inferencia. Puede decirse que la sincronización borra la huella distintiva

de las interacciones individuales, enmascarando la estructura real de la red.

En este contexto, se identifican dos regiones de interés para la inferencia

de conexiones:

1. regiones de acoplamiento débil [ε < 0.1], donde los nodos aún no mues-

tran una dinámica colectiva dominante y las correlaciones reflejan mejor

las conexiones directas (región 1 en la fig. 5.21), y

2. regiones de acoplamientos moderados a intensos (región 2 en la fig. 5.21),

caracterizada por una gran generación de información, pero sin sincroni-
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Figura 5.30: Diagrama de bifurcaciones de un mapa experimental en una
red de 6 nodos junto a los resultados de las tasas de inferencia. El diagra-
ma de bifurcaciones corresponde al mapa 1 de la configuración mostrada en la fig.

5.10(b), {x(1)n } (puntos), a medida que aumenta la intensidad de acoplamiento, ε;
simultáneamente se representa la Tasa de Falsos Positivos, FPR (ćırculos rojos) y
la Tasa de Verdaderos Positivos, TPR (triángulos negros), ecs. 3.11 y 3.13.

zación.

En particular, la fig. 5.29 y, de forma más clara, la fig. 5.30 evidencian que

la región comprendida en torno a ε ≈ 0.4, correspondiente a una zona de alta

generación de información pero baja transmisión efectiva, resulta óptima para

la inferencia. En esta región, las tasas de verdaderos positivos (TPR) superan

ampliamente a las de falsos positivos (FPR), lo que indica una reconstrucción

más precisa de la red subyacente.

Estos intervalos de acoplamiento presentan caracteŕısticas favorables para

la inferencia debido a una combinación de factores. Por un lado, una alta ge-

neración de información (caoticidad), y por otro, la ausencia de transmisión de

información significativa (sincronización completa). Estas condiciones permi-

ten capturar la complejidad del sistema sin perder la capacidad de identificar

y analizar las conexiones y relaciones entre los nodos. La abundancia de in-
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formación favorece la inferencia, ya que proporciona los datos necesarios para

identificar correlaciones y dependencias entre los nodos. Por otro lado, aunque

existe una mı́nima coordinación parcial entre los nodos, el sistema no alcanza

un estado de sincronización completa. Esto es crucial para la inferencia, ya que

si los nodos estuvieran completamente sincronizados, todos seguiŕıan la misma

dinámica, haciendo imposible distinguir las conexiones y relaciones entre ellos.

La sincronización total borraŕıa las diferencias individuales y, por lo tanto, la

información necesaria para inferir las interacciones internas de la red.

5.4. Caracterización topológica de redes

En esta sección se exponen los resultados publicados en [33], donde se deriva

un valor aproximado para la distancia resistiva al encontrar los ĺımites supe-

rior e inferior de la ec. (5.4). Se muestra que la aproximación propuesta para

la distancia resistiva coincide estrechamente con el valor teórico (ec. (2.21))

en diferentes redes sintéticas y del mundo real. Luego, se aplica la ec. (5.4)

para encontrar exactamente la medida de centralidad del vector propio, lo que

implica que cualquier diferencia en los cálculos numéricos que aparecen en las

aplicaciones prácticas se debe a errores numéricos (como errores de redondeo

y truncamiento) y puede ser despreciado.

En [33] se mostró que es posible aproximarse mucho a la distancia resistiva

y encontrar exactamente la centralidad del vector propio de las redes pondera-

das o no ponderadas con sus espectros de valores propios. El método empleado

se basa en los trabajos de Denton et al. [102, 103], quienes han demostrado

que las componentes de los vectores propios se pueden recuperar a partir de

los espectros de valores propios, que denominan identidad de vector propio-

valor propio, y es válido para cualquier matriz hermı́tica (es decir, una matriz

cuadrada que es igual a su traspuesta conjugada) con valores propios no dege-

nerados. Esta identidad ha sido descubierta y redescubierta en álgebra lineal

durante casi dos siglos, siendo Jacobi (1834) una de las primeras referencias

[104]. Espećıficamente,

∣∣∣[ψ⃗n]i

∣∣∣2 = ∏N−1
k=1 [λn(A)− λk(Mi)]∏N

k=1; k ̸=n [λn(A)− λk(A)]
, (5.4)

donde [ψ⃗n]i es la i-ésima componente (i = 1, . . . , N) del n-ésimo vector propio
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de la matriz A asociado al autovalor λn(A) (con n = 1, . . . , N modos), tal

que Aψ⃗n = λn(A)ψ⃗n, y λk(Mi) es el k- ésimo autovalor (k = 1, . . . , N − 1)

de la matriz Mi, que se obtiene de A eliminando la i-ésima fila y columna.

Además, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que los espectros de

valores propios en la ec. (5.4) están ordenados de forma no decreciente; es

decir, λ1(A) ≤ λ2(A) ≤ · · · ≤ λN(A). En consecuencia, la ec. (5.4) permite

determinar los valores de todas las componentes del vector propio de la matriz

A a partir de sus valores propios.

En este trabajo el análisis se centra en redes no dirigidas, lo que conduce a

matrices de adyacencia hermitianas, es decir, simétricas y con entradas no ne-

gativas. De este modo, A(i, j) = A(j, i) ≥ 0 para todas las entradas (A = AT ),

donde A(i, j) > 0 si el nodo i está conectado al nodo j y A(i, j) = 0 en caso

contrario. En particular, se construyeron redes de resistencias de tamaño pe-

queño en estructuras casi anulares con N = 6, 12, 18 y 24 nodos, agregando

un enlace para evitar los valores propios degenerados (ver sección 4.2).

La distancia resistiva, ρtheo, requiere conocer los espectros de valores pro-

pios y los valores y signos de todas las componentes de los vectores propios.

Dado que la identidad de valor propio - vector propio de la ec. (5.4) solo per-

mite el cálculo de valores absolutos, no puede saberse exactamente cómo las

diferencias en ec. (2.21) están contribuyendo al valor de ρtheo(i, j). Sin embar-

go, se pueden usar los módulos de los vectores propios de la ec. (5.4) para

encontrar los ĺımites superior e inferior. Espećıficamente, se utiliza la ec. (5.4)

para escribir la i-ésima componente de ψ⃗n como

∣∣∣[ϕ⃗n]i

∣∣∣2 = ∏N−1
k=1 [λn(L)− λk(Mi)]∏N

k=1; k ̸=n [λn(L)− λk(L)]
, (5.5)

donde la matriz Mi ahora se obtiene de la matriz laplaciana de la red, L,

eliminando su i-ésima fila y columna. Por otro lado, la diferencia entre las

coordenadas i-ésima y j-ésima para el modo n-ésimo en la ec. (2.21) es

∣∣∣[ϕ⃗n]i − [ϕ⃗n]j

∣∣∣2 = ∣∣∣[ϕ⃗n]i

∣∣∣2 + ∣∣∣[ϕ⃗n]j

∣∣∣2 − 2[ϕ⃗n]i[ϕ⃗n]
∗
j , (5.6)

donde el último término del producto cruzado tiene un signo desconocido,

puede ser positivo o negativo, según el signo de las componentes de cada vector

propio.

La ec. (5.5) se emplea de la siguiente manera para aproximar ρtheo. Se hace
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la suma en ec. (2.21) como si solo contuviera términos de productos cruzados

positivos o negativos, es decir, usando +2|[ϕ⃗n]i||[ϕ⃗n]j| o−2|[ϕ⃗n]i||[ϕ⃗n]j|. Cuando
solo se suman estos términos de productos cruzados, se genera efectivamente

un ĺımite superior para la distancia resistiva, que aqúı se nota como ρup(i, j).

Análogamente, al restar estos términos se obtiene un ĺımite inferior, ρdown(i, j).

En este trabajo, usando estos ĺımites se aproxima el valor exacto de ρ(i, j)theo

por su promedio [33], es decir,

ρapprox(i, j) =
1

2
[ρup(i, j) + ρdown(i, j)] , ∀ i, j, (5.7)

que efectivamente cancela los términos de productos cruzados,

ρapprox(i, j) =
N∑

n=2

(∣∣∣[ϕ⃗n]i

∣∣∣2 + ∣∣∣[ϕ⃗n]j

∣∣∣2)
λn(L)

, ∀ i, j. (5.8)

Para cuantificar qué tan cerca está ρapprox del valor exacto de la distancia

resistiva ρtheo [ec. (2.21)], se determina el error relativo promedio,

∆ρ(N) =
2

N(N − 1)

N∑
i=1

N∑
j>i

∣∣∣∣1− ρapprox(i, j)

ρtheo(i, j)

∣∣∣∣ . (5.9)

Esta expresión ofrece una métrica clara sobre la validez de la aproximación y

la robustez del método propuesto.

5.4.1. Distancia resistiva aproximada para circuitos y

redes corticales

A modo de ilustración experimental de cómo funciona la ec. (5.8), se di-

señaron circuitos de resistencias para estructuras cuasi-anulares, donde se mi-

dió su resistencia equivalente, ρequiv, para compararlas con los valores teóricos

de distancia resistiva (ec. (2.21)) y con la aproximación propuesta (ec. (5.8)).

Los resultados se pueden ver en la fig. 5.31. Estas medidas experimentales y

teóricas debeŕıan ser las mismas [105], lo cual se corroboró al encontrar una

diferencia relativa insignificante entre ellas; ∆ρ = 1 × 10−4 para N = 6 y

2× 10−6 para N = 24. Estas diferencias insignificantes se pueden apreciar en

los recuadros de la fig. 5.31.

Como los circuitos de resistencias experimentales implementados en esta
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Figura 5.31: Valores de distancia resistiva para redes de resistores en un
cuasi-anillo. El panel superior [inferior] muestra los resultados para N = 6 [N = 24]
nodos, donde los enlaces son resistencias conectadas en una estructura de anillo con
una resistencia adicional entre los nodos 1 y 3. Los ćırculos rellenos (rojos) muestran
las lecturas del óhmetro, los cuadrados negros rellenos muestran los valores teóricos
de la distancia de resistencia, ρtheo (ec. (2.21)), suponiendo resistencias idénticas de
1 kΩ, y los diamantes sin rellenar (verdes) muestran la distancia resistiva obtenida
con la aproximación propuesta [ec. (5.8)]. Los enlaces se ordenan de acuerdo con
valores crecientes de ρtheo y no están etiquetados en el panel inferior.
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parte de la investigación tienen una estructura regular casi pura (es decir, una

red en anillo con un enlace adicional), la aproximación no sigue los valores

exactos de distancia de resistencia, ρtheo. La razón es que las redes regulares

puras tienen valores propios degenerados, lo que hace que ec. (5.4) no sea

válida. Ambos paneles de la fig. 5.31 muestran que los valores intermedios

de ρtheo, medidos con un óhmetro (ćırculos rellenos) o calculados a partir de

ec. (2.21) (cuadrados rellenos), se aproximan mucho por ρapprox (rombos sin

rellenar), pero sus valores extremos no lo son (es decir, ya sea para ρ(i, j)

pequeños o para ρ(i, j) grandes). En particular, se observa que ∆ρ ≈ 0.25 para

N = 6 (panel superior) y ≈ 0.5 para N = 24 (panel inferior). El error relativo

promedio, ∆ρ, disminuye significativamente para redes complejas, como redes

neuronales reales (fig. 5.32).

Figura 5.32: Distancia resistiva para redes corticales simétricas. De arriba
a abajo, los paneles muestran los valores de distancia resistiva exactos, ρtheo (ćırculos
rellenos) y aproximados (rombos sin relleno) entre todos los N(N − 1)/2 pares de
nodos de las áreas corticales y talámicas del Gato (N = 95 nodos y 1085 enlaces
ponderados), las áreas sensoriomotoras y visuales a gran escala del Macaco (N = 47
nodos y 313 enlaces no ponderados), y la conectividad cortical del Macaco ( N = 71
nodos y 438 enlaces no ponderados) [88]. Los enlaces se ordenan de acuerdo con
valores crecientes de ρtheo.

La figura 5.32 muestra los resultados de las 3 redes corticales tomadas del

conjunto de datos BCT [88]: las áreas corticales y talámicas del gato (panel

superior), las áreas sensoriomotoras visuales a gran escala del macaco (panel

central) y la conectividad cortical del macaco. Puede verse en cada panel cómo
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los ρapprox (rombos sin relleno) siguen de cerca los valores de ρtheo (ćırculos

rellenos), los cuales están ordenados según los valores de ρtheo. Más importante

aún, se observa que la red del gato está ponderada (panel superior), lo que

muestra que la aproximación también se cumple para las redes ponderadas.

Se obtuvo ∆ρ = 3.01% para el panel superior, 5.68% para el panel central y

5.92% para el panel inferior, lo que muestra que ρapprox es una aproximación

efectiva del valor de ρtheo en redes corticales complejas.

5.4.2. Discusión sobre distancia resistiva

Los resultados obtenidos muestran que la aproximación propuesta para la

distancia resistiva entre dos nodos de una red mejora con el grado de hetero-

geneidad y el tamaño de la red. Se puede encontrar una razón heuŕıstica para

esta mejora analizando las propiedades del término cruzado de la ec. (2.21),

que se elimina en la ec. (5.8) para obtener la distancia resistiva aproximada.

Es decir, se afirma que

término cruzado =
N∑

n=2

[ϕ⃗n]i[ϕ⃗n]
∗
j

λn(L)

N→∞−−−→ 0. (5.10)

Este término es un producto interno entre los vectores propios de la ex-

pansión laplaciana (es decir, para n > 1) i-ésimas y j-ésimas coordenadas,

normalizadas por el valor propio correspondiente, es decir, el producto interno

entre los vectores {[ϕ⃗2]i/λ2, . . . , [ϕ⃗N ]i/λN} y {[ϕ⃗2]j/λ2, . . . , [ϕ⃗N ]j/λN}. Tam-

bién se observa que los autovectores generadores tienen media cero debido a la

ortonormalidad y cumplen la propiedad de completitud [106], como se muestra

a continuación. Por lo tanto, es probable que el producto entre 2 coordenadas

de cualquier modo dado n cambie de signo para diferentes modos y también

sume 0 cuando se toman en cuenta todos los modos (completitud). En conse-

cuencia, estas razones hacen que la suma en la ec. (5.10) sea aproximadamente

nula.

Para una red conectada, los vectores propios laplacianos son ortonormales,

es decir, ϕ⃗n · ϕ⃗m = δnm, donde δnn = 1 para cualquier n y δnm = 0 para n ̸= m.

En particular, ϕ⃗1 = 1⃗/
√
N , que es el vector propio asociado al valor propio nulo

que abarca el núcleo. Por lo tanto, para n > 1, 0 = ϕ⃗n · ϕ⃗1 =
∑N

i=1[ϕ⃗n]i/
√
N , lo

que significa que todos los ϕ⃗n>1 tienen media cero. Esto significa que las coor-

denadas de cualquier vector propio de expansión deben tener signos diferentes.
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También por completitud se tiene que

N∑
n=1

[ϕ⃗n]i[ϕ⃗n]
∗
j = δij, (5.11)

lo que significa que
∑N

n=2[ϕ⃗n]i[ϕ⃗n]
∗
j = δij − 1/N . En general, la ec. (5.10) es

una variación de esta ecuación de completitud, que para N grandes tiende a

ser cercana a cero debido a las modulaciones de los valores propios, 1/λn.

5.4.3. Obtención de la centralidad del vector propio a

partir de los valores propios

Ahora se muestra brevemente cómo encontrar la centralidad del vector pro-

pio de la red, ψ⃗(c) = ψ⃗N = {ψ(c)
1 , . . . , ψ

(c)
N }, de ec. (5.4). ψ⃗(c) es el vector propio

Perron-Frobenius asociado al valor propio máximo [56] de la matriz de adya-

cencia, máxn=1,...,N{λn(A)} = λ(c). Esto significa que los componentes de ψ⃗(c)

son no negativos, es decir, Aψ⃗(c) = λ(c)ψ⃗(c) con [ψ⃗(c)]i = ψ
(c)
i ≥ 0 ∀ i, y repre-

sentan la importancia relativa que tiene cada nodo en la red. Más importante

aun, esto significa que la ec. (5.4) se puede usar directamente para encontrar

sus componentes por

∣∣∣[ψ⃗(c)]i

∣∣∣2 = ∣∣∣[ψ⃗N ]i

∣∣∣2 = ∏N−1
k=1 [λN(A)− λk(Mi)]∏N−1
k=1 [λN(A)− λk(A)]

, (5.12)

donde se asume (sin pérdida de generalidad) que el orden de los espectros de

valores propios no es decreciente; es decir, λ1(A) ≤ λ2(A) ≤ · · · ≤ λN(A).

En consecuencia, la ec. (5.12) proporciona la medida exacta de centralidad

del vector propio para cualquier matriz de adyacencia hermitiana (es decir,

para cualquier red ponderada o no ponderada) solo utilizando sus espectros de

valores propios.

Esta sección ha detallado cómo la identidad de vector propio-valor pro-

pio (5.4) permite una aproximación robusta de la distancia resistiva, como

se evidenció en las redes analizadas, y también la determinación exacta de la

centralidad del vector propio. Se ha demostrado que la precisión de la aproxi-

mación de la distancia resistiva mejora con la heterogeneidad y el tamaño de la

red, un fenómeno que puede atribuirse a la cancelación heuŕıstica del término

cruzado en la ecuación (5.10). Los resultados experimentales con circuitos de

resistencias, aunque muestran dificultades en redes altamente regulares debido
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a valores propios degenerados, corroboran la validez de la aproximación en la

mayoŕıa de los casos. La aplicabilidad de este método a redes corticales con

diferentes topoloǵıas subraya su utilidad general para la caracterización to-

pológica, ofreciendo una forma eficiente de cuantificar propiedades de la red

directamente a partir de sus espectros.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y perspectivas

El mapa loǵıstico, si bien se originó en la descripción de dinámicas poblacio-

nales y posee una estructura sencilla, se destaca por su riqueza dinámica. Esto

lo convierte en una herramienta versátil para modelizar fenómenos en diversas

áreas del conocimiento. Cuando se extiende a redes de mapas loǵısticos aco-

plados, permite además analizar y comprender comportamientos emergentes

caracteŕısticos de sistemas complejos. En este contexto, el sistema experimental

de alta precisión empleado en esta tesis, basado en la implementación electróni-

ca de estos mapas acoplados, resulta una potente plataforma experimental.

Este sistema ha permitido llevar a cabo estudios de laboratorio controlados

de un sistema complejo real, profundizando la comprensión desde un acerca-

miento emṕırico a la dinámica caótica. La fiabilidad de la implementación se

manifiesta en la reproducción de la dinámica del mapa loǵıstico aislado.

Acerca de la dinámica aislada de mapas loǵısticos expe-

rimentales

El análisis de la dinámica aislada de los mapas loǵısticos en la implementa-

ción experimental reveló una concordancia con el modelo teórico desde varios

aspectos. La validación se sustenta, por un lado, en una comparación de los

diagramas de bifurcaciones (fig. 5.1), donde las transiciones de puntos fijos a

peŕıodos y, finalmente, al caos, se replican con precisión respecto a los resulta-

dos numéricos. De manera similar, los exponentes de Lyapunov (fig. 5.2), que

cuantifican la naturaleza caótica del sistema, mostraron un acuerdo notable

entre los datos experimentales y las simulaciones.

Pero más aun, la determinación experimental de la constante de Fei-
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genbaum, con una desviación promedio del 3.5% respecto al valor teórico

δ = 4.6692 . . . [47] (tabla 5.1), ofrece una evidencia cuantitativa de la precisión

con la que el montaje electrónico reproduce las propiedades universales de los

mapas, lo cual valida la viabilidad del sistema como plataforma experimental

para el estudio de fenómenos colectivos en redes caóticas.

Acerca de la dinámica colectiva de mapas acoplados

Al analizar circuitos acoplados en esa misma implementación experimental,

las heterogeneidades se manifiestan de maneras que los modelos numéricos pro-

puestos no logran predecir completamente. Los modelos numéricos, en general,

se construyen para facilitar la comprensión de ciertos aspectos del sistema, pero

en ese proceso parte de su riqueza se pierde. En este trabajo se evidencia que,

a pesar de que los modelos numéricos de sistemas acoplados contribuyen a la

comprensión del comportamiento del sistema, la complejidad de las dinámicas

observadas a nivel experimental normalmente supera la de los modelos sintéti-

cos. Esto refuerza la importancia de los resultados presentados en el desarrollo

de la tesis, que provienen del análisis de la implementación electrónica.

Del estudio de la información, los resultados obtenidos indican que las con-

figuraciones que maximizan tanto la generación como la transmisión de infor-

mación tienden a alcanzar cierto grado de sincronización caótica. La dinámica

caótica está vinculada a una alta generación de información, mientras que la

sincronización mejora la eficiencia de la transmisión. Se identificaron configu-

raciones espećıficas que, a pesar de no tener la máxima densidad de enlaces

(ρ < 1), maximizan la entroṕıa conjunta condicional, CJH (ec. 5.1). En par-

ticular, esta situación surge en las configuraciones de 6 nodos que se muestran

en las figs. 5.10(a) y (b), aśı como en las configuraciones de 12 nodos. Las

diferentes clasificaciones se realizaron a partir de un umbral de información

arbitrario, λ. Para una transmisión significativa de información, este umbral

⟨I⟩ > λ = 2.7 bits se establece para todas las configuraciones, de modo que

considere las órbitas que se extienden (uniformemente) más allá de 6 bins

de la discretización propuesta para el intervalo del mapa. De igual forma,

el umbral para una transmisión de información insignificante se establece en

0 < ⟨I⟩ < λ = 0.5 bits, ya que este valor permite descartar órbitas casi pe-

riódicas. Antes de alcanzar la región de sincronización casi completa, todas

las configuraciones analizadas presentan una fase intermedia caracterizada por
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una alta generación de información en los nodos individuales, pero con una

baja transmisión entre ellos. Comprender cómo estas propiedades topológicas

influyen en la emergencia de fenómenos complejos constituye un desaf́ıo. Asi-

mismo, resultaŕıa interesante evaluar si los patrones dinámicos identificados

mediante medidas de información persisten en redes sin componentes ćıclicos,

ya que los experimentos presentados en esta tesis se basan en configuraciones

con al menos una estructura de anillo.

La definición de la entroṕıa conjunta condicional, CJH|>λ (ec. (5.2)), ha

permitido cuantificar la generación de información de los mapas cuando el

sistema acoplado maximiza su transmisión de información. Como se obtiene

de la suma de la entroṕıa condicional la ec. (5.1), los resultados obtenidos para

CJH|>λ son robustos a variaciones del acoplamiento. Esta nueva magnitud

proporciona un criterio práctico para clasificar las configuraciones, permitiendo

identificar dinámicas que se mantienen en un amplio rango de intensidades de

acoplamiento, lo cual se hace especialmente relevante en situaciones donde el

ajuste fino de los parámetros puede ser imposible.

En la sección 5.2.3.1 se identificaron intervalos en la intensidad de acopla-

miento, ε, que delimitan comportamientos robustos del sistema acoplado. En

ese sentido, el análisis de la correlación entre las señales individuales de los

mapas y el campo medio global revela un comportamiento consistente en las

distintas configuraciones consideradas, tanto experimentales como numéricas.

En todos los casos, se observa que el valor medio del coeficiente de correlación

inicial decrece con N , el tamaño del sistema, siguiendo una ley de potencia (ec.

5.3). Esto muestra una regularidad estructural en la forma en que los nodos

se acoplan al conjunto, sugiriendo que, aunque el número total de interaccio-

nes en el sistema aumenta, la correlación entre pares de nodos se diluye en la

estructura global.

En este sentido, una ĺınea de trabajo podŕıa centrarse en explorar el papel

que juega la dilución de la correlación con el tamaño del sistema en el sur-

gimiento de fenómenos emergentes en redes complejas. En particular, cómo

esta ley de potencia, que describe el decaimiento de la correlación promedio

con el número de nodos, influye en la estabilidad de los reǵımenes dinámicos

observados y en la transmisión de información en la red.

Respecto al pasaje de un estado de generación a otro de simultánea ge-

neración y transmisión de información, los resultados sugieren la presencia de

una transición de fase con caracteŕısticas h́ıbridas. Esto puede atribuirse a las
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heterogeneidades inherentes al sistema experimental. En ese sentido puede pro-

fundizarse en el estudio de cómo estas heterogeneidades afectan la dinámica de

generación y transmisión de información, especialmente en los rangos de aco-

plamientos intermedios donde la información se genera abundantemente pero

se transmite de manera limitada entre nodos. Pueden diseñarse experimentos

que permitan cuantificar las fluctuaciones y la susceptibilidad del sistema an-

te perturbaciones controladas, para caracterizar mejor la naturaleza de esta

transición y su impacto en la organización colectiva.

Acerca de la inferencia de acoplamientos

También se identificó el intervalo que presenta caracteŕısticas favorables pa-

ra la inferencia debido a una alta generación de información y la ausencia de

sincronización completa. Estas condiciones permiten capturar la complejidad

del sistema sin perder la capacidad de identificar y analizar las conexiones y

relaciones entre los nodos. La abundancia de información favorece la inferencia,

ya que proporciona los datos necesarios para identificar correlaciones y depen-

dencias entre las unidades. Aunque en ese intervalo existe cierta coordinación

parcial entre los nodos, el sistema no alcanza una sincronización completa, que

eliminaŕıa cualquier posibilidad de inferir las conexiones. Es precisamente la

interacción entre la entroṕıa individual y la coherencia colectiva lo que otorga

a este régimen su potencial para la inferencia de enlaces.

Una ĺınea de investigación puede centrarse en identificar de forma precisa

el intervalo óptimo de inferencia para diferentes tipos de sistemas dinámicos

o diagramas de red, desarrollando métricas que capturen simultáneamente la

complejidad (en términos de la información) y el grado de sincronización par-

cial. En el mismo sentido, se puede además investigar la posibilidad de definir

una función que caracterice la capacidad de inferencia y explorar cómo se

optimiza este intervalo variando los parámetros del sistema, la intensidad de

acoplamiento, o incluso la topoloǵıa de la red. Además, en el contexto ex-

perimental donde el ruido y las heterogeneidades son inevitables, un aspecto

relevante a investigar es la robustez de los algoritmos de inferencia (en el régi-

men óptimo) frente a niveles crecientes de ruido y pequeñas heterogeneidades

entre los nodos, buscando umbrales a partir de los cuales la inferencia se vuel-

va inviable. Otra perspectiva es explorar el control de sistemas dinámicos para

dirigir su comportamiento hacia este intervalo óptimo de inferencia. Si es po-
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sible manipular parámetros o aplicar perturbaciones externas controladas, se

podŕıa buscar inducir un estado de alta inferibilidad, facilitando aśı el mapeo

de las conexiones del sistema.

Los resultados sugieren que, al igual que el sistema estudiado, otros siste-

mas, como el cerebro, podŕıan operar en una región de máxima inferibilidad.

La identificación de un régimen dinámico intermedio que maximiza la gene-

ración de información y la inferencia podŕıa ser análogo al régimen cŕıtico

hipotetizado para describir el funcionamiento del cerebro [107, 108], donde se

optimizan la eficiencia de la comunicación y la capacidad adaptativa. Estudiar

esta correspondencia podŕıa ofrecer nuevas herramientas para el análisis de re-

des neuronales funcionales y la detección de transiciones en sistemas biológicos

complejos.

Acerca de la caracterización topológica de redes

Al estudiar la caracterización topológica, en este trabajo se utilizó la iden-

tidad vector-valor propio para expresar medidas de red basadas en vectores

propios y/o valores propios, únicamente en términos de los valores propios.

Aunque el trabajo presentado en esa sección se centra en análisis de la distan-

cia de resistencia y en cómo usar la identidad para obtener la centralidad del

vector propio, no se limita a estas medidas y puede extenderse directamente a

cualquier medida topológica que requiera conocer conjuntos de vectores pro-

pios. La única limitación del enfoque presentado es tener una red conexa sin

valores propios degenerados.

En esa sección se derivó una expresión para aproximar los valores de la

distancia de resistencia, ρapprox, (ec. (5.8)) de una red a partir del espectro

de valores propios de su matriz laplaciana. Utilizando redes de resistencias

de pequeño tamaño implementadas experimentalmente, se explicó el funciona-

miento de la aproximación propuesta (fig. 5.31). Alĺı se muestra la eficiencia de

la aproximación, que coincide con los valores exactos de la distancia de resisten-

cia, siendo probada en redes de conectividad del mundo real (fig. 5.32). Puede

aproximarse adecuadamente la distancia de resistencia de las redes corticales

analizadas, con diferencias relativas inferiores al 6%. Además, se demostró que

la centralidad del vector propio de una red puede tener una expresión que solo

depende de los valores propios de su matriz de adyacencia. Cuando los valores

propios no son degenerados, la expresión permite obtener la medida de cen-
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tralidad del vector propio sin necesidad de obtener los vectores propios de la

matriz de adyacencia, lo cual seŕıa computacionalmente exigente en caso de

redes de gran tamaño. La medida de centralidad del vector propio tiene en

la investigación biomédica actual una especial relevancia [109, 110, 111, 112,

113]. Esta formulación adquiere una utilidad creciente a medida que el tamaño

y la complejidad de las redes corticales analizadas se incrementan.

Como se ha expuesto, este trabajo de tesis abre múltiples ĺıneas de inves-

tigación futura. Los resultados robustos obtenidos experimentalmente plan-

tean interrogantes relevantes sobre las caracteŕısticas estructurales de las re-

des que favorecen o inhiben comportamientos emergentes. La implementación

electrónica descripta y empleada en este trabajo abre posibilidades adicionales,

como explorar configuraciones dinámicas adaptativas, donde algunos paráme-

tros de la red puedan ajustarse en tiempo real en función de la respuesta

dinámica. En este sentido, puede extenderse el análisis a modelos más genera-

les de acoplamiento y adaptación, y explorar otros escenarios de aplicación en

los que la dinámica y el acople evolucionen conjuntamente. Aun manteniendo

fijo el parámetro local, r, y utilizando una única intensidad de acoplamiento

global, ε, el sistema experimental permite ensayar estrategias de control como

acoplamiento intermitente o retardado, retroalimentación basada en el cam-

po medio o ajustes dinámicos de ε orientados a maximizar la transmisión de

información o a controlar la aparición de sincrońıa global. Estas estrategias

ampĺıan el alcance experimental del sistema y abren nuevas perspectivas para

el estudio y diseño de redes adaptativas en contextos reales, profundizando

la comprensión de la interacción entre estructura, dinámica e información en

sistemas complejos.
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Caṕıtulo 7

Publicaciones y contribuciones

Art́ıculos

“Observation of bifurcations and hysteresis in experimentally coupled

logistic maps”[59]

“Finding the resistance distance and eigenvector centrality from the net-

work’s eigenvalues”[33]

“Non-trivial generation and transmission of information in electronically

designed logistic-map networks”[32]

Contribuciones en conferencias

‘Emergence of catastrophes in populations competitions”

Póster presentado en DDays LAC 2018

‘Emergence of catastrophes in populations competitions”

Póster presentado en XVI Reunión de la SUF 2018

“Observation of bifurcations and hysteresis in experimentally coupled lo-

gistic maps”

Póster presentado en Statistical Physics of Complex Systems, ICTP, 2021

“Non-trivial generation and transmission of information in electronically

designed logistic-map networks”

Conferencia aceptada en LANET 2025
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85 (2016), págs. 151-163. issn: 0960-0779. doi: https://doi.org/10.1016/

j.chaos.2016.02.001. url: http://www.sciencedirect.com/science/article/

pii/S0960077916300327.

112

https://doi.org/10.1007/BF02402204
https://doi.org/10.1007/BF02402204
https://doi.org/10.1007/BF02402204
https://doi.org/10.1007/BF01982351
https://doi.org/10.1007/BF01982351
https://doi.org/10.1007/BF01982351
https://arxiv.org/abs/nlin/0003017v1
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.chaos.2016.02.001
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.chaos.2016.02.001
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0960077916300327
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0960077916300327


[45] Hohl A y Gavrielides A. ((Bifurcation Cascade in a Semiconductor Laser

Subject to Optical Feedback)). En: Phys. Rev. Lett. 82 (6 feb. de 1999),
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29195/iascs.03.01.0007.

[60] Chaté H y Manneville P. ((Spatio-temporal intermittency in coupled

map lattices)). En: Physica D: Nonlinear Phenomena 32.3 (1988),
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Anexo 1

Circuitos

Implementar electrónicamente un mapa loǵıstico implica lograr que el cir-

cuito opere según la función loǵıstica (ecuación 2.1), y que además tenga una

dinámica de tiempo discreto. Para ello, el diseño del circuito empleado está di-

vidido en dos grandes bloques: el bloque mapa loǵıstico (BML), el cual efectúa

analógicamente la función loǵıstica, y el bloque de muestreo y retención (BMR),

que es el responsable de generar la señal a trazos [114].

Bloque mapa loǵıstico

Para construir el circuito que implementa la función loǵısticas se utilizó un

multiplicador analógico, una resistencia R = 1KΩ con una precisión de 1% y

una resitencia variable Rvar en el rango de entre 0 y 3KΩ.

Figura 1.1: Diagrama del circuito electrónico que reproduce la función
loǵıstica [115].
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El multiplicador analógico AD633AN1, tiene un rango de entrada de ±10V ,

de salida ±11V , un voltaje de saturación, Vs = 10V y permite realizar el

producto de dos señales eléctricas analógicas y sumar una tercera (fig. 1.2).

Figura 1.2: Multiplicador analógico. Diagrama del multiplicador utilizado para
implementar la función loǵıstica.

Aplicando las leyes de Kirchhoff, el voltaje a la salida del multiplicador a

partir de su ecuación indicada en la fig. 1.2 resulta

Vout =
Vin(Vs − Vin)

Vs
+ V6. (1.1)

Considerando despreciable la corriente en las entradas, se tiene que

Vout − V6 = R.i,

y

Vout = (R +Rvar).i,

de donde

V6 = Vout(1−
R

R +Rvar

). (1.2)

Sustituyendo la ec. (1.2) en la (1.1), se obtiene que el voltaje a la salida del

multiplicador está dado por

Vout(t) =

(
1 +

Rvar

R

)
Vin(t)(Vs − Vin(t))

Vs
. (1.3)

Los voltajes del circuito electrónico pueden identificarse con las variables de

1Hoja de datos disponible en:
www.analog.com/media/en/technical − documentation/data− sheets/ad633.pdf
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estado de la ec. (2.1) mediante la siguiente transformación: xn → Vin/Vs,

xn+1 → Vout/Vs, y el parámetro de control está dado por

r ≡
(
1 +

Rvar

R

)
. (1.4)

A partir de la ec. (1.3), cuando r = 4, el voltaje puede superar Vs debido al

ruido electrónico, saturando el multiplicador analógico. En consecuencia, en el

análisis para caracterizar el sistema se establece r < 4, para que la saturación

del multiplicador no constituya un problema.

La ec. (1.4) muestra que el control del parámetro r del mapa se logra a

partir de la variación de la resistencia Rvar. Para automatizar ese proceso se

realizó una implementación electromecánica, que consiste en un motor paso a

paso controlado desde la tarjeta, el cual se acopla a una resistencia variable.

Aśı, cada posición del motor implica un valor de la variable Rvar. De este mo-

do, se logró un sistema automatizado de variación del parámetro del mapa,

que permite barrer todo el rango de interés, 1 ≤ r < 4, respondiendo adecua-

damente para incrementos (dr) a partir de drmin = 0.003. Como ese valor es el

paso mı́nimo, se considera también la incertidumbre en el parámetro (δr) [85].

Bloque de muestreo y retención

El bloque BMR, muestrea el voltaje de la señal analógica proveniente del

BML y mantiene su valor constante durante un peŕıodo de tiempo espećıfico.

De este modo, el resultado es una serie temporal analógica que vaŕıa sus valores

paso a paso, modelando la evolución discreta de un mapa [115].

Dos conceptos temporales tienen especial importancia en el estudio de cir-

cuitos de muestreo y retención (sample-and-hold), y son el ((tiempo de mues-

treo)) y el ((tiempo de retención)). El primero marca el tiempo mı́nimo necesario

para almacenar correctamente el valor de la entrada, y en este caso está dado

por la frecuencia de muestreo de la tarjeta utilizada. El segundo es el tiempo

que el dispositivo retiene la señal, y que está determinado por la que se llamará

frecuencia del BMR, fMR.
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Figura 1.3: Diagrama esquemático del bloque de muestreo y retención.
Este bloque produce una evolución paso a paso, modelando la evolución discreta de
un mapa [115].

Para la implementación de este bloque se utilizaron dos operacionales

LF398 representados en la fig. 1.3 por los dos buffers más a la izquierda y

un amplificador operacional, el buffer de la derecha [116]. Su funcionamiento

básicamente consiste en muestrear el voltaje desde el terminal de entrada en

un instante, manteniendo su valor en el condensador un cierto tiempo (tiempo

de retención) y luego liberar la señal desde el terminal de salida un peŕıodo

de reloj posterior. Cada dos peŕıodos de reloj, los roles de ambos LF398 se

intercambian. Este cambio resulta en una evolución discontinua del circuito

completo (BML más BMR), donde en cada instante de tiempo se obtiene un

valor de xn. La frecuencia óptima del reloj, que establece el lapso de tiem-

po entre valores consecutivos del voltaje de salida, se debe elegir teniendo en

cuenta algunas restricciones experimentales. Por un lado, hay un ĺımite dado

por el tiempo que demora el BMR en cargar los condensadores y por otro lado,

la existencia de capacitancia parásita, corrientes de polarización en los ampli-

ficadores operacionales u otros componentes. Además, el tiempo de respuesta

para que el resto del circuito se estabilice después de cualquier cambio, es decir,

el tiempo requerido por el BML y el acoplamiento para estabilizar la salida,

constituye un ĺımite superior para la frecuencia del reloj. Sin embargo, desde

un punto de vista práctico, la frecuencia del reloj debe ser lo más alta posible

para reducir el tiempo necesario para realizar los experimentos y obtener series

temporales largas. En consecuencia, se ha elegido una frecuencia de trabajo en

el rango entre 10kHz y 20kHz.
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Módulo de acoplamiento

Para acoplar dos mapas loǵısticos se implementó el circuito esquematizado

en la fig. 1.4, denominado bloque de acoplamiento (BA). V1 y V2 representan el

voltaje del mapa 1 y 2 respectivamente, mientras que VC respresenta el voltaje

de control del acoplamiento.

El BML está conectado al BMR para definir la evolución en tiempo discreto

de cada mapa y además está conectado al BA para implementar la evolución

acoplada del sistema acuerdo con la ec. (2.27).

Figura 1.4: Diagrama del circuito de acoplamiento. El voltaje de salida,Vout,
relaciona linealmente ambos voltajes de entrada, V1 y V2, con una intensidad de
acoplamiento dada por VC [115].

Analizando los voltajes en el multiplicador AD633 de la fig. 1.4, se obtiene

Vout [115]

Vout(t) =

(
1− VC

VS

)
V1(t) +

VC
VS
V2(t) (1.5)

donde VS es el voltaje de saturación del multiplicador, VC es el voltaje de

control del BA y la intensidad del acople entre los mapas está dada por ε ≡ VC

VS
.

Identificando xout → Vout/Vs, se observa que la ec. (1.5) corresponde a la ec.

(2.27) para 2 mapas.

Para variar la intensidad del acople, ε, se empleó una salida analógica de la

tarjeta, que tiene una resolución de 3.5µV , y por lo tanto los valores de ε serán

confiables hasta el orden de las millonésimas, siendo más que satisfactorio para

los requerimientos del experimento.

Para realizar el acople de N mapas, se implementó la matriz Aij del modelo

(ec. (2.27)), mediante un dispositivo formado por N × N conectores (ver fig.

1.5), que permiten definir como 0 (desconectado) o 1 (conectado) los enlaces

entre los N mapas acoplados. Se implementan además N2 circuitos de acopla-

miento como el descripto en la fig. 1.4, ya que los acoples son bidireccionales.
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La fig. 1.5 muestra una fotograf́ıa del montaje experimental empleado, en

la que se distinguen: (1) la matriz de acoplamiento, representada por Aij en

la ec. (2.27), (2) los mapas loǵısticos, (3) la tarjeta adquisidora y (4) la imple-

mentación que permite el control del parámetro r.

Figura 1.5: Montaje experimental. 1-Matriz de acoplamiento, 2-Mapas loǵısti-
cos, 3- Tarjeta de adquisición, 4- Sistema de control del parámetro r.

De este modo, con la calibración y la programación adecuada, se dispone

de un sistema automatizado de variación de parámetros y recolección de series

temporales [59, 85].
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Figura 1.6: Esquema del circuito de mapas acoplados.
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Anexo 2

Resultados adicionales

Varianza media entre pares de nodos (N = 12)

La fig. 2.1 muestra los resultados de varianza media entre pares de nodos, ec.

(3.9), para redes regulares de 12 nodos, de grados: 2, 4, 6, 8, 10 y 11. También

en este caso la ĺınea continua en color magenta corresponde al valor teórico del

acoplamiento cŕıtico (ec. (2.31)) correspondiente a cada configuración.

Para determinar de forma numérica el valor del acoplamiento cŕıtico a partir

de la ec. 2.31 se consideró una red de mapas idénticos de parámetro r = r1exp .

Esos valores se presentan en la tabla 2.1 para el caso de redes de 12 nodos.

d εc (Num) εc (Exp)
1erPer 2 2o Per 2 3erPer 2 P. fijo Per > 2

2 − 0.1059 0.2039 0.6706 0.7804 −
4 0.7780 0.1294 0.2275 0.6353 − −
6 0.4528 0.1412 − − 0.8078 0.5059
8 0.3148 0.1451 0.2667 − 0.8000 −
10 0.2466 0.1569 0.2667 − 0.7922 −
11 0.2261 0.1765 − − 0.8000 0.3608

Tabla 2.1: Valores del acoplamiento cŕıtico,εc, obtenidos numéricamente a partir de
la ec. (2.31) y observados experimentalmente a partir de la dinámica de los mapas,
para 6 configuraciones de redes regulares de grado d de 12 nodos.

128



(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 2.1: Varianza entre pares de nodos. Se representa cómo vaŕıa la va-
rianza entre pares de nodos (ec. (3.8)) a medida que se incrementa la intensidad de
acoplamiento en redes regulares de 12 nodos, de grados: 2 (a), 4 (b), 6 (c), 8 (d)
10 (e) y 11 (f).
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