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Resumen

Una dinamica norte-sur en un espacio métrico es un homeomorfismo h que tiene exacta-
mente dos puntos fijos n y s y es tal que para todo otro punto x del espacio se verifica
que h~"(z) converge a n y que h"(z) converge a s. Un resultado conocido es que si un
espacio métrico compacto admite una dinamica norte-sur expansiva, entonces es numera-
ble. En este trabajo se generaliza este resultado a espacios compactos no necesariamente
metrizables. Ademas, a partir de la interpretacion en términos del anillo de funciones
continuas, se extiende la nocién a un contexto algebraico: las dinamicas consideradas en
este contexto son ciertos automorfismos de un anillo conmutativo con unidad y también
se prueba que si un anillo admite una tal dindmica expansiva entonces tiene una cantidad
numerable de ideales maximales.
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Introduccion

El articulo Ezpansivity on commutative rings de A. Artigue y M. Haim ([2]) establece
un marco tedrico unificado para conectar la expansividad desde dos perspectivas funda-
mentales en este trabajo: la expansividad topoldgica, clasica en sistemas dindmicos, y la
expansividad algebraica, definida en términos de automorfismos en anillos conmutativos
con unidad. La clave para esta correspondencia aparece en el articulo [1] que establece la
expansividad en términos de refinamientos de cubrimientos.

En este marco, el anillo de funciones continuas C'(X) sobre un espacio métrico compac-
to X es un puente natural entre ambas nociones, ya que todo homeomorfismo h : X — X
induce un automorfismo ay, : C(X) — C(X) tal que a,(f) = foh™'. Se pueden asi
trasladar propiedades dindmicas al contexto algebraico. En este trabajo, las dinamicas
norte-sur topolégicas (N.ST') y las dindamicas norte-sur algebraicas (NSA) se inscriben en
dicha dualidad: mientras las dinamicas NST son homeomorfismos con exactamente dos
puntos fijos n y s y érbitas asintéticas a estos puntos fijos, las NSA son automorfismos
de un anillo, donde dos ideales maximales My y Mg juegan el papel de los puntos fijos n
y S.

El resultado principal sobre dinamicas NST obtenido en este trabajo es que en espacios
compactos T7, la expansividad implica que el espacio subyacente es numerable (Teorema
2.10). Ademas, se prueba que toda dindmica norte-sur expansiva es una potencia de una
dindmica con una tnica 6rbita viajera (Teorema 2.14), lo que simplifica su clasificacién.
Este resultado tiene su contraparte en el ambito algebraico: los automorfismos NSA
expansivos andlogos a las dinamicas NST' con una sola érbita viajera solo pueden existir
en anillos con una cantidad numerable de ideales maximales (Teorema 3.10). El resultado
topoldgico es una generalizacion de un resultado conocido en espacios métricos; el teorema
algebraico no se encuentra en la literatura conocida por el autor.

El trabajo se organiza en tres capitulos. El primero considera los prerrequisitos to-
poldgicos y algebraicos necesarios, destacando ademaés la nocion de expansividad y al-
gunas propiedades importantes del anillo C'(X). El segundo se centra en las dindmicas
NST. En este se comienza con una definicién de dinamica NST que pueda extrapolarse
al caso algebraico y se estudia la relacién entre estas dinamicas N.ST' asi definidas y los
homeomorfismos h para los cuales existen exactamente dos puntos fijos n y s y tales que
para todo otro punto z del espacio se verfica que h™(z) — sy h™"(z) — n, a este tipo de
dinamicas las llamamos aca dindmicas norte-sur. Al final de este capitulo se prueba que
todo espacio compacto T} que admite una dinamica NST es numerable. En particular
todo espacio métrico compacto que admita una dindmica norte-sur expansiva es numera-
ble. El tercer capitulo aborda los automorfismos NSA, definidos en anillos conmutativos
con unidad y se obtiene un resultado analogo al obtenido en el contexto topoldgico, en el
sentido de que la existencia de una cierta clase de dindmica NSA expansiva implica la
numerabilidad de la coleccion formada por los ideales maximales del anillo.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se exponen algunas nociones de Topologia, de Algebra y de Sistemas
Dinamicos que se usaran en los capitulos siguientes.

1.1. Nociones basicas de Topologia

Asumimos que el lector tiene conocimientos de Topologia General como los abordados
en [8]. Recordaremos brevemente algunas cuestiones bésicas y algunas otras que a veces
no son abordadas en un primer curso de Topologia.

La siguiente proposicion establece distintas formas de caracterizar una funcién conti-
nua que seran de utilidad mas adelante.

Proposiciéon 1.1. Sean X,Y espacios topologicos y sea f : X — Y. Entonces, las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

1. f es continua

2. Para todo subconjunto A de X, se tiene que f (A) C f(A)
3. Para todo cerrado B de Y se tiene que f~'(B) es cerrado en X

4. Para cada x € X y cada abierto V' que contiene a f(x) existe un entorno abierto U
de x para el cual se verifica que f(U) C V.

Decimos que un espacio X tiene una base numerable en x € X si existe una coleccién
numerable B de abiertos que contienen a x de forma tal que todo abierto que contiene
a x contiene al menos un elemento de B. Decimos que un espacio X satisface el primer
axioma de numerabilidad si existe una base numerable en cada punto de X. En los espacios
topoldgicos que satisfacen el primer axioma de numerabilidad, las sucesiones convergentes
son adecuadas para detectar puntos limites y verificar la continuidad de funciones como
lo establece la siguiente

Proposicion 1.2. Sea X un espacio topoldgico.

1. Sea A un subconjunto de X. Si existe una sucesion de puntos de A que converge
a x, entonces x € A; el reciproco se verifica si X satisface el primer axioma de
numerabilidad.
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2. Sea f: X =Y. Sif es continua, entonces para toda sucesion convergente x,, — x
de puntos de X se verfica que f(x,) — f(x). El reciproco se verifica si X satisface
el primer axioma de numerabilidad.

Recordemos ahora la siguiente definicion.

Definicién 1.1. Sea X un espacio topolégico. Decimos que una coleccion {Ay} o, de
subconjuntos de X es un cubrimiento de X si se verifica que

X:UAA.

A€A

Decimos que X es compacto si todo cubrimiento abierto (i.e. todo cubrimiento formado
por abiertos de X) tiene un subcubrimiento finito (i.e. existe una coleccién finita de
elementos de {Ax},., que también es un cubrimiento de X).

En el caso en que X es compacto y satisface el primer axioma de numerabilidad se
tiene el siguiente resultado (que puede obtenerse adaptando la prueba dada en [8, §28]
para el caso en que X es metrizable).

Proposicion 1.3. 5i X es un espacio compacto que verifica el primer axioma de nume-
rabilidad, entonces toda sucesion de puntos de X posee una subsucesion convergente.

Definicién 1.2. Decimos que un espacio topolédgico es T; si dados dos puntos distintos
x,y € X es posible encontrar abiertos U,, U, conteniendo a x y a y respectivamente, de
forma tal que y ¢ U, y = ¢ U,,.

Una condicién necesaria y suficiente para que un espacio topologico sea T; es que los
conjuntos con un elemento sean cerrados.

Definicién 1.3. Si A y B son dos familias de conjuntos decimos que A refina a By lo
anotamos A < B si se verifica que para todo A € A existe B € B tal que A C B.

Ejemplo 1.1. Si 7 y 7/ son dos topologias sobre un conjunto X, entonces se tiene que
T <7 yque 7t <7 puestoque X € 7'y X € 7.

Dada una coleccion {U;, - -+ ,U,} de cubrimientos de X, denotaremos por

a la coleccién formada por todas las intersecciones de la forma
un---nuU,
con U; eU; parai=1,--- ,n.
Observar que si h: X — X es un homeomorfismo y U/ es un cubrimiento de X, entonces
para todo k € Z se tiene que

R U) = {h*(U) con U e U}

es también un cubrimiento de X.
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Observacién 1.4. Todo cubrimiento U de cardinal k de X puede ser refinado por un
cubrimiento idempotente V de X (i.e. V es tal que V V'V = V): basta considerar V =

Vi u.

Si X es un espacio topolégico compacto decimos que un cubrimiento abierto U es un
cubrimiento minimo de X si se verifica que U < V para todo V cubrimiento abierto de
X!

Todo espacio topoldgico finito admite un cubrimiento minimo. Ciertamente, sea X un
espacio topoldgico finito: para cada x € X, llamemos U, a la intersecciéon de todos los
abiertos que contienen a x; se tiene entonces que

U= {Uw}xeX

es un cubrimiento minimo de X.

El reciproco es cierto si X es un espacio 1 como se establece en la Proposicién 1.5. Antes
de enunciarla y probarla, observemos que no hay unicidad para cubrimientos minimos y
que todo espacio topoldgico compacto que admite un cubrimiento minimo, admite uno
finito: en efecto, alcanza con tomar un subcubrimiento finito del cubrimiento minimo, que
también sera un cubrimiento minimo.

Proposiciéon 1.5. Si un espacio es compacto, Ty y admite un cubrimiento minimo es
finito.

Demostracion. Sea B un cubrimiento minimo de X de cardinal k. Se tiene entonces que
V = \/f:1 B es también un cubrimiento mfnimo de X. Dado x € X sean V,!,--- V! los
abiertos de V tales que x € V! parai = 1,--- ,[. Existe entonces, por ser V idempotente,
ie{l, -1} tal que

Afirmamos que es V! = {z}. Ciertamente, si no fuera asi, existirfa y # x tal que y € V.
Si U, es un abierto que contiene a x podriamos construir un cubrimiento abierto

{Uxa X — {l’}}

de X y se tendria V; C U,, de donde se seguiria que y € U,. Esto contradice el hecho de
que X es un espacio 77.

Asi, para todo x € X se tiene que {z} es abierto. Puesto que X es compacto, se tiene
que X es finito. n

1.2. Expansividad topolégica

En toda esta seccién X representara un espacio topoldgico compacto y todos los cu-
brimientos de X se supondran abiertos y finitos.
Comenzamos con la siguiente definicién de expansividad, clasica en Sistemas Dindmicos.

Definicién 1.4. Si M es un espacio métrico, decimos que un homeomorfismo h : M — M
es expansivo si existe a > 0 tal que para cada par de puntos distintos z,y € M, existe

n € Z tal que
dist (h"(z), h"(y)) > a.

Llamado cubrimiento minimal en [2]
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Se dice que un tal nimero positivo a es una constante de expansividad y también se suele
decir que h es a-expansivo.

Surge entonces la pregunta de si es posible extender la nocién de expansividad a
homeomorfismos h : X — X donde X es un espacio no metrizable. Una posible generali-
zacion de la nocién de expansividad a espacios no metrizables es motivada por la siguiente
proposicién, cuya prueba puede verse en [2].

Proposicion 1.6. Si h: X — X es un homeomorfismo, las siguientes afirmaciones son
equivalentes

1. h es expansivo

2. existe U cubrimiento abierto de X tal que, para todo cubrimiento V de X,
existe K € N tal que

\/ By <v.

li| <K
La proposicién anterior motiva la siguiente definicién que aparece en [1].

Definicién 1.5. Dados un homeomorfismo hA: X — X y U cubrimiento de X decimos
que h es U-expansivo si se verifica que para todo cubrimiento V de X, existe K € N tal
que

\/ By <v.

li| <K

Decimos que h es expansivo si h es U-expansivo para algiin cubrimiento U de X.

En lo que sigue estudiaremos la relacién entre la expansividad de un homeomorfismo
y sus potencias.

Proposicion 1.7. St h: X — X es un homeomorfismo expansivo y X es un espacio
compacto, entonces h™ es expansivo para todo m entero no nulo.

Ofreceremos dos demostraciones de este resultado para ilustrar el tipo de problemas al
que nos enfrentamos durante la elaboracion de este trabajo, el cual consiste en extender al
contexto topoldgico (y al algebraico) argumentos y conceptos conocidos en el caso métrico.

Demostracion en el caso métrico. En efecto, para |[m| = 1 el resultado es inmediato. Con-
sideremos entonces m € Z — {—1,0,1} y sea @ > 0 una constante de expansividad para
h. Puesto que X es compacto, se tiene que h~* uniformemente continua para |k| < m, asf
existe 5 > 0 tal que

dist (z,y) > o = dist (h"(z), " (y)) > B.
Tomemos u,v € X, u # v. Puesto que h es a-expansivo, existe p € Z tal que
dist (AP (u), hP(v)) > «a.
Ahora bien, existen enteros ¢ y r tales que

p=m-q+r y |r| <m.
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De esta forma, tenemos que

dist (A7 (hF(u)) ,h ™" (AP (v))) > B =
dist (b~ (u),h P (v)) > B =
dist (R (u), K™ (v)) > B =
dist ((h™)" (w), (A™) (v)) > 3

lo cual muestra que h™ es [B-expansivo. O

u

Si X no es compacto puede ocurrir que exista h : X — X tal que para ningtin entero
m, |m| # 1 se tenga que h™ es expansivo. En [3] se da un ejemplo en el caso en que es
X =[0,00).

Demostracion en el caso general. Probemos la afirmacién en el caso en que X es un
espacio compacto (no necesariamente metrizable). Supongamos que h es U-expansivo. Se
tiene entonces que para el cubrimiento V = \/| il<m h' (U) se verifica que A" es V-expansivo.

Ciertamente, dado un cubrimiento B de X, existe K € N tal que \/ ;. h' (U) < B. Ahora
bien, probaremos que si L -m > K, entonces \/; <, (h™)" (V) < Vyi<x I (U). En efecto,
dado W € V., (h™)" (V) se tiene que

W= (™) (Vo) N0 (i) (Vi)

para ciertos V_p,---,V; € V. Ahora bien, cada V;, para i = —L,--- , L es de la forma
Vi=h™™(UL,,)N---Nh™(UL) con UL, -+ Ul € U. Luego, se tiene que

_m7

W = (hmefm (U:L) N---N hmeer (UnTLL))ﬂ . .m<th7m (Ufm) O---N ther (Uan)) 7

m

lo cual muestra que todo W € \/; ., (h™)" (V) esté contenido en un elemento de Vii<x ' (U).

De esta forma, se tiene que
\/ @™ v)y < \/ v <B. O

li|<L li| <K

Observacién 1.8. Reciprocamente, si existe k € Z tal que h* es expansivo, entonces h
es expansivo (acd no es necesaria la compacidad de X ).

Ciertamente, si o« > 0 es una constante de expansividad para h* se tendrd que dados
x,y € X distintos existe m € Z tal que

dist (R (), B¥™(y)) = dist ((h*)"™ (2), ()" (y)) > o

En el caso en que X no es necesariamente metrizable, observar que si h* es U-expansivo
para un cierto entero k, entonces también h es U-expansivo.

1.3. Expansividad algebraica

En esta seccion veremos cémo, a partir de la nocién de expansividad topoldgica vista en
la seccién anterior, se define la nocién de automorfismo expansivo en un anillo conmutativo
con unidad. La nocién de ideal de un anillo asi como sus propiedades generales pueden
verse con detalle en [6] y en [7], por ejemplo. En lo que sigue, R representard un anillo
conmutativo con unidad.
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Definicién 1.6. Decimos que una coleccién Z de ideales de R es un generador de R si

R=>1

1€l

Recordar que si J es una familia de ideales de R, la suma ;. J es el conjunto
formado por todas las sumas finitas de la forma 3, +- - -+,, donde cada sumando pertenece
a algtin ideal de la coleccién J. Observar que )., J es un ideal de R.

Recordar que dados I, J ideales de R su producto IJ se define mediante

IJ:{xER:x:Zik.jkconikel,jkEJymEN}

k=1
Diremos que un ideal I es idempotente si se verifica que 11 = 1.
Definicién 1.7. Dados dos generadores Z, 7 de R, definimos el producto de estos gene-

radores mediante

IJ={IJconl€eZ Je J},

Observar que ZJ es también un generador de R.
El producto de generadores de R juega un papel andlogo al de la operacién V entre cu-
brimientos abiertos de un espacio topologico compacto X . Los generadores de R verifican
las propiedades siguientes. La demostracion de estas puede verse en [2].

Proposicion 1.9. Se cumplen las siguientes propiedades.
1. SiIT<JyIT <J, entoncesTT < JJ'.
2. Si1ly,---, I, son generadores de R, el producto I, ---Z, también lo es.

3. Sia: R— R es un automorfismo y si L es un generador, para todo k € Z. se verifica
que o (Z) = {a*(I) con I € T} también es un generador.

Estamos ahora en condiciones de definir la expansividad en el contexto algebraico tal
como aparece en [2].

Definicién 1.8. Decimos que un automorfismo a: R — R es expansivo si existe un
generador Z de R tal que para todo generador J de R, existe K € N para el cual se
verifica que

H a(I) < J.

li| <K

En este caso decimos también que « es Z-expansivo.

1.4. Anillos de funciones continuas

Veremos en esta secciéon un puente entre las nociones de expansividad topoldgica y
algebraica en el caso en que R es un anillo especial (una exposicién muy completa de este
tema puede verse en [5]).

Si C'(X) representa el anillo de las funciones continuas f : X — R donde X es un
espacio métrico compacto entonces podemos establecer la siguiente correspondencia entre
subconjuntos de X y subconjuntos de C'(X):
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1. dado A C X, representaremos con A+ al conjunto formado por las funciones f :
X — R que se anulan en cada uno de los puntos de A

2. dado S C C(X), representaremos con S+ al conjunto formado por los puntos de X
donde se anulan simultaneamente todas las funciones f : X — R que estan en S.

Las demostraciones de las proposiciones siguientes, con las que cerramos este capitulo, asi
como la nocién de automorfismo inducido por un homeomorfismo, pueden verse en [2].

Proposicién 1.10. 1. Si A C X, At es un ideal idempotente de C(X).
2. 8 S CC(X), St es un conjunto cerrado.
3. Ambos L invierten la inclusion y se verifica que
(AN oAy (S oS
para A C X, S C C(X).

4. La correspondencia x +— {33}l es una biyeccion entre X la coleccion de ideales
mazximales de C(X); en particular en C(X), todo ideal mazimal es idempotente.

5. StU es un cubrimiento abierto de X, entonces la familia de ideales
j@:{@mLamUEU}

es un generador de C(X).
6. Si T es un generador de C(X), entonces la familia de abiertos de X
Ur = {(IL)C con I € Z}
es un cubrimiento abierto de X.
7. StU <V son cubrimientos abiertos de X, entonces Iy < Iy .
8. SiZ < T son generadores de C(X), entonces Uy < Uyz.

9. SiA,BCX,
(AUB)" = Atn B

10. Si S,T c C(X),
(S-T)y" =s5+uT.

Definicién 1.9. Si X es un espacio métrico compactoy h: X — X es un homeomorfismo,
se define el automorfismo inducido por h como ay,: C(X) — C(X) tal que ay,(f) = foh™L.

Proposiciéon 1.11. Se wverifica entonces que oy es un automorfismo y que para todo
cerrado A de X,
h(A)* = oy (A)T.

De forma similar se tiene que para S C C'(X)

h(S*) = (an(9))"
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Una consecuencia de esto ultimo y de la Proposicién 1.10 viene dada por la siguiente

Proposicién 1.12. Si X es un espacio métrico compacto y h : X — X es un homeomor-
fismo, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. h es expansivo
2. ayp, es un automorfismo expansivo.

Ademds, h es U-expansivo si y solo si oy es Ly -expansivo.



Capitulo 2

Dinamicas norte-sur topolégicas

En este capitulo se definen las dinamicas norte-sur y las dinamicas NST" en espacios
compactos y veremos con cierto detalle la relacién existente entre estos dos tipos de
dinamicas. Estas tltimas constituyen una fuente de inspiraciéon para definir més adelante
una nociéon andaloga en el contexto algebraico.

2.1. Introduccién. Dinamicas expansivas en un inter-
valo compacto

Comencemos viendo el siguiente resultado clésico que en gran medida ha servido de
disparador para este trabajo.

Teorema 2.1. Los intervalos compactos de R no admiten homeomorfismos expansivos.

Demostracion. No perdemos generalidad si consideramos I = [0, 1]. Esto es asi puesto que
si f: [a,b] — [a,b] es un homeomorfismo, entonces f es conjugado a un homeomorfismo
h:[0,1] — [0, 1] (i.e. existe un homeomorfismo ¢: [a,b] — [0,1] tal que f = 1 ohop)
y la expansividad se conserva por esta conjugacion.

Como h es un homeomorfismo, es creciente o decreciente. Consideremos primero el caso
en que h es creciente. En este caso se tiene h(0) = 0y h(1) = 1, asi 0 y 1 son puntos
fijos de h. Supongamos primero que estos son los tinicos puntos fijos de h. Ha de tenerse
entonces que o bien es h(z) > x, para todo = € (0,1), o bien es h(x) < x, para todo
z e (0,1).

1. Sies h(x) > z, para todo = € (0, 1).
Se tiene que para todo z € (0,1), h*(z) - 1y h™"(z) — 0 para n — oo.
Supongamos que existe o > 0 constante de expansividad para h. Tomemos entonces
zo € (0,«) arbitrario. Veremos que para x € (z,,«) suficientemente cercano a x,
se tendra que

dist (h™(z),h" (z4)) < o, Vn € Z.
Ciertamente, se verifica que

i. Para cada =z € (0,a) sea p, el menor entero positivo para el cual h™(z) €
(1 —a, 1) para todo n > p,. Observar que, puesto que h es creciente, se tiene
que 0 <z <y<a=p, >p,.

13
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ii. Por ser h continua, se tiene que para cada m € N existe J,, > 0 tal que
dist(z, 74) < 6,y = dist(h'(z), h'(2,)) <

parai=1,...,m.

iii. h"(x) € (0, ), para todo n < 0, para cualquier = € (0, a).
De esta forma, si tomamos x € (x4, @) tal que dist (z,2,) < J,,_, se tendrd
dist (h™(z),h" (z4)) < a,Vn € Z.

Puesto que a es constante de expansividad de h, se tiene x = z,,.

Esto nos dice que si x € (z,,) N B (:Ea; 5%), entonces es r = x,. Asi, r, es un
punto aislado de I. Esto es absurdo ya que I no tiene puntos aislados. Luego, h no
puede ser un homeomorfismo expansivo.

2. Sies h(x) < z,Vx € (0,1).

En este caso si tomamos h = h™!, h es expansivo, creciente y verifica B(m) >z, Vx €
(0,1), por lo que podemos aplicar la parte anterior y llegar a un absurdo.

3. Si Fix(h) 2 {0, 1}(Fix(h) representa el conjunto de puntos fijos de h).

Observemos que, al ser [0, 1] compacto, si h tuviera una cantidad infinita de puntos
fijos x), estos acumularian en un punto z que necesariamente seria un punto fijo
de h. De esta forma, dado o > 0 arbitrario, existiria x, € Fix(h),z, # = tal que
dist (z4,2) < a y se tendria entonces dist (h"(x,), h"(x)) < a,¥n € Z, lo cual
muestra que « no podria ser constante de expansividad de h. Esto muestra que A no
puede tener una cantidad infinita de puntos fijos. Sean entonces x; < x; 1 dos puntos
fijos consecutivos. Se tiene entonces que h| [x;, x;+1] es un homeomorfismo creciente.
Asi, por lo considerado anteriormente h| [x;, z;11] no puede ser un homeomorfismo
expansivo y llegamos a un absurdo.

Hemos probado entonces que no existen homeomorfismos h: I — [ crecientes y expan-
sivos. Tampoco existen homeomorfismos h: I — [ decrecientes y expansivos. En efecto,
si h: I — I es un homeomorfismo decreciente y expansivo, entonces h? : I — I serfa un

homeomorfismo creciente y expansivo (en virtud de la Proposicién 1.7), lo cual es absurdo.
O

2.2. Dinamicas norte-sur

En los puntos 1 y 2 de la prueba anterior, consideramos homeomorfismos h: [0, 1] —
[0, 1] tales que:

(a) h tiene exactamente dos puntos fijos n y s,

(b) todo otro punto x del espacio verifica que

h*(x) —»s y h™"(z) = n.
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Para los homeomorfismos considerados en el punto 1, se tiene n=0 y s=1, en tanto que
para los homeomorfismos del tipo 2, se tiene n=1 y s=0.

Este tipo de homeomorfismos son ejemplos de dindmicas norte-sur que definimos a con-
tinuacién, generalizando la definicién dada en [4].

Definicién 2.1. Sean X un espacio compacto y A: X — X un homeomorfismo. Decimos
que h es una dindmica norte-sur en X si h tiene exactamente dos puntos fijos n y s tales
que para todo x ¢ {n,s} se verifica

h™"(x) > n y h"(zx) —s.

Como consecuencia del Teorema 2.1, no existen dinamicas norte-sur expansivas en un
intervalo compacto. Por ejemplo, h: [0,1] — [0,1] tal que h(x) = /z es una dindmica
norte-sur (n = 0 y s = 1) que no es expansiva. Sin embargo, existen ejemplos sencillos de
dinamicas norte-sur que si son expansivas.

Ejemplo 2.1. Si X = {n,s}, entonces idx es una dindmica norte-sur para cualquier
topologia que se considere en X . Si consideramos en X la métrica cero-uno, entonces idx
es a-expansiva para cualquier 0 < a < 1.

Ejemplo 2.2. Consideremos h: [0,1] — [0,1] tal que h(z) = /z y 9 € (0,1). Sea
entonces X = {hk(xo)}kezu {0,1}. Se tiene que Fix(h)= {0, 1} y que, para = # 0 se tiene
que h"(z) — 1y que h™"(x) — 0. Asi, h es una dindmica norte-sur en X, con n=0y s=1.
Ademads, h|X es una dindmica expansiva. En este ejemplo todos los puntos de X — {n, s}
pertenecen a una unica orbita de acuerdo a la siguiente definicion.

Definicién 2.2. Llamamos drbita de un punto x a través de un homeomorfismo h al
conjunto {h’(z)},.5-
Ejemplo 2.3. Sea h: [0,1] — [0,1] tal que h(z) = /2 y tomemos zg,y0 € (0,1) en
érbitas distintas de h. Consideremos entonces Y = {h¥(xzo)},_, U {h*(w0)},., U{0,1} y
n:Y — Y larestriccién de h a Y. En este caso, tenemos que 7 es una dindmica norte-sur
expansiva y que Y — {n, s} estd contenido en la unién de dos 6rbitas (la de x y la de yy,
por ejemplo). De forma similar se puede construir un ejemplo de una dindmica norte-sur
expansiva con una cantidad finita cualquiera de érbitas.

Damos a continuacién un ejemplo particular que muestra que existen dinamicas norte-
sur sin érbitas infinitas.

Ejemplo 2.4. Sea X = {n,a,b,s} y consideremos en X la topologia indiscreta (los inicos
abiertos son )y X)y h: X — X tal que h(n) =n, h(a) = b, h(b) = ay h(s) = s. Resulta
que h es una dindmica norte-sur expansiva ({ X} es un cubrimiento de expansividad) en
la cual no hay puntos que tengan orbitas infinitas.

La no existencia de dérbitas infinitas en este tltimo ejemplo (asi como la topologia
considerada) le da a este un aspecto algo artificial que motiva la siguiente pregunta.
JExistira alguna caracterizacion de las dinamicas norte-sur que comprenda a los tres pri-
meros ejemplos pero no al iltimo? Parece natural que una tal caracterizacion imponga
ciertas propiedades al espacio X. En los dos teoremas que siguen obtendremos resultados
en esta direccion.
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Comencemos observando que en los tres primeros ejemplos anteriores, los homeomor-
fismos considerados tienen exactamente dos puntos fijos n y s y es posible encontrar
abiertos Uy, Us que contienen a n y a s respectivamente para los cuales se verifica que

(CL) UsuUy =X
(b) h(Us)CUS y h(UN)DUN

(c) ﬂnzo h(Us) = {s} vy ngO h™"(Uy) = {n}
(d) existe ng € N tal que h™" (Uy) N Us = 0.

Se dice que C' C X, compacto es un conjunto atractor de h si existe un abierto U que
contiene a C' para el cual se verifica

hU)cU y [(h"(U)=C.

n>0

De forma similar, se dice que C' es un conjunto repulsor si C' es un conjunto atractor de
h~!. De esta forma, se tiene en virtud de (b) y de (c) que s es un punto fijo atractor de
h y que n es un punto fijo repulsor de h.

2.3. Dinamicas NST

En virtud de lo expuesto anteriormente, proponemos la siguiente

Definicién 2.3. Para un espacio topoldgico compacto X, decimos que un homeomorfismo
h: X — X es una dindmica N ST si existen dos puntos n y s de X y abiertos Ug y Uy
conteniendo a n y a s, respectivamente para los cuales se verifica que:

(CL) USUUN:X

(b) h(Us)CUS y h(UN)DUN

(©) Muzoh"WUs) ={s} ¥ Nz "(Uy) = {n}

(d) existe ng € N tal que h™" (Uy) N Us = 0.
Los siguientes dos teoremas relacionan las dindmicas norte-sur con las dindmicas N.ST'.

Teorema 2.2. Sean X un espacio topolégico compacto y h : X — X una dinamica NST,
entonces h es una dindmica norte-sur.

Demostracion. Comenzaremos mostrando que en estas condiciones se tiene
Fix(h) = {n,s}.

Ciertamente, s es un punto fijo de h ya que

h({s}) = h (ﬂ h"<U5>> = (A" (Us) = () h" (Us) = {s}

n>0 n>0 n>0
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y analogamente n es un punto fijo de h.

Reciprocamente, para = € Fix(h) se tiene que z € Ug o x € Uy. En el primer caso, por
ser x un punto fijo de h se tiene que h™"(x) € Ug,Vn > 0. Asi, z € h" (Ug),Vn > 0, de
lo que se deduce x = s.

Mostraremos ahora que si ¢ {n,s}, entonces (), ., 7" (Us) = {s}. En efecto, en virtud
de (d), existe ng € N tal que h™™ (Uy) NUs = 0 y por lo tanto Uy N A" (Us) = 0. Se

deduce asi que h™° (U_S) NUyx = h™ (Us) N Uy = (), de donde
n' (Us) C Us.

De esto se sigue que h™ (U_S) C h" ™ (Ug),¥n > ng y por lo tanto

(" (Ts) c () k" (Us) € () k"™ (Us) = [ | B* (Us) = {s}.

n>0 n>ng n>ng k>0

Puesto que (oo h" (Us) C Nysoh™ (Us) se sigue que es (o, h" (Us) = {s} como
afirmaramos.
Mostraremos ahora que si z ¢ {n, s}, entonces los iterados futuros de x convergen a s. Sea
A un abierto que contiene a s. Mostraremos que h'(z) € A para i suficientemente grande.
Para ello, comencemos observando que existe m € N tal que h™(z) ¢ Uy. Si no fuera
asi, se tendrfa h"(z) € Uy,Vn > 0y por lo tanto x € (),5, h™" (Uyx) = {n} contra lo su-
puesto. Para este m se tiene entonces que h™ (x) € Us. Ademds, se tiene que la coleccién
{A}uU {X — h" (U_S) }neN es un cubrimiento abierto de X. En efecto, dado z € X, se tiene
que si z ¢ |J,5o (X — A" (Us)), entonces z € (5o h" (Us) ='s, por lo que z € A. Como
X es compacto, existe un subcubrimiento finito {A, X —h™m (U_S) s, X — h™ (U_S)} de
X con ny < ... < ng. Para n > nyg, se tiene h" (W™ (z)) € h" (Us) C h™ (Ug) C -+ C
h™ (Ug), por lo que h"*™(x) € A. Luego, hi(x) € A siempre que sea i > ny +m =
h™(z) — s. La prueba de que h~"(x) — n es similar.

O

En el teorema anterior la compacidad no puede ser omitida, como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.5. Sean X = [0,1] con la topologia discreta (todo subconjunto de X es
abierto) y h: X — X tal que h(z) = v/x. Si consideramos

1 1
UN— |:07§:| y US_ |:§71:|7

se tiene que h es una dinamica NST, siendo n=0 y s=1. Sin embargo, dado = ¢ {n,s}
no se tiene
h"(x) — s.

El siguiente resultado establece una condicion suficiente para que una potencia de una
dindmica norte-sur sea una dinamica NST.

Teorema 2.3. Sean X compacto y h: X — X wuna dindmica norte-sur. Supongamos
ademdas que X satisface el primer axioma de numerabilidad y que existen abiertos B, y
B, que contienen a m y s respectivamente tales que B, N By = (. Entonces, existe ¢ € N
para el cual se tiene que h = h? es una dindmica NST.
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Demostracion. Dividiremos la prueba en cuatro pasos, en cada uno de estos pasos afir-
mamos un enunciado y luego lo demostramos.

Afirmacién 1: s es un punto fijo estable a futuro. Esto es, se tiene que dado un
abierto U que contiene a s, es posible encontrar un abierto V' que contiene a s para el
cual se verifica h*(z) € U,Vn > 0,Vz € V.

Comencemos observando que si una sucesién de puntos z,, de X verifica que x,, — s
y z ¢ Bs, entonces no se verifica z,, — z. Ciertamente, puesto que z # s, se tiene que
h™"(z) — n. Asi, existe p € N tal que h7?(z) € B,. Puesto que x,, — s se verifica que
x, € h? (Bs) para n mayor o igual que un cierto ng. Asi, no puede tenerse x,, — z como
afirmdramos (ya que z € h? (By,) y h? (By) N hP (Bs) = 0).
Supongamos entonces que s no fuera estable a futuro. Existirfan entonces un abierto
B} C Bs entorno de s, una sucesiéon de puntos z,, con x,, — sy una sucesion de tiempos
k, € N tales que

W (z,) € BY; paraj =0,1,...,k, —1 v h*™(z,) ¢ B;.

k, es asi el primer instante en el cual un iterado de z,, se escapa de B;. Podemos suponer,
puesto que X es compacto y verifica el primer axioma de numerabilidad, que h*»(x,) — v,
siendo y # s. Como y # s y h es una dindamica norte-sur, existiria M € N tal que
h=(y) € Bn, Yn > M.

Por otra parte, como h**(z,) — y, se tendria h*=M(x,) — h=(y), por lo que

R M(1,) € By (2.1)

para n suficientemente grande.

Ahora bien, se tiene que k,, — o0o. En efecto, si no fuera asi, existiria una subsucesion
constante k,, = k, para todo j € N. Como z,, — s, se deduce B () = hE(z,) —
h*(s) = s, de donde s (7,,) € Bs, para todo j mayor o igual que un cierto jo, lo que
contradice h*"(x,) — y. Paran € N suficientemente grande, se tiene entonces k,, — M > 0

y para estos indices:
b M (z,) € B;. (2.2)

Se sigue entonces de (2.1) y (2.2) que para n suficientemente grande
R =M (2,.) € ByN Bs C By N Bs =0,

lo cual es absurdo.
Afirmacion 2: existen entornos abiertos Us, Uy de s y n respectivamente y
q € N tales que, siendo h = h?, se verifica

P —

h(Us) cUs y h(Uy) D Ux.

En efecto, tomemos abiertos Uy, Ug tales que n ¢ Ug, s ¢ Uy y X = Uy UUs. Podemos
poner por ejemplo Uy = X — By y Us = X — By,. Ademés se tiene que s ¢ Uy ya que Bj es
un abierto que contiene a s para el cual BsNUy = BsN (X — E) C BsN (X — Bs) =0.
La justificacién de que n ¢ Ug es similar. Puesto que s es estable, existe un abierto
Vs que contiene a s tal que h"(x) € Ug,Vn € N,Vo € V, (observar que Vy C Ug).
Ahora bien, dado = € Ug, se tiene que h™(x) — s, y esto implica que existe n, € N
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tal que h"(x) € Vi C Ug,Vn > n,. Por la continuidad de h, existe U, entorno abierto
de x tal que h"(z) € V5, V2 € U,. Luego, h"(z) € Us,¥n > n,. La coleccion {U, },
es un cubrimiento abierto del compacto Ug. Luego, existen x1,--- ,z,, € Ug tales que
{Usy,+++ Uy, } cubre Us. Sea ng = méx {n,,, - ,n,, }. Vamos a probar que h™ (Ug) C
Us: si z € Ug, entonces z estd en U,, para algin i € {1,--- ,m} y se tiene por tanto que
h"(z) € Us,¥n > n,,. Luego, h™ (z) € Ug. Andlogamente se prueba que existe n; € N
tal que h™ (Uy) D Uy. Poniendo entonces ¢ = m.c.m (ng,n;) y h = h se tiene

h(Us) € Us, v h(Uy) > Ux.

Afirmacién 3:

(1h*(Us)={s} y (h™(Un)={n}.

n>0 n>0
En efecto, como s es punto ﬁJO de h tal que s € Us, se tiene que s € ﬂn>0 " (Ug).
Reciprocamente, si x € ﬂn>0 " (Ug), entonces = € h™ (Ug),¥n > 0 de donde h™"(z) €

Ug C Ug,Vn > 0. Como h es una dindmica norte-sur, se deduce r = s. Esto muestra que
Mo h" (Ug) = {s}. La prueba de MNy>o h=" (Uy) = {n} es similar.

Observemos ademds que un razonamiento andlogo al realizado en el parrafo anterior
muestra que

ﬂh” (Us) = {s} vy que ﬂh (Uy) = {n}.

n>0 n>0

Afirmacién 4: existe p € N tal que h? (Uy) N Us = (.

Sea C, = hn (U_S) N Uy. Supongamos C,, # () para todo n € N. Como C,,; C
Cn,¥n € N, se verifica por la PIF que [, hn (Us) NUy = Nn0Cn # 0. Usando

MNuso hm (Us) = {s} se deduce que s € Uy, lo cual es absurdo.
B O

Observacion 2.4. Observar que en la prueba anterior, probamos una version mds fuerte
del axioma b) de la Definicion 2.3. Concretamente, probamos:

) h(Us) CUs y h(Uy) > Ux
1. En wvirtud de lo probado en la Afirmacion 4 de la demostracion, anterior, se deduce
que (a)+(b’)+(c) implica (d).
2. De la demostracion del Teorema 2.2, se deduce que una potencia de h verifica (b’).

El siguiente ejemplo muestra que para algunas dindmicas norte-sur no es posible encon-
trar abiertos Uy y Ug conteniendo a n y a s respectivamente para los cuales se verifiquen
las condiciones (a), (b), (¢)y (d) que definen a una dindmica NST.

Ejemplo 2.6. Sean X = [0, 1] con la topologia de los complementos finitos y h : X — X

tal que h(x) = /.
En este caso, X es compacto y h es una dindmica norte-sur, con n = 0 y s = 1 ya que
Fix(h) = {0,1} y para x ¢ {0, 1}, se verifica que

h*(x) -1 yque h"(z)—0.
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Sin embargo, para ninguna potencia de h existiran abiertos Uy y Us conteniendo a n
y s respectivamente que verifiquen las condiciones (a), (b), (¢)y (d) de la definicién de
dindmica NST, ya que para todo A abierto que contenga a 1, se tiene A = X. Observar
que X no verifica el primer axioma de numerabilidad y tampoco existen abiertos By, v Bs
conteniendo a n y a s respectivamente tales que B, N Bs = 0.

El siguiente ejemplo muestra que la existencia de abiertos B, y Bs con clausuras
disjuntas es necesaria.

Ejemplo 2.7. Sea X = [0, 1] y consideremos en X la topologia

T= {[07 x)}me[(),l] U {[07 1]} :

y el homeomorfismo h : X — X tal que h(z) = /.

Se tiene que h es una dindmica norte-sur con n = 0 y s = 1. Sin embargo, para ninguna
potencia de h existen abiertos Uy y Ug conteniendo a n y a s, respectivamente que
verifiquen las condiciones (a), (b), (¢)y (d), ya que el tinico abierto que contiene a 1 es
X. Obsérvese que X verifica el primer axioma de numerabilidad, pero no existen abiertos
B.,, Bs conteniendo a n y a s respectivamente tales que

B, N Bs = 0.

2.4. Dinamicas NST expansivas.

Nuestro objetivo ahora es probar que si X es compacto, 77 y admite una dinamica
NST expansiva h : X — X, entonces X es numerable. Para ello utilizaremos algunos
lemas que presentamos a continuacion.

Lema 2.5. Sean X un espacio compacto y h : X — X una dindmica NST.

Para todo abierto A de X que contenga a m, la coleccion {h™ (A)},~o es un cubrimiento
abierto de X — {s}. -

Para todo abierto B de X que contenga a s, la coleccion {h™" (B)},~, es un cubrimiento
abierto de X — {n}. -

Demostracion. Sean A abierto que contiene a ny x # s, Como h es una dinamica norte-
sur, se tiene h™"(z) — n, por lo que existe n, € N tal que h™"*(z) € A. De aqui se
sigue que x € h" (A) y por tanto z € |J,-qh" (A). Asi, la coleccién {h" (A)}, -, €s un
cubrimiento abierto de X — {s}. - -

El otro enunciado se prueba de manera analoga. O]

Observacion 2.6. El Lema 2.5 se verifica mds generalmente si X es un espacio topoldgico
arbitrario y h es una dindmica norte-sur. La prueba es la misma.

Lema 2.7. Sean X un espacio compacto y h : X — X una dinamica NST. Si K es un
compacto de X tal que n¢ K y B es un abierto de X tal que s € B C Ug, existe ng € N
tal que h" (K) C B, para todo n > ny.

Andlogamente, si C' es un compacto de X tal que s ¢ C' y A es un abierto de X tal que
ne A C Uy, ezxiste ny € N tal que h™" (C') C A, para todo n > ny.
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Demostracion. Por el Lema 2.5, la coleccién {h™" (Us)},~, €s un cubrimiento abierto de
X — {n}.
Asi, {h™" (Us) N K}, es un cubrimiento abierto de K, que tiene un subcubrimiento
finito

{h™ (Us)NK,...,h "™ (Us)N K},

con ny < ... < ny, por ser K compacto. Ademés, como h (Ug) C Usg, se tiene
h™™ (Us) C---C h ™ (Us).

De esta forma, para x € K se tiene que x € h™" (Ug) de donde se deduce h"™(z) € Us.
Se tiene entonces h"(K) C Ug VYn > ny,.

Veremos a continuacién que existe dy € N tal que para todo d > dy, se tiene h4t" (K) C
B. Ciertamente, la coleccion

{BNUs} U{Us = 1" (Us) },5
es un cubrimiento abierto del compacto Us. Luego, existe un subcubrimiento finito
(05— 1 (T5) ... Ts - I (T3)} U {B T}

de Ug con n; < --- < ng. Puesto que para todo n > ny, h" (U_S) C h"* (U_S), se tiene
entonces que, para todo n > ny, h" (Us) € BN Ug C B. De esta forma, para todo
n > ng 1= N, + ng se verifica que h" (K) C B.

La prueba de la segunda afirmacion es similar. O]

Observacion 2.8. St para cierto m > 1, se tiene que h™ es una dinamica NST, entonces
h es una dinamica NST. En efecto, si Ug y Uyn son los abiertos para los cuales h'™ verifica
las condiciones (a), (b), (c) y (d), entonces estas condiciones son verificadas por h si se
consideran los abiertos Vs = (i h* (Us) y Vw = Ny h ™" (Uy). Las tres primeras
condiciones se verifican de forma directa. La cuarta condicion puede probarse utilizando
el Lema 2.7. Una consecuencia de esto es que en las condiciones del Teorema 2.3, toda
dinamica norte-sur es una dindmica NST.

Lema 2.9. Sean X un espacio compacto y h : X — X una dindmica NST'. FExiste ng € N
para el cual o o
B (Ts) N e (T) = 0.

Demostracion. Si no fuera asi, se tendria I, := h" (U_g) Nh™—" (U_N) # (),¥n € N. Ahora
bien, como {I,}, -, es una coleccién de cerrados encajados en un compacto, se tendria en
virtud de la PIF

O£ (L= [r"(Ts)Nh™" = (" (Ts) N (" (Ux) = {s} N {n},

n>0 n>0 n>0 n>0
lo cual es absurdo. O
Estamos ahora en condiciones de demostrar el siguiente

Teorema 2.10. Sea X un espacio compacto y T1. Si existe una dindmica NST expansiva
h:X — X, entonces X es numerable.
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Demostracion. Supongamos que h es U-expansivo con U cubrimiento abierto idempotente
de X (véase la Observacion 1.4) y sean U,(:B1 y Ufjf}b abiertos minimales de U, en el sentido
de la inclusién, entre los que contienen a n y a s, respectivamente. Consideremos ng € N
para el cual, siendo Uy v Ug como en la Definicion 2.3, se tenga h~"° (U_N) N A" (U_S) = {).
La existencia de ng esta garantizada por el Lema 2.9.

Para p € N suficientemente grande, se tendra, en virtud del Lema 2,

i) ) UL, v 07 (T5) < Ul

Sean entonces

U](\), — p—(ptno) (Un) vy Ug — pptno) (Us)

y consideremos B cubrimiento abierto de X tal que

B= {Uﬁi,Uij} U {U - [U_JOVUU_g} con U € u} .
Puesto que B < U, se tiene que h es B-expansivo. Ademds, para todo B € B tal que
B # Uéipl, B # U,S;S;ZL, se verifica que n ¢ B y s ¢ B. Ahora bien, existen my, my € N tales
que

(i)
(B) c ug,vB e B—{Ui), U}
n>m; =

(B c Uy, vB e B—{Ul Ui}

W (Upin) VU = X
n > my = .
WU UUS = X

La existencia de los nimeros naturales m; y ms estd garantizada por los Lemas 2.7 y 2.5

respectivamente. Entonces, para ms = max {my,ms} vy Xo = X — [U_]% U U_g], si

Bo(n) =S XonA: Ae \/ h'(B);,

li|<n
se verifica que
1. si By = By(ms), entonces By < By(n),Vn € N
2. By es un cubrimiento minimo de Xj.

La afirmacién 1 es consecuencia del hecho de que si es n > mg3, entonces se verifican
simultdneamente los ftems (i) y (ii).
Para justificar la afirmacion 2 observemos que, si no fuera asi, existiria V, cubrimiento
abierto de X, tal que

By £ V.

Tomando entonces

V:VOU{X—X(]}



CAPITULO 2. DINAMICAS NORTE-SUR TOPOLOGICAS 23

se tendria que V es un cubrimiento abierto de X tal que

VneN, \/ i'(B) £V

li|<n

lo cual contradice el hecho de que h es B-expansivo. Puesto que By es un cubrimiento
minimo de Xy y Xy es 71 (por ser X subespacio de X), se sigue que X, es finito.
De forma anéloga, se tiene que, para todo k € N

Xpi= X = |7+ (0% ) unt (UF))]

es un conjunto finito. Luego, | J;~, X& es un conjunto numerable. Ahora bien, puesto que

. U= U {x = [ (o) un ()] -
E>0 k>0
= () 7 (78) i ()] = x - s,
se sigue que X es numerable. O]

Corolario 2.11. St X es un espacio compacto, Ty que satisface el primer azioma de
numerabilidad y existe una dindmica norte-sur expansiva h : X — X para la cual existen
abiertos By, y B, que contienen a n y s respectivamente tales que B, N By = 0, entonces
X es numerable.

Demostracion. En efecto, por el Teorema 2.3 se tiene que existe ng € N tal que h™ es
una dindmica NST. Puesto que h es expansiva y X es compacto, se tiene que h" es
expansivo. Se sigue del teorema anterior que debe ser X numerable. O

Corolario 2.12. 57 X es un espacio métrico compacto y existe una dindmica norte-sur
expansiva h : X — X, entonces X es numerable.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del corolario anterior. O

A continuacién se da una prueba alternativa (més corta) del teorema anterior para X
metrizable. En el comienzo de nuestro estudio de las dinamicas norte-sur expansivas que
llevé a la elaboracién de este trabajo, se considerd esta hipdtesis.

Demostracion del Corolario 2.12. Sea x € X — {n,s}. Mostraremos que = es un pun-
to aislado. Consideremos o > 0 constante de expansividad de h. Puesto que h es una

dindmica norte-sur, existen ¢ > 0y ny € N tales que n ¢ B (z;0), s ¢ B(x;0),

" (B (x;0)) C B (s; %)

h™™ (B (x;0)) C B (n; %)

siempre que sea n > ng. Ahora bien, la continuidad de h nos asegura la existencia de
0<o< min{a, %} tal que

z € B(x;0) = dist (f'(z); f*(2)) < a, para i = —ny,...,no.
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Asi, dist (f'(z); f'(2)) < a,Vi € Z. De aqui se sigue que z = x. En otras palabras,
tenemos que es B (x;d) = {z} lo cual muestra que z es aislado. Se tiene entonces que
X es un espacio métrico compacto para el cual X’ C {n,s}. De esto se sigue que X es
numerable. O]

Después de haber obtenido los resultados expuestos en esta seccién encontramos que
con las hipdtesis de metrizabilidad (en un espacio compacto) y con un argumento con
un espiritu similar al de la demostracién anterior, Richard Williams probé en 1966 que:
el conjunto de puntos doblemente asintoticos a un punto dado es a lo sumo numerable.

Véase [9].

2.5. Orbitas

Cerramos este capitulo exponiendo algunos resultados sobre las érbitas de las dindmi-
cas norte-sur. Obsérvese que la érbita de un punto fijo es un conjunto formado por un solo
punto. De esta forma, en el caso en que h es una dindmica norte-sur, existen exactamente
dos 6rbitas formadas por un solo punto (las érbitas de los puntos n y s). A las demads
orbitas las llamaremos orbitas viajeras. En lo que sigue consideraremos que X es un es-
pacio métrico compacto. Comenzamos con el siguiente teorema (cuyo reciproco veremos
en el Corolario 2.16).

Teorema 2.13. Sea h : X — X una dindmica norte-sur expansiva. Entonces, existen
solamente una cantidad finita de orbitas.

Demostracion. Comencemos observando que por ser X un espacio métrico compacto,
existe en virtud del Teorema 2.3, un entero positivo ¢ para el cual h? es una dindmica
NST, ademés por ser h expansiva y X compacto, se tiene que h? es expansiva. Existe asi,
en virtud de la condicién (d) un entero positivo ng tal que

ham (Uy) N Us = 0.
Supongamos que existe p € h=9" (Uy) tal que h(p) € h?" (Us). Se tendria entonces
p € R (Uy)Nhi™ 1 (Ug) C b7 (Uy)NUg =0,

lo cual es absurdo.
Asi, el primer iterado h™(p) que escapa de h=9"° (Uy) verifica

W™(p) € X — [0 (Uy) U hT™ (Ug)] = Xymo.-

De esta forma, la 6rbita de p debe pasar por el conjunto finito X,.,, (véase la demostracion
del Teorema 2.10). Puesto que todo punto de X — {n, s} verifica que algun iterado suyo
estd en h™7" (Uy), se sigue que solo pueden existir una cantidad finita de érbitas: a lo
sumo tantas érbitas como elementos tenga Xg.p, . O

Teorema 2.14. Sea h : X — X una dinamica norte-sur con una cantidad finita de
orbitas. Entonces, existe un homeomorfismo g : X — X tal que g es una dindmica norte-
sur con una unica orbita viajera y h = ¢g* para un cierto entero positivo v.
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Demostracion. Sea v la cantidad de orbitas viajeras. Consideremos entonces el conjunto
Ry = {xy, -+ ,x,} donde cada z; parai =1, --- ,v es un punto de X que estd en una y
solamente una érbita viajera.

Consideremos entonces g : X — X definida por g(n) = n, ¢(s) = sy para todo k € Z es

g (R*(x;)) = K (2i1) para i=1,---,v—1 g(h*(x,)) = h"" (21).
Se tiene entonces que g es una dinamica norte-sur puesto que:

= g : X — X es biyectiva. En efecto, la funcién v : X — X definida por y(n) =
n, y(s)=syparakeZ

v (hk(xz)) = hk(xi_l) para 1 =2,---,U 7 (hk(xl)) = hk_l(xy)

verifica que es v = g7 L.

» g v ¢! son continuas. Ciertamente, por ser h una dindmica norte-sur con una
cantidad finita de Orbitas, se tiene que los uinicos puntos de acumulacién de X son
n y s. De esta forma, se tiene que g es continua en todo = ¢ {n,s}. Por otra parte,
para toda sucesién de puntos x,, de X para la cual se verifique que =, — n (z,, — s)
se tendrd, por la definicién de g que g(z,) — n (g(z,) — s) lo cual muestra que g

también es continua en n (s). Un argumento similar muestra la continuidad de g~

» Fix(g) = {n,s}. En efecto, n y s son puntos fijos por definicién. Ademas si p €
X — {n, s}, entonces p = h7(z;) para un cierto x; € Ry y un cierto 7 € Z. De esta

forma, es
P (wipr) st oie{l,--- ,v—1}
g<p) - { hT+1($1) si i=v .

De esta forma, si p € X — {n, s}, entonces p no es punto fijo de g.
» para todo p € X — {n, s} se verifica que
g ) =s v g7"(p) —n
ya que es p = h7(x;) para un cierto x; € Ry y un cierto 7 € Z.
Finalmente, observar que se verifica que para todo x € X, ¢”(x) = h(x). O

Teorema 2.15. Si g : X — X es una dindmica norte-sur con una unica orbita viajera,
entonces existe un cubrimiento abierto {Ux,Us} de X para el cual se verifica que g es
{Un, Us}-ezpansiva.

Demostracion. Consideremos x € X — {n,s} y pongamos
Uv ={9"(@)}oco U} vy Us={g"(2)},50 U {s}.
Dado y € X — {n, s} se tiene que y = g'(x) para un cierto i € Z y se verifica que
gi (Us) N gi (Un) = ({gn<x>}n§z U {n}) N ({gn(x)}nzz U {S}) = {gz(x)} ={y}.

Esto muestra que si J es un cubrimiento abierto de X, entonces existe N € N tal que

\/ ¢ ({Un,Us}) < T

| <N

de donde se sigue que g es {Uy, Us }-expansiva. ]
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Corolario 2.16. Si h : X — X es una dindmica norte-sur con una cantidad finita de
orbitas, entonces h es expansiva.

Demostracion. Por el Teorema 2.14 tenemos que es h = ¢* siendo ¢ una dinamica norte-
sur con una unica Orbita viajera. Por el Teorema 2.15, se tiene que g es expansiva. Se
sigue entonces, puesto que X es compacto, que h = g” es expansiva. m

Corolario 2.17. Si h : X — X es una dindmica norte-sur erpansiva, entonces existe
un cubrimiento {Un,Us} de X yv € N h = ¢” para una cierta g dindmica norte-sur
{Un, Us}-expansiva.

Demostracion. Por el Teorema 2.13 se tiene que h tiene una cantidad finita de orbitas
viajeras. Por el Teorema 2.14 se tiene h = ¢g” con g dindmica norte-sur con una tunica
érbita viajera. El Teorema 2.15 nos dice que existe un cubrimiento abierto {Uy, Us} para
el cual se verifica que g es {Uy, Us }-expansiva. ]

Observacion 2.18. Los teoremas (y corolarios) de esta seccion son vdlidos si reempla-
zamos la metrizabilidad por las hipdtesis (mds débiles) del Teorema 2.3. La demostracion
con estas hipotesis es la misma.



Capitulo 3

Dinamicas norte-sur algebraicas.

En este capitulo definimos las dindmicas NS A. Estas son automorfismos de un anillo
conmutativo con unidad que tiene un comportamiento analogo al de las dindmicas N ST
Al final de este capitulo se probard que cierto tipo de dinamicas NSA expansivas solo
pueden existir en anillos que tienen una cantidad numerable de ideales maximales.

3.1. Dinamicas NSA

Comenzamos esta seccién definiendo las dindmicas NSA que buscan trasladar la no-
cién de N ST al contexto algebraico.

Definicién 3.1. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Sean Mg y My dos ideales
maximales distintos de R. Decimos que un automorfismo « : R — R es una dindmica
norte-sur algebraica, de aqui en mas dindmica NSA, si existen ideales S C Mgy N C My
de R para los cuales se verifica que

(A) Z={N,S} es un generador de R.

(B) (1) NCaN )
(if) a(S) C

)
)

(C) (i) el tnico ideal maximal que contiene a |J,, o (N) es Mgy
i)

(i
(D) Nam(8) =0

el tnico ideal maximal que contiene a | J, ., a" (S) es My

De aqui en méas pondremos
N; =a'(N)y S; = a'(9) (3.1)

para todo i € Z.

La siguiente proposicion relaciona un homeomorfismo h: X — X de un espacio métri-
co compacto con su automorfismo inducido «;: C(X) — C(X). La prueba utiliza las
propiedades establecidas en la Proposiciéon 1.10.

Proposicion 3.1. Sea X espacio métrico compacto. Si h es una dindmica NST en X,
entonces una potencia de «ay, (véase la Definicion 1.9) es una dindmica NSA en C(X).
Reciprocamente, si ay, es una dindmica NSA en C(X), entonces h es una dindmica NST
en X.

27
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Demostracion. Probemos el directo. Sean Uy y Ug son abiertos como en la Definicién 2.3,
y consideremos

N=U)", S=U", a=a, Ms={s}"y My={n}".

Comencemos observando que, por ser U = {Uy,Us} un cubrimiento abierto de X, es
Ty = {N, S} un generador de C'(X). Esto muestra que se verifica la condicién (A) de la
definicién de dindmica NSA.

Por otra parte,

Uet ) =Jr wi)~

kEZ keZ
De esta forma, si f € [, a"(NV), entonces f € a*(N) para algtin ky € Z y por lo tanto
f se anula en un entorno de s. En particular, f € {s}L . Asi,

L o*(V) c {s}* = Ms.

kEZ

Ahora bien, dado un ideal maximal M # Mg, se tiene M = {x}L Ahora bien, si x # s,
existe k; € Z tal que = ¢ h¥ (U$), de donde se deduce o (N) = b¥ (US)" ¢ {z}".
Luego,

Ja* (V) ¢ M.

keZ
De esta forma, se tiene que el unico ideal maximal que contiene a J ., @"(N) es Mg y
un razonamiento andlogo muestra que el tnico ideal maximal que contiene a | J,, o(S)
es M. Esto prueba la condicién (C).
Observemos ahora que, puesto que existe ny € N tal que h™(Ug,) C Uy v US C ™ (US),

se verifica que o™ (N) = apm ((U]C\,)L) = W (US)" D (US)T = Ny que a™(S) =
apm ((Ug)L> = M (US)" € (US)T = S. Asi, Ny € N,, v S,, C S, lo que prueba la
condicién (B) para a™.
Finalmente, puesto que existe ny € N tal que A" (US) UUg = X, se tiene
(" (U)" N (UR)™ = (™ (U5 UUR)" = X+ =0,
de donde se sigue que
Qpna (S)N = Sn2N0 =0

Esto prueba la condicién (D) para apns.
Esto prueba que o™, siendo m el minimo comun multiplo de ny; y ng, es una dinamica

NSA.

Reciprocamente, sean N y .S como en la definiciéon de dinamica NS A. Pongamos
Uy = (NL)C, Ug = (SL)C, s=Mg y n= Mzy.

Se tiene entonces que es Uy UUg = (NL)C U (SL)C = (Nl N SL)C. Supongamos entonces
que existe x € X tal que = ¢ Uy U Us. Se tendria entonces que = anula a todas las
funciones de N y a todas las funciones de S. Puesto que es N + S = C(X), x anularfa a
todas las funciones de C'(X), lo cual es absurdo. Luego, es Uy UUg = X.

Por otra parte, se tiene que h (Us)® = h (US) = h (5*) = a,,(S)*F D S*. Asi, se tiene que
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h(Us) C (S*)°, es decir h (Us) C Us. La prueba de que h (Uy) D Uy es similar.

Ademas, puesto que s anula a todas las funciones de Mg, se tendra que, para todo k € 7Z,

s anula a todas las funciones de af(N). De esta forma se tiene que s € (., af(N)*- =

Niez ¥ (N5) = Niez B (US) C Niez ¥ (Us). Por otra parte, si & € (,oy, h* (Us), enton-
1 L )
ces {z}" D (Miez M (Us))™ D (Miez P (UK))™ D Uper 1 (U§)” 2 Urez @ (N). Asi, es

T =s.
Finalmente, se tiene que (h (Us) NUyn)" = h (U§)UUS = h (S+) UN* = oy (S)F UN* =
(ap(S)N)" = 0+ = X. Asi, es h(Us) N Uy = 0. O

Veamos algunas propiedades importantes de las NSA:

Observacion 3.2. 1. FEs claro que
e CS CScSyc... (3.2)
-+ CN_{CNyCN;yC... (33)

2. De (3.2) y de la condicion (D) se sigue que

En efecto, N;Siin, = a'(No)a'(Sp,) = a'(NoSp,) = 0. Ademds, por (3.2) sii+mng <
J, seSj C Siin,. Se deduce entonces que N;S; C N;Sitn, = 0 y por lo tanto que

Si8;=8; si i+ng<j, NiN;=N; si i+ng<j (3.5)

En efecto, se tiene que
S; = S;R=S;(S;+ N;) = S;S; + S;N; = 5;5; + 0 = 5,5,

donde la peniltima igualdad es consecuencia de (3.4). La prueba de que N;N; = N;
cuando i + ng < j es similar.

Vamos a concentrarnos en el caso més simple en que la condicién (D) se verifica para
ng = 1. Llamaremos a estos automorfismos dindmicas NSA fuertes. No sabemos atn si
esta simplificacion implica pérdida de generalidad o no.

3.2. Propiedades de las dinamicas NSA fuertes

En esta seccién veremos una serie de resultados que seran de utilidad para probar en la
seccion siguiente el principal resultado de este capitulo, el cual establece que la existencia
de una dindmica NS A fuerte y {N, S}-expansiva solo puede darse en un anillo que tenga
a lo sumo una cantidad numerable de ideales maximales.

De aqui en mas, si J es un generador de R que contiene a 0, identificaremos a J con
el generador J — {0} al que, haciendo abuso de notacién, también llamaremos J.

En toda esta seccién, av: R — R serd una dinamica NSA fuerte y mantendremos las
notaciones de la seccién anterior, llamando (Dy) a la versién con ng = 1 de la condicién
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D en la Definicién 3.1. Observar que en la version fuerte de NS A las partes 2 y 3 de la
Observacién 3.2 valen para cualesquiera ¢ < j.

Veamos ahora algunas consecuencias ttiles de las condiciones (A), (B) y (Dy).

Lema 3.3. Para todo n € N se verifica que

T, = [ o UN.S}) = {N_ss. Non1 S -, NS, S}
li|<n
Demostracion. Para n = 0 la afirmacion se verifica inmediatamente, puesto que es

Ty = a® ({N,S}) = {N, S} = {No, So} .

Asumamos entonces que la afirmacién es cierta para un cierto n € N y verifiquemos que

también es cierta para n + 1.
Dado G generador de R e I ideal de R notaremos con /G a la coleccién {IG : G € G} .
Tenemos que

In+1 = anlen+1In U anlen+1Zn U anflanrlIn ) an715n+1l-n-

Ahora bien, utilizando las simplificaciones dadas por las versiones fuertes de (3.4) y (3.5)
tenemos

N_, 1N,1Z, ={N_,_1} N_, 15,1172, = {0}
S n ANy Ly, = {N_,S_n 1} UL, —{N_p,, Su} U{N,11S.}  S_pn1Sni1Zn = {Sns1}
De esta forma, se tiene
Znv1r ={N_pn-1, NSy 1, Nopni1S_ny .oy NuSn—1, N1 Sny Snva }
Esto concluye la prueba. O
Nuestro objetivo ahora es probar la siguiente

Proposicion 3.4. Si M es un ideal mazimal de R, distinto de My y de Mg, entonces
existe 1 € 7 tal que

N—iS—i—l ¢ M.
Empezamos por probar algunos resultados auxiliares.

Lema 3.5. Sean I,J ideales de R tales que I + J = R. Entonces, es
IJ=1nJ.

Demostracion. En general, vale IJ C I N.J, para I, J ideales de un anillo.
Reciprocamente, si x € I N J, existen ¢; € I, j; € J tales que

l=4+71=2=uxi1 +2J;.

Como x € J,i; € 1,j; € J, se deduce ziy,zj; € IJ y por lo tanto x € I.J. O]
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Lema 3.6. Para todoi € Z, N; + S;_1 = R

Demostracién. Sea i € Z. Puesto que es N + S = R, se tiene o' (N + S) = R, es decir
N; +5; = R. Como S;,_1 D S;, se deduce N; + S;,_1 = R. O

Lema 3.7. Sean I,J ideales de R y P ideal primo de R tales que IJ C P.
Entonces,
ICP o JCP

Demostracion. Supongamos que I ¢ P. Existe entonces i€Rtalqueielei ¢ P. Sea
entonces j € J arbitrario. Puesto que 1 € Iy j € J, se tiene que ij € IJ C P. De esta
forma, se tiene que ij € Py i ¢ P. Puesto que P es primo, se tiene j € P. Asi, se tiene
que J C P. O

Lema 3.8. Sean I,J y M ideales de R tales que
1. I estd contenido en un unico ideal mazximal M,
1. J esta contenido en un unico ideal mazimal My,
1. M es maximal,
w. IJ C M.
Entonces, es M = My o M = M.

Demostracion. Puesto que M es un ideal maximal, se tiene que M es primo y, puesto
que IJ C M se tiene, en virtud del Lema 3.7, que I C M o J C M. Puesto que M es
maximal, se tiene por i. y por . que es M = M; o M = M. O

Lema 3.9. 1. Para h,k € 7Z se tiene N, NSy, = NpSy. Ademds, para k < h, dicho
1deal es nulo.

2. Ziez (NZ N Sifl) = UkeZ Ng N UheZ Sh.

Demostracion. 1. Si k > h, se tiene Ny + 5, 2O N, + S, = R por lo que usando el
Lema 3.5, se deduce N, NS}, = NiS,.
Sik < hsetiene NoNS, C N,_1NS, =0C NS, C N,NS},.

2. Se tiene

U(NiﬂSi,l)C U (NkﬂSh): UNkﬁUSh

i€Z h.k€Z keZ heZ
Como el término de méas a la derecha es un ideal de R, se deduce la inclusién
ZieZ (N; NSi1) C Uk:eZ NN UheZ Sh-

Para la otra inclusién, observar que:

U NkﬂU Sy, C U (NkﬁSh) C Z (Nk ﬂSh) C Z (Nk ﬂSh) C Z(NZ ﬂSi_l).

kEZ heZ k,heZ k,he€Z k>h €7

]



CAPITULO 3. DINAMICAS NORTE-SUR ALGEBRAICAS. 32

Demostracion de la Proposicion 3.4. Supongamos que M es un ideal maximal tal que
N,NS,_1 C M, VeL.

Esto implica que se tiene
U(NmSH) C M=

1€Z

Z (Nz N Si—l) C M.
1EL
Por el lema 6 se tiene

UNk:'UShCUNkmUSh:Z(NimSi—l)CM

kez heZ kez heZ i€z
Como ademés

(a) Ugez Nk esta contenido solamente en el ideal maximal Mg,
(b) Upez Sk esta contenido solamente en el ideal maximal My y que

(¢) M es maximal,

se tiene por el Lema 3.8, que M = My o M = Ms.
De esta forma se tiene que si M es un ideal maximal de R distinto de My y de My,
entonces existe ¢ € Z tal que N;S;_1 ¢ M. O

3.3. Dinamicas NSA expansivas

En el capitulo anterior vimos que todo espacio compacto T que admite una dinamica
NST expansiva es numerable. En el contexto algebraico tenemos el siguiente resultado,
que se restringe a algunas dindmicas NSA y expansivas.

Teorema 3.10. Sea R un anillo conmutativo con unidad.
Si existe «: R — R dinamica NSA fuerte y {N, S} —expansiva, entonces R tiene una
cantidad numerable de ideales maximales.

Demostracion. Sea M un ideal maximal tal que M # My v M # Ms.
Existe, en virtud de la Proposicién 3.2.2, un cierto iy, € Z para el cual

Ni SiM—l ¢ M.

M

Para probar que la R tiene una cantidad numerable de ideales maximales vamos a mostrar
que la funcién que a cada maximal M le asocia iy, es inyectiva.

Para esto, consideremos otro ideal maximal M’ cualquiera que sea distinto de M. Puesto
que G = {M, M'} es un generador de Ry « es Z-expansivo, se tiene que existe n € N, n >
ling| tal que Z,, < G. Ahora bien, puesto que N;,,S;,,—1 € Z, vy que N;,,Si,,—1 € M, se

i]\{ iJ\/I
tendra que N;,,S;,,—1 C M'. Por lo tanto, iy # ipp y la prueba termina. O

M

Una pregunta interesante (y natural) es si existe una versién mas fuerte del teorema
anterior en la cual se asuma solamente la expansividad de a (en lugar de la {N,S}-
expansividad).

Finalizamos con un ejemplo de un automorfismo de anillos que estd en las hipdtesis
del Teorema 3.10 y no es inducido por un homeomorfismo.
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Ejemplo 3.1. Sean A un anillo y R el anillo de funciones f : Z — A para las cuales existen
enteros positivos m,m’' y a,b € A tales que f(n) = a,¥n > my tal que f(n) =b,Vn <m/'.

Se puede probar que si I es un ideal de A entonces I; = {f € R | f(i) € I}, [1oo =
{feR|Ing€Z: fn)el,Vn>no}, [oo={f€R|Ing€Z: f(n) €1,Yn <ng} son
ideales de R. Ademds, esto lleva maximales en R en maximales en I, y se puede probar
que todo ideal de R es interseccién de ideales de esa forma. Se desprende de esto que [ es
maximal en R si y s6lo si I; es maximal para algin i € Z = Z U {400, —00} y que todos
los maximales de R son de la forma M, para cierto i € Z.

Consideremos el caso en que A es local. Llamémosle M a su (tnico) ideal maximal.
Consideremos ademaés el automorfismo a : R — R definido por a(f)(n) = f(n — 1) y los
ideales

N={feR| f(n)=0,Yn>0},
S={feR|[[fn)=0vn<-1},
Mg ={f € R |3ng € Z tal que f(n) € M,Vn > ngy}

My ={f € R |3Iny € Z tal que f(n) € M,¥n <n,}

Afirmamos que a es una dinamica NSA fuerte. En efecto, es claro que N + S5 = R,
N Ca(N)ya(S) CSyque N-«a(S) C N-S = 0. Por otra parte, por lo que observamos
mas arriba, se tiene que Mg y My son ideales maximales, que Mg es el unico ideal
maximal que contiene a |J,o; a*(N) y que My es el tinico ideal maximal que contiene a
UkeZ O‘k (S) .
Vamos a probar que « es un automorfismo {N, S}- expansivo. Para cada i € Z, se tiene
un epimorfismo m; : R — A definido por m;(f) = f(i), si i € Z, m100(f) = a si para cierto
ng se verifica f(i) = a,Vi > ng y m_(f) = a si para cierto ny se verifica f(i) = a, Vi < ny.
Observar que para todo generador

I: {2171-27"' 7In}

de R es tal que m(Z) = {m;(Z1), m:(Z2), - - - ,mi(Z,)} es generador de A para cualquier i € Z.
Como A es local, cada uno de estos generadores contiene al ideal total A.

Ahora bien como 1 = f; + fo + - + f., se tiene que cada que para ciertos k, k' €
{1,2,--- ,n}setiene m_oo(fi), T1oo(f) & M. Sean ng, ny tales que fx(n), fi.(n') & M,Vn <
no, ¥n' > ny y sea N = max{|no|, [ng|}. Se puede probar entonces que

I (v sy <z

lil<N

Esto prueba que « es una dindmica NSA fuerte y expansiva.
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