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Resumen

Este trabajo esté dedicado al estudio de funcionales no lineales de procesos y campos gaussianos estacionarios
X = (X(s))ser» donde T es un compacto de R?, de volumen |T'|. Se consideran funcionales Fx (T') obtenidos
como limites casi seguros de integrales de la forma

~@mzéﬁa@quWMmm

donde para cada § > 0, f5 es tal que compuesta con el proceso y sus derivadas es cuadrado integrable respecto a
cierta medida gaussiana. En el caso d = 1 se estudian, el funcional L;(x), denominado tiempo local de X de nivel
x y tiempo ¢ y también el funcional Njo4(u), denomiado nimero de cruces de X' anivel u en tiempo ¢. En el caso
d > 1, bajo la hipétesis adicional de isotropia, Fy esta definido de forma tal que generaliza las definiciones de
caracteristica de Fuler modificada e integral de Euler modificada, respectivamente presentadas en los articulos [6]
y [2]- El enfoque aqui presentado se basa en: (1) la expansion en caos de Wiener, que permite representar estos
funcionales como series de integrales multiples ortogonales y analizar su comportamiento asintético, cuando
|T| — o0; (2) el teorema del cuarto momento o criterio de Nualart-Peccati para el andlisis del comportamiento
limite en aproximaciones finito-dimensionales de una versién centrada de Fa (T'), escalada por |T| 2.

Abstract

This work is devoted to the study of nonlinear functionals of stationary Gaussian processes and fields X' =
(X (s))ser, where T is a compact subset of R? with volume |T'|. We consider functionals Fx(7) obtained as
almost sure limits of integrals of the form

.@mzéﬁa@ym@Wmmm

where, for each § > 0, fs5, when composed with the process and its derivatives, is square-integrable with respect
to a suitable Gaussian measure. In the case d = 1, we study the functional L;(x), known as the local time of X
at level = up to time ¢, and the functional Ny ,(u), referred to as the number of level crossings of X at level
u over the interval [0,¢]. In the case d > 1, under the additional assumption of isotropy, the functional Fy is
defined in such a way as to generalize the notions of modified Euler characteristic and modified Euler integral,
as presented in [6] and [2], respectively. The approach adopted here relies on: (1) the Wiener chaos expansion,
which allows for the representation of these functionals as series of orthogonal multiple integrals and facilitates
the analysis of their asymptotic behavior as |T'| — oo; and (2) the Fourth Moment Theorem or Nualart-Peccati
criterion, for studying the limit behavior of finite-dimensional approximations of a centered and rescaled version
of F(T), normalized by |T|~%.
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Introduccion

Sea X = (X(t))teT un proceso gaussiano centrado y estacionario, con pardmetro en un compacto 7' C R? y
cuyas trayectorias verifican ciertas condiciones de regularidad impuestas a través de la funcién de covarianza de
X. El trabajo que aqui presentamos se centra en el estudio de ciertos funcionales Fx (7") obtenidos como limites
casi seguros, cuando § — 0, de funcionales dados por integrales del tipo

/T £5(X(5), VX (5), V2 X(5)) ds,

donde para cada § > 0, fs es una funcién definida en un espacio euclideo cuya composicion con X y algunas
de sus derivadas es cuadrado integrable respecto a una medida gaussiana correspondiente. Estos funcionales,
usualmente denominados funcionales de ocupacion de X, constituyen el principal objeto de interés de este
trabajo. La herramienta fundamental que utilizaremos para su estudio sera la expansiéon en caos de Wiener, la
cual ademés de proporcionar una representaciéon concreta y elegante, resulta especialmente apropiada para el
analisis del comportamiento asintético, cuando |T'| — oo, de una version centrada y convenientemente escalada,

esto es, de un funcional de la forma
_ Fx(T) —E[Fx(T)]
CX (T) - |T‘d/2 ;

donde |T| indica el volumen de T'.

El procedimiento que seguiremos podria resumirse brevemente de la siguiente manera: a partir de la obtencién
de una expresion para la varianza Var (Fx (7)), las propiedades de la funcién de covarianza del proceso permiten
obtener un desarrollo explicito para la varianza asint6tica de Cx ('), es decir, limp|_,o Var ((x (7)), que es finita.
Luego, definiendo para cada N € ZT la aproximacién finito-dimensional

1 N
CY(T) = W/T;Can(X(s))ds,

donde H,, es el n-ésimo polinomio de Hermite y ¢, es el n-ésimo coeficiente de Hermite de f (en general en
dimension mayor que d), se demuestra que

lim lim E [(gX(T) —cy (T))Q] =0.

N—o0 |T|—o0

Como consecuencia de este ultimo resultado, se deduce que para establecer un Teorema Central del Limite (TCL)
para (x(7T') seréd suficiente que obtengamos uno para C¥ (T). Este, a su vez, serd consecuencia de una version
del clasico teorema de Breuer-Major ([17], Teorema 7.2.4) para funcionales no lineales de campos gaussianos,
derivado en nuestro caso del célebre teorema del cuarto momento de Nourdin-Peccati y de una generalizaciéon
al caso multivariado debida a Peccati-Tudor.

El trabajo estd organizado del siguiente modo: en el Capitulo 1 se introducen los elementos preliminares ne-
cesarios para el desarrollo de los conceptos centrales que se presentarédn a lo largo del texto. Aparecen aqui
definiciones y resultados bésicos sobre espacios de Hilbert gaussianos, polinomios de Hermite, integrales mil-
tiples de Wiener-Ito y caos de Wiener. Se proporciona ademés una breve introducciéon a las representaciones
espectrales, tanto de la funcién de covarianza como del proceso X mismo. El capitulo finaliza con el enunciado
del denominado teorema del cuarto momento (Nualart-Peccati) que serda de gran importancia en la demostra-
cion de los tres TCL que se presentaran en capitulos posteriores. En el Capitulo 2 se definen y se obtienen



expansiones en caos de Wiener de dos funcionales de ocupacién de un proceso gaussiano centrado y estacio-
nario definido en [0,¢], a saber: el tiempo local a nivel x en tiempo t y el nimero de cruces en [0,t] a nivel
u. Con adecuaciones, estos desarrollos estan basados en la Proposicion 1 de [9]. El Capitulo 3 est4 dedicado a
la demostracién de un TCL para cada uno de los funcionales analizados en el capitulo anterior. El Capitulo 4
esta dedicado al analisis de campos gaussianos centrados e isotrépicos definidos en ciertos subconjuntos de R%.
La estrategia de demostracién reproduce en lineas generales los argumentos desarrollados en dimensién uno,
adaptados a la geometria del dominio y a la estructura de dependencia propia del caso multidimensional. Se
hace uso, nuevamente, de la expansién en caos de Wiener y de un criterio de convergencia en distribucién basado
en el teorema de Peccati-Tudor anteriormente citado. Finalmente, el Capitulo 5 contiene una serie de resultados
complementarios organizados en forma de apéndice.

Creemos conveniente senalar que a lo largo del trabajo se incorporan enfoques que no se encuentran explicita-
mente en la bibliografia consultada, la cual incluye referencias estandar en la materia. Estas reformulaciones
tienen como objetivo introducir argumentaciones diferentes a las presentadas en dichas fuentes. En este sentido,
si bien muchos de los resultados principales estan inspirados en trabajos reconocidos, existen pasajes en los
que la exposicién adopta un enfoque propio, orientado a complementar distintas ideas presentes en la literatura
especializada.

Destacamos también que este trabajo constituye la sintesis de un proceso de formacién y se ha buscado explici-
tamente que esa caracteristica esté reflejada en su desarrollo, no solo abarcando el dominio técnico de los temas
abordados, sino también el recorrido conceptual que los acompana. Con ese espiritu, se ha prestado especial
atencién a la exposicién detallada de ciertos argumentos, aun cuando en algunas ocasiones el nivel de detalles
expuesto pudiera parecer superior al habitual en este tipo de trabajos.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Procesos gaussianos estacionarios

1.1.1. Espacios de Hilbert gaussianos y procesos gaussianos

En lo que sigue consideraremos fijo un espacio de probabilidad (9, &7, P).

Definicién 1.1.1. Una variable gaussjagm o normal es una variable aleatoria X : 2 — R cuya funcién caracte-
ristica es de la forma fx (z) = gihe—g0°w ,siendo t € Ry 02 > 0. Se dice que X es centrada si p = 0y estindar
en caso de que se verifique = 0y 02 = 1. En caso de que sea o2 = 0, se dice que X es degenerada.

En cualquier caso, se tiene que E(X) = pu y Var(X) = o2. A la funcién de densidad de la variable gaussiana
m2
estandar la simbolizaremos con ¢, esto es, ¢(x) = \/%6_7, z e R.

Definicién 1.1.2. Decimos que un vector aleatorio X = (X1,...,X,) : @ — R" es gaussiano si la variable
aleatoria > ,_, Ay X es gaussiana, para todo (A1,...,\,) € R™. Equivalentemente, X es gaussiano si las com-
ponentes X1,..., X, tienen distribuciéon normal conjunta.

Definicién 1.1.3. Se dice que una familia F (posiblemente infinita) de variables aleatorias tiene distribucion
gaussiana conjunta, si para cada subconjunto finito { X1, ..., X, } C F, se verifica que el vector (X1,...,X,) es
gaussiano.

. . . . . . . . _1,T
Simbolizaremos con ¢4 a la densidad gaussiana estandar d-dimensional, es decir, ¢4(z) = Wc 2% % e RY.

Definicién 1.1.4. Llamaremos espacio gaussiano a todo subespacio de L? (€2, o7, P) cuyos elementos sean va-
riables gaussianas centradas. Llamaremos espacio de Hilbert gaussiano a todo espacio gaussiano completo.

Naturalmente, todo espacio de Hilbert gaussiano es un subespacio cerrado de L? (2, o7, P). Se tiene ademas los
siguientes importantes resultados, cuyas demostraciones pueden encontrarse en [8].

Lema 1.1.5. Sea (X,,)n>0 una sucesion de variables gaussianas tal que para cada n, se tiene X, ~ N (umaﬁ).

Si X, — X en L*(2), entonces X ~ N (p,0?), siendo pn = lim p,, y 0 =limo?.

Inmediatamente se obtiene,

Proposicién 1.1.6. Si G es un espacio gaussiano, entonces G, la clausura de G en L? (0,97, P), es un espacio
de Hilbert gaussiano.
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Proposicion 1.1.7. Todas las topologias de los espacios LP (Q, o/, P), con 1 < p < o0, coinciden en G y
ademds coinciden con la topologia de la convergencia en probabilidad. Mds ain, la clausura de G en cada es-
pacio LP coincide con G. Esto implica que cada espacio de Hilbert gaussiano es un subespacio cerrado de cada LP.

Proposicion 1.1.8. Cualquier subconjunto de un espacio gaussiano tiene distribucion gaussiana conjunta.

De particular interés resultan las familias F = {X; :4 € I'}, donde I es un conjunto arbitrario de indices y
para cada @ € I, X; es una variable gaussiana centrada. Claramente el subespacio G = span (F) es un espacio
gaussiano y, de acuerdo a la Proposicién 1.1.6, su clausura G en L? es un espacio de Hilbert gaussiano. A este
espacio lo llamaremos espacio de Hilbert gaussiano generado por F. Los procesos gaussianos son un caso parti-
cular del tipo de familias como la descrita anteriormente y son el objeto principal de estudio del presente trabajo.

En lo que sigue, si A es un espacio topologico, simbolizaremos con %4 a la o-algebra de Borel en A.

Definicién 1.1.9. Sea (Q, o7, P) un espacio de probabilidad y sea T un subconjunto de R%. Un proceso esto-
cdstico es una funcion medible X : (T x Q, Br @ &) — (R, Br).

De la anterior definicion se deducen

1. Para cada s € T, X (s,-) es una variable aleatoria.

2. Para cada w € Q, X(,w) : (T, %7) — (R, Br) es una funcion medible. A cada una de estas funciones las
llamamos trayectoria del proceso estocastico.

Como es usual, escribiremos X (s) para hacer referencia a X (s,w), salvo en aquellas situaciones en las que la
dependencia de la segunda variable resulte relevante.

Definicién 1.1.10. Sea ' C R? un conjunto no vacio. Se dice que un proceso estocéstico (X (s)) ., a valores
reales, definido en (Q, &, P) es gaussiano, si para cada n € Z* y cada (s1,...,5,) € T™, se verifica que el
vector (X (s1),...,X(sn)) es gaussiano. Se dice que el campo complejo X (t) = Xg(t) + iX(t) es gaussiano si
sus partes real Xg e imaginaria X; lo son, en el sentido real.

A lo largo de este trabajo lo usual serd que empleemos el término proceso gaussiano para el caso T = [0, +00) C R
y reservemos el término campo gaussiano para el caso T C R%, con d > 1. Una generalizacion de estos conceptos
serd presentada posteriormente (ver Definicion 1.6.1). De acuerdo a lo visto antes, si X' = (X (s)) ., es como
en la definicién anterior y si E(X(s)) = 0, para cada s € T, entonces la clausura de span{X(s) : s € T} en
L? (9, <7, P) es un espacio de Hilbert gaussiano.

Definicién 1.1.11. Sea H un espacio de Hilbert real separable con producto interno (-, -)3. Llamamos proceso
gaussiano isonormal sobre H a un espacio gaussiano X = {X(h) : h € H} de forma que se verifique

E(X(h)X(R') = (h,h ), (1.1)
para todos h,h' € H.

Proposicion 1.1.12. El mapa h — X (h) es lineal.

Demostracion. Sean h,g € H'y a, 8 € R. Sea
Y =X (ah + Bg) — (aX(h) + BX(9)) -

Es claro que Y es una variable gaussiana centrada. Ademas, usando la condicion (1.1), con las operaciones
habituales se obtiene
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E(Y?) = |lah + Bg|2, — 2 (ah + Bg, hyx — 28 (ah + Bg, g)a
+ (@ ||hlI3, + 208(h, g)a + Bllgll3,)-

Basta realizar algunas simplificaciones sencillas para obtener E (YQ) = 0. Luego, al ser Y gaussiana centrada,
resulta que con probabilidad 1, Y = 0, de donde se deduce lo que se queria demostrar.
O

Del resultado anterior se deduce que h — X (h) es una isometria de A en un espacio de Hilbert gaussiano. Este
aspecto serd recurrente en capitulos posteriores.

Proposiciéon 1.1.13. Dado un espacio de Hilbert real separable, existe un proceso isonormal X sobre H.

Si {e,, : n > 1} es una base ortonormal de H y {Z, : n > 1} es una familia de variables gaussianas iid con distri-
bucion N (0, 1), el proceso X al que refiere la Proposicion 1.1.13 puede definirse como X (h) =Y, <, (h, en)nZn.
La sencilla demostraciéon de este resultado puede consultarse en [17]. -

Ejemplo 1.1.14. Sea H = R? con d > 1. Simbolicemos con {ey,...,eq} a su base canénica y consideremos
para cada 1 <4 < d, una variable Z; ~ N(0,1). Si t = Zle tie; € RY se define X = {X(t) : t € R} tal que
X(t) = Z:.izl t;Z;. Se obtiene asi que X es un proceso isonormal sobre R.

Consideremos ahora que X es un proceso gaussiano isonormal y supongamos ademas que H es de la forma
H = L*(T, %, 1), donde (T, %) es un espacio medible cualquiera y p es una medida o-finita no atémica. Para
cada A € B con u(A) < oo, sea X(A) := X (1,4). Puede extenderse X a una medida definida en (T, %) y a
valores en L2 (9, .o/, P). Si AN B = &, entonces

E (X(A)X(B)) =E(X (14) X (1))

= (1a,1B)r2(1,%,1)
— 0,

lo que indica que X toma valores independientes en cualquier familia disjunta de subconjuntos medibles de T'.
Con un razonamiento similar se obtiene que cada variable aleatoria X (A) es gaussiana centrada con varianza
H(A), si p(4) < ox.

Definicién 1.1.15. La medida X es llamada medida gaussiana a valores en L2(Q) definida en (T, %). También
se denomina ruido blanco basado en la medida p.

Observacién 1.1.16. Las siguientes propiedades caracterizan a la medida gaussiana X. Si A, B € 2, w(A) < oo
y pu(B) < oo, entonces

1. X(A) ~ N(0, u(A)),

2. ANB=2 = X (AUB) = X(A) + X(B), cs.

3. ANB=0 =E ()?(A))?(B)) = 0.

Ejemplo 1.1.17. Veamos el caso H = L? (T, L, m), donde T = [0, +0c0), L es la o-dlgebra de Lebesgue y m la
medida de Lebesgue, ambas en T'. Diremos en este caso que X es una medida browniana. Para t > 0 podemos
construir el proceso B(t) = X ([0,t)) isonormal sobre H. De la linealidad del mapa ¢t — X(t) se deduce que

si 0 < s < t, entonces B(t) — B(s) = X ([s,t)) ~ N(0,t—s) y también que P (B(0) =0) = 1. Ademaés, si

13



0<t; <ty<---<t,y h+#j, entonces por la anteriormente referida independencia sobre conjuntos disjuntos
se obtiene E [(B (tp) — B (th—1)) (B (t;) — B (tj—1))] = 0. A una versién de este proceso con trayectorias casi
seguramente continuas la denominamos movimiento browniano estindar en [0, +00). Ver Definicion 1.2.6.

Para finalizar esta subseccién, veamos un resultado que es central en la teoria de los procesos gaussianos. Se
trata de la desigualdad de Borell-Tsirelson-Ibraginov-Sudakov. Su demostracién y notables consecuencias pue-
den encontrarse en el Capitulo 2 de [1].

Proposicion 1.1.18. Sea X' = (X (t)),c un campo gaussiano centrado, casi seguramente acotado en T'. Sean

Xeup 1= sup | X (¢)| Yy of =supE (X(t)?).
teT teT

Entonces, E (Xgup) < 00 y, para todo u > 0,

— u?

P (Xoup — E(Xqup) > u) <e >7.

En particular, si u > E (Xq,p), entonces

_ (v=E(Xsup))®

P(Xgqup >u)<e 207

Vale aqui la aclaracion de que si bien para nuestros propositos es suficiente con considerar que T' es un sub-
conjunto de R?, el Teorema 1.1.18 es valido en el contexto general en el que T es un espacio topolégico arbitrario.

1.1.2. Procesos gaussianos: regularidad de las trayectorias y estacionariedad

Si X es un proceso gaussiano centrado, a la funcién r : [0, +00)? — R, definida como 7(s,t) = E(X(s)X (1)),
la llamamos funcion de covarianza de X. La funcion r es simétrica y ademas, por la desigualdad de Cauchy-

Schwarz, se tiene que |r(s,t)| < E (|X(s)|2> E <|X(t)\2> < 00.

Definicién 1.1.19. Diremos que el proceso X = (X(s)) -, es continuo en probabilidad en sy > 0 si X(s) —
X (s0), en probabilidad, si s — sq. -

Definicién 1.1.20. Diremos que el proceso X = (X(s)),5, en L*(Q) es continuo en media cuadrdtica en
50 >0, si X(s) = X(sg) en L%(Q), si s — s0.

Proposicién 1.1.21. Si (X(S))szo un proceso gaussiano centrado, entonces son equivalentes:
i. El mapa s — X (s) es continuo en probabilidad.
ii. El mapa s — X(s) es continuo en L*(Q).
iii. La funcion de covarianza v : [0,00)? — R es continua.
Demostracion.

» (i)& (ii). Como consecuencia de la desigualdad de Chebyshev, convergencia en L? implica convergencia en

probabilidad. Reciprocamente, si X (n) £ X, entonces X(n)—X(m) £ 0si m,n — oo. Pero las variables
X(m) — X (n) son gaussianas y se cumple que || X(n) — X(m)| . — 0, de donde {X(n)}, es de Cauchy
en L? y la sucesioén converge en L? a cierto limite. Ese limite debe ser X.

» (ii)= (iii). Como r(s,t) = (X(s),X(t)) siendo el anterior el producto interno en el espacio de Hilbert
gaussiano (inducido) por el proceso, el resultado se deduce de la continuidad del referido producto interno.

14



» (iii)=> (ii). Consideremos la pseudo-métrica d : [0,00)? — R definida como d(s,t) = || X (s) — X (t)|| .. Por
la denominada identidad de polarizacidn, se verifica

d*(s,t) = r(s,s) +r(t,t) — 2r(s,t)

y por lo tanto, de la continuidad de r se deduce la continuidad de d. Por ser d continua, es continua por
separado en cada componente del producto [0,00)%. Si ¢t € [0,00) y € > 0, entonces existe un entorno
Ve(t) tal que d(s,t) = |d(s,t) — d(t,t)| < &, para todo s € V-(t). Como d(t,t) = 0, lo anterior implica que
| X (s) — X ()5 < &, de donde se deduce (ii).

O

Definicién 1.1.22. Diremos que el proceso X' = (X(s)) 5, en L?(Q) es diferenciable en media cuadrdtica en
so > 0, con derivada X’(sq), si w — X'(s0) en L2(Q), si h — 0.

Observacion 1.1.23. De la definicién anterior se deducen algunos hechos casi inmediatamente. En primer
lugar observemos que si un cierto proceso X (s) tiene derivada en media cuadrética para todo s en un intervalo
I y, casi seguramente, sus trayectorias son diferenciables en el sentido usual, entonces para cada s € I el cociente
w converge tanto en L?() como casi seguramente, si h — 0. En ese caso, ambas derivadas coinciden
casi seguramente. Por otra parte, como los espacios de Hilbert gaussianos son subespacios cerrados de L?((2), si
un proceso gaussiano es derivable en media cuadratica, entonces su derivada en media cuadratica es un proceso

gaussiano.

o o, . . 2 . . sy
Proposicién 1.1.24. Si sy > 0 y eziste %(so,so), entonces X es derivable en media cuadratica en sg.

Demostracion. Mediante céilculos elementales se obtiene

ﬁ(«907 s0) = lim lim r(so + h, so + k) —r(so + h, s0) —r(s0, 50 + k) + r(s0, 80).
0sot h—0 k—0 hk
Sean (hn)n ¥ (km)m sucesiones reales, ambas convergentes a 0, con hy,, k,, # 0, para todos m, n. Fijados m y n,

se tiene

B km
(50 + Iy 50 + km) — 7(S0 + hiny 50) — (S0, S0 + km) + (50, 50)
N Pk,

E(X(50+hn)_X(SO) ) X(80+km)—X(80)>

Por lo anterior, resulta

X(s0+ hn) — X(s0) X(so+km)— X(s0) 9?r
E .
< I Ko T ear 150 %0);
X n) — X . .
si m,n — +oo. Definimos ahora S,, = (50 + ) (SO>, con x, — 0. La prueba quedara concluida si se
Tn

verifica que la sucesién (S,,) es de Cauchy en L?(Q). A partir de lo ya obtenido, al escribir
E ((sm - sn)2) —E(S%) — 2E (SpSy) + E (52),

se observa que cada una de las esperanzas en el segundo miembro de la igualdad anterior tiende a %(50, 80),
si m,n — +oo, por lo que E ((Sm - Sn)Q) — 0.
O

Nuestros objetos centrales de estudio estan fuertemente vinculados con procesos gaussianos cuyas caracteristicas
de interés se mantienen invariantes mediante una traslacién temporal. Los definimos a continuacién.
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Definiciéon 1.1.25. Diremos que el proceso (X(s)),s, es estacionario® si la coleccion de sus distribuciones
finito-dimensionales son invariantes por traslaciones en el parametro s. Esto equivale a decir que para cuales-
quiera si, . .., S, € [0,00), la distribucién conjunta de las variables X (s149), ..., X (s,+0) es independiente de 4.

En un proceso estacionario, cualquier caracteristica de la distribucién conjunta antes mencionada es indepen-
diente de ¢§. Particularmente esto vale para los momentos, si estos existen. De acuerdo a lo anterior, si la
esperanza E(X (s)) existe, debe ser igual a E(X(s+9)) para todo d, por lo que serd una constante independiente
de s, la que podemos asumir que es 0. Por otra parte, si la funcion de covarianza existe, se tiene que

r(s,t) =E(X(s)X () =E(X(s+ )X (t+9))
para todo s,t,d. En particular, si 6 = —t resulta
r(s,t) = E(X (s —t)X(0))

por lo que r es una funcién de la diferencia s — ¢. A esta nueva funcién univariada r(s) la llamaremos funcién
de covarianza del proceso estacionario X. Observemos que esta funcién de covarianza estd definida en todo R
y ademas r(s) = r(—s), para todo s € R. Ademaés, como la varianza es independiente de s, resulta

E (IX(s)?) =E (|X(0)]*) = (0).
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos ademas que para todos s, t se verifica
[E(X ()X ()" < E(X(s)])E(X (1)),
de donde se deduce que |r(s)| < r(0), para todo s € R.

Exploremos brevemente la relacion existente entre la regularidad de las trayectorias de un proceso gaussiano
estacionario y la derivabilidad de su funcién de covarianza. De la Proposicién 1.1.21 se deduce que el proceso
gaussiano estacionario X = (X(s)),-, es continuo en media cuadratica si y solo si su funciéon de covarianza r
es continua en 0. Por otra parte, de acuerdo a la Proposicién 1.1.24, la existencia de la derivada segunda de r
en 0 alcanza para que el proceso sea derivable en media cuadrética en todo s > 0.

Definicién 1.1.26. Diremos que dos procesos estocasticos (X (s)),~, v (Y (8)),>o son equivalentes si para cada
s > 0 se verifica que X (s) = Y(s), casi seguramente. B B

La demostracion del siguiente resultado puede encontrarse en la seccién 1.4 de [4].

Proposicion 1.1.27. Sea X = (X (s)),~ un proceso gaussiano estacionario centrado con funcion de covarianza
r. Entonces,

1. Si
C

S e
| log [s][~

r(0) —r(s)

para |s| suficienternente pequeno, C > 0 y o > 3, entonces, X es equivalente a un proceso con trayectorias
que casi sequramente son continuas en cualquier intervalo acotado.

2. Si

() =r0) — bt 0 (2
nY TR [Tog s[> )~

sis— 0, conA>0ya>3, entonces, X es equivalente a un proceso con trayectorias que casi sequramente
son de clase C! en cualquier intervalo acotado.

1En un contexto mas general, esta definicién corresponde al concepto de estrictamente estacionario.
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Corolario 1.1.28. Si existe r”'(0), entonces X es equivalente a un proceso cuyas trayectorias, casi seqguramente,
son continuas en todo intervalo acotado. Si existe r(*) (0), entonces X es equivalente a un proceso con trayec-
torias cuyas derivadas, casi sequramente, son continuas en todo intervalo acotado.

Observacién 1.1.29. Supongamos que la funcién de covarianza de X’ satisface (") (0) < oc. En este caso, X'(s)
puede interpretarse tanto como derivada en media cuadratica como en el sentido usual, con probabilidad 1. El
proceso X'(s) es estacionario, lo que puede deducirse de forma inmediata de la Definicién 1.1.22. Simbolicemos
con rxs a su funcién de covarianza. A partir de la expresion r(s) = E (X (s)X(0)), al verificar que se cumplen
las condiciones que posibilitan la derivacién bajo el signo de integral, resulta

() = LE(X(5)X(0))

= E(X'(s)X(0)).

En particular, por ser r una funcién par derivable en 0 resulta 0 = »/(0) = E (X'(0)X(0)), de donde se deduce
que si g y h son funciones medibles, entonces

E (9(X()h(X'(5))) = E(9(X () E (h(X'(s))), (1.2)
para todo s > 0. Veamos por otra parte que r(t — s) = E (X (s)X(¢)). Luego
9?r
t— =E(X'(s)X'(t
Gt 9| =EX@X@)]|
y entonces —r"'(s) = E(X'(s)X’(0)). Obtenemos asi que rx, = —r”, es decir, la funcién de covarianza del

proceso X'(s) coincide con la opuesta de la segunda derivada de la funciéon de covarianza de X (s).

1.2. Integrales miiltiples de Wiener-It6 y caos de Wiener

1.2.1. Polinomios de Hermite

Veremos en capitulos posteriores que los polinomios de Hermite son ubicuos en el desarrollo de las ideas centrales
del presente trabajo. Lo frecuente es encontrar dos alternativas para su definicién. A saber:

1. A través de la formula de Rodrigues: para n > 0, el polinomio de Hermite de grado n es dado por

Hy(z) = (~1)"eT — e, 1.
(2) = (1) e (13)

sin>1y Ho(z) =1.

2. A través de su funcion generatriz:

T = Zf? (). (1.4)

Los primeros polinomios de Hermite son:

[ HO(J:) = u H4(l‘) :.734 —6$2 +3
= I (z) = = Hs(z) = 2° — 1023 + 15z.
s Ho(x) =
2(7) = Hg(z) = 28 — 152 + 4522 — 15.
» Hz(r) =23 — 3x.

Siguiendo las ideas desarrolladas en [15], optamos por presentar aqui un desarrollo constructivo de los polinomios
de Hermite. Consideremos el espacio de probabilidad (R, Bg, ¢(x)dx). En L?(¢(x)dz), al aplicarle el método
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de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a la sucesion de monomios 1, z,z2,...,2",..., se obtiene una sucesion de

polinomios ortogonales Py(x), P (z),..., P,(z),..., donde cada P, puede ser elegido monico. Consideremos por
otra parte la funcion (s, x) = e%*. Simbolizando con E a la esperanza de 6(s, -) respecto a la medida gaussiana
estandar., se tiene

Definamos ademaés,

b(s,m) = = = 5T (1.5)

esr—% _ Z M3n7 (16)

n>0

donde los H,,(x) son coeficientes a determinar, lo que haremos a continuacién. Para eso consideremos el desarrollo
en serie de la funcién exponencial.

52
e5TF — 5T %
n m
_ § x s" § (_1) s2m
! ml2m
n>0 m>0

Al multiplicar las sumas entre paréntesis, se obtiene que el coeficiente de s™ en ese desarrollo es

[n/2] z—2k (_1)k
(n — 2k)! K12k °

k=0

En (1.6), el coeficiente de s™ es H,(x)/n!. Luego,

/2] ok k

T (-1

H,(z) =n! G S
a@)=nl ) (n — 2k)! K2

k=0
[n/2] o
_ . _1\k,.n—2k
=2 CES A
k=0
[n/2]

-y (;;) (2k — 1)lI(—1)kgn—2k, (1.7)
k=0

Definicién 1.2.1. Al polinomio H,(z) en (1.7) lo llamamos polinomio de Hermite de grado n.

Observamos que, independientemente de la obtencién de coeficientes explicitos para cada polinomio de Hermite,
la expresion (1.4) aparecié naturalmente en el desarrollo hecho antes. Naturalmente, también puede obtenerse
(1.3) trabajando con (1.7).

El siguiente resultado nos da una primera idea de la importancia de los polinomios de Hermite.

Proposicion 1.2.2. La familia {\/%Hn in > O} es una base ortonormal de L? (¢p(z) dz).

Demostracion. Comencemos probando la ortogonalidad. Si s,t € R, por (1.6) se cumple que
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Y(t, x)Y(s,x) = G(t+9)z— 1 (t45?)

A partir de (1.5), integrando respecto a la medida gaussiana el primer miembro de (1.8), se obtiene

/ D(t, 2)p(s, 2)p(x) do = e~ 3 H5) 3 (49"

= et

Luego?,

tngm +o0

Z ot | Ha@Ha(@)(2) do. (L9)

Observemos que el primer miembro de (1.9) depende del producto st, por lo que el coeficiente de s™t™ en el

segundo miembro debe ser 0, si n # m. Concluimos que f_Jr;o H,(z)H,(z)p(x)dz = 0, para todos n # m. De
acuerdo a lo probado, volviendo a la ecuacion (1.9) obtenemos

st __ (St)
e = Z (n )2 || n||L2(¢(m)dm)

n>0

Si consideramos la expansioén en serie de potencias,

Se obtiene entonces

2
[ Hnll22(g(2) dzy = 75 (1.10)
para todo n > 0.

Para concluir, resta probar que este conjunto ortonormal es total. Alcanza con probar que si f € L?(¢(x) dx)
es una funcién tal que ffooo f(z)z*¢(z) dz = 0 para todo k > 0, entonces f = 0, casi seguramente. Sea entonces

f € L*(¢(z) dz) tal que
/C>Q f(x)xke_% dx =0,

.k
para todo k > 0. Fijado ¢t € R, multiplicando cada miembro de la igualdad anterior por (ZZI) y sumando sobre
k de 0 a n, se obtiene

S EE [T et Far= [T e Y B a0
k=0 k=0
Como para cada = € R se verifica que

‘ E k!

k=0

1 (@) [els==,

por convergencia dominada resulta

/ f(z)e p(x ) dax = lim kz_: /W (z)z*¢(x) dx = 0.

2Hemos obviado aqui la justificacién del intercambio entre suma y serie, la que puede obtenerse como consecuencia del teorema,
de convergencia dominada de Lebesgue.




Queda asi probado que la funcién caracteristica de f es idénticamente nula y esto alcanza para probar que f = 0
casi seguramente, con lo que se concluye la prueba.

O
Corolario 1.2.3. Toda f € L*(¢(x) dx) tiene expansion
x) = Z enH,
n>0
donde
1 o0
= [ r@H@e) i, (1.11)
para todo n > 0. Como consecuencia,
2
1122 (p(0) dzy) = Z nlcy,. (1.12)
n=0
La siguiente proposiciéon destaca algunas propiedades de los polinomios de Hermite.
Proposicién 1.2.4. Se verifican las siguientes identidades:
1.
Hy1(z) = 2H,(z) — nHy 1 (2). (1.13)
2.
nAm
H,(x Z k'( ) ( > ntm—ak (). (1.14)
3.
[n/2] n
"= 2k — 1)!'H,,_ . .
=3 () 0 (1.15)
k=0
4 p
%Hn(aj) =nH,_1(x). (1.16)

Finalizamos este apartado con la extensién de los polinomios de Hermite a n variables. Para cada k =
(k1,...,kn) €Ng" ={0,1,2,...}" y cada = (z1,...,2,) € R", se define

= H Hkh (th)
h=1
Es claro que flk(:n) es un polinomio de grado k1 + - - - + k, en n variables. Definamos ademas

- ﬁ k.

h=1

Sik=(k1,...,kn),J = (J1,---,Jn) Y ¢n es la densidad gaussiana estandar n-dimensional, entonces, al factorizar
¢n se obtiene

Hy, (@) Hj () pn () dw—/ HHkh T H (@) (21, @) doy - - day,
R

" h=1 h=1

zg /R Hy, (z)Hj, (x)¢(x) dx

= k!6k ;.

R™
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Emulando algunos argumentos usados en la demostracion de la Proposicién 1.2.2, consideremos f € L2(R"),
tal que para todos kq,...,k, > 0, verifica

flzq,... ,xn)zlflx’;z . --xﬁ"qﬁn(xl, ooy xp)dxy - dxy = 0.

R

m n . kh
1ShTp
= | flzy.an)dl@)dl@) o) Y. ] (snn) ™ day - day,.
Aplicando como antes el teorema de convergencia dominada, al pasar al limite en m, se puede concluir

f(x)e®® ¢, (x)de = 0.
Rn

Por ser nula la funcién caracteristica de f, resulta que casi seguramente f = 0. Se obtiene entonces el siguiente
resultado como extensién de la Proposicion 1.2.2.

Proposicion 1.2.5. Para cadan > 1, la familia {\/%I?k ke NO”} es una base ortonormal de L*(R", ¢,,(x)dx).
Si f € LA(R", ¢ (x)dx) se tiene la expansion

+oo 7
=% Y ale)
q=0 kEI\E)”’

donde

1.2.2. Movimiento browniano

Mantengamos en lo que sigue las consideraciones notacionales expresadas en los comentarios posteriores a la
Definicion 1.1.9.

Definicién 1.2.6. Un proceso estocéastico B = (B(t)),~, definido en (2,47, P) es un proceso de Wiener o
movimiento browniano si satisface: -

1. P(B(0,-)=0)=1.
2. Para todos 0 < s < t, la variable B(t) — B(s) tiene distribucion normal con media 0 y varianza ¢t — s.

3. B tiene incrementos independientes, i.e., para cada 0 < ¢; < to < -+ < t,, las variables B(t1), B(t2) —
B(t1),...,B(tn,) — B(t,—1) son independientes.

4. Casi todas las trayectorias de B son continuas, i.e., P (B(-,w) € C ([0,00))) = 1.

La cuarta de las condiciones anteriores puede deducirse de las anteriores y solamente se incluy6 por simplicidad
en la exposicion. Es vasta la literatura en la que se demuestra la existencia de un proceso que verifica los puntos
anteriores. En particular, puede encontrarse una completa descripcion del proceso de construccion del movimien-
to browniano, en el clésico [15]. Las demostraciones de los siguientes resultados también pueden encontrarse alli.
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Proposicion 1.2.7. Para cada s > 0, se verifica que B(s) tiene distribucion normal con media 0 y varianza s.
Para cada s,t > 0, se verifica que E (B(s)B(t)) = s At.

Proposicién 1.2.8. Para cada so > 0, el proceso B(s) = B(s + so) — B(so) es también un movimiento brow-
nano.

Proposicién 1.2.9. Para cada X > 0, el proceso B(s) = B(\s)/V/A es también un movimiento browniano.

El siguiente resultado y su corolario dan cuenta de la violencia de la fluctuacién de las trayectorias de un movi-
miento browniano: casi seguramente, las trayectorias de un movimiento browniano tienen variacién cuadrética
no nula.

Proposicion 1.2.10. Sean A, = {to,...,t,} una particion de un intervalo finito [a,b], con a =ty < t; <
s <ty =by [|An|| = méxi<i<n (t — ti—1), la norma de dicha particién. Entonces,
n
lim B(t;) — B(ti—1))*> = b—a, (1.17)
lanli—0 &
en L%(Q).

Sabido es que la convergencia en L?({)) implica convergencia en probabilidad y que ésta tultima implica la
existencia de una subsucesién que converge casi seguramente. Luego, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.2.11. Eziste una subsucesion (An> de la sucesion de particiones dada en el teorema anterior,
n>1

para la cual la convergencia dada por el limite (1.17) es casi sequra, si Hﬁn — 0.
n

Introduzcamos brevemente a continuacién algunas generalizaciones de conceptos ya abordados.

Definicién 1.2.12. Sean (B*(s)) .,y (B~ (s)),~o movimientos brownianos independientes. Al proceso (B(s)), g,

tal que para cada s € R,
B(S) = B+(S)]l[07+oo)(8) + B_(—S)]l(_oom (8),

lo llamamos movimiento browniano bilateral.
Es inmediato verificar que este nuevo proceso verifica las condiciones de la Definicién 1.2.6.

Definicién 1.2.13. Un movimiento browniano a valores complejos es un proceso B = (B(s)),p tal que
B(S) = Bl(S) + iBg(S),

siendo Bg(s) = %Ek(s), k =1,2, donde (El(s)) Y (§2(5)> g SO0 movimientos brownianos bilaterales e

independientes.

Naturalmente, B es un proceso centrado y ademés,

E(IBO)E) =E(Bus)?) +E (1Bas)) = 3o+ 35 = s
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1.2.3. Integral miltiple de Wiener-It6

Vamos a presentar ahora las principales ideas que intervienen en el proceso de construcciéon de las integrales
miltiples de Wiener-Ito (MWT). Como veremos sobre el final de esta seccién, estos objetos viven en el corazon
de la teoria del caos de Wiener, lo que a su vez representa una herramienta ineludible en el estudio de ciertos
funcionales de procesos gaussianos que se presentaran en los capitulos centrales de este trabajo. Comenzamos
con un abordaje abstracto como el presentado en [17] y en [18]. En el Apéndice presentaremos ademés los
detalles explicitos de la construccién de la integral para un caso concreto.

Definicién 1.2.14. Diremos que f : 79 — R es una funcién simétrica si

[t tg) = f (teq)s - to(g)

para toda o € &,, donde &, es conjunto de todas las permutaciones del conjunto {1,...,¢}. Simbolizaremos
con L2 (T?) al conjunto de las funciones simétricas de cuadrado integrable en T.

Definicién 1.2.15. Sea T un conjunto no vacio cualquiera y f : T9 — R?. La simetrizacion de f es f: T7 — R
tal que

~

1
fltr,... ty) = p > ey tog) -

T oed,

Sean X y X como fueron introducidos en las Definiciones 1.1.11 y 1.1.15. Fijemos ¢ > 1 y definamos %, =
{A € A : u(A) < oo}. Simbolicemos con O, a la familia de funciones de la forma

f: Z ail,...,iq]lAilxnxA,ﬂ,q (tla---vtq)7

1<iy,i2,..,i4<k

donde los conjuntos A;,, ... A; € %o son disjuntos dos a dos y los coeficientes verifican a;, .. ;, = 0 si existen
J.k e {l,...,q} tal que j # k y i; = ix. Las funciones de la familia O, se anulan en rectangulos que cortan
cualquier subconjunto diagonal {t; =t : j # k}. Si f € Oy, se define

LHh= > an.a,X(Ay) X (A,).

Puede probarse que esta definicion no depende de la representacion de f y que se verifican las siguientes
propiedades:

1. El mapa I, : O, — L?(f2) es lineal.

: 1,5 =1,(f) (1.18)

E (I(f)Ip(9)) = 840! f . 3) 12 (7a)- (1.19)

La familia O, es densa en L? (T, %7, u?) y como consecuencia del tercero de los puntos anteriores, es sencillo
probar

B (1,07 =2t

Luego, I, es un operador lineal acotado en un subconjunto denso, por lo que puede ser extendido a un operador
lineal continuo de L? (179,29, u?) en L*(2), al que también simbolizaremos I, y que verifica las propiedades
(1.18) y (1.19).

2 -
Larey < ¢ 1 fll 2 -
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Definicién 1.2.16. Si f € L? (79,24, 1), a 1,(f) lo denominamos integral miltiple de Wiener de f respecto
al proceso X y la notacién habitual es

()= [ £t 1) dX(h) - dX ()

Reservaremos la denominacion integral mailtiple de Wiener-Ité para el caso concreto en el que X es una medida
browniana en 77 (Ejemplo 1.1.17).

En el Apéndice se presenta con cierto nivel de detalle el proceso de construccion de la integral multiple de
Wiener-Ito en rectangulos de R?. Veamos ahora una generalizacién de la caracterizacién hecha en la Observa-
cion 1.1.16, lo que nos permitird extender el concepto de integral multiple de Wiener-1t6 al caso de integrando
a valores complejos.

Definicién 1.2.17. Sea X un proceso gaussiano a valores complejos con parametro en L2 (T, %4, u4), donde
w17 es una medida o-finita no atémica. Para cada A € 27 tal que u?(A) < oo, sea X(A) = X (14). Se dice que
X es una medida gaussiana compleja si se verifican para todos A, B in %4, con pi(A), p4(B) < oo,

1. E ()?(A)) = 0.
2. E ()Z'(A))?(A)) = u9(A).
3. ANB=2 = X (AUB) = X(A) + X(B), c.s.
4. ANB=0=E ()?(A))Z(B)) = 0.
A partir de medidas gaussianas complejas se puede extender la construccion de la integral miltiple de Wiener

a integrandos f : 79 — C cuadrado integrable respecto a la medida p?. Profundizaremos en esta idea en la
Seccion 1.5.

Definicién 1.2.18. Si fi,..., f; son funciones definidas en 7" y a valores en R, su producto tensorial es la
funcién f1 ® -+ ® fy : T? — R, definida como

[i®--@ fo(tr,. ..., tg) = fi(t1) - fq(ty)-

La notacion f2% @ --- @ f&n = ®?=1 f?qf indica que f; estéa repetida g; veces.

Definicién 1.2.19. Sean f € L? (T?) y g € L? (T) dos funciones simétricas. Si 1 < k < p A q, la contraccion
de k indices de f y ¢ es la funcién f ®; g € L? (Terq*Qk), tal que

f ®k g (tl, e ,thrq,Qk) = f (tl, N ,tp,k, FARERE Zk)g (tp,kJrh e ,tp+q,2k7 Zlyenny Zk) d,u,(Zj) e du(zk).
Tk

Convenimos ademas que f ®y g = f ® g, es decir, el producto tensorial de f y g.

Observemos que las contracciones no son necesariamente funciones simétricas. Escribiremos f®yg para hacer
referencia a la simetrizacion de f ®j g. Considerando p = g = k, resulta

f®pg={f9)r2(0.1)
También, por aplicacién de la propiedad triangular,

Hf®kgHL2([0,1]p+q*2k) < ||f Sk gHLz([O,l]PJrq*%) :

El siguiente resultado es usualmente denominado formula de la multiplicacion.
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Proposicién 1.2.20. Si f € L2(T?) y g € L2(TY), entonces

L)t = Zk' () (3) va-2e (7209).

1.2.4. Caos de Wiener

Presentaremos a continuacién una introduccién a la teoria del caos de Wiener y su construccién a partir de
espacios de polinomios en variables gaussianas representadas como integrales de Wiener. Esta forma de aborda-
je no es la unica posible. Puede consultarse por ejemplo [8], donde se hace una construcciéon con cardcter méas
general tomando como base polinomios en espacios de Hilbert gaussianos arbitrarios.

Como en las subsecciones anteriores, consideraremos que (7', %, i) es un espacio de medida en el que p es una
medida o-finita no atémica®. Abreviaremos la notacién escribiendo L? (T'%) en lugar de L% (T9, %9, u9), para
todo ¢ > 1. En lo que sigue I, (-) indicara la integral multiple de Wiener-Ito respecto al movimiento 3 como en
la Definicién 1.2.6.

Definicién 1.2.21. A todo producto de la forma I (f1)I1(f2) - - I1(f.), donde f1,..., fn € L?(T), lo llamamos
caos polinomial de orden n.

Como consecuencia de la desigualdad de Hélder, todo caos polinomial pertenece a L?(Q). Para cada n > 1,
simbolicemos con £,, al subespacio de L?(f2) generado por los caos polinomiales de orden a lo sumo n, es decir,

En = Span {Il(fl) . Il(fg) .- Il(fk) : fl, o Jk € L2(T) 3 k < Tl} .
Sea ademas para cada n, P, = L, donde la clausura es en L?(f2) y adoptemos la convenciéon Py = R.

Naturalmente, se verifica que P; C P41, para todo ¢ > 0. Para cada n > 1, sea ahora K,, el complemento
ortogonal de P,_; en P, es decir
Pn =Pn-1® Kna

donde & indica suma directa ortogonal. Convengamos ademéas Ky = R.

El siguiente es el principal resultado de esta subseccion.

Teorema 1.2.22. El espacio L?(Y) es suma directa ortogonal de los subespacios K,, ¢ > 0. Es decir,

Q) =K, (1.20)

q=0

La coleccion {K, : ¢ > 0} es una familia de subespacios ortogonales de L?(12).

Definicién 1.2.23. A cada K, lo llamamos caos homogéneo o simplemente caos de orden ¢. A la descomposi-
cion dada por (1.20) se la denomina descomposicion en caos de Wiener.

La demostraciéon del Teorema 1.2.22 es consecuencia inmediata de un par de lemas que veremos a continuacién.
El primero de ellos es estandar y omitiremos aqui su demostracion, la que puede encontrarse en [15] y en [21].

3Esto es: para cada B € % tal que u(B) > 0, existe C € % tal que C C By 0 < u(C) < u(B).
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Lema 1.2.24. Sean (Q, 7, P) un espacio de probabilidad y X € L*(Q). Sea adems (An) >0 una filtracion tal
que o (UnZO Mn) = /. Entonces,
ImE (X|,) = X,

en L1(Q).

Lema 1.2.25. La unién |J,~, Pn es densa en L?(€).

Demostracion. Alcanza con probar que el complemento ortogonal de |J,,~, P en L?(Q) es el subespacio nulo.

L
Sea entonces § € (Uq>0 Pq) . Vamos a probar que £ = 0, casi seguramente.

Comencemos considerando una base ortonormal {e,, : n > 1} de L*(T). Para cadan, sea o, = o {I(e1),..., I1(en)}
Es sencillo verificar que (.%7,),, es una filtracién y puede probarse ademas que o Un21 Ay ¢ = .
Fijado n > 0, dados k1, ...,k, > 0, se tiene de acuerdo al cuarto item en la Proposicién 5.1.3,

E (I(en)™ - I(e2)™ - Li(en)™ - &la) = Li(er)*™ - Li(e2)™ - Li(en)* - E (€| 7),

dado que I;(e1)" - I (e3)*2 - - - I (e,)* es o,-medible. Tomando esperanza en ambos miembros de la igualdad
anterior, dado que £ es ortogonal a P,, y por el primer item de la referida proposicién, se obtiene

0=E (Li(e1)" - Ii(e2)™ - Iy (en)™™ - €)
=E (Ii(e))™ - Ii(e2)* -+ - L1(en)FE [€] ] - (1.21)

Es posible determinar una funcién medible F,, : R — R tal que E ({|%,) = F, (I1i(e1),...,I1(e,)) (ver el
Apéndice, comentarios finales en la Observacion 5.1.4). De las propiedades de la integral de Wiener se obtiene que
I(e;) ~ N(0,1), paratodoi = 1,...,ny que E (I1(e;)I1(e;)) = d; ;. Por lo anterior, el vector (I1(e1),. .., I1(en))
tiene distribucion gaussiana conjunta. Luego, de (1.21) se deduce que para todos k1,...,k, > 0,

/ x’flxg"’ -~-x’;"Fn(m1,x2, ey @) dp (1,22, . ., Tp) = 0, (1.22)

donde ¢,, es la medida gaussiana estdndar en R™. Veamos ahora que F;, = 0 en casi todo punto, para lo cual
utilizaremos la ortogonalidad de los polinomios de Hermite probada antes. De (1.22) y (1.7) se deduce que para
todos kq,ko,..., ky, >0,

Hy, (1) Hgy (22) - - Hg, () (21, 22, . . oy 2n) dén (21, 22, . .., 2,) = 0. (1.23)
RTL
Pero de acuerdo a la Proposicion 1.2.5, la familia { Hy, (1) Hy, (z2) - - - Hg, (2n) : k1, k2, ..., k, > 0} es una base
ortogonal de L? (R", ¢,,(z)dz), por lo que (1.23) implica que F;,, = 0 en casi todo punto. Por su definicién, es
E (&|4,) = 0, casi seguramente. Del Lema 1.2.24 se deduce que £ = 0, casi seguramente, con lo que se concluye
la prueba.

O

Demostracion. (del Teorema 1.2.22). Por construccién de los caos homogéneos, se verifica P, = @ZZO K, para
cada n > 0. Luego,

U P =Pk,
q=0

n=0

De acuerdo al Lema 1.2.25, el primer miembro de la igualdad anterior es precisamente L?(£2). Con esta obser-
vacién se concluye la prueba.
O
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1.3. Teorema de Wiener-1td

En la presente seccién nos ocuparemos del teorema de Wiener-It6 que tiene vital importancia en el desarrollo de
las ideas que aparecen en los capitulos centrales del presente trabajo. Comenzamos con su enunciado y luego su
demostracién serd consecuencia de una serie de resultados que presentaremos a continuacién. Usamos la nota-
cion L?(2) para hacer referencia a L?(§2, &7, P), siendo </ la o-élgebra generada por el movimiento browniano
fijado B.

Teorema 1.3.1 (Wiener-1t6). El espacio L*()) admite la descomposicion ortogonal
2
L (Q) = @ K(h
920

donde cada K, es un espacio de integrales miiltiples de Wiener-Ité de orden q. Cada X € L*() puede ser
expresada de forma unica mediante el desarrollo

X = Zlq(fq)7

q>0

siendo f, € L?(T?). Ademds,

2 2
1X1 720y = Y a1 fall 72 oy -
q>0

Proposicién 1.3.2. Sea ¢ > 0. Si m, es la proyeccion ortogonal de L?(SY) sobre K, entonces

mq (11(f)?) = Hq (11(f)) (1.24)
para toda f € L*(T).

Demostracion. Sea f € L?(T). Comencemos con un par de observaciones de caracter general. En primer lugar,
de la identidad (1.15) se deduce que para todo ¢ > 0,

La/2] q
R = B0+ Y ()@= DUy (7). (1.2)
k=1

Por otra parte, si p,q > 0, resulta

E (Hy(L(/)Hp(L(])) = /RHQ(‘T)HP(QS)(MI) dx = dq,pd, (1.26)

de acuerdo a la Proposicion 1.2.2. Observemos que en el desarrollo en el segundo miembro de (1.25), por el
Teorema 1.2.22, todos los términos excepto el primero son ortogonales a K. Luego, se verifica

la/2]
w0 =7y | Hy00) + Y (g ) 26 = DSt (51)

=g (Hq(11(f)))- (1.27)

Si se demuestra que Hq(I1(f)) L Py—1, entonces resultara mq (Hy(I1(f))) = Hy(L1(f)) y de acuerdo a (1.27),
habremos obtenido (1.24). Veamos a continuacion que ese es el caso.

Sean g1, ...,9m € L2(T), con 0 < m < q. El objetivo es probar que se verifica

E(Hy(I1(f)) - I(g1) -+ T1(gm)) = 0. (1.28)
Para cada 1 < i < m, pueden elegirse ¢; € Ry h; L f, de forma tal que sea g; = ¢;f + h;. Asi se obtiene
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E (Hy(Ii(f)) - Li(g1) -+ I (gm)) = E (Hq(fl(f)) 15 (er+ hi))

=E (HQ(Il(f)) H (c:li(f) + Il(hi))> :

Al desarrollar el producto en el integrando anterior se obtienen 2™ sumandos, todos de la forma

CE <Hq(11(f)) ()" Hll(hi)ﬂi> ; (1.29)
i=1
donde C' es constante, o, 81,...,8m >0y a+ p1 + -+ B = m. Veamos que cada uno de los términos de la

forma (1.29) es nulo: por (1.25), se tiene que I1(f)® = Hao(I1(f)) + Ta—1(11(f)), donde T,,_1(I1(f)) L K,. La
esperanza en (1.29) puede escribirse

E (Hq(fl(f)) (Ho(I1(f)) + Ta-1(11(f))) Hfl(hi)ﬁi>

i=1
=E (Hqul(f))ﬂa(h(f)) Hh(hi)’%) +E <Hq(f1(f))Ta1(Il(f)) Hmm)ﬁi) (1.30)

i=1 =1
Por la independencia de I1(f) y I1(h;), para todo i = 1,...,m, se puede factorizar la esperanza en el primero

de los sumandos anteriores y obtener

E (H, (1 () Ha () B (H mm)@) ~o.

dado que el primer factor es nulo, de acuerdo a (1.26), por ser a < ¢. El segundo sumando en (1.30) también es nu-
lo: basta ver que Hy (I (f)) € K, mientras T,,—1(11(f)) [Ti~, 11(h;)? esun polinomio en I1 (f), I1 (h1), . . ., I (hm),
de grado m — 1 < g, por lo que pertenence a P,_1, de donde se deduce su ortogonalidad con Hy(I;(f)). Con
esto se concluye la demostracion.

O

Con similares argumentos y notacién més pesada puede probarse el siguiente resultado, del cual la Proposicién

1.3.2 resulta un caso particular.

Proposicién 1.3.3. Si f1,..., fr son elementos no nulos de L*(T) y si q1,...,qx € Zg‘, entonces

k k
Tq (Hll(fi)qi> = HH L (L(fi) s

donde g =q1 + -+ + qx.

En lo que sigue, fijemos (ey),~,, base ortonormal de L*(T). Si ¢ = (gx),>, €s una sucesién de puntos en Zg
con suma finita, definimos

He =] ﬁHq (Ii(e)) (1.31)

E>1
Observemos que el producto en el segundo miembro de la igualdad anterior se reduce a una cantidad finita de
factores. Definamos ademés, para cada cada g > 0,

H(q) = {Hq: llall, = 4},

donde ||-||, indica la norma de ¢*(Z™), que en este caso representa simplemente la suma de los términos de la su-
cesion. De esta forma, por ejemplo, H(0) = {1}; H(1) = {I1(ex) : k> 1}; H(2) = {L(ex)1(exr) : 1 <k <K'} U
{% (I 1(%)2 — 1) k> 1}. En el siguiente resultado se utiliza la notaciéon que acabamos de incorporar.
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Proposiciéon 1.3.4. Para cada q € ZS‘, la familia H(q) es una base ortonormal de K,,.

Demostracion. Consideremos fijo ¢ € Z§. En primer lugar observemos que H(q) C K,, de acuerdo a la Pro-
posicién 1.3.3. Ademas, la familia H(g) es un sistema ortonormal en L?(2). En efecto, fijado k > 1, de (1.10)
se deduce ||H,, (Il(ek))||iz(m = ¢! y de la independencia de {I(ex) : K > 1} se obtiene que si Hq es como en
(1.31), entonces ||Hq||L2(Q) = 1. Ademas, si p y g son dos sucesiones de puntos de Z{ de suma finita, con p # q,
entonces, existe kg > 1 tal que pg, # qx,- Luego, por la anteriormente citada independencia de las integrales de
Wiener de la base ortonormal de L?(T), se puede efectuar la siguiente factorizacion:

: Hqy, (Ii(ex,)) Hp,,, (1)) T #qu (I1(ex)) Hpy (Ii(ex))

E(Hglp) =E | —
VkoPho iy, VAP

=E <1H¢Ik0 (Il(eko)) Hpko (I1(6k0))) E H ! qu (Il(ek)) Hpk (Il(ek))

v/ QkoPko ketko \V 4kPk

El primero de los factores en el ultimo miembro en las igualdades anteriores es nulo como consecuencia de (1.26),
de donde se obtiene la ortogonalidad.

Lo que resta para concluir la prueba es que a continuaciéon verifiquemos que span (#(q)) es denso en K. Sea
n e K;N ”H(q)l‘. Esto es, my(n) = ny E(nHg) = (n,Hg)r2(0) = 0, para toda sucesién q en Zg, de suma
q. Ademas, observemos que si p es cualquier sucesion en Za' con suma finita, entonces m,(Hp) = Hp, - 6”1’”17‘1'
Luego,

(n), Hp) 2(0)

(n, Hp)r2(0) = (74
= (n,mq (Hp))r2(0)

donde se ha usado que la proyeccién ortogonal es un operador autoadjunto. Hemos obtenido que 7 es ortogonal
a cualquier polinomio de la forma (1.31). Con argumentos similares a los usados en la demostracion del Lema
1.2.25, se obtiene que 1 = 0, casi seguramente. Queda asi probada la densidad de span (H(q)) en K.

O

Corolario 1.3.5. La coleccion
{Hq : Hqu = Q}qzo

es una base ortonormal de L*(Q). Cada X € L*() tiene expansion tinica

X=> > cqH,,

920 ||q|l,=¢

siendo cq = E (X Hyg).

Presentemos a continuacién algo de la notacién que utilizaremos. Para el producto tensorial utilizaremos la
—~n
. . .. . ~ ~ Rq; .
notaciéon introducida en la Definicién 1.2.18. Al escribir ?‘“@ N ®j:1fj % haremos referencia a la
. . ., n ®qj . o ., + o .
simetrizacién de @;_; f; . 5i ¢ = (qx);>, es una sucesion de elementos de Zg , con |||, = ¢, entonces g tiene a

lo sumo ¢ términos no nulos {gx, ..., gk, }, con 0 < r < ¢. Utilizaremos en este caso la notacion @, f,?q’“ para

. Rqr ® .. . e , ., ., e X
hacer referencia a f;, "' @+ ® f,_**". De forma similar a lo anterior, se utilizar también la notacion &),,_, f %

La demostracion del siguiente resultado puede encontrarse en [15].
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Proposicién 1.3.6. Si f1,. .., fx son funciones ortogonales no nulas en L*(T) yny,...,ny son enteros positivos
tales que ny + --- + nx = q , entonces,

k

L (fom @ @ O :H n; (11(f5))

j=1
En particular, para cualquier f € L?(T) no nula,

I, (f®q) = H, (11(f)) -

Proposicién 1.3.7. Sea ¢ > 1. Si f € L*(T?), entonces 1,(f) € K,. Reciprocamente, si X € K,, entonces
eziste y es unica f € L2 (T?) tal que X = I,(f).

Demostracion. Como I,(f) = Iq(f), para probar la primera parte del enunciado alcanza con que consideremos
f € L2(T). Sea {ex}x>1 una base ortonormal de L*(T). La familia

.
Q). e lall, =q (1.32)

T €k
\/sz1 g!

es una base ortonormal de L? (T) (puede consultarse [8], donde hay un capitulo dedicado al estudio de productos
tensoriales de espacios de Hilbert). Entonces f tiene el desarrollo

———00

e®Qk

= > ==, "
lal, =q \/Hk>1qk

siendo ¢4 el correspondiente coeficiente de Fourier en 179, que verifica ZHQHFQ 6121 = Hf||2L2(Tq) < oo. Luego, por
la Proposicion 1.3.6 y (1.31),

= Z Cq—F——— HHQk Il €k
lall,=a mlm
Z\/a Z cqH

llall,=q

Por la Proposicién 1.3.4,

gl poiy =4 D <2

lall,=q
= ¢ [fll 2 (ay < 00,

con lo que queda probado que I, (f) € K.

Para la demostracion del reciproco, consideremos X € K. Por la Proposicién 1.3.4, se tiene la expansién

X= Y dgHq. (1.33)
lall,=q
Sea

eD, (1.34)

d k
Iq¥q \/Hk>1®k !

Como (1.32) es base ortonormal de L? (T'%), entonces resulta
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1
2
||f||L§(Tq) = a Z dz

" llall,=q

1 2
= a ||XHL2(Q) < 00,

por lo que f € L?(T9). A partir de los desarrollos (1.33) y (1.34) se deduce que I,(f) = X. Utilizando un

argumento estandar para probar la unicidad de f, se concluye la prueba.
O

La demostracion del Teorema 1.3.1 es consecuencia directa del Teorema 1.2.22 y del hecho de que, segin la
Proposicién 1.3.7, resulta K, = {I,(f) : f € L2 (T?)}.

1.4. Foérmulas de Mehler

Los resultados enunciados en la presente seccion, etiquetados como férmulas de Mehler, apareceran reiterada-
mente en muchos de los calculos que aparecerédn en las secciones posteriores.

La prueba del siguiente resultado puede encontrarse en [4].

Proposiciéon 1.4.1.

1. Sea (X,Y) un vector gaussiano centrado tal que E(X?) =E(Y?) =1 y sea p = E(XY). Entonces

E(Hy(X)H;(Y)) = 04,5907, (1.35)
donde 6 es la delta de Kronecker.

2. Sea (X1, X2, X3, X4) un vector gaussiano centrado con matriz de covarianza

1 0 P1,3 P14
0 1 pa23 poa

E =
P13 P23 1 0
pra p2a O 1
Entonces, st r1 + 12 =13+ 14,
T1!7‘2!7“3!7“4! d d d- d
E (Hy, (X1)Hy, (Xo)Hry (X3)Hyy (X4)) = Z mpﬁspfwszzﬁ (1.36)

(d1,d2,d3,ds)EZ
donde

Z:{(dl,dQ,dg,d4) EZ+4:d1+d2=’I‘1, d?,—|—d4=’l“2,dl—|-d§v,:’/’37 d2+d4:7‘4}.

Siry+ 19 # r3+ 14, la esperanza en (1.36) es nula.

Observacion 1.4.2. Calculos elementales nos conducen a que en caso de que sea r| + r9 = T3 + 14, Una
caracterizaciéon de Z resulta

4 .
Z = {(rl—r2+ﬁ,r2—m,r2—m,ﬁ) €Z" : max{0,r; —ra} SK)STQ},

de donde se deduce que el cardinal de Z es a lo sumo r9 + 1.
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Una generalizacién de la Proposicién 1.4.1, cuya demostraciéon puede hacerse de forma similar es la siguiente.

Proposicion 1.4.3. Sea (X,Y) = (Xy,...,Xp,Y1,...,Yp) un vector gaussiano centrado 2D-dimensional

Ip

r 1) Entonces, para todo n = (ny,...,np) € NP y todo m =
D

con matriz de covarianza dada por
(m17' . 'amD) € ND7
i. Si|n| # |m|, E (ﬁn(X)ﬁfm(Y)) = 0.

it. Si |n| = |m]|,

E (A : - Im! (I3 )™
(Hn(X)Hm(Y))_ 3 nm! [ 22—

L d; 4!
di, ;20 1<4,j<D ’
i dig=ng ;30 dij=m

1.5. Representaciones espectrales unidimensionales

Si X = (X(s)),s( s un proceso gaussiano estacionario, centrado y continuo en media cuadratica, entonces su
funcién de covarianza r es continua, de acuerdo a la Proposicién 1.1.21. M4s atn, r es definida positiva*, i.e., si
S1,.-.,8, €RT y z1,..., 2z, € C, entonces

n

Z r(si—sj)ziz; =E Z X(si)X(s5)zi75

i,j=1 t,j=1

> 0. (1.37)

Por el teorema de Bochner (ver, por ejemplo, [13]), la continuidad de r y la condicién (1.37) implican que existe
una dnica medida p en R tal que para cada s € R,

r(s) :/]ReisA du(N). (1.38)

Es decir, r es la transformada de Fourier de una medida que verifica r(0) = u(R) y a la que se denomina medida
espectral de X. En caso de que p tenga densidad, es decir, si existe una funcién f definida en R de forma que
para cada s € R se verifique

r(s) = /R ¢ F(A) d, (1.39)

se dice que f es la densidad espectral del proceso X'. Por la simetria de r, se verifica que p es una medida
simétrica (y en caso de existir, también lo es la densidad espectral). Nos referimos a lo obtenido en (1.38) y en
(1.39) como representaciones espectrales de la funcién de covarianza. El k-ésimo momento espectral de X es

Ak :/RAk du(N). (1.40)

De la simetria de p se deduce que los momentos espectrales de orden impar, si existen, son nulos. Puede de-
mostrarse que el momento de orden 2k es finito si y solo si r tiene derivada de orden 2k en s = 0. Mas aun, si el
proceso tiene trayectorias de clase C, se verifica que A = —r”(0) = E (X’(0)?) y pueden obtenerse relaciones
similares para derivadas superiores de orden par en el origen. Un completo desarrollo de estas ideas puede
encontrarse en [1].

4Esta es en realidad una caracteristica de la funcién de covarianza de cualquier proceso con segundo momento finito.
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Consideremos que en la Definicion 1.2.16, se tiene ¢ = 1 y T'= R. En ese caso la integral de Wiener-Ito I;(+) se
define para funciones f € L?(R), verificAndose la propiedad

L(f) ~ N (0,151 ) (1.41)

y si f,g € L*(R), entonces

E(L(f)1(9) = (f.9) r2w)- (1.42)
El mapa I; : L?(R) — L?(Q) es una isometria.

Consideremos ahora que (B(s)),.p €s un movimiento browniano bilateral (Definicion 1.2.12). Si & € L*(R),
definamos para cada s € R,

Y(s) = /Rf(s —u) dB(u). (1.43)

A este tipo de procesos se los denomina promedio mdvil de B(-).

Proposicioén 1.5.1. El proceso (Y (s)),cp es gaussiano, centrado y estacionario.

Demostracion. Que el proceso es gaussiano y centrado es consecuencia de (1.41). Para probar la estacionariedad,
consideremos,

r(t,s) :=E(

= / E(t—u)é(s —u)du
R

— [ &tt—s-vg-vya,
R

Y ()Y (s))

donde se ha utilizado (1.42) y el cambio de variables u — s = v. Si escribimos £(s) = &(—s), resulta de lo anterior
que 7(t,s) = £ x£(t — s), de donde se deduce lo que se quiere probar.

O

Ejemplo 1.5.2. Un importante ejemplo de proceso gaussiano estacionario, que sera citado en capitulos pos-
teriores, es el denominado proceso de Ornstein-Uhlenbeck. En (1.43) escribamos £(s) = e *1jg yo0)(s) para
obtener .
Y(s) = / e~ "W dB(u).
— 00
La funcion de covarianza es r : R — R, tal que r(s) = £ * f(s) y con calculos elementales se obtiene la expresion
r(s) = 2e7*l. La transformada de Fourier de r es

La transformada de Fourier de £ es

~

A ot
, 3 )’ 1+ A2
de inversion resulta r(s) = i fR e~ T +1/\2 dA y por propiedades de simetria de las funciones trigonométricas
elementales se obtiene

1

De observar que ’e(iA*1)5| = |e*|, se obtiene g()\) = -7 de donde resulta . Asi, por la féormula
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Hemos obtenido asi una representacion espectral de r, siendo f(\) = i la correspondiente densidad
Y

espectral del proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

En el ejemplo anterior aparecen los calculos necesarios para obtener representaciones espectrales de la funciones
de covarianza asociadas a la familia de procesos definidos por (1.43). Esto es, fijada ¢ € L?(R), resulta

1 ,
ry(s) = g/Re”A

_ 1 /0 T os(s)) &

™

~ ‘ 2

£\

dx, (1.44)

~ 2
siendo f(\) = 5= ’5()\)’ la densidad espectral del proceso.

Veamos a continuaciéon como obtener una representacion espectral para el proceso (Y (s)) Vamos en busca

de una representacion del tipo

seR"

Y(s) = /Re“*zb(/\) dB(\), (1.45)

pero, ;cudl es exactamente el sentido que le damos a una integral como la del segundo miembro de la igualdad
anterior? Habiamos mencionado sobre el final de la Subseccién 1.2.3 la nocién de integral multiple de Wiener.
Profundicemos a continuacién esa idea.

Consideremos g1, g2 € L?(R) y definamos g = g1 + ige. Es inmediato que g € LZ(R). Queremos darle sentido a
la integral fR gdB. Para eso, operando formalmente se obtiene,

9dB = (g1 + ig2) (dB1 + idBs)
= g1dBy — g2dB3 + i (g1dB3 + g2dBy) .

En base a esto definimos,

7(0)i= [ 91 aBe) = [ 01(5)aB1(s) = [ ga(s) dBa(o) + [ [ @B+ [ a5 dBl<s>] .

Es sencillo probar la identidad E (I(g)l'(h)) = (9, ) 12(r), de donde se deduce ademas E (Z2(g)) = ||g||2L%(R).
Decimos que Z(g) es la integral de Wiener-1to6 de g.

Retomemos entonces el objetivo de obtener una representacion como la de (1.45). Definamos el proceso ()N/(s))
seR
dado por

T(s) = [ v B,
R
donde 1 € L?(R). Observemos que

rp(ts) =E (V)Y (5))
= /]R e p(N)etsAp(N) dA

= [P (1.46)
R
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de donde se deduce que el proceso es estacionario. Se puede entonces definir la funcién de covarianza, como
ry(s) = fR e M(N)|2 d), para todo s € R. El objetivo es determinar la 1 adecuada para que se verifique
que 7y = ry. Esto surge naturalmente, pues resulta claro, de la comparacién de (1.46) y (1.44), que debe ser

[v(N)| = \/%\g(/\)\ Asi se obtiene la representacion

1 iSA| e
Y(s) = o / e EN)| dB(Y)
:/ReiSM/f(A) dB(\).

Mas alla de los promedios moviles, puede obtenerse una representacion espectral més general para procesos defi-
nidos en R? a valores complejos. De eso trata el siguiente resultado, cuya demostracién puede encontrarse en [1].

Proposicién 1.5.3. Sea 1 una medida finita en R y W un ruido blanco gaussiano complejo basado en fi.
Entonces, el campo a valores complejos X = (X (t)),cpa, con

X(t) = / Xt AW (), (1.47)
R4
es gaussiano y tiene covarianza
r(s,t) :/ TN du(N),
Rd

por lo que es estacionario. Ademds, para cada campo gaussiano X, estacionario, centrado y continuo en media
cuadrdtica, con funcion de covarianza v y medida espectral p, corresponde un ruido blanco gaussiano complejo
W en R? tal que se verifica (1.47) en media cuadritica.

Observacién 1.5.4. En caso de que la funcién r de la Proposicion 1.5.3 pertenezca a L' (R?), del teorema
de inversién de Fourier resulta que X tiene densidad espectral fx, la que por el Teorema de Bochner es no
negativa. Se obtiene la siguiente representacion espectral del campo:

X(t) = /R N (N dW (N).

1.6. Preliminares sobre campos gaussianos

En la Definicién 1.1.10 se presento el concepto de campo gaussiano definido en T C R? y tomando valores en

R, como aquel X = (X(t)),c para el cual el vector n-dimensional (X(t1),..., X (t,)) es gaussiano, para todo
n € ZT y todo (t1,...,t,) € T". Las funciones de medias y de covarianzas son, respectivamente, para todo
s,tefT,

m(t) = E(X(?)),
r(s,t) = E [(X(s) —m(s)))(X(t) = m(t) ']

Parece natural obtener la siguiente generalizaciéon a campos a valores en RP.

Definicién 1.6.1. Un campo aleatorio con parametro en T C R? y a valores en R” es una funcién X : 7' x Q —
RP | de forma tal que si X(t,w) = (X1 (¢,w), -+, Xp(t,w)), entonces cada X;(t,w) es un proceso estocéstico en
el sentido de la Definicién 1.1.9. Se dice que un campo aleatorio con pardmetro en 7' C R¢ y tomando valores

en RP es gaussiano, si para cada a = (ai,...,ap) € RP, el campo a valores reales (Zii1 aiXi(t)) es
teT
gaussiano en el sentido de la Definicién 1.1.10.
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La estacionariedad, tal como en la Definicién 1.1.25 y comentarios posteriores, puede adecuarse de forma na-
tural al caso de campos, tanto escalares como vectoriales, definidos en 7' C R?. Es inmediato ademas que si
X1,...,Xp son campos estacionarios a valores reales, entonces el campo vectorial X = (X7,..., Xp) también lo
es. También valen resultados sobre continuidad y derivabilidad anédlogos a los presentados en la Secciéon 1.1, con
las naturales adaptaciones. Veremos a continuacién una sintesis de los mas relevantes para nuestros propoésitos,
siguiendo el clésico [1].

Definicién 1.6.2. Sea X = (X (t)),., un campo a valores reales, con espacio de parametros incluido en R,

1. Se dice que X es casi sequramente continuo en t € T, si para cada sucesion (t,) de puntos en T tal que
It —t|| — 0, se verifica X (t,,) — X (¢)c.s..

2. Se dice que X es contino en media cuadrditica en t € T si para cada sucesion (t,,) de puntos en T tal que
|t —t|| = 0, se verifica X (t,) — X(t) en L*(9).

En cualquiera de los casos anteriores, la continuidad global del campo se obtiene si el mismo es continuo en todo
t € T. La continuidad casi segura en T es también referida como continuidad de las trayectorias del campo.
Veamos a continuacion algunas definiciones referidas a la derivabilidad de X.

Definicién 1.6.3. Sea {ej,...,eq} la base canénica de RY. En caso de existencia, al limite casi seguro

Xi(t) = lfm X (t+ he;) — X (1)

14
h—0 h ( 8)

lo lamamos i-ésima derivada parcial de X en t. La funciéon ¢t € T — X;(t) es la funcion derivada parcial i-ésima
de X.

La condicién de existencia se verifica si P {w € Q : existe X, (¢t,w)} = 1. Es comun ademaés el uso de la notacion
% para las derivadas parciales y en el presente trabajo emplearemos cualquiera de ellas. Para las derivadas de

k
orden superior, utilizaremos indistintamente tanto X;, ;. (¢) como %.
21 *k

Definicién 1.6.4. En las condiciones de la Definicion 1.6.3, si al limite en (1.48) lo consideramos en media
cuadrética, a X;(t) lo denominamos i-ésima derivada parcial en media cuadrdtica de X en t.

Veamos ahora un par de resultados claves en el vinculo entre la regularidad de las trayectorias del campo y
ciertas caracteristicas de su funcién de covarianza, tal como se observo en el primer capitulo, en el contexto de
parametro real.

Proposicién 1.6.5. Un campo X = (X(t)),cp es continuo en media cuadrdtica en teT, siy solamente si su

funcion de covarianza r es continua en (t,f). Sir es continua en todo (t,t) € RY x R%, entonces es continua en
todo punto.

2
Proposicién 1.6.6. Si la derivada %5;? existe y es finita en (t,t) € R x RY, entonces existe el limite en

media cuadrdtica X;(t), dado por (1.48).

2

Se puede demostrar que la funcién de covarianza del proceso X;(-) estd dada por % y puede extenderse

este procedimiento a las derivadas de segundo orden X;;(t), obteniéndose que la funciéon de covarianza de X;;(-)
8*r(s,t)

€S Bs:0t;05,0t; -

En el caso de que X sea estacionario, la funcion de covarianza r(s,t) es funcion de la diferencia ¢ — s unicamente.
Si suponemos ademaés que el campo es centrado, en ese caso diremos que la funcién de covarianza de X es la
funcién simétrica r : R¢ — R tal que



Bajo la hipétesis de estacionariedad, de la Proposiciéon 1.6.5 se deduce que la continuidad de r en el origen

es suficiente para la continuidad en media cuadratica de X en todo ¢t € T. También, si la 2k-ésima derivada
92k (1)

62t11“‘82tik

tefT.

existe y es finita en t = 0, entonces la k-ésima derivada en media cuadratica X;,...;, (¢) existe en todo

Complementemos lo anterior con una extensioén natural de los resultados obtenidos en la Subseccion 1.5 referi-
dos a representaciones espectrales. Consideremos un campo X gaussiano, centrado y estacionario con funcién
de covarianza r. Supongamos ademéas que X (t) € L%(f), para todo t € T. Puede entonces obtenerse una
representacion espectral de la covarianza de la forma

r(t) = /R cos ({t, ) du(\), (1.49)

donde u es la medida espectral de X. Los momentos espectrales de X son
Maia = [N,
Rd

. . d . .
para cada (iy,...,iq) € Zar ¥y A = (A,...,Aq). De la estacionariedad del campo se deduce que r y p son
simétricas, por lo que los momentos de orden impar, si existen, son nulos:

d
Aiy.ig =0 si E i} es impar.
k=1
De derivar sucesivamente en ambos miembros de (1.49) se obtiene \;,;, = —% 1o V> en general, cualquier
i Otiy lt=

momento espectral de orden 2k.

Observacién 1.6.7. Destaquemos en este punto un comentario respecto a la independencia entre derivadas
del campo X en un punto ¢. Si ¢, s € R%, entonces r(t,s) = [pa cos ({s —t,A)) du()). Luego,

or(t
E(xmxm) = 20—y 20

851'

t=s

por ser momento espectral de orden impar. De la misma manera,

or(t, s)
E(X;(t)Xk(t) = =—— = Xijx = 0.
(XUOX3(0) = g | =

Fijado ¢, las variables X (t) y X;(t) son no correlacionadas. También lo son X;(t) y X;x(t). Al ser X' y su
derivadas campos gaussianos, la no correlacion implica independencia.

Definicién 1.6.8. Sean X un campo gaussiano estacionario. Se dice que X’ es isotrdpico si para cada (t1,...,tq) €
R? y cada f € SO(d)® , se verifica

(X(f(t2)), -, X(f(ta))) = (X(t2), ..., X(ta))

en distribucién.

Naturalmente, un campo estacionario e isotropico se caracteriza al verificarse

r(t) =r (),

para todo t € R%. Si 0 : R? — R? es una rotacién, observemos que [|6(t)|| = |||, para todo t. Bajo la hip6tesis
de isotropia, se tiene r(t) = r (6(t)), para todo t. Luego,

5Simbolizamos con SO(d) al grupo ortogonal especial de R? de todos los operadores ortogonales d—dimensionales, cuyo deter-
minante es 1.
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I
5

[ cos (.0 au) = [ eos (06).) du()

d

cos ((t,07"(N)) du(N)

d

[ st 0) dua ),

donde py es el push-forward de p por 0, ie., ug(B) = p (9’1(B)), para todo boreliano B. Analicemos los
argumentos usados aqui: la primera igualdad es consecuencia de r(t) = r(6(¢)) y la igualdad (1.49). En la
segunda igualdad se ha utilizado la invariancia del producto interno por rotaciones y en la tercera igualdad la
férmula de cambio de variables. Como lo anterior vale para todo t, se obtiene que pg = . En otras palabras,
la medida espectral es invariante por rotaciones y, en caso de que sea absolutamente continua, su densidad
espectral dependerd iinicamente del modulo de A. Una importante consecuencia de lo anterior es que, fijado ¢,
se verifica

EOX(0) = [ Ay dulh) = 5,2, (1.50)

siendo d la delta de Kronecker y Ay = f]Rd A2 du(X\) > 0. Por la simetria de la medida espectral, el valor de Az
es independiente de i.

1.7. Teorema del cuarto momento

Esta breve seccion contiene resultados que son consecuencias del Teorema 1 en [19], en el que se demuestra que
la convergencia en distribucién de una sucesion de MWT a una variable gaussiana centrada, equivale a la conver-
gencia del correspondiente cuarto momento. El referido resultado es conocido como criterio de Nualart-Peccati
o también teorema del cuarto momento. El abordaje que haremos a continuacién sigue el tratamiendo dado en
[17]. Consideremos las suposiciones hechas en los comentarios previos al Teorema 1.3.1.

Teorema 1.7.1. Sea q¢ > 2 y consideremos una sucesion (gn)n21 en L2 (TY), el espacio de funciones simétricas

de cuadrado integrable definidas en T?. Para cada n > 1, sea Gy, = I;(gn), tal que h'mnIE(GfL) =02 > 0.
Entonces, son equivalentes:

1. G, —2 N ~ N(0,02).

n—oo
2. 1im, E (G%) = 30> = E (N%).

3. h'rrln 190 @k gnllp2(720-20) = 0, para cada k € {1,...,q—1}.

Una demostracion del Teorema 1.7.1 en la que se utilizan técnicas del denominado cdlculo de Malliavin, puede
encontrarse en [17]. Una demostracion de una version algo mas restrictiva, basada fundamentalmente en argu-
mentos més elementales, de tipo combinatorio, se hace en [16].

El siguiente resultado (Teorema 6.2.3 en [17]) nos dice que en el caso de una sucesion de vectores de integrales
multiples de Wiener-It6, la convergencia de las componentes equivale a la convergencia conjunta. Esto sera
esencial en la demostraciéon de teoremas tipo Breuer-Major.

Teorema 1.7.2. Sean d >2 y q1,...,qq € Z*. Consideremos una sucesion de nicleos (gq.n) con

n>1’
gd,n = (g(]hna e aqu,n) )

siendo g, € L2 (T%), para todo n > 1 y para todo i € {1,...,d}. Sea para cada n, el vector
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Gan = gy (Ggin) -+ Lgg (Ggan)) - (1.51)
Supongamos que existe ¥ € My(R), una matriz simétrica semidefinida positiva, de forma tal que

WmE (I, (9g,.n) Iy, (94,n)) = S(i. ). (1.52)
con 1 <1i,j <d. Entonces, son equivalentes las siguientes afirmaciones:
1. Gg convege en ley, si n — 400, a un vector d-dimensional gaussiano N ~ Ng(0,%).

2. Para cada 1 <i<d, I, (94,,n) converge en ley a N (0,%(3,7)), si n — +o0.

Observacion 1.7.3. En los siguientes capitulos, los dos ultimos resultados seran utilizados de forma combinada:
para probar la convergencia débil de cada componente de (1.51) se utilizara la tercera condicién en el Teorema
1.7.1. Es conveniente notar sin embargo que mientras se tiene como premisa que la matriz de covarianzas limite
¥ en (1.52) es semidefinida positiva, en el enunciado del teorema de cuarto momento se tiene que o > 0. Esta
brecha puede salvarse utilizando argumenos estandar: supongamos lim, E (G2) =0y sea f,(t) = E (%), la
funcioén caracteristica de cada G,,. Se tiene entonces

lim f,,(t) =lime™~ 2 =1,

para todo t € R. Por ser la constante 1 la funcién caracteristica de la variable degenerada centrada en 0 (que
puede considerarse como N ~ N(0,0)), la convergencia puntual de la sucesion (f,) es suficiente para que se
verifique la convergencia en distribucién de G,, a N.

1.8. Rango de Hermite y desigualdad de Arcones

Definicién 1.8.1. Sea £ un vector d-dimensional gaussiano esténdar. Sea f € L? (R, ¢g(z)dz). Definimos el
rango de Hermite de f como

p(f) =min {k € N:3n € N’ tal que [n| = k v E ((/(&) = B((€))) Hn(€)) # 0}

Para cada n € N%, sea ¢, el coeficiente de Hermite en la expansiéon de f dado por
1

= | (@) Hp (2)¢a(x) da
= =B (FOR).

Luego,

—E (f(©)Hn(v))
= Vnley,
donde se ha usado que ﬁn(f) es una variable centrada. En definitiva,

E ((£(6) —E(f(€) Ha(€)) #0 <= cn £0.

Se obtiene asi la siguiente caracterizacion alternativa del rango de Hermite:
p(f) =min {k € N:3n € N tal que |n| =k y cp, #0}.

La siguiente Proposicion, de gran relevancia en capitulos posteriores, es una adecuacion del Lema 1 en [3].
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Proposicion 1.8.2 (desigualdad de Arcones). Sean & = (&1,...&4) yn = (1,...,nq) dos vectores gaus-
sianos estindar con covarianza r(j,k) = E (i) y f € LA2(RY, ¢q(x)dz) de rango de Hermite p(f) y tal que
E(f(€)) =E(f(n) = 0. Supongamos que

d d
Yi=méxq sup > [r(j, k), sup > |r( k)| g < 1.
1<i<d 1 5 1<k<d ;75

FEntonces,

ELFE)FI < 0PI N7z 0 g oyar) - (1.53)
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Capitulo 2

Funcionales de ocupaciéon de procesos
gaussianos estacionarios: tiempo local y
ntimero de cruces

Sea (€2, &7, P) un espacio de probabilidad y consideremos que X = {X(s)},- es un proceso gaussiano a valores
reales estacionario, centrado y con funcién de covarianza r. Supongamos ademds que X tiene densidad espectral,
esto es, que existe una funcién real f tal que

r(s) = /IR cos(sA) F(N) dA. (2.1)

En el presente capitulo nos ocuparemos del estudio de dos de los denominados funcionales de ocupacion de X.
A saber,

1. el tiempo local de X, a nivel z en tiempo ¢, que simbolizaremos L;(x),

2. el namero de cruces de X, a nivel u en tiempo ¢, que simbolizaremos Ny (u).

Como vimos, la regularidad de las trayectorias de X estd asociada a las caracteristicas de r, las que seran
explicitadas en cada caso. Se obtienen expansiones de Hermite para cada uno de los referidos funcionales, lo que
ademés de tener un interés en si mismo, proporciona las bases para la obtencién de un TCL para cada uno de
ellos en el siguiente capitulo. Simbolizaremos con H(X') al espacio de Hilbert gaussiano de funcionales reales de
cuadrado integrable generado por X. Por el Teorema 1.2.22 se verifica

“+o0
Hx) =P K, (2.2)
q=0

donde {K,:q >0} es una familia de subespacios ortogonales de L?(§2, <7, P), donde </ es generada por X.
Antes de pasar al estudio de los funcionales antes mencionados, veamos un par de lemas que necesitaremos méas
adelante al obtener expresiones integrales para los referidos funcionales. Ambos son consecuencia de la férmula
de Mehler, Proposicion 1.4.1.

Lema 2.0.1. Si (X (s)),s, es un proceso gaussiano centrado y estacionario con funcién de covarianza v, en-

tonces, la integral de Riemann fot H,(X(s))ds pertenece a K, el caos homogéneo de orden gq.

Demostracion. Sean A, = {0 = sg,81,...,8m = t} y A, = {0 = wp,uq,...,u, = t} dos particiones del
intervalo [0,¢]. Se definen las sumas de Riemann correspondientes

Sm=> Hy(X(s5))As; v Su=Y_ Hy(X (u}))Au,
k=1
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donde Asj = s; —s;_1, Aug = up — up_1, 83 € [sj-1,8] y uj; € [ug—1,ug], paraj € {1,...m} y k€ {1,...,n}.
Evidentemente S,,, S, € K, y ademés por la estacionariedad del proceso y por (1.35), se tiene

E (SnSn) = 3 0 B(H,(X (s5)) Hy (X (1) Asy By

= i i q!rq(s;f — uZ)Asjﬁuk.

Si m,n — 400, la expresion anterior tiende a la constante dada por Cy := ¢! fot fot r?(s — u) ds du.

Supongamos ahora que tenemos la sucesion (S,),~, de sumas de Riemann como las anteriores. Es sencillo ver
que esta sucesion es de Cauchy en L?(Q). En efecto,

E ((Sm - Sn)2> —E(82) —2E (SmSn) +E (52) = 0, (2.3)
~—— —_— —
—Cy —Cy —Cy

si m,n — +oo. Por la completitud de K, se obtiene el resultado buscado.

O

Lema 2.0.2. Si ( (s ))S>0 es un proceso gaussiano centrado y estacionario con funcion de covarianza T y
fo g—21(X(8))Ha (X' (s)) ds, entonces, J, € K.

Demostracion. Mantengamos la notacién referida a las particiones utilizada en la demostracién del Lema 2.0.1
y escribamos

ZHq 2l )Hzl (X/( *))ASj y S —ZHq 2[ )Hgl (X/ (uZ)) Euk

Por (1.36) y por la estacionariedad del proceso,

(805

n

Z E (Hy-o (X (s3)) Ho (X' (s7)) Hy—z (X (uf)) Hor (X' (uf))) AsjAuy,

Z Z %r (ui - sj)dl’"/ (up — Sj)d2+d3 (=" (uj, — s} )) AS]Aum
1k=1(d1,do,dg,ds)cz L 270804

T
NE

<.
I
—
bl
—

I
M=

J

siendo Z el conjunto de soluciones (di,ds, ds,ds) de la ecuacion matricial

110 0\ [d q— 2
101 0||d]| _ [q—2
001 1|fd]| | 2
010 1) \ds 21

Resolviendo se obtiene Z = {(q — 4+ K, 2l — K, 2l — K, K) € 7+t méx{0,4] — ¢} <k < 2l}. Observando que
Z tiene a lo sumo 2/ 4 1 elementos, podemos escribir

—21) Cdlin .~
E (SS.) = ZZZ QMH.H, r (i — )" (= ) M (= (ui = 5)) " sy B,

j=1lk=1 kK

Al pasar al limite m,n — +00 en la expresion anterior se obtiene

(S S —> c, / / Z (g — 20" T (= )T (= ) (= (u— )" ds du

(g — 4l + k)!K!

y la prueba se concluye con el mismo argumento que el usado en (2.3).
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2.1. Tiempo local

2.1.1. Introduccién y féormulas derivadas

Supongamos que existen C' > 0y 0 < h < 1 tales que

r(s)=1- %% 1o (th) , 8is —0. (2.4)

Fijemos para lo que sigue, x € R. Para cada ¢ > 0, se define la funcién tiempo de ocupacion de X', de nivel x
durante el tiempo ¢, como F': R — R tal que

F(z) = /O (o0 (X(5)) ds. (2.5)

Observemos que para casi todo w € Q fijo, F(-,w) puede interpretarse como la funcién de distribucion de
7 :[0,t] = R, definida como

n(s) = X(s,w), (2.6)

vista como una variable aleatoria definida en [0, ¢] con la medida de Lebesgue normalizada m := ds/t (ver, por
ejemplo, [11]). Podemos pensar que la funcién F' mide la cantidad de tiempo en el intervalo [0,¢] en la que la
trayectoria X (-,w) esta por debajo de x.

Si f es una funcién a valores reales o complejos Borel-medible, mediante un cambio de variables adecuado se
verifica

/ " (@) dF (@) = / F(X(s)) ds, (2.7)

en el sentido de que ambas integrales o coinciden o son ambas divergentes. Esta igualdad (que vincula una
integral espacial con una integral temporal) resultard muy tutil en nuestro desarrollo. Ya como una primera
aplicacién se obtiene una expresioén conveniente para la funcién caracteristica de F':

oS] t
n(u) = / e dF (x) = / e X () s, (2.8)
0

—0o0
Si F' es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue, a su derivada de Radon-Nikodym le llamamos
tiempo local de X, de nivel x durante el tiempo ¢, y la simbolizamos L;(z,w) o simplemente L;(z). En ese caso,
podemos obtener una representacion integral para el tiempo local de la siguiente manera: si § > 0, de la ecuacién
(2.7) resulta

t [e'e)
/0 Lo g4 (X () ds = / Lo 500 (4) Le(y) dy.
— 00

Dividiendo entre 24, por el teorema de diferenciacion de Lebesgue se llega a

t
]]-[ac—é,ﬂc-‘ré] (X(S)) ds, (29)
0

que es la representacion que tendremos de aqui en més como definicién de tiempo local de X', siendo x € R y
t>0.

Hacemos a continuaciéon una breve digresion presentando un sencillo resultado de Anélisis Real que necesitare-
mos en breve.

Lema 2.1.1. Sea (A,9,u) un espacio de medida. Sea (f,) una sucesion de funciones que converge a f en
L?(A) y sea g € L*(A). Entonces,

li?/fngdu:/fgdu. (2.10)
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Demostracion. Si ||, es la norma en L?(A), por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

[ 1529 foldn <115 = 7l Lol

De lo anterior, como f,, — f en L?(A), resulta que f,g — fg en L'(A). De la continuidad del producto interno
en L?(A) se deduce (2.10).
O

Veamos a continuacion que las premisas presentadas al comienzo de la seccién garantizan la existencia del tiem-

po local, tal como fuera definido en (2.9).

Proposicion 2.1.2. Si se verifica la condicion (2.4), entonces para casi todo w € Q la funcion tiempo de
ocupacion (2.5) es absolutamente continua y L.(-,w) es cuadrado integrable.

Demostracion. Supongamos que hemos probado la siguiente condicion:

[e%e) t t
/ / / E(eiu[X(s)fX(s')]) ds ds’
—00 0 0

Es sencillo verificar que esto implica que
" 2
/ e X () ds du) < 00.
0

(/-
2 du = /00 7(w)]? du < oo, (2.12)

o] t
/ / eiuX(s) ds
—oo [J0 —00

Para casi todo w € €2, podemos definir el funcional lineal S : L%(R) — R, tal que

du < oo. (2.11)

Luego, para casi todo w € €2,

es decir que 7 € L*(R).

donde g es la transformada de Fourier de g y 7 es como en (2.8). Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el
teorema de Plancherel y (2.12),

1S(g)* < /_Oo lg(2)|? da /OO [7(w)]? du < oc.

— 00

Luego, S es acotado y por el teorema de representacion de Riesz, existe f € L?(R) tal que para toda g € L?(R),

Podemos considerar particularmente el caso en el que g = 1|, ], siendo [a,b] C [0,t] un intervalo cualquiera, y
escribir
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Por la férmula de inversién, lo anterior es F'(b) — F(a) si a y b son de continuidad de F. Como f € L?(R),
entonces es integrable en todo intervalo finito y, como consecuencia, su integral indefinida es absolutamente
continua. Por lo anterior, F' no puede tener discontinuidades y se deduce que

b
| #@yde=F ) - Fla),
para todos a, b en las condiciones dadas. Queda asi probado que f es la derivada de F'.

Lo probado hasta ahora indica que la condicién (2.11) implica lo que queremos probar. Veamos entonces a
continuacion que (2.4) es suficiente para que se verifique dicha condicién: para cada 0 < s # s’ < ¢, sea
ESVS, (u) =E (62'“[)((5)7)((5’)])’ la funcion caracteristica de la variable gaussiana & o = X(s) — X (s'), que es
centrada y con varianza

E ( f)s,) =2(1—r(s" —s)),

por la estacionariedad de X. La densidad de & es

12

¢ =)

N e

Por ser £, s gaussiana, se verifica que su funcién caracteristica es integrable y se tiene la férmula de inversién
(ver, por ejemplo, [21]):

(2.13)

Pos () = o= / b e~"E, o (u) du. (2.14)

2r J_

Luego, por (2.13) y (2.14), evaluando en = = 0,

R

Lo anterior nos da las condiciones para probar la desigualdad (2.11):

[e%¢) t t o
/ //E<ezu[X(e)—X(g’)]) ds ds’ dU:/
—oo lJo Jo —o0

e3¢} t t/\
§/ / / s, (u)dsds' du
—oc0 JO JO

t t 1
= —————————dsds’
\/7?/0 /0 V1=r(s—4) oo
t—s

:2\/7?/()tmds.

La integral del tltimo miembro de la desigualdad anterior es convergente como consecuencia de (2.4). Basta
observar que

du

t ot
/ / &5 (u) dsds’
0 Jo

t—s t
1—r(s) Csh

si s — 0. Esto concluye la prueba.
O

Adoptemos la siguiente convencion notacional: simbolicemos con ¢(z,y, p) a la densidad gaussiana bidimensio-

nal con distribuciéon N 0 ; Lo
0 p 1

dos momentos del tiempo local.

]) En el siguiente resultado se obtienen expresiones para los primeros
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Proposicién 2.1.3. En las condiciones formuladas al comienzo de la subseccion, se verifica Li(x) € L*(£).
Ademds,

E[Li(z)] = té(x) (2.15)
Y
tg— —#is)
E [L3(x)] :/ (t=se =0 (2.16)
0o m/1—1%(s)
Demostracion. Para cada § > 0, sea
1 t
Lir) = = / L5045 (X (s)) ds.
20 J,
Entonces,
1 t
BILi@)] = 5 [ PAXO) € lo—da+ )} ds
+5
=5 ~/x—6 o(u) du
donde se ha utilizado la estacionariedad del proceso y el teorema de Tonelli. Luego, resulta
%IE [L(2)] = té(x). (2.17)

De forma similar a lo ya obtenido, resulta

limE [Lf(z =lim — / / P{(X ') € [x — 6,z + 6]?} dsds’

T+
6¢0 4(52/ // / ) Px(s),x (s (U, u) dudu’dsds’
:/ / pX(s)7X(s/)((E,$)de8/
//quxrs —s)) dsds’
T
/ / ¢ dsds’
0 2my/1—712(s' —s)

=/0 mcls. (2.18)

Vi- 2( )

que el numerador en el integrando es acotado). Basta observar que r(s) = 1 —C?s* + o ( ), siendo 0 < h <1

y C > 0. Luego, \/1 — 72(s) ~ v/2Cs", si s — 0.

Es sencillo ver que para obtener (2.15) y (2.16) a partir de lo deducido en (2.17) y en (2.18), respectivamente,
debe justificarse convenientemente intercambios entre limite y esperanza. Con ese fin, comencemos viendo que
la familia (L?(z)),_, es de Cauchy en L*(Q). Si 6,0’ > 0, entonces

Esta integral es convergente. En efecto, de (2.4) se deduce la convergencia en 0 de fo (esto alcanza por-

>0

d

o) - 1 @ | =B [2)"] - 22 [0z )] + B [ )]
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De acuerdo a (2.18), el prlmer y el tercer sumando en el segundo miembro de la igualdad anterior convergen

t 1+r(s‘)
ambos a { = fo s)e_

my/1-72(s)

demuestra que lims 5/ 0 E [Lf(x)Lf,(x)] = {. Ocupémonos de eso ahora.

ds, si 6 | 0. Habremos demostrado que la referida familia es de Cauchy si se

E[L§(@)L] (= / / 57 E [Lams04 (X)) T  (X ()] s’ (2.19)
El integrando en el segundo miembro de la igualdad anterior puede escribirse
1 445
557 Mossa (XMoo (X6 = 5 [ / O r(s’ — ) dud’.

Hagamos aqui dos observaciones. En primer lugar, mediante un argumento estandar de pasaje al limite resulta

3 1
Jim B L s (X)L g1 (X(5)] = o (s” — 5)). (2.20)

La segunda observacion es que, fijados d y ¢’, se obtiene mediante un cambio de variable lineal

o+6 11
/ d(u, v, r(s" — 8)) dudu’ = 1/ / é(x + 6w,z + §w',r(s’ — s8)) dwdw’
< ¢(0,0,7(s" = 5))
1

B om\/1—712(s' —s)

El ultimo miembro en la desigualdad anterior es el término de una integral (en s, s’) convergente, lo que puede
probarse usando los mismos argumentos expuestos en los comentarios posteriores a la igualdad (2.18). Como
hemos obtenido que el integrando en (2.19) esta acotado superiormente por una funciéon en L' ([0,t]2), por el
teorema de convergencia dominada y por (2.20) podemos concluir

g [1@1 @] = Jim [ [ B e s (X)) dss
z/ / d(x,x,r(s" — s)) dsds’
0 JO

=2 /t(t —v)p(x,z,r(v)) dv
0 t e
_1 / (t — v)& dv
T Jo 1—1r2(v)
=/
Queda entonces asi demostrado que la familia (Lf(z))5>0 es de Cauchy en L?(9).

De lo probado hasta ahora se obtiene inmediatamente que L{(x) converge en L2(Q) a L;(x), si 6 | 0. Por la
continuidad de la norma cuadrética, resulta

IEe@) @) = 1im 12 @) | 2 g -

Es decir,
E [L2(z)] = limE [L‘S(x)z]
t 310 t
— / (t — S)e 1+r(e) dS
o m/1—7r2(s)
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quedando asi probada la igualdad (2.16). Como la convergencia en L?(Q) implica la convergencia en L(2), de
la continuidad de la norma L' | se deduce con argumentos similares a los ya utilizados, la igualdad (2.15). Con

esto concluye la demostracion.
O

2.1.2. Expansiéon de Hermite del tiempo local

Sea ¢(x,y, p) como se defini6 previo a la Proposicion 2.1.3. Una conocida identidad de Mehler indica que vale
la igualdad

bl ,p) = d(w)oly) 3 ZeDHaW) o (221)

q>0 T

que serd esencial en la obtencion de un desarrollo de Hermite para el tiempo local.

Proposiciéon 2.1.4. Parat >0 yx € R, sea
— H t
L) =3 2O [Ty x(s)) as. (2.22)
0
Entonces, Li(z) = Ly(z), casi sequramente.

Tengamos presente que, de acuerdo al Lema 2.0.1, se verifica que fot H,(X(s))ds € K, por lo que la Proposicion
2.1.4 dice que (2.22) es efectivamente el desarrollo del tiempo local en caos de Wiener.

Demostracion. Comencemos diciendo que una posible heuristica detras de (2.22) puede verse en el Apéndice,

—2
de donde puede deducirse ademas que E (L?(z)) = E (Lt (x)) De esta igualdad y de propiedades elementales

de espacios con producto interno, obtenemos que para probar la igualdad casi segura de L:(z) y E(m) alcanza
con verificar que E (Lt (x)Lt(m)> =E (L{(z)). Comenzamos entonces escribiendo

o(z
E (Lt( VL(z ) = ngnoo Z E|L(x H (2.23)
donde el intercambio entre limite y esperanza esta justificado por el Lema 2.1.1.

Desarrollando la esperanza en la expresiéon anterior se obtiene

¢
E{Lt(x)/ Hq(X(s))ds} [hm% Lip—s,048) (X (s")) ds’ / Hy( ]

0
151011&{25/ Vo5 (X(s) S / H,(X(5) ds |

) 1 t t
~tim g [ [ B s (X (X ()] ds
=l 5 / (1~ WE [L,—s.045 (X (0)) Hy(X (u))] du. (2.2

Las igualdades anteriores deben justificarse adecuadamente. Si § — 0, entonces casi seguramente

1 t
% ‘/O ]]-[z—é,z—‘,-(s] (X(Sl)) dSI

converge al tiempo local (que pertenece a L?(Q2), de acuerdo a lo ya probado) y también fg H,(X(s))ds € L*(Q),
de acuerdo al Lema 2.0.1. Luego, la validez del intercambio entre limite y esperanza en la segunda igualdad es
consecuencia del Lema 2.1.1. La tercera igualdad es consecuencia del teorema de Fubini. La tltima igualdad es
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consecuencia de la estacionariedad del proceso.

Observemos que en L%(Q) se tiene el desarrollo
1[x75,x+5] (X(O)) = Z Cq’ (J}, 5)Hq’ (X(O))7 (225)

donde

T+
- i / Hy (0)6(v) do. (2.26)

Observemos aqui para futura referencia que de (2.26) se deduce:

1 1
lim socy (2.6) = - Hy (2)0(a). (2.27)

Fijado § > 0, a los efectos de simplificar la notaciéon, sean

Fs =3 cy(a,0)Hy (X(0)),

q'20

donde la convergencia es en L?(f2), y para cada Q' > 0,

Ql
F =37 ey (2,8)Hy (X(0)).
q'=0
Entonces, por el Lema 2.1.1,
E [P H,(X(s))] = E[FsH,(X(s)] (2.28)

si Q' — +o0.

Retomando ahora la igualdad (2.24)

¢ 1
E [Lt(x) /0 H,(X(s)) ds] = lim 5 (t —w)E[FsHy(X (u))] du

t
— 1 = _ : Q'
=tims | (t—w (Q/ILIEOOIE[F& Hq(X(u))Ddu
1t A
=lims | (6= ) Q/kﬁmgcqf<x,a>ﬁ[qu<X<o>>Hq<X<u>>] du

| t

—lm L _ a
_161&1 5 ), (t —u)eq(z, 0)rd(u)du

¢
= 2/ (t —u)Hy(z)o(x)rd(u) du,
0
donde se ha utilizado (2.28), la formula de Mehler (1.35) y (2.27).

Luego, volviendo a (2.23), al simplificar y pasar al limite en @) obtenemos
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= 2/0 (t —u)p(z, z,r(u)) du

:/75 (t u)e_% du
0o my1—1r2(u)
=E (L} (z)),

donde se ha utilizado la igualdad (2.21). Con esto se concluye la prueba.

2.2. Numero de cruces a nivel u

2.2.1. Introduccién y féormulas derivadas

Consideremos fijos t > 0 y u € R y centremos nuestro interés en la variable aleatoria

N[fit](u) =#{s€[0,t]: X(s) =u},

a la que denominaremos nimero de cruces de X a nivel u en tiempo t. Para el tratamiento de esta nueva variable
y sus caracteristicas de interés, la cuestiéon que se impone inmediatamente es la de cémo abordar su estudio.
Un posible punto de ataque para comprender la heuristica en el tratamiento del problema antes descrito es
comenzar con una mirada deterministica, a través de la denominada férmula del contador de Kac.

Proposicién 2.2.1 (Férmula del contador de Kac). Sean g € C'([a,b]) y u € R. Supongamos que g(a) # u,
que g(b) #u y que {t € [a,b] : g(t) =u, ¢'(t) =0} = &. Sea N[% 1 (u) = #{s € [a,b] : g(s) = u}. Entonces,
I ,
Nt () =l o5 [ L0t I 0] . (2.20)
a

Demostracion. Con argumentos estdndar de andlisis se puede determinar que el ntimero de cruces es finito;
g

supongamos entonces que 1V, 0,4] (u) = n. Si n =0, el resultado se obtiene al observar que para § suficientemente
pequeiio, el integrando en (2.29) se anula. Supongamos entonces que {s € [a,b] : g(s) = u} = {c1,...,cn}. Si
d es suficientemente pequeflo, la preimagen por g de (v — d,u + §) es un conjunto de n intervalos Iy,..., I,
disjuntos dos a dos, que contienen los puntos si,...,s,, verificAindose que en cada uno de esos intervalos g es
monotona. Luego, para cada k € {1,...,n} se obtiene flk lg’(t)| dt = 2§, de donde se deduce de forma sencilla
lo que queremos probar. Puede observarse ademaés que el limite es alcanzado, esto es, existe § suficientemente
pequeno tal que N[‘;b] (u) = 55 fab 119 —ul<sy 19/ ()] dt.

O

La demostracion del siguiente resultado, conocido como férmula del drea, puede encontrarse en [4].

Proposicién 2.2.2. Sean v € R? y g una funcion de clase C' definida en un abierto U de R% y a valores
en R?, tal que el conjunto de puntos criticos de g a nivel u, tiene medida de Lebesgue nula. Para cada t € U,
sea ¢'(t) la matriz jacobiana de g(t). Para cada B, boreliano de U, simbolicemos con N, (g,B) al cardinal de
{t € B:g(t) = u}. Sea ademds f : R? — R continua y acotada. Entonces

[N, (0.5) du= [ et/ ()] fla(o)at

siempre que la integral del sequndo miembro esté bien definida.
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Retomando la notacién que veniamos utilizando, si f es una funcién real continua y g, definida en [0, ¢], es como
en la Proposicién 2.2.1, entonces, por la formula del area se verifica

/jf() 94 du_/ e s)| ds. (2.30)

Si ¢ es una densidad de probabilidad y ¢s es tal que ps(x) = %cp (%), entonces por (2.30) se obtiene

+o0 t
| estu—aNg @ = [ ostu=g)ld ()]s (2.31)

—0o0
Como g no presenta puntos criticos en el nivel u, es sencillo ver que existe un entorno [u — d,u + 4] en el que
N[% 4 ©s constante (y por lo tanto continua). Pasando al limite en (2.31), resulta
t

Jim (15 Ny ) () = Jim |0 (= g(5)) I (5) s

de donde se obtiene

N () = lim /<P5u— Dy (5)] ds, (2.32)

expresion comparable a (2.29).

Incorporemos ahora la aleatoriedad a la discusién. Supongamos que X tiene trayectorias diferenciables y que
ademaés se verifica que

PlweN:3s€0,t]: X(s,w) =u, X'(s,w)=0}) =0. (2.33)
Como en (2.32), se cumple entonces que casi seguramente
t

Nig(u) = Jimy |05 (= X () |1X'(3) ds. (2.34)

En lo que sigue, escribiremos simplemente N 4(u) para hacer referencia al nimero de cruces a nivel u de X'

2.2.2. Expansién de Hermite del nimero de cruces

Como vimos al comienzo de la seccion, la formula del contador de Kac deriva en la obtencion de la férmula
(2.34) que da una expresion cerrada para el namero de cruces a nivel u del proceso en el intervalo [0,¢]. La
utilizacién de las expansiones de Hermite de las funciones en el integrando en la referida expresion, i.e., la
aproximacion a la funcion delta de Dirac y el valor absoluto de la derivada del proceso, nos proporciona una
idea de la heuristica para la obtencién de un desarrollo en caos de Wiener para el ntimero de cruces. De eso se
trata el siguiente resultado de Kratz & Leon [9].

Teorema 2.2.3. Sea X = {X(s)},-, un proceso gaussiano como se presenta al comienzo del capitulo. Supon-
gamos que ademds que se verifica

r(0) = —"(0) =1 y r™)(0) < 0. (2.35)
Sit > 0, entonces, vale la siguiente expansion en L*(2):

oo la/2]
Nip,(u Z > byl agl/ H, o/(X(s))Hy(X'(s)) ds, (2.36)

q=0 [=0

donde Hy, es el polinomio de Hermite de grado k,

1

2 _o(u .
e B (237

bg—a1(u) =
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Y (ar)p>o €s la sucesion de coeficientes de Hermite de la funcion valor absoluto, definida como ag = \/g Y

2 (-1t
Qg = \/;2”'(%—1)’ (2.38)

s1l>1.

En [10] se demuestra que como consecuencia de las condiciones (2.35), se verifica que E |:(N[0,t] (u))2] < 0.

Observemos que por el Corolario 1.1.28, la condiciéon r(0) < oo implica que las trayectorias del proceso son de
clase C, casi seguramente, en todo intervalo acotado. Antes de pasar a la prueba del teorema, veamos algunos
resultados importantes. La prueba del primero de ellos puede encontrarse en [4].

Teorema 2.2.4 (Ylvisaker). Sea Z = {Z(s)} ., un proceso gaussiano real con pardmetro en un espacio to-
polégico T, compacto y separable. Supongamos ademds que las trayectorias de Z son continuas y Var(Z(s)) > 0,
para todo s € T. Entonces, dado u € R fijo, casi sequramente Z no tiene puntos criticos en el nivel u.

Lema 2.2.5. Sea ¢ la densidad de probabilidad gaussiana estandar. Consideremos la aproximacion a la identidad

{5} 550, con ¢s5(x) = 50 (%). Sea

+oo
Ny (u) := / ¢s5(u — z) Ny (z) da.

FEntonces
Ny (1) = Nyg g (u)
en L?(2), si 6 — 0.

Demostracion. De acuerdo a la Observacion 1.1.29, las condiciones (2.35) implican (2.33), segun el teorema de
Ylvisaker. Luego, como caso particular de lo probado en (2.34) se obtiene N[% 1l (u) — Nio,g(u), casi seguramen-

te. Para probar la convergencia en L?(2), alcanza con probar la convergencia de las normas cuadraticas.

Ya mencionamos que Njp,(u) € L?(Q). Veamos ahora que para cada § > 0, también N[% . (u) € L3(%).
Observemos primeramente que por la desigualdad de Jensen,

2

WMo’ = ([ ostu = )Noa o) )

—+oo
< / ds(u— z)N[O,t]Q(x) dx.

Luego, por el teorema de Tonelli,

E(Npg(w®) <E (/

— 0o

= /+°° b5 — 2)E (N[%,t] (:c)) da.

— 00

“+o0
b1l — ) o) o

En la seccion 10.7 de [13] se demuestra que x — E (N[z(),t] (x)) es acotada y continua en u. Luego, si § — 0 en

la desigualdad anterior, se obtiene limsups_,, E (N[%’t] (u)z) <E (N[%’t] (u)) Ademés, por el lema de Fatou,

. - 2
E (N[%)t] (u)) =E (hgnﬁlélf N[%_’t] (u) )

. 5 2
< 11?;1(1)le (N[O,t] (u) ) .
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Por lo anterior, resulta lims_,o E (N[o o )2) E (N[% g(u )) Queda asi probada la convergencia en L?((2).
O

Lema 2.2.6. Sea f € L?(¢(x)dz) y (c Cq)yso la sucesion de sus coeficientes de Hermite, como en (1.11).

Entonces, se tiene en L?(2) la expansion

/f )X (s |ds—ZZcqagl/H s)Hay (X' (s)) ds

q=0 [=0
o lg9/2]
— Z Z Cq— Qlazl/ Hq 21 HQ[(X( )) dS, (2.39)

q=0 1=0

donde {aq}q>0 es la sucesion de coeficientes de Hermite de la funcion v(z) = |z|.

Demostracion. Comencemos observando que del Lema 2.0.2 se deduce que fijado ¢, se verifica que

q/2J
Cq 2la2l/ Hy_51(X(s))Hu(X'(s))ds

pertenece a K. Sea, para @, L > 0,

Q L ¢
chqaﬂ/ Hy(X(s))Ho(X'(s)) ds.
1= 0

q=0

Entonces, si @ >Qy L> L,

E[(cm ¢t } / Z 2 cqazHy (X (5)) Hat (X'(5)) ds

g=Q+11=L+1
t
ol [([
0

¢ Q L
=K / ST cqcqaman Hy(X(s)) Hy (X () Ha (X' (s)) Hor (X' (s)) ds
0 4,¢/=Q+11,I'=L+1

5 1/2\ 2

t Q I
/0 Z Z cqa Hy(X (s))Hu(X'(s)) | ds

q=Q+1I=L+1

1/2

=1 / Z Z oty aznan B [H,(X(s)) Hy (X ()] E [Ha (X' (5)) Hoy (X' (s)] ds

11,I/=L+1
=t + =8, 44 8y 4 (21)!

—t/ Z Z cqq'azl (20)!ds

q=Q+11=L+1

<Y g Y a3 (2, (2.40)

q>Q+1 I>L+1

donde se ha utilizado la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la independencia entre X(s) y X'(s), (1.2), y la
formula de Mehler (1.35). Como las sumas en el tltimo miembro de (2.40) son colas de series convergentes (a
los cuadrados de las normas de f y v en L% (¢(x)dx) respectivamente), se concluye que la familia (CQ’L)Q 150

es de Cauchy en L?(€2). Como consecuencia de lo anterior,

—> chqam/ H Hgl X( ))ds

q=0 [=0
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en L?(Q), si Q, L — .

Observemos ahora que f(X(s)) = 2202 coHy(X () y [X'(s)| = 322 azHai(X'(s)). Siendo estas dos series
convergentes en el espacio completo L?(¢(z)dx), son absolutamente convergentes. Es posible entonces escribir

FXENIX' ()] =D D cquaHy(X(s) Hu(X'(5)

q=0 1=0

y obtener

/0 ()X () ds — COF

:/O Z Z cqaHy (X (s)Ha(X'(s)) | ds

q=Q+11=L+1
([/f >|ds—<mr>ao

Para probar la igualdad que involucra el tltimo miembro de (2.39), basta reordenar la suma en términos del
orden de los caos y considerar la ortogonalidad.

de donde resulta que

con Q, L — oc.

O
Pasamos ahora a la demostraciéon del principal resultado de la presente subseccion.
Demostracion. (del Teorema 2.2.3). Sea bg(u) el g-ésimo coeficiente de Hermite de la funcion
1 (z—w)?
T—u) = e 262
Es decir,
5 1 T eow? 2
by(u) = Irédl [m e 22 e 2 Hy(x)dx.
Sea
Ny / 05 (X(s) — u) |X'(3)] ds
EIOE u)?
= — X'(s)|ds.
- / X/(s)
Por el Lema 2.2.6 obtenemos para cada § > 0, la siguiente expansion en L2(2):
oo la/2]
Ny (u Z >0 y(u)ay / H, 21(X(s))Hy (X' (s))ds. (2.41)
q=0 1=0
Observando que se verifica
lim b5 (u) = e~ % Hy(u) = by(u) (2.42)
613((1)qu—q! 27re q(u) = bg(u .



vamos a probar ahora que N[‘f) 4 (u) converge en L?(Q),si d — 0, a

oo lg/2]

Hog@) =33 by ai(u)an /0 Hy (X () Har (X (s))ds. (2.43)

q=0 [=0

Comencemos demostrando que A 4)(u) € L?(R). Para cada Q > 0, definimos

Q la/2]

Ig =) by-a(wa / Hy—o1(X (s))Hay(X'(s))ds.

q=0 1=0

Veamos que la sucesion {Ig} -, es de Cauchy en L?(Q). Si Q' > Q,

Q" la/2] t
e =Tl = || D, D bq—QI(u)a2l/ Hy—o1(X(s))Ha(X'(s))ds
4=Q+1 1=0 0 12(9)
Q"  ||le/2]

S bg-aulu)az /0 Hy o/(X(s))Hy(X'(s))ds , (2.44)

q=Q+1 || I=0 L2(Q)

donde se ha utilizado la ortogonalidad del caos. Lo que haremos a continuacién es observar que el ultimo
miembro en la igualdad anterior tiende a 0 con @ y @’. En efecto, por la ortogonalidad de los caos, por (2.41),
el lema de Fatou y el Lema 2.2.5 , obtenemos:

Q |2 : ?
> bqul(u)azl/ Hy—2(X (s)) Ha (X' (s))ds
a=0 || 1=0 0
L2(Q)
Q la/2) : 2
S B[S by a(wax / Hy (X () Har (X' (s))ds
q=0 1=0 0
(@ [la2) ; ]
|3 [ 3 by a(wax / Hyon(X () Hat (X (s))ds
¢=0 \ 1=0 0
[ [14/2] . ]
<E[S Y by awan / Hyon(X () Har (X' (s))ds
q=0 \ 1=0 0
[/ 0 la/2] ; ]
“E |33 by a(w)ax / Hy (X () Har (X' (s))ds
¢=0 1=0 0
~ R |t N ()’
= _55% (0, (1)
, 5 2
<1 E [Nf ()]
[ 2
= E[(No.n(w)’]

Como consecuencia de esta acotacion y de (2.44) se tiene,
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. 2
lim - 1o — IQ||L2(Q)

Q,Q'—+
Q' |las2 ; ?
= dim || b / Hyoon(X () Hat (X' (s))ds
’ a=Q+1 || 1=0 0 L2(Q)

por tratarse de la cola de una serie convergente. Queda asi probado que Ao 4 (u) € L?(Q).

Resta demostrar entonces la igualdad en L?(Q) de Ay (u) y Nio4(u). Observemos que, como consecuencia de
la, desigualdad de Cauchy-Schwarz!, se obtiene:

E [(Noi() ~ Ao (0)7] <2 (E| (Vo) - N g(w) | + B | (Vo) - Hou@) ] ). 209

Si § — 0, el primer sumando en el segundo miembro de (2.45) tiende a cero, por el Lema 2.2.5. Veamos que
el segundo sumando también tiende a cero. En primer lugar, también como consecuencia de la desigualdad de
Cauchy-Schwarz?, resulta:

2 oo la/2] t 2
[N&,t]w)mo,ﬂ(u)} - (b5 _s1(u) — by () az / Hyo1(X (5)) Hay (X' (5))ds
a=0 1=0 0
Q la/2] t
- [Z (V) = bg-a(u)) ax | Hyon (X () Ha (X ()
a=0 1=0
+oo  la/2] t
£ Y b (e | Hya(X(9)Ha (X' (5))ds
g=Q+1 1=0 0
+oo /2] t 2
-3 S B wa / Hy o (X () Har (X (s))ds]
q=Q+1 1=0 0
Q la/2) ; 2
<3 (303t s~ by-n(w) o | Hya (X (6) Har (X (9)ds
q=0 1=0 0
too La/2] : 2\ *
w3 X 30t awen [ Hyw(X(6) Ha(X'())ds
¢=0+1 1=0 0
+oo la/2) : ?
w30 3 W p(wan / Hy (X () Hot (X' (5))ds |
q=Q+1 1=0 0

de donde se deduce por monotonia y por ortogonalidad de los caos,

LObservar que |{(a, 1), (b,1))] < |[(a, D] ]|(b,1)]| & |ab+ 1] < 1+ a2V/1+ b2, de donde se deduce que 2ab < a2 + b2. Como
consecuencia de lo anterior y de la desigualdad triangular, (A—B)? < (A—C)2+(B—C)?+2|A—C||B—C| < 2(A—-C)?+2(B—-C)2.
2Razonando igual que antes: (A + B+ C)? = A2 + B2 4+ C? + 2AB + 2AC + 2BC < 3A% +3B? + 3C2.
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2

2 +oo La/2] t
E [(N[%)t](u)—c/i/[o,t](uo 1 gs( ST E|| D] bg-a(w)ay /0 H,_ (X (s))Hy (X' (s))ds
=0

q=Q+1
Q la/2] . 2
FSE |3 (0 o) — b)) 0 / ooy (X (3)) Hyy (X' (s))ds
q=0 1=0 0
oo la/2] : 2
+ 2 BN X (e | Hya(X(5)Ha(X'(s))ds ) (2.46)
=Q+1 1=0 0

El primer sumando del segundo miembro de la desigualdad anterior tiende a 0 con Q — oo, pues como vimos
Mo (u) € L?(Q) y este término es entonces la cola de una serie convergente. El segundo sumando tiende a 0
con 6 — 0, por (2.42). Veamos qué ocurre con el tercero de estos sumandos: con la notacion utilizada en (2.2),
sea T la proyeccion ortogonal de H(X) sobre EB;’C;Q +1 Ky. Observemos que se verifica

+o0 l4/2] . ?
> B[ X b (e | Hya(X(9)Ha(X'(5))ds
7=Q+1 1=0 0
+oo la/2] . ?
=E SN b g(u)ax / H, 2/(X(s))Hy(X'(s))ds
7=Q+1 1=0 0

2

= [re (6.000)|

2

De (2.41) y del Lema 2.0.2 se obtiene que N[% g € H(X). Por el Lema 2.2.5, por la continuidad de 7 y por la
continuidad de la norma,

2
lim |7 (N ()| o = Ime (Nog ()]|70 -

§—0 L2
Luego,
oo la/2) ; ?
, , ) !/
Jdm tim | 3 B 3 ot | () Ha (X (5
q: =

i 2
= lm_[lmq (N (w) [ L2q)

=0.

Por lo tanto el tercer sumando en el segundo miembro de (2.46) tiende a 0 con @ — +oco y § — 0. Se deduce que
el segundo miembro de la desigualdad en (2.45) puede hacerse arbitrariamente pequefio a condicién de tomar &
suficientemente pequeno y luego @ suficientemente grande. Con esto se concluye la demostracion.

O
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Capitulo 3

Teorema central del limite para
funcionales de ocupaciéon de procesos
gaussianos estacionarios

El objetivo principal del presente capitulo es la demostraciéon de un TCL para una version estandarizada de
cada uno de los funcionales de ocupacion abordados en el capitulo anterior: el tiempo local y el numero de
cruces. El procedimiento para conseguirlo, en cada uno de los casos, consiste primeramente en probar, usando
los desarrollos en caos de Wiener del capitulo anterior, que la varianza limite es finita. Esto implica que para
probar la normalidad asintética del funcional, alcanza con que lo probemos para las expansiones finitas de los
mencionados desarrollos, lo que haremos utilizando el teorema del cuarto momento enunciado en el primer
capitulo.

3.1. TCL para el tiempo local

Supongamos que r € L'(R) y que se verifican las condiciones (2.1) y (2.4). La presente secciéon tiene como
principal objetivo la demostracién del siguiente resultado.

Teorema 3.1.1. Si

Fi(x) = i (Li(z) = to()),

entonces, F;(x) converge en distribucion, si t — oo, a una variable Z, con Z ~ N (0,02(1')), siendo

H2(z) [
0<o’(x) =20*(z) Y ‘15)/ r9(s) ds.
1 q: 0
3.1.1. Varianza limite
De lo probado en la Proposicién 2.1.4, se obtiene
Hy(z)

Li(z) — té(x) = ¢(x) Y /O H,(X(s))ds.

|
> T

Luego, resulta
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. Hy2) [ Hy() [
B (L) — t0())"] = @ | | 252 [ axenas | (X 200 [y as

o S o) Hy@) [ T e

- 30 SR I/ B (K1) do

= 2¢°%(x Hg(x) t —s)ri(s)ds

— 203~ | = (31)

a partir de (1.35). Puede consultarse (5.23) en el Apéndice, donde se realiza este desarrollo para el segundo
momento no centrado. Nuestro objetivo inmediato es estudiar el comportamiento de

18 [ - 0] =262 3 T [ (1 2y vty (32)

|
> 7

sit — oo.

Proposicién 3.1.2. Sir € LY(R) y se verifica (2.85), entonces
2

! o] 12| e 2
Jim 2B (L) — to(@))*] = 2 /0 N ool K (3.3)

2
Demostracion. De acuerdo a (2.21), se tiene que ¢?(x) 2 >0 quEI)rq(s) = ¢(z,z,r(s)), por lo que
H (x)
¢*(2) Y —L=r(s) = gl z,7(s)) — ()
q!
q>1
Pero también,
O, (s)) LSy
z,x,7(8)) = ———e 20-77G
2my/1 —12(s)
6_#‘2(5)

C2my/1—1r%(s)

Luego, usando el desarrollo (3.2) se obtiene
Hi(x) [ s ! s Hi(x)
2¢° () Z 2! /0 (1 - %) ri(s)ds = 2/0 (1 - ;) *(x) Z Z! ri(s)ds

q>1 q>1

= Q/Ot (1 - ;) [6(z,z,7(s)) — ¢*(2)] ds

I2
1 [t BEETO)
S| L] PR
™ Jo t 1-— 7"2(5)

Vamos a analizar aspectos relacionados con la convergencia en las igualdades anteriores. En primer lugar, vale
el intercambio entre integral y suma en la primera igualdad: en efecto, si Q > 1,
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= q! t = ¢ t
2 < Hg(x)

<@ Y L (o)
q=1 ’

< ¢z, |r(s)]),

por lo que el referido intercambio es valido como consecuencia del teorema de convergencia dominada. Por otra
parte, consideremos 0 < a < t, y estudiemos por separado las integrales

2

1 a 71+mr(s) <
I = 7/ (1 - f) L A R (3.5)
0

T t 1—172(s)

2

1 [t Ec=o)
I = 7/ (1 - f) | s (3.6)
a

t 1—172(s)

La condicion (2.4) es suficiente para que I; < co. Basta realizar adaptaciones menores a lo deducido luego de
(2.18).

Estudiemos el comportamiento de Is, si ¢ — oo. Vamos a descomponer la expresién entre paréntesis rectos en
(3.6) de la siguiente manera:

22
TG 22 =2

B LI (e—mm —e_x2>. (3.7)
1—172(s) 1—12(s)

Por un lado,

;71: 1_m: T2(S) NETQ(S)
JI—2(s) V1-7r%(s) m(um) 2

si s — oo. Por otro lado,

_ a2 2 2/ _2( 1 2 x?r(s) 2 xr(s
e THr) —e T = 7T (e z (1+r(s) 1) — 1) —e (61+r(s) — 1) ~e® 7)

si s — oo. De acuerdo a lo anterior, por (3.7) se obtiene

22
e T 2 2 22r(s)

e —
1—12(s) 2

si s — oo. Luego, retomando (3.6) resulta

1T 1T
(1-2) | = - || £ | = — | ~ e 22 0)
3 1—12(s) 1—12(s)

Como r € L'(R), se deduce la convergencia de I, si t — oco. De acuerdo a (3.2), lo obtenido nos alcanza para
concluir la, demostracion.
O]

Observacion 3.1.3. Las manipulaciones realizadas en la demostracion de la Proposicion 3.1.2 nos permiten
obtener una expresién alternativa para la varianza limite, tal como aparece en el enunciado del Teorema 3.1.1:

lim 1E (Ly(z) —t¢(x))2} =2¢°(z) > Hy (@) /OOO r9(s) ds. (3.8)

t—oo t 1 q!
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Antes de pasar a la demostracion del TCL, demostraremos la positividad de la varianza limite.
Proposicién 3.1.4. Para todo x € R, se verifica o*(x) > 0.

Demostracion. Si z € R, de (3.8) se obtiene

2 T +oo
o?(x) = 2¢°(x) Z Hy (@) /0 ri(s)ds

|
> 7

y puede deducirse ademés o?(z) > 0. Si para cada g > 1, definimos

H?(x +oo
5y (o) = Hal?) [

q!

entonces para probar la positividad de o?(z), alcanzara con probar S,(z) > 0, para algtn ¢ > 1, dado que de
(3.8) puede deducirse que la serie anterior tiene sus términos no negativos.

Si f es la densidad espectral de X, que es integrable y no negativa, de (2.1) y mediante una férmula de inversion,

se obtiene )
f) = o / cos(sA)r(s)ds
R

™

y como consecuencia,

Consideremos diferentes casos:

1. Si z = 0, entonces

2. Siz#0y f(0) # 0, entonces

3. Siz#0y f(0) =0, entonces
(2~ 1)?

SQ (:E) = B

+oo
/ r2(s)ds # 0,
0
si « # £1. En caso contrario,

I
Sy (£1) = 6/ ri(s)ds > 0.
0

Esta discusion es suficiente para que quede demostrado que para todo z, existe g tal que Sy(z) > 0. Como
menciondramos antes, esto demuestra que la varianza limite o2(z) es positiva, para todo x € R.
O
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3.1.2. Demostracion del TCL para el tiempo local

Esta subsecciéon contiene la demostracion del Teorema 3.1.1.

Sean o
: b N H @) <
oQ<x>—2¢<>; o / (5)d
y
o‘*Q ¢$ <

Sean € > 0y dpr la métrica bounded Lipschitz, que metriza la topologia de la convergencia en distribucién (en el
Apéndice se da una breve introduccién a esta métrica). Vamos a probar que puede hacerse dpr, (- (z), N(0,02(x))) <
€, a condiciéon de elegir ¢ suficientemente grande. Por la propiedad triangular,

dp(Fi(x), N(0,0%(x)))
< dpi (Fi(2), Z2(@)) + dpr (FE(2), N (0,03()) ) +dpr (N (0,03(x)) , N (0,0%(x))) . (39)
=851(z,t,Q) :=82(z,t,Q) =83(x,t,Q)

Ocupémonos para empezar del tercer sumando en el segundo miembro de la desigualdad anterior. Esencialmente
lo que se hace en este paso es probar que limg ;o 03 () = 0%(2), lo que es suficiente para la convergencia en
distribucién relacionada. Si 0 < a < t, entonces

Hg(m) t s 2(x Hg(sc) arqs s 2(x Hg(x) trqs s
267 3 JRCL <) 3 = | Heto 3 = [ v,

(I) (I1)
(3.10)

Convergencia en (IT): Dado que X tiene densidad espectral, el Lema de Riemann-Lebesgue implica que fijado
€ (0,1), podemos elegir a de forma tal que |r(s)| < p, para todo s € [a,+00). Al elegir a y ¢ sujetos a lo
anterior, se tiene

2(4) [t
2¢° () Z 1yl )/rq(s)ds

>Q+1 q!
< 2(1)2( ) (s)|* ds
>Q+1
H2 t
—2?) Y Q@ / ()9 [r(s)[*~@*D ds
q: a
>Q+1
H2(
<20@) Yo S D@ / r(s)[2*1 ds
>Q+1 )
2 Hk+Q+1 Q+1
>0

< U, para todo

De acuerdo a la Proposicion 3 en [7], existe una constante universal U tal que sup,, ‘w

l € N. Al retomar las desigualdades anteriores, resulta
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2¢° (x) Z HqF )/ s5)ds

z)Hy g (z @+
<2Z< O ' |r )9 ds

>Q+1 k>0
2.Q +oo
< Wp / Ir(s)| ds — 0
l—p a Q—00

Convergencia en (I): En este caso,

H? a a H?2
262) 3 O [aas) <00 [1| 3 0D i as
7 Jo 0 q!
q2Q+1 q2Q+1
a HQ(x)
=2 [ ot lr(o)) - 32 L5 (o)l ds o0,
0 I @reo
2
por convergencia dominada, siendo ‘qﬁ(x,x Ir(s)]) = > 4<q Hfl(!w) |7 ( )|q‘ < 2¢(x,z, |r(s)]), para todo s € [0, a.

H(z

Queda asi probado que ‘2¢2 () X041 —4r

fo r9(s ds‘ Q—> 0, independientemente de . Esto alcanza para

que podamos elegir @, de forma tal que Ss3(x,t,Q) < /3.

En cuanto al primer sumando en el segundo miembro de (3.9), por (5.3) resulta:

Si(z,t,Q) = sup ‘E {f (F(z)) — f (‘?tQ(‘T))] ’

1fllpr<t

E [ F,(z) — yf?(x)u
97y 1/2
< (E U%(:ﬂ)—yﬁ(x)‘ D
1/2
_ %E o(z) 3 (3.11)

q=Q+1
Podemos deducir de lo anterior y de la Proposicion 3.1.2: limg_, o im0 S1(2, ¢, Q) = 0.

Elijamos para lo que sigue ¢t y @ de forma que S1(z,¢,Q) y S3(z,t, Q) sean cada uno menor que /3 y pasemos
ahora al anélisis de la convergencia de Sz (z,t, Q). Por simplicidad en la notacién, sea

ICL G
Ty = 200 [ H (X ()

Asi, podemos escribir

Q
@)= Jgwr (3.12)
q=1

Observacion 3.1.5. Esta parte de la demostracion utiliza el teorema del cuarto momento de la Seccion 1.7 y
sus consecuencias. Vale observar que alli la convergencia en distribucién se da a través del limite de una sucesién,
mientras que aqui nos ocupa un pasaje al limite en tiempo continuo. Por esto, vamos a considerar en lo que
resta de la prueba que t € Z*. Esto puede hacerse sin pérdida de generalidad: en efecto, si ¢ > 0, entonces se
puede escribir
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t

x t]
F(x) = o) ZHq ( L Hg(X(s))ds +

N3 4 H,(X(s)) ds)

Q
q:l I_tj
Q

[t] t—|t]
f(/ZHq ( Hy(X(s)) ds + / Hq<X<s>>ds>

G

~

=1

Q

Q
‘gﬂtJ( )+3‘;_LH(LL’)7

donde se ha utilizado la estacionariedad del proceso. Luego, por (5.3),
dpr (F2(2), ZQ () <E (|.FC(2) — 2 (2)
BL [t] = t [t]
Q
¢(x) x~ [Hq(2)]
< E
N

2 o)

i1t
/0 H,(X(s))ds

)

IA
s
M@

3(7) < |H,y(2)]
SW; L (| Hy(X(0))
C(x)

donde C(x) es independiente de t. De la propiedad triangular se obtiene

Jimdps (th(m),N(o,ag(x))) = lim dgy (ﬁffj (x),N(o,o—g(m))),

t—+oo

de donde se deduce que alcanza con considerar t € Z™T.

La notacién utilizada en lo que sigue es la correspondiente a integrales miltiples de Wiener-1td y caos de
Wiener, como en la Secciéon 1.2. Sea B = (B(\)),s, un movimiento browniano estandar. Para cada ¢ > 1,
vamos a expresar J; ,; como una integral miltiple de Wiener Ito respecto a B. Para cada s > 0, de acuerdo a

la Observacion 5.4.6, existe hy € L?([0,1]) tal que X (s fo (\) = I1(hs). Por la Proposicion 1.3.6,
tenemos H, (X (s)) = Hy (I1(hs)) = I, (h®?). Luego, por el Teorema de Fubini estocastico [22], resulta

I CLAN
Ty = 205 [, (17) a

=1 (gq,r,t) )

siendo

B ¢(x)Hq(x) ‘ ®q
gq7r7t(A17...,>\q)—W . hS (A17...,)\q)d57

definida en [0, 1]9. Es sencillo observar que g4, es una funcion simétrica.

Para probar la normalidad asintética de Jg ¢, si ¢ — 0o, alcanza con probar que para k=1,...,¢—1,

ng%t Ok gq,I,t||L2([()_,1]2q72k) m 0, (313)

de acuerdo al Teorema 1.7.1. En este caso, las contracciones resultan
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9q,x,t Rk 9q,x,t ()\17 LR} )\2q72k)

=/ 9ot Ay, Mgk 21, o5 28) Jg ot (Agekf1s - - oy A2g—2k, 21,5 - -+, 2k) d21 -+ - dzg
[0,1]*

¢)2 T H2 T t t
= ()';()/ / / RET (N1, Ay 215 e+ o 28) BT (Ngebtds - -+ > Aagsks 215 - - - 21) dsds'dzy - - dz,

t(q!) (0,17 Jo Jo

¢2 2V H2(x t ot k 1 ~ B

= (t()q');()/ / H l:/ hs(Zj)hs/(Zj)de h?q k(/\1,...,)\q_k) h?q k(/\q_k_:,_l,...,/\gq_gk) deS/
: o Jo ;7 LJo

¢ (x)Hy(z) [t [* _ -
= W/O /0 (s — s VhETTF (A, Agk) BEITF (N gt1, - -5 Aag_on) dsds’,

de acuerdo a la propiedad isométrica de la Observacion 5.4.6 y a la Observaciéon 1.1.29. Por simplicidad en la

L, s 2(z)H? . . .
notacién, escribiremos Cy ;. + = %. A partir de lo desarrollado anteriormente, se obtiene con argumentos
similares a los ya utilizados:
2 2
19g,2,¢ @ gq,w,t”m([o 1]2a—2k) = / |9q,2,t @k Gg,z,t (A1y -5 Aag—ak)|” dA1 - dAag—2
’ [0,1]2a=2k

= Cg,x,t / / (s — ¥ (u — )RR (A1, Agk) h?qfk (Ag—kt1s- - s Aag—2k)
[0’1]2(172k [O’t]él

X hETF (A, Ak BT (N kits -+, Aag_an) dsds’dudu’d)y - - - dAag o

= CqQ,w,t
q—k
X / (s — ") (u —u) / [hs (A7) B (Nj) Bt (Mgt i) Br (Ng—iitg)] d1 -+ - dog—ordsds’ dudu
[0,t]4 [0’1}2q—2k j:l
=C2,, / k(s — " )r¥(u — o' )rT* (u — s)r7* (v’ — 5') dsds'dudu’. (3.14)
[0,¢]4

!

Ahora, mediante el cambio de variables isométrico (vy,vg, vs,v4) — (s — 8, u — u',u — s,u’) se obtiene

oM x)HA (x _ _
|22([07112“‘2’€) = i22q|)q4( ) //// % (v1)r® (02)r T (03)rF (v — va + v3) dvy dvadusdug,
: R

donde R es una regién de R*. Tomando moédulo y agrandando el dominio de integracién para que resulte
rectangular, al aplicar la propiedad triangular resulta

”gq,z,t Rk 9q,x,t

C(q,x _
19g,2,¢t @ gq,x,t||iZ([011]2q—2k) < 7((1 ) ///[ . ¥ (01)r* (v2)r?F (v3)| dvidvados,
0,ct
ct

< C(‘i’x) (/0 I (v)| dv)s, (3.15)

donde C(q, z) es constante dependiente de ¢ y z, independiente de ¢, que se actualiza en cada uno de los pasos
anteriores, y ¢ > 0. Como r € L([0,+00)), lo obtenido en (3.15) alcanza para probar (3.13).

Solamente resta probar la normalidad asintotica de la suma (3.12). Por el Teorema 1.7.2 queda probado que el
vector gaussiano (I1 (g1,5.¢) ,-- .10 (90.«,t)) converge en ley a un vector gaussiano Q-dimensional N ~ N (0, %),
con ¥ € Mg(R), diagonal, tal que

S(g.q) = lim_E (L (900))°)
_ o2 (g) Ha® /;m r(s).

q!
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Observemos que 0 (x) es la traza de . Del Teorema 1.7.2 se deduce la convergencia en distribucion de F2(x)

aN (0,0(2;)({17)), si t — 4-00. Con esto se concluye la prueba.
a

3.2. TCL para el nimero de cruces

En lo que sigue, consideraremos u € R fijo. En esta seccion se da una demostracion del siguiente resultado:

Teorema 3.2.1. Supongamos que se verifican las hipdtesis del Teorema 2.2.3 y consideremos adicionalmente
que

re L' (R) y " € L* (R). (3.16)
Sea
1 2
Y, = 7 lN[O,t] (u) — \/;t¢(u)‘| .
Entonces
4, — N(0,0%)

en distribucion, si t — oo, donde

con

La/2] la/2] o
?g):=2> Y {qu(u)qul/(u)azlam’/o E (Hg—21(X(0)) Hor(X'(0)) Hy—21 (X (5)) Horr (X' (s))) ds

=0 I'=0
(3.17)

Por supuesto que o y 0?(q) dependen de u, pero por simplicidad en la notaciéon no escribiremos dicha depen-
dencia.

Observacion 3.2.2. Cabe destacar que en el Teorema 10.11 de [4] se presenta la demostracion de un TCL para
un funcional que verifica condiciones comparables a las dadas aqui para el numero de cruces en [0, t] a nivel u. No
obstante, la demostracion que aqui presentamos difiere de la que presentan los autores en varios aspectos: 1) las
condiciones (3.16) son més débiles que las presentadas en el citado libro'; 2) la obtencién de la varianza limite
02 aqui se basa en la utilizacion de la denominada desigualdad de Arcones (Proposicion 1.8.2), en contraste
con los argumentos predominantemente combinatorios ad-hoc utilizados en el citado teorema; 3) la normalidad
asintotica de las expansiones finitas del funcional ¥; se obtiene aqui como consecuencia del teorema del cuarto
momento, a diferencia de lo propuesto en [4], donde se recurre a una aproximaciéon por procesos %—dependientesQ.

De (3.16) se obtiene que como r pertenece a L' (R) y |r| es acotada por 1, entonces

LR de <l < o (3.18)

Si usamos la notacion = para indicar transformada de Fourier, se tiene: r/(\) = iAF(A) y 7/(A) = —A27()). De
la desigualdad [A\F(\)[? < (1+ %) [F(\)]? se deduce

LA saber: r,7/, 7" € L' ([0, +00)).
2Ver subseccion 10.2.2 de [4].
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/R\w(m d)\:/RM?(/\)\ A
g/R(1+)\) POV d

:/R|?(>\)| d)\+/R)\ P12 d.

(3.19)

El primero de los sumandos anteriores es finito, dado que por (3.18), se verifica 7 € L?(R) y por el Teorema
de Plancherel, también 7 € L?(R). El segundo de los sumandos anteriores también es finito como consecuencia
del Teorema de Plancherel, dado que el integrando es el modulo de i y por hipétesis, 7/ € L? (R). Se obtiene
entonces en (3.19) que 7 € L2 (R), por lo que usando Plancherel nuevamente, ' € L%(R). En conclusion las

condiciones (3.16) son suficientes para que se obtenga

rr’ " € L*(R).

(3.20)

Ademas, por tener el proceso densidad espectral f (2.1), r es la transformada de Fourier de f y es sencillo
verificar ademés que 7’ es la transformada de Fourier de iAf()\) y 7”7 1o es de —A?f(\). La condicién (3.16) y el

lema de Riemann-Lebesgue implican

r@LL IO (6] =0, si[t] = oo,

lo que sera usado posteriormente.

3.2.1. Varianza limite

Proposicién 3.2.3. En las condiciones del Teorema 3.2.1 se verifica que

lim E(97) = o>

t——+oo

Ademds, 0 < 02 < oo.

Demostracion. Sea
la/2]

Jgwt =Y by a(u)ay /0 H, 21(X(s))Ha(X'(s))ds.
=0

Observemos primeramente que fijado ¢, se tiene por ortogonalidad que

2

1
E(%7) =B | D Jous

g1

1
= Z %E (JqQ,u,t) :

q=>1
Si para cada q fijo, definimos

La/2]
Sq(8) =) bg-ai(w)az Hy-2(X (s)) Ha(X'(5)),
1=0

se obtiene
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tE (J(iu t)
La/2]
*E Z bq 2[ aglbq 21/ agl/ // Hq 21 ))Hzl(X/(S))qugl/(X(S,))HQl/(X/(S,)) deS,

L=

2| [] sesiia]| 321

El primer paso de la demostracién consiste en obtener el limite de %IE (Jgut

), sit — +oo.
Fijemos to > 0. A los efectos de obtener una cota superior para (3.24), dividamos [0,#]? en dos regiones:
Ri={(s,¢) € il —s|<to} vy Ra=1[0,t]"\Ry.

De esta forma, se obtiene

TE(J2,) = 1E [ / [ suo)s )dsds}—i— ]E[ / [ a8 dsas'| (3.25)

Naturalmente, lo anterior, a condicién de elegir ¢ suficientemente grande, lo que no nos condiciona pues el
objetivo es considerar ¢ — 4o00. La region R; puede cubrirse por a lo sumo |¢/tp] cuadrados de lado 2ty, tal
como en la Figura 3.1, en la que se ilustra la situacién con t = 4 y ty = 1. Trabajamos primeramente en uno

IR 2 3

Figura 3.1: Cubrimiento de R;

de esos cuadrados. Observemos que por la desigualdad de Jensen y deducciones similares a las utilizadas para
obtener (2.40), resulta
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la/2] 2te
E (J3uz2e) =E Z bg—21(u)az Hy o1(X(s))Hau(X'(s))ds

2to La/2) ds 2
— 483K / D by () Hyon(X () Har(X' () 5
0 1=0

2to =

AL ?
<AE | — Z by—21(u)ag Hy—o1(X (s))Ho(X'(s)) | ds
0

2ty La/2]
= 2t / S byt (w)aziby—ov (w)azeE [Hy—ou(X () Hya0 (X (5)) Hor(X' () Horr (X' (s))] ds
1,I'=0

2t La/2)
_ 2t0/ Z bq,Ql(U)aﬂbqfﬂ/(u)an’ ]E[Hq,QZ(X(S))quﬂ’(X(s))]E[HQZ(X/(S))H2Z’(XI(S))] ds
1LI=0 =6, 11 (q—21)! =6, (2D)!
La/2]
— 42 Z b2y (w)a3,(q — 20)!(20)L. (3.26)

Luego, por (3.26) y por la estacionariedad del proceso

e deS] & [Ltf (f() 5,05 d5> ]

7=0
La/2)
4|t/to]t3
/0 0 Z bq a1 a2z (q —20)'(20)!
La/2)
< 4t Z b2_y (u)a3,(q — 20)!(21)!
Lq/2J La/2)
< 4t Z by o (u)(q —20)! Y a3y (2)".

=0

De acuerdo acuerdo a la Proposicion 3 en [7], existe una constante universal U tal que sup, ‘M\/I%(“) <U.

Luego
2

2 _ () Hq_z(u) 2

de donde se obtiene

La/2]
f]E U Sl dsds] <C Z a3, (21)! (3.27)
R1

siendo C' una constante irrelevante para nuestros propositos.

Vamos a ocuparnos ahora del segundo sumando en (3.25). De la estacionariedad del proceso y del teorema de

Fubini se obtiene .
71E U/R dsds] - Q/to (1 - ;) E[S,(0)S,(v)] dv.
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Usaremos en este paso la desigualdad de Arcones (Proposicion 1.8.2). Sea
La/2]
z,y) = Z bg—21(w)ag Hy—o1(x) Hay (y).
Claramente f € L? (R?, ¢o(z)dz), el rango de Hermite de f es p(f) = q y ademas,
E [S4(0)S4(v)] = E[f(X(0), X'(0)) f (X (v), X' (v))].

Consideremos ademés,

m(v) = [E(X(0)X(v))] + [E(X(0)X"(v))] = r(v)] + |r'(v)]

12(v) = [E(X'(0)X (v))| + [E(X'(0) X' (v))| = [ (v)] + |r" (v)].
Sea

$(v) = sup{m(v), n2(v)}-

De (3.21) se deduce que si 0 < p < 1, es posible elegir ¢y de forma tal que 1 (v) < p, si v > to. Luego, de acuerdo
a (1.53),

E [S,(0)S, ()] < &(0) 1]l y2 (82 1)
la/2]
Z b2 (u)ady(q — 20)!(2D)\,

Entonces

t la/2]
’ [/ S, dsds} v) dv Z b2y (u)ad (g — 20)1(21)!
Ra2
Lq/2J
<2072 ||7/1||L2(R) Z bi_zz(U)agz(q = 20120 (3.28)
1=0

De (3.27) y (3.28) se obtiene asi una acotacién para +E (J2...+), que es independiente de ¢. Con el mismo cambio
de variables (s’ — s) ~ s ya utilizado, por la estacionariedad del proceso, se tiene

]E(Jc?ut)

La/2]
= 3 boawantyar@ae [ B (o (X060 Ha X (5) o X)) Har (X'(5) !

1,I'=0
Lg/2] t
=23 by m(wazby—v (waz / (1= 2) B (Hya (X (0)) Har (X (0) Hy a0 (X (5)) How (X'(5)) s,

1,l'=0

de donde se obtiene

lim E (Jq’u t)

t——4oot
la/2] Foo
=2 Z bg—a21( anbq—Ql/(U)azl'/O B (Hg—20(X(0)) Hay(X'(0)) Hg—o (X (8)) Haw (X' (s))) ds
N
= 02(q). (3.29)
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Veamos a continuacién que se verifica 02 < oo. Las cotas obtenidas en (3.27) y en (3.28) corresponden a términos
generales de series convergentes y se tiene:

1 La/2] La/2]
JE (J2.u0) SC D a2 +C" > b2 o (u)ag(q — 21)!(20)! (3.30)
=0 =0

con C,C" constantes. Fijado € > 0, como el segundo miembro en la desigualdad anterior es independiente de ¢
y corresponde al término de una serie en ¢ convergente, podemos elegir ) suficientemente grande para que se
verifique sup,o Y > 041 tE (J74.¢) <€y entonces

1
Z O'Q(q) < sup Z %E (J(i%t) <,

t>0

q>Q+1 q>Q+1

de donde se deduce,

o? = Zaz(q) < +o0. (3.31)

g>1

Veamos que se verifica

. 1 2 2

i ; -E (J2u0) = 0% (3.32)
q>

Por la cota uniforme obtenida en (3.30), para cada ¢ fijo se verifica >
a (3.29) se tiene lim;_, 1o TE (2.0t
dominada.

1E (J2

g1t q,u,t
) = %(q), resulta que (3.32) es consecuencia del teorema de convergencia

) < 00. Como de acuerdo

Solamente resta demostrar o2 > 0, lo que haremos a continuaciéon. Alcanza con probar 02(2) > 0 (ver que

0%(1) = 0). Utilizando la férmula de Mehler (1.35), las expresiones de los coeficientes (2.37) y (2.38) y las
propiedades de la funcién de covarianza, se obtiene

+oo +oo oo
0?(2) = b3 (u)al /0 72(s) ds + 2bo(u)by(u)apaz /0 (r'(s))*ds + b2(u)a3 /0 (r"(s))? ds
2 +oo 2 +oo 2 +oo
=Cre ™ (u? - 1)2/0 r2(s) ds + Cye ™ (u? — 1)/0 (r'(s))? ds + Cge ™ /0 (r"(s))*ds, (3.33)

donde C1,Cs,C3 son constantes positivas. Es sencillo observar que el ultimo miembro en (3.33) es positivo,
independientemente del valor de u. Esto concluye la prueba.
O

3.2.2. Demostraciéon del TCL para el naimero de cruces

El objetivo de esta subseccion es la demostracion del Teorema 3.2.1. El planteo es, salvo las obvias diferencias
producto de que se trata de un funcional distinto, el mismo que el realizado en la demostracién del Teorema
3.1.1, incluso en aspectos notacionales, por lo que algunas fundamentaciones seran omitidas.

Como en (3.9), se verifica

dBL(gt, N(O, 02))
< dpi, (9. 92) +dpr, (92N (0,03) ) +dpr (N (0,08) N (0,0%)), (3.34)

:=51(t,Q) :=55(,Q) =83(t,Q)
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siendo en este caso

Q la/2]
Z Z bg—ai( a21/ Hy_21(X(s))Hu(X'(s)) ds
=0

q 1

Il
i M@

7 qut

Sea € > 0. Obtengamos primeramente una cota para Ss(t, Q):

2—ad|=| Y o)

q>Q+1
C’q la/2]
< Z 24 + C/ Z a%l(QZ)' )
q>Q+1 =0

como consecuencia de que 02(q) = lfmy_, 4 oo tIE (J2

2 u.t) ¥ de (3.30). Como el segundo miembro de la desigualdad

anterior corresponde a la cola de una serie convergente, se tiene que limg_, |02 — a% = 0. Esta convergencia

numeérica alcanza para la convergencia en ley de NV (0, U%) aN (O, 02). Luego, puede encontrarse @) suficiente-
mente grande para que sea S3(t,Q) < £/3, uniformemente en ¢.

En cuanto a la acotacion de S (t, @), repitiendo el argumento utilizado en (3.11), se obtiene:

$16,Q) <E(|% -,
o\ \ 1/2
< (=(f4- ))
o\ 1/2
1
- E]E Z Jqut
q>Q+1
1/2
q>Q+1

Luego, como consecuencia de la acotacion obtenida en (3.30) y los comentarios posteriores, se obtiene que
S1(t, Q) < €/3, independientemente de ¢, a condicion de tomar @) suficientemente grande.

Vamos a ocuparnos ahora del segundo sumando en (3.34), suponiendo que se ha elegido @ de forma tal que
S1(t,Q) <e/3y S53(t,Q) < /3. Argumentando como en la Observaciéon 3.1.5, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que ¢ € ZT. Comenzamos escribiendo X (s) = I1(hs) y X'(s) = I1(h), siendo hs, h’, € L*([0,1]).

De esta forma H,(X(s)) = I, (h29) y Hy(X'(s)) = I, (h;®q). Luego, L= Jg.us = Iy (ggut), siendo

+ La/2]
9q,u,t (/\h SRRE) Aq) = = /0 Z bq—2l(u)a2lhs®q72l (/\17 ceey /\q—2l) h;®2l ()\q_21+1, ey )\q) ds.
=0

Simbolizaremos con g, ,; a la simetrizacion de g, . ¢, como en la Definiciéon 1.2.15
au, austy )
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,/g\q,u,t ()\1,...7 Z gq,ut 1)7"'5)‘0'(11))
' cEG,

¢ la/2)
_ l
- \/z?q'/o > beman(@azhs T Aoy Ai-2n) BT (Aa(gmaien)s--- M) ds.
: =0

Dada o € &,, vamos a utilizar la notacién o (z1,...,24) para hacer referencia a (z,(1),...,%y(g) ). Ademas, si
1 <i < j < g, la notacion o7 (xl, .. xq) simbolizara al conjunto de entradas en la ¢-upla o (z1,...,z,) que
ocupan las posiciones i a j. Es decir, o7 (z1,...,2q¢) = {Zo (i), To(i41)s - - - To(j) }-

Sil<k<g-—1,la k-ésima contraccion de g, consigo misma es:

Gq.u,t Ok Gq.ut ()\1, ceey )\2q—2k)
= / Ggut (M, s Ak, 215+ 5 Zk) Tgut (Agekt1s -« s A2ge2ky 21, - - -5 28) dz1 - - - dzy,
[0,1]*

La/2]

5 > //ch /h@’q 2R (o (ALy e Mgt 21, -2 28))]

ao’qu[Ot]zll_ [0.1]*

X h?qizl, X hlsr®2l/ [0'/ (>\q7k:+17 ey )\Qq,Qk, ARREEE) Zk)] le te dzk deS/, (335)
donde cfl = bg_a(uw)ag y cf; = by_ar (u)agy.

Fijemos o y ¢’ y observemos que se verifica

_ 21 -2l 2l
/ K12 @ B (o (A1, Ageis 215 - 26) RET2 @ B o [0 Mgty -+ s Mook 215 - - > 2)] d2 - - - d2p

[0,1]F
k 1 = g1 = gt
N H (/ B D RO (2 Ry @@ ()L, S (2)) dz.f)

h®q 21— ZJ 1on(trl)®h,®21 ZJ L aj(o,l) (A ®A,) ®q 2l — Z;?:laj(g’l ®h/ Q21" Z a,(o l)( s,®)\;')’
(3.36)
donde para cada 0 € &4, cadal=0,...,|q/2] y cada j =1,...,k se definen

_ 1+ (-1)%
a;j(0,1) := 1 {o(g—ktj)<q—21} y a;(o,l) = —

Ademss, si para cada o y cada | como antes se definen

k k
ocf,zq—2l—Zozj(a,l) y = Za (0,1),
j=1 j=1

entonces introducimos la siguiente notacién:

= Ao = As(0,0) es una ! -upla de elementos de o272 (A1, A\g_r, 21, 2) \ U?Zl{zj}.
= A\, = X,(0,1) es una & -upla de elementos de T gipr My Mgk 21505 2) \ U?Zl{zj}.
1q—2"

= Ay = Ay (0',') es una of,-upla de elementos de o9 (Agektds -y A2g—2ks 215 - - -5 2K) \ U§:1{Zj}:

= A, =X (0',l') es una oc ,~upla de elementos de 0' a1 (Agektis -« r A2g—2ks 215 - - -5 28) \ U?Zl{zj}.
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De acuerdo a la Observacién 1.1.29 y al Corolario 5.4.5,

k 1 e I 7 gl k — — g1
11 (/ he D () W () @070 ()l ’”(znd%) = O] r{etm@ D)5 — ), (3.37)

j=1 ™0 j=1
donde () indica la i-ésima derivada de r. La constante C' = =£1 resultara irrelevante en el siguiente paso del

desarrollo, cuando consideremos la norma cuadréatica de la k-ésima contraccion, es decir,

||:q\q7u,t Qp /g\q,u,t||2L2([0 1]29-2k) = / |:q\q7u,t Q /g\q,u,t ()\la ) )\2q—2k)|2 d/\l e dA?q—Qk'
’ [0,1)20-2"

A partir de (3.36) y (3.37), se obtiene:

|/g\q,u,t ®k :q\q,u,t (>\17 cee >\2q72k)|
’ la/2] &

// S >0 [0l —s)dd,
0,0'€S, 1,I'=0 j=1

x BE% @ ! &% (A @A)

X W2 @ 1, O Ay @ AL) dsds'|. (3.38)

Observemos que:

» As ® AL es una permutacion de los elementos de {\1,..., A\j_x} dependiente de o y de [,

= Ay ® A, es una permutacion de los elementos de {\;_x11,...,A2q—2r} dependiente de o’ y de I'.

Cuando a continuacién consideremos el cuadrado de la expresion en (3.38), apareceran ademés nuevos indices
)

para sumas, [ y ", asi como sumas sobre ¢”,¢” € &,. También apareceran variables de integracién v y v’.

Surgirdn asi Ay = Ay (0”,1"), A, = N, (0”,17), Xyr = Ay (0”17) y AL, = X, (0",1"), todas definidas de

forma coherente con la notaciéon utilizada antes y también,

» A\, ® Al serd una permutacion de los elementos de {\1,..., \;_;} dependiente de ¢” y de ",
» A, ® A/, serd una permutacion de los elementos de {\;_x11,...,A2q—2r} dependiente de 0" y de I"’.
Si Z indica suma sobre o,0',0"”, 0" € &, ; 1 = (I,I',",1"), las desigualdades entendidas componente a
(o
componente y ¢} := cflcg cg/cg”, se tiene entonces
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”gq,u,t Qk @\q,u,t”iz([()’l]zquk) = / @\q,u,t Rk Q\q,u,t (/\17 LR} /\Qq—2k)‘2 d/\l te d)\gq_gk
[0,1]2a-2%
k

1 a0 a0
- w7 / D CQ/H & ()4 (0" 1) (5

[0,12a-2k O O0<I<|a/2]  [giya 7=1 jzl

a](a_ l )+D¢ ( 11 l///))(

:?r

v—1)

x hE% @h’mf’ (M ® N BE™ @ 55 (A @ L)

" " "

« RE%o & B (A @ M) BES" @ 1, B (A, ,®>\' ) dsds'dvdv’ dAy - dAgg ok
k
1 . & (o) 4 (o-l (o l +a; o_/// "
S D X [T [
o 0<i<[q/2] [gga I=1 =1
q—k
o (/0 hﬁJ(JJS)(A)hlﬁ(alg)(A)hﬁU l 'L))(A)hlﬁ(a l U()\)d}\)
Jj=1

2(172’6 1 AT ) roqr 7 e ogrrr ’ a s ’
< I (/0 R Oy R B Oy pB T Gy e BT () dAj> dsds’dvdv’,
Jj=q—k+1

donde para cada 0 € &, cadal=0,...,|q/2] y cada = € {s,5",v,v'}, se definen

1 + (_1)Bj(0,l,w)

Bi(o,lx) = Lyen@y v Bilola)= 5 :

siendo (A;(0,1)) el conjunto cuyos elementos son las entradas del vector A (o, ). Luego, con el mismo argumento
mediante el que se obtuvo (3.37), vale expresar

—~ ~ 2
||gq,u,t Rk gq,u,t||L2([0’1]2q—2k)

_ 42 Sl / [ (@ 0@ ) - ) ﬁ (53004, 1) (4 _ o

o 0<I<|q/2] j=1

e

0,64 77
9=k _ 2g—2k
x J[ Gt B @) (g gy [ Bl D480 ) (o ') dsds'dvde’. (3.39)
j=1 j=q—k+1

Como ya se hizo anteriormente, se considera el cambio de variables isométrico (w1, we, w3, wq) — (s — s, v — v, v — 5,0")
y el segundo miembro de la desigualdad anterior se puede acotar por

Ct(zq) //// ‘T(il)k(w1)7"(i2)k(wg)r(i3)q_k(wg)r(“)q_k(wl — wa + w3)| dwy dws dws dwy,
R

con R C R* C(q) constante dependiente de q pero independiente de t y i1, i9, 13,44 € {0,1,2}. Con los mismos
argumentos utilizados para la obtencion de (3.15), se puede concluir

0 G 5 Go,

También repitiendo argumentos utilizados al final de la demostracion del TCL para el tiempo local, se obtiene
la convergencia en distribucién de %tQ aN (0, J?Q), si t — 400. Queda asi conluida esta prueba.
|

75



Capitulo 4

Funcionales de campos gaussianos
estacionarios e isotrépicos: hacia una
unificaciéon de los articulos [2] y [6].

En este capitulo presentamos una sintesis de un proceso de estudio basado en nuestro interés en las caracte-
risticas de ciertos funcionales definidos sobre campos gaussianos estacionarios e isotropicos. A riesgo de que la
siguiente descripcién resulte algo vaga, puede decirse que el objetivo es avanzar en una primera aproximacién
hacia una wunificacion de los articulos [2] y [6], en un sentido que sera precisado. A continuacion, introduciremos
los objetos de estudio que nos ocuparin. En la Observacion 4.1.2 se describird brevemente el vinculo entre
los desarrollos aqui presentados y los trabajos mencionados, asi como una posible extensién a contextos con
hipétesis més débiles.

4.1. El funcional F(T)

4.1.1. Presentacién del campo X

Sea X = (X(t)),cpe un campo gaussiano a valores reales, centrado, estacionario e isotrépico tal que Var(X (0)) =
1. Supongamos ademas que las trayectorias de X son casi seguramente de clase C3 (Rd). Se introducen las
siguientes notaciones y convenciones:

» X; y X;; son las derivadas de X de primer y segundo orden, respectivamente.
» VX(t) es el gradiente d-dimensional: (X1 (¢),...X4(%)).

» V2X(t) es la matriz hessiana (m;;), de tamafo d x d, tal que m;; = X;;(t), para todos 1 < i,j < d.
Sin riesgo de ambigiiedad, también utilizaremos el simbolo V2X (¢) para hacer referencia al vector @—
dimensional (X;;(t)) conteniendo las entradas de la hessiana sobre y por encima de la diagonal

principal.

1<i<j<d?

= 7 es la funcién de covarianza de X. Esto es, para cada t € R?, r(t) = Cov(X(0), X (t)) = E[X(0)X ()].

» Sim = (i1,...,%) es un multiindice con 1 <k <6y si 1 <1i; < d, escribimos
o™r OFr (k)
i ()= g 0 =it 0

La existencia de estas derivadas es consecuencia de que las trayectorias, con probabilidad 1, son de clase
CO(R).

Para cada t € R? se define
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¢(t):méx{gtr:(t)’:me{l,...,d}k,0§k§4}. (4.1)
» Se define en R? el campo X, tal que

X(t) = (VX(t), VEX(t), X(t)) (4.2)
con valores en RP, siendo D = d + % + 1.

» Simbolizamos con XX a la matriz de covarianza de X.

Supongamos adicionalmente que se verifican las siguintes condiciones:

1. Para todo t € R%, se verifica

rango (Ex(t)) =D. (4.3)

2. i
im  (t)=0 (4.4)

Il —+o00

ii.

e L' (RY). (4.5)
3. Si M C R es compacto, entonces

E [(Nu (VX, M))ﬂ < o0, (4.6)

donde para cada u € RY, N, (VX, M) =#{t € M : VX(t) = u}.

Observacién 4.1.1. Las condiciones anteriores son suficientes para que tanto ¢ como r pertenezcan a L (R?),
para todo ¢ > 1. Podemos escribir

Ut dt = 9Ut) dt + 94) dt,
[0 /mgcf“) /Wf/’”

donde « es tal que 9(t) < 1, si ||t|]| > a. Luego, fijado ¢ > 1,

9t) dt = =1y g
/Ww(t) . /”Mw(tw (t) dt

< t) dt
B /nt|>a v )

< ||¢||L1(Rd) . (4.7)

Por otra parte, fijemos 0 < k <4y m € {1,...,d}*. Como las trayectorias de X son de clase C* (Rd), r es de

clase C® (R?) y por lo tanto J- tiene maximo en el compacto {[|v|| < a}. Sea entonces Ry = méx|;|<q %(t)‘
Si R= mé‘Xme{L...,d}’“,nggél Rm, se tiene
/ PI(t) dt < (20)" RY. (4.8)
It <o

De (4.7) y (4.8) se obtiene ¢ € L9 (R?). Es inmediato verificar que |r(¢)| < 9(t), para todo t € R%, de donde se
deduce r € L9 (]Rd).
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4.1.2. Expansion de Hermite de F (7))

Sean N € Z* y T = [N, N]%. Para cada ¢ > 0, simbolicemos con & al nicleo gaussiano d-dimensional centrado
T
y con matriz de covarianza 214, es decir, 6. : R? — R, tal que §.(z) = me_ﬁz *. Sea ademas g : R — R

tal que existe n € Z* tal que! g(x) = O(a™), si |z| — oco. En lo que sigue, nuestro objeto de estudio sera el
funcional definido casi seguramente

F(T) = gli%l ; 5. (VX (t))det (V*(X(t)) g(X(t))dt. (4.9)
Para cada € > 0, sea
Fle,T) = /T 6. (VX (t))det (VZ(X(t)) g(X(t))dt. (4.10)

Observacion 4.1.2. El presente capitulo pretende servir de generalizaciéon de los resultados que aparecen en los
articulos [2] y [6]. Veamos someramente los principales puntos de los referidos articulos en los que nos basamos
para la elaboracion de lo que se desarrolla a continuacion. Sea un campo X’ con caracteristicas comparables a
las presentadas al comienzo de esta subseccién.

1. En [2], para m € N fijo, se define el funcional

U, [X] = | X[dx],

Ta

siendo el segundo miembro la denominada integral de Euler superior del campo X sobre T, := [0,m]?,
que se define (para un compacto M C R?) de la siguiente manera

“+o0
/ X[dy] = / (WX > w) — (X < u)) du, (4.11)
M 0

donde x(A) indica la caracteristica de Euler del conjunto A, x (X < u) := x (X *((—o0,u])) y x (X > u) :=
X(M) — x (X < u). En [1] se presenta un detallado anélisis de la caracteristica de Euler que proporciona
interesantes perspectivas geométricas en el estudio de los campos gaussianos. En [5] se proporciona una
interesante motivacion para la consideraciéon de integrales respecto a la caracteristica de Euler.

Volviendo a [2], el objetivo es demostrar un TCL para el funcional definido en (4.11), con m — +oco. Alli
aparece
Fr,X]= ) (-)"9X(@)

teTy:V X (t)=0

donde pu(t) es el indice del punto critico t, i.e., la cantidad de valores propios negativos de V2X(t). El
funcional Fr,[X] representa los aportes en el interior de T, de 11,[X], y se demuestra que éstos resultaran
los tnicos relevantes para la obtencion del mencionado TCL. Un resultado clave indica que Fr,[X] puede
obtenerse como limite en L%(€2) de

F5 [X] = ; 8- (VX () det (VX (t)) X(¢) dt, (4.12)

si e = 0, donde J. es como se definiera al comienzo de la subsecciéon. Nétese entonces que esta ultima
expresion (con una conveniente adecuacion del dominio de integracion) es un caso particular de (4.10).

2. En [6] el objeto de interés es la caracteristica de Euler del conjunto excursion de X, ie., A(T,u) =
{teT:X(t) > u}, donde T es un cubo de R? y u € R. La simbolizaremos x(X,T,u). El estudio de
la caracteristica de Euler puede considerarse una extension, en dimension mayor que 1 de UX (T, u), el
numero de up-crossings a nivel u de X en el intervalo 7.

1Se utiliza aqui la denominada notacion de Landau.
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En el proceso de obtencion de un TCL para x (X, T, u), si T se expande a R?, aparece el funcional o(T) a
la que se denomina caracteristica de Euler modificada de A(T,u), que coincide con x (X, T, u) en el interior
de T'. La definicion de dicho funcional es

d
o(1) = 3 (~1)*un(D),

k=0

donde 1 (T) es el numero de puntos criticos en T' que estan sobre el nivel u y tales que su indice es d — k.
Un importante resultado en el articulo dice que ¢(T') puede obtenerse como limite en L%(€2) de

o(e,T) = (—1)d/T6€ (VX (t))det (VX (1)) Ly 100y (X (t)) dt, (4.13)

si € — 0. Aparece aqui nuevamente un caso particular de (4.10).

De considerar (4.12) y (4.13), surge el interés por estudiar (4.10). Queda abierta la cuestion de si pueden obte-
nerse resultados similares bajo condiciones mas débiles, en particular, siendo E {(Nu (VX, M))Q} < o0, en lugar
de (4.6).

Proposicion 4.1.3. Si F(e,T) y F(T) son como en (4.9) y (4.10), entonces
1. Para cada ¢ > 0, F(e,T) € L*().
2. F(e,T) — F(T), en L?(2), sie — 0.

Demostracion. Por la formula del area (Proposicion 2.2.2) se tiene

/ 8- (VX (1)) [det (V*(X ()| dt = | ()N, (VX,T) du. (4.14)
T R4

Sean Xqup = supser [ X (2)| ¥ gsup = supser |9 (X (¢)) |. Fijado €, se tiene por (4.10) y (4.14):

|F(e, T)| = ‘/T(SE (VX(t))det (VQ(X(t)) g(X(¥)) dt‘
< Goup / 5. (u)N, (VX,T) du. (4.15)
]Rd

Sea r € [2,3). Si consideramos p,q > 1 tales que % + % = 1, entonces por la desigualdad de Holder,

E[F(T)"] <E [(gsup /Rd 0e(u)N, (VX,T) d“)q

< @l (k| (

Veamos que ambos factores en el segundo miembro de la desigualdad anterior son acotados, comenzando por el
segundo de ellos. Por la desigualdad de Jensen,

5.(w)N, (VX,T) du) " ] ) v (4.16)

Rd

( 0 (u)N, (VX,T) du> " < d-(u) (N, (VX, T)?" du.
R4 R4

Tomando esperanza, por el teorema de Tonelli, se obtiene

(=[( [ st coxaan) )" < ([ sz ama)”

Eligiendo ¢ = 2 € (1,3/2], de la condici6n (4.6) resulta que es finito el segundo factor en (4.16). Mantengamos
esta eleccion de ¢ y ocupémonos del primero de los factores en (4.16). Sabemos que existe n > 1 tal que
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g(x) € O(z™), si |x] = 400, por lo que existen constantes x, R > 0 tales que |g(z)| < k|z|™, para todo |z| > R.
Si M = méx|,|<r |g(z)], entonces, para todo = € R,

lg(x)| < méx{M, rlz|"}
< M + glz|".

Como |z|" < (1+ |z|)" y M < M (1+|z|)", resulta
lg(@)| < (M +r) 1+ [z))",

para todo x € R. Luego, si C' := M + k, se obtiene

Gsup = SUp |g(X(t))|
teT
< Csup(1+|X(@))"
teT
< C(1+ Xoup)",
de donde resulta:
Geup?” < C7" (14 Xaup)"™" . (4.17)

Ademas,

npr npr
. < j )Xg“p
npr
R

npr (1 + Xsupnpr) .

3

(1 + Xsup)npr

IN
<l
o 3 o

I
N}

Por esta desigualdad, tomando esperanza en (4.17),
E [gsup?] < CP"2"P"E (1 + Xgup"?")
< C'E (Xep™) (4.18)
siendo C’ una constante irrelevante para nuestros propositos.

Por comodidad en la notacién escribiremos a continuacion k = npr. Sea x tal que 950/ > [E (Xgup). Como Xgup
es no negativa, podemos escribir

sup sup

:/OIOP(Xsup >x1/k) dx+/z

La primera de las integrales anteriores es claramente menor o igual que zy. En cuanto a la segunda integral,
por la Proposicién 1.1.18,

E [X} ]:/O+OOP(Xk > ) da

+oo
P (Xsup > xl/k) dx.

0

400 +00 (zl/kfﬂi(Xsup))z
/ P <Xsup > xl/k> dr < / e~ 2 dr < oo.

0 Zo

De acuerdo a (4.18), lo anterior es suficiente para acotar el primer miembro en (4.16). Como r > 2, al haber
acotado ambos factores en el segundo miembro de la desigualdad en (4.16), queda asi probado que para cada
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e > 0, se verifica que F(g,T) pertenece a L?().

Con base en resultados clasicos de Anélisis Real, en la Seccion 5.3 del Apéndice se justifica que para probar la
convergencia en L2(2) de F(g,T) a F(T), cuando ¢ — 0, alcanza con observar que existe v > 0 tal que

supE [|f (e, 7))*] < o. (4.19)
e>0

Esta condicion es inmediata si se elige v € (0,1) y 7 = 2 + +. Con esto concluye la demostracion.
O

Si X es como en (4.2), la existencia de las derivadas de primer y segundo orden de X garantizan que X es un
campo gaussiano D-dimensional. Por la estacionariedad de X, la distribucién de X es independiente de ¢t. Como
consecuencia de la Observacion 1.6.7 se tiene la siguiente factorizacion de ¥X, la matriz de covarianza de X:

VX
X
5 :< . EVQX’X) (4.20)

donde ¥V¥X y Y V*X.X gon las matrices de covarianza de VX y (VQX, X), respectivamente . Si t € R?, podemos
escribir X(t) = AY(t), donde A es una raiz cuadrada de ¥* y Y (¢) es un vector gaussiano D-dimensional,
estandar. De (4.20) se obtiene la factorizacion
(A O
=0 w)

donde A es una matriz cuadrada de tamafnio d y Ay es cuadrada de tamafio D — d. Por la isotropia de X', de
acuerdo a (1.50), se tiene Ay = VM. Observemos que debe ser A > 0, dado que si asi no fuese, tendriamos que
YVX seria nula, contra la suposicion (4.3). Si se simboliza con I'* y I'V a las funciones de covarianza de los
campos D-dimensionales X e Y, respectivamente, resulta para todo ¢ € R¢,

() =E (Y ()Y (')
=E (A‘IX(O)X(t)TA‘lT)
= ATITX (AT (4.21)
Vale observar que por la estacionariedad de X, se verifica que A es independiente de t.
Consideremos ahora las funciones
s G, :RP =R x RUHD/2 x R — R, tal que Go(z,y, 2) = 6. () det(y)g(2) v,
s fiRP-E=RUHD/Z xR 5 R, tal que f(y, z) = det(y)g(z).
Siw = (w,w) € R? x RP=4 se define ademas
Ge(w) = Ge(Aw)

= 0. (Mw) f (Aow)
=06 0M (w) oy (wW).

De esta forma resulta

F(e,T) = / G.(Y (1)) dt

_ /T 5. 0 Ay (VX (1) f o As (V2(X (1)), g(X(2))) dt. (4.22)
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Vamos en busca de una expansién de Hermite para G En primer lugar, se verifica d. o Ay € L? (Rd da(w )dw)
En efecto,

b (V) (Vaw)
d (M) = sz ™
1 —=Szw w
(27)d/2¢d ’

por lo que

= (2n)3d/2e2d¢

Basta comprobar que (% + 3) > 0 para concluir [, 6. (A1(w))[* ¢a(w) < oco. Por otra parte, f o Az es el

producto de un polinomio y una funcién cuadrado integrable respecto a la medida gaussiana estandar. Luego

[ |G entyau = [ 16 s datwyan [ 17 aaw) 6p-at) b < o.

Se obtiene asf que G. pertenece a L2 (RP, ¢p(w) dw), por lo que de acuerdo a la Proposicién 1.2.5 se puede
obtener una expansiéon del tipo

=Y > cGeym)Hu(w), (4.23)

q=0 neNP
[n|=q
donde n = (ny,...,np) y Hu(w) = H;.Dzl H,,,(wj). Observemos que para cada n se obtiene una factorizacion
del correspondiente coeficiente de Hermite:
~ 1
c(Gem) = G (w) Hn(w)¢p (w) dw

~ ol / 0z 0 Ay (w) f o A (W) Hy(w) Ha()da (w) pp—a (W) dw
=c(0: 0 Ay,n)c(f o Ag,m),

donde
1
(6.0 8m) = o [ 6 (Viu) fa(wdulu) du (429
y
1
c(foham) = 5 [ (a0) Fin(0)op-ae) do (4.25)
De la expresion (4.22) se obtiene la expansion
=YY c@.0An oAg,ﬁ)/ Ho (Y (t)) dt. (4.26)
q>0neND T
[n|=¢

Pasamos a continuacién a obtener la expansion de Hermite para F (7). Observemos antes que a partir de la
igualdad (4.24) se puede obtener con el cambio de variable v = v/Au,

(3.0 Arm) = 2 [ o () o (L) o

de donde resulta
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—d/2 _
A e (0) 64 (0

lim ¢(d: 0 Aq,n) =
e—0t

— L om0, (4.27)

n!

Lo anterior vale porque el integrando es continuo en 0 € R? y 4. es una aproximacién de la identidad. Lo que
se ha obtenido en (4.27) sera utilizado en breve para la obtencion de la anunciada expansion de F (7).

El siguiente es el resultado central de la presente seccién.

Proposicién 4.1.4. Sea F(T) como en la Proposicion 4.1.3. Entonces, F(T) admite en L*(Q2) la expansion

fmzzzwmémwww

920 neNP
[n|=¢

donde

! (27A) Y2 Hy (0)c (f o Ay, ). (4.28)

" n!

a(n)

Demostracion. Pasando al limite formalmente en (4.26), usando lo obtenido en (4.27), se puede considerar la
expansion

W) =33 a(n) /T (v (1)) dt.

20 neNP
In|=¢

Veamos primeramente que 7(7T) € L?(€2). Sean para cada Q > 0,

mQ(n(T)) = n(T) — 79 (n(T)).

Por la ortogonalidad de los caos, por el lema de Fatou, por (4.26) y por la Proposicion 4.1.3, se obtiene
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2

q=0 neNP T
In|=¢
- 42
Q ~
<3 1im E 5.0 A Ao,1) | H, (Y (t))dt
SR mE|| P cormele 1) [ AL (0)

L In|=¢ i
- ~2

Q
= lim E qgo n_%l:n)c(ésOAl,n)c(fOA%n)/THn(Y(t))dt
L In\;q i
r -2

Selir(l)lJrE Z, 0(55oAl,g)c(foA2,ﬁ)Lﬁn(Y(t))dt
q>0 nlz(‘g,n)
L Inl=q _

12

= lim E Z Z 6(58oAl,g)c(foAg,ﬁ)/Tﬁn(Y(t))dt

e—0*t >0 ne(n.i1)
In|=q J
= lim E (F(¢,T)%)

e—0t

=E (F(T)?) < oo.
Como la cota obtenida es independiente de Q, se deduce que 7(T) € L*(9).

Veamos a continuacion que F(T) = n(T), en L*(Q). Para simplificar la notacion, |- se usard seguidamente
para la norma en L2(f2). En primer lugar, si Q > 0, se obtiene

IF(T) = (D)l < llm@(F(T) —n(T)] + [|[7%(F(T) = (D)) - (4.29)
En cuanto al primero de los sumandos en el segundo miembro de la desigualdad anterior, resulta

I (F(T) = (T < llm(FINI + Ime (D))

y como tanto F(T) como n(T) pertenecen a L?(f2), se tiene que las normas de sus proyecciones m¢ tienden a 0
con () — +oo.

En cuanto al segundo de los sumandos en (4.29), si @ es fijo,

[79(F(T) —n(T))|| < [|[7%F(T) = F(e, )| + |7 (F(e, T) = n(T))||
< |F(T) = Fe. )| + [|[7%(F(e, T) = n(T))]| - (4.30)
En (4.30), el primero de los sumandos tiende a cero con € — 0, de acuerdo a lo probado en la Proposi-

cién 4.1.3. En relaciéon al segundo de los referidos sumandos, fijado @, de (4.22), (4.26) y (4.27) se obtiene
lim g+ [|[79(F(e,T) — n(T))|| = 0.

De acuerdo a (4.29), || F(T) — n(T)| puede hacerse arbitrariamente pequefio a condicion de tomar @) suficiente-

mente grande, tal como se queria demostrar.
O
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4.2. Teorema central del limite para el funcional F(7T)

En la presente secciéon nos ocuparemos de la demostraciéon de un teorema central del limite para el funcional
F(T) antes definido. El siguiente es el principal resultado de este capitulo.

Teorema 4.2.1. Sea X el campo definido al comienzo del capitulo y verificando las propiedades alli enunciadas.
Consideremos el funcional

o) = T, (41

donde T = [~N,N]% y F(T) es como en (4.9). Entonces, existe V € [0, +00) de forma tal que ((T) converge
en distribucion, si N — +00, a una variable gaussiana centrada con varianza V.

Comenzamos demostrando que la varianza asintotica de ¢(T) es finita.

4.2.1. Varianza limite

Proposicion 4.2.2. Sean, X el campo definido en la subseccion 4.1.1, F(T) como en (4.9) y ((T') definido en
(4.81). Entonces, existe V € [0, +00) tal que

Nl_l’g_loo Var (¢ (T)) = V. (4.32)

Demostracion. De acuerdo a la Proposicion 4.1.4, se tiene en L%(Q) la expansion
FI) =F (NN =33 a(m) / Ba(V (1) dt, (4.33)

920 neNP [=N.N]
In|=q

de donde se obtiene
Var (¢ (=N, NI%)) =E[ (¢ (=N, V)]

) I
“E| gy X alwe(m) /[N’N]d /[N)N}dHn<Y<s>>Hm<Y<t>>dsdt

¢>1 n meNP
In|=|m|=¢q

1 ~ ~
= — a(n)a(m) / / E |Hy(Y(s))Hm(Y(t))| dsdt, (4.34)
(2N)4 ; n’mze:ND [~ N.N]¢ J[=N,N] [ }

In|=[m|=q
como consecuencia de la ortogonalidad de los caos y del teorema de Fubini. Observamos que mediante el cambio
de variables (v, w) — (t — s,t + s) se obtiene

RV (n, m) = (211f)d/[N,N]d /[N’N}dE [ﬁn(Y(s))Hm(Y(t))} ds dt

:/ E [Hn(Y (0) (Y (0))] f[ (1 - “”“') dv. (4.35)
[—2N,2N]d 2N

Por (4.34),



El objetivo a continuaciéon serd obtener una expresiéon limite para R (n,m), si N — 400, considerando la
formulacién dada por el segundo miembro en la igualdad (4.35). Fijado v € R, por una generalizacién de la
formula de Mehler enunciada en la Proposicién 1.4.3, si n,m € N” y |n| = |m|,

E [ﬁn(y@))ﬁm(y@))} — Cov (ﬁn(Y(o)), Hm(Y(v)))

Y (p)) %
= >, ntm! [ % (4.36)
dia 20 1<i,j<D
Sty T, deg

De (4.21) se obtiene

sup |7 (v)] < [T ()]

1<i,j<D
< A= <oy a7
<A o)
= K¢ (v), (4.37)
donde la norma es la de Frobenius (que es submultiplicativa) y 1 es como en (4.1). Observemos que K = HA‘1 H2

es dependiente de las derivadas de r en el origen e independiente de v. Luego, no es dificil verificar que si
lm| = |n| = g y si la sucesién de niimeros naturales (d;;), ; cumple }, d; j = n; y 3 dij = m;, resulta

Y ()%
H ( 17]( )') < H d_l_!qubq(U),

d; !
1<i,j<D v 1<ij<D %7

de donde se deduce, retomando (4.36), que si |m| = |n| = ¢ se tiene

Cov (ﬁn(Y(o)), Hm(Y(v))> < K'pi(v),

con K’ € RT. Por la Observacién 4.1.1, ¢ € L4 (Rd), para todo ¢ > 1, por lo que por convergencia dominada
se obtiene

RY(n,m) — R(n, m) ;:/

Cov (?I,,(Y(O)), ﬁm(Y(v))) dv, (4.38)
Rd

si N — +o0.
Retomando (4.34), podemos escribir Var (¢ ([-N, N]?)) = D1 VN, siendo

VN = Z a(n)a(m)RN(n,m). (4.39)

q

n,mEND
[n|=|m|=q

Hemos entonces probado:

VY —=V,:= ) a(n)a(m)R(n,m), (4.40)

si N = +o0.
Como para todo g > 1 resulta VqN > 0, se tiene que V, > 0.
La obtencion de (4.32) serd consecuencia del siguiente lema, cuya demostraciéon postergaremos brevemente con

el objetivo de que la pesada operatoria involucrada no obstruya la secuencia de razonamientos que se vienen
manejando hasta el momento.
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Lema 4.2.3. Si g es la proyeccion ortogonal sobre los caos de orden mayor que Q, entonces se verifica

Var (mq (¢ (=N, N1%))) By (4.41)

uniformemente respecto a N.

Asumiendo el Lema 4.2.3, dado ¢ > 0, puede encontrarse () suficientemente grande, de forma tal que para todo

N, resulte q Q+1 VN < €. De esto se deduce

su VN 0, 4.42
up > v (4.42)
q>Q+1

si Q — +oo. Entonces, como lim y VqN = Vy, de acuerdo al lema de Fatou se obtiene

Z Vg < liminf Z VN — 0,
01 NH+K>>Q+1 Q—+o0

por (4.42). Esto alcanza para probar que Zq>1 Vy es convergente y que por lo tanto,

Var (C([=N,NI)) = V=) V.
g>1
O
Demostracion. (del Lema 4.2.3)
Consideremos el conjunto de indices
Iy =[-N,N)¥nz?
y observemos que podemos escribir
[N, N = || ([0,)%+5).
se€ln
Luego,
1
C=.31) = g (00 -7 (-0
&) d/2 S [F (0. ) +5) —E(F ([0,1)" +5))]
se€ln
1
= GNyE > (0, +5).
EISYAN;
Escribamos ahora
Vivg i= Var (mq (¢ ([-N, NI%))) = E[[rq (¢ (I-N, NI)]’] (4.43)

y observemos que por la estacionariedad del campo X resulta

r (¢ (1%, M99 = e ((2;)/ > C([O»l)d+5)>m (e X clo.0t )

s€ln s'€ln
2N (ON)d Z Z 7"'Q +S)) (C ([0,1)d+3’))
SELIN s'ELN
T 2 2w (C(0.0) o (C(0.1)" 45 =)
s€ZN s'€ln
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De reorganizar la suma sobre la region Zy x Zy en funciéon de la diferencia 7 := s’ — s, por (4.43) se obtiene

Vg = (2%)61 Z ar(N)E [rg (¢ ([0,1)%)) 7o (¢ ([0, 1) +7))] (4.44)

T€laN

donde a,(N) = #{t € Iy : t — 7 € Zn}. El mayor de los cardinales anteriores se da si 7 = 0, de donde se
deduce que a,(N) < (2N +1)4.

Retomemos la constante K introducida en (4.37). Por la condicién de decaimiento de v, podemos elegir una
constante real a tal que

Y) <p<1/K, (4.45)

si ||v]|, > a, donde p es una constante irrelevante para nuestros propositos. Separemos la suma (4.44) en dos:

vﬁgzﬁ ; ar (NE [1g (¢ (10, 1)9)) 7 (¢ (0,1)% +7))] (4.46)
i
y
v@:ﬁ zzj ar (NE [1q (¢ (10, 1)) mo (¢ (10, 1) +7))]. (4.47)
7]l Sat1

Obtengamos a continuacién una cota para VJ%T,Q' Supongamos que se verifica 2N > a + 1. Entonces,

Viel< gy X arME[ro (¢ (0.0)]

T€laN
7] oo <a+1

L (2a+2)%@N +1)°E (70 (¢ (10,1)%)°]

(2N)4
< Ba+1D)'E [ (¢ (0.1%)°],

<

donde se ha utilizado la estacionariedad de ¢, que el ntimero de sumandos es a lo sumo (2a + 2)? y que
ar(N) < (2N + 1)%. De la Proposicién 4.1.4 se deduce limg_, 1o |Vi | = 0, uniformemente respecto a N.

Debemos ahora ocuparnos de V]%,Q. Con base en el desarrollo (4.33), sea para cada ¢ > Q + 1 y cada z € R?,

Fy(z) = Y a(n)Hy(x). (4.48)
neNP
[n|=q

De esta forma,

mo(C (0w (0 s ) = 3 [ R0y k) did

>Q+1

y la esperanza en (4.47) resulta

B[ro (¢ (0.0 o (¢ (0.0 7)) = 3 [ [ BEVER ) dd a9

q>Q+1

Para acotar el segundo miembro en la igualdad anterior vamos a utilizar la desigualdad de Arcones (Pro-
posicién 1.8.2). Verifiquemos que sus premisas se verifican: Cada F, es de cuadrado integrable en [0,1]%, su
rango de Hermite es ¢ y E[F2 (Y (t))] = Y ,cne a(n)®n!. Ademds, de (4.37) y (4.45), luego de verificar que

[n|=q
lu+ 7 —t||, > a+1, se deduce que el supremo de la suma de los médulos de filas y columnas de la matriz de
covarianza de Y (t) y Y (u + 7) es menor que 1. Se verifica entonces
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E[F, (Y (#)Fy(Y(u+7)] < K% (u+7—1t) > a(n)’nl. (4.50)

neNP
In|=¢q

Veamos que el segundo miembro en la desigualdad anterior es finito. En la Proposicion 4.1.4, para n = (n,n) €
N? x NP~ se definié
a(n) = d(g)c(f o A27ﬁ)a

siendo

d(n) = HH(I) c(0c 0o Ay,n)

7 e—

1 _d =
= E(Q’IT)\) 2 Ha(0).
H
De acuerdo a la Proposicion 3 en [7], existe una constante universal C' tal que sup, %>¢(w) < C. Si

n=(ni,...,nq), entonces Hy(0) = [li<j<a Hn;(0), de donde se deduce

r 2

1 _d
d(n)’n! = —(@mA)7* HdHn].(O) n!
L 1<5<
r 2

_ - Hnj(()) 1
I 1<j<d Vgl V2r

ol

d
Retomando la suma en (4.50), de la dltima desigualdad se obtiene a(n)?n! < (T) c(foly,mPnl, y asi

ol

IN

resulta

Z a(n)’n! < C*4? Z c(foAg,ﬁ)Qﬁ!

neNP aeNP—d
[n|=¢q n|<q

02 d d 2
= (>\> @ If OAQHLQ(RD‘“I’ dp—a(y)dy) *

Luego, de (4.49), se obtiene

[ (¢ (0.1)) mo (¢ (0.1)7+ )|

d
< (iz) IfoA2l* > quQ/ VI(u+ 7 — t) dudt

¢>Q+1 [0,1]¢ J[0,1]¢

y por lo tanto

89



C2
|VNQ|<< ) Ifohaf® D ¢'KC

q>Q+1

1
X a,(N) Y (u—t + 7) dudt
(2N)4 TGXI;N 0,1 /[0,1)#
Il o Za+1

S EA RTINS
2)\

>Q+1

X / P(u —t+ 1) dudt,
rezay Y0119 J[01)
[Tl o >a+1

donde se ha utilizado (4.45) y que a.-(N) < (2N + 1)¢. Analizando el ltimo miembro en la tdltima desigualdad,
como p < 1/K, de aplicar algun criterio estandar de clasificacion se deduce que ZquH q?Kp9~" es la cola
de una serie convergente. Ademas, luego de aplicar el cambio de variable u — t — v, se verifica la siguiente
desigualdad

/ Y(u—t+7)dudt
[0,1)¢ J{0,1]4

T€laN
17 oo >a+1

<Z/ Y+ 7)dv

TELLN

2| YP((v)dv < co.
R4

Por lo anterior, supy ‘V]%’Q| tiende a 0, si Q — +oo. Esto completa la demostracion del lema.

4.2.2. Demostraciéon del TCL para el funcional F(T')

El argumento para completar la demostracién del Teorema 4.2.1 es una desigualdad como (3.9). En este caso,
si

= (C (=N N) = e | NWZF (w1)

con F, definida en (4.48) y

Q
vNQ — ZVqu
donde V¥ es como en (4.39), resulta
dpr, (C([-N,NJ"),N(0,V))
< dpp (C([-N,N] ) (C([ NI))) +dpr (72 (C (=N, NI)) N (0,VF9)) +dpr, (N (0,VF9) N (0, V)

(4.52)

Por el Lema 4.2.3, el tercer sumando en el segundo miembro de (4.52) puede hacerse arbitrariamente pequeno
a condiciéon de elegir @) suficientemente grande, para todo N. El argumento para la acotaciéon del primero de
dichos sumandos es el mismo que el utilizado para la obtenciéon de (3.11) y es consecuencia de la Proposicion
4.2.2. Veamos a continuacion, para @ fijo, la normalidad asintotica de la sucesion (ﬂ'Q (C ([—N, N]d)))N>1. Esta
es una adecuacién a nuestro contexto del teorema de Breuer-Major. -
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Proposicion 4.2.4. Sea X un campo gaussiano verificando las condiciones enunciadas al comienzo de la subsec-
cion 4.1.1. Para cada N,Q € 7 sea 7% (C ([fN, N]d)) como en (4.51). Entonces, 1% (C ([fN, N]d)) converge

en distribucion, si N — 400, a una variable gaussiana centrada con varianza finita Zqul Vy, donde cada V es
como en (4.40).

Demostracion. Utilizaremos la notacion introducida en la Proposicion 2.4 de [6]. Escribamos

d 1 <
7 (¢ ([N, N)%)) = (2N)d/2/[N N]dZFq(Y(t))dt,

q=1

con F, definida en (4.48). Como de acuerdo a la Observacion 4.1.1 se cumple que r € L' (]Rd), entonces X tiene
densidad espectral fx (Observacion 1.5.4) y por lo tanto se tiene la siguiente representacion espectral:

X(t) = /]R RNV

siendo B()\) una medida browniana compleja en R%. Observemos que

87X(t):/ i)\ke“t’)‘)\/JT()\)dB()‘)
Oty Rd

y también
0X )
(t):/ et N e (N)dB(N).
Ot ;0ty, R
De esta observacion resulta que si para cada A = (\g,. .., \q) € R se define v()\) € CP como

y(\) = ((Mj)lgjgd (N < e 1) ,

se tiene, para t € R?, la siguiente representacion espectral D-dimensional:

V() = AIX (1) = / G TR (A (N) dBOV).

Rd

Paracadat € Ry cada j=1...,D, sea Fij € L? (]Rd) tal que

Y;(t) = /Rd Fi;(X) dB(A).

Como Y (t) es un vector gaussiano esténdar, {F; ..., 7 p} es un conjunto ortonormal en L? (R?). Luego, si
n=(ny,...,np) € NP y |n| = ¢, por la Proposicién 1.3.6 resulta

Hy(Y(t) = [[ Hn,(¥;(1)

1<j<D

-n (s o).

En vista de lo anterior se puede escribir

F(Y (1) = Y am)l, (FE™ @0 FFpP). (4.53)
neNP
In|=¢q
Fijemos n = (n1,...,np) € NP con |n| = ¢, y consideremos el conjunto

q
A, = m:(ml,...,mq) E{l,...,D}q:Z]l{i}(mj):ni,Vi:L...,D

Jj=1
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Cada m € A,, verifica que la cantidad de veces que aparece el valor ¢ € {1,...,D} en m coincide con la
entrada n; de n. En otras palabras, A, esta caracterizado por la condicion de que sus elementos son aquellos

m € {1,..., D} tales que cada n; en el multiindice n cuenta cuantas veces aparece el nimero 7 en las entradas

de m. Es sencillo ver que la familia {An}, o s una particion de {1,..., D}?. Ademas, es inmediato demostrar
In|=¢q

que para cada m = (mq,...,my) € Ay, se tiene

-
—

(FEm @ @ FERP) = (Fum @+ @ Fim,),
de donde resulta, por (1.18),

I (fglm Q... @fggD) = Iy (Fom ® ® From,) »
para todo m € A,,.

Ahora, para cada m € A, se define b, = (n). El mapa m ~ by, es simétrico en {1,..., D} esto es

1
#FA 0
consecuencia de que, si m = (mq,...,my) € Ap y 0 € &, entonces om := (mc,(l)7 S ,ma(q)) € An. De esta
forma, se obtiene

Fq(Y(t)) = Z a(n)Iq (]—'E?{Ll R ® f?gD)

neNP
In|=q
= Z a(n) Z Iq (-Ft,m1 (SR ]:t,mq)
nEND meAn
In|=q
= Z meq (]:t;rnl K- & ]:t,mq) . (454)
me{l,...,D}q

Por el teorema de Fubini estocéstico se obtiene

Q
7 (C (=N N1Y) =Y 1, (9)) (4.55)

donde ¢ € L? (R%?) es la funcién simétrica dada por
q

1
9q (/\17 R /\q) = (2N)d/2 /[_N,N]d E{ZI e bm ( t,ma t»mq) (/\17 ) /\Q) dt.

Por la simetria de gév es que en lo que sigue resulta més conveniente el desarrollo (4.54) que el (4.53).

Sil<r<q-—1,lar-ésima contraccién de gév consigo misma es
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gé\f Q0 géV ()\13"'7)\2(1—27“)
:/d gév(>\17'",)\q—razla"'azr)gév ()‘q—r+17'"7)‘2q—27“721a"-az7“) dzl"'dzr
RAT
1
:—d/ / D bmbm (From @ ® Frymy) Aty Mg 21, 21)
2N Ra™ —N,N] )2 m,m’e{1,...,D}¢
X (‘Ft%m/l [0 -th,m;) ()‘q—r-‘rla ey )\gq_gr, Zlyeees Z,«) dt1dtadzy - - - dz,

1 T
- / Z bmbm'H [/ ]_—thmqrﬂ(zﬂ’)]:tz,m’r+'(zj)dzj}
([-N,N)4)? jop L/Re B

d
(2N) m,m’€e{1,...,D}d

X (]:t1,m1 Q- ®ftlqu77') (>‘17 .. -7>\ fr) (]:tz m/ Q- ®ftz,mg) ()‘CJ*T+17 .. '7)‘2qf27“) dty dits

1
B /([—N,N]d)2 Z bon b Hrmq R L ](t2 _tl)

d
(2N) m,m’e{l,...,D}¢

X (Frvms @@ Frymy ) Aty Agr) (ftw,l ®- ®ft2,m;) gty - s Aag_ay) dty dta,

donde se ha utilizado la propiedad isométrica de la MWI y estacionariedad del campo.

Por la desigualdad (4.37),

|gé\f O g(]IV ()\17 AR >\2q—2r)|

K"
< 77Z)T(t27tl) Z |bmbm’(Ffm®®.Ff m_)(/\1~-~A_r)
d 1,M1 1,Mg—r ) y \q
(2N) ([*]\7,1\7]‘1)2 m,m’€e{1,...,D}a

) (Agertis- - Aogoay) | dt1 dto

X (]:tz,m,l Q- ®]:t27m;

Luego,
2
90" @r gl (A1, Aago2r)]

K2r /
- 77[}"“ (t2 - tl) 77[}T (t4 - t3) Z |bmbm’ bm//bm///
2d
(2N)™ J(-n,N12)* o 0 L. D)

X (Frvm @ @ Frymy ) Adsee s Agr) (ftw,l D@ ]-'t27m;ﬂ) (Agertts - - Azg_ar)
X (ft37m3/ R ® ‘Fts,mg,r) ()\1’ RN )\qi,,,) (]:t4,m/1” R ® ft4vmgl,r> ()\q,rJrl, ey )\Qq,QT) ’ dtldtgdtgdt4.

De acuerdo a lo obtenido hasta ahora, con un razonamiento similar y volviendo a usar la estacionariedad, resulta

2
||gq Qr gq H /qu—2r |g(JIV Qr gév ()\1, ey )‘211—27“)’ d)\l ces d)‘Qq—Qr
KQT
< Y"(ta — 1) Y7 (ta — t3) b beny by bt
(2N)2 /([N,N]d)4 S xgeu D} |

X H [ Frm; (Aj) Famy (A7) dz]] [/ Fram! vy Namrtg) Fromrr  (Agorig) dzj| | dtrdtadtsdty

K2qD4q
< W /([ NNy Y (tg —t1) Y (tg — t3) I (t3 — t1) Y977 (tg4 — to) dt1diadtsdiy.

Esta ultima igualdad es equivalente a las obtenidas en (3.14) y (3.39) y se contintia ahora un procedimiento
analogo al que sigue a las mencionadas igualdades, del que se deduce
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3
N N2 _ C(K,D)
||gq S gq H S (2N)d <~/[OtN7aN]d 7/1(”) d’l)) ’

donde C(K, D) es una constante dependiente de K y de D e independiente de N y o > 0. Como v € L! (Rd),
se concluye que limy Hgév Qr géVH = 0. Por el Teorema 1.7.1, se verifica que para cada ¢ = 1,...,Q, la sucesién
1, (gév) converge a una variable gaussiana centrada con varianza V,, si N — +oo. Por la Proposicién 1.7.2, el
vector (I (977) ..., 1q (98)) converge a un vector gaussiano centrado con matriz de covarianza ¥, con ¥; ; =
6:,;Vi. Luego, de (4.55) se deduce la convergencia de 7% (¢ ([~N, N]%)) a una variable gaussiana centrada con
varianza Z?Zl Vy. Notese que al utilizar el Teorema 1.7.1 en la argumentacién, hemos asumido implicitamente
que cada V; es positiva. El caso V; = 0 se encuadra en lo analizado en la Observaciéon 1.7.3. Esto concluye la

demostracion.
O
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Capitulo 5

Apéndice

5.1. Esperanza condicional y martingalas

Sea (£2,.#, P) un espacio de probabilidad y supongamos que ¢4 C .% es una o-subélgebra. Para X € L(),
definimos

((A) = /AXdP

para todo A € ¢4. Observemos que p es una medida signada finita absolutamente continua: en efecto, para todo

Ae¥,
w| < [ 1x1dp < [ |x|ap = EIx|
A Q

y es sencillo verificar que (@) = 0, que es o-aditiva y que si P(A) = 0, entonces u(A) = 0, para todo A € 4.
Por el teorema de Radon-Nikodym, existe una variable aleatoria Y, que es ¥-medible, con E|Y| < oo, y tal que

u(A) = /AYdP

para todo A € 4. Ademas, Y es unica casi seguramente.

Definicién 5.1.1. Sean X € LY(Q,.%#, P) y ¥ C .Z una o-subélgebra. La esperanza condicional de X dada ¢
es cualquier variable Y que satisfaga las siguientes condiciones:

i. Y es Y-medible;
ii. [,XdP=[,YdP,paratodo Ae¥.

La notacion empleada para la esperanza condicional Y anterior es E(X|¥). De aqui en mas nos referiremos a
E(X|¥) como la esperanza condicional de X dada ¢.

Observacién 5.1.2. Si X € L?2(.F) y W es la proyeccién ortogonal de X sobre L?(¥), resulta que X — W L
L?(9). Es decir que

(X—W,Z>:/Q(X—W)ZdP:O

para todo Z € L*(4). Si A € 4, entonces 14 € L*(¥4) y

/(X—W)dP:O@/XdP:/WdP
A A A

de donde se obtiene que W = E(X|¥). En pocas palabras, la esperanza condicional de X € L?(.%) dada ¢, es
la proyeccién ortogonal de X sobre L*(%).

Veamos algunas propiedades destacadas de la esperanza condicional.
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Proposicion 5.1.3. Con la notacion utilizada hasta ahora, se verifica:

~

. E(E[X]¥9)) = E(X).

2. Si X es 4-medible, entonces E(X|9) = X.

3. Si X y 9 son independientes', entonces E(X|9) = E(X).

4. SiY es G-medible y XY € L*(Q), entonces E(XY|9) = YE(X|¥9).
5. Para todos a,b € R y X,Y € L*(Q) se verifica que

E(aX + bY|9) = aE(X|9) + bE(Y|%).

Observaciéon 5.1.4. Si X,Y € LY(F) y 4 = o(Y), la notacién utilizada en este caso para la esperanza de X
dada & es E(X|Y). De la definicion general se obtiene que E(X|Y') es la tinica variable (a menos de conjuntos
de medida nula) que verifica que [, X dP = [, E(X|Y)dP, para todo A € o(Y). En particular,

E(X) = /E(X\Y) dP =E(E(X|Y)).
Si X e Y son absolutamente continuas con funcién de densidad conjunta p(zx,y), se define

o=~ f (e

sipy(y) = PH{weQ:Y(w)=y}) >0y E(X|Y =y) =0, en caso contrario. Veamos que esta definicién es
la adecuada en el contexto de las definiciones anteriores. Basta probar que si A € o(Y'), entonces [, X dP =
J4E(X]Y =y) dP. De hecho, alcanza con considerar para a € R, conjuntos de la forma A = {Y < a}.

e =i [ ([ (58)a)ar
RGO
:/_;dy/pr(x,y)dx

— /AX dp. (5.1)

Si definimos F(y) = E(X|Y = y), entonces F' es o(Y)-medible y en (5.1) hemos obtenido E (X|o(Y)) = F(Y).
Con los mismos argumentos puede obtenerse E (X|o (Y7,...,Y,)) = F, (Y1,...,Y,), siendo Y7, ...Y, absoluta-
mente continuas y Fj, : R™ — R una funcién o (Y71, ...,Y,)-medible.

Definicién 5.1.5. Sea T" = [0,+00) o T' = N. Una filtracion en T es una familia creciente ()., de o-

algebras. Decimos que un proceso estocéstico (X (t)),., es adaptado a (F;),.p, si para cada t, la variable X (t)
es Z;-medible.

Definiciéon 5.1.6. Decimos que un proceso estocistico (X (t)),., adaptado a una filtracion (%), , es una
martingala si se verifican las siguientes condiciones:

1. E(|X(t)]) < oo, para todo t € T.

2. Sis,teT ys<T,entonces

E (X (t)|%s) = X(s), casiseguramente.

!Esta independencia indica que los sucesos {X < z} y A son independientes, para todo * € Ry todo A € ¢.
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Proposicioén 5.1.7. Un movimiento browniano (B(t)),. es una martingala adaptada a F; = o {B(s) : s < t}.
Demostracion. Teniendo en cuenta las propiedades de la Proposicién 5.1.3, fijado t € T, si s < t resulta

E(B(t)Fs) = E(B(t) — B(s)|Fs) + E (B(s)[ ) - (5.2)

|
De acuerdo a las propiedades del movimiento browniano, B(t) — B(s) es independiente de B(s) y por lo tanto,
es independiente de .%,. Luego

E(B(t) — B(s)|#:) = E(B(t) — B(s)) = 0.

Por otra parte,
E(B(s)|#s) = B(s)

dado que B(s) es .%#s-medible. Volviendo a (5.2), obtenemos que

para todo s < t, con lo que se concluye la prueba.

5.2. Meétrica bounded Lipschitz
Sea f: R — R una funcién lipschitziana acotada. Se definen la seminorma de Lipschitz de f como

— o @) = FB)]
Wle = =l

y la norma bounded Lipschitz de f como

1l e = méx{[[fllo 171} -

Es inmediato verificar que ||-||, v |||z, son seminorma y norma, respectivamente. Si y,v son medidas de
probabilidad en (R, %g), se define la distancia bounded Lipschitz entre py v como

[ran- [ ra).

La distancia dpj, metriza la convergencia débil, i.e., si u,, 14 son medidas de probabilidad definidas en (R, %g),
entonces (i, = u sii dpr(pn, ) — 0. Detalles acerca de esta equivalencia pueden encontrarse en [20].

dpr(p,v) = sup
15 <1

Sean X,,, X variables aleatorias definidas en (Q, &7, P) y sean u,, i1, respectivamente, sus distribuciones. Utiliza-
remos la notacion dgr, (X, X) para hacer referencia a dgy, (g, it). Sabido es que la convergencia en distribucion
de una sucesion de variables (X,,), a X es equivalente a la convergencia débil de p,, a p. Se tiene ademas la
siguiente desigualdad:

dpr (X, X) = sup /fdun /fdu’
g <1
= swp [E(f(X.) — F(X))]
[l <1
< sup [|flpsE X, — X]|
[fllpp<1
<E|X, - X|. (5.3)
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5.3. Integrabilidad uniforme y teorema de convergencia de Vitali
En la demostracion de la Proposicion 4.1.3 se menciona que condicion (4.19)

supE || F (e, 7)) | < o0

e>0

es suficiente para demostrar que F(g,7T') converge en L2(2), cuando € — 0 a F(T'). El objetivo de esta seccién
es dar un esquema de la justificacion de ese hecho.

Definicién 5.3.1. Se dice que una sucesion de variables aleatorias (X,,),, es uniformemente integrable si

lim sup/ | Xn|dP = 0.
{|Xn|2a}

a—+—+00 neN

Con un argumento sencillo basado en la desigualdad de Markov, en [12] se demuestra el siguiente resultado.

Proposicion 5.3.2. Si existe n > 0 tal que sup,,cnyE (|Xn|1+") < o0, entonces (X,,), es uniformemente inte-

grable.

Por otra parte, una version del teorema de convergencia de Vitali (ver, por ejemplo [14]) adecuada al contexto
probabilistico es la siguiente.

Teorema 5.3.3. Sea (Xy,),, oy una sucesion en L?(Q). Entonces, esta sucesion es de Cauchy en L*(Q) si y solo
si se verifican

1. (Xy), es de Cauchy en probabilidad;

2. La sucesion (|Xn|2) es uniformemente integrable.
n

En el contexto de la Proposicion 4.1.3, la condicién 1 del teorema anterior se verifica?, pues F(g,T) converge
casi seguramente a F(T). La segunda condicion de Vitali también se verifica: en efecto, si X, := |F(e,T)|?,
entonces

X = | Fe, )P
Luego, de (4.19) se deduce

supE (\X5|1+7/2) < 0.
e>0

De acuerdo a la Proposicién 5.3.2, (con n = 7/2) resulta que la familia (X.)_ es uniformemente integrable.
Luego, por el teorema de Vitali, F(e,T), es de Cauchy en L?(Q) y por lo tanto converge a un limite que no
puede ser otro que F(T).

5.4. Construccion de la integral miltiple de Wiener-1t6 en [a, b]?

Sea B = (B(s)),>, un movimiento browniano. Consideremos un intervalo [a, b] C [0, +00) y funcién escalonada
dela forma f =3>"" a1, ) donde a =ty < s; <...<s, =b. Se define

n

N(f) =Y ai(B(si) — B(si-1))- (5.4)

i=1

2Por supuesto, esto a menos de un argumento de pasaje, considerando una sucesion e — 0 y considerando F (e, T).
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Es claro que para cada f escalonada en [a,b], I1(f) es una variable aleatoria definida en 2. Ademas, I;(-,w)
es un funcional lineal, para cada w € Q. La expresion en el segundo miembro de (5.4) nos da la definicion de
integral de Wiener de una funcién escalonada.

Ejemplo 5.4.1. Consideremos la funcién f =1 en [0,¢]. De acuerdo a (5.4), la integral de Wiener de f es

/Ot dB(s) = B(t) — B(0) = B(t). (5.5)

Cabe recordar que si t > 0, entonces B(t) ~ N (0,t). Este ejemplo evidencia que puede recuperarse cualquier
variable gaussiana centrada de forma sencilla usando una integral de Wiener de una funcién escalonada.

Proposicion 5.4.2. Si f es una funcion escalonada en [a,b], entonces I (f) es una variable gaussiana centrada
COm VaTIANZa

b
B(L(F?) = [ f(v2a (56)

Demostracion. Es claro que I (f) es una variable gaussiana centrada, por ser combinacién lineal de gaussianas
independientes y por las primeras dos condiciones en la Definicién 1.2.6. Por otra parte,

E(L(f)°) =E | Y aa; (B(si) = B(si1)) (B(s;) — B(sj-1))
ij=1

De la Definicién 1.2.6 se obtiene
E [(B(SZ) - B(SZ‘_1))2} = 8; — S;—1
ysii#j,
E((B(si) = B(si-1)) (B(s;) — B(s;j-1))) = 0.
Luego,

n b
E(L(f?) = Y a(si —si) = [ 102 dr

O

Vamos a ampliar ahora la definicién de integral de Wiener para una clase mas general de funciones. Consideremos
I € L*([a,b]) y una sucesion (f,)n>1 de funciones escalonadas en [a,b] que converge a f en L?([a,b]). Como
consecuencia de la Proposicion 5.4.2, 1a sucesion (I1(f,,))n>1 es de Cauchy en L2(€2) y por lo tanto es convergente.
Por lo tanto, existe I1(f) en L?(2) tal que

L(f) =Mmi(f,),  en I3(9). (5.7)

Para probar que el limite anterior no depende de la eleccion de la sucesiéon con la que se aproxima f, supongamos
que (gn)n>1 es otra sucesion de escalonadas en [a, b] que converge a f en L%([a,b]). Entonces,

E (‘Il(fn> - Il(gm)|2) =E (‘Il(fn - 9m>|2)
— [ ()~ gm(®)” at
<2 [ ((falt) = £O) + (gm(®) ~ F0)7) dt 0. simm = o0,

donde se ha utilizado la linealidad del mapa I, la Proposiciéon 5.4.2 y la desigualdad (z — y)? < 2(z? + y?).
Queda asi probado que lim,, I(f,,) = lim,,(g,»,) en L?(£2), de donde se deduce que I1 (f) en (5.7) esta bien definido.
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Definicién 5.4.3. Sea f € L*([a,b]). El limite I (f) en (5.7) es llamado integral de Wiener de f.
Una notacién usual para la integral de Wiener es I (f) = f; f(s)dB(s).

Proposicién 5.4.4. Para cada f € L*([a,b]), la integral de Wiener I1(f) es una variable gaussiana centrada
con varianza ||f|\2LQ([a7b]).

Demostracion. De acuerdo a la Proposicion 5.4.2; la afirmacion es verdadera para funciones escalonadas en
[a,b]. Si f € L?([a,b]), el resultado se deduce del Lema 1.1.5.
O

Corolario 5.4.5. Si f,g € L*([a,b]), entonces

b
munum:/f@mwm

Observacién 5.4.6. La linealidad del mapa I; : L?([a,b]) — L%(Q) y los tltimos resultados, nos dicen que
I, es una inmersién isométrica®. Simbolicemos con K; al conjunto de todas las variables gaussianas centradas
definidas en 2, que como sabemos es un espacio de Hilbert gaussiano. Del Ejemplo 5.4.1 se deduce que toda
variable gaussiana centrada es imagen por I; de una cierta f € L?([a,b]), por lo que restringiendo el codominio
se obtiene que el mapa I; : L?([a,b]) — K es una isometria.

La demostracion del siguiente resultado puede encontrarse en [15].

Proposicién 5.4.7. Sea f € L*([a,b]). Entonces el proceso estocdstico (M) iepap)> con

mo= [ 166)a306),

es una martingala respecto a la filtracion %, = o {B(s) : s < t}.

Pasamos ahora a ocuparnos de las integrales multiples de Wiener-Ito. Si f € L?([a,b]), la integral de Wiener
ILi(f) = ff f(s)dB(s) es medible respecto a &% := o{B(s) : s € [a,b]}, la o-algebra generada por B, de acuerdo
a la Proposicion 5.4.7. Si bien, en general, 78 C &7, siendo la inclusion estricta, el enfoque que adoptaremos en
lo que sigue es darnos el movimiento browniano B y considerar que .27 es generada por B, es decir, o/ = /5.

Se tratara con cierto rigor la construccién de la integral doble y se aceptara que las mismas ideas son aplicables
para el caso de integrales de mayor orden. El procedimiento consiste en definir

b b
unzf/fm@wmw@, (5.8)

donde f € L*([a,b]?), lo que (al igual que en el caso de la integral simple) se hace en dos pasos. Sea el conjunto
diagonal de [a,b]? definido como

D ={(t,s) €[a,b]*:s=t} (5.9)

y simbolicemos con Oy al conjunto de funciones escalonadas en [a, b]? de la forma

f: Zai,j]l[s,-,l,si)x[sjfl,sj)a (510)
i#]

381 (V,(-,)v) vy (W,{-,-)w) son espacios con producto interno, se dice que el mapa lineal T : V — W es una inmersion
isométrica si (f,9)v = (Tf,Tg)w, para todos f,g € V. Una isometria es una inmersion isométrica sobreyectiva.
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donde a = 59 < 51 < - -+ < 8, = b. Naturalmente, si f € Oz, entonces f(D) = {0} y es sencillo verificar que con
las operaciones usuales, Oy es un espacio vectorial (un subespacio de L?([a,b]?), de hecho). Si f es una funcién
real definida en [a,b)?, la simetrizacion de f es la funcién f definida en [a,b]? tal que

~

1
f(t,S) = 5 (f(ta 8) + f(S,t))
para todo (¢, s) € [a,b]?. Veamos algunas propiedades que surgen inmediatamente de la definicion:

1. Toda f verifica que f es una funcién simétrica, i.e.,

~ -~

f(t,s) = f(s,t), para todo par (t,s)
y si f es simétrica, f: f-

2. Si f, g son funciones definidas en [a,b]? y «, 3 € R, entonces

(af + Bg) = of + B3,

de donde se deduce que el conjunto de las simetrizaciones de funciones definidas en el cuadrado [a, b]? es
un subespacio vectorial de L?([a, b]?).

Si f € Oy, entonces, fe Os.

|1

Veamos a continuacion el proceso de construccion de la integral doble de Wiener-Ito.

L2([a,b]?) = Hf||L2([a7b]2) : (511)

Si f € Oy, se define

L(f) =Y ai; (B(t:) = B(ti-1) (B(t;) — B(t;-1)) - (5.12)
i#]
Igual que antes, I5(f) es una variable aleatoria y, si bien la representacion de f puede no ser tnica, no es dificil
verificar que Ir(f) estd bien definido. Ademas, Ix(af + Bg) = alz(f) + Bl2(g), para todas f,g € Oy y todos
a, B eR.
Proposicion 5.4.8. Si f € O, entonces Is(f) = I (f)
Demostracion. Comencemos suponiendo que f es la indicatriz de un rectangulo. Sea
F =1 0)xfs1,s0)  cOn [tr,t2) N[s1,82) = 2.

La simetrizacién de f es

f= % (Lptyt0) x[s1,55) F Lisy,s0) x[t1,ta) ) -
Luego,
1, (F) = § [(B(t) = B(t2))(Bls2) — Bls1)) + (B(52) ~ B(s1)(B(t2) ~ B(t))]
= (B(t2) — B(t1))(B(s2) — B(s1))

= I(f).

Para la prueba del caso general se utiliza la linealidad de los operaradores I y de simetrizacion.
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Proposicion 5.4.9. Si f € Oy, entonces E (I2(f)) =0y

12PN ae =2 | 7], (5.13)

Demostracion. Sea f como en (5.10). La primera afirmaciéon es una consecuencia sencilla de la definiciéon de f
y de las propiedades del movimiento browniano. Vamos a probar la propiedad relativa a la varianza.

L2([a,b]?

Consideremos inicialmente que f es simétrica, lo que implica que a; ; = a;;, si @ # j. Por comodidad en la
notacion, sea X; = B(s;)—B(si—1),4=1,...,n. Observemos que por las propiedades del movimiento browniano
X;~N(0,8; —s8;—1) vy X1,...,X, son independientes, por lo que tienen distribucién conjunta gaussiana. Si se
define I5(f) como en (5.12), por la condicion de simetria resulta

Ig(f) =2 Z ai,inXj.
i<j
Luego,
2
||I2(f)||L2(Q) =E (12(f)2) =4 Z Z aijap,qE (XiX; XpXg) - (5.14)
1<j p<q

Fijemos ¢ < j. Dada la referida gaussianidad conjunta de las variables involucradas, por el Teorema de Wick
(ver, por ejemplo [8]), se tiene

E (X X;XpXq) = E (X:X;) E (XpXq) + E(X;Xp) E(X;X,) + E(X;X) E (X;X) .

El primer sumando en el segundo miembro de la igualdad anterior es nulo. Veamos qué ocurre con los otros dos
sumandos.

= Supongamos p # i. En ese caso E (X;X,) = 0y el segundo sumando es nulo. Si p < ¢, como i < j, entonces
p < jyenesecaso, E(X;X,) =0y el tercer sumando es también nulo. Por otra parte, si ¢ < p, como
p < ¢, resulta i < ¢ y entonces E (X;X,) = 0y el tercer sumando es nulo.

= Supongamos ¢ # j. En ese caso E(X;X,) = 0 y el segundo sumando es nulo. Si ¢ < j, como p < ¢,
entonces p < j y en ese caso, E (X;X,) = 0y el tercer sumando es también nulo. Por otra parte, si j < g,
como i < j, resulta i < g y entonces E (X;X,) = 0y el tercer sumando es nulo.

En sintesis, si p # i o si ¢ # j, se tiene E (X;X;X,X,) = 0. Asi, la suma sobre p < g en (5.14) puede reducirse
al caso p =1y q=j, por lo que podemos escribir

122(f) HL2(Q —4Zau X2X2>

1<J

=4 ai(si — si1)(s5 — 85-1)
i<j

:22&1"]2 S; — Si— 1)( —S] 1)
i#£]

:z/ab/abf(t,s)2dtds

y queda asi probada la igualdad (5.13) en el caso f = f El caso general es consecuencia de lo antes probado y
de la Proposicién 5.4.8.

O

El proceso de construccion de la integral doble de Wiener-Ité para funciones de cuadrado integrable en [a, b]?
se completa mediante un procedimiento de aproximacion por las ya definidas integrales de funciones de Os. El
siguiente resultado es crucial.
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Proposicién 5.4.10. El espacio Oy es denso en L?([a,b]?).

Demostracion. Sea f € L?([a,b]?). Vamos a obtener una sucesién (f,,), en Os tal que

1 | = Fll o ey = O (5.15)

Para cada § > 0, sea Dy := {p € la,b]? : d(p, D) < 6}, donde d es la métrica usual en el plano y D es como en
(5.9). Dado € > 0, es posible hallar ¢ suficientemente pequefio para que ffD5 f(t,s)%dtds < /2.

En el complemento de Ds, f puede aproximarse en media cuadratica mediante funciones escalonadas. Sea
entonces f, = Y .,_, a;1r, donde cada R; es un rectangulo incluido en [a,b]?\ D, con n elegido suficientemente
grande para que resulte ff[a,b]2\D5 |f(t,s) — fu(t,s)|? dtds < £/2. Basta sumar las dos desigualdades obtenidas
antes para obtener (5.15).

O

Hasta ahora, hemos definido I5(f) para funciones en O y sabemos que toda f € L?([a,b]) puede aproximarse
por una sucesion {f,}, de funciones en Os. Por otra parte, como consecuencia de (5.11) y de la Proposicion
5.4.9, se tiene que
2 2
1220y < 2117202 -

Luego,

— —~ 12
fn_fm‘

2 p—
12(f) = () 20y = 2| s

2
) < 2[fn = fnllZ2(fa,p2y 7 0- (5.16)
Por lo anterior, la sucesién (I2(f,)),, es de Cauchy en L?(2) y por lo tanto convergente. Sea
L(f) =MmIy(f,) , en L*(). (5.17)
n

Como se hizo en el caso de la integral simple, puede probarse que el limite anterior no depende de la eleccién
de la sucesion, por lo que esta bien definido.

Definicién 5.4.11. Sea f € L*([a,b]?). Al limite definido en (5.17) lo llamamos integral doble de Wiener-Ité
de f. Una notacién usual para I>(f) es la presentada en (5.8)

El siguiente resultado es consecuencia de las Proposiciones 5.4.8 y 5.4.9, usando la aproximacién de la Proposicién
5.4.10

Proposicién 5.4.12. Si f € L?([a,b]?), entonces

1. L(f) = L(}).
2. E(I(f)) = 0.

3. ||12(f)||2L2(Q) k. Hﬂ

2
L2([ab]2)
El siguiente objetivo es introducir, para ¢ > 1, la integral

I,(f) :/ f(s1,...,8)dB(s1)---dB(sq) (5.18)

[a,b]?
para funciones f € L? ([a, b]?), habiendo ya abordado los casos ¢ = 1, 2. El procedimiento para la obtencién de
la nueva integral es similar al caso ya tratado por lo que se omitiran total o parcialmente las pruebas de los

resultados que se daréan, los que en algunos casos son los mismos salvo por la notacién mas pesada.

Sea D = {(s1,...,8¢) € [a,b]? : Fi # j tal que s; = s;}. Las funciones a las que llamaremos escalonadas en
[a, b]? son las de la forma
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f == Z ail ..... iq]]-[sil,l,sil)x-~~><[sin,1—sin) (5'19)

1<iy yig,oyig<k

donde a = 59 < 81 < --- < s = b. La familia O, consiste en las de la forma (5.19), tales que a;,,..;, = 0 si
ip, = i; para algn h # j. Se verifica que O, es un subespacio vectorial de L?([a, b]?).
Si f € Oy, se define

I,(f) = > @i, (B(si,) = B(si, 1)) -+ (B(si,) — B(si, 1)) (5.20)

1<iy yig,enyig<k

Puede probarse que I;(f) no depende de la representacion de f dada en (5.19) y que el mapa I, es lineal en
O,. También, por la simetria de la medida de Lebesgue en [a,b]?, se tiene

2
/[b] ‘f(tg(l),...,tg(q)ﬂ dsl---dsq:/ |f(s1,...,sq)|2 dsy---dsq
a,b|q

[a,b]

para toda o € &,. De lo anterior se deduce que

|7

1
<= > £l
0= L2([a b))
L2~ gt L5

=112 taye) -

Las prueba de los siguientes resultados siguen los mismos lineamientos que los vistos en las pruebas de la Pro-
posiciones 5.4.8, 5.4.9 y 5.4.10, respectivamente.

Proposicion 5.4.13. Si f € O, entonces I,(f) = I, (f)

Proposicion 5.4.14. Si f € O, entonces E(I,(f)) =0y

Mo (P2 = | ]

Proposicién 5.4.15. O, es denso en L? ([a,b]?).

2
L2([a,b]7)

Estos resultados son los ingredientes esenciales para que podamos definir la integral (5.18). Debe verificarse,
como en (5.16), que la sucesion (I;(f,)), es de Cauchy en L*(Q) y definir

1,() =1 I,(f,). en L*(). (5.21)

Este limite no depende de la eleccion de la sucesion (f,,)n>o utilizada para aproximar f.

Definicién 5.4.16. Sea f € L?([a,b]?). El limite I,(f) en (5.21) es llamado integral miiltiple de Wiener-Ité de
/- Es usual la notacién presentada en (5.18).

También mediante la aproximaciéon que da la Proposiciéon 5.4.15, pueden probarse las siguientes propiedades de
la integral multiple de Wiener-Ito.

Proposicién 5.4.17. Si f,g € L*([a,b]?), entonces
1. 1) =1, (F).

2. E(I,(f)) = 0.
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3. E(I(£)14(9)) = a{F . 3) 12 (fa)o)-

Ademds, si f € L*([a,b]?) y g € L*([a,b]P), con p # q, entonces

4. E(I(f)Ip(g)) = 0.

5.5. Obtencién de una expansién de Hermite para el tiempo local

Algunos célculos formales nos permiten obtener un posible acercamiendo heuristico al desarrollo (2.22). Defi-
Ly(x)
¢(x)

coeficiente de Hermite de A, entonces,

namos la funciéon A(t, x) = y supongamos que A(t,-) € L*(¢(z)dx). Si w € Q es fijo y ¢, es el g-ésimo

1 [ Li(z)
(z)

a'J
1 (o]

= 4 Li(z)H,(x) dx
1

q =

H,(x)p(x)dx

== | mx)as

donde se ha utilizado (2.7). Luego,

_ c ) = Hy(x) ¢ ) ds
mm;wa>§qlémmw,
de donde obtenemos
L) = ole) 5 0 [, (s s 5.2

q20

Observemos que a partir de lo anterior se deduce que E(L:(x)) = t¢(x), como era esperable de acuerdo a (2.15).
Por otra parte,

E[L3(2)] = ¢*()E

Hq(x) K s s Hq/(x) ! , S s
@$¢Ammw)@%w4mawﬂl
— 62 (x Hq(l') Hq’(l') Lt s , s sds’

- ) Y [ B ) () dsd

|
ar>0 T q

=04,4/q'79(5—5")

:2¢2(x)ZHqQ§x) /0 (t — 5)r9(s) ds

q>0

¢ t—s
_oym /0 Wil (5.23)

tal como en (2.16).
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