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Resumen

La gestion de la fuerza laboral (en inglés workforce management — WFM) busca
optimizar la eficiencia operacional y el manejo efectivo de los recursos humanos disponibles
en una organizacion, lo cual se puede traducir en una mejora de la productividad y en una
reduccion de costos por contratacion de personal.

En este sentido, esta tesis estudia el problema de determinar la cantidad minima de
personal necesario para cubrir una serie de actividades organizadas en unidades de trabajo en
empresas de alto porte. Para ello presentamos una resolucion de un problema de
programacion matematica que incluye aspectos de optimizacion combinatoria, procesos
estocasticos y estadistica.

Basandonos en las caracteristicas del modelo podemos dividir el problema en tres
fases bien diferenciadas. La primera de ellas hace referencia a la asignacion de actividades en
unidades, problema combinatorio identificado con la coloracion de grafos. Luego de explorar
distintas técnicas de coloreo, LRLF y EXTRACOL_CSR_ATS resultaron ser las mas
prometedoras y por tanto fueron las desarrolladas en este proyecto. La segunda fase tiene
como objeto modelar la conducta de clientes, su arribo y atencién, mediante un modelo
estocastico tratable y simulable por computadora, capaz de imitar el comportamiento de una
unidad, cuyo funcionamiento se basa fuertemente en teoria de colas y métodos de Monte
Carlo. Para ello, como primera aproximacion estudiamos la eficiencia de una unidad con una
actividad a partir de la comparacion de los resultados estadisticos obtenidos con la férmula de
Erlang C. Esta comparacién tiene lugar porque el modelo considera que los clientes solicitan
servicios ofrecidos por la empresa siguiendo la ley de Poisson, mientras que el personal
atiende las solicitudes iniciadas por los clientes en un tiempo aleatorio que sigue la ley
Exponencial. El objetivo de esta etapa es evaluar su correcto funcionamiento bajo este
escenario y dar lugar a la calibracion de la herramienta de simulacién. Finalmente, en la
tercera etapa, se construye la metaheuristica que utiliza el resultado de la coloracion y el
simulador. De esta forma se busca obtener el nimero de personal éptimo (minimo) para que
las unidades puedan operar correctamente pero esta vez ejecutando varias actividades en cada
una de ellas. Para validar el resultado obtenido utilizamos estimacion de esperanzas mediante
promedios empiricos y verificamos que se cumplan las restricciones del modelo.

A partir de las pruebas finales, se observo que para coloraciones con igual cantidad de
colores, para una misma instancia (o grafo), es posible obtener diferentes asignaciones de
personal. Ademas la propiedad mas importante que pudimos verificar es la mejora en la
asignacién de personal a partir de una mejor coloracién, o sea a menor cantidad de colores,
menor cantidad de personal asignado. Lo anterior deja en evidencia la importancia de invertir
tiempo y esfuerzo en encontrar buenos algoritmos de coloreo, buscando el balance adecuado
entre los tiempos de ejecucion y la calidad de la solucion.

Palabras Clave: Problema de Optimizacion Combinatoria, Programacion Matematica,
Coloracién de Grafos, Metaheuristicas, Erlang C.
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Introduccion

En la actualidad las empresas de alto porte se enfrentan a grandes desafios en lo que
tiene que ver con la gestion de la cantidad de personal que contratan, el manejo de las
capacidades de dicho personal y al mismo tiempo lograr minimizar los gastos de la
contratacion. Esta problematica es abordada por el area de gestion de la fuerza laboral (en
inglés Workforce Management - WFM), cuyo objetivo principal es la mejora en la eficacia y
la eficiencia de la fuerza de trabajo.

Es de gran interés para la mayoria de las organizaciones gestionar la fuerza laboral
debido a que constituye el setenta u ochenta por ciento de los costos. La experiencia ha
demostrado que la correcta implementacion de los principios de gestion de fuerza de trabajo
puede reducir los costos laborales en alrededor de un diez por ciento, lo cual no es
despreciable [1]. Estos beneficios son por lo general alcanzados a través de un riguroso
analisis de la demanda y la adopcion de formas flexibles de trabajo para satisfacer dicha
demanda. En muchas organizaciones la variacion de la demanda puede provocar falta de
personal o exceso de capacidad, con las correspondientes deficiencias que esto conlleva.

La gestion de la fuerza de trabajo proporciona los métodos y sistemas necesarios para
mejorar la eficiencia de la utilizacién de los trabajadores y al mismo tiempo mejorar las
condiciones de trabajo.

Debido a que el mercado de la gestion de la fuerza laboral es todavia muy inmaduro
también lo es el mercado de software en esta area. Sin embargo los analistas del sector prevén
que dicho mercado experimentara un crecimiento dinamico.

Mientras que software especial es utilizado cominmente en numerosas areas tales
como ERP (Enterprise Resource Planning), SLM (Service Lifecycle Management), CRM
(Customer Relationship Management), la gestidn de la fuerza laboral sigue siendo a menudo
manejada a través de hojas de célculo. Esto puede traducirse en tiempos de inactividad o no
productivos, en altas tasas de fluctuacion, mal servicio al cliente y costos de oportunidad en
los que se incurre [2].

Por el contrario, mediante el uso de una herramienta de optimizacion integral para la
gestion de la fuerza de trabajo orientado a la demanda, los planificadores pueden optimizar la
dotacién de personal mediante la creacion de planes que en todo momento puedan ajustarse a
las necesidades reales de la organizacion. Al mismo tiempo una solucion WFM ayuda a los
usuarios a observar la legislacion relevante, los acuerdos locales y los contratos del personal.

Muchos sistemas de gestion de fuerza de trabajo también ofrecen capacidades de
ajuste manual. Los valores obtenidos a partir de planificaciones previas se convierten luego
en requerimientos reales de personal a través de un algoritmo que es ajustado a cada caso en
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particular. El algoritmo en si mismo es basado en la férmula de Erlang' aunque la mayoria de
las adaptaciones modernas de WFM se han orientado a un estado mas rico de gestion y a
optimizaciones de los algoritmos originales [3].

Este proyecto tiene como objetivo estudiar un problema perteneciente al area de la
gestion de la fuerza de trabajo. Especificamente lo que investigaremos es la asignacién
optima de diferentes actividades atomicas en unidades organizacionales y a partir de este
resultado establecer la asignacion minima de personal necesaria para que dichas unidades
puedan operar.

Este documento se estructura de la siguiente manera. En el capitulo 1 se muestra la
formulacién matematica que sustenta la solucién al problema. En el capitulo 2 se explica el
problema de la coloracion de grafos que permite resolver la primera fase del problema
general, a saber, la asignacion éptima de diferentes actividades atémicas en unidades
organizacionales. En el capitulo 3 se describe la formula de Erlang C para el caso en el cual
se utiliza una actividad y una unidad. Posteriormente se realiza un relevamiento de literatura
sobre sistemas de colas multi-clase, multi-servidor y finalmente se  describen los
fundamentos detrés de los métodos de Monte Carlo. En el capitulo 4 se detalla la algoritmia
del simulador y el disefio de una metaheuristica que nos permitird obtener la asignacion
minima de personal necesaria para que las unidades puedan operar. En el capitulo 5 se
presentan los resultados obtenidos a partir de la ejecucion de una serie de pruebas y
finalmente en el capitulo 6 se exponen las conclusiones del trabajo realizado.

! La férmula de Erlang, o una de sus generalizaciones es el punto de partida de la gestion de la fuerza laboral
(ver [67])
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Capitulo 1 — Marco Teodrico

1.1 Introducciéon

Las empresas de mediano y alto porte ofrecen una cartera de servicios constituidas
por un numero importante de actividades que dan cumplimiento a las diferentes necesidades
de los clientes. Debido a la cantidad de recursos humanos involucrados y servicios ofrecidos
en este tipo de empresas, es necesario adoptar una estrategia eficiente que permita organizar
de manera Gptima el trabajo. Esto se puede lograr mediante el agrupamiento inteligente de
tareas compatibles en departamentos o unidades especializadas, permitiendo de esta forma
aumentar la productividad de los empleados, disminuir los tiempos de espera de los clientes,
minimizar la cantidad de personal contratado y por ende mejorar los costos y la calidad del
servicio. Esto motiva la necesidad de investigar y desarrollar un modelo que permita
aproximar de la manera méas exacta esta realidad y a su vez implementar un algoritmo basado
en este modelo que resuelva eficientemente la agrupacién de actividades en unidades y la
asignacion de personal.

Dada las caracteristicas del problema, éste puede clasificarse como un problema
matematico cuyos componentes principales incluyen procesos estocésticos, estadistica y
optimizacion combinatoria.

En este capitulo nos centramos en describir los conceptos del modelo matematico y
explicaremos porqué nos permite aproximar a la solucion del problema planteado.

1.2 Problema

Se desea resolver el problema de agrupar una lista de actividades en unidades de
trabajo y de minimizar el personal contratado para cada unidad de manera de cumplir con
todas las funciones de la organizacién, agrupando actividades compatibles, y respetando el
tiempo de tolerancia de los clientes.

Para introducirnos en la tematica, definimos a continuacion una serie de conceptos:

Actividades: Las actividades A = {ay, a,, ... ... a,} estdn definidas como el conjunto de
tareas atomicas o indivisibles, no paralelizables, las cuales pueden agruparse siempre que
estas sean compatibles entre si.

Proceso: Un proceso es una secuencia ordenada de actividades que se realizan para obtener
un fin. En este caso los procesos son atémicos, es decir que estdn compuestos por una sola
actividad. Por ello para nuestra realidad simplificada es equivalente hablar de procesos o
actividades.



Matriz de compatibilidad: Es una matriz binaria simétrica que denotamos C,,, n = #|A|
que indica si dos actividades son compatibles o no entre si, es decir:

c {1 sii a; a son actividades compatibles
j .
J 0 si no lo son

Unidades: Una unidad es el minimo grupo funcional que atiende actividades, al que puede
asignarse personal. Sea U = {uq, u,, ... ... u,,} el conjunto de unidades de la organizacion,
Illamaremos A; al subconjunto de actividades que ejecuta la unidad u; y que cumple las
siguientes propiedades:

e Las actividades A; que conforman la unidad u; deben ser compatibles, es decir:

ik =1Vaja, € Ajconl<jk<nl<ism
e (Cada actividad debe ser ejecutada en una Unica unidad, es decir:
AN Aj= Qconi#jyl<ij<m

e Todas las actividades estan asignadas a alguna unidad, es decir:

Matriz de asignaciones: Es una matriz binaria que denotamos S,,,,, conm = #|U| yn =

#|A| que indica a que unidad pertenece cada actividad, es decir:

{1 sii la unidad u; atiende la actividad ay,
7k 0 en otro caso

A partir de la matriz de asignaciones, el subconjunto de actividades que atiende una unidad
se puede definir formalmente como:

Ai={ajEA/si,j=1}

Personal: Son los recursos humanos con los que cuenta la organizacion para ejecutar las
actividades de cada unidad. Sea R = {ry, 1y, ...... ,7:} el conjunto total de recursos,
Ilamaremos X; al subconjunto de personal asignado a la unidad u;, donde:

e Todo el personal esté asignado a alguna unidad, es decir:



3j/{m}n Xj# QViconl<i<tl<j<m
e Cada persona puede pertenecer a una Unica unidad, es decir:
Xin Xj=0Q,coni#jyl<ij<m
e Cada unidad tiene personal asignado, es decir:
#|Xi|=x; >0,conl1<i<m

e La totalidad del personal posee el mismo nivel de conocimientos, por lo que pueden
ejecutar cualquier actividad, los hace indistinguibles y por lo tanto asignable a
cualquier unidad.

e Las personas no despachan méas de una actividad simultdneamente.

Clientes: Son personas que demandan el cumplimiento de un servicio por parte de la
organizacion. Dichos clientes seran clasificados dependiendo del servicio solicitado.
Denotaremos T, = {tcl, tey o tcn} al conjunto de tipos de clientes donde ¢, representa a los
clientes que requieren la realizacion de la actividad i, con1 <i < n.

Tasa de arribos (A): NUmero promedio de arribos de clientes por unidad de tiempo
(clientes/segundo). Ademas 1/ es el tiempo medio entre llegadas (segundos/clientes).

Denotaremos A = { A;,4, ...1,,} al conjunto de tasas de arribo, donde A;, con1<i<n
representa la tasa de arribos para la actividad i de los clientes de tipo i (t.,). Los arribos de
los clientes responden a un proceso de Poisson y el tiempo entre arribos consecutivos es
exponencial [4].

Tasa de servicio (4): Numero promedio de clientes atendidos por unidad de tiempo
(clientes/segundo). Ademas 1/ es el tiempo medio de servicio (segundos/clientes).

Denotaremos u = {4, U, ..., Un} al conjunto de tasas exponenciales de servicio, donde
Ui, conl < i <n representa la tasa de servicio para la actividad i a la cual es capaz de
atender cualquier recurso del personal.

Tolerancia de un cliente: Es el tiempo que estd dispuesto a esperar un cliente antes de
retirarse. Incluye el tiempo que permanece en la cola y el tiempo en que se ejecuta la
actividad a partir de la solicitud del servicio. Sea T = {t;,t, ..t, } el conjunto de
tolerancias, donde t; (t; > 0,con1 <i <n) es el tiempo maximo que estd dispuesto a
esperar un cliente de tipo i (t.,), llamaremos T; al subconjunto de tolerancias asociadas a

todos los tipos de clientes que acuden a la unidad u;.

Un cliente es atendido de manera exitosa si el tiempo de espera en cola (t,) mas el tiempo de
ejecucion de la actividad (t,) por la que esperd es menor o igual a su tolerancia, es decir:
9



gt tej; = tiyVj € te,conl<i <n

Donde tg;; Y te; denotan el tiempo de espera en la cola y el tiempo de ejecucién para el
Jj — ésimo cliente de tipo i, respectivamente.

1.3 Formulacion Matematica

Dados los conceptos del apartado anterior, nuestro problema consiste en construir un
conjunto de unidades U = {uy, uy, ... ... , U}, asignando un subconjunto de actividades
compatibles 4;, con 1 <i <m a cada una de ellas a partir de una lista de actividades
A={a, ay, .. .. , a,}. Para esto Gltimo utilizaremos la matriz de asignaciones S. Ademas es
necesario asignar la menor cantidad de personal posible x; con 1 <i < m a cada unidad de
manera de poder atender con éxito las necesidades de los clientes respetando sus tiempos
promedios de esperat;con1 <i <n .

Este problema de optimizacion combinatoria se puede expresar mediante el siguiente
modelo matematico:

m
min in (1.1)
i=1
( m
Y siy=1,9) €{1,m) (12)
i=1
s.a.s ) )
Sij*Sik < ¢ ,Vi€{l..m}LVjk€(l..,n} (1.3)
E(Fl) < t; ,Vi€E {1, ...,Tl} (14)

La funcion objetivo 1.1 busca minimizar la cantidad neta de personal contratado,
respetando un conjunto de restricciones que enumeramos a continuacion:

e Larestriccion 1.2 establece que se debe asignar cada actividad a una Gnica unidad.

e La restriccion 1.3 establece que todas las actividades agrupadas bajo una misma unidad
deben ser compatibles.

e La restriccion 1.4 establece que el valor esperado de los tiempos de permanencia en el
sistema (tiempo de espera en la cola + tiempo de servicio) para cada tipo de cliente (F;)
no debe superar la tolerancia media de los clientes que requieren ese tipo de servicio (t;).

10



1.4 ldentificacion del problema

La formulacion del problema presenta caracteristicas que se pueden relacionar con
otros problemas matematicos bien conocidos. En esta seccion identificamos tales problemas y
dejamos constancia de su vinculacion con las restricciones planteadas en el modelo
matematico.

A modo de introduccidn, todas las posibles agrupaciones de actividades en unidades de
trabajo que cumplan con las restricciones 1.2 y 1.3 se pueden obtener mediante la resolucién
del problema de coloracion de grafos. Luego de conformadas las unidades, es posible estudiar
el comportamiento de cada una de ellas a partir de un sistema de filas de espera y analizar el
cumplimiento de la restriccion 1.4.

1.4.1 Restricciones de asignacion

Como se menciona en la introduccion, existe una relacién entre las restricciones
vinculadas a la agrupacion de actividades en unidades (1.2 y 1.3) con un problema bien
conocido en la teoria de grafos, mas concretamente con el problema de coloreo.

Definicion 1.4.1.1 - Un coloreo de un grafo G(V, E) es una asignacion c entre vértices de V' y
colores de {1..n} / todo par de vértices adyacentes reciben distintos colores, es decir:

cV-{1l.n}/ctw)#cl),vuv) EE

Definicion 1.4.1.2 — Se define el grafo de incompatibilidades G (4, E.c) tal que sus vértices
representan las actividades y sus relaciones (o aristas) estan dadas por la matriz de
compatibilidad complementada C¢ (E¢e: {(u,v)/ Cy, = 1}).

Teorema 1.4.1.3 — Sea S,,,,, la matriz de asignaciones de actividades en unidades, S,,xn
cumple con las restricciones 1.2 y 1.3 < 3 una coloracion del grafo de actividades
incompatibles G (4, Ec) que agrupa de forma equivalente las actividades en clases de color.

Demostracion: (=)

Dada una matriz de asignacion S,,,,,, que respeta las restricciones 1.2 y 1.3, definimos una
funcionc:A —» {1..m} / c(a;) = ksiisg; =1,Vi € {1,..,n}y

k € {1,..,m}.
Por 1.2, sabemosque 3k € {1,..,m}/sx; =1,Vi € {1,..,n} = 3 c(a;) Va; € A

: Def S
Slai/\a]- € uszf Sk,i:Sk,j:]-l:'::)ci,j:l' y
= c(a;) = c(a;)siic;j=1

Va;, a; € A,cona; # a;.

11



Ademas si s; = sy ; = 1D=>efCC(ai) = c(ay) =k

De lo anterior se desprende que la funcion ¢ asigna el mismo valor a dos actividades
diferentes solamente si estas son compatibles. También se puede observar que si dos
actividades estan agrupadas bajo la misma unidad de trabajo, la funcion c les asigna el mismo
valor funcional (o color).

Por definicion de matriz complemento tenemos que ¢;; =0 < c¢f; =1,Vi,j €{1,..,n}y
por lo tanto (a;, a;) € Ece.

Como c s6lo asigna el mismo valor funcional a actividades compatibles bajo la misma unidad
y ¢ =0si(a; a;) € Ece,Vi,j €{1,..,n}, deja en evidencia que c(a;) # c(a;)
V (a;,a;) € Ece (definicion 1.4.1.1).

(=)

Sea ¢ una coloracion de G (4, Ecc), definimos la funcion ¢~1: {1..m} - A™, que )
dado un color, devuelve el subconjunto de actividades agrupadas bajo esa clase
color.

Por definicion de coloreo se cumple que Va;, a; € 4, c(a;) # c(a;) ©

(a;,a;) € Eccyademas (a;, a;) € Ece < a; no es compatible con a; por (=
definicion del grafo G (4, Ecc) = c(a;) puede ser igual a c(a;) solosi (a;, a;) €
E e, lo que equivale a decir ci; = 0 0 ¢; ; = 1 (si dos actividades estan bajo la
misma clase color, las mismas deben ser compatibles). J
= ¢~ (i) devuelve una agrupacion de actividades compatibles bajo una misma )
clase colorvi € {1,..,m}. Ademas como cada actividad pertenece a una sola
clase color = ¢! devuelve conjuntos disjuntos de actividades compatibles, es
decirc”*() nc () =0,vi,j €{1,..,m},coni #j. QN
Por definicion, una unidad de trabajo esta conformada por una agrupacion de
actividades compatibles (4;).
J

= podemos redefinir c¢™: {1..m} - {A;,..A,y} / ¢7*(i) = A;, donde se cumple que g;
pertenece a una sola 4; ya que c¢~! devuelve conjuntos disjuntos y toda actividad esta
asignada a alguna agrupacion A; ya que # actividades sin colorear.

Sea S,,.n la matriz de asignaciones correspondiente a las unidades conformadas por las A;
devueltas por ¢~1, como cada actividad pertenece a una sola A; es trivial observar que se
cumple 1.2.
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Por Gltimo como ¢! devuelve agrupaciones de actividades compatibles pueden ocurrir dos
situaciones:

( ajyar €A, =iy =1ys;; =5, =1,porlotantos;;*
Sik = Cik

= < » =Se cumple 1.3
ajyfoa, & A = s;; =0y/o s, = 0,por lo tanto s; j *

\ Si,k =0 < Cj,k

Q.E.D.

El teorema 1.4.1.3 demuestra que el problema de construccién de unidades a partir de la
agrupacion de actividades respetando las restricciones planteadas por el modelo se puede
abordar de forma anéloga hallando una coloracion del grafo de incompatibilidades. Esto
Gltimo sucede ya que la matriz de asignaciones S,,,, Se puede interpretar como un coloreo
factible sobre el grafo G(A4, E-c), donde cada unidad se puede representar como un color.

1.4.2 Restriccion tiempos de tolerancia

Si bien encontrar coloraciones factibles del grafo asegura las dos primeras
restricciones, todavia falta evaluar como se desempefian las unidades bajo distintas
configuraciones para determinar si brindan el servicio de manera adecuada. Esta forma de
crear unidades determina una independencia operativa, ya que ninguna de ellas tiene
actividades en comun. Esta caracteristica permite enfocar el analisis de la restriccion 1.4 a
nivel de unidad, es decir que dado un conjunto de agrupaciones de las actividades de A
determinados por una coloracion factible de G(A4, Ecc), la restriccion 1.4 se puede expresar
como:

E(F)< t,Vi/a; €Aj, i€{l,..,n},je{1,..,m} (1.5)

Definicion 1.4.2.1 — A partir de la nueva restriccion diremos que una unidad es eficiente
cuando se cumple 1.5 para todas sus actividades.

Para poder cumplir con este pardmetro de calidad, es necesario asignar la cantidad
adecuada de personal de forma que la frecuencia de arribos de clientes que ingresan al
sistema no supere la capacidad del personal de atender con éxito a los clientes (el sistema se
encuentra estable y para cada actividad a; que atiende la unidad A; < x;u;), asimismo se
debe evitar que el personal disponga de tiempo ocioso buscando contratar la minima cantidad
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de personal que mantenga un nivel de servicio aceptable. Es intuitivo pensar que a menor
cantidad de unidades, o lo que es analogo unidades con la maxima cantidad de actividades
posibles, se maximice la productividad de los empleados y minimice la cantidad de personal
necesario. Esto Gltimo se puede lograr encontrando una coloracion de G(A4, E.c) tal que la
cantidad de colores encontrados coincida con el nimero cromaético del grafo.

Encontrar la minima asignacién de personal x; de cada unidad, que cumpla con las
restricciones de tiempos de atencion establecidos, determina una solucién factible al
problema, es por eso que ademas de buscar una particion Optima de las actividades en
unidades, es necesario evaluar la eficiencia de cada una de ellas buscando la minima cantidad
de personal. Para lograrlo, una posible forma de modelar el funcionamiento de las unidades
es mediante un proceso estocastico, mas concretamente utilizando la teoria de colas y
métodos de Monte Carlo.
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Capitulo 2 — Coloracion de Grafos

2.1 Introduccion

El inicio de la teoria de grafos tiene un origen preciso, y es a partir de un articulo
publicado en 1736 por el matematico suizo Leonhard Euler [5]. La idea principal de su
trabajo surgié de un problema inspirador y que es conocido como los siete puentes de
Konigsberg. A partir de la solucion a este problema (considerado el primer teorema de la
teoria de grafos y de grafos planos) Euler desarroll6 algunos de los conceptos y propiedades
fundamentales de la teoria de grafos. Sin embargo, el término grafo es utilizado por primera
vez en 1878 por James Sylvester, en un articulo de la revista Nature [6], para definir
estructuras compuestas por un namero finito de vértices y una familia de pares de vértices a
los que se Ilam¢ aristas.

Un problema clasico de esta rama de las matemaéticas es la coloracion de grafos
(Vertex Coloring Problem - VCP - en inglés). Dado un grafo G = (V,E) no dirigido se
requiere asignar un color a cada vértice de tal manera que colores en vértices adyacentes son
diferentes y el nimero de colores es minimo. Sus origenes se remontan a 1852 cuando
Francis Guthrie, intentando colorear el mapa de las distintas regiones de Inglaterra, se
formuld una pregunta que origind el problema conocido como el Problema de los Cuatro
Colores, el cual enunciamos a continuacion:

“Dado cualquier mapa geogréafico con regiones continuas, éste puede ser coloreado con
cuatro colores diferentes, de forma que no queden regiones adyacentes (es decir, regiones
gue compartan no sélo un punto, sino todo un segmento de borde en coman) con el mismo
color”.

Sin embargo el mismo no fue resuelto hasta el afio 1976 por Kenneth Appel y
Wolfgang Haken, haciendo uso de las nociones desarrolladas por Heesch [7]. Para la
demostracion de este problema se utiliz6 un complicado analisis computacional de 1936
configuraciones (reducibles). Esta prueba no fue aceptada totalmente por la comunidad
cientifica debido a la complejidad manual de verificacion de resultados.

En 1997, Neil Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour y Robin Thomas reducen la
cantidad de configuraciones a 633 [8].

2.2 Aplicaciones

El VCP es conocido como un problema de optimizacion combinatoria que surge como
una generalizacion del Problema de los Cuatro Colores. Su popularidad en la literatura
proviene de sus aspectos teoricos, de su dificultad desde el punto de vista computacional y
principalmente de sus multiples aplicaciones en la resolucion de problemas en el mundo real.
Entre sus diversas aplicaciones las mas conocidas son:
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Planificacién de tareas [9]: Son problemas que generalmente involucran restricciones
sobre la incompatibilidad de ejecutar dos actividades de forma simultanea.

Por ejemplo, en la planificacion de cursos de cualquier institucion educativa, existen
cursos que no pueden ubicarse dentro del mismo bloque horario. Se puede representar
esta informacion mediante un grafo de incompatibilidades donde los Vértices son los
cursos y las aristas representan aquellos cursos que no pueden ubicarse dentro del mismo
bloque. Una coloracion de este grafo provee una planificacion factible de los cursos. Si
ademas se requiere minimizar la cantidad de bloques a utilizar (suponiendo que todos
cursos duran lo mismo), basta con encontrar el namero cromético del grafo.

Otros problemas similares involucran la planificacion de tareas que comparten recursos
[10], planificacion de wvuelos [11], el disefio de trayectos con semaforos [12],
planificacion de la recoleccion municipal de residuos [13], asignacion mensual de trabajo
[14], asignacidn de rango satelital [15], etc.

Asignacion de registros [16]: El asignador de registros es un subproceso dentro del
proceso de compilacion de software el cual asigna las variables contenidas en el cédigo
fuente a registros de hardware, tratando de minimizar las referencias a memoria principal.

Para resolver este problema, se construye un grafo de incompatibilidad donde los vértices
representan las variables utilizadas en el cddigo y las aristas modelan las variables en
conflicto, por ejemplo se crea una arista en el caso de que se utilice una variable antes y
después de la utilizacién de otra diferente en un periodo corto de tiempo. Una coloracion
de este grafo produce una asignacion sin conflictos. Ademas si el nimero cromaético del
grafo de incompatibilidades es menor o igual a la cantidad de registros, entonces es
posible obtener coloraciones libres de conflicto sin utilizar referencias a memoria
principal. En caso contrario, es necesario volcar a memoria algunas de ellas. Para el
segundo caso, se procede a eliminar las variables volcadas a memoria una a una hasta que
el nimero cromatico del grafo resultado no supere la cantidad de registros. Esto Gltimo
produce una asignacion parcial de variables a registros.

Asignacion de frecuencias [17]: En la industria de las telecomunicaciones la creciente
demanda en la utilizacion de frecuencias o canales no fue acompasada por el incremento
de las frecuencias utilizables. Al establecer diferentes enlaces de comunicacion en
frecuencias idénticas o similares, pueden ocurrir interferencias. El objetivo de este
problema es adjudicar diferentes frecuencias a diferentes usuarios de forma que las
comunicaciones a través de los enlaces tengan muy poca o ninguna interferencia.

Para asignar frecuencias a usuarios dos transmisores no pueden utilizar la misma
frecuencia durante el mismo periodo de tiempo si no se encuentran separados por una
cierta distancia.

Para resolverlo se construye un grafo donde los vértices representan los transmisores, y
las aristas indican que las sefiales emitidas por las antenas generan interferencias con al

16



menos una combinacién de frecuencias. El objetivo de la coloracion, es generar una
asignacion de frecuencias a transmisores de forma tal que la interferencia total
involucrada en dicha asignacion sea minima.

e Testeo de tarjetas de circuitos impresos [18]: Una prueba que se aplica a las tarjetas de
circuitos impresos es la busqueda de pequefios circuitos no deseados. Bajo ciertas
suposiciones acerca de posibles tipos de pequefios circuitos, se puede transformar esta
busqueda exhaustiva de minimizacion en un problema de coloracion de vértices sobre un
cierto grupo de grafos especiales, llamados grafos line-of-sight (linea de vision). De
hecho, segun el grupo de suposiciones tomadas se muestra que estos grafos se pueden
colorear con 5, 8 0 12 colores, independientemente del nimero de vértices.

2.3 Definiciones basicas y notacion

Definimos un grafo G por un par (V(G),E(G)), donde V(G) representa un conjunto
finito de vértices (0 nodos), y E(G) representa un multiconjunto de pares no ordenados de
vértices de G llamados aristas. Definimos n = |V(G)| y m = |E(G)|, donde |C| indica la
cantidad de elementos del conjunto C. De aqui en mas, llamaremos a V(G) y E(G)
simplemente V y E.

Un grafo G(V,E) essimplesi Vv € V, (v,v) € E yalo sumo existe una sola arista entre todo
par de vértices.

Un grafo G (V, E) no dirigido es aquel cuyas aristas no tiene un sentido u orientacion.
En este trabajo utilizaremos solamente grafos simples no dirigidos.

Un vértice v es adyacente a otro vértice w en G, si (v,w) € E. Diremos que v y w son los
extremos de la arista.

El vecindario abierto de un vértice v es el conjunto N(v) que consiste de todos los vértices
adyacentes a v. El vecindario cerrado N[v] de un vértice v es el vecindario abierto al que se
le agrega el nodo v (N[v] = N(v) U v).

El grado de un vértice v € V, al que denotaremos d(v), es el nimero de vecinos de v, es
decird(v) = |[N(v)]|.

El soporte de un vértice v € V, al que denotaremos s(v), se define como la suma de los
grados de los vértices adyacentes a v, es decir s(v) = Yyenw) dW).

El complemento de un grafo G, denotado por G¢, es el grafo que tiene el mismo conjunto de
vértices de G tal que dos vértices distintos son adyacentes en G¢ < no son adyacentes en G.

Un grafo H es un subgrafo de un grafo G siV(H) € V(G) y E(H) € E(G).
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Un grafo G es completo si cualquier par de vértices distintos de G son adyacentes.
Llamaremos K,, al grafo completo con n veértices.

Un conjunto de veértices M de un grafo G es un subgrafo completo si el subgrafo inducido
por M es completo.

Un clique es un subgrafo completo maximal de G. Se define w(G) como el tamafio del clique
maximo de G. De aqui en mas, llamaremos a w(G) simplemente w.

Un coloreo de un grafo G(V,E) es una funcion c:V - {1..n} / c(w) # c(v),V (u,v) €E.
Llamaremos a c(v) color del vértice v.

El nGmero cromatico de G, denotado por x(G), se define como la minima cantidad de
colores necesarios para colorear los vértices de G de modo que dos Vértices adyacentes no
tengan el mismo color.

El problema de coloreo combina las dos definiciones precedentes y consiste en hallar una
coloracion de vértices c: V — {1..n}/ el nimero de colores utilizados es x(G).

El grado de saturacion de un vértice, definido como gs(v), define la cantidad de colores
diferentes que tienen los vértices adyacentes a v.

Un conjunto independiente (o conjunto estable) de un grafo G es un conjunto I < V tal que
para ningun par de vértices v,w € I ocurre que (v,w) € E.

Un conjunto independiente es maximal si al agregar cualquier otro vertice de V que no esté
en él, éste deja de ser un conjunto independiente.

El nimero de estabilidad, o a(G), es el tamafio del maximo conjunto independiente de G. De
aqui en mas, llamaremos a a(G) simplemente «a.

Un conjunto de cubrimiento de G es un subconjunto V. de V tal que para cada (v,w) € E,
vel.ylowelV,.

Un conjunto de cubrimiento es minimal si al quitar cualquier vértice de V., éste deja de ser
un conjunto de cubrimiento.

Si V. es un conjunto de cubrimiento minimal de G, se cumpleque I =V — V. y |I| = a.
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2.4 Complejidad computacional

Un problema m(1, Q) es un conjunto (posiblemente infinito) de instancias I, y una pregunta
Q sobre alguna propiedad de esas instancias [19].

Dentro de todas las familias de problemas podemos encontrar las siguientes subfamilias:

e Problema de decision: Las unicas respuestas posibles son SI o NO. Estos problemas son
los mas importantes porque casi todo problema puede ser transformado en un problema
de este tipo. Por ejemplo, determinar si existe un coloreo de un grafo con menos de k
colores.

e Problema de optimizacion: Se busca dar una respuesta Optima a la pregunta del
problema formulado. Por ejemplo, buscar el nimero cromatico de un grafo.

e Problema de enumeracion: Se busca encontrar la cantidad de soluciones para el
problema formulado. Por ejemplo, determinar la cantidad de coloraciones posibles de un
grafo utilizando solamente k colores.

Un algoritmo es un proceso formal para encontrar una respuesta a la pregunta de un
problema para una cierta instancia dada del mismo [20]. Por lo general, para un problema
dado existen varios algoritmos con diferente nivel de eficiencia.

Diremos que un algoritmo tiene complejidad O(f(n)), si para una entrada de tamafio
n, el nimero de operaciones esté acotado por la funcion f(n).

A partir de lo anterior definimos que un algoritmo tiene complejidad polinomial cuando el
numero de operaciones efectuadas esta acotado por una funcion polinomial en el tamafio de
su entrada, es decir:

“Si n es el tamafio de la entrada de un algoritmo a, 3 k constante / la complejidad de a es
0(n*)”

Diremos que el conjunto de problemas para los cuales existen algoritmos de resolucion
con esta complejidad de ejecucion pertenecen a la Clase de Complejidad P.

Por otro lado diremos que NP es el conjunto de problemas cuya solucion se puede
comprobar en tiempo polinomial. Mas especificamente podemos decir que la Clase de
Complejidad NP es el conjunto de lenguajes (es decir de respuestas SI/NO) que se pueden
resolver con una maquina de Turing no determinista que termina su ejecucion en un nimero
de pasos acotado por una funcion polinomial 0(n*) [21].

Se sabe que P € NP, sin embargo no se conoce si esta inclusion es estricta. De hecho
determinar si P = NP es el problema abierto mas importante en Computacion tedrica y existe
una recompensa de 1 millén de délares para quién lo resuelva.
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Un conjunto de problemas P es dificil con respecto a un conjunto de problemas L (con
L € NP) si L < P, es decir que L se puede escribir como un conjunto de soluciones de los
problemas P, o L es “mas sencillo” que P [21].

El conjunto dificil mas importante es el NP-dificil y se define formalmente como el conjunto
de lenguajes o problemas P/ V problema [ € L, (con L € NP), existe una transformacion
polinomial tal que L « P [21].

Una transformacion polinomial de un lenguaje L; € X7 a un lenguaje L, € X5 €S una
funciéon f: X7 — X que satisface las siguientes dos condiciones [21]:

1. Hay un programa MDT (Maquina determinista de Turing) de tiempo polinomial que
computa f.
2. Paratodoslosx € Xi, x € Lysiysolosi f(x) € L,.

Si se cumple esta definicion se escribe L; «< L, Yy se dice que “L; transformaa L,”.

Un conjunto de problemas P es completo con respecto a un conjunto de problemas L,
si es dificil para L y ademas es un subconjunto de L [21].

Finalmente decimos que un lenguaje L se define como NP-completo si L € NP y para
todos los demas lenguajes L' € NP, L' « L [21].

De lo anterior se desprende que un problema que pertenece a la Clase de complejidad
N P-dificil, no necesariamente pertenece a la Clase de complejidad NP-completo, si se
cumple el reciproco. Ademas se puede deducir que los problemas en NP-completo son los
maés dificiles de NP y muy probablemente no formen parte de la Clase de Complejidad P, de
hecho si se llegara a encontrar una solucion en tiempo polinomial para algin miembro del
conjunto NP-completo, se podria confeccionar una solucion en tiempo polinomial para todos
los problemas de este conjunto y se demostraria que P = NP.

En 1971, Cook introdujo la teoria de la NP-completitud [22] demostrando que el
problema de satisfacibilidad de la I6gica matematica es NP-completo. En 1972, Karp [23]
mostro que el problema de coloracidn de grafos pertenece a este conjunto de problemas. Méas
aun, en 1974, Garey y Johnson [21] y luego junto a Stockmeyer [24] fortalecieron este
resultado mostrando que una k-coloracion de un grafo aln pertenece a esta clase de
problemas con k > 3.

Aunque existen procedimientos que encuentran soluciones exactas, la complejidad del
problema requiere el desarrollo de algoritmos heuristicos para resolver instancias grandes del
mismo. Se puede encontrar evidencia de soluciones heuristicas en [25], [26], [27] ¥ en la
siguiente seccion de esta tesis.
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2.5 Algoritmos de Coloreo

Debido a su complejidad computacional (pertenece al conjunto de los problemas NP-
completos) los métodos de resolucion exactos propuestos se pueden aplicar sélo para
instancias pequefias, mientras que para resolver instancias de tamafio mayor (cientos a miles
de vértices) es necesario la utilizacién de algoritmos heuristicos y metaheuristicos.

Dentro de la categoria de algoritmos heuristicos se destacan los algoritmos golosos (o
greedy) muy utilizados en diversos problemas de optimizacion ya que se caracterizan por su
buena performance y la obtencion de resultados de buena calidad [28], aunque son sensibles a
cambios en los parametros de entrada (por ejemplo la ordenacién de los vértices). Estos
algoritmos colorean secuencialmente los vértices del grafo siguiendo criterios locales éptimos
para seleccionar el siguiente vértice a colorear.

En cuanto a los algoritmos metaheuristicos utilizados, consideraremos aquellos
basados en busqueda local. Comenzando con una solucion inicial, esta puede ser mejorada a
través de un método de busqueda local, que iterativamente transforme la solucion actual en
una solucidon mejorada. La basqueda local requiere de la definicion de tres conceptos:

e Un conjunto de soluciones candidatas (espacio de busqueda), que pueden corresponder a
una coloracion parcial o a una coloracion completa.

e Una relacion de vecindad.
e Una funcion de evaluacion de la solucion.

Con respecto al numero de colores utilizados (Ilamémosle k), este puede ser fijo o
variable. Para el caso de k fijo el algoritmo resuelve la version de decision y para k variable
la version de optimizacion.

A raiz de lo anterior, podemos particionar los algoritmos de busqueda local para VCP
en tres familias:

e k fijo, coloraciones completas
e k fijo, coloraciones parciales
e [k variable, coloraciones completas

Los algoritmos implementados en esta tesis se clasifican bajo la Gltima categoria.
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2.5.1 Algoritmos Heuristicos

A continuacion enumeramos los algoritmos heuristicos mas conocidos:

Algoritmo secuencial o SEQ [28]: Dados n vértices, el primero es etiquetado con la
menor clase de color y para cada vértice restante se asigna a la menor clase de color que
no contenga vértices adyacentes al vértice que se quiere procesar.

DSATUR (version golosa) [25]: Dados n vértices, el paso inicial consiste en elegir
v /dw) = Max{d(v),v € V}, él cual es etiquetado con la menor clase de color. Luego
para el resto de los vértices en el subgrafo sin colorear V', se selecciona w / gs(w) =
Max{gs(u),u € V'}, o sea el que tiene la mayor cantidad de vecinos con colores
diferentes y se colorea con la menor clase de color posible. En caso de haber empate, se
escoge aquel vértice de mayor grado en V'. El algoritmo repite el procedimiento (sin el
paso inicial) mientras existan vértices por colorear.

RLF (Recursive Largest First) [29]: A diferencia de los anteriores, este algoritmo
construye secuencialmente conjuntos de vértices que pueden tomar el mismo color.
Resultados computacionales muestran que éste Gltimo mejora claramente los otros dos en
términos de calidad en una amplia gama de tipos de grafos. Sin embargo tiene un alto
costo computacional si tenemos en cuenta que es de orden O(n®) para el peor caso a
diferencia de las heuristicas anteriores que tienen un orden 0(n?). En las sub-secciones
2.5.3 y 2.5.4 entraremos en mas detalles sobre éste algoritmo en su version estandar y
optimizada.

2.5.2 Algoritmos Metaheuristicos

Basandonos en las tres familias de algoritmos definidas mencionaremos a

continuacion algunos algoritmos metaheuristicos utilizados para la resolucion del VCP [28]:

TABUCOL.: Este algoritmo esta basado en la metaheuristica de blsqueda tabd [30].
Dado un namero k fijo de colores disponibles, este algoritmo evoluciona construyendo
coloraciones completas. Una solucién es representada por una k coloracion del grafo, en
donde algunas aristas pueden ser conflictivas (los vértices que forman dicha arista
comparten el mismo color). Un movimiento consiste en cambiar el color de uno de los
vértices y la funcién de evaluacion mide el nimero de conflictos en la coloracion actual.
El algoritmo sélo considera movimientos de vértices criticos, es decir, de aquellos
vertices cuyo color se encuentra actualmente en conflicto con algin vértice adyacente.
Una lista tabd almacena la asignacion de colores a los vértices y prohibe que esa
asignacion vuelva a realizarse durante un determinado nimero de iteraciones (tenencia
tabu).
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HCA (Hybrid Coloring Algorithm) [31]: Es un algoritmo evolutivo que trabaja con k
fijo y que combina una version mejorada de TABUCOL con un operador de cruzamiento
especializado para el VCP llamado Greedy Partitioning Crossover. Este operador
considera dos soluciones que representan los padres (particiones de vértices en k
conjuntos, no necesariamente independientes), y alternativamente elige la clase de color
de cardinalidad mé&xima de uno de los padres para generar la proxima clase de color del
descendiente. Todos los vértices de esta clase de color se eliminan de los padres. Luego
de ejecutar k pasos, puede suceder que algunos veértices permanezcan sin asignar, por lo
que cada uno de ellos es asignado a una clase elegida en forma aleatoria. El poder de este
operador reside en su capacidad de transmitir a los descendientes la estructura de los
padres, es decir la particién en conjuntos.

Impasse Class Neighborhood (ICN) [32]: Es una estructura utilizada para tratar de
convertir una k coloracion parcial en una k coloracién completa. Una solucion ICN es
una particion de V en k + 1 clases de color (V4, ..., Vi, Vi+1), €n donde todas las clases
excepto la V.4 son conjuntos independientes. V., denominada impasse class, contiene
todos los Vvértices sin colorear que no se pueden incluir en las k primeras clases. El
método que utiliza esta estructura requiere inicialmente un valor objetivo k de colores a
ser utilizados para formar una solucién con las caracteristicas antes descriptas. El objetivo
es vaciar el conjunto V,,, para obtener una coloracién completa. A tales efectos se
distribuyen sus vértices en los restantes k conjuntos preservando la propiedad de
conjuntos independientes. Para ello en cada paso el algoritmo toma un vértice de forma
aleatoria de V.4 y escoge un conjunto h (1 < h < k) de tal forma que insertar ese
vértice alli minimice el grado global de los vértices en V4.

MIPS-CLR [33]: Este algoritmo combina una técnica de busqueda tabu basada en
Impasse Class Neighborhood con diferentes procedimientos heuristicos, coloracion fija
y recombinacién de soluciones con el objetivo de expandir una posible
coloracion parcial a una coloracion completa. Este algoritmo trabaja con k variable.

VNS (Variable Neighborhood Search) [34]: Es una técnica que combina busqueda local
con diferentes vecindades: cuando el algoritmo es atrapado en un éptimo local, la
vecindad es cambiada y de esta forma la busqueda puede continuar. Un algoritmo para
VVCP basado en VNS fue propuesto por Avanthay (2003) [35].

EXTRACOL [36]: Este algoritmo estd basado en el principio general de reducir y
solucionar, trabaja con k variable y genera coloraciones completas. Este enfoque consiste
en aplicar primero una etapa de extraccion de conjuntos independientes de mayor tamafio
posible de manera que el grafo residual resultante sea lo suficientemente pequefio para ser
coloreado con cualquier algoritmo de coloracion. El algoritmo utilizado originalmente
para colorear el grafo residual es un algoritmo memeético reciente denominado MACOL
[37].
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Vimos anteriormente en la seccion 1.4.1 que el problema de asignacién de actividades
a unidades puede ser resuelto a partir de una coloracion factible del grafo de
incompatibilidades. En particular, es de interés encontrar la mejor agrupacion de actividades
de forma de minimizar la cantidad de unidades necesarias para el correcto funcionamiento de
la empresa. Intuitivamente esto equivale a buscar una coloracion tal que el nimero de colores
se corresponda con el nimero cromatico del grafo (ver definicion de nimero cromatico en
2.3). Para resolver el problema de coloracion, decidimos utilizar algoritmos basados en la
formulacién de Conjuntos de Cubrimiento, propuesto por Mehrotra y Trick [38], debido a la
existencia de muchos algoritmos heuristicos y metaheuristicos, algunos de ellos muy
recientes, que se basan en la extraccion de conjuntos independientes (ver en [28], [36] ¥

[39]).
La formulacion de Conjuntos de Cubrimiento enuncia lo siguiente:

Dado F; la familia de todos los conjuntos independientes de G, se asocia una variable
binaria x; a cada conjunto independiente 1 €F, /| x;, =1 ©VYv,w €1, color(v) =
color(w)

min z X (251)
IEF]

(

Z X7 = 1,VW ev (252)
IEF]

s.a.x
x, €{01}, 1 €F, (2.5.3)

\

La funcion objetivo 2.5.1 busca minimizar la cantidad de conjuntos independientes,
respetando un conjunto de restricciones que enumeramos a continuacion:

e La restriccion 2.5.2 establece que todo vértice w del grafo debe pertenecer al menos a un
conjunto independiente.

e Larestriccion 2.5.3 establece que x; debe ser una variable binaria.

Para resolver este modelo matematico decidimos utilizar, luego de la realizacion de
pruebas, el algoritmo LRLF (Lazy RLF) para encontrar soluciones de buena calidad
rapidamente sobre instancias pequefias y medianas (nimero de vértices < 1000). Para
instancias de mayor tamafio utilizamos una adaptacion del EXTRACOL, en el cual
combinamos la técnica de obtencion de conjuntos independientes de este algoritmo,
sustituyendo el MACOL por un algoritmo heuristico para colorear el grafo residual con la
finalidad de mejorar las soluciones obtenidas y de esa manera poder visualizar si mejora aun

mas la asignacién de personal. En las siguientes secciones describimos en detalle cada uno de
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los algoritmos propuestos asi como mejoras y resultados obtenidos producto de la ejecucién
en diferentes instancias de DIMACS y del grupo de médulo.

2.5.3 Algoritmo goloso de coloreo — RLF (Recursive Largest First)

A continuacion definimos el algoritmo “clasico” de RLF para resolver el problema de
coloracion de grafos. En la seccidén que sigue describimos las modificaciones realizadas al
algoritmo clasico para mejorar el tiempo de ejecucion del mismo.

Sea P el conjunto de los vértices sin colorear que pueden ser coloreados con un cierto
color k, y U el conjunto de los vértices sin colorear que no pueden ser coloreados con k, el
algoritmo RLF colorea los vértices tomando en cuenta una clase de color a la vez de la
siguiente manera:

e Inicializar P con todos los vértices del grafo y dejar U vacio.

e Elegir el primer vértice v, perteneciente a P que tiene el maximo ndmero de vértices
adyacentes en P (vertice con mayor grado). Colorear vy con k y mover todos los vértices
u pertenecientes a P que son adyacentes a v, desde P a U.

e Mientras P no sea vacia hacer lo siguiente: elegir el primer veértice v perteneciente a P
que tiene el maximo nimero de vértices adyacentes en U (vértice de mayor grado
inducido por el conjunto U); colorear v con k 'y mover todos los vértices u pertenecientes
a P que son adyacentesa v desde P a U.

e Para la proxima iteracion, incrementar el valor de k, inicializar nuevamente el conjunto P
con los vértices aun sin colorear que hay en U y vaciar U.

Antes de exponer el pseudocddigo del algoritmo, definimos la siguiente notacién:

e (G[X]: Subgrafo de G inducido por el conjunto de vértices X, es decir:

G[X] = (X,E[X]), donde E[X] = {(w,v) € E| u,v € X}

e Jx(v): Conjunto que contiene los vértices adyacentes a v en G[X U v].

e dy(v): Grado de v inducido por X, es decir:

dx(v) = |0x (V)|
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2.5.3.1 Pseudocddigo del Algoritmo RLF

RLF(G)

In G(V, E): (Grafo de entrada)

Out k: cantidad de colores de la coloracion devuelta

Out c: una coloracion c:V — k de G

Var P: conjunto de vértices sin colorear que pueden ser coloreados con el color k
Var U: conjunto de vértices sin colorear y que no pueden ser coloreados con el color
actual

l: k0
2: while |V|> 0 do
: k—k+1 /1 Agrego un nuevo color a la coloracién
P—V,U«<9
for all ve P do
du(v) <0
endfor
v w | w e Pydp(w) es maximo
9: c(v) «—k /1 El vértice v es coloreado con el color k
10: for all w e dp(v)do
11: P «— P{w}
12: U«—Uu{w} /IMuevo w de P a U
13: endfor
7-14: while |P| >0 do
8- 15: v w |w e Py dy(w)es maximo /1 Vértice con mayor grado inducido por U
9- 16: c(v) —k /1 El vértice v es coloreado con el color k
10- 17: V«— V\{v} /IG = (V, E) se reduce en cada iteracion
11-18: for all w € 6y(v)do
12-19: ifweP
13-20: P — P\{w}
14-21: U«—Uu{w} /IMuevo w de P a U
15-22: endif
16-23: E «— E\{v, w}
17-24: for all u € 6p(w) do
18-25: du(u) « dy(u) +1 /1Actualizo el grado inducido por U
19-26: endfor
20-27: endfor
21-28: endwhile
22-29: P—U, U0 /1Actualizo P con los vértices de U
23-30: endwhile
24-31: return k

ONoas®

Al principio el conjunto P contiene todos los vértices del grafo y el grado inducido
por U para todos los vértices es igual a 0.

El algoritmo en cada iteracion selecciona un vértice v a ser coloreado (lineas 15 y 16),
mueve sus vecinos 8, (v) desde P a U (lineas 19 a 22), reduce el grafo G (lineas 17 y 23) y
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actualiza el grado inducido por U de todos los vértices adyacentes a los vértices que fueron
movidosde P a U.

Una aclaracion importante sobre la reduccion de sentencias debido a la utilizacion de
notacion es que cuando se menciona algo del estilo “for all w € dx(v) do” en el pseudocddigo,
donde X € V, por lo general, si no existe una funcion especializada que implemente lo
expresado, en codigo esto se puede traducir en las siguientes 2 sentencias que devuelven un
resultado equivalente:

for all w € dy(v)do
ifweX

2.5.4 Algoritmo goloso de coloreo — LRLF (Lazy Recursive Largest First)

La mejora que propone este algoritmo es seleccionar el vértice v con maximo grado
inducido por U mediante el calculo de d,(v) de forma perezosa en vez de mantener un
arreglo de grados y actualizarlo en cada seleccidn de vértices [39]. A continuacion mostramos
la preposicion que sustenta esta idea:

Definicion 2.5.1: Se define d'** = max{d,(v)|v € P} y d;; como el mayor grado inducido
por U encontrado hasta el momento.

Teorema 2.5.2: Un Vértice v con dy, (v) < dy tiene dy(v) < de*

Demostracién: En el grafo reducido G(V,E) que es el grafo inducido por el conjunto de
vértices sin colorear, tenemos que &, (v) = 8p(v) U 6, (v) y por lo tanto

dy(v) = dp(v) + dy(v). Por lo que, si dy(v) < dy, entonces dy(v) < dy(v) < dy <
e,

Como consecuencia, una vez que encontramos un vértice con dy, podemos omitir el
calculo de dy para todos los vértices con dy, (v) < dy. Ademas para aprovechar mas aun la
propiedad, en vez de calcular d;;(v) comenzando desde 0 e incrementando su valor cada vez
que uno de sus vecinos pertenece a U (Método A) podemos comenzar desde dy(v) y
decrementar su valor cada vez que un vecino pertenece a P (0 sea que no esta en U), como
muestra el Método B. De esta manera, cada vez que dy(v) < dy llevamos a cabo dy, (v) —
dy operaciones en vez de dy(v). Cuanto mayor es el valor de d; mayor es el ahorro.
Ademas si comenzamos con el vértice de mayor grado en G, se tienen buenas posibilidades
de que también tenga un valor alto de dy (v).
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Método A: Calculo d (v) tradicional

du(V) —0

for all w e oy(v) do
dy(v) = dy(v)+1

return dy(v)

Método B: Célculo d; (v) perezoso

du(v) « dv(V)
for all w € op(v) do
du(v) =dy(v) -1
if du(v) < dy then
return 0
return dy(v)

A continuacidn presentamos el pseudocddigo del algoritmo LRLF con las
modificaciones que implementan la mejora descrita anteriormente.

2.5.4.1 Pseudocadigo del Algoritmo LRLF

LRLF(G)

In G(V, E): (Grafo de entrada)

Out k: cantidad de colores de la coloracion devuelta

Out c: una coloracion c:V - k de G

Var P: conjunto de vértices sin colorear que pueden ser coloreados con el color k
Var U: conjunto de vértices sin colorear y que no pueden ser coloreados con el color

actual
I: k<0
2: while |V| >0 do
3: k—k+1 /1 Agrego un nuevo color a la coloracién
4: P—V, U0
5: while [P| >0 do
6: V<« W |WePydp(v) esmaximo  // Vértice con mayor grado en P
7. dy <0 /I Calculamos dy desde 0
8: for all w e 6y(v) do
9: aU = aU + 1
10: for all w e P\{v} do //BUsqueda de v | dy(v) = dmaex
11: if dy(w) >dy //Descartamos los vértices con dy < dy
12: du(w) «— dv(w)
13: for all u € 6p(w)do
14: du(w) =dy(w) -1
15: if du(w) < dy then
16: continuar desde 10
17: endif
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18: endfor

19: if du(w) = dy and dy(w) > dy(v) then
20: continuar desde 10

21: endif

22: VW

23: dy < dy(w)

24 endif

25: endfor

26: c(v) —k /1 El vértice ¢ es coloreado con el color k
27: V—V\{v} /IG = (V, E) se reduce en cada iteracion
28: for all w € 6y/(v)do

29: ifweP

30: P — P\{w}

31: U«—Uu{w} /IMuevo w de P a U
32: endif

33: E «— E\{v, w}

34 endfor

35: endwhile

36: P—UU—0

37: endwhile

38: return k

Se eliminan las lineas 5 y 6 del algoritmo original que inicializan el grado inducido
por U en 0 para todos los vértices del grafo, ya que ahora se inicializan con el valor del grado
inducido por V (es decir con el valor del grado de los vértices del grafo original - linea 12).
También se eliminan las filas 24 a 26, que es donde se incrementa en uno el grado inducido
por U de los vértices adyacentes a los vértices que han sido movidos de P a U. Estas lineas se
eliminan ya que en el algoritmo mejorado el grado inducido por U se obtiene decrementando
en uno cada vez que un Vvértice adyacente al vértice movido de P a U, pertenece a P y tiene un
grado mayor o igual al mayor grado calculado hasta el momento, en otro caso no se actualiza.

2.5.5 Algoritmo heuristico — Coloreo Residual (CR)

Antes de implementar el Extracol, decidimos probar un algoritmo mas simple
aplicando de forma pura un enfoque de reduccion que consiste en extraer en cada iteracion un
conjunto independiente de tamafio maximo del grafo residual, hasta que no queden vértices
para procesar.

Se generaron varias versiones de este algoritmo donde cada una de ellas utiliza una
solucion diferente de busqueda de maximo conjunto independiente (CR_MCIS, CR_VSA,
CR_ATS).

Bésicamente el algoritmo es un template donde la Gnica diferencia entre las diferentes
versiones esta en la invocacion del algoritmo que busca el maximo conjunto independiente
(MCIS, VSA, ATS).
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A continuacién presentamos el pseudocddigo del algoritmo CR indicando las lineas
que difieren entre versiones.

2.5.5.1 Pseudocddigo del Algoritmo CR

CR(G)

In G(V, E): (Grafo de entrada)
Out k: cantidad de colores de la coloracion devuelta
Out c¢: una coloracion c:V = k de G

l: k<0

2: while [V|>0do

3: k—k+1 /1 Agrego un nuevo color a la coloracién
4. Im = Max_Conjunto_Independiente(G) /1 Aqui aplicamos algtin algoritmo de maximo c. i.
5: V=V-Iu /1 Elimino vértices de G

6: E=E—{(vw),velu,weV, (v\w)eE} //Elimino aristas de G

7 forall vely do

8: c(v) =k

9: endfor

10: endwhile

11: return k

Mientras queden vértices por procesar (linea 2), se aplica algun algoritmo de los
descriptos en 2.6 para encontrar un conjunto independiente maximal de G (linea 4).

Finalmente se remueven todos los vértices y aristas involucrados en I, de G (lineas 5y 6) y
se colorean todos los vértices contenidos en I, con el mismo color (lineas 7 a 9).

2.5.6 Algoritmo metaheuristico de coloreo — Extracol

Este algoritmo esta basado en el enfoque de “reducir y resolver”, que consiste en
aplicar primero una etapa de preprocesamiento basada en extraer conjuntos independientes
del mayor tamafio posible, hasta que el grafo residual sea lo sufucientemente pequefio para
poder ser coloreado eficientemente utilizando cualquier algoritmo de coloreo (etapa de
coloreo) [36]. Tipicamente, los métodos convencionales en la primer etapa operan de forma
golosa extrayendo de a un conjunto independiente por vez (por ejemplo ver [30] y [40]). En
[41], se utiliza un refinamiento en la forma de seleccion de el conjunto independiente,
escogiendo aquel que esté conectado a la mayor cantidad de vértices posibles en el grafo
residual. Extracol propone un nuevo enfoque para la extraccion de estos conjuntos,
basicamente en vez de quitarlos de uno en uno, se intenta identificar la mayor cantidad de
conjuntos independientes de mayor tamafio disjuntos entre si, de forma de poder extraer mas
vertices en cada paso de preprocesamiento y de esta manera intentar obtener un grafo residual
mas facil de procesar en la siguiente iteracion.
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La busqueda del maximo conjunto independiente es un problema NP-completo en si
mismo [21], por lo tanto utilizar esta aproximacién como medio de resolucion para encontrar
una coloracion hace necesario optar por la aplicacion de algoritmos heuristicos o
metaheuristicos. Es por eso que para la bisqueda del maximo conjunto independiente y como
parte de la construccion del maximo conjunto de conjuntos independientes disjuntos entre si,
Extracol propone la implementacion de una busqueda Tabu llamada Adaptative Tabu Search
Algorithm (o ATS, ver seccion 2.6.3).

El algoritmo original, combina esta técnica de pre procesamiento mejorada con un algoritmo
memeético para resolver la coloracion del grafo residual. En este trabajo proponemos cambiar
el paso de coloracidn sustituyendo el algoritmo memético por la heuristica LRLF mencionada
en2.5.4.

A continuacién presentamos el pseudocddigo del algoritmo Extracol con las
modificaciones mencionadas.

2.5.6.1 Pseudocadigo del Algoritmo Extracol

EXTRACOL(G)

In G(V, E): (Grafo de entrada)

In g: Tamafio del grafo residual (medido en cantidad de vértices)

In iciy,,: Maxima cantidad de iteraciones sin éxito para encontrar nuevos conjuntos
independientes.

In My,,,: tamafio maximo del conjunto de conjuntos independientes.

Out k: cantidad de colores de la coloracion devuelta

Out c: una coloracion c:V — k de G

Var Iy4,: conjunto independiente inicial.

Var I: conjunto independiente / |I| = |I].

Var zy,,. tamafio de I,,.

Var M: conjunto de conjuntos independientes.

Var iter,q,: Maxima cantidad de intentos para encontrar un conjunto independiente

mejor.
l:k«—0
2: while [V|>qdo
3: Ivax = ATS(G,_, Iter) /1 Busco el méximo conjunto independiente en G
4 IMax = ||Max|
5: M= {IMaX}
6: cir=0 //Cuenta los conjuntos independientes repetidos seguidos
7 while (cir < icCipax and |M| < Myax) do
8 | = ATS(G,Zmax, itervax) // Busco un conjunto independiente de tamafio Zyay
9: if | ¢ M then
10: cir=cr+ 1
11: else
12: M=MuUI
13: cir=0
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14: endif

15: endwhile

16: {l... . IF=max{|S|:SEM,V I lyeS, Ixnly =@}
17:  if|V|-|hu...... U k| > g then

18: V=V-{lu...... U I} / Elimino vértices de G
19: E=E-{(vvw),vwe{l1U...... Ui}, (vy\w) e E}  //Elimino aristas de G
20: for all I € {ly,...,I} do

21: k—k+1 /1 Agrego un nuevo color a la coloracién
22: forall vel do

23: c(v) =k

24: endfor

25: endfor

26:  else

27: {Iy,....I'p} =random{R < {l1U...... Ul} IRl=p= [IZVAL—_q]}

28: V=V-{I'u...... U I'p} /1 Elimino vértices de G
29: E=E—-{(vw), vwe{l'1U...... U Dp}, (v\w) € E} 7/ Elimino aristas de G
30: forall I € {I'y,....I';} do

31: k=k+ 1

32: forall veldo

33: c(v) =k

34: endfor

35: endfor

36:  endif

37: endwhile

38: k = k + Heuristica(G, c) // Termino de colorear el grafo residual aplicando un algoritmo heuristico
39: return k

Inicialmente se aplica ATS para encontrar un conjunto independiente maximal ;4
en Gy en consecuencia su tamafno (Zyax = |Iwax|)- LUEQO Se utiliza Iy, para inicializar M,
gue es un conjunto cuya intencién es almacenar conjuntos independientes de igual tamafio
(lineas 3 a 5).

Se aplica repetidamente ATS para generar la mayor cantidad de conjuntos
independientes de tamafo z,,,, , 10s cuales son insertados en M mientras no se supere el tope
de conjuntos repetidos ici,,,, 0 €l maximo M,,,, de conjuntos que se pueden almacenar en
este conjunto (lineas 7 a 15).

Se busca el subconjunto de M que contenga la mayor cantidad de conjuntos
independientes disjuntos {I, ..., I;} (linea 16, ver 2.5.6.2).

Para finalizar la etapa de preprocesamiento, se remueven todos los Vértices y aristas
involucrados en {I; U ..U I} de G si el grafo residual tiene a los sumo g Vértices y se
colorean todos los Vértices de cada I;,con 1 < i <t con el mismo color, variando el color
entre conjuntos diferentes (lineas 18 a 25), de otra forma se escogen randémcamente
conjuntos independientes de {14, ..., I;}, llamemos a este nuevo subconjunto {I';, ...,I’p}, de
Vl-q

ZMax

forma tal que |{I'y U ..U I’p}l > [ ] con el cual procedemos a remover y colorear de
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forma idéntica tomando en cuenta solamente los elementos de G(vértices y aristas)
involucrados en este nuevo subconjunto (lineas 27 a 35).

Finalmente se aplica un algoritmo heurisitico, que especificaremos en la seccion de
pruebas de algoritmos de coloreo 2.7.5) sobre el grafo residual resultado de la etapa anterior
para completar la coloracion del grafo original (linea 38).

2.5.6.2 Conjunto Maximal de Conjuntos Independientes disjuntos

Como se menciond en el item anterior, para la etapa de preprocesamiento, es
necesario encontrar el mayor subconjunto de conjuntos independientes disjuntos de M. Este
problema lo podemos relacionar con el problema de maximo empaquetamiento (MSPP —
maximum set packing problem), o lo que equivale a encontrar el maximo conjunto
independiente.

El enfoque aplicado para resolver este problema saca provecho de la relacion de
equivalencia que existe entre el MSPP y la busqueda del méximo conjunto independiente. De
esta forma se formula un problema analogo donde dados n conjuntos independientes
{I, ..., I,}, se define un grafo nuevo G'(V', E") de la siguiente manera:

V'={1,..,n}

. _{O,silinlj=®,i,je{1,...,n}
bl 1, de otra manera

Notar que la cantidad de vértices de G’ esta acotado por M,,,, (ver 2.5.6.1).

A partir de lo anterior, es secillo visualizar que si {iy,...,i;} €s un conjunto
independiente de G’, entonces {I;;,...,I;;} €S un conjunto de conjuntos independientes
disjuntos. Entonces para resolver el problema basta con encontrar el maximo conjunto
independiente en G, para lo cual decidimos aplicar ATS sin especificar un tamafio de
conjunto objetivo (ATS(G,_,Iter)) sobre este grafo (ver 2.6.3).
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2.6 Algoritmos de Maximo Conjunto Independiente

2.6.1 Algoritmo heuristico Maximo Conjunto Independiente Simple (MCIS)

Es un algoritmo simple que en cada paso toma el vértice de menor grado del grafo
residual, sin tener en cuenta ninguna otra propiedad, para luego eliminar el vértice escogido
(que se incluye en el conjunto independiente) y sus adyacentes del grafo (reduccion del
grafo). De esta forma lo que se busca es descartar la menor cantidad de vértices posibles en
cada iteracion.

Fue concebido en 3 versiones diferentes, cada una de ellas aportando un grado mayor
de complejidad, si bien en términos generales todas siguen la misma estrategia de resolucion.

Las versiones implementadas son:

MCIS: Es el algoritmo mas performante, pues solamente realiza una ordenacién
inicial de los vértices segun el grado de menor a mayor. Si bien la ventaja es la
reduccion de operaciones, como desventaja tiene que a medida que el algoritmo
avanza la ordenacién inicial de vértices probablemente deje de ser valida, ya que
los grados de los vértices cambian dinamicamente en cada iteracion.

MCISM (M = Mejorado): Para reflejar el cambio dinamico de los grados de los
veértices en el criterio de seleccion, este algoritmo busca el vértice de menor grado
en cada iteracion, ya sea realizando una comparacion exhaustiva entre todos los
vértices, u ordenando los mismos de forma creciente. De esta forma siempre se
escoge realmente el vértice de menor grado, a expensas de un aumento en el
tiempo de ejecucion (debido a las sucesivas ordenaciones o busquedas).

MCISMR (R = Randdmico): Esta ultima version introduce aleatoriedad al
momento de producirse un empate debido a la existencia de mas de un vértice con
grado minimo, de esta manera se incorpora la capacidad de poder producir
diferentes resultados.

A continuacion presentamos el pseudocddigo del algoritmo MCISMR indicando las
variantes que se deberian realizar para generar las versiones mas simples.
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2.6.1.1 Pseudocddigo del Algoritmo MCISMR

MICSMR(G)

In G(V, E): (Grafo de entrada)
Out Ij;4,: Conjunto independiente maximal de G.

1: while [V| >0 do

2 Vmin={v €V, 2w d(w) < d(v),w €V} 1/ Conjunto de vértices con menor grado
3 v = Random(V win) I/ Retorna cualquier vértice de Vi

4: V=V -N[v] /I N(v) es el vecindario cerrado de v

S: IMax = Imax U {V}

6: endwhile

7: return lyay

Mientras queden nodos por procesar, se realiza una busqueda de todos los vértices de
menor grado (linea 2). Una vez obtenido dicho subconjunto de V se escoge uno de ellos
(cualquiera) y se elimina, junto a todos sus vecinos, del conjunto de vértices original (lineas 3
y 4). Finalmente se agrega el vértice seleccionado al conjunto independiente en construccion.

Para implementar el algoritmo MCISM, se debe cambiar la linea 3 por First(Vyin),
funcion que retorna el primer elemento del conjunto.

Para implementar MCIS, la linea 2 se elimina y se agrega antes del while de la linea 1 la
sentencia Sort(V) que ordena el conjunto de vértices segun el grado de menor a mayor. Luego
la linea 3 se modifica por First(V), funcion que tiene el mismo efecto que en MCISM pero
aplicado sobre V.

2.6.2 Algoritmo heuristico Vertex Support Algorithm (VSA)

El objetivo del algoritmo que presentamos a continuacion es el de encontrar el conjunto
independiente maximal o méaximo conjunto independiente (MIS por sus siglas en ingles) de
un grafo dado, que se calcula a través de la resolucion del problema de conjunto de
cubrimiento minimal o cobertura minima de vértices (MVC) utilizando el soporte de vértices.

El problema del m&ximo conjunto independiente (MIS) es un problema NP-hard clésico
de optimizacion en grafos, que posee muchas aplicaciones en el mundo real. Dado un grafo
G = (V,E), el problema del conjunto independiente es el de encontrar un subconjunto S de V
de cardinalidad maxima de tal forma que no haya dos vértices adyacentes en S. Por otro lado
el problema del conjunto de cubrimiento minimal de un grafo trata de encontrar un conjunto
de cubrimiento V. de G de cardinalidad minima. Ambos problemas se encuentran
relacionados dado que el conjunto independiente maximal S de G contiene todos los vértices
del grafo G que no forman parte del conjunto de cubrimiento minimal V. de G, es decir
S=V-1.
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D MVC={C.D} and MIS = {A. B. E, F}

E F

Figura 1 — Conjuntos independiente maximal y cubrimiento minimal

La figura anterior describe claramente la relacion entre los conjuntos independiente
maximal y de cubrimiento minimal.

Para el problema del conjunto de cubrimiento existen dos versiones, la de decision y
la de optimizacién. Para la version de decision la tarea consiste en verificar para un grafo G
dado si existe un conjunto de cubrimiento de un tamafio especificado, pero en la versién de
optimizacion la tarea es la de encontrar un conjunto de cubrimiento de tamafio minimo. Para
este caso se considero la opcion utilizada por el autor [42] es decir la version de optimizacion
del conjunto de cubrimiento minimal con el objetivo de obtener una solucion 6ptima. Este
problema puede ser formulado como un problema de programacion entera usando las
siguientes condiciones:

. Se definen las variables binarias a;; (i = 1,2,3,....,n;j = 1,2,3, .....,n) que forman la
matriz de adyacencia del grafo G.

o Cada variable tiene dos valores (1 o 0) dependiendo de si la arista existe o no, es decir
si una arista (v;, v;) esta en E entonces a;; = 1 sino a;; = 0.

o La salida del algoritmo muestra si el vértice v; esté en el conjunto independiente o no,
si v; = 1 esté en el conjunto independiente en otro caso v; = 0.

. El nimero de vértices del conjunto independiente se expresa como Z = ). v;

o Se cumple que so6lo uno o ninguno de los vértices de la arista (v;, v;) esta incluido en el

conjunto independiente, por lo que se puede escribir la siguiente restriccion para el
MIS:

vi+ij1

Finalmente el problema puede ser transformado en el siguiente problema de
optimizacion de programacion entera:
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Max Z = Zvi

v; + v; <1 V(vi,vj) EE

14 E{O,l} V'Ul'EV

2.6.2.1 Pseudocddigo del Algoritmo VSA

Como se menciond anteriormente este algoritmo fue disefiado para encontrar el
conjunto independiente maximal de un grafo G dado. La matriz de adyacencia A = (a;;) de
G, es un parametro de entrada del algoritmo mientras que en la salida se devuelve el conjunto
independiente maximal S de G. El grado d(v;) y soporte s(v;) de cada vértice v; € V de G
son calculados mediante las siguientes relaciones:

o d(v) = Zjaij
o s(v) = Xuenwdw)

El algoritmo en cada paso elije el vértice v; con maximo soporte y lo agrega al
conjunto de cubrimiento V.. En caso de que haya empate en cuanto al nimero maximo de
soporte se elije aquel vértice que tenga mayor grado de los dos y se agrega al conjunto de
cubrimiento V.. Luego se actualiza la matriz de adyacencia de G poniendo un cero en las
entradas correspondientes al vértice v que fue agregado al conjunto de cubrimiento V.. El
algoritmo continGa mientras G tenga aristas, es decir culmina cuando a;; =0V i,j.
Finalmente el conjunto independiente maximal S de G es obtenido a partir del conjunto de
cubrimiento minimal V. de G por S = V — V.

Para el pseudocddigo del algoritmo VSA fueron utilizadas las definiciones de
vecindario abierto, vecindario cerrado, grado y soporte de un vértice descriptas en la seccion
2.3 de este mismo trabajo.

VSA(G)

In G(V, E): (Grafo de entrada)
Out S: Conjunto independiente maximal de G, S(G) =V — V., donde V. es el
conjunto de cubrimiento minimal de G

1: Ve = @; selection=0;
2:Vi eV
3:do
d(v;) = Zj aij ; s(vy) = Zv,- EN(vi)d(Uj);
Max =s(vy), k=1
fori—2ton
if max < s(v;) then

A
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8: t=1i;

9: else if max = s(v;) and d(v; — k)<= d(v;) then
10: t=1;

11: else max = s(v;) and d(v; — k) > d(v;) then
12: t=i—k;

13: k =k+1;

14:  end for

15: VC = VC U {Ut};

16:  selection = selection + 1;

17:  Asignar el valor 0 a la t™ filay t™* columna de la matriz A = (aij);
18: while A # (0)

19: V. = selection;

20creturn S =V — V.

2.6.3 Algoritmo metaheuristico Adaptative Tabu Search (ATS)

Este algoritmo esta disefiado para buscar un conjunto independiente de un tamafio
especificado k en un grafo G(V,E). En el caso de no proporcionar un tamafio objetivo, el
algoritmo trata de encontrar el conjunto independiente de mayor tamarfio posible a partir de la
aplicacion de otro método de busqueda.

El espacio de busqueda del ATS estd compuesto por subconjuntos de V de tamafio k,
formalmente definido como 2 = {I c V:|I| = k}.

Se define la funcion f(I), I € 2 que cuenta el ndmero de aristas de G[I] (ver
definicion de subgrafo inducido en 2.5.3), o sea que f(I) = |E[I]|. Como corolario de lo
anterior tenemos que si f(I) = 0, todos los vértices contenidos en I no son adyacentes entre
si lo que convierte a I en un conjunto independiente, en caso contrario I no es un conjunto
independiente. Definido f (1), podemos decir que el objetivo de ATS es encontrar un I,y /
fUyax) = 0, [Iyax| €8 maximal.

2.6.3.1 Pseudocddigo del Algoritmo ATS

Dado I € £, una solucién candidata, d;(v) el grado inducido de v en I (ver 2.5.3),
definimos:

e Listargp, €S una lista tabu que contiene los vértices prohibidos para realizar cualquier
accion.
e MaxInl = max{d;(u),u € I yu €& Listarqp,}: devuelve el maximo grado inducido por

I solamente considerando los vértices de I.

e MinOutl = min{d;(v),v €V —Iyv €& Listary,}: devuelve el minimo grado
inducido por I solamente considerando los vértices que no estén en I.
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e A={u€l,u & Listarg, y d;(u) = MaxInl}: conjunto que contiene los vértices de I
cuyo grado inducido es MaxInl.

e B={veV—-ILv ¢&Listaya, y d;(v) = MinOutl}: conjunto que contiene Vértices
fuera de I cuyo grado inducido es MinOutl.

e T={(u,v),u€AveB,(uv) € E}: conjunto de aristas entre vértices de A y B.

e T, =f(I)+ Random(4): define la tenencia tabu de los vértices de A que se ingresan en
Listargpy , donde 1 < Random(4) < 4.

e Ty = 0.6 = T,: define la tenencia tabu de los vértices de B que se ingresan en Listargp.y,-

Utilizando las definiciones anteriores, podemos establecer una restriccion de vecindad
que permita realizar una busqueda eficiente de nuevas soluciones en el espacio de busqueda.
Para generar una nueva solucion I’ a partir de I definimos el siguiente movimiento:

I'=1—-{u}uv,u€eAveB.

A partir de este movimiento podemos establecer que f(I") = f(I) — d;(u) + d;(v) —
ey , donde e, , = 1si (u,v) € E y 0 en caso contrario. Entonces para minimizar el calculo
anterior, va a ser conveniente escoger vértices de A y B que tengan aristas en T.

En definitiva para escoger un par de vértices u y v a intercambiar, se define la
siguiente estrategia de busqueda de un nuevo vértice candidato:

e EI primer paso sera buscar cualquier par de vértices en T. En el caso de que T sea
vacio, se escogeran aleatoriamente un veértice de u € A y otro de v € B.

e Una vez elegidos los Vértices, se procede a realizar el movimiento para generar [ y se
ingresan u y v en Listarqp, POr T4 y T iteraciones respectivamente (se establecen
las tenencias de ambos vértices).

A continuacion presentamos el pseudocddigo del algoritmo ATS utilizando los
conceptos definidos previamente.

ATS(G)

In G(V, E): (Grafo de entrada)

In k: Tamario objetivo del conjunto independiente

In itery,,: Maxima cantidad de intentos para encontrar un conjunto independiente
mejor

Out Ijs4,: Conjunto independiente de tamafio k 0 maximal de G

Var Ig.g:: mejor conjunto independiente encontrado hasta el momento.

Var I: conjunto independiente encontrado en cada iteracion

Var zg, ;. tamafo de Igg;.

1. IMaX = ¢
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2:cinm=0 Il Cuenta las veces que no mejora un conjunto independiente
3: if k no esta especificado then

4: Igest = MCISMR(G) // Calculo un conjunto independiente inicial

5 Zgest = |Igest|

6: do

7. I = ATS(G,ZBeSt + 1,iter|\/|ax)

8 cinm=cinm + 1

9: if |I| > zgest then /1 Si encuentro un conjunto independiente de mayor tamafio
10: lgest = |

11: Zgest = |Igest|

12: cinm=0

13: endif

14: while cinm < 2 /1 Se busca como maximo 2 veces un conjunto mejor
15: IMax = IBest

16: else

17: Igest = Generar_Conjunto_Aleatorio(k) /I Genera un conjunto aleatorio de tamafio k
18: | = lgest

19:  while cinm < iterpa and f(1) > 0

20: Buscar_Mejor_Movimiento(u,v) /lueAyveEB

21: I=1-{u}u{v} /I Realizo movimiento para buscar un nuevo |
22: Listatapy. Insertar(u,Ta)

23: Listatapy. Insertar(u,Tg)

24: cinm=cinm +1

25: if f(1) < f(lgest) then

26: Igest = |

27: cinm=20

28: endif

29: endwhile

30: if f(lgest) = 0 then

31: IMax = IBest

32:  endif

33: endif

34: return lyay

El algoritmo basicamente tiene 2 comportamientos diferentes: uno cuando no se
indica un k objetivo (a partir de la linea 4) y otro cuando si es especificado (a partir de la
linea 17). En el primer caso, no se tiene un tamarfio de conjunto como objetivo, por lo tanto se
busca un conjunto independiente inicial (linea 4) aplicando el algoritmo heuristico MCISMR
(ver 2.6.1). Luego se intenta encontrar sistematicamente un conjunto independiente mejor
aplicando ATS pasando como tamarfio objetivo el tamafio del conjunto actual +1 (linea 7). Si
se encuentra un conjunto de mayor tamafo, se actualiza el conjunto de referencia actual. En
caso contrario, se incrementa la cantidad de intentos para buscar nuevos resultados (lineas 8 a
14).

Cuando existe un k de referencia, se crea un conjunto inicial de forma aleatoria de
tamafio k que no es necesariamente independiente (linea 17). Mientras el conjunto
considerado no sea independiente y no se acaben los intentos de encontrar este conjunto, en
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cada iteracion se busca un movimiento valido siguiendo la estrategia de busqueda de un
nuevo Vértice candidato (como se especificd anteriormente), se realiza el intercambio de los
vertices para generar una nueva posible solucion y se marcan los vértices intercambiados en
lista tabd (lineas 20 a 23). Si la nueva solucidn tiene menor numero de aristas, se actualiza la
mejor solucion encontrada hasta el momento y se reinicia el contador de intentos (lineas 25 a
28). Finalmente, si el algoritmo encuentra un conjunto independiente véalido, lo devuelve en
Imax, €N €aso contrario, el conjunto se devuelve vacio.

2.7 Analisis comparativo de algoritmos de coloreo

En esta seccion explicaremos las diferentes decisiones que tomamos para el disefio de
nuestros algoritmos, su parametrizacion y la eleccion de algunos de ellos. Como criterios
generales, tomamos en cuenta el tiempo de ejecucion y la calidad de la solucion obtenida de
cada algoritmo. También haremos mencidn sobre los resultados obtenidos por el grupo del
modulo de taller sobre algunas de sus instancias de prueba [43].

2.7.1 Infraestructura utilizada (hardware y software)

Para la implementacion de los algoritmos y la ejecucion de pruebas se utiliz6 un PC
de doble nucleo, con una frecuencia maxima de 2.8 GHz y arquitectura de 64 bits, con 4GB
de memoria RAM, sistema operativo Windows 7 de 64 bits, Visual Studio 2010 como
entorno de desarrollo y Visual C++ como lenguaje de programacion.

2.7.2 Instancias de prueba

Antes de comenzar con el analisis, haremos una breve introduccion sobre los diferentes
tipos de instancias de prueba que fueron utilizadas. Para los experimentos se consideraron 2
subconjuntos de instancias, el primero corresponde a un subconjunto de a instancias estandar
para la prueba de algoritmos (DIMACS (ver [44])) y el segundo son algunas de las instancias
generadas por el grupo del modulo de taller. A continuacion daremos una descripcion de cada
una de ellas:

e Grafos aleatorios: Son grafos generados de forma aleatoria, utilizados en [45] para los
cuales no se conoce su nimero cromatico. Los archivos correspondientes a estos tipos de
grafos respetan el formato de nombre “DSJCn.d.col”, donde n representa el nimero de
vértices, d indica la densidad de aristas del grafo y col es la extension (pe:
DSCJ1000.1.col, corresponde a un grafo de 1000 vértices y densidad 10%).

e Grafos planos: Son grafos estructurados utilizados por Joseph Culberson en la resolucién
del problema de coloreo Quasi aleatorio (ver [46]), cuyo nimero cromatico es conocido.
Los archivos correspondientes a estos tipos de grafos respetan el formato de nombre
“flatn_k_0.col”, donde n representa el nimero de vértices, k el numero cromatico y col
es la extension (pe: flat1000_50_0.col, corresponde a un grafo de 1000 vértices y nimero
cromatico 50).
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Grafos aleatorios geométricos: Son grafos creados mediante la seleccion de vértices
randomicos dentro de un plano, creando aristas entre vértices cuya separacion se menor o
igual a una distancia geométrica. El nimero cromético es conocido para algunas
instancias. Los archivos correspondientes a estos tipos de grafos respetan el formato de
nombre “Rn.d[c].col”, donde n representa el nimero de vértices, d la densidad de aristas
del grafo, [c] es opcional e indica que es un grafo complementado a partir de otra de las
instancias proporcionadas y col es la extension (pe: R1000.1.col, corresponde a un grafo
de 1000 vértices y densidad 10%, R1000.1c, es el grafo complemento del R1000.1).

Grafos aleatorios grandes: Son grafos con las mismas caracteristicas que los grafos
aleatorios, con la particularidad de que no son muy utilizados en experimentos
computacionales debido a su gran tamafo. Los archivos correspondientes a estos tipos de
grafos respetan el formato de nombre “Cn.d.col”, donde n representa el niimero de
vértices, d indica la densidad de aristas del grafo y col es la extension (pe: C4000.5.col,
corresponde a un grafo de 4000 vértices y densidad 50%).

Grafos grupo mddulo de taller: Son grafos generados de forma aleatoria de los cuales
no se conoce su numero cromatico. Los archivos correspondientes a estos tipos de grafos
respetan el formato de nombre “instancia_prueba_an._ut_pd.txt”, donde n representa el
numero de vértices, t indica el umbral de tolerancia (utilizado en la medicién de la
eficiencia de una unidad, concepto que veremos en el capitulo siguiente), d indica la
densidad de aristas del grafo y txt es la  extension  (pe:
instancia_prueba_al00. ul5 pO05.txt, corresponde a un grafo de 100 vértices, umbral de
tolerancia de un 15% y densidad 50%).

El formato de archivo del primer subconjunto de instancias (DIMACS) cumple con la

siguiente estructura:

Regidn de comentarios: Esta seccion puede estar solamente al principio del archivo y
puede contener cero 0 mas lineas de comentario. Una linea de comentario debe comenzar
con el caracter “c” y un “espacio en blanco” seguido de cualquier cadena de caracteres
(por ejemplo: ¢ FILE: DSJC125.1). La informacion contenida en esta seccién del archivo
se utiliza s6lo con fines informativos.

Informacion general del grafo: Esta seccion contiene los parametros generales del grafo
y se especifica con una linea a continuacién de la region de comentarios. Esta linea de
parametros debe comenzar con la cadena “p edge” seguido del niUmero de vértices y el
namero de aristas (por ejemplo: p edge 125 1472).

Aristas: En esta seccion del archivo se determinan las aristas que contiene el grafo.
Como los grafos contienen aristas sin direccion, es indiferente cuél de ellas se debe
especificar. De igual forma como criterio de especificacion se indican las aristas que
parten del nodo con mayor identificador numérico hacia los de menor identificador.
Existe una linea por cada arista cuyo formato es el caracter “e” seguido por el id del

primer vértice y el id del segundo vértice (por ejemplo: e 5 1). Un pequefio detalle a tener
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en cuenta es que la cantidad de aristas especificadas en la seccion anterior es exactamente
el doble de las detalladas aqui debido a que se especifican todas las aristas necesarias para
configurar el grafo no dirigido.

Por otro lado, el formato de los archivos del Grupo de Taller respeta la siguiente

estructura:

Umbral de tolerancia (por ejemplo: 0.15).
Cantidad de vertices del grafo (por ejemplo: 200).

Matriz de compatibilidad: Por cada vértice (o actividad) se genera una linea de ceros (0
=no arista) y unos (1 = arista) para determinar las aristas que contiene con otros vértices
del grafo (por ejemplo. 0100 1...... ).

Tasas y tolerancias: Por cada vértice se genera una linea que contiene el id del vértice o
actividad, la tasa de arribo, la tasa de servicio y la tolerancia del cliente (por ejemplo: O
1.554033 3.130481 1.281902). Esta informacion no es considerada para la etapa de
coloreo, aunqgue si es util para la simulacion, de igual manera la misma no es obtenida de
aqui, sino de un archivo de configuracion utilizado por el simulador (como puede verse
en el Apéndice D).

Para este proyecto se utilizd la siguiente lista de instancias, discriminadas por etapa de

experimento y agrupadas en las categorias descriptas al principio de la seccién:

Etapa Disefio y Calibracion: Para tomar decisiones de disefio como por ejemplo la
seleccion de estructuras de datos, o algoritmos embebidos y para encontrar la
configuracién optima de los algoritmos metaheuristicos se ejecutaron 3 veces instancias
de tamafio <= 1000 Vértices.

= PDSJC125.1.col, DSJC250.5.col, DSJC500.5.col, DSJC500.9.col, DSJC1000.1.col,
DSJC1000.5.col.

= flat300 26 0.col.
= R125.1c.col, R1000.5.col.
= instancia_prueba_a200_u015 p025.txt, instancia_prueba_a200_u015 p075.txt.

Etapa Pruebas de Coloreo: Para realizar los experimentos se ejecutaron 3 veces
instancias de tamafio <= 4000 vértices.

= PDSJC125.1.col, DSJC125.9.col, DSJC250.5.col, DSJC500.9.col, DSJC1000.1.col,
DSJC1000.5.col, DSJC1000.9.col.

= flat300_26 O0.col, flat1000_50 0.col, flat1000_76 0.col.

= R125.1c.col, R250.5.col, R1000.5.col.
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= (C2000.5.col, C2000.9.col, C4000.5.col.

= instancia_prueba_a200 u015 p025.txt, instancia_prueba_a200 u015 p075.txt.

2.7.3 Estructuras de datos utilizadas

Se implementaron 2 tipos de grafos, uno basado en matriz de adyacencia y otro en
listas de adyacencia. Utilizando estas construcciones de software, criterio de seleccion para
escoger la mejor estructura se comparo la eficiencia en términos de tiempo de ejecucion para
cada una de ellas a partir de la ejecucion del mismo conjunto de algoritmos.

2.7.3.1 Matriz de Adyacencia Binaria

Como en nuestra realidad no utilizamos grafos ponderados, para las estructuras
basadas en matriz de adyacencia, basta para representar la existencia de una arista entre un
par de vértices el valor 1 y con 0O el caso contrario. A partir de lo anterior, como primera
alternativa, se decidié realizar una implementacion de grafo utilizando una matriz de
adyacencia binaria, con la particularidad de que esta matriz internamente esta representada
por un vector de bits de tamafio filas x columnas, donde cada bit representa un elemento de la
matriz y si un bit es positivo determina la existencia de una arista entre un par de veértices. Por
ser una matriz de adyacencia, es cuadrada de tamafio |V| = |V|, ademas como trabajamos con
grafos no dirigidos y no existen lazos hacia un mismo vértice, estas matrices son simétricas
con su diagonal en 0.

Gréaficamente la implementacion de esta estructura para una matriz genérica (sin
considerar propiedades particulares) se podria representar como:

0 [ i) 1]
10, 0 -
"""""""""" “ |y IVl 0010|1110 ............ | 1111 | 0110 |
................... : = —
.................. 0 —~
Ol 0 ) Vi«1vi
— _
g
V]

Figura 2 — Representacion de estructura para una matriz genérica

Donde el gréfico de la izquierda de la Figura 2 muestra la idea conceptual, y el de la
derecha muestra efectivamente la estructura implementada.

Adicionalmente con el objetivo de optimizar la obtencion del grado de un vértice, se
almacena la suma de elementos positivos para cada fila y cada columna. De esta forma se
obtiene esta propiedad con un costo 0(1).
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2.7.3.2 Listas de adyacencia

El conjunto de vértices es almacenado en una lista doblemente encadenada donde
cada elemento tiene un puntero a una lista de adyacencia. Cada lista de adyacencia, es una
lista doblemente encadenada que contiene los vértices adyacentes a un nodo del grafo v,
donde cada elemento de esta lista tiene basicamente un puntero al vértice adyacente w de v y
un puntero a la posicién que ocupa v en la lista de adyacentes de w. Los dos punteros de la
lista de adyacencia permiten la eliminacion de aristas en tiempo contante. Para ambas listas
se utiliz6 una implementacion basadas en arreglos de forma de poder minimizar los fallos de
cache (cache — misses [47]) ya que los arreglos son almacenados en lugares contiguos de
memoria.

Graficamente la implementacion de esta estructura se podria representar como:

Ll &2 ]
ST .
At 2 2 ¥

Figura 3 — Listas de Adyacencia

2.7.3.3 Analisis de estructuras

Una bondad de las matrices binarias es que permite almacenar un grafo de forma
comprimida, reduciendo el consumo de memoria. Como el tipo de dato mas pequefio
representable en C++ es el byte, el tamafio aproximado para grafo de n vértices esta dado por:

n o nxm+1) 5
Zl=1l _ 2 — n n
3 + (4 * n) bytes = 3 + (4 * n) bytes = T + (4 * n) bytes

Dado que para una matriz simétrica se cumple que m; ; = m;;, Vi, j, no es necesario
representar la totalidad de los elementos en memoria, es suficiente con almacenar los valores
de la diagonal junto con los elementos ubicados por encima o por debajo de ella. Tomando en
cuenta el caso del almacenamiento de los elementos por debajo de la diagonal, se cumple que

la fila i contiene i elementos. Si generalizamos lo anterior, para una matriz de n filas

. n . _ nx(n+1) ., p ~
necesitamos almacenar Zi:ll = > elementos. Como la representacion mas pequena para
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un tipo de datos en C++ ocupa un byte (8 bits), y cada elemento de la matriz se puede
representar con un bit, podemos almacenar hasta un maximo de 8 elementos. Considerando
un vector de bytes como estructura de almacenamiento, el tamafio necesario para guardar en

nx(n+1)
elementos ] _ [Tl
8

cantidad de elementos x indice de vector

una matriz simétrica de tamafio n es [

espacios de memoria ya que la division puede no ser exacta y la granularidad en la
representacion no permite ajustar este valor (el desperdicio de memoria es, a lo sumo, de 7
bits si se utiliza un Unico bit del Gltimo elemento del vector para representar el Gltimo
elemento de la matriz). Como el grafo considerado tiene n vértices y para almacenar cada
grado utilizamos un entero de 32 bits (4 bytes), se necesitan 4 * n bytes para implementar la
optimizacion sobre la obtencion del grado.

Otra ventaja que demostro esta estructura fue la velocidad superior de carga de las
instancias de grafos en memoria. Esto se debe a que su tamafio es reducido, la asignacién
total de memoria se realiza al inicio del proceso de carga y las operaciones de insercion
aristas involucran un pequefio conjunto de operaciones matematicas.

Por ultimo la operacion de complemento de la matriz se lleva a cabo simplemente
negando todos bits almacenados en cada elemento del vector, no es necesario buscar el
conjunto de vértices no adyacentes a un nodo del grafo para representar las aristas del nodo
en el grafo complemento.

A pesar de las ventajas mencionadas, las matrices binarias no son la mejor estructura
para representar grafos con pocas aristas, debido a que se almacenan muchos 0 para indicar
gue no existe una arista, cuando en realidad lo relevante es saber solamente cuando existe.
Ademas las operaciones que involucran vértices adyacentes son ineficientes, debido a que
para obtener el conjunto de vértices adyacentes a un vértice dado se requiere de una recorrida
completa de una fila de la matriz (0 (n)).

Para el caso de las listas de adyacencia, si bien no economizan en espacio, mejoran
considerablemente las operaciones relacionadas con vértices adyacentes, ya que esta
estructura registra exclusivamente las relaciones existentes en un grafo. De esta forma la
obtencion del conjunto de vértices adyacentes es directa, por lo cual se eliminan muchas
recorridas innecesarias. Ademas la eliminacion de vértices y relaciones se realiza mediante la
manipulacion directa de punteros (eliminacién perezosa), a diferencia de las matrices binarias
donde es necesario realizar una serie de célculos para poder eliminar una simple arista y no es
posible eliminar un vértice sin tener que modificar toda la estructura. Debido a que todos los
algoritmos hacen un uso exhaustivo de operaciones que involucran vértices adyacentes, con
esta estructura se mejora considerablemente los tiempos de ejecucion de los mismos.

A continuacion se presentan los resultados obtenidos producto de la ejecucion de los
algoritmos de coloreo RLF y LRLF y de calculo del méaximo conjunto independiente
MCISMR y VSA sobre diferentes tipos de instancias:
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Tiempo(s) RLF  Tiempo(s) RLF Tiempo(s) LRLF = Tiempo(s) LRLF

Instancia GB GC GB GC

instancia_prueé);gazoo_uOlS_p 0,018 0,001 0,008 0,001
|nstanc|a_prue(§);15_a200_u015_p 0,083 0,005 0,025 0,001
DSJC125.1 0,118 0,001 0,001 0
DSJC250.5 0,198 0,003 0,028 0,002
flat300_26_0 0,35 0,005 0,041 0,003
DSJC500.9 0,768 0,229 0,432 0,018
R1000.5 7,173 0,716 2,578 0,06
DSJC1000.5 6,674 0,358 1,256 0,14

Tabla 1 — Resultados algoritmos RLF y LRLF

La tabla muestra el nombre de las instancias utilizadas en la columna 1; las columnas
2 y 3 muestran el tiempo de ejecucion del algoritmo RLF para el grafo basado en matriz
binaria de adyacencia (de aqui en mas lo llamaremos grafo binario o GB) y el grafo basado
en listas de adyacencia (de aqui en mas lo llamaremos grafo comuin o GC) y las columnas 4 y
5 muestran el tiempo de ejecucion del algoritmo LRLF para el grafo binario y comadn.

Tiempo(s) Tiempo(s) Tiempo(s) Tiempo(s)

Instancia MCISMR GB MCISMR GC VSA GB VSA GC

|nstanC|a_péT;(I):)2aga200_u01 0,002 0 0,046 0,002
instancia_prueba_a200_u01 0,083 0,005 0,025 0,001
5 p075
DSJC125.1 0 0 0,004 0
DSJC250.5 0,004 0 0,253 0,009
flat300_26_0 0,007 0,001 0,391 0,014
DSJC500.9 0,024 0,003 5,727 0,319
R1000.5 0,068 0,011 14,333 0,013
DSJC1000.5 0,073 0,014 15,691 0,445

Tabla 2 — Resultados MCISMR y VSA

La tabla muestra el nombre de las instancias utilizadas en la columna 1; las columnas
2 'y 3 muestran el tiempo de ejecucién del algoritmo MCISMR para el grafo basado en matriz
binaria de adyacencia (de aqui en mas lo llamaremos grafo binario o GB) y el grafo basado
en listas de adyacencia (de aqui en mas lo llamaremos grafo comun o GC) y las columnas 4 y
5 muestran el tiempo de ejecucion del algoritmo VSA para el grafo binario y comun.

Como se puede observar, los tiempos de ejecucion de los algoritmos que utilizan
grafos comunes son muy inferiores a los tiempos de los algoritmos que utilizan grafos
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binarios. Como ya comentamos anteriormente, la razon principal es la ineficiencia que
presentan los grafos binarios para realizar algunas operaciones que involucran vértices
adyacentes.

A partir de estos resultados, decidimos utilizar los grafos comunes para la
implementacion de todos los algoritmos de coloreo y maximo conjunto independiente.

2.7.4 Parametrizacion y disefio EXTRACOL

Para disefiar el algoritmo EXTRACOL, la etapa de pre procesamiento requiere de la
parametrizacion del algoritmo ATS, donde a su vez es necesario para el disefio de este Gltimo
especificar un algoritmo de maximo conjunto independiente para el caso en que no esta
determinado el parametro de tamafio de conjunto independiente objetivo y para su ejecucion
se necesita especificar la cantidad maxima de intentos infructuosos soportado. Para la etapa
de coloreo del grafo residual resultante de la etapa anterior, es necesario incorporar un
algoritmo de coloreo para encontrar una coloracion factible de minima cardinalidad. Ademas
para la ejecucion de este algoritmo es necesario especificar el tamafio del grafo residual
(parametro condicionado por la eleccion del algoritmo de coloreo de la segunda etapa), la
cantidad méaxima de iteraciones infructuosas sin encontrar nuevos conjuntos independientes y
el tamafio maximo del conjunto de conjuntos independientes.

2.7.4.1 Parametrizacion y disefio ATS

Para implementar la busqueda de un conjunto independiente de tamafio maximo para
el caso en que no hay un tamafo objetivo especificado, fue necesario incorporar un
algoritmo heuristico para encontrar una solucion inicial que permitiera establecer un tamafio
objetivo de partida para intentar mejorar. Para realizar esta seleccion, se consideraron los
algoritmos MCIS en sus tres versiones y el algoritmo VSA, los cuales fueron aplicados 3
veces sobre una serie de instancias de diferentes tamafios. Como criterios de seleccion se
considero6 el tiempo de ejecucion y la calidad de la solucién obtenida. A continuacion se
presentan los mejores resultados obtenidos producto de la ejecucion de los algoritmos
mencionados sobre el grafo binario:

Instancia s k- | Tiempo(s) | Tiempo(s) Tiempo(s) Tlempo(s)
MCIS MCISM | MCISMR  VSA MCIS MCISM MCISMR

R1000.5 6 7 7 5 0,001 0,069 0,068 14,333
DSJC250.5 7 9 11 8 0,001 0,005 0,004 0,253
DSJC1000.9 4 4 5 4 0,001 0,102 0,101 42,904

Tabla 3 — Mejores resultados grafo binario
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La tabla muestra el nombre de las instancias utilizadas en la columna 1; las columnas
2 a 5 muestran el tamafio del conjunto independiente obtenido por cada algoritmo y las
columnas 6 a 9 muestran el tiempo de ejecucion del algoritmo necesario para la obtencién de
cada resultado.

En todos los casos, los mejores resultados fueron obtenidos por el algoritmo
MCISMR, si bien el tiempo de ejecucion mas bajo fue para el MCIS. El peor desempefio
considerando los 2 criterios fue para el VSA quién no superd a ninguno de los algoritmos,
salvo para la ejecucion de la instancia DSJC250.5, donde super6 solo al algoritmo MCIS, y
alcanzo el tiempo de ejecucion mas elevado en todos los casos. Si bien MCISMR no obtiene
los mejores tiempos de ejecucién, tampoco ejecuta durante periodos de tiempo prolongados,
por lo cual lo hace el candidato mas promisorio para ser utilizado en el ATS.

Otro aspecto a considerar, es la especificacion del parametro cantidad méxima de
iteraciones infructuosas. Para ello se probd ejecutar el algoritmo sobre un pequefio conjunto
de instancias especificamente seleccionadas, cuya dificultad reside en encontrar conjuntos
independientes de maximo tamafio sin determinar un tamafio objetivo y variando la cantidad

de iteraciones entre 50, 100, 200 y 500. Los resultados obtenidos fueron:

Instancia S| - ATS(50) S| - ATS(100) IS| -ATS(200) || - ATS(500)
R125.1c 6 7 7 7
DSJC125.1 34 34 34 34
DSIC250.5 10 11 12 11
DSJC500.5 12 12 13 13
DSJC1000.1 62 63 62 65
Instancia  %Exito ATS(50) % Exito ATS(100) | %Exito ATS(200)  %Exito ATS(500)
R125.1c 100 66 66 66
DSJC125.1 33 100 100 100
DSJC250.5 100 33 33 100
DSJC500.5 100 100 33 66
DSJC1000.1 66 33 100 33
Instancia  Tiempo(s) ATS(50) Tiempo(s) ATS(100) Tiempo(s) ATS(200) W)
ATS(500)
R125.1c 0 0 0,016 0,036
DSJC125.1 0,011 0,016 0,035 0,049
DSJC250.5 0,024 0,04 0,101 0,135
DSJC500.5 0,048 0,123 0,246 0,665
DSJC1000.1 0,232 0,625 0,473 1,769

Tabla 4 — Resultados parametrizacién ATS
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La primera tabla muestra el nombre de las instancias utilizadas en la columna 1; las
columnas 2 a 5 muestran el tamafio del conjunto independiente obtenido por cada
parametrizacion diferente. La segunda tabla muestra el nombre de las instancias utilizada en
la columna 1, las columnas 2 a 5 muestran el porcentaje de éxito para la obtencién resultado
de la primera tabla (para 3 ejecuciones consecutivas). La tercera tabla muestra el nombre de
las instancias utilizada en la columna 1, las columnas 2 a 5 muestran el mejor tiempo de
ejecucion del algoritmo necesario para la obtencidn del resultado de la primera tabla.

A partir de estos resultados, se puede observar que para 200 y 500 el ATS obtiene los
mejores resultados para 4 de las 5 instancias. Tomando en cuenta las 3 instancias en comun
(R125.1c, DSJC125.1, DSJC500.5) donde ambas configuraciones ejecutan mejor, la
parametrizacion de 500 obtiene un porcentaje mayor de éxito que la de 200 para la instancia
DSJC500.5, sin embargo, el tiempo de ejecucién es mas del doble, propiedad que se repite
también para las instancias R125.1c y DSJC1000.1.

En conclusion, tomando en cuenta la calidad de la solucidn, el porcentaje de acierto y los
tiempos de ejecuciodn se decide utilizar 200 como tope de iteraciones infructuosas.

2.7.4.2 Decisiones de disefio EXTRACOL

Luego de llevarse a acabo la etapa de pre procesamiento, el siguiente paso del
algoritmo consiste en aplicar un algoritmo de coloreo sobre un grafo reducido para encontrar
una solucion factible al problema. Para realizar esta seleccion, se consideraron los algoritmos
CSR en sus tres versiones y los algoritmos RLF y LRLF, donde cada uno de ellos fue
aplicado 3 veces sobre una serie de instancias de diferentes tamafios. Como criterios de
seleccion se considero el tiempo de ejecucion y la calidad de la soluciéon obtenida. A
continuacién se presentan los mejores resultados obtenidos producto de la ejecucion de los
algoritmos mencionados sobre el grafo comin:

: k- |
Instancia
R125.1c 46 46 49 51 49
DSJC125.1 6 6 8 8 7
DSJC250.5 34 34 36 41 34
DSJC500.5 59 59 62 71 56
DSJC1000.1 24 24 28 32 25
. . . %Exito - %Exito - %Exito -
Instancia %Exito - RLF ~ %EXxito - LRLF CSR_MCISMR CSR_VSA CSR_ATS
R125.1c 33 33 33 100 66
DSJC125.1 100 100 66 66 33
DSJC250.5 66 100 66 33 66
DSJC500.5 66 100 66 33 33
DSJC1000.1 100 100 100 33 66
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Tiempo(s) - Tiempo(s) - Tiempo(s) - \ Tiempo(s) - Tiempo(s) -

instancia RLF LRLF CSR_MCISMR  CSR_VSA CSR_ATS | |
R125.1c 0,003 0 0,024 0,051 0,333
DSIC125.1 0 0 0,001 0,001 0,078
DSIC250.5 0,004 0,001 0,047 0,13 1,015
DSJC500.5 0,041 0,013 0,38 1,533 4,808
DSJC1000.1 0,014 0,028 14 0,367 4,953

Tabla 5 — Mejores resultados grafo comun

La primera tabla muestra el nombre de las instancias utilizadas en la columna 1; las
columnas 2 a 5 muestran la cantidad de colores 6ptima obtenido por cada algoritmo diferente.
La segunda tabla muestra el nombre de las instancias utilizada en la columna 1, las columnas
2 a 5 muestran el porcentaje de éxito para la obtencion resultado de la primera tabla (para 3
ejecuciones consecutivas). La tercera tabla muestra el nombre de las instancias utilizada en la
columna 1, las columnas 2 a 5 muestran el mejor tiempo de ejecucion del algoritmo necesario
para la obtencién del resultado de la primera tabla.

Es trivial observar que el algoritmo LRLF es el que obtiene los mejores resultados,
porcentajes de éxito y tiempos de ejecucion en 4 de las 5 pruebas, si bien RLF, que es un
algoritmo equivalente, tiene un porcentaje de acierto un poco inferior en 2 de los 5 casos.
Esta caracteristica difiere entre estos dos algoritmos debido a algunas decisiones aleatorias,
que determinan casuisticas diferentes, como la seleccion de un nodo a procesar en un paso
cuando se produce un empate en el criterio de seleccion (basicamente se tira una moneda).
CSR_ATS logra un mejor valor optimo para la instancia DSJC500.5, pero a una baja tasa de
éxito (33%) y con un tiempo de ejecucion elevado (4,808 s) en comparacion con RLF (0,041 s) y
LRLF (0,013 s). Debido la superioridad general en los resultados se decide utilizar LRLF para
encontrar una coloracion del grafo residual como paso final del algoritmo EXTRACOL.

2.7.4.3 Parametrizacion EXTRACOL

Ademas de calibrar el algoritmo ATS embebido, es necesario especificar el tamafio
del grafo residual (g), la cantidad maxima de iteraciones infructuosas (maxlter) y el tamafio
méaximo del conjunto de conjuntos independientes (maxPool), cuyos elementos disjuntos son
utilizados para generar el grafo residual de la siguiente iteracion.

Para la configuracion de éstos pardmetros se realizaron 3 ejecuciones de prueba con
cada instancia tomando q = 65% sobre la cantidad de vértices del grafo original (el autor
recomienda utilizar un tope de 800 vértices para grafos de 1000 veértices o superiores [36]),
variando maxlIter y maxPool en los siguientes valores:

e maxlter =5, maxPool = 20

e maxlter = 10, maxPool =40
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e maxlter = 10, maxPool = 80

e maxlter = 20, maxPool = 80

Para este conjunto de casuisticas los resultados obtenidos fueron los siguientes:

Instancia k —Extracol k —Extracol k —Extracol k —Extracol
(%65,5,20) (%65,10,40) (%65,10,80) (%65,20,80)
R125.1c 49 47 47 48
DSJC125.1 6 6 6 6
DSJC250.5 33 33 33 33
DSJC500.5 57 57 56 58
DSJC1000.1 24 24 23 23

%EXxito-Extracol

%Exito-Extracol

%EXxito-Extracol

%EXxito-Extracol

stancia (%65,5,20) (%65,10,40) (%65,10,80) (%65,20,80)
R125.1c 66 66 33 66
DSJC125.1 100 100 100 100
DSJC250.5 66 100 33 33
DSJC500.5 33 66 33 66
DSJC1000.1 100 100 33 33
Tiempo(s)- Tiempo(s)- Tiempo(s)- Tiempo(s)-
Instancia Extracol Extracol Extracol Extracol
(%65,5,20) (%65,10,40) (%65,10,80) (%65,20,80)
R125.1c 10,34 3,972 5,007 6,04
DSJC125.1 0,064 0,08 0,079 0,111
DSJC250.5 0,965 2,273 1,517 2,829
DSJC500.5 9,2 4,118 9,639 9,853
DSJC1000.1 5,289 13,756 15,087 63,055

Tabla 6 — Resultados parametrizacion EXTRACOL

La primera tabla muestra el nombre de las instancias utilizadas en la columna 1; las
columnas 2 a 5 muestran la cantidad de colores éptima obtenido por cada parametrizacion
diferente. La segunda tabla muestra el nombre de las instancias utilizada en la columna 1, las
columnas 2 a 5 muestran el porcentaje de éxito para la obtencion resultado de la primera tabla
(para 3 ejecuciones consecutivas). La tercera tabla muestra el nombre de las instancias
utilizada en la columna 1, las columnas 2 a 5 muestran el mejor tiempo de ejecucion del
algoritmo necesario para la obtencion del resultado de la primera tabla.

A partir de estos resultados, se puede observar que tomando maxIter = 10, maxPool =
80 se obtienen los mejores resultados para todos los casos, sin embargo el porcentaje de éxito
para 4 de los 5 casos son de un 33% (1/3 de probabilidad de obtener el resultado). Por otro
lado tomando maxIter = 10, maxPool = 40, 3 de los 5 casos son 6ptimos y los dos restantes
son casi 6ptimos (diferencia de 1 con el resultado Optimo), ademé&s obtiene los mejores
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porcentajes de éxito para todos los casos y los tiempos de ejecucién en general son buenos.
Para maxIter = 20, maxPool = 80 ocurre lo mismo que para el caso anterior, pero uno de los
resultados inferiores tiene una diferencia de 2 con respecto al mejor resultado. Cuando
maxIter = 5, maxPool = 20 s6lo 2 de los 5 casos son éptimos.

En conclusion, tomando en cuenta la calidad de la solucion, el porcentaje de acierto y
los tiempos de ejecucion se decide utilizar maxIter = 10 y maxPool = 40.

2.7.5 Seleccion de algoritmos de coloreo

Las pruebas de los algoritmos de coloreo fueron realizadas sobre un grupo extenso de
instancias (ver 2.7.2), con el objetivo de visualizar cuéles son los algoritmos que mejores
soluciones encuentran. Se ejecutaron 18 instancias un total de 3 veces cada una de ellas, a
partir de lo cual se obtuvieron los siguientes resultados:

. k- k- k- k- k- k-
instancia RLF  LRLF EXTRACOL_LRLF CSR_MCISMR CSR_VSA CSR_ATS
instancia_prueba_a200_u015 16 15 15 18 19 16
_p025
instancia_prueba_a200 u015 46 46 46 51 57 49
_p075
R125.1c 47 47 48 48 51 48
R250.5 70 70 74 87 105 89
R1000.5 249 | 249 268 349 399 346
flat300_26_0 38 38 37 41 45 38
flat1000_50 0 105 | 104 97 104 122 93
flat1000 76 0 105 105 99 105 121 96
DSJC125.1 6 6 6 7 8 7
DSJC125.9 49 48 50 52 56 54
DSJC250.5 34 34 34 37 42 33
DSJC500.9 152 | 150 148 154 173 150
DSJC1000.1 24 24 24 27 31 25
DSJC1000.5 105 | 106 101 108 123 96
DSJC1000.9 280 | 274 265 280 315 261
C2000.5 194 | 193 175 188 221 169
€2000.9 510 | 511 469 501 568 464
C4000.5 355 354 307 335 395 301
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Tiempo(s) . . .
EXTRACOL Tiempo(s) Tiempo(s) - Tiempo(s)

-RLF - LRLF LRip CSR_MCISMR ~ CSR_VSA  CSR_ATS

Tiempo(s) | Tiempo(s)

Instancia

'“St%”_cu'gigr_”peob;gazo 0,001 0,001 0,362 0,006 0,013 0,324
'“St%'fdgf;r_”peob;‘gazo 0,005 0,001 0,816 0,052 0,166 0,986
R125.1c 0,003 0 3,997 0,05 0,271 0,354
R250.5 0,006 0,001 3,938 0,086 0,272 1,491
R1000.5 0,716 0,06 56,668 7,06 67,882 52,388
flat300_26_0 0,005 0,003 1,582 0,068 0,226 1,444
flat1000_50_0 0,337 0,145 116,961 1,451 22,835 28,246
flat1000_76_0 0,348 0,042 193,996 2,567 24,265 27,849
DSJC125.1 0,001 0 0,095 0,001 0,002 0,055
DSJC125.9 0,002 0 0,295 0,02 0,055 0,477
DSJC250.5 0,003 0,002 1,242 0,044 0,12 1,054
DSJC500.9 0,229 0,018 15,378 1,507 15,305 11,171
DSJC1000.1 0,014 0,031 8,603 0,17 0,369 4,445
DSJC1000.5 0,358 0,14 116,266 1,512 32,639 30,52
DSJC1000.9 1,675 0,119 76,36 13,113 202,135 75,07
C2000.5 3,274 1,318 480,419 21,667 376,988 281,865
C2000.9 13,79 0,828 1282,17 106,87 3160,6 656,963
C4000.5 24,666 9,39 2395,2 207,454 6200,73 1740

Tabla 7 — Resultados seleccién de algoritmos

La primera tabla muestra el nombre de las instancias utilizadas en la columna 1; las
columnas 2 a 7 muestran la cantidad de colores dptima obtenido por cada parametrizacion
diferente. La segunda tabla muestra el nombre de las instancias utilizada en la columna 1, las
columnas 2 a 7 muestran el mejor tiempo de ejecucion del algoritmo necesario para la
obtencion del resultado de la primera tabla. Para ambas tablas se muestra en rojo los mejores
resultados y la casilla en amarillo muestra el siguiente mejor resultado.

Para grafos cuya cantidad de vértices es inferior a 1000, el algoritmo LRLF obtiene
los mejores resultados para todas las instancias salvo para flat300 26 0, DSJC250.5 y
DSJC500.9 (esto da un total de 6 de 9 instancias), donde obtiene un valores suboptimo muy
cercanos a los mejores resultados (con diferencias entre 1 y 2 colores), donde el tiempo de
ejecucion para todos ellos es el menor.

Los algoritmos CSR en sus versiones MCISMR y VSA, no superaron a ninguno de
los otros algoritmos, en cuanto a la calidad de la coloracion, siendo el VSA el peor de todos
incluyendo los tiempos de ejecucion.

Para instancias de 1000 vértices o superiores, se destacaron los algoritmos
EXTRACOL (con LRLF para coloreo del grafo residual) y CSR_ATS, no pos sus tiempos de
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ejecucion, ya que el principio de busqueda de buenas soluciones de estos algoritmos esta
ligado fuertemente al hecho de aumentar la cantidad de iteraciones (entre otros parametros) y
en consecuencia el tiempo final de ejecucion, sino diferencia entre las soluciones encontradas
por los restantes algoritmos. Sin embargo fue una sorpresa ver que el algoritmo CSR_ATS
obtuvo los mejores resultados para 7 de las 9 instancias, si bien EXTRACOL obtiene para
todas ellas resultados sub-6ptimos muy similares (la diferencia mas grande es de 6 colores).
Con respecto a los grafos geométricos, ninguno obtiene resultados Optimos siendo el
CSR_ATS el peor de los 2, en particular sobre la instancia R1000.5 (donde LRLF obtiene un
resultado 6ptimo), de hecho todos los algoritmos CSR muestran una mala performance, por
lo cual se puede deducir que la estrategia de extraer de a un conjunto independiente sobe un
grafo residual no es buena. Que EXTRACOL no funcione bien sobre grafos geométricos no
es una novedad ya que el autor de advierte de la mala performance sobre este tipo de grafos
en [36]. Desde un punto de vista un poco mas general, tomando en cuenta la totalidad de las
pruebas y los algoritmos que producen mayor cantidad de buenos resultados, vemos que
CSR_ATS obtiene 8 coloraciones 6ptimas y 5 sub-6ptimas , LRLF obtiene 8 6ptimas y 3 sub-
Optimas y EXTRACOL obtiene 6 resultados 6ptimos y 11 sub-6ptimos, donde para éste
altimo los mejores resultados se producen sobre algunas instancias pequefias, una mediana
(DSJC500.9), una grande (DSJC1000.1), y los resultados sub-6ptimos se producen para
instancias de todos los tamafios. Del analisis anterior, podemos concluir que EXTRACOL es
el algoritmo que mejor se comporta en la generalidad de los casos ya que obtiene buenos
resultados para la mayoria de las pruebas.

Debido a la inferioridad en los resultados obtenidos por EXTRACOL para grandes
instancias (DSJC1000.5, DSJC1000.9, C2000.5, C2000.9, C4000.5), con respecto al
algoritmo CSR_ATS, decidimos crear otra version donde el grafo residual es coloreado
utilizando éste ultimo. El objetivo de esta prueba consiste en visualizar si la combinacion de
la etapa de pre procesamiento sofisticado de EXTRACOL con un algoritmo de coloreo de
mejor rendimiento para grandes instancias (CSR_ATS), mejoran los valores finales del
EXTRACOL (sin considerar tiempo de ejecucion). Los resultados obtenidos producto de esta
prueba son:

Instancia k - EXTRACOL_LRLF k - EXTRACOL_CSR_ATS k - CSR_ATS
249

R1000.5 342 346
flat1000_50_0 105 93 93
flat1000_76_0 105 94 9%

DSJC1000.1 24 24 25
DSJC1000.5 105 97 96
DSJC1000.9 280 259 261

€2000.5 194 168 169

€2000.9 510 456 464

C4000.5 355 298 301

Tabla 8 — Resultados EXTRACOL_CSR_ATS
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La tabla muestra el nombre de las instancias utilizadas en la columna 1; las columnas
2 a 4 muestran la cantidad de colores 6ptima obtenido por cada algoritmo.

Como se esperaba, aplicar un algoritmo que encuentra mejores coloraciones sobre el
grafo residual, mejora la solucion global del algoritmo. EXTRACOL combinado con
CSR_ATS mejora casi todos los resultados donde CSR_ATS superaba en el experimento
principal a EXTRACOL combinado con LRLF. Ademas el unico caso donde no genera el
mejor resultado (DSJC1000.5), la diferencia con la mejor coloracién es solamente de un
color.

Como conclusion final podemos decir que para encontrar coloraciones optimas
utilizaremos LRLF para instancias con menos de 1000 vértices, con la excepcion de los
grafos aleatorios geométricos (instancias R125.1.c, R250.5 y R1000.5), donde el LRLF
encuentra buenas soluciones, y EXTRACOL en su version EXTRACOL_CSR_ATS para
procesar instancias de tamario superior. Los restantes algoritmos, que producen resultados de
calidad inferior, se utilizaran para probar si peores agrupaciones de actividades en unidades,
producen peores asignaciones de personal.

2.7.6 Resultados grupo modulo de taller

A raiz de los resultados obtenidos por el grupo de taller, mostramos a continuacion una
tabla comparativa que muestra los mejores resultados generados por los algoritmos del grupo
(ver [43]) y nuestros resultados generados a partir de la aplicacion de nuestro algoritmo
aplicando LRLF 3 veces sobre las 2 instancias de pruebas méas grandes (complementadas)
consideradas por el grupo de taller (instancia_prueba _a200 u015 p025 vy
instancia_prueba_a200_u015 p075). A continuacion se muestran los resultados obtenidos:

Instancia Estable - 2 Estable - 3
instancia_prueba_a200_u015 p025 47 56 56
instancia_prueba_a200_u015 p075 16 18 18

. Tiempo(s) - | Tiempo(s) - Estable - Tiempo(s) - Estable -

Instancia LRPLF( ) po( )2 po( )3
instancia_prueba_a200 u015 p025 0,001 0,03 0,03
instancia_prueba_a200_u015_p075 0 0,08 0,24

Tabla 9 — Resultados comparativos de coloreo Grupo Taller

La primera tabla muestra el nombre de las instancias utilizadas en la columna 1; las
columnas 2 a 4 muestran la cantidad de colores dptima obtenido por cada algoritmo. La
segunda tabla muestra el nombre de las instancias utilizada en la columna 1, las columnas 2 a
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4 muestran el mejor tiempo de ejecucién de cada algoritmo necesario para la obtencién del
resultado de la primera tabla.

A modo de comentario, vemos que nuestros resultados son mejores tanto en calidad de la
solucion como en tiempos de ejecucién. En cuanto a los tiempos de ejecucion un factor que
puede influir en el desempefio, es el lenguaje de programacion utilizado (C++ vs. Python),
adicionalmente a la propia codificacion del algoritmo. Segun el trabajo del grupo, el nimero
cromatico calculado por una aplicacion descargada de internet dio como resultado 52 colores
para instancia_prueba_a200 _u015 p025 (de aqui en mas la llamaremos a) y 16 para
instancia_prueba_a200 u015 p075 (de aqui en mas la llamaremos b). Bajo el supuesto
anterior vemos que en realidad el niUmero cromaético de a no es 52, sino que puede ser menor
o0 igual a 47 y para b el algoritmo encontré la solucién optima.
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Capitulo 3 — Eficiencia de unidades

3.1 Introduccion

En este capitulo abordaremos el tema de la eficiencia de unidades a través de un
sistema de multiples clases con multiples servidores (modelo M /M /x, donde x es el nimero
de trabajadores (o0 servidores) por unidad). Se tienen n tipos o clases diferentes de clientes
que arriban a la unidad siguiendo un proceso de Poisson con tasas A, ... ... ... ,An Y l0s
servidores son idénticos con tasas de servicio g, ... ... ... , W,. Por otra parte aquellos clientes
que no encuentran un servidor disponible se ubican en una fila de espera de capacidad
infinita.

Dada las caracteristicas del modelo, dividimos el capitulo en tres partes. Primero
relevamos las principales caracteristicas de las teorias de colas y algunas definiciones y
términos que utilizaremos a largo del capitulo. Luego desarrollaremos la solucién propuesta
por Erlang para el caso particular en el que una unidad atiende s6lo una actividad lo cual nos
permitird analizar el rendimiento del sistema. Finalmente haremos una breve resefia sobre
algunos trabajos de investigacion que hacen referencia al caso general antes mencionado de
multiples servidores que atienden mudltiples tipos de clientes, y ademas daremos algunas
definiciones tedricas importantes que sustentan los métodos de Montecarlo, enfoque que
decidimos utilizar para modelar el funcionamiento de las diferentes unidades.

3.2 Teoria de colas

3.2.1 Introduccién

El origen de la denominacion de Teoria de Colas surge en 1909 de la mano del danés
Agner Kraup Erlang, trabajador de la Copenhagen Telephone Exchange, quien analiz6 la
congestion del trafico telefonico a través del dimensionamiento de lineas y de centrales de
conmutacién telefénica, con la finalidad de cumplir con la demanda variable de servicios en
el sistema telefénico de Copenhague. Como consecuencia de sus investigaciones surge una
nueva teoria denominada teoria de colas o de lineas de espera [48].

Los modelos de lineas de espera son de relevante importancia dentro de la simulacion
y modelado de sistemas. Esto se debe fundamentalmente a que pueden ser utilizados para
entender aspectos estocasticos tanto para redes de comunicacion y computo, como para
simular el comportamiento de servidores de diversos sistemas tales como:
e Sistemas bancarios
e Sistemas de produccion
e Simulacion de vuelos
e Simulacion de oficinas de atencion al publico
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Habitualmente, los profesionales que se enfrentan a este tipo de problemas son los
ingenieros industriales y de sistemas; sin embargo, estos problemas afectan todos los sectores
productivos, de manera que las lineas de espera tienen un gran potencial de aplicacion [49].

Hoy en dia la teoria de colas es considerada una herramienta de gran valor, ya que un
gran numero de problemas de la vida real pueden caracterizarse como problemas de
congestion de llegada-salida. Sin embargo, la teoria de formacion de una cola es a menudo
demasiado restrictiva matematicamente para ser capaz de modelar todo tipo de situaciones. A
modo de ejemplo los modelos matematicos frecuentemente asumen el nimero de clientes, o
la capacidad de la cola infinitos, cuando en realidad no lo son. Por esta razon existen medios
alternativos para el analisis de la teoria de colas que consisten en simulaciones por
computadora (mediante la implementacién de un modelo de simulacion de eventos discretos)
y/o el andlisis de datos experimentales.

A pesar de las restricciones mencionadas, los modelos matematicos presentan una serie de
ventajas que los hacen muy atractivos [49]:

e Son mas rapidos (en costo computacional) y faciles de implementar, que los modelos de
simulacion.

e Pueden ser utilizados para validar sistemas de simulacién de Montecarlo, a partir de la
verificacion de algunas condiciones consideradas en las lineas de espera.

Sin embargo, a menudo resulta dificil abordar la resolucion de un problema aplicando el
primer enfoque para el caso en que se debe partir del desarrollo de un nuevo modelo
matematico, aspecto no menor a la hora de elegir qué método de resolucidn utilizar. Por otra
parte, si bien la opcidn de simular tiene un gasto computacional mas elevado, resulta mas
natural y sencillo de aplicar en ausencia de un modelo matematico, opcion que decidimos
utilizar para este trabajo.

Independientemente del método de resolucidn que se elija, los objetivos perseguidos por esta
disciplina son:

e Identificar el nivel 6ptimo de capacidad del sistema que minimiza el costo del mismo.

e Evaluar el impacto en el costo total a partir de las posibles alternativas de modificacion en
la capacidad del sistema.

e Establecer un balance equilibrado (“6ptimo”) entre las consideraciones cuantitativas de
costos y las cualitativas de servicio.

e Tener en cuenta el tiempo de permanencia en el sistema o en la cola de espera, para poder
medir la eficiencia del sistema y la calidad del servicio.
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3.2.2 Definiciones y notacion

La teoria de colas a través de un conjunto de modelos matematicos describe los
sistemas de lineas de espera y la causa de la formacion de las mismas, las cuales se deben a la
existencia de momentos en los que es mayor la demanda de un servicio que la capacidad del
sistema para suministrarlo. El objetivo de la teoria de colas es encontrar el estado estable del
sistema y determinar una capacidad de servicio apropiada.

Una cola es una linea de espera para un determinado servicio el cual es provisto por
uno o varios servidores.

El mecanismo de servicio consiste en una 0 mas instalaciones de servicio, cada una
de ellas con uno 0 mas canales paralelos de servicio, llamados servidores.

El modelo béasico de los sistemas de colas esta conformado por dos componentes, la
cola propiamente dicha y el mecanismo de servicio. A continuacion enumeramos las
caracteristicas més relevantes de los sistemas de colas:

e Modelo de arribo de los clientes: El indice de arribos sera el nimero medio de arribos
por unidad de tiempo.

e Modelo de servicio: Viene dado por el tiempo de servicio o por el nimero de clientes
atendidos por unidad de tiempo.

e Disciplina de la cola: Establece el orden en que son atendidos los clientes. Puede ser de
varios tipos:

= FIFO (First in first out): Primero en llegar, primero en salir, es decir primero se
atiende el cliente que haya llegado primero.

= LIFO (Last in first out): Ultimo en llegar, primero en salir, es decir primero se
atiende el cliente que haya llegado de Gltimo.

= RSS (Random selection of service): Selecciona los clientes de manera aleatoria, de
acuerdo a algun procedimiento de prioridad o a algin otro orden.

= Processor Sharing: Sirve a los clientes igualmente. La capacidad de la red se
comparte entre los clientes y todos experimentan con eficacia el mismo retraso.

e Capacidad de la cola: Es el maximo namero de clientes que pueden estar haciendo cola
(antes de comenzar a ser servidos). La cola puede ser finita o infinita.

e Numero de canales de servicio: Es el nUmero de servidores que denotaremos x. Puede
haber una cola para cada servidor o una sola cola global. Mas adelante, en 3.2.4,
mostraremos que siempre que se pueda es mejor utilizar una sola cola que varias de ellas.
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El parametro p es el factor de utilizacion del sistema (o intensidad de trafico) y se

cumple que p = % Las variables 1 y u son la definidas en 1.2.

Condicion de no saturacion: Si A > u el sistema se satura, y por lo tanto el nimero
de clientes en la cola crece indefinidamente con el tiempo. La condicién de no saturacion
establece que p < x. Cuando una cola no se satura, o sea cuando la distribucion de clientes se
conserva a través del tiempo, se dice que el sistema alcanza el estado estacionario.

3.2.3 Notacion de Kendall

La notacion de Kendall permite expresar de manera resumida las caracteristicas de los
sistemas de colas que describimos anteriormente.

Un sistema de colas se notard como A |B | X | Y | Z donde:
e Aces ladistribucién de tiempos entre arribos. Los valores posibles son:

= M (De tipo markoviano): La tasa de arribos sigue una distribucion de Poisson y los
tiempos entre arribos son exponenciales.

= D: Tiempos entre arribos es determinista
= Er: Distribucion Erlang —r (Gamma)

= Hr: Distribucién Hiperexponencial - R

G: Tiempos entre llegadas generales (cualquier distribucion)
e B esel modelo de servicio y puede tomar los mismos valores de A.
e Xes el nimero de servidores

e Y es la capacidad del sistema (nimero méaximo de clientes en el sistema), se puede omitir
si es infinita.

e Zesladisciplina de la cola, se puede omitir si es FIFO [50].
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3.2.4 Algunas propiedades de las lineas de espera

Para interiorizarnos en la problematica particular de nuestra tesis, profundizaremos en
algunas propiedades que presentan las lineas de espera en las que nos basaremos de ahora en
mas para desarrollar la solucion del problema de eficiencia de unidades.

Supongamos que tenemos una cola M /M /1 con parametros 1 y u que se sustituye por
n colas M /M /1 independientes de parametros A/n'y u/n, es decir que se divide la carga de
trabajo y la capacidad de proceso en n partes iguales [50]. Mostraremos el efecto del cambio
usando como medidas de rendimiento el tiempo medio de respuesta (o de permanencia) W'y
el nimero medio de clientes en el sistema L .

e Opcionl:Unasolacola A, = Ay yu; = u:

A
L, = P1 _
1-p p— A
1 1
W1: =

e Opcion 2: ncolas independientes A,, = A/nyu, = u/n

A/

A _In

n n

L_Z - =n P =n Hn =n .“/n =n /1/“ =n A =nlL

nT L1, M- A Y VR bt
l=11 Pn 1 Pn 1—- 20 /n 1 /‘u u

A

W 1 1 1 W
B A

Como se observa en los célculos, la opcidon 1 tiene valores menores para ambas
medidas de rendimiento por lo que resulta la mejor de las opciones.

Esto nos muestra que es mejor no dividir la capacidad de procesamiento, es decir tener
una sola cola en vez de varias de ellas.

Basandonos en lo mostrado anteriormente y aplicandolo a nuestro problema de
asignacion de actividades en unidades, podemos ver que de forma equivalente es mejor
agrupar actividades que dividir la capacidad de procesamiento para atender actividades
especificas, por lo que es méas conveniente agrupar la mayor cantidad de actividades posibles
en cada unidad.
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3.2.5 Aplicaciones

La teoria de colas tiene una amplia variedad de aplicaciones en el mundo real. A

continuacién describimos algunas de ellas:

Planificacién de tareas: Existe una amplia variedad de estrategias utilizadas para la
planificacion de tareas computacionales; en este ejemplo describimos una estrategia
sencilla que no utiliza priorizacion de tareas, se trata del algoritmo de procesamiento por
lotes. En este algoritmo cada proceso obtiene el tiempo que necesita para ejecutar
completamente, existe una Unica cola para los procesos en espera de ser procesados y los
nuevos procesos son ubicados al final de la cola.

Este modelo puede ser considerado como un caso M /G /1.

El tiempo medio de respuesta del sistema para un proceso que toma t segundos para
completar (W (t)), seré el tiempo medio de espera en la cola, més el tiempo para ejecutar
el proceso:

Wa
w() = +t
1-p
Donde W, es el tiempo promedio en la colay p es el factor de utilizacion del sistema.

Para una cola M /G /1:

El tiempo de espera es independiente del largo de la tarea, esto tiene la desventaja de que
trabajos cortos no reciben prioridad por lo tanto los sistemas de procesamiento por lotes
no resultan adecuados para implementar sistemas de tiempo compartido [51].

Colas en un banco: Esta aplicacion se puede ver en detalle en el Apéndice A.

Otros ejemplos de aplicaciones que utilizan teoria de colas son:

En aeropuertos el disefio de la pista, recoleccion de equipaje, control de pasaportes, etc.
Supermercados.

Restaurantes.

Planificacion del transporte colectivo.

Colas de impresion.

Reduccion de fallos de pagina.
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3.3 Eficiencia para unidades con un solo tipo de actividad — Formula de
Erlang C

Analizaremos aqui el caso particular de un sistema en el que se tienen s servidores
idénticos por unidad que atienden con tasas de servicio exponenciales y > 0, los arribos son
de Poisson de tasa exponencial A > 0 y los clientes que no encuentran un servidor disponible
deben esperar en una cola con cantidad infinita de posiciones de espera. Ademas se asume
accesibilidad completa, lo que significa que no puede haber clientes en la cola cuando los
servidores estdn ociosos. En este caso asumimos unidades con una sola clase de tarea, es
decir que todos los clientes demandan el mismo tipo de actividad.

Sea X (t) una variable aleatoria de tiempo continuo que cuenta el nimero de clientes en
el sistema en el instante t, en un periodo de tiempo infinitesimal (t,t + h) solamente se
puede producir una llegada nueva o una salida de un cliente del sistema, pero no ambos
sucesos a la vez. Esto es un proceso de nacimiento y muerte que se puede representar
mediante el siguiente diagrama de transicion de estados:

<’><’\ S \,\/’\ e

\

H 2u in (i+1)u XH XH XM

Figura 4 — Diagrama de transicion de estados de un sistema de espera M/M/x con x servidores y un
namero ilimitado de posiciones de espera.

Para estudiar el sistema, asumiremos equilibrio estadistico, es decir A/# < x, de esta
manera nos aseguramos que la cola de espera no crezca indefinidamente.

Definimos p(i) = P(X(t) = i) como la probabilidad de que el sistema esté en el estado
i en el instante t.

A partir de la definicion anterior y del diagrama de la Figura 4 se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones de corte:
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Ap(0) = pp(D),

A.p(1) = 2u.p(2),

Apx—1) = xu.p(x),

Ap(x) = xp.p(x + 1),

Apx+j) = xu.plx+j+1)

Despejando p(i) con i = 1y sustituyendo % = p tenemos [52]:

(p(i—1)§, 1<i<x
p(0) = (33.1)
P
p(l—l);, i>x

Resolviendo recursivamente cada p(i) con i > 1, obtenemos las siguientes probabilidades en
funcion de p(0):

|(p(0)%, 1<i<x
p() = ' | (3.3.2)

(0 b0l i

Para las cuales se impone la condicién de equilibrio p < x. Utilizando 3.3.1 y normalizando
las probabilidades de estado obtenemos:

1= Ep(i) (33.3)
=0
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2 X 2
_ LT T PP L.
1—p(0){1+1+2!+ +x!<1+x+x2+ )} (3.3.4)

X
Donde la parte derecha es una serie geométrica de término no nulo % y razén |§| < 1, por lo
tanto la serie es convergente y se puede rescribir de la siguiente manera:

“xlx—p (3.3.5)

Aplicando 3.3.5 en 3.3.4 y despejando p(0) finalmente obtenemos la probabilidad del estado
inicial:

Luego de obtener la expresion analitica para p(0), estamos en condiciones de introducir la
formula de Erlang, denotada E, ,(p)2. Sea W(t) una variable aleatoria de tiempo continuo
que representa el tiempo de espera de un cliente en estado estacionario. A partir de la
propiedad PASTA (Poisson Arrival, See Time Averages), la cual enuncia que la
probabilidad de que un cliente que arriba al sistema tenga que esperar en la cola, es igual a la
proporcion de tiempo en la que todos los servidores se encuentran ocupados, se deduce lo
siguiente:

Eyx(p) = P(W > 0} = P(X > x)

_ IR () 2@ N
XA ?iop(i)_;p(l)

(3.3.7)

Aplicando 3.3.2 y 3.3.5 llegamos a:

2 Segunda férmula de Erlang para x servidores de parametro p = %
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X X

Fa(p) = b0 ——= p(@5;

X—p lx—p

Finalmente aplicando 3.3.6 se obtiene la férmula de Erlang:

(3.3.8)

(3.3.9)

Ahora que obtuvimos la férmula de Erlang estamos en condiciones de calcular el tiempo
medio de espera de un cliente (IW,) a partir del largo medio de cola (L,) que definimos a

continuacion:

Lo = oip(m i (i —0p(0)
i=0

i=x+1

=N o (B

i=x+1

)

por 3.3.5 p(x) ; a(p/x) 1-— B
X
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(3.3.11)

(3.3.12)

(3.3.13)

(3.3.14)

(3.3.15)



(3.3.16)

= E.(p)—" (33.17)
1 - =
X
Como p/x < 1 dado que la condicion de estabilidad del sistema asi lo establece y como
sabemos que la serie de la ecuacion 3.3.13 es uniformemente convergente por 3.3.5,
podemos aplicar la propiedad que establece que la serie de las derivadas es la derivada de una

serie. Finalmente el largo medio de cola puede expresarse como:

p
x—p

Ly = E;x(p) (3.3.18)

Aplicando el teorema de Little y utilizando el resultado anterior obtenemos el tiempo medio
de espera de un cliente en la cola. El teorema enuncia que el largo medio de cola es igual al
tiempo medio de espera multiplicado por la intensidad media de arribos. Sea W, el tiempo

medio de espera en la cola, por el teorema tenemos que:

Lq (3.3.20)

Como sabemos que el tiempo medio de permanencia en el sistema (W) o, tiempo medio total
de espera es la suma del tiempo medio de espera en la cola y el tiempo medio de servicio, y
utilizando 3.3.20 tenemos que:

1
W= W+ (3.3.21)

Sustituyendo W en 3.3.21 obtenemos:
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(3.3.22)

Para este caso particular, donde cada unidad atiende una sola actividad (#T; = 1,Vi €
{1,..,m}), se puede ver que:

E(F) =Wy pi,x), Vi €{1,..,m} (3.3.23)

Donde 4;, ; son las tasas medias de arribos y servicios respectivamente y x; es la cantidad de
trabajadores para la unidad i.

A partir de 3.3.23 podemos rescribir la restriccion 1.5 de la siguiente manera:

W(/ll-,ul-,xl-) < ti,Vi € {1, ..,m}, con ti € Ti (3324)

3.4 Eficiencia para unidades con multiples tipos de actividades

Ahora analizaremos el caso general en donde las unidades atienden varios tipos de
tareas, es decir que los clientes demandan servicios de diferente tipo. Al igual que para el
caso anterior se tienen s servidores idénticos por unidad, pero que esta vez atienden con tasas
de servicio exponenciales pq, iy, .. .. , Un, donde p; representa la tasa de servicio para la
actividad i. Los arribos son de Poisson con tasas exponenciales 44,1, ..4, donde A;
representa la tasa de arribos para la actividad i de los clientes de tipo i, es decir los clientes
que demandan la actividad i. Al igual que para el caso de un solo tipo de actividad, los
clientes que no encuentran un servidor disponible deberan esperar en una cola con cantidad
infinita de posiciones de espera. También se asume accesibilidad completa.

Este escenario se corresponde a un sistema de colas multi-clase multi-servidor. Estos
problemas son una generalizacion de los procesos de arribo M /M /K con N tipos de clientes
que requieren un servicio de distribucion exponencial con diferentes tasas de servicio.

En esta seccion veremos un breve relevamiento de la literatura recomendada, luego
mostraremos diferentes propuestas para resolver este tipo de problemas, en particular
describimos un procedimiento desarrollado por Sleptchenko y van Harten que propone la
construccion de soluciones exactas para las ecuaciones de estado estacionario mediante a un
ejemplo anadlogo a nuestro caso de estudio y finalmente revisaremos algunas definiciones
tedricas en las que se basan los métodos de Montecarlo, los que utilizamos para el modelado
de las unidades.
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3.4.1 Relevamiento de literatura

Como parte de nuestro trabajo de relevamiento de literatura referente a sistemas multi-clase,
multi-servidor estudiamos los siguientes trabajos de investigacion:

e EIl trabajo de Jay Sethuraman y Mark S. Squillante [53] considera el problema de la
planificacion de diferentes clases de clientes en multiples servidores distribuidos para
minimizar una funcion objetivo basada en tiempos medios de respuesta por clase.

e El trabajo de Jouini, Aksin y Dallery [54] considera dos modelos basicos de call centers
multi-clase con y sin abandonos. En este trabajo se estudia el problema de anunciar
retrasos a los clientes a su llegada.

e El trabajo de Jouini, Pot, Koole y Dallery [55] considera un call center con dos clases de
clientes, clientes vip y clientes comunes. Este trabajo se enfoca en el desarrollo de
politicas de planificacion que satisfacen restricciones sobre la relacion entre las
probabilidades de abandono de clientes vip sobre los clientes comunes.

e El trabajo de Sihan Ding [56] analiza la performance en sistemas de cola fork-join multi-
clase.

e El trabajo de A. Sleptchenko [57] analiza un sistema de cola multi-clase, multi-servidor
con prioridades no expropiativo.

3.4.2 Ecuaciones de estado estacionario

3.4.2.1 Descripcion del caso de estudio

El autor propone en su trabajo, la construccion de soluciones exactas para los modelos
de colas multi-clase multi-servidor ilustrado a través de un caso de gestion de repuestos en
donde se tienen M sistemas y cada uno de dichos sistemas consta de varios componentes
propensos a fallas. Como ejemplo de componentes podemos citar el motor, la bomba y las
valvulas de una red de tuberias de una embarcacion. Cuando alguno de estos componentes
son dafiados se produce una entrada multi-fuente a los talleres de reparacion. El objetivo es
sustituir rapidamente un componente que ha fallado en alguno de los M sistemas. Existe una
etapa de diagndstico de fallo en la que se determina a que taller de reparacion se enviara el
componente para ser reparado. La pieza dafiada se reemplaza de inmediato por una pieza de
repuesto si esta se encuentra en stock, de lo contrario se debe esperar hasta que la reparacion
pueda realizarse en alguno de los talleres de reparacion. Esta espera puede provocar una
considerable caida del sistema que demanda la reparacion, por lo que es de suma importancia
la organizacion y capacidad de los talleres de reparacion. Una forma posible de organizar los
talleres de reparacion es en “disciplinas” como ingenieria mecénica, ingenieria eléctrica, etc.
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Cada una de las disciplinas de un taller de reparacion no se dedica exclusivamente a un tipo
de componente en particular (a diferencia de los “items dedicados” [58]), sino que, en
general, el arribo a un taller de reparacion seguira siendo de tipo multi-fuente, pero ahora con
diferentes disciplinas de trabajo para diferentes tipos de componentes. Los diferentes tipos de
trabajos tendran diferentes caracteristicas de tiempo de reparacion y la capacidad dentro de
cada disciplina es modelada con servidores idénticos. De lo anterior se concluye que la
disponibilidad total del sistema depende de la cantidad de piezas de repuesto y de la
capacidad del taller de reparacion entre otras.

Antes de seguir con el caso de estudio, haremos una breve analogia con nuestro
trabajo. A continuacion mostraremos como se relaciona cada uno de los objetos de la realidad
planteada por Sleptchenko y van Harten con la realidad que se plantea en este trabajo.

e Disciplinas — Unidades: Las disciplinas de trabajo de los talleres de reparacion son
analogas a las unidades de trabajo.

e Sistemas — Clientes: Los M sistemas que solicitan la reparacion de algin componente son
analogos a los clientes que demandan un cierto tipo de actividad.

e Componentes — Actividades: Los componentes que requieren reparacion son equivalentes
a las actividades que son requeridas por los clientes.

e Tiempo de reparacién — Tiempo de Servicio: El tiempo de reparacion de los diferentes
tipos de trabajo son analogos a los tiempos de servicios por tipo de actividad.

e Dentro de cada una de las disciplinas se tienen servidores idénticos de la misma forma
que se tienen servidores idénticos para cada una de las unidades.

Cada componente que ha fallado da lugar a una orden de reparacion. Puede suponerse
que cada componente puede ser reparado en exactamente un taller de reparacion,
dependiendo de la disciplina que se requiera, de la misma forma que asumimos que un tipo
de actividad es atendida por una sola unidad. Por lo tanto se tiene una asignacion fija de tipos
de componentes a talleres de reparacion [59].

3.4.2.2 Solucion

El andlisis de problemas multi-clase (MC) multi-servidor (MS) comienza como una
generalizacion de los procesos de arribo M /M /K . En el contexto mas general de los sistemas
multi-clase muti-servidor, la cola M/M /K puede ser considerada como un caso especial, en
donde las clases de clientes son indistinguibles con respecto a sus caracteristicas de servicio.
Entonces, la tasa de servicio u(i) de clase i es igual a la tasa de servicio promedio u. En el
caso general con N > 1 clases, u(i) tiene un valor diferente para cada clase y u(i) =
(1 + 6(i)).u donde &(i) mide la fuerza de la perturbacion con respecto a la tasa promedio
de servicio u.
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Los autores se enfocan en la distribucion de probabilidad estacionaria sobre los
estados de un sistema general MC, MS con §(i) # 0 [59]. La definicion de estado tiene que
tener en cuenta los tipos de trabajo en ejecucion y el ordenamiento de los tipos de trabajo en
la cola. Es fundamental en el caso general, que la distribucién sobre el ordenamiento en la
cola mantenga una estructura producto basada en las fracciones de arribos de las clases de
cliente. Usando esta estructura para n = el nimero de clientes en el sistema > k, se obtiene
una estructura mas transparente para las ecuaciones de estado. Para n > k se reduce la
ecuacion diferencial de segundo orden a un vector en un espacio lineal de dimensién
d(N,k) = (N + k + 1)!/{k! (N — 1)!}. Esta dimension crece rapidamente con N y k. Ahora
las ecuaciones diferenciales pueden ser resueltas en términos de valores propios y vectores
propios de la matriz de iteracion. Todos los valores propios y vectores propios pueden ser
determinados explicitamente si 6(i) = 0. Precisamente d(N, k) de los valores propios son
reales y > 1 en el caso imperturbable, que se corresponde con un decremento exponencial
paran — oo, Esta es la clave para resolver las ecuaciones de estado, primero para n > k con
el vector inicial para n = k como desconocido y después, con recursion hacia atrés, también
paran < k, hasta que solo quede una constante escalar, la probabilidad del estado vacio. La
constante escalar surge del hecho de que las probabilidades de estado suman 1 [59].

3.4.2.2.1 Definiciones y notacion

e Los trabajos de tipo i arriban segin un proceso de Poisson de tasa A(i).

e Los trabajos de tipo i son atendidos con una tasa exponencial u(i) y es la misma para
todos los servidores.

e Ladisciplina de trabajo mediante la cual se asignan los trabajos es First Come First Serve
(FCFS) vy los k servidores disponibles tienen las misma probabilidad de obtener el
préximo trabajo (1/k).

e Latasa de arribos total esta dada por A = ) A(i).
e La fraccion de arribos de la clase i se denota por a(i) & A(i)/A
e p denota el rendimiento o utilizacion.

e Latasa de servicio promedio u es definida por 1/u % Y a(i)/u(i) de forma equivalente
pw= Akp

e Se define el estado (w, s), donde:

= w: es un p- vector de trabajos encolados con componentes w(i) y w(i) se refiere
a la clase del i-ésimo trabajo en la cola.
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= s:es un k- vector de trabajos siendo atendidos con componentes s(i) y s(i) se
refiere a la clase del trabajo en ejecucion por el servidor.

= w(i),s@) € {0,1,...... N}, 0 significa que no hay trabajos.
n es el numero de clientes en el sistema
p = max(0, n — k) es el nimero de clientes en espera
P(w, s) es la distribucion de probabilidad estacionaria sobre los estados para p < 1.
s* ordenacidn lexicografica de los trabajos asignados a los servidores

w™ ordenacion lexicogréafica de los trabajos en la cola

Aqui el ordenamiento lexicografico se define como el incremento en el indice en el tipo de
trabajo con un indice incremental del servidor o del lugar en la cola respectivamente.

x[s*] es el nimero de trabajos asignados s que equivale a s* bajo permutacion, y es igual
ak!/{k(0;s*)!...k(N;s*)'} con k(i;s*) el nimero de servidores ocupados por trabajos
de tipo i en estado s*.

Analogamente, el nimero de secuencias de cola, equivalentes a w* esta dada por y[w*] =
p!/{k'(0;w*)!...k'(N;w*)!} conp el largo de cola y k' (i; w*) el nimero de trabajos de
tipo i en la cola.

El numero total de asignaciones lexicograficamente ordenadas con todos los servidores
ocupados es: d(N, k) = (N + k + 1)! /{k! (N — 1)!}

Bajo condicion de estabilidad p < 1, existe una Unica distribucion de probabilidad
estacionaria P(w,s) y P(w*,s™) sobre los estados y lexo-estados, respectivamente.

XP(w,s) = Xxw]xls*IPlw", s*] =1

3.4.2.2.2 Ecuaciones de estado estacionario para problemas MC, MS.

El cambio de probabilidad en un intervalo de tiempo infinitesimal de un estado dado

con sus vecinos tiene que ser cero en una situacion de equilibrio. Los vecinos de un estado
(w, s) con n clientes son estados desde o hacia los cuales un paso de transicion es posible
tanto por un evento de arribo (A) como la completitud de un evento de servicio (C). Los
estados vecinos tienen n —1 o n+ 1 clientes. Si n > k, las transiciones desde o hacia los
vecinos (w',s") con n + 1 clientes son especificadas por uno de los siguientes eventos [59]:

(@) Transiciones desde (w,s) hacia (w',s"): Un trabajo arriba y el vector cola es
expandido como w' = (w, 1) si el tipo de trabajo es L.
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(b) Transiciones desde (w’,s’) hacia (w,s): Un servicio ha sido completado. Si el
servicio se completd en el servidor j, el primer trabajo en la cola deberia ser del tipo
[ = s(j); por lo tanto el estado (w’,s") es especificado por w' = (s(j),w) y s’ =
E{s, donde el operador E7, cambia el contenido del componente j-ésimo del vector
por el trabajo de tipo L.

De manera anéloga, si n > k, las transiciones desde o hacia los vecinos con n — 1 clientes
son especificadas por:

(c) Transiciones desde (w, s) hacia (w’,s"): Un trabajo en el servidor j se ha completado
y el primer trabajo en la cola se mueve al servidor j. El primer trabajo en la cola se

denota por [ = w(1), tenemos que s’ = Eljs; ademas todos los trabajos de la cola son
desplazados una posicion, por loque w'(i) = w(i+ 1) parai <p—-1yw'(p) = 0.

(d) Transiciones desde (w’,s") hacia (w, s): Arriba un trabajo con tipo w(p), el ultimo
trabajo en la cola en el estado (w,s); entonces w' = E’w (omitiendo el Gltimo
trabajoenlacola)y s’ =s.

De manera anéloga pueden describirse los vecinos para los estados con n < k.

Antes de pasar a las ecuaciones de estado estacionario, definimos la siguiente
notacion:

e Sea Tel operador de desplazamiento a la izquierda que cambia un p —vector en un
(p — 1) —vectorcon Tw(i) =w(i+1)

e Largo(v) es el niamero de entradas distintas de 0 en el vector v.

e La perturbacion promedio se define como:

O WIE0)

s(j)+#0

Ahora es posible formular las ecuaciones de estado estacionario:

e Largow)=p =1

(1 + p+ S(s))P(w,s) =
(3.4.1)

ol

k N
pa(w@@)P(Tw, ) + = > > (1+ WP, w), E{s)
j=11=1
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e 0<Largo(s)=n< k3

<g+ p +5(S)>P(0,S) =

N (3.4.2)
k—n+1)1p z a(s())P(0, Els) + % Z 2(1 + 8(1)P(0,E/s)
Jis()=0 jis(j)=01=1
e Largo(s) =k,Largo(w) =0
(1 +p+ S(S))P(O,s) =
k 1 k N (3.4.3)
o Za(s(j))P(O, Els) + Ez 2(1 + 8(D)P(s(), E}'s)
j=1 j=11=1
e Largo(s) =0
1 k N
pP(0,0) = — (14 85(D))P(0,E0) (3.4.4)

La complejidad en la construccion de las ecuaciones de estado estacionario para los
problemas MC, MS, y el desarrollo posterior para construir las soluciones exactas de dichas
ecuaciones, propuesto por Sleptchenko y van Harten, decidimos optar por los métodos de
Montecarlo para la resolucién del problema de asignacién optima de personal en unidades,
que detallamos en la siguiente seccion.

® El factor (k —n + 1)~ en el lado derecho de esta ecuacion surge de la seleccién aleatoria de un trabajo que
arriba entre (k — n + 1) servidores disponibles.
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3.4.3 Métodos de Montecarlo

3.4.3.1 Introduccién

El método de Monte Carlo es un método no deterministico que permite encontrar
soluciones aproximadas a una gran variedad de problemas matematicos complejos y costosos
de evaluar con exactitud, mediante la simulacion de variables aleatorias en una computadora.

El método es aplicable a cualquier tipo de problema, independientemente de que sea
estocastico o determinista. A diferencia de los métodos numéricos que se basan en la
evaluacion de N puntos en un espacio M-dimensional para producir una solucion aproximada

. -1 - .
que tiene un error que decrece con orden n /m en el mejor de los casos, los métodos de
. . . 1
Monte Carlo obtienen estimaciones con un error absoluto que decrece como = de forma

independiente de m. Esta es la principal ventaja del método, ya que en muchos casos permite
que sea el Unico método aplicable [60].

El nombre del método surge en alusién al Casino de Monte Carlo en el Principado de
Monaco, por ser considerada “la capital del juego de azar”, y por ser la ruleta un generador
simple de nimeros aleatorios.

Los métodos de Monte Carlo aparecen alrededor de 1940 y fueron mejorando con el
desarrollo de la computadora. En esa época se utilizaron como herramienta de investigacion
en el desarrollo de la bomba atémica durante la Segunda Guerra Mundial en EE.UU. El
trabajo involucraba la simulacion directa de problemas probabilisticos de hidrodinamica. En
la actualidad se utilizan en algoritmos de Raytracing para la obtencion de imagenes en 3D,
entre muchas otras aplicaciones.

3.4.3.2 Aplicaciones

Los métodos de Monte Carlo son utilizados en una amplia gama de aplicaciones. A
continuacion detallamos algunas de ellas:

Lanzamiento de una moneda: Si se desea reproducir, mediante nimeros aleatorios, el
lanzamiento sucesivo de una moneda, debemos previamente asignarle un intervalo de
numeros aleatorios a CARA y otro intervalo a CRUZ, de manera de poder interpretar el
resultado de la simulacion. Tales intervalos se asignan en funcion de las probabilidades de
ocurrencia de cada cara de la moneda. Se tiene:

e Probabilidad de que se obtenga CARA: 0,50 NUmeros aleatorios: 0,000 al 0,499
e Probabilidad de que se obtenga CRUZ: 0,50 NUmeros aleatorios: 0,500 al 0,999
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Después, al generar un namero aleatorio se obtiene el resultado simulado. Asi, si se obtiene el
numero aleatorio 0,385, se observa que esta incluido en el intervalo asignado a CARA [61].

Problema de Buffon: Una aplicacion muy conocida de los métodos de Monte Carlo es el
problema de Buffon que detallamos en el Apéndice B de este documento.

Otros ejemplos de la aplicaciéon de los metodos de Monte Carlo a problemas de la

vida real son los siguientes:

La simulacién de sistemas con varios grados de libertad, tales como fluidos y sélidos
fuertemente acoplados,

Para modelar fendmenos con una cantidad significativa de datos de entrada inciertos como
por ejemplo el calculo de riesgo en los negocios.

Para evaluar integrales multidimensionales definidas con condiciones de borde complejas.

Para estimar la confiabilidad (probabilidad de conexion de red con enlaces de Bernoulli)
en redes confiables [62].

3.4.3.3 Esquema de un Método de Monte Carlo.

Si se desea calcular un cierto valor, digamos ¢, y se conoce una variable aleatoria X con
distribucion Fy tal que ¢ = E (X).

El método de Monte Carlo consiste en:

1.

Generar aleatoriamente, siguiendo la distribucién de probabilidad Fy, valores para un
conjunto XM, x@), ..., X de variables aleatoria i.i.d (independientes e idénticamente
distribuidas) a X.

Calcular la suma de los n valores generados, donde n es el tamafio de la muestra:

Sp= X4+ x@ 4 . + xm™

Calcular X = S”/n, donde X , es una estimador para ¢

Calcular 7V = ¥, (X®)2/n(n—-1) — X?/(n—1), donde V es un estimador para
Var(X)

A continuacion incluimos un pseudocddigo que reproduce los pasos del método basico
descripto anteriormente:
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Estimacion Monte Carlo

In n: Tamafio de la muestra
Out X: Estimador de ¢
Out V: Estimador de Var(X)

1: X =0; lInicializacién

2:V =0;

3:fori<— 1lton

4. Sortear un valor de la variable X® con distribuicién Fy;
5: X=X+x0

6: V="V+ (X©)2

7: endfor

8:X=X/n

9

V=0/(nx(n—-1)— X?/(n—1)

3.4.3.4 Meétodos de Monte Carlo para simulacién de unidades.

Considerando el modelo basico de un método de Montecarlo visto en 3.4.3.3
podemos decir que para el problema de asignar de forma dptima personal a cada una de las
unidades obtenidas a partir de una coloraciéon utilizamos dicho modelo de la siguiente
manera:

Sea X; la variable aleatoria que denota el suceso de generar un cliente en el sistema y
que demanda una actividad de tipo i. Ademas se definen las variables aleatorias Y; y Zy, que
denotan el tiempo de espera en cola para un cliente que demanda una actividad de tipo j y el
tiempo de permanencia en el sistema de un cliente que demanda una actividad de tipo k,
respectivamente.

1. Generamos aleatoriamente valores para los conjuntos:
xDx® L x®),
xO x3P L x,

xM x@ L x©

de variables i.i.d a cada X;. Luego de que cada variable de tipo i es generada por la
herramienta OmneT++ (ver Apéndice C), se generan aleatoriamente los valores para Y; y
Z,, dependiendo de varios factores:

e Ladisponibilidad de servidores.
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e La existencia de clientes encolados.
e Lastasas de servicio.

2. Como nos interesa calcular el valor esperado E(Yj) que se corresponde con el tiempo

promedio de espera en cola para cada tipo de cliente y el valor esperado E(Z,) que se
corresponde con el tiempo de permanencia en el sistema para cada tipo de cliente,
debemos obtener los siguientes valores:

sYP =y vyP 4 v ®, sz, =204 2P+ 42

SV =Y+ vP 4 o+ VP 57y, =70+ 2P+ o+ 2

SYne =YV + 1P + + YO, sz, =24+ 24 + 29,
Correspondientes a la suma de valores sorteados por cada tipo de actividad.

3. Finalmente obtenemos:

») »)
SY. SZ
E(y) = ! /: E(Zy) = ! /;
(@ (@
SY. SZ
E(Y,)=""2 q E(Zy) =" q
® )
Ey =S/, £z =55 ),

De esta forma obtenemos el tiempo promedio de espera en cola por tipo de cliente
asi como también el tiempo de permanencia en el sistema por tipo de cliente.

Los tiempos promedio de espera en cola y de permanencia en el sistema fueron comparados
con las formulas de Little para el caso de unidades con un sdlo tipo de actividad para verificar
la cercania entre los resultados empiricos y los tedricos. También se incluy6 el célculo de
probabilidad de que un cliente de cierto tipo deba esperar en la cola. Para ello aproximamos
esta probabilidad de la siguiente manera:

#{Clientesencoladosi}
#{clientes;}
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P{Y; >0} =




Este resultado fue comparado con el obtenido aplicando la formula de Erlang C. Estas
comparaciones pueden verse en Apéndice E.
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Capitulo 4 — Implementacion de la solucion

4.1 Introduccion

En la seccion 1.4, se demostrd que el problema de dimensionamiento de empresas de
alto porte se puede resolver a partir de la aplicacion secuencial de dos problemas matematicos
bien conocidos. El primer paso consiste en generar una coloracion 6ptima utilizando alguno
de los algoritmos de coloracidn seleccionados en la seccion 2.7.5 del capitulo 2 y el segundo
paso se resuelve a partir de la implementacion de un simulador que imita el funcionamiento
de cada unidad como parte de una funcion de aptitud que evalla la factibilidad de asignar
determinada cantidad de personal a partir del cumplimiento de las restriccion 1.5 del modelo
presentado en la seccion 1.3. La funcion de aptitud en combinacion con una estrategia de
biparticion (para la asignacion de personal) constituye en su conjunto la metaheuristica que
busca dar solucion a la funcion objetivo 1.1 de la formulacion matematica.

En este capitulo utilizaremos un enfoque top-down de analisis de la solucién completa.
Inicialmente mostraremos el esquema general de la solucion (seccion 4.2.2), para luego
profundizar en los pasos mas importantes del algoritmo implementado (secciones 4.2.3, 4.2.4
y 4.2.5).

Si el lector desea profundizar sobre otros temas relacionados con la implementacion de
la solucion, podra encontrar una breve explicacion sobre el formato del archivo de
configuracion utilizado por el simulador en el Apéndice D, ademas se brinda un analisis de
calibracién del tiempo de simulacion y de la asignacion inicial de personal en el Apéndice E
y finalmente en el Apéndice F, encontrara informacion detallada acerca del funcionamiento
del generador de archivos de configuracion de la herramienta.

4.2 Implementacion de la solucion

4.2.1 Parametros de linea de comando

Antes de entrar en materia, vale la pena brindar una breve explicacion de los
diferentes pardmetros que puede recibir la aplicacion y qué efecto tiene cada uno de ellos en
su ejecucion.

La sintaxis general para invocar al programa es la siguiente:

metaheuristica.exe nombre_experimento [tipo_archivo] [algoritmo] [estrategia]
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Donde nombre_experimento es el nombre del “conjunto de archivos” (sin extension
y puede contener una ruta como prefijo) que contienen los metadatos que especifican toda la
informacion necesaria para poder ejecutar el programa. Para funcionar, la aplicacion necesita
basicamente 2 grupos de informacion. El primero es la matriz de compatibilidad (archivo de
extension .net) que determina, como sugiere su nombre, las compatibilidades entre las
diferentes actividades de la organizacién y el segundo grupo que contiene toda la informacion
necesaria para correr una simulacion (archivo de extension .sim, los cuales se ven en detalle
en el Apéndice D). Algo importante a tener en cuenta es que, para configurar un experimento,
ambos archivos deben estar contenidos dentro de un mismo directorio y deben Ilamarse igual,
es por eso que el parametro nombre_experimento no debe hacer referencia a archivos en
particular.

El pardmetro tipo_archivo, es un pardmetro opcional que indica el tipo de instancia,
dado que existen diferencias entre las instancias de DIMACS vy las del grupo de taller, de esta
forma podemos indicar que formato de especificacion de grafo debe interpretar la aplicacién
(ver formatos en 2.7.2). Las opciones disponibles son DIMACS y GRUPO.

El parametro algoritmo, es otro pardmetro opcional que indica el algoritmo de
coloreo que se debe utilizar. Las opciones disponibles son LRLF y EXTRACOL (ver
algoritmos escogidos en 2.7.5).

Finalmente el parametro estrategia, también opcional, determina la estrategia
utilizada para crear una asignacion inicial de personas para cada unidad. El calculo de la
asignacion lo veremos mas adelante en 4.2.3.

Las opciones disponibles son:

PROMEDIO:
= Establece que para el calculo del personal se utilicen los tiempos promedio de
arribo y servicio.
RO_PROMEDIO:
= Establece que para el célculo del personal se utilice el rendimiento promedio (p)
para realizar el calculo.

e PEOR_CASO:
= Se utiliza la mejor tasa de arribos y la peor tasa de servicios para realizar el
calculo.
e ADICIONAL:
= Se utilizan las mismas tasas que el caso anterior, y se duplica el resultado final
obtenido.

A continuacion resumimos en una tabla los diferentes valores que pueden adoptar
estos parametros y daremos algunos ejemplos de invocacion que podra utilizar el lector:
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Parametro

nombre_experimento Obligatorio | ../../.nombre_experimento N/A

tipo_archivo Opcional DIMACS, GRUPO DIMACS

algoritmo Opcional LRLF, EXTRACOL LRLF
PROMEDIO, RO_PROMEDIO,

estrategia Opcional PEOR_CASO, ADICIONAL PROMEDIO

Tabla 10 — Pardmetros de invocacion para la metaheuristica

Ejemplos:

metaheuristica.exe ../instancias/ DSJC125.1 DIMACS LRLF PROMEDIO
metaheuristica.exe ../instancias/ DSJC125.1 DIMACS

metaheuristica.exe ../instancias/ DSJC125.1 LRLF

metaheuristica.exe ../instancias/ DSJC125.1 PROMEDIO

metaheuristica.exe ../instancias/ DSJC125.1

metaheuristica.exe ../instancias/ DSJC125.1 EXTRACOL

metaheuristica.exe instancia_prueba_a200_u015 p025 GRUPO
metaheuristica.exe instancia_prueba_a200 _u015 p025 GRUPO EXTRACOL
metaheuristica.exe ../instancias/ DSJC125.1 EXTRACOL PEOR_CASO

©ooN R wNRE

Las opciones de la 1 a la 5 son equivalentes porque los 3 valores ingresados son los que toma
el sistema por defecto. En el caso 6 se ejecuta EXTRACOL_CSR_ATS sobre una instancia
de DIMACS con una estrategia PROMEDIO. Entre el caso 7 y 8 la unica diferencia radica en
que para el 7 se ejecuta LRLF. El noveno caso ejecuta EXTRACOL_CSR_ATS sobre una
instancia de DIMACS utilizando una estrategia de inicializaciébn de personal de
PEOR_CASO.

4.2.2 Esquema general de la solucion

Para resolver el problema de asignacion y dimensionamiento, se implementé una
solucion integral aplicando una estrategia de subdivision del problema en etapas, como se
sugiere en la seccion 1.4.

La estructura general del algoritmo es la siguiente:

a) Procesamiento de parametros:
= Bésicamente en este paso se realiza todo el procesamiento de los pardmetros de
entrada para configurar las diferentes opciones de funcionamiento ofrecidas por la
solucion (ver seccion anterior 4.2.1).
b) Busqueda de una coloracion factible:
= Este paso recibe como parametros de entrada el archivo con la especificacion del
grafo a cargar (*.net), el formato de dicho archivo y el tipo de algoritmo a aplicar
(informacion obtenida a partir del paso a)) y devuelve una coloracion posible, o
sea una asignacion de actividades en unidades factible aplicando el algoritmo de
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coloreo indicado en el parametro de entrada. De esta forma se estarian cumpliendo
las restricciones 1.2 y 1.3 de la formulacién matematica como se establece en
1.4.1.
c) Busqueda del nimero éptimo de servidores:
= Una vez obtenida una coloracion factible en b) se procede a buscar la mejor
asignacion de personal para cada unidad departamental. Este paso recibe el
archivo de configuracion a utilizar por el simulador (*.sim), la coloracion del
paso anterior y la estrategia de asignacion inicial de personal para las unidades y
devuelve la cantidad de personal necesario para cumplir con las restricciones de
tiempo establecidas por la restriccion 1.5 de la formulacion matemaética en 1.4.1.
El algoritmo de este paso se vera en detalle en 4.2.3.
A continuacion presentamos un pseudocodigo que permite visualizar de forma gréfica
la estructura detallada de la solucion:

Solucién_Integral

In nombre,,,: Nombre del experimento
In tipogycn: Tipo de Archivo (DIMACS, GRUPO)
In algoritmo: Nombre del algoritmo de coloreo (LRLF, EXTRACOL)
In estrategia: Estrategia utilizada en la asignacion inicial (PROMEDIO,
RO_PROMEDIO, PEOR_CASO, ADICIONAL)
Out n: Numero 6ptimo de personal
Var instancia.,;oreo: Archivo que contiene la especificacion del grafo
Var paramg;y,: Archivo que contiene los pardmetros del simulador
Var coloreo : Contiene una coloracién factible obtenida a partir de aplicar LRLF o
EXTRACOL sobre instancia,qjoreo
1:instanciacgioreo = Concatenar(nombregyp, . net"); // Concatenar = funcién estandar de strings
2: paramg;y, = Concatenar(nombregyp, “. sim");
3: coloreo = Colorear(instanciacgoreo, tiPOarch, algoritmo);
4: n = Asignacion_Optima_Personal(paramg;,,, coloreo, estrategia);
5: return n;

Donde Colorear tiene la siguiente logica:

Colorear

In instancia ,;,re0: Archivo que contiene la especificacion del grafo
In tipog,cn: Tipo de Archivo (DIMACS, GRUPO)

In algoritmo: Nombre del algoritmo de coloreo (LRLF, EXTRACOL)
Out coloreo: Coloracion factible de instancia yioreo

Var grafo: Contiene el grafo especificado en instancia ,joreo

1:if tiposecn = DIMACS then

2 grafo = Leer_DIMACS(instanciacejoreo);

3:else

4. grafo = Leer_GRUPO(instanciacgjoreo);

5: endif

6: grafo. = grafo. Complemento(); // Se complementa el grafo, para construir la matriz de
7. /I incompatibildades.

8: if algoritmo = LRLF then
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9: coloreo = grafo.. LRLF();

10: else

11: if grafo..size() <= 1000

12: residuo = grafo..size() * 0.65;

13: else

14. residuo = 800; /1 Dato sugerido por el autor de EXTRACOL
15: endif

16: coloreo = grafo.. EXTRACOL_CSR_ATS(residuo, 10, 40);

17: endif

18: return coloreo:;

Notar que la invocacion del algoritmo EXTRACOL_CSR_ATS recibe 3 parametros (ver
pseudocddigo en 2.5.6.1), cuyos valores Optimos fueron investigados en la seccion de
parametrizacion del algoritmo en 2.7.4.3.

4.2.3 Numero 6ptimo de servidores

El paso final de la solucion busca determinar cual es la menor asignacion de personal
necesaria para poder cumplir con las restricciones del modelo. Para llevar a cabo este
cometido se implement6 un algoritmo metaheuristico que utiliza una estrategia de budsqueda
de biparticion (ver algoritmos de divide y venceras en [63]), donde el criterio de verificacion
de éxito (determinacién de una solucion factible) es una funcién de aptitud que combina la
simulacion de una unidad particular con cierta asignacion de personal, con una funcion de
analisis de los resultados de la simulacion que compara los tiempos de permanencia promedio
en el sistema de cada tipo de cliente con su tolerancia.

Antes de ejecutar el algoritmo solucién, se deben configurar algunos parametros de
ambiente necesarios para la simulacion, como la escala de tiempo utilizada por las variables
temporales, la cantidad de repeticiones por experimento, la carga de tasas de arribos y
servicios, etc. (ver Apéndice D).

A continuacion presentamos el pseudocddigo de configuracion de ambiente y de
ejecucion del algoritmo solucién:

Asignacion_Optima_Personal

In paramg;,,: Archivo que contiene los parametros del simulador

In coloreo : Contiene una asignacién de actividades en unidades (coloracion
factible)

In estrategia: Estrategia utilizada en la asignacion inicial (PROMEDIO,
RO_PROMEDIO, PEOR_CASO, ADICIONAL)

Out n: Numero 6ptimo de personal

Var config: Contiene los pardmetros de configuracion del simulacion especificados
en paramgim,

Var sim: Motor de simulacion

Var nj,;ciqi. NUmero inicial de personal para cada unidad

Var tArribo: Vector que contiene las tasas de arribo para todas las actividades

Var tArribo.. Vector que contiene las tasas de arribo de las actividades asignadas a
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una unidad

Var tServicio: Vector que contiene las tasas de servicio para todas las actividades
Var tServicio.. Vector que contiene las tasas de servicio de las actividades
asignadas a una unidad

Var tolerancias: Vector que contiene las tolerancias para todas las actividades

Var tolerancias.: Vector que contiene las tolerancias de las actividades asignadas a
una unidad

: config = Cargar_Configuracion(paramg;, );

: sim. Escala_Tiempo(config. ObtenerParametro("Escala_Tiempo"));
: sim. Limite_Tiempo(config. ObtenerParametro("Limite_Tiempo"));
: sim. Repeticiones(config. Obtener_Parametro("Repeticiones"));

: tArribo = config. Obtener_Parametro("Tasas_Arribo");

: tServicio = config. Obtener_Parametro("Tasas_Servicio");

: tolerancias = config. Obtener_Parametro("Tolerancias");

: foreach c in coloreo do  // c contiene las actividades para una unidad
tArribo. = Obtener_Elementos(c, tArribo);

tServicio, = Obtener_Elementos(c, tServicio);

tolerancias. = Obtener_Elementos(c, tolerancias);

Ninicia = Calcular_Asignacion_Inicial (estrategia, tArribos,, tServicios,, c. size( ));
sim. Set_Parametro("Tasas_Arribo", tArribo.);

sim. Set_Parametro("Tasas_Servicio", tServicio,);

sim. Set_Parametro("Tolerancias", tolerancias.);

16: n+= Buscar_Asignacién_Optima(nipicia, Sim); // metaheuristica
17: if c.size() = 1 then

18: Comparar_Resultados_Erlang(sim);

19:  endif

20: end foreach

21: return n;

oo, WwWNE
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En las lineas 2, 3 y 4 se configuran los parametros generales para la simulacion, es decir los
parametros de escala de tiempo utilizado por las variables temporales del motor de
simulacion, de limite de tiempo de simulacion y cantidad de repeticiones de cada
experimento.

Cabe aclarar que la funcién Obtener_Elementos, utilizada en las lineas 9, 10 y 11, devuelve
un vector que contiene los valores contenidos en el vector ingresado como segundo
parametro correspondiente a las actividades especificadas en el primer parametro. Otra
cuestion a tener en cuenta es que para el caso particular en que la unidad s6lo contenga una
actividad (lineas 17 a 19), los resultados de la simulacion (probabilidad de encolar un trabajo,
el tiempo promedio de espera en cola y el tiempo promedio de permanencia en el sistema),
son comparados contra las formulas de Erlang y Little (ver férmulas en 3.3 y el céalculo
empirico en 3.4.3.4). Finalmente la funcion Calcular_Asignacion_Inicial (linea 12) que,
como explicita su nombre, realiza el calculo de la asignacion inicial de personal, depende de
la estrategia especificada. A continuacién damos el pseudocddigo de esta funcion:
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Calcular_Asignacion_Inicial

In estrategia: Estrategia utilizada en la asignacion inicial (PROMEDIO,
RO_PROMEDIO, PEOR_CASO, ADICIONAL)

In tArribo: Vector que contiene una serie de tasas de arribos

In tServicio: Vector que contiene una serie de tasas de servicios

In nMuestra: Contiene la cantidad de elementos en tArribos y tServicios

Out n: Numero inicial de personal

docase estrategia
case "PROMEDIO":

Promedio(tServicio)
n = Techo
( Promedio(tArribo)

case "RO_PROMEDIO":

* nMuestra);

. /eServic
n = Techo(Promedio (t erv_mo) * nMuestra);
tArribo
_ Mayor(tServicio) .
n= Techo(—Menor (aribe) nMuestra);
case "ADICIONAL":
M .
n = Techo (w * nMuestra) * 2
Menor(tArribo)

end_docase

1

2

3

4

5:

4. case "PEOR_CASO":
5-

6

7

8:

9: return n;

Donde las funciones Promedio, Mayor y Menor obtienen el valor promedio, mayor y menor
respectivamente contenidos en un vector de reales y la funcion Techo retorna el entero mas
pequefio que no sea menor al valor ingresado como pardmetro en la funcién.

4.2.4 Metaheuristica

En la seccidn anterior dimos una idea general del funcionamiento del algoritmo de
busqueda de la solucién, donde la receta utilizada para encontrar una solucién factible consta
de la aplicacion de un método de busqueda por biparticion, donde cada nueva region de
exploracién tiene la mitad de tamafio de la region anterior y la funcion de verificacién
determina la validez del resultado sugerido a partir del cual se determina un nuevo intervalo
de busqueda, en caso de existir uno.

A continuacion damos el pseudocddigo que implementa esta funcion:

Buscar_Asignacion_Optima

In n;pi0iq0 Determina la cantidad inicial de personal asignada a la unidad

In sim: Motor de simulacion

Out ngprimo: NUmero optimo de personal

Var cotagyperior: Contiene la Gltima asignacion de personal factible

Var cotaemporai: Contiene la asignacion de personal del caso de prueba actual
Var cota,serior- Contiene una asignacion de personal invalida o no factible

1 Cotagyperior = COtatemporal = Ninicials
2: COttainferior = 0;
3: while not fin do

87



4. sim. Nﬁmero_Servidores(cotatemporal);

5: for i < 1 to sim. Repeticiones()

6: esfactible = Verificar_Asignacion(sim); // funcion de aptitud
7: if not esfactible then

8: goto 11,

9: endif

10:  endfor

11: if esfactible then

12: Cotagyperior = COtAtemporal; // Actualizo cotagyperior CON la NUeva
13: /1 asignacion factible

14: COtatempora] = Techo (COtatemporal;'COtamferlor);

15: if cotagemporal = COtainferior then

16: fin = true;

17: endif

18:  else

19: cotajpferior = COtatemporal; Il Actualizo cotajygerior CON UNA NUeva asignacion no factible
20: if cotagyperior = COtatemporal then

21: cotagyperior = COtatemporal * 2; Il Corrijo el intervalo de bisqueda
22: COtatemporal = COtasuperior;

23: else

24 COtatempora] = Techo (COtatemporalz'COtasuperlor);

25: if cotagemporal = COtainferior then

26: fin = true;

27: endif

28: endif

29:  endif

30: endwhile

31 Ngptimo = COtAsuperiors
32: return ngpimo;

En la linea 4 se ingresa la cantidad de personal al simulador para cada iteracién. De las lineas
5 a 10 se ejecutan las repeticiones independientes del escenario de simulacion. En la linea 6
se invoca la funcion de aptitud, encargada de ejecutar la simulacion y la comprobacién de los
resultados. En caso de que la solucion no sea factible se finaliza la ejecucion (lineas 7, 8 y 9)
y se contintia con la busqueda de nuevos casos. De las lineas 11 a 29 se encuentra la ldgica
que implementa el algoritmo de biparticién, que en los casos de éxito, disminuye la
asignacion del personal a la mitad (linea 14) y en el caso contrario los aumenta al doble (linea
21). Algo importante a tener en cuenta es que puede ocurrir que la asignacion de recursos
inicial no sea factible, lo que provocaria una correccion en la region de busqueda. Dicho caso
de correccion se encuentra contemplado en las lineas 20, 21 y 22.
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4.2.5 Verificacion de asignacién

La funcion de verificacion de asignacion se encarga basicamente de responder si se
cumple o no la restriccion del modelo que establece que los tiempos de permanencia
promedio en el sistema deben ser menores a los tiempos de tolerancia méxima por cada tipo
de cliente, a partir de una asignacion de personal dada. Para poder responder esta interrogante
se elabor6 un procedimiento que consta basicamente de dos pasos:

1. Simulacién de una unidad de trabajo
2. Verificacion de resultados

Para la implementacion del primer paso se utilizé el motor de simulacion OMNeT++ version
4.2.2; el lector podra encontrar mas informacion sobre ésta herramienta en el Apéndice C. El
paso de verificacion de resultados, basicamente calcula el tiempo de servicio promedio, por
cada tipo de cliente generado, valor que se compara con la tolerancia de cada uno de ellos. En
caso de cumplirse la restriccion antes mencionada, significa que se encontré una solucién
factible al problema, aunque esta no sea 6ptima (minima).

4.25.1 Modelo de simulacién

A partir de los conceptos basicos en los que se basa OMNeT++ (ver Apéndice C),
estamos en condiciones de describir como implementamos el modelo que simula la realidad
planteada en esta tesis.

Nuestro modelo solucion estd compuesto basicamente por los siguientes mddulos:
e Source:
= Es un mddulo simple que contiene la ldgica necesaria para generar muestras
aleatorias e independientes con distribucion exponencial. Este modulo es el
encargado de simular un tipo de cliente en el sistema. Para determinar el tipo de
cliente, es posible especificar a partir de uno de sus parametros el tiempo entre
arribos para un tipo de cliente especifico.
e PassiveQueue:
= Es un modulo simple que implementa un administrador de la cola de clientes en el
sistema. El nombre proviene del hecho que esta cola no realiza ninguna accién por
iniciativa propia, depende enteramente de estimulos externos (la llegada de un
cliente, o el pedido de un cliente desde un servidor). A partir de sus parametros es
posible especificar la capacidad méxima, la estrategia de encolamiento (pila o
fifo) y la estrategia de distribucion de trabajos entre los servidores disponibles
(aleatoria, prioridad, roundRobin o demora minima). Para nuestro caso la
capacidad de la cola es infinita, la estrategia de encolamiento es fifo (First In First
Out) y la distribucion de trabajos es aleatoria.
e Server:

= Es un mddulo simple que contiene la Idgica necesaria para simular un servidor

capaz de atender cualquier tipo de cliente en el sistema. Su parametro principal
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e Sink:

permite especificar los tiempos de servicio de las actividades que es capaz de
atender.

Es un mddulo simple encargado de registrar datos estadisticos, los cuales son
utilizados para los célculos. Los dos datos mas importantes que almacena son el
tiempo total de permanencia en el sistema y el tiempo total en cola de cada
trabajo, discriminado por tipo.

e Simulador:

Este es el modulo principal y representa el modelo de simulacion.

Internamente estd compuesto por los 4 modelos simples anteriores e interconecta
los diferentes generadores de muestras (Sources) con la cola (PassiveQueue), la
cola con los diferentes servidores (Servers) y los servidores con el recolector de
resultados (Sink). Los dos parametros principales que contiene permiten
determinar la cantidad de generadores y servidores que se deben instanciar.

Para facilitar la comprension de la estructura del modelo, a continuacion presentamos
una ilustracion que representa los diferentes mddulos y las interconexiones entre ellos:

Simulador

Source (1) [ |+ —»{ | Server(1) [ }+
l Cliente Tipo | l
| | Cliente Tipo K
| Cliente Tipo 1 |
I I
| ——>{ | PassiveQueue [ | | —» | Sink
I I
| Cliente Tipo N |
| ) ] | Cliente Tipo P
[ Cliente Tipo J [

Source (N) “»{ | Server(M) [ H

Figura 5 — Implementacion del modelo de simulacion
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4.2.5.2 Implementacion

Luego de introducir los conceptos mas importantes que competen al framework de
simulacion, estamos en condiciones de mostrar el pseudocodigo de la funcidn de verificacion:

Verificar_Asignacion

In sim: Motor de simulacion
Out esfactible: Determina si la asignacién cumple con la restriccion 1.5

1: while not sim. Fin do // sim.Fin = true si no quedan mas eventos o se alcanzé el limite de tiempo
2: moédulo = sim. Siguiente_Médulo();

3: sim. Ejecutar_Evento(modulo);

4: endwhile

5: esfactible = true;

6: for i < 1 to sim. Sources. size() // Itero en la cantidad de generadores o actividades

7: if sim. Sink. ObtenerTiempoPermanencia(i) >

8: sim. Obtener_Parametro("Tolerancias")[i] then
9: esfactible = false;

10: goto 14;

11:  endif

12: endfor

13: return esfactible;

Las lineas 1 a 4 implementan el primer paso de verificacion que consiste en la simulacion de
una unidad. Como se puede observar, a grandes rasgos respeta la estructura de
funcionamiento de un simulador de eventos discretos, como se expone en la seccion C.1 del
Apéndice C.

Una vez finalizada la simulacion, ya sea porque no hay mas eventos para ejecutar o porque se
alcanzo el limite de tiempo de ejecucion (en nuestro caso solo aplica el segundo criterio), se
lleva a cabo la verificacion de la restriccion 1.3 del modelo matematico (lineas 5 a 11), donde
para cada actividad atendida en la unidad simulada, se compara el tiempo de permanencia en
el sistema calculado de cada tipo de cliente contra su tolerancia (lineas 7 y 8). Si el valor
calculado es mayor, se finaliza el bloque iterativo de verificacidon debido a que el resultado ya
no es satisfactorio (lineas 9 y 10).

En la linea 7, la funcién sim. Sink. Obtener_Tiempo_Permanencia(i) permite obtener los
tiempos de permanencia registrados en el modulo de estadisticas Sink (ver seccién anterior
4.2.5.1).

Un detalle que merece la pena recordar es, en la linea 15 del pseudocodigo de la seccion 4.2.3
se configurd el parametro "Tolerancias" en el simulador con el vector de tolerancias, de
acuerdo a esto, en la linea 8 de éste pseudocodigo, se obtiene cada tolerancia utilizando el
operador de indizado [] para buscar los elementos en dicho vector.
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Capitulo 5 — Ejecucion y analisis de pruebas

En esta seccion mostraremos los resultados finales producto de la ejecucion de la
solucion integral (coloreo y metaheuristica) sobre un conjunto de instancias, que incluye la
mayoria de las instancias del Grupo de Taller y algunas instancias de DIMACS. Luego de
mostrar los resultados, haremos un analisis y daremos nuestras conclusiones sobre la
informacion obtenida.

5.1 Infraestructura utilizada (hardware y software)

Para la ejecucién de pruebas se utilizd un PC de ocho nucleos, con una frecuencia
méaxima de 3.6 GHz y arquitectura de 64 bits, con 8GB de memoria RAM, sistema operativo
Windows 7 de 64 bits, OMNeT++ IDE como entorno de desarrollo y C++ como lenguaje de
programacion.

5.2 Ejecucion de pruebas

Todas las pruebas fueron realizadas utilizando la estrategia de asignacion de personal y
generacion de tiempo limite de simulacién de acuerdo a lo analizado en Apéndice E.

Las pruebas se separaron basicamente en 2 grandes grupos. Para el primero, integrado
por instancias de hasta 250 vértices (grafos pequefios), se ejecutaron una serie de 3 pruebas
por cada una de ellas, salvo para la instancia de 250 debido al excesivo tiempo de ejecucién
requerido para resolverlo. Para el segundo, integrado por instancias de hasta 2000 vértices
(grafos de gran tamafio) se ejecutd una sola prueba para cada tipo de algoritmo de coloreo
disponible (LRLF y EXTRACOL_CSR_ATS, dando un total de 4 ejecuciones), porque se
requiere mucho tiempo para la resolucion de cada escenario de prueba. La principal idea
detrds de la ejecucion de instancias de gran tamafio, es poder demostrar la propiedad de
agrupacion de personal en las unidades expuesta en 3.2.4, donde se plantea basicamente la
mejora en el calculo del personal necesario a partir de una mejor distribucion de actividades
en unidades (menor cantidad de wunidades). Como ya vimos en 2.7.5,
EXTRACOL_CSR_ATS obtiene menor cantidad de colores para instancias de 1000 nodos en
adelante que el resto de los algoritmos, lo que nos permitira ver si se cumple o no la
propiedad enunciada en el parrafo anterior.
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A continuacion presentamos los resultados obtenidos a partir de la ejecucion de los
escenarios de prueba:

e Grupo 1:

Tiempo
Nombre Tipo Algoritmo Virtual Tiempo Arribos

. . N2 Pruebas .
Instancia Instancia  Coloreo de Promedio

Simulacion

instancia_prueba_a25 u015 p050 |GRUPO |LRLF 3 1058-h 0,0110208-h
instancia_prueba_a50 u015 p075 |GRUPO |LRLF 3 1103-h 0,01148073-h
instancia_prueba_a75 u015 p025 |GRUPO |LRLF 3 1018-h 0,01059919-h
instancia_prueba a100 u015 p025 | GRUPO | LRLF 3 988-h 0,01028826-h
instancia_prueba_a200 u015 p025 | GRUPO | LRLF 3 970-h 0,01010337-h
instancia_prueba_a200 u015 p075 | GRUPO |LRLF 3 1053-h 0,01096027-h
DSJC125.1 DIMACS |LRLF 3 33747-h 0,35152133-h
R250.5 DIMACS |LRLF 1 82508-h 0,85945333-h

. . Tiempo Tiempo
Nombre . Asignaciones v, ! .y
! Mejor Coloreo Coloracion Ejecucion
Instancia Personal
(Segundos)  (Segundos)

instancia_prueba_a25 u015 p050 8 18 0,001 140,531
instancia_prueba_a50 u015 p075 7 29 0,001 469,183
instancia_prueba a75 u015 p025 23 52, 53, 54 0,002 378,352
instancia_prueba_al00 u015 p025 27 71 0,004 307,096
instancia_prueba a200 u015 p025 48 135 0,011 1203,61
instancia_prueba_a200_u015_p075 15 103 0,01 2540,57
DSJC125.1 49 329 0,002 1977,44
R2505 [ 7 482 0,017 [ 04240

Tabla 11 — Grupo 1 — Pruebas finales

La primera tabla muestra el nombre de las instancias utilizadas en la columna 1 y las
columnas 2 a 6 muestran los diferentes pardmetros que conforman cada escenario de prueba.
La segunda tabla muestra el nombre de las instancias utilizadas en la columna 1; las
columnas 2 a 5 muestran la menor cantidad de colores obtenidos, las diferentes asignaciones
de personal para dicha cantidad de colores, el tiempo de ejecucion del algoritmo de coloreo
para la prueba que dio la mejor asignacion de personal y finalmente el mejor tiempo de
ejecucion de la prueba en su totalidad para el caso en que se obtuvieron los mejores
resultados (mejor coloracion y mejor asignacion de personal).

Lo primero que salta a la vista es que, para diferentes coloraciones, aunque la cantidad
de colores sea la misma, se puede ver que podemos llegar a obtener diferente cantidad de
personal (celdas amarillas), lo que determina que la asignacion es fuertemente dependiente de
la combinacion de actividades que se agrupan bajo una misma unidad. Ademas, pudimos
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observar que el tiempo de ejecucion tiende a aumentar a medida que se incrementa la
densidad de aristas en el grafo (celdas verdes). Como la coloracién se realiza sobre el grafo
complemento, las instancias con mayor densidad contienen pocas aristas en su version
complementada, lo que tiende a disminuir la cantidad de vecinos que tienen los vértices, por
lo tanto se tiende a generar coloraciones de pocos colores, donde cada color contiene un gran
numero de vértices. Como se puede observar en la tabla, la diferencia en el tiempo total de
ejecucion no la hace el algoritmo de coloracién sino la ejecucion de la metaheuristica. Debido
a que los escenarios de prueba fueron elaborados para ejecutar aproximadamente la misma
cantidad total de eventos, supusimos que el incremento en el tiempo de ejecucion estaba
condicionado por las estructuras de datos que utiliza el motor de simulacién, hecho que queda
demostrado por el excesivo tiempo de ejecucion de la prueba sobre la instancia R250.5
(celdas violetas), donde se puede observar que para dicha instancia se generan solamente 7
colores, 4 de ellos con 41, 43, 48 y 49 vértices (dato extraido del detalle de la prueba). Lo
anterior muestra que éste framework de simulacion tiene problemas para escalar a medida
que se aumenta la cantidad de generadores de mensajes en el modelo (en la version
secuencial, sin incluir ningin mecanismo de computacion paralela), o sea de unidades con
mayor cantidad de actividades.

e Grupo 2:
Tiempo
Nombr.e Tipo - Algoritmo N2 Pruebas Virtual Tiempo Arrjlbos
Instancia Instancia| Coloreo de Promedio
Simulacién

DSJC1000.1 DIMACS |LRLF 1 24302-h 0,25313983-h
DSJC1000.1 DIMACS |EXTRACOL 1 24302-h 0,25313983-h
C2000.5 DIMACS | LRLF 1 59897-h 0,62392233-h
C2000.5 DIMACS | EXTRACOL 1 59897-h 0,62392233-h

. . Tiempo Tiempo
Nombre . Asignaciones v . "
. Mejor Coloreo Coloracion Ejecucion
Instancia Personal
(Segundos) (Segundos)
DSJC1000.1 279 2456 0,131 15011
DSJC1000.1 261 2358 105,572 17830,8
C2000.5 195 5615 1,603 70465,3
C2000.5 187 5421 436,25 76834,2

Tabla 12 — Grupo 2 — Pruebas finales

La primera tabla muestra el nombre de las instancias utilizadas en la columna 1 y las
columnas 2 a 6 muestran los diferentes pardmetros que conforman cada escenario de prueba.
La segunda tabla muestra el nombre de las instancias utilizadas en la columna 1; las
columnas 2 a 5 muestran la menor cantidad de colores obtenidos, las diferentes asignaciones
de personal para dicha cantidad de colores, el tiempo de ejecucion del algoritmo de coloreo
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para la prueba que dio la mejor asignacién de personal y finalmente el mejor tiempo de
ejecucion de la prueba en su totalidad para el caso en que se obtuvieron los mejores
resultados (mejor coloracion y mejor asignacion de personal). Como ya mencionamos, el
objetivo de estas pruebas es simplemente corroborar la propiedad enunciada en 3.2.4. Queda
explicito en los resultados que para los casos que se utilizo EXTRACOL, se generaron
coloraciones mas pequerias y el calculo de la cantidad optima de recursos también fue menor
(celdas amarillas), si bien no podemos asegurar que esto se de en todos los casos ya que no
elaboramos un conjunto mas amplio de pruebas. Al generar coloraciones mas pequefias, se
tienden a generar mas conjuntos independientes con mayor cantidad de vértices lo que
provoca, al igual que en el caso anterior, que el motor de simulacion ejecute durante mas
tiempo (celdas verdes). Esto queda explicito en la siguiente tabla donde se extrajeron los
resultados de la coloracion para las 4 pruebas:

Canfid.ad de :)((:T:!T:C‘;L- # C. Indep. - LRLF - # C. Indep. - # C. Indep. -

Vértices DSJC1000.1 DSJC1000.1 EXTRACOL - 2000.5 EXTRACOL - 1000.1
14 0 0 18 0

13 0 0 41 6

12 0 0 43 18

11 0 0 20 63

10 0 0 17 69

9 0 0 13 24

8 0 0 10 10

7 0 0 4 3

6 0 0 6 0

5 80 9 5 1

4 106 147 1 0

3 41 121 4 0

2 19 2 2 0

1 15 0 3 1

Tabla 13 — Grupo 2 — Detalles de coloracion

Ambas ejecuciones de EXTRACOL generan mayor cantidad de conjuntos
independientes de mayor tamafio, acumulando 824 vértices en el caso EXTRACOL sobre
DSCJ1000.1 contra 633 vértices para LRLF sobre la misma instancia, solamente tomando en
cuenta los conjuntos de 4 y 5 veértices y 1301 vértices en el caso EXTRACOL sobre C2000.5
contra 294 vértices para LRLF sobre C2000.5 solamente tomando en cuenta los conjuntos de
12, 13 y 14 vertices (celdas amarillas), o sea, EXTRACOL acumula en los primeros
conjuntos mas del 50% de la cantidad de vértices (o actividades) del grafo.
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5.2.1 Resultados grupo modulo de taller

A raiz de los resultados obtenidos por el grupo de taller, mostramos a continuacion una
tabla comparativa que muestra las mejores asignaciones generadas por la solucién del grupo
(ver [43]) contra las mejores asignaciones obtenidas por nuestra solucion (datos extraidos de
la seccion anterior). A continuacién se muestran los resultados comparativos:

Tiempo Algoritmo k - . Tiempo
: o Mejor . -
Ejecucion Grupo Grupo Asi Ejecucion
(seg.) Taller Taller & (seg.)

Nombre Mejor

Instancia KEEREE Asig

instancia_prueba_a25
_u015_p050 8 18 140,531 | Estable - 1 9 20 142,374
instancia_prueba_a50
_u015_p075 7 29 469,183 | Estable - 3 8 29 273,687
instancia_prueba_a75
_u015_p025 23 52 378,352 | Goloso - 6 26 67 727,046
instancia_prueba_al0
0_u015_p025 27 71 307,096 | Goloso - 6 31 96| 1379,096
instancia_prueba_a20
0_u015_p025 48 135 1203,61 | Goloso - 6 56 199 | 4773,404
instancia_prueba_a20
0_u015_p075 15 103 2540,57 | Estable - 3 18 177| 2362,039

Tabla 14 — Resultados finales — Grupo de Taller

Esta tabla muestra el nombre de las instancias utilizadas en la columna 1; las columnas 2
a 4 muestran la cantidad de colores Optima a partir de la aplicacion del algoritmo LRLF en
cada instancia, la mejor asignacion de personal obtenida para dichas coloraciones y el tiempo
de ejecucion total de procesamiento de cada escenario; las columnas 5 a 8 muestran el
algoritmo del grupo de taller que mejor asignacion de personal obtuvo, la cantidad de colores
obtenidas por el algoritmo de la columna anterior, la mejor asignacion asociada a dicha
coloracion y finalmente el tiempo de ejecucidn total de su solucion.

En esta oportunidad volvimos a obtener mejores resultados que los generados por el
grupo de taller, tanto desde el punto de vista de la coloracion, como de la asignacion de
personal, salvo para la instancia instancia_prueba_a50 u015 p075, donde a pesar de
generar una coloracion mas pequefia (7 colores contra 8), ambas soluciones encontraron la
misma cantidad de personal (celdas amarillas). Salvo por la instancia donde se produce el
empate, las demas soluciones cumplen la propiedad de asignar menor cantidad de personal
cuando se tienen coloraciones de menor tamafio, o dicho de otra manera cuando la coloracion
produce menor cantidad de unidades (celdas verdes).

Con respecto al tiempo de ejecucion, como nuestra solucion depende de la cantidad de
eventos que se generan en el simulador (a mayor cantidad, se producen mejores estimaciones,
ver calibracion simulador en Apéndice E) y de la estrategia de asignacion inicial de personal,
es dificil comparar desde el punto de vista temporal cuél es superior. De igual manera
podemos ver que, los tiempos de ejecucion obtenidos por nuestra solucion para las instancias
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instancia_prueba_a50 u015 p075 (469,183 segundos contra 273,687 segundos) e
instancia_prueba_a200 u015 p075 (2540,57 segundos contra 2362,039 segundos) fueron
superiores a los del grupo de taller (celdas naranja) e inferiores para el resto de las instancias
(celdas violetas).

5.3 Trabajo a futuro

En esta seccion enumeramos algunas mejoras que pueden servir de inspiracion en
futuras investigaciones sobre este tema, y que por cuestiones de alcance no fueron realizadas
en esta tesis.

Como vimos en 1.4.2 el funcionamiento de las unidades puede ser considerado de
forma independiente (ver restriccion 1.5). Debido a esta caracteristica vemos que es posible
aplicar técnicas de programacion paralela para simular el funcionamiento de las distintas
unidades de forma concurrente. De esta forma puede incluirse un andlisis de medidas de
desempefio tales como la medicién del speedup, de la paralelicibilidad y de la eficiencia
computacional [64]. Por su parte, OMNeT++ permite la ejecucion paralela de modelos sin
tener que hacer modificaciones de codigo, en particular es capaz de incorporar cualquier
biblioteca estdndar para programacion paralela bajo el paradigma de comunicacion de
procesos mediante pasaje de mensajes (MPI), aunque el autor recomienda el uso de
DeinoMPI.

Otra linea de trabajo a considerar en el futuro, podria ser la incorporaciéon de la
capacidad de especificar pardmetros de calidad de servicio para la asignacion de personal.
Con esto nos referimos por ejemplo a configurar el porcentaje aceptable de abandonos de
clientes, indicar el largo promedio de cola aceptable, entre otros. Esto permitiria realizar un
analisis de impacto de como las distintas configuraciones condicionan la asignacion de
recursos.

Las actividades que consideramos en esta tesis tienen la caracteristica de ser atomicas,
es decir que son indivisibles y constan de un sélo paso. Otra alternativa seria poder incorporar
ademas actividades que consten de varios pasos (procesos compuestos por multiples
actividades atémicas). Con esto se buscaria obtener soluciones que se acerquen mas a la
realidad que se plantea en las empresas. También como forma de hacer mas real la solucién
se podrian considerar las capacidades distintas del personal para el cumplimiento de las
diferentes tareas (existencia de tasas de servicio diferenciales para una misma actividad en
distintos servidores).

La solucion que implementamos considera que una asignacion es factible si es exitosa
para todas las repeticiones del experimento. Una opcion mas flexible podria consistir en que
una solucion sea considerada factible si la mayoria de las repeticiones son exitosas. Seria de
esperar que con esta estrategia se puedan obtener mayor cantidad de soluciones factibles.

También consideramos que son Utiles de implementar en soluciones futuras las
modificaciones planteadas en el trabajo del Grupo de Taller (ver seccion 6.3 en [43]).
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Finalmente el objetivo mas ambicioso seria la aplicacion de la herramienta de
optimizacion en empresas reales de forma de poder estimar el costo minimo requerido para el
correcto funcionamiento de la organizacion, evitar tiempos muertos y superposicion de
actividades, reconocer unidades sub y sobre dimensionadas y asegurar niveles aceptables de
satisfaccion para los clientes a partir de la restriccion de los tiempos de espera.
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Capitulo 6 — Conclusiones

En esta tesis estudiamos un problema correspondiente al area de gestion de la fuerza
laboral que consiste en el dimensionamiento de empresas de alto porte, a partir de la
asignacion eficiente de actividades compatibles en unidades organizacionales y la asignacion
Optima de personal a cada una de ellas.

Para resolver este problema fue necesario dividirlo en dos fases. La primera se
corresponde con la asignacion de actividades compatibles en unidades, problema
combinatorio identificado con la coloracion de grafos, donde las actividades son
representadas por los vértices, y las relaciones de compatibilidad por sus aristas. La segunda
fase consiste en la asignacion éptima de personal a las unidades obtenidas en la fase anterior,
problema de naturaleza estocastica donde aplicamos aspectos de teoria de colas y métodos de
Montecarlo.

En la fase de coloracion realizamos un relevamiento de algunos de los algoritmos de
mayor desempefio presentes en la literatura para resolver instancias de diversos tamarios. Del
analisis de resultados para estos algoritmos podemos concluir que para encontrar
coloraciones Optimas con grafos de menos de 1000 vértices el algoritmo que mejor se
desempefio fue el LRLF, y para instancias mayores o iguales a 1000 vértices la mejor opcion
en cuanto a la calidad de la solucidn, sin considerar el tiempo de ejecucion fue la variante
CSR_ATS de EXTRACOL. Adicionalmente nuestros resultados fueron comparados con los
mejores casos obtenidos por el grupo de taller, para dos de sus instancias
(instancia_prueba_a200_u015 p025 e instancia_prueba_a200_u015_ p075). Para ambos casos
el LRLF gener6 mejores coloraciones y tiempos de ejecucién que los algoritmos del grupo de
taller.

Para la segunda fase se construyd una metaheuristica que utiliza el resultado de la
coloracion obtenida a partir de alguno de los algoritmos seleccionados e implementa una
busqueda por biparticion para resolver el problema de asignacion 6ptima de personal. Este
algoritmo utiliza una funcion de aptitud que evalua la factibilidad de la asignacion actual a
partir de la simulacion de cada unidad y el chequeo de las restricciones de tiempo propuestas
en el modelo matematico. Para verificar el correcto funcionamiento del simulador utilizamos
como caso de estudio la simulacién de una unidad con una sola actividad. Los resultados
obtenidos fueron comparados con las férmulas de Little (largo promedio de cola y tiempo
promedio de permanencia en el sistema) y Erlang C (probabilidad de encolar un cliente),
obteniendo un error relativo promedio menor al 1% para el caso en que se generaron 96000
eventos. Esto fue posible debido a las caracteristicas del modelo que considera que los
clientes demandan servicios siguiendo un proceso de Poisson, y el personal atiende las
solicitudes de los clientes con tasa exponencial.

En las pruebas finales se consideraron instancias de 25, 50, 75, 100, 200, 250, 1000 y
2000 Vvértices. Estas instancias se clasificaron en dos grupos. En el primero (instancias hasta
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250 vértices) se pudo observar que para diferentes coloraciones, a pesar de que la cantidad de
colores era el mismo, se obtuvo diferente cantidad de personal (un resultado un tanto
intuitivo) lo cual demuestra que la asignacion depende de la combinacion de actividades
agrupadas bajo la misma unidad. Ademas se pudo observar que el tiempo de ejecucion
aumenta con el incremento del tamafio de las unidades, lo que nos llevé a pensar en una
pérdida de performance del motor de simulacion, hecho que confirmamos con la instancia
R250.5. En el segundo grupo (instancias con 1000 vértices o mas) las pruebas se enfocaron
en demostrar empiricamente la propiedad enunciada en 3.2.4. Los resultados obtenidos de las
pruebas fueron contundentes y permitieron comprobar que a medida que se encontraban
coloraciones con menor cantidad de colores, también se minimizaba la cantidad de personal
asignado por unidad. Este resultado también fue evidenciado en el andlisis comparativo que
hicimos contra los resultados del grupo de taller, ya que en todos los casos, con excepcion de
uno (caso de empate en la asignacién para la instancia instancia_prueba_a50 u015 p075,
con 29 personas en ambos resultados), obtuvimos mejores coloraciones y por ende menores
asignaciones de personal.

100



Apéndice A — Colas en un banco

Por lo general a las personas no les gusta hacer cola en los bancos y en consecuencia con
el fin de mejorar el nivel de servicio, las instituciones bancarias se concentran en averiguar
cuestiones como:

= EIl nimero promedio de personas que esperan en el banco (es decir, la longitud de la
cola).

= Cuanto tiempo los cajeros estan inactivos (en relacion al tiempo de trabajo).

Supongamos una situacion hipotética en la que un cierto banco esta dispuesto a emplear hasta
5 cajeros y como minimo a 1.

Supuestos del modelo:

= La distribuciéon del tiempo que les toma a los cajeros llevar a cabo una tarea es
exponencial, con una media de 2 minutos y una desviacion estandar de 5/4 de minutos.

= Eventualmente no existe un limite para el largo de la cola, ya que el banco tiene una
superficie muy grande.

= Los clientes arriban con una distribucion de Poisson, con una media de 25 clientes por
hora.

= El servicio se brinda utilizando como disciplina de cola FIFO.
= EstoesunacolaM/M/x donde1 < x <5.

Consideramos la siguiente notacién:

= x: NUmero de cajeros (servidores)

* L4 Largo promedio de la cola

= W: Porcentaje de tiempo inactivo de los cajeros (en espera)

= A: Tasa de arribos promedio (25 clientes por hora)

= u: 1/ (Tiempo promedio de atencidn de clientes) = 21 cliente/min % 60 min/hora = 30
clientes por hora

= p,: Cantidad promedio de trabajo para cada servidor, por hora

Utilizamos los valores anteriores para calcular L, y W.

101



A 25 5

p=

L 30 6
A _p 5
Ps= 3= %~ ox

Do, Lq, W'y el tiempo de inactividad se calculan usando las siguientes formulas:

x_lpi p*
mz(oﬁ+ﬂu—%9

i=

-1

p*pspo 5*1p,

q= 1(1 — 2= 2
(1= ps) 6x+1x!x(1—%)

W_1+Lq_ 1+Lq
T u A 30 25

Ti Inactivo=1—-ps=1— —
iempo Inactivo Ps e

Los resultados de las ecuaciones variando desde 1 a 5 cajeros son los siguientes:

Cajeros Ps - Inactivo
1 0,833 0,83 0,167 4,167 0,2 0,167
2 0,417 0,347 0,412 0,175 0,04 0,583
3 0,278 0,096 0,432 0,022 0,034 0,722
4 0,208 0,02 0,434 0,003 0,033 0,792
5 0,167 0,003 0,435 0,000 0,033 0,833

Tabla 15 — Colas en un banco — resultados de ecuaciones

Observando la tabla se puede concluir que 1 o 2 cajeros deberian ser contratados, ya que
esto mantiene una cola corta, pero sin que los cajeros estén ociosos durante mucho tiempo
[51].
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Apéndice B — Problema de Buffon

Se tienen sobre un plano una serie de paralelas, siendo 2d la distancia entre cada dos
de ellas. Se lanza al azar sobre el plano una aguja de longitud 21 < 2d y se trata de hallar la
probabilidad de que la aguja corte a alguna paralela [65].

Sea x la distancia del centro de la aguja a la paralela mas proxima, y w el angulo que
forma con ella (ver Figura 6). Suponemos que x tiene una distribucién uniforme en el
intervalo (0, d), es decir, que el centro de la aguja se toma al azar en un punto del segmento
perpendicular a las paralelas. Suponemos también que w es independiente de x y que tiene
también una distribucion uniforme en el intervalo (0, ).

Figura 6 — Representacién del problema de Buffon

Todas las posibles posiciones de la aguja estan determinadas por los valores x y w de
los puntos del rectangulo de lados (d, m). La funcion de densidad conjunta sera:

La aguja corta a alguna paralela cuando se cumple la condicién:
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x <lsenw

Luego la probabilidad se encontrara calculando la siguiente integral doble:

I I T Lsen w
p:ff —dxdw=—f dwf dx =
xslsena)dn dm 0 0

_ L ndw[x]lse"“’ = Lfnl sen wdw = L[— cosw]¥ =
dm ), 0 dm J, dm 0
_ I [ 4 0] = 21
= ——[—cosm + cos 0] = ——

De la formula anterior, se deduce:

2l

71'2%

Siendo [ y d constantes, y si de alguna forma calcularamos p, tendriamos determinado

Si lanzaramos la aguja un gran numero de veces N y contdramos el nimero n de ellas
en que la aguja corta a alguna paralela, la frecuencia relativa % es una estimacion de p, es
decir:

2l n
T~—: —
d N

Si hacemos que la distancia entre las paralelas fuese el doble de la longitud de la

aguja, o sea

2d = 41 21—1
= 4], o=

Con lo cual

n~Il: — =

n N
N n

Es decir, dividiendo el nimero de lanzamientos por el nimero de veces que la aguja
corta a alguna paralela, obtendriamos un valor aproximado del nimero 7, con lo cual un
problema deterministico se ha resuelto de forma experimental.

Por lo tanto, un problema analitico, la determinacion del nimero m, que la geometria
clasica resuelve por el método de los perimetros, se reduce a determinar una probabilidad, y
después estimar esta por una frecuencia relativa.
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Apéndice C — Motor de simulacion

C.1. Introduccidn

OMNeT++ es un framework de simulacion de eventos discretos modular y orientado
a objetos, escrito en C++, que provee la infraestructura y herramientas necesarias para
construir simulaciones sobre modelos (ver [66]). Algunas aplicaciones en las que puede
utilizarse este framework son:

e Modelado de protocolos

e Modelado de redes de colas

e Modelado de diferentes redes de comunicaciones
e Validacion de arquitecturas de hardware

En general permite modelar y simular cualquier sistema donde se pueda aplicar una
aproximacion de eventos discretos.

Un simulador de eventos discretos, es un sistema donde las transiciones de estados
(eventos) ocurren en instancias de tiempo concretas, y el tiempo de ocurrencia de los eventos
es instantaneo (cero), o despreciable (ver capitulo 4 del manual de OMNeT++ en [66]). El
tiempo transcurrido dentro del simulador al ejecutar un modelo, se denomina tiempo de
simulacion o virtual ya que no tiene ninguna relacion con el tiempo real o de CPU. Cada
evento generado es almacenado en una estructura, cominmente llamada FES (Future Event
Set o Conjunto de Eventos Futuros).

En general este tipo de simuladores (como OMNeT++) funciona siguiendo el
siguiente esquema expresado en forma de pseudocddigo:

Simulador_Eventos_Discretos

inicializacion... ... /1 Incluye la construccion del modelo y la insercion inicial de eventos en el FES
while not FES. Vacio y not simulador. Fin do

evento = FES. Obtener_Primer_Evento();

tiempo = evento. Tiempo_Ocurrencia();

procesar_evento(evento); /I Puede incluir la insercion de nuevos eventos en el FES

/1 0 la eliminacion de eventos existentes.

endwhile
finalizar simulacion ... ... /1 Registro de resultados, datos estadisticos, limpieza de estructuras, etc.

C.2. Conceptos basicos

El objeto mas importante dentro de OMNeT++ son los modelos (o redes), objetos que
utiliza el motor de simulacion para llevar a cabo una simulacion. Todos los modelos son
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especificados utilizando un leguaje propietario llamado NED (Network Description o
Descripcion de Red).

Un modelo esta compuesto por varias piezas constructivas mas pequefias llamadas
modulos los cuales interactdian unos con otros mediante el envio de mensajes (0 eventos).
Existen basicamente dos tipos de mddulos, los simples y los compuestos. Un madulo
compuesto puede contener multiples mddulos de ambos tipos, los cuales a su vez pueden
estar interconectados a través de compuertas entre si y/o con el modulo contenedor y se
comunican mediante el envio de mensajes. No existe un limite en lo referente a niveles de
composicion.

El modelo, en definitiva es un médulo compuesto y ocupa la raiz en la jerarquia de
composiciones.

Como ya se mencion0, las compuertas son las interfaces de comunicacion de los médulos y
pueden ser s6lo de entrada, sélo de salida y bidireccionales. Una compuerta de entrada y una
de salida pueden ser conectadas a través de una conexion. Las conexiones solamente pueden
ser creadas dentro de un médulo compuesto.

Debido a la estructura jerarquica de los modulos, los mensajes viajan a través de una cadena
de conexiones, partiendo y llegando siempre de un modulo simple.

Los mddulos simples, son los modulos méas bajos en la jerarquia ya que no pueden contener
otros modulos. Sin embargo, a diferencia de los moédulos compuestos, contienen el
comportamiento que especifica como debe funcionar el modelo (contiene la implementacién
de los algoritmos en lenguaje C++).

Ambos tipos de modulos pueden contener parametros de tipo string, numérico o booleano.
Como los pardmetros son representados como objetos, ademas de almacenar constantes, tiene
la capacidad de actuar como fuente de numeros aleatorios con cierta distribucién de
probabilidad, como por ejemplo: uniforme, exponencial, etc.

A continuacion presentamos una ilustracion de los conceptos definidos previamente:

Modelo

Moddulos Simples

Médulo compuesto

Mensaje _[€—Mensaje:

Compuertas

Figura 7 — Componentes de un modelo OMNeT++
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Apéndice D — Archivos de parametrizacion

Los archivos con extension .sim contienen los pardmetros de configuracion que
permiten especificar el comportamiento del modelo implementado para ser ejecutado por el
framework de simulacion. Cada archivo de parametrizacion, representa un escenario diferente
de prueba y debe contener al menos 10 lineas de configuracion que son obligatorias. Todas
las lineas del archivo deben respetar el siguiente formato:

clave = valor [//Comentario]

Donde:

e clave es el nombre interno del parametro utilizado dentro del simulador.

e valor es el dato que se quiere asociar a la clave.

e /IComentario es un metadato opcional y permite describir en lenguaje natural cualquier
tipo de comentario. Este metadato no es tenido en cuenta por la aplicacion, es utilizado

simplemente con fines informativos.

Como ya mencionamos, la estructura minima del archivo debe contener 10 lineas, sin
importar el orden, las cuales pasamos a detallar en el cuadro siguiente:

Clave
simtime-scale

‘ Descripcion

Escala de tiempo que utilizan las variables
temporales.
Valores posibles: [-18, -1].

sim-time-limit

Limite de tiempo de simulacion.

El formato es N-U, donde N es un natural y U es la
unidad temporal (s - segundos, min = minutos, h =
horas)

repeat

Repeticiones de cada experimento

Simulador.queue.sendingAlgorithm

Estrategia de envio de mensajes a los servidores.
Valores posibles: priority, random, roundRobin,
minDelay.

totalSources

Cantidad total de actividades

Simulador.source[*].interMeanArrival Times

Tiempos promedios de arribos

Simulador.server[*].serviceMeanRateTimes

Tiempos promedios de servicios

Simulador.client[*].tolerancesMeanTimes

Tolerancias de los clientes

Simulador.outputResidenceTimeUnit

Unidad de tiempo en la que se desea visualizar el
tiempo promedio de espera en cola y el tiempo
promedio de permanencia en el sistema.

Valores posibles: s, min, h.

Simulador.outputVirtualTimeUnit

Unidad de tiempo en la que se desea visualizar el
tiempo virtual de simulacion.
Valores posibles: s, min, h.

Tabla 16 — Estructura de los archivos de parametrizacion
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Apéndice E — Calibracion Simulador

Previo a la ejecucion de los experimentos finales, realizamos una serie de pruebas
para poder definir la cantidad de muestras (valor que se traduce en el tiempo de simulacién
limite) necesarias a generar, que nos permitan estimar correctamente la cantidad de recursos
necesarios en cada unidad.
El escenario macro de prueba consta de una sola actividad, donde béasicamente se variaron
dos parametros, el tiempo limite de simulacién y el tiempo de arribos. El objetivo de variar
el tiempo limite de simulacién es la de generar mayor cantidad de muestras, y la intencién de
variar el tiempo de arribo fue la de modelar basicamente 2 tipos de escenarios, uno donde
éste tiempo es mayor al de servicio y otro donde ocurre lo contrario. A continuacion,
mostramos en formato tabular los diferentes escenarios elaborados para calibrar la

herramienta:

Tiempo Tiempo . Cantidad
o . . o Tolerancia .
Limite tiempo N2 escenario Arribo Servicio aproximada
(segundos)
(segundos) (segundos) de eventos
. 1 12 20 25 2400
1 dia (8 horas)
2 36 20 25 800
3 12 20 25 12000
1 semana (40 horas)
4 36 20 25 4000
5 12 20 25 48000
1 mes (160 horas)
6 36 20 25 16000
7 12 20 25 288000
6 meses (960 horas)
8 36 20 25 96000

Tabla 17 — Escenarios de calibracién simulador

Para cada uno de los escenarios anteriores, se ejecutaron una serie de 3 pruebas, de los cuales
se obtuvieron los siguientes resultados:

Ne
escena
rio

GAP -
Erlang C
Promedio

0,018618667

% Error
Erlang C
Promedio

0,062111912

GAP -
Tiempo

Espera
Promedio

0,34506933

% Error

Tiempo

Espera
Promedio

7,67434187

GAP -
Tiempo
Permanenc
ia
Promedio
0,389981185

% Error
Tiempo
Permanenci
a Promedio

1,591993676

Tiempo
Ejecucion
Promedio

(segundos)

0,169333333

0,014830333

0,122795106

0,28747767

17,19116448

1,175538305

5,424165945

0,045

0,011787667

0,039323681

0,29428549

6,544909256

0,31599349

1,289958741

0,792666667

0,006209333

0,051413257

0,13722137

8,205838008

0,12567976

0,579911239

0,178333333

0,004469

0,014908594

0,16403125

3,648054908

0,192695844

0,786629141

3,147

0,002000333

0,016562753

0,07661198

4,581396622

0,246370541

1,13680234

0,668666667

0,001665

0,005554444

0,08212836

1,826534805

0,084097038

0,34330362

18,75933333

O N (OB~ ([WIN| -

0,001074

0,008892716

0,0656264

3,924458531

0,071394654

0,329429036

3,959666667
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La tabla anterior muestra, de izquierda a derecha el nimero de escenario de prueba, el
error absoluto promedio para el célculo de la probabilidad de encolar un cliente (Erlang C),
el porcentaje de error (o error relativo) promedio para Erlang C, el error absoluto promedio
para el calculo del tiempo de espera en cola (Little), el porcentaje de error del mismo dato, el
error absoluto promedio en el calculo del tiempo de permanencia en el sistema (Little), y el
porcentaje de error promedio para el mismo dato.

Un hecho que era de esperar es el incremento en el tiempo de ejecucion a partir del
aumento en el tiempo de simulacion y el decremento del tiempo entre arribos, esto se traduce
directamente en un aumento en la cantidad de eventos (o llegadas de clientes) generados en la
simulacion.

De la tabla anterior, se puede observar que para el escenario 8, en general, se obtienen
los resultados promedio con menor error absoluto y relativo (nimeros en rojo). Aunque éste
escenario presenta un resultado suboptimo en el calculo del error relativo promedio de Erlang
C (0,0089%) y el mejor tercer valor en el error relativo promedio del tiempo de espera en
cola (3,92), donde en ambos casos los mejores resultados se obtuvieron en el escenario de
ejecucion 7 (0,00565% y 1,82% respectivamente), el costo de ejecucion en tiempo (3,96
segundos) es 4,74 inferior al del escenario 7 (18,76 segundos). De éste analisis consideramos
aceptable los valores obtenidos por el escenario nimero 8, de lo cual, a priori podemos decir
que se debe cumplir que el tiempo de arribo debe ser por lo menos 96000 veces menor al
tiempo de simulacion para generar como minimo la cantidad de eventos considerada en el
escenario 8. El resultado anterior, no determina como se debe aplicar la relacion de tiempos
para unidades con mudltiples actividades. Como el tiempo limite de simulacion es un
parametro global dentro de la simulacién y aplica a todas las actividades por igual dentro de
una misma unidad, para asegurar la creacion de la cantidad de eventos establecida (96000)
para cada una de ellas, el tiempo de simulacion debe calcularse a partir de la siguiente
relacion:

tiempoymite = Maximo ({tiempoarribo/ tiempogyripo € Unidadsimulada}) * 96000

De esta forma, aseguramos una cota inferior de 96000 eventos para todas las actividades
contenidas en la unidad. Sin embargo, para no quedarnos solamente con éste resultado inicial,
decidimos generar otra serie de pruebas para evaluar el tiempo real de ejecucion y la calidad
de los resultados a partir de la variacion de la estrategia de asignacion inicial y del célculo del
tiempo limite de simulacion, siempre tomando en cuenta la misma coloracién para cada
instancia. Con esta nueva serie de pruebas se busca ajustar un poco mejor los parametros de
calibracion. Los resultados obtenidos fueron:

: Estrategia Cantidad Optima de
Instancia . . Eventos
Asignacion Personal
ADICIONAL COTA MINIMA 18 955,647
instancia_prueba_a25_u015_p050 | PROMEDIO COTA MINIMA 18| 432,956
PEOR_CASO PROMEDIO 18 234,705
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PROMEDIO PROMEDIO 18| 147,531
RO_PROMEDIO |PROMEDIO 18| 141,811
ADICIONAL COTA MINIMA 30 4221
instancia_prueba_a50 u015 p075 PEOR CASO PROMEDIO 30 887,038
PROMEDIO PROMEDIO 30| 499,235
RO_PROMEDIO |PROMEDIO 30| 500,838

Tabla 19 — Ajustes de generacion de eventos simulador

En la tabla anterior, la columna estrategia de asignacién especifica el método de calculo
inicial de personal a asignar en cada unidad, tal como se describié en el pseudocodigo
Calcular_Asignacion_Inicial en 4.2.3. La columna eventos determina el método de célculo
para el tiempo limite de simulacion, donde el valor “COTA MINIMA” asegura un piso de
96000 eventos para cada actividad, mientras que “PROMEDIO” busca asegurar un

promedio de ejecucion de 96000 eventos por actividad (% = 96000 ).

Con respecto a los resultados, se puede observar que no hay diferencia en la cantidad de
personal calculado, sin embargo vemos un decremento interesante en el tiempo total de
ejecucion de la prueba cuando se considera tanto el calculo promedio de asignacién inicial de
personal (PROMEDIO y RO_PROMEDIO) como la cantidad promedio de eventos a
ejecutar (PROMEDIO).

Para la primer instancia (instancia_prueba a25 u015 p050) se ejecutd un caso mas de
prueba (estrategia = PROMEDIO, eventos = PROMEDIO) para visualizar la evolucién
completa del tiempo de ejecucion.

De los resultados se desprende que los casos que mejor performance muestran son aquellos
que consideran promedios para ambas dimensiones (estrategia y eventos), sin mostrar
diferencias significativas de tiempos de ejecucion entre las estrategias PROMEDIO y
RO_PROMEDIO.

De todo lo anterior, concluimos que para la ejecucion de pruebas se adoptara la estrategia
PROMEDIO de asignacion inicial de personal y para el célculo del tiempo de simulacién
limite se utilizara el calculo PROMEDIO de eventos a generar.
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Apéndice F — Generador de archivos de parametrizacion

Para construir los diferentes archivos de parametrizacion utilizados por el framework
de simulacién para generar los casos de prueba, implementamos en C++ un generador de
archivos por fuera de la solucién de la metaheuristica. Este generador toma de la entrada los
diferentes valores que se deben especificar para la construccion de los archivos sim. El
generador recibe como parametros el nombre del archivo de parametrizacion con extension y
opcionalmente puede recibir el parametro “promedio” que discutiremos mas adelante en esta
seccion.

Los valores a ingresar al generador por la entrada estandar son los siguientes:

e El valor de escala correspondiente a la clave simtime-scale de la Tabla 16. Este valor es
un entero negativo entre -18 y -1. El generador solicita este valor de la siguiente manera:

= Ingrese la escala de tiempo (entero negativo entre -18 y -1):

e La unidad de tiempo para el limite de simulacion correspondiente a la clave sim-time-
limit. El valor para sim-time-limit se calcula dentro del generador, luego veremos en que
consiste este calculo. Los posibles valores a ingresar son “h”, “m” o “s” que se traducen a
horas, minutos o segundos. EI generador solicita este valor de la siguiente manera:

= Ingrese unidad de tiempo para el limite de simulacién (h, m, s):

e La cantidad de repeticiones que se desean realizar del experimento. Este valor se
corresponde al de la clave repeat. Este valor es un entero mayor a 0. EIl generador
solicita este valor de la siguiente manera:

= Ingrese las repeticiones para el experimento:

e La cantidad de actividades que se quieren simular. Este valor se corresponde al de la
clave totalSources. Este es un entero mayor a 0. El generador solicita este valor de la
siguiente manera:

= Ingrese la cantidad de actividades:

e La unidad de tiempo en la que se quieren expresar los tiempos entre arribos, los tiempos
entre servicios y las tolerancias de los clientes. Los correspondientes tiempos son
calculados dentro del generador, mas adelante veremos como. La unidad elegida se aplica
a todos los tiempos anteriores. Los posibles valores a ingresar son “h”, “m” o “s” que se
traducen a horas, minutos o segundos. En el archivo de parametrizacién generado esta
unidad es la wunidad de los tiempos que aparecen para las claves
Simulador.source[*].interMeanArrivalTimes,

Simulador.server[*].serviceMeanRateTimes y
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Simulador.client[*].tolerancesMeanTimes. El generador solicita el valor para la unidad
de la siguiente manera:

= Ingrese unidad de tiempo para los tiempos entre arribos, los tiempos entre
servicios y la tolerancia del cliente (h, m, s):

e La unidad de tiempo para visualizar el tiempo promedio de espera en cola y el tiempo
promedio de permanencia en el sistema. La unidad ingresada es la correspondiente al
valor para la clave Simulador.outputResidenceTimeUnit. Los posibles valores a
ingresar son “h”, “m” o “s” que se traducen a horas, minutos o segundos. El generador
solicita el valor para esta unidad de la siguiente manera:

= Ingrese unidad de tiempo para el tiempo promedio de espera en cola y el tiempo
promedio de permanencia en el sistema (h, m, s):

e La unidad de tiempo para visualizar el tiempo virtual de simulacién. La unidad ingresada
es la correspondiente al valor para la clave Simulador.outputVirtualTimeUnit. Los
posibles valores a ingresar son “h”, “m” o “s” que se traducen a horas, minutos o
segundos. El generador solicita el valor para esta unidad de la siguiente manera:

= Ingrese unidad de tiempo para el tiempo virtual de simulacion (h, m, s):

F.1. Calculos que se realizan en el generador

Una vez que se ingresan por la linea estandar los valores detallados anteriormente el
generador construye los archivos de parametrizacion y calcula los tiempos promedios entre
arribos, los tiempos promedios entre servicio, las tolerancias de los clientes y el tiempo total
de simulacion.

Los tiempos promedios entre arribos se calculan mediante la generacion de un nimero
aleatorio entre los valores de las variables inicio y fin méas un valor aleatorio entre 0 y 1. Las
variables inicio y fin toman los siguientes valores:

inicio = 1;
fin =2+ (rand( )% 99);

Es decir que para la variable fin se generan valores entre 2 y 100. Por lo que los valores de
los tiempos promedios entre arribos se calculan asi:

tarribo[i] = inicio + rand()%fin + srand48(), con 0 < i < #actividades

Los tiempos promedios entre servicios se calculan de la misma manera, es decir que
se generan valores aleatorios entre inicio y fin mas un valor aleatorio entre 0 y 1:

tservicioli] = inicio + rand()%fin + srand48(), con 0 <i < #actividades
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Los tiempos de tolerancia de los clientes deben ser mayores a los tiempos promedios entre
servicios y para asegurarnos de ello, los valores para los tiempos de tolerancia los generamos
como un numero aleatorio entre el tiempo de servicio mas un 15 % de holgura y fin, mas un
valor aleatorio entre O y 1:

toleranciali] = tserpicioli] * 1,15 + rand()%fin + srand48(),

con 0 <i < #actividades

Para calcular el tiempo de simulacidn total existen dos alternativas:

e Si se ingresé el parametro opcional promedio como parametro del generador esto indica
que se desea realizar un calculo promedio del tiempo de simulacion que consiste en la
suma de todos los tiempos de arribo multiplicado por 96000 y luego dividido entre la
cantidad de actividades. En este caso estamos considerando el tiempo necesario para
simular 96000 eventos por cada actividad y luego lo promediamos. El calculo es el
siguiente:

tiempOotemp+= tarrivo[i] + 96000
tiempo = Techo((tiempotemp/actividades) * Obtener_Factor_Conversion)

e Sise no se ingreso el pardmetro promedio significa que se quiere realizar el calculo del
tiempo de simulacién para el peor caso. En este caso lo que se hace para obtener el
tiempo de simulacion es multiplicar el valor correspondiente al tiempo de arribo mas
lento (valor de la variable fin) por 96000. El calculo es el siguiente:

tiempo = Techo(fin * 96000 * Obtener_Factor_Conversion)

Finalmente la funcion Obtener_Factor_Conversion permite convertir las unidades de los
tiempos promedios de arribos a las unidades ingresadas para el tiempo de simulacion es decir,
si los tiempos promedios de arribos estaban expresados en minutos y el tiempo de simulacion
quiere expresarse en horas, es necesario convertir la variable “tiempo” de minutos a horas.
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