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Resumen

En esta tesis estudiaremos las variedades téricas sobre cualquier cuerpo algebrai-
camente cerrado, desde una perspectiva de la teoria de invariantes y los monoides
algebraicos. Repasaremos resultados que expresan la geometria de las variedades t6-
ricas normales en funcién de la combinatoria de los conos racionales que las generan.
Mostraremos que los conos racionales inducen variedades téricas normales. Més atn,
una vez definidos los morfismos, mostraremos que la categoria de las variedades tori-
cas afines normales es equivalente a la categoria de los conos racionales estrictamente
convexos, y que las variedades toricas afines no normales no estén lejos de esta cla-
sificacién. Mostraremos también que la categoria de las variedades téricas normales
es equivalente a la categoria de los abanicos de conos racionales, mediante el uso de
un teorema de Sumihiro. Recopilaremos y probaremos todos los resultados necesa-
rios sobre conos racionales que estan dispersos en la literatura y muchas veces son
asumidos, como la caracterizacién de las caras de un cono racional que se verd en
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Abstract

In this thesis, we study toric varieties over any algebraically closed field, from
the perspective of invariant theory and algebraic monoids. We review results that
express the geometry of normal toric varieties in terms of the combinatorics of the
rational cones that generate them. We show that rational cones give rise to normal
toric varieties. Moreover, once morphisms are defined, we show that the category of
normal affine toric varieties is equivalent to the category of strictly convex rational
cones, and that non-normal affine toric varieties are not far from this classification.
We also show that the category of normal toric varieties is equivalent to the category
of fans of rational cones, using a theorem of Sumihiro. We compile and prove all the
necessary results about rational cones that are scattered throughout the literature
and often taken for granted, such as the characterization of the faces of a rational
cone, which will be seen in [2.13]
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Introduccion

Dicen por ahi que no esta bueno comenzar una charla (en este caso, una intro-
duccion) con una definicion, pero no tendria sentido leer algo de esta tesis sin saber
lo que es una variedad toérica.

Si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, llamamos toro de dimensiéon n al
grupo algebraico T' = (k*)™. Una variedad térica es una variedad algebraica X con
un abierto denso isomorfo a 7' ~ (k*)"” de forma que la multiplicacion de T como
grupo algebraico se extiende a una accién en toda la variedad, es decir, el siguiente
diagrama conmut:

TxX —> X

]

TxT "5 T

En el caso que X sea una variedad térica afin y normal, se puede probar que el
algebra A que tiene a X como espectro maximal, i.e. X = Spm(A), es el algebra de
un monoide S que es finitamente generado y sin torsion, es decir, se puede encajar
en Z"™. A su vez, se puede probar que este monoide es la intersecciéon de un cono
racional convexo en el espacio R™ con el grupo Z", lo que establece una relacién
entre los conos racionales en un espacio vectorial real y las variedades toricas afines
normales.

Cuando X no es afin, se puede hacer la misma construccién para sus cartas afines
que sean toéricas, y los conos que resultan de esta construccion se intersectan siempre
en una cara de ambos, lo que llamamos un abanico.

La relacién entre los conos y las variedades toricas es un ida y vuelta bien hecho,
pues, una vez que definamos quiénes son nuestras flechas, tenemos que la categoria
de las variedades toricas afines normales es equivalente a la categoria de los conos
racionales estrictamente convexos y que la categoria de las variedades toricas
normales es equivalente a la categoria de los abanicos y. Esto nos establece
una correspondencia que nos ayuda a entender la geometria de la accién de una
variedad torica a través de la combinatoria de sus conos, por ejemplo:

= Los conos corresponden a variedades téricas afines.

= Las caras corresponden a abiertos de la variedad.

= Los abanicos corresponden a variedades téricas.

= El punto cero corresponde al toro.

= Los conos del abanico corresponden a las cartas afines de la variedad.
= Los interiores de los conos corresponden a las 6rbitas de la accion.

= Si el cono es maximal, la orbita es cerrada.

9



10 INTRODUCCION

Que una variedad tenga un toro denso actuando en ella limita bastante la geo-
metria de la variedad misma, es en este sentido que la combinatoria de los conos
nos permite obtener informacion de la geometria de la variedad, ademas de la de la
accién, por ejemplo:

= Si hay un tinico cono maximal y el resto son caras de éste, la variedad es afin.

= Si los conos provienen de un politopo, la variedad es proyectiva.

= Si la uni6én de los conos es todo el espacio vectorial, la variedad es completa.

= Si las aristas de cada cono forman parte de una base, la variedad es no
singular.

En esta tesis, presentaremos estos resultados separados en dos capitulos: el caso
afin y el caso general. Las construcciones estaran fuertemente apoyadas en los libros
[Ful93] y [CLS11], con la principal diferencia que ambos libros trabajan tinicamente
en C y nosotros trabajaremos sobre cualquier cuerpo algebraicamente cerrado. Esta
diferencia es clave para entender el punto de vista desde el que trabajaremos, puesto
que miraremos todos nuestros objetos ya sabiendo que las variedades toéricas afines
son monoides algebraicos cuyo grupo de invertibles es un toro, e intentaremos enten-
der la escencia algebraica de las construcciones sin dejarnos llevar por la topologia
en el caso de los complejos.



Capitulo 1

Preliminares

Esta tesis esté dirigida a personas con un conocimiento basico de algebra con-
mutativa y geometria algebraica. Se espera que el lector conozca los conceptos de
variedad algebraica, algebra, categoria, etc. Estos preliminares buscan sentar una
base sobre las definiciones necesarias, ya que es comin encontrar en la literatura de
geometria algebraica muchas construcciones distintas sobre los objetos y la teoria. Se
probarén algunos resultados bésicos que se asumen en general, otros se enunciaran
dando una bibliografia para profundizar y otros simplemente se asumiran.

Durante toda la tesis, k denotaré un cuerpo algebraicamente cerrado de cualquier
caracteristica.

1. Algebra conmutativa

DEFINICION 1.1. Un subconjunto S de un anillo conmutativo R se dice multipli-
cativo si no contiene al 0, contiene al 1 y es cerrado por la multiplicacién.

DEFINICION 1.2. Sea S C R un conjunto multiplicativo. Se define la localizacién

de R por S al anillo:
g1p _ R x S’

~

donde la relaciéon esta dada por:
(z,y) ~ (z,t) & Is € S tal que s(at — zy) = 0.
Se usa la notacion ¥ := [(x,1)], o sea, la clase de equivalencia de (x,y).

Si p es un ideal primo de R entonces S = R — p es un conjunto multiplicativo.
En este caso, notamos:
(L1) R, — SR,
Si f € R, entonces S = {1, f, f%,...} = {f* n € N} es un conjunto multiplicativo.
En este caso, notamos:
(1.2) Ry~ SR

PROPOSICION 1.3 (Propiedad Universal de la localizacion). Sea S C R un con-
junto multiplicativo y ¢ : R — R’ un morfismo de anillos tal que ¢(S) C (R')*.
Entonces existe un tinico morfismo ¢ : S™'R — R’ tal que el siguiente diagrama
conmuta:

R—"— R

ki

11



12 1. PRELIMINARES

r

donde 7 esta dada por n(r) = {.
Ver [AK21], Teorema 11.3] para una demostracion.

DEFINICION 1.4. Un dominio R se dice mormal si es integramente cerrado en
su cuerpo de fracciones Frac(R), i.e. para todo a € Frac(R) y f € R[z] moénico, si
f(a) =0 entonces « € R.

EJjEmPLO 1.5. El anillo Z es normal, es corolario del criterio de la raiz racional.

EJEMPLO 1.6. Cualquier dominio de factorizaciéon tnica es normal, la prueba es
esencialmente la misma que la de Z.

LEMA 1.7. St R es normal y S C R es un conjunto multiplicativo, entonces la
localizacion S~'R es normal.

DEMOSTRACION. Primero, observar que Frac(S™!R) = Frac(R), que le llamare-
mos K. Sea a € K entero sobre ST R, esto quiere decir que « satisface una ecuacion
de la forma:

Tp_ r T
o 2oty Ao+ 2 =0, rER, s €S
Sn—1 81 S0
Sea s = Ils; € S. Multiplicando por s™ de ambos lados obtenemos:
T r r
(s2)" + 2 Ls(sa)” ' 4+ 5" (sa) + Ogn,
Sn—1 S1 S0
que es una ecuacion en R porque s; divide a s para todo i. Luego, como R es normal,
sa € Ry entonces a = 2% € STIR, que es lo que buscabamos. ]

LEMA 1.8. Si R;, i € I es una familia de dominios normales dentro de un mismo
dominio A, entonces R =\ R; es normal.

DEMOSTRACION. Llamemos K = (,c; Frac(R;) C Frac(A). Sea f € R[r] moni-
coy a € Frac(R) C K una raiz de f. Como f € R;[z] y R; es normal para todo i,
tenemos a € R; para todo i, luego o € R. ]

El siguiente teorema es muy importante ya que clasifica todos los ideales maxi-
males en un &algebra finitamente generada. Esta es la razén por la que pedimos que
el cuerpo k sea algebraicamente cerrado, para tener un buen control de los ideales
maximales.

TEOREMA 1.9 (de los ceros de Hilbert). Sea k un cuerpo algebraicamente cerra-

do, R = Kk[z1,...,x,] un dlgebra finitamente generada y m < R un ideal mazimal.
Entonces existen a1, ...,a, € k tales que:
m=(x; —ay,...,Tn — Gp).

Para una prueba y construccion de la teoria, ver por ejemplo [AK21l Capitulo
15].

La siguiente definicién la usaremos seguido, ya que los monoides que nos intere-
saran (aquellos que vengan de conos), seran de esta forma.

DEFINICION 1.10. Un monoide afin S es un monoide conmutativo, finitamente
generado e isomorfo a un submonoide de Z", i.e. existe un morfismo de monoides
inyectivo ¢ : § — Z™.
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2. Haces

DEFINICION 1.11. Un pre-haz en un espacio topolégico X con topologia 7 es un
funtor contravariante F : 7 — Set, viendo que 7 es una categoria donde las tinicas
flechas son las inclusiones i.e. existe y es tnica una flecha de U a V si U C V.

SiU CV,i:U — V es lainclusion y s € F(V), notamos res; = F(i) y
sl = res);(s) = F(i)(s). Un haz es un pre-haz que verifica la siguiente condicion:
» SiU = Uy si € F(U;) son tales que s;|yinu; = sjluinu; para todo i, j,
entonces existe un unico s € F(U) tal que s|y, = s;.

Tenemos entonces que el haz es de anillos, grupos, algebras, etc, si la categoria
de llegada, en vez de ser Set, es Ring, Grp (notaciones obvias) etc.

Si el haz es de anillos, o sea, F : 7 — Ring, al par (X, F) le llamamos espacio
anillado, y a los anillos F(U) le llamamos secciones del haz en U.

DEFINICION 1.12. Un morfismo de haces entre F y G, dos haces en X, es una
transformacion natural n : F — G, es decir, una coleccion de morfismos {ny }yer
tal que, dados dos abiertos U C V| se verifica:

FV) 5 g(v)

}-resgi lgresg
FU) == G(U)
Decimos que 7 es un isomorfismo si ny : F(U) — G(U) es un isomorfismo para
todo abierto U.

Sig@: X — Y es una funcion continua y F es un haz en X, definimos el haz ¢*F
en Y de la siguiente forma:

¢*F(U)=F(¢ ' (U)), VU abierto en,

(respF)l = (reswl(v))wqw) " F(V) — " F(U), YUCV,i:U—V.

DEFINICION 1.13. Un morfismo de espacios anillados entre (X, F) y (Y,G) es
un par (¢, cpﬁ) donde ¢ : X — Y es una funcion continua y f : G — ¢*F es un
morfismo de haces. Decimos que es un isomorfismo si ¢ es un homeomorfismo y ¢*
es un isomorfismo de haces.

3. Variedades algebraicas
Si A es un anillo conmutativo, definimos el espectro mazimal de A como:
Spm(A) = {m < A|m es maximal},
munido con la siguiente topologia, que esta dada en funcion de sus cerrados V(a):
V(a) = {m € Spm(A) |a C m}, Vaideal de A.

A esta topologia se le llama topologia de Zariski.
Si f € A, definimos el abierto principal de f al conjunto:

D(f) = {m[f ¢ m} =V((f))".
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Se puede ver que el conjunto de los abiertos principales:

B={D(f)|f € A},

es una base de la topologia de Zariski.
Si B es una base de la topologia de un espacio X y F es un pre-haz en B que verifica
la condicion de haz[I.11] para los abiertos de la base, entonces se puede extender, de
forma tnica, F a toda la topologia para que sea un haz en X (ver [Per95, Lema 2.1,
capitulo 3]).

Definimos también el haz estructural de A, y notamos O 4, al haz de anillos en
el espacio topologico Spm(A) definido por:

OA(D(f)) = Ay,
en la base y extendido a toda la topologia.

DEFINICION 1.14. Una wvariedad algebraica afin sobre un cuerpo k es un espacio
anillado (X, F) que es isomorfo a un espacio (Spm(A), O4) donde A es una k—algebra
finitamente generada sin elementos nilpotentes. Notamos k[X] al conjunto:

k[X] = F(X), Xer

OBSERVACION 1.15. Si A es una k—algebra finitamente generada y sin elementos
nilpotentes, entonces es de la forma:
k[z1, ..., 2]

A= 2Bt
a

donde a es un ideal radical.
NOTACION 1.16. Si tenemos una variedad algebraica X, al haz lo notamos Ox.

OBSERVACION 1.17. Si (X, Ox) es una variedad algebraica afin, entonces X es
homeomorfo a Spm(k[X]).

Por esta observacion, notar que el dlgebra k[X]| es la que contiene toda la infor-
macion de la variedad. Una definicion alternativa (pero equivalente), que nos seré
util, es la siguiente:

DEFINICION 1.18. Una variedad algebraica afin sobre un cuerpo k es una terna
(X, A, ) donde X es un espacio topologico, A es una k—algebra finitamente generada
y sin nilpotentes y ¢ : X — Spm(A) es un homeomorfismo. Denotamos k[X] := A
y solemos llamar a la variedad simplemente X.

Un morfismo entre dos variedades afines (X, A,¢) y (Y, B, ¢) es un par (f, f¥)
donde f : X — Y es una funcion continua y ff : B — A es un morfismo de
k—algebras tales que el mapa inducido entre los espectros maximales ( fﬂ)* hace
conmutar el siguiente diagrama:

x—71 .y

¢ L
Spm(A) W Spm(B)
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Trabajaremos con ambas definiciones a lo largo de este trabajo, dependiendo del
caso y de las utilidades de cada una.

Recordar que, como k es algebraicamente cerrado, el Nullstellensatz nos da una
biyeccién natural entre los ideales maximales de A y los morfismos k—lineales de A
al cuerpo:

(1.3) {p: A —k} +— Spm(A4)
© — ker(y)

DEFINICION 1.19. Una variedad algebraica es un espacio anillado (X, Ox) tal que
existe un cubrimiento finito X = |JU; tal que cada par (U;, Ox|y,) es una variedad
algebraica afin, donde Ox |y, es simplemente el funtor Ox restricto a la topologia de
U;.

Si (X, A, ) es una variedad algebraica afin, podemos interpretar al algebra A
como una subédlgebra de las funciones de X en k de la siguiente forma: Sea tx :
A — k¥ definido por:

vx(a)(z) =,
donde @ es la clase de a en el cociente %w) = k. tx es un morfismo de k—éalgebras,
y es inyectivo ya que:
tx(a) =0<a€ p(z), Vo e X,
pero como ¢ es biyectiva, esto es que a € m para todo ideal maximal m. Luego, como

A no tiene nilpotentes, a = 0. Por lo tanto, podemos ver a A como una subalgebra
de k¥.

EJEMPLO 1.20. Sea S un monoide abstracto conmutativo. Consideramos su
k—algebra asociada:

k
(1.4) k[S]:{ZaiXsiain, sies,keN},
=1

donde la multiplicacién esta dada por (aX?®)(bX") = abX*'" y la suma de forma
abstracta.

En este caso, podemos decir mas sobre la biyeccién de ya que los morfismos
de algebras de k[S] en k estan en biyeccion a su vez con los morfismos de monoides
de S en k, donde k es un monoide con el producto. Esto es:

(1.5) Spm(k[S]) «+— Hom(k[S], k)aigebras «— Hom(S, k)monoides

DEFINICION 1.21. Una variedad algebraica X es irreducible si no existen dos
cerrados propios C7, C tales que X = Cy U Ch.

Toda variedad algebraica se puede escribir de forma tinica como unién de finitas
componentes irreducibles maximales, es decir, subconjuntos que son irreducibles co-
mo variedades algebraicas y maximales para esta propiedad (esto implica que seran
cerrados). Es por esta razon que, en general, trabajaremos con variedades irreduci-
bles.

Tanto en variedades algebraicas afines y no afines, si la variedad es (X, Ox)
llamamos secciones del haz Ox en U al anillo Ox (U), y funciones requlares a O x (X).
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Sea p € X un punto y consideremos 7, el conjunto de los abiertos que contienen a
p, es decir:

n={Uert|peU}

Se tiene que 7, es una categoria filtrada, luego, podemos definir el limite directo del
funtor Ox : 7, — Ring:

(1.6) Ox, = lim Ox(U),

peU

al que llamamos anillo local de X en p. Para ver la definiciéon y construccién de
limite directo filtrado en una categoria filtrada, ver [AK21], Capitulo 7].

En el caso que X = Spm(A) es una variedad algebraica afin y p = m € X es un
punto del espacio (un ideal maximal de A), se prueba que:

(1.7) Ox,p = An,

usando la notacion de (|I1.1]). Una demostracion de este resultado se puede entontrar
en [Mun25| Teorema 1.2.31|

Si X e Y son variedades algebraicas, se define el producto X xY como el produc-
to en la categoria de variedades algebraicas, es decir, el inico objeto con morfismos
px,py (a menos de isomorfismo) que verifica que, para todo Z = Spm(R) y morphis-
mos ¢x, Yy, existe un tnico morfismo ¢ que verifiquen el siguiente diagrama:

Se puede probar que si X = Spm(A) e Y = Spm(B) son variedades afines, el producto
X x Y viene inducido por el diagrama:

luego, X X Y = Spm(A ® B), o sea:
PROPOSICION 1.22. Si X e Y son variedades afines, entonces X x Y es afin.

DEFINICION 1.23. Una variedad algebraica X se dice separable si el morfismo
diagonal A : X — X x X es una inmersién cerrada.

PROPOSICION 1.24. Si X es afin entonces es separable.
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DEMOSTRACION. Tenemos que X = Spm(A) y el morfismo A : X — X x X
viene inducido por tomar preimagen del morfismo Af: A® A — A, A¥(a®b) = ab.
Como A? es sobreyectivo, se tiene que A es una inmersion cerrada, luego A(X) C
X x X es cerrado. O

DEMOSTRACION. Si X es una variedad separable y U,V dos abiertos afines de
X, entonces U NV es también un abierto afin. ]

DEMOSTRACION. Como X es separable, el morfismo A : X — X X X es una
inmersion cerrada. Restringiéndonos a U NV, el morfismo:

A:UNV —-UxVCXxX
sigue siendo una inmersién cerrada, por lo que:
UNV~AUNV)=AX)NU xV,

y como A(X) es cerrado, A(UNV) es un cerrado de U x V que es afin por [1.22]
Finalmente, un cerrado de una variedad afin es afin y entonces A(U N'V) es afin,
que es isomorfo a U NV porque A es una inmersion. ]

4. Grupos y monoides algebraicos

DEFINICION 1.25. Un grupo algebraico es una variedad algebraica G con un punto
distinguido e € G y un morfismo de variedades algebraicas m : G x G — G tal que
(G, m,e) es un grupo.

Una accién de un grupo algebraico G en una variedad algebraica X es un mor-
fismo de variedades algebraicas p : G x X — X que verifica el siguiente diagrama:

mx1

GxGxX —GxX

x| lr

GxX —Fr .+ x

Decimos que G actiia en X o que X es una G—variedad.

El grupo algebraico que més nos va a interesar en esta tesis es el toro de dimensién
n: es la variedad T' = (k*)", donde la multiplicacion se da coordenada a coordenada.
Hablemos un poco del toro y de su multiplicacién, construcciéon que retomaremos
mas adelante.

El toro T lo podemos construir como el espectro de un algebra de monoide de la
siguiente forma. Consideramos M = Z™, que como monoide, esta generado por =+e;.
Si notamos x; = X%, tenemos:

k[M] = k[ml,xfl, .. ,:C_l],

y luego:
T ~ Spm(k[zy, 27", .., 2,]) = Spm(k[M]),

ya que, por el Nullstellensatz, los ideales maximales serédn de la forma:

(flfl—al,...,xn—an), 7ai¢0‘
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Por otro lado, tenemos la biyecciéon natural:
T = Spm(k[M]) «— Homy(k[M],k) «+— Hompy(M, k)

Viendo a los elementos del toro como morfismos de monoides, tenemos otra multi-
plicacion natural: si ¢, € Homy(M, k), definimos:

(1.8) t-t'(m) :=t(m)t'(m), VYm € M.

Veamos que esta accidn es en realidad la misma que que la multiplicacién coordenada
a coordenada.
Sean t = (t1,...,tn) y t' = (t,...,t),) dos puntos en (k*)* = T'. Visto como
ideal, t es
(Xl _t17"')Xn _tn)v

como morfismo de algebras el que manda x; — t;, y como morfismo de monoides, el
que manda +e; — t,jtl. Luego, si m = > _n;e; € M, tenemos:

tim) =t (Z niei> = Hti(ei) = I[t;nz

Anéalogo para t'. Luego:
tet'(m) = t(m)t'(m) = [ [ [ 6" = [T (tat)™ = () (w),

donde tt" es la multiplicacion usual de T, es decir tt' = (1], ..., tnth).

Como todo toro T verifica T' ~ k[M], con M = 7", parece razonable la notacion
Ty para el toro asociado al grupo M. Haremos una pequena modificacién de esta
notacién, que serd conveniente cuando hablemos de conos. Llamamos N = Z" y
M = Homy(N,Z) ~ Z", o sea, N y M son isomorfos como grupos pero no realmente
iguales, y nos iteresa destacar a M como un grupo dual. Notamos entonces:

(1.9) Tv =k[M], N =2Z" M =Homy(N,Z)

al toro de dimensién n.
Asi como definimos los grupos algebraicos, tenemos los monoides.

DEFINICION 1.26. Un monotde algebraico es una variedad algebraica M con un
punto distinguido e € M y un morfismo de variedades algebraicas m : M x M — M
tal que (M, m,e) es un monoide.

Es sabido que si M es un monoide algebraico, su grupo de invertibles G(M) es un
grupo algebraico que ademas es abierto en M. El caso afin fue probado por Putcha
y generalizado a los monoides irreducibles por Rittatore (ver [Put88|, [Ren05| y
|[Rit98]). El objetivo principal de esta tesis de maestria es trabajar la teoria de va-
riedades toricas desde esta perspectiva, es decir, teniendo presente que las variedades
téricas afines son monoides algebraicos.

Aunque ya hayamos usado estas definiciones anteriormente, las definimos ahora.

DEFINICION 1.27. Un dlgebra sobre un cuerpo k o k—algebra es un espacio vec-
torial A con dos morfismosm : AQ A — Ay u:k — A que verifican los siguientes
diagramas:
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A0 AR AL A0 A kod 2L A04 &2 Ank
wei| [ N
ARA —— A A

Una codlgebra sobre un cuerpo k o k—coalgebra es un espacio vectorial C' con dos
morfismos A : C — C ® C y € : C — k que verifican los siguientes diagramas:

CRCeC &2 cec koC <2 coo 125 0ok

a1 Ja \ l /

Col+——F—C

DEFINICION 1.28. Una coaccidn de una k—coalgebra C' en un k—espacio vectorial
V es un morﬁsmoﬂ 0:V — V ®C tal que los siguientes diagramas conmutan:

1% d Vel Vel 9% vek
6J lid@A 5T /
Vel —— s Velel v

Un morfismo de variedades afines f : X — Y viene con un morfismo f#: B —
A, y a su vez, un morfismo de B — A nos induce un mapa de Spm(A) en Spm(B).
La correspondencia X ~» k[X], A ~» Spm(A), junto con la correspondencia de mapas
anteriormente mencionada, establece una equivalencia categoérica entre las variedades
afines y las algebras finitamente generadas sin nilpotentes. Eso nos permite, entre
otras cosas, mostrar lo siguiente:

PRrROPOSICION 1.29. Tener una acciéon de un grupo algebraico afin G en una
variedad algebraica afin X es equivalente a tener una coaccion de k[G] en k[X], dada

la equivalencia mencionada anteriormente. Mas atin, si p : G x X — X es la accion,
la coaccién esta dada por:

P k[X] — K[G x X] ~Kk[G] @ k[X], p*(f)(g,%) = f(p(g,2)),
y si d es la coaccidn, la accién viene dada por tomar preimagen:

§* : Spm(k[G] @ k[X]) — Spm(k[X]), *(m) =" '(m).

Morfismo en la categoria de espacios vectoriales, es decir, transformacién lineal.
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GxGExX — GxX k[G] @ k[G] @ k[X] +— k[G] @ k[X]
GxX — X k]G] @ k[ X] +— k[X]
AN e
{e} xG —— G xG k®k ]

[G] +— k[G] ® k|G
\ ‘ o
Cuando trabajamos con codlgebras, la coasociatividad nos permite utilizar la

siguiente notacién, llamada notacion de Sweedler, que es bastante practica.
Si C' es una coélgebra con co-multiplicaciéon A : C — C ® C, definimos:

A= (A®id)oA=({d®A)oA:C — C®CcC.
Inductivamente, definimos:
(1.10) A"=(A®id® - ®id) o A" C — C®0F),
Si para ¢ € C escribimos A"(¢) =Y ¢ ® c2 ® -+ ® ¢p41, €ntonces, por ejemplo:

A*(c) = 201 @ ®eg = 261,1 ®c12®ee = 261 @ €21 & C2.2.

El siguiente resultado, que establece una equivalencia entre las acciones de un
grupo algebraico y las estructuras de co-moédulo, lo usaremos mas adelante, pero
conviene enunciarlo aqui.

TEOREMA 1.30. Sea G un grupo algebraico afin y M un k—espacio vectorial. Si
a:GxM — M es una accion racionaﬂ entonces el mapa 6 : M — M ® k[G]
definido por 6(m) = > mgy ® my induce una estructura de k[G]—comddulo en M si
y solamente si x-m =Y my(x)mo para todo x € G, m € M.

Esta asociacion establece una equivalencia categorica entre la familia de acciones

racionales a izquierda de G en M y la familia de estructuras de k[G]—comddulos a
derecha en M.

Para una prueba, ver por ejemplo [FSR17, Capitulo 5, teorema 3.11].

2La definicién de accion racional es bastante larga para introducirla aqui. Lo importante es
que la accién con la que trabajaremos es racional. Para profundizar sobre la teoria de acciones
racionales, ver [FSR17, Capitulo 5 seccion 3|



Capitulo 2

Conos y variedades toéricas afines

El objetivo de este capitulo es definir los conos racionales en un R—espacio vec-
torial, las variedades téricas afines normales y estudiar las primeras propiedades.
Estudiaremos la relaciéon entre un cono racional y su dual, que también es un cono
racional. Mostraremos como un cono racional induce una variedad torica afin y co-
mo resultado principal de este capitulo, mostraremos que hay una biyeccién entre
las variedades toricas afines normales y los conos racionales estrictamente convexos.
Maés atn, mostraremos que los morfismos de variedades toéricas afines normales se
corresponden también con los morfismos de conos racionales estrictamente convexos,
es decir, mostraremos que hay una equivalencia categoérica entre las variedades tori-
cas afines normales y los conos racionales estrictamente convexos.

A partir de ahora, trabajaremos con las siguientes notaciones:

= N serd un grupo abeliano libre finitamente generado, i.e. N ~ Z" para algtin
n € N.

= N seréa el espacio vectorial real inducido por N, es decir Ng = N ®zR = R".

s M seré el dual de N como grupo, es decir M = Homy (N, Z).

= Si V es un espacio vectorial, V* sera el espacio dual de V, es decir V* =
Hompg(V,R). Notar que vale Mg ~ (Ng)*.

» Si § CV es un subconjunto de un espacio vectorial V', anotamos span(.S) al
menor subespacio vectorial que contiene a S, es decir span(S) = {d 1, risi|n
N, r eR, s; € S}

1. Conos racionales

DEFINICION 2.1. Dados vy, ...,vs € Ng, definimos el cono generado por vi, ..., vs

COomo:
s

0= (V1,V2...,Vs)Rsy = Zrivi, ri € Ryry >0,
=1
y a su dual como:
0V ={u€ Mg|u(v) >0 Yoveco}

Notar que los generadores no son tnicos. Decimos que el cono o es racional si puede
ser generado por vectores v; que estan en el latice N, y que es estrictamente convezxo
si no contiene ninguna recta, i.e. v € 0 y —v € ¢ implican v = 0. Definimos también
la dimension de un cono como la dimensién del subespacio vectorial de Ng generado
por él.

21
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PROPOSICION 2.2. Sea N un latice, 0 un cono en Ny y v ¢ o. Entonces existe
u € oV tal que u(v) < 0.

DEMOSTRACION. Es equivalente a probar que existe un hiperplano H por el
origen (subespacio vectorial de Ny de dimension n — 1) que deja a o \ H de un lado
y a v del otro, ya que basta con tomar u con nucleo H y u(v) = —1.

Sea v1 € o tal que:

d(v,v1) = d(v,0) = min{d(v,w) |w € o} > 0,

siendo d la distancia euclidea. Notar que v existe porque o es cerrado con la topologia
usual de R” y es tinico porque o es convexo. Sea H = (v —v1)+. Probaremos que H
es el hiperplano que buscamos.

Como vy es la proyeccion ortogonal de v sobre la recta v; justamente por mi-
nimizar la distancia con v, tenemos que v; € H y entonces podemos completarlo a
una base de H, {v1,...,vp—1}, y luego con v a una base de V, {v,v1,...,v,-1}. En
el caso de que el vector del cono que minimice la distancia con V sea el vector 0, la
prueba funciona igual simplemente tomando una base de H y completandola con v
a una base de Ng. No haremos explicita la demostracion en este caso.

Supongamos por absurdo que existe w € o tal que v y w estan del mismo lado de
H, ie.:

n—1
w:/\U+Z)\ivia A > 0.
=1
Con esto, tenemos que:
(2.1) (w—wv1,v1 —v) = (Av,v1 —v) = A({v,v1) — ||v||2) <0,

ya que:
(v,00) < Jurlllloll < [fol®

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y ser v1 proyeccion de v.
Por otro lado, como v; y w estdn ambos en o que es convexo, para todo 0 < ¢ < 1
se tiene que:

tw+ (1 —t)v € o,
por lo que, al ser v; el que minimiza la distancia con v, tenemos, para todo t € (0,1):
d(vi,v) < d(tw + (1 — t)vy,v)
= (v —v,v1 —v) < (tw+ (1 —t)vy —v,tw+ (1 —t)vy —v)
= 0 < t?||w — vy || + 2t(w — vy, v1 — V)
= 0 < tllw —v1]| + 2(w — v1,v1 — V),
pero por la ecuacion [2.1] si tomamos ¢ suficientemente chico, la tultima desigualdad

es falsa, por lo que es absurdo que v y w estén del mismo lado de H. O

COROLARIO 2.3. Bajo el isomorfismo natural Ng = (Ng)*, si 0 es un cono en
Ng, vale:

(V)Y =o.
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DEMOSTRACION.
ve (a¥) e ovu)>0Vuea < ulw)>0Vueao,
que por la Proposicion es equivalente a que v € 0. O
DEFINICION 2.4. Una cara 7 de un cono o es un subconjunto de la forma 7 =

o Nker(u) para algtin u € o¥. Decimos que una cara es una arista si tiene dimension
uno y que es una faceta si tiene codimensién uno respecto al cono.

Notar que una cara 7 = o N ker(u) de un cono o es también un cono. Més atn,
vale que 7 estd generada por los generadores de o que anulan u, es decir:

(2.2) T= Z v, 1 €ER,r; >0

v; /u(v;)=0
Sin embargo, el cono generado por sélo algunos de los generadores de o no siempre
es una cara, como muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.5. En R3 sea o el cono generado por (41,0,1) y (0,41,1) (una
“piramide infinita”). El cono 7, generado por (1,0,1) y (—1,0,1) no es una cara de
o pues si T = o Nker(u), u cambia de signo en ¢ \ 7, por lo que no puede haber un
tal u que pertenezca a V.

LEMA 2.6. Si 7= o Nker(u) es una cara y v € o \ 7, entonces u(v) > 0.

DEMOSTRACION. Como u € o, u(v) > 0, y si u(v) = 0, entonces v € ker(u) y
v € 7, por lo que u(v) > 0. g

PROPOSICION 2.7. La interseccién de dos caras es una cara.

DEMOSTRACION. Sean 71 = o Nker(u;) y 7 = o Nker(uy) dos caras de o, con
ui,us € o¥. Entonces:

71 N1 = o Nker(u) Nker(ug) = o Nker(ug + ug),

ya que, si v € o, entonces (u; + uz)(v) = 0 < ui(v) y uz(v) = 0 por ser mayores o
iguales que cero en o. g
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2. Las caras de un cono racional

Las caras de un cono son muy importantes, las propiedades topologicas que
cumplen aportan mucha informacion sobre la geometria y el algebra del cono. En esta
seccion, profundizaremos en las caras de un cono y veremos algunas caracterizaciones
de las mismas.

DEFINICION 2.8. Sea ¢ un cono en Ng. El interior relativo de o, notado como
Relint(o), es el interior de o en span(o) con la topologia relativa usual de Ng. En
el caso de que o sea de dimensiéon maximal, el interior relativo es simplemente el
interior. Se puede caracterizar de la siguiente forma:

PROPOSICION 2.9. Toda cara propia de un cono o esta contenida en una faceta.
Maés atn, una cara es la interseccion de las facetas que la contienen.

DEMOSTRACION. Procedemos por induccién en la dimensién de o y para una
dimensiéon dada, por inducciéon en la codimension de 7. Tomamos generadores o =
(v1,...,06)Rs, de forma que ningin v; esté en el interior relativo del cono (si hay
uno, es combinaciéon de los otros y entonces es innecesario como generador. )

Si la dimensién de o es 1, la tnica cara propia posible es el 0 y el resultado es
trivial.

Supongamos que el resultado vale para conos de dimensién menor o igual a n y
o tiene dimensién n + 1. Si la codimension de 7 es 1, entonces 7 es una faceta de o
y ademaés es la tnica faceta que lo contiene, por lo que vale el resultado.

Si la codimension de 7 es m > 1, sea W el subespacio generado por 7 y conside-

ramos el cociente:
Nr

w
La proyeccion de o al cociente, &, es también un cono pues estd generado por las

proyecciones v, y si 17 es una cara de o con 7 C 7 C o, entonces 7(n) = 7] es una
cara de @, pues, si n = o Nker(u), u € 0", entonces:

u: Ng — R, 7CnCker(u),= W Cker(u),
por lo que el funcional u baja al cociente:

NR$>R

y tenemos que 77 = & N ker(w).

Como la dimensién de 7 es menor que la de o, existe por lo menos un generador v;
que es distinto de cero en el cociente. Consideramos y cara propia de & que contenga
a U;, y consideramos 7 la preimagen de v a Ny por la proyeccion. Por construccion,
~ es una cara de ¢ y contiene estrictamente a 7. Luego, como la codimensiéon de 7
respecto a o es menor que la codimension de 7 respecto a o, la cara 7y estd en una
faceta por hipétesis inductiva y luego, 7 también lo esté.

Por ltimo, como 7 es también un cono y las codimensiones entran en las hipotesis
inductivas, 7 es la interseccion de las facetas de ¥ que contienen a 7, y a su vez, cada
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una de estas facetas, llamémosles 7);, es cara de o y por lo tanto, 7; es la interseccion
de las facetas de o que la contienen. Tenemos entonces que 7 es la interseccion de
todas las facetas de o que contienen a las caras 7; 0

PROPOSICION 2.10. Si ¢ tiene dimensién maximal, entonces la union de las caras
propias de o es su frontera topoldgica.

DEMOSTRACION. (C) Sip € 7 = o Nker(u) y v € Ng es un vector tal que
u(v) < 0, para todo € > 0 se tiene que u(p + ev) < 0, por lo que p+¢cv ¢ oy
entonces hay puntos arbitrariamente cerca de p que no estan en o. Luego, como 7 es
convexo y p € 7, también hay puntos arbitrariamente cerca de p que estan en 7.
(D) Si p estd en la frontera, para empezar, p € o porque el cono es cerrado.
Tomamos v; ¢ o con v; —> p. Para cada v;, consideramos u; € oV tal que u;(v;) < 0
(podemos por la Proposicion . Los u; los podemos tomar en la bola unidad por
lo que, a menos de tomar subsucesién, tenemos que u; — u para cierto u € oV por

ser 0" cerrado. Luego,

0 > ui(v;) — u(p) = 0,
con lo que u(p) = 0. O

La definiciéon es bastante intuitiva. Veamos ahora una caracterizaciéon més
algebraica, en funcion del cono dual.

PROPOSICION 2.11. Sea 0 C Ny un cono racional y v € Nr. Entonces vale que:
v € Relint(0) & u(v) > 0Vu e "\ o,
donde:
ot ={ueMulw)=0Yveo}
DEMOSTRACION. (=) : Sea u € o¥ \ ot. Existe v/ € o tal que u(v') > 0. Si

suponemos u(v) = 0, entonces tomamos € > 0 chico tal que v — v’ € o y tenemos
que:

u(v —ev') = u(v) —eu(v') <0,
lo que es absurdo porque u € ¢¥ y debe ser no negativo en todo o.
(<) : Podemos suponer sin pérdida de generalidad que la dimension de o es maximal,
si no, consideramos sé6lo el subespacio generado por ¢ En este caso, tenemos que
ot = {0}. Sea v que verifique u(v) > 0 para todo u € ¢ \ ¢*. Como ¢" es un cono

finitamente generado, escribimos o¥ = (ui,ug ..., us>R20. Como los u; son continuos,
podemos tomar € > 0 chico tal que:

ui(v) >0 Yo' € B(v,e) <e,Vi=1,...,s,
donde B(v,e) = {v' € N |||Jv —v'|| < &}. Luego, como los u; generan ¢, tenemos:
u(v) >0 Yo' € B(v,e),Vu e o,

y esto, por la Proposicion es equivalente a que B(v,e) C o, i.e. v es un punto
interior a o. 0
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Esta proposiciéon nos dice, pasando al dual, que si tenemos un elemento u €
Relint(c), entonces 7 = o Nker(u) es la cara méas pequeiia de o, que es (0V)* =

on(—o).

Observar que si o genera todo Ng y 7 es una faceta de o, el u € 0¥ que define
a 7 es Unico a menos de multiplicar por escalares; esto es porque, si u y u' definen
T, significa que tienen el mismo nicleo, y como la dimensién de la imagen es uno,
u' = Au. Luego, para cada faceta T de o, llamamos u, al tinico tal que:

(2.3) u €0V, T=onNut, |u| =1,
donde consideramos la norma operador. Esta notacion serd ttil para la siguiente
proposicion.
PROPOSICION 2.12. Si o genera Ny, entonces:
o=(\H. H-={ve Ng|u-(v) >0},
T

donde 7 varia en todas las facetas de o.

DEMOSTRACION. Es claro que o C H, para todo 7 ya que los u, € ¢V.

Supongamos por absurdo que existe un v € (| H, que no esta en o. Sean v’ en
el interior relativo de o y w el dltimo punto del segmento v/ que estd en o (existe
dicho punto porque o es cerrado). El punto w esta en la frontera de o y entonces,
por la Proposiciones y en alguna faceta 7. Tenemos:

ur(v') >0
por el Lema 2.6] y

ur(w) =0
por w estar en la cara 7, luego, como u, es lineal, u,(v) < 0, que es absurdo por la
eleccion de wv. O

LEMA 2.13. Sean 7 C o conos racionales en Ng. Son equivalentes:

(a) T es una cara de o.
(b) Siv,w € o son tales que v + w € T entonces v,w € T.
(c) Siv,w € o NN son tales que v+ w € T entonces v,w € T.

DEMOSTRACION. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que 7 # o.

(a) = (b): Como 7 es una cara, existe u € 0¥ tal que 7 = o Nker(u). Luego:
0=u(v+w)=uv)+uw),

y como u(v),u(w) > 0, tenemos que u(v) = u(w) = 0.
(b) = (c): Es trivial.
(¢) = (a): Primero, observar que vale la misma propiedad para v, w € o N Ng, siendo
Ng = N ®z Q. En efecto, sean v,w € o N Ny tales que v+ w € 7. Paraun k € Z*
suficientemente grande, se tiene que kv, kw € o N N, luego:

kv+kw=k(v+w)er = kvkwer =ov,weT

Sea « la menor cara que contiene a 7, que esta bien definida pues la interseccion de
caras es una cara por la Proposicion [2.7] Afirmamos que 7 = 7.
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Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que v = o, i.e. 7 no esta conteni-
do en ninguna cara propia, ya que si no, hacemos toda la prueba restringiéndonos
al subespacio generado por ~. Notar que, con la topologia usual, vale NiQ = Ng.
Separamos entonces en dos casos:

= Si dim7 = dim o, tomamos un punto v en el interior relativo de 7 tal que
v € Ng. Sea w € 0 N Ng. Para ¢ € Q suficientemente chico, tenemos que
v+ ew € T por ser v un punto interior, luego, w € 7. Se sigue:

cNNgCT = o0=0NNg=0cNNgCT

por ser Ty o cerrados, luego, 0 = 7.

= Sidim7 < dim o, llegaremos a un absurdo. Primero notar que 7 debe conte-
ner algtin punto v del interior de o, ya que si no, estaria en la frontera de o y
entonces, en la unién de facetas. Si 7 estuviera contenido en una sola faceta,
seria absurdo pues estamos en el caso de que no se encuentra en ninguna cara
propia, y si 7 tuviera puntos de dos facetas distintas, tendria todo el segmen-
to entre esos puntos por ser convexo, pero esos puntos no estan en ninguna
de las dos facetas. Consluimos que 7 debe tener un punto v € Relint(o). Po-
demos tomar v € Ng por densidad. Como dim 7 < dim o, existe un w € o tal
que w ¢ span(7). Para e € Q suficientemente chico, tenemos que v £ ew € o
por estar v en el interior, pero como w no esta en lo generado por 7 y v si,
tenemos:

vEew ¢ T,

sin embargo:
U—l—sw,v—ewEUﬁN@, v+ew+v—ew=2veET,

lo cual contradice la hipoétesis.

Luego, T = o y entonces es una cara. O
COROLARIO 2.14. El dual de un cono racional es un cono racional.

DEMOSTRACION. Si o genera Ng, entonces afirmamos que el cono generado por
los u, definidos en la ecuacion , llamémosle 3, es todo V.

La inclusiéon 3 C oV se sigue de la definicién de los u..

Veamos ¢V C 3. Si u ¢ (3, entonces existe v € 3V con v(u) = u(v) < 0 por la
Proposicion , pero si v € 3V, entonces:

uT(v)gO,VTévemHT:a,

por lo que u no puede estar en oV.

Si spano = V # Np, restringiéndonos a V' y V*, tenemos que o C V* estd
generado por los correspondientes u, € V* (ver definicion de u, . Luego, comple-
tamos Ng = V @ W para algiin subespacio W C Ng y extendemos los u, € ¥ C V*
a un elemento de Ny valiendo 0 en W, o sea:

i€ NG |, =ur |, =0

Observamos entonces:

Uv:<a\;,...,w,_w7--->ﬂ§zo)
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o sea, 0¥, en V*, esta generado por los u, y vectores w, —w que sean base de W* y
valgan 0 en V. O

Lo anterior nos da una descripciéon de ¢ en funcién de su dual; si ug,...,u; son
generadores de 0¥ como cono, entonces:

l
(2.4) o={veV|u) <0,Vi=1,...,1} =) Hy,,
=1

que es casi la misma descripcién que surge de la Proposicién [2.12
Tenemos también una descripciéon de las caras del dual.

PROPOSICION 2.15. Sea ¢ un cono racional y 7 = o N ker(u), con u € ¢, una
cara. Entonces 0¥ N7+ es una cara de ¢¥, donde 7+ = {u € ¢V | u|, = 0}. Més atin,
la correspondencia

T—o'N7t

es una biyeccion entre las caras de o y las caras de 0.

DEMOSTRACION. Usaremos el Lema [2.13] Sean w,w’ € ¢V tales que w + w' €
oV N7+, Luego:
0= (w+w)|; =wl+u],
y como ambos son mayores o iguales que cero por estar en o, tenemos que w|, = 0
y w'|l; =0, o sea, w,w' € T+
Veamos que la misma asociacion, de las caras de o en las caras de o, es inversa
de la que vimos recién. Sea entonces ¢V N7+ la cara de ¢V. Queremos ver:

(cVNnrhH)tne =1
(D): Sea v € 7. Para todo w € ¢V N7+, tenemos que w(v) = 0 por definicion de 7+,
luego v € ¢V N7+, y como trivialmente v € o, probamos la inclusion.

(C) :Seaw € (¢VN71)+No. Como u € oV N1+, tenemos que u(v) =0,y como v €
por como fue tomado, tenemos que v € o Nker(u) = 7, probando la inclusién. O

Lo siguiente va a ser til.

PROPOSICION 2.16. Sea ¢ un cono en Ng. Son equivalentes:

) o es estrictamente convexo, i.e. o no contiene subespacios no triviales de Ng.
(b) oN(—0)=0.
(c) 0 es una cara de o.

DEMOSTRACION. (a) < (b): Es trivial.
(b) & (c): El directo se deduce de que o N (—0) sea una cara: Si tomamos ug, ..., U,
generadores de oV, entonces::

oN(—o)={v|uw)=0Vueco'} =cnker(u; +---+u,), pues ui}g > 0.

La primera igualdad es gracias a la proposicion [2.2} la inclusion de izquierda a derecha
es obvia, y la de derecha a izquierda es porque si v ¢ o (v ¢ —0), entonces existe
u € 0¥ tal que u(v) < 0, pues u(—v) < 0 y entonces u(v) > 0. Luego v no puede
pertenecer al conjunto de la derecha.
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Para el reciproco, si 0 es una cara, existe u € 0" tal que 0 = o N ker(u), o sea que
u(v) > 0 para todo v € 0 — {0} y entonces u(—v) < 0. Luego, si v € 0, —v ¢ 0.
(b) & (d): Para el directo, usamos de nuevo que:

oN(=o)=0cn(ug +-+u)",

donde puedo tomar los u; € ¢ siendo base del subespacio generado por . Si
r < n, entonces existe v # 0 tal que u;(v) = --- = u,(v) = 0, contradiciendo que
oN(—o)=0.

Para el reciproco, supongamos que existe 0 # v € o0 N (—0), i.e. v,—v € 0. De esto,
tenemos que u(v) = 0 para todo u € o¥. Completamos v a una base cualquiera de V
{v,v2,...,vn},

y consideramos la base dual
{v*,v3,...,v;}, basede V*.

Como para todo u € ¢, u(v) = 0, se tiene que u € span{v}, ..., v }. Luego:
span(c") C span{vs, ..., v} },

por lo que dim(c") < n — 1, una contradiccion. O

PROPOSICION 2.17. Sea o C Nk un cono racional estrictamente convexo. Enton-
ces o esta generado por sus aristas.

DEMOSTRACION. Sea {vi,...,vs} un conjunto generador minimal de o, es de-
cir, que no se puede prescindir de ninguno de los generadores. Afirmamos que los
siguientes rayos

pPi = <Ui>Rzo
son caras de o, de lo que se deduce lo que queriamos probar.

Si p1 no fuera una cara, entonces por el Lema existen dos vectores en o,
alguno no en pi, pero su suma si. A menos de normalizar, podemos suponer que ese

vector es v, es decir:
E a;v; + E b;v; = vy.

Supongamos que »_ a;v; ¢ p1, es decir, existe un k # 1 con a; > 0. Despejamos y
tenemos:

Z(ai + bz)vl = (1 —a] — bl)Ul.

1>2
Luego, como el cono es estrictamente convexo, tenemos que (1 —a; —b;) > 0, por lo
que podriamos escribir v;1 como combinacién positiva de v, ..., vs, lo que contradice
que le generador tomado sea minimal. Luego, p; es una cara y lo mismo para todos
los rayos p;. O

Sea o un cono en Ng. Definimos S, como el monoide:
(2.5) S,=Mnac".

PROPOSICION 2.18 (Lema de Gordan). Si o es un cono racional entonces S, es
un monoide finitamente generado.
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DEMOSTRACION. Usando el Corolario 2.14] tomamos un generador racional del
cono 0¥ = (myq,...,mg)r., C M. Sea

K:{Ztimiwgtigl}

El conjunto K es un compacto de Ng = R™ y M es discreto, asi que K N M es finito.
Afirmamos que K N M genera a S,. Sea m € Sy, m = Y. rym;, r; > 0y escribimos
r; = n; +t;, con n; > 0 entero y 0 < t; < 1. Entonces:

u = Znimi + u', u = Ztimi,
donde los m; € K N M (trivialmente) y ' € KN M;a K porserlos0<t¢;<1lya

M porque v/ =u — Y m;u; y M es un grupo.
Luego, S, es finitamente generado; més aan, vale:

(2.6) So = (KN M)z.0

0

Es claro que S, es conmutativo y es un submonoide del latice M; luego, recor-
dando la definicion [I.10] el lema de Gordan lo podemos reescribir como:

LEMA 2.19. Si 0 es un cono racional entonces S, es un monoide afin.

Esto no es cierto si el cono no es racional. El problema esta en que si uno de
los generadores tiene pendiente irracional, su dual también tendrd una pendiente
irracional y entonces siempre apareceran nuevos puntos enteros cerca. Veamos un

ejemplo.

EjeMPLO 2.20. Consideremos en R? el cono o = ((a, —1),(0,1))g., donde a ¢
Q. El cono dual son elementos de la forma ae] + be; € M de forma que evaluados
en los dos vectores del cono sean no negativos, esto es, a,b € R que verifiquen:

aa—b§0:>a§éb,
b<o.

Luego, el dual oV quedaﬂ:

oV = ((1,0), (1, O‘)>R307

1En 1a ilustracién, aunque el vector parece tener pendiente irracional, en realidad es racional,
ya que los pixeles no creen en v/2.
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O- ° . ° ° .
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El monoide S, = ¢¥ N M no puede ser finitamente generado. En efecto, sean
mi,...,ms € S, ordenados de forma creciente segiin su pendiente u;, 0 sea que
0 < pi < a(yaque p € Q). Luego, todos los vectores generados por combinaciones
lineales positivas de los m; tendran pendiente entre 0 y p. Sin embargo, consideremos
el vector

u:g(l,aH qﬂ —Z) (1,0) = (ﬁﬂ ,N> co'NM =25,

para algin N que elegiremos enseguida. El vector v tiene pendiente %, pero como

esa expresion tiende a o con N — 00, si elegimos un N suficientemente grande,
tenemos que p < [T%} < «, luego el vector v no puede estar generado por los m.

Concluimos que S, no puede admitir un conjunto de generadores finito.

Como vimos en la Proposicion m (cambiando los roles de o y oV gracias a
la Proposicién 7 si un cono no es de dimensién maximal entonces su dual no
es estrictamente convexo. En particular, las caras propias de un cono nunca serén
de dimensiéon maximal por lo que sus duales no seran estrictamente convexos. La
siguiente Proposicién caracteriza el monoide de una cara S; en funcién del monoide
del cono S, y el funcional u € ¢V que define a la cara 7, basicamente agregando los
multiplos negativos del funcional, lo que hace que tengamos toda una “recta” en S;
(en realidad, la recta est4 en 7).

PROPOSICION 2.21. Sea ¢ un cono racional y 7 = o Nker(u) una cara no trivial.
Entonces:
S, =5, +Z§0u C M.

DEMOSTRACION. Primero, como la cara es no trivial, tenemos que u tiene coor-
denadas racionales, por lo que podemos suponer u € M.

La inclusion de derecha a izquierda se deduce de que —u € S; y que 7 C o
implica ¥ C 7V, luego So C S, .
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Sea w € S;. Queremos encontrar un k > 0 tal que w + ku € S,.
Consideremos un generador de o, o sea

0= <Ul, s 7U8>R20-
Siw ¢ Sy, es porque w(v;) < 0 para algunos v; ¢ 7; puedo suponer que existe
1 < < s tal que w(v;) < 0 para i < ig. Por la Proposicién 2.6} u(v;) > 0 para todo
1 < 19, por lo que podemos tomar k suficientemente grande para que:
(2.7) w(v;) + ku(v;)) >0, Vi <ip,
con lo que w + ku es no negativo en o, o sea w + ku = v’ € S, y entonces w =
u' — ku. O

LEMA 2.22. Si 01, 09 son dos conos cuya interseccion T = o1 () 09 €S una cara
de ambos, entonces:

Sy = Sy, + Soy.

DEMOSTRACION. (2) : Es claro de la definicion ya que 7 C o; implica o C 7V.
(©) : Por el Lema de Gordan tenemos que S, = S;, + Z<ou para cualquier
u € oy que verifique 7 = o) Nker(u). Basta encontrar un u € oy N (—02)¥ N M que
verifique 7 = o1 Nker(u) = o2 Nker(u), ya que en ese caso, —u € Sy, y entonces:

S, = Sgl + Zgou - Sgl + ng.

Consideremos el cono racional v = 01 —09 = {v1 —v2 v; € 0;} y sea u € Relint(y") =
oy N (—o3)Y. Afirmamos que ese u sirve.
Por estar en el interior relativo, la Proposicién nos dice que:
vy Nker(u) =vyN (=) = (01 —02) N (02 — 01).

Luego:

T=01Noy CyN(—y)=~Nker(u),
y entonces

7 C o1 Nker(u).

Para la otra inclusion:

v € oy Nker(u) € yNker(u) C oy — 0o

=v = vy — V1, V; € 05.

Se sigue que v + v; € 01 Noy = T, pero la suma de dos vectores de un cono estéa
en una cara Unicamente si los dos vectores estan en la cara, pues ambos tienen que

valer 0 en el funcional que define la cara o si no, uno tendria que valer positivo y el
otro negativo, lo cual no se puede. Luego, v; € 7 y tenemos:

(2.8) T = o1 Nker(u).
El mismo argumento para —u muestra que:
T =o09N(—u),

con lo que encontramos el u que buscdbamos. ]
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3. Los conos inducen variedades toricas

DEFINICION 2.23. Una wvariedad torica X es una variedad algebraica con un
toro T" C X como abierto denso tal que la acciéon de T' en si mismo como grupo
algebraico se extiende a toda la variedad X, i.e. existe un morfismo a : T'x X — X
que hace conmutar el siguiente diagrama, siendo m la multiplicacion (coordenada a
coordenada) de T":

TxX - X

]

TxT 25T

Recordamos, como vimos en (|1.9)), que todos los toros son de la forma T para
algan latice N
(2.9) Ty = Spm(k[M]) = Homgz(N,Z).
Lo que veremos en esta seccién es que un cono racional en N nos induce una
variedad torica afin, y en la proxima seccién, veremos que estas variedades son ademés
normales y son todas las variedades toricas afines normales.

Sea o un cono en Ng. Consideramos:

S,=Mnao,

que es un monoide conmutativo con la suma, y su algebra generada:

k
k[SU] = ZaiXmi |a¢ ek, m; €S, ,
i=1
donde X™ - X" = X™T% donde identificaremos en general m € S, con X € k[S,].
La clave esta en entender que la inclusion k[S,] < k[M] nos induce la accion y
la inclusion de T en U,.
Definimos entonces la variedad afin asociada al cono o, notada como U,, a la
variedad:

Us = Spm(k[S]).
Notemos que si 7 C ¢ son conos, tenemos:
TCo
= 7120’
= Sr DS,
= k[S7] D k[S,]
Esa inclusion de algebras nos da un morfismo dominanteﬂ entre las variedades U, —

U,. Veremos ahora que ese morfismo es una inmersién abierta, lo que nos permite
ver a la variedad U, como un abierto de U,.

PROPOSICION 2.24. Si 7 es una cara de o entonces el morfismo inducido de U,
en U, es inyectivo y su imagen es un abierto principal de U, .

2Un morfismo entre variedades algebraicas (esquemas) es dominante si su imagen es densa en
el codominio.
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DEMOSTRACION. Identificamos k[S,] con su imagen en k[S;|. Por la proposiciéon
existe m € S, tal que 7 = o Nker(m) y vale

S, =85+ Zgom.

Esto implica que los elementos basicos de k[S;], los monomios moénicos, seran exacta-
mente los de la forma X ~m = % conw € S, yl > 0. Luego, k[S;] = (k[Ss])xm,
la localizacién por el elemento X™. Esto quiere decir que:

U, = Spm(k[S;]) = Spm((k[Ss])xm) = D(X™) C Spm(k[Ss]) = Uy,
donde D(X™) es el abierto principal de los ideales que no contienen a X™, es decir:
(2.10)  D(X™) = Spm(k[S,]) — V(X™) = {m < k[S,] maximal | (X) € m}.
Se sigue de esto lo que buscabamos probar. O

Si o es un cono racional, entonces por el Lema de Gordan ([2.19)), S, es finitamen-
te generado, donde a cada elemento lo podemos escribir como combinacién entera de
+e?, los elementos basicos de M. Luego, k[S,| esta finitamente generada como alge-
bra por elementos que son productos de los elementos basicos asociados a los %e; :
los X', Ejemplo: si S, = {e} — e}, el + 2¢3}, entonces k[S,] = k[X1 X, *, X1 X3].
En general:

k[Sy] — k[xl,xl_l, e, T, x;l],
siendo r el rango del monoide S, es decir, el rango del sublétice ZS, de M. Final-
mente, tenemos que:

U, = Spm(k[S,]) 2 Spm(k[zy,...,z,']) = (K*)" =T,

r

o sea que tiene un abierto denso que es un toro algebraico. Vamos a mostrar ahora
que la acciéon del toro se extiende a todo U,, concluyendo que U, es una variedad
torica afin, es decir:

TEOREMA 2.25. Si o es un cono racional en N, entonces U, es una variedad
torica afin. Mds aun:

U, tiene dimension n < T es el toro de U, < o es estrictamente convezxo.

DEMOSTRACION. Lo probaremos primero en el caso en que o es estrictamente
CONvexo.
La accion natural de T en k[M] se restringe a una accion en k[S,]:

Ty x k[S,;] —— k[S5]
Ty x k[M] —— k[M]
que por el Teorema [I.30] es equivalente a una coaccion:

K[M] © K[S,] 45— KIS,

| |

k[M] @ k[M] — k[M]
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que, dualizando, es equivalente a extender la accién de T en si mismo:

TNXUO—AUU

J J

TNXTNL)TN

Veamos las cuentas en detalle.
Como estamos en el caso estrictamente convexo, el 0 es una cara de o por la

Proposicion [2.16] Luego:
So=MN0Y =M = (e}, —ef,e5,...,—ek),

o sea, M estd generado por los e como monoide.
Tenemos entonces que su algebra asociada es:

k[M] ~k[X1, X' Xo, .o, X, XY, X = X4

su variedad asociada

Uo = Spm(k[M]) = (k)" =Ty
es el toro, y por la proposicion anterior, es un abierto principal de U,. Veremos ahora
que tenemos una acciéon de T en Uy, inducida por la accion natural de Ty en k[S,],
que extiende la multiplicacion de Tl .

Por la proposicion [[.29] dar una accion de T en U, es equivalente a dar una
coaccion de k[T = k[M] en k[U,] = k[S,]. Por el Teorema dar esta coaccién
es lo mismo que dar una accion racional de 7" en k[S,]. Usemos esto.

Tenemos una accion (representacion) raciona]ﬁ de T en k[S,| dada por:

£ X = XX

y extendida por linealidad. Aqui x™ : Ty — k es un caracter del toro, definido més
adelante en [2.29] Esa accion nos induce una coaccion 6 : k[S,] — k[T'] @ k[S,] de
la siguiente forma:
(XM =X"eX™
y extendida por linealidad. A su vez, esta coaccién define una accion de T =
Homy (k[M], k) = Homy(M,k) en U, = Homg(k[S,],k) = Homy(S,,k) precom-
poniendo:
a:TxU, — Uy, a(p)=¢old

para todo ¢ € T' x U,.

En particular, podemos ver a § como morfismo de monoides § : S, — M X S,:

d(m) = (m,m).

Veamos entonces quién es la accion a. Sea (t,z) € T x U, ~ Homn(M ® S, k).
Entonces:

a((t,))(m) = (t,2)(6(m)) = (¢, x)(m,m) = t(m)z(m),

3Escapa de los cometidos de este trabajo introducirnos en la teoria de representaciones racio-
nales. Para ver la definicién y algunas propiedades, ver por ejemplo [FSR17), Capitulo 5, seccion
3]
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o sea, a(t,x) =t -z € Homy(So,k), definida por:
t-x(m) =t(m)x(m)

es una accion de T en U,. Esta accidon, como vimos en , extiende la multiplicacion
de T, por lo que U, es una variedad toérica.

Tenemos que la dimension de Ty es n y por ser un abierto denso de U,, esta
también tiene dimensiéon n.

Si 0 no es estrictamente convexo, entonces el 0 no es una cara pero podemos
hacer lo mismo con la cara 7 méas chica posible, que es el subespacio generado por
los vectores v tales que v, —v € o. En este caso, el algebra asociada a 7 es:

kX1, X4 X X,
que tiene como variedad asociada:
Spm(k[X1, X', X0, X, Y)) = (K*)" = T = Hom(S,, k*),

donde estan todos los X; que aparecen en los generadores del algebra k[S,], pero no
aquellos que no aparecen; por ejemplo, si e;, —e; € o, entonces e}, —¢; ¢ S, y por
lo tanto X, X i ! no aparecen para generar el algebra de la cara 7. En este caso, la

dimension de U, el toro que actia en Uy, es r < n, y por lo tanto, la dimensiéon de
U, también. O

OBSERVACION 2.26. Esta construccion muestra en realidad que U, es un monoide
algebraico (definiremos a continuacion) cuyo grupo de invertibles es el toro T, pues
notar que la coaccion 0 : k[S,] — k[M] ® k[S,| en realidad la podemos ver § :
k[S,] — k[S,] ® k[S,], lo que nos induce el morfismo m : U, x U, — U,.

Volviendo a las variedades toricas, veamos dos ejemplos.

EJEMPLO 2.27. Consideramos primero el cono o = (e, e3) Su cono dual es

R>o-
oV = (ef, €5)Rs,, cOmo se ve en la figura.

o oV
[ ] )k [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] )k [ ] [ ] [ ] [ ]
\_ \
r r
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El latice M son los puntos grises, por lo que el monoide S,, que son los puntos
grises que estan en la region azul ¢V, esta generado por e} y €. Luego, usando la
notacion X = X, Y = X, tenemos:

k[S,] = k[X, Y].

Entonces la variedad U, = Spm(k[X,Y]) es el plano k2, donde el toro es (k*)? y la
accion es:

(s,1) - (2,y) = (s2,ty).

EsEMPLO 2.28. Consideremos el cono o = (e2,2e1 — e2)r., en R2. El cono dual
0" esta generado por los vectores e} y e} + 2e5, como se ve en la figura.

o
O.\/
° 'S o o L4 L4 ° ° o o
. . ° . \g
7*

Se puede observar que los tres puntos negros en la figura de oV: e}, e} + €}
y €] + 2e5 son los generadores de S, como monoide. Luego, usando la notaciéon
* *
X =X%,Y = X* tenemos:

klz,y, 2]

k[S,] = k[X, XY, XY?] = W)

k[z,y,2]

S es la cuadrica:
(y*—z2)

Entonces la variedad U, = Spm (
Uy, = {(z,y,2) € K| y* = x2},
donde el toro es T = {(s, st, st?) | s,t € k*} =~ (k*)? y la accién es:

(s,0) - (z,y,2) = (s, sty, st°z)
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Notar que la combinatoria del cono es realmente importante, pues en dimen-
siones bajas y con conos tan parecidos a la vista, obtenemos variedades totalmente
diferentes. En el siguiente capitulo hablaremos de como es que la geometria del cono
nos da informacion sobre la variedad torica (por ejemplo, si es afin o no, si es regular,
etc).

4. Los conos inducen casi todas las variedades toricas.

En la seccién anterior vimos que un cono racional estrictamente convexo o induce
una variedad torica afin U,. Sin embargo, no toda variedad torica afin es inducida por
un cono. En esta seccién mostraremos cuales son las variedades toricas que vienen
inducidas por conos racionales.

Antes de empezar, necesitamos algunas definiciones y propiedades sobre toros
algebraicos.

DEFINICION 2.29. Un caracter de un toro 7T es un morfismo de grupos x :
TN — k*.
Dado m = (my,...,my) € M, definimos el caracter x" : (k*)” — k* como

X (b, .o tn) = £ T
OBSERVACION 2.30. Los caracteres son funciones regulares.
ProposiciON 2.31. Todo caracter de T es de la forma x™ para algin m € M.

DEMOSTRACION. Primero, observar que k[T, el anillo de funciones regulares de

T, es:
KT = € kx™
meM

Luego, todo caracter x : Ty — k* es vector propio para la acciéon de T, pues:
t-x(t') =x(t) =xEx(t) = t-x=x()x
donde la primera igualdad es la definicion de la accion de T en k[T y la segunda es

porque X es morfismo de grupos.
Por otro lado, tenemos x € k[T] = @,/ kx, es decir:

X = Z aix™.
Como k es infinito, por ser algebraicamente cerrado, existe t € (k*)" = Tx tal que

X™Mi(t) #£ x™i(t) si i # j. Es decir, los x™ son vectores propios de distinto valor
propio para la accion de T, por lo que una combinacion lineal de ellos (en la que al
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menos dos coeficientes sean distintos de 0) no puede dar como resultado otro vector
propidﬂ Luego, tenemos que x = ax™ y como debe ser morfismo de grupos, a = 1,
Le.

m

x =X paraalgin m € M.
O

Como k[T] = (x| m € M), podemos identificar (y lo haremos muy seguido a
lo largo y ancho de este trabajo) k[M] con k[T] mediante X™ <+ x™, donde X" es
un elemento de un élgebra de polinomios abstracta y x™ : Ty — k* es una funcién
polinomial (regular) en 7.

PROPOSICION 2.32. Sea T un toro actuando linealmente en un k—espacio vec-
torial de dimensién finita W. Entonces:

(a) Para todo t € Ty, el mapa t : W — W definido por la acciéon del elemento t es
diagonalizable.
(b) Se pueden diagonalizar todos los t € Ty simultdneamente.
(¢c) Dado m € M, definimos
Wy ={we W]t -w=x"(t)w, para todo t € Ty }.
Entonces W = @,,cps Win-

Para una version més general y su prueba, ver [Bor91l, Capitulo 3, seccion §|.
Como consecuencia de la proposicion, tenemos el siguiente lema.

LEMA 2.33. Sea W C k[M] un subespacio invariante por la accion de Ty. En-

tonces:
W= kxm
XmeWw
DEMOSTRACION. La acciéon de T' en k[M] esta dada por:
t- XM= x"(t)X™.
Luego, es claro que W,,, = kX™.
O

TEOREMA 2.34. Una variedad afin X es torica si y sélo si X = Spm(k[S]) para
algiin monoide afin S, recordando la definicion [1.10.

DEMOSTRACION. El reciproco es esencialmente la construccion que hicimos para
ver que un cono induce una variedad térica, ya que en dicha construcciéon usamos
que el cono o era racional s6lo para tomar el monoide S,, que es un monoide afin
por el Lema
Para el directo, sea Ty el toro que actiia en X con algebra de funciones regulares
k[M] = k[X1,X; ', ..., X;1]. Como Ty € X es un abierto denso, tenemos que el
morfismo de algebras inducido

k[X] — k[T] = k[M]

4Este es un resultado clasico de algebra lineal: si v1,...,v, son vectores propios de distinto
valor propio, entonces una combinacion lineal de ellos no puede ser vector propio.
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es inyectivo, asi que podemos pensar a k[X] como una subélgebra de k[M].
La accién de T en X estd dada por un morfismo 7" x X — X, por lo que, para
teTy fek[X] fijos, el siguiente mapa:

X—>TxX —X—k,

pr [ p)
es una funcién regular en X. Lo que acabamos de mostrar es que la acciéon de T
en k[M], t - f(e) = f(t-e), deja invariante el subespacio k[X], dejandonos en las
hipétesis del lema anterior. Tenemos:

kX]= € kX" =Kk[S], S={meM|X"ck[X]}.
Xmek[X]

S claramente es conmutativo y se encaja en M. Resta s6lo ver que es finitamente
generado. Como X es afin, k[X] esté finitamente generado por ciertos fi,..., fs, ¥
cada uno de estos usa sb6lo un namero finito de elementos de la forma x™, por lo que
la suma directa es finita y, por lo tanto, S es finitamente generado. O

Si 0 es un cono racional estrictamente convexo, podemos entonces definir un
monoide afin y asociarle una variedad térica afin, y toda variedad toérica afin es el
espectro maximal del &lgebra de un monoide afin. Sin embargo, no todo monoide
afin es definido a partir de un cono, por lo que no toda variedad toérica afin proviene
de un cono racional. Veamos un ejemplo de esto.

EJEMPLO 2.35. Sea C' = Spm ((ﬁa’_’z}z)) o sea, la curva z® = y? en k2.

Es una variedad torica ya que el toro T = {(t3,#?) |t € k*} ~ k*, actiia en X de la
siguiente forma:

(t37t2) : ('1"7y) = (t2$a t3y)a
o, viendo la accién desde T = k*:

t- (:C7y) = (t2x7t3y)‘
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El algebra de funciones regulares de C' es:

k[C] = m ~ P rx™,

m>2

o sea, es el algebra inducida por el monoide S = (7,7y) ~ (2,3)z C M. Este monoide
no puede ser inducido por un cono racional, ni siquiera por un cono cualquiera, ya
que no verifica la siguiente definicién:

DEFINICION 2.36. Un monoide afin S C M se dice saturado si, para todo [ €
N—{0} y me M, Im € S implicam € S.

En efecto, en el ejemplo anterior el monoide no es saturado. Los monoides que
provienen de los conos son siempre saturados ya que la condiciéon de estar en oV
implica esta propiedad. Luego, el monoide S no puede venir de intersectar el dual de
un cono con M, i.e. la variedad X no puede ser inducida por un cono.

Acabamos de detectar un impedimento algebraico sobre el monoide para que la
variedad sea inducida por un cono. Geométricamente, este problema de la saturaciéon
se traduce en la necesidad de que la variedad satisfaga la siguiente definicion.

DEFINICION 2.37. Una variedad algebraica afin se dice normal si es irreducible
y el anillo de funciones regulares k[X] es normal.

En el Ejemplo , la variedad no es normal ya que el polinomio X3 —1 es entero
sobre k[C], % es un elemento del cuerpo de fracciones que es raiz del polinomio recién
mencionado pero no esta en k[C].

Si la variedad es normal, entonces el monoide que genera el dlgebra es saturado y
ahi si podemos probar que viene de algtin cono racional. Este es el siguiente resultado,
que es el teorema principal de este capitulo.

TEOREMA 2.38. Sea X una variedad torica afin con toro Tx. Son equivalentes:

(a) X es normal.
(b) X = Spm(k[S]) para algin monoide saturado afin S C M.
(¢) X = U, para algin cono racional estrictamente convexo o.

DEMOSTRACION. (a) = (b) : Por el teorema [2.34] se tiene que X = Spm(k[S]).
Queremos ver que cuando X es normal, S es saturado.
k[X] = k[S] por ser afin, y es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones por
ser X normal. Sea m € M tal que km € S para algin £ > 0. Como x™ es una
funcién polinomial en T, por ser T denso en X, es ademés una funcién racional en
X, es decir, x™ € k(X), el cuerpo de fracciones de k[X]. Como x*™ € k[S] = k[X],
el siguiente

xm _ Xk:m
es un polinomio moénico con coeficientes en k[X] que tiene a x" como raiz. Por ser

k[X] normal, se tiene que x™ € k[X]| = k[S] y entonces m € S.
(b) = (c): Consideremos un generador finito de S:

S =7 (my,...,m).
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Sea 8 = (m;)p+ el cono generado por los m;. El toro T tiene dimensién n, por lo
que la variedad X también y luego el rang(ﬁ de S es n. Eso quiere decir que:
(mi)r = MR,
o sea, la dimension de 8 es n y por la Proposicion BY es estrictamente convexo.
AFIRMACION 2.39. Vale que S =8N M.
Como los {m;} generan todo M como grupo, en particular, vale que:
(mi)q = M.

Tenemos entonces:
S=(mi)z+ CBNM

= <m¢>R+ N MQ NnM
= (mi)ge N (mi)g N M
= <m¢>@+ N M.

Luego, como S es saturado, tenemos que (m;)g+ N M C S, pues:
Z %ml S <mi>Q+ nM
K2
Di
= ([a) X pmi= L rhmie s
K2
= Z &mi € S porque S es saturado.
qi

Con esto, probamos la afirmacion y (c) se sigue de tomar o = 3.

(¢) = (a) : Sean vy,...,v; € N generadores del cono o, y sea 0; = R>o{v;} el
cono generado por v;, ¢ = 1,...,1, que llamaremos rayos. Como los rayos o; generan
a o como cono, tenemos que:

que intersectando con M nos da:

l
k[Ss] = [ k[Ss,].

7

Por el lema , basta con probar que k[Sy,] es normal para todo i.

Primero, notar que podemos tomar a v; de forma que %Ul ¢ N para todo k € Z*.
Luego, podemos completar a un generador linealmente independiente de N, que
también serd base de Nr: {v1,ws,...,wy}. Tenemos entonces la base dual:

{v],w3,...,wy},

5El rango del monoide afin S es el rango del grupo libre generado por S.
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luego:
Sy, =0/ N M = (v, +ws,... +wk),
generado como monoide. Finalmente, tenemos:
k[Sy] = k[X1, X3, .., X = K[X1, X2, .+, Xn) Xo... X0

o sea, k[S,,] es la localizacion del anillo de coordenadas en n variables por el elemento
Xs...X,, que por el ejemplo [I.6] y el lema [I.7] es normal. a

La correspondencia del teorema anterior parece estar incompleta pues, como
vimos en el Ejemplo existen variedades téricas que no son normales y, por lo
tanto, no provienen de un cono. Sin embargo, por el Teorema [2.34], estas variedades
provienen de un monoide afin. El problema esta en que el monoide no es saturado. Si
saturamos el monoide (es decir, considerar el menor submonoide saturado de M = Z™
que lo contiene), entonces la variedad que obtenemos es una variedad torica normal
por el teorema anterior; este proceso es un caso particular de lo que se conoce como
normalizacion.

DEFINICION 2.40. Sea X una variedad algebraica (afin si se quiere). La nor-
malizacion de X es una variedad normal X junto con un morfismo dominante
P X —X que verifica la siguiente propiedad universal: para toda variedad normal
Y con un morfismo dominante f : Y — X existe un tnico morfismo f Y — X
que hace conmutar el siguiente diagrama:

/l

Y*>X

La normalizacién de una variedad siempre existe y es tinica a menos de isomor-
fismo (ver por ejemplo [Sha77, Capitulo 2 secciéon 5, teorema 2.20]). En el caso en
que X = Spm(A) es una variedad afin, la normalizacion es X = Spm([l), donde
A C A C Frac(A) es la clausura entera de A, es decir, la subélgebra del cuerpo de
fracciones formada por aquellos elementos que son enteros sobre A.

En nuestro caso, si X es una variedad toérica afin, por el Teorema [2.34] existe un
monoide afin S C M tal que:

X = Spm(k[S5]).
Si ese monoide es saturado, entonces la variedad X es normal. Si el monoide no es
saturado, consideramos su saturacién:

S= (1 P
SCP saturado

Observar que vale:
(2.11) S ={me M|km e S para algin k € N}.

La inclusion S < S induce otra inclusion k[S] — Kk[S] y entonces un morfismo
dominante:

Spm (k[S]) — Spm(k[S]) = X.
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La variedad X = Spm(k[S]) es normal porque S es saturado; veamos que efectiva-
mente X es la normalizacion de X. B

Como X es afin esto es equivalente a ver que k[S] es la clausura entera de
k[S] en su cuerpo de fracciones, que como k[S] es normal, es suficiente ver que esté
contenido en la clausura entera. Como los enteros son cerrados por sumas y productos
(como consecuencia del teorema de Cayley-Hamilton y el Lema de normalizacion de
Noether, ver por ejemplo [AK21] Capitulos 10 y 15]), es suficiente probar la siguiente:

AFIRMACION 2.41. Sea X™ € k[S]. Entonces X es entero sobre k[S].

Si X™ e k[g] es porque m € S, o sea, existe k € N tal que km € S por la
Ecuacion (2.11)), luego, X™ es raiz del polinomio:

tk) o ka,
que es un polinomio moénico con coeficientes en k[S], o sea, X™ es entero sobre k[S].

Luego, k[S] esta contenido en la clausura entera de k[S], y por ser integramente
cerrado, tenemos la igualdad. Acabamos de probar:

PROPOSICION 2.42. Si X = Spm(k[S]) es una varieda térica afin y S es la
saturacion de S, entonces X = Spm(k[S]) es la normalizacion de X.

O

La correspondencia entre los conos y las variedades toéricas del Teorema [2.38| nos

permite entender la geometria de la accién del toro pero también la geometria de la

variedad misma. Por ejemplo, podemos saber si la variedad es singular, completa,

proyectiva, entre otras. En el capitulo siguiente, luego de entender el comportamiento
de las 6rbitas por la accién del toro, veremos alguna de estas aplicaciones.

5. (Y los morfismos?

En la seccion anterior vimos coémo, mediante el Teorema [2.34] asociar un cono
estrictamente convexo a una variedad torica afin normal y viceversa. Mostraremos
ahora como mandar morfismos de conos en morfismos de variedades toricas y vice-
versa, mostrando asi que las variedades toricas afines normales y los conos racionales
estrictamente convexos son préacticamente los mismo. Formalmente: la categoria de
las variedades toricas afines normales es equivalente a la categoria de los conos ra-
cionales estrictamente convexos. Comencemos por definir los morfismos de nuestras
categorias.

DEFINICION 2.43. Sean N, N’ dos latices, n, n’ sus rangos, M, M’ sus duales y
Nr, N} sus espacios vectoriales, respectivamente. Sean también o C Ng y o' C Nj
dos conos racionales estrictamente convexof] Un morfismo de conos de o en o’ es
un morfismo f € Homz (N, N') (que se extiende de manera lineal a f : Ng — Np)
que verifica la siguiente condicién:

flo) Co.

6No es necesario pedir estrictamente convexo en la definicion, pero nos restringiremos a ese
caso porque es el que nos interesa.
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DEFINICION 2.44. Sean X,Y dos variedades toéricas con toros T,T", respectiva-
mente. Un morfismo de variedades toricas es un morfismo da variedades algebraicas
f: X — Y que verifica las siguientes condiciones:

- f(T)CT.

s Fl siguiente diagrama conmuta:

TxX — X

1] s

T"xY — Y

Observar que la conmutatividad del diagrama implica que f ‘T : T — T es un
morfismo de grupos algebraicos.

Si f : Ng — Ny es un morfismo de conos de o en o', el pullback f* : My — Mg
es un morfismo de conos de (¢/)Y en ¢V, pues f*(M') C M y:

we (@)Y = @), =uof|, Cu

L >0= fu) ea.

Luego, si intersectamos con M, tenemos que f*(S,/) C S,, es decir, podemos ver
8, — S; como morfismo de monoides, y eso nos induce un morfismo entre
las k—algebras asociadas. Por tltimo, el pushforward de f*, que llamaremos f;,
es un morfismo entre los espectros maximales Spm(k[Sy]) ¥y Spm(k[S,/]) o sea, las
variedades asociadas a los conos o y ¢’. Resumiend

f:N— N, flo) Co'
= f:0—0
= "M — M, (") C oV
= f":8y— S5,
= f*Kk[So] — Kk[S,]

= f: Uy — Uy
Con la misma construccion, tomando f* : M’ — M y luego fF : Spm(k[M]) —
Spm(k[M']), tenemos que f manda el toro Ty en el toro Tys. Veamos que este
morfismo respeta la accion, i.e. es un morfismo de variedades algebraicas.
La conmutatividad del diagrama:

TNXUJ%UJ

lf:fo: ffl

Tnt X Uyt — Uy

TObservar que estamos siendo muy informales en la definiciéon al llamar de la misma forma
a muchos morfismos, pues viven en categorias distintas, pero no abusar de la notacién seria muy
inconveniente para expresar bien la idea.
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es equivalente a la de:

K[M] @ k[S,] <7 K[S,]

Tf*®f* fT

k(M) @ K[Sy1] 5 K[Sor]

donde §, es la coaccién que vimos en la construccién de U, como variedad toérica,
que esta dada por:

(XM =X"X™
(lo mismo para ¢’). A su vez, como el morfismo f* es lineal, la conmutatividad del
ultimo diagrama es equivalente a la del siguiente, que conmuta (en rojo la prueba):

8,0
e
(mo f,mo f) M xSy «—— M mo f
f*XfT Tf* f f{
6(7

Acabamos de ver entonces que un morfismo de conos f : N — N’ entre o y
o’ induce un morfismo de variedades toricas f} : U, — U,s. Reciprocamente, un
morfismo de variedades toricas f : X — Y induce un morfismo de conos, y la
construccién es esencialmente la misma que hicimos recién:

Por el Teorema existen conos o y ¢’ tales que X = U, e Y = Uy. Como
las variedades son afines, el morfismo f es inducido por un morfismo en las algebras
fKk[S,)] — K[S,], y éste lo es, a su vez, por morfismo de monoides f* : Syr — S,
Como el morfismo f es de variedades toricas, tenemos que conmuta el diagrama:

Ty x Uy —— U,
lf xf lf
Tt X Uyt —— Uy
y por lo tanto, lo hace también el siguiente:
k[M] @ k[S,] +—— Kk[S,]
f“®fq Tf”
k[M'] @ k[Sor] +—— Kk[S/]
que restricto a los monoides es:

M xS, «—— S,

Fix fﬁT Tfﬁ

M’ x Syr —— Sy
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Luego, el morfismo f#: M’ — M induce un morfismo en los duales (f#)* : N —
N’, que si lo extendemos linealmente a (f*)* : Ng — Np, como (f#)*(S,) C Sy, se
tiene que (f*)*(0) C o, o sea, (f#)* es un morfismo de conos entre o y o,

Finalmente, observar que la asociacion del Teorema [2.38] junto con la asociacion
de morfismos que acabamos de ver, es una equivalencia entre la categoria de las
variedades toricas afines normales y la categoria de los conos racionales estrictamente
CONVEXOS.

OBSERVACION 2.45. En el caso de que X e Y sean afinesy f: X — Y sea un
morfismo de variedades toricas, se puede exprimir atin més la estructura que preserva
f: el diagrama:

TxX 25X

idfo/ lf
TxY —25Y

se extiende a:
XxX 25X

fxfl lf

YxY —/7—Y

luego, el morfismo f: X — Y es un morfismo de monoides algebraicos.






Capitulo 3

Abanicos y variedades toéricas

En el capitulo anterior vimos que los conos racionales estrictamente convexos
inducen variedades toricas afines normales y que toda tal variedad es inducida por
un cono racional. Mas atin, mostramos que hay una equivalencia entre la categoria de
los conos racionales estrictamente convexos y la categoria de las variedades toéricas
afines normales. En este capitulo, generalizaremos esto para a variedades toricas
normales (no necesariamente afines). La definicion de variedad térica es la misma
que en el caso afin.

DEFINICION 1. Una wvariedad térica X es una variedad algebraica que contiene
un abierto denso 7" ~ (k*)™, tal que la accién de T" en si mismo como grupo algebraico
se extiende a toda la variedad X, i.e. el siguiente diagrama conmuta, siendo m la
multiplicacién coordenada a coordenada en T

T'xX — X

]

T'xT ——T

Veremos que si “pegamos” finitos conos de forma especial, entonces podemos aso-
ciarle a esa union una variedad toérica normal y separable, y que todas las variedades
téricas normales y separables provienen de alguna “buena’” coleccién de conos.

1. Pegado de variedades

Sabemos que una variedad algebraica es una unién finita de variedades afines, o
sea, una variedad localmente es afin. Tiene sentido intentar hacer el camino inverso: si
tengo dos variedades afines, ; puedo obtener una variedad algebraica que tenga a éstas
dos como abiertos? Lo que discutiremos a continuacién sera la construccién de una
nueva variedad “pegando” finitas variedades afines. Si bien asumimos que el lector
estd familiarizado con las definiciones de variedad algebraica, etc, explicitaremos
algunas construcciones ya que ciertos pasos seran clave para entender la acciéon del
toro.

Sea {V;}icr una coleccion de variedades afines con abiertos V;; C V; e isomorfis-
mos g;; : Vij — Vj; para todo 7,5 € I que verifican:

" Gij = gﬁl,

w gij(Vij N Vig) = Vi N Vi,

" Gik = 9jk © Gij
para todo i, j, k € I. O sea, las U; son una coleccion de variedades que tienen abiertos
adentros que son isomorfos entre ellos que “se pegan bien".

49
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Definimos el espacio topolédgico, con la topologia cociente:

X = |_|Vz'/ ~,
el
r~yereV,yeVyyy=gyx).
Para cada i € I, notamos:
Ui={[z] € X |z € V;},

que es abierto ya que, si 7 : | |;c; Vi — X es la proyeccion, tenemos:

N (U) =V;ul Vi,
jel

que es abierto en | |;; V; por ser union de abiertos.

Finalmente, como tenemos definidos los haces Oy; para cada variedad afin V;, de-
finimos el haz en X como el tnico haz que restricto a cada V; es Oy, (tenemos un
“haz” que esté definido en una base de la topologia, ver [Per95l Lema 2.1, capitulo
3]). Luego, acabamos de construir una variedad algebraica X pegando las variedades
afines V;. Veremos ahora coémo construir variedades toricas en general a partir de
variedades toricas afines.

DEFINICION 3.1. Un abanico 3 en el espacio vectorial N es un conjunto finito
de conos en Ng que verifican:

= 0 es un cono racional estrictamente convexo para todo o € X.

= Si 7T es una cara de o € X, entonces 7 € Y.

» Siop,09 € X, la interseccion o1 N o9 es una cara de ambos (que por el punto
anterior, esta en X).

Si ¥ es un abanico en V, definimos la variedad asociada a ¥, y notamos Xy, a
la variedad resultante de pegar las variedades afines {U, },¢cx. Estas variedades son
compatibles para el pegado, o sea, verifican las condiciones anteriormente mencio-
nadas: si 01, o2 son dos conos en X cuya interseccién es 7, U, puede ser visto como
un abierto tanto de Uy, como de Uy, por la Proposicion [2.24] Como 0 es un cono en
Y., tenemos que una de las variedades involucradas en el pegado es Uy = 1. Como
para cada o € ¥, la variedad U, torica con toro T (el mismo toro para todas), por
ser o estrictamente convexo, el morfismo my:

TN X Ua —2 Uo’

TN X TN . TN
se extiende a un tnico morfismo mx:

Ty x X —2 > X

TN X TN . TN

Luego, X5 es una variedad térica con toro Th.
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Veamos algunos ejemplos.

EjEMPLO 3.2. Consideremos en dimension 1 los conos o1 = (e1)r., ¥ 02 =
(—e1)Rr~,, O sea, las dos semirectas positivas que se intersectan en la cara comtn 0 y
el abanico ¥ = {01, 09,0}.

02 01

oL
<

Y

Tenemos, usando la notacién X = X°:
Sor = {€1), Uy, = Spm(k[X]) =k,
Soz = (—e1), Us, = Spm(k[X 1)) =k,
So =M = (e}, —e}), Up=T=Spm(k[X, X ']) =k*

Para entender la variedad Xy, tenemos que entender como se pegan Uy, y Us,.
Las inclusiones de semigrupos:

So — So'l

Soy
nos inducen las inclusiones de algebras:

k[X, X71] «+— Kk[X]

k[X 1]

que inducen los mapas:
Spm(k[X, X)) —— Spm(k[X])
Spm (k[X 1))

definidos mediante:
m=(X—-a) —— (X —a)

|
(Xt~ a7

donde m = (X —a) = (X ! —a7!) es un ideal maximal de k[X, X!], y la
igualdad es porque a # 0. Luego, usando que U,, =k, U,, =k y Uy =T = k*,
tenemos que los cambios de cartas estan definidos de la siguiente forma:

gl,? T — Tu 91,2(t) = tila
921 T — T, goa(t)=t"".
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Por lo que la variedad asociada al abanico ¥ queda:

kuk
Xy=——, ti~taot; €k ity Ekytlz(t2)_1-

~

Esa relacion de equivalencia es exactamente la de la recta proyectiva, es decir:
Xy =P

EJjEmMPLO 3.3. Consideremos ahora los conos o1 = (e1,e1 + €2)r., y 02 = (€1 +
€2,€2)R-,, que se intersectan en la cara 7 = (e1 + e2)r.,, para formar el abanico

Y ={o1,09,7,0}.

7_
° 00-2 ° .
01
° A ° ° °
.
r

Vamos a hacer las cosas un poco mas a la ligera que el ejemplo anterior.
Tenemos:

So, = (€], €5 — €}), Uy, = Spm(k[X, X 1Y) = k?,
S, = (€3, €1 — €3), Us, = Spm(k[Y, XY ]) = k2,
S, = (el +ebef —ebeh—el), U, =Spm(k[XY, XY L VYX 1) =kxk*
Donde el cambio de cartas esta dado por:
g:Ur — Up,g(x,t) = (at,t71).

Esta es la misma construccion que la explosion del plano k? en el origen. La explosion
del plano se construye como la subvariedad de k? x P! definida por:

Y = {((2,9), (to : t1)) € K* x P! |2ty = yto}.
Esta se cubre también por dos abiertos afines isomorfos al plano:
Up = {((@,y), (to : 1)) € Y[ to £ 0} =12 ((2,1), (to: t1)) — (. 2) |

Ur={(x.9), (o t)) €Y [t £ 0} =2 (@), (b0 1) — (v 2
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cuyo cambio de cartas es:
UonUy = {<(x7y)?(t0 : tl)) S Y’tO #0,t1 # 0} =k xk~,

((@,9); (to : 1)) — (2, 2)
g:UnNU, — UpyN Uy,
gz, t) = (at,t7")

Platoén se equivoco al definir al hombre como una gallina desplumada, como bien le
mostré Diogenes. Esto fue porque, si bien dio condiciones necesarias, no eran sufi-
cientes para definir al hombre. En este caso, dimos todas las condiciones, necesarias
y suficientes, para mostrar que la explosion y la variedad asociada al abanico eran
el mismo objeto. Luego, como dijo mi tutor Alvaro la vez que entendi este ejemplo
«si tiene cuatro patas, ladra y mueve la cola, es un perro>>E| y tenemos que Xy, es la
explosion del plano en el origenﬂ

2. Normalidad y separabilidad

Recordando la definicion de anillo local de X en p vista en [1.6] introducimos la
siguiente definicion.

DEFINICION 3.4. Una variedad algebraica X es normal si es irreducible y Ox
es normal para todo p € X.

1Tal vez, para que no tengamos otro Didneges, tendriamos que cambiar «perro» por «caninoy,
pero el dicho quedaria horrible.

2La imagen estd extraida de la portada del libro en su tercera edicién. Lo intenté
dibujar, como todas las otras imégenes, pero con esta me fue imposible. No pude conseguir el autor
original de la ilustracion, pero le agradezco enormemente, a él y a Paint, por hacer todo esto posible.
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A priori, parece que estamos teniendo un conflicto de definiciones, ya que la
definicién de normalidad para una variedad algebraica afin fue dada en [2.37] La
siguiente proposicién establece que ambas definiciones son equivalentes en el caso
afin.

PROPOSICION 3.5. Sea X una variedad algebraica afin irreducible. Entonces k[ X]
es normal si y s6lo si Ox ), es normal para todo p € X.

DEMOSTRACION. Sea p € X. Por[I.7] tenemos:

Oxp =k[X]n.
Luego, se puede ver en [AMG69, Prop. 5.13] que un dominio R es normal si y s6lo si
Ry, es normal para todo m € Spm(R). O

De esta proposicion se deduce facilmente lo siguiente:

COROLARIO 3.6. Sea X una variedad algebraica irreducible y U;, i € I un cu-
brimiento por abiertos afines. Entonces X es normal sty sélo si U; es normal para
todo i € 1.

DEMOSTRACION. Para todo p € X, podemos considerar un abierto afin U; tal
que p € U;. Luego, en la definicion de Ox podemos considerar sélo abiertos
que estén contenidos en U; ya que son una subcategoria filtrada de 7, y entonces
Oxp = Oy, p- O

Usando este corolario y el Teorema [2.38] tenemos que la variedad toérica X,
construida en la seccion [Il es una variedad torica normal. Podemos decir atin maés
sobre esta variedad. Recordemos la definicion de separabilidad [1.23]y las Proposicio-
nes [I1.24] y 3] que dicen que las variedades afines son separables y que la interseccion
de afines es afin.

PROPOSICION 3.7. Sea X la variedad algebraica obtenida pegando un nimero
finito de variedades afines V;, i € I, con abiertos V;; C V; e isomorfismos g;; : V;; —
Vji. Si ademas vale que la imagen de los morfismos:

dij - Vig — VixVj,  dij(z) = (z, 9ij(x))
es cerrada para todo i, j, entonces X es separable.

DEMOSTRACION. Usando la notacion U; = {[z] € X |z € V;}, tenemos que
AX) = Jaw,
i€l
por lo que basta con probar que A(U;) C X x X es cerrado.
La preimagen de A(U;) por m x w: | |Vi x | Vi — X X X es:
(> ) (AU) = AW) 0 dy(Vig) < |V x ||V
jel
siendo A 1 V; — V; x Vj el mapa diagonal. Esa preimagen es cerrada porque d;;(V;;)

es cerrado para todo j por hipotesis y A(V;) es cerrado en V; x V; por ya que
V; es afin. Luego, A(U;) es cerrado por definicion de topologia cociente. O
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PROPOSICION 3.8. Sea X un abanico en Ng. Entonces la variedad toérica X es
normal y separable.

DEMOSTRACION. Usando el Teorema [2.38] las cartas afines que cubren X son
normales y usando el Corolario 3.6 X es normal.
Por la Proposicion [3.7] es suficiente probar que dados oy, o2 conos en 3 cuya inter-
seccién es o1 N o9 = 7, el mapa:

d:U; — Uy, X Us,,,

dado por las inmersiones U, — U, definidas en la Proposicion tiene imagen
cerrada.
Como las variedades Uy, son afines, tenemos que:

Us, % Ug, = Spm(k[Ss,] @ k[S,,])
y el mapa d viene inducido por el morfismo de algebras:
CT: ]k[SUl] X ]k[Sgl] s k[ST], J(XUI ® Xu2) — xurtuz

Finalmente, por el Lema m tenemos que Sy, + S5, = Sr, luego el mapa d es
sobreyectivo y eso implica que el mapa d es una inmersiéon cerrada. ]

3. Tx—Orbitas

En esta secciéon estudiaremos las 6rbitas de la accidon del toro en la variedad,
veremos que hay una correspondencia entre las é6rbitas y los conos de un abanico
y que podemos recuperar el cono conociendo las o6rbitas del toro en la variedad.
Estudiaremos también la nocién de limite, que nos ayudara a entender las orbitas.
Veamos primero un ejemplo.

EJEMPLO 3.9. Consideramos en n = 2 y el cuerpo C, el abanico ¥ formado por
los conos 01, 09,03 y sus caras, y por otro lado sus respectivos duales:

° ° . ° al °

&
° . ag ° °
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° ° ° . O'.i/ °
° O'c%/ A . ° °
Wi \.

N r
° ° ° - ° °
° ° ° O'og/ ° °

Las variedades Uy, , Uy, y Uy, son las tres isomorfas al plano k2, con coordenadas , ¥,

7y yy~!, zy~!, respectivamente. Al hacer la construccién de la variedad toérica

Xy, queda el plano proyectivo P?; tomando coordenadas homogéneas (xq : 21 : x2),
1

r=tey= i—f}. El toro Ty ~ (k*)? tiene coordenadas homogéneas (1 : s : t) con

s,t # 0, donde la accién es multiplicar coordenada a coordenada, es decir:
(L:s:t)-(zo:x1:x2) = (0 : Sx71 : twa).
Para v = (a,b) € Z? ~ N, consideramos la curva A" : k* — TNE| dada por:
AV(t) = (1:t%:tb).
Estudiamos el limite lim;_,g AV(¢) para distintos puntos v € N. Tenemos siete casos,
segiin si v esté en el interior o no de alguno de los conos de X :
HmAY(¢) = (1:1:0)

lim A¥(t) = (0:1:0)

[ ] [ ] ] JL ] [ ] [ ]
/ > HmAY(t)=(1:0:1)
mA”(t) =(1:1:1)

HmAY(t) ="(0:1:1)

3Es lo que mas adelante definiremos como subgrupo a un parametro.
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Por otro lado, la accién de Ty en Xy, tiene también siete 6rbitas, y cada uno de los
puntos limite que vimos recién pertenece a una de ellas:

O1={(z:y:2)|2,y,2#0}>(1:1:1)

Oy ={(z:y:2)]2=0,2,y#0}>(1:1:0)
Os={(z:y:2)|y=0,2,2#0}3(1:0:1)
Oy={(z:y:2)|z=0,y,2#40}>(0:1:1)
Os={(z:y:2)|y=2=0,2#0}={(1:0:0)}
Os={(z:y:2)|lr=2=0,y#0} ={(0:1:0)}

Or={(x:y:2)|lx=y=0,2#0}={(0:0:1)}
Tenemos una correspondencia entre los conos de ¥ y las orbitas del toro Ty en Xy

de la siguiente forma:

o corresponde a O < lth’mO AY(t) € OVv € Relint(o).
—

Veremos enseguida que esta idea se generaliza a todas las variedades provenientes de
abanicos.

Recordemos la biyeccion natural [I.5}
Spm(k[Sy]) «— Hom(S,, k),
donde Hom es en la categoria de monoides, viendo k como monoide con el producto.
Para cada cono o en Ng, distinguimos un punto especial z, € U,:
1 si m}a =0(meot)
(31> To - So — ka xU(m) =
0 en otro caso
Este es efectivamente un morfismo de monoides ya que si u,w € o entonces u+w €
ot y tenemos:
To(u+w)=1=1-1=z,(u)z,(w),
y si alguno no esté, entonces la suma tampoco lo estara y ambas daran 0.
Para estos puntos distinguidos, vamos a resaltar dos propiedades:
= El punto distinguido x, € U, es fijo para la accién de T si y solamente si
dimo = n.
= Si T es una cara de o entonces z, € U,.
Primer punto. Sea t = (t1,...,t,) € Ty. Veamos qué quiere decir que z, sea fijo
para t.
t-zy =2, <t(m)z(m) = x(m)V¥m € S,

ot(m) =1Ym e ot

n
st(m) = Htfz = 1Vm € o™,
i=1
si escribimos m = )" n;ef € S, C M. Tenemos entonces que z, es un punto fijo de
la accién si y solamente si la dltima productoria es 1 para todo t € T . Probemos
ahora la proposicién.
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Si dim o = n, entonces o = 0, pues ¢ genera todo Ng. Luego, el producto [T, t
siempre sera 1 porque n; = 0 Vi.

Si dimo # n entonces oV no es estrictamente convexo, por la Proposicién y
o = (Y)Y, por la Proposicion [2.14] Luego, existe u # 0 tal que u € ¢V N (—c") y

entonces u € . Escribiendo u = 3" n;e;, hay algtn j tal que n; # 0. Tomando un

punto del toro ¢t = (1,...,1,,1,...,1), con a € k, o™ # 1 (podemos hacer esto ya
que k es algebraicamente cerrado y entonces infinito), tenemos que:
tu) =a" #1

y por lo tanto z, no es fijo para ese t.

Segundo punto. Se deduce de la inclusiéon abierta U, — U, de la Proposiciéon
2.24]

En el ejemplo del plano proyectivo al comienzo de la seccion, los limites de los
puntos en el interior de un cono son exactamente estos puntos distinguidos. Si el
cuerpo no tiene una topologia Hausdorff como los complejos, en donde el limite
puntual es tnico, igual podemos definir la nocién de limite de la siguiente forma
(que extiende la nocion de limite en C):

DEFINICION 3.10. Un subgrupo a un pardmetro es un morfismo de grupos alge-
braicos A : k* — TNH. Todos los subgrupos a un parametro son de la forma:

(3.2) NU(E) = (£, ..., 1),

para v = (v1,...,U,) = >, vie; € N. Esto se puede ver componiendo proyectando
en cada coordenada: sea m; : Ty — k* la proyeccién sobre la i—ésima coordenada,
entonces:

mioA: kK" — k¥

es un morfismo de grupos, y los inicos morfismos de grupos de k* en si mismo son
de la forma t — t*, con k € Z.

DEFINICION 3.11. Sea X una variedad toérica con toro Ty y A : k* — Ty C X
un subgrupo a un parametro. Si existe un morfismo A : k — X que haga conmutar

el siguiente diagrama:
A Ty X
\[ /
k

entonces decimos que existe el limite de A existe en X, llamamos limite del subgrupo
a un pardmetro A al punto A\(0) y notamos:

lim A(t) = A(0).

t—0

456 puede definir en general para un grupo algebraico cualquiera, pero en nuestro caso traba-
jemos s6lo con el toro T
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En el caso de que X sea afin, como vimos al final del capitulo[I] el diagrama de
arriba es equivalente al siguiente diagrama en las algebras:

klz, 2] <2 K[Tw] +— Kk[X]

/[ /
klz]
es decir que en este caso, que exista el limite significa que el morfismo A* o ¢ tiene

imagen dentro de k[z] C k[z,z~!]. Esto nos ayuda a caracterizar los conos mediante
los limites de los subgrupos a un parametro de T .

PROPOSICION 3.12. Sea ¢ C Ny un cono racional estrictamente convexoy v € N.
Entonces:
lim \Y(t) existe y pertenece a U, < v € 0.
t—0

Mas atn, si v € Relint(o), entonces lim;_,g AV(t) = x,-.

DEMOSTRACION. Como mencionamos arriba, que exista el limite es que el mor-
fismo (AY)* o1 : k[S,] — k[z, z7!] tenga imagen dentro de k[z]:

Kz, 2] L5 k) s K[S,]
kz]

El morfismo (A\?)* es precomponer, cuando vemos a las algebras k[z, 271 y k[T] como
las algebras de funciones regulares de k* y T, respectivamente (recordar que en este
caso, identificamos X, elemento del algebra abstracta, con x", funcién regular del
toro en k*). Tenemos entonces:

(AT (™)) = x™ (A" (1)
= X"t

= ML grintn
— tm(v)7

que como v € N, m(v) es un entero. Se sigue que la funcién regular que manda
t — t™m®) es ™) vista en el algebra abstracta k[z, x7!], es decir, la composicion de
la inclusion ¢ : k[S,] < k[M] y el morfismo (A\*)* : k[M] — k[z,27!] es el morfismo
que hace:
XMy XM s 2™,

Luego, este morfismo tiene imagen en k[z] C k[z,27!] si y s6lo si m(v) > 0 para
todo m € S,. Méas atn, tenemos que AV = oY.

Repasando, existe lim;_,g AY(¢) en Uy, si y solo si m(v) > 0 para todo m € Sy, y
a su vez, esto pasa si y solo si v € g, pues si v ¢ o se puede encontrar un funcional
m € S, tal que m(v) < OE|

5Observar que se puede agarrar el u de la Proposicion con coordenadas racionales, luego,
multiplicAndolo por un entero suficientemente grande, podemos suponer que v € M.
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Finalmente, si v € Relint(o), queremos ver que lim;_,o A"(¢) = z,. Recordando
la definicién del punto distinguido =, € U, = Homy(Ss, k) en tenemos que el
morfismo lim;_,9 AY(t) € U, esta dado por:

Nk —s Uy,
AU : Homy (k[z], k) — Homy(K[S,], k),
Jlim X*(2) = X°(0),
m = evo((X')"(X™)) = evo(«™)),
ya que, via el isomorfismo k ~ Homy(k[z],k), el punto 0 € k corresponde con el
morfismo evaluar en cero evg € Homy (k[z], k). Ahora si, veamos si este morfismo es
igual a x4 :
» Sim € ot, m(v) =0y entonces:
AU(0)(m) = evo(z™™) = evy(1) =1 € k.
» Sim ¢ ot, m(v) > 0 por la Proposiciéon m y entonces:
MU(0)(m) = evo(z™™) = 0 € k.
Luego:
B 1 si m‘o_zo(uEUL)
(3.3) AY(0)(m) =
0 en otro caso
es decir, AY(0) = z,. O
NOTACION 3.13. Si ¥ es un abanico en Ng, defino, para cada o € X :
O(0) :=Tn -z, C Uy C Xy,
o sea, O(o) es la orbita del punto distinguido z,.
El siguiente lema describe los puntos de O(o) y seré clave para probar el resultado
principal de este capitulo.
LEMA 3.14. Sea o un cono racional estrictamente convexo en Ngr. Entonces:
O(0) ={z € Hom(S,,k) |z(m) #0 < m e ot N M}
=Homgz(c N M, k*).

DEMOSTRACION. Llamemos O’ = {x € Hom(S,,k)|z(m) # 0 < m € ot N M}.
Sit e Ty, entonces t -z, : S, — k verifica:

t-x,(m) =t(m)zy(m) # 0 z,(m) #0 e me ot
luego, tenemos que O(o) C O'.
Reciprocamente, si € O, basta con encontrar ¢t € Ty tal que t(m) = z(m) para
todo m € o+ N M, que es posible ya que o- N M es finitamente generado como
consecuencia del Lema de Gordan [2.19] En efecto, si ¢ cumple eso, entonces:
t(u)zy(u) = t(u) = z(u) siwu€otnM,
t(u)rs(u) =0 = z(u) si no,
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y entonces t - x, = x, probando la otra inclusion.

Para la otra igualdad (en realidad es un isomorfismo), notar que o N M es un
grupo ya que todos los elementos tienen opuesto por valer 0 en o.
Si z € O, entonces, como S, N o+ = o+ N M, la restriccion:

:U}S Aol S, Not — k*

es un morfismo de grupos, o sea:
1 *
x{SmUL € Homy (o™ N M, k).

Para el lado contrario, si # € Homz (o N M, k*), extiendo el morfismo a todo S,
siendo:

z(u) si u€otnM
T(u) =

0 51 no

Es claro que 7 € O’ y entonces tenemos la segunda igualdad. O

El siguiente teorema describe la relaciéon entre la combinatoria del abanico ¥ y
la estructura geométrica de la accién del toro en la variedad X, .

TEOREMA 3.15 (Correspondencia de orbitas). Sea Xx; la variedad torica asociada
al abanico ¥ en Np.

(a) La siguiente correspondencia es biyectiva:
{conos 0 € £} «— {T'v — orbitas en Xx}

o +— O(0) = Homg(c- N M, k*).

(b) Las cartas afines son union de orbitas:
U, = Jo(n),

donde T varia en el conjunto de las caras de o.
(¢) ParatodoT,0 € 3, se tiene que T es una cara de o si y solamente si O(c) C O(T).
Ademas:

O(r) = JO(0),
g
donde o varia en el conjunto de conos que admiten a T como cara.

DEMOSTRACION. (a) Sea O una Ty—orbita en X5. Como Xy es cubierta por
los abiertos afines Ty —invariantes U, y la intersecciéon de dos tales abiertos esté
dada por Uy, NUy, = Usynoy, hay un tinico cono minimal o € ¥ tal que O C U,.
Veremos que O = O(o), de lo que se deduce lo que queriamos probar.

Sea x € O. Consideramos el conjunto C' = {m € S, | z(m) # 0}.

AFIRMACION 3.16. El conjunto C es la interseccion de M con una cara de

oV,
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Sea n C 0V el cono generado por los m € C, es decir:
n= <m €Sy |ﬂ§(m) # 0>R20'

Es claro que C = N M. Més atin, 7 es una cara de o"; en efecto, n C 0" y
cumple la condicion (c¢) del Lema pues siu,u’ € 0¥ NM = S, son tales que
u+u €mn, como u+u €8S,, tenemos:

0#£z(ut+u)=z(zq) = zu)#0,zW)#£0 = wuu en.

Luego, por la Proposicién m n = oY N1t para cierta cara 7 de . Tenemos
entonces:

C=("nrH)nM,

de lo que se deduce que = : S, — k puede ser extendido a z : S, — k. i.e.
x € U;. En efecto, tenemos S; = S5 + Z<ou con u € 71 por la Proposicion
y como z(u) # 0, podemos definir:

z(—ku) ;== z(ku)™!, keN.

Luego, como z es arbitrario cualquiera, tenemos que O C U, y, por la minimali-
dad de o, tenemos o = 7. Se sigue que:

C=c"NnM

y entonces x € O(o) por el Lema Luego O = O(o) porque dos 6rbitas son
iguales o disjuntas.
Como U, es T —invariante, es union de 6rbitas. Si 7 es una cara de o, entonces:

O(r) C U, C Uy,

por lo que tenemos una inclusién, pero de la demostracion de la parte (a) se
sigue que es una igualdad, ya que cualquier érbita contenida en U, debe ser de
la forma O(7) para alguna cara 7 de o (pensar o con sus caras como todo el
abanico).
Comencemos por entender la clausura de la érbita. O(7) es Ty —invariante porque
O(7) lo esﬁ y por lo tanto, es unién de érbitas, que son de la forma O(o) por la
parte (a).

Si O(o) € O(1), como O(c) C Uy, tenemos que O(1) N U, # 0 y por ser U,
abierto, tenemos

o(r)NU,,

y luego por la parte (b), tenemos que 7 debe ser una cara de o.

Si o es tal que tiene a 7 como cara, veamos que O(o) N W # (0, lo que
prueba que O(c) € O(7). Sea v € Relint(s). Por la Proposicion vale que
lim A\V(¢) = z,, el punto distinguido definido en Si consideramos la accién

de Ty en U, tenemos:

A(t) -z € O(T) Vtek™,

6Usando redes, la demostracion es clasica de un curso bésico de topologia.
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y como U, es un monoide algebraico como vimos en la seccion 2 del capitulo [2]
tenemos:

<h’m )\”(t)) Ly € O(7).

t—0
Por otro lado, tenemos:
(Hm AY(t)) - 27 = o - Tr = T4,y

donde la ultima igualdad se da porque o+ C 7t. Luego, deducimos que z, €
O(1) N O(0), que es lo que queriamos probar.

0

El Teorema junto a la Proposicion [3.12] permiten recuperar el abanico
conociendo la accién del toro en la variedad, ya que podemos encontrar las érbitas,
i.e. los conos del abanico, y la geometria de estos i.e. su interior.

4. Las variedades toricas normales vienen de abanicos.

En secciones anteriores de este capitulo mostramos que los abanicos inducen
variedades téricas normales. En esta seccidon mostraremos que toda variedad toérica
normal es inducida por algin abanico. Este es el paso principal para mostrar, en la
seccion siguiente, que la categoria de las variedades toricas normales es equivalente
a la categoria de los abanicos.

TEOREMA 3.17 (Sumihiro). [Sum74, Corolario 2| Sea X wuna variedad térica
separable normal con toro Tyx. Entonces todo punto p € X tiene un entorno abierto
afin Tn—invariante. Mds ain, ese entorno contiene a I y entonces es una variedad
torica.

En el capitulo anterior, vimos que si 7 C ¢ es una cara, entonces U, se encaja
en U, como abierto principal. Usando las herramientas de limite, veamos que vale el
reciproco, lo cual utilizaremos para probar el Teorema |3.19

LEMA 3.18. Sean 7 C o dos conos tales que el mapa inducido Uy — U, es una
mmersion abierta. Entonces T es una cara de o.

DEMOSTRACION. Sean v,w € o tales que v + w € 7. Veamos que v,w € T, lo
que prueba que T es una cara por el Lema [2.13

Denotemos z,, = lim;— o A\’(t) y zy = limy_,0 A*(¢). Por la Proposicion
Ty Loy € Uy y COMO Ty - Ty = Tyypqy, tENEMOS qUE Xy - Ty € Uy (aqui estamos usando
lo que vimos en la Observacion [2.26] donde afirmamos que U, es en realidad un
monoide algebraico). Queremos ver que x, y , estan en U;, ya que usando de
nuevo la Proposicion [3:12] esto es equivalente a que v,w € 7.

Supongamos por absurdo que x, ¢ U,. Como U es un abierto T estable de U,,
U, ~ U; es un cerrado Ty invariante y entonces:

Ty 2y CUNU = TN -2, CU, N U5,

es decir:
Tn -2, NU; = 0.
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Por otro lado, tenemos:
T Ty EUy Ty =T -2y CT - 2y,

pero x,, - x, € U,, lo que es absurdo porque la interseccién es vacia, por lo que
Ty € Ur y entonces v € 7. Analogo para w. [l

TEOREMA 3.19. Sea X wuna variedad térica normal separable con toro Txn. En-
tonces existe Y abanico en Ny tal que X ~ Xx.

DEMOSTRACION. Por el teorema de Sumihiro, tenemos que X admite un cubri-
miento por abiertos afines U; que son variedades toricas. Como X es normal, las
cartas U; son también normales y por el teorema U; = U,, para ciertos conos
racionales o; en Ng. Veamos que estos conos forman el abanico X.

Por la proposicion Ui N U; es afin y torica para el mismo toro 7Ty, entonces
U;NU; = U, para algin cono racional 7 C Ng. Por la Proposicic’)n tenemos que
v € 7 si y solamente si el limite de A\”() - = existe para todo x € Uy = Uy, N Uy, y
usando de nuevo la Proposicion, esto pasa si y solamente si v € o; No;. Por lo tanto,
tenemos que o; N o; = 7. Como U; es un abierto de Uy, y Uy;, por la proposicion
tenemos que 7 es una cara de ambos o; y ;. Recopilando, X se cubre con
cartas afines U,, que vienen de conos o;. Dos conos se intersectan en una cara de
ambos, por lo que estos conos y todas sus caras forman un abanico . Es claro por
construcciéon que X = Xy. ]

Como consecuencia de este resultado y el Teorema tenemos el siguiente
corolario que caracteriza las variedades toricas afines de entre todas las variedades
toricas.

Esta correspondencia entre las variedades toricas normales y los abanicos, y el
Teorema [3.15] permite obtener informacién de la geometria de la accién mirando en
la combinatoria de los conos del abanico subyascente, pero mas atn, permite obtener
informacion sobre la geometria de la variedad misma. Veamos algunos ejemplos de
esto.

COROLARIO 3.20. Sea X una variedad torica. Entonces X es afin si y solo si
existe una unica orbita cerrada. Mds ain, las orbitas cerradas corresponden con los
conos maximales del abanico del cual proviene X.

DEMOSTRACION. Probemos primero la ida. Sea ¢ tal que X = U,. Consideramos
el abanico ¥ que consiste de o y todas sus caras. Por la parte (a) del teorema anterior,
las Ty —orbitas de U, son O(7) con T cara de o. Luego, O(T) es cerrada si y solo si
O(r) = O(7). Usando la parte (c) del teorema, tenemos que esto sucede si y solo si:

o(r) =Jow),

donde v son las caras de o que contienen a 7. Finalmente, esta igualdad es cierta
tinicamente cuando la tnica cara que contienen a 7 es si misma, es decir, cuando
7 = o i.e. la tnica orbita cerrada es O(o).

Reciprocamente, si X no fuera afin, entonces el abanico ¥ del cual proviene
tiene al menos dos conos maximales respecto a la inclusién oy y o2. Por el mismo
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argumento que usamos recién, O(o1) y O(o2) son orbitas cerradas distintas, por lo
que X tiene méas de una Orbita cerrada. ]

Recordemos que si X es una variedad torica afin, entonces es un monoide al-
gebraico. Es un resultado conocido que las variedades téricas afines son los tnicos
monoides algebraicos cuyo grupo de invertibles es un toro. Este resultado fue gene-
ralizado en |[Rit07], en donde se prueba que si el grupo de invertibles de un monoide
algebraico irreducible es afin, entonces el monoide también lo es. Veamos ahora una
prueba del caso térico, como corolario del teorema que vimos recién.

COROLARIO 3.21. Sea M un monoide algebraico (irreducible) cuyo grupo de in-
vertibles G C M es isomorfo a un toro Tx. Entonces M es afin.

DEMOSTRACION. Por un resultado de Rittatore en |[Rit98, Teorema 1|, G es
abierto en M y por lo tanto, denso. Ademés, la multiplicacién de G es simplemente
la restriccién de la multiplicaciéon de M, por lo que trivialmente se extiende. Luego,
M es una variedad térica. Si O es una 6rbita de M para la accién del toro G, entonces:

MOM = GOG C GOG C O C MOM,

usando que GOG C G y que M tiene neutro. En particular, si O es una o6rbita
cerrada, entonces vale:

MOM = 0.
Sean O, O’ dos orbitas cerradas para la accion del toro G. Entonces:

00’ C MO' =0’

00" C OM = 0,
es decir, O N O’ # () y como son orbitas, O = O’. Luego, M como variedad torica
tiene una tnica orbita cerrada, y por el Corolario [3.20] es afin. O

Podemos obtener también informacién como las singularidades. La siguiente pro-
posicion caracteriza todas las variedades toricas afines regularesﬂ Como todas las
variedades afines regulares son normales, entonces las variedades toricas que sean
regulares vendran necesariamente de un cono estrictamente convexo.

PROPOSICION 3.22. Sea U, la variedad torica asociada al cono o C Ng. Entonces
U, es regular si y solamente si o estd generado por un subconjunto de una baseﬁ de
M. Mas atin, en ese caso se tiene que:

Uy ~ Kk x (k)" 1 =dim(o).

DEMOSTRACION. Trabajemos primer en el caso que dim (o) = n, es decir, el cono
o genera todo el espacio vectorial Ng. En este caso, o+ = {0} y el punto distinguido
zs € U, esta dado por:
1 s8 m=0
xTg(m) =
0 si m#0

"Una variedad es regular si no tiene puntos singulares.
8Con base nos referimos a una base como Z—mobdulo, es decir, un generador linealmente
independiente.
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Mediante la biyeccion [I.5] el ideal maximal correspondiente a z, es:
m=(X"|meS,, m#0),
y su cuadrado:
m? = (Xerm, |m,m' € Sy, m,m’ # 0) )

con lo que el espacio tangente en este punto, -, estd generado (y de forma indepen-
diente) por los monomios de la forma X™ con m € S, \ {0} que no sea suma de dos
elementos no nulos; estos elementos son exactamente los elementos primitivos de las
aristas de V.

Supongamos que el punto z, € U, es regular, es decir, la dimensién de m/m?
como k—espacio vectorial es n (pues dim(U,) = dim(7) = n). Esto nos dice que "
debe tener exactamente n aristas. En efecto, debe tener al menos n ya que ¢ tiene
dimensién n por la Proposicién vy no puede tener mas de n porque tendriamos
maéas generadores en el espacio tangente. Mas atn, los elementos primitivos de estas
aristas en M, i.e. aquellos que no son miltiplos enteros de otros elementos de M,
deben generar todo S, (porque si no, tendriamos mas generadores en el espacio
tangente, de nuevo).

AFIRMACION 3.23. Como S, es saturado y ¢" es de dimensiéon maximal, S,
genera a M como grupo, es decir, agregando los opuestos.

En efecto, (S,)r., = 0¥ y entonces (Sy)g>0 = 0VNQ™. Como ¢V es de dimension
maximal, tenemos:
v
(So)q = {07)q = Mg.
Veamos entonces la afirmacion. Sea m € M. Por la ecuacion de arriba, tenemos:

i
m:Zq—Zmi, m; € Sy

<H Qi> m=> pim; € S,

y como S, es saturado y [[¢; € N, tenemos m € S, probando la Afirmacion
En particular, el conjunto de elementos primitivos de las aristas es generador de S,
y entonces debe ser una base de M, por lo tanto, su dual en o, una base de N.
Ademaés, en este caso:

U, ~ k™.
Acabamos de ver en realidad que la regularidad en el punto z, implica regularidad en
toda la variedad. Luego, si ¢ es de dimensiéon maximal, tenemos que son equivalentes:

= La variedad U, es regular.

= El punto z, € U, es regular.

= El cono dual oV esta generado por una base de M.
= El cono o esté generado por una base de .

En el caso que dim(o) = [ < n, procedemos de la misma forma pero con la
diferencia que oV tendrd a los elementos de la base y sus opuestos (pues no es
estrictamente convexo), por lo que S, tendra elementos que seran unos opuestos de
otros. Esto implica la igualdad:

Us = k' x (k)"



5. EQUIVALENCIA CATEGORICA 67

y que el generador de oV es linealmente independiente en una parte y en la otra

tiene a los opuestos. Dualizando y volviendo a ¢ C N, estos elementos que aparecen
con sus opuestos desaparecen y nos queda que el generador (las aristas) de o esté
incluido en una base de N. O

COROLARIO 3.24. Una variedad X torica normal es lisa si y sdélo si todos sus
conos estan generados por parte de una base.

DEMOSTRACION. X es cubierto por las cartas afines U, con ¢ los conos maxi-
males. X es lisa si y solo si sus cartas afines son lisas, y por el corolario anterior,

esto es equivalente a que todos estos conos estén generados por una parte de una
base. g

Para ver méas en profundidad sobre puntos singulares y teoria local, ver [Sha77,
Capitulo 2]

5. Equivalencia categoérica

Ya vimos como crear una variedad torica a partir de un abanico, y como encontrar
un abanico para cada variedad toérica. Veamos ahora que podemos hacer la misma
correspondencia para los morfismos.

DEFINICION 3.25. Sean ¥ y ¥ abanicos en N y N’, respectivamente. Un mor-
fismo de abanicos entre ¥ y ¥/ es un morfismo de Z—modulos f: N — N’ tal que,
para cada cono o € ¥, existe un cono o’ € ¥’ con f(o) C o', donde consideramos el
mismo morfismo extendido f : Ng — Np.

Notar que el cono de llegada no es tnico, pero como la intersecciéon de dos conos
de un abanico es también un cono del abanico, consideraremos siempre el mas chico.

TEOREMA 3.26. Sean N, N’ dos ldtices y 3,5 abanicos en ellos.

1. Si f : N — N’ es un morfismo de abanicos entre X y ¥/, entonces induce
un morfismo entre las variedades toricas ff : Xy — Xxy.

2. Reciprocamente, si f : X5, — Xsv es un morfismo de variedades tdricas,
entonces induce un morfismo (f*)* : N — N’ entre los abanicos ¥ y %'

DEMOSTRACION. 1. Sea f : N — N’ es un morfismo de abanicos entre X
y Y. Recordemos que Xy es construida haciendo el cociente:

(3.4) xs = H%,

donde la unién varia con ¢ € ¥ y el la relacién estd dada por las caras, es
decir,x ~ysixz € Uy, y € Uy, y existe z € U, (siendo 7 = o1 No2) de forma
que las inmersiones U, — U,, y U; — Uy, llevan z en x e y, respectivamente.

Como vimos en la ecuacion , para cada o € 3, el morfismo f induce
un morfismo ff : U, — Uy, es decir, tenemos una funcién de la unién
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disjunta hacia la variedad Xsv. Veamos que pasa al cociente.

Lo, —2 U,

ﬂl lﬂ,

XZ] > XE’

?

Sean x € U,, e y € U,, tales que x ~ y via z € U;, siendo 7 la cara
comun. Queremos ver que f¥(x) ~ fi(y) en Xyv.
Sean o y o4 los conos de X' tales que:

f(oi) € o
Tenemos entonces:

f(7) € flor) N f(o2) C oy Nos,

es decir, f(7) C 7, siendo 7, la cara comin en la que se encuentran o} y ob.
Por la construccion de los morfismos al final del capitulo [2] tenemos que el
siguiente diagrama conmuta:

Ur —— Uy,

fi l lf:

U% — Uag

lo que nos dice que mandar fJ(z) por las inmersiones da f’(z) v fi(y),
ie. f¥(xz) ~ fX(y) y por lo tanto, el morfismo f; pasa al cociente, es decir,
tenemos definido:

f: : XZ — Xz/.

Este morfismo claramente es de variedades téricas porque lleva el toro T en
TN+ v como respeta la accidon en cada carta afin, respeta también la accidon
luego de realizado el pegado.

Sea f: Xy — Xy un morfismo entre variedades toricas, 3 abanico en
N y ¥ en N'. Primero, observar que f ’ Ty Tx — Tn+ induce un morfismo

Z—lineal de N en N”: f!TN viene inducido por un morfismo f* : k[M'] —

k[M], que a su vez viene de extender un morfismo de f# : M/ — M,y
que dualizando induce el morfismo ( fﬁ)* : N — N'. Queremos ver que este
morfismo es compatible con los abanicos ¥ y 3.

Sea o € 3. Por el Teorema tenemos la o6rbita asociada O(o) C Xy,
y como f respeta la accion, tenemos:

f(O(0)) = f(Tn - x5) = f(TN) - f(o) € T - f(2o),

o sea que f(O(0)) esta dentro de alguna 6rbita, que sabemos, por el Teorema
proviene de algtin cono o’ € ¥/. Tenemos:

f(O(e)) € O(").
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Si 7 es una cara de o, razonando de la misma forma tenemos que existe un
cono v, € ¥/ tal que f(O(7)) C O(v;). Veamos que en este caso, v, debe ser
una cara de o’.

Por la parte (c¢) del Teorema tenemos O(o) C O(7), luego:
1(0(@) < £ (0()) € F{O(r)) € O,

de lo que se sigue que O(c’) C O(;). De la correspondencia entre orbitas,
deducimos que v, es una cara de o’.

De esto y de la parte (b) del Teorema [3.15] deducimos:
1We) =J s(0(r) € JOotw) = U,

donde las uniones son en el conjunto de las caras 7 de . Tenemos entonces
que f induce un morfismo entre variedades toéricas:

fly, 1 Us — Uy,

lo cual, por la correspondencia al final del capitulo [2| nos dice que el
morfismo extendido inducido en los latices (f#)* : Ng — N§ lleva o en o,

es decir, (f#)* : N — N’ es un morfismo entre los abanicos ¥ y ¥/,
O
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