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Abstract

In this thesis different aspects of the Quantum Kicked Rotor (QKR) in the reso-

nant regime are studied.

Firstly, we study the dependence of the time evolution of the system on extended

initial conditions on momentum space. For the primary resonance it is possible

to find the dispersion relation for the map that determines the dynamics of the

wave vector in momentum space. From this relation the time evolution of the

statistical moments is found in terms of the initial wavepacket. For the secondary

resonances this dependence is studied through numerical results and qualitatively

similar results to the case of the primary resonance are found.

Secondly, we study a variant of the QKR model where the intensity of the exci-

tation depends on time. For a power-law type dependence we find, analytically

for the primary resonance and numerically for the secondaries, the relationship

between the asymptotic behavior of the statistical moments and the exponent of

the excitation.

Finally, we consider a variant of the QKR model where two internal energy levels

are added to the system. We study the behavior of this new system for the range

of parameters that drive the usual QKR to the resonant regime and observe the

different types of evolution attainable when the parameter that determines the

energy difference between the internal levels is varied. Through an analytical and

numerical study, the behavior of this variant of the QKR in parameter space is

characterized, and both resonant and anti-resonant phenomena are found.
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Resumen

En esta tesis se estudian distintos aspectos del modelo de Rotor Impulsado cuánti-

co o Quantum Kicked Rotor (QKR) en el régimen resonante.

Primero, se estudia la evolución temporal del sistema cuando se consideran con-

diciones iniciales distribuidas en el espacio de momento angular. En la resonancia

primaria es posible encontrar la relación de dispersion del mapa que determina

la dinámica en el espacio de momento. A partir de esta relación se obtiene la

evolución temporal de los momentos estad́ısticos en función del paquete de ondas

inicial. Para las resonancias secundarias se estudia esta dependencia mediante el

análisis numérico, obteniéndose resultados cualitativamente similares a los de la

resonancia primaria.

En segundo lugar, se estudia una modificación del modelo del QKR en la que la

intensidad de la perturbación depende del tiempo. Para una dependencia tipo ley

de potencias se encuentra, anaĺıticamente para la resonancia primaria y numéri-

camente para las secundarias, la relación entre el comportamiento asintótico de

los momentos estad́ısticos y el exponente de la excitación.

Finalmente, se estudia una variante del modelo del Rotor Impulsado Cuántico

donde se le agregan al sistema dos niveles de enerǵıa internos. Se estudia el com-

portamiento de este nuevo sistema para el rango de parámetros que dan lugar al

régimen resonante en el modelo del QKR usual, observando los distintos tipos de

evolución obtenibles al variar el parámetro que determina la diferencia de enerǵıa

entre los dos niveles internos. A través del estudio anaĺıtico y numérico de la

evolución temporal de los momentos estad́ısticos y de las probabilidades de ocu-

pación de los estados internos, se realiza una caracterización del comportamiento

de esta variante del QKR en el espacio de parámetros, encontrándose fenómenos

de resonanacia y antiresonancia.

Palabras clave: QKR, caos cuántico, resonancia cuántica
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2.4. Análisis numérico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.5. Difusión en el espacio de Momentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3. Quantum Kicked Rotor 21

3.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Caṕıtulo 1

Introducción

El Rotor Impulsado (o Kicked Rotor) es un modelo paradigmático del estudio del caos en

sistemas hamiltonianos debido a que, pese a su sencillez, presenta varias de las caracteŕısticas

fundamentales de estos fenómenos. El estudio de su análogo cuántico, el Quantum Kicked

Rotor (QKR de ahora en más), es de interés en el marco general del estudio del análogo

cuántico de sistemas clásicamente caóticos.

Se dice que un sistema dinámico determinista no lineal es caótico cuando presenta un

comportamiento estable pero fuertemente irregular [1, 2]. La fuente de esta irregularidad es

la propiedad de estos sistemas de separar exponencialmente rápido, en una región acotada

del espacio de fases, a órbitas que parten de condiciones iniciales cercanas. Se vuelve por lo

tanto imposible en la práctica predecir el comportamiento a largo plazo de un sistema caóti-

co; cualquier error en la determinación de la condición inicial se amplifica exponencialmente

rápido con la evolución temporal.

Un cierto tipo de sistemas dinámicos que exhiben comportamiento caótico son los siste-

mas hamiltonianos [2]. Estos son aquellos descritos por las ecuaciones de Hamilton, que se

pueden utilizar por ejemplo para modelar sistemas que se comportan de acuerdo a las leyes

de la mecánica clásica bajo la ausencia de fricción [3, 4]. En general, las ecuaciones de Hamil-

ton dan lugar a un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas, no lineales, de dif́ıcil –o

imposible– resolución anaĺıtica. Se puede ver, sin embargo, que los sistemas hamiltonianos se

pueden dividir en dos categoŕıas: los integrables y los no integrables, siendo la resolución de

la dinámica sensiblemente más sencilla para aquellos que pertenecen a la primera.

Los sistemas integrables son aquellos para los que existen tantas cantidades conservadas

del movimiento como grados de libertad. En este caso es posible simplificar enormemente

las ecuaciones que describen la dinámica del sistema mediante un cambio de coordenadas

apropiado, obteniéndose un conjunto de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden de

simple resolución.

Los sistemas hamiltonianos no integrables dan lugar a ecuaciones de movimiento no li-

neales que muchas veces generan dinámicas caóticas [2, 5]. Una manera de vislumbrar el

mecanismo mediante el cual sucede la transición al caos en los sistemas hamiltonianos consis-

te en considerar un sistema integrable sujeto a una perturbación. La teoŕıa para abordar este
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

tipo de problemas se basa en el teorema KAM, debido a Kolmogorov, Arnold y Moser (ver

referencias en [6, 5, 2]), que indica que la dinámica del sistema perturbado mantendrá la regu-

laridad del sistema integrable en la medida que la perturbación sea chica, y además permite

vislumbrar el mecanismo por el cual, a medida que la perturbación crece, la regularidad va

siendo destruida dando lugar a una dinámica caótica. Un sistema que pese a –o tal vez debido

a– su sencillez, permite vislumbrar la riqueza de fenómenos involucrados en este mecanismo

de transición al caos, y la aplicación de las ideas de la teoŕıa KAM, es el del Rotor Impulsado

clásico o Kicked Rotor.

El Kicked Rotor clásico consiste en un rotor que gira libremente alrededor de un eje fijo,

sometido periódicamente a una fuerza impulsiva de dirección fija. El hamiltoniano del sis-

tema puede verse como un hamiltoniano de evolución libre, asociado a la enerǵıa cinética

de giro del rotor, al cual se le agrega una perturbación dependiente del tiempo de manera

periódica e impulsiva, es decir, proporcional a un tren de deltas de Dirac. El hecho de que

la perturbación sea impulsiva permite expresar la dinámica del sistema en términos de un

mapa que relaciona los valores de las variables de estado en periodos sucesivos. Este mapa se

conoce como mapa Estándar [7] –aśı llamado debido a que varios sistemas dinámicos pueden

reducirse a este mapa [8]– y a pesar de su sencillez permite apreciar los aspectos fundamen-

tales de la teoŕıa KAM. Dependiendo del valor del parámetro que indica la intensidad de la

perturbación es posible distinguir distintos reǵımenes en el comportamiento del modelo. Para

perturbaciones bajas el sistema esencialmente mantiene la regularidad del sistema no pertur-

bado, correspondiente al rotor girando libremente. A medida que esta perturbación aumenta,

el comportamiento de las órbitas se vuelve más irregular hasta que, una vez atravesado cierto

umbral, las regiones caóticas consumen por completo el espacio de fases.

En la mecánica cuántica, el estado de un sistema se representa por un vector pertenecien-

te a un espacio de Hilbert [9]. A las cantidades f́ısicas observables se les asocian operadores

lineales hermı́ticos que actúan sobre los vectores de este espacio. En un sistema cuántico la

evolución temporal es generada por un observable, el operador hamiltoniano del sistema, a

través de la ecuación de Schroedinger. Dado un sistema clásico, es posible hallar su análogo

cuántico elevando el hamiltoniano clásico al estatus de operador e imponiendo que los ob-

servables asociados a las variables canónicas del sistema hamiltoniano verifiquen una cierta

relación de cuantización, que eventualmente da lugar al principio de incertidumbre de Hei-

senberg.

El Quantum Kicked Rotor [10, 11, 12] consiste en el sistema cuántico cuya evolución

temporal, correspondiente a la ecuación de Schroedinger, está dada por el hamiltoniano del

Kicked Rotor, donde además el momento y la posición se elevan al estatus de operadores que

cumplen la relación de conmutación usual. Nuevamente es de interés considerar los distintos

reǵımenes de evolución temporal obtenibles al variar los parámetros del sistema. En el caso

cuántico, el sistema no solo depende del parámetro asociado a la intensidad de la perturbación

sino que, debido a la relación de cuantización y la constante de Planck, se introduce un nuevo

parámetro independiente que, en conjunto con la intensidad de la perturbación, determinan

el comportamiento del modelo.

El comportamiento del Quantum Kicked Rotor es cualitativamente distinto al de su con-
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traparte clásica [10]. El Kicked Rotor clásico, en el régimen caótico, presenta un compor-

tamiento difusivo en el espacio de fases [2, 13]; si se considera un ensemble de condiciones

iniciales, el valor esperado de la enerǵıa cinética del sistema crece linealmente con el tiempo.

En el análogo cuántico se observa para este rango de parámetros una evolución temporal

del valor esperado de la enerǵıa cinética similar al comportamiento clásico solamente en un

entorno del instante inicial. Transcurrido un cierto tiempo el valor esperado de la enerǵıa deja

de crecer con el tiempo. Dado que este valor esperado es proporcional al segundo momento

estad́ıstico de la distribución de probabilidad en el espacio de momento angular, se tiene en-

tonces que esta distribución de probabilidad deja de ensancharse en el espacio de momentos.

Este fenómeno se conoce como localización dinámica. No es este el único aspecto en el que

el comportamiento del QKR difiere sustancialmente del de su contraparte clásica. Se observa

además que para ciertos valores de los parámetros del sistema la enerǵıa crece de manera

baĺıstica. Es decir que el segundo momento de la distribución de probabilidad en el espacio

de momento angular crece cuadráticamente con el tiempo [14]. Esto implica que la función

de onda se esparce rápidamente en el espacio de momentos. Este fenómeno se conoce como

resonancia cuántica.

Se han reportado varias realizaciones experimentales atómico ópticas del modelo del QKR

[15, 16, 17, 18, 19]. En estos experimentos se someten nubes diluidas de átomos fŕıos a po-

tenciales ópticos dependientes del tiempo. El potencial se obtiene a partir de la interacción

del átomo con una onda laser estacionaria, la cual es pulsada periódicamente de manera de

generar la excitación impulsiva del QKR. En estos experimentos se han observado tanto el

fenómeno de localización dinámica como las resonancias cuánticas.

En esta tesis se estudian algunos aspectos del Quantum Kicked Rotor en régimen reso-

nante aśı como de otros modelos que se obtienen como variaciones de este. El enfoque del

trabajo realizado gira alrededor del estudio de la dinámica temporal de la densidad de proba-

bilidad en el espacio de momento angular, y en particular del segundo momento estad́ıstico

de esta densidad, que es proporcional al valor esperado de la enerǵıa cinética del rotor. El

comportamiento temporal de esta cantidad indica la existencia o no de un régimen resonante

y es un buen indicador del ensanchamiento temporal de la función de onda en el espacio de

momento angular. Se estudia primeramente la influencia de cierto tipo de condiciones iniciales

distribuidas en el espacio de momento angular sobre la evolución temporal de los momentos

estad́ısticos de la densidad de probabilidad. Luego se considera una primera variación sobre

el modelo del QKR: que la intensidad de la excitación dependa del tiempo. Se busca encon-

trar la dependencia de la evolución del segundo momento con la prescripción temporal para

la intensidad de la excitación. Por último, se estudia la resonancia de un sistema similar al

QKR pero con dos niveles de enerǵıa internos, motivado por la realización atómico-óptica del

QKR.

Otro modelo que presenta un crecimiento de la varianza más veloz que su contraparte

clásica es la Caminata Cuántica o Quantum Walk (QW), el análogo cuántico de la caminata

al azar clásica [20]. Este sistema se diferencia del QKR en que en este caso no se considera

la evolución cuántica dada por un hamiltoniano correspondiente a un sistema clásico. La

dinámica del QW se determina definiendo el operador evolución del sistema de manera tal

3
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de imitar la filosof́ıa de la prescripción para la evolución temporal de la caminata al azar:

desplazarse a lo largo de una ĺınea en una dirección u otra según el resultado de un tiro de

moneda. Sin embargo, existen varias similitudes entre los dos sistemas. El segundo momen-

to estad́ıstico de la caminata cuántica, al igual que el del QKR, crece cuadráticamente con

el tiempo. La analoǵıa existente entre los dos sistemas se explora en una serie de trabajos

[21, 22] en los que se encuentran varias similitudes entre sus comportamientos. A lo largo de

esta tesis se señalarán las similitudes entre los resultados encontrados con diversos aspectos

de la caminata cuántica. Las caminatas cuánticas, sobre distintas topoloǵıas, han tomado

importancia en el campo de la computación cuántica en la creación de algoritmos cuánticos

de búsqueda que recorren el espacio de búsqueda más rápido que sus contrapartes clásicas

[23, 24].

En los dos primeros caṕıtulos de este trabajo, se presenta un resumen de los resultados

fundamentales de la teoŕıa detrás del Quantum Kicked Rotor, comenzando primero con el

Rotor Impulsado Clásico. El tercer caṕıtulo analiza la dependencia de la evolución en la elec-

ción de condiciones iniciales distribuidas y en el cuarto caṕıtulo se estudia el QKR cuando la

intensidad de la perturbación depende del tiempo. Los siguientes dos caṕıtulos introducen el

modelo y estudian la evolución respectivamente de otra variante del QKR en la que se consi-

deran niveles de enerǵıa internos además de la traslación. La tesis culmina con un caṕıtulo en

el que se resumen los resultados del trabajo realizado y se presentan perspectivas de trabajo

a futuro.
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Caṕıtulo 2

Kicked Rotor Clásico

2.1. Introducción

En este caṕıtulo se introduce el modelo y se resumen los resultados fundamentales del

Kicked Rotor clásico, los cuales serán contrastados posteriormente con los resultados para

su análogo cuántico, que constituye el tema de estudio de esta tesis y es introducido en el

caṕıtulo siguiente. Previo a esta exposición, se sintetizan muy brevemente los resultados fun-

damentales del estudio del caos en sistemas hamiltonianos. Los conceptos básicos expuestos

en este breve resumen sobre los sistemas hamiltonianos se abordan en profundidad en una

variedad de textos de mecánica anaĺıtica [3, 4, 6]. Asimismo, las ideas que aqúı se presentan

sobre el caos en estos sistemas –aśı como la aplicación de estas ideas al modelo del Rotor

Impulsado– pueden encontrarse tanto en textos de caos clásico [2, 1], como en textos que

abordan la mecánica cuántica de sistemas clásicamente caóticos [5, 13, 25].

La siguiente sección comienza con una descripción de los sistemas hamiltonianos. Estos

son aquellos cuya dinámica queda determinada por las ecuaciones de Hamilton, que presentan

una descripción equivalente a la de las ecuaciones de Newton de los sistemas de mecánica

clásica bajo la ausencia de fricción, además de poder ser utilizadas para modelar una gran

variedad de sistemas f́ısicos. Si bien las ecuaciones de Hamilton en general dan lugar a un

conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas no lineales, lo que dificulta –o imposibilita–

una resolución anaĺıtica exacta, existen cierto tipo de sistemas hamiltonianos para los cuales

la resolución se simplifica significativamente, al menos a nivel teórico. Estos son los sistemas

integrables, para los cuales existen tantas cantidades conservadas del movimiento como gra-

dos de libertad del sistema. Se puede ver además que la evolución temporal de este tipo de

sistemas es bastante regular; las orbitas en el espacio de fases quedan confinadas a superficies

topológicamente toroidales determinadas por las cantidades conservadas.

Luego de considerar brevemente los sistemas integrables, se presenta una breve descrip-

ción del tratamiento de aquellos sistemas que se obtienen como una perturbación a sistemas

no integrables. Se expone, en un mı́nimo de detalle, la herramienta fundamental para el tra-

tamiento de estos problemas, la teoŕıa KAM, que relaciona, en el ĺımite de perturbaciones

pequeñas, la dinámica del sistema perturbado con la del sistema integrable original. Esta
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teoŕıa permite también entender cualitativamente el mecanismo por el cual la dinámica del

sistema perturbado se va volviendo más irregular a medida que aumenta la intensidad de la

perturbación, obteniéndose un comportamiento caótico para perturbaciones suficientemente

grandes. Finalmente, se introducen los mapas de Poincaré, que permiten expresar la dinámica

de los sistemas dinámicos en términos de un mapa en tiempo discreto y resultan útiles para

estudiar ciertos aspectos de los sistemas considerados. Estas ideas, presentadas de manera

general, se ejemplifican en la siguiente sección en el estudio del modelo del Rotor Impulsado.

El modelo del Rotor Impulsado, y su correspondiente mapa de Poincaré, el Mapa Estándar

o Standard Map en inglés, se presentan en la tercera sección de este caṕıtulo. El sistema del

Rotor Impulsado consiste en una barra que puede girar libremente alrededor de un eje y

que es golpeada periódicamente por una fuerza impulsiva. Este sistema puede pensarse co-

mo un sistema hamiltoniano integrable correspondiente al rotor libre que es sometido a una

perturbación dada por la fuerza impulsiva. De esta forma el Rotor Impulsado constituye un

sistema sencillo en el que se puede estudiar cualitativamente la teoŕıa expuesta en el párrafo

precedente, y parte de la sencillez de este modelo radica en que su mapa de Poincaré, el Mapa

Estándar, puede obtenerse fácilmente dado que la perturbación es impulsiva.

El Mapa Estándar fue estudiado originariamente por Chirikov [7] y debe su nombre a

que varios sistemas dinámicos pueden reducirse localmente a este mapa [8]. El mismo resulta

de gran interés además debido a que, pese a su sencillez, constituye un buen modelo para

entender las condiciones en que aparece el caos en sistemas hamiltonianos y además permite

estudiar las propiedades del comportamiento caótico de un punto de vista estad́ıstico. En

la cuarta sección de este caṕıtulo se muestra como van cambiando la dinámica del sistema

y el retrato de las órbitas del mapa, al modificar el valor de la constante que determina la

intensidad de la perturbación, constatándose que, a medida que aumenta esta intensidad, el

comportamiento va perdiendo la regularidad del sistema integrable. En la última sección se

muestra como, para el régimen caótico, la divergencia de las orbitas del Mapa Estándar se

puede caracterizar por un proceso difusivo.

2.2. Caos en sistemas Hamiltonianos

2.2.1. Dinámica hamiltoniana

En la formulación hamiltoniana de la mecánica clásica [3, 6], el estado de un sistema de

N grados de libertad queda determinado por un punto en un espacio de fases de dimensión

2N , descrito por un conjunto de coordenadas canónicas (q1, ..., qN , p1, ..., pN ), donde a pi

se les llama momentos conjugados a las coordenadas qi. La dinámica del sistema queda

determinada por una función de las coordenadas, los momentos, y posiblemente del tiempo

H (q, p, t), llamada hamiltoniano. Las órbitas en el espacio de fases quedan determinadas por

funciones qi (t) y pi (t) cuya evolución temporal verifica las ecuaciones de Hamilton
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dq

dt
=

∂H

∂p
(2.1)

dp

dt
= −∂H

∂q
. (2.2)

La evolución hamiltoniana también puede expresarse en términos de los llamados corchetes de

Poisson. Dadas dos funciones de las coordenadas y el tiempo f (q, p, t) y g (q, p, t), el corchete

de Poisson entre f y g es

{f, g} =

N∑
i=1

∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
(2.3)

De la ecuación anterior se tiene entonces que la derivada total de una función cualquiera con

respecto al tiempo puede escribirse como

df

dt
= {f,H}+ ∂f

∂t
. (2.4)

Considerando de ahora en adelante sistemas en que el hamiltoniano no depende del tiem-

po, se puede ver que las ecuaciones de Hamilton son equivalentes a las ecuaciones de Newton

para un sistema conservativo. De la ecuación 2.4 se observa que una función sin dependencia

expĺıcita en el tiempo que tenga corchete nulo con el hamiltoniano será constante a lo largo de

las órbitas determinadas por las ecuaciones de Hamilton. A aquellas funciones que verifican

esta condición se las conoce como constantes del movimiento o cantidades conservadas. En

los sistemas independientes del tiempo el hamiltoniano es una constante del movimiento y

coincide con la enerǵıa mecánica del sistema.

La existencia de cantidades conservadas simplifica significativamente la dinámica de un

sistema hamiltoniano; si f (q, p) es una constante del movimiento entonces las trayectorias

del sistema en el espacio de fases quedan confinadas a superficies en las que f es constante.

El hamiltoniano en śı mismo es una cantidad conservada; la evolución de una solución da-

da transcurre en una superficie de 2N − 1 dimensiones en que la enerǵıa es constante. La

existencia de una segunda cantidad conservada f , independiente del hamiltoniano, restringe

la evolución aún más, quedando las órbitas confinadas a la intersección de la superficie de

enerǵıa constante con la superficie en que f lo es.

2.2.2. Sistemas Integrables

Se dice que un sistema hamiltoniano es integrable de existirN funciones fi (q, p) constantes

del movimiento independientes que además verifiquen

{fi, fj} = 0, (2.5)

para todo valor de i y j, donde el caso i = j se cumple trivialmente dado que {f, f} = 0 para

cualquier función f . Una de estas funciones será por supuesto el hamiltoniano del sistema,
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por lo que N − 1 condiciones anteriores son de la forma {fi,H} = 0, lo que es equivalente a

decir que las fi sean cantidades conservadas.

Para un sistema integrable, la órbita de cada solución se encuentra restringida a una

superficie N dimensional en el espacio de fases dada por la intersección de las N superficies

donde las cantidades conservadas fi toman valores constantes. Más espećıficamente, una

orbita dada se encuentra confinada a una superficie N dimensional en el espacio de fases,

determinada por las N ecuaciones

fi (p, q) = ki, (2.6)

donde las ki son constantes que dependen de la condición inicial de la órbita considerada. Se

puede ver que las ecuaciones 2.5 implican que esta superficie es, del punto de vista topológico,

un toroide N dimensional [6].

La dinámica de los sistemas hamiltonianos integrables es sencilla en comparación con la

de los no integrables. Para verificar esto, es útil introducir las transformaciones canónicas de

coordenadas.

Las transformaciones canónicas de coordenadas son aquellas que preservan la estructura

de las ecuaciones de Hamilton. Es decir, si se toma una transformación a nuevas coordenadas

Qi = Qi (q1, . . . , qN , p1, . . . , pN , t) y Pi = Pi (q1, . . . , qN , p1, . . . , pN , t), para que la transfor-

mación de coordenadas sea una transformación canónica debe existir una función K (Q,P, t)

tal que las ecuaciones de movimiento para las nuevas coordenadas sean de la forma

dQ
dt = ∂K

∂P
dP
dt = −∂K

∂Q .
(2.7)

Para los sistemas integrables, es posible realizar una transformación de coordenadas a

nuevas coordenadas Qi y Pi de manera tal de que el nuevo hamiltoniano solo dependa de las

coordenadas Pi, K = K (Pi), lo cual simplifica enormemente la solución de las ecuaciones de

Hamilton. Una posibilidad es tomar Pi = fi (q, p). En este caso se tiene

dP1

dt
= 0 = − ∂K

∂Qi
(2.8)

y por lo tanto el hamiltoniano K no depende de las nuevas coordenadas Qi. Esta elección

no es única, se pueden conseguir nuevas constantes del movimiento tomando N funciones

independientes de las N constantes del movimiento fi. Aprovechando el hecho de que las

trayectorias se mueven sobre toroides N dimensionales en el espacio de fases, se definen las

coordenadas ángulo-acción (Ii, θi), donde Ii son constantes del movimiento dadas por

Ii =

∮
γi

∑
pkdqk (2.9)

donde γi es una curva cerrada alrededor de una de las secciones del toroide, teniéndose una

Ii distinta para cada una de las posibles direcciones independientes en que se puede cerrar

una curva alrededor del toroide de dimension N . Las coordenadas θi son las coordenadas
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conjugadas a los momentos Ii y se puede ver que deben ser variables del tipo angular. El

hamiltoniano depende solo de las Ii y las ecuaciones de movimiento quedan

dIi
dt = 0
dθi
dt = ∂H

∂Ii
≡ ωi (I) ,

(2.10)

siendo ωi constantes que dependen de las Ii y por lo tanto de las condiciones iniciales. La

evolución temporal de las variables angulares es sencilla y queda

θi (t) = θi (0) + ωi (I) t. (2.11)

La dinámica de las soluciones será cuasiperiódica si no existe un conjunto de N enteros

(m1, . . . ,mN ) tales que

∑
ωimi = 0. (2.12)

En este caso las órbitas se van enrollando alrededor del toroide N dimensional, sin cerrarse

sobre si mismas, llenando su superficie de manera densa; con suficiente tiempo la orbita pasa

arbitrariamente cerca de cualquier punto del toroide. Alternativamente, existen toroides para

los cuales el valor de las constantes Ii es tal que los ωi son de la forma

ωi = ω0mi, (2.13)

con los mi enteros. En este caso el comportamiento es periódico y las orbitas se cierran sobre

si mismas luego de mi vueltas alrededor del ángulo θi.

En resumen, para los sistemas hamiltonianos integrables es posible armar un retrato

relativamente sencillo del espacio de fases, donde las órbitas están confinadas a superficies

toroidales de dimension N . El comportamiento cualitativo de las órbitas adentro de cada

toroide depende del valor que tomen las constantes del movimiento Ii para ese toroide, es

decir, de las condiciones iniciales de la órbita. Para los toroides en que no se cumpla la

condición dada por 2.12, la órbita que los recorre será cuasiperiódica. A estos toroides se

les llama no-resonantes y constituyen la mayoŕıa; los toroides para los cuales se cumple la

condición 2.12, los toroides resonantes, son de medida nula en el espacio de fases. Sin embargo,

los toroides resonantes son densos en el espacio de fases; arbitrariamente cerca de un toroide

no-resonante existe uno resonante. Este hecho es de relevancia en el estudio de lo que sucede

al perturbar un sistema integrable.

2.2.3. Sistemas no integrables y teoŕıa KAM

En virtud de que la dinámica de los sistemas integrables es relativamente sencilla, es

razonable investigar que tan prevalente es la integrabilidad en los sistemas hamiltonianos. Es

decir, en un principio podŕıa resultar que todos los sistemas hamiltonianos fueran integrables,

y que la complejidad de la resolución de la dinámica estuviera en que no siempre resulta
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sencillo hallar las integrales del movimiento. O bien podŕıa resultar lo opuesto: que existen

sistemas hamiltonianos no integrables, para los cuales es imposible encontrar un conjunto de

N cantidades conservadas de manera tal de que la dinámica se pueda reducir a la expuesta en

la subsección precedente mediante un cierto cambio de coordenadas. Una forma de abordar

esta pregunta consiste en considerar un sistema dado por el Hamiltoniano de un sistema

integrable al que se suma una perturbación

H (Q, I) = H0 (I) + ϵH1 (Q, I) , (2.14)

donde el parámetro ϵ determina que tan intensa es la perturbación dada por el término H1

al hamiltoniano integrable, de manera tal que este último se recupera en el ĺımite ϵ→ 0. Las

I, a pesar de ser cantidades conservadas del Hamiltoniano H0, no lo son de H dado que H1

depende no solo de las variables I sino también de sus coordenadas canónicas conjugadas Q.

Se pueden considerar dos posibilidades extremas para la dinámica dada por H, en el ĺımite

en que ϵ es pequeño. Una posibilidad es que la regularidad de la dinámica dada por H0 se

traslade a la dada por H, de manera tal que las órbitas del nuevo sistema estén confinadas

a toroides N -dimensionales. En este escenario, el efecto de la perturbación seŕıa meramente

de deformar, de manera continua con la variación de ϵ, los toroides invariantes del sistema

original, obteniéndose consiguientemente un nuevo sistema integrable. Otra posibilidad para

el comportamiento del sistema perturbado, opuesta a la anterior, seŕıa que la regularidad de

las trayectorias del sistema integrable original se perdiera sin importar que tan pequeña fuese

la perturbación, de manera tal que la evolución en el espacio de fase se vuelva irregular para

cualquier valor del parámetro ϵ. Resulta que, de acuerdo con el teorema KAM, el comporta-

miento del sistema de hamiltoniano perturbado dado por H se encuentra en cierto sentido a

mitad de camino de las dos situaciones extremas expuestas precedentemente. A continuación,

se presentan muy brevemente las ideas fundamentales de este teorema.

Se desea determinar si el sistema dado por el Hamiltoniano de la ecuación 2.14 es integra-

ble. De ser aśı, debe existir una transformación canónica de coordenadas a un nuevo conjunto

de coordenadas (Q′, I ′) tales que el nuevo hamiltoniano H ′ dependa sólo de las coordena-

das I ′, y de esta forma estas sean cantidades conservadas del movimiento. Para hallar la

transformación de coordenadas deseada, se utiliza el método de la función generatriz de la

transformación de coordenadas canónica. Si se considera una función generatriz G, que de-

pende de I ′ y de Q, entonces las ecuaciones que determinan la transformación de coordenadas

quedan

I =
∂G

∂Q
(2.15)

Q′ =
∂G

∂I ′
(2.16)

H (Q, I) = H ′ (I ′) (2.17)
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donde en la última ecuación se utilizó que G no depende expĺıcitamente del tiempo. Combi-

nando estas ecuaciones, se obtiene que G y H ′ deben verificar

H

(
Q,

∂G (Q, I ′)

∂Q

)
= H ′ (I ′) , (2.18)

de manera que G (Q, I ′) debe ser tal de eliminar la dependencia en Q del miembro izquierdo.

Dada la forma de la ecuación 2.14, para ϵ suficientemente chico se buscan soluciones de la

ecuación 2.18 como un desarrollo perturbativo en potencias de ϵ

G
(
Q, I ′

)
=

N∑
i=1

I ′iQi +

∞∑
n=1

Gn

(
Q, I ′

)
ϵn (2.19)

donde se puede ver que el término de orden cero en ϵ da a lugar a la transformación identidad

cuando es introducido en las ecuaciones 2.15 y 2.16. En estos términos, la solución a primer

orden en ϵ de la ecuación 2.18 se puede obtener como una serie de Fourier en las coordenadas

angulares Q

G1

(
Q, I ′

)
=

∞∑
m1,..,mN=−∞

iH1,m1,..,mN (I ′)∑
imiω0i (I ′)

ei
∑

i miQi (2.20)

donde H1,m1,..,mN son los coeficientes de la serie de Fourier en las variables angulares Qi de

el hamiltoniano H1 (Q, I)

H1 (Q, I) =
∞∑

m1,..,mN=−∞
H1,m1,..,mN (I) ei

∑
i miQi (2.21)

y ω0i (I) son las frecuencias asociadas al movimiento de las orbitas sobre los toroides del

sistema integrable dado por el hamiltoniano H0 (I)

ω0i (I) =
∂H0 (I)

∂I
. (2.22)

El problema con este tratamiento perturbativo del problema radica en la convergencia

de la serie dada por la expresión 2.19. Si bien en la formulación rigurosa del teorema KAM

es necesario refinar el método del desarrollo perturbativo, a los efectos del breve resumen

presentado en este trabajo, parte de la problemática se puede apreciar ya en el término a

primer orden del desarrollo, dado por la ecuación 2.20. En dicha ecuación se observa que

algunos de los términos de la sumatoria pueden diverger para valores de I ′ que verifiquen la

condición de resonancia del sistema no perturbado

∑
i

miω0i

(
I ′
)
= 0, (2.23)

es decir, cuando I ′ toma valores correspondientes a los toroides resonantes del sistema no

perturbado. Además, para valores I ′ cercanos a los que cumplan la condición anterior, los
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denominadores de algunos de los términos de la sumatoria de la ecuación 2.20 se hacen muy

pequeños y la serie puede no converger. Por otro lado, para ciertos valores de I ′ se tienen

toroides en cierto sentido lejos de la resonancia, para los cuales se tiene que

|
∑
i

miω0i

(
I ′
)
| > K

(
ω0

(
I ′
))(∑

i

|mi|

)N

(2.24)

para cualquier conjunto de enteros mi, donde K (ω0) es un número positivo independiente

de los mi. Para los valores de I ′ que cumplen esta condición se puede ver que la serie dada

por la ecuación 2.20, aśı como los términos de mayor orden en el desarrollo perturbativo en

ϵ, convergen.

El conjunto de valores de ω0i para los cuales no se verifica la condición 2.24 es de medida

nula. El teorema KAM indica entonces que para perturbaciones pequeñas, la mayoŕıa de

los toroides del sistema no perturbado sobreviven a la perturbación. Esto quiere decir que

existen superficies toroidales en el espacio de fases del sistema perturbado que consisten en

deformaciones de los toroides sobrevivientes del sistema no perturbado y que tienden a estos

de manera continua cuando ϵ → 0. De la misma manera las frecuencias asociadas a estos

toroides del sistema perturbado tienden a las del sistema original de manera continua en el

mismo ĺımite. A estas superficies toroidales que sobreviven a la perturbación se les llama

superficies KAM.

Se tiene entonces que gran parte de las órbitas del sistema perturbado, para valores

pequeños de la perturbación, mantienen la regularidad de las órbitas del sistema original,

moviéndose sobre superficies KAM que consisten en deformaciones de los toroides del sistema

integrable original. Sin embargo, el conjunto de toroides resonantes del sistema no perturbado,

y por ende que no sobreviven a la perturbación, es denso en el espacio de fases. Esto quiere

decir que existe un toroide que no sobrevive la perturbación arbitrariamente cerca de uno

que śı lo hace. En la vecindad de los toroides que no sobreviven la perturbación se pierde

la regularidad de las órbitas, pudiéndose observar incluso un comportamiento caótico en las

region cercana a los toroides resonantes. El tamaño de estas regiones crece en la medida que

crece la perturbación y las superficies KAM dentro de estas regiones van siendo destruidas.

Un modelo que ejemplifica esta situación de manera sencilla es el del Rotor Impulsado clásico,

que se desarrolla en las siguientes secciones de este caṕıtulo. Mediante simulaciones numéricas

de este modelo es posible constatar estos fenómenos y verificar como a medida que crece la

perturbación van aumentando en tamaño las regiones del espacio de fases en que las orbitas

son irregulares, obteniéndose finalmente un comportamiento caótico a escala global para

perturbaciones lo suficientemente grandes.

2.2.4. Mapas de Poincaré

El mapa de Poincaré es una herramienta muy útil para estudiar la evolución de un sistema

dinámico. Esta herramienta consiste en obtener un mapa discreto a partir de las intersecciones

sucesivas de una órbita con una determinada superficie en el espacio de fases. Si se llama S
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a la superficie elegida, entonces el mapa de Poincaré se obtiene considerando un punto x (n)

en S y haciendo evolucionar al sistema dinámico con condición inicial x (n) tomada en un

tiempo inicial t. Bajo el supuesto que la órbita obtenida vuelve a intersectar a la superficie S

en un punto x (n+ 1), este procedimiento define un mapa M de S sobre si misma dado por

la ecuación

x (n+ 1) =M (x (n) , t) , (2.25)

donde a priori el mapa depende del tiempo t en el que se elige la condición inicial, debido a

que el sistema dinámico considerado puede depender expĺıcitamente del tiempo. Dado que los

puntos x (n) pertenecen a la superficie S, el mapa de Poincaré da lugar a una dinámica en un

espacio de una dimensión menor a la del sistema original. Para los sistemas hamiltonianos,

dos casos particulares son interesantes a los efectos de construir mapas de Poincaré; los

sistemas con Hamiltonianos independientes del tiempo y aquellos en que los hamiltonianos

dependen del tiempo de manera periódica. En ambos casos el mapa de Poincaré no depende

expĺıcitamente del tiempo.

Para los sistemas independientes del tiempo, el Hamiltoniano coincide con la enerǵıa

mecánica y es una cantidad conservada, por lo que las órbitas están restringidas a moverse

sobre una superficie de enerǵıa constante de dimensión 2N−1 en el espacio de fases. Teniendo

esto en cuenta al tomar la intersección de las órbitas con una superficie S dada se obtiene un

mapa de Poincaré en el espacio de 2N−2 dimensiones dado por la intersección de la superficie

S y la superficie de enerǵıa constante para las condiciones iniciales elegidas. Es decir que estas

dos condiciones permiten obtener dos de las coordenadas canónicas en función de las demás.

Si se consideran q̂i y p̂i a las coordenadas canónicas en el espacio de dimensión 2N − 2

resultante, entonces se tiene un mapa de Poincaré sin dependencia expĺıcita en el tiempo

inicial de la forma

x (n+ 1) =M (x (n)) . (2.26)

donde x (n) = (q̂1 (n) , . . . , q̂N−1 (n) , p̂1 (n) , . . . , p̂N−1 (n)) y la n denota nuevamente las su-

cesivas interesecciones con la superficie S elegida.

Para los sistemas con hamiltonianos con dependencia periódica del tiempo no es necesario

considerar los cortes de las órbitas con una superficie en el espacio de fases, basta con tomar

la evolución en un peŕıodo. Es decir, si se toma como condición inicial un punto x (n) en el

espacio de fases, entonces el x (n+ 1) que define una iteración del mapa de Poincaré es el

punto del espacio de fases en el cual se encuentra la órbita que partió de x (n) un tiempo T

después, siendo T el peŕıodo del hamiltoniano como función expĺıcita del tiempo. Dado que

el hamiltoniano es periódico en el tiempo, este mapa no depende del instante en el que se

toma la condición inicial.

En ambos casos se puede ver que los mapas de Poincaré elegidos son simplécticos. Esto

implica en particular que la evolución determinada por estos mapas conserva volúmenes en el

espacio en el que actúan, ya sea el espacio 2N−2 dimensional de los mapas correspondientes a
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sistemas independientes del tiempo o en el espacio de dimension N en el caso de dependencia

temporal periódica. Es decir que si se toma un conjunto de condiciones iniciales en el espacio

en el que actúa el mapa, y estas se hacen evolucionar de acuerdo al mapa simpléptico, el

volumen del conjunto obtenido será idéntico al volumen del conjunto inicial para cualquier

número de iteraciones del mapa. De hecho, el que los mapas sean simplépticos da lugar a

consecuencias en cierto sentido más fuertes que la conservación de volúmenes que no serán

abordadas en este breve resumen. Tanto en los problemas de hamiltonianos independientes

del tiempo de dos grados de libertad, como para los hamiltonianos de un solo grado de liber-

tad con dependencia temporal periódica (como es le caso del Rotor Impulsado), el mapa de

Poincaré es bidimensional y la condición de conservación de volúmenes implica que la acción

del mapa preserva las áreas en el plano en el que el mismo actúa.

Las ideas expuestas en la subsección precedente con respecto a los sistemas hamiltonia-

nos integrables sujetos a una perturbación pueden estudiarse a partir de los correspondientes

mapas de Poincaré. Para un sistema con hamiltoniano del tipo dado por la ecuación 2.14

se puede obtener un mapa de Poincaré simpléptico compuesto por un término asociado a el

Hamiltoniano no perturbado –que también da lugar a un mapa de Poincaré simpléptico– más

un término debido a una perturbación. El comportamiento de las superficies toroidales al

variar la perturbación puede observarse iterando numéricamente el mapa de Poincaré. En el

caso particular de mapas bidimensionales este procedimiento permite visualizar gráficamente

como cambia el retrato del espacio de fases al variar el parámetro que determina la intensidad

de la perturbación. Además, dado que la evolución de los sistemas con dependencia tempo-

ral periódica del hamiltoniano puede expresarse mediante un mapa de Poincaré simpléptico,

también es posible analizar estos sistemas en términos de la teoŕıa KAM. Un ejemplo de esto

es el Rotor Impulsado, que está descrito por un hamiltoniano con dependencia periódica en

el tiempo. En la siguiente sección se introduce este modelo y se obtiene su mapa de Poincaré.

Este sistema puede verse como un sistema integrable sujeto a una perturbación. En las subsi-

guientes secciones se muestra numéricamente su comportamiento en términos del parámetro

que define la perturbación y se interpreta dicho comportamiento en términos de las ideas

recién expuestas.

2.3. Ecuación de Movimiento y Mapa de Poincaré

El modelo del Kicked Rotor consiste en un rotor que puede girar libremente alrededor de

un eje fijo a uno de sus extremos O, tal como se muestra en la figura 2.1. Sobre este rotor

se aplica en el extremo opuesto al atravesado por el eje, una fuerza de dirección y sentidos

constantes que actúa periódicamente y de manera impulsiva, golpeando al rotor únicamente

en los instantes t = nT . Dicha fuerza es entonces de la forma F⃗ (t) = FδT (t) ĵ, siendo ĵ un

versor de dirección fija y

δT (t) =

∞∑
q=−∞

δ (t− qT ) (2.27)
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2.3. ECUACIÓN DE MOVIMIENTO Y MAPA DE POINCARÉ

el tren de deltas de periodo T . En términos de la coordenada θ que se muestra en la figura,

la ecuación de movimiento del sistema queda dada por la segunda cardinal con respecto a O,

Iθ̈ = KδT (t) sin θ, (2.28)

Figura 2.1: Esquema del Rotor Impulsado

donde I es el momento de inercia del rotor con respecto a O y se definió K como el pro-

ducto entre F y la longitud del rotor. Las ecuaciones dinámicas pueden obtenerse también

planteando las ecuaciones de Hamilton a partir del siguiente Hamiltoniano:

H =
J2

2I
+K cos θδT (t) , (2.29)

donde J es el momento angular del rotor con respecto a O. Las ecuaciones de Hamilton

entonces quedan

J̇ = −∂H
∂θ

= K sin θδT (t) (2.30)

θ̇ =
∂H

∂J
=
J

I
, (2.31)

que son equivalentes a la ecuación correspondiente a la segunda cardinal.

A partir de las ecuaciones anteriores es posible expresar la evolución del sistema en térmi-

nos del mapa de Poincaré para las coordenadas canónicas θ y J en los instantes tiempo

inmediatamente posteriores a cada patada. Definiendo

θn = θ
(
t = nT+

)
(2.32)

Jn = J
(
t = nT+

)
, (2.33)
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CAPÍTULO 2. KICKED ROTOR CLÁSICO

se desea entonces obtener un mapa que dé la evolución para Jn y θn entre los instantes n y

n+ 1. Integrando las ecuaciones 2.30 y 2.31 entre Tn+ y T (n+ 1)+ se tiene el mapa:

Jn+1 = Jn +K sin (θn) (2.34)

θn+1 = θn +
T

I
Jn+1. (2.35)

Las ecuaciones anteriores se pueden adimensionalizar definiendo J̃n = T
I Jn y K̃ = TK

I ,

obteniéndose finalmente el mapa:

J̃n+1 = J̃n + K̃ sin (θn)

θn+1 = θn + J̃n+1. (2.36)

De este último juego de ecuaciones se puede apreciar que el aspecto cualitativo de la

dinámica del sistema depende de un único parámetro adimensionado, K̃. Este mapa, que se

obtiene a partir del modelo del Rotor Impulsado clásico, es conocido como Mapa Estándar y

fue estudiado originariamente por Chirikov en [7].

Dado que en el mapa 2.36 θ es una variable angular y J aparece sumada a θ es posible

tomar la variable J módulo 2π a los efectos de estudiar la dinámica del sistema.

2.4. Análisis numérico

En esta sección se muestran los resultados de iterar numéricamente el mapa dado por las

ecuaciones 2.36 para distintos valores de K̃. La figura 2.2 muestra las órbitas en el espacio

de fases (θ, J) (tomadas módulo 2π) para los distintos valores del parámetro elegidos. Para

cada caso, a cada condición inicial se le asoció un color. Las orbitas correspondientes a cada

condición inicial consisten en la sucesión de puntos que se obtienen a partir de la iteración del

mapa Estándar, representados todos en la figura con el color asociado a la condición inicial

elegida. Haciendo un barrido en distintas condiciones iniciales se obtienen distintas órbitas

en el espacio de fases, cada una con un color distinto.

Para K̃ = 0, la figura 2.2 (a) muestra las orbitas del sistema integrable dado por el hamil-

toniano H0 =
J2

2I . En este caso el momento J se conserva y θ crece linealmente con el tiempo,

por lo que cada órbita en el mapa de Poincaré consiste en un conjunto de puntos dispuestos

horizontalmente. Cuando la perturbación es pequeña, como en el caso de la figura 2.2 (b)

donde K̃ = 0,5, la mayor parte del espacio de fases está conformada por superficies KAM

correspondientes a deformaciones de las orbitas del sistema integrable. Entre las superficies

KAM se pueden encontrar regiones caóticas generadas por el efecto de la perturbación sobre

los toroides resonantes, donde se observan islas de estabilidad, asociadas a nuevas órbitas

periódicas, embebidas en zonas donde el comportamiento es caótico. A medida que la per-

turbación va aumentando las regiones caóticas van aumentando y se van destruyendo las
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Figura 2.2: Retrato del espacio de fases
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θ
2π ,

J
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)
del mapa estándar para distintos valores de

K̃
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CAPÍTULO 2. KICKED ROTOR CLÁSICO

superficies KAM, como se puede apreciar en las figuras 2.2 (c), (d) y (e). Para perturbaciones

suficientemente grandes, como en la figura 2.2 (f), ya no son discernibles órbitas estables y el

comportamiento es caótico sobre todo el espacio de fases.

Dado que las curvas KAM son invariantes bajo la evolución del sistema, estas restringen

el movimiento de las orbitas caóticas. Si una órbita parte de un punto en una región caótica

que se encuentra contenida entre dos superficies KAM, entonces la órbita no puede acceder

a regiones distantes del espacio y su trayectoria se encuentra acotada a la zona entre las dos

curvas KAM. Esto implica que mientras haya curvas KAM que dividan el espacio de fases, la

variación del momento J queda acotada aunque se tome una condición inicial en una región

caótica. A medida que K̃ aumenta, las superficies KAM van siendo destruidas y las regiones

caóticas se van interconectando. Llega un punto en que la última superficie KAM que divide

el espacio de fases es destruida, para cierto valor de K̃ cŕıtico K̃c, y el momento puede variar

de manera no acotada. En este caso la evolución el momento se puede analizar de un punto

de vista estad́ıstico, tal como se expone en la siguiente sección.

2.5. Difusión en el espacio de Momentos

Para los sistemas de más de dos grados de libertad, las superficies KAM no dividen el

espacio de fases y por tanto las órbitas que parten de puntos donde la dinámica es caótica

pueden llegar a puntos del espacio muy alejados de su punto de partida, aún en el caso en

que los parámetros no llevan al sistema al regimen caótico a escala global. Este proceso se

conoce como difusión de Arnold [26], quien describió que para ciertos sistemas Hamiltonianos

la divergencia de órbitas de condiciones iniciales cercanas puede caracterizarse como un pro-

ceso difusivo. En el caso de sistemas de dos grados de libertad, o de un grado de libertad con

dependencia temporal expĺıcita, las superficies KAM dividen el espacio de fases, confinando

la dinámica caótica a ciertas regiones.

En el caso del Rotor Impulsado, luego de la destrucción de la última superficie KAM, es

decir, cuando el parámetro K̃ es bastante mayor a su valor cŕıtico y el sistema se encuentra

en el regimen fuertemente caótico, las trayectorias no se encuentran confinadas a una parte

del espacio de fases y son libres de recorrer regiones distantes del espacio. La divergencia

de órbitas que parten de condiciones iniciales cercanas puede caracterizarse por un proceso

difusivo: para tiempos largos, valores consecutivos del ángulo θ pueden considerarse no corre-

lacionados y el momento J realiza entonces una caminata al azar. Este argumento se presenta

en más detalle a continuación, y puede encontrarse en [13, 2].

Si se hace evolucionar el sistema a partir de condiciones iniciales aleatorias, la densidad

de probabilidad de que luego de n iteraciones la diferencia J̃n − J̃0 tome el valor ∆J̃ es

fn

(
∆J̃
)
= ⟨δ

(
J̃n − J̃0 −∆J̃

)
⟩ (2.37)

donde los corchetes denotan un promedio estad́ıstico en la distribución de probabilidad de

las condiciones iniciales. Expresando la delta de Dirac en términos de su transformada de
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2.5. DIFUSIÓN EN EL ESPACIO DE MOMENTOS

Fourier se tiene

fn

(
∆J̃
)
=

1

2π
⟨
∫ ∞

−∞
dxeix(∆J̃−J̃n+J̃0)⟩. (2.38)

Utilizando las ecuaciones 2.36 para el mapa se halla

J̃n − J̃0 =

m=n−1∑
m=0

J̃m+1 − J̃m =

m=n−1∑
m=0

K̃ sin (θn) , (2.39)

por lo que la ecuación para la densidad queda

fn

(
∆J̃
)
=

1

2π

∫ ∞

−∞
dxeix∆J̃⟨

m=n−1∏
m=0

e−ixK̃ sin(θn)⟩. (2.40)

Para tiempos largos, en el régimen caótico se considera que las variables aleatorias θn están

no correlacionadas para distintos valores de n y que su estad́ıstica no depende de n, por lo

que se puede realizar la aproximación

⟨
m=n−1∏
m=0

e−ixK̃ sin(θn)⟩ =
m=n−1∏
m=0

⟨e−ixK̃ sin(θn)⟩ =
m=n−1∏
m=0

∫ 2π

0

dθ

2π
e−ixK̃ sin θ = J0

(
K̃x
)n

(2.41)

donde en el penúltimo paso se supuso además que la estad́ıstica de θ es uniforme; se supone que

en el régimen caótico, luego de suficiente tiempo es equiproblable encontrar a θ en cualquier

valor, irrespectivamente de la condición inicial. Jn (z) son las funciones de Bessel de primera

especie. La densidad de probabilidad queda entonces

fn

(
∆J̃
)
=

1

2π

∫ ∞

−∞
dxeix∆J̃J0

(
K̃x
)n
. (2.42)

Para poder hacer esta última integral se toma una nueva aproximación, válida cuando n es

lo suficientemente grande,

J0

(
K̃x
)n

= e
n

(
− (K̃x)2

4
+...

)
(2.43)

donde los términos que faltan en el desarrollo de Taylor en el exponente se pueden omitir en el

ĺımite n→ ∞. Utilizando esta aproximación la integral de la ecuación 2.42 se convierte en la

transformada de Fourier de una gaussiana y se obtiene finalmente una distribución gaussiana

para la densidad de probabilidad

fn

(
∆J̃
)
=

1

K̃
√
nπ

e−
(∆J̃)2

K̃2n . (2.44)
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CAPÍTULO 2. KICKED ROTOR CLÁSICO

La densidad de probabilidad en el espacio de momentos se comporta entonces como una

gaussiana que se va expandiendo. Esta expansión se caracteriza por el aumento temporal de

la varianza

⟨
(
∆J̃
)2

⟩ = K̃2

2
n, (2.45)

que crece linealmente con el tiempo. Este crecimiento es caracteŕıstico de un proceso difusivo,

con coeficiente de difusión

D =
K̃2

2
. (2.46)

Para obtener la densidad de probabilidad, y por tanto esta expresión para la evolución

temporal de la varianza, se realizaron una serie de aproximaciones que requieren que K̃ ≫ 1.

Para valores de K̃ cercanos a K̃c si bien se obtiene que el proceso también es difusivo (siempre

que K̃ > K̃c), la dependencia del coeficiente de difusión con K̃ no es tan sencilla como la

dada por la fórmula 2.46. En las referencias [27, 25] se resumen algunos resultados numéricos

y anaĺıticos sobre la dependencia del coeficiente de difusión con K̃, teniéndose que en el ĺımite

K̃ → ∞ se recupera el resultado dado por la ecuación 2.46.

En el siguiente caṕıtulo se muestra que para la versión cuántica del Rotor Impulsado el

comportamiento de la distribución de probabilidad en el espacio de momentos es sustancial-

mente distinto al que aqúı se presenta. En particular, se verá que la dependencia temporal

de la varianza difiere bastante de la de un proceso difusivo.
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Caṕıtulo 3

Quantum Kicked Rotor

3.1. Introducción

El Kicked-Rotor clásico es un modelo paradigmático del estudio del caos en sistemas Ha-

miltonianos con forzamiento. En el marco general del estudio del análogo cuántico de sistemas

clásicamente caóticos, el Quantum Kicked Rotor (QKR) resulta de bastante interés debido a

su sencillez y la variedad de comportamientos sin análogo clásico que presenta.

En la mecánica cuántica, el estado de un sistema f́ısico en un determinado instante t

se representa mediante un vector de onda |Ψ(t)⟩, perteneciente a un espacio de Hilbert H.

Las magnitudes f́ısicas observables se representan mediante operadores lineales hermı́ticos

actuando sobre este espacio de Hilbert. Si A es el operador asociado a un determinado ob-

servable del sistema, con autovectores {|a⟩} asociados a autovalores a, A|a⟩ = a|a⟩, entonces
la probabilidad de que una medida de la cantidad f́ısica asociada a A arroje el valor a en el

instante t es

Pa (t) = |⟨a|Ψ(t)⟩|2. (3.1)

La evolución temporal del sistema es generada por el operador hamiltoniano H, también un

observable del sistema, a través de la ecuación de Schroedinger

i~
d|Ψ(t)⟩
dt

= H|Ψ(t)⟩. (3.2)

Se puede construir el análogo mecánico cuántico de un sistema clásico asociándole al

hamiltoniano del sistema clásico original un operador hamiltoniano, que se obtiene trans-

formando las variables conjugadas clásicas (q, p) en operadores que cumplen la relación de

conmutación

[qm, pn] = i~δmn. (3.3)

Siguiendo este procedimiento a partir del modelo del Rotor Impulsado clásico se puede obte-
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CAPÍTULO 3. QUANTUM KICKED ROTOR

ner su análogo mecánico cuántico, el Quantum Kicked Rotor.

El Kicked Rotor cuántico fue estudiado por primera vez por Casati y otros en [10], donde

se obtiene el mapa discreto para la evolución del sistema y mediante la iteración numérica

del mismo se observan por primera vez las diferencias que presenta la evolución del QKR con

respecto a su contraparte clásica. Estas diferencias consisten en, por un lado, la supresión

luego de un cierto tiempo del comportamiento difusivo clásico de la enerǵıa, y por otro, la

aparición de un comportamiento resonante para ciertos valores de los parámetros, dónde la

enerǵıa del sistema crece de forma baĺıstica. En [14], Izrailev y Shepelyanskii estudian el

la dinámica resonante del sistema, mostrando anaĺıticamente el crecimiento baĺıstico de la

enerǵıa para tiempos largos. En [11], Chirikov y otros proponen una explicación del fenómeno

de la supresión del comportamiento difusivo y una expresión para el tiempo de difusión, ape-

lando a un argumento cualitativo a partir del espectro de cuasienerǵıas del sistema.

El comportamiento del QKR tiene entonces dos modalidades caracteŕısticas: la localiza-

ción dinámica y el crecimiento baĺıstico de la varianza. Ninguno de estos dos efectos ocurre

en su contraparte clásica. La ocurrencia de uno u otro depende del cociente entre el tiem-

po caracteŕıstico del rotor libre y el peŕıodo asociado a la excitación, es decir, del peŕıodo

adimensionado del forzamiento (τ). Cuando este número es un múltiplo irracional de 2π se

observa el fenómeno de localización dinámica; la enerǵıa del sistema crece de manera difusiva

por un cierto tiempo luego del cual la distribución en el espacio de momentos queda localiza-

da en torno a cierto máximo, alrededor del cual decae exponencialmente. En el caso en que

el peŕıodo adimensionado del forzamiento es un múltiplo racional de 2π el sistema entra en

resonancia y su varianza en el espacio de momentos crece cuadráticamente con el tiempo.

En este caṕıtulo se presentan los resultados fundamentales del estudio del QKR. En la

primera sección se exponen los conceptos básicos de la teoŕıa de Floquet, que permite analizar

sistemas cuánticos con forzamiento periódico como el QKR. En la siguiente sección se obtiene,

a partir del Hamiltoniano del Kicked Rotor y la ecuación de Schroedinger correspondiente,

el mapa discreto que determina la evolución del sistema. Además, se describen las magni-

tudes f́ısicas de interés en el estudio del problema. Finalmente, en las últimas secciones se

resumen los resultados fundamentales del comportamiento del QKR para los distintos casos

caracteŕısticos obtenibles al variar los parámetros del sistema.

3.2. Teoŕıa de Floquet

La teoŕıa de Floquet [5] es un formalismo que permite abordar problemas de mecánica

cuántica en los cuales el operador Hamiltoniano tiene una dependencia periódica en el tiempo,

es decir que existe un tiempo T tal que el H(t+T ) = H(t). La evolución del sistema está dada

por la ecuación de Schroedinger

i~
d|ψ (t)⟩
dt

= H (t) |ψ (t)⟩. (3.4)

La ecuación anterior admite soluciones de la forma
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3.2. TEORÍA DE FLOQUET

|Ψα (t)⟩ = e−iΩαt
~ |Φα (t)⟩ (3.5)

donde, si se define el Hamiltoniano de Floquet como

HF (t) = H (t)− i~
∂

∂t
, (3.6)

es necesario que los |Φα (t)⟩ sean autovectores de HF (t) de autovalor Ωα para que las |Ψα (t)⟩
propuestas efectivamente sean soluciones de la ecuación 3.4, es decir que se debe verificar

HF (t) |Φα (t)⟩ = Ωα|Φα (t)⟩. (3.7)

Los vectores |Φα (t)⟩ son llamados autovectores de Floquet y tienen una dependencia

periódica en el tiempo, |Φα (t)⟩. Los Ωα constituyen los autovalores de Floquet (también

llamadas cuasienerǵıas) asociadas a dichos autovectores. El conjunto de |Φα (t)⟩ conforma

una base completa del espacio de estados para cualquier instante t [28],

∑
α

|Φα (t)⟩⟨Φα (t)| = I, (3.8)

los cuales a su vez pueden elegirse de manera tal de ser ortonormales

⟨Φα (t)|Φα′ (t)⟩ = δαα′ . (3.9)

Es decir, es posible expresar cualquier solución del sistema como combinación lineal de las

soluciones |Ψα (t)⟩

|Ψ(t)⟩ =
∑
α

Aαe
−iΩαt

~ |Φα (t)⟩ (3.10)

donde los coeficientes Aα, independientes del tiempo, se obtienen en términos de las condi-

ciones iniciales

Aα = ⟨Φα (0)|Ψ(0)⟩. (3.11)

Utilizando la periodicidad de los |Φα (t)⟩ se obtiene la forma de una solución genérica

luego de un peŕıodo como

|Ψ(T )⟩ =
∑
α

e−iΩαT
~ |Φα (T )⟩⟨Φα (0)|Ψ(0)⟩. (3.12)

Es posible entonces definir la matriz de evolución del sistema en un peŕıodo, o matriz de

Floquet, como
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UT =
∑
α

e−iΩαT
~ |Φα (0)⟩⟨Φα (0)|, (3.13)

de manera tal que se tiene

|Ψ(T )⟩ = UT |Ψ(0)⟩. (3.14)

La evolución luego de un número n de periodos queda dada por

|Ψ(nT )⟩ = (UT )
n |Ψ(0)⟩. (3.15)

Los vectores |Φα (0)⟩ son autovectores de la matriz de Floquet de valor propio e−iΩαt
~ . En

la siguiente sección se obtiene la matriz de Floquet para el Quantum Kicked Rotor.

3.3. Dinámica del QKR

3.3.1. Operador Evolución

En el caso cuántico, el modelo del Kicked Rotor está descrito por el mismo Hamiltoniano

que su análogo clásico,

H =
J2

2I
+K cos (θ) δT (t) (3.16)

con la salvedad que ahora H, J y θ son operadores, cumpliéndose entre los últimos dos la

relación de conmutación

[θ, J ] = i~. (3.17)

Nuevamente δT (t) es un tren de deltas de Dirac de peŕıodo T ,

δT (t) =

∞∑
q=−∞

δ (t− qT ) . (3.18)

La evolución temporal del sistema está dada por la ecuación de Schroedinger.

Es conveniente separar el Hamiltoniano en dos términos H (t) = Ho + V (t), teniéndose

Ho =
J2

2I
(3.19)

V (t) = K cos (θ) δT (t) . (3.20)

Ho es independiente del tiempo y corresponde al Hamiltoniano del rotor libre. V (t) puede

considerarse entonces como una perturbación al sistema libre. Dado que la perturbación es
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del tipo impulsivo, ésta sólo afecta la evolución temporal en los instantes t = nT . La evolución

temporal en los intervalos (nT+, (n+ 1)T−) (dónde nT+ denota el instante inmediatamente

posterior a la patada en nT y nT− el instante inmediatamente anterior) esta determinada

únicamente por la acción de Ho.

A partir de la ecuación 3.4 es posible expresar la evolución temporal del sistema en

términos del operador evolución U (t, t′),

|ψ (t)⟩ = U
(
t, t′
)
|ψ
(
t′
)
⟩. (3.21)

En particular, es posible definir el operador de evolución entre los instantes nT+ y (n+ 1)T+,

UT ,

|ψ
(
(n+ 1)T+

)
⟩ = UT |ψ

(
nT+

)
⟩ (3.22)

el cual no depende de n dado que H (t) = H (t+ T ). Este operador constituye un mapa

discreto de evolución del sistema entre los instantes en los que sucede la patada y es el operador

de Floquet del sistema. Es conveniente escribir UT cómo el producto de dos operadores

UT = UKUL (3.23)

siendo UL el operador que da la evolución del sistema entre nT+ y (n+ 1)T− y UK entre

(n+ 1)T− y (n+ 1)T+. Dado que la perturbación V (t) sólo actúa en nT , en el intervalo

(nT+, (n+ 1)T−) la dinámica está dada por

i~
d|ψ (t)⟩
dt

= Ho|ψ (t)⟩, (3.24)

por lo cual, dado que Ho no depende del tiempo, el operador evolución UL está dado por

UL = e
−i
~ HoT , (3.25)

es decir que

|ψ
(
(n+ 1)T−)⟩ = UL|ψ

(
nT+

)
⟩ = e

−i
~ HoT |ψ

(
nT+

)
⟩. (3.26)

Es necesario ahora hallar UK , para lo cual se integra a ambos lados de la ecuación 3.4

entre (n+ 1)T −∆ y (n+ 1)T +∆, obteniéndose

i~
∫ (n+1)T+∆

(n+1)T−∆
dt
d|ψ (t)⟩
dt

=
J2

2I

∫ (n+1)T+∆

(n+1)T−∆
dt|ψ (t)⟩+K cos (θ)

∫ (n+1)T+∆

(n+1)T−∆
dtδT (t) |ψ (t)⟩,

(3.27)

dónde se utilizó que los operadores J2 y θ no dependen del tiempo. Tomando el ĺımite ∆ → 0

se observa que el primer término del lado derecho de la ecuación anterior no contribuye
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al cambio en |ψ (t)⟩ en el instante de la patada. La dinámica en el intervalo [(n+ 1)T −
∆, (n+ 1)T +∆] queda entonces descrita por

i~
d|ψ (t)⟩
dt

= K cos (θ) δ (t− (n+ 1)T ) |ψ (t)⟩. (3.28)

Es posible aproximar, en la ecuación anterior, a la delta de Dirac por una función escalón

centrada en cero, de ancho 2ϵ y altura 1
2ϵ . La ecuación entonces queda

i~
d|ψ (t)⟩
dt

= K cos (θ)
1

2ϵ
|ψ (t)⟩, (3.29)

de la cual se obtiene la evolución temporal para la función de onda entre los instantes

(n+ 1)T −∆ y (n+ 1)T +∆

|ψ
(
(n+ 1)T+

)
⟩ = e

−iK
~ cos(θ)∆

ϵ |ψ
(
(n+ 1)T−)⟩. (3.30)

Tomando ϵ = ∆ y el ĺımite en que ∆ tiende a cero se obtiene el operador evolución UK

|ψ
(
(n+ 1)T+

)
⟩ = UK |ψ

(
(n+ 1)T−)⟩ = e

−iK
~ cos(θ)|ψ

(
(n+ 1)T−)⟩, (3.31)

quedando completamente determinado el operador de evolución UT definido en la ecuación

3.23. Si se designa ahora a |ψ (t = (n+ 1)T+)⟩ como |ψ (n)⟩, se tiene a partir de la ec. 3.22

la evolución entre los tiempos dados por los valores n y n+ 1

|ψ (n+ 1)⟩ = UT |ψ (n)⟩, (3.32)

donde el operador UT se expresa en términos de los operadores J y θ como

UT = e
−i
~

J2

2I
T e

−iK
~ cos(θ). (3.33)

3.3.2. Mapa en el espacio de momento

Dado que el espectro del operador J es discreto, la evolución temporal entre dos instantes

nT y (n+ 1)T , dada por la ecuación 3.32, podrá expresarse en una base de autovectores de ese

operador como una matriz actuando sobre un vector de estados discreto. Esta representación

es particularmente útil para la realización de simulaciones numéricas. Es necesario entonces

hallar, a partir de la expresión obtenida para UT en la sección anterior, sus elementos de

matriz en una base de autovectores del operador momentum angular J .

El estado del sistema puede expresarse en términos de la función de onda

ψ (θ, n) = ⟨θ|ψ (n)⟩, (3.34)

donde |θ⟩ es un autovector del operador θ, de autovalor θ. El operador J actúa sobre estas

funciones de onda como
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J = −i~ ∂
∂θ
. (3.35)

El espectro de dicho operador es discreto; sus autovectores |l⟩ forman una base del espacio

de estados y verifican J |l⟩ = n~|l⟩, dónde l recorre todos los enteros. Estos autovectores se

pueden expresar en la base ángulo como ⟨θ|l⟩ = eilθ/
√
2π. El vector de onda en tiempo nT

puede expandirse en la base |l⟩, teniéndose

|Ψ(nT )⟩ =
∞∑

l=−∞
al (n) |l⟩, (3.36)

donde los al (n) se obtienen de las proyecciones

al (n) = ⟨l|ψ (n)⟩. (3.37)

Los estados en las representaciones asociadas a los autovectores de los operadores J y θ

están relacionados mediante una transformada de Fourier

al (n) = ⟨l|ψ (n)⟩ =
∫ 2π

0
dθ⟨l|θ⟩⟨θ|ψ (n)⟩ =

∫ 2π

0

dθ√
2π
e−ilθψ (θ, n) (3.38)

y

ψ (θ, n) = ⟨θ|ψ (n)⟩ =
∞∑

l=−∞
⟨θ|l⟩⟨l|ψ (n)⟩ = 1√

2π

∞∑
l=−∞

eilθal (n) . (3.39)

Se desea obtener una expresión para la evolución del sistema en un periodo T , dada por

la ecuación 3.32, en alguna de las dos representaciones. Dado que el operador asociado a la

evolución libre del sistema depende únicamente del operador J , UL = e
−i
~

J2

2I
T , este operador

es entonces diagonal cuando se expresa en la base de momentum angular. Por otro lado, el

operador que da la evolución del sistema debida a la patada sólo depende de θ, y es por lo

tanto diagonal en la base de posición angular. Debido a que la expresión del estado en la base

de momentum angular, dada por los coeficientes al (n), es discreta, mientras que en la base |θ⟩
la expresión del estado es una función de onda, a los efectos de la realización de simulaciones

numéricas es más sencillo trabajar con la primera. Se desea obtener pues, a partir de la ec.

3.32, una expresión para la evolución temporal de los coeficientes al (n).

Apelando a la ecuación 3.32 y a la definición de al (n) se tiene

am (n+ 1) =
∞∑

l=−∞
Umlal (n) , (3.40)

siendo Uml los elementos de matriz de UT en la base momento angular, que se obtienen a

partir de
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⟨m|UT |l⟩ = ⟨m|e−iK~ cosθe−iHoT
~ |l⟩

=

∫ π

−π
dθ⟨m|e−iK~ cosθ|θ⟩⟨θ|e−iJ

2T
2I~ |l⟩

=
e−iTl2~

2I

2π

∫ π

−π
dθe−iK~ cosθe−i(m−l)θ.

Utilizando la definición de las funciones de Bessel de primera especie se obtiene

Uml = ⟨m|UT |l⟩ = e−iTl2~
2I Jl−m

(
K

~

)
il−m. (3.41)

A partir de está matriz se tiene la evolución temporal de los coeficientes al (n) desde un ins-

tante t = nT hasta t = (n+ 1)T debida al mapa discreto 3.40. Esta expresión de la evolución

del sistema es la que se utiliza para realizar las simulaciones numéricas.

Las funciones de Bessel Jl−m

(
K
~
)
decaen rápidamente cuando |l − m| > K

~ y su valor

puede considerarse prácticamente despreciable fuera de cierto rango en l − m. La matriz

de evolución puede considerarse entonces como una matriz de bandas. Este hecho permite

el análisis numérico dado que es entonces posible truncar el espacio de estados a los efec-

tos de estudiar la evolución del sistema. Además, es útil para comprender ciertos aspectos

cualitativos del comportamiento del QKR, como se verá en las siguientes secciones.

3.3.3. Valores Esperados

A los efectos de estudiar la dinámica del QKR, es interesante analizar la evolución tem-

poral de las cantidades f́ısicas observables del sistema: los valores esperados del momento

angular del rotor y de la enerǵıa del sistema libre, dada por la enerǵıa cinética del rotor.

Además, es de interés caracterizar la evolución temporal de la densidad de probabilidad, por

ejemplo en el espacio de momentos. Esto se puede hacer observando como evolucionan en el

tiempo sus momentos estad́ısticos. Los momentos estad́ısticos de la distribución de probabi-

lidad en el espacio de momentos están relacionados con los valores esperados del momento

angular del sistema y de la enerǵıa cinética del rotor.

La distribución de probabilidad en el espacio de momentos se puede escribir en términos

de las amplitudes de probabilidad al (n). En un instante n, la probabilidad de encontrar al

sistema en un estado de momento angular l es

Pl (n) = |⟨l|ψ (t)⟩|2 = al (n) al (n)
∗ . (3.42)

El valor esperado del momento angular del sistema en un instante t = nT está dado por

⟨J⟩ = ⟨ψ (t)|J |ψ (t)⟩ =
∞∑

l=−∞
⟨ψ (t)|J |l⟩⟨l||ψ (t)⟩ =

∞∑
l=−∞

~lPl (n) = ~M1, (3.43)
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siendo M1 =
∞∑

l=−∞
lPl (n) el primer momento estad́ıstico de la densidad de probabilidad en el

espacio de momentos.

El valor esperado de la enerǵıa cinética del rotor en un instante t = nT está dado por

⟨Ho⟩ = ⟨ψ (t)| j
2

2I
|ψ (t)⟩ =

∞∑
l=−∞

⟨ψ (t)| j
2

2I
|l⟩⟨l||ψ (t)⟩ =

∞∑
l=−∞

~2

2I
l2Pl (n) =

~2

2I
M2, (3.44)

siendo M2 =
∞∑

l=−∞
l2Pl (n) el segundo momento estad́ıstico de la densidad de probabilidad en

el espacio de momento angular.

3.3.4. Adimensionalización de los Parámetros

Es posible reagrupar los parámetros del sistema en dos parámetros adimensionados en

términos de los cuales describir su dinámica. Se define el peŕıodo adimensionado τ de la

excitación como

τ =
~T
2I
. (3.45)

También se define la intensidad adimensionada de la patada como

κ =
K

~
. (3.46)

Es importante observar que, mientras el Kicked Rotor clásico depende de un sólo paráme-

tro adimensionado K̃, el QKR depende de dos parámetros. Aunque es posible obtener el

parámetro en función del cual se describe la dinámica del Kicked Rotor clásico en términos

de los dos parámetros definidos precedentemente, K̃ = 2κτ , para que quede completamente

especificada la dinámica del sistema se requiere, además de imponer el valor de K̃ como en el

Kicked Rotor clásico, imponer el valor de cualquiera de los otros dos parámetros del sistema

κ o τ . Esto se debe a que la relación de conmutación 3.17 introduce un parámetro puramente

cuántico a la f́ısica del problema, la constante de Planck.

Finalmente, el operador de evolución en la representación de momento angular queda

Uml = ⟨m|UT |l⟩ = e−iτ l2Jl−m (κ) il−m. (3.47)

Se observa que el operador evolución (y por lo tanto la dinámica del sistema) es el mismo

para τ y τ + 2π, por lo que basta analizar los casos en que 0 < τ < 2π. En la siguiente

sección se analiza el mapa dado por esta matriz para distintos valores de los parámetros

adimensionados.
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CAPÍTULO 3. QUANTUM KICKED ROTOR

3.4. Análisis del mapa

En esta sección se muestran los distintos tipos de comportamiento que presenta el modelo

del QKR dependiendo de los valores de los parámetros adimensionados que determinan su

dinámica, κ y τ . Se verá que es posible identificar dos tipos de comportamientos cualitativa-

mente distintos para la evolución temporal del QKR, el resonante y el no resonante.

El sistema entra en resonancia cuando las frecuencias de transición entre los niveles de

enerǵıa del rotor libre son conmensurables con la frecuencia de la excitación ω = 2π
T . El Ha-

miltoniano del rotor libre es Ho = J2

2I , por lo que los autovectores del momento angular lo

son también de Ho y los autovalores asociados (los niveles de enerǵıa del rotor libre) son de

la forma El =
~2l2
2I . La frecuencia asociada a la transición entre dos niveles l y m es por lo

tanto

wlm =
El −Em

~
=

~
2I

(
l2 −m2

)
. (3.48)

Se observa entonces que para que se cumpla la condición de resonancia, el peŕıodo adimen-

sionado de la excitación τ debe ser un múltiplo racional de 2π,

τ =
2πp

q
. (3.49)

Tanto en el caso resonante como en el no resonante la evolución temporal del QKR

presenta un comportamiento cualitativamente diferente al de su análogo clásico.

3.4.1. Dinámica No Resonante

Para llevar al QKR al régimen resonante es necesario ajustar un parámetro real a un valor

racional, por lo que la dinámica no resonante será el comportamiento genérico del sistema. De

las ecuaciones 3.45 y 3.46 se puede obtener el parámetro K̃, que determina la forma cualitativa

de la dinámica del modelo del Rotor Impulsado clásico, en términos de los parámetros del

sistema cuántico,

K̃ = 2κτ. (3.50)

A los efectos de realizar una breve descripción de los resultados fundamentales concer-

nientes a la dinámica del QKR en el régimen no resonante, se eligen como parámetros in-

dependientes K̃ y κ –pudiéndose obtener τ en términos de estos dos apelando a la ecuación

anterior–, de manera tal de realizar comparaciones con los distintos reǵımenes existentes en la

dinámica del problema clásico a través del parámetro K̃. En [27], se presenta una descripción

detallada de las distintos reǵımenes observables en el espacio de parámetros
(
K̃, κ

)
.

Dentro de los distintos casos posibles, ha suscitado mayor interés aquel en que el paráme-

tro K̃ se encuentra por arriba de su valor cŕıtico clásico K̃c y el parámetro cuántico cumple

κ > 1. La primera condición implica que se lleva al sistema al régimen en el cual el sistema
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clásico se comporta de manera caótica, y la segunda, que el sistema cuántico se encuentra

fuera del régimen donde seŕıa aplicable un tratamiento perturbativo. Para este valor de K̃ el

Rotor Impulsado clásico presenta un comportamiento difusivo en el espacio de momentos; si

se toman las condiciones iniciales aleatoriamente, la distribución de probabilidad para el mo-

mento angular evoluciona de acuerdo a lo descrito en la sección 2.5, tendiendo para tiempos

largos a una gaussiana cuya varianza se ensancha linealmente con el tiempo de acuerdo con

la ecuación 2.45.

En la figura 3.1 1 se muestra el resultado de simulaciones numéricas realizadas a partir de

la iteración del mapa 3.40. Se presenta en azul la distribución de probabilidad en el espacio

de momentos para el QKR para distintos instantes de tiempo, partiendo de una condición

inicial localizada al (0) = δl0, tomando K̃ = 5 y κ = 25. La probabilidad clásica dada por la

ecuación 2.44 se muestra en rojo. En la figura se puede apreciar como, si bien la forma de la

distribución cuántica es bastante distinta de la de su contraparte clásica, para tiempos cortos

el ancho de ambas distribuciones es similar. Sin embargo, a medida que transcurre el tiempo

se observa que la distribución clásica se va desparramando en el espacio de momentos mucho

mas rápido que la cuántica, y que esta última de hecho tiende a mantenerse acotada en el

espacio de momentos. La distribución cuántica se mantiene centrada en el origen debido a

que se tomó una condición inicial simétrica.
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Figura 3.1: Distribuciones de probabilidad cuántica (azul) y clásica (rojo) para distintos

valores del tiempo n. La evolución cuántica parte de la condición inicial al (0) = δl0 y se

usaron los parámetros K̃ = 5 y κ = 25.

Este efecto puede observarse más claramente en la figura 3.2, también obtenida mediante

simulaciones numéricas, para las mismas condiciones iniciales y valores de los parámetros

que la figura 3.1. En la figura 3.2 (a) se muestra una comparación de las densidades de

probabilidad en el espacio de momentos en escala logaŕıtmica, luego de transcurridos 1000

intervalos de tiempo. Alĺı se puede apreciar como, para tiempos suficientemente largos, la

densidad de probabilidad clásica toma valores mayores que la cuántica para valores grandes

1Se debe notar que la gráfica sólo tiene sentido evaluada en los valores enteros de la variable independiente

m, dado que la densidad de probabilidad en el espacio de momentos es discreta. La gráfica se muestra con

interpolación entre los puntos para facilitar la visualización. Esto es común a todas las gráficas presentadas

en lo que resta de este trabajo.
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del momento, lo que implica un comportamiento localizado de la densidad cuántica. Este

efecto, denominado localización dinámica, puede apreciarse de forma más clara en la figura

3.2 (b), que presenta en azul la evolución temporal del segundo momento estad́ıstico de

la densidad de probabilidad en el espacio de momentos para el caso cuántico. La evolución

difusiva dada por la ecuación 2.45, correspondiente al caso clásico, se presenta en rojo. En esta

figura se puede apreciar como en un entorno del instante inicial el comportamiento cuántico

del segundo momento sigue al del sistema clásico. Sin embargo, a partir de cierto tiempo,

el segundo momento se separa de la recta que determina el proceso difusivo, y comienza a

crecer más lentamente. Para tiempos mayores, el crecimiento del segundo momento en el

caso cuántico esencialmente cesa. Para tiempos largos se observa que el segundo momento

se mantiene prácticamente constante a medida que el tiempo crece, lo que implica que la

densidad de probabilidad deja de desparramarse en el espacio de momentos, obteniéndose

una densidad de probabilidad localizada en cierto intervalo. Este proceso se conoce como

localización dinámica.
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Figura 3.2: (a) Logaritmo de las densidades de probabilidad clásica y cuántica en función

del valor del momento al cuadrado, luego de transcurrido un tiempo n = 1000. (b) Segundo

momento estad́ıstico de la densidad de probabilidad en el espacio de momentos en función

del tiempo adimensionado n. Caso clásico (rojo) y cuántico (azul).

La supresión cuántica del comportamiento difusivo clásico puede explicarse cualitativa-

mente apelando a la teoŕıa de Floquet [12]. La evolución en términos del mapa en el espacio

de momentos está dada por la ecuación 3.40 y la matriz de la ecuación 3.41. Para hallar la

solución de este mapa, ak (n), en función de n y las condiciones iniciales, de acuerdo con la

ecuación 3.15 es necesario hallar los elementos de la n-ésima potencia de la matriz de Floquet

en la base de momento angular, U
(n)
kl = ⟨k|Un

T |l⟩. La matriz de Floquet UT en la representa-

ción de momento angular puede diagonalizarse mediante una transformación unitaria A de

elementos Aij en la base de momento angular
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Ukl =
∑
m

A∗
mke

−iΦmAml, (3.51)

donde Φm son proporcionales a las cuasienerǵıas del operador de Floquet. Por lo tanto, se

tiene que al (n) en función de las condiciones iniciales queda de la forma

ak (n) =
∑
m,l

A∗
mke

−inΦmAmlal (0) . (3.52)

Tomando ahora la condición inicial al (0) = δl0 se tiene que el segundo momento queda

M2 (n) =
∑

m,m′,k

k2ein(Φm′−Φm)Am′kA
∗
m′0A

∗
mkAm0. (3.53)

La omisión de los ĺımites de suma en las sumatorias anteriores indica que los indices se ex-

tienden en todos los valores enteros.

De la última expresión para el segundo momento estad́ıstico es posible comprender cuali-

tativamente su comportamiento en función del tiempo n. Para esto se observa que, dado que

la matriz Ukl es una matriz de bandas, también lo será la matriz Akl que la diagonaliza, por

lo que puede aproximarse que las sumatorias en la expresión anterior se extienden entre −ns
y +ns, donde ns es un número natural que da aproximadamente el ancho de las bandas de

Ukl. Si se supone además que las cuasienerǵıas Φm están uniformemente distribuidas en el

intervalo (0, 2π), con separación promedio 2π
ns
, entonces el sistema se comportará para tiempos

n mucho menores a ns como si su espectro fuera continuo. Esto se debe a que la diferencia

entre factores ein(Φm′−Φm) consecutivos en la sumatoria es chica para n≪ ns. Si el sistema se

comporta en este rango de tiempos como si su espectro fuera continuo, es razonable suponer

que se comportará de manera similar a su análogo clásico; para esta escala de tiempos la

cuantización de las cuasienerǵıas no llega a influenciar muy fuertemente a la evolución del

sistema.

Para n ≫ ns las fases ein(Φm′−Φm) oscilan muy rápidamente por lo que en promedio los

términos con m distinto de m′ se cancelan y se obtiene en este régimen

M2 (n) =
∑
m,k

k2AmkA
∗
m0A

∗
mkAm0, (3.54)

donde se ha perdido la dependencia en n y por lo tanto para tiempos largos el segundo mo-

mento es constante en esta aproximación. Se tiene entonces que el tiempo en que el sistema

cuántico sigue al comportamiento difusivo será proporcional a ns. Dado que las sumato-

rias en la expresión anterior se extienden aproximadamente entre −ns y ns, el ancho de la

densidad de probabilidad en el espacio de momentos será aproximadamente ns y entonces

M2 (n = ns) = n2s. Dado que hasta el tiempo ns el segundo momento crece aproximadamente

según la ecuación 2.45, entonces insertando los resultados anteriores en esta ecuación se tiene

finalmente que

33
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ns ∼ D, (3.55)

lo que implica que el ancho de la localización en el espacio de momento angular es propor-

cional al parámetro D que describe la difusión en el problema clásico.

El proceso de localización dinámica también se puede entender mediante la observación

de que los autovectores |Φα (0)⟩ del operador de Floquet UT son localizados en el espacio de

momento. De ser aśı, suponiendo que la condición inicial del problema tiene proyección no

nula únicamente en un conjunto finito de estos autoestados, entonces la eventual localización

del vector de onda en el espacio de momento queda garantizada por el hecho de que el vector

de onda en un instante cualquiera está dado por una superposición de la forma 3.10 de un

conjunto finito de autovectores de Floquet, cada uno acotado en el espacio.

En [29], Grempel, Prange y Fishman muestran que los autovectores del operador de Flo-

quet efectivamente deberán estar localizados en el espacio de momentos. Esto se realiza en

dicho trabajo a partir de la observación de que la ecuación que determina la expresión de los

autovectores de Floquet en el espacio de momento angular es similar a la que determina los

autoestados del Hamiltoniano en el modelo de Anderson de materia condensada.

El modelo de Anderson [30] describe una part́ıcula interactuando con una red desorde-

nada, modelada por un potencial periódico con un componente aleatorio. En el caso de una

dimensión, se encuentra que la función de onda de la part́ıcula presenta localización espacial

si el grado de aleatoriedad introducido en el potencial por el desorden es lo suficientemente

grande. En [29], los autores muestran que existe una correspondencia entre el problema de

determinar los vectores propios del operador de Floquet en el problema del QKR y el pro-

blema de determinar las funciones de onda en el modelo de Anderson, de lo que se puede

concluir que los autovectores del operador de Floquet presentaran localización en el espacio

de momentos. El modelo de Anderson y su correspondencia con el problema de autovectores

del operador de Floquet se describen en un poco más de detalle en el apéndice A.

3.4.2. Dinámica Resonante

La dinámica resonante se obtiene en el caso en que el parámetro τ cumple con la condición

de resonancia 3.49. Es posible verificar que en este caso el comportamiento del sistema no

depende cualitativamente del valor del parámetro κ.

En el siguiente análisis y a lo largo de todo este trabajo se distingue entre dos tipos de

resonancia; la resonancia primaria dada por la condición p
q = 1, y las resonancias secundarias

como aquellos casos en que esta última condición no se satisface (aunque śı por supuesto la

condición 3.49). En ambos casos la enerǵıa del rotor libre, es decir el segundo momento es-

tad́ıstico de la distribución de probabilidad en el espacio de momentos, crece cuadráticamente

con el tiempo para tiempos suficientemente largos. Únicamente cuando p
q = 1

2 esto no sucede;

el comportamiento del sistema es periódico en ese caso y por este motivo esta situación es

conocida como anti-resonancia.
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3.4.2.1. Resonancia Primaria

En la resonancia primaria, la frecuencia asociada a la excitación coincide con la frecuencia

asociada a la transición entre dos niveles de enerǵıa consecutivos del rotor libre. Cuando

τ = 2π el operador de evolución libre del rotor en un peŕıodo se convierte en la matriz

identidad. Para verificar esto basta expresar dicho operador en la base de momentum angular

⟨m|UL|l⟩ = e−iτ l2δml = δml. (3.56)

Se observa entonces que, en las condiciones de la resonancia primaria, ninguna de las

componentes de Fourier de la función de onda (es decir las componentes del vector de on-

da en la base de autovectores del momentum angular) es modificada luego de la evolución

libre durante un tiempo T , y por lo tanto la evolución en un peŕıodo queda completamente

determinada por el operador evolución asociado a la patada UK , cuya expresión en la base

posición angular es diagonal y toma la forma

UT = UK = e−iκ cos(θ). (3.57)

La evolución a lo largo de un cierto número de peŕıodos queda dada entonces exclusi-

vamente por la excitación al sistema. La expresión para el vector de onda luego de trans-

currido un tiempo t = nT se obtiene de manera sencilla en la base posición dado que el

operador evolución es en este caso diagonal en dicha base, como se puede apreciar en la

ecuación anterior. Por lo tanto, la evolución luego de n peŕıodos queda dada por el operador

UnT = (UT )
n = e−inκ cos(θ). Se tiene entonces para la función de onda

ψ (θ, t = nT ) = e−inκ cos(θ)ψ (θ, t = 0) . (3.58)

A partir de esta fórmula es posible obtener anaĺıticamente y de manera exacta una expre-

sión para la evolución temporal de los valores esperados del momento angular y de la enerǵıa

del sistema, o lo que es equivalente, de los primer y segundo momentos estad́ısticos de la

distribución de probabilidad en el espacio de momento angular

M1 (n) =
<J>
~ = −i

∫ 2π

0
dθψ∗ (θ, t = nT )

∂ψ (θ, t = nT )

∂θ

M2 (n) =
2I<Ho>

~2 = −
∫ 2π

0
dθψ∗ (θ, t = nT )

∂2ψ (θ, t = nT )

∂θ2
.

(3.59)

Se obtiene entonces, utilizando la expresión 3.58, la evolución temporal del primer momento

M1 (n) = nκ

∫ 2π

0
dθψ∗ (θ, t = 0)ψ (θ, t = 0) sin (θ) +M1 (0) , (3.60)

donde puede apreciar como el primer momento crece en el tiempo como M1 (n) ∼ n. Esto es,

a menos que la integral que multiplica al término lineal en n se anule. Esto sucede cuando
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la densidad de probabilidad en el espacio de posición angular, P (θ) (t = 0) = |ψ (θ, t = 0) |2,
es una función par si se considera en el intervalo (−π, π). Esto es razonable dado que si la

densidad de probabilidad inicial en el espacio θ es simétrica con respecto al origen es de

suponer que el valor esperado del momento angular no cambiará con el tiempo.

De manera análoga puede obtenerse una expresión para el segundo momento estad́ıstico

en función de n

M2 (n) = (nκ)2
∫ 2π

0
dθ|ψ (θ, t = 0) |2 sin2 (θ)+

−inκ
∫ 2π

0
dθψ∗ (θ, t = 0)

(
cos (θ)ψ (θ, t = 0) + 2 sin (θ)

∂ψ (θ, t = 0)

∂θ

)
+M2 (0) ,

(3.61)

donde se aprecia el crecimiento cuadrático del segundo momento, y por ende, de la enerǵıa,

en términos de la variable temporal n. Se observa que en este caso es imposible anular el

factor que multiplica al término en n2 dado que este consiste en la integral de una función

positiva.

Es posible obtener expresiones para estas dos cantidades en términos de las condiciones

iniciales expresadas en el espacio de momento angular al (0),

M1 (n) = −nκ
∞∑

j=−∞
ℑ[aj (0) a∗j−1 (0)] +M1 (0) (3.62)

M2 (n) =
(nκ)2

2

1−
∞∑

j=−∞
ℜ[aj (0) a∗j+2 (0)]


+ nκ

∞∑
j=−∞

(2j + 1)ℑ[aj (0) a∗j+1 (0)] +M2 (0) . (3.63)

El procedimiento para llegar a estas expresiones es un tanto más trabajoso y se describe en

el apéndice B. Se observa entonces como la enerǵıa –o el segundo momento estad́ıstico– crece

cuadráticamente con el tiempo, crecimiento que es independiente de las condiciones iniciales.

Este comportamiento se puede verificar también mediante simulaciones numéricas, a par-

tir del mapa discreto en el espacio de momentos. Los resultados de una simulación para

condiciones iniciales am (0) = δm0 se muestran en la figura 3.3a, donde se puede apreciar la

distribución de probabilidad luego de transcurrido un tiempo n = 40, utilizando un valor

de κ = 5. En la figura 3.3b se muestra la evolución temporal del segundo momento M2 en

función de el tiempo n, apreciándose claramente el crecimiento cuadrático del mismo. No se

incluye un gráfico de la evolución temporal de M1; para las condiciones iniciales utilizadas se

encontró en la simulación que esta cantidad de se mantiene nula para todo tiempo, tal como

era esperado de acuerdo con la observación hecha anteriormente.

La matriz de Floquet, en resonancia, es UT = e−iκcos(θ), que es diagonal en el espacio de

posición angular. Esto quiere decir que los estados de Floquet del sistema son de la forma
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Figura 3.3: Distribución de probabilidad y segundo momento para la resonancia primaria con

κ = 5 y condición inicial am (0) = δm0

Ψα (θ) = δ (θ − θα), y las cuasienerǵıas asociadas son Ωα = ~κ cos (θ). Se observa entonces

que el espectro de cuasienerǵıas del QKR en la resonancia primaria es continuo, a diferencia

del caso no resonante en que el espectro de cuasienerǵıas es discreto. Algo similar sucede en

las resonancias secundarias, que se examinan a continuación.

3.4.2.2. Resonancias Secundarias

En el caso de las resonancias secundarias se cuenta con un crecimiento cuadrático del valor

esperado de la enerǵıa cinética para tiempos largos. Sin embargo, en este caso no es posible

obtener un resultado anaĺıtico exacto para los primer y segundo momentos estad́ısticos en

términos del tiempo adimensionado n -para todo n -, como śı es posible para la resonancia

primaria, en la cual se puede verificar anaĺıticamente que el comportamiento cuadrático se

obtiene no solamente en el régimen asintótico sino para todo tiempo. Śı es posible encon-

trar anaĺıticamente, para las resonancias secundarias, un resultado asintótico para el segundo

momento y en [14] Izrailev y Shepelyanskii verifican anaĺıticamente que la enerǵıa debe cre-

cer cuadráticamente para tiempos largos incluso en las resonancias secundarias. Los autores

encuentran además que para estas resonancias el espectro del operador de Floquet tiene com-

ponentes continuas, al igual que en el caso de la resonancia primaria.

Es posible verificar este comportamiento mediante simulaciones numéricas. En la figura

3.4 se muestra la evolución temporal del segundo momento para la resonancia secundaria

p/q = 1/5 con κ = 1 y condición inicial am (0) = δm0. Se puede apreciar como, luego de un

transitorio, para tiempos largos el segundo momento tiende a una dependencia cuadrática

del tiempo.
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Figura 3.4: Evolución temporal del segundo momento para la resonancia secundaria p/q = 1/5

con κ = 1 y condición inicial am (0) = δm0

3.4.2.3. Anti-resonancia

El caso en que p
q = 1/2 es la excepción a lo expuesto precedentemente. Cuando el

parámetro τ es igual a π, el sistema exhibe un comportamiento periódico conocido como anti-

resonancia [14]. Se puede verificar que la evolución temporal del vector de onda es periódica

observando que en este caso U2
T = Id. Para verificar esto, se reproduce un procedimiento que

puede encontrarse en [31]. Definiendo el operador n = J/~, el operador de Floquet queda

UT = e−in2τe−iκ cos θ. (3.64)

Apelando a la relación

e−iπn2
e−iκ cos θ = eiκ cos θe−iπn2

, (3.65)

que se demuestra en el apéndice C, se tiene que el operador evolución evaluado en τ = π

puede escribirse como

UT = e−iπn2
e−iκ cos θ = eiκ cos(θ)e−iπn2

. (3.66)

De esto último se obtiene la relación deseada para U2
T

U2
T = e−iπn2

e−iκ cos θeiκ cos(θ)e−iπn2
= e−i2πn2

= Id, (3.67)

dónde la última igualdad se debe a que el espectro de n esta constituido por los números

enteros.

La evolución del sistema luego de n peŕıodos está dada por el operador Un
T , que en virtud

de la ecuación anterior, queda
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Un
T =

{
UT si n es impar

Id si n es par.
(3.68)

A partir de esto se tiene la siguiente expresión para el vector de onda en un tiempo n en

términos de las condiciones iniciales del sistema:

|Ψ(n)⟩ =

{
UT (θ) |Ψ(n = 0)⟩ si n es impar

|Ψ(n = 0)⟩ si n es par.
(3.69)

Se observa pues que la evolución temporal del vector de onda es periódica cuando τ = π.

De esto se deduce que la evolución de todos los valores esperados también lo será.
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Caṕıtulo 4

Condiciones Iniciales Distribuidas

en el QKR

4.1. Introducción

En este caṕıtulo se estudia la influencia de las condiciones iniciales en la dinámica del

Quantum Kicked Rotor en resonancia. Se consideran condiciones iniciales distribuidas en el

espacio de momento angular y se observa como cambia la evolución del sistema, y en par-

ticular la evolución temporal de los momentos estad́ısticos, según como sea la forma de la

condición inicial elegida.

En las referencias [32, 33] se estudia de manera teórica la influencia de las condiciones ini-

ciales en la evolución temporal de los momentos estad́ısticos del sistema, para una realización

atómico-óptica del QKR. En particular se estudia como cambia la evolución temporal de los

momentos estad́ısticos cuando se consideran condiciones iniciales distribuidas en el espacio

de momentos. Se debe notar, sin embargo, que la diferencia entre lo propuesto en dichos

trabajos y el trabajo de esta tesis radica en que los autores consideran el estado inicial como

una mezcla incoherente de estados dada por una distribución térmica. El trabajo presentado

en este caṕıtulo considera la evolución a partir de una superposición coherente de estados.

En el caso de la resonancia primaria, el mapa en la representación de momento angular es

invariante bajo traslaciones, por lo que se puede diagonalizar mediante una transformada de

Fourier. Esto es razonable dado que en secciones anteriores se vio que el operador de Floquet

es, para las resonancias primarias, diagonal en la base de posición angular y, dado que el

ángulo y el momento angular son variables conjugadas, se pasa de una representación a otra

mediante una transformada de Fourier. Se utiliza entonces el análisis de Fourier para estudiar

el mapa en el espacio de momentos, haciendo una descomposición del estado del sistema en

ondas planas y hallando una relación de dispersion. Utilizando la relación de dispersion es

posible hallar la velocidad de grupo y analizar como depende la evolución de la forma del

paquete de ondas en el instante inicial.

Para las resonancias secundarias el análisis es más complejo, dado que la matriz de evo-
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lución no es ćıclica en el espacio de momento angular y por lo tanto no es diagonalizable por

una transformada de Fourier, o lo que es lo mismo, no es diagonal en la representación de

posición angular. Se realiza entonces un análisis numérico del problema, encontrándose un

comportamiento cualitativamente similar al hallado para la resonancia primaria.

Un análisis similar al de este caṕıtulo se aplica en la referencia [34] para la QW. Los

autores describen la dinámica de la QW estudiando la propagación de ondas planas a partir

de la relación de dispersion y encuentran la relación entre los parámetros que describen un

tipo de condición inicial distribuida con la evolución del sistema. El procedimiento, aśı como

algunos de los resultados obtenidos, tienen una cierta similitud con lo que se muestra para el

QKR en este caṕıtulo.

4.2. Resonancias Primarias

Dado que la posición angular y el momento angular son variables conjugadas debido

a la relación de conmutación 3.17, las funciones de onda en las bases correspondientes se

relacionan mediante la transformada de Fourier dada por las ecuaciones 3.38 y 3.39

ψ (θ, n) =
1√
2π

∞∑
m=−∞

eimθam (n) (4.1)

am (n) =
1√
2π

∫ π

−π
dθe−imθψ (θ, n) . (4.2)

Como se vio en el caṕıtulo anterior, en el caso de la resonancia primaria el operador de

Floquet coincide con el operador asociado a la evolución dada por la excitación UK , debido

a que el operador de evolución del rotor libre coincide con la identidad. Es decir que en

resonancia primaria UT = UK y la evolución se expresa de manera sencilla en el espacio

de posición angular, teniéndose la solución del problema para condiciones iniciales genéricas

dada por la ecuación 3.58

ψ (θ, t = nT ) = e−inκ cos(θ)ψ (θ, t = 0) . (4.3)

Introduciendo esta ecuación en la formula 4.2 se obtiene

am (n) =
1√
2π

∫ π

−π
dθe−imθ−inκ cos(θ)ψ (θ, t = 0) (4.4)

La ecuación precedente puede verse como la descomposición del vector de onda en el espacio

de momentos am (n) en una superposición de ondas planas de la forma e−i(mθ−ω(θ)n), donde

se tiene la siguiente relación de dispersión entre ω (θ) y θ

ω (θ) = −κ cos (θ) (4.5)
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A partir de la relación de dispersion se puede obtener la velocidad de grupo asociada a la

propagación de las ondas

vg ≡ dω

dθ
= κ sin (θ) . (4.6)

Estas últimas dos ecuaciones permiten hacer algunas predicciones sencillas pero relevantes

con respecto al comportamiento del QKR. Se observa que la velocidad de grupo será máxima

para θ = ±π/2 y nula para θ = 0, π, tomando los valores vg = κ o vg = 0 respectivamente.

Se considera entonces la siguiente condición inicial

ψ (θ, n = 0) = F (θ − θ0) , (4.7)

que en el espacio de momentos se expresa

al (n = 0) =
1√
2π

∫ π

−π
dθe−ilθF (θ − θ0) = f (l) e−ilθ0 (4.8)

donde f (l) es la transformada de Fourier de F (θ). Esta condición inicial corresponde, en el

espacio de momentos, a un paquete de ondas de la forma F (θ) centrado alrededor del núme-

ro de onda θ0. Se espera que la evolución del paquete de ondas en el espacio de momentos

esté dictada por la ecuación 4.6. Es decir que, en el caso en que el paquete de ondas F (θ)

sea lo suficientemente angosto (o equivalentemente, f (l) lo suficientemente ancho), entonces

el mismo deberá quedarse en reposo si θ0 = 0, π o deberá moverse con máxima velocidad si

θ = ±π/2. A su vez, si θ0 ∈ (−π, 0) (θ0 ∈ (0, π)) el paquete se desplazará hacia la izquierda

en el espacio de momentos, lo cual es consistente con la visón clásica del sistema en la cual

la barra tendrá velocidad negativa (positiva) si en el instante inicial se encuentra en los in-

tervalos correspondientes.

A continuación, se verifican estas ideas considerando una condición inicial particular co-

rrespondiente a un paquete gaussiano centrado alrededor del número de onda θ0,

al (0) =

[
1

σ0
√
2π
e
− l2

2σ2
0

] 1
2

e−ilθ0 . (4.9)

A partir de esta expresión para la condición inicial es posible hallar los momentos es-

tad́ısticos de la distribución de probabilidad en el espacio de momento angular, en términos

de σ0 y θ0, apelando a las ecuaciones 3.62 y 3.63

M1 (n) = −nκ
∞∑

j=−∞
ℑ[aj (0) a∗j−1 (0)] +M1 (0) (4.10)
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M2 (n) =
(nκ)2

2

1−
∞∑

j=−∞
ℜ[aj (0) a∗j+2 (0)]


+ nκ

∞∑
j=−∞

(2j + 1)ℑ[aj (0) a∗j+1 (0)] +M2 (0) . (4.11)

Sustituyendo la ecuación 4.9 en estas dos expresiones y utilizando que, para σ ≫ 1,

∞∑
l=−∞

e−
l2

2σ2 ≃
√
2πσ, (4.12)

se tiene

M1 (n) = κn sin θ0 e
− 1

8σ0 (4.13)

M2 (n) =
(κn)2

2

[
1− cos 2θ0 e

− 1
2σ0

]
+M2 (0) . (4.14)

A partir de estas dos expresiones se tiene la varianza de la distribución de probabilidad

en el espacio de momentos, σ2 (n) =M2 (n)−M1 (n)
2,

σ2 (n) =
(κn)2

2

[
1− cos 2θ0 e

− 1
2σ0 − 2 sin2 θ0 e

− 1
4σ0

]
+σ20. (4.15)

De la ecuación 4.14 se observa como el segundo momento, que en virtud de la ecuación

3.44 es igual al valor esperado de la enerǵıa del sistema a menos de una constante, presenta

una dependencia sinusoidal en la variable θ0 de manera similar a la encontrada en la referen-

cia [18], si bien en ese caso la condición inicial distribuida se centra en un valor no nulo del

momento.

En la ecuación 4.15 se puede apreciar como la varianza crece cuadráticamente con n,

independientemente de la condición inicial del sistema. Sin embargo, a n fijo, se tiene que el

término cuadrático puede hacerse pequeño para σ0 suficientemente grande y ciertas condi-

ciones iniciales. Esto significa que para σ0 muy grande, es decir cuando la condición inicial es

muy ancha en el espacio de momentos, el sistema puede tardar un tiempo largo en exhibir el

comportamiento baĺıstico. Esto podŕıa contribuir a explicar por que en ciertas realizaciones

experimentales no se observa el crecimiento baĺıstico de la varianza como por ejemplo en [16].

En [32] se estudia la evolución del momento de una realización atómico-óptica del QKR.

Alĺı se encuentra que, debido a condiciones iniciales distribuidas, no se observa el comporta-

miento baĺıstico en resonancia. Sin embargo, el tratamiento alĺı expuesto es cualitativamente

distinto al que aqúı se presenta debido a que los autores consideran como condición inicial
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una superposición no coherente de estados debida a una distribución térmica. Es decir que el

estado en el instante inicial está representado por una matriz densidad diagonal en el espacio

de momentos. Además, en el caso del modelo atómico-óptico, el momento de la part́ıcula no

es angular sino lineal (dado que se considera un átomo moviéndose a lo largo de una ĺınea

recta), y por tanto no estará discretizado, lo que también influye en la evolución temporal

de los momentos estad́ısticos. Se recalca que el trabajo aqúı considerado consiste en tomar

un estado inicial coherente. Ambos trabajos podŕıa considerarse que describen efectos com-

plementarios en explicar por que no se observan en algunas realizaciones experimentales las

resonancias cuánticas.

De la ecuación 4.13 puede calcularse la velocidad de grupo del paquete de ondas

vg =
dM1 (n)

dn
= κ sin θ0 e

− 1
8σ0 . (4.16)

Esta ecuación tiende a la expresión hallada anteriormente para la velocidad de grupo cuando

σ0 ≫ 1, es decir cuando se considera el paquete de ondas F (θ) muy angosto o, equivalente-

mente, a la función f (l) muy desparramada en el espacio de momentos. Esta última fórmula

permite predecir la evolución temporal del paquete de ondas en términos de la condición

inicial del sistema: cambiando la posición alrededor del cual se centra el paquete de ondas en

la variable θ se obtienen distintas velocidades de grupo para el desplazamiento posterior del

paquete en el espacio de momento angular.

Figura 4.1: La función 2
σ2−σ2

0

(κn)2
, para la resonancia primaria, en función del ángulo inicial θ0/π,

en escala logaŕıtmica.

La ecuación 4.15 permite predecir la forma en que se ensancha el paquete de ondas a lo

largo del tiempo. El factor que depende de las condiciones iniciales se grafica en la figura 4.1

a partir de esta fórmula. De la figura se observa como, para σ0 ≫ 1, eligiendo θ0 cercano a

π/2, se puede hacer que se demore bastante tiempo en observar el comportamiento baĺıstico,
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consiguiéndose por bastante tiempo un paquete de ondas en el espacio de momentos que se

traslada a una velocidad constante (vg ∼ κ) sin deformarse.

Figura 4.2: Distribución de probabilidad en el espacio de momento en función del momento

adimensionado l, para tres tiempos distintos t = 0, t = 250 y t = 500, con condiciones iniciales

dadas por σ0 = 1 y θ0. La evolución es en resonancia primaria con κ = 0,25

La evolución temporal de la distribución de probabilidad en el espacio de momentos se

puede apreciar en la figura 4.2. Alĺı se muestra la densidad de probabilidad obtenida mediante

simulaciones numéricas, a partir de la condición inicial θ0 = π/2, para tres tiempos distintos,

donde se puede apreciar como el paquete de ondas se desplaza hacia la izquierda, de manera

consistente con la condición inicial elegida y los resultados obtenidos para la velocidad de

grupo. En la figura se puede apreciar como a medida que transcurre el tiempo la función de

onda se va desparramando cada vez más en el espacio de momentos.

4.3. Resonancias Secundarias

Se estudia ahora la incidencia de condiciones iniciales distribuidas en las resonancias

secundarias. En este caso p/q no es entero y la ecuación 3.32 se vuelve muy complicada de

manejar anaĺıticamente, con la excepción del caso anti-resonante [27]. Para las resonancias

secundarias, el operador de Floquet UT es tal que el mapa dado por las ecuaciones 3.40 y

3.41 ya no es invariante bajo traslaciones en el espacio de momento, hecho fundamental para

el tratamiento anaĺıtico de la resonancia primaria, que se basaba en el análisis de Fourier del

mapa. Por lo tanto, la influencia de las condiciones iniciales extendidas en la dinámica de

las resonancias secundarias se estudia numéricamente. Se presentan resultados para el caso

p/q = 1/3, aunque se debe notar que las simulaciones numéricas realizadas indican que el

comportamiento es cualitativamente similar para todas las resonancias secundarias tratadas.

Nuevamente, se consideran condiciones iniciales dadas por la ecuación 4.9.
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Figura 4.3: Primer momento estad́ıstico de la distribución de probabilidad en el espacio de

momentos en función del tiempo adimensionado n, para dos valores distintos de κ. Las ĺıneas

discontinuas muestran el ajuste lineal. Las condiciones iniciales tomadas fueron θ0 = π/2 y

σ0 = 1. Se consideró la resonancia secundaria p/q = 1/3.

En la figura 4.3 se presenta el resultado del cálculo numérico del primer momento es-

tad́ıstico M1 (n) en función del tiempo n, para las condiciones iniciales θ0 = π/2 y σ = 1,

para dos valores distintos del parámetro κ. El momento presenta un comportamiento os-

cilatorio complejo, a partir del cual es posible definir un comportamiento promedio lineal,

que se muestra en las ĺıneas discontinuas. Se utiliza la pendiente de estas ĺıneas para definir

la velocidad de grupo en las resonancias secundarias, lo que permite calcular esta cantidad

numéricamente a partir de simulaciones.

La dependencia de la velocidad de grupo con el ángulo θ0 se muestra en la figura 4.4.

Se puede apreciar un comportamiento oscilatorio análogo al caso de la resonancia primaria,

si bien la frecuencia de la oscilación es aproximadamente el doble, lo que permite que para

ciertos ángulos θ0 > 0 la velocidad de grupo se haga negativa, lo que no sucede en el caso

de las resonancias primarias. También se observa que para cualquier ángulo θ0 la velocidad

de grupo es un orden de magnitud menor a la obtenida para la resonancia primaria, lo que

indica que en este caso el paquete de onda se desplaza mucho más lentamente.

Finalmente, de la figura 4.3 se concluye que, al igual que lo que sucede para la resonancia

primaria, la velocidad de grupo depende del parámetro κ. Esta dependencia se grafica en

la figura 4.5, donde se muestran los distintos valores de la velocidad de grupo obtenidos de

las simulaciones numéricas para las condiciones iniciales θ0 = π/4 y σ0 = 1. La dependencia

de la velocidad de grupo con κ es mas complicada que en el caso de la resonancia primaria

donde, para θ0 fijo, la velocidad de grupo crece con κ. En este caso la velocidad de grupo

también crece proporcionalmente con κ, lo que es razonable dado que a mayor κ mayor es

la intensidad de la excitación. Sin embargo, la dependencia es sensiblemente más complicada

en este caso.
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Figura 4.4: Velocidad de grupo en función de la posición angular inicial θ0 para la resonancia

secundaria p/q = 1/3 y σ0 = 1. La linea roja muestra la dependencia para la resonancia

primaria y la negra para la secundaria (multiplicada por un factor de 60). Se tomo κ = 0,25

en ambos casos.

Figura 4.5: Velocidad de grupo en función de κ con θ0 = π/4 y σ0 = 1 para la resonancia

secundaria p/q = 1/3.
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Caṕıtulo 5

Excitación dependiente del tiempo

en el QKR

5.1. Introducción

En este capitulo se estudia el modelo del Quantum Kicked Rotor, en el régimen resonante,

sometido a una excitación de intensidad dependiente del tiempo. Es decir que la intensidad

de la excitación K, que anteriormente se manteńıa constante, ahora variará en el tiempo

según una función dada K (t). En particular, se obtiene la evolución temporal de los primer y

segundo momentos estad́ısticos del sistema para esta nueva variante del QKR. En secciones

anteriores se vio que, tanto en la resonancia primaria como en las secundarias, el segundo mo-

mento (es decir, el valor esperado de la enerǵıa cinética del sistema) presenta un crecimiento

baĺıstico con el tiempo, para tiempos largos, en el caso en que la excitación es de intensidad K

constante. Es de interés observar como es afectado este comportamiento cuando K depende

del tiempo.

En el caso de la resonancia primaria es posible encontrar un resultado anaĺıtico exacto

para los primeros dos momentos estad́ısticos para una excitación dependiente del tiempo

K (t) genérica. A partir de esto se analiza el caso particular en que la intensidad de la patada

depende del tiempo (es decir, del ı́ndice de tiempo discreto n introducido anteriormente) a

través de una ley de potencias K (n) ∼ n−α. Se encuentra que, a tiempos largos, la evolución

temporal del valor esperado de la enerǵıa cinética del sistema presenta una gama amplia de

reǵımenes de evolución temporal –desde un crecimiento super-baĺıstico hasta una localiza-

ción de la función de onda, pasando por una variedad de situaciones intermedias– al variar

el parámetro α de la ley de potencias.

Para las resonancias secundarias, el sistema se vuelve más complejo de tratar anaĺıtica-

mente, por lo que, de manera análoga a la situación encontrada en el caṕıtulo anterior, se

recurre a simulaciones numéricas. Los resultados encontrados en cuanto al comportamiento a

tiempos largos de la enerǵıa al variar el parámetro α que determina la ley de potencias para

la excitación son cualitativamente similares a los resultados para el caso de la resonancia
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primaria.

Es necesario observar que, al introducir una dependencia temporal en el parámetro K me-

diante una ley de potencias, el Hamiltoniano del sistema deja de ser periódico en el tiempo,

por lo que ya no es posible aplicar los resultados de la teoŕıa de Floquet. Sin embargo, es po-

sible encontrar un mapa de evolución temporal UT entre dos instantes t = nT y t = (n+ 1)T

tal cual fuera definido en secciones anteriores, con la salvedad de que ahora la matriz UT

dependerá del instante n considerado, de acuerdo a como sea el valor K (n) que tome la

intensidad de la excitación en ese instante.

5.2. Evolución Temporal

La evolución temporal del sistema entre dos instantes esta dada por el mapa

|Ψ((n+ 1)T )⟩ = UT (n) |Ψ((n)T )⟩, (5.1)

donde el operador UT (n) es el mismo que en secciones anteriores tomando K = K (n) (o

lo que es lo mismo κ = κ (n)), y en la representación de momento angular queda, una vez

adimensionalizadas las variables,

am (n+ 1) =

∞∑
l=−∞

e−iτ l2Jl−m (κ (n)) im−lal (n) . (5.2)

A continuación se estudia este mapa en la resonancia primaria.

5.3. Resonancias Primarias

5.3.1. K (t) genérica

Como se mostró anteriormente, en la resonancia primaria, el operador UL asociado a la

evolución del rotor libre en el intervalo de tiempo entre dos patadas se transforma en la

identidad. Por lo tanto, en lo que respecta a la evolución del sistema entre el instante t = nT

y t = (n+ 1)T , solamente influye el operador UK (n), que constituye la evolución debida a

la patada en el instante n

|Ψ((n+ 1)T )⟩ = UK (n) |Ψ(nT )⟩ = e−iκ(n) cos(θ)|Ψ(nT )⟩. (5.3)

Nuevamente, si bien ahora el operador UK va cambiando con n, para cada instante este

operador es diagonal en la base posición angular, por lo que es sencillo obtener el estado del

sistema luego de transcurrido un tiempo t = nT , a partir de una condición inicial cualquiera:

|Ψ(nT )⟩ =

(
n∏

n′=1

UK

(
n′
))

|Ψ(0)⟩ = e−i(
∑n

n′=1 κ(n
′)) cos(θ)|Ψ(0)⟩. (5.4)
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A partir de esta expresión para |Ψ(nT )⟩, es posible encontrar el valor de los primer y

segundo momentos estad́ısticos del sistema apelando a las expresiones 3.59. Si se define

κ̃ (n) =
n∑

n′=1

κ
(
n′
)
, (5.5)

entonces las expresiones para los momentos en función del tiempo son idénticas a aquellas

dadas por las ecuaciones 3.60 y 3.61, sustituyendo el producto κn en dichas expresiones por

κ̃:

M1 (n) = κ̃

∫ 2π

0
dθψ∗ (θ, t = 0)ψ (θ, t = 0) sin (θ) +M1 (0) (5.6)

M2 (n) = (κ̃)2
∫ 2π

0
dθ|ψ (θ, t = 0) |2 sin2 (θ)+

− iκ̃

∫ 2π

0
dθψ∗ (θ, t = 0)

(
cos (θ)ψ (θ, t = 0) + 2 sin (θ)

∂ψ (θ, t = 0)

∂θ

)
+M2 (0)

(5.7)

Es posible también trabajar el problema en el espacio de momentos, partiendo de una

formulación para el mapa discreto en resonancia. En dicha representación

am (n+ 1) =

∞∑
l=−∞

Jl−m (κ (n)) im−lal (n) . (5.8)

Utilizando la relación de recursión satisfecha por las funciones de Bessel, es posible llegar a

la siguiente fórmula para la solución general de la ecuación anterior

am (n) =
∞∑

l=−∞
Jl−m (κ̃ (n)) im−lal (0) (5.9)

A partir de esta ecuación se obtiene la distribución de probabilidad en el espacio de momento

angular

Pm (n) = |am (n) |2 =
∞∑

l,j=−∞
Jl−m (κ̃ (n)) Jj−m (κ̃ (n)) ij−lal (0) a

∗
l (0) . (5.10)

Con la expresión anterior y utilizando la definición de los momentos estad́ısticos se llega a

M1 (n) = −κ̃ (n)
∞∑

j=−∞
ℑ[aj (0) a∗j−1 (0)] +M1 (0) (5.11)
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M2 (n) =
(κ̃ (n))2

2

1−
∞∑

j=−∞
ℜ[aj (0) a∗j+2 (0)]

+κ̃ (n)
∞∑

j=−∞
(2j + 1)ℑ[aj (0) a∗j+1 (0)]+M2 (0) ,

(5.12)

resultado que también podŕıa haberse obtenido siguiendo un procedimiento análogo al ex-

puesto en el apéndice B.

En cualquiera de las dos expresiones obtenidas para M1 (n) y M2 (n) se puede apreciar la

misma dependencia en la función κ̃ (n), la forma particular de la cual determinará le evolu-

ción temporal de los momentos. Para la varianza, definida como σ =
√
M2 −M2

1 , en virtud

de las ecuaciones anteriores, el comportamiento asintótico queda dado por

σ (n) −→ Cκ̃ (n) = C

n∑
n′=1

κ
(
n′
)
, (5.13)

donde C es una constante que depende de las condiciones iniciales. A continuación se estudia

el caso particular en que la función κ̃ (n) se toma como una potencia de n.

5.3.2. Ley de Potencias

Se estudia ahora el caso particular en que κ (n) depende de n como una ley de potencias

κ (n) = n−α. (5.14)

Introduciendo esta definición en las expresiones obtenidas anteriormente para los momen-

tos, es posible llegar a una expresión para el comportamiento asintótico de la varianza σ,

pudiéndose distinguir entre dos casos fundamentalmente distintos según sea α mayor o me-

nor que la unidad.

α > 1

En este caso se encuentra que σ converge hacia un ĺımite cuando t→ ∞ y la distribución

de probabilidad va dejando de ensancharse con el transcurso del tiempo, tendiendo a quedar

localizada en el espacio de momentos. El tipo de localización de la distribución de probabilidad

en el espacio de momentos, decae mas lento que una exponencial y es de tipo función de Bessel,

como se puede confirmar tomando como condición inicial am (0) = δm0 en la ecuación 5.10

Pl (n) = |Jl (n) |2. (5.15)

α ≤ 1
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En este caso la varianza del sistema crece de manera no acotada con n, comportándose

de la siguiente manera

σ (n) ∼ { n1−α si α < 1

ln (n) si α = 1
, (5.16)

por lo que se observa toda una gama de crecimientos asintóticos para la varianza a tiempos

largos al ir variando el parámetro α que se resumen en la tabla de la figura 5.1.

α < 0 super-baĺıstico

α = 0 baĺıstico

0 < α = 1
2 sub-baĺıstico

α = 1
2 difusivo

1
2 < α < 1 sub-difusivo

α = 1 logaŕıtmico

α > 1 valor asintótico

Figura 5.1: Comportamiento de la varianza en función de α para la resonancia primaria.

Es razonable que en el caso α > 1 la distribución de probabilidad se ensanche más

rápido que para el QKR estándar, dado que para este valor del parámetro la intensidad de

la excitación crece con el tiempo.

Los resultados recién enunciados se pueden verificar mediante simulaciones numéricas. En

la figura 5.2, se muestran los perfiles de la distribución de probabilidad en el momento luego

de transcurrido un tiempo n = 300 para distintos valores del parámetro α, partiendo de una

condición inicial am (0) = δm0 (de manera tal de producir una evolución simétrica). En la

sucesión de figuras se puede observar como, a medida que α aumenta, la velocidad con la que

se ensancha la distribución disminuye, la distribución es más angosta y los dos picos extremos

se encuentran más juntos. Es posible verificar también como para el caso α = 1
2 , si bien la

varianza crece como σ ∼ t
1
2 , la distribución de probabilidad no corresponde a una distribución

Gaussiana. Esto se debe a que la evolución se debe a un proceso cuántico coherente y no a

un comportamiento difusivo clásico. En el caso extremo en que α > 1 la distribución queda

restringida a un intervalo pequeño alrededor de su valor inicial. Los perfiles de la distribución

que aqúı se presentan son cualitativamente similares a los obtenidos en las referencias [35, 36]

para la caminata cuántica.

Es importante señalar que la forma espećıfica para la secuencia κ (n) elegida no es im-

prescindible para obtener un comportamiento cualitativamente similar al recién descrito. La

forma asintótica de σ (n) está determinada por la ecuación 5.13 y depende de la forma cua-

litativa de κ (n). Si κ (n) → 0 el crecimiento de σ (n) no puede ser mas rápido que en el

caso baĺıstico. Si κ (n) 9 0 pero se mantiene acotado, el crecimiento de σ (n) es baĺıstico.

Finalmente, cuando κ (n) no está acotado, el crecimiento de la varianza es super-baĺıstico.
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Figura 5.2: Distribución de probabilidad Pm luego de transcurrido un tiempo n = 300 para

distintos valores de α
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5.4. Resonancias Secundarias

En el caso de las resonancias secundarias, la evolución en un intervalo T debida al rotor

libre no coincide con la identidad, por lo que el operador de evolución UT (n) ya no coincide

con UK (n) y por lo tanto no es diagonal en la base de posición angular. Ya no es posible

entonces integrar el mapa discreto anaĺıticamente como en el caso de las resonancias primarias.

El problema se estudia numéricamente, obteniéndose resultados cualitativamente similares a

los de la sección anterior. A los efectos de realizar el estudio numérico, se toma κ (n) como

una ley de potencias κ (n) ∼ n−α. Se desea observar la dependencia de la evolución temporal

de los momentos estad́ısticos en función del parámetro α que determina a κ (n).

La figura 5.3 muestra la evolución temporal de el segundo momento estad́ıstico para

distintos valores de α, para la resonancias secundarias p/q = 2/5 y p/q = 1/3, a partir de

la condición inicial al (0) = δl0. Se puede apreciar que para tiempos largos, dependiendo del

valor de α elegido, la evolución de la función de onda tiende o bien a un estado localizado en

el espacio de momentos (en cuyo caso M2 (n) tiende a una constante cuando n→ ∞), o bien

el segundo momento se comporta asintóticamente como una ley de potencias M2 (n) ∼ nγ
′
.
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Figura 5.3: Evolución temporal del segundo momento en traza logaŕıtmica para distintos

valores de α.

De las simulaciones numéricas, ajustando la evolución a tiempos largos del segundo mo-

mento a una ley de potencias de la forma M2 (n) ∼ nγ
′
, se obtienen los distintos tipos de

comportamiento que puede presentar el sistema al variar el parámetro α. Los resultados para

la resonancia p/q = 2/5 se presentan en la tabla 5.4, donde se muestra valores aproximados

de los umbrales en α que separan los distintos tipos de comportamiento.

Tanto en la resonancia primaria como en las secundarias se encuentra que el exponente

de la ley de potencias que presenta el segundo momento para tiempos largos crece a medida

que α aumenta en módulo, para α < 0. Es decir, a medida que aumenta la tasa con la que

la intensidad de la excitación crece en el tiempo, mayor es la velocidad con la que crece el
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α < 0 super-baĺıstico

α = 0 baĺıstico

0 < α . 0,1 sub-baĺıstico

α w 0,1 difusivo

0,1 . α . 0,2 sub-difusivo

α & 0,2 localizado

Figura 5.4: Comportamiento de la varianza en función de α para la resonancia secundaria.

segundo momento. Es interesante que para α > 0 la intensidad de la excitación disminuye con

el tiempo y sin embargo, para α menores a algún valor umbral, aún aśı el segundo momento

crece. Una vez que α supera ese valor umbral se encuentra localización de la función de onda

en el espacio de momentos.
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Caṕıtulo 6

Quantum Kicked Rotor de dos

niveles

6.1. Introducción

En este caṕıtulo se estudia una variación delQuantum Kicked Rotor que se obtiene a partir

de la implementación atómico-óptica de este modelo presentada en las referencias [37, 32, 38].

Dicha implementación consiste en someter una nube diluida de átomos de dos niveles a una

onda laser estacionaria, pulsada periódicamente en el tiempo, donde además se supone que el

movimiento de los átomos es unidimensional. Para obtener un modelo equivalente al del QKR

a partir de este sistema, los autores eliminan el estado excitado del átomo del Hamiltoniano

del sistema, para lo cual se recurre a una cierta aproximación conocida como aproximación

adiabática [39]. El modelo obtenido por los autores es de hecho levemente distinto al QKR

debido a que el movimiento de las part́ıculas sucede en una ĺınea y por lo tanto no es descrito

por una coordenada angular como en el caso del QKR. Esto tiene como consecuencia que

el momento de las part́ıculas no estará discretizado como en el caso del momento angular

del rotor y en principio entonces el modelo no seŕıa equivalente al del QKR. Se verá más

adelante que debido a que el potencial al cual están sometidas las part́ıculas es espacialmente

periódico, es posible llegar a una descripción equivalente a la del QKR descomponiendo las

coordenadas del sistema en componentes continuas y discretas.

El modelo que se estudia en este caṕıtulo consiste en no tomar la aproximación adiabáti-

ca que permite eliminar el nivel atómico excitado, considerándose entonces el átomo de dos

niveles en su totalidad, en presencia de la onda laser estacionaria, la cual es pulsada pe-

riódicamente en el tiempo de manera tal de tener la excitación impulsiva tipo tren de deltas.

Llamamos a este sistema Quantum Kicked Rotor de dos niveles (QKR2L de ahora en más). El

modelo obtenido presenta un espectro continuo de valores del operador momento, dado que

el movimiento de los átomos sucede a lo largo de una ĺınea recta y no está descrito por una

variable angular como en el caso del QKR. Sin embargo, dado que el potencial es periódico, se

verá que descomponiendo las coordenadas del sistema en componentes continuas y discretas
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se obtiene una descripción de la dinámica temporal de este modelo en términos de un mapa

discreto similar al del QKR usual. A partir de una expresión para el operador evolución del

sistema y de su correspondiente mapa discreto (teniendo en cuenta la descomposición de

coordenadas explicada precedentemente), se realiza un estudio de la evolución temporal del

sistema.

Un sistema similar al aqúı propuesto fue estudiado por Scharf en [40], donde se estudia

una part́ıcula de esṕın 1/2 bajo la influencia de un potencial genérico V (θ) el cual es pulsado

impulsivamente de manera periódica. En dicho trabajo se estudia el fenómeno de localización

dinámica mediante un mapeo con el modelo tight binding correspondiente, de manera similar

al tratamiento del apéndice A. También se estudian fenómenos de de-localización y de reso-

nancia mediante las propiedades espectrales de la matriz de Floquet del sistema.

En este trabajo se estudia la dinámica del QKR2L en términos de los parámetros del

modelo, y en particular la evolución temporal del segundo momento estad́ıstico de la distri-

bución de probabilidad en el espacio de momentos, contrastando los resultado obtenidos con

aquellos conocidos para el QKR usual. En particular, se encuentra que el sistema también

presenta en ciertos casos un comportamiento resonante. Sin embargo, se encuentran algunos

fenómenos nuevos en términos del comportamiento en el espacio de parámetros con respecto

a lo que sucede en el QKR o el modelo estudiado por Scharf, dado que el modelo del QKR

de dos niveles incluye un parámetro independiente debido a la diferencia de enerǵıa entre los

niveles atómicos, que no aparece en los otros dos modelos. En este caṕıtulo se describe la

obtención del Hamiltoniano del QKR de dos niveles a partir del Hamiltoniano atómico, y a

partir de este se halla el mapa de Floquet correspondiente y su expresión en el espacio de

momentos. En el caṕıtulo siguiente se estudia anaĺıtica y numéricamente la evolución tempo-

ral del sistema para ciertos valores de los parámetros.

Se debe notar que al considerar que es posible que el átomo acceda al nivel excitado,

para describir la situación f́ısica de manera realista es necesario considerar el decaimiento

espontaneo del nivel excitado al nivel base, con la correspondiente emisión de un fotón [41].

Este proceso introduce decoherencia en el sistema. En este trabajo se estudia la evolución

coherente del sistema, siendo la principal motivación evaluar del punto de vista teórico las

similitudes entre este nuevo sistema y el Quantum Kicked Rotor estándar y la caminata

cuántica. El estudio de la decoherencia introducida por este fenómeno, sin embargo, no ca-

rece de interés y se deja como trabajo a futuro. Algunas perspectivas con respecto a este

estudio se mencionan en el último caṕıtulo de esta tesis. En este marco, es interesante contar

primero con un conocimiento del comportamiento coherente del sistema para comparar luego

con la dinámica no coherente.

En la siguiente sección se obtiene el Hamiltoniano del QKR a partir del Hamiltoniano

que describe la interacción entre un átomo de dos niveles y dos ondas monocromáticas. En

la tercera sección se obtiene el operador de Floquet de la evolución del sistema y sus ele-

mentos de matriz en la representación de momento angular. También se describe como es

conveniente en este caso descomponer los operadores de posición y momento en términos de

sus componentes discretas y continuas, dado que el Hamiltoniano es periódico en el espacio.
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6.2. Hamiltoniano atómico-óptico

Se comienza por considerar un átomo de dos niveles interactuando con dos ondas mo-

nocromáticas de la misma frecuencia, propagándose en sentidos opuestos, de manera tal de

generar una onda estacionaria. A partir de este modelo se desea obtener, mediante una trans-

formación del espacio de estados, un Hamiltoniano similar al del QKR pero con dos grados

de libertad internos (los niveles atómicos en este caso) además de la coordenada traslacional.

Si luego se toma que la intensidad de las ondas monocromáticas tiene una dependencia tem-

poral tipo tren de deltas de Dirac, se obtiene la interacción periódica impulsiva caracteŕıstica

del QKR. El procedimiento a seguir es aquel que se presenta en las referencias [37, 38], con

la diferencia de que alĺı se considera una aproximación extra que permite eliminar el estado

excitado del átomo de la dinámica del sistema.

El hamiltoniano de un átomo de dos niveles interactuando con una onda monocromática

es de la forma

H = HO +HL, (6.1)

siendo

HO =
p2

2m
+

~ω0

2
(|e⟩⟨e| − |g⟩⟨g|) (6.2)

el hamiltoniano correspondiente a un átomo de dos niveles |e⟩ y |g⟩, donde el nivel excitado |e⟩
se encuentra una enerǵıa ~ω0 por arriba del estado base |g⟩. La coordenada z y su momento

conjugado p describen el movimiento unidimensional del centro de masa del átomo, teniéndose

entonces un término debido a la enerǵıa cinética del átomo y otro debido a la enerǵıa de cada

uno de los niveles atómicos.

HL corresponde al potencial debido a la interacción del átomo con dos ondas laser de

igual frecuencia propagándose en sentidos opuestos, donde se supone que la intensidad del

laser es tal que la interacción puede considerarse clásica:

HL = ~Ω1 cos (kLz − ωLt+Φ1) (|e⟩⟨g|+ |g⟩⟨e|)
+ ~Ω2 cos (kLz + ωLt+Φ2) (|e⟩⟨g|+ |g⟩⟨e|) .

(6.3)

Realizando la aproximación de onda rotatoria (ver apéndice D) se tiene

HL = ~Ω1
2

(
ei(kLz−ωLt+Φ1)|e⟩⟨g|+ e−i(kLz−ωLt+Φ1)|g⟩⟨e|

)
+ ~Ω2

2

(
e−i(kLz+ωLt+Φ2)|e⟩⟨g|+ ei(kLz+ωLt+Φ2)|g⟩⟨e|

)
.

(6.4)

Tomando las frecuencias de Rabi Ω1 = −Ω2 = Ω se tiene entonces

HL = ~Ωcos (kLz +Φs)
(
e−i(ωLt+Φd)|e⟩⟨g|+ ei(ωLt+Φd)|g⟩⟨e|

)
, (6.5)

con Φs = (Φ1 +Φ2) /2 y Φd = (Φ1 − Φ2) /2. Estas fases se pueden eliminar trasladando

apropiadamente los oŕıgenes el tiempo y de la coordenada z, obteniéndose
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HL = ~Ωcos (kLz)
(
e−iωLt|e⟩⟨g|+ eiωLt|g⟩⟨e|

)
. (6.6)

Es posible obtener a partir de esta última expresión un hamiltoniano independiente del

tiempo considerando una transformación unitaria dependiente del tiempo U (t) del espacio

de estados. Realizando una transformación de este tipo el hamiltoniano se transforma como:

H ′ = i~
dU

dt
U † + UHU †. (6.7)

Tomando ahora la transformación unitaria

U (t) = ei(ωL|e⟩⟨e|−
ω0
2
(|e⟩⟨e|+|g⟩⟨g|))t = ei(ω0−

ωL
2 )t|e⟩⟨e|+ e−i

ωL
2

t|g⟩⟨g|, (6.8)

se tiene

dU

dt
U † = −~

(
ωL|e⟩⟨e| −

ω0

2
(|e⟩⟨e|+ |g⟩⟨g|)

)
(6.9)

y el hamiltoniano finalmente queda

H =
p2

2m
+ ~∆|e⟩⟨e|+ ~Ωcos (kLz) (|e⟩⟨g|+ |g⟩⟨e|) , (6.10)

que es independiente del tiempo como se buscaba. ∆ = ω0 − ωL es el detuning entre la

frecuencia del laser y la frecuencia asociada a la transición atómica. Se ha logrado pues,

mediante la aproximación de onda rotatoria y una transformación unitaria del espacio de

estados, eliminar de H la dependencia en el tiempo y el término |g⟩⟨g|.
El procedimiento seguido hasta ahora es aquel encontrado en las referencias [37, 38]. Es a

partir de esta última expresión que en dicha referencia se obtiene el Hamiltoniano del QKR

mediante la aproximación adiabática [39] que permite eliminar el estado atómico excitado de

la dinámica del sistema.

Para obtener un sistema con una excitación similar a la del QKR, correspondiente al QKR

de dos niveles que se estudiara en este caṕıtulo, es necesario considerar que la frecuencia de

Rabi de las ondas monocromáticas depende del tiempo como un tren de deltas de Dirac de

periodo T

Ω (t) = Ω0δT (t) . (6.11)

Finalmente, se obtiene el Hamiltoniano del Quantum Kicked Rotor de dos niveles como

H = ~∆|e⟩⟨e|+ p2

2M
+KδT (t) cos (kLz) (|e⟩⟨g|+ |g⟩⟨e|) . (6.12)
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6.3. Obtención del mapa

6.3.1. Operador Evolución

La evolución temporal del QKR de dos niveles está dada por la ecuación de Schroedinger

con el Hamiltoniano obtenido en la sección precedente, dado por la ecuación 6.12. Se desea

estudiar la evolución temporal de la función de onda y de los momentos estad́ısticos de

la distribución de probabilidad en el espacio de momentos. Dado que el Hamiltoniano del

sistema es periódico en el tiempo es posible aplicar la teoŕıa de Floquet para obtener una

expresión de la evolución temporal del sistema en términos de un mapa en tiempo discreto

y de un operador de Floquet. Esta expresión es útil, por ejemplo, para realizar simulaciones

numéricas del sistema, y también será utilizada en algunos casos para obtener resultados

anaĺıticos. En esta sección se obtiene, a partir del Hamiltoniano precisado anteriormente, el

operador de Floquet del sistema y una expresión para el mapa en el espacio de momentos.

El tratamiento es muy similar al realizado para el QKR usual en la sección 3.3. La principal

diferencia radica en que, al considerarse en este caso una coordenada lineal y no angular,

el espectro del momento correspondiente no será discreto. Se verá que, descomponiendo los

operadores en componentes discretas y cont́ınuas, es posible llegar a resultados análogos a

los del QKR.

De manera análoga entonces a lo visto en la sección 3.3, el Hamiltoniano del QKR de

dos niveles puede descomponerse como un término correspondiente a la evolución libre del

sistema atómico, y otro correspondiente a la excitación que perturba el sistema de manera

impulsiva periódicamente:

H (t) = H0 + V (t) , (6.13)

siendo H0 el hamiltoniano correspondiente al sistema libre

H0 = ~∆|e⟩⟨e|+ p2

2M
(6.14)

y V (t) el término correspondiente a la excitación

V (t) = KδT (t) cos (kLz) (|e⟩⟨g|+ |g⟩⟨e|) . (6.15)

Como se vio en la sección 3.3, el operador de Floquet UT es responsable por la evolución

temporal del sistema entre los tiempos nT+ y (n+ 1)T+

|ψ
(
(n+ 1)T−)⟩ = UT |ψ

(
nT−)⟩. (6.16)

Al igual que en el caso del QKR, dado que la perturbación actúa impulsivamente, la

evolución del sistema entre los instantes nT+ y (n+ 1)T− se deberá únicamente al Hamilto-

niano libre. La acción de la perturbación V (t) afecta la evolución del sistema únicamente en

el intervalo entre nT− y nT+. El operador de Floquet puede entonces descomponerse como
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UT = ULUK , (6.17)

donde UL es el operador evolución asociado a la evolución del sistema en el intervalo entre

nT+ y (n+ 1)T− y UK entre nT− y nT+. La evolución en el intervalo entre nT+ y (n+ 1)T−

está dada por la ecuación de Schroedinger debida únicamente al Hamiltoniano H0, el cual no

depende del tiempo. Por lo tanto, el operador evolución UL será

UL = e
− i

~

(
∆~|e⟩⟨e|+ p2

2M

)
T
. (6.18)

Realizando un procedimiento análogo al expuesto en la sección 3.3, se halla el operador

UK

UK = e−iK cos(kLz)(|e⟩⟨g|+|g⟩⟨e|) = e−iK~ cos(kLz)σ1 , (6.19)

donde σ1 es el operador asociado a la matriz de Pauli definida generalmente como σx,

σ1 = |e⟩⟨g|+ |g⟩⟨e| (6.20)

Estos operadores se pueden dar en forma matricial proyectando en la base {|e⟩, |g⟩} del

espacio de niveles atómicos, donde en las siguientes expresiones p y z son operadores actuando

sobre el espacio de Hilbert de la posición del centro de masa de la part́ıcula. En estos términos,

el operador UL queda:

UL =

(
e−i∆T 0

0 1

)
e−i p2

2M~T (6.21)

Para hallar la expresión matricial de UK se utiliza la siguiente propiedad de las matrices

de Pauli

eiaσ = I cos (a) + i sin (a)σ. (6.22)

Se tiene entonces que

UK = I cos

(
K

~
cos (kLz)

)
− iσ1 sin

(
K

~
cos (kLz)

)
. (6.23)

Se desea ahora hallar los elementos de matriz de los operadores UL y UK en el espacio

de momentos, de manera tal de tener una expresión del mapa discreto dado por la ecuación

6.16 en el espacio de momentos.
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6.3.2. Cuasimomento

Como el potencial es periódico, es posible separar los operadores z y p en componentes

discretas y cont́ınuas de la siguiente manera

z = k−1
L (2πl + θ) (6.24)

p = ~kL (k + β) , (6.25)

donde los autovalores de l y k son enteros, los autovalores de θ pertenecen al intervalo [0, 2π)

y los de β al intervalo [−1/2, 1/2). Esta representación es conveniente dado que, como el

potencial es periódico en la variable z, se puede ver que el Hamiltoniano del sistema conmuta

con el operador β. Por lo tanto, β será una constante del movimiento, es decir que los

subespacios con β determinado evolucionan independientemente: si se parte de un estado

combinación lineal de autovectores de β correspondientes al mismo autovalor, el estado del

sistema será para todo tiempo combinación lineal de autovectores de β correspondientes al

mismo autovalor. En resumen, los subespacios con β determinado son invariantes bajo la

acción repetida del operador de Floquet UT .

Los autovectores del operador p pueden escribirse en términos de los autovectores de los

operadores k y β de la siguiente manera

p|k + β⟩ = ~kL (k + β) |k + β⟩. (6.26)

Los vectores de la forma |k + β⟩ forman por lo tanto una base del espacio de estados. Un

subespacio con β determinado consta de autovectores del operador p cuyos autovalores difieren

entre si por un múltiplo entero de ~kL. Variando k únicamente se obtiene una base de vectores

de cada subespacio con β dado. Esta base es discreta, por lo que si se restringe la evolución del

sistema a un subespacio con β dado, es posible expresar el sistema en términos de una base

discreta, y aśı obtener un mapa análogo al mapa para la evolución en el espacio de momentos

del QKR usual. Esto es especialmente significativo a los efectos de realizar simulaciones

numéricas del sistema, para lo cual es sumamente útil contar con una discretización del

espacio de estados. A continuación se obtiene dicho mapa en términos de esta representación.

6.3.3. Mapa en el espacio de momentos

En función de las definiciones anteriores, la proyección de un autovector de el operador p

sobre un autovector de z queda

⟨z|p⟩ = ⟨z|j + β⟩ =
√
kL
2π
ei(j+β)kLz. (6.27)

Además, la relación de clausura en z puede expresarse en términos de θ y l,
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I =

∫ ∞

−∞
dz|z⟩⟨z| =

∞∑
l=−∞

∫ 2π

0

dθ

kL
|k−1

L (2πl + θ)⟩⟨k−1
L (2πl + θ)|. (6.28)

Se calcula entonces el elemento de matriz en el espacio de momentos de UK , que sólo

depende del operador z (UK = UK (z))

⟨p′|UK (z) |p⟩ = ⟨k′ + β′|UK (z) |k + β⟩ =
∫ ∞

−∞
dz⟨k′ + β′|UK (z) |z⟩⟨z||k + β⟩ (6.29)

Usando que UK (z) = UK

(
k−1
L (2πl + θ)

)
= UK

(
k−1
L θ
)
(dado que UK (z) es periódico en

z con peŕıodo 2πk−1
L ) y expresando la clausura en términos de θ y l se tiene

⟨k′ + β′|UK (z) |k + β⟩ =
∞∑

l=−∞

∫ 2π

0

dθ

kL
UK

(
k−1
L θ
)
⟨k′ + β′|k−1

L (2πl + θ)⟩⟨k−1
L (2πl + θ)|k + β⟩.

(6.30)

En virtud de la relación 6.27

⟨k−1
L (2πl + θ)|k + β⟩ =

√
kL
2π
eiθ(k+β)eiβ2πl, (6.31)

se tiene

⟨k′ + β′|UK (z) |k + β⟩ =
∞∑

l=−∞

∫ 2π

0

dθ

2π
UK

(
k−1
L θ
)
eiθ(k+β−k′−β′)ei(β−β′)2πl. (6.32)

La sumatoria en la variable l contribuye con una delta de Dirac

∞∑
l=−∞

ei(β−β′)2πl = δ
(
β − β′

)
, (6.33)

por lo que el elemento de matriz queda

⟨k′ + β′|UK (z) |k + β⟩ = δ
(
β − β′

) ∫ 2π

0

dθ

2π
UK

(
k−1
L θ
)
eiθ(k−k′). (6.34)

Combinando este resultado con la ecuación 6.23 y utilizando la siguiente expresión para

las funciones de Bessel

Jn (x) i
n =

∫ 2π

0

dθ

2π
e−ix cos(θ)e−inθ, (6.35)

se obtiene finalmente la matriz ⟨k′ + β′|UK (z) |k + β⟩
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⟨k′ + β′|UK (z) |k + β⟩ = δ (β − β′) [I 1
2

(
Jk−k′

(−K
~
)
ik−k′ + Jk−k′

(
K
~
)
ik−k′

)
− σ1

1
2

(
Jk−k′

(−K
~
)
ik−k′ − Jk−k′

(
K
~
)
ik−k′

)
]

. (6.36)

La matriz correspondiente a la evolución libre ya es diagonal en la representación de

momento

⟨k′ + β′|UL (z) |k + β⟩ =

(
e−i∆T 0

0 1

)
⟨k′ + β′|e−i p2

2M~T |k + β⟩

=

(
e−i∆T 0

0 1

)
e−i

(k+β)2k2L~
2M

T δkk′δ (β − β′)

. (6.37)

Las ecuaciones anteriores muestran que las evoluciones de subespacios con β diferente no

se acoplan entre śı. De ahora en más se restringe el estudio a la evolución en un subespacio

con un valor de β fijo. La función de onda en el espacio de momentos puede escribirse como

el vector columna

Ψβ (k, n) =

(
⟨k + β, e|Ψ(n)⟩
⟨k + β, g|Ψ(n)⟩

)
=

(
Ψe

β (k, n)

Ψg
β (k, n)

)
, (6.38)

donde el ı́ndice n nuevamente refiere al tiempo medido en unidades del peŕıodo T de manera

que t = nT .

La evolución temporal en un subespacio con β dado es de la forma

Ψβ

(
k′, n+ 1

)
=
∑
k

UT (β)k′k Ψβ (k, n) , (6.39)

donde la matriz UT (β)k′k está dada por

UT (β)k′k =(
(Jk−k′ (−κ) + Jk−k′ (κ)) e

−i∆̃ − (Jk−k′ (−κ)− Jk−k′ (κ)) e
−i∆̃

− (Jk−k′ (−κ)− Jk−k′ (κ)) Jk−k′ (−κ) + Jk−k′ (κ)

)
ik−k′

2 e−i(k′+β)2τ

(6.40)

y se definieron los parámetros adimensionados

κ =
K

~
(6.41)

τ =
k2L~
2M

T (6.42)

∆̃ = ∆T. (6.43)
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A diferencia del QKR común, en este caso la dinámica del sistema depende de tres paráme-

tros adimensionados independientes. Dos de ellos, κ y τ , coinciden con los parámetros adimen-

sionados del QKR. El parámetro ∆̃ aparece debido a que es necesario especificar la diferencia

de enerǵıa entre los niveles atómicos y no tiene análogo en el modelo del QKR.

Es de interés estudiar cualitativamente la evolución temporal del sistema, y en particular

de los momentos estad́ısticos de la distribución de probabilidad en el espacio de momentos,

en términos de los distintos valores que pueden tomar estos parámetros. Se desea a su vez

comparar el comportamiento de este sistema, en lo que respecta a la evolución de los mo-

mentos, con el del QKR usual. También es de interés estudiar la evolución temporal de las

probabilidades de ocupación de los estados del átomo, aunque estas magnitudes no tienen

análogo con el QKR.

El mapa en el espacio de momento recién obtenido permite realizar simulaciones numéri-

cas del sistema de manera sencilla, iterando la aplicación de una matriz a un vector de estados

discreto. Es este el procedimiento utilizado para realizar las simulaciones numéricas que se

presentan en el caṕıtulo siguiente, en el cual se estudia la evolución temporal del Quantum

Kicked Rotor de dos niveles para distintos valores de los parámetros del sistema.

6.4. Probabilidades de Ocupación y Momentos Estad́ısticos

A partir del mapa hallado en la sección anterior, es posible obtener el vector de onda del

sistema en función del tiempo. Conocido el vector de onda, es de interés obtener la evolución

temporal de las variables f́ısicas del sistema: las probabilidades de ocupación de los estados

excitado y base del átomo y los valores esperados de el momento y la enerǵıa.

La densidad de probabilidad de observar a la part́ıcula en el estado excitado/base con

momento p = ~kL (k + β), en un tiempo n, está dada por

Pe (β, k, n) = |Ψe
β (k, n) |2

Pg (β, k, n) = |Ψg
β (k, n) |

2
. (6.44)

Por lo tanto, la probabilidad de medir a la part́ıcula en el estado excitado/base está dada por

Pe (n) =

∞∑
k=−∞

∫ 1/2

−1/2
dβPe (β, k, n)

Pg (n) =

∞∑
k=−∞

∫ 1/2

−1/2
dβPg (β, k, n) .

(6.45)

La densidad de probabilidad de observar a la part́ıcula con momento ~kL (k + β) está dada

por

P (β, k, n) = Pe (β, k, n) + Pg (β, k, n) . (6.46)

El valor esperado del momento está dado por
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< p > = ⟨Ψ(n)|p|Ψ(n)⟩ (6.47)

=
∑
i=e,g

∞∑
k−∞

∫ 1/2

−1/2
dβ⟨Ψ(n)|p|k + β, i⟩⟨k + β, i|Ψ(n)⟩

= ~kLM1 (n) .

dondeM1 (n) es el primer momento estad́ıstico de la distribución de probabilidad en el espacio

de momentos

M1 (n) =

∫ 1/2

−1/2
dβ

∞∑
k−∞

(k + β)P (β, k, n) . (6.48)

El valor esperado de la enerǵıa cinética del átomo está dado por

⟨ p
2

2m
⟩ =

1

2m
⟨Ψ(n)|p2|Ψ(n)⟩ (6.49)

=
1

2m

∑
i=e,g

∞∑
k−∞

∫ 1/2

−1/2
dβ⟨Ψ(n)|p2|k + β, i⟩⟨k + β, i|Ψ(n)⟩

=
1

2m
(~kL)2M2 (n) ,

donde M2 (n) es el segundo momento estad́ıstico de la distribución de probabilidad en el

espacio de momentos

M1 (n) =

∫ 1/2

−1/2
dβ

∞∑
k−∞

(k + β)2 P (β, k, n) . (6.50)

En el siguiente caṕıtulo se utiliza el mapa dado por la matriz 6.40 para estudiar, anaĺıtica

y numéricamente, la evolución temporal de estas magnitudes.
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Caṕıtulo 7

Evolución Resonante del Quantum

Kicked Rotor de dos niveles en el

subespacio β = 0

7.1. Introducción

En este caṕıtulo se estudia la evolución temporal del Quantum Kicked Rotor de dos

niveles, restringida al subespacio β = 0, para distintos valores de los tres parámetros adi-

mensionados que definen las ecuaciones dinámicas del sistema. Es posible restringir el estudio

de la dinámica a este subespacio dado que, como se vio en el caṕıtulo anterior, la evolución

temporal de cada subespacio con β dado es independiente de la de los demás. Para uno de

estos subespacios la evolución del sistema está descrita por el mapa obtenido en el caṕıtulo

anterior dado por la ecuación 6.39. A partir de este mapa, se estudia la evolución temporal del

vector de onda del sistema, y en particular se estudia la evolución temporal de los momentos

estad́ısticos de la distribución de probabilidad en el espacio de momentos y de la probabilidad

de encontrar al sistema en el estado base o excitado del átomo. Para ciertos valores de los

parámetros es posible realizar un estudio anaĺıtico de la dinámica del sistema y obtener una

expresión exacta para el vector de onda y por consiguiente para los momentos estad́ısticos.

En otros casos no es posible integrar el problema anaĺıticamente por lo que se apela a un

estudio computacional mediante una iteración numérica del mapa. Los resultados obtenidos

son comparados con los conocidos para el QKR y con los trabajos realizados en las referencias

[40] y [38].

Suponer que el sistema se encuentra en un estado con β = 0 implica que el estado es una

superposición coherente de autovectores de momento con autovalores múltiplos de ~kL. En
particular, si se consideran condiciones iniciales partiendo de un estado |p = 0⟩, es decir con
momento nulo, se tiene entonces que β = 0. Si se considera la realización atómico óptica de

este sistema, debido a que la nube de átomos tiene una cierta temperatura, el estado inicial

corresponderá a una mezcla incoherente de estados con valores distribuidos en el espacio de
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momentos. La situación en que se considera que se parte de un estado inicial coherente con

momento nulo puede verse entonces como una idealización que resulta de considerar el ĺımite

en que la temperatura tiende a cero [32].

Más allá de las consideraciones con respecto a una posible realización experimental de

este modelo, aún aśı es de interés estudiar la evolución del sistema restricto a este subespacio

con el objetivo de comparar los resultados obtenidos con aquellos conocidos para el Quantum

Kicked Rotor estándar y el Quantum Walk. El estudio de la evolución temporal del sistema

a partir de una mezcla incoherente de momentos, que se obtendŕıa en una situación de tem-

peratura finita, queda, al igual que el estudio de la decoherencia introducida por la emisión

espontanea, como trabajo a futuro. Este trabajo se limita a estudiar únicamente la evolución

coherente de los sistemas considerados.

Es importante notar que el modelo del QKR2L contiene un parámetro más que el del

Kicked Rotor cuántico estándar, el parámetro ∆, por lo que se encuentran en este mode-

lo comportamientos novedosos con respecto al modelo del QKR, obtenibles al ajustar este

parámetro adicional. Además, otra novedad con respecto al modelo del QKR consiste en que

ahora la descripción del estado del átomo de dos niveles requiere un mayor número de grados

de libertad; además de describirse la posición del átomo a lo largo de una recta -lo que co-

rresponde a los grados de libertad externos del sistema- también aparecen grados de libertad

internos debido a la estructura de niveles de enerǵıa del átomo. El espacio de Hilbert del

sistema es ahora el producto tensorial entre dos espacios de Hilbert, H = Hx⊗Hc, siendo Hx

el espacio de Hilbert correspondiente a la descripción de la posición y Hc a la de los niveles

de enerǵıa. En particular, si se restringe Hx al subespacio con β = 0, el espacio de Hilbert

resultante Hs es discreto en la base |β = 0, k⟩. El espacio de Hilbert del sistema restricto a

este subespacio es Hs⊗Hc, que es el mismo en el cual está definido el modelo de la Quantum

Walk, profundizándose aún más las similitudes entre los dos modelos.

Para un sistema compuesto por dos subsistemas, puede suceder que se generen correla-

ciones entre los observables pertenecientes a cada uno de los subsistemas. Este fenómeno se

conoce como entrelazamiento o entanglement cuántico [9]. En particular es posible que un

sistema genere un estado con entrelazamiento a partir de una condición inicial no entrelaza-

da. Se puede cuantificar la magnitud de entrelazamiento generado. Una posible medida del

entanglement es la llamada entroṕıa de entrelazamiento del sistema [28, 25]. Esta se utiliza

en este trabajo para caracterizar el entanglement generado para tiempos largos para la reso-

nancia primaria τ = 2π, en función de las condiciones iniciales del sistema.

En la segunda sección de este caṕıtulo se trata la evolución del QKR2L cuando el sistema

se encuentra en la condición de resonancia primaria del QKR, τ = 2π. Se analiza, numérica y

anaĺıticamente en algunos casos, el comportamiento de la distribućıón de probabilidad en el

espacio de momentos - a través de su segundo momento estad́ıstico - y de las probabilidades

de ocupación de los estados atómicos. Se estudian los distintos reǵımenes obtenibles al va-

riar el parámetro ∆. En la tercera sección se estudia el entrelazamiento cuántico asintótico en

términos de las condiciones iniciales para la resonancia primaria. En las dos secciones siguien-

tes se estudian los casos de las resonancias secundarias y anti-resonancia en el parámetro τ .

Finalmente, el caṕıtulo concluye con una breve discusión de lo que ocurre fuera del subespacio
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β = 0 y un análisis de las diferencias y similitudes entre este modelo y el del Quantum Walk.

7.2. Resonancia primaria en el Parámetro τ

Se considera en esta sección la evolución del sistema restricto al subespacio β = 0 en

el caso en que el parámetro τ verifica la condición de resonancia primaria del QKR usual,

τ = 2π. Cuando se imponen estas dos condiciones la matriz de evolución UT (β = 0)k′k del

mapa dado por la ecuación 6.39 depende únicamente de la diferencia k′−k, por lo que el mapa

es diagonalizable mediante una transformada de Fourier. Es decir, si se expresa la ecuación de

la evolución temporal en términos de la variable θ tal como fue definida en el caṕıtulo anterior,

la evolución para distintos subespacios con θ fijo es independiente. Se realiza entonces una

transformada de Fourier discreta para volver a la variable angular:

Ψ (θ, n) =
1√
2π

∑
k

Ψβ=0 (k, n) e
iθk, (7.1)

donde Ψ (θ, n) es, al igual que Ψβ=0 (k, n), un espinor de dos componentes, Ψe (θ, n) y

Ψg (θ, n). Para volver al espacio de momentos se tiene la transformación inversa,

Ψβ=0 (k, n) =
1√
2π

∫ 2π

0
dθΨ(θ, n) e−iθk. (7.2)

La densidad de probabilidad en el espacio θ de encontrar a la part́ıcula en el estado

excitado/base está dada por

Pe (n, θ) = |Ψe (θ, n) |2

Pg (n, θ) = |Ψg (θ, n) |2, (7.3)

por lo cual las probabilidades de ocupación de los estados excitado y base quedan

Pe (n) =

∫ 2π

0
dθPe (n, θ) =

∫ 2π

0
dθ|Ψe (θ, n) |2

Pg (n) =

∫ 2π

0
dθPg (n, θ) =

∫ 2π

0
dθ|Ψg (θ, n) |2. (7.4)

Para hallar expresiones para los primer y segundo momentos estad́ısticos de la distribución

de probabilidad en el espacio de momentos, se observa que el operador momento lineal p,

restricto al subespacio β = 0, actúa sobre las funciones de onda expresadas en términos de

θ como p = −i~kL ∂
∂θ . Se obtiene entonces para los primer y segundo momentos expresiones

muy similares a las dadas por las ecuaciones 3.59
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M1 (n) =
<p>
~kL = −i

∫ 2π

0
dθΨ† (θ, t = nT )

∂Ψ(θ, t = nT )

∂θ

M2 (n) =
<p2>

(~kL)2
= −

∫ 2π

0
dθΨ† (θ, t = nT )

∂2Ψ(θ, t = nT )

∂θ2

. (7.5)

Se desea ahora estudiar la evolución temporal de las probabilidades de ocupación y de

los valores esperados apelando a las fórmulas recién expuestas. Para poder aplicar dichas

fórmulas es necesario conocer la función de onda Ψ (θ, n) para todo tiempo n. Para esto es

necesario resolver la evolución temporal del sistema, dada en el espacio de momentos por el

mapa de la ecuación 6.39 (evaluado para β = 0)

Ψβ=0

(
k′, n+ 1

)
=
∑
k

UT (β = 0)k′k Ψβ=0 (k, n) .

Multiplicando esta ecuación por eik
′θ/

√
2π y sumando en k′ entre −∞ y ∞ se tiene

Ψ (θ, n+ 1) =

∞∑
k′=−∞

eik
′θ

√
2π

Ψβ=0

(
k′, n+ 1

)
=

∞∑
k′,k=−∞

UT (β = 0)k′k
eik

′θ

√
2π

Ψβ=0 (k, n)

=

∞∑
k′,k=−∞

UT (β = 0)k′k e
i(k′−k)θ e

ikθ

√
2π

Ψβ=0 (k, n) . (7.6)

Cuando τ = 2π la matriz UT (β = 0)k′k sólo depende de la diferencia k′ − k. Entonces, es

posible reemplazar la suma en k′ por una suma en k′ − k. Se obtiene finalmente

Ψ (θ, n+ 1) = UT (θ)Ψ (θ, n) , (7.7)

donde UT (θ) está definido como

UT (θ) =

∞∑
k′−k=−∞

UT (β = 0)k′k e
i(k′−k), (7.8)

expresión que no depende de k o de k′ por separado dado que UT (β = 0)k′k = UT (β = 0)k′−k.

Para calcular UT (θ) se apela a la siguiente propiedad de las funciones de Bessel de primera

especie

eiz cos(θ) =

∞∑
u=−∞

iuJu (z) e
iuθ (7.9)

Finalmente se obtiene la matriz de Floquet en el espacio de posición angular UT (θ),
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UT (θ) =

(
e−i∆̃ cos (κ cos (θ)) −ie−i∆̃ sin (κ cos (θ))

−i sin (κ cos (θ)) cos (κ cos (θ))

)
. (7.10)

Esta matriz es la expresión en el espacio de posición del producto e−i∆T |e⟩⟨e|UK (z = θ/kL),

donde UK (z) fue definida en el caṕıtulo anterior en la ecuación 6.18. Este resultado se podŕıa

haber obtenido sin realizar la transformación de Fourier observando que cuando τ cumple la

condición de la resonancia primaria, el término en la evolución libre del átomo correspondiente

a la enerǵıa cinética del centro de masa, de la forma e−iT~
p2

2M , se comporta como la identidad

cuando actúa sobre el subespacio β = 0. Este término de la evolución libre del átomo es

diagonal en el espacio de momentos y sus componentes en la base |k + β⟩ son

⟨k + β|e−iT~
p2

2M |k + β⟩ = e−iτ(k+β)2 . (7.11)

En el caso en que β = 0 y τ = 2nπ, dado que k toma valores enteros, todos estos elementos

son iguales a 1 y el operador se comporta entonces como la identidad cuando actúa sobre el

subespacio β = 0. Por lo tanto, el operador correspondiente a la evolución libre del sistema

será de la forma UL = e−i∆T |e⟩⟨e| y el operador de Floquet, UT = ULUK queda de esta forma

diagonal en su representación en términos de z. Dado que además es periódico en z, con

periodo 1/kL, dicho operador puede expresarse únicamente en términos de la variable θ. Este

comportamiento es completamente análogo a lo que sucede con el QKR usual en resonancia

primaria. Esta situación no es exclusiva al subespacio β = 0, sino que sucede cuando existe

cierta relación entre el parámetro τ y el valor de β correspondiente al subespacio considerado.

Esta última observación se estudia con más detalle en la penúltima sección de este caṕıtulo,

donde se considera brevemente la evolución del sistema fuera del subespacio β = 0.

Utilizando el mapa en el espacio de posición angular es posible resolver la evolución

temporal del sistema y obtener la función de onda en un tiempo n a partir de condiciones

iniciales genéricas como

Ψ (θ, n) = UT (θ)nΨ(θ, n = 0) . (7.12)

Para obtener una expresión expĺıcita de Ψ (θ, n) en términos de las condiciones inicia-

les Ψ (θ, 0) es necesario conocer expĺıcitamente la matriz UT (θ)n. La matriz UT (θ) puede

escribirse como

UT (θ) = G (θ)D (θ)G (θ)† , (7.13)

donde la matriz D (θ) es una matriz diagonal conformada por los valores propios de UT (θ) y

G (θ) es una matriz unitaria conformada por los vectores propios de UT (θ). En estos términos

se tiene, para UT (θ)n

UT (θ)n = G (θ)D (θ)nG (θ)† , (7.14)
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donde D (θ)n es una matriz diagonal que consta de las potencias enésimas de los valores

propios de UT (θ).

Conocida Ψ (θ, n) es posible obtener la evolución temporal de los momentos estad́ısticos

de la distribución de probabilidad en el espacio de momentos apelando a las fórmulas

M1 (n) =
⟨J⟩
~ = −i

∫ 2π

0
dθψ∗ (θ, t = nT )

∂ψ (θ, t = nT )

∂θ

M2 (n) =
2I⟨Ho⟩

~2 =

∫ 2π

0
dθψ∗ (θ, t = nT )

∂2ψ (θ, t = nT )

∂θ2

. (7.15)

Este camino es demasiado engorroso para el estudio anaĺıtico si se considera un ∆̃ genérico.

Por este motivo, a continuación se analizan dos casos particulares especialmente significativos,

relegándose el caso general a un estudio numérico.

7.2.1. Caso ∆̃ = (2n+ 1) π - Antirresonancia

En el caso en que ∆̃ = (2n+ 1)π, con n entero, la matriz UT (θ) queda

UT (θ) =

(
− cos (κ cos (θ)) i sin (κ cos (θ))

−i sin (κ cos (θ)) cos (κ cos (θ))

)
, (7.16)

que puede escribirse en términos de las matrices de Pauli σ2 y σ3

UT (θ) = − cos (κ cos (θ))σ3 − sin (κ cos (θ))σ2 (7.17)

A partir de esta expresión es sencillo calcular UT (θ)2

UT (θ)2 = cos (κ cos (θ))2 σ23 + sin (κ cos (θ))2 σ22

+ cos (κ cos (θ)) sin (κ cos (θ)) (σ3σ2 + σ2σ3) = Id (7.18)

donde en la última igualdad se utilizó que σ23 = σ22 = Id y que el anticonmutador de las

matrices de Pauli es nulo. De esta ecuación se obtiene, para la matriz de evolución del sistema

a lo largo de un tiempo n

UT (θ)n =

{
UT (θ) si n es impar

Id si n es par
(7.19)

Por lo tanto, la evolución temporal de la función de onda Ψ (θ, n) es periódica, y está dada

por

Ψ (θ, n) =

{
UT (θ)Ψ (θ, 0) si n es impar

Ψ (θ, 0) si n es par
(7.20)
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De esto último se deduce que la evolución temporal de los momentos estad́ısticos de la distri-

bución de probabilidad será periódica. Por el mismo motivo también lo será la probabilidad

de encontrar a la part́ıcula en los estados excitado o base.

En las figuras 7.1 y 7.2 se presentan los resultados de simulaciones numéricas de la evo-

lución del sistema, realizadas mediante la iteración del mapa 6.39. La figura 7.1 presenta

la evolución temporal del segundo momento estad́ıstico y de las probabilidades de ocupa-

ción a partir de la condición inicial |Ψ(n = 0)⟩ = |k = 0, β = 0, e⟩ y κ = 10. La figura

7.2 presenta la evolución temporal de las mismas variables a partir de la condición inicial

|Ψ(n = 0)⟩ = |k = 0, β = 0, g⟩.
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Figura 7.1: Evolución temporal para τ en resonancia primaria y ∆̃ = (2n+ 1)π a partir de

la condición inicial |Ψ(n = 0)⟩ = |k = 0, β = 0, e⟩

En ambas figuras puede apreciarse la periodicidad del segundo momento y de las proba-

bilidades de ocupación. Se observa que la figura 7.2 (b) constituye la imagen especular de la

figura 7.1 (b), lo cual es consistente con las condiciones iniciales particulares elegidas.

Esta situación de anti-resonancia, ajustando el parámetro ∆̃ a un valor particular, no

tiene análogo en el QKR. No sólo debido a que el parámetro ∆̃ no aparece en el QKR sino

que además en dicho sistema la anti-resonancia se obtiene fijando el parámetro τ = π, valor

que es distinto al considerado en esta sección. Se observa entonces una nueva anti-resonancia

en la cual el parámetro τ se fija en su valor resonante del QKR y es el parámetro ∆̃ el que

se ajusta para obtener el comportamiento periódico.

Se verá en las siguientes subsecciones que para los demás valores del parámetro ∆̃, con

τ = 2π (resonancia del QKR), el QKR2L se comporta de manera conforme al comporta-

miento resonante del QKR, observándose en todos los casos un crecimiento cuadrático del

segundo momento.
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Figura 7.2: Evolución temporal para τ en resonancia primaria y ∆̃ = (2n+ 1)π a partir de

la condición inicial |Ψ(n = 0)⟩ = |k = 0, β = 0, g⟩

7.2.2. Caso ∆̃ = 2nπ

En el caso en que ∆̃ = 2nπ, con n entero, la matriz UT (θ) queda

UT (θ) =

(
cos (κ cos (θ)) −i sin (κ cos (θ))

−i sin (κ cos (θ)) cos (κ cos (θ))

)
, (7.21)

que puede escribirse en términos de la matriz de Pauli σ1 como

UT (θ) = cos (κ cos (θ)) 1− i sin (κ cos (θ))σ1 = e−iκ cos(θ)σ1 . (7.22)

A partir de esta expresión es sencillo hallar la matriz UT (θ)n responsable de la evolución

temporal del sistema

UT (θ)n = e−inκ cos(θ)σ1 , (7.23)

que en componentes queda

UT (θ)n =

(
cos (nκ cos (θ)) −i sin (nκ cos (θ))

−i sin (nκ cos (θ)) cos (nκ cos (θ))

)
. (7.24)

Apelando a a la ecuación 7.12 se obtiene la función de onda en términos de las condiciones

iniciales Ψe (θ, n = 0) y Ψg (θ, n = 0)

Ψ (θ, n) =

(
cos (nκ cos (θ))Ψe (θ, n = 0)− i sin (nκ cos (θ))Ψg (θ, n = 0)

−i sin (nκ cos (θ))Ψe (θ, n = 0) + cos (nκ cos (θ))Ψe (θ, n = 0)

)
. (7.25)
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Conocida la evolución temporal de la función de onda, es posible utilizar las expresiones

7.4 y 7.5 para obtener la evolución temporal de las probabilidades de ocupación y de los

momentos estad́ısticos.

De la ecuación anterior se obtiene la densidad de probabilidad en θ de encontrar a la

part́ıcula en el estado excitado en términos de condiciones iniciales genéricas dadas por

Ψe (θ, 0) y Ψg (θ, 0)

|Ψe (θ, n) |2 =

[
|Ψe (θ, 0) |2 + |Ψg (θ, 0) |2

]
2

+ cos (2nκ cos (θ))
[
|Ψe (θ, 0) |2 − |Ψg (θ, 0) |2

]
+ 2 sin (2nκ cos (θ)) cos (2nκ cos (θ))ℜ{iΨe (θ, 0)Ψg (θ, 0)∗}. (7.26)

De esta última expresión es posible inferir como será el comportamiento asintótico de la

probabilidad de encontrar a la part́ıcula en el estado excitado, Pe(n). Para obtener Pe (n) es

necesario integrar la ecuación anterior en θ desde 0 a 2π. La integral del primer término de

la expresión anterior es 1/2, dado que
∫
[|Ψe (θ, 0) |2 + |Ψg (θ, 0) |2]dθ = 1. Las integrales de

los últimos dos términos dan lugar a integrales de la forma

I(n) =

∫ π

0
f (θ) eing(θ)dθ. (7.27)

Para n ≫ 1, I (n) es la integral de una función supuesta regular f (θ) por una función que

oscila rápidamente. Esta integral tiende a cero cuando n tiende a infinito. Por lo tanto, las

integrales de los últimos dos términos de la ecuación 7.26 tienden a cero cuando n tiende

a infinito. Dado que una vez que se hace la integral en θ estos son los únicos términos que

dependen de las condiciones iniciales, se puede concluir que Pe (n)
n→∞

−−−−→ 1
2 independiente-

mente de la condición inicial.

En la figura 7.3 se muestra la evolución temporal de la probabilidad de ocupación del es-

tado base, obtenida mediante simulaciones numéricas, para distintas condiciones iniciales. La

figura (a) parte de la condición inicial |Ψ(t = 0)⟩ = 1√
2
(|β = 0, k = 5, e⟩+ |β = 0, k = −5, e⟩).

La figura (b) parte de la condición inicial |Ψ(t = 0)⟩ = 1√
⟨Ψ(0)|Ψ(0)⟩

∑5
k=−5 e

ike−k2/3|β = 0, k, g⟩.

La figura (c) parte de la condición inicial |Ψ(t = 0)⟩ = 1√
⟨Ψ(0)|Ψ(0)⟩

∑5
k=−5(

1
2 |β = 0, k, e⟩ +

√
3
2 |β = 0, k, g⟩). En todos los casos se observa que la probabilidad presenta una oscilación

amortiguada alrededor del valor 1/2. Que tan rápido es el decaimiento de la oscilación de-

pende de la condición inicial elegida.

Para el caso particular en que el sistema parte de una superposición de estados excitado

y base con momento nulo es posible obtener una expresión sencilla de las probabilidades de

ocupación para todo tiempo en términos de las condiciones iniciales. El vector de onda en el

instante inicial en este caso es de la forma

|Ψ(n = 0)⟩ = cos (α) |k + β = 0, e⟩+ sin (α) eiϕ|k + β = 0, g⟩, (7.28)
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Figura 7.3: Evolución temporal de la probabilidad de ocupación del estado base a partir de

distintas condiciones iniciales.

donde la superposición en términos de los ángulos α y ϕ constituye la superposición más

general posible de los dos estados. Esta condición inicial en la función de onda en θ queda,

apelando a la fórmula 7.1

Ψ (θ, n = 0) =

(
cosα√
2π

eiϕ√
2π

sinα

)
. (7.29)

Insertando esta condición inicial en la ecuación 7.26, se tiene, para la componente del vector

de onda correspondiente al estado excitado

|Ψe (θ, n) |2 =
cos2 α

2π
cos2 (nκ cos (θ)) +

1

2

sin2 α

2π
sin2 (nκ cos (θ))

+ 2
cosα sinα

2π
cos (nκ cos (θ)) sin (nκ cos (θ))ℜ{ie−iϕ}, (7.30)

que queda finalmente

|Ψe (θ, n) |2 =
1

2π

1

2
+

1

2π
cos (2nκ cos (θ))

(
cos2 α− sin2 α

)
− 2

cosα sinα

2π
cos (nκ cos (θ)) sin (nκ cos (θ))ℜ{ieiϕ} (7.31)

Para hallar la probabilidad de ocupación del estado excitado es necesario integrar en θ entre

0 y 2π (o entre −π y π) la densidad de probabilidad anterior. La integral del último término

de la expresión anterior es nula, dado que este término es impar en la variable θ alrededor de

θ = π/2. Esto se puede ver considerando el cambio de variable θ = x+ π/2

cos (nκ cos (θ)) sin (nκ cos (θ)) = cos (nκ cos (x+ π/2)) sin (nκ cos (x+ π/2))

= − cos (nκ sin (x)) sin (nκ sin (x)) , (7.32)
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donde el último miembro es una función impar en x y por lo tanto su integral entre x = −π
y x = π es igual a cero.

La integral del segundo término de la ecuación 7.31 puede obtenerse en términos de

funciones de Bessel apelando a la fórmula

1

2π

∫ 2π

0
cos (a cos (θ)) dθ = J0 (a) . (7.33)

Se obtiene entonces finalmente la probabilidad de ocupación del estado excitado en función

del tiempo y de los parámetros que determinan la condición inicial

Pe (n) =
1

2
+
J0 (2nκ)

2

(
cos2 α− sin2 α

)
. (7.34)

La probabilidad de ocupación del estado base puede obtenerse como Pg (n) = 1− Pe (n).

De estas ecuaciones se observa que ambas probabilidades de ocupación tienden a 1/2 cuando

el tiempo tiende a infinito, independientemente de las condiciones iniciales.

Para calcular el comportamiento cualitativo de los momentos estad́ısticos en función del

tiempo, es posible utilizar la expresión Ψ (θ, n) = e−inκ cos(θ)σ1Ψ(θ, n = 0) y apelar a las

fórmulas 7.5. Se tiene entonces, para dichas cantidades

M1 (n) = nκ

∫ 2π

0
dθΨ† (θ, t = 0)σ1Ψ(θ, t = 0) sin (θ) +M1 (0) (7.35)

M2 (n) = (nκ)2
∫ 2π

0
dθ|Ψ(θ, t = 0) |2 sin2 (θ)

− inκ

∫ 2π

0
dθΨ† (θ, t = 0)σ1

(
cos (θ)Ψ (θ, t = 0) + 2 sin (θ)

∂Ψ(θ, t = 0)

∂θ

)
+ M2 (0) . (7.36)

Estas expresiones son muy similares a las fórmulas correspondientes para los momentos del

QKR usual dadas por las expresiones 3.60 y 3.61, y de hecho se reducen a esas expresiones si

se sustituye σ1 por la matriz identidad. La forma cualitativa de la evolución temporal de los

momentos es entonces muy similar a la del QKR usual; el primer momento crece linealmente

con el tiempo n y el segundo de manera cuadrática. Los factores multiplicativos dependen de

la forma particular de la condición inicial. En particular, se nota que el factor que multiplica

el término cuadrático en el tiempo corresponde a la integral de una cantidad positiva y por

lo tanto será no nulo para cualquier condición inicial, situación idéntica a lo que sucede en el

QKR.

Estos resultados pueden verificarse mediante simulaciones numéricas del sistema apelando

al mapa 6.39. La figura 7.4 muestra la evolución del sistema a partir de la condición inicial

|Ψ(n = 0)⟩ = |k + β = 0, e⟩ y utilizando κ = 1.

En la figura 7.4 (a) se observa el crecimiento cuadrático del segundo momento, confirmado

por el ajuste lineal a la traza en escala logaŕıtmica (figura 7.4 (b)). Este resultado está de
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Figura 7.4: Evolución temporal de la enerǵıa cinética adimensionada (Segundo momento)

para τ en resonancia primaria y ∆̃ = 2nπ a partir de la condición inicial |Ψ(n = 0)⟩ =

|k = 0, β = 0, e⟩

acuerdo con lo esperado a partir de la ecuación 7.36. El mismo resultado se ha observado

para una variedad de condiciones iniciales, en todos los casos encontrándose un crecimiento

cuadrático del segundo momento en función del tiempo.

7.2.3. ∆̃ distinto de nπ

En las subsecciones anteriores se analizó el comportamiento del QKR de dos niveles en los

casos en que ∆̃ = nπ. Se encontró anaĺıticamente que el sistema presenta un comportamiento

periódico en el caso en que n es impar. En el caso en que n es par, se encontró, también de

manera anaĺıtica, que el sistema se comporta de manera similar al QKR en lo que respecta al

crecimiento cuadrático del segundo momento en el tiempo. Como se mencionó al principio de

este caṕıtulo, el estudio anaĺıtico de la evolución del sistema para τ en resonancia primaria

a partir del mapa 7.7 es demasiado trabajoso para ∆̃ distinto de nπ, por lo que en esta sub-

sección se muestran los resultados obtenidos al estudiar el problema mediante simulaciones

numéricas.

En lo que respecta a la evolución temporal de las probabilidades de ocupación, se ob-

servó mediante simulaciones que si se consideran condiciones iniciales con momento nulo,

(k + β = 0), para valores de ∆̃ cercanos a cero, el comportamiento es similar al caso con

∆̃ = 2nπ, donde se observa una oscilación amortiguada alrededor de un valor asintótico. A

medida que ∆̃ se acerca a π, se observó que la oscilación inicial se vuelve más prolongada

y de mayor amplitud, lo que es consistente con el hecho de que para ∆̃ = π se tiene un

comportamiento periódico. La figura muestra la evolución temporal de la probabilidad de

ocupación del estado base para distintos valores de ∆̃, en todos los casos partiendo de la

condición inicial |Ψ(0)⟩ = |k + β = 0, g⟩ y κ = 10.
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Figura 7.5: Probabilidad de ocupación del estado base para distintos valores de ∆̃ y condi-

ciones iniciales fijas

A diferencia de lo que sucede en el caso en que ∆̃ = 2nπ, se constata en las simula-

ciones que en este caso el valor asintótico de las probabilidades de ocupación no es 1/2

independientemente de la condición inicial, sino que este valor depende del estado inicial del

sistema. La figura 7.6 muestra este fenómeno para distintas condiciones iniciales de la forma

|Ψ(n = 0)⟩ = cos (α) |k + β = 0, e⟩+ sin (α) eiϕ|k + β = 0, g⟩.
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Figura 7.6: Probabilidad de ocupación del estado base para ∆̃ = π/2 y α = 0 (azul), α = π/4

(rojo), y α = π/2 (negro).

En lo que respecta a la evolución del segundo momento estad́ıstico, se observa que para

todos los casos el comportamiento a tiempos largos presenta un crecimiento cuadrático. Para

valores de ∆̃ cercanos a π, en los primeros instantes de la evolución temporal se observa una

oscilación, como se puede apreciar en la figura 7.7, producida a partir de las mismas condi-

ciones que la figura 7.5. Dicha oscilación es más prolongada y de mayor amplitud mientras

más cercano sea ∆̃ a π, pero en todos los casos a tiempos largos sobrevive el comportamiento

cuadrático, de manera análoga a lo que se observó sucede para las probabilidades de ocupa-

ción. Se concluye entonces que en lo que respecta el comportamiento del segundo momento

para τ en resonancia primaria, el crecimiento es cuadrático para casi todos los valores de ∆̃,
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observándose la anti-resonancia solo para el caso particular ∆̃ = (2n+ 1)π.
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Figura 7.7: Segundo momento para distintos valores de ∆̃ y condiciones iniciales fijas

7.3. Entrelazamiento cuántico entre los grados de libertad in-

ternos y externos

Si se considera un sistema cuántico compuesto de dos sub-sistemas, el fenómeno del entan-

glement o entrelazamiento cuántico [9] está relacionado con la aparición de correlaciones entre

observables pertenecientes a uno de los subsistemas con observables pertenecientes al otro.

En un sistema cuántico con espacio de Hilbert compuesto por el producto de dos espacios,

H = H1⊗H2, un estado |Ψ⟩ en H estará entrelazado si no puede expresarse como el producto

|Ψ⟩ = |Ψ⟩1 ⊗ |Ψ⟩2, siendo |Ψ⟩1 y |Ψ⟩2 vectores pertenecientes H1 y H2 respectivamente. Si

|Ψ⟩ pudiera expresarse como un estado producto, entonces el valor esperado de cualquier dos

observables A1 y A2, que actúen sobre H1 y H2 respectivamente, seŕıa ⟨A1A2⟩ = ⟨A1⟩⟨A2⟩ y
por lo tanto la correlación seŕıa nula.

En este marco, es interesante considerar si la evolución del QKR2L genera entrelazamien-

to a partir de una condición inicial no entrelazada. Es posible cuantificar, mediante una cierta

medida a introducir a continuación, la magnitud del entrelazamiento generado en función de

las condiciones iniciales del problema. Este entrelazamiento irá variando en el tiempo, ten-

diendo en este caso hacia un valor asintótico. Se puede hallar en particular la dependencia

de este valor asintótico con la condición inicial elegida.

El entanglement entre los grados de libertad internos y externos puede caracterizarse por

la entroṕıa de von Neumann de la matriz densidad reducida [28]. La matriz densidad de un

sistema cuántico se define como el operador

ρ = |Ψ(n)⟩ ⟨Ψ(n)| (7.37)

La matriz densidad reducida se halla tomando la traza de la matriz densidad en el espacio de

momento. Para el caso en que se considera el sistema restricto al subespacio β = 0, la base
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del espacio de momento es {|β = 0, k⟩} y la matriz densidad reducida queda

ρc =

∞∑
k=−∞

⟨β = 0, k|Ψ(n)⟩⟨Ψ(n)|β = 0, k⟩ (7.38)

Los elementos de esta matriz en la base {|e⟩, |g⟩} quedan

⟨e|ρc|e⟩ = Pe (n) , (7.39)

⟨g|ρc|g⟩ = Pg (n) (7.40)

y

⟨e|ρc|g⟩ = Q (n) =

∞∑
k=−∞

Ψe
β=0 (k, n)Ψ

g
β=0 (k, n)

∗ . (7.41)

El entrelazamiento entre el momento y los estados internos puede cuantificarse mediante la

entroṕıa de von Neuman de la matriz densidad reducida

S = −tr (ρc log2 ρc) . (7.42)

Se estudia ahora el caso en que τ = ∆ = 2nπ. Considerando condiciones iniciales locali-

zadas de la forma

(
Ψe

β=0 (k, n = 0)

Ψg
β=0 (k, n = 0)

)
=

(
cos γ

2

exp iφ sin γ
2

)
δk0, (7.43)

se desea hallar la dependencia de la entroṕıa de entrelazamiento S con los parámetros ϕ y γ

que definen la condición inicial. Utilizando los resultados de la sección anterior para el caso

en que τ = ∆ = 2nπ, se tiene para los elementos de la matriz de la densidad reducida

Pg (n) =
1

2
[1 + J0 (2nκ) cos γ] , (7.44)

Pe (n) =
1

2
[1− J0 (2nκ) cos γ] , (7.45)

Q (n) =
sin γ

2
[cosφ− i sinφJ0 (2nκ)] . (7.46)

La ecuación 7.42 se puede expresar de manera más sencilla en términos de los autovalores

λ+ y λ− de la matriz densidad reducida

S (n) = −λ+ log2 λ+ − λ− log2 λ−. (7.47)
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En términos de las probabilidades ed ocupación y de la coherencia Q (n) los autovalores

de ρc quedan

λ± =
1

2

[
1±

√
1− 4

(
Pg (n) Pe (n)− |Q (n)|2

)]
. (7.48)

Introduciendo los resultados 7.44, 7.45 y 7.46 en las ecuaciones 7.47 y 7.48 se halla la

entroṕıa de entrelazamiento en función del tiempo y la condición inicial.

De las ecuaciones 7.44, 7.45 y 7.46 se puede ver que tanto las probabilidades de ocupación

como la coherencia Q (n) tienden a un ĺımite cuando n → ∞. Para las probabilidades de

ocupación, este ĺımite es 1/2 para ambas irrespectivamente de la condición inicial, tal como

se vio en la sección anterior. En cambio, el valor asintótico de Q (n) śı depende de la condición

inicial. De esto se puede concluir que los valores propios de la matriz densidad reducida y la

entroṕıa de entrelazamiento tienden a un valor asintótico cuando n→ ∞ que depende de las

condiciones iniciales. Este valor asintótico es

λ± → Λ± =
1

2
[1± cosφ sin γ] , (7.49)

por lo que en el mismo ĺımite la entroṕıa tiende a un cierto ĺımite, S (n) → Sf , dado por

Sf = −Λ+ log2 Λ+ − Λ− log2 Λ−, (7.50)

que depende de los parámetros que determinan la condición inicial a través de la dependencia

de los valores propios en estas cantidades.

La figura 7.8 muestra la dependencia de la entroṕıa de entrelazamiento asintótica con

los parámetros φ y γ que determinan la condición inicial dada por 7.43. Para la condición

inicial φ = π/2 y/o γ = π, Q → 0 y ambos valores propios son iguales, Λ± = 1/2. En este

caso el valor asintótico de la entroṕıa de entrelazamiento adquiere su valor máximo Sf = 1.

Cuando se eligen condiciones iniciales con γ = π/2 y ϕ = 0, π, la entroṕıa tiende a cero

asintóticamente.

Se ha encontrado entonces que, para una condición inicial no entrelazada de la forma

|Ψ(0)⟩ =
(
cos
(γ
2

)
|e⟩+ sin

(γ
2 exp (iϕ)

)
|e⟩
)
|β = 0, k = 0⟩, la evolución del sistema genera

asintóticamente un estado cuyo enredo depende de los parámetros que determinan la condi-

ción inicial. Esta dependencia se cuantifica en la figura 7.8. También se encontró que para

ciertas condiciones la evolución genera, en el régimen asintótico, estados con máximo o nu-

lo entrelazamiento. Este comportamiento es similar al que se ha encontrado para el QW

en [42, 43], aunque en ese caso se encuentra que no existe condición incial localizada que

dé lugar asintóticamente a un estado no entrelazado. Esta similitud cualitativa entre la QW

y el QKR2L no es sorprendente debido a que ambos sistemas tienen el mismo espacio de

Hilbert y los mapas cuánticos de evolución de ambos sistemas son similares. Las diferencias

cuantitativas de estos resultados se deben a los detalles particulares de cada modelo.
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Figura 7.8: Entroṕıa de entrelazamiento en función de los ángulos que determinan la condición

inicial.

7.4. Resonancia Secundaria en el Parámetro τ

En la sección anterior se verificó que, dejando de lado el caso de la anti-resonancia, el

comportamiento del QKR de dos niveles en resonancia primaria (es decir con τ = 2nπ) es, en

lo que respecta a la evolución temporal de los momentos, muy similar al del QKR usual en

resonancia primaria. En esta sección se verifica que esta analoǵıa también ocurre cuando se

consideran las resonancias secundarias. Es decir, en el caso en que el parámetro τ cumple la

condición de resonancia secundaria del QKR, τ = 2π p
q , con

p
q distinto de 1/2, dado que este

caso constituye la condición de anti-resonancia del QKR y se debe analizar por separado.

De manera similar a lo que ocurre con el QKR, el caso de la resonancia secundaria

es complejo de analizar anaĺıticamente, por lo que se recurre a un estudio numérico del

sistema. Para todas las resonancias secundarias analizadas, se encontró numéricamente que

el comportamiento del sistema, en términos de la evolución temporal de la probabilidad de

ocupación y del segundo momento, es cualitativamente similar al comportamiento observado

para el caso en que τ = 2nπ y ∆̃ ̸= (2m+ 1)π. Es decir, se observó mediante simulaciones

que para todos los valores del parámetro ∆̃ el segundo momento crece cuadráticamente con el

tiempo n para tiempos largos y que las probabilidades de ocupación presentan una oscilación

amortiguada alrededor de un cierto valor asintótico que depende de las condiciones iniciales.

La figura 7.9 muestra el resultado de una simulación numérica de la evolución temporal de

estas cantidades que ejemplifica el tipo de comportamiento observado. El resultado se obtuvo a

partir de la condición inicial |Ψ(n = 0)⟩ = |k + β = 0, g⟩, para la resonancia secundaria p/q =

1/4, con parámetros ∆̃ = (3/4)π, κ = 10. Alĺı se puede apreciar como la probabilidad de

ocupación presenta un comportamiento oscilatorio amortiguado, y tiende a un valor asintótico

que se verificó depende de la condición inicial. Se puede apreciar también el crecimiento

cuadrático del segundo momento para tiempos largos.
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Figura 7.9: Evolución temporal para la resonancia secundaria p/q = 1/4, con parámetros

∆̃ = (3/4)π, κ = 10.

7.5. Anti-Resonancia en el parámetro τ

Cuando el parámetro τ toma el valor π en el QKR usual se observa el fenómeno de anti-

resonancia; la evolución del vector de onda, y por lo tanto de todas las cantidades observables,

es periódica en el tiempo. Este comportamiento no se traslada al QKR de dos niveles para

todos los valores del parámetros ∆̃. En el caso τ = π, sólo se observa el fenómeno de anti-

resonancia en el QKR de dos niveles cuando ∆̃ = 2nπ.

Este fenómeno puede explicarse de manera similar a la forma en que se demostró la

existencia de la anti-resonancia para el QKR en la sección 4.2 del caṕıtulo 3. Restringido al

subespacio β = 0, el operador de Floquet del sistema puede escribirse cómo

UT = e−i∆̃|e⟩⟨e|−iτk2e−iσ1κ cos θ, (7.51)

dónde en este caso k refiere al operador definido en la ecuación 6.25 tomando β = 0. La

primera exponencial corresponde al operador de evolución libre en un periodo y la segunda

al operador de evolución debido a la interacción impulsiva. En el caso ∆ = 0, el orden de los

operadores se puede invertir apelando a una fórmula similar a la ecuación 3.65

UT = e−iπk2e−iσ1κ cos θ = eiσ1κ cos(θ)e−iπk2 . (7.52)

Dado que el operador σ1 actúa sobre los grados de libertad internos de la part́ıcula y en

la exponencial correspondiente a la evolución libre el operador actuando sobre los grados

de libertad interno es la identidad (que por supuesto conmuta con σ1) esta propiedad es

equivalente a la fórmula 3.65. A partir de esto puede obtenerse la condición necesaria para la

anti-resonancia, U2
T = Id
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U2
T = e−iπk2e−iσ1κ cos θeiσ1κ cos(θ)e−iπk2 = e−i2πk2 = Id, (7.53)

dónde en la última igualdad se utilizó que los valores propios del operador k son enteros.

Como se ha visto anteriormente, U2
T = Id implica un comportamiento periódico del sistema

y de las magnitudes observables.

En el caso en que ∆̃ es no nulo, no se puede utilizar una ecuación análoga a 7.51 para

invertir el orden de los operadores asociados a la evolución libre y a la evolución debida a

la excitación. Esto se debe a que el operador σ1 no conmuta con el proyector |e⟩⟨e|. Para
este rango de valores del parámetro ∆ se puede ver numéricamente que, para condiciones

iniciales localizadas, el sistema presenta un comportamiento temporal del mismo tipo que

en resonancia primaria o secundaria; el momento crece cuadráticamente con el tiempo y

las probabilidades de ocupación presentan oscilaciones amortiguadas alrededor de un valor

asintótico.

7.6. Fuera del subespacio β = 0

Es interesante en este punto preguntar si los resultados expuestos en las secciones anterio-

res se pueden extender a subespacios con β no nulo. Es decir, si las condiciones de resonancia

halladas en las partes anteriores y la descripción cualitativa del comportamiento del sistema

para los distintos valores de los parámetros puede extenderse de manera inmediata a subes-

pacios con β no nulo.

Esta pregunta se aborda en [32] para el sistema que se obtiene al eliminar el estado ex-

citado de la dinámica del estado base, mediante la ya mencionada aproximación adiabática,

dando lugar al Hamiltoniano

H =
[~kL (k + β)]2

2M
+KδT (t) cos (θ) , (7.54)

donde k y β en la expresión anterior son operadores. Este Hamiltoniano es idéntico al del

QKR, con la salvedad de que la part́ıcula se mueve en la ĺınea y de ah́ı la aparición del

cuasimomento β. El sistema se reduce al QKR en el subespacio β = 0.

Restringiéndose al caso particular en que τ = lπ, con l entero, suponiendo que la evolución

se restringe a un subespacio con un β determinado no necesariamente nulo, los autores [32]

encuentran que la condición de resonancia primaria para l en ese subespacio es

l (1 + 2β) = 2m, (7.55)

para m un entero cualquiera. Esta ecuación se obtiene imponiendo la condición de reso-

nancia primaria en el QKR: que el operador que da la evolución libre entre dos patadas,
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UL = exp

(
−i [~kL(k̂+β̂)]

2

2MT~

)
, sea igual a la identidad. Se debe notar que la condición anterior

parte del supuesto τ = lπ y de imponer la condición de resonancia primaria, por lo que en

principio esta condición no necesariamente da cuenta de todas las resonancias posibles.

Los autores también hallan la condición de anti-resonancia en un subespacio con β genéri-

co, imponiendo que el operador de Floquet del sistema, UT , satisfaga U
2
T = 1. Se obtiene que

la condición de anti-resonancia es, considerando una vez mas τ = lπ

l (1 + 2β) = 2m+ 1. (7.56)

Para el caso del sistema estudiado en este trabajo, el QKR2L, las derivaciones de las

ecuaciones anteriores valen cuando ∆ = 2mπ, con m entero. En este caso ei∆|e⟩⟨e| = 1 y el

operador |e⟩⟨e| desaparece de la dinámica del sistema. El único operador que queda actuando

sobre los estados internos es σ1, que en lo que respecta a repetir las derivaciones anteriores

se comporta como un número; conmuta con todos los demás operadores dado que estos

son proporcionales a la identidad en el espacio de estados internos del átomo. Por lo tanto,

cuando ∆ = 2mπ, las condiciones 7.55 y 7.56 también valen para el sistema considerado en

este trabajo. Cuando ∆ ̸= 2mπ, el proyector |e⟩⟨e| no desaparece de la dinámica del sistema

y, debido a que este no conmuta con σ1, las condiciones anteriores no se cumplen.

De esto se concluye que un estudio más exhaustivo de las resonancias y el comportamiento

general en el espacio de parámetros para subespacios con β no nulo es complejo, y queda

relegado a trabajo futuro.

7.7. Comparación con la Quantum Walk

Como ya fuera mencionado en la introducción, el espacio de Hilbert del QKR2L reducido

al subespacio con β = 0, dado por el producto tensorial entre el espacio Hs recorrido por la

base discreta {|β = 0, k⟩} y el espacio Hc recorrido por los vectores {|e⟩, |g⟩}, es el mismo que

de la Quantum Walk. Además, el QKR2L presenta un crecimiento cuadrático del segundo

momento en ciertas condiciones, igual que el QW. En vista de estas similitudes entre los dos

sistemas, es interesante investigar si el QKR2L puede escribirse en términos de los operadores

que definen la QW, el operador de moneda y el operador de shift. Para β = 0, el momento

de la particula del QKR2L está dado por la base {|β = 0, k⟩}, que puede identificarse con

la posición a lo largo de la grilla Z en la QW. Los estados internos del QKR2L {|e⟩, |g⟩} se

identifican con los estados de quiralidad {|L⟩, |R⟩} de la QW. La evolución temporal es en

tiempo discreto para los dos sistemas y se puede ver que en ambos casos se puede expresar

de la forma

(
ak (t+ T )

bk (t+ T )

)
=

∞∑
j=−∞

Ukj

(
aj (t)

bj (t)

)
. (7.57)

En el caso de la QW, siHij son los componentes del operador moneda en la base {|L⟩, |R⟩},
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entonces Ukj es de la forma [44]

Ukj =

(
H11 H12

0 0

)
δkj+1

+

(
0 0

H21 H22

)
δkj−1, (7.58)

donde las matrices 2 × 2 actúan sobre los estados internos y la acción del operador shift

está dada por las deltas de Kronecker. De la ecuación 7.58 se puede ver que la evolución del

QW solo conecta puntos en la grilla Z con sus vecinos inmediatos. Sin embargo, la evolución

del 2LQKR dada por la ecuación 6.39 conecta a cada punto de la grilla de momentos con todos

los demás, debido a que la matriz Ujk en este caso tiene elementos no nulos para cualquier

pareja jk. Por lo tanto, el operador del QKR2L no se puede poner en la forma sencilla de la

QW con un operador de moneda y otro de shift. Sin embargo, dado que Ujk para el QKR2L

es proporcional a Jj−k (κ), entonces Uj−k tiende a cero rápidamente cuando |j−k| crece para
valores chicos de κ. Esto se debe a que

Jj−k ∼ 1

Γ ((j − k))

(κ
2

)j−k
(7.59)

para j−k > 0 cuando 0 < κ≪
√
j − k + 1. Por lo tanto, en este ĺımite, cuando la interacción

dada por κ es pequeña, el mapa del QKR2L se vuelve más similar al de la QW en este aspecto.

A medida que aumenta κ, es decir, para interacciones mas fuertes, mas modos de momento

son acoplados por la evolución del sistema.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones y Perspectivas

El Quantum Kicked Rotor es un modelo interesante debido a que presenta una variedad

de comportamientos inesperados con respecto a su contraparte clásica. En particular, para

ciertos valores de los parámetros del modelo es posible llevar al sistema a un régimen reso-

nante, donde el valor esperado de la enerǵıa cinética crece cuadráticamente con el tiempo.

Por otro lado, debido a la sencillez del modelo, es posible observar los distintos fenómenos a

los que da lugar su dinámica en muchos casos de manera anaĺıtica, o por lo pronto, mediante

simulaciones numéricas simples. En esta tesis se estudiaron algunos aspectos de la dinámica

resonante del Quantum Kicked Rotor, y se propusieron además algunas variantes sobre este

modelo.

El primer aspecto en estudiarse fue la dependencia de la dinámica del sistema en reso-

nancia con las condiciones iniciales, en el caso en que estas se encuentran distribuidas en el

espacio de momento angular. Para las resonancias primarias se obtiene la relación de disper-

sion que describe la propagación de ondas planas en el espacio de momento. Esto permite

predecir la velocidad con la que se desplaza un cierto paquete de ondas y como evoluciona su

ancho en el tiempo. Se muestra que la extensión de una condición inicial no localizada puede

aumentar el tiempo que demora el sistema en exhibir el comportamiento resonante, lo cual

podŕıa contribuir a explicar la ausencia de comportamiento baĺıstico en algunas realizaciones

experimentales del QKR. Para las resonancias secundarias, mediante un estudio numérico se

encuentra la relación entre los parámetros que determinan el paquete de ondas en el instante

inicial y la velocidad de grupo promedio con la que se desplaza el paquete de ondas. Este

trabajo dio lugar a la publicación [45].

En el caṕıtulo 5, se expone el estudio realizado sobre una variante del QKR en la que

se considera que la intensidad de la excitación puede depender del tiempo. Para las reso-

nancias primarias se obtiene anaĺıticamente la relación entre la prescripción temporal para

la excitación y la evolución de los momentos del sistema. En particular, para una excitación

dependiente del tiempo como una ley de potencias, se encuentra anaĺıticamente la relación

entre el exponente y la gama de comportamientos que exhibe la evolución de los momentos,

también de dependencia temporal tipo ley de potencias. La relación entre los exponentes per-

mite encontrar cuantitativamente como, variando la forma de la excitación, se puede obtener
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CAPÍTULO 8. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

una evolución para el segundo momento que va desde un comportamiento super-baĺıstico

hasta uno localizado en el espacio de momentos. Para las resonancias secundarias se estudia

numéricamente el problema, obteniéndose resultados cualitativamente similares. El trabajo

realizado dio lugar a la publicación [46].

Finalmente, se estudió una variante del modelo del QKR donde se considera una part́ıcula

con dos niveles de enerǵıa internos que se propaga a lo largo de una ĺınea recta, donde se

tomó como punto de partida el modelo de la realización atómico-óptica del QKR. Se analiza-

ron anaĺıtica y numéricamente distintos aspectos de la evolución de este sistema para valores

de los parámetros correspondientes a las resonancias del modelo del QKR usual. Para la re-

sonancia primaria se encontró que el sistema puede presentar un comportamiento resonante

o anti-resonante según el valor que tome el parámetro que determina la relación entre la

frecuencia de la transición atómica y del laser de la excitación. También se estudia la evolu-

ción temporal de las probabilidades de ocupación de los estados internos, encontrándose que

estas tienden a un ĺımite asintótico en el caso resonante, o oscilan en el caso antiresonante.

Finalmente, se encontró que la evolución del sistema genera entrelazamiento entre los grados

de libertad internos y externos, y se encontró la dependencia del valor asintótico de esta

cantidad en términos de los parámetros que determinan cierto tipo de condiciones iniciales

localizadas en el espacio de momento. Para las resonancias secundarias, se estudió numérica-

mente la influencia del parámetro que determina la frecuencia de la transición atómica en el

comportamiento del sistema. Algunos de los resultados de este trabajo se presentaron en la

publicación [47].

El estudio realizado deja abiertas varias posibilidades de trabajo a futuro, que pueden

agruparse en dos áreas distintas. Por un lado, existe la posibilidad de profundizar en el es-

tudio de varios aspectos de la dinámica coherente de los problemas tratados. Por otro lado,

resultaŕıa interesante estudiar la dinámica de los sistemas abordados en esta tesis en condi-

ciones en que se introduce algún tipo de decoherencia al modelo.

En lo que respecta al análisis de la dinámica coherente, una primera propuesta de trabajo

consiste en tratar de obtener resultados anaĺıticos para las resonancias secundarias en el mo-

delo del QKR con intensidad de la perturbación dependiente del tiempo, que fue estudiado

en la sección cinco. Un posible camino consiste en intentar aplicar las ideas que en [14] se

utilizan para estudiar las resonancias secundarias del QKR.

Otra posible dirección en la que se pueden profundizar las ideas de esta tesis es en el estu-

dio de diversos aspectos del QKR2L que no fueron tratados en este trabajo. En la resonancia

primaria en τ de este modelo, el comportamiento para ∆̃ ̸= mπ se analizó numéricamante. Sin

embargo, es posible que el mapa discreto obtenido para ese valor del parámetro τ permita ob-

tener anaĺıticamente la dependencia del segundo momento con el tiempo para tiempos largos.

Análogamente con lo precisado para el caso del QKR con excitación dependiente del tiempo,

para el QKR2L en resonancia secundaria en el parámetro τ el comportamiento baĺıstico del

momento se verificó de manera numérica. Tal vez aqúı también sea posible aplicar las ideas

de [14] para estudiar las resonancias secundarias en el régimen asintótico, aśı como la depen-

dencia en el parámetro ∆. Por último, otra propuesta de estudio a futuro para el QKR2L

consiste en analizar los distintos reǵımenes accesibles en el espacio de parámetros fuera del
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subespacio β = 0. Esto puede ser útil tanto para estudiar la dinámica coherente de condicio-

nes iniciales distribuidas en el espacio de momentos, como también la evolución del sistema

a partir de estados no coherentes generados por distribuciones térmicas.

En lo que respecta al estudio de escenarios donde se introduce decoherencia al sistema,

además del recién mencionado caso en que se consideran distribuciones térmicas en el instan-

te inicial, un aspecto fundamental a estudiar en el futuro consiste en agregar al modelo del

QKR2L el efecto del decaimiento espontáneo del estado excitado al estado base del átomo y

la consiguiente emisión de un fotón. Este proceso tiene como consecuencia que la evolución

del sistema será decoherente, independientemente de que se tome o no un estado puro como

condición inicial. Para modelar este proceso, es posible obtener una ecuación maestra del

tipo Lindblad para la matriz densidad [28, 25] acoplando el átomo al campo electromagnéti-

co cuantizado[41]. Otra posibilidad, tal vez más simple del punto de vista de la simulación

computacional, consiste en estudiar la emisión espontánea como un proceso estocástico en

el espacio de Hilbert, obteniéndose de esa forma una ecuación de Schroedinger estocástica

que puede simularse computacionalmente mediante métodos de Monte Carlo [48, 49]. En [50]

se aplican estas ideas a un problema similar al del QKR, donde la perturbación no aparece

de manera impulsiva sino mediante una modulación de la fase de un potencial sinusoidal.

Una posible avenida de trabajo a seguir en el futuro consiste entonces en aplicar las ideas

alĺı propuestas al modelo del Quantum Kicked Rotor de dos niveles.
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Apéndice A

Relación entre el Kicked Rotor y el

modelo de Anderson

En este apéndice se presenta una muy somera descripción del modelo de Anderson y se

muestra como el problema de hallar los autovectores del operador de Floquet del QKR es

similar al de hallar los autovectores de la enerǵıa al del modelo de Anderson. La presentación

de estas ideas sigue de cerca lo expuesto en [13, 5].

A.1. El modelo de Anderson

El modelo de Anderson describe la dinámica de un electron interactuando con una red

cristalina con impurezas. En una dimensión, se tiene el hamiltoniano

H = − ~2

2m

∂2

∂x2
+ V (x) , (A.1)

donde los operadores ya se expresaron en la representación posición. El potencial V (x) es el

potencial debido a la red cristalina con espaciamiento d. Las impurezas en esa red introducen

componentes aleatorios en el potencial. Se desea hallar ϕ (x) y E que resuelven el problema

de autovalores

Hϕ (x) = Eϕ (x) . (A.2)

Si se realiza la aproximación tight binding [51] y se supone que el electron interactúa con

un sólo átomo a la vez, la función de onda del electron se puede expresar en términos de la

función de onda para la interacción con un solo átomo ϕ0 (x),

ϕ (x) =
∑
n

anϕ0 (x− nd) . (A.3)
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Suponiendo que el solapamiento entre los términos de la solución anterior correspondientes a

distintos sitios de la red se puede despreciar

∫
dxϕ0 (x− nd)∗ ϕ0 (x−md) = δmn, (A.4)

introduciendo una solución del tipo A.3 en A.2 se obtiene la ecuación para las an

∑
k ̸=n

Wknak + E0
nan = Ean (A.5)

siendo

Wkn =

∫
dxϕ0 (x− nd)∗Hϕ0 (x−md) (A.6)

y

E0
n =

∫
dxϕ0 (x− nd)∗Hϕ0 (x− nd) . (A.7)

El modelo de Anderson consiste en considerar en la ecuación A.5 que o bien Wkn o E0
n

tienen componentes aleatorios, de manera tal de modelar el desorden en la red. Se puede ver

entonces que las soluciones para los an son localizadas en el ı́ndice n y por lo tanto dan lugar

a funciones de onda ϕ (x) con localización en el espacio.

A.2. El problema de autovectores de Floquet en el QKR

En esta sección se trata el problema de hallar los autovectores del operador de Floquet

en el QKR. Se muestra que las ecuaciones que determinan estos autovectores son de la forma

A.5.

El operador de Floquet del QKR está dado por la ecuación 3.33

UT = e
−i
~

J2

2I
T e

−iK
~ cos(θ) = e−iA(J)e−iV (θ) (A.8)

El problema consiste en hallar el autovector |Φ⟩ y el autovalor eiΦ que verifiquen

UT |Φ⟩ = eiΦ|Φ⟩ (A.9)

Tomando ahora W (θ) que verifique

e−iV (θ) =
1 + iW (θ)

1 + iW (θ)
, (A.10)

es decir que
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W (θ) = − tan

(
V (θ)

2

)
, (A.11)

y redefiniendo el vector de estados como |Φ̃⟩ =
(
ei(A(J)−Φ) − 1

)
|Φ⟩, se llega a que |Φ̃⟩ debe

verificar

W (θ) |Φ̃⟩+ cot

(
A (J)− Φ

2

)
|Φ̃⟩. (A.12)

Proyectando ahora en la base de momento angular |Φ̃⟩ =
∑
an|n⟩ se tiene que los an

deben verificar una ecuación de la forma de la ecuación A.5 con

Wmn = ⟨n|W (θ) |m⟩ =
∫ 2π

0

dθ

2π
W (θ) eiθ(m−n) (A.13)

E0
n = cot

(
A (n~)− Φ

2

)
(A.14)

E = −Wnn. (A.15)

La irregularidad del as secuencias Wmn y E0
n es responsable de la localización de los

coeficientes an en el ı́ndice n.
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Apéndice B

Momentos del QKR resonante en la

representación de momento angular

En este apéndice se presenta en un poco más detalle el cálculo de los momentos estad́ısticos

del QKR en términos de las condiciones iniciales en el espacio de momentos, dados en las

expresiones 3.62 y 3.62.

Para obtener estas expresiones es necesario calcular las integrales

I1 =

∫ 2π

0
dθψ∗ (θ, t = 0)ψ (θ, t = 0) sin (θ) (B.1)

I2 =

∫ 2π

0
dθ|ψ (θ, t = 0) |2 sin2 (θ) (B.2)

I3 =

∫ 2π

0
dθψ∗ (θ, t = 0)

(
cos (θ)ψ (θ, t = 0) + 2 sin (θ)

∂ψ (θ, t = 0)

∂θ

)
(B.3)

Para calcular estas cantidades en términos de los al(0), se utiliza que estos se relacionan

con ψ(θ, t = 0) a través de una transformada de Fourier

ψ(θ, t = 0) =
∑
l

1√
2π
al(0)e

ilθ (B.4)

Expresando las funciones sinusoidales como exponenciales complejas y utilizando que

∫
dθ

2π
eiθ(m−n) = δmn (B.5)

se llega a los resultados deseados intercambiando el orden entre las integrales y las sumatorias

y operando.
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Apéndice C

Demostración de la relación 3.65

Se desea mostrar que se cumple la ecuación 3.65,

e−iπn2
e−iκ cos θ = eiκ cos θe−iπn2

. (C.1)

Tomando los elementos de matriz del miembro izquierdo en la base de momento angular

se tiene

⟨l|e−iπn2
e−iκ cos θ|m⟩ = e−iπl2

∫ 2π

0

dθ

2π
eiθ(m−l)e−iκ cos θ, (C.2)

donde se introdujo una clausura 1 =
∫
dθ|θ⟩⟨θ| a la izquierda del ket |m⟩ y se utilizó que

⟨θ|l⟩ = eilθ/
√
2π. Tomando ahora el cambio de variable θ → θ + π se tiene

e−iπl2
∫ 2π

0

dθ

2π
eiθ(m−l)e−iκ cos θ = eiπ(m−l−l2)

∫ 2π

0

dθ

2π
eiθ(m−l)eiκ cos θ (C.3)

donde los ĺımites de integración no cambian al hacer la traslación de la variable dado que el

integrando es periódico. Utilizando que eiπl
2
= eiπl para cualquier l entero se tiene finalmente

que

⟨l|e−iπn2
e−iκ cos θ|m⟩ = e−iπm2

∫ 2π

0

dθ

2π
eiθ(m−l)eiκ cos θ (C.4)

El miembro de la derecha es el elemento de matriz entre ⟨l| y |m⟩ del miembro de la derecha

de C.1. Como la igualdad se cumple para todo m y l, queda demostrada la relación C.1.
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Apéndice D

Aproximación de onda rotatoria

Se considera un Hamiltoniano correspondiente a la interacción de un átomo de dos niveles

con una onda laser monocromática

H +H0 + V (t) , (D.1)

siendo

H0 =
p2

2m
+

~ω0

2
(|e⟩⟨g| − |g⟩⟨e|) (D.2)

y

V (t) = Ω (t) cos (ωLt− kLz) (|e⟩⟨g|+ |g⟩⟨e|) . (D.3)

Pasando a la representación de interacción, definida como |Ψ(t)⟩I = e
iH0t
~ |Ψ(t)⟩, se en-

cuentra que la dinámica el vector de onda en la representación de interacción, |Ψ(t)⟩I , está de-
terminada por la ecuación

i~
d|Ψ(t)⟩I

dt
= VI (t) |Ψ(t)⟩I , (D.4)

donde VI (t) es el operador V (t) expresado en la representación de interacción

VI (t) = e
iH0t
~ V (t) e−

iH0t
~ . (D.5)

La ecuación D.4 tiene como solución formal la serie de Dyson

|Ψ
(
t′
)
⟩I = T {e

−i
~

∫ t′
0 dtVI(t)}|Ψ(0)⟩I (D.6)

donde T es el operador tiempo ordenado definido por
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T {V (t1)V (t2)} = V (t1)V (t2) θ (t1 − t2) + V (t2)V (t1) θ (t2 − t1) (D.7)

siendo θ (t) el escalón de Heavyside.

Tomando el término a primer orden en el desarrollo en 1
~ de la serie de Dyson se tiene

|Ψ
(
t′
)
⟩I =

−i
~

∫ t′

0
dtVI (t) |Ψ(0)⟩I . (D.8)

La evolución temporal a tiempos cortos queda entonces determinada por la integral

∫ t′

0
dtVI (t) =

=

∫ t′

0
dtΩ(t) ei

p2

2m
t 1

2

(
ei(ωLt−kLz) + e−i(ωLt−kLz)

) (
eiω0t|e⟩⟨g|+ e−iω0t|g⟩⟨e|

)
e−i p2

2m
t

(D.9)

En esta integral al hacer los cuatro productos que resultan de multiplicar los factores que

aparecen entre paréntesis aparecen dos tipos de términos, o sin dependencia temporal, o con

una dependencia temporal de la forma ei(ωL+ω0)t. Estos términos oscilan rápidamente y por

lo tanto al integrarlos el resultado de la integral va a ser más chico que para los términos para

los cuales el producto de los factores entre paréntesis queda independiente del tiempo. La

aproximación de onda rotatoria consiste entonces en despreciar los terminos que dan lugar a

ei(ωL+ω0)t, lo que es equivalente a tomar el término V (t) en el Hamiltoniano como

V (t) = Ω (t)

(
e−i(ωLt−kLz)

2
|e⟩⟨g|+ ei(ωLt−kLz)

2
|g⟩⟨e|

)
. (D.10)
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