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Abstract

In this thesis different aspects of the Quantum Kicked Rotor (QKR) in the reso-
nant regime are studied.

Firstly, we study the dependence of the time evolution of the system on extended
initial conditions on momentum space. For the primary resonance it is possible
to find the dispersion relation for the map that determines the dynamics of the
wave vector in momentum space. From this relation the time evolution of the
statistical moments is found in terms of the initial wavepacket. For the secondary
resonances this dependence is studied through numerical results and qualitatively
similar results to the case of the primary resonance are found.

Secondly, we study a variant of the QKR model where the intensity of the exci-
tation depends on time. For a power-law type dependence we find, analytically
for the primary resonance and numerically for the secondaries, the relationship
between the asymptotic behavior of the statistical moments and the exponent of
the excitation.

Finally, we consider a variant of the QKR model where two internal energy levels
are added to the system. We study the behavior of this new system for the range
of parameters that drive the usual QKR to the resonant regime and observe the
different types of evolution attainable when the parameter that determines the
energy difference between the internal levels is varied. Through an analytical and
numerical study, the behavior of this variant of the QKR in parameter space is
characterized, and both resonant and anti-resonant phenomena are found.







Resumen

En esta tesis se estudian distintos aspectos del modelo de Rotor Impulsado cuanti-
co o Quantum Kicked Rotor (QKR) en el régimen resonante.

Primero, se estudia la evolucion temporal del sistema cuando se consideran con-
diciones iniciales distribuidas en el espacio de momento angular. En la resonancia
primaria es posible encontrar la relaciéon de dispersion del mapa que determina
la dindmica en el espacio de momento. A partir de esta relacién se obtiene la
evolucién temporal de los momentos estadisticos en funcién del paquete de ondas
inicial. Para las resonancias secundarias se estudia esta dependencia mediante el
andlisis numérico, obteniéndose resultados cualitativamente similares a los de la
resonancia primaria.

En segundo lugar, se estudia una modificaciéon del modelo del QKR en la que la
intensidad de la perturbaciéon depende del tiempo. Para una dependencia tipo ley
de potencias se encuentra, analiticamente para la resonancia primaria y numéri-
camente para las secundarias, la relacién entre el comportamiento asintético de
los momentos estadisticos y el exponente de la excitacion.

Finalmente, se estudia una variante del modelo del Rotor Impulsado Cuéntico
donde se le agregan al sistema dos niveles de energia internos. Se estudia el com-
portamiento de este nuevo sistema para el rango de pardmetros que dan lugar al
régimen resonante en el modelo del QKR usual, observando los distintos tipos de
evolucién obtenibles al variar el pardametro que determina la diferencia de energia
entre los dos niveles internos. A través del estudio analitico y numérico de la
evolucién temporal de los momentos estadisticos y de las probabilidades de ocu-
pacién de los estados internos, se realiza una caracterizacién del comportamiento
de esta variante del QKR en el espacio de parametros, encontrandose fenémenos

de resonanacia y antiresonancia.
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Capitulo 1

Introduccion

El Rotor Impulsado (o Kicked Rotor) es un modelo paradigmético del estudio del caos en
sistemas hamiltonianos debido a que, pese a su sencillez, presenta varias de las caracteristicas
fundamentales de estos fendémenos. El estudio de su analogo cuantico, el Quantum Kicked
Rotor (QKR de ahora en més), es de interés en el marco general del estudio del andlogo
cuantico de sistemas clasicamente cadticos.

Se dice que un sistema dindmico determinista no lineal es cadtico cuando presenta un
comportamiento estable pero fuertemente irregular [1, 2]. La fuente de esta irregularidad es
la propiedad de estos sistemas de separar exponencialmente rapido, en una regién acotada
del espacio de fases, a Orbitas que parten de condiciones iniciales cercanas. Se vuelve por lo
tanto imposible en la practica predecir el comportamiento a largo plazo de un sistema cadti-
co; cualquier error en la determinacion de la condicion inicial se amplifica exponencialmente
rapido con la evolucién temporal.

Un cierto tipo de sistemas dindamicos que exhiben comportamiento cadtico son los siste-
mas hamiltonianos [2]. Estos son aquellos descritos por las ecuaciones de Hamilton, que se
pueden utilizar por ejemplo para modelar sistemas que se comportan de acuerdo a las leyes
de la mecénica clésica bajo la ausencia de friccién [3, 4]. En general, las ecuaciones de Hamil-
ton dan lugar a un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas, no lineales, de dificil —o
imposible— resolucién analitica. Se puede ver, sin embargo, que los sistemas hamiltonianos se
pueden dividir en dos categorias: los integrables y los no integrables, siendo la resolucién de
la dindmica sensiblemente mas sencilla para aquellos que pertenecen a la primera.

Los sistemas integrables son aquellos para los que existen tantas cantidades conservadas
del movimiento como grados de libertad. En este caso es posible simplificar enormemente
las ecuaciones que describen la dindmica del sistema mediante un cambio de coordenadas
apropiado, obteniéndose un conjunto de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden de
simple resolucion.

Los sistemas hamiltonianos no integrables dan lugar a ecuaciones de movimiento no li-
neales que muchas veces generan dindmicas caéticas [2, 5]. Una manera de vislumbrar el
mecanismo mediante el cual sucede la transicién al caos en los sistemas hamiltonianos consis-

te en considerar un sistema integrable sujeto a una perturbacién. La teoria para abordar este




CAPITULO 1. INTRODUCCION

tipo de problemas se basa en el teorema KAM, debido a Kolmogorov, Arnold y Moser (ver
referencias en [6, 5, 2]), que indica que la dindmica del sistema perturbado mantendra la regu-
laridad del sistema integrable en la medida que la perturbacién sea chica, y ademads permite
vislumbrar el mecanismo por el cual, a medida que la perturbacién crece, la regularidad va
siendo destruida dando lugar a una dindmica cadtica. Un sistema que pese a —o tal vez debido
a— su sencillez, permite vislumbrar la riqueza de fenémenos involucrados en este mecanismo
de transicién al caos, y la aplicacion de las ideas de la teoria KAM, es el del Rotor Impulsado
clésico o Kicked Rotor.

El Kicked Rotor clasico consiste en un rotor que gira libremente alrededor de un eje fijo,
sometido periédicamente a una fuerza impulsiva de direccion fija. El hamiltoniano del sis-
tema puede verse como un hamiltoniano de evolucién libre, asociado a la energia cinética
de giro del rotor, al cual se le agrega una perturbacion dependiente del tiempo de manera
periddica e impulsiva, es decir, proporcional a un tren de deltas de Dirac. El hecho de que
la perturbacién sea impulsiva permite expresar la dindmica del sistema en términos de un
mapa que relaciona los valores de las variables de estado en periodos sucesivos. Este mapa se
conoce como mapa Estandar [7] —asi llamado debido a que varios sistemas dindmicos pueden
reducirse a este mapa [8]— y a pesar de su sencillez permite apreciar los aspectos fundamen-
tales de la teoria KAM. Dependiendo del valor del pardmetro que indica la intensidad de la
perturbacién es posible distinguir distintos regimenes en el comportamiento del modelo. Para
perturbaciones bajas el sistema esencialmente mantiene la regularidad del sistema no pertur-
bado, correspondiente al rotor girando libremente. A medida que esta perturbacién aumenta,
el comportamiento de las orbitas se vuelve maés irregular hasta que, una vez atravesado cierto
umbral, las regiones cadticas consumen por completo el espacio de fases.

En la mecédnica cuantica, el estado de un sistema se representa por un vector pertenecien-
te a un espacio de Hilbert [9]. A las cantidades fisicas observables se les asocian operadores
lineales hermiticos que actiian sobre los vectores de este espacio. En un sistema cudntico la
evolucién temporal es generada por un observable, el operador hamiltoniano del sistema, a
través de la ecuacién de Schroedinger. Dado un sistema clasico, es posible hallar su analogo
cuantico elevando el hamiltoniano clasico al estatus de operador e imponiendo que los ob-
servables asociados a las variables canodnicas del sistema hamiltoniano verifiquen una cierta
relacion de cuantizacion, que eventualmente da lugar al principio de incertidumbre de Hei-
senberg.

El Quantum Kicked Rotor [10, 11, 12] consiste en el sistema cudntico cuya evolucién
temporal, correspondiente a la ecuacién de Schroedinger, estd dada por el hamiltoniano del
Kicked Rotor, donde ademés el momento y la posicién se elevan al estatus de operadores que
cumplen la relacién de conmutacién usual. Nuevamente es de interés considerar los distintos
regimenes de evolucion temporal obtenibles al variar los parametros del sistema. En el caso
cuantico, el sistema no solo depende del pardmetro asociado a la intensidad de la perturbacién
sino que, debido a la relacién de cuantizacion y la constante de Planck, se introduce un nuevo
parametro independiente que, en conjunto con la intensidad de la perturbacién, determinan
el comportamiento del modelo.

El comportamiento del Quantum Kicked Rotor es cualitativamente distinto al de su con-




traparte clasica [10]. El Kicked Rotor clésico, en el régimen cadtico, presenta un compor-
tamiento difusivo en el espacio de fases [2, 13]; si se considera un ensemble de condiciones
iniciales, el valor esperado de la energia cinética del sistema crece linealmente con el tiempo.
En el analogo cuantico se observa para este rango de parametros una evoluciéon temporal
del valor esperado de la energia cinética similar al comportamiento cldsico solamente en un
entorno del instante inicial. Transcurrido un cierto tiempo el valor esperado de la energia deja
de crecer con el tiempo. Dado que este valor esperado es proporcional al segundo momento
estadistico de la distribucién de probabilidad en el espacio de momento angular, se tiene en-
tonces que esta distribucion de probabilidad deja de ensancharse en el espacio de momentos.
Este fenémeno se conoce como localizacién dinamica. No es este el inico aspecto en el que
el comportamiento del QKR difiere sustancialmente del de su contraparte clasica. Se observa
ademds que para ciertos valores de los pardmetros del sistema la energia crece de manera
balistica. Es decir que el segundo momento de la distribucién de probabilidad en el espacio
de momento angular crece cuadraticamente con el tiempo [14]. Esto implica que la funcién
de onda se esparce rapidamente en el espacio de momentos. Este fenémeno se conoce como
resonancia cuantica.

Se han reportado varias realizaciones experimentales atémico 6pticas del modelo del QKR
[15, 16, 17, 18, 19]. En estos experimentos se someten nubes diluidas de dtomos frios a po-
tenciales épticos dependientes del tiempo. El potencial se obtiene a partir de la interaccién
del atomo con una onda laser estacionaria, la cual es pulsada periddicamente de manera de
generar la excitacién impulsiva del QKR. En estos experimentos se han observado tanto el
fenémeno de localizacién dinamica como las resonancias cuanticas.

En esta tesis se estudian algunos aspectos del Quantum Kicked Rotor en régimen reso-
nante asi como de otros modelos que se obtienen como variaciones de este. El enfoque del
trabajo realizado gira alrededor del estudio de la dindmica temporal de la densidad de proba-
bilidad en el espacio de momento angular, y en particular del segundo momento estadistico
de esta densidad, que es proporcional al valor esperado de la energia cinética del rotor. El
comportamiento temporal de esta cantidad indica la existencia o no de un régimen resonante
y es un buen indicador del ensanchamiento temporal de la funcién de onda en el espacio de
momento angular. Se estudia primeramente la influencia de cierto tipo de condiciones iniciales
distribuidas en el espacio de momento angular sobre la evolucién temporal de los momentos
estadisticos de la densidad de probabilidad. Luego se considera una primera variacién sobre
el modelo del QKR: que la intensidad de la excitacién dependa del tiempo. Se busca encon-
trar la dependencia de la evolucion del segundo momento con la prescripcién temporal para
la intensidad de la excitacién. Por ultimo, se estudia la resonancia de un sistema similar al
QKR pero con dos niveles de energia internos, motivado por la realizaciéon atémico-6ptica del
QKR.

Otro modelo que presenta un crecimiento de la varianza maés veloz que su contraparte
clésica es la Caminata Cudntica o Quantum Walk (QW), el anédlogo cuédntico de la caminata
al azar clasica [20]. Este sistema se diferencia del QKR en que en este caso no se considera
la evoluciéon cuantica dada por un hamiltoniano correspondiente a un sistema cldsico. La

dindmica del QW se determina definiendo el operador evolucién del sistema de manera tal
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de imitar la filosofia de la prescripcion para la evolucién temporal de la caminata al azar:
desplazarse a lo largo de una linea en una direcciéon u otra segin el resultado de un tiro de
moneda. Sin embargo, existen varias similitudes entre los dos sistemas. El segundo momen-
to estadistico de la caminata cudntica, al igual que el del QKR, crece cuadrédticamente con
el tiempo. La analogia existente entre los dos sistemas se explora en una serie de trabajos
[21, 22] en los que se encuentran varias similitudes entre sus comportamientos. A lo largo de
esta tesis se senalaran las similitudes entre los resultados encontrados con diversos aspectos
de la caminata cuédntica. Las caminatas cuanticas, sobre distintas topologias, han tomado
importancia en el campo de la computacién cuantica en la creaciéon de algoritmos cudnticos
de busqueda que recorren el espacio de busqueda mas rapido que sus contrapartes clasicas
[23, 24].

En los dos primeros capitulos de este trabajo, se presenta un resumen de los resultados
fundamentales de la teoria detras del Quantum Kicked Rotor, comenzando primero con el
Rotor Impulsado Clasico. El tercer capitulo analiza la dependencia de la evolucién en la elec-
cién de condiciones iniciales distribuidas y en el cuarto capitulo se estudia el QKR cuando la
intensidad de la perturbacién depende del tiempo. Los siguientes dos capitulos introducen el
modelo y estudian la evolucién respectivamente de otra variante del QKR en la que se consi-
deran niveles de energia internos ademas de la traslacién. La tesis culmina con un capitulo en
el que se resumen los resultados del trabajo realizado y se presentan perspectivas de trabajo
a futuro.




Capitulo 2

Kicked Rotor Clasico

2.1. Introduccion

En este capitulo se introduce el modelo y se resumen los resultados fundamentales del
Kicked Rotor clasico, los cuales serdn contrastados posteriormente con los resultados para
su analogo cudntico, que constituye el tema de estudio de esta tesis y es introducido en el
capitulo siguiente. Previo a esta exposicién, se sintetizan muy brevemente los resultados fun-
damentales del estudio del caos en sistemas hamiltonianos. Los conceptos bésicos expuestos
en este breve resumen sobre los sistemas hamiltonianos se abordan en profundidad en una
variedad de textos de mecénica analitica [3, 4, 6]. Asimismo, las ideas que aqui se presentan
sobre el caos en estos sistemas —asi como la aplicaciéon de estas ideas al modelo del Rotor
Impulsado— pueden encontrarse tanto en textos de caos clésico [2, 1], como en textos que
abordan la mecdnica cudntica de sistemas clasicamente cadticos [5, 13, 25].

La siguiente seccién comienza con una descripcién de los sistemas hamiltonianos. Estos
son aquellos cuya dindmica queda determinada por las ecuaciones de Hamilton, que presentan
una descripcién equivalente a la de las ecuaciones de Newton de los sistemas de mecanica
clésica bajo la ausencia de fricciéon, ademés de poder ser utilizadas para modelar una gran
variedad de sistemas fisicos. Si bien las ecuaciones de Hamilton en general dan lugar a un
conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas no lineales, lo que dificulta —o imposibilita—
una resolucién analitica exacta, existen cierto tipo de sistemas hamiltonianos para los cuales
la resolucién se simplifica significativamente, al menos a nivel tedrico. Estos son los sistemas
integrables, para los cuales existen tantas cantidades conservadas del movimiento como gra-
dos de libertad del sistema. Se puede ver ademads que la evolucién temporal de este tipo de
sistemas es bastante regular; las orbitas en el espacio de fases quedan confinadas a superficies
topoldgicamente toroidales determinadas por las cantidades conservadas.

Luego de considerar brevemente los sistemas integrables, se presenta una breve descrip-
cion del tratamiento de aquellos sistemas que se obtienen como una perturbacion a sistemas
no integrables. Se expone, en un minimo de detalle, la herramienta fundamental para el tra-
tamiento de estos problemas, la teoria KAM, que relaciona, en el limite de perturbaciones

pequenas, la dindmica del sistema perturbado con la del sistema integrable original. Esta
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teoria permite también entender cualitativamente el mecanismo por el cual la dinamica del
sistema perturbado se va volviendo més irregular a medida que aumenta la intensidad de la
perturbacién, obteniéndose un comportamiento cadtico para perturbaciones suficientemente
grandes. Finalmente, se introducen los mapas de Poincaré, que permiten expresar la dindmica
de los sistemas dindamicos en términos de un mapa en tiempo discreto y resultan ttiles para
estudiar ciertos aspectos de los sistemas considerados. Estas ideas, presentadas de manera
general, se ejemplifican en la siguiente seccién en el estudio del modelo del Rotor Impulsado.

El modelo del Rotor Impulsado, y su correspondiente mapa de Poincaré, el Mapa Estandar
o Standard Map en inglés, se presentan en la tercera seccién de este capitulo. El sistema del
Rotor Impulsado consiste en una barra que puede girar libremente alrededor de un eje y
que es golpeada periédicamente por una fuerza impulsiva. Este sistema puede pensarse co-
mo un sistema hamiltoniano integrable correspondiente al rotor libre que es sometido a una
perturbacién dada por la fuerza impulsiva. De esta forma el Rotor Impulsado constituye un
sistema sencillo en el que se puede estudiar cualitativamente la teoria expuesta en el parrafo
precedente, y parte de la sencillez de este modelo radica en que su mapa de Poincaré, el Mapa
Estandar, puede obtenerse facilmente dado que la perturbacién es impulsiva.

El Mapa Estéandar fue estudiado originariamente por Chirikov [7] y debe su nombre a
que varios sistemas dindmicos pueden reducirse localmente a este mapa [8]. El mismo resulta
de gran interés ademas debido a que, pese a su sencillez, constituye un buen modelo para
entender las condiciones en que aparece el caos en sistemas hamiltonianos y ademas permite
estudiar las propiedades del comportamiento cadtico de un punto de vista estadistico. En
la cuarta seccion de este capitulo se muestra como van cambiando la dindmica del sistema
y el retrato de las drbitas del mapa, al modificar el valor de la constante que determina la
intensidad de la perturbacién, constatandose que, a medida que aumenta esta intensidad, el
comportamiento va perdiendo la regularidad del sistema integrable. En la ultima seccién se
muestra como, para el régimen cadtico, la divergencia de las orbitas del Mapa Estandar se
puede caracterizar por un proceso difusivo.

2.2. Caos en sistemas Hamiltonianos

2.2.1. Dinamica hamiltoniana

En la formulacién hamiltoniana de la mecénica clésica [3, 6], el estado de un sistema de
N grados de libertad queda determinado por un punto en un espacio de fases de dimensién
2N, descrito por un conjunto de coordenadas canénicas (qi,...,qn,p1,.-.,PN), donde a p;
se les llama momentos conjugados a las coordenadas ¢;. La dinamica del sistema queda
determinada por una funcién de las coordenadas, los momentos, y posiblemente del tiempo
H (q,p,t), lamada hamiltoniano. Las 6rbitas en el espacio de fases quedan determinadas por

funciones g; (t) y p; (t) cuya evolucién temporal verifica las ecuaciones de Hamilton
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2.2. CAOS EN SISTEMAS HAMILTONIANOS

dg  0oH

dp OH
&= o (2.2)

La evolucién hamiltoniana también puede expresarse en términos de los llamados corchetes de
Poisson. Dadas dos funciones de las coordenadas y el tiempo f (¢,p,t) y g (¢,p,t), el corchete
de Poisson entre f y g es

N
af 0g  Of Og
_ _ 959 2
{9} ;a% Opi  Op; 0g; (2:3)

De la ecuacién anterior se tiene entonces que la derivada total de una funcién cualquiera con

respecto al tiempo puede escribirse como

df of
S=nHY S (2.4)

Considerando de ahora en adelante sistemas en que el hamiltoniano no depende del tiem-
po, se puede ver que las ecuaciones de Hamilton son equivalentes a las ecuaciones de Newton
para un sistema conservativo. De la ecuacién 2.4 se observa que una funcién sin dependencia
explicita en el tiempo que tenga corchete nulo con el hamiltoniano serd constante a lo largo de
las érbitas determinadas por las ecuaciones de Hamilton. A aquellas funciones que verifican
esta condicién se las conoce como constantes del movimiento o cantidades conservadas. En
los sistemas independientes del tiempo el hamiltoniano es una constante del movimiento y
coincide con la energia mecanica del sistema.

La existencia de cantidades conservadas simplifica significativamente la dindmica de un
sistema hamiltoniano; si f (¢,p) es una constante del movimiento entonces las trayectorias
del sistema en el espacio de fases quedan confinadas a superficies en las que f es constante.
El hamiltoniano en si mismo es una cantidad conservada; la evolucién de una solucién da-
da transcurre en una superficie de 2IN — 1 dimensiones en que la energia es constante. La
existencia de una segunda cantidad conservada f, independiente del hamiltoniano, restringe
la evolucién ain mas, quedando las érbitas confinadas a la interseccion de la superficie de
energia constante con la superficie en que f lo es.

2.2.2. Sistemas Integrables

Se dice que un sistema hamiltoniano es integrable de existir N funciones f; (¢, p) constantes
del movimiento independientes que ademas verifiquen

{fi7fj} =0, (2.5)

para todo valor de i y j, donde el caso ¢ = j se cumple trivialmente dado que {f, f} = 0 para

cualquier funcién f. Una de estas funciones serd por supuesto el hamiltoniano del sistema,
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CAPITULO 2. KICKED ROTOR CLASICO

por lo que N — 1 condiciones anteriores son de la forma {f;, H} = 0, lo que es equivalente a
decir que las f; sean cantidades conservadas.

Para un sistema integrable, la orbita de cada solucién se encuentra restringida a una
superficie N dimensional en el espacio de fases dada por la intersecciéon de las N superficies
donde las cantidades conservadas f; toman valores constantes. Mas especificamente, una
orbita dada se encuentra confinada a una superficie N dimensional en el espacio de fases,

determinada por las N ecuaciones

fi (psq) = ki, (2.6)

donde las k; son constantes que dependen de la condicién inicial de la o6rbita considerada. Se
puede ver que las ecuaciones 2.5 implican que esta superficie es, del punto de vista topolégico,
un toroide N dimensional [6].

La dindmica de los sistemas hamiltonianos integrables es sencilla en comparacion con la
de los no integrables. Para verificar esto, es util introducir las transformaciones canénicas de
coordenadas.

Las transformaciones candnicas de coordenadas son aquellas que preservan la estructura
de las ecuaciones de Hamilton. Es decir, si se toma una transformacién a nuevas coordenadas
Qi = Qi(q,---,qN,p1,---,0N,t) Yy P; = Pi(q1,...,qN,D1,--.,DPN,t), para que la transfor-
macién de coordenadas sea una transformacién candnica debe existir una funcién K (@, P, t)

tal que las ecuaciones de movimiento para las nuevas coordenadas sean de la forma

aQ . 9K

@ — 0P

é %k (2.7)
a = 9Q

Para los sistemas integrables, es posible realizar una transformacién de coordenadas a
nuevas coordenadas (); y P; de manera tal de que el nuevo hamiltoniano solo dependa de las
coordenadas P;, K = K (P;), lo cual simplifica enormemente la solucién de las ecuaciones de

Hamilton. Una posibilidad es tomar P; = f; (¢,p). En este caso se tiene

P 0K
.  0Q;

y por lo tanto el hamiltoniano K no depende de las nuevas coordenadas @Q;. Esta eleccion

(2.8)

no es unica, se pueden conseguir nuevas constantes del movimiento tomando N funciones
independientes de las N constantes del movimiento f;. Aprovechando el hecho de que las
trayectorias se mueven sobre toroides N dimensionales en el espacio de fases, se definen las

coordenadas angulo-accién (I;, 6;), donde I; son constantes del movimiento dadas por

Iy = é Zpkd% (2.9)

donde ~; es una curva cerrada alrededor de una de las secciones del toroide, teniéndose una
I; distinta para cada una de las posibles direcciones independientes en que se puede cerrar

una curva alrededor del toroide de dimension N. Las coordenadas 6; son las coordenadas
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conjugadas a los momentos I; y se puede ver que deben ser variables del tipo angular. El

hamiltoniano depende solo de las I; y las ecuaciones de movimiento quedan

dt -
& B (2.10)
i = gg = W (I) y

siendo w; constantes que dependen de las I; y por lo tanto de las condiciones iniciales. La
evolucién temporal de las variables angulares es sencilla y queda

0; (t) = 0; (0) —+ w; (I) t. (2.11)

La dindmica de las soluciones serd cuasiperiddica si no existe un conjunto de N enteros
(m1,...,mpy) tales que

> wimi = 0. (2.12)

En este caso las érbitas se van enrollando alrededor del toroide N dimensional, sin cerrarse
sobre si mismas, llenando su superficie de manera densa; con suficiente tiempo la orbita pasa
arbitrariamente cerca de cualquier punto del toroide. Alternativamente, existen toroides para
los cuales el valor de las constantes I; es tal que los w; son de la forma

W; = womy;, (2.13)

con los m; enteros. En este caso el comportamiento es periddico y las orbitas se cierran sobre
si mismas luego de m; vueltas alrededor del angulo 6;.

En resumen, para los sistemas hamiltonianos integrables es posible armar un retrato
relativamente sencillo del espacio de fases, donde las 6rbitas estdn confinadas a superficies
toroidales de dimension N. El comportamiento cualitativo de las orbitas adentro de cada
toroide depende del valor que tomen las constantes del movimiento I; para ese toroide, es
decir, de las condiciones iniciales de la 6rbita. Para los toroides en que no se cumpla la
condicién dada por 2.12, la érbita que los recorre serd cuasiperiédica. A estos toroides se
les llama no-resonantes y constituyen la mayoria; los toroides para los cuales se cumple la
condicion 2.12, los toroides resonantes, son de medida nula en el espacio de fases. Sin embargo,
los toroides resonantes son densos en el espacio de fases; arbitrariamente cerca de un toroide
no-resonante existe uno resonante. Este hecho es de relevancia en el estudio de lo que sucede
al perturbar un sistema integrable.

2.2.3. Sistemas no integrables y teoria KAM

En virtud de que la dindmica de los sistemas integrables es relativamente sencilla, es
razonable investigar que tan prevalente es la integrabilidad en los sistemas hamiltonianos. Es
decir, en un principio podria resultar que todos los sistemas hamiltonianos fueran integrables,

y que la complejidad de la resoluciéon de la dindmica estuviera en que no siempre resulta
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CAPITULO 2. KICKED ROTOR CLASICO

sencillo hallar las integrales del movimiento. O bien podria resultar lo opuesto: que existen
sistemas hamiltonianos no integrables, para los cuales es imposible encontrar un conjunto de
N cantidades conservadas de manera tal de que la dindmica se pueda reducir a la expuesta en
la subseccién precedente mediante un cierto cambio de coordenadas. Una forma de abordar
esta pregunta consiste en considerar un sistema dado por el Hamiltoniano de un sistema
integrable al que se suma una perturbacién

H(Q.,I) = Hy(I) + eHy (Q, 1), (2.14)

donde el parametro e determina que tan intensa es la perturbacién dada por el término H;
al hamiltoniano integrable, de manera tal que este 1ltimo se recupera en el limite ¢ — 0. Las
I, a pesar de ser cantidades conservadas del Hamiltoniano Hp, no lo son de H dado que H;
depende no solo de las variables I sino también de sus coordenadas candnicas conjugadas Q.

Se pueden considerar dos posibilidades extremas para la dinamica dada por H, en el limite
en que € es pequeno. Una posibilidad es que la regularidad de la dinamica dada por Hy se
traslade a la dada por H, de manera tal que las érbitas del nuevo sistema estén confinadas
a toroides N-dimensionales. En este escenario, el efecto de la perturbacién seria meramente
de deformar, de manera continua con la variacién de e, los toroides invariantes del sistema
original, obteniéndose consiguientemente un nuevo sistema integrable. Otra posibilidad para
el comportamiento del sistema perturbado, opuesta a la anterior, seria que la regularidad de
las trayectorias del sistema integrable original se perdiera sin importar que tan pequena fuese
la perturbacién, de manera tal que la evolucién en el espacio de fase se vuelva irregular para
cualquier valor del parametro e. Resulta que, de acuerdo con el teorema KAM, el comporta-
miento del sistema de hamiltoniano perturbado dado por H se encuentra en cierto sentido a
mitad de camino de las dos situaciones extremas expuestas precedentemente. A continuacién,
se presentan muy brevemente las ideas fundamentales de este teorema.

Se desea determinar si el sistema dado por el Hamiltoniano de la ecuacién 2.14 es integra-
ble. De ser asi, debe existir una transformacién candnica de coordenadas a un nuevo conjunto
de coordenadas (Q’,I") tales que el nuevo hamiltoniano H' dependa sélo de las coordena-
das I’, y de esta forma estas sean cantidades conservadas del movimiento. Para hallar la
transformacion de coordenadas deseada, se utiliza el método de la funcién generatriz de la
transformacion de coordenadas candnica. Si se considera una funcién generatriz G, que de-
pende de I’ y de (), entonces las ecuaciones que determinan la transformacién de coordenadas

quedan
I= gg (2.15)

O = % (2.16)

H(Q,I)=H'(I') (2.17)
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2.2. CAOS EN SISTEMAS HAMILTONIANOS

donde en la 1ltima ecuacion se utilizé que G no depende explicitamente del tiempo. Combi-

nando estas ecuaciones, se obtiene que G y H' deben verificar

G (Q, 1)
oQ

de manera que G (Q, I’) debe ser tal de eliminar la dependencia en @ del miembro izquierdo.

H (Q, > =H' (I'), (2.18)

Dada la forma de la ecuacion 2.14, para e suficientemente chico se buscan soluciones de la
ecuacion 2.18 como un desarrollo perturbativo en potencias de €

N 00
G(QIN=>TQi+> Gn(QI)e" (2.19)
=1 n=1

donde se puede ver que el término de orden cero en € da a lugar a la transformacion identidad
cuando es introducido en las ecuaciones 2.15 y 2.16. En estos términos, la soluciéon a primer
orden en € de la ecuacién 2.18 se puede obtener como una serie de Fourier en las coordenadas

angulares @)

oo

iHimy o mn (I') 5~ om0,
Gler)= Y memifanme (2.20)

donde Hi .. .my son los coeficientes de la serie de Fourier en las variables angulares ); de
el hamiltoniano H; (Q, I)

mi,..,mMN=—00

[e o]

H@QD= 3 Himmy (D)em (2:21)
mi,..,mN=—00
y woi (I) son las frecuencias asociadas al movimiento de las orbitas sobre los toroides del
sistema integrable dado por el hamiltoniano Hy (1)

El problema con este tratamiento perturbativo del problema radica en la convergencia
de la serie dada por la expresién 2.19. Si bien en la formulacién rigurosa del teorema KAM
es necesario refinar el método del desarrollo perturbativo, a los efectos del breve resumen
presentado en este trabajo, parte de la problematica se puede apreciar ya en el término a
primer orden del desarrollo, dado por la ecuacién 2.20. En dicha ecuacién se observa que
algunos de los términos de la sumatoria pueden diverger para valores de I’ que verifiquen la

condicién de resonancia del sistema no perturbado

Z miwo; (1') = 0, (2.23)

es decir, cuando I’ toma valores correspondientes a los toroides resonantes del sistema no

perturbado. Ademds, para valores I’ cercanos a los que cumplan la condicién anterior, los
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denominadores de algunos de los términos de la sumatoria de la ecuacién 2.20 se hacen muy
pequenos y la serie puede no converger. Por otro lado, para ciertos valores de I’ se tienen

toroides en cierto sentido lejos de la resonancia, para los cuales se tiene que

| ZmiWOi (I')| > K (wo (I)) Z |m;] (2.24)

para cualquier conjunto de enteros m;, donde K (wp) es un ntmero positivo independiente
de los m;. Para los valores de I’ que cumplen esta condicién se puede ver que la serie dada
por la ecuacion 2.20, asi como los términos de mayor orden en el desarrollo perturbativo en
€, convergen.

El conjunto de valores de wy; para los cuales no se verifica la condicion 2.24 es de medida
nula. El teorema KAM indica entonces que para perturbaciones pequenas, la mayoria de
los toroides del sistema no perturbado sobreviven a la perturbacién. Esto quiere decir que
existen superficies toroidales en el espacio de fases del sistema perturbado que consisten en
deformaciones de los toroides sobrevivientes del sistema no perturbado y que tienden a estos
de manera continua cuando ¢ — 0. De la misma manera las frecuencias asociadas a estos
toroides del sistema perturbado tienden a las del sistema original de manera continua en el
mismo limite. A estas superficies toroidales que sobreviven a la perturbacién se les llama
superficies KAM.

Se tiene entonces que gran parte de las dérbitas del sistema perturbado, para valores
pequenos de la perturbacion, mantienen la regularidad de las dérbitas del sistema original,
moviéndose sobre superficies KAM que consisten en deformaciones de los toroides del sistema
integrable original. Sin embargo, el conjunto de toroides resonantes del sistema no perturbado,
y por ende que no sobreviven a la perturbacién, es denso en el espacio de fases. Esto quiere
decir que existe un toroide que no sobrevive la perturbacién arbitrariamente cerca de uno
que si lo hace. En la vecindad de los toroides que no sobreviven la perturbacién se pierde
la regularidad de las érbitas, pudiéndose observar incluso un comportamiento cadtico en las
region cercana a los toroides resonantes. El tamano de estas regiones crece en la medida que
crece la perturbacién y las superficies KAM dentro de estas regiones van siendo destruidas.
Un modelo que ejemplifica esta situacién de manera sencilla es el del Rotor Impulsado clésico,
que se desarrolla en las siguientes secciones de este capitulo. Mediante simulaciones numéricas
de este modelo es posible constatar estos fenémenos y verificar como a medida que crece la
perturbacién van aumentando en tamano las regiones del espacio de fases en que las orbitas
son irregulares, obteniéndose finalmente un comportamiento cadtico a escala global para

perturbaciones lo suficientemente grandes.

2.2.4. Mapas de Poincaré

El mapa de Poincaré es una herramienta muy 1til para estudiar la evolucion de un sistema
dindmico. Esta herramienta consiste en obtener un mapa discreto a partir de las intersecciones

sucesivas de una orbita con una determinada superficie en el espacio de fases. Si se llama S
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a la superficie elegida, entonces el mapa de Poincaré se obtiene considerando un punto z (n)
en S y haciendo evolucionar al sistema dindmico con condicién inicial x (n) tomada en un
tiempo inicial t. Bajo el supuesto que la 6rbita obtenida vuelve a intersectar a la superficie S
en un punto z (n + 1), este procedimiento define un mapa M de S sobre si misma dado por

la ecuacion

z(n+1)=M(z(n),t), (2.25)

donde a priori el mapa depende del tiempo t en el que se elige la condicién inicial, debido a
que el sistema dindmico considerado puede depender explicitamente del tiempo. Dado que los
puntos x (n) pertenecen a la superficie S, el mapa de Poincaré da lugar a una dindmica en un
espacio de una dimensién menor a la del sistema original. Para los sistemas hamiltonianos,
dos casos particulares son interesantes a los efectos de construir mapas de Poincaré; los
sistemas con Hamiltonianos independientes del tiempo y aquellos en que los hamiltonianos
dependen del tiempo de manera periédica. En ambos casos el mapa de Poincaré no depende
explicitamente del tiempo.

Para los sistemas independientes del tiempo, el Hamiltoniano coincide con la energia
mecédnica y es una cantidad conservada, por lo que las 6rbitas estan restringidas a moverse
sobre una superficie de energia constante de dimensién 2N —1 en el espacio de fases. Teniendo
esto en cuenta al tomar la interseccion de las 6rbitas con una superficie S dada se obtiene un
mapa de Poincaré en el espacio de 2N —2 dimensiones dado por la interseccion de la superficie
Sy la superficie de energia constante para las condiciones iniciales elegidas. Es decir que estas
dos condiciones permiten obtener dos de las coordenadas candnicas en funcién de las demas.
Si se consideran §¢; y p; a las coordenadas candnicas en el espacio de dimensiéon 2N — 2
resultante, entonces se tiene un mapa de Poincaré sin dependencia explicita en el tiempo
inicial de la forma

z(n+1)=M(z(n)). (2.26)

donde z (n) = (g1 (n),...,qn-1(n),p1(n),...,pn—1(n)) y la n denota nuevamente las su-
cesivas interesecciones con la superficie S elegida.

Para los sistemas con hamiltonianos con dependencia periédica del tiempo no es necesario
considerar los cortes de las 6rbitas con una superficie en el espacio de fases, basta con tomar
la evolucién en un periodo. Es decir, si se toma como condicién inicial un punto z (n) en el
espacio de fases, entonces el x (n + 1) que define una iteracién del mapa de Poincaré es el
punto del espacio de fases en el cual se encuentra la érbita que partié de x (n) un tiempo T°
después, siendo 1" el periodo del hamiltoniano como funcién explicita del tiempo. Dado que
el hamiltoniano es periddico en el tiempo, este mapa no depende del instante en el que se
toma la condicién inicial.

En ambos casos se puede ver que los mapas de Poincaré elegidos son simplécticos. Esto
implica en particular que la evolucién determinada por estos mapas conserva volimenes en el

espacio en el que actian, ya sea el espacio 2N —2 dimensional de los mapas correspondientes a
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sistemas independientes del tiempo o en el espacio de dimension N en el caso de dependencia
temporal peridédica. Es decir que si se toma un conjunto de condiciones iniciales en el espacio
en el que actia el mapa, y estas se hacen evolucionar de acuerdo al mapa simpléptico, el
volumen del conjunto obtenido serd idéntico al volumen del conjunto inicial para cualquier
numero de iteraciones del mapa. De hecho, el que los mapas sean simplépticos da lugar a
consecuencias en cierto sentido mas fuertes que la conservacién de volimenes que no seran
abordadas en este breve resumen. Tanto en los problemas de hamiltonianos independientes
del tiempo de dos grados de libertad, como para los hamiltonianos de un solo grado de liber-
tad con dependencia temporal periédica (como es le caso del Rotor Impulsado), el mapa de
Poincaré es bidimensional y la condicién de conservacion de voltimenes implica que la accién
del mapa preserva las areas en el plano en el que el mismo actia.

Las ideas expuestas en la subseccién precedente con respecto a los sistemas hamiltonia-
nos integrables sujetos a una perturbaciéon pueden estudiarse a partir de los correspondientes
mapas de Poincaré. Para un sistema con hamiltoniano del tipo dado por la ecuacién 2.14
se puede obtener un mapa de Poincaré simpléptico compuesto por un término asociado a el
Hamiltoniano no perturbado —que también da lugar a un mapa de Poincaré simpléptico— mas
un término debido a una perturbacion. El comportamiento de las superficies toroidales al
variar la perturbaciéon puede observarse iterando numéricamente el mapa de Poincaré. En el
caso particular de mapas bidimensionales este procedimiento permite visualizar graficamente
como cambia el retrato del espacio de fases al variar el parametro que determina la intensidad
de la perturbaciéon. Ademas, dado que la evolucién de los sistemas con dependencia tempo-
ral periédica del hamiltoniano puede expresarse mediante un mapa de Poincaré simpléptico,
también es posible analizar estos sistemas en términos de la teoria KAM. Un ejemplo de esto
es el Rotor Impulsado, que esta descrito por un hamiltoniano con dependencia periédica en
el tiempo. En la siguiente seccién se introduce este modelo y se obtiene su mapa de Poincaré.
Este sistema puede verse como un sistema integrable sujeto a una perturbacién. En las subsi-
guientes secciones se muestra numéricamente su comportamiento en términos del parametro
que define la perturbacién y se interpreta dicho comportamiento en términos de las ideas

recién expuestas.

2.3. Ecuacion de Movimiento y Mapa de Poincaré

El modelo del Kicked Rotor consiste en un rotor que puede girar libremente alrededor de
un eje fijo a uno de sus extremos O, tal como se muestra en la figura 2.1. Sobre este rotor
se aplica en el extremo opuesto al atravesado por el eje, una fuerza de direccién y sentidos
constantes que actua periddicamente y de manera impulsiva, golpeando al rotor inicamente
en los instantes t = nT". Dicha fuerza es entonces de la forma F (£) = Fér (t) 7, siendo j un

versor de direccién fija y

57 (t) = f: 5 (t —qT) (2.27)

q=—00
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el tren de deltas de periodo T'. En términos de la coordenada 6 que se muestra en la figura,

la ecuacién de movimiento del sistema queda dada por la segunda cardinal con respecto a O,

160 = K67 (t)sin 6, (2.28)

Figura 2.1: Esquema del Rotor Impulsado

donde I es el momento de inercia del rotor con respecto a O y se definié K como el pro-
ducto entre F' y la longitud del rotor. Las ecuaciones dindmicas pueden obtenerse también
planteando las ecuaciones de Hamilton a partir del siguiente Hamiltoniano:

2

H = (2]—1_ + K cos 0o (t), (2.29)

donde J es el momento angular del rotor con respecto a O. Las ecuaciones de Hamilton

entonces quedan

oH

- O0H J
- .
97 T’ (2:31)

que son equivalentes a la ecuacion correspondiente a la segunda cardinal.

A partir de las ecuaciones anteriores es posible expresar la evolucién del sistema en térmi-
nos del mapa de Poincaré para las coordenadas candnicas 6 y J en los instantes tiempo
inmediatamente posteriores a cada patada. Definiendo

0n =0 (t =nT") (2.32)

Jp=J(t=nT"), (2.33)
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se desea entonces obtener un mapa que dé la evolucién para J, y 60,, entre los instantes n y
n + 1. Integrando las ecuaciones 2.30 y 2.31 entre Tn™ y T (n + l)+ se tiene el mapa:

In+1 = Jp + Ksin (6,) (2.34)
T
9n+1 - Gn —|— 7jn+1. (235)
Las ecuaciones anteriores se pueden adimensionalizar definiendo .J,, = %Jn y K = %,
obteniéndose finalmente el mapa:
Jni1 = Jn+ Ksin(6,)
Onir = On+ Jpit. (2.36)

De este ultimo juego de ecuaciones se puede apreciar que el aspecto cualitativo de la
dindmica del sistema depende de un tnico pardmetro adimensionado, K. Este mapa, que se
obtiene a partir del modelo del Rotor Impulsado clasico, es conocido como Mapa Estandar y
fue estudiado originariamente por Chirikov en [7].

Dado que en el mapa 2.36 6 es una variable angular y J aparece sumada a 6 es posible
tomar la variable J moédulo 27 a los efectos de estudiar la dindmica del sistema.

2.4. Analisis numérico

En esta seccién se muestran los resultados de iterar numéricamente el mapa dado por las
ecuaciones 2.36 para distintos valores de K. La figura 2.2 muestra las érbitas en el espacio
de fases (0,J) (tomadas médulo 27) para los distintos valores del parametro elegidos. Para
cada caso, a cada condicién inicial se le asocié un color. Las orbitas correspondientes a cada
condicion inicial consisten en la sucesion de puntos que se obtienen a partir de la iteracién del
mapa Estandar, representados todos en la figura con el color asociado a la condicién inicial
elegida. Haciendo un barrido en distintas condiciones iniciales se obtienen distintas érbitas

en el espacio de fases, cada una con un color distinto.

Para K = 0, la figura 2.2 (a) muestra las orbitas del sistema integrable dado por el hamil-
toniano Hy = ‘QI—j En este caso el momento J se conserva y 6 crece linealmente con el tiempo,
por lo que cada orbita en el mapa de Poincaré consiste en un conjunto de puntos dispuestos
horizontalmente. Cuando la perturbacién es pequena, como en el caso de la figura 2.2 (b)
donde K = 0.5, la mayor parte del espacio de fases estd conformada por superficies KAM
correspondientes a deformaciones de las orbitas del sistema integrable. Entre las superficies
KAM se pueden encontrar regiones cadticas generadas por el efecto de la perturbacién sobre
los toroides resonantes, donde se observan islas de estabilidad, asociadas a nuevas orbitas
periédicas, embebidas en zonas donde el comportamiento es cadtico. A medida que la per-

turbacion va aumentando las regiones cadticas van aumentando y se van destruyendo las
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superficies KAM, como se puede apreciar en las figuras 2.2 (c), (d) y (e). Para perturbaciones
suficientemente grandes, como en la figura 2.2 (f), ya no son discernibles 6rbitas estables y el
comportamiento es cadtico sobre todo el espacio de fases.

Dado que las curvas KAM son invariantes bajo la evolucién del sistema, estas restringen
el movimiento de las orbitas cadticas. Si una érbita parte de un punto en una regién cadtica
que se encuentra contenida entre dos superficies KAM, entonces la érbita no puede acceder
a regiones distantes del espacio y su trayectoria se encuentra acotada a la zona entre las dos
curvas KAM. Esto implica que mientras haya curvas KAM que dividan el espacio de fases, la
variacion del momento J queda acotada aunque se tome una condicién inicial en una regién
cadtica. A medida que K aumenta, las superficies KAM van siendo destruidas y las regiones
cadticas se van interconectando. Llega un punto en que la ultima superficie KAM que divide
el espacio de fases es destruida, para cierto valor de K critico f(c, y el momento puede variar
de manera no acotada. En este caso la evolucién el momento se puede analizar de un punto
de vista estadistico, tal como se expone en la siguiente seccién.

2.5. Difusién en el espacio de Momentos

Para los sistemas de méds de dos grados de libertad, las superficies KAM no dividen el
espacio de fases y por tanto las érbitas que parten de puntos donde la dindmica es cadtica
pueden llegar a puntos del espacio muy alejados de su punto de partida, atin en el caso en
que los pardmetros no llevan al sistema al regimen cadtico a escala global. Este proceso se
conoce como difusién de Arnold [26], quien describié que para ciertos sistemas Hamiltonianos
la divergencia de 6rbitas de condiciones iniciales cercanas puede caracterizarse como un pro-
ceso difusivo. En el caso de sistemas de dos grados de libertad, o de un grado de libertad con
dependencia temporal explicita, las superficies KAM dividen el espacio de fases, confinando
la dinamica cadtica a ciertas regiones.

En el caso del Rotor Impulsado, luego de la destruccién de la tltima superficie KAM, es
decir, cuando el pardmetro K es bastante mayor a su valor critico y el sistema se encuentra
en el regimen fuertemente cadtico, las trayectorias no se encuentran confinadas a una parte
del espacio de fases y son libres de recorrer regiones distantes del espacio. La divergencia
de orbitas que parten de condiciones iniciales cercanas puede caracterizarse por un proceso
difusivo: para tiempos largos, valores consecutivos del angulo # pueden considerarse no corre-
lacionados y el momento J realiza entonces una caminata al azar. Este argumento se presenta
en més detalle a continuacién, y puede encontrarse en [13, 2].

Si se hace evolucionar el sistema a partir de condiciones iniciales aleatorias, la densidad
de probabilidad de que luego de n iteraciones la diferencia Jn, — Jo tome el valor AJ es

fa (Aj) — (5 (jn —Jo - AJ)) (2.37)

donde los corchetes denotan un promedio estadistico en la distribucién de probabilidad de

las condiciones iniciales. Expresando la delta de Dirac en términos de su transformada de
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2.5. DIFUSION EN EL ESPACIO DE MOMENTOS

Fourier se tiene

fu (AJ) - %< / Z dwet®(AT=TntTo)y (2.38)

Utilizando las ecuaciones 2.36 para el mapa se halla

n—1 m=n—1

Jo = m:Z Jmi1 —Jm =Y Ksin(0,), (2.39)
m=0

m=0

por lo que la ecuacién para la densidad queda

m=n—1

fa (AT) = % / Z doc™™T( [ e oinen), (2.40)

m=0

Para tiempos largos, en el régimen cadtico se considera que las variables aleatorias 6,, estan
no correlacionadas para distintos valores de n y que su estadistica no depende de n, por lo
que se puede realizar la aproximacion

m=n—1 m=n—1 m=n—1

< H e—zxK sin( On _ H —zszm Gn o H /27r df —zxK sin 0 JO (f(l,)n (241)

m=0 m=0

donde en el pentltimo paso se supuso ademas que la estadistica de 8 es uniforme; se supone que
en el régimen cadtico, luego de suficiente tiempo es equiproblable encontrar a 6 en cualquier
valor, irrespectivamente de la condicién inicial. .J,, (2) son las funciones de Bessel de primera
especie. La densidad de probabilidad queda entonces

fa (AT) = % /_ " dae™ g, (Rz)". (2.42)

Para poder hacer esta iltima integral se toma una nueva aproximacion, vélida cuando n es
lo suficientemente grande,

Jo (Kx)n - e”(_@*") (2.43)

donde los términos que faltan en el desarrollo de Taylor en el exponente se pueden omitir en el
limite n — oo. Utilizando esta aproximacién la integral de la ecuacién 2.42 se convierte en la
transformada de Fourier de una gaussiana y se obtiene finalmente una distribucion gaussiana
para la densidad de probabilidad

fn (AJ) L G (2.44)
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La densidad de probabilidad en el espacio de momentos se comporta entonces como una
gaussiana que se va expandiendo. Esta expansion se caracteriza por el aumento temporal de

la varianza

<<Aj)2> = ]fn (2.45)

que crece linealmente con el tiempo. Este crecimiento es caracteristico de un proceso difusivo,
con coeficiente de difusién
R’2

D= - (2.46)

Para obtener la densidad de probabilidad, y por tanto esta expresién para la evolucién
temporal de la varianza, se realizaron una serie de aproximaciones que requieren que K > 1.
Para valores de K cercanos a K, si bien se obtiene que el proceso también es difusivo (siempre
que K > Kc), la dependencia del coeficiente de difusién con K no es tan sencilla como la
dada por la férmula 2.46. En las referencias [27, 25] se resumen algunos resultados numéricos
y analiticos sobre la dependencia del coeficiente de difusiéon con K , teniéndose que en el limite
K — o se recupera el resultado dado por la ecuaciéon 2.46.

En el siguiente capitulo se muestra que para la versién cudntica del Rotor Impulsado el
comportamiento de la distribucién de probabilidad en el espacio de momentos es sustancial-
mente distinto al que aqui se presenta. En particular, se vera que la dependencia temporal

de la varianza difiere bastante de la de un proceso difusivo.

20



Capitulo 3

Quantum Kicked Rotor

3.1. Introduccion

El Kicked-Rotor clasico es un modelo paradigmatico del estudio del caos en sistemas Ha-
miltonianos con forzamiento. En el marco general del estudio del andlogo cuantico de sistemas
cldsicamente cadticos, el Quantum Kicked Rotor (QKR) resulta de bastante interés debido a
su sencillez y la variedad de comportamientos sin analogo clasico que presenta.

En la mecanica cudntica, el estado de un sistema fisico en un determinado instante ¢
se representa mediante un vector de onda |V (¢)), perteneciente a un espacio de Hilbert H.
Las magnitudes fisicas observables se representan mediante operadores lineales hermiticos
actuando sobre este espacio de Hilbert. Si A es el operador asociado a un determinado ob-
servable del sistema, con autovectores {|a)} asociados a autovalores a, A|a) = ala), entonces
la probabilidad de que una medida de la cantidad fisica asociada a A arroje el valor a en el
instante t es

Py (t) = [{al (). (3.1)

La evolucién temporal del sistema es generada por el operador hamiltoniano H, también un
observable del sistema, a través de la ecuacién de Schroedinger

L dV(t)
ih=— = = H|¥ (). (3.2)

Se puede construir el andlogo mecanico cuantico de un sistema clasico asociandole al
hamiltoniano del sistema clasico original un operador hamiltoniano, que se obtiene trans-
formando las variables conjugadas clésicas (g, p) en operadores que cumplen la relacién de

conmutacion

[Qmapn] = Zh(smn (33)

Siguiendo este procedimiento a partir del modelo del Rotor Impulsado clasico se puede obte-
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CAPITULO 3. QUANTUM KICKED ROTOR

ner su analogo mecanico cuantico, el Quantum Kicked Rotor.

El Kicked Rotor cuéntico fue estudiado por primera vez por Casati y otros en [10], donde
se obtiene el mapa discreto para la evolucion del sistema y mediante la iteracion numérica
del mismo se observan por primera vez las diferencias que presenta la evolucién del QKR con
respecto a su contraparte clasica. Estas diferencias consisten en, por un lado, la supresién
luego de un cierto tiempo del comportamiento difusivo clasico de la energia, y por otro, la
aparicién de un comportamiento resonante para ciertos valores de los pardmetros, dénde la
energia del sistema crece de forma balistica. En [14], Izrailev y Shepelyanskii estudian el
la, dindmica resonante del sistema, mostrando analiticamente el crecimiento balistico de la
energia para tiempos largos. En [11], Chirikov y otros proponen una explicacién del fenémeno
de la supresién del comportamiento difusivo y una expresién para el tiempo de difusion, ape-
lando a un argumento cualitativo a partir del espectro de cuasienergias del sistema.

El comportamiento del QKR tiene entonces dos modalidades caracteristicas: la localiza-
cién dindmica y el crecimiento balistico de la varianza. Ninguno de estos dos efectos ocurre
en su contraparte cldsica. La ocurrencia de uno u otro depende del cociente entre el tiem-
po caracteristico del rotor libre y el periodo asociado a la excitacién, es decir, del periodo
adimensionado del forzamiento (7). Cuando este numero es un multiplo irracional de 27 se
observa el fenémeno de localizacién dindmica; la energia del sistema crece de manera difusiva
por un cierto tiempo luego del cual la distribucién en el espacio de momentos queda localiza-
da en torno a cierto maximo, alrededor del cual decae exponencialmente. En el caso en que
el periodo adimensionado del forzamiento es un multiplo racional de 27 el sistema entra en
resonancia y su varianza en el espacio de momentos crece cuadraticamente con el tiempo.

En este capitulo se presentan los resultados fundamentales del estudio del QKR. En la
primera seccién se exponen los conceptos basicos de la teoria de Floquet, que permite analizar
sistemas cudnticos con forzamiento periddico como el QKR. En la siguiente seccién se obtiene,
a partir del Hamiltoniano del Kicked Rotor y la ecuacién de Schroedinger correspondiente,
el mapa discreto que determina la evolucién del sistema. Ademds, se describen las magni-
tudes fisicas de interés en el estudio del problema. Finalmente, en las iltimas secciones se
resumen los resultados fundamentales del comportamiento del QKR para los distintos casos
caracteristicos obtenibles al variar los parametros del sistema.

3.2. Teoria de Floquet

La teorfa de Floquet [5] es un formalismo que permite abordar problemas de mecanica
cuantica en los cuales el operador Hamiltoniano tiene una dependencia periddica en el tiempo,
es decir que existe un tiempo 7" tal que el H(t+7') = H(t). La evolucién del sistema estd dada
por la ecuacién de Schroedinger

L dly ()
th

= H@) (@) (3-4)

La ecuacion anterior admite soluciones de la forma
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3.2. TEORIA DE FLOQUET

- Qat
Wa (1) = e 1 |®q (1)) (3.5)
donde, si se define el Hamiltoniano de Floquet como

Hp (1) = H (t) - m%, (3.6)

es necesario que los |®,, (¢)) sean autovectores de Hp (t) de autovalor €2, para que las |U,, (¢))
propuestas efectivamente sean soluciones de la ecuacién 3.4, es decir que se debe verificar
Hp () [®a (1)) = Qa|Pa (1)) (3.7)

Los vectores |®, (t)) son llamados autovectores de Floquet y tienen una dependencia
periédica en el tiempo, |®, (t)). Los €, constituyen los autovalores de Floquet (también
llamadas cuasienergias) asociadas a dichos autovectores. El conjunto de |®, (¢)) conforma
una base completa del espacio de estados para cualquier instante ¢ [28],

Z [ (8)){(Pa (t)| = 1, (3-8)

los cuales a su vez pueden elegirse de manera tal de ser ortonormales

<(I)Oé (t)|q)a’ (t)> = 5&0/‘ (39)

Es decir, es posible expresar cualquier solucién del sistema como combinacién lineal de las
soluciones |¥,, (t))

W () = Aae™ @4 (1)) (3.10)

«

donde los coeficientes A, independientes del tiempo, se obtienen en términos de las condi-

clones iniciales

Ao = (24 (0)[¥ (0)). (3.11)

Utilizando la periodicidad de los |®, (t)) se obtiene la forma de una solucién genérica
luego de un periodo como

(1) =3 e @, (T)) (@0 (0)] ¥ (0)). (3.12)

«

Es posible entonces definir la matriz de evolucién del sistema en un periodo, o matriz de

Floquet, como
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CAPITULO 3. QUANTUM KICKED ROTOR

Ur =Y e 5 [ (0)) (@4 (0)], (3.13)

de manera tal que se tiene

(W (T)) = Ur|¥(0)). (3.14)

La evolucién luego de un nimero n de periodos queda dada por

W (nT)) = (Ur)" |¥(0)). (3.15)

. Qa
Los vectores |®,, (0)) son autovectores de la matriz de Floquet de valor propio e~ En
la siguiente seccion se obtiene la matriz de Floquet para el Quantum Kicked Rotor.

3.3. Dinamica del QKR

3.3.1. Operador Evolucion

En el caso cuantico, el modelo del Kicked Rotor esta descrito por el mismo Hamiltoniano
que su analogo clésico,

J2
H = o T K cos (0) o7 (t) (3.16)

con la salvedad que ahora H, J y 6 son operadores, cumpliéndose entre los tltimos dos la

relacion de conmutaciéon

0,.J] = ih. (3.17)

Nuevamente 67 (t) es un tren de deltas de Dirac de periodo T,

or(t)= Y o(t—qT). (3.18)

g=—00

La evolucién temporal del sistema estd dada por la ecuacién de Schroedinger.
Es conveniente separar el Hamiltoniano en dos términos H (t) = H, + V (t), teniéndose

J2
Hy =5 (3.19)
V (t) = K cos (0) o7 (t) . (3.20)

H, es independiente del tiempo y corresponde al Hamiltoniano del rotor libre. V' () puede

considerarse entonces como una perturbacién al sistema libre. Dado que la perturbacion es
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3.3. DINAMICA DEL QKR

del tipo impulsivo, ésta solo afecta la evolucién temporal en los instantes t = nT". La evolucién
temporal en los intervalos (R, (n 4+ 1) T~) (dénde nT" denota el instante inmediatamente
posterior a la patada en nT"y nT~ el instante inmediatamente anterior) esta determinada
uUnicamente por la accion de H,.

A partir de la ecuacién 3.4 es posible expresar la evolucién temporal del sistema en

términos del operador evolucién U (t,t'),

W (1) =U () [v () (3.21)

En particular, es posible definir el operador de evolucién entre los instantes nT" y (n + 1) T,
UT7

[ (n+1)T")) = Uply (nTT)) (3.22)

el cual no depende de n dado que H (t) = H (t+T). Este operador constituye un mapa
discreto de evolucion del sistema entre los instantes en los que sucede la patada y es el operador
de Floquet del sistema. Es conveniente escribir Uz cémo el producto de dos operadores

Ur = UgUL (3.23)

siendo Uy, el operador que da la evolucién del sistema entre nT" y (n+ 1)T~ y Uk entre
(n+1)T~ y (n+1)T". Dado que la perturbacién V (t) sélo actia en nT, en el intervalo
(nT*,(n+1)T7) la dindmica estd dada por

dfy (1))

ih
T

= Ho|¢ (t)>7 (324)
por lo cual, dado que H, no depende del tiempo, el operador evolucién Uy, estd dado por

Up, = ew HoT (3.25)
es decir que

[ (n+1)T7)) = Ul (7)) = e 7 T |y (nT)). (3.26)

Es necesario ahora hallar Uy, para lo cual se integra a ambos lados de la ecuacién 3.4
entre (n+1)T — Ay (n+1)T + A, obteniéndose

(n+1)T+A dW} (t)> J2 (n+1)T+A (n+1)T+A
m/ dt _ / dtlo (1)) + K cos (9)/ dtor (1) | (1)),
(n+1)T—A dt 2I Jiny1)r-n (n+1)T—A
(3.27)

dénde se utilizé que los operadores J? y 6 no dependen del tiempo. Tomando el limite A — 0

se observa que el primer término del lado derecho de la ecuacién anterior no contribuye
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al cambio en |1 (t)) en el instante de la patada. La dindmica en el intervalo [(n+1)T —
A, (n+1)T + A] queda entonces descrita por

mc”‘i;)) = K cos(0)5(t — (n+1)T) 1 (t)). (3.28)

Es posible aproximar, en la ecuacién anterior, a la delta de Dirac por una funcién escalén
1

2¢
L dy ()
h
T

de la cual se obtiene la evolucién temporal para la funcién de onda entre los instantes

m+1)T—-Ayn+1)T+A

centrada en cero, de ancho 2¢ y altura 5. La ecuacién entonces queda

— K cos (0) 2%'1/’ (), (3.20)

—iK

W (n+1)TH)) = e Oy (n+1)T7)). (3.30)

Tomando € = A y el limite en que A tiende a cero se obtiene el operador evolucién Ug

—1

W ((n+1)TF)) = Ukle (n+1)T7)) = et Oy (n+1)T7)),  (3.31)

quedando completamente determinado el operador de evolucién Ur definido en la ecuacién
3.23. Si se designa ahora a |t (t = (n+ 1) TT)) como |1 (n)), se tiene a partir de la ec. 3.22
la evolucién entre los tiempos dados por los valores n y n + 1

¢ (n+1)) = Urly (n)), (3.32)

donde el operador Ur se expresa en términos de los operadores J y 6 como

Up = e 31T cos(0), (3.33)

3.3.2. Mapa en el espacio de momento

Dado que el espectro del operador J es discreto, la evolucion temporal entre dos instantes
nTy (n+ 1) T, dada por la ecuacién 3.32, podra expresarse en una base de autovectores de ese
operador como una matriz actuando sobre un vector de estados discreto. Esta representacion
es particularmente 1til para la realizacién de simulaciones numéricas. Es necesario entonces
hallar, a partir de la expresiéon obtenida para Ur en la seccién anterior, sus elementos de
matriz en una base de autovectores del operador momentum angular J.

El estado del sistema puede expresarse en términos de la funcién de onda

P (0,n) = (B¢ (n)), (3.34)

donde |#) es un autovector del operador 0, de autovalor 6. El operador J actia sobre estas

funciones de onda como
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G,
J = iz, (3.35)

El espectro de dicho operador es discreto; sus autovectores |l) forman una base del espacio
de estados y verifican J|l) = nh|l), dénde [ recorre todos los enteros. Estos autovectores se
pueden expresar en la base dngulo como (8|l) = ¢?/\/27. El vector de onda en tiempo nT
puede expandirse en la base |l), teniéndose

o

(U (nT) = Y a(n)), (3.36)

l=—00

donde los a; (n) se obtienen de las proyecciones

ai (n) = (I[¢ (n)). (3.37)

Los estados en las representaciones asociadas a los autovectores de los operadores J y 6
estan relacionados mediante una transformada de Fourier

2 do

27
ar (n) = (Il (n)) = /0 do(110) (0] (n)) = o e 1% (0,n) (3.38)
y
¥ (0,n) = (Ol () = > O (n Z eay ( (3.39)
l=—00

Se desea obtener una expresién para la evolucién del sistema en un periodo 7', dada por
la ecuacién 3.32, en alguna de las dos representaciones. Dado que el operador asociado a la
evolucién libre del sistema depende uinicamente del operador J, Up, = e gT, este operador
es entonces diagonal cuando se expresa en la base de momentum angular. Por otro lado, el
operador que da la evolucion del sistema debida a la patada sélo depende de 6, y es por lo
tanto diagonal en la base de posicién angular. Debido a que la expresion del estado en la base
de momentum angular, dada por los coeficientes a; (n), es discreta, mientras que en la base |)
la expresiéon del estado es una funcién de onda, a los efectos de la realizacion de simulaciones
numéricas es mas sencillo trabajar con la primera. Se desea obtener pues, a partir de la ec.
3.32, una expresién para la evolucién temporal de los coeficientes a; (n).

Apelando a la ecuacién 3.32 y a la definicién de a; (n) se tiene

n + 1 Z Umlal (3'40)

l=—0

siendo U,,; los elementos de matriz de Up en la base momento angular, que se obtienen a
partir de
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HoT

)
™ . .2
= [ dotmie Eeotlgyoe 4

—T

(mlUrll) = (mle~1meofe

;T
27 X .
_ ¢ d(ge—z%cosOe—z(m—l)O'

2

—T

Utilizando la definicién de las funciones de Bessel de primera especie se obtiene

1125 K
Ui = (m[Ur|l) = ™27 Ji_p, () i, (3.41)

A partir de estd matriz se tiene la evolucién temporal de los coeficientes a; (n) desde un ins-
tante t = nT hasta t = (n + 1) T debida al mapa discreto 3.40. Esta expresion de la evolucién
del sistema es la que se utiliza para realizar las simulaciones numéricas.

Las funciones de Bessel J;_,, (%) decaen rapidamente cuando |l — m| > % y su valor
puede considerarse practicamente despreciable fuera de cierto rango en [ — m. La matriz
de evolucion puede considerarse entonces como una matriz de bandas. Este hecho permite
el andlisis numérico dado que es entonces posible truncar el espacio de estados a los efec-
tos de estudiar la evolucién del sistema. Ademds, es 1til para comprender ciertos aspectos

cualitativos del comportamiento del QKR, como se verd en las siguientes secciones.

3.3.3. Valores Esperados

A los efectos de estudiar la dindmica del QKR, es interesante analizar la evolucién tem-
poral de las cantidades fisicas observables del sistema: los valores esperados del momento
angular del rotor y de la energia del sistema libre, dada por la energia cinética del rotor.
Ademds, es de interés caracterizar la evolucién temporal de la densidad de probabilidad, por
ejemplo en el espacio de momentos. Esto se puede hacer observando como evolucionan en el
tiempo sus momentos estadisticos. Los momentos estadisticos de la distribucién de probabi-
lidad en el espacio de momentos estdn relacionados con los valores esperados del momento
angular del sistema y de la energia cinética del rotor.

La distribucion de probabilidad en el espacio de momentos se puede escribir en términos
de las amplitudes de probabilidad a; (n). En un instante n, la probabilidad de encontrar al

sistema en un estado de momento angular [ es

Py (n) = [{Uly (t) = ar (n) ar (n)". (3.42)

El valor esperado del momento angular del sistema en un instante ¢ = nl" est4 dado por

[e.9] o0

()= @)= Y @@ @) = Y WP (n) = hMi, (3.43)

l=—o00 l=—o00
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o0
siendo M; = Z [P; (n) el primer momento estadistico de la densidad de probabilidad en el

l=—o00
espacio de momentos.

El valor esperado de la energia cinética del rotor en un instante ¢ = nT" estd dado por

, ,
(Ho) = (0 ()51 () = D OIS0 @) = Y. 2P (n) = S-Ma,  (3.44)

=—00 l=—00

siendo My = Z I2P; (n) el segundo momento estadistico de la densidad de probabilidad en

l=—00
el espacio de momento angular.

3.3.4. Adimensionalizacion de los Parametros

Es posible reagrupar los parametros del sistema en dos pardmetros adimensionados en
términos de los cuales describir su dindmica. Se define el periodo adimensionado 7 de la

excitacién como

nT
=, 3.45
T=57 (3.45)
También se define la intensidad adimensionada de la patada como
K
= —. 3.46
= (3.46)

Es importante observar que, mientras el Kicked Rotor clasico depende de un sdlo parame-
tro adimensionado K, el QKR depende de dos pardmetros. Aunque es posible obtener el
parametro en funcién del cual se describe la dindmica del Kicked Rotor clasico en términos
de los dos parametros definidos precedentemente, K = 2kT, para que quede completamente
especificada la dindmica del sistema se requiere, ademas de imponer el valor de K como en el
Kicked Rotor clasico, imponer el valor de cualquiera de los otros dos pardmetros del sistema
k o 7. Esto se debe a que la relacién de conmutacién 3.17 introduce un parametro puramente
cuantico a la fisica del problema, la constante de Planck.

Finalmente, el operador de evolucion en la representacién de momento angular queda

Upi = (m|Up|l) = e Jj_pn ()i (3.47)

Se observa que el operador evolucién (y por lo tanto la dindmica del sistema) es el mismo
para 7 y T + 2w, por lo que basta analizar los casos en que 0 < 7 < 27. En la siguiente
seccion se analiza el mapa dado por esta matriz para distintos valores de los parametros

adimensionados.
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CAPITULO 3. QUANTUM KICKED ROTOR

3.4. Analisis del mapa

En esta seccion se muestran los distintos tipos de comportamiento que presenta el modelo
del QKR dependiendo de los valores de los parametros adimensionados que determinan su
dindmica, k y 7. Se verd que es posible identificar dos tipos de comportamientos cualitativa-
mente distintos para la evolucion temporal del QKR, el resonante y el no resonante.

El sistema entra en resonancia cuando las frecuencias de transiciéon entre los niveles de
energia del rotor libre son conmensurables con la frecuencia de la excitacién w = 2% El Ha-
J2
27
son también de H, y los autovalores asociados (los niveles de energia del rotor libre) son de

272 . . . ez .
la forma E; = hzé . La frecuencia asociada a la transicion entre dos niveles [ y m es por lo

miltoniano del rotor libre es H, = por lo que los autovectores del momento angular lo

tanto

= —=— (I - . 3.48
Se observa entonces que para que se cumpla la condicién de resonancia, el periodo adimen-

sionado de la excitacién 7 debe ser un multiplo racional de 27,

_ 2mp
.

T

(3.49)

Tanto en el caso resonante como en el no resonante la evolucion temporal del QKR

presenta un comportamiento cualitativamente diferente al de su analogo clésico.

3.4.1. Dinamica No Resonante

Para llevar al QKR al régimen resonante es necesario ajustar un parametro real a un valor
racional, por lo que la dindmica no resonante sera el comportamiento genérico del sistema. De
las ecuaciones 3.45 y 3.46 se puede obtener el parametro K, que determina la forma cualitativa
de la dindmica del modelo del Rotor Impulsado clasico, en términos de los parametros del

sistema cuantico,

K = 2kT. (3.50)

A los efectos de realizar una breve descripcion de los resultados fundamentales concer-
nientes a la dindmica del QKR en el régimen no resonante, se eligen como parametros in-
dependientes K y k —pudiéndose obtener 7 en términos de estos dos apelando a la ecuacién
anterior—, de manera tal de realizar comparaciones con los distintos regimenes existentes en la
dinamica del problema clasico a través del pardmetro K.En [27], se presenta una descripcién
detallada de las distintos regimenes observables en el espacio de pardmetros (f( , H).

Dentro de los distintos casos posibles, ha suscitado mayor interés aquel en que el pardme-
tro K se encuentra por arriba de su valor critico cldsico K, y el pardmetro cudntico cumple

k > 1. La primera condiciéon implica que se lleva al sistema al régimen en el cual el sistema
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3.4. ANALISIS DEL MAPA

clasico se comporta de manera cadtica, y la segunda, que el sistema cuantico se encuentra
fuera del régimen donde serfa aplicable un tratamiento perturbativo. Para este valor de K el
Rotor Impulsado clasico presenta un comportamiento difusivo en el espacio de momentos; si
se toman las condiciones iniciales aleatoriamente, la distribuciéon de probabilidad para el mo-
mento angular evoluciona de acuerdo a lo descrito en la seccién 2.5, tendiendo para tiempos
largos a una gaussiana cuya varianza se ensancha linealmente con el tiempo de acuerdo con
la ecuacion 2.45.

En la figura 3.1 ! se muestra el resultado de simulaciones numéricas realizadas a partir de
la iteracién del mapa 3.40. Se presenta en azul la distribucién de probabilidad en el espacio
de momentos para el QKR para distintos instantes de tiempo, partiendo de una condicién
inicial localizada a; (0) = ¢;9, tomando K=5 v k = 25. La probabilidad clésica dada por la
ecuacion 2.44 se muestra en rojo. En la figura se puede apreciar como, si bien la forma de la
distribucién cuantica es bastante distinta de la de su contraparte cldsica, para tiempos cortos
el ancho de ambas distribuciones es similar. Sin embargo, a medida que transcurre el tiempo
se observa que la distribucion clasica se va desparramando en el espacio de momentos mucho
mas rapido que la cudntica, y que esta tultima de hecho tiende a mantenerse acotada en el
espacio de momentos. La distribucién cudntica se mantiene centrada en el origen debido a

que se tomd una condicién inicial simétrica.
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Figura 3.1: Distribuciones de probabilidad cudntica (azul) y clésica (rojo) para distintos
valores del tiempo n. La evolucién cudntica parte de la condicién inicial a; (0) = ;9 y se

usaron los pardmetros K =5y k = 25.

Este efecto puede observarse mas claramente en la figura 3.2, también obtenida mediante
simulaciones numeéricas, para las mismas condiciones iniciales y valores de los parametros
que la figura 3.1. En la figura 3.2 (a) se muestra una comparacién de las densidades de
probabilidad en el espacio de momentos en escala logaritmica, luego de transcurridos 1000
intervalos de tiempo. Alli se puede apreciar como, para tiempos suficientemente largos, la
densidad de probabilidad clasica toma valores mayores que la cuantica para valores grandes

1Se debe notar que la gréfica sélo tiene sentido evaluada en los valores enteros de la variable independiente
m, dado que la densidad de probabilidad en el espacio de momentos es discreta. La grafica se muestra con
interpolacién entre los puntos para facilitar la visualizacién. Esto es comun a todas las graficas presentadas
en lo que resta de este trabajo.
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CAPITULO 3. QUANTUM KICKED ROTOR

del momento, lo que implica un comportamiento localizado de la densidad cuantica. Este
efecto, denominado localizacién dindmica, puede apreciarse de forma mas clara en la figura
3.2 (b), que presenta en azul la evolucién temporal del segundo momento estadistico de
la densidad de probabilidad en el espacio de momentos para el caso cuantico. La evolucién
difusiva dada por la ecuacion 2.45, correspondiente al caso clésico, se presenta en rojo. En esta
figura se puede apreciar como en un entorno del instante inicial el comportamiento cudntico
del segundo momento sigue al del sistema clasico. Sin embargo, a partir de cierto tiempo,
el segundo momento se separa de la recta que determina el proceso difusivo, y comienza a
crecer mas lentamente. Para tiempos mayores, el crecimiento del segundo momento en el
caso cuantico esencialmente cesa. Para tiempos largos se observa que el segundo momento
se mantiene practicamente constante a medida que el tiempo crece, lo que implica que la
densidad de probabilidad deja de desparramarse en el espacio de momentos, obteniéndose
una densidad de probabilidad localizada en cierto intervalo. Este proceso se conoce como

localizacién dindmica.

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 05 1 15 2 25 0 100 200 300 400 500
m x10° n

(a) (b)

Figura 3.2: (a) Logaritmo de las densidades de probabilidad clésica y cudntica en funcién
del valor del momento al cuadrado, luego de transcurrido un tiempo n = 1000. (b) Segundo
momento estadistico de la densidad de probabilidad en el espacio de momentos en funcién
del tiempo adimensionado n. Caso clasico (rojo) y cudntico (azul).

La supresién cudntica del comportamiento difusivo cldsico puede explicarse cualitativa-
mente apelando a la teorfa de Floquet [12]. La evolucién en términos del mapa en el espacio
de momentos estd dada por la ecuacién 3.40 y la matriz de la ecuacion 3.41. Para hallar la
solucién de este mapa, ax (n), en funcién de n y las condiciones iniciales, de acuerdo con la
ecuacién 3.15 es necesario hallar los elementos de la n-ésima potencia de la matriz de Floquet
en la base de momento angular, U, ,g?) = (k|U#|l). La matriz de Floquet Ur en la representa-
cién de momento angular puede diagonalizarse mediante una transformacién unitaria A de

elementos A;; en la base de momento angular
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3.4. ANALISIS DEL MAPA

Uu = ZA:nke_icpmAmh (3.51)

donde ®,,, son proporcionales a las cuasienergias del operador de Floquet. Por lo tanto, se
tiene que q; (n) en funcién de las condiciones iniciales queda de la forma

ag (n) = Z A;knk,e_m(bm/lmlal 0). (3.52)
m,l

Tomando ahora la condicién inicial a; (0) = d;9 se tiene que el segundo momento queda

My(n)= Y K™ Pm=m) A A% o Ay Ao, (3.53)

m,m’ k

La omision de los limites de suma en las sumatorias anteriores indica que los indices se ex-
tienden en todos los valores enteros.

De la ultima expresién para el segundo momento estadistico es posible comprender cuali-
tativamente su comportamiento en funcién del tiempo n. Para esto se observa que, dado que
la matriz Uy es una matriz de bandas, también lo serd la matriz Ay, que la diagonaliza, por
lo que puede aproximarse que las sumatorias en la expresién anterior se extienden entre —ny
y +ng, donde ng es un numero natural que da aproximadamente el ancho de las bandas de
Uy;. Si se supone ademds que las cuasienergias ®,, estdn uniformemente distribuidas en el
intervalo (0, 27), con separacién promedio i—:, entonces el sistema se comportard para tiempos
n mucho menores a n; como si su espectro fuera continuo. Esto se debe a que la diferencia

entre factores e"(®m/—®m)

consecutivos en la sumatoria es chica para n < ng. Si el sistema se
comporta en este rango de tiempos como si su espectro fuera continuo, es razonable suponer
que se comportard de manera similar a su andlogo cldsico; para esta escala de tiempos la
cuantizacién de las cuasienergias no llega a influenciar muy fuertemente a la evolucién del
sistema.

D, 1—Pm)

Para n >> n, las fases e oscilan muy rapidamente por lo que en promedio los

términos con m distinto de m’ se cancelan y se obtiene en este régimen

My (n) =Y k> A Al Al Amo, (3.54)

m,k

donde se ha perdido la dependencia en n y por lo tanto para tiempos largos el segundo mo-
mento es constante en esta aproximacién. Se tiene entonces que el tiempo en que el sistema
cuantico sigue al comportamiento difusivo serd proporcional a ngs. Dado que las sumato-
rias en la expresion anterior se extienden aproximadamente entre —ns y ng, el ancho de la
densidad de probabilidad en el espacio de momentos serd aproximadamente ng y entonces
My (n =mng) = ng Dado que hasta el tiempo ng el segundo momento crece aproximadamente
segun la ecuacion 2.45, entonces insertando los resultados anteriores en esta ecuacion se tiene

finalmente que
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CAPITULO 3. QUANTUM KICKED ROTOR

ns ~ D, (3.55)

lo que implica que el ancho de la localizacion en el espacio de momento angular es propor-
cional al pardmetro D que describe la difusién en el problema clasico.

El proceso de localizacién dindmica también se puede entender mediante la observacion
de que los autovectores |®, (0)) del operador de Floquet Uz son localizados en el espacio de
momento. De ser asi, suponiendo que la condicién inicial del problema tiene proyeccién no
nula dnicamente en un conjunto finito de estos autoestados, entonces la eventual localizacién
del vector de onda en el espacio de momento queda garantizada por el hecho de que el vector
de onda en un instante cualquiera estd dado por una superposiciéon de la forma 3.10 de un
conjunto finito de autovectores de Floquet, cada uno acotado en el espacio.

En [29], Grempel, Prange y Fishman muestran que los autovectores del operador de Flo-
quet efectivamente deberdn estar localizados en el espacio de momentos. Esto se realiza en
dicho trabajo a partir de la observacién de que la ecuacién que determina la expresién de los
autovectores de Floquet en el espacio de momento angular es similar a la que determina los
autoestados del Hamiltoniano en el modelo de Anderson de materia condensada.

El modelo de Anderson [30] describe una particula interactuando con una red desorde-
nada, modelada por un potencial periédico con un componente aleatorio. En el caso de una
dimensién, se encuentra que la funcién de onda de la particula presenta localizacién espacial
si el grado de aleatoriedad introducido en el potencial por el desorden es lo suficientemente
grande. En [29], los autores muestran que existe una correspondencia entre el problema de
determinar los vectores propios del operador de Floquet en el problema del QKR y el pro-
blema de determinar las funciones de onda en el modelo de Anderson, de lo que se puede
concluir que los autovectores del operador de Floquet presentaran localizacién en el espacio
de momentos. El modelo de Anderson y su correspondencia con el problema de autovectores
del operador de Floquet se describen en un poco més de detalle en el apéndice A.

3.4.2. Dinamica Resonante

La dindmica resonante se obtiene en el caso en que el parametro 7 cumple con la condicién
de resonancia 3.49. Es posible verificar que en este caso el comportamiento del sistema no
depende cualitativamente del valor del parametro k.

En el siguiente analisis y a lo largo de todo este trabajo se distingue entre dos tipos de
resonancia; la resonancia primaria dada por la condicion % =1, y las resonancias secundarias
como aquellos casos en que esta tltima condicién no se satisface (aunque si por supuesto la
condicién 3.49). En ambos casos la energia del rotor libre, es decir el segundo momento es-
tadistico de la distribucién de probabilidad en el espacio de momentos, crece cuadraticamente
con el tiempo para tiempos suficientemente largos. Unicamente cuando 75’ = % esto no sucede;
el comportamiento del sistema es peridédico en ese caso y por este motivo esta situacion es

conocida como anti-resonancia.
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3.4. ANALISIS DEL MAPA

3.4.2.1. Resonancia Primaria

En la resonancia primaria, la frecuencia asociada a la excitacién coincide con la frecuencia
asociada a la transicion entre dos niveles de energia consecutivos del rotor libre. Cuando
7 = 27 el operador de evolucién libre del rotor en un periodo se convierte en la matriz
identidad. Para verificar esto basta expresar dicho operador en la base de momentum angular

(m|UL|L) = e 5,1 = Sy (3.56)

Se observa entonces que, en las condiciones de la resonancia primaria, ninguna de las
componentes de Fourier de la funcién de onda (es decir las componentes del vector de on-
da en la base de autovectores del momentum angular) es modificada luego de la evolucién
libre durante un tiempo 7', y por lo tanto la evolucién en un periodo queda completamente
determinada por el operador evolucién asociado a la patada Ug, cuya expresiéon en la base
posicién angular es diagonal y toma la forma

Up = Ug = e es0), (3.57)

La evolucién a lo largo de un cierto nimero de periodos queda dada entonces exclusi-
vamente por la excitacion al sistema. La expresién para el vector de onda luego de trans-
currido un tiempo t = n1 se obtiene de manera sencilla en la base posicion dado que el
operador evolucién es en este caso diagonal en dicha base, como se puede apreciar en la
ecuaciéon anterior. Por lo tanto, la evolucién luego de n periodos queda dada por el operador
Unr = (Up)™ = e~c0s(0)  Se tiene entonces para la funcién de onda

Y (0,t =nT) =e Oy (9t =0). (3.58)

A partir de esta formula es posible obtener analiticamente y de manera exacta una expre-
sion para la evolucion temporal de los valores esperados del momento angular y de la energia
del sistema, o lo que es equivalente, de los primer y segundo momentos estadisticos de la

distribucién de probabilidad en el espacio de momento angular

2w _
M (n)= == = —i/ doy* (0,t = nT) 0y (6.t =nT) (9’;0_ nT)
2I<Hy> " * 9% (0,t =nT) (3:59)
My (n) = =552 = - ; doy* (0,t =nT) 907

Se obtiene entonces, utilizando la expresion 3.58, la evolucién temporal del primer momento

My (n) = ns /0 00" (0.6 = 0)4 (6.6 = 0) sin (6) + My (0). (3.60)

donde puede apreciar como el primer momento crece en el tiempo como M; (n) ~ n. Esto es,

a menos que la integral que multiplica al término lineal en n se anule. Esto sucede cuando
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la densidad de probabilidad en el espacio de posicién angular, P (6) (t = 0) = |[¢ (0,t = 0) |?,
es una funcién par si se considera en el intervalo (—7, 7). Esto es razonable dado que si la
densidad de probabilidad inicial en el espacio 6 es simétrica con respecto al origen es de
suponer que el valor esperado del momento angular no cambiara con el tiempo.

De manera analoga puede obtenerse una expresién para el segundo momento estadistico

en funcién de n

27
Ms(n) = ()’ /0 400 (6,1 = 0) |2 sin? () +

o (6, = 0)

—ink /27r doy* (0,t = 0) <cos (0) ¢ (0,t =0) + 2sin (0) 50
0

> + Moy (0) ,
(3.61)

donde se aprecia el crecimiento cuadratico del segundo momento, y por ende, de la energia,
en términos de la variable temporal n. Se observa que en este caso es imposible anular el
factor que multiplica al término en n? dado que este consiste en la integral de una funcién
positiva.

Es posible obtener expresiones para estas dos cantidades en términos de las condiciones
iniciales expresadas en el espacio de momento angular a; (0),

M (n) = —nk 3, Sla; (0)aj_y (0)] + My (0) (3.62)
Mo = TS e, 0)ai, 0)
+ ne Y (25 + 1) Sa; (0)ajyy (0)] + My (0). (3.63)
Jj=—00

El procedimiento para llegar a estas expresiones es un tanto més trabajoso y se describe en
el apéndice B. Se observa entonces como la energia —o el segundo momento estadistico— crece
cuadraticamente con el tiempo, crecimiento que es independiente de las condiciones iniciales.

Este comportamiento se puede verificar también mediante simulaciones numéricas, a par-
tir del mapa discreto en el espacio de momentos. Los resultados de una simulacién para
condiciones iniciales a,, (0) = d,,0 se muestran en la figura 3.3a, donde se puede apreciar la
distribucién de probabilidad luego de transcurrido un tiempo n = 40, utilizando un valor
de k = 5. En la figura 3.3b se muestra la evolucién temporal del segundo momento Ms en
funcién de el tiempo n, aprecidndose claramente el crecimiento cuadratico del mismo. No se
incluye un grafico de la evolucién temporal de M;; para las condiciones iniciales utilizadas se
encontré en la simulacién que esta cantidad de se mantiene nula para todo tiempo, tal como
era esperado de acuerdo con la observacion hecha anteriormente.

—ikcos(0)

La matriz de Floquet, en resonancia, es Up = ¢ , que es diagonal en el espacio de

posicién angular. Esto quiere decir que los estados de Floquet del sistema son de la forma
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Figura 3.3: Distribucién de probabilidad y segundo momento para la resonancia primaria con
k =5y condicién inicial ay,, (0) = o

U, (0) =0d(0-0, las cuasienergias asociadas son €2, = hkcos (6). Se observa entonces
9

que el espectro de cuasienergias del QKR en la resonancia primaria es continuo, a diferencia

del caso no resonante en que el espectro de cuasienergias es discreto. Algo similar sucede en

las resonancias secundarias, que se examinan a continuacion.

3.4.2.2. Resonancias Secundarias

En el caso de las resonancias secundarias se cuenta con un crecimiento cuadratico del valor
esperado de la energia cinética para tiempos largos. Sin embargo, en este caso no es posible
obtener un resultado analitico exacto para los primer y segundo momentos estadisticos en
términos del tiempo adimensionado n -para todo n -, como si es posible para la resonancia
primaria, en la cual se puede verificar analiticamente que el comportamiento cuadratico se
obtiene no solamente en el régimen asintético sino para todo tiempo. Si es posible encon-
trar analiticamente, para las resonancias secundarias, un resultado asintético para el segundo
momento y en [14] Izrailev y Shepelyanskii verifican analiticamente que la energia debe cre-
cer cuadraticamente para tiempos largos incluso en las resonancias secundarias. Los autores
encuentran ademas que para estas resonancias el espectro del operador de Floquet tiene com-
ponentes continuas, al igual que en el caso de la resonancia primaria.

Es posible verificar este comportamiento mediante simulaciones numéricas. En la figura
3.4 se muestra la evolucion temporal del segundo momento para la resonancia secundaria
p/q =1/5 con k = 1 y condicién inicial a,, (0) = d;,0. Se puede apreciar como, luego de un
transitorio, para tiempos largos el segundo momento tiende a una dependencia cuadratica
del tiempo.
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Figura 3.4: Evolucién temporal del segundo momento para la resonancia secundaria p/q = 1/5
con k = 1y condicién inicial a,, (0) = dmo

3.4.2.3. Anti-resonancia

El caso en que % = 1/2 es la excepcién a lo expuesto precedentemente. Cuando el
pardmetro 7 es igual a 7, el sistema exhibe un comportamiento periédico conocido como anti-
resonancia [14]. Se puede verificar que la evolucién temporal del vector de onda es periddica
observando que en este caso U% = Id. Para verificar esto, se reproduce un procedimiento que
puede encontrarse en [31]. Definiendo el operador n = J/h, el operador de Floquet queda
_in2

Up = e~ Tgmircosd (3.64)

Apelando a la relacién

2 2

—imn e—mcos@ _ emcosé’e—mn 7 (3‘65)

e
que se demuestra en el apéndice C, se tiene que el operador evolucién evaluado en 7 = 7
puede escribirse como

2

et* cos(h) e imm® (3.66)

—imn?2

UT —e e—z’ncos@ —

De esto 1dltimo se obtiene la relacién deseada para U%

U% _ e—z'7r712e—mcost9eimc0s(0)e—i7m2 _ e—i27rn2 = Id, (3.67)
donde la dltima igualdad se debe a que el espectro de n esta constituido por los ntimeros
enteros.

La evolucién del sistema luego de n periodos esta dada por el operador Uz, que en virtud

de la ecuacién anterior, queda
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Un — Ur si 'n es impar (3.68)
Id sin es par.

A partir de esto se tiene la siguiente expresion para el vector de onda en un tiempo n en

términos de las condiciones iniciales del sistema:

n)) — Ur (0)|¥ (n=0)) sin esimpar
| (n)) { T (n = 0)) i m es par. (3.69)

Se observa pues que la evolucién temporal del vector de onda es periddica cuando 7 = .

De esto se deduce que la evolucién de todos los valores esperados también lo sera.
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Capitulo 4

Condiciones Iniciales Distribuidas
en el QKR

4.1. Introduccion

En este capitulo se estudia la influencia de las condiciones iniciales en la dindamica del
Quantum Kicked Rotor en resonancia. Se consideran condiciones iniciales distribuidas en el
espacio de momento angular y se observa como cambia la evolucién del sistema, y en par-
ticular la evolucion temporal de los momentos estadisticos, segiin como sea la forma de la
condicién inicial elegida.

En las referencias [32, 33] se estudia de manera tedrica la influencia de las condiciones ini-
ciales en la evolucién temporal de los momentos estadisticos del sistema, para una realizacién
atémico-6ptica del QKR. En particular se estudia como cambia la evolucién temporal de los
momentos estadisticos cuando se consideran condiciones iniciales distribuidas en el espacio
de momentos. Se debe notar, sin embargo, que la diferencia entre lo propuesto en dichos
trabajos y el trabajo de esta tesis radica en que los autores consideran el estado inicial como
una mezcla incoherente de estados dada por una distribucién térmica. El trabajo presentado
en este capitulo considera la evolucién a partir de una superposicién coherente de estados.

En el caso de la resonancia primaria, el mapa en la representaciéon de momento angular es
invariante bajo traslaciones, por lo que se puede diagonalizar mediante una transformada de
Fourier. Esto es razonable dado que en secciones anteriores se vio que el operador de Floquet
es, para las resonancias primarias, diagonal en la base de posicién angular y, dado que el
angulo y el momento angular son variables conjugadas, se pasa de una representacién a otra
mediante una transformada de Fourier. Se utiliza entonces el analisis de Fourier para estudiar
el mapa en el espacio de momentos, haciendo una descomposicién del estado del sistema en
ondas planas y hallando una relaciéon de dispersion. Utilizando la relacion de dispersion es
posible hallar la velocidad de grupo y analizar como depende la evolucién de la forma del
paquete de ondas en el instante inicial.

Para las resonancias secundarias el anélisis es mas complejo, dado que la matriz de evo-
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lucién no es ciclica en el espacio de momento angular y por lo tanto no es diagonalizable por
una transformada de Fourier, o lo que es lo mismo, no es diagonal en la representacién de
posicion angular. Se realiza entonces un andlisis numérico del problema, encontrandose un
comportamiento cualitativamente similar al hallado para la resonancia primaria.

Un andlisis similar al de este capitulo se aplica en la referencia [34] para la QW. Los
autores describen la dindmica de la QW estudiando la propagacién de ondas planas a partir
de la relacion de dispersion y encuentran la relacién entre los parametros que describen un
tipo de condicién inicial distribuida con la evolucién del sistema. El procedimiento, asi como
algunos de los resultados obtenidos, tienen una cierta similitud con lo que se muestra para el
QKR en este capitulo.

4.2. Resonancias Primarias

Dado que la posiciéon angular y el momento angular son variables conjugadas debido
a la relacion de conmutacién 3.17, las funciones de onda en las bases correspondientes se
relacionan mediante la transformada de Fourier dada por las ecuaciones 3.38 y 3.39

w(e,n):\/% S e, (n) (4.1)

m=—00

™
am (n) = —— [ doe=™04 (6, m). (4.2)
V2r ) x
Como se vio en el capitulo anterior, en el caso de la resonancia primaria el operador de
Floquet coincide con el operador asociado a la evolucion dada por la excitacién Uy, debido
a que el operador de evolucién del rotor libre coincide con la identidad. Es decir que en
resonancia primaria Ur = Ug y la evolucién se expresa de manera sencilla en el espacio
de posicién angular, teniéndose la solucién del problema para condiciones iniciales genéricas

dada por la ecuacién 3.58

Y (0,t =nT) = e ™30y (9t =0). (4.3)

Introduciendo esta ecuacién en la formula 4.2 se obtiene

1 ™ . .
am(n) = — dfe—mo—inrcos(0)y, (9 ¢ =0 4.4
wiy=—= [ v (0,00 (1.4
La ecuacién precedente puede verse como la descomposicién del vector de onda en el espacio

de momentos a,, (n) en una superposicién de ondas planas de la forma e~ imf—w(®)n) " qonde
se tiene la siguiente relacién de dispersién entre w (6) y 6

w(f) = —kcos(0) (4.5)

42



4.2. RESONANCIAS PRIMARIAS

A partir de la relaciéon de dispersion se puede obtener la velocidad de grupo asociada a la

propagacion de las ondas

vg = — = Ksin(0). (4.6)

Estas dltimas dos ecuaciones permiten hacer algunas predicciones sencillas pero relevantes
con respecto al comportamiento del QKR. Se observa que la velocidad de grupo serd maxima
para § = £7/2 y nula para 6 = 0,7, tomando los valores v, = kK 0 vy = 0 respectivamente.
Se considera entonces la siguiente condicién inicial

Y (@,n=0)=F(0—0b), (4.7)

que en el espacio de momentos se expresa

a (n = 0) = \/12? /_ " 4010 F (0 — 0y) = f (1) =10 (4.8)

donde f (1) es la transformada de Fourier de F' (). Esta condicién inicial corresponde, en el
espacio de momentos, a un paquete de ondas de la forma F' (0) centrado alrededor del nime-
ro de onda 6. Se espera que la evolucion del paquete de ondas en el espacio de momentos
esté dictada por la ecuacién 4.6. Es decir que, en el caso en que el paquete de ondas F' ()
sea lo suficientemente angosto (o equivalentemente, f (1) lo suficientemente ancho), entonces
el mismo deberd quedarse en reposo si 8y = 0, o deberd moverse con méxima velocidad si
0 ==£7m/2. A suvez, sify e (—m0) (g € (0,7)) el paquete se desplazard hacia la izquierda
en el espacio de momentos, lo cual es consistente con la visén clasica del sistema en la cual
la barra tendréd velocidad negativa (positiva) si en el instante inicial se encuentra en los in-
tervalos correspondientes.

A continuacién, se verifican estas ideas considerando una condicién inicial particular co-

rrespondiente a un paquete gaussiano centrado alrededor del nimero de onda 6y,

2

1

1 -5

a; (0) = [a \/ﬂe 2(’3] e~ o, (4.9)
0

A partir de esta expresién para la condicién inicial es posible hallar los momentos es-
tadisticos de la distribucion de probabilidad en el espacio de momento angular, en términos
de o9 y 6, apelando a las ecuaciones 3.62 y 3.63

M (n) = —nk 3, Sla; (0) a5y (0)] + My (0) (4.10)
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2 0
My(m) = 5 (1 S Ry 04 0)
j=—o00
+ m'z (2 + 1) Saj (0) alyy (0)] + M3 (0). (4.11)

Sustituyendo la ecuacién 4.9 en estas dos expresiones y utilizando que, para o > 1,

o0 l2
> e 2 ~ V2no, (4.12)

l=—00
se tiene X
M, (n) = knsinfy e 390 (4.13)
(kn)? _1
My (n) = 5 [1 —cos26y e 200] + M> (0). (4.14)

A partir de estas dos expresiones se tiene la varianza de la distribucion de probabilidad
en el espacio de momentos, 2 (n) = M; (n) — My (n)?,

2 1 1
o?(n) = (ﬁ;) 1 —cos20p e 20 —2sin®fy e %0

+a¢. (4.15)

De la ecuacion 4.14 se observa como el segundo momento, que en virtud de la ecuacién
3.44 es igual al valor esperado de la energia del sistema a menos de una constante, presenta
una dependencia sinusoidal en la variable 6y de manera similar a la encontrada en la referen-
cia [18], si bien en ese caso la condicién inicial distribuida se centra en un valor no nulo del
momento.

En la ecuacién 4.15 se puede apreciar como la varianza crece cuadraticamente con n,
independientemente de la condicién inicial del sistema. Sin embargo, a n fijo, se tiene que el
término cuadratico puede hacerse pequeno para o( suficientemente grande y ciertas condi-
ciones iniciales. Esto significa que para oy muy grande, es decir cuando la condicién inicial es
muy ancha en el espacio de momentos, el sistema puede tardar un tiempo largo en exhibir el
comportamiento balistico. Esto podria contribuir a explicar por que en ciertas realizaciones
experimentales no se observa el crecimiento balistico de la varianza como por ejemplo en [16].

En [32] se estudia la evolucién del momento de una realizacién atémico-éptica del QKR.
Alli se encuentra que, debido a condiciones iniciales distribuidas, no se observa el comporta-
miento balistico en resonancia. Sin embargo, el tratamiento alli expuesto es cualitativamente

distinto al que aqui se presenta debido a que los autores consideran como condicion inicial

44



4.2. RESONANCIAS PRIMARIAS

una superposicion no coherente de estados debida a una distribucién térmica. Es decir que el
estado en el instante inicial estd representado por una matriz densidad diagonal en el espacio
de momentos. Ademas, en el caso del modelo atémico-6ptico, el momento de la particula no
es angular sino lineal (dado que se considera un dtomo moviéndose a lo largo de una linea
recta), y por tanto no estard discretizado, lo que también influye en la evolucién temporal
de los momentos estadisticos. Se recalca que el trabajo aqui considerado consiste en tomar
un estado inicial coherente. Ambos trabajos podria considerarse que describen efectos com-
plementarios en explicar por que no se observan en algunas realizaciones experimentales las
resonancias cuanticas.

De la ecuacién 4.13 puede calcularse la velocidad de grupo del paquete de ondas

1
Vg s ksinfy e 8. (4.16)

Esta ecuacién tiende a la expresién hallada anteriormente para la velocidad de grupo cuando
oo > 1, es decir cuando se considera el paquete de ondas F () muy angosto o, equivalente-
mente, a la funcién f (I) muy desparramada en el espacio de momentos. Esta dltima férmula
permite predecir la evolucién temporal del paquete de ondas en términos de la condicién
inicial del sistema: cambiando la posicién alrededor del cual se centra el paquete de ondas en
la variable 6 se obtienen distintas velocidades de grupo para el desplazamiento posterior del

paquete en el espacio de momento angular.

2 2
Figura 4.1: La funcién Qﬁ, para la resonancia primaria, en funcién del dngulo inicial 6y /7,
en escala logaritmica.

La ecuacién 4.15 permite predecir la forma en que se ensancha el paquete de ondas a lo
largo del tiempo. El factor que depende de las condiciones iniciales se grafica en la figura 4.1
a partir de esta férmula. De la figura se observa como, para og > 1, eligiendo 6y cercano a

/2, se puede hacer que se demore bastante tiempo en observar el comportamiento balistico,
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consiguiéndose por bastante tiempo un paquete de ondas en el espacio de momentos que se

traslada a una velocidad constante (vg ~ k) sin deformarse.

0.4 -
t=
0.3 |
P,
0.2 -
t=250
01 =500
0 ' T — T
-120 -80 -40 0
l

Figura 4.2: Distribucién de probabilidad en el espacio de momento en funcién del momento
adimensionado [, para tres tiempos distintos t = 0, t = 250 y t = 500, con condiciones iniciales
dadas por o9 = 1 y 6g. La evolucién es en resonancia primaria con x = 0,25

La evolucién temporal de la distribucién de probabilidad en el espacio de momentos se
puede apreciar en la figura 4.2. Alli se muestra la densidad de probabilidad obtenida mediante
simulaciones numéricas, a partir de la condicién inicial 8y = 7/2, para tres tiempos distintos,
donde se puede apreciar como el paquete de ondas se desplaza hacia la izquierda, de manera
consistente con la condicién inicial elegida y los resultados obtenidos para la velocidad de
grupo. En la figura se puede apreciar como a medida que transcurre el tiempo la funcién de

onda se va desparramando cada vez mas en el espacio de momentos.

4.3. Resonancias Secundarias

Se estudia ahora la incidencia de condiciones iniciales distribuidas en las resonancias
secundarias. En este caso p/q no es entero y la ecuacién 3.32 se vuelve muy complicada de
manejar analiticamente, con la excepcién del caso anti-resonante [27]. Para las resonancias
secundarias, el operador de Floquet Ur es tal que el mapa dado por las ecuaciones 3.40 y
3.41 ya no es invariante bajo traslaciones en el espacio de momento, hecho fundamental para
el tratamiento analitico de la resonancia primaria, que se basaba en el analisis de Fourier del
mapa. Por lo tanto, la influencia de las condiciones iniciales extendidas en la dindmica de
las resonancias secundarias se estudia numéricamente. Se presentan resultados para el caso
p/q = 1/3, aunque se debe notar que las simulaciones numéricas realizadas indican que el
comportamiento es cualitativamente similar para todas las resonancias secundarias tratadas.

Nuevamente, se consideran condiciones iniciales dadas por la ecuacién 4.9.
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Figura 4.3: Primer momento estadistico de la distribucién de probabilidad en el espacio de
momentos en funcién del tiempo adimensionado n, para dos valores distintos de k. Las lineas
discontinuas muestran el ajuste lineal. Las condiciones iniciales tomadas fueron 6y = 7/2 y

oo = 1. Se consider6 la resonancia secundaria p/q = 1/3.

En la figura 4.3 se presenta el resultado del cdlculo numérico del primer momento es-
tadistico M7 (n) en funcién del tiempo n, para las condiciones iniciales g = 7/2 y 0 = 1,
para dos valores distintos del pardmetro x. El momento presenta un comportamiento os-
cilatorio complejo, a partir del cual es posible definir un comportamiento promedio lineal,
que se muestra en las lineas discontinuas. Se utiliza la pendiente de estas lineas para definir
la velocidad de grupo en las resonancias secundarias, lo que permite calcular esta cantidad
numéricamente a partir de simulaciones.

La dependencia de la velocidad de grupo con el dngulo 6y se muestra en la figura 4.4.
Se puede apreciar un comportamiento oscilatorio analogo al caso de la resonancia primaria,
si bien la frecuencia de la oscilacién es aproximadamente el doble, lo que permite que para
ciertos angulos 6y > 0 la velocidad de grupo se haga negativa, lo que no sucede en el caso
de las resonancias primarias. También se observa que para cualquier angulo 6y la velocidad
de grupo es un orden de magnitud menor a la obtenida para la resonancia primaria, lo que

indica que en este caso el paquete de onda se desplaza mucho mas lentamente.

Finalmente, de la figura 4.3 se concluye que, al igual que lo que sucede para la resonancia
primaria, la velocidad de grupo depende del pardmetro k. Esta dependencia se grafica en
la figura 4.5, donde se muestran los distintos valores de la velocidad de grupo obtenidos de
las simulaciones numéricas para las condiciones iniciales §y = w/4 y 09 = 1. La dependencia
de la velocidad de grupo con k es mas complicada que en el caso de la resonancia primaria
donde, para 6y fijo, la velocidad de grupo crece con k. En este caso la velocidad de grupo
también crece proporcionalmente con k, lo que es razonable dado que a mayor x mayor es
la intensidad de la excitacion. Sin embargo, la dependencia es sensiblemente mas complicada

en este caso.
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Figura 4.4: Velocidad de grupo en funcién de la posicién angular inicial 6y para la resonancia
secundaria p/q = 1/3 y o9 = 1. La linea roja muestra la dependencia para la resonancia
primaria y la negra para la secundaria (multiplicada por un factor de 60). Se tomo x = 0,25
en ambos casos.

Figura 4.5: Velocidad de grupo en funcién de k con 6y = w/4 y o9 = 1 para la resonancia
secundaria p/q = 1/3.
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Capitulo 5

Excitacion dependiente del tiempo
en el QKR

5.1. Introduccion

En este capitulo se estudia el modelo del Quantum Kicked Rotor, en el régimen resonante,
sometido a una excitacion de intensidad dependiente del tiempo. Es decir que la intensidad
de la excitacion K, que anteriormente se mantenia constante, ahora variara en el tiempo
segin una funcién dada K (t). En particular, se obtiene la evolucién temporal de los primer y
segundo momentos estadisticos del sistema para esta nueva variante del QKR. En secciones
anteriores se vio que, tanto en la resonancia primaria como en las secundarias, el segundo mo-
mento (es decir, el valor esperado de la energia cinética del sistema) presenta un crecimiento
balistico con el tiempo, para tiempos largos, en el caso en que la excitacién es de intensidad K
constante. Es de interés observar como es afectado este comportamiento cuando K depende
del tiempo.

En el caso de la resonancia primaria es posible encontrar un resultado analitico exacto
para los primeros dos momentos estadisticos para una excitacién dependiente del tiempo
K (t) genérica. A partir de esto se analiza el caso particular en que la intensidad de la patada
depende del tiempo (es decir, del indice de tiempo discreto n introducido anteriormente) a
través de una ley de potencias K (n) ~ n~%. Se encuentra que, a tiempos largos, la evolucién
temporal del valor esperado de la energia cinética del sistema presenta una gama amplia de
regimenes de evolucién temporal —desde un crecimiento super-balistico hasta una localiza-
cion de la funcién de onda, pasando por una variedad de situaciones intermedias— al variar
el pardmetro « de la ley de potencias.

Para las resonancias secundarias, el sistema se vuelve mas complejo de tratar analitica-
mente, por lo que, de manera analoga a la situacién encontrada en el capitulo anterior, se
recurre a simulaciones numéricas. Los resultados encontrados en cuanto al comportamiento a
tiempos largos de la energia al variar el parametro a que determina la ley de potencias para

la excitacién son cualitativamente similares a los resultados para el caso de la resonancia
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primaria.

Es necesario observar que, al introducir una dependencia temporal en el parametro K me-
diante una ley de potencias, el Hamiltoniano del sistema deja de ser periddico en el tiempo,
por lo que ya no es posible aplicar los resultados de la teoria de Floquet. Sin embargo, es po-
sible encontrar un mapa de evolucién temporal Up entre dos instantes t =nT yt = (n+ 1) T
tal cual fuera definido en secciones anteriores, con la salvedad de que ahora la matriz Ur
dependera del instante n considerado, de acuerdo a como sea el valor K (n) que tome la
intensidad de la excitacion en ese instante.

5.2. Evolucion Temporal

La evolucién temporal del sistema entre dos instantes esta dada por el mapa

W ((n+1)T)) =Ur (n)|[¥((n)T)), (5.1)

donde el operador Ur (n) es el mismo que en secciones anteriores tomando K = K (n) (o
lo que es lo mismo k = k(n)), y en la representacién de momento angular queda, una vez
adimensionalizadas las variables,

m(n+1)= Z e (k(n)i™ ay (n). (5.2)

l=—00

A continuacién se estudia este mapa en la resonancia primaria.

5.3. Resonancias Primarias

5.3.1. K (t) genérica

Como se mostré anteriormente, en la resonancia primaria, el operador U, asociado a la
evolucién del rotor libre en el intervalo de tiempo entre dos patadas se transforma en la
identidad. Por lo tanto, en lo que respecta a la evolucién del sistema entre el instante t = nT'
y t = (n+ 1) T, solamente influye el operador Uk (n), que constituye la evolucién debida a
la patada en el instante n

U ((n+1)T)) = Ug (n) | ¥ (nT)) = e~ M osO) |y (nT)). (5.3)

Nuevamente, si bien ahora el operador Ug va cambiando con n, para cada instante este
operador es diagonal en la base posicién angular, por lo que es sencillo obtener el estado del

sistema luego de transcurrido un tiempo ¢t = nT’, a partir de una condicion inicial cualquiera:

T (nT)) = (H Uk (n’)) 1T(0)) = e~ (En— ) s g () (5.4)
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A partir de esta expresién para |V (nT')), es posible encontrar el valor de los primer y

segundo momentos estadisticos del sistema apelando a las expresiones 3.59. Si se define

Rn)=> r(n), (5.5)

n’/=1

entonces las expresiones para los momentos en funcién del tiempo son idénticas a aquellas

dadas por las ecuaciones 3.60 y 3.61, sustituyendo el producto kn en dichas expresiones por

My (n) = & /0 T 000" (6,6 = 0) (6,1 = 0)sin (6) + My (0) (5.6)
2T
My (n) = (;%)2/0 df|a (0,t = 0) |*sin® (0) +
e 2m * i o . oY (97 l= 0)
- ik ; doy* (6,t =0) (cos (0)¢ (0,t =0) + 2sin () 50 ) +M> (0)

Es posible también trabajar el problema en el espacio de momentos, partiendo de una

formulacion para el mapa discreto en resonancia. En dicha representacién

m(n+1) =Y T (k(n) ™ e (n). (5.8)

l=—00

Utilizando la relaciéon de recursion satisfecha por las funciones de Bessel, es posible llegar a
la siguiente férmula para la solucién general de la ecuacién anterior

am (n) = Y T (R (1)) i™ "y (0) (5.9)

A partir de esta ecuacién se obtiene la distribucién de probabilidad en el espacio de momento

angular

Pr(n) =lam(n) > = Y Jiom (& (n)) Jj—m (R (n)) ¥ "a; (0) af (0). (5.10)
l

,j:—OO

Con la expresion anterior y utilizando la definicién de los momentos estadisticos se llega a

M () = & (n) S Sla; (0)asy (0)] + M (0) (5.11)

j==o00
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~ 2 %) 00
2 () = EO ) S Rl (0) a3 O] |44 () D0 (@54 1) Sy (0) a4 )44 (0).

j=—o00 j=—o00

(5.12)
resultado que también podria haberse obtenido siguiendo un procedimiento analogo al ex-
puesto en el apéndice B.

En cualquiera de las dos expresiones obtenidas para Mj (n) y Ms (n) se puede apreciar la
misma dependencia en la funcién & (n), la forma particular de la cual determinara le evolu-
cién temporal de los momentos. Para la varianza, definida como o = \/m , en virtud
de las ecuaciones anteriores, el comportamiento asintdotico queda dado por

o(n) HC%(n):CZﬁ(n’), (5.13)

donde C es una constante que depende de las condiciones iniciales. A continuacién se estudia

el caso particular en que la funcién & (n) se toma como una potencia de n.

5.3.2. Ley de Potencias

Se estudia ahora el caso particular en que k (n) depende de n como una ley de potencias

k(n)=n"°. (5.14)

Introduciendo esta definicién en las expresiones obtenidas anteriormente para los momen-
tos, es posible llegar a una expresién para el comportamiento asintético de la varianza o,
pudiéndose distinguir entre dos casos fundamentalmente distintos segin sea a mayor o me-
nor que la unidad.

a>1

En este caso se encuentra que ¢ converge hacia un limite cuando ¢ — co y la distribucion
de probabilidad va dejando de ensancharse con el transcurso del tiempo, tendiendo a quedar
localizada en el espacio de momentos. El tipo de localizacion de la distribucion de probabilidad
en el espacio de momentos, decae mas lento que una exponencial y es de tipo funcién de Bessel,

como se puede confirmar tomando como condicién inicial a,, (0) = ;0 en la ecuacién 5.10

Pi(n) = |J(n) > (5.15)
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En este caso la varianza del sistema crece de manera no acotada con n, comportandose

de la siguiente manera

—Q

si a<l1

nl
o(n)~{ I ) (5.16)

(n) si a=1

por lo que se observa toda una gama de crecimientos asintéticos para la varianza a tiempos
largos al ir variando el parametro o que se resumen en la tabla de la figura 5.1.

a <0 super-balistico
a=10 balistico
O<a= % sub-balistico
a= % difusivo
% <a<l sub-difusivo
a=1 logaritmico
a>1 valor asintético

Figura 5.1: Comportamiento de la varianza en funcién de « para la resonancia primaria.

Es razonable que en el caso a > 1 la distribucién de probabilidad se ensanche mas
rapido que para el QKR estandar, dado que para este valor del pardmetro la intensidad de
la excitacion crece con el tiempo.

Los resultados recién enunciados se pueden verificar mediante simulaciones numéricas. En
la figura 5.2, se muestran los perfiles de la distribuciéon de probabilidad en el momento luego
de transcurrido un tiempo n = 300 para distintos valores del pardmetro «, partiendo de una
condicién inicial a,, (0) = d,,0 (de manera tal de producir una evolucién simétrica). En la
sucesion de figuras se puede observar como, a medida que o aumenta, la velocidad con la que

se ensancha la distribucién disminuye, la distribucién es més angosta y los dos picos extremos
1
29
varianza crece como o ~ t2, la distribucion de probabilidad no corresponde a una distribucién

se encuentran mas juntos. Es posible verificar también como para el caso a = =, si bien la
Gaussiana. Esto se debe a que la evolucién se debe a un proceso cuantico coherente y no a
un comportamiento difusivo clasico. En el caso extremo en que a > 1 la distribucién queda
restringida a un intervalo pequeio alrededor de su valor inicial. Los perfiles de la distribucion
que aqui se presentan son cualitativamente similares a los obtenidos en las referencias [35, 36]

para la caminata cudntica.

Es importante senialar que la forma especifica para la secuencia « (n) elegida no es im-
prescindible para obtener un comportamiento cualitativamente similar al recién descrito. La
forma asintética de o (n) estd determinada por la ecuacién 5.13 y depende de la forma cua-
litativa de k(n). Si K (n) — 0 el crecimiento de o (n) no puede ser mas rapido que en el
caso balistico. Si k(n) - 0 pero se mantiene acotado, el crecimiento de o (n) es balistico.

Finalmente, cuando  (n) no esté acotado, el crecimiento de la varianza es super-balistico.
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Figura 5.2: Distribucién de probabilidad P, luego de transcurrido un tiempo n = 300 para

distintos valores de «
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5.4. Resonancias Secundarias

En el caso de las resonancias secundarias, la evolucion en un intervalo T' debida al rotor
libre no coincide con la identidad, por lo que el operador de evolucién Ur (n) ya no coincide
con Uk (n) y por lo tanto no es diagonal en la base de posicién angular. Ya no es posible
entonces integrar el mapa discreto analiticamente como en el caso de las resonancias primarias.
El problema se estudia numéricamente, obteniéndose resultados cualitativamente similares a
los de la seccién anterior. A los efectos de realizar el estudio numérico, se toma x (n) como
una ley de potencias x (n) ~ n~%. Se desea observar la dependencia de la evolucién temporal
de los momentos estadisticos en funcién del pardametro a que determina a & (n).

La figura 5.3 muestra la evoluciéon temporal de el segundo momento estadistico para
distintos valores de «, para la resonancias secundarias p/q = 2/5y p/q = 1/3, a partir de
la condicién inicial a; (0) = d;9. Se puede apreciar que para tiempos largos, dependiendo del
valor de « elegido, la evolucion de la funcién de onda tiende o bien a un estado localizado en
el espacio de momentos (en cuyo caso M (n) tiende a una constante cuando n — o), o bien
el segundo momento se comporta asintéticamente como una ley de potencias My (n) ~ n".

T 10 T
) a=0 // a=-05
a=05 a=-0.2
10* S a=1 10* a=0
e a=0.1 a=0.1
/ a=-05 a=05
10° a=-0.21] 10° a=1
>, s
=1 10 =1 10
o o
10" 10"
10° 10°
1 -1
10 0 1 2 3 10 0 1 2 3
10 10 10° 10 10 10 10’ 10
log(n) log(n)

(a) Resonancia p/q = 2/5 (b) Resonancia p/qg =1/3

Figura 5.3: Evolucién temporal del segundo momento en traza logaritmica para distintos
valores de «.

De las simulaciones numéricas, ajustando la evoluciéon a tiempos largos del segundo mo-
mento a una ley de potencias de la forma My (n) ~ n“/, se obtienen los distintos tipos de
comportamiento que puede presentar el sistema al variar el pardmetro «. Los resultados para
la resonancia p/q = 2/5 se presentan en la tabla 5.4, donde se muestra valores aproximados
de los umbrales en o que separan los distintos tipos de comportamiento.

Tanto en la resonancia primaria como en las secundarias se encuentra que el exponente
de la ley de potencias que presenta el segundo momento para tiempos largos crece a medida
que a aumenta en mddulo, para o < 0. Es decir, a medida que aumenta la tasa con la que

la intensidad de la excitacién crece en el tiempo, mayor es la velocidad con la que crece el
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a <0 super-balistico
a=0 balistico
0<a<0,1 sub-balistico
a=0,1 difusivo
0,1 <a<0,2| sub-difusivo
a 20,2 localizado

Figura 5.4: Comportamiento de la varianza en funcién de a para la resonancia secundaria.

segundo momento. Es interesante que para o > 0 la intensidad de la excitaciéon disminuye con
el tiempo y sin embargo, para o menores a algin valor umbral, atin asi el segundo momento
crece. Una vez que a supera ese valor umbral se encuentra localizacion de la funcién de onda

en el espacio de momentos.
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Capitulo 6

Quantum Kicked Rotor de dos
niveles

6.1. Introduccion

En este capitulo se estudia una variacién del Quantum Kicked Rotor que se obtiene a partir
de la implementacién atémico-6ptica de este modelo presentada en las referencias [37, 32, 38].
Dicha implementacién consiste en someter una nube diluida de d&tomos de dos niveles a una
onda laser estacionaria, pulsada periédicamente en el tiempo, donde ademés se supone que el
movimiento de los &tomos es unidimensional. Para obtener un modelo equivalente al del QKR
a partir de este sistema, los autores eliminan el estado excitado del atomo del Hamiltoniano
del sistema, para lo cual se recurre a una cierta aproximacién conocida como aproximacién
adiabatica [39]. El modelo obtenido por los autores es de hecho levemente distinto al QKR
debido a que el movimiento de las particulas sucede en una linea y por lo tanto no es descrito
por una coordenada angular como en el caso del QKR. Esto tiene como consecuencia que
el momento de las particulas no estara discretizado como en el caso del momento angular
del rotor y en principio entonces el modelo no serfa equivalente al del QKR. Se vera mas
adelante que debido a que el potencial al cual estan sometidas las particulas es espacialmente
periédico, es posible llegar a una descripcién equivalente a la del QKR descomponiendo las
coordenadas del sistema en componentes continuas y discretas.

El modelo que se estudia en este capitulo consiste en no tomar la aproximacién adiabati-
ca que permite eliminar el nivel atémico excitado, considerandose entonces el atomo de dos
niveles en su totalidad, en presencia de la onda laser estacionaria, la cual es pulsada pe-
riddicamente en el tiempo de manera tal de tener la excitacién impulsiva tipo tren de deltas.
Llamamos a este sistema Quantum Kicked Rotor de dos niveles (QKR2L de ahora en mas). El
modelo obtenido presenta un espectro continuo de valores del operador momento, dado que
el movimiento de los atomos sucede a lo largo de una linea recta y no esta descrito por una
variable angular como en el caso del QKR. Sin embargo, dado que el potencial es periédico, se

verd que descomponiendo las coordenadas del sistema en componentes continuas y discretas
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CAPITULO 6. QUANTUM KICKED ROTOR DE DOS NIVELES

se obtiene una descripcion de la dindmica temporal de este modelo en términos de un mapa
discreto similar al del QKR usual. A partir de una expresién para el operador evolucién del
sistema y de su correspondiente mapa discreto (teniendo en cuenta la descomposicién de
coordenadas explicada precedentemente), se realiza un estudio de la evolucién temporal del
sistema.

Un sistema similar al aqui propuesto fue estudiado por Scharf en [40], donde se estudia
una particula de espin 1/2 bajo la influencia de un potencial genérico V' (6) el cual es pulsado
impulsivamente de manera periédica. En dicho trabajo se estudia el fenémeno de localizacion
dindmica mediante un mapeo con el modelo tight binding correspondiente, de manera similar
al tratamiento del apéndice A. También se estudian fenémenos de de-localizacién y de reso-
nancia mediante las propiedades espectrales de la matriz de Floquet del sistema.

En este trabajo se estudia la dindmica del QKR2L en términos de los parametros del
modelo, y en particular la evolucién temporal del segundo momento estadistico de la distri-
bucién de probabilidad en el espacio de momentos, contrastando los resultado obtenidos con
aquellos conocidos para el QKR usual. En particular, se encuentra que el sistema también
presenta en ciertos casos un comportamiento resonante. Sin embargo, se encuentran algunos
fenémenos nuevos en términos del comportamiento en el espacio de parametros con respecto
a lo que sucede en el QKR o el modelo estudiado por Scharf, dado que el modelo del QKR
de dos niveles incluye un parametro independiente debido a la diferencia de energia entre los
niveles atémicos, que no aparece en los otros dos modelos. En este capitulo se describe la
obtencién del Hamiltoniano del QKR de dos niveles a partir del Hamiltoniano atémico, y a
partir de este se halla el mapa de Floquet correspondiente y su expresién en el espacio de
momentos. En el capitulo siguiente se estudia analitica y numéricamente la evolucién tempo-
ral del sistema para ciertos valores de los parametros.

Se debe notar que al considerar que es posible que el dtomo acceda al nivel excitado,
para describir la situacion fisica de manera realista es necesario considerar el decaimiento
espontaneo del nivel excitado al nivel base, con la correspondiente emisién de un fotén [41].
Este proceso introduce decoherencia en el sistema. FEn este trabajo se estudia la evolucion
coherente del sistema, siendo la principal motivacién evaluar del punto de vista tedrico las
similitudes entre este nuevo sistema y el Quantum Kicked Rotor estindar y la caminata
cuantica. El estudio de la decoherencia introducida por este fenémeno, sin embargo, no ca-
rece de interés y se deja como trabajo a futuro. Algunas perspectivas con respecto a este
estudio se mencionan en el ultimo capitulo de esta tesis. En este marco, es interesante contar
primero con un conocimiento del comportamiento coherente del sistema para comparar luego
con la dindmica no coherente.

En la siguiente seccion se obtiene el Hamiltoniano del QKR a partir del Hamiltoniano
que describe la interaccién entre un dtomo de dos niveles y dos ondas monocromaticas. En
la tercera seccién se obtiene el operador de Floquet de la evolucién del sistema y sus ele-
mentos de matriz en la representacién de momento angular. También se describe como es
conveniente en este caso descomponer los operadores de posiciéon y momento en términos de

sus componentes discretas y continuas, dado que el Hamiltoniano es periddico en el espacio.
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6.2. Hamiltoniano atémico-6ptico

Se comienza por considerar un dtomo de dos niveles interactuando con dos ondas mo-
nocromaticas de la misma frecuencia, propagdndose en sentidos opuestos, de manera tal de
generar una onda estacionaria. A partir de este modelo se desea obtener, mediante una trans-
formacion del espacio de estados, un Hamiltoniano similar al del QKR pero con dos grados
de libertad internos (los niveles atémicos en este caso) ademas de la coordenada traslacional.
Si luego se toma que la intensidad de las ondas monocromaéticas tiene una dependencia tem-
poral tipo tren de deltas de Dirac, se obtiene la interaccion peridédica impulsiva caracteristica
del QKR. El procedimiento a seguir es aquel que se presenta en las referencias [37, 38|, con
la diferencia de que alli se considera una aproximacion extra que permite eliminar el estado
excitado del d4tomo de la dindmica del sistema.

El hamiltoniano de un dtomo de dos niveles interactuando con una onda monocromatica

es de la forma

H=Hop+ Hp, (6.1)

siendo
Ho = 2 4 T 10y e ~ lagl) (6.2
O—2m 9 €){€e g)\g .

el hamiltoniano correspondiente a un dtomo de dos niveles |e) y |g), donde el nivel excitado |e)
se encuentra una energia fiwy por arriba del estado base |g). La coordenada z y su momento
conjugado p describen el movimiento unidimensional del centro de masa del &tomo, teniéndose
entonces un término debido a la energia cinética del &tomo y otro debido a la energia de cada
uno de los niveles atémicos.

Hj, corresponde al potencial debido a la interaccién del 4&tomo con dos ondas laser de
igual frecuencia propagdndose en sentidos opuestos, donde se supone que la intensidad del
laser es tal que la interaccion puede considerarse clasica:

Hp = hQcos(kpz —wrt+ ®1) (le){g| + |g){e|) (6.3)
+ hQscos (kpz +wrt + ®2) (le){g| + |g){e]) .
Realizando la aproximacién de onda rotatoria (ver apéndice D) se tiene
Hy = B (efeemantrtile)(g] 4 et ]g) (e)) (6.4)
152 (enitheatenti®ie) (g) 4 eilknztwntt®)|g) (e])
Tomando las frecuencias de Rabi €2; = —€9 = ) se tiene entonces
Hy, = RS2cos (kpz + @) (7% je) (g| 4 clrt %0 g) e ) (6.5)

con &5 = (&1 +P3) /2y &4 = (P — P2) /2. Estas fases se pueden eliminar trasladando

apropiadamente los origenes el tiempo y de la coordenada z, obteniéndose
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Hp = hQcos (krz) (e7 ™t e) (g] + ™ |g)(e]) . (6.6)

Es posible obtener a partir de esta ultima expresiéon un hamiltoniano independiente del
tiempo considerando una transformacién unitaria dependiente del tiempo U (t) del espacio
de estados. Realizando una transformacion de este tipo el hamiltoniano se transforma como:

d
H = ih—UUT +UHUT', 6.7
dt

Tomando ahora la transformacion unitaria

U(t) = ci(wrle)(el—"F (le)(el+1g)(gh)t — ei(wof%)t,@(d + e I g) (gl (6.8)
se tiene
dU w
T _ _ %0
Ut = —h (wele)el = 22 (le)el + 19} gD)) (6.9)

y el hamiltoniano finalmente queda

2
H = -+ hAle){e| + 7 cos (kz2) (le}{g] + |g) (el (6.10)
que es independiente del tiempo como se buscaba. A = wg — wy, es el detuning entre la
frecuencia del laser y la frecuencia asociada a la transiciéon atéomica. Se ha logrado pues,
mediante la aproximacién de onda rotatoria y una transformacién unitaria del espacio de
estados, eliminar de H la dependencia en el tiempo y el término |g)(g|.

El procedimiento seguido hasta ahora es aquel encontrado en las referencias [37, 38]. Es a
partir de esta ultima expresion que en dicha referencia se obtiene el Hamiltoniano del QKR
mediante la aproximacién adiabatica [39] que permite eliminar el estado atémico excitado de
la dindmica del sistema.

Para obtener un sistema con una excitacion similar a la del QKR, correspondiente al QKR
de dos niveles que se estudiara en este capitulo, es necesario considerar que la frecuencia de
Rabi de las ondas monocromaticas depende del tiempo como un tren de deltas de Dirac de
periodo T

Q(t) = Qoo (1) (6.11)

Finalmente, se obtiene el Hamiltoniano del Quantum Kicked Rotor de dos niveles como

2
H = hAle)e] + o + Ko (t) cos (k12) (|e} (gl + lg)el) (6.12)
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6.3. Obtencién del mapa

6.3.1. Operador Evolucion

La evolucién temporal del QKR de dos niveles estd dada por la ecuacién de Schroedinger
con el Hamiltoniano obtenido en la seccion precedente, dado por la ecuacion 6.12. Se desea
estudiar la evolucion temporal de la funcién de onda y de los momentos estadisticos de
la distribucion de probabilidad en el espacio de momentos. Dado que el Hamiltoniano del
sistema es periédico en el tiempo es posible aplicar la teoria de Floquet para obtener una
expresion de la evolucién temporal del sistema en términos de un mapa en tiempo discreto
y de un operador de Floquet. Esta expresion es 1til, por ejemplo, para realizar simulaciones
numéricas del sistema, y también serd utilizada en algunos casos para obtener resultados
analiticos. En esta seccién se obtiene, a partir del Hamiltoniano precisado anteriormente, el
operador de Floquet del sistema y una expresiéon para el mapa en el espacio de momentos.
El tratamiento es muy similar al realizado para el QKR usual en la seccién 3.3. La principal
diferencia radica en que, al considerarse en este caso una coordenada lineal y no angular,
el espectro del momento correspondiente no serd discreto. Se verd que, descomponiendo los
operadores en componentes discretas y continuas, es posible llegar a resultados andlogos a
los del QKR.

De manera andloga entonces a lo visto en la seccién 3.3, el Hamiltoniano del QKR de
dos niveles puede descomponerse como un término correspondiente a la evolucion libre del
sistema atomico, y otro correspondiente a la excitacién que perturba el sistema de manera
impulsiva periédicamente:

H(t)=Ho+V (1), (6.13)

siendo Hy el hamiltoniano correspondiente al sistema libre

2
p
Hy=hA — .14
o= hale)el + 2 (6.14)
y V (t) el término correspondiente a la excitacién
V(t) = Kor (t) cos (kLz) (le){g] + |g)(el) - (6.15)

Como se vio en la seccion 3.3, el operador de Floquet Ur es responsable por la evolucién
temporal del sistema entre los tiempos nTV y (n + 1) T+

[ ((n+1)T7)) = Urly (nT)). (6.16)

Al igual que en el caso del QKR, dado que la perturbacién acttia impulsivamente, la
evolucién del sistema entre los instantes nT" y (n + 1) T~ se debera unicamente al Hamilto-
niano libre. La accién de la perturbacién V (t) afecta la evolucién del sistema tinicamente en

el intervalo entre nT~ y nT*. El operador de Floquet puede entonces descomponerse como
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Ur =ULUk, (6.17)

donde Uy, es el operador evolucién asociado a la evolucién del sistema en el intervalo entre
nTty(n+1)T" y Uk entre n'T~ y nT+. La evolucién en el intervalo entre nT% y (n+ 1) T~
estd dada por la ecuacién de Schroedinger debida tinicamente al Hamiltoniano Hy, el cual no
depende del tiempo. Por lo tanto, el operador evolucién Uy, serd

7 p2
—i( Anle)(el+ 25 )T

Up=e (6.18)

Realizando un procedimiento andlogo al expuesto en la seccién 3.3, se halla el operador
Uk

Uy = e~ H cos(krz)(le)gl+lg)el) — i COS(kN)Cﬁ7 (6.19)

donde o7 es el operador asociado a la matriz de Pauli definida generalmente como o,

o1 = le){gl + |g){el (6.20)
Estos operadores se pueden dar en forma matricial proyectando en la base {|e), |g)} del
espacio de niveles atémicos, donde en las siguientes expresiones p y z son operadores actuando

sobre el espacio de Hilbert de la posicién del centro de masa de la particula. En estos términos,
el operador U, queda:

—iAT o2
U, = ( ° 0 ) e~k T (6.21)

Para hallar la expresion matricial de Ux se utiliza la siguiente propiedad de las matrices
de Pauli

€' = I cos (a) + isin (a) 0. (6.22)

Se tiene entonces que

K K
Uk = I cos <h cos (k:Lz)> — 07 sin <h cos (kLz)> . (6.23)

Se desea ahora hallar los elementos de matriz de los operadores Uy y Ui en el espacio
de momentos, de manera tal de tener una expresién del mapa discreto dado por la ecuacién

6.16 en el espacio de momentos.
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6.3.2. Cuasimomento

Como el potencial es periddico, es posible separar los operadores z y p en componentes
discretas y continuas de la siguiente manera

z=k;t(2nl+0) (6.24)

p=hkr (k+5), (6.25)

donde los autovalores de [ y k son enteros, los autovalores de 6 pertenecen al intervalo [0, 27)
y los de 8 al intervalo [—1/2,1/2). Esta representacién es conveniente dado que, como el
potencial es periddico en la variable z, se puede ver que el Hamiltoniano del sistema conmuta
con el operador §. Por lo tanto, 8 serd una constante del movimiento, es decir que los
subespacios con 8 determinado evolucionan independientemente: si se parte de un estado
combinacién lineal de autovectores de 8 correspondientes al mismo autovalor, el estado del
sistema sera para todo tiempo combinacion lineal de autovectores de 8 correspondientes al
mismo autovalor. En resumen, los subespacios con  determinado son invariantes bajo la
accién repetida del operador de Floquet Urp.

Los autovectores del operador p pueden escribirse en términos de los autovectores de los
operadores k y [ de la siguiente manera

plk +B) = hkr (k+ B) |k + 5). (6.26)

Los vectores de la forma |k + ) forman por lo tanto una base del espacio de estados. Un
subespacio con § determinado consta de autovectores del operador p cuyos autovalores difieren
entre si por un multiplo entero de hky. Variando k inicamente se obtiene una base de vectores
de cada subespacio con  dado. Esta base es discreta, por lo que si se restringe la evolucién del
sistema a un subespacio con 8 dado, es posible expresar el sistema en términos de una base
discreta, y asi obtener un mapa andlogo al mapa para la evolucién en el espacio de momentos
del QKR usual. Esto es especialmente significativo a los efectos de realizar simulaciones
numéricas del sistema, para lo cual es sumamente 1til contar con una discretizacién del
espacio de estados. A continuacion se obtiene dicho mapa en términos de esta representacién.

6.3.3. Mapa en el espacio de momentos

En funcién de las definiciones anteriores, la proyeccién de un autovector de el operador p
sobre un autovector de z queda

(lp) = (ol + 6) = EetOres (627

Ademds, la relacién de clausura en z puede expresarse en términos de 6 y [,
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I:/oo dz|2) (2 Z /% 911 (2l + 0) (k" (21 + 0)]. (6.28)

—00

Se calcula entonces el elemento de matriz en el espacio de momentos de Ug, que sélo
depende del operador z (Ux = Uk (2))

(P'|Uk (2) Ip) = (K" + B'|Uk (2) [k + B) = /OO dz(K' + B'|Uk (2) |2)(=llk + B)  (6.29)

Usando que Uk (2) = Ug (k' (27l + 0)) = Uk (k;'0) (dado que Uk (z) es periédico en
z con periodo 27rk£1) y expresando la clausura en términos de 8 y [ se tiene

oo 2
(K +BUk (2) |k + B8y = > /O ZiUK (k;'0) (K + |kt (2rl + 0)) (k' (27l + 0)|k + B).
l=—00

(6.30)
En virtud de la relacién 6.27
(kpt (27l + 0)|k + B) = ,/];iew(’%)eiﬂ%ﬁ (6.31)
m
se tiene
2
de / / : /
(K + B'Uk (2) |k + B) = Z / —UK £10) kAR =50 gi(B=502ml, (6.32)
La sumatoria en la variable [ contribuye con una delta de Dirac
> =6 (- 5), (6.33)
l=—00
por lo que el elemento de matriz queda
/ / / T do -1 10(k—k")
O+ 81Uk () e+ 8) =5 (5 - ) [ 3 Uic (k'0) ) (6.34)
0

Combinando este resultado con la ecuacion 6.23 y utilizando la siguiente expresién para
las funciones de Bessel

2
T 4o .
J, (l’) = /0 %6_11 cos(@)e—an7 (635)

se obtiene finalmente la matriz (k' + §'|Uk (2) |k + B)
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K+ 81Uk () k+8) = 38— B [h (Jeow (5E) &4 4 S (5) )

o o (6.36)
— 01% (Jk—k’ (_f{{) k=R Jp—p (%) ik—k )]

La matriz correspondiente a la evolucion libre ya es diagonal en la representacion de

momento

—iAT 0 L2
WAL k+8) = | gl k)

(em O) e . (6.37)
= (&

0 ) 2o LS (B —B)

Las ecuaciones anteriores muestran que las evoluciones de subespacios con [ diferente no
se acoplan entre si. De ahora en més se restringe el estudio a la evolucién en un subespacio
con un valor de f fijo. La funcién de onda en el espacio de momentos puede escribirse como

el vector columna

(k+5,9¥ (n)) w3 (k,n)

donde el indice n nuevamente refiere al tiempo medido en unidades del periodo T" de manera

By (k) = ( (k+ B.el¥ (n)) ) _ ( v (k.m) ) | (639

que t =nT.
La evolucién temporal en un subespacio con S dado es de la forma

Vg (Kyn+1) =Y Ur (8); Ys (k,n), (6.39)
k

donde la matriz Ur (), estd dada por

) Ur (B)k’k = }
(it (=6) + Tep (R)) €72 = (iop (=) = Toow (R)) €72 ) ok’ iy 2,
= (Jk—w (=K) = Jp—p (K)) ot (—K) + Jp—ir (K) ?
(6.40)
y se definieron los pardametros adimensionados
K
k= (6.41)
k2 h
T= ﬁT (6.42)
A = AT. (6.43)




CAPITULO 6. QUANTUM KICKED ROTOR DE DOS NIVELES

A diferencia del QKR comtn, en este caso la dinamica del sistema depende de tres parame-
tros adimensionados independientes. Dos de ellos, k y 7, coinciden con los pardmetros adimen-
sionados del QKR. El pardmetro A aparece debido a que es necesario especificar la diferencia
de energia entre los niveles atémicos y no tiene analogo en el modelo del QKR.

Es de interés estudiar cualitativamente la evolucion temporal del sistema, y en particular
de los momentos estadisticos de la distribucién de probabilidad en el espacio de momentos,
en términos de los distintos valores que pueden tomar estos parametros. Se desea a su vez
comparar el comportamiento de este sistema, en lo que respecta a la evolucién de los mo-
mentos, con el del QKR usual. También es de interés estudiar la evolucion temporal de las
probabilidades de ocupacién de los estados del dtomo, aunque estas magnitudes no tienen
analogo con el QKR.

El mapa en el espacio de momento recién obtenido permite realizar simulaciones numéri-
cas del sistema de manera sencilla, iterando la aplicaciéon de una matriz a un vector de estados
discreto. Es este el procedimiento utilizado para realizar las simulaciones numéricas que se
presentan en el capitulo siguiente, en el cual se estudia la evolucién temporal del Quantum

Kicked Rotor de dos niveles para distintos valores de los pardmetros del sistema.

6.4. Probabilidades de Ocupacion y Momentos Estadisticos

A partir del mapa hallado en la seccién anterior, es posible obtener el vector de onda del
sistema, en funcién del tiempo. Conocido el vector de onda, es de interés obtener la evolucién
temporal de las variables fisicas del sistema: las probabilidades de ocupacion de los estados
excitado y base del atomo y los valores esperados de el momento y la energia.

La densidad de probabilidad de observar a la particula en el estado excitado/base con
momento p = hky (k4 (), en un tiempo n, estd dada por

Pu (8,k,n) = 5 (kyn) |2

Py (B, k,n) = ¥4 (k,n) [* (6.44)

Por lo tanto, la probabilidad de medir a la particula en el estado excitado/base esta dada por

1/2
Pn)= 3 / daP. (B,k,n)

k=—o0 1/2

1/2
Z/ dBP, (B, k,n).

k=—0oc0 1/2

(6.45)

La densidad de probabilidad de observar a la particula con momento hky, (k + ) estd dada
por

P (B,k,n) = Fe (B,k,n) + Py (B, k,n). (6.46)

El valor esperado del momento esta dado por
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<p> = (¥(n)[p|¥(n)) (6.47)
1/2

S Z/_ n)plk + B, i) (k + B, 4| ()

i=e,g k—oo

= hkp My (n).

donde Mj (n) es el primer momento estadistico de la distribucién de probabilidad en el espacio

de momentos

1/2 o
M; (n) = / A8y (k+B)P(B,k,n). (6.48)
k—oo

—-1/2

El valor esperado de la energia cinética del dtomo esta dado por

2
= L <n>|p2w (n) (6.49)

2m 2m
1/2
3D / )|k + B,8) (k + B4l ¥ (n)
z e,gk—oco”

= % (hk:L) My (n),

donde Ms (n) es el segundo momento estadistico de la distribucién de probabilidad en el

espacio de momentos

1/2 o0
My (n) = / 43S (k+B)2 P (B,k,n). (6.50)

—1/2 k—oo

En el siguiente capitulo se utiliza el mapa dado por la matriz 6.40 para estudiar, analitica
y numéricamente, la evoluciéon temporal de estas magnitudes.
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Capitulo 7

Evoluciéon Resonante del Quantum
Kicked Rotor de dos niveles en el

subespacio 3 = 0

7.1. Introduccion

En este capitulo se estudia la evolucion temporal del Quantum Kicked Rotor de dos
niveles, restringida al subespacio 8 = 0, para distintos valores de los tres parametros adi-
mensionados que definen las ecuaciones dindamicas del sistema. Es posible restringir el estudio
de la dindmica a este subespacio dado que, como se vio en el capitulo anterior, la evolucién
temporal de cada subespacio con 8 dado es independiente de la de los demds. Para uno de
estos subespacios la evolucion del sistema esta descrita por el mapa obtenido en el capitulo
anterior dado por la ecuacién 6.39. A partir de este mapa, se estudia la evolucion temporal del
vector de onda del sistema, y en particular se estudia la evolucion temporal de los momentos
estadisticos de la distribucion de probabilidad en el espacio de momentos y de la probabilidad
de encontrar al sistema en el estado base o excitado del dtomo. Para ciertos valores de los
parametros es posible realizar un estudio analitico de la dinamica del sistema y obtener una
expresion exacta para el vector de onda y por consiguiente para los momentos estadisticos.
En otros casos no es posible integrar el problema analiticamente por lo que se apela a un
estudio computacional mediante una iteracién numérica del mapa. Los resultados obtenidos
son comparados con los conocidos para el QKR y con los trabajos realizados en las referencias
[40] v [38].

Suponer que el sistema se encuentra en un estado con 8 = 0 implica que el estado es una
superposicion coherente de autovectores de momento con autovalores miiltiplos de hk;. En
particular, si se consideran condiciones iniciales partiendo de un estado |p = 0), es decir con
momento nulo, se tiene entonces que 5 = 0. Si se considera la realizacién atémico éptica de
este sistema, debido a que la nube de atomos tiene una cierta temperatura, el estado inicial

corresponderd a una mezcla incoherente de estados con valores distribuidos en el espacio de
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momentos. La situacién en que se considera que se parte de un estado inicial coherente con
momento nulo puede verse entonces como una idealizaciéon que resulta de considerar el limite
en que la temperatura tiende a cero [32].

Mas alla de las consideraciones con respecto a una posible realizaciéon experimental de
este modelo, atin asi es de interés estudiar la evolucién del sistema restricto a este subespacio
con el objetivo de comparar los resultados obtenidos con aquellos conocidos para el Quantum
Kicked Rotor estandar y el Quantum Walk. El estudio de la evolucién temporal del sistema
a partir de una mezcla incoherente de momentos, que se obtendria en una situaciéon de tem-
peratura finita, queda, al igual que el estudio de la decoherencia introducida por la emisién
espontanea, como trabajo a futuro. Este trabajo se limita a estudiar inicamente la evolucién
coherente de los sistemas considerados.

Es importante notar que el modelo del QKR2L contiene un pardmetro méas que el del
Kicked Rotor cuantico estandar, el pardmetro A, por lo que se encuentran en este mode-
lo comportamientos novedosos con respecto al modelo del QKR, obtenibles al ajustar este
pardmetro adicional. Ademas, otra novedad con respecto al modelo del QKR consiste en que
ahora la descripcién del estado del 4tomo de dos niveles requiere un mayor nimero de grados
de libertad; ademas de describirse la posicién del atomo a lo largo de una recta -lo que co-
rresponde a los grados de libertad externos del sistema- también aparecen grados de libertad
internos debido a la estructura de niveles de energia del atomo. El espacio de Hilbert del
sistema es ahora el producto tensorial entre dos espacios de Hilbert, H = H, ® H., siendo H.
el espacio de Hilbert correspondiente a la descripcién de la posicién y H,. a la de los niveles
de energia. En particular, si se restringe H, al subespacio con 8 = 0, el espacio de Hilbert
resultante Hg es discreto en la base |8 = 0, k). El espacio de Hilbert del sistema restricto a
este subespacio es Hs ® H., que es el mismo en el cual estd definido el modelo de la Quantum
Walk, profundizandose aiin mas las similitudes entre los dos modelos.

Para un sistema compuesto por dos subsistemas, puede suceder que se generen correla-
ciones entre los observables pertenecientes a cada uno de los subsistemas. Este fenémeno se
conoce como entrelazamiento o entanglement cuantico [9]. En particular es posible que un
sistema genere un estado con entrelazamiento a partir de una condicién inicial no entrelaza-
da. Se puede cuantificar la magnitud de entrelazamiento generado. Una posible medida del
entanglement es la llamada entropia de entrelazamiento del sistema [28, 25]. Esta se utiliza
en este trabajo para caracterizar el entanglement generado para tiempos largos para la reso-
nancia primaria 7 = 27, en funcién de las condiciones iniciales del sistema.

En la segunda seccién de este capitulo se trata la evolucién del QKR2L cuando el sistema
se encuentra en la condicién de resonancia primaria del QKR, 7 = 27. Se analiza, numérica y
analiticamente en algunos casos, el comportamiento de la distribucién de probabilidad en el
espacio de momentos - a través de su segundo momento estadistico - y de las probabilidades
de ocupacion de los estados atéomicos. Se estudian los distintos regimenes obtenibles al va-
riar el parametro A. En la tercera seccion se estudia el entrelazamiento cuantico asintético en
términos de las condiciones iniciales para la resonancia primaria. En las dos secciones siguien-
tes se estudian los casos de las resonancias secundarias y anti-resonancia en el parametro 7.

Finalmente, el capitulo concluye con una breve discusién de lo que ocurre fuera del subespacio
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B = 0y un anélisis de las diferencias y similitudes entre este modelo y el del Quantum Walk.

7.2. Resonancia primaria en el Parametro 7

Se considera en esta seccién la evolucion del sistema restricto al subespacio § = 0 en
el caso en que el pardmetro 7 verifica la condicién de resonancia primaria del QKR usual,
7 = 2m. Cuando se imponen estas dos condiciones la matriz de evolucién Ur (8 = 0),,, del
mapa dado por la ecuacién 6.39 depende tinicamente de la diferencia k' —k, por lo que el mapa
es diagonalizable mediante una transformada de Fourier. Es decir, si se expresa la ecuacién de
la evolucién temporal en términos de la variable 0 tal como fue definida en el capitulo anterior,
la evolucién para distintos subespacios con 6 fijo es independiente. Se realiza entonces una
transformada de Fourier discreta para volver a la variable angular:

b

\I/(Q,n):m

Z Vs—o (k,n) etk (7.1)
k

donde W (0,n) es, al igual que W—g(k,n), un espinor de dos componentes, V¢ (6,n) y

U9 (f,n). Para volver al espacio de momentos se tiene la transformacién inversa,

1 27 )
s (k,n) = \/%/o dOW (9, n) e~k (7.2)

La densidad de probabilidad en el espacio 6 de encontrar a la particula en el estado

excitado/base estd dada por

P, (n,0) = |¥°(0,n) |2
Py (n,0) = |99 (0,n) |, (7.3)

por lo cual las probabilidades de ocupacién de los estados excitado y base quedan

2T 2T
Pe(n)—/o dHPe(n,Q)—/O d0|T (0,m) |2

27 2T
Pg(n):/o depg(n,e):/o 40|07 (9, ) |2. (7.4)

Para hallar expresiones para los primer y segundo momentos estadisticos de la distribuciéon
de probabilidad en el espacio de momentos, se observa que el operador momento lineal p,
restricto al subespacio 8 = 0, actia sobre las funciones de onda expresadas en términos de
f como p = —ihk:L%. Se obtiene entonces para los primer y segundo momentos expresiones

muy similares a las dadas por las ecuaciones 3.59
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2 _
M (n)= 32 = - dowt (g,t:nT>w
" 9 (7.5)
w 02T (0,t =nT) '
Ms (n) = (ggj; = - /0 ot (8,t = nT) ( o nT)

Se desea ahora estudiar la evolucién temporal de las probabilidades de ocupacion y de
los valores esperados apelando a las férmulas recién expuestas. Para poder aplicar dichas
férmulas es necesario conocer la funcién de onda ¥ (6, n) para todo tiempo n. Para esto es
necesario resolver la evolucién temporal del sistema, dada en el espacio de momentos por el

mapa de la ecuacién 6.39 (evaluado para 5 = 0)
\Ifﬁ() k’ ,n+1 ZUT —Ok/k\Ifﬁ ()(kn)
Multiplicando esta ecuacién por ei*’? /V/2m y sumando en k' entre —oo y oo se tiene

o0 zk’@

UVl,n+1) = Z ——Vg (K ,n+1)
k!=—00 2m
S Ur(s=0) eie (k,n)
= UT /8 k'k \I’ﬁ 0 k n
k! k=—o00
0o ik - okt
= U =0),, TR —— W (k, 7.6
k/kz::w T (8 ik € NG g=0 (k,n) (7.6)

Cuando 7 = 27 la matriz Ur (8 = 0),/,, s6lo depende de la diferencia k" — k. Entonces, es
posible reemplazar la suma en k' por una suma en k' — k. Se obtiene finalmente

U (0,n+1)=Ur(0)T(0,n), (7.7)

donde Ur () estéd definido como

Ur(@)= > Ur(B=0),e" P, (7.8)

expresién que no depende de k o de k' por separado dado que Up (8 =0),,, = Ur (8 =0),_,
Para calcular Uy (0) se apela a la siguiente propiedad de las funciones de Bessel de primera

especie

U=—00

Finalmente se obtiene la matriz de Floquet en el espacio de posicién angular Ur (6),
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Ur (6) = ( e=iA cos (kcos (0)) —je—iA sin (k cos (0)) ) . (7.10)

B —isin (k cos (0)) cos (k cos (6))

Esta matriz es la expresién en el espacio de posicién del producto e *ATleNel Uy (2 = 0/kp),
donde Uk (z) fue definida en el capitulo anterior en la ecuacién 6.18. Este resultado se podria
haber obtenido sin realizar la transformacién de Fourier observando que cuando 7 cumple la

condicion de la resonancia primaria, el término en la evolucién libre del 4tomo correspondiente
2

T ;T2 . .
a la energia cinética del centro de masa, de la forma e "% 23, se comporta como la identidad
cuando actia sobre el subespacio 8 = 0. Este término de la evolucién libre del dtomo es
diagonal en el espacio de momentos y sus componentes en la base |k + ) son

(k + Ble 73|k + B) = eI (k+A), (7.11)

En el caso en que g =0y 7 = 2nm, dado que k toma valores enteros, todos estos elementos
son iguales a 1 y el operador se comporta entonces como la identidad cuando actiia sobre el
subespacio 8 = 0. Por lo tanto, el operador correspondiente a la evolucién libre del sistema

—iATle)(el y el operador de Floquet, Ur = UpUgk queda de esta forma

serd de la forma Uy, = e
diagonal en su representacion en términos de z. Dado que ademas es peridédico en z, con
periodo 1/kz,, dicho operador puede expresarse inicamente en términos de la variable . Este
comportamiento es completamente andlogo a lo que sucede con el QKR usual en resonancia
primaria. Esta situacién no es exclusiva al subespacio § = 0, sino que sucede cuando existe
cierta relacion entre el pardmetro 7 y el valor de S correspondiente al subespacio considerado.
Esta ultima observacion se estudia con mas detalle en la peniltima seccién de este capitulo,
donde se considera brevemente la evolucién del sistema fuera del subespacio 8 = 0.
Utilizando el mapa en el espacio de posicién angular es posible resolver la evolucion
temporal del sistema y obtener la funciéon de onda en un tiempo n a partir de condiciones

iniciales genéricas como

U (8,n) = Ur ()" ¥ (0,0 =0). (7.12)

Para obtener una expresién explicita de W (#,n) en términos de las condiciones inicia-
les W (6,0) es necesario conocer explicitamente la matriz Ur (6)". La matriz Ur (6) puede

escribirse como

Ur(9) =G (0)D(0)G(6), (7.13)

donde la matriz D (#) es una matriz diagonal conformada por los valores propios de Ur (0) y
G (0) es una matriz unitaria conformada por los vectores propios de Ur (6). En estos términos
se tiene, para Ur (0)"

Ur ()" =G (0)D(0)"GH), (7.14)
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donde D (A)" es una matriz diagonal que consta de las potencias enésimas de los valores
propios de Ur (0).

Conocida VU (6,n) es posible obtener la evolucién temporal de los momentos estadisticos
de la distribucion de probabilidad en el espacio de momentos apelando a las férmulas

2m —
M (n) = % = —z'/ doy* (0,t = nT) W
0
27 2 _ (715)
M= 2 = [Tagy 0.0 =) PG

Este camino es demasiado engorroso para el estudio analitico si se considera un A genérico.
Por este motivo, a continuacion se analizan dos casos particulares especialmente significativos,

relegandose el caso general a un estudio numérico.
7.2.1. Caso A = (2n+ 1) 7 - Antirresonancia
En el caso en que A = (2n + 1) 7, con n entero, la matriz Uz (A) queda
Uy (6) = —'C(‘)S (kcos(#)) isin(kcos(0)) 7 (7.16)
—isin (kcos (0)) cos(kcos(0))

que puede escribirse en términos de las matrices de Pauli o9 y o3

Ur () = —cos (k cos (0)) o3 — sin (k cos (6)) o2 (7.17)

A partir de esta expresion es sencillo calcular Ur (6?)2

Ur (0)> = cos(rcos ()02 + sin (k cos (0))* o2

+ cos(kcos(0))sin(kcos (0)) (o302 + 0903) = Id (7.18)

donde en la dltima igualdad se utilizé que ag = 02 = Id y que el anticonmutador de las
matrices de Pauli es nulo. De esta ecuacién se obtiene, para la matriz de evolucién del sistema
a lo largo de un tiempo n

Ur (6) sin esimpar

Ur ()" = { (7.19)

Id si n es par

Por lo tanto, la evolucién temporal de la funcién de onda ¥ (6,n) es periddica, y estd dada
por

T (0,n) = { Ur EI?)(\II (7.20)

0,0) sin esimpar
) sin es par
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De esto tltimo se deduce que la evoluciéon temporal de los momentos estadisticos de la distri-
bucion de probabilidad sera periddica. Por el mismo motivo también lo serd la probabilidad
de encontrar a la particula en los estados excitado o base.

En las figuras 7.1 y 7.2 se presentan los resultados de simulaciones numéricas de la evo-
lucién del sistema, realizadas mediante la iteracion del mapa 6.39. La figura 7.1 presenta
la evolucién temporal del segundo momento estadistico y de las probabilidades de ocupa-
cién a partir de la condicién inicial | (n=0)) = |k =0,8=0,e) y & = 10. La figura
7.2 presenta la evolucién temporal de las mismas variables a partir de la condicién inicial
W (n=0)) = k= 0,8 =0,g).
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n

(a) Segundo momento estadistico (b) Probabilidades de ocupacién estado excitado (azul)
y estado base (rojo)

Figura 7.1: Evolucién temporal para 7 en resonancia primaria y A= (2n + 1) 7 a partir de
la condicién inicial | (n=0)) = |k =0,58=0,¢)

En ambas figuras puede apreciarse la periodicidad del segundo momento y de las proba-
bilidades de ocupacién. Se observa que la figura 7.2 (b) constituye la imagen especular de la
figura 7.1 (b), lo cual es consistente con las condiciones iniciales particulares elegidas.

Esta situacién de anti-resonancia, ajustando el parametro A a un valor particular, no
tiene analogo en el QKR. No sélo debido a que el parametro A no aparece en el QKR sino
que ademas en dicho sistema la anti-resonancia se obtiene fijando el pardmetro 7 = 7, valor
que es distinto al considerado en esta seccién. Se observa entonces una nueva anti-resonancia
en la cual el pardmetro 7 se fija en su valor resonante del QKR y es el pardmetro A el que
se ajusta para obtener el comportamiento periédico.

Se verd en las siguientes subsecciones que para los demas valores del pardmetro A, con
7 = 27 (resonancia del QKR), el QKR2L se comporta de manera conforme al comporta-
miento resonante del QKR, observandose en todos los casos un crecimiento cuadratico del

segundo momento.
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Figura 7.2: Evolucién temporal para 7 en resonancia primaria y A= (2n + 1) m a partir de
la condicién inicial |¥ (n=10)) =|k=0,8=0,9)

7.2.2. Caso A = 2nrw

En el caso en que A= 2nm, con n entero, la matriz Uy (6) queda

Uy (6) = C.OS: (kcos(f)) —isin(kcos(h)) 7 (7.21)
—isin (kcos(0))  cos(kcos(0))
que puede escribirse en términos de la matriz de Pauli o1 como
Urp (8) = cos (kcos (0)) 1 — isin (k cos (A)) o = e~ cos@)or, (7.22)

A partir de esta expresién es sencillo hallar la matriz Uy ()" responsable de la evolucién

temporal del sistema

Ur (G)n — ik cos(9)017 (723)
que en componentes queda
Ur (0)" = c.os‘ (nkcos ()  —isin(nkcos(6)) . (7.24)
—isin (nkcos (0))  cos(nkcos(0))

Apelando a a la ecuacién 7.12 se obtiene la funcién de onda en términos de las condiciones
iniciales ¥¢ (6,n =0) y ¥9 (6,n =0)

[ cos(nkcos(0)) ¥ (0,n =0)—isin (nkcos(f)) ¥ (6,n = 0)
v (b.n) = ( —isin (nk cos (0)) Y€ (0,n = 0) + cos (nk cos (6)) ¢ (6,n = 0) ) - (125
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Conocida la evolucién temporal de la funciéon de onda, es posible utilizar las expresiones
7.4 y 7.5 para obtener la evolucién temporal de las probabilidades de ocupacién y de los
momentos estadisticos.

De la ecuacién anterior se obtiene la densidad de probabilidad en 6 de encontrar a la

particula en el estado excitado en términos de condiciones iniciales genéricas dadas por
e (6,0) y W9 (6,0)

e 90,0+ 19 0,0) ]
o) = .

+  cos (2nk cos (0)) [|¥€ (6,0) |> — |w9(9,0) \2]
+ 2sin (2nk cos (0)) cos (2nk cos (0)) R{: T (0,0) ©I (0,0)*}.  (7.26)

De esta ultima expresién es posible inferir como serd el comportamiento asintético de la
probabilidad de encontrar a la particula en el estado excitado, P.(n). Para obtener P, (n) es
necesario integrar la ecuacién anterior en 6 desde 0 a 27. La integral del primer término de
la expresién anterior es 1/2, dado que [[|¥€(6,0)|? 4 |9 (,0)|?]d0 = 1. Las integrales de
los ultimos dos términos dan lugar a integrales de la forma

I(n) = /0 i F(0)em™@gp. (7.27)

Para n > 1, I (n) es la integral de una funcién supuesta regular f (#) por una funcién que
oscila rapidamente. Esta integral tiende a cero cuando n tiende a infinito. Por lo tanto, las
integrales de los ltimos dos términos de la ecuacién 7.26 tienden a cero cuando n tiende
a infinito. Dado que una vez que se hace la integral en 6 estos son los tnicos términos que
dependen de las condiciones iniciales, se puede concluir que P, (n) n_)—oo> % independiente-
mente de la condicién inicial.

En la figura 7.3 se muestra la evolucién temporal de la probabilidad de ocupacién del es-
tado base, obtenida mediante simulaciones numéricas, para distintas condiciones iniciales. La

figura (a) parte de la condicién inicial |¥ (¢t = 0)) = % (16=0,k=5,e)+|8=0,k=-5,¢)).
La figura (b) parte de la condicién inicial |¥ (t = 0)) = ——x— ZZ,_5 etkfe 3|3 = 0.k, g).
V(@ (0)[¥(0 =
B _(()\(1)> . L
La figura (c) parte de la condicién inicial |¥ (t = 0)) = TR, Yor—_5(5l8=0,ke) +

@\ B =0,k,g)). En todos los casos se observa que la probabilidad presenta una oscilacién
amortiguada alrededor del valor 1/2. Que tan répido es el decaimiento de la oscilacién de-
pende de la condicién inicial elegida.

Para el caso particular en que el sistema parte de una superposicion de estados excitado
y base con momento nulo es posible obtener una expresién sencilla de las probabilidades de
ocupacion para todo tiempo en términos de las condiciones iniciales. El vector de onda en el

instante inicial en este caso es de la forma

|W (n=0)) = cos () |k+ 8 =0,e) +sin(a) e[k + 5 =0,9), (7.28)
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Figura 7.3: Evolucién temporal de la probabilidad de ocupacién del estado base a partir de
distintas condiciones iniciales.

donde la superposicién en términos de los dngulos a y ¢ constituye la superposicién mas
general posible de los dos estados. Esta condicién inicial en la funciéon de onda en 6 queda,
apelando a la férmula 7.1

U (0,n=0) = ( e > . (7.29)

Insertando esta condicion inicial en la ecuacién 7.26, se tiene, para la componente del vector
de onda correspondiente al estado excitado

2 2

. 9 cosTa o lsin"a . o
U (0,n)]° = 5 COS (nkcos (6)) + 5 5. Sii (nk cos (0))
Q(msgﬂ cos (n cos (0)) sin (nk cos () R{ie "}, (7.30)
7r
que queda finalmente
11 1
1T (0,n) > = 275 + 5. €os (2nk cos (0)) (cos® a — sin® )
T T
- QCOS(;ﬂ cos (nx cos (0)) sin (nk cos () R{ie™} (7.31)
7r

Para hallar la probabilidad de ocupacién del estado excitado es necesario integrar en 6 entre
0y 27 (o entre —7 y 7) la densidad de probabilidad anterior. La integral del iltimo término
de la expresién anterior es nula, dado que este término es impar en la variable 8 alrededor de
6 = m/2. Esto se puede ver considerando el cambio de variable § = z + 7/2

cos (nk cos (0)) sin (nkcos () = cos (nkcos (x4 7/2)) sin (nk cos (x + 7/2))

= —cos(nksin (z))sin (nksin (z)), (7.32)
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donde el ultimo miembro es una funcién impar en x y por lo tanto su integral entre z = —7
y © = 7 es igual a cero.

La integral del segundo término de la ecuacién 7.31 puede obtenerse en términos de
funciones de Bessel apelando a la formula

1 27

Py cos (acos (0))dd = Jy (a). (7.33)
T Jo

Se obtiene entonces finalmente la probabilidad de ocupacién del estado excitado en funcién
del tiempo y de los pardmetros que determinan la condicién inicial

1 Jp(2
P.(n) = 5t 0(27m) (cos® a — sin® ) . (7.34)

La probabilidad de ocupacién del estado base puede obtenerse como Py (n) =1 — P, (n).
De estas ecuaciones se observa que ambas probabilidades de ocupacién tienden a 1/2 cuando
el tiempo tiende a infinito, independientemente de las condiciones iniciales.

Para calcular el comportamiento cualitativo de los momentos estadisticos en funcién del
tiempo, es posible utilizar la expresion ¥ (0,n) = e~ inncos(0)o1 (0,n =0) y apelar a las
férmulas 7.5. Se tiene entonces, para dichas cantidades

M, (n) = nk /O " dOWT (0, = 0) o1V (0, ¢ = 0)sin (0) + M (0) (7.35)

2T
M (n) = (nn)Q/O do|W (0,t = 0) |* sin? (9)

90
+ M (0). (7.36)

— ink /QW Ao’ (0,t = 0) oy (cos (0) W (6,t =0) + 2sin (0) Mt:o))
0

Estas expresiones son muy similares a las formulas correspondientes para los momentos del
QKR usual dadas por las expresiones 3.60 y 3.61, y de hecho se reducen a esas expresiones si
se sustituye o por la matriz identidad. La forma cualitativa de la evolucién temporal de los
momentos es entonces muy similar a la del QKR usual; el primer momento crece linealmente
con el tiempo n y el segundo de manera cuadrética. Los factores multiplicativos dependen de
la forma particular de la condicién inicial. En particular, se nota que el factor que multiplica
el término cuadrético en el tiempo corresponde a la integral de una cantidad positiva y por
lo tanto serd no nulo para cualquier condicién inicial, situacién idéntica a lo que sucede en el
QKR.

Estos resultados pueden verificarse mediante simulaciones numéricas del sistema apelando
al mapa 6.39. La figura 7.4 muestra la evolucién del sistema a partir de la condicién inicial
|¥ (n=0))=|k+ 5 =0,¢) y utilizando k = 1.

En la figura 7.4 (a) se observa el crecimiento cuadratico del segundo momento, confirmado

por el ajuste lineal a la traza en escala logaritmica (figura 7.4 (b)). Este resultado esta de
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Figura 7.4: Evolucién temporal de la energia cinética adimensionada (Segundo momento)
para T en resonancia primaria y A = 2nm a partir de la condicién inicial |¥ (n = 0)) =
k=0,8=0,¢)

acuerdo con lo esperado a partir de la ecuacién 7.36. El mismo resultado se ha observado
para una variedad de condiciones iniciales, en todos los casos encontrandose un crecimiento

cuadratico del segundo momento en funcién del tiempo.

7.2.3. A distinto de nr

En las subsecciones anteriores se analizé el comportamiento del QKR de dos niveles en los
casos en que A = nr. Se encontré analiticamente que el sistema presenta un comportamiento
periddico en el caso en que n es impar. En el caso en que n es par, se encontré, también de
manera analitica, que el sistema se comporta de manera similar al QKR en lo que respecta al
crecimiento cuadrético del segundo momento en el tiempo. Como se mencioné al principio de
este capitulo, el estudio analitico de la evolucién del sistema para 7 en resonancia primaria
a partir del mapa 7.7 es demasiado trabajoso para A distinto de nm, por lo que en esta sub-
seccidn se muestran los resultados obtenidos al estudiar el problema mediante simulaciones
numéricas.

En lo que respecta a la evoluciéon temporal de las probabilidades de ocupacion, se ob-
servé mediante simulaciones que si se consideran condiciones iniciales con momento nulo,
(k+ 8 = 0), para valores de A cercanos a cero, el comportamiento es similar al caso con
A = 2nm, donde se observa una oscilacién amortiguada alrededor de un valor asintético. A
medida que A se acerca a 7, se observéd que la oscilacién inicial se vuelve mas prolongada
y de mayor amplitud, lo que es consistente con el hecho de que para A = 7 se tiene un
comportamiento periédico. La figura muestra la evoluciéon temporal de la probabilidad de
ocupacién del estado base para distintos valores de A, en todos los casos partiendo de la
condicién inicial |V (0)) = |k + 5 =0,9) y k = 10.
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Figura 7.5: Probabilidad de ocupacién del estado base para distintos valores de A y condi-
ciones iniciales fijas

A diferencia de lo que sucede en el caso en que A = 2nm, se constata en las simula-
ciones que en este caso el valor asintético de las probabilidades de ocupacién no es 1/2
independientemente de la condicién inicial, sino que este valor depende del estado inicial del
sistema. La figura 7.6 muestra este fenémeno para distintas condiciones iniciales de la forma
|¥ (n =0)) =cos (a) |k+ B =0,¢e) +sin(a)e?|k+ 5 =0,g).

0.9

0.8 1
o W
0.6 1

0.5

0.4 4
0.3 q
0.2 q

0.1

Q)

I I I
40 60 80 100
n

Figura 7.6: Probabilidad de ocupacién del estado base para A = 71/2 y o = 0 (azul), o = 7/4
(rojo), y a = /2 (negro).

En lo que respecta a la evolucion del segundo momento estadistico, se observa que para
todos los casos el comportamiento a tiempos largos presenta un crecimiento cuadratico. Para
valores de A cercanos a 7, en los primeros instantes de la evolucién temporal se observa una
oscilacion, como se puede apreciar en la figura 7.7, producida a partir de las mismas condi-
ciones que la figura 7.5. Dicha oscilacién es mas prolongada y de mayor amplitud mientras
més cercano sea A a 7, pero en todos los casos a tiempos largos sobrevive el comportamiento
cuadratico, de manera analoga a lo que se observé sucede para las probabilidades de ocupa-
cion. Se concluye entonces que en lo que respecta el comportamiento del segundo momento

para T en resonancia primaria, el crecimiento es cuadratico para casi todos los valores de A,
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observéndose la anti-resonancia solo para el caso particular A = (2n + 1) 7.
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Figura 7.7: Segundo momento para distintos valores de A y condiciones iniciales fijas

7.3. Entrelazamiento cuantico entre los grados de libertad in-

ternos y externos

Si se considera un sistema cudntico compuesto de dos sub-sistemas, el fenémeno del entan-
glement o entrelazamiento cudntico [9] estd relacionado con la aparicién de correlaciones entre
observables pertenecientes a uno de los subsistemas con observables pertenecientes al otro.
En un sistema cudntico con espacio de Hilbert compuesto por el producto de dos espacios,
H = Hi®@Ha, un estado |¥) en H estard entrelazado si no puede expresarse como el producto
|U) = |¥); ® |V)g, siendo |V); y |¥)y vectores pertenecientes Hi y Ha respectivamente. Si
|¥) pudiera expresarse como un estado producto, entonces el valor esperado de cualquier dos
observables A; y Ag, que actien sobre H; y Ho respectivamente, seria (A1 As) = (A1)(A42) y
por lo tanto la correlacién seria nula.

En este marco, es interesante considerar si la evolucion del QKR2L genera entrelazamien-
to a partir de una condicién inicial no entrelazada. Es posible cuantificar, mediante una cierta
medida a introducir a continuacion, la magnitud del entrelazamiento generado en funcién de
las condiciones iniciales del problema. Este entrelazamiento ira variando en el tiempo, ten-
diendo en este caso hacia un valor asintdtico. Se puede hallar en particular la dependencia
de este valor asintético con la condicién inicial elegida.

El entanglement entre los grados de libertad internos y externos puede caracterizarse por
la entropifa de von Neumann de la matriz densidad reducida [28]. La matriz densidad de un

sistema cuantico se define como el operador

p = [ (n)) (¥ (n)] (7.37)

La matriz densidad reducida se halla tomando la traza de la matriz densidad en el espacio de

momento. Para el caso en que se considera el sistema restricto al subespacio g = 0, la base
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del espacio de momento es {|3 = 0,k)} y la matriz densidad reducida queda

[e.o]

pe=_ (B =0 (n))(¥(n)|5=0,k) (7.38)

k=—o0

Los elementos de esta matriz en la base {|e), |g)} quedan

<e‘pc|€> =P (n) ) (739)
(9lpelg) = Py (n) (7.40)
y
(elpclg) = Q(n) = Y W5 (k,n) Wh_ (k,n)" (7.41)
k=—00

El entrelazamiento entre el momento y los estados internos puede cuantificarse mediante la

entropia de von Neuman de la matriz densidad reducida

S = —tr(pclogy pe) - (7.42)

Se estudia ahora el caso en que 7 = A = 2n7. Considerando condiciones iniciales locali-

G (k,n = 0) _ cos 3 510 (7.43)
Uh_o (k,n =0) expiy sin g ’

se desea hallar la dependencia de la entropia de entrelazamiento S con los parametros ¢ y ~y

zadas de la forma

que definen la condicién inicial. Utilizando los resultados de la seccién anterior para el caso
en que 7 = A = 2nm, se tiene para los elementos de la matriz de la densidad reducida

Py(n) = % [14 Jo (2nk) cosn], (7.44)
P, (n) = % [ — Jo (2nk) cos] (7.45)
Q(n)= siny [cos p — isinpJy (2nk)]. (7.46)

La ecuacién 7.42 se puede expresar de manera mas sencilla en términos de los autovalores
A+ ¥ A_ de la matriz densidad reducida

S(n)=—Ailogg Ay — A_logy A_. (7.47)
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En términos de las probabilidades ed ocupacién y de la coherencia @ (n) los autovalores
de p. quedan

1
)\i:§

1+ \/1 4 (Pg (n) P.(n) — |Q (n)]2>] . (7.48)

Introduciendo los resultados 7.44, 7.45 y 7.46 en las ecuaciones 7.47 y 7.48 se halla la
entropia de entrelazamiento en funcién del tiempo y la condicién inicial.

De las ecuaciones 7.44, 7.45 y 7.46 se puede ver que tanto las probabilidades de ocupacién
como la coherencia @ (n) tienden a un limite cuando n — oco. Para las probabilidades de
ocupacion, este limite es 1/2 para ambas irrespectivamente de la condicién inicial, tal como
se vio en la seccién anterior. En cambio, el valor asintético de @ (n) si depende de la condicién
inicial. De esto se puede concluir que los valores propios de la matriz densidad reducida y la
entropia de entrelazamiento tienden a un valor asintotico cuando n — oo que depende de las

condiciones iniciales. Este valor asintético es

A = Ay = —[1+cospsiny], (7.49)

N | =

por lo que en el mismo limite la entropfa tiende a un cierto limite, S (n) — Sy, dado por

Sp=—Arlogo AL —A_logy A, (7.50)

que depende de los parametros que determinan la condicién inicial a través de la dependencia
de los valores propios en estas cantidades.

La figura 7.8 muestra la dependencia de la entropia de entrelazamiento asintética con
los parametros ¢ y v que determinan la condicién inicial dada por 7.43. Para la condicién
inicial ¢ = 71/2 y/o v = m, @ — 0 y ambos valores propios son iguales, Ay = 1/2. En este
caso el valor asintético de la entropia de entrelazamiento adquiere su valor méximo Sy = 1.
Cuando se eligen condiciones iniciales con v = /2 y ¢ = 0,7, la entropia tiende a cero

asintoticamente.

Se ha encontrado entonces que, para una condicién inicial no entrelazada de la forma
W (0)) = (cos(3)|e) +sin (Zexp (ig)) |e)) |3 =0,k = 0), la evolucién del sistema genera
asintéticamente un estado cuyo enredo depende de los parametros que determinan la condi-
cién inicial. Esta dependencia se cuantifica en la figura 7.8. También se encontré que para
ciertas condiciones la evoluciéon genera, en el régimen asintético, estados con maximo o nu-
lo entrelazamiento. Este comportamiento es similar al que se ha encontrado para el QW
en [42, 43], aunque en ese caso se encuentra que no existe condicién incial localizada que
dé lugar asintoticamente a un estado no entrelazado. Esta similitud cualitativa entre la QW
y el QKR2L no es sorprendente debido a que ambos sistemas tienen el mismo espacio de
Hilbert y los mapas cudnticos de evolucién de ambos sistemas son similares. Las diferencias

cuantitativas de estos resultados se deben a los detalles particulares de cada modelo.
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Figura 7.8: Entropia de entrelazamiento en funcién de los dngulos que determinan la condicién
inicial.

7.4. Resonancia Secundaria en el Parametro 7

En la seccion anterior se verificé que, dejando de lado el caso de la anti-resonancia, el
comportamiento del QKR de dos niveles en resonancia primaria (es decir con 7 = 2nm) es, en
lo que respecta a la evolucién temporal de los momentos, muy similar al del QKR usual en
resonancia primaria. En esta seccién se verifica que esta analogia también ocurre cuando se
consideran las resonancias secundarias. Es decir, en el caso en que el pardmetro 7 cumple la
condicién de resonancia secundaria del QKR, 7 = 27r§, con % distinto de 1/2, dado que este
caso constituye la condiciéon de anti-resonancia del QKR y se debe analizar por separado.

De manera similar a lo que ocurre con el QKR, el caso de la resonancia secundaria
es complejo de analizar analiticamente, por lo que se recurre a un estudio numérico del
sistema. Para todas las resonancias secundarias analizadas, se encontré numéricamente que
el comportamiento del sistema, en términos de la evolucién temporal de la probabilidad de
ocupacion y del segundo momento, es cualitativamente similar al comportamiento observado
para el caso en que 7 = 2nT y A # (2m + 1) m. Es decir, se observé mediante simulaciones
que para todos los valores del pardmetro A el segundo momento crece cuadriticamente con el
tiempo n para tiempos largos y que las probabilidades de ocupacién presentan una oscilacién
amortiguada alrededor de un cierto valor asintético que depende de las condiciones iniciales.

La figura 7.9 muestra el resultado de una simulacion numérica de la evolucién temporal de
estas cantidades que ejemplifica el tipo de comportamiento observado. El resultado se obtuvo a
partir de la condicién inicial ¥ (n = 0)) = |k + § = 0, g), para la resonancia secundaria p/q =
1/4, con pardametros A = (3/4)7, k = 10. Alli se puede apreciar como la probabilidad de
ocupacion presenta un comportamiento oscilatorio amortiguado, y tiende a un valor asintético
que se verific6 depende de la condicion inicial. Se puede apreciar también el crecimiento

cuadratico del segundo momento para tiempos largos.
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Figura 7.9: Evolucién temporal para la resonancia secundaria p/q = 1/4, con parametros
A = (3/4), k = 10.

7.5. Anti-Resonancia en el parametro 7

Cuando el parametro 7 toma el valor 7 en el QKR usual se observa el fenémeno de anti-
resonancia; la evolucién del vector de onda, y por lo tanto de todas las cantidades observables,
es periddica en el tiempo. Este comportamiento no se traslada al QKR de dos niveles para
todos los valores del pardmetros A. En el caso 7 = m, s6lo se observa el fenémeno de anti-
resonancia en el QKR de dos niveles cuando A = 2nr.

Este fenémeno puede explicarse de manera similar a la forma en que se demostré la
existencia de la anti-resonancia para el QKR en la seccion 4.2 del capitulo 3. Restringido al
subespacio 8 = 0, el operador de Floquet del sistema puede escribirse cémo

Up = efiA|e)(e|7i7k267i01ncose’ (751)

donde en este caso k refiere al operador definido en la ecuaciéon 6.25 tomando 5 = 0. La
primera exponencial corresponde al operador de evolucién libre en un periodo y la segunda
al operador de evolucién debido a la interaccién impulsiva. En el caso A = 0, el orden de los

operadores se puede invertir apelando a una férmula similar a la ecuacién 3.65
T . 2
Ur =e itk e io1Kcosf _ ewlncos(Q)e ik ) (752)

Dado que el operador o7 actiia sobre los grados de libertad internos de la particula y en
la exponencial correspondiente a la evolucion libre el operador actuando sobre los grados
de libertad interno es la identidad (que por supuesto conmuta con o) esta propiedad es
equivalente a la férmula 3.65. A partir de esto puede obtenerse la condicién necesaria para la

anti-resonancia, U% =1Id
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i 2 i . i 2 i 2
U2 —e ik e zalncoseewlncos(e)e irk? _ e 2k —Id

T ; (7.53)

donde en la udltima igualdad se utilizé que los valores propios del operador k£ son enteros.
Como se ha visto anteriormente, U% = Id implica un comportamiento peridédico del sistema
y de las magnitudes observables.

En el caso en que A es no nulo, no se puede utilizar una ecuacién andloga a 7.51 para
invertir el orden de los operadores asociados a la evolucion libre y a la evolucion debida a
la excitacién. Esto se debe a que el operador o1 no conmuta con el proyector |e)(e|. Para
este rango de valores del pardmetro A se puede ver numéricamente que, para condiciones
iniciales localizadas, el sistema presenta un comportamiento temporal del mismo tipo que
en resonancia primaria o secundaria; el momento crece cuadraticamente con el tiempo y
las probabilidades de ocupacién presentan oscilaciones amortiguadas alrededor de un valor
asintético.

7.6. Fuera del subespacio § =0

Es interesante en este punto preguntar si los resultados expuestos en las secciones anterio-
res se pueden extender a subespacios con 8 no nulo. Es decir, si las condiciones de resonancia
halladas en las partes anteriores y la descripcién cualitativa del comportamiento del sistema
para los distintos valores de los parametros puede extenderse de manera inmediata a subes-
pacios con (8 no nulo.

Esta pregunta se aborda en [32] para el sistema que se obtiene al eliminar el estado ex-
citado de la dindmica del estado base, mediante la ya mencionada aproximacién adiabatica,
dando lugar al Hamiltoniano

[k, (k + 8)]°
2M
+ Ko7 (t) cos (0), (7.54)

donde k y B en la expresion anterior son operadores. Este Hamiltoniano es idéntico al del
QKR, con la salvedad de que la particula se mueve en la linea y de ahi la aparicién del
cuasimomento (. El sistema se reduce al QKR en el subespacio g = 0.

Restringiéndose al caso particular en que 7 = I, con [ entero, suponiendo que la evolucion
se restringe a un subespacio con un  determinado no necesariamente nulo, los autores [32]

encuentran que la condicién de resonancia primaria para [ en ese subespacio es

1(1+428) = 2m, (7.55)

para m un entero cualquiera. Esta ecuacién se obtiene imponiendo la condiciéon de reso-

nancia primaria en el QKR: que el operador que da la evolucién libre entre dos patadas,
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U, = exp (—z[g](w;g)]), sea igual a la identidad. Se debe notar que la condicién anterior

parte del supuesto 7 = 7 y de imponer la condicién de resonancia primaria, por lo que en
principio esta condicién no necesariamente da cuenta de todas las resonancias posibles.

Los autores también hallan la condicién de anti-resonancia en un subespacio con 3 genéri-
co, imponiendo que el operador de Floquet del sistema, Ur, satisfaga U% = 1. Se obtiene que

la condicién de anti-resonancia es, considerando una vez mas 7 = I

1(1428) =2m + 1. (7.56)

Para el caso del sistema estudiado en este trabajo, el QKR2L, las derivaciones de las

iAle)(e] — ly el

ecuaciones anteriores valen cuando A = 2m7, con m entero. En este caso e
operador |e)(e| desaparece de la dindmica del sistema. El tinico operador que queda actuando
sobre los estados internos es o1, que en lo que respecta a repetir las derivaciones anteriores
se comporta como un ndmero; conmuta con todos los demés operadores dado que estos
son proporcionales a la identidad en el espacio de estados internos del dtomo. Por lo tanto,
cuando A = 2mm, las condiciones 7.55 y 7.56 también valen para el sistema considerado en
este trabajo. Cuando A # 2mm, el proyector |e)(e| no desaparece de la dindmica del sistema
y, debido a que este no conmuta con o1, las condiciones anteriores no se cumplen.

De esto se concluye que un estudio mas exhaustivo de las resonancias y el comportamiento
general en el espacio de pardmetros para subespacios con § no nulo es complejo, y queda

relegado a trabajo futuro.

7.7. Comparacion con la Quantum Walk

Como ya fuera mencionado en la introduccién, el espacio de Hilbert del QKR2L reducido
al subespacio con 8 = 0, dado por el producto tensorial entre el espacio H; recorrido por la
base discreta {|3 = 0,k)} y el espacio H. recorrido por los vectores {|e), |g) }, es el mismo que
de la Quantum Walk. Ademaés, el QKR2L presenta un crecimiento cuadrético del segundo
momento en ciertas condiciones, igual que el QW. En vista de estas similitudes entre los dos
sistemas, es interesante investigar si el QKR2L puede escribirse en términos de los operadores
que definen la QW, el operador de moneda y el operador de shift. Para S = 0, el momento
de la particula del QKR2L estd dado por la base {|5 = 0,k)}, que puede identificarse con
la posicién a lo largo de la grilla Z en la QW. Los estados internos del QKR2L {|e),|g)} se
identifican con los estados de quiralidad {|L),|R)} de la QW. La evolucién temporal es en
tiempo discreto para los dos sistemas y se puede ver que en ambos casos se puede expresar
de la forma

ajf (t + T) o > ) a; (t)
( by (t +T) ) = 2 Uy ( b; (t) > (7.57)

j=—o0

En el caso de la QW, si H;; son los componentes del operador moneda en la base {|L), |R)},
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entonces Uy; es de la forma [44]

Hyi Hip
Ukj = ( 0 o >5kj+1
0 0
+ Oki_1, (7.58
<H21 H22> ! )

donde las matrices 2 x 2 actian sobre los estados internos y la accién del operador shift
esta dada por las deltas de Kronecker. De la ecuacion 7.58 se puede ver que la evolucién del
QW solo conecta puntos en la grilla Z con sus vecinos inmediatos. Sin embargo, la evolucién
del 2LQKR dada por la ecuacion 6.39 conecta a cada punto de la grilla de momentos con todos
los demads, debido a que la matriz Uj; en este caso tiene elementos no nulos para cualquier
pareja jk. Por lo tanto, el operador del QKR2L no se puede poner en la forma sencilla de la
QW con un operador de moneda y otro de shift. Sin embargo, dado que Uj;, para el QKR2L
es proporcional a J;_, (k), entonces U;_, tiende a cero rapidamente cuando |j — k| crece para

valores chicos de k. Esto se debe a que

1 K\J—Fk

Jigpg ~ =———— (—) (7.59)
’ (G —k) \2

para j—k > 0 cuando 0 < Kk < v/j — k + 1. Por lo tanto, en este limite, cuando la interaccién

dada por k es pequena, el mapa del QKR2L se vuelve mas similar al de la QW en este aspecto.

A medida que aumenta k, es decir, para interacciones mas fuertes, mas modos de momento

son acoplados por la evolucién del sistema.
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Capitulo 8

Conclusiones y Perspectivas

El Quantum Kicked Rotor es un modelo interesante debido a que presenta una variedad
de comportamientos inesperados con respecto a su contraparte clasica. En particular, para
ciertos valores de los pardmetros del modelo es posible llevar al sistema a un régimen reso-
nante, donde el valor esperado de la energia cinética crece cuadraticamente con el tiempo.
Por otro lado, debido a la sencillez del modelo, es posible observar los distintos fenémenos a
los que da lugar su dindmica en muchos casos de manera analitica, o por lo pronto, mediante
simulaciones numéricas simples. En esta tesis se estudiaron algunos aspectos de la dindmica
resonante del Quantum Kicked Rotor, y se propusieron ademas algunas variantes sobre este
modelo.

El primer aspecto en estudiarse fue la dependencia de la dindmica del sistema en reso-
nancia con las condiciones iniciales, en el caso en que estas se encuentran distribuidas en el
espacio de momento angular. Para las resonancias primarias se obtiene la relacién de disper-
sion que describe la propagacion de ondas planas en el espacio de momento. Esto permite
predecir la velocidad con la que se desplaza un cierto paquete de ondas y como evoluciona su
ancho en el tiempo. Se muestra que la extension de una condicién inicial no localizada puede
aumentar el tiempo que demora el sistema en exhibir el comportamiento resonante, lo cual
podria contribuir a explicar la ausencia de comportamiento balistico en algunas realizaciones
experimentales del QKR. Para las resonancias secundarias, mediante un estudio numérico se
encuentra la relacion entre los pardmetros que determinan el paquete de ondas en el instante
inicial y la velocidad de grupo promedio con la que se desplaza el paquete de ondas. Este
trabajo dio lugar a la publicacién [45].

En el capitulo 5, se expone el estudio realizado sobre una variante del QKR en la que
se considera que la intensidad de la excitacion puede depender del tiempo. Para las reso-
nancias primarias se obtiene analiticamente la relacién entre la prescripcién temporal para
la excitacion y la evolucién de los momentos del sistema. FEn particular, para una excitacién
dependiente del tiempo como una ley de potencias, se encuentra analiticamente la relacién
entre el exponente y la gama de comportamientos que exhibe la evolucién de los momentos,
también de dependencia temporal tipo ley de potencias. La relacién entre los exponentes per-

mite encontrar cuantitativamente como, variando la forma de la excitacion, se puede obtener
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una evolucién para el segundo momento que va desde un comportamiento super-balistico
hasta uno localizado en el espacio de momentos. Para las resonancias secundarias se estudia
numéricamente el problema, obteniéndose resultados cualitativamente similares. El trabajo
realizado dio lugar a la publicacién [46].

Finalmente, se estudié una variante del modelo del QKR donde se considera una particula
con dos niveles de energia internos que se propaga a lo largo de una linea recta, donde se
tomo como punto de partida el modelo de la realizacién atémico-éptica del QKR. Se analiza-
ron analitica y numéricamente distintos aspectos de la evolucion de este sistema para valores
de los pardmetros correspondientes a las resonancias del modelo del QKR usual. Para la re-
sonancia primaria se encontré que el sistema puede presentar un comportamiento resonante
o anti-resonante segun el valor que tome el pardmetro que determina la relacién entre la
frecuencia de la transicion atéomica y del laser de la excitacion. También se estudia la evolu-
cion temporal de las probabilidades de ocupacién de los estados internos, encontrandose que
estas tienden a un limite asintotico en el caso resonante, o oscilan en el caso antiresonante.
Finalmente, se encontré que la evolucion del sistema genera entrelazamiento entre los grados
de libertad internos y externos, y se encontré la dependencia del valor asintético de esta
cantidad en términos de los pardmetros que determinan cierto tipo de condiciones iniciales
localizadas en el espacio de momento. Para las resonancias secundarias, se estudié numérica-
mente la influencia del parametro que determina la frecuencia de la transicion atémica en el
comportamiento del sistema. Algunos de los resultados de este trabajo se presentaron en la
publicacién [47].

El estudio realizado deja abiertas varias posibilidades de trabajo a futuro, que pueden
agruparse en dos areas distintas. Por un lado, existe la posibilidad de profundizar en el es-
tudio de varios aspectos de la dindmica coherente de los problemas tratados. Por otro lado,
resultaria interesante estudiar la dinamica de los sistemas abordados en esta tesis en condi-
ciones en que se introduce algtin tipo de decoherencia al modelo.

En lo que respecta al analisis de la dinamica coherente, una primera propuesta de trabajo
consiste en tratar de obtener resultados analiticos para las resonancias secundarias en el mo-
delo del QKR con intensidad de la perturbacién dependiente del tiempo, que fue estudiado
en la seccién cinco. Un posible camino consiste en intentar aplicar las ideas que en [14] se
utilizan para estudiar las resonancias secundarias del QKR.

Otra posible direccion en la que se pueden profundizar las ideas de esta tesis es en el estu-
dio de diversos aspectos del QKR2L que no fueron tratados en este trabajo. En la resonancia
primaria en 7 de este modelo, el comportamiento para A # mm se analizé numéricamante. Sin
embargo, es posible que el mapa discreto obtenido para ese valor del parametro 7 permita ob-
tener analiticamente la dependencia del segundo momento con el tiempo para tiempos largos.
Andlogamente con lo precisado para el caso del QKR con excitacién dependiente del tiempo,
para el QKR2L en resonancia secundaria en el parametro 7 el comportamiento balistico del
momento se verifico de manera numérica. Tal vez aqui también sea posible aplicar las ideas
de [14] para estudiar las resonancias secundarias en el régimen asintdtico, asi como la depen-
dencia en el pardmetro A. Por tltimo, otra propuesta de estudio a futuro para el QKR2L

consiste en analizar los distintos regimenes accesibles en el espacio de parametros fuera del
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subespacio 8 = 0. Esto puede ser util tanto para estudiar la dindmica coherente de condicio-
nes iniciales distribuidas en el espacio de momentos, como también la evolucién del sistema
a partir de estados no coherentes generados por distribuciones térmicas.

En lo que respecta al estudio de escenarios donde se introduce decoherencia al sistema,
ademas del recién mencionado caso en que se consideran distribuciones térmicas en el instan-
te inicial, un aspecto fundamental a estudiar en el futuro consiste en agregar al modelo del
QKR2L el efecto del decaimiento espontaneo del estado excitado al estado base del dtomo y
la consiguiente emisién de un fotén. Este proceso tiene como consecuencia que la evolucién
del sistema sera decoherente, independientemente de que se tome o no un estado puro como
condicién inicial. Para modelar este proceso, es posible obtener una ecuaciéon maestra del
tipo Lindblad para la matriz densidad [28, 25] acoplando el 4&tomo al campo electromagnéti-
co cuantizado[41]. Otra posibilidad, tal vez més simple del punto de vista de la simulacién
computacional, consiste en estudiar la emisién espontdnea como un proceso estocastico en
el espacio de Hilbert, obteniéndose de esa forma una ecuaciéon de Schroedinger estocéstica
que puede simularse computacionalmente mediante métodos de Monte Carlo [48, 49]. En [50]
se aplican estas ideas a un problema similar al del QKR, donde la perturbacién no aparece
de manera impulsiva sino mediante una modulaciéon de la fase de un potencial sinusoidal.
Una posible avenida de trabajo a seguir en el futuro consiste entonces en aplicar las ideas
alli propuestas al modelo del Quantum Kicked Rotor de dos niveles.
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Apéndice A

Relacion entre el Kicked Rotor y el
modelo de Anderson

En este apéndice se presenta una muy somera descripcién del modelo de Anderson y se
muestra como el problema de hallar los autovectores del operador de Floquet del QKR es
similar al de hallar los autovectores de la energia al del modelo de Anderson. La presentacion

de estas ideas sigue de cerca lo expuesto en [13, 5].

A.1. El modelo de Anderson

El modelo de Anderson describe la dindmica de un electron interactuando con una red

cristalina con impurezas. En una dimensién, se tiene el hamiltoniano

n? 02
H=———+4+V(x Al
SV (@), (A1)
donde los operadores ya se expresaron en la representacion posicién. El potencial V' (z) es el
potencial debido a la red cristalina con espaciamiento d. Las impurezas en esa red introducen
componentes aleatorios en el potencial. Se desea hallar ¢ (x) y E que resuelven el problema

de autovalores

Ho (x) = Bé (). (A.2)
Si se realiza la aproximacién tight binding [51] y se supone que el electron interactia con

un sélo atomo a la vez, la funcién de onda del electron se puede expresar en términos de la
funcién de onda para la interaccién con un solo atomo ¢g (),

¢ () = ango (x — nd). (A.3)
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Suponiendo que el solapamiento entre los términos de la solucién anterior correspondientes a

distintos sitios de la red se puede despreciar

/d:cgbo (x — nd)* ¢o (x — md) = Smn, (A.4)

introduciendo una solucién del tipo A.3 en A.2 se obtiene la ecuacién para las a,

Z Winar + Egan = Fa,, (A.5)
k#n
siendo
Win = /dm¢0 (x —nd)* Heo (x — md) (A.6)
y
EY = /dx(;ﬁo (x —nd)* Hpo (x — nd) . (A.7)

El modelo de Anderson consiste en considerar en la ecuacién A.5 que o bien Wy, o Eg
tienen componentes aleatorios, de manera tal de modelar el desorden en la red. Se puede ver
entonces que las soluciones para los a, son localizadas en el indice n y por lo tanto dan lugar
a funciones de onda ¢ (x) con localizacién en el espacio.

A.2. El problema de autovectores de Floquet en el QKR

En esta seccién se trata el problema de hallar los autovectores del operador de Floquet
en el QKR. Se muestra que las ecuaciones que determinan estos autovectores son de la forma
A5,

El operador de Floquet del QKR esta dado por la ecuacién 3.33

Up — e%gTe *%Kcos(ﬁ) — e—iA(J)e_iV(e) (AS)

El problema consiste en hallar el autovector |®) y el autovalor e/® que verifiquen

Ur|®) = e'®|®) (A.9)
Tomando ahora W (0) que verifique

» 14w (0)
V(0) _
¢ 1+ iW (0) (4.10)

es decir que
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w0 = (V0). o

y redefiniendo el vector de estados como |®) = (e~ 1) @), se llega a que |®) debe

verificar

W (0)|®) + cot <A(J;_‘I’> 3. (A.12)

Proyectando ahora en la base de momento angular |®) = 3 a,|n) se tiene que los ay,

deben verificar una ecuacion de la forma de la ecuaciéon A.5 con

27
Wi = (n[W () [m) = /0 D w (9) eoomn (A.13)
E°% = cot <A(nF;)—<I>> (A.14)
E= Wy (A.15)

La irregularidad del as secuencias W,,, y EU es responsable de la localizacién de los

coeficientes a,, en el indice n.
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Apéndice B

Momentos del QKR resonante en la
representacion de momento angular

En este apéndice se presenta en un poco mas detalle el calculo de los momentos estadisticos
del QKR en términos de las condiciones iniciales en el espacio de momentos, dados en las
expresiones 3.62 y 3.62.

Para obtener estas expresiones es necesario calcular las integrales

2
L= /O 0" (0,1 = 0) 1) (0, ¢ = 0) sin () (B.1)

I = /02” Aol (0, ¢ = 0) 2 sin? (6) (B.2)

27 =
I3 = /0 d9y* (0,t = 0) (cos (0)¢ (0,t =0) + 2sin () W) (B.3)

Para calcular estas cantidades en términos de los a;(0), se utiliza que estos se relacionan

con ¢(0,t = 0) a través de una transformada de Fourier

1 .
Y(0,t=0) = a;(0)e'? (B.4)
275"

Expresando las funciones sinusoidales como exponenciales complejas y utilizando que
ad o(m—
/ %eﬂm ™ = G (B.5)

se llega a los resultados deseados intercambiando el orden entre las integrales y las sumatorias

y operando.
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Apéndice C
Demostracion de la relacion 3.65

Se desea mostrar que se cumple la ecuacion 3.65,

incos@efiﬁn?‘ (Cl)

—imn?

e efmcosﬁ —

e
Tomando los elementos de matriz del miembro izquierdo en la base de momento angular
se tiene

2 de . )
7629(m7l) o cos 0’
2

<l|67i7rn267inc059|m> — eiﬂlz/ (02)
0

donde se introdujo una clausura 1 = [ df|6)(6] a la izquierda del ket |m) y se utilizé que

(0]1) = €% /7/27. Tomando ahora el cambio de variable § — 6 4 7 se tiene

2 2

67i7r12 / " ﬁeie(mfl)efincose — e’iﬂ(WL7lflz) / " dieeia(mfl)eincosa (C 3)
0 2T 0 2 '

donde los limites de integracién no cambian al hacer la traslacién de la variable dado que el

l2

integrando es periédico. Utilizando que ™" = €™ para cualquier [ entero se tiene finalmente

que

<l’€fi7m2efmc059’m> _ efinm2 /‘27T do eie(

“v m—l) ik cos 0 C.4
= e (C4)

El miembro de la derecha es el elemento de matriz entre (I| y |m) del miembro de la derecha
de C.1. Como la igualdad se cumple para todo m y [, queda demostrada la relacién C.1.
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Apéndice D
Aproximacion de onda rotatoria

Se considera un Hamiltoniano correspondiente a la interaccién de un dtomo de dos niveles

con una onda laser monocromaética

H+Hy+V (1), (D.1)
siendo
2
Ho= 21+ %0 (o) g] - lg) el (D.2)
y
V (8) = Q1) cos (it — k) (Je) o] + lg)el) (D3)

.y . . . iHqt
Pasando a la representacién de interaccion, definida como |V (t)); = e » |V (t)), se en-
cuentra que la dindmica el vector de onda en la representacién de interaccién, |¥ (¢)) 7, estd de-
terminada por la ecuacién

LA (t
Oy 1) o)y, (D.4)
donde V7 (t) es el operador V (t) expresado en la representacién de interaccién

iHgt __iHp

Viit)y=e® V(t)e " . (D.5)

La ecuacion D.4 tiene como solucién formal la serie de Dyson

W (¢))r = T{ew B WOy (0), (D.6)

donde T es el operador tiempo ordenado definido por
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TV (t1) V (t2)} =V (t) V (2) 0 (81 — t2) + V (t2) V (£1) 0 (t2 — £1) (D.7)

siendo 6 (t) el escalén de Heavyside.

Tomando el término a primer orden en el desarrollo en % de la serie de Dyson se tiene

()= [ dvi e o)y (D.5)

La evolucién temporal a tiempos cortos queda entonces determinada por la integral

/ i) -
0 (D.9)

2

t' 2.1 . . , .
_ /0 dtQ (t) ezf—mt5 (ez(th—k:Lz) + e—z(th—kLz)) (ezwot’e> <g‘ + e—zwot’g> <e‘) e_zsznt

En esta integral al hacer los cuatro productos que resultan de multiplicar los factores que
aparecen entre paréntesis aparecen dos tipos de términos, o sin dependencia temporal, o con
una dependencia temporal de la forma e “«0)t Egtos términos oscilan rdpidamente y por
lo tanto al integrarlos el resultado de la integral va a ser més chico que para los términos para
los cuales el producto de los factores entre paréntesis queda independiente del tiempo. La
aproximacion de onda rotatoria consiste entonces en despreciar los terminos que dan lugar a
elwrtwolt 1o que es equivalente a tomar el término V (t) en el Hamiltoniano como

ef‘(thkaz) ei(thkaz)
V=00 <2|e><gr ¥ 2|g><e\> . (D.10)
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