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Resumen

En este proyecto construimos un estimador eficiente de orden de procesos de
Markov de méaxima verosimilitud penalizada. Es frecuente el uso de arboles
de sufijos en la implementacién de este tipo de estimadores. Los mismos se
ven limitados por el consumo de memoria cuando crece el tamano de la en-
trada. Investigaciones recientes obtuvieron una cota para el orden estimado,
reduciendo las opciones posibles que debe tomar en cuenta el estimador. Ha-
ciendo uso de esta cota, propusimos usar la estructura de arboles de sufijos
truncados en la implementacién, incorporando la ganancia de espacio que
representan frente a los drboles de sufijos. Utilizamos para su construccion
una adaptaciéon del algoritmo de Ukkonen y la representacion de Kurtz.

Usualmente los darboles de sufijos truncados se etiquetan mediante pun-
teros a la cadena original. En este trabajo desarrollamos un mecanismo de
etiquetado de aristas que reemplaza la cadena original por una cadena, mas
corta, formada a partir de ella. Los ahorros de memoria que aporta son
equivalentes a la diferencia de tamano entre el arbol de sufijos y el arbol de
sufijos truncado. Es posible construirla junto con el arbol sin comprometer el
tiempo de procesamiento. Evaluamos el consumo de memoria de este meca-
nismo sobre un conjunto de imagenes y obtuvimos diferencias significativas
en comparacion con el etiquetado clasico.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo estudiamos estimadores de orden de procesos de Markov
de tiempo discreto, de tipo méaxima verosimilitud penalizada. Este tipo de
estimadores, dada una cadena x sobre un alfabeto finito A, determina cuél es
el orden del modelo de Markov que mejor la modelaria. A cada posible orden
k le asocia un costo que depende de la probabilidad de méxima verosimilitud
(de & como realizacién de un modelo de Markov de orden k), Py(z) y de
un término de penalizacién que es creciente con k. Especificamente, el costo
asociado al orden k para la cadena x de largo n es

Cr(z) = —log Py(x) + f(n)o®, (1.1)

donde « es la cantidad de letras en el alfabeto A y f(n) es una funcién de
penalizacion que satisface las siguientes condiciones: es positiva, no decre-
ciente, f(n) — ooy @ — 0. El orden estimado resulta de comparar estos

costos para los distintos valores posibles de k:

~

k(x) = arg %1218 Ci(z) . (1.2)

En este proyecto nos proponemos construir una implementacion eficiente
de dichos estimadores. Es decir que a partir de una secuencia z y fijada la
funcién de penalizacion, calcule eficientemente el orden estimado k(z).

Obtener l%(x) requiere calcular pk(a:) para distintos valores de k, y pa-
ra esto es necesario conocer informacion estadistica sobre la ocurrencia de
patrones en x. Los arboles de suﬁjosE] presentados por primera vez en [3]
son una estructura de datos que permite contar patrones en x de manera

! En este tipo de 4rboles, las aristas estén etiquetadas por cadenas y cada hoja repre-
senta un sufijo de z (al que resulta de concatenar las etiquetas de las aristas que forman el
camino desde la raiz hasta él). Los prefijos comunes se representan mediante antepasados
comunes, si dos sufijos tienen un prefijo comtn, sus hojas correspondientes descenderan
de un mismo nodo que corresponde a dicho prefijo.
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eficiente y constituyen una herramienta usualmente utilizada para abordar
este tipo de problemas (ver [1] y [2]).

Existen algoritmos ([3], [4], [5])capaces de construir un arbol de sufijos
consumiendo tiempo lineal y requiriendo un consumo de memoria del or-
den de O(nlogn) bits. Sin embargo, los drboles de sufijos adolecen de una
limitante en la practica: para cadenas grandes, el uso de memoria puede con-
vertirse en un cuello de botella. Esto ha motivado incursiones en la reduccién
de espacio utilizado ([6]).

En [7] se describe una cota superior para k(z)

nlogar o ok, (1.3)

f(n)

que a su vez resulta ser 6ptima, como se demuestra en [§]. La existencia de la
cota asegura que solamente es necesario contar patrones de largo k,+1,
siendo k, el mayor de los valores posibles para k, como veremos luego con
mayor detenimiento. Esto permite reemplazar a los arboles de sufijos por
arboles de sufijos truncados [10], que son una modificacién de los primeros,
donde solamente se consideran patrones hasta cierto largo, introduciendo un
ahorro de memoria que en la practica puede ser sustantivo. Esta posibilidad
(la de incorporar los arboles de sufijos truncados a partir de la existencia de
(1.3) fue la motivacién inicial que originé el trabajo aqui presentado.

A lo largo de este documento veremos los distintos elementos que com-
binamos para construir el estimador. En el capitulo [2| definimos el concepto
de arboles de sufijos truncados, vemos en qué sentido son apropiados pa-
ra recolectar informacién estadistica sobre los patrones y como es posible
estimar el 6rden de Markov una vez que contamos con el arbol de sufijos
truncado correpondiente a la cadena original z. En el capitulo [3] estudiamos
el algoritmo U, una adaptacién del algoritmo de Ukkonnen para construir
arboles de sufijos truncados que elegimos como punto de partida para nues-
tra implementacién. Luego profundizamos en los aspectos claves para enten-
derlo; introducimos el algoritmo construirTST (y su procedimiento auxiliar
agregarFactor) donde brindamos mayor nivel de detalle, permitiendo abar-
car su complejidad siendo mas claros. Tradicionalmente, la representacion
de las etiquetas de las aristas de los arboles de sufijos truncados se reali-
za en base a referencias a la cadena original z, alcanzando los érdenes de
consumo de memoria O(nlogn). En este trabajo incorporamos un nuevo
mecanismo de etiquetado de aristas que describimos en el capitulo 4] Este
resultado, que fue presentado en [9], es sin duda la contribucién més impor-
tante de este trabajo, ya que aplica a un tipo de estructura de datos general
y, por lo tanto, trasciende al objetivo concreto de estimar el orden de un
proceso de Markov. También en el capitulo [] explicamos cémo adaptamos
la representacién de Kurtz (originalmente propuesta para arboles de sufijos)
y exponemos los detalles concretos de la implementacion que consideramos
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relevantes. Finalmente en el capitulo [b|exponemos los resultados experimen-
tales que obtuvimos al evaluar el consumo de memoria, donde observamos
que el mecanismo de etiquetado que desarrollamos introduce una ganancia
significativa en los casos estudiados.

Estimacion eficiente de orden en modelos Markovianos 13
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Capitulo 2

Estimaciéon del orden de
Markov a partir de arboles
de sufijo truncados

Los arboles de sufijos truncados son drboles donde los distintos factores
(nocién que definiremos en breve) de una cadena z corresponden a caminos
que parten desde la raiz, y que por la forma de disponer la informacién tienen
caracteristicas deseables a la hora de contar patrones. Hemos anunciado que
los usaremos para la construccién del estimador. Entender qué son y cémo
es posible estimar el orden de Markov asociado a x a partir de su arbol de
sufijos truncado, es el objetivo de este capitulo. Es asi que luego de presentar
con mayor rigor los conceptos relacionados a los arboles de sufijos truncados,
introducimos el algoritmo [If que estima el érden de Markov.

Recordemos que A es un alfabeto finito de cardinal . Llamamos letras a
sus elementos. Sea A™ el conjunto de las cadenas de largo n sobre él y A* el
de las cadenas finitas (también llamadas palabras o secuencias). El simbolo
A indica la cadena vacia y AT es el conjunto de cadenas finitas no vacias.
La yuxtaposiciéon simboliza concatenacion; es decir si x, u, v, w pertenecen a
A*, posiblemente vacios, y x es el resultado de concatenar u,v y w usamos
la notacién x = uvw. Ademaés en este caso decimos que u es prefijo de x, v
es un factor, w es sufijo y que v ocurre en la posicién |u| + 1 de x, donde
|u| es el largo de u. Un prefijo, factor o sufijo de x es propio si es distinto
de x. La notaciéon v < z indica que u es prefijo propio de z, ©v < x indica
que es prefijo y en ese caso x\u es el sufijo de = que ocurre luego de u. Para
indicar la i—ésima letra de una cadena x € A" usamos z; y para indicar el
factor x;...x; de x usamos x7, con la convencién de no exceder los bordes,
es decir

7

J_
Li = Tmax{1,i} - - - Pmin{j,|z|} -

Sea T un arbol dirigido cuyas aristas estan etiquetadas por cadenas de
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AT. Decimos que T es un A" —4arbol si cumple con las siguientes dos condi-
ciones:

1. Las aristas de los nodos internos hacia sus hijos comienzan con dis-
tintas letras. Es decir, ningtin padre tiene dos aristas hacia sus hijos
cuyas etiquetas comiencen con la misma letra.

2. Todo nodo interno tiene al menos dos hijos.

Estas propiedades aseguran que la concatenacién de las etiquetas de las
aristas de los caminos desde la raiz a los nodos del arbol son tnicas. De esta
forma podemos identificar a cada nodo con la concatenacion de las etiquetas
de las aristas que conforman el camino desde la raiz hasta él (identificamos
la raiz con la cadena vacia \), permitiéndonos utilizar la notacién v € T
para referirnos a un nodo de 7, donde v € A* es el resultado de concatenar
dichas etiquetas. Ademas decimos que u ocurre en T si u es un prefijo de un
nodo v € T'. Denotamos a la arista que une dos nodos v y w, padre e hijo
respectivamente, mediante v — w.

Un arbol de sufijos [4] de una cadena x es un A™-4rbol tal que una ca-
dena w ocurre en 7T si y solamente si w es un factor de z. En la ﬁgura
presentamos un ejemplo: de arbol de sufijos de la cadena mississipi. Sea
un nodo v € T, |v| es su profundidad. Observemos que esta definicién no
coincide con la definicién usual de profundidad en drboles, sino que esté re-
lacionado con el largo de las etiquetas de las aristas. El arbol de sufijos
truncado de x a profundidad k es simplemente el resultado de truncar el
arbol de sufijos a profundidad k. Observemos que todo factor de x de lar-
go k o menor ocurre en su arbol de sufijos truncado y viceversa. Usamos
T'STy(x) para denotar el arbol de sufijos truncado a profundidad k de x y
ST (x) para el arbol de sufijos. Si se deduce del contexto podremos omitir
tanto x como k, haciendo més concisa la notacién. En la figura [2.1] pode-
mos comparar el arbol de sufijos truncado a profundidad 3 de mississippi,
T'ST;(mississippi), con ST (mississippi).

Volviendo a los estimadores, modelamos la secuencia = de largo n como
la realizacion de un proceso de Markov de orden k desconocido, k < ky,
siendo k,, la cota superior para k enunciada en . Vemos a los elementos
de A* como estados del proceso de Markov. Para s € A* y a € A decimos
que s ocurre en x y que emite a a si sa es un factor de x. Para determinar
los estados iniciales usamos la convencién de anteponer a la cadena x una
cadena inicial z de largo k,, z = mgkn 41+ Sea ng la cantidad de veces que
ocurre s como estado en z y n? la cantidad de veces que emite al simbolo a.
Claramente si s = 517;:11@ y a = x;, se cumple

n

H P($z|xz—k NN xi—l)-

=1

. n
Py(xi|xi—g ... xi—1) = — y Pi(z™)

Estimacion eficiente de orden en modelos Markovianos 16



mississippi

ppi

ssippi

(a) El &rbol de sufijos de misssissippi

(b) T'ST5(mississippi)

Figura 2.1: Comparacién entre arbol de sufijos y arbol de sufijos truncado
de mississippi.
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Agrupando en los estados de largo k junto con los simbolos emitidos, pode-
mos expresar la componente estadistica de (|1.1)) como sigue
o né
—log Pp(2") = — %log —=. 2.1
g Py (z") > onl og .- (2.1)
seAk ac A

Como se cumple que n, = Y . 113y, salvo potencialmente en condiciones
de borde n% = ngq, para calcular — log ]Sk(x") para los distintos valores de
k es suficiente conocer ng, para todos los sa € Ak+1 que ocurren en x. En
otras palabras alcanza con conocer cuantas veces ocurre cada (k4 1)—factor,
siendo estos los factores de largo k£ + 1.

Una caracteristica de los arboles de sufijos trucados es que para todo
nodo interno del drbol, la cantidad de ocurrencias de éste como factor es igual
a la suma de la cantidad de ocurrencias de todos sus hijos. Esta propiedad,
a la que llamaremos de agrupacion, permite contabilizar a la vez todas las
ocurrencias de los factores de la cadena en una recorrida del arbol, y por lo
tanto calcular simultdneamente la probabilidad de méxima verosimilitud de
todos los 6rdenes menores a la profundidad del arbol.

El centinela, $, es un simbolo que no pertenece a A cuyo propdsito es
forzar en el arbol de sufijos truncado la creacién de una hoja para cada sufijo
de largo menor o igual a k; mds precisamente T'ST(z$) contiene una hoja
por cada sufijo de = de largo k o menor. Esto no necesariamente ocurre si no
se agrega el simbolo centinela al final de z. Por ejemplo, en la Figura|2.1(b)
el sufijo i de mississippi no es una hoja de T'ST3(mississippi). Sea T =
TSTy, +1(z23) y v € T. Definimos m,, y T, como la cantidad de ocurrencias
de v como factor de zx$ y z respectivamente. De estas definiciones se deduce
inmediatamente el siguiente lema.

Lema 2.1. [9] Sea s € A*, |s| < k, y a € A tales que sa ocurre en zz$.
Entonces existe una unica arista u — v en T tal que u < sa < v y se cumple
nd = m, — my,. Ademds se verifica ngga = n? — ¢ siendo § =1 si sa =v y
ademds v tiene como hijo una hoja cuya arista estd etiquetada con $ y 6 =0

en otro caso.

Una vez que tenemos el TST (anotado con la cantidad de ocurrencias en
cada hoja) es relativamente simple obtener el orden buscado. A continuacién
mostramos el algoritmo 1] TSTestim, tomado de [9], donde se calcula el orden
de Markov a partir de T' = T'STy, +1(zx$). El mismo calcula los sumandos
de la siguiente igualdad obtenida a partir de (2.1)) para distintos valores de
k

— log By (z") = Z nslogng — Z nalogns . (2.2)
s€ Ak s€Ak ac A

!Estas condiciones se definen formalmente en el Lema més abajo.

Estimacion eficiente de orden en modelos Markovianos 18



Los vectores log_ocurrencias y log_emisiones representan el sumando
izquierdo y derecho de (2.2]) respectivamente. Aquellos estados que emiten
un solo simbolo hacen el mismo aporte al sumando izquierdo y al derecho y
por eso no son tenidos en cuenta en el algortimo. Estos estados corresponden
a los factores s que estan en medio de una arista o, puesto en términos del

lema 2.0} u < sy sa < v.

Algoritmo 1 TSTEstim Estimacién del orden de Markov a partir de un
TST
Entradas: T = T'STy, (22%) equipado con los contadores m,, y T, para todo
nodo v.
Salida: El orden estimado k.

1: Inicializar log ocurrencias[0] = n, y log ocurrencias[k] = 0 para

todo k, 0 < k < k,.

2: Inicializar log_emisiones[k] = 0 para todo k, 0 < k < k.

3: for all arista ©u — v de T, do

4 Si || < kp, sumar (m, — m, — 0)log(m, — My, — J) a

log_ocurrencias||v||, siendo 4 como se definié en el lema

5. Sumar (m, — my)log(m, —m,) a log_emisiones |u]}
6: end for
7: Sea k = argmin {log,ocurrencias[k] — log_emisiones[k] + f(n)|A|* :

nggkn}.

En la linea [3| del algortimo es donde finalmente encontramos cémo las
ocurrencias de factores se traducen a probabilidades empiricas. Observemos
que puede hacerse en una recorrida del arbol en profundidad, ya que la
cantidad de ocurrencias de los hijos m, determina la cantidad de ocurrencias
de su padre m,,. Ademas si llevamos cuenta de las hojas que corresponden
a cada indice de z es sencillo calcular m,.

A partir del algoritmo recién presentado, vemos que el problema de esti-
mar eficientemente el érden de Markov se reduce a construir eficientemente
TST. En los préximos capitulos veremos los algoritmos y estructuras fun-
damentales que utilizamos a tales efectos.
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Capitulo 3

Construccion de arboles de
sufijos truncados

3.1. El algoritmo de Ukkonen para arboles trun-
cados

Los algoritmos de Mc Creight [4] y Ukkonen[5] son algoritmos de cons-
truccién de drboles de sufijos. Fueron adaptados en [I0] para construir arbo-
les de sufijos truncados. En este trabajo hemos elegido la adaptacion del
algoritmo de Ukkonen, que llamaremos algoritmo U, porque tiene la vir-
tud de construir el arbol de manera incremental. Es decir, la construc-
cion de T'STy(x™) se realiza en fases; en cada fase f se obtiene el drbol
TSTy, (x{ ) mediante modificaciones sobre el drbol obtenido en la fase ante-
rior, TSTk(w{_l).

Asi como en el algoritmo de Ukkonen, el algortimo U construye junto
con el arbol la estructura de suffiz links. Definimos para todo nodo interno
del arbol v € T'STi(z) a su suffiz link, denotado con sLink(v), al nodo
interno u tal que v = au, donde a es la primera letra de v. Inicialmente
puede no ser claro por qué u debe existir. Que v sea un nodo interno implica
que existen a,b € A, a # b, tales que va y vb son factores de x de largo k o
menor. Por lo tanto ua y ub también lo son y en consecuencia u es un nodo
interno de T'ST},(x). En la figura (3.1 mostramos el arbol de sufijos truncado
a profundidad 3 para la cadena mississippi; los suffiz links se representan
con flechas punteadas. Estos permiten la navegacién rapida dentro del arbol
durante la construccién del T'ST y contribuyen a que sea posible alcanzar
un tiempo de ejecucién de orden lineal[5][10].

Un k—factor de x es un factor de largo k£ o un sufijo de largo menor

que k. En cada fase f se busca insertar en T’ STk(mf _1) los k—factores de

x{ en el orden en que ocurren. Estudiemos qué sucede al intentar agregar al

arbol el k—factor v de a:{ que ocurre en la posicién p. Primero observemos
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3.1. El algoritmo de Ukkonen para arboles truncados

Figura 3.1: T'ST3(mississippi) con suffiz links

que si p < f — k, v ocurre en 2t y por lo tanto no es necesario modificar
el arbol. Nos concentramos entonces unicamente en el caso p > f — k, es
decir, cuando v = x£ es sufijo de x{ de largo k£ o menor (incluyendo el caso
v = ). Sea u el prefijo propio més largo de v cuando tiene sentido (Jv| > 0).
Observamos que u es un sufijo de :17}:71. Solamente una de las siguientes

opciones es verdadera:

—1 .
1. v no ocurre en ! , U # A, v u solamente ocurre una vez (necesaria-

mente como sufijo de 1‘{71). Por lo tanto el camino de u en el arbol
TSTk(a:{ _1) lleva a una hoja. En este caso sdlo es necesario agregar
una letra a la etiqueta de la arista que lleva a la hoja.

1 .

2. v no ocurre en , U # A\, y u ocurre varias veces. En este caso hay
que agregar una hoja al arbol y, si todavia no existe un nodo interno
para u (u terminaba en medio de una arista), también un nodo interno.

f_

1 . .
3. v = )X owvocurre en ; . En este caso no es necesario modificar el

arbol.

Analicemos maés en detalle las opciones anteriores. Si v estuviera en la situa-
cién y w fuera un k—factor en la posicién ¢, f —k < ¢ < p, (v es un sufijo
de w que lo es a su vez de x{ ) entonces w también estaria en la situacién
(1). Por otro lado si v estuviera en la situacién vy w fuera un k—factor
en la posicién g, p < @, (w es un sufijo de v) entonces W también estaria en
la situacién . Dicho en otras palabras, los k—factores en la situacién
ocurren todos en posiciones contiguas, seguidos por todos los que estdn en
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3.1. El algoritmo de Ukkonen para arboles truncados

la situacién y estos a su vez seguidos por los que estan en la situacién
(3)-

El algoritmo U propone un mecanismo, explicado mas adelante, que
prolonga automdaticamente las etiquetas de las aristas que llevan a hojas
de T'ST, k.,l(x{ _1) de profundidad menor que k. Cuando estamos frente a
una situacién de este tipo, decimos que ocurre una insercién implicita. Las
hojas que son insertadas de forma implicita, corresponden a los sufijos en la
situacién ; lo llamaremos grupo de prolongacidon. El segundo grupo es el
de los sufijos que son insertados explicitamente: para que el arbol contenga
a estos sufijos es necesario modificarlo més alla de la prolongacién de las
hojas; es el grupo activo. El tercer grupo es de los sufijos contenidos, es decir
el de sufijos que ya ocurrian en el arbol como prefijos de alguna rama; lo
llamamos grupo resuelto.

El grupo resuelto tiene al menos al sufijo A. La primera posiciéon de los
sufijos resueltos, es decir el menor p tal que x;{ ocurre en /1, sera lla-
mada posicién final. Definimos posicién inicial como la posicién del primer
sufijo que no pertenece al grupo de prolongacién. Las posiciones inicial y
final delimitan el grupo activo (posiblemente vacio) que es el foco principal
del algoritmo U (ver algoritmo . Como no hay lugar a ambigiiedad, usa-
mos los términos grupo de prolongacién, grupo activo y grupo resuelto para
referirnos al conjunto tanto de factores como de posiciones.

Dentro de una fase, el algoritmo itera en el grupo activo (linea [3) agre-
gando todos los k—factores (de :n{ ) pertenecientes a dicho grupo. Al inicio
de la fase se conoce la posicién inicial pero no la final. De todas formas, es
facil determinarla sobre la marcha y finalizar la iteraciéon cuando resulta que
x;: ya estd contenido en el arbol. Al final de una fase, se busca la proxima
posicién inicial (linea [6)).

Algoritmo 2 U, el algoritmo de Ukkonen adaptado

1: iniciar el drbol con solamente la raiz y la posicion inicial igual a 1.

2: for toda fase f=1...n do

3:  while p es una posicién del grupo activo do

4: agregar al arbol el k—factor de la posicién p, :cg, agregando la hoja

7=l g amerita) y completando

correspondiente (y el nodo interno x
suffix links.

5:  end while

6:  buscar la nueva posicién inicial(correpondiente a fase f+1)

7. end for

Ejemplo 3.1. Para el ejemplo de la cadena x = mississippi y £ = 3 es
interesante ver como U modifica el drbol durante la fase 9. Al principio de
la fase 9 el drbol es T'ST5(mississi), lo podemos ver en la figura La
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3.1. El algoritmo de Ukkonen para arboles truncados

(a) Al inicio de la fase 9 (b) Insercién correspondiente a la posicién 7

(¢) Insercién correspondiente a la posicién 8 (d) Insercién correspondiente a la posicién 9

Figura 3.2: Fase 9 en la construccién de T'ST5(mississippi).

posicién inicial en la fase 9 es 7. Al agregar el factor 22 = sip (lfnea W)
se parte la arista s — sis creando el nodo interno si y la hoja sip. Esto
puede verse en la figura Luego, para el siguiente valor de p, p = 8,
las modificaciones en el arbol pueden verse en la figura Parap =9
insertamos el factor :Ug = p en el arbol; aqui no es necesario crear un nodo
interno y solamente se agrega una hoja al nodo raiz. Por ultimo x?o = Aes
un factor del grupo resuelto y no es necesario modificar el arbol. Se termina
la fase y el punto inicial para la fase 10 es 10.

En el algoritmo U, el etiquetado de las aristas se realiza mediante pares
de indices o punteros a la cadena original que indican el principio y el fin
de la etiqueta. El crecimiento automatico de las hojas se realiza dejando
variable el puntero al fin de la hoja. Mas precisamente, el fin de la etiqueta
es inferido y no se almacena en ningin lado, lo que hace que la hoja no tenga
que modificarse una vez que fue creada.
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3.2. Una aproximacién al procedimiento

3.2. Una aproximacion al procedimiento

En esta seccién nos interesamos en cambiar el enfoque sobre el algoritmo
U, aumentando el nivel de detalle y acercandolo a lo que fue la implemen-
tacién construida en este trabajo. Asi, mostraremos el comportamiento del
algoritmo construirTST (descrito en el algoritmo y su procedimiento
auxiliar agregarFactor(descrito en el algoritmo .

Algoritmo 3 construirTST. Construccién del arbol de sufijos truncado.

1: inicializar arbol con solo la raiz.
2: nodo := raiz

3:p:=1

4: for f=1...ndo

5 finFase = false

6: while not finFase do

7: finFase = agregarFactor()
8 if not finFase then

9: p=p+1
10 nodo := SLink (nodo)
11: end if
12:  end while
13: if colaproiongacion 1O €s vacia then

14: if f > k then

15: quitar el primer elemento de colay,oiongacion
16: end if

17:  else

18: p:=p+1

19: nodo := SLink (nodo)

20: end if

21: end for

En construirTST, para cada fase f, iteramos en la posicién p corres-
pondiente al préximo factor a ser insertado. Debemos detener la iteracion
al encontrar la primera posicién que pertenece al grupo resuelto. El proce-
dimiento auxiliar agregarFactor devuelve si p es una posicion del grupo

resuelto (si x{; ya ocurria en el arbol), y en caso de que no lo sea, inserta en

el arbol el factor x}: . Usamos el valor devuelto por este para interrumpir la
iteracién (linea (7).
Si p es una posicion del grupo activo para la fase f y \:r,];H] < k entonces

p es una posicion del grupo de prolongacién de la fase f + 1, ya que :B}:

.y . . ey 1 s
ocurrio en xf; por primera vez en la posicién p y $£+ no ocurrié en x{ (ver
definicién en la pdgina [22)). La cola de prolongacién es una cola de hojas
donde al principio de una fase cada hoja en la cola corresponde a un factor

que pertenece al grupo de prolongaciéon y de ahi su nombre. Las hojas se
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3.2. Una aproximacién al procedimiento

Factor
correspondiente al
camino del nodo

Posiciones de hojas p f

anteriormente
insertadas

Figura 3.3: Correspondencia entre el nodo y p

agregan a medida que son creadas. En las primeras k fases no se quitan hojas
de la cola. Al final de la iteracién en el grupo activo (lineas[6a[12)) en la cola
de prolongacion se encuentran las hojas correspondientes a posiciones del
grupo de prolongacién y del grupo activo. La primera de ellas (si la cola no
es vacia) tiene por lo tanto largo k si adicionalmente se cumple f > k. Para
la siguiente fase f 4 1 la primera hoja excederia el largo k (si f > k) y por
eso se quita (linea . También al finalizar la iteracién del grupo activo, p
corresponde a la primera posicion del grupo resuelto de la fase f. Si la cola
de prolongacién es vacia quiere decir que el grupo resuelto y el grupo activo
son vacios. Por lo tanto :c},c es de largo k. Entonces la posicién p no debe
ser considerada para la fase siguiente en que :1:{;“ tendra largo k£ + 1. En
ese caso la posicion inicial de la fase f + 1 debe ser p + 1, asi en la linea
se actualiza el valor de p para asegurar que al principio de la siguiente
fase se corresponda con la posicién inicial. Si la cola no fuera vacia entonces
la posicién inicial de la fase f 4+ 1 debe ser p (las posiciones anteriores a p
pertenecen al grupo de prolongacién de la fase f + 1).

Junto con la variable p mantenemos otra variable, nodo, que representa
un nodo interno del arbol que corresponde a un prefijo de ac{;. La figura
ilustra esta relacién entre p y nodo. Cada vez que se incrementa p entonces, es
necesario avanzar en el arbol para mantener este sincronismo entre posicion
en la cadena y nodo. En las lineas [10] y [19] se actualiza el valor de nodo con
el de su suffiz link. Esta correlacion permite insertar rapidamente en el arbol
ya que la variable nodo sirve de insumo al procedimiento agregarFactor
que baja por el arbol partiendo desde nodo, como veremos enseguida.
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3.2. Una aproximacién al procedimiento

Sea w un factor que ocurre en el drbol, definamos loc(w) (por location
en inglés) al par (v, |w|) tal que u — v es la tnica arista tal que u < w < v.
Observemos que loc(w) representa una suerte de puntero en el arbol que
identifica a w. El procedimiento agregarFactor conoce la posicion p donde
esté el factor x{; que se estd procesando y la variable nodo. En general, todas
las variables son compartidas entre agregarFactor y construirTST. Debe
bajar por el arbol hasta encontrar una arista u — v tal que u < z) ! =<,
que existe por construccion, ya que e TSTk(:U{Ll). Para lograr esto es
necesario ir eligiendo el camino que coincide con el factor (lineas 3 a[6).

Una vez que encontramos w y v, hay que distinguir dos casos. En el
primer caso = (cuando la condicién de la linea (7] es cierta), si v
tiene un hijo cuya arista empieza con x; entonces xf; pertenece al grupo
resuelto, sino hay que agregar una hoja a v. En el caso donde AR v,
estamos parados en medio de la arista u — v donde debemos ver si x]]; ya
esta contenido o, equivalentemente, si es prefijo de v. Esto es evaluar si se

cumple que zy sea la letra de la arista v — v a profundidad f —p +1 (la

condicién de la linea ; que sea cierto implica que m}; pertenece al grupo

resuelto y que sea falso implica que hay que crear un nodo partiendo v — v
y agregarle una nueva hoja.

Algoritmo 4 agregarFactor. Modifica el arbol para contemplar un nuevo
factor.
1: hijo := nodo
yaExistia := true
while hijo # NULL y prof(hijo)< ]w£| do
nodo := hijo
hijo = el hijo de nodo cuya arista empieza con x
si no existe.
end while
if (prof(nodo) = |9:£71|) then
if hijo=NULL then
agregar una hoja a nodo correspondiente a 1‘1];
10: yaExistia=false
11:  end if
12: else
13: if La etiqueta de nodo—hijo no tiene z; en la posicién |x,];\—
prof(nodo) then

p+prof(nodo) © NULL

14: partir nodo—hijo creando un nuevo nodo correspondiente a zl 1
y agregale una hoja correspondiente a ac;;

15: yalxistia = false

16:  end if

17: end if

18: return yakExistia
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3.2. Una aproximacién al procedimiento

3.2.1. Contar ocurrencias de factores

Junto con el arbol de sufijos truncado se cuentan ocurrencias de cada
una de sus hojas. Claramente, cuando se crea una hoja el contador que tiene
asociado se inicializa en 1. Por otro lado, puede resultar confuso distinguir
cudl es el instante apropiado para incrementar el contador de ocurrencias de
una hoja. Ciertamente, no es cada vez que se visita durante la construccion
del arbol. La cantidad de ocurrencias de una hoja debe incrementarse cuando
el k—factor asociado vuelve a ocurrir en z. Esto sucede cuando en la fase f
la cola de prolongacion esté vacia (entonces ]w£| = k) y resulta que no hay
que modificar el arbol para incluir el factor en la posicién p, es decir en los
términos del algoritmo [3| la actualizaciéon se puede hacer justo antes de la
linea (18| donde debe aumentarse el contador de la hoja x}}:.
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Capitulo 4

Una representacion eficiente
de arboles de sufijos
truncados

A grandes rasgos, las herramientas tedricas que utilizamos para la cons-
truccién del estimador ya fueron descritas en capitulos anteriores. Cons-
truimos el arbol de sufijos truncados a través del algorimto U para luego
computar el orden estimado con el algoritmo |1} Es momento ahora de ahon-
dar en detalles més técnicos que conforman la implementacién del estimador.
El uso de memoria que conllevan los arboles de sufijos ya ha sido una preo-
cupacién que ha motivado investigaciones para mitigarlo. Uno de ellos es
la representacion eficiente de Kurtz [6], que aprovechando redundancias en
la estructura de los arboles obtuvo una representacién mas compacta. En
este trabajo la tomamos y la adaptamos doblemente: a los arboles de sufijos
truncados (casi inmediato) y al nuevo método de etiquetado que presentare-
mos enseguida. Este capitulo explica estas adaptaciones, a la vez que recorre
la manera en que fueron implementados los distintos aspectos del algoritmo
U y como se construye la cadena de etiquetado junto con el arbol.

4.1. Etiquetado

Originalmente en el algoritmo U las etiquetas del arbol se representan a
través de punteros a la cadena original. En [9] se presenta una representa-
cion de las etiquetas mediante punteros a otra cadena, mas corta, formada a
partir de la cadena original. Esto hace que no sea necesario mantener toda
la cadena en memoria produciendo un ahorro de memoria que, como vere-
mos, es proporcional a la diferencia en la cantidad de nodos entre ST'(x)
y TST(z). Esta nueva cadena, que llamaremos de etiquetado, se constru-
ye incrementalmente como mostramos a continuacién, luego de hacer las
definiciones necesarias.
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4.1. Etiquetado

La cabeza de un k—factor v que ocurre en la posicién i es su prefijo mas
largo que ya haya ocurrido en la cadena anteriormente. Al sufijo restante
lo llamamos cola. Si v hubiera ocurrido en una posicién anterior, es claro
que su cabeza es v, en el caso contrario decimos que i es un primer pun-
to de ocurrencia. Es inmediato comprobar que si ¢ es un primer punto de
ocurrencia y u es la cabeza de v, entonces ¢ pertenece al grupo activo de la
fase i + |u|. Conviniendo que posiciones negativas son primeros puntos de
ocurrencia, definimos la cadena de etiquetado de x, E(x), recursivamente
como E(A) =Xy paratodo f, 1< f<n

P f) _ { E(acf_l)xf, si f —k+ 1 es un primer punto de ocurrencia,
E(zf=1), en otro caso.

(4.1)
Claramente para todo f, f < k se cumple E(zf) = 2. En el ejemplo de
la cadena mississipi tenemos que F(mississippi) = missisppi. Aunque
E(x™) se obtiene eliminando letras de 2™ y, como probaremos més adelante,
todas las etiquetas de aristas de T'ST'(z™) son factores de E(z"), no se
cumple en general que T'ST (z") y TST(E(x™)) coincidan.

4.1.1. Representacién de etiquetas de aristas mediante E(x)
Sea O(i) la cantidad de primeros puntos de ocurrencia hasta la posicién
i, es decir
O@)=H{j:1<75<4i, x?ﬂc*l no ocurre en x{+k*2}|.

El teorema siguiente establece la ocurrencia de las etiquetas de las aristas
de T'STy(x) en E(z) y un mecanismo para encontrarlas.

Teorema 4.1 ([9] Representacién de aristas con E(z)). Sea u — v
una arista de TSTy(x) e i la posicion en que ocurre v por primera vez como
factor de x. Entonces la etiqueta de uw — v ocurre en E(x) en la posicion

O(7) + |ul.

Para probar el teorema usamos los siguientes dos lemas auxiliares.

Lema 4.2 ([4,10]). Seai un entero, 1 < i <n, seau la cabeza del k—factor
en la posicion i y u' la del k—factor en la posicion i — 1. Se cumple v’ =<
Ti—1U.

Lema 4.3. Seai > 1y f=i+k—1. Sii es un primer punto de ocurrencia,
entonces la cola del k—factor l‘{ es un sufijo de E(xf) y se cumple

|E(a!)] = 0(i) + |=f| - 1. (4.2)
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4.1. Etiquetado

Recordemos que ]w{| es menor que k st f > n.

Demostracion. En primer lugar el enunciado es cierto para i = 1, ya que 1
es un primer punto de ocurrencia, 2§ = E(2¥) y O(1) = 1.

Ahora consideremos i > 1; sea j el mayor de los puntos de ocurrencia
anteriores a ¢ y asumamos por induccién que el enunciado se cumple para
j. Para el resto de la demostracién nos serd ttil definir f' = j +k — 1.

Primero veamos que se verifica la igualdad . Si f < n, entonces los
k—factores en las posiciones j e i tienen largo k y, por la definicién de j,
se cumple |E(zf)| = |[E(z/)| 4+ 1y |0®)| = |0()| + 1, lo cual implica que
se cumple para este caso. Si por el contrario fuera f > n, entonces el
k—factor en la posicién 7 es un sufijo del de la posicién ¢ — 1 y, por lo tanto,
7 — 1 también es un primer punto de ocurrencia. Asi se deduce que j debe
ser i — 1; luego |x{\ = |:L°f| +1y E(zf) = E(2"), volviendo a obtener .

Sean v’ y v las colas de los k—factores en las posiciones i — 1 e ¢ respec-
tivamente. Veamos que v es sufijo de E(zf). El lema implica que

v es sufijo de v'z, (4.3)

donde z =z si f <ny z= X en caso contrario.
Como 7 es un primer punto de ocurrencia, de acuerdo con la definicion

de E en (4.1), se verifica que
E(z)) = E(@@/™Y)2. (4.4)

Si ¢ — 1 también fuera un primer punto de ocurrencia, por hipdtesis
de induccién v serfa un sufijo de E(2z/~'); por otro lado si i — 1 no lo
fuera, tendriamos que v = A. En ambos casos, combinando y ,
concluimos que v es sufijo de F(z/) como querfamos demostrar. O

., Y  itk—1
Demostracion del teorema[f.1]. Sea s el k—factor en la posicién i, s =

y w su cabeza. Por la definicién de i, es claro que w < v = s. Ademas w
debe ser prefijo de u porque de otra forma habria un nodo partiendo la arista
u — v, correspondiente a la vez anterior que ocurrié w pero no v. Por lo
tanto s\u es sufijo de de la cola de s que a su vez, por el lema es sufijo de
E(a;)O(i)Hs‘*l. Por lo tanto, concluimos que la etiqueta de la arista u — v,
prefijo de s\u, ocurre en E(z) en la posicién

O() + |s| = 1= (Is[ = [u]) + 1= O() + [u].
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4.1. Etiquetado

4.1.2. Ganancias de espacio

Sea T un A" —4arbol. Definimos L(T) como el conjunto de hojas de 7.
El teorema que sigue vincula el largo de E(x) con la cantidad de hojas de
TSTy(x). Como corolario obtenemos que utilizar F(x) para el etiquetado
produce una ganancia en el uso de memoria proporcional a la diferencia
entre la cantidad total de nodos de ST'(x) y T'STy(z).

Teorema 4.4. [9] Se cumplen las siguientes desigualdades
[L(TSTy(x))| < |E(2)| < [L(TST(x))| + k.
Si adicionalmente z,, ¢ x"~1 entonces |L(TSTy(z))| = |E(z)|.

Demostracion. Sin < k, entonces E(x) = x 'y T'STy(x) es el arbol de sufijos
de z, siendo trivial la demostracién. Consideremos entonces n > k. Y sea 1,
k < i < n, el mayor primer punto de ocurrencia. Entonces F(z) = FE(zf),
donde f =i+ k — 1. El lema implica entonces que el largo de la cadena
de etiquetado es |E(z)| = |E(zf)| = O(i) + |x{| — 1. Cada primer punto de
ocurrencia da lugar a exactamente una hoja en T'STy(x). Por consiguiente
se cumple

|B(x)| = |L(TSTy())| + |=f| — 1.

Finalmente queda observar que |x{ | <kyquesiz, 2" entonces n es
un primer punto de ocurrencia (i = n) y por lo tanto |x{| =1. O

Como comentamos anteriormente, una representacién clasica de T'ST
tal como se propone en [I0] requiere mantener en memoria las n letras
de la cadena z. Si en cambio utilizamos E(x), el ahorro de memoria es
proporcional a la diferencia n — |E(x)|. El siguiente corolario muestra que
este ahorro serd significativo siempre que 7'STj(z) tenga una cantidad de
nodos significativamente menor que ST'(z).

Corolario 4.5. La cadena de etiquetado E(x) satisface

n— |E(z)] > %(\ST(:UM ~ [TSTy(2)]) ~ . (4.5)

Demostracion. Como en un arbol de sufijos a lo sumo hay una hoja por
sufijo, se cumple

n—|E(x)| = [L(ST(2))| = |E(x)],
de donde, usando el teorema obtenemos
n— E(z) > |L(ST(z))| — |L(T'ST(x))| — k.
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Como cada nodo interno de ST (z) tiene al menos dos hijos, al truncar un
arbol de sufijos no pueden eliminarse mas nodos internos que hojas (de lo
contrario alguno de los nodos internos eliminados habria tenido un solo hijo).
Por lo tanto se cumple

IN(ST (2))| = IN(TSTi(2))] < [L(ST ()| = [L(T'STi ()],

donde N (T'STy(z)) es el conjunto de nodos internos de T'STy(x) y N(ST(x))
el de ST (z). Por tdltimo, observando que |ST(x)|—|T'STy(z)| = |[N (ST (z))|—
IN(TSTy(z))| + |L(ST)| — |L(T'ST(z))|, obtenemos (4.5)). O

4.2. La representacion

La representacién de Kurtz[6] para arboles de sufijos (no truncados)
separa a las hojas de los nodos internos y los almacena en tablas separadas.
Inserta nodos internos y hojas en las tablas a medida que se van creando. Si u
es la j—sima hoja creada, decimos que su nimero de hoja es j, andlogamente
si v es el 1—simo nodo interno creado decimos que ¢ es su niimero de nodo
interno.

Como en los arboles de sufijos las hojas se crean en el mismo orden
en que ocurren los sufijos correspondientes, la posicién de una hoja en la
tabla de hojas (su nimero de hoja) coincide con la posicién en que ocurre
el sufijo. A partir del nimero de hoja y la profundidad de su padre, es
inmediato determinar la etiqueta de la arista de la hoja en la cadena original
x. Especificamente la j—sima hoja creada corresponde al sufijo xi y sides
la profundidad de su padre, la etiqueta de su arista x? 4 Se encuentra en la
posicién j 4 d de .

Cambiando al contexto de arboles de sufijos truncados, cada primer pun-
to de ocurrencia determina la creaciéon de una hoja. Si una arista u — v
conduce a una hoja v, cuyo nimero de hoja es j, entonces O() en el teore-
ma es igual a j. Luego la etiqueta de u — v es E(w)iim En definitiva
sigue siendo valida la premisa sobre la que se elabora la representacién de
las hojas en el articulo de Kurtz donde, almacenando las hojas en orden, se
omite el puntero para determinar la etiqueta de su arista. En consecuencia,
adaptar este aspecto de la representacién de Kurtz a arboles truncados con
el nuevo esquema de etiquetado de aristas es inmediato a partir del teorema
ZN)

En lugar de representar las etiquetas de las aristas entrantes a los nodos
internos con pares de punteros, Kurtz almacena para cada nodo interno un
indice tal que al sumarle la profundidad del padre se encuentra el inicio
de la etiqueta de su arista dentro de la cadena x. Luego usando su propia
profundidad se determina el fin de la etiqueta. Esta representacién tiene
la virtud de que si una arista u — v’ es partida durante la ejecucién del
algoritmo insertando un nodo interno v, dando lugar a aristas u — v — v/, el
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4.2. La representacién

Figura 4.1: Creacién del nodo interno v

indice almacenado originalmente en v’ representa correctamente la etiqueta
de la nueva arista v — v/, por lo cual no es necesario modificarlo.

Definimos primer punto de divisién para un factor u, |u| < k como la
primera ocurrencia de ua, para alguna letra a, como factor de x tal que
u ocurre en una posiciéon anterior pero ua no. Observemos que si p es el
primer punto de divisién de u entonces en la fase f = p + |u|, p es una
posicion del grupo activo. Ademds es en la fase f que se crea el nodo interno
u (anteriormente ocurria en el arbol como prefijo de otro nodo). Kurtz elige
almacenar para cada nodo interno el primer punto de divisién a fin de repre-
sentar la etiqueta de su arista. Para usar esta representacién, sin embargo,
es necesario disponer de la cadena .

Adaptamos la representacién de Kurtz al uso de E(z) utilizando un
valor indiceFtiqueta tal que al sumarle la profundidad del padre, determina
el inicio de la etiqueta de la arista en FE(z). Durante la creacién de un nodo
interno v se parte la dnica arista u — v’ tal que u < v < v’ (ver figura [4.1)).
Es claro que la etiqueta de la arista u — v es un prefijo de la de v — v’. Por
lo tanto la etiqueta de u — v se encuentra en E(x) en la misma posicién
que la de u — v’. De esta forma obtuvimos un mecanismo para determinar
indiceEtiqueta, siendo para las hojas simplemente su nimero de hoja (no es
necesario almacenar ningtin dato extra) y los nodos internos v heredando
su valor de v’. Observemos que la profundidad del padre solamente puede
aumentar luego de la creacién del nodo interno (si un nuevo nodo interno
partiera la arista entre él y su padre) y en tal caso la etiqueta de su arista
seguiria estando en la posicion dada por indiceFtiqueta més la profundidad
de su padre (y en consecuencia no es necesario actualizar su valor).

Por otro lado, la representacion de Kurtz se vale de ciertas redundan-
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4.2. La representacion

cias para codificar los nodos internos que se crean para insertar sufijos en
posiciones consecutivas dentro de una misma fase. En cada una de estas
secuencias de nodos internos, xg, x; .xy, la profundidad, el primer pun-

q+1 -
to de divisién y el suffiz link de los nodos internos z?...z° llamados

q r—1»
nodos pequenos, pueden inferirse a partir de los del nodo interno x;, que
llamamos nodo grande y, por lo tanto, no es necesario almacenarlos explici-

tamente. Concretamente, si la insercién de dos factores, x{: y ac;; 41, en la

. . . . -1 -1
fase f requiere la insercién de sendos nodos internos ) y 331{ 11 (recordar

- -1 [
/ £ 41 ocurren en el drbol) entonces claramen-

te sLinkz(:vg_l) = 1’54:%7 las profundidades satisfacen \x{:_l] = |x£;11] +1
y los respectivos primeros puntos de divisién, p y p + 1 difieren en 1. En
consecuencia, para una secuencia zy...z;_; de nodos pequenos seguidos

por uno grande zJ, si z¥, es un nodo pequeno de la secuencia, entonces

Ly 1
que por construccion x y

S — S /. 3 Inrtal A S / S
25| = [27| + 7 — ¢; el primer punto de divisién de z7, es ¢’ y el de z7 es 7y
el suffiz link de Ty es el siguiente en la secuencia de nodos, xy - En nuestro

caso, las etiquetas de aristas entrantes a nodos internos no se representan
mediante el primer punto de divisién sino mediante el valor de indiceFti-
queta. Sin embargo, como las etiquetas de las aristas de los nodos de una
misma secuencia de nodos pequenos seguidos por uno grande son sufijos del
primero de la secuencia, vemos que usar indiceFEtiqueta es compatible con
esta representacién.

Al buscar un uso eficiente de la memoria, los hijos de un nodo interno
se representan con una lista (y no con un vector indizado con letras de A).
Por lo tanto cada nodo interno debe almacenar un puntero al primer hijo y
al siguiente hermano y cada hoja un puntero al siguiente hermano.

En resumen las estructuras de datos que representan al arbol son las
siguientes.

= Una tabla de hojas, donde cada hoja tiene un puntero a su hermano
derecho.

= Una tabla de nodos internos, donde cada nodo pequeno contiene

e Un puntero al primer hijo (29 bits + 1 bit para indicar si es nulo).

e Un puntero al hermano derecho (29 bits + 1 bit para indicar si
es nulo).

e La distancia al nodo grande de la secuencia, que permite ubicarlo
en la tabla de nodos (5 bits).

y donde cada nodo grande contiene

e Un puntero al primer hijo (29 bits + 1 bit para indicar si es nulo).

e Un puntero al hermano derecho (29 bits + 1 bit para indicar si
es nulo).
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4.3. Secuencias de nodos

e El suffiz link (cantidad variable de bits).
e La profundidad .

e Un indice de etiquetado para inferir la etiqueta (27 bits).

En un nodo grande la distribucién de bits entre suffiz link y profundidad
depende de la profundidad del nodo. Si es expresable con 10 bits, entonces el
suffiz link ocupa 29 bits y la profundidad 10. De lo contrario, la profundidad
ocupa 27 bits y el suffix link se codifica en los bits desperdiciados por el
puntero al hermano derecho de su ultimo hijo. Los nodos grandes ocupan
el doble de palabras que los pequenos y, por lo tanto, dos posiciones en la
tabla de nodos internos. Por mas detalles sobre la codificacién de los nodos
referirse a [6].

Adicionalmente, a los efectos de implementar el algoritmo de estimacion
del 6rden de Markov (algoritmo , en nuestra implementacion utilizamos
las siguientes estructuras auxiliares.

= Un vector de contadores de ocurrencias, donde puede encontrarse la
cantidad de ocurrencias de cada hoja en la posicién de su numero de
hoja. Esta estructura se usa para determinar los contadores m,, en el
algoritmo [T}

s Una lista de primeras k hojas, para determinar los contadores my,
vel.

4.3. Secuencias de nodos

Veamos que en cada fase hay (a lo sumo) una unica secuencia de nodos
pequenos seguidos por uno grande, que corresponde a los primeros factores
del grupo activo. Claramente las posiciones de los k—factores de z/ que dan
lugar a nuevos nodos internos en una fase f pertenecen al grupo activo. Si

:L‘{: pertenece al grupo activo y no da lugar a la creacién de un nodo interno

. . —1
(solamente se agrega una hoja al nodo interno ) , creado en una fase

anterior f’) entonces la insercién de xi 1 no puede dar lugar a la creacion

del nodo acg;ll porque deberia existir al final de la fase f’.

El seguimiento de la secuencia puede hacerse entonces con un puntero
al primer nodo interno de la secuencia y una variable booleana que inicia
cada fase con valor falso y se marca en verdadero cuando se crea el primer
nodo de la fase (si se cumple la condicién en la linea [14] del algoritmo .
Cuando la secuencia esté iniciada y la insercion de x;’j no requiere la creaciéon
de un nodo (tanto si ya existia como si solamente se afiade una hoja a un
nodo preexistente) el dltimo nodo visitado se marca como suffix link del
nodo v,_1, la secuencia se marca como terminada y se completan los valores
de v,—1 como nodo grande. Por ultimo observemos que si en una fase f se
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4.4. Construccién de E(x)

cre6 un nodo interno ! al insertar el factor m{; en el arbol (linea |14] del

algoritmo , uno podria querer actualizar la referencia de la variable nodo
al nodo interno xl{j_l ya que es un nodo interno que es prefijo de xf; y es
més profundo que su padre (al que apunta nodo). Sin embargo esto no es
deseable porque no podriamos navegar por su suffiz link (linea ya que

podria corresponder al préximo nodo a ser creado (ain no existe).

4.4. Construccion de E(z)

Volvamos sobre el algoritmo [3| Hemos dicho que al final de una fase f
en la cola de prolongacién se encuentran las posiciones del grupo activo y
de prolongacién. Viéndolo de otra forma, podemos decir que se encuentran
todas las hojas correspondientes a posiciones mayores o iguales a f — k + 1
que ya comprobamos que son puntos de primera ocurrencia. Observemos
que, si la cola de prolongacién es no vacia, la primera hoja se corresponde
con la posicién f — k + 1 (remontarse a la observacién sobre las posiciones
consecutivas de los grupos de prolongacién y activo capitulo . Por lo tanto
si la cola de prolongacién no es(estd) vacia significa que f—k+1 es un primer
punto de ocurrencia (que corresponde a la primera de las hojas de la cola) y
por lo tanto, por la definicién de E(z) en , tenemos E(z)/ = E(z)/tay.
Estas observaciones permiten constatar que para construir E(z) alcanza con
modificar el algoritmo [3| para agregar xs al final de la cadena etiquetado si
se verifica la condicién de la linea [I31

4.5. Otras consideraciones sobre la implementa-
ciéon

Aunque la cola de prolongacién sea decisiva en varias de las cuestiones
propias de la adaptacién del algoritmo de Ukkonen a U su implementacion
es sumamente sencilla. De hecho sélo requiere de un puntero (un indice en
la tabla de hojas) a la primera hoja de la cola. Para el tope de la cola se
usa el tope de la tabla de hojas. Cuando una hoja es creada, se inserta
automa&ticamente entonces al final de la cola de prolongacién. Al finalizar
una fase, se incrementa el indice que marca el inicio.

Ahora que conocemos cémo se construye E(z), cémo se relaciona con
la cola de prolongacién y cémo son las estructuras internas con las que
construimos el estimador, puede ser 1til traducir algunas de las condiciones
descritas en los algoritmos del capitulo anterior a los nuevos términos. Por
ejemplo enfoquémonos en el descenso por el arbol del algoritmo |4} Sabiendo
que un nodo interno v’ de profundidad d pertenece al camino de x]];_l,
evaluar si la arista de su hijo v/ también lo hace es equivalente a evaluar si
Tptrd+1 = E(2)y indiceE+d+1, donde v'.indiceE es el indice de etiquetado de
v'. Obtener el hijo cuya arista empieza con la letra 2,y f(nodo) de la linea
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equivale a comparar para cada hijo v’ de nodo la condicién que acabamos
de describir. Para ser mas exactos no es necesario compararlo para todos
los hijos ya que estan ordenados por la letra con la que empieza la arista
y por lo tanto se iteraria hasta encontrar el hijo buscado o hasta excederse
alfabéticamente. De manera similar se puede traducir la condicién de la linea,
del algoritmo {f a F(Z)nijo.indiccE+f—p 7 Tf-
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Capitulo 5

Evaluacion del consumo de
memoria de TSTEstim

La cantidad de operaciones que insume construir 7'ST(z) junto con la
cadena de etiquetado F(x) es practicamente igual al de construirlo con el
mecanismo de etiquetado convencional (usando la propia cadena x para eti-
quetar las aristas). Es més interesante observar los aportes del uso de E(x)
en términos de consumo de memoria, siendo éste el cuello de botella para
este tipo de abordajes cuando crece n. Un menor consumo de memoria, a
su vez, puede redundar en la practica en menor tiempo de computo debido
a un mejor aprovechamiento de la jerarquia de memoria, aunque esto no
fue evaluado especificamente en este proyecto. En este capitulo analizamos
de forma tedrica el consumo de memoria asintético que requiere TSTestim
para representar el arbol T'STy. También evaluamos este consumo experi-
mentalmente, comparando los resultados obtenidos con otras alternativas
disponibles: usar el mecanismo convencional de etiquetado y usar una tabla
para representar los contadores de los ].A]k*l posibles k + 1—factores.

5.1. Resultados teoricos

En el corolario [4.5 probamos que la ganancia de memoria obtenida al
etiquetar las aristas mediante E(x) es proporcional a la diferencia de nodos
entre el arbol de sufijos y el arbol de sufijos truncado.

Teorema 5.1. El uso de memoria que conlleva el estimador con el nuevo
mecanismo de etiquetado es del orden de |A|*»+1logn bits.

Demostracion. Recordemos que las estructuras necesarias para representar
el arbol durante la construccién fueron descritas en el capitulo 4} La lista de
las primeras k hojas puede descartarse ya que no representa almacenamiento
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significativo. El largo de la cadena de etiquetado es de orden O(|L(T')|) como
lo demostramos en el corolario Por otro lado los nodos y los contadores
de las hojas pueden almacenarse en registros de tamano O(logn). Luego,
observando que el drbol tiene a lo sumo |A[*»*1 hojas y que |T| < 2|L(T)|
obtenemos que el consumo de memoria es O(|A[¥»*11ogn) bits. O

Usar el mecanismo tradicional de etiquetado implica un consumo de me-
moria O(nlogn). Si f(n) es O(logn) como en el caso del estimador BIC
(Bayesian information criterion), el nuevo mecanismo de etiquetado no pre-
senta mejoras asintoticas respecto del consumo de memoria, segiin se esta-
blece a partir de la cota (1.3)). Si por el contrario logn = o(f(n)) el consumo
de memoria usando el nuevo mecanismo es o(n). En cualquier caso, nunca
se empeora el consumo de memoria. A continuacién veremos que el nue-
vo mecanismo de etiquetado en la practica produce importantes mejoras
comparativas.

5.2. Resultados experimentales

Para comparar las distintas representaciones, ejecutamos nuestra im-
plementacion de TSTestim con 7 imégenes binarias en blanco y negro de
distintos tamanos. Fijamos la funcién de penalizacién f(n) = |A|%110g n,
obteniendo el estimador BIC. El cuadro muestra el largo de E(x) para
el arbol de sufijos truncado 7" de profundidad k, + 1 construido para cada
archivo, donde n es la cantidad de letras (puntos) de la imagen. El largo
de E(x) representa en todos los casos menos de 1,5% del largo de la ca-
dena original z. Observemos también en el cuadro que la cantidad de
nodos de T es en general mucho mas pequena que la cantidad de patrones
posibles de largo k, + 1, \A\k“H. En consecuencia, construir T puede ser
mas eficiente en consumo de memoria que construir un arbol completo de
profundidad k&, + 1, aunque en el peor caso los requerimientos de memoria
son asintoticamente equivalentes.

Cuadro 5.1: Tamano de las estructuras de datos

Archivo n k, |E@@)| [E@)|/n(%) AT T
1 842752 16 3991 047 131072 7964
2 1036288 16 5799 0,56 131072 11580
3 1228800 16 3830 0,31 131072 7643
4 2593472 17 11197 0,43 262144 22375
5 12212224 19 3241 0,03 1048576 6 461
6 17 915904 20 218 077 1,22 2097 152 436 132
7 21138432 20 5837 0,03 2097152 11 652

Los ahorros de memoria generales obtenidos al usar E(x) en lugar de
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5.2. Resultados experimentales

x dependen de la representacién especifica del darbol y de las estadisticas
asociadas. El cuadro compara la memoria necesaria para almacenar T’
junto con las estructuras auxiliares descritas en el capitulo 4| tanto en la
representacion convencional como en la nueva representacion (Tcony ¥ Thuevo
respectivamente). Observemos que Thuevo requiere menos de un tercio del
almacenamiento requerido por 1oy, siendo en muchos casos esta distancia
significativamente mas pronunciada.

Cuadro 5.2: Uso de memoria

File Tcompleto Teonv Thuevo  Thuevo / Tcompleto Thuevo / Teony

(Bytes) (Bytes) (Bytes) (%) (%)
1 524 288 901 623 73 043 13,93 8,10
2 524 288 1121 455 106 637 20,34 9,51
3 524 288 223 536 70 415 13,43 31,50
4 1048 576 2 758 373 205 696 19,62 7,46
5 4194 304 12 262 793 56 454 1,35 0,46
6 8 388 608 20 969 269 4 170 084 49,71 19,89
7 8 388 608 21 229 765 101 666 1,21 0,48

También es interesante incluir en la comparacién un tercer competidor:
un arbol completo de profundidad k,,+1 (denotado Teompleto), para el cual es
suficiente almacenar una tabla conteniendo los contadores n? (representados
como enteros de 4Bytes) para todo patrén s € AF y letra a € A. El uso de
memoria asociado a este mecanismo estd representado en la tabla bajo la
columna Teompleto- El arbol Thyevo requiere menos de la mitad del espacio
que requiere Ttompleto Para todas las imdgenes consideradas.

Por dltimo también hemos ensayado esta misma comparaciéon con un
archivo conteniendo la decodificacién de material genético con el propdsito
de ver si se alejaban del otro conjunto de pruebas al incorporar un alfabeto
més grande y al variar el tipo de contenido del archivo. Obtuvimos resultados
similares a los anteriores.
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Capitulo 6

Conclusiones

Nos propusimos como objetivo de este proyecto construir un estimador
eficiente del orden de procesos de Markov de maxima verosimilitud penali-
zada. A lo largo de este documento hemos analizado los distintos elementos
(tanto tedricos como de implementacién) que conjugamos para construir-
lo. Partimos de la existencia de la cota para el orden éptimo, el algoritmo
de construccién de arboles de sufijos truncados U y la representacion de
Kurtz. Combinamos estos elementos con el nuevo mecanismo de etiquetado
y asi logramos implementar el estimador propuesto.

A nivel practico enfrentamos dos grandes desafios: traducir el algoritmo
U a un nivel de detalle con el que pudiera implementarse e incorporar la
representacion de Kurtz. En el capitulo [3| vimos cémo resolvimos el primero
de ellos. Respecto del segundo, pese a que la representacién estaba provista,
a los efectos de este trabajo requirio tener en cuenta el manejo a muy bajo
nivel de la distribucién de bits dentro de los registros para poder adaptarla a
la implementacién que construimos, tarea que resulté sumamente compleja.

Junto con el estimador hemos propuesto un mecanismo de etiquetado
que reduce significativamente el consumo de memoria en la préctica, sin
comprometer el tiempo de ejecucion. Ademds probamos su correctitud y
propusimos una manera sencilla de construirlo junto con el arbol de sufijos
truncado e integrarlo a su representacién (la de Kurtz). Este mecanismo
es ademas interesante en si mismo ya que incluso puede adaptarse a otras
formas de construccion de arboles de sufijos truncados asi como a otras
representaciones.

Es de destacar que existen muchas otras aplicaciones de los &rboles de
sufijos truncados fuera de los estimadores de orden de Markov, como pue-
den ser algoritmos de compresién[10], de simulacién de estadisticas[7] y, en
general, bisqueda de patrones sobre texto. El resultado de nuestro trabajo
puede ser 1til a cualquiera de esos fines ya que provee primitivas para acceder
al arbol de sufijos truncado construido durante la ejecucién. En definitiva,
obtuvimos un mecanismo eficiente para construir arboles de sufijos trun-

43



cados que, como estructura de datos abstracta, puede encontrar multiples
aplicaciones.

La implementacion que construimos contempla registros de 32 bits en
los que dispone la representacion de los nodos. Una mejora interesante, par-
cialmente prevista, seria transformarla a registros de 64 bits para permitir
entradas con largo mucho mayor. Asimismo podriamos explorar otras re-
presentaciones de letras fuera de los caracteres (CHAR) para alfabetos més
pequenos como el binario o el usado para representar nucléotidos dentro
de las cadenas de ADN, permitiendo mayor flexibilidad en los archivos de
entrada.
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