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Prefacio

Presentamos en este libro los resultados obtenidos en la investigacién “Estimacion
del rasgo y las curvas caracteristicas del item en el caso multivariado mediante regresién
no paramétrica con nucleos” financiada por el Fondo Profesor Clemente Estable en la
convocatoria 63 del Plan de Desarrollo Tecnolégico Subprograma II, componente B, que
se desarroll6 entre los anos 2007 y 2009.

Exponemos un procedimiento no paramétrico de estimacion del rasgo y de las curvas
caracteristicas del {tem (CCI) dependientes de un rasgo latente multidimensional, uti-
lizando para ello el método de regresién no paramétrica con ntcleos. Se consideran N
sujetos que responden n {tems (dicotémicos, politémicos o de respuesta continua), donde
la respuesta a cada uno depende de un rasgo latente multidimensional. Daremos estima-
dores del rasgo y de las CCI. Ademads, se encontraran las condiciones que deben cumplir
las CCI, los ntcleos, el ancho de la ventana y las funciones que se utilizaran para orde-
nar a los sujetos para obtener estimadores consistentes cuando N y n tienden a infinito
conjuntamente. También obtendremos la distribucion asintética de los estimadores de las
CCI. Obtuvimos algoritmos sencillos de programar, no iterativos y mas eficientes que los
que se utilizan en los modelos paramétricos. Daremos también una estimacién mondétona
de las CCI, para cuando se debe asumir este supuesto.

Mostraremos que este método funciona mejor bajo condiciones generales que los mo-
delos de TRI clasicos, tanto en las simulaciones como en un caso real y para las posibles
aplicaciones a tests adaptativos informatizados (TAls) y funcionamiento diferencial del
item (DIF).

El capitulo I trata sobre los métodos no paramétricos para la estimacién de densi-
dades y regresion. En el capitulo II se analizan los procedimientos paramétricos y no
paramétricos desarrollados hasta el momento poniendo especial énfasis en la estimacién
para mostrar la complejidad de los algoritmos usuales. En el capitulo III se presenta el
modelo multidimensional, se demuestra la consistencia conjunta de los estimadores, se
expone el estimador monétono y un método para la determinacion del funcionamiento
diferencial del item. Finalmente el capitulo IV estd dedicado a las simulaciones, al analisis
de datos reales y al cédigo R de las funciones utilizadas.

Los autores queremos agradecer especialmente a Julio Olea y a Ricardo Fraiman,
docentes de la Facultad de Psicologia de la Universidad Auténoma de Madrid y de la
Facultad de Ciencias de la Universidad de la Republica respectivamente, por su continuo

apoyo y asesoria en esta investigacion.






Capitulo 1

Estimacion no paramétrica de densidades

1.1. Introduccion

Supongamos que tenemos una muestra X1, ..., X, de variables aleatorias independien-
tes idénticamente distribuidas y que estas variables tienen una densidad f.

Nuestro objetivo es, a partir de esta muestra, estimar f. Para ello consideremos la
familia & de las funciones de distribucién absolutamente continuas con densidad f y
exploremos diferentes métodos que nos permitan encontrar f.

Un primer intento es utilizar el método de maxima verosimilitud ya que este es un
método universal y asintéticamente éptimo. Lamentablemente es ficil ver que este méto-
do no sirve a menos que las funciones de la familia & sean mondtonas lipchizianas de
constante fija.

Otro método seria utilizar como estimador el histograma. Para ello consideremos una
serie de intervalos Iy, ..., I, disjuntos.

Definimos el histograma en el punto x como
P n
fal@) = =3 xn.(Xj)xn (@)
i=1 j=1

Si observamos este estimador nos damos cuenta que lo que estamos haciendo es contar

cuantas observaciones caen en el intervalo que contiene al punto z, es decir,

i X e L)
o n

para z € I}.

Este estimador lo podemos escribir como
P
Fala) = aixr, (@)
i=1
donde
1 n
@ = — ;XL:(XJ‘)-
]:

Por la ley de los grandes ntimeros a; converge casi seguramente a la P(X € I;), en-
tonces f,,(x) converge casi seguramente a y ©_, P(X € I;)xy, (z), luego los estimadores
basados en histogramas convergen casi seguramente a histogramas lo cual no es satisfac-

torio ya que este hecho restringe a la familia .
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Se puede hacer una modificacién de este estimador y es considerar la cantidad de
intervalos como una funcién de la cantidad de observaciones, es decir, hacer p(n) y que
esta tienda a +oco con n.

Rosenblatt (1956), Akaike (1956) y Parzen (1962) introducen un nuevo método de
estimacién basado en ntcleos. Lo analizaremos en detalle.

El estimador basado en ntcleos piensa la densidad como la derivada de una funcién
de distribucidn, es decir, f(xz) = F'(x) donde F es la funcién de distribucién de X.

Tenemos entonces que

A L F,(x+h)— F,(x —h)
fn,h(x) - fllliz%) 2h

Analizando este estimador observamos dos hechos; primero por el teorema fundamen-
tal de la estadistica F,, = F, segundo, el limite en el cociente incremental depende de
h, es decir, se nos presen‘:a un problema de limite doble h — 0 y n — co. Si h — 0 muy
rapidamente se complica la convergencia de F),, a F por lo que es conveniente hacer de-
pender h del tamano muestral, es decir, considerar h(n). Por lo tanto, se hace depender
h del tamano muestral o sea se considera h(n).

Con esto en mente vemos que

F,(z+h(n)) — F,(z — h(n))  F,(x —h(n),x + h(n))

fan(z) == 2h(n) - 2h(7;) -
t:X;€(x—h(n),z+ hn -
- nhl(n) " = 2 (0.2 + b - nhl(n) Z %X(r*h(")vﬁh("” (X3)

i=1

donde

1 z

Kn(z) = mX[q,u(m)

Analizando este estimador vemos que todo se reduce a una convolucion.

Teorema 1.1.1. El estimador fn,h definido antes es un estimador consistente de la densi-

dad de f en todo punto de continuidad = de f.

Demostracién:

T — 1 x+h
B(fan(@) = 57 B0 () = 3P e (X0) =37 [ 10 = 1(a)

si h — 0 por el teorema fundamental del calculo ya que f es continua en z.
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Hemos demostrado que fnh(l‘) es un estimador asintéticamente insesgado para x fijo
y de continuidad de f.

Calculemos ahora la varianza.

Var(fn,h(x)) = 4nlh2 Var(X(e—hetn) (X1)) =
T P(X € (2~ b+ )1~ P(Xi € (¢~ h,a+ h) =
1 1 z+h
o (L~ P(Xi € (& —h,x+h))5r / ft)dt — %
z—h

cuando h — 0
Si ademds nh — 0o Var(f,.) — 0 con lo cual f, ,(x) — f(z) en probabilidad, lo
que prueba la consistencia.

Proposicién 1.1.2. Supongamos que la densidad f tiene 3 derivadas acotadas. Entonces
A~ " 4
ECM (fun(2)) = TR 1+ 480+ o(h* + )

Demostracién: Usando el desarrollo de Taylor tenemos que

(t—x)?

F@) = f2) + f@)(t —2) + f(2)—

x+h
Como [ (t—az)dt=0
z—h

z+h

/ (t — x)°dt =

z—h

|
:\:
<
o

QU
<

Il

‘N)

w|
o

o | et e / 7 % du = o [ otw?)au = o(i?)

entonces E(f,n(z)) = f(z) + fﬁ(m)hz +o(h?)
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Por lo tanto el sesgo es:

2

o(h?))

Recordando que el ECM= sesgo+ varianza tenemos

f”(x)h2
6

@) 2 e

4
36 + o(h?)

(E(fan(@)) = f(2))* = (

; | f"(z) P At f(=) 4
ECM(f, = h* 4+ —
(o)) = o2 28 ot + o)
Observacién: Para obtener la velocidad éptima de convergencia hacemos que h* ~ #
osea h =Cn~1/?

Con esta eleccién de h el ECM es del orden de n=%/5 y la constante C adecuada la
obtenemos minimizando el ECM (f, »(z))

| f"(@) [ Ctn /o L@ n—4/5[| f'@) P ct f)

ECM (fan(x)) = 36 2nn—1/5C 36 +5¢ ]
OECM(fun(®) _ C*11"@) P @) _
aC 9 20?2
de donde C' = (5)1/

Observemos que al sesgo le conviene que la ventana sea muy chica en tanto a la va-

rianza que sea grande , es decir, existe un compromiso permanente entre sesgo y varianza.

Recordemos que fn,h(x) se reduce a una convolucién fn,h = K, * F,, donde K,(2) =
amX[-1,1)(2/h).

Cabe preguntarse bajo qué condiciones puede reemplazarse la indicatriz por otra
funcién K.

Bajo esas condiciones entonces el estimador tomaria la forma

fnh hz x_xl

Lema 1.1.3. Sea K una funcién real que cumple

i) K es acotada y simétrica

i) [|K(t)|dt=C <o

iii) lim |zK(x)|=0
r—+oo

Sea g una funcién real tal que [ | g(t) | dt = Cy < 00
Consideremos la convolucién

—t
gr = Kp xg(x /Kx t)dt

Universidad de la Reptblica



donde Kj,(z) = $K(z/h) entonces

an(e) = g(o) [ K (o)
si h — 0 para todo punto x de continuidad de g.

Demostracion: Sea x un punto de continuidad de g.

Dado € > 0 existe § > 0 tal que | g(u) — g(2) |[< & si |z —u <9
Consideremos entonces

| gn(e) ~ gla) [ Kyt 1| o) [ Kot |-
:|/K(—u) (x +uh)du — g /K du|</| u) || g(xz +uh) — g(z) | du

dado que K es simétrica.

Ahora

J 1K@ lgta+a) ~ o) [ du< 55 [ K| dut

|ul<d/h

+ / | K(u) || g(z) | du+ / | K(u) || gz +uh) | du

lu|=6/h lu[26/h
Como x es un punto de continuidad deg, |g(x)|<Csy

[ I K(u)|du< 3& - pues es la cola de una integral convergente. Por tltimo,
lu|26/h

/ | K(u) || gl + uh) | du < / | uK () || gz +uh) | du <

0
lul=d/h lu[=d/h
h e €
< = h)|du < — t) | dt =
o / |90+ uh) | du < 302/|g<>|
[u|>6/h
pues | uK(u)
A partir de estas tres desigualdades obtenemos que | gp(x z) [[K(t)dt |< e para

h—0

Veamos ahora una version multidimensional del lema anterior.

Lema 1.1.4. Sea Kj = 72 K(3)-
Consideremos f en Ll(Rd) y Ken LY(RY) N L= (RY)
Ademsés K cumple
i) [ K(t)dt=1
R4

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica



i) K(z) = o([J2]|~9) si [[z]| — +o0
Sea f, = f * K},
entonces f, — f si h — 0 en cada punto de continuidad x de f.

Demostracién: Al ser x un punto de continuidad de f, dado € > 0, existe 6 > 0
tal que | f(z —1) = f(z) [< gy si It <0

En primer lugar vemos que [ Kj(t)dt =1 ya que
Rd

1 t
/Kh(t)dt = [ Ky = /K(u)du _1
R4 R4 R4

Tomando la diferencia

| fu(z) = |—|/f x —t)Kp(t)dt — /Kh )dt |=

Ié{U(rt)jﬂﬂ)Kh@ﬁﬁf£3”;;”li/ | Kalt) | de+

lItll<é

-+/ Hu—ﬂHMﬁHﬁ+(/lﬂ@HmﬁHﬁ
[[t|=0 [It)|=0

Ademds [ | Ku(t)|dt< 3“(@‘ si h es suficientemente chico por ser la cola de una
[t|>0
integral convergente.

Definamos la funcién £ : RY — R mediante £(z) =| K(z) | ||z|?

Por ii) vemos que ¢(x) — 0 si ||z|| — 400 luego

L(t/h
He- I Kat) b= [ | fla—0)) G <

1t > 1229
1 sup /

< = L(t/h —1) | dt

<5t s tem [ e

lItl|>6

Como ||tiu£ 5 L(t/h) — 0 si h — 0 pues ||t/h| — o0y

J [ f@—t)]dt<| f|ly entonces [ | f(xz—t)]| Kx(t)|dt<§g
litl=6 litl=6

luego obtenemos que | fr(z) — f(z) |[<e.

Veamos ahora las propiedades del estimador general basado en nucleos.
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Teorema 1.1.5. Sea x un punto de continuidad de f, K un nucleo simétrico y acotado y
tal que [ K(t)dt =1. Ademds | 2K (z) |— 0si | 2 [— +o0.
Entonces

fule) = SRS
i=1

es un estimador asintéticamente insesgado de f(x) si h — 0.

Si ademds nh — oo es estimador consistente de f(x).

Demostracién:

Por el lema 1.1.3

X

B(fu(o) = 5 [ K50t >

h

Var(fu@) = —Var(K(“=20) <

QZ‘*Xl

L) < B =

%%/Kz(%_t)f(t)dt — %/K%)dt

Esta convergencia es valida ya que como | xK(z) |— 0 si | x |—> +0o0 entonces
| 22K?(x) |— 0 si | 2 |— 40 lo que implica que | xK?(z) |— 0 si |  |— +00 pues
rK?(z) < 22K?%(z) para |z [> 1.

Ademds [ | K2(t) | dt <|| K ||oo [ K(t)dt < 00

Entonces si nh — oo Var(f,(x)) =0

Hemos demostrado que si nh — co y h — 0 entonces f,(x) f(z)
—

Observacién: En realidad hemos probado la convergencia en L?, es decir que

E(fa(z) = f(2))* —0

Observacion: el orden de la varianza es ﬁ pues

Var(Vahfu(x)) = nhVar(fu(@)) = +Var(K(Z=0) =
1 x— X1 1 z— X
EE(K2(T)) - EEQ(K( w))

luego
Var(Vahfa(z)) — f(x)/KQ(u)du
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si

ya que

1 X X1

B 5 () [ Kwd?
y

FEUC (S 5 f(@) [ K
de donde

Var(f,(x))
1/nh -~

Proposicién 1.1.6. Sea z un punto de continuidad de f y que K cumple las hipdtesis del

lema 1.1.3.

Ademads suponemos que:

i) existe f” y sup|f”| < M y que el niicleo cumple:
i) [uK(u)du=0y

iii) [u?K(u)du=a < oo

Entonces la ventana éptima cumple: h = C,n=/5 y ECM » Cn*/>
Demostracién: Sabemos que ECM = B? + Var donde B indica el sesgo.
Comencemos calculando el sesgo

X

BUfu(o) = B(fa(o) ~ £a) = [ K0t f(a) =

[ K 0 = fandu= [ K0 | @ 71O 5| =
%2 UQK(U)f”(g)du < M;Lh2

Si tomo f(x) = 2% entonces la desigualdad se transforma en igualdad, luego

B, (fn(z)) = Ch?

Tenemos pues que ECM = EL 4+ Cyh* + o( L + h*)
entonces el h éptimo serfa h = Cn=1/5 y

ECM = Cn=*/°
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Proposicién 1.1.7. Consideremos que x es un punto de continuidad de f y K cumple las
hipétesis de los lemas anteriores. Ademéds

i) f es Lipchitz de constante L, es decir pido menos regularidad que en los lemas

anteriores.

i) [|K(w)uldu = a3 < oo

Entonces la ventana éptima serd h = Cp, /% y el ECM(fn(z)) = 2

Demostracién: A partir de las hipbtesis ya sabemos que:

Var(\/%fn(x)) — f(x)/KQ(t)dt

El sesgo, usando que [ K =1 queda:

| B(fn(2))| = |E(fn(2)) = f(2)] = I*

u)du — f(z)] <

< /|K(t)||f(x+th) ~ fla)ldt < L/|th||K(t)|dt:Lh/|tK(t)|dt:La3h

asi pues
|B(fn(2))| < Lash

Si utilizo una funcién lineal f(t) = Ltl,_. .4 (t) obtengo la igualdad, entonces:

B(fn(x) = hC

luego

Cl 2 1 2
ECM = — + Coh? + o(— + 1)

entonces orden éptimo es: 2= = h? de donde h = Cn~'/? asf pues

ECM (fn(z)) = Cn=%/3

Observacién: A menor regularidad se obtiene menor velocidad de convergencia. Esto

no tiene nada que ver con la parte aleatoria del problema.

1.2. Distribucién asintotica del estimador

Veremos que adecuadamente normalizados estos estimadores convergen a la distribu-

cién normal.

Comencemos dando sin demostracién la conocida desigualdad de Jensen.
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Teorema 1.2.1. Desigualdad de Jensen
Sea p una medida positiva sobre una o-algebra M en un conjunto € tal que p (Q2) = 1.
Sea f es una funcién real en L(x) con a < f(z) < b para todo = € Q.

Si ¢ es convexa en (a,b) entonces ([, fdu) < [,(p o f)du

Lema 1.2.2. Bajo las condiciones del lema 1.1.3

ful@) — Efu(a) «
Gy VO

El estimador de densidad lo podemos escribir como

1 <, X—X, 1 —
- :—§ K =f§ W,
fn(z) nhk:1( W ) n 2 kon

con

O sea, se tiene un sistema triangular de variables idénticamente distribuidas por filas.
Utilizaremos la condicién de Liapunov para la convergencia a la Normal, de mas

estd decir que esta condicion implica las de Lindeberg.

Una condicién suficiente para que

In() ~BRn@) w5y, 1)
o(fule)) |

es que
E(|Wn1 — E(Wn1)|2+5) — 50
n92g(W,, )2+0
con n — oo para algin § > 0
1 r— X1 1 1 xr—1t
B(Wa,[70) = s B () = s [ 000 e

Si se cumplen las hipdtesis del lema 1.1.3
1 245 (T 1 246
7 K o fydt — f(x) [ K=°(t)dt
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asi pues,

MHE (W, |*1) - f(x)/K2+5(t)dt

;ﬁfwm

De igual modo:

o2(Wy,) = %Var (K(x_hX1)> - %/K2 (m

Como

se tiene que:

También

si

E ([Wa, = B (W) [P7°) < E((IWa, | + | E (W,

usando la desigualdad:
a+ b\ q2+s 4 p2+s
<
() <=

obtenemos:

22+6
(Wl + [E(Wa1) )*F0 < = (WP + E(

21+5 (|Wn1 |2+5 4 |E( ) |2+5)
Usando la desigualdad de Jensen a la funcién

o = g2+

tenemos que:

(EWui])*™° < B (|Wai[27)

asi pues

8
E (W, |+ |E (W) )7 < B (2" (WP + B (

) )7

Whni) |2+6) =

W) [49)) <

B (W P50 4 B (W[ 49))) = 25 (BIWo [ 4 B[Wa ) =

= 22M0E (W1 |*?)

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica
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luego

E (|Wn1 - F (WM)ZJ”S I) _ 22O (|1, 2+)

ngU(Wn1)2+6 S nde (Wnl)2+5
2%+ 146 246 ) h't (W 1)2+5
h1+6h E(|W | )/ h1+5
C nd/2 C
— 0

< h1+5/h1+5/2 = (nh)a/z

si nh — oo pues

B B([Wit|2H) — f(2) / K2(t)dt

hl"’d/Qa(wnl)H‘s — cte
asi pues se cumple la condicién de Liapunov.

Hemos probado que

2 N(0,1)

Teorema 1.2.3. Supongamos que K es acotada y que [ K (u)du =1,
ademds se cumple que 2K (u) es acotada, nh — oo y nh® — 0.

También la densidad f es Lipchitz en un entorno de x,

entonces
a)

Var(Vahfo(e) — fla) [ K*(u)du
b)

(3w (k (52)) - ) o
0

Vaah (F2(a) = 1(@)) — NO.f(a) [ K*)du)

Demostracion:

a) Como K es acotado, [ K(u)du =1 entonces [ K?(u)du < oo.
Sabemos que [uK(u)] — 0 si | u |— oo pues u?K (u) acotado luego se cumplen las

hipétesis del lema 1.1.3, asi que a) se cumple,

b) existe § > 0 tal que |f(z +s) — f(x)] < c|s|; |s| <o
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Vah ( [ K@i+ ubydu - @) [ K(u)du) = Vah [ K f(a+ah) - f(o)]dul <

<l |he / K ()| du + / K ()| (& + uh)|du + |f () / K(u)du]

|hu|<é |u|>6/h |u|>8/h

Sea C : [|[u?K (u) || 0o

= Vnh

|u?|
U
|hu|<d |u|>é/h |u|>8/h

Ch / |k (u)|du + / ‘“2K(u)|f(x+uh|du+f(x)| / UQK(“)]<

<Vvnh 52
|hu|<é |u|>6/h |u|>8/h

Ch / k (w)ldu + - / F(@ + uh)du + C1 f() / d“]g

<vVnh

2

Ch / |uK(u)|du+h%/f(t)+C1f(33)h dt} _
R

|hu|<d |t]>d8

\/’I’Lh3[02—|-03+04]—>0

si nh3 — 0 pues
du dt

u? 12
|u|>6/h [t|>6

dt
flz+uh)du= | f(t)—
[ 105

lu|>8/h

/ K (u)|du
|hu|<d

dt
f(@) /|t>6 3z

estd acotado al igual que:
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)
Vnh (fo(z) = f(2)) = Vnh (fo(z) — Efa(z)) + Vnh [Efo(z) — f(2)]

sabemos que:

Vnh[Efy(z) = f(2)] =0

consideremos,
7 ) S )
se tiene que:
oGy MO
ademas,
nho? (@) — §(2) [ K3
entonces:
1/2

Vata (1) — (1) [ K20 )

asi pues,

VAR (fa(2) = @) — N (0.5(0) [ K3 (w)a)

1.3. Convergencia completa de los estimadores basados en
nucleos

Teorema 1.3.1. Sea

1 - .Z’—XZ'
= — K X1,..,.X
fn(fE) Tlh; ( h )7 1yeeey Am

con densidad f e independientes. El nicleo K cumple las hipotesis del lema 1.1.3, e

/K:l

En estas condiciones el estimador basado en ntcleos converge completamente a la
densidad f en cada punto de continuidad de f.

Demostracién: Queremos probar que

oo

> P (|falx) - f(@)] > €) < o0

=1
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(o) — F)] > ¢} = {@ZK (555) - @1 > } -

e[ (52 )~

entonces

<p (leﬁlK (x‘hXi) ~f@) > )

i=1
Consideremos la variable

Y, = jLK(x‘hXi) - (@)

Claramente las Y; son independientes si las X; lo son:

E(Y,)=E GLK (f” th)) @)= %/K <x

pues

h

t) FO)dt — f(z) = 0

s [x (x,;t) F(t)dt - £(x)

Ademas,
xr — Xz

=l (5 - sl <o

pues K es acotada.

i (5w o (5

=+ @) [ K@t f)

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica
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ya que

(55 oo

y
T —t
am [ (S s 1@
Utilizando la desigualdad de Bernstein tenemos:
1 « —n2e?
Pl - Yi| > <2
(n%' | 6) “p <2(n +f(z fKQtdt—f2(:v)))+cne)>
Operando en el exponente
—n?e? B —ne? B —ne? <
2 (n (% [ K2(t)dt — f2(x) + ce)) 2(F —Citee) 2(F+Cs)
2
< 26 = —nhC’
2%
Asi pues
1 n
Pl = Yi|>el| <2 —nhC’
<HZ| | ) exp(—nhC’)
entonces
1 ,
pPl= Y; > < 2 —nhC
S r(33mise) <X
Si L
n
@n) = logn
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tenemos

nh = Q(n)logn

entonces

2670/ log nQ(n) 26logn_c/Q(") _ 2nfc'Q(n)

Si Q(n) — oo resulta que Y o= C'Qn) converge, asi pues hay convergencia completa.

1.4. Regresion no paramétrica

La funcién de regresién describe la relacién entre una variable explicativa X € R?
y una variable explicada Y € R. Se puede modelizar su relacién mediante la esperanza

condicional:

E(Y | X =) (1.1)

El objetivo del andlisis de regresién es encontrar una aproximacién de la funcién
E(Y | X = z) a partir de n datos observados {(X;,Y;)}.

Para aproximar la funcién de esperanza condicional se puede utilizar un enfoque pa-
ramétrico, donde se asume que la esperanza condicional tiene una forma dada y esta to-
talmente especificada por un nimero finito de pardametros, o desde un punto de vista no
paramétrico, donde no se hace referencia a ninguna forma especifica. Este tltimo método
se caracteriza por una gran flexibilidad.

Hardle (1990) menciona que la estimacién no paramétrica de las curvas de regresion
tiene cuatro objetivos fundamentales: “Primero provee un método versatil para explorar
la relacién entre dos variables. Segundo, da predicciones de las observaciones sin hacer
referencia a un modelo paramétrico fijo. Tercero, provee una herramienta para encontrar
observaciones espureas estudiando la influencia de puntos aislados. Cuarto, constituye
un método flexible para sustituir valores perdidos o interpolar entre valores de X”.

La idea general de la regresién no paramétrica es la del promedio local, es decir,
estimar la esperanza condicional mediante un promedio ponderado, donde los pesos son
una funcién que depende del punto donde se va a estimar y de los valores observados.
Formalmente:

EY|X=1)= Zwi(x)Yi (1.2)

La regresiéon no paramétrica por nucleos utiliza para la sucesiéon de pesos una funcién
real K continua, acotada y simétrica con integral uno, fue introducida por Nadaraya
(1964) y Watson (1964).

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica
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Supongamos que tenemos n observaciones (X1, Y7).....(X,,Y,), que son independien-
tes, idénticamente distribuidas con densidad conjunta fx y (z,y).
La densidad condicional de Y dada X es:

ey = fxy(ey)  fxy(@y)
| Ix(@) [ fxy (@ y)dy

Asi tenemos que:

_ Jufxy (e y)dy

EY |X=2)= (1.3)
| ) ffX,Y(l‘,y)dy
Por lo tanto, para estimar la esperanza condicional utilizamos:
. —_— d
EY | X =z2)= Jylxy (@, y)dy (1.4)

—_—
J fxy(z,y)dy
Consideremos ahora un nicleo G(z,y) en R? cualesquiera, o sea, G es una funcién
simétrica, continua y acotada con integral uno.

El estimador por nicleos de la densidad conjunta es:

z :_ — X, -Y;
’ ) ==

donde h es el parametro de ancho de la ventana, es decir, un ntimero real que controla
cuan rapidamente los pesos decrecen a cero.

Si el nicleo es simétrico como funcién de y tenemos que:

1 r—X, y-Y
/hd+1G( h ? h )dyzo

de donde, realizando el cambio de variable, u = y;lyi

n

- 1 r—X; y-Y; _ 1 x—X;
1 1 1 1 g ?
n Z.E_l/yhd'HG( T Yy =n g Yl/—th( W ,u)du

=1

Ademas,

— e 1 z—X;
/fxy(x,y)dy:n 1Z/ﬁG( W ,u)du

i=1

Universidad de la Reptblica



Llamemos K al nicleo marginal, o sea, K(z) = [ G(z, u)du.

Obtenemos finalmente como estimador:

B X e o) = i Yipe KO T, V(55
( | - x) - -1 n 1 ’I‘—X7 — r x—Xi
nty o e K(55) S K(52)

Notemos que el numerador es la convolucién de K con los datos y el denominador es

(1.5)

la convolucién de K con la unidad.

Claramente este es un estimador del tipo de promedio local ponderado con pesos,
—X;
K(*=)
Y K(557)

wi(z) =

Algunos nicleos cominmente usados son:
1. Uniforme K(u) = 0,5 si |u] <1y 0 en otro caso.

2. Cuadrético o de Epanechnikov K (u) = 0,75(1 — u?) si |u| < 1y 0 en otro caso.

2

3. Gaussiano K (u) = \/%e*%

4. Biweight K(u) = 12 (1 —u?)?) si [u| < 1y 0 en otro caso.

5. Triweight K (u) = 25 (1 —u?)3) si [u| <1y 0 en otro caso.

6. Epanechnikov de cuarto orden K (u) = (1 — Iu?)0,75(1 — u?) si Ju| < 1y 0 en
otro caso.

u2
7. Gaussiano de cuarto orden K (u) = (3 — u2)\/%e’T

8. Biweight de cuarto orden K(u) = (1 —3u?)33 (1 —u?)?) si [u] < 1y 0 en otro

Caso.

Veamos que la estimacion es consistente. Consideremos la demostraciéon de Naradaya

que supone que X ~ fx
No hace falta pedir densidad. Esto se prob6 por Greblecki, Kizizak, Parvlack (1984).

Teorema 1.4.1. Supongamos X ~ f, , f.(x) > 0 y continua en x entonces si h, — 0,
nh, — 00

J K(u)du =1y |zK(x)] — 0 cuando |z| — 00,E(|Y]) < co y si ademéds suponemos
alguna de las condiciones a) o b)

a) B(Y?) < o0

nh? = 0o y K acotada

b) ma(x) = E(Y?/X = x) es continua en x.

entonces el estimador de regresion es consistente.

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica
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Demostracién:

1 YK z—X;
-~ nh 1,; ( h ) _ Ry ()
g(.]?) 1 n X - R
B (5E) o
j=1
Bajo estas condiciones se tiene que,
Ron(z) — f(x)

Trabajemos ahora con el término Ry, (),

B (o) = 8 (35 (2570 1) =
_ %E (K (”“" _hXi) E(Yi/X)) _ l/K (a?—t

: o) o070t = g()f @
en cada punto de continuidad de gf por el lema 1.1.3
Claramente g.f € L', pues

/|9(t)|f(t)dt = E(lg(2)]) = E(|[E(Y/X)|) < E(E([Y|/X)) = E([Y])
o sea basta pedir E(|Y|) < oo y las hipdtesis sobre K para aplicar el lema 1.1.3 .

Probemos ahora que la varianza tiende a cero:

Var(Ryn(z)) = #Var (K (m _th> Y1> < #E (YfKQ (5” _hX1)> -
Lo (ke (S5 presn)) - o [ re (5

. o) ma(os 0t

donde

ma(X) = E(Y?/X)

E(mo(X)) = E(E(Y?/X)) = E(Y?)
Analicemos ahora el término

[ 7 (5 matosoar
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Acé caben dos posibilidades:

a) Si B(Y?) < 0oy nh? — oo y si K estd acotado tenemos,

e (Ilf) mat) F(2)dt — 0

b) si no exigimos que E(Y2) < oo entonces,

# K? (x;t> mg(t)f(t)dt:%%/KQ <x;t) ma () f(£)dt —

ma(o)f () [ K

aplicando el lema 1.1.3 siempre y cuando ma(x) sea continua en x, o sea se necesita que
la esperanza condicional sea continua.

Veamos ahora dos resultados, uno de convergencia en probabilidad y otro de conver-
gencia completa.

Sean (X1,Y71)........ (Xn,Y,) vectores aleatorios independientes, idénticamente distri-
buidas, con X; € R4Y; € R.

Consideremos las hipétesis:

H1)
h, — 0
y
nhd — oo
Para el nticleo pidamos:
H2)
K:R"— R*

existen C1,Cs > 0y H tales que

Ci1H (| X|) < K(x) < CoH (]| X]))

con H acotada, decreciente y tal que t*H(t) — 0 si [t| — oo

H3) Existen ¢, > 0 tal que
K(z) = e [{IX]] < 7} (@)x)o)<r (@)

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica
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Si f es integrable y X tiene distribuciéon u entonces definimos:

= [ () stomtan [ 5 (23 stomtan -

o (557 o) e (e (557))

Veamos que lo que le pedimos al nicleo es menos que suponer continuidad y soporte

Observaciones:

compacto, o radial, comtinmente se toma K (||t]|).
La segunda hipétesis sobre el niicleo implica menos que pedir que K(0) # 0 y K con-
tinua en 0, podemos ver que esta condicién la cumplen los nicleos usualmete utilizados.
También debemos observar que no hay hipdtesis sobre la distribucién de las X.

Veamos dos lemas.

Lema 1.4.2. Sea S, la bola de radio r centrada en x, y sea ap(z) = % entonces ap, ()

tiene un limite finito ctp z(u).

Demostracién:
Sea A la medida de Lebesgue, descompongdmosla en la parte absolutamente continua

respecto a p en la parte singular.

Notemos por A; a la parte absolutamente continua de A respecto a p y Ao la parte

singular, luego

ASh)  dh

asn) ™
ctp
()
A(Sh) = hIA(B1)
entonces
hd _/\(Sh) 1
WS = s
ctp

donde ¢ es no negativa y finita.

Lema 1.4.3. Sea K no negativo verificando H2) y H3) y f integrable, entonces
pr(x) = f(x) ctp.x (u)sih—0
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Si K es el indicador de la bola unitaria, tenemos el teorema de diferenciacién respecto

a la medida p.

Lo que presentamos es cémo mezclar un teorema de convolucién con un teorema de

diferenciacion.

Demostracién:

X—y X—y s
) = F@)] = |ﬂf{[(( (’””Xh)y ];(Z)(Z;ly) P i K)((i(y)) Zy)) e
<o [ (B 110 - riutany [ 1 () iy
por H2)
H(t) +00
H(t) = /ds: /I{H(t)>s}d3
0 0
i o= oo (L) )
entonces
(L) - :/“IAth(t)dt
Sea o0 400 +oo
/ H("xhy")u<dy>:£ / L, , () diu(dy) = / i (Agp) dt
va que
Ia,,
es integrable, aplico Fubini.
Ahora
[ () - ot = [ [ tsrso-reraan = [ [ 11
I -

aplicando nuevamente Fubini.

Dividiremos el cociente en dos partes, I y II.
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Dado € > 0, sea § = eh?

L

) At,h < At,h
T 1 (Any) di [ () dt
0 )
[ 1f(y) — f(@)|u(dy)
< sup Agn
t> 4 p(Agp)dt

La dltima desigualdad es cierta ya que si consideramos dos funciones g > 0y h > 0

con sus integrales finitas entonces,

Supongamos que % < A paratodot>9
Como g y h son no negativas

+o00

/ gdt < A Th(t)
4

§
luego
“+o0
[ g(t)dt
s
Fo S A

[ h(t)dt

1)

cualquier cota de g/h cumple la desigualdad, asi pues lo cumple el supremo de g/h.

Sit > 4§, consideremos los conjuntos A; 5, y As.p, se tiene radio (A ) < radio (As,p)
Tenemos que radio (As,) — 0 pues

{y tH <”Ihy”) > 5} ={y:lle—yl < H(6)h}

ahora
hH=(8) = hH (eh?) — 0
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pues t4H(t) — 01t =00

Veamos lo anterior.

€

1/d
Supongamos que H~!(eh?) = ¢, entonces se tiene que h = (H(t))

4
1/d
uego (e =t — 0 st h — 0 pues t — oo.
1 hH~(eh? H{t) Osih—0

€

u

Lo tltimo se deduce ya que t*H(t) — 0 [t| — oo y es claro que t(H(t))"/4 — 0 si
[t] — oo.

Utilizamos un resultado de desigualdades para funciones maximales debido a Hardy
y Littlewood.

Concretamente, el resultado nos dice que si radio(A; ) — 0 entonces

[ 1F) = f(@)|p(dy)

sup A

— 0
t>46 (A p)

ctpa (i)

Veamos ahora la segunda parte

II-

f(y) — f(@)|pu(dy)dt

C =0,

f H(At,h)dt
0

Llamemos C = [|f(y)|n(dy), entonces

)
/ / Fuldy)p < C5
0 At,h
y
5
/ / F(@)p(dy)dt < 5f(x)
0 A¢n
asi pues
)
/ / F@) — F@)lu(dy)dt < 5(C + f(z)
0 A¢n

También

arp ()

7”<At’h)dt N /H (Hx;g”) u(dy) > Capt (S = ST
0
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8
fy) = f(@)|p(d
OfA{h | (y) ( )|M( y) < 5(C+f(z))arh(x) _ (f(x) +C)€arh(x) < e
3 — rdpd 17“d
Ofﬂ(Ath) Cirih C
ctpa(p)

Aplicamos en la tltima desigualdad el lema 1.4.2

Teorema 1.4.4. Si E(]Y|) < oo (esta condicién es para que exista la esperanza condicio-
nal), entonces bajo H1), H2) y H3)

gule) (o)
en ctp x(u) donde .
vk (255)
g’rl(x) - Z:n
xR ()

Demostracién: dividamos por E (K (%)) obteniendo,

Notemos cémo:

Bio = 13" Vi~ B (Vi)
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Ay =E(Vy)=E (Y;K (x;lx)) /E (K(

Obervamos que E(Z,;) =1y

gn(z) =

Ahora,

(BQn + 1)

B (K (*5) B (Y/X))

A, =

asi pues aplico el lema 1.4.3, tomando f = g(z);
g(z) € L', por ser E(|Y]) < oo;
K >0 por H3 y A, = pun(x) entonces

Ap — g(2)
ctp
z(p)

Ahora el problema se reduce a probar que

ctp

Probemos primero que

Sean N >0Y' =Yxqyj<ny e Y' =Y =Y’

o= 2 o (5) - (e (55)) o (
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BY, = i: [YK (x _th) - B (Y”K (””‘hX)ﬂ InE (K (a:f())

Se tiene por la linealidad de E que
Bin + Bi/n = Bin

Aplicando Chevicheb

P(|By,| >t) < %Var [Y{K (x _th)) J2E? (K (”” — Xi)) < 1 E(RK (5) <

o)) S E )
MK 1
Tt B(K(55))
Por H3:
Tr — Xi rz—X
E (K< . )) 2 ek (X{|u|<r} (h» =c / p(dt) = cp(Sen)
lz—tl|<rh
luego
N2| Koo 1 N2| Koo repd N2|| K| cte
X = 2 a5d = pp2epdpd rh =73 0
nt? B (K (&%) nt cp(Srn)rdh nt2erdh nh

ctp z(u) para cada N, pues a,p, tiene limite finito.

P
Asi pues para cada N fijo, B],, . 0 ctp x(p)

Aplicando Markov a BY,

E(BL)) _ 2 BE(V'K(55%) _ 2B (K (555) B(Y"|/x))
t Tt B(K(5Y) ot E(K(5))

P(|By,| >1) <

2
= ;gnN(x)

donde
gn(z) = E(|Y"]/X)

Por el lema 1.4.3 con f = gy se tiene que 2g,n(z) — gn(x)2 ctp z(u)
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gn(z) = E(Y"|/X) = E(|Y —Y'/X)

Y —Y'| < 2|Y|
y
Y —Y'| -0
c.8
N — o0
Asi pues

E(gn(z)) =E(E(Y -Y'[/X)) = E(Y =Y'|) =0

si

N —

ademds gy > 0y gn decreciente, luego gy (z) — 0 ctp z(u) con N — oo,

elijo N tal que gy (z) sea pequeiio.
P

Sin — oo Bip 0
%

Vale en Ag ={z:gn(x) 20} y Ay ={z:gnn > gy} yvaleen (] Anx
N=0

Para Bsy se hace lo mismo pero como no estan las Y no hay que truncar.

Teorema 1.4.5. Convergencia completa
Si Y| <7 < oo,y se verifican H1), H2), H3) nh? o

’ logn

entonces gy (z) ¢ g(z) ctp x(p)
%

Demostracién:

(Bin+An)
(Ban+1)

Sabemos que A4, — g(z) ctp x(u) por el teorema anterior, luego basta ver que

Escribimos g, (x) =

B, “ 0 y Ba, “ 0 ctp ()
— —

Aplicaremos la desigualdad de Bernstein a V,,;

Al K@
- E(K(m_hx)) - crdhd

que como ya vimos tiene limite finito.
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B (YK (5E) _ K] _ 71K ]lsctmn()

Var(Vy:) < BE(VE) = - < - =
n B2 (V2K2(2X)) =~ E(K(5X)) crdhd
entonces
—nt?
P(|Bin| >1t) <2 =
(|Bin| > 1) < 2ep 5 (wuxufhg;h(z) N vHKnﬁT(x)t)
—nt2erdpd —Cyp,h?
= 2exp { } < 2exp <>
2| Koo @rn (2)y(y + ) Ca(y+1)

ctp

()

llamando a m = C obtenemos

P(|Biy| > t) < 2exp(—C(z)nh?)

como
nh

logn

entonces
Z 2exp(—C(z)nh?)
converge, luego > P(|By,| > t) converge, por lo que By, converge completamente.

Andlogamente se procede con By,

1.5. Distribucion asintética

Veamos un resultado sobre la distribucién asintética del estimador de regresion el cual

no es con hipétesis minimales.

Teorema 1.5.1. Sean {(X;,Y;)i > 1} variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas con X; € Ry Y; € R.

Notemos por F(Y;/X; = u) a la distribucién condicional de Y;, dado X; = u
y por g(u) = E(Y1/X1 = u) y 0*(u) = E((Y1 — g(u))?/ X1 = )

Supongamos que:
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lim  g(z+ eu) — g(x)

=g (z,u
-0 ; 9'(z,u)

i) g es Lipchitz, y ademds

es decir, g tiene derivada en la direccién de u (si g es diferenciable se cumplen las 2

condiciones)
ii) 02(.) es continua en x
iii) X; ~ f continua en z y acotada
iv) K : R? — R acotado no negativo,
JK=1
[t|9K (t) — 0 si [t| — oo y t2K2(t) integrable

v) existe 0 < 8 < oo tal que nhdt? — 3

Sea
gul@) = 3 wu(@)Y;
con
wni(r) = 5———F K
L)
entonces

a\1/2 ol w 02(x) 20\
(nh) "2 (gu(2) — 9(x)) NG,QO/K(M)

— f
con b= pY2 [ K(t)g'(z,t)dt

Observacién: notando que nhét? — B es nh?h?> — B podemos observar que como
h? — 0 debe cumplirse que nh? — oo

Demostracién:

Nuestro objetivo es calcular la distribucién asintética de g, (x) — g(z)

a2 |5 K (557 2 ;K(thxi)nfg(x)%:[((%&)
(nh ) %:K(whxj) —g(z)| = (nh?) %:K (%) _
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Como nh? — oo por la observacién previa, h — 0 y por iii), iv) y v) obtenemos

1 _
T
J

Analicemos ahora el término

12| 1 T

e 2

Notemos

Las variables V,,; tienen media 0, y son independientes.

Tenemos un sistema triangular y se verifican las condiciones de Lindeberg.
Calculemos la varianza limite:

Condicionando (Y; — g(x))? a X

B(V2) = hd/KQ(x_t> (1) f(t)dt — o*( /K2

donde hemos aplicado el lema 1.1.3 ya que 02 f es continua en x por las hipétesis ii)
y iii)

1 2 2
Var ((nhd)1/2 ZV"> = mE(V /K
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Asi pues aplicando el teorema de Lindeberg tenemos que:

1/2
(nzd) va — N(O,an/KQ)

luego,

Veamos que:

(nhdl)l/zzK (x_hXi) (9(X;) — g()) i 61/2f(x)/K(t)g’(x,t)dt

r—X; d T —
b <<nh§>1xz S () X 9@))) — g | K (55 6O-gon s -

- <nhd>1/2 [ E@ote—un) - g(x») fw — uh)du =

1/2 (9(z — uh) — g(x))
(nh?) /K(u) A f(x — uh)hdu

Ahorasi h — 0

K (2T 2 p ) )y (2w )

Adema3s f es acotada,

(x —uh) < CIK(u)||u|

y esta es una funcién integrable, pues u?K? es integrable, luego puedo entonces aplicar
convergencia dominada.

Nota: En vez de pedir f acotada puedo pedir K de soporte compacto, entonces fuera
de un compacto K (u) vale cero, por lo tanto alli puedo hacer uh suficientemente pequeno,
de donde f(z — uh) < |f(z) + €| y la acotacién serfa Clk(u)||ul|f(x) + €.

Aplicando convergencia dominada:

/K(u) oz = “f}? =9 ¢ 0~ uh)du - f(x) /K(t)g’(x, 1)t

(nh?)"* b = (nh+2)"/?  g1/2
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asi pues,

(nh®)1/2 / Ky @& = 9@) e yau s B2 () / K(t)g (z, t)dt

luego

(nhh)2 3" K <x

Xi) (9(z—uh)— hdZ ( ) 51/2/K

Asi pues tengo a"'”’

=

y aplicando Slutsky

Veamos ahora que la varianza tiende a 0:

Var (W S (5 ot - g(@)) = Grvar (5 (252 ) — )

2 (82 (557 (o) - 90)?) = 3 [ 52 (5) 000 - gt st =

/KQ(U)(Q(:E —uh) — g(x))2f(x — uh)dt = h? /K2(u) (o(x = “Z) =@ ¢ umyat

2
/KQ(U)(Q(x_UIZL)_g(w)) Fz —uh) = f(z /Kz (z,u))2du

la integral del lado derecho existe pues g es Lipchitz y ademas K2u? es integrable, asi pues

aplico convergencia dominada y se tiene que si h?> — 0 la varianza — 0.
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Capitulo 2

Teoria de respuesta al item

2.1. Introduccién

La teoria de respuesta al item se diferencia de la teoria clasica de los test por utilizar
modelos basados en las caracteristicas de los items en vez de las del test, donde las
caracteristicas de los items son independientes del grupo en que el item se ha calibrado
y las puntuaciones del rasgo no dependen de las puntuaciones obtenidas en cada test
particular. En la teoria de respuesta al item se puede obtener una medida de la precisién
para cada puntuacién del rasgo, lo que la distingue claramente de la teorfa cldsica (esto lo
veremos en la seccién destinada a funciones de informacién) y para evaluar la fiabilidad
no se requieren de tests estrictamente paralelos.

La teorfa de respuesta al item (de ahora en adelante TRI) establece una relacién fun-
cional entre la respuesta del examinado a cada item y el rasgo latente responsable de tal
realizacién y al que notaremos 6. En la mayoria de los modelos que veremos se asume
que esta funcién depende solo de un rasgo, es decir, son unidimensionales. La funcién
que da la probabilidad de obtener determinada puntuacién en el item condicionado al
rasgo se denomina curva caracteristica del item. Comenzaremos viendo las hipétesis que
sustentan la TRI.

2.2. Dimensionalidad del espacio latente

Se supone que hay un conjunto de rasgos o aptitudes que subyacen en la respuesta
de los individuos a un conjunto de items. Cada rasgo es un numero real, por lo tanto si
existen k rasgos estos determinan puntos del espacio R*. A los modelos que suponen que
un Unico rasgo es el que determina las respuestas se les llama unidimensionales. Es claro
que este supuesto nunca se cumplird estrictamente, por lo tanto, lo que se pide es que
para un conjunto de items del test exista un factor dominante que explique la realizacién
del test, a este factor se le llama aptitud medida por el test. Los modelos que consideran
mas de un factor son llamados multidimensionales.

Si se cumple el supuesto de unidimensionalidad, al aplicar a r subpoblaciones de exa-
minados un test, las distribuciones condicionadas de las puntuaciones del test para cada
nivel de rasgo son iguales para todas las subpoblaciones. En caso de no cumplirse lo
anterior estamos en presencia de funcionamiento diferencial del item. A los efectos de la

construccién de tests unidimensionales, Lumdsen recomienda el uso del analisis factorial.
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A un conjunto inicial de ftems (construidos a partir de conocimientos previos) se les
realiza un andlisis factorial y se eliminan aquellos que no carguen en el primer factor.
Una vez eliminados esos items se repite el procedimiento tantas veces como sea necesario,
hasta dar con un solucién satisfactoria. Lumdsen (1961) propone que la razén de varian-

za explicada por el primer factor al segundo se utilice como indice de unidimensionalidad.

2.3. Independencia local

La independencia local refiere a que los n items que constituyen el test, condicionados
a un valor constante de 6 son independientes. Formalmente: sea un test formado por n
items y sean Uy, Us, . .., U, las variables que representan las respuestas de los examinados
a los items. Por ejemplo, los items dicotémicos son variables Bernoulli (acierto, error)

que indican el resultado en cada item. Entonces, si hay independencia local se cumple:

PU; ... U,/0) = ﬁ P(U, /) (2.1)

Es importante notar que la independencia 1ocal no implica que los ftems son no corre-
lacionados sino que son independientes condicionalmente (al nivel de rasgo). Hambleton y
Swaminathan (1991) muestran que el principio de unidimensionalidad es equivalente a la
independencia local (condicionado a solo un rasgo) pues si suponemos que el test es undi-
mensional y mide una variable latente @, si no se da la independencia local resultaria que
algunos sujetos tendrian mayor probabilidad de responder correctamente para el mismo
nivel de rasgo, lo cual niega la unidimensionalidad. Reciprocamente, si se da la inde-
pendencia local tenemos que las probabilidades de respuesta solo dependen de un tnico
rasgo. La independencia local también puede expresarse con datos multidimensionales
(condicionando al espacio completo).

Dada la equivalencia entre independencia local y unidimensionalidad, cuando se con-
sideran datos unifactoriales, McDonald (1981) propone usar técnicas de andlisis factorial
para evaluar el supuesto de independencia local. Define un conjunto de items del test
como unidimensionales, cuando para sujetos con el mismo nivel de rasgo, la covariacién
entre los items es cero. La condicién de la ecuacién 2.1 es necesaria pero no suficiente para
la independencia dos a dos de las variables. Una alternativa posible para una definicién

formal de la independencia local con una condicién necesaria y suficiente podria ser:

Definicién 2.3.1. Los n items de un test son localmente independientes condicionados al
rasgo 0, si para cualquier subconjunto de indices i(1),...,i(k)
1<k<n 1<i(j)<n entonces:

P(Uiqy - .- Uiy /0) = H P(U,/6) (2.2)
J=i(1)
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2.4. Ausencia de factores de velocidad

En los modelos de TRI se supone que los tests se aplican en ausencia de factores de
velocidad, es decir, que la puntuacién que obtiene un sujeto en un item, se debe solo a su
nivel de rasgo, pero no a falta de tiempo. Esta suposicién estd implicita en el supuesto

de unidimensonalidad.

2.5.  Curva caracteristica del item

Si consideramos un item dicotémico 7 su distribucién de frecuencias viene dado por

filu/0) = Pi(0)"Qi(0)" (2.3)

dondeu =100y Q;(#) =1— P;(0) . La funcién P;(0) es la esperanza condicional de

la puntuacién del item dado el nivel de rasgo, o sea, es la regresién de la puntuacién del
item sobre la aptitud. A esta funcién se le llama funcién o curva caracteristica del item

(CCI), si estamos en el caso de modelos unidimensionales.

Definicién 2.5.1. Llamaremos curva caracteristica del item a la funcién P(f) : [—oc, 00| —
[0,1] que da la probabilidad de acertar el item condicionada a la variable latente 6, es
decir,

P0)=PU =1/0) (2.4)

Si el espacio latente estd completamente especificado, las curvas caracteristicas del
item se mantendran invariantes para todo subgrupo de la poblacion; luego la probabili-
dad que un individuo dé una respuesta correcta a determinado item solo depende de la
forma de la curva caracteristica del item y del nivel de rasgo del sujeto, y entonces, es
independiente de la distribucién del rasgo en la poblacién. Esta propiedad de invarianza
de las CCI (no importa en qué regién fue calibrado el {tem) constituye una de las mejores
caracteristicas de los modelos de TRI y es de capital importancia en las aplicaciones. La
formulacién matematica de las CCI es lo que distingue unos modelos de otros.

De manera andloga se puede hablar de curva caracteristica del test (CCT), que se
define como la suma de las curvas caracteristicas de los items que componen el test, o

sea,

n
CCT = P;(0) (2.5)
i=1

También se puede estudiar la curva caracteristica del sujeto que relaciona la dificultad
del {tem (luego veremos su significado) y la proporcién de ftems respondidos correctamen-
te para cada nivel de dificultad y que constituye una buena herramienta para comparar
el proceder de las diferentes personas a través de los {tems, asi como para estudiar las
curvas empiricas de las personas y las que cabria esperar si se ajustasen a las predicciones

del modelo.
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2.6. Clasificacion de los modelos

En su libro Handbook of Modern Item Response Theory, Van der Linden y Ham-
bleton (1997) clasifican a los modelos en varias categorias, las cuales detallamos conti-
nuacion.

Modelos para items dicotémicos:

= ojiva normal 1,2, 3 y 4 pardametros;

= logisticos de 1,2,3 y 4P.

Modelos para items politémicos:

= de respuesta nominal;

= para items de multiple opcién;

= de escala de clasificacién;

= de respuesta graduada;

= de crédito parcial;

= secuencial para respuestas ordenadas;

= parcial generalizado.

Modelos para tiempo de respuesta o items de multiples intentos:
= logistico para test con tiempo limite;

= de test de velocidad con limite de tiempo;

= modelos de respuesta a un tnico item con multiples intentos.
Modelos para multiples habilidades o componentes cognitivos:
= de Rasch unidimensionales;

= multidimensionales de ojiva normal;

= de respuesta multicomponente;

= modelos logisticos multidimensionales;

= loglineales para items politémicos.

Modelos no paramétricos:

= de {tems dicotémicos;

= de {tems politémicos;
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= a partir de anélisis de datos funcionales.

Modelos para items no monétonos:

= modelo a partir del coseno hiperbdlico;

= modelo Parella.

Modelos con supuestos especiales acerca del proceso de respuesta:
= para miultiples grupos;

= Jogisticos mixtos;

= para respuestas localmente dependientes;

= para tests con formato que permiten informacién parcial.
Santiesteban y Alvarado (2001) consideran una clasificacién més compacta:
= modelos para items dicotémicos;

= modelos para items politémicos;

= modelos para tiempo de respuesta;

= modelos componenciales y multidimensionales;

= modelos basados en suposiciones mas flexibles.

2.7.  Modelos para items dicotémicos

Los i{tems dicotémicos son aquellos en los que una respuesta de un sujeto serd clasi-
ficada en alguna de dos categorias, segtin responda correctamente o incorrectamente. Se
puntuard el item 1 si se responde correctamente y 0 si se hace incorrectamente. Si un
individuo no responde a un item se considerara su respuesta como incorrecta.

Veremos una serie de modelos para este tipo de items.

2.7.1. Modelo de ojiva normal

Fue primeramente propuesto por Lord (1952); y para introducir este modelo seguire-
mos a Baker (1992).

Consideremos una variable auxiliar I';(f) que indica la propensién a responder co-
rrectamente el item i en funcién del rasgo, con —oo < T'; < 0o y sea <y; un valor tal que
si I'; > v; el item se responde correctamente, o sea u;; = 1 y si I'; < v; el item se falla,
o sea u;; = 0. La variable I'; no es observable. Lo que se tiene son las respuestas de los
sujetos a cada ftem, o sea u;; con j =1,2,...,N.

Para modelizar a los items asumimos:
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a)T'; es una funcién lineal de 0, es decir,

Di=oa; +6if +¢ (2.6)

con ¢; = N(0,02%) y donde el rasgo se considera sin errores de medida.
Asi pues

Ti(0;) ~ N(o; + Bib;,02) (2.7)
Notemos por p;; la media de I';(6;), o sea p;; = a; + 8;0; luego
s \/27701-6 i dx (2.8)
Se tiene ademds que y; = a; + 5;0* para algun 6*, entonces haciendo el cambio de

(z—pij)

i

Plui; =110 = 0;) =

variable z = obtenemos:

o0 1 2
e 2dz (2.9)

Plui; =10 = 6,) = /7 v

y ademas

Vi — Mij _ ﬂi(Q* - 93‘)

g; gi

(2.10)
Podemos considerar 8; = 1 sin pérdida de generalidad obteniéndose finalmente que:

oo 1.
e 2dz (2.11)

P(uy; = 1|0 = 0;) = /_(ere*) v

g

o equivalentemente

(0;—6)

ED 1
oo V2T

Si llamamos b; = 0* y a; = - entonces el extremo superior del intervalo de integracién
(o
i

P(u;; =110 = 0;) = e~ dz (2.12)

queda a;(0; —b;) = a;0; —a;b;, y este se puede expresar como un modelo lineal poniendo
Ai =ai y & = aib;.
Luego, la probabilidad de responder correctamente el item i dado que el sujeto tiene

un nivel de rasgo 0; es

Pi(0;) =

T2dz= ——e 2d 2.13
oo \/2776 : PSS \/27re : ( )

Al parametro b; se le llama dificultad del item y representa el punto en la escala de

/ai(ej_bi) 1 .2 &i+Xib;  q 2

rasgo en el cual la probabilidad de responder correctamente el item es 0.5.
Al parametro a; se le llama indice de discriminacion del item i y es proporcional

a la pendiente de la CCI en el punto 8 = b;, como se puede comprobar directamente
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derivando y observando que P/ (b;) = \72’7 Hasta ahora no se han hecho supuestos sobre

la distribucion del rasgo en la poblacién. Si la distribucién es normal y no hay aciertos al

azar en el {tem, se puede establecer una conexién con la teoria clasica de test. Richardson

(1936) y Tucker (1946) mostraron que bajo esta condicién el coeficiente de correlacién

— L a
biserial pgy, cumple pgy, = S
Ademsds, si notamos la dificultad del item (segin la teorfa cldsica)por p;; Tucker

mostré que:

_ 1 /+o° —lezd
pi = NI e z
donde §; = b;pov, -
El modelo que acabamos de presentar es conocido como modelo de ojiva normal de
dos parametros. Existen variaciones de éste . Si suponemos que la discriminacién es uno,

obtenemos el modelo de un pardmetro que toma la forma

;b)) 1

Birnbaum (1968) incorpora la posibilidad de aciertos al azar agregando un pardmetro
y deduce el modelo de tres parametros.

ai(0;=b:) q 2

PZ(QJ) =c; + (1 - Cl)/_ ﬁe_%dz (2.15)

Barton y Lord (1981) han propuesto un modelo de cuatro pardmetros, que no discu-
tiremos aqui, ya que no aporta ventajas significativas respecto a los anteriores.

2.8. Modelos logisticos
Consideremos la funcién ¥(z) = 1_?% y sea ®(z) la distribucién normal acumulada,
Haley (1952) mostré que
|<I>(ai(9j — bl)) — \1/((1,702)(11(0J — b,))| < ,01 (216)

A partir de esta aproximacién, utilizandola en los modelos de ojiva normal, Birbaum
(1968) obtiene los modelos logisticos correspondientes:

eD(e.i_bi)
1-P)=—" "~ 2.17
(]) 1+€D(9j—bi) ( )
eDai(gj—bi)
2—PZ(9]):W (218)
eDa,y(Gj—bi,)
3_PZ(9j):C¢+(1_Cz)m (219)
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donde D=1.702

En general el parametro D se incorpora a los otros, y por lo tanto, de ahora en adelante
supondremos que D=1. Como ya hemos visto para los modelos de ojiva normal tenemos
que a; es el pardmetro de discriminacién, b; el pardmetro de dificultad y ¢; el parametro
que indica la posibilidad de aciertos al azar. Estos modelos tienen la ventaja de ser mucho

m&s manejables matematicamente y son los que cominmente se usan en TRI.
2.8.1. Logits

Para lograr un mayor significado del modelo en su interpretacién y para relacionarlo
con las regresiones logisticas, a veces se utilizan los logits.

Llamemos logit a la funcién de 6 :

P(uij = 1|9)

1 4 "7
" Pluy; = 0]9)

(2.20)

Esto nos indica la relacién entre acertar y fallar el item, por ejemplo un logit de 0
indica que % =1 o0 sea P(u;; = 1|0) = P(u;; = 0|0). Se verifica inmediatamente
que los logits para los diferentes modelos son:

- modelo de un parametro 6 — b;

- modelo de dos pardmetros a;(6 — b;)
- modelo de tres parametros a;(f — b;) (tomando In %)

El logit también es 1til para comparar sujetos pues:

P(u;;=1|61)
In[ECs=000 g _ P(uy =16) | Plui; = 1|02)
IHM P(uij :0‘01) P(uij =O|92)
P(ui;=0]02)

Esta diferencia segin el caso es igual a:

a) 61 — 05 para el modelo de dos pardmetros
b) a;(01 — 63) para los modelos de dos y tres pardmetros.

Es claro que los modelos logisticos se pueden también obtener del hecho de suponer
que los logits son una funcién lineal de la habilidad. Por ejemplo, para el modelo de dos

pardmetros

P(ui; = 1|0 = 6;)
P(ui; = 0[© = 0;)

2.9. FEscala de 0

Un problema importante es la identificabilidad dentro de la teoria de respuesta al
item.

Un test no puede dar més que informacién sobre la ordenacién de los examinados.
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Para ver esto consideremos una transformacion mondétona 7 = g(6).

Entonces,
P(0) = P(g~'(g9(9))) = P(g~ (7)) = P*(7)
donde ahora
P*=Pog!

es ahora la curva caracteristica del item relativa a 7.

Los modelos establecidos no determinan el origen ni las unidades de 6, es decir si se
utiliza otro origen y se cambian las unidades de 6 y si se corrigen los parametros adecua-
damente, se obtendrén las mismas probabilidades P(6). Es claro que surge como pregunta

natural cudles son esas transformaciones. En todos los casos consideramos D = 1.

2.9.1. Modelo logistico de un parametro
Teorema 2.9.1. Dado el item i que se describe mediante el modelo de un pardmetro
0—b;
e T
PO) = —.
() 1+ ef—bi

Si se transforman € y b; sumando una constante a cada uno, la probabilidad permanece

incambiada y el modelo se mantiene.

Demostracién:
Sea k un numero real y transformemos 6 y b, mediante ' = 0 +k y b, = b, + k
entonces:

eQ’—b; e@—&-k—bi—k) ea—bi

PO)

2.9.2.  Modelo logistico de dos parametros

= P(6)

T 14l T4 efthbik ]y e0—bi

Teorema 2.9.2. Dado el item i que se describe mediante el modelo de dos pardmetros:
eai (Gbe)
P(Q) = 1 + eai(aqu;) :

Si se transforman 60, b; y a; mediante: 8’ = m6 + k b; = mb; + k aj = % con m y k

constantes arbitrarias, entonces la probabilidad permanece incambiada y el modelo se

mantiene.
Demostracién:
o (0/ =) o 5k (mbi+k—mb;—k) i (0—b)
)= - == —
PO =1 T eaiO=b) — 14 oo (mbith—mbi—k) 14 eu(0=b) P().
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2.9.3. Modelo logistico de tres parametros
Teorema 2.9.3. Dado el item i que se describe mediante el modelo de tres pardmetros
i (0-b;)
PO)=c + [EprRCEmE

Si se transforman 6, b; y a; mediante: 0 = mf + k b = mb; +k aj = % y ¢; no
se transforma, o sea ¢ — ¢; con m y k constantes arbitrarias, entonces la probabilidad

permanece incambiada y el modelo se mantiene.

Demostracién:

, . , ea;(G'fb;) e%(mbiﬁLk*mbi*k)
P0)=c+(1-¢c) 1t 602(97/—%) =c¢+(1-¢) T T E—— =
eai(é‘—bi)
ci+ (1 —Ci)m = P(0)

2.10. Modelo de Rasch

Al modelo logistico de un parametro se le llama modelo de Rasch justamente por ser
propuesto por Rasch en 1960. El modelo de Rasch es un caso particular del modelo de
Birnbaum (1968) de tres pardametros, si consideramos que el pardmetro de seudoazar es
0 y la discriminacién es igual para todos los ftems (en general se toma igual a 1). Este
modelo tiene ventajas importantes pues la funcién de verosimilitud condicional toma
una forma muy sencilla. Una caracteristica importante de este tipo de modelo es que
la puntuacion total del sujeto es un estadistico suficiente para 6. Esto significa que la
probabilidad de un vector de respuestas dado depende tinicamente de la puntuacién total.

Rasch (1960) en su libro Probabilistic models for some intelligence and attainment
tests se acerca al analisis de los tests desde un marco probabilistico. Presenta alli tres
modelos diferentes: uno para el nimero de errores en la lectura de un texto, otro para
la velocidad de lectura y otro para los items de un test. Este ultimo modelo sera luego
conocido como modelo de Rasch.

La presentacion matematica del modelo se basa en una matriz de datos bidimensional
obtenida al administrar n items a N examinados. Las respuestas son puntuadas en forma
dicotémica u;; = 0,1 donde ¢ indica el item y j al sujeto. A cada individuo se asocia
un vector columna y notaremos por U = [u;;] la matriz nxN, la matriz de datos antes
mencionada. El vector que tiene los marginales de las columnas u ; es el vector de las
puntuaciones totales r; de los examinados y el que tiene los marginales de las filas u;. es
el vector de las puntuaciones s; de los items.

En este contexto Rasch emplea dos simbolos, 1; € [0, 0c], llamado la habilidad del

examinado y §; € [0, oc], llamado la dificultad del {tem.

Universidad de la Reptblica



Define la razén &; = g—f y la llama parametro situacional; se nota que la anterior
razén también se puede definir como ;; = n;¢; donde €; es el pardmetro de facilidad. Es
decir 6; = E% que sirve como parametro de localizacién. Es bueno observar que en este
caso la dificultad del item no es la misma dificultad que hemos visto en los modelos de

dos y tres pardmetros.

J
14z

y [0,1], para poder conectar a la variable &;; con una probabilidad. Se tiene entonces que

Rasch utiliz6 la funcién f(z) = la cual es el clasico ejemplo de biyeccion entre R

§ij
(w1 = 1) = - (222)
y
Plugy = 0fég) =1 —S5 - — L (2.23)
N N 1+&;  1+&; '
luego utilizando que &;; = § y sustituyendo
N n
P(ug; = 1|n;,6;) = —2— = — (2.24)
’ ! 1+ % 0; +n;
y
P( 0ln;,6:) ! 0 (2.25)
Ui' = 77-, i) = ; = .
/ / L+3 0+
a partir de esto la forma general de la probabilidad de respuesta queda:
gy
P(u;i|n, 6;) = ———— 2.26
(uiz|nj, 6:) 1+ % ( )
El parametro situacional también puede definirse en términos de odds ratio, o sea:
nj
v = -8 6 S, :
P(u;; = 0|n;,0;) S 0
El parametro situacional permanece incambiado ante cambios de escala, pues si mul-
tiplicamos la habilidad y la dificultad por una constante K se tienen que &;; = f{gj = Z—Z

En el principio dijimos que el modelo de Rasch es un caso particular del modelo de
Birnbaum, esto es asi pues si definimos §; = Inn; y 8; = Ind; entonces,
(601 e—ﬂi)uij e(0;—B:)
L+elie=Bi 14 el0=5i)

P(uij|0;, B:) = (2.28)

Es decir que podremos trabajar con cualquiera de las dos expresiones.

Probemos ahora lo afirmado anteriormente.

Teorema 2.10.1. La puntuacién total del sujeto es un estadistico suficiente para 6.

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica



46

Demostracién:

Recordemos: si dada una muestra aleatoria simple X7, Xs,...X,, de una densidad
f(z,0), el estadistico 0 es un estadistico suficiente para 6; si dado otro estadistico 6,
la distribucién condicional p(@*@) no contiene a #, o sea 6* no proporciona ninguna
informacién sobre 8 que no haya sido dada por 0.

Ademss el teorema de factorizacién nos dice que si la verosimilitud L se descompone
como L = h(0, /o\)k(Xl,Xg, ...X,) donde k(X1, Xs,...X,) no depende de 6, entonces 0
es un estadistico suficiente para 6.

Si calculamos la verosimilitud de un determinado patrén de respuestas tenemos:

L= P(us,us, ..., unl6) = [] Plusl0) (2.20)

=1

donde w; puede tomar los valores 0 y 1, luego:

L =TT R0 Qo) =L )" Qilo) (2.30)

i=1 i=1

de donde

n e~ D(0-bi))—1 n
=114 ) @@ = [T P (23

luego

n
L= P02 JTQi(0)e P 20 b (2.32)
i=1
Si consideramos 0 = >-7 wi, la igualdad anterior nos muestra que es un estadistico

suficiente para 6 ya que:

n

L =P T[Qi0)e PEi b (2.33)

i=1

con h(6, 5) = 6D9§H?=1 Qi(0) y k(ur,ug, ... uy) = e P2ibiw

Ademas de ser la puntuacién total un estadistico suficiente, el modelo de Rasch posee
la propiedad llamada de objetividad especifica. Esta propiedad nos dice que si aplicamos
n items que se ajustan al modelo de Rasch sobre subpoblaciones que tienen rasgos 6
y 62, entonces para todo item 4, si comparamos las razones de probabilidades en las
subpoblaciones, ésta serd igual a la diferencia de los valores de los rasgos, es decir:

Pi(6h) Pi(62)

[In( ) — ln(Qi(Gz

/D =61 — 0> (2.34)

~—
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Esto debido a que

RO | [ erp(=Dalty b))
Qi(01) 1 —[1+ exp(—Da(61 —b;))]~*

e igualmente para f5. La propiedad es objetiva pues la relacién no depende del item

In(

) =D(01 —b;) (2.35)

i utilizado y es especifica pues depende de los n items que estiman el rasgo. Cualquier
modelo de un parametro para datos dicotéomicos tiene esta propiedad. De los modelos
logisticos sélo el modelo de Rasch tiene las propiedades de objetividad especifica y de
poseer un estadistico suficiente para la aptitud; esto permite que se mantengan las pro-
piedades de la escala de intervalo para examinados e ftems.

Los modelos de Rasch en items de respuesta miltiple, en general, no ajustan correc-
tamente, aunque hay desarrollos que tratan de sobreponerse a este problema.

Sigamos con el enfoque de Rasch de su modelo y cémo dedujo las probabilidades
utilizando matemdatica combinatoria.

Tenemos que

(3“9 (nye;) s
P(u;i|n;, 8;) = 2io— = Y
( Umj’ l) 1+b% 1+mnj e

luego dada la independencia local, la probabilidad de un patrén dado seré:

L= (nje)™s T e
Pluys g .ty |m) = Lli= _ 2.36
(U1j>u2]7 , U j|nj) H?:1(1+77]61) H?:1(1+77]61) ( )

Si queremos calcular la probabilidad de obtener una puntuacién de r se debe observar

que esta puntuacién se puede obtener de (Zf) maneras, luego

t n Wig
P( o | ) o Z((uij):u.j:r} Il &
wj=TNy) = (1m0

Tenemos que:

Z He (e1€2...€;) + (€2€3...€6,41) + ... + (En—r€a...€,)

{(“U) U *T} i=1

Como

n n - " u”
ZP(UJIT|77J):Z ]Z{ U) -J }H 1 ’L _1

r=0 r=0 Hizl (1 + nj 61)

entonces

n n
2 2 4 =1la+me)
=1

r=0 " {(usy)u =r}i=1

Si calculamos la probabilidad de un determinado patron de respuestas dado que la

puntuacion total es r se tiene que:
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T e
P((UZJ)‘UJ _ T) — ((UJ)|773) — [T, (T+mje) (237)

u’L
P(uj = Tlnj) 77] Z:{(u”) u =1} Hz 1€ ’
[T 1(1+’77€1)
n Uij
Hz 1 €
u”
E{ (uij)iu.j=r} H’L 16

P((uij)lu;=1) = (2.38)

Lo primero que se observa es que en esta probabilidad condicional no aparece el
parametro de habilidad, o sea, dado un puntaje la probabilidad de un determinado patrén,
solo depende de los pardametros de los items. Esto también nos conduce al hecho de que
una vez obtenido u ; toda otra informacién de cémo se obtuvo el puntaje es innecesaria
para estimar la habilidad, o sea u_; es un estadistico suficiente. Para los n sujetos en los
n items tenemos que:

N n N n €;) Ui
P(Cuy)l()(ex)) = TTTT Plwshs o) = Hnjflgfl(iﬁ;) (2.39)

queda entonces

H]'V:1 ;- H;L:1 €t H 1 n; Hz L6
P((uij)|(n;)(e)) = HJ Hjn = T HJ 2.40
((wiz)|(nj)(€)) Y0+ Y 0+ e (2.40)

Sear=7r1+..+ryys=s1+..+ 5, ysean los conjuntos
A = {matrices[u] : (u;.) = (8:); (u.j) = (1;)}
Aj = {matricesfui;] : (u;) = (r;)}

= {matrices[u;] : (ui) = (s:)}

Tenemos que #A es el numero de formas de obtener este tipo de puntuaciones. A
partir de esto:

P((ug = rj)(ui. = s;)|(etay)(€)) = 1;1\;]:1 ' [l &
[T, T2y (1 +mje0)

#A (2.41)
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luego
P([uijl|(uj = rj)(ui. = 8;)) = ZA (2.42)

Esto muestra que r; es un estadistico suficiente para n; y s; para ¢; ya que la probabili-
dad condicional es independiente de todos los parametros. Operando Rasch se llega a que:

#AH 177 HN177U'.
P((uy = 7j)|(us. J J=1 J J 2.43
(g =l =) = Tt = o bt (2.43)
Pllus. = s)\(u, = ry)e) = <Al e (2.44)

a Zs #ATim, Eta;j a Zi [T eta;j

Esto muestra la separacion de pardametros dado que la primera ecuacién no involucra
los parametros de los items y la segunda los parametros de habilidad. La importancia
de este hallazgo radica en que se puede utilizar este resultado para la estimacién de los

pardmetros.

2.11. Funcién de informacion

Birnbaum (1968) define la funcién de informacién para una puntuacién X como la
razén entre el cuadrado de la pendiente de la regresién de X|0 y el error estindar de
medida de X para un 6 dado:

0,
( lg;\e)Q

(6, X) = 2 (2.45)

9%16
y cuando esa puntuacion corresponde a la de un item i esta funcién se puede expresar

N L (O]
LO = 50,0

Esto tiene conexién con la estimacion por méxima verosimilitud de la habilidad y

(2.46)

con la distribucién muestral. Cuando Birnbaum (1968) desarroll6 su trabajo original, el
medio de obtener el estimador por maxima verosimilitud de la habilidad, no habia sido

desarrollado totalmente. Cramer demostré bajo condiciones generales que los estimadores

/. s . N 2
méximo verosimiles, por ejemplo 6, alcanzan la cota de Cramer-Rao —F (2 agéL ) donde
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L es la verosimilitud, son insesgados E(f) = 6 y tienen distribucién asintGtica normal
con varianza el inverso de dicha cota, o sea, el inverso de la informacién de Fisher.
Concretamente: asintéticamente,

~ 1 1
0 N6, 75) = N, _W) (2.47)

Analicemos la informacién de Fisher en nuestro caso. Supongamos que un individuo
responde a un test de n items y sus respuestas son puntuadas 0 si falla o 1 si acierta.
Ademas, supongamos conocidos los parametros del item. Notemos por u;; a la variable
dicotémica que representa la respuesta del sujeto j al item i.

Sea para el individuo j el vector de respuestas condicionado a su nivel de rasgo U; =
(u1j, ugj, ..., unj|0;). Bajo el principio de independencia local las u;; son independientes,
a partir de esto la verosimilitud queda:

Ui j lfuij
P(U;6,) H P Q;; (2.48)
donde P;; = P;(6;).
Tomando logaritmo:
InL = In P(U;|6;) =Y [ui; In Pij + (1 — ;) In Qs (2.49)
i=1

en la dltima expresién omitimos 6; en P y Q para simplificar la notacién. Ahora,

dlnL <~ OlnPy AnQ,. <~ P ;-
= Z[ 2] : + (1 _uij) J] = Z[U” J + (1 —uij) J] (250)

o0, 2" 5, o9, |~ 2P, Qs
220; = g[uijpjp'%—}ﬂ +(1- uU)Q”U”] (2.51)
tomando esperanza:
B - ;[PPPP_P + 1=y B

i[P;J/P” B Pl/JQ + Ql] - 7.]] i Pi/Jl'PijQij Qlj + Q Ql] i Q/QP
Pij Qz_] 1 ijQz]

=1 =
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z": PjjPiQi; — P Qi + (= Pj)Qi Py — (=Pj)* Py _ z": —PQi; — PP,
i=1

Pi;Qij pt Pi;Qij
n _P/2 _ ) P/2P n Pl2
; Pz]QU Z P ng
luego
9*L "L P2(0;)
10;) = —E(=5) = —_—t g 2.52
0) = ~EGgz) = 2 0,00 (252)

que es la informacién del test y se descompone en la suma de las contribuciones de

cada item, por lo cual se define la informacién del item como:

I;(60;) = 7 (2.53)

~ 1 1

n Pz‘/2(9")
1(0) 2i=1 PeQ. @)

) (2.54)

esto nos permite a un nivel dado 6; establecer intervalos de confianza para 6; para un

nivel o mediante 6 + za% donde z, se determina a partir de la distribucién normal.
Nos interesa ver como queda la funcion de informacién para cada uno de los modelos.

En todos los casos consideramos D=1

Modelo normal:

n ) a3 (0—b:)*
1(0) = L
0 =2 p @00
Modelo de un parametro:

P{(0) = P;(0)Qi(9)
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Modelo de dos pardametros:

P/(0) = a; P,(0)Qi(0)

y
1(6) =) a; Pi(6)Qi(6)
i=1
Modelo de tres parametros:
Pl(0) = ai[P(0) — ¢;]Qi(0)
1-— C;
y

— a?[P;(0) — ¢;]*Qi(0)
Pi(0)(1 —¢;)?

Pasemos ahora a comentar algunos hechos interesantes de la funcién de informacion
de los items. Ya vimos que la suma de las funciones de informacién de los items da la
funcién de informacion del test. Esta propiedad nos permite, por lo tanto, si se tuvieran
suficientes items, llegar a la funcién de informacién del test que deseamos, adicionando
items convenientes al test. Actualmente, la funcién de informacién de los items es de
las herramientas més utilizadas por quienes construyen tests, permitiéndoles mediante la
combinacion de los items obtener tests ajustados a sus necesidades. La funcién de infor-
macién del item es un poderoso instrumento para el analisis de los items, no solamente
por la cantidad de informacién que el item aporta a la medida de 6, sino también a
qué nivel de 0 aporta dicha informacién. También la funcién de informacién de los items
se utiliza mucho en los tests adaptativos computarizados.

El valor de rasgo que aporta maxima informacién para un item dado es para el modelo
de uno y dos parametros # = b;, con informacién en ese punto igual a 0,25 en el modelo
de un pardmetro, y 0,25a7 en el de dos.

Para el modelo de tres pardmetros § = b; + a% 1n[1+7vé+80"] y la informaciéon maxima
es &[1 —20¢; — 8¢ + (1 + 8¢;)%/?].

Una manera de medir la eficacia de dos tests para un valor dado de 6 es mediante su

eficiencia relativa definida como el cociente de sus funciones de informacién:
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2.12. Estimacion

Una vez definido el modelo a utilizar deben estimarse sus pardametros lo que usualmen-
te se denomina calibracién del item. Otro problema es estimar los rasgos o habilidades de
los sujetos. Hay varios procedimientos para llevar a cabo la estimacion de los items, como
ser los procedimentos basados en maxima verosimilitud y métodos bayesianos. También
se pueden estimar los pardmetros de los items suponiendo conocida la habilidad, o estimar
la habilidad suponiendo conocidos los pardametros de los items. Asimismo se puede esti-
mar al mismo tiempo los pardametros de los items y el rasgo. La importancia de encontrar
procedimientos que provean de estimadores que tengan buenas propiedades estadisticas
es clara; pero ademas que sean eficientes computacionalmente ya que si estimamos los
parametros de n items y el rasgo de N sujetos, si utilizamos un modelo de tres pardme-
tros, habria 3n+N pardmetros a estimar (aunque en realidad luego de fijar la escala se
tendrdn que estimar 3n+N-2 pardmetros) lo cual para valores grandes de N y n puede
ser muy costoso desde el punto de vista computacional. A su vez, para tener una buena
estimacién se necesita que el tamano de la muestra sea grande, lo cual todavia acentia
el problema anterior.

Primeramente veamos un proceso para hallar raices de funciones que nos sera de

utilidad durante el proceso de estimacién.
2.12.1. Método de Newton Raphson

Este es un algoritmo genérico para hallar raices de funciones. Nosotros lo veremos en
el contexto de nuestro problema, por esto nos remitimos a hallar raices de gradientes.

En lo que viene tendremos que obtener en varias oportunidades el maximo de una fun-
cién escalar de varias variables H(x1, .., ). Para ello, primeramente, deberemos obtener
los puntos estacionarios, o sea los puntos donde se anula el gradiente.

Nuestro problema se reduce entonces a encontrar los puntos donde

(BH(xl,...,xk) 8H(m1,...,xk))
e e B

En reiteradas ocasiones el sistema anterior no se puede resolver explicitamente. Vere-

=(0,....,0) (2.55)

mos un método que nos permite aproximarnos a la solucién.
Recordemos primero el desarrollo de Taylor de primer orden para campos vectoriales.
Sea f: S — R™ con S C R™ entonces

fla+v) = f(a)+ Df(a)v+ ||v] E(a,v) (2.56)

donde E(a,v) — 0si v — 0 con

Difi(a) Dafi(a) ... Dypfi(a)
Df(a) = . . (2.57)

lem(a) DQfm(a) anm(a)
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Como en nuestro caso particular trabajaremos con 3, 2 o 1 variable, o podremos re-
ducirlo a este caso mediante algunos supuestos, desarrollaremos la solucién para el caso
de 2 variables, pues ya es un caso multivariado y es lo suficientemente simple para desa-
rrollarlo sin complicaciones de notaciéon. Tomar este caso no tiene pérdida de generalidad

y puede extenderse el resultado de manera natural a cualquier dimensién.

Consideremos entonces ahora la funcién definida por: f : R2 — R? que lleva:

OH 0H

5 oy

(z,y) — (

Consideremos dos puntos del plano (z,y:) v (Z¢+1, yr+1) tales que:

($t+lyyt+1) = (ﬂfmyt) + (Awt7Ayt) (2~58)

Aplicando el desarrollo anterior a esta funcién obtenemos:

oH oH ’H  9°H A

ox _ Ox + 0z2 0z0y Tt +
oH - AL 8°H  9°H A

9y /41 dy )¢ oyox Iy )4 Y

HI(Aze, Ay) | E((e, y1 ), (Aze, Ayy))

Despreciando los términos de mayor orden; utilizando que

OH 0L

) =(0,0)

obtenemos el sistema de ecuaciones:

L 9L 8*H
_[E](rt,yt) = [W](It»yt)Axt + [azay](mt»yt)Ayt
(2.59)
L 9%L 9%H
_[@](It,yt) = [Tyz](mt»%)Ayt + [ayaz](rt,yt)Axt
o sea:
oL 8°L  8°H
e _ _ | % ozoy Az (2.60)
oL L 9°H Ay '
W/ (we0) o2 0y0z / (2,4, !
de donde
o’L a2 \ ! oL
Axt _ 62m2’ aagay oz (261)
Ay, 9’L  9°H oL
oy? Oyox (z¢,y¢) 9y (z+,yt)
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Asi, esto nos permite definir un proceso iterativo para hallar los puntos estacionarios
de la funcién H. Dado un punto de inicio (77, %1) definimos en forma recurrente los su-

cesivos puntos que aproximan la solucién por

(@e41, Yer1) = (@4, ye) + (Azy, Ayy) (2.62)

L 8°H \ '/ oL
z _ z _ 0z2 Oxdy Ox (2 63)
- ’L  9*H oL :
Yy t+1 Y/ dy?  Oydx /) 9y /¢

el algoritmo continda hasta que |(@ty1,¥:+1) — (2t,y:)| < € con € un valor pequeno

prefijado.

A modo de generalizacién es trivial darse cuenta que si la funcién H depende de n

variables z;, ¢ = 1, ...n para hallar los ceros del gradiente el algortitmo queda

-1

x1 T Hyp ... Hin H,
= : - : : : : (2.64)

T
LA | t t t

donde H;; = 0*H

aibiax]‘ .

2.12.2.  Estimacién por maxima verosimilitud

Supongamos que tenemos una funcién de densidad p(x|©) determinada por un conjun-
to de parametros ©. Tenemos una muestra aleatoria simple de tamano n de observaciones
con esta distribucién, sea X = {x1,...,2,}. Como son independientes la densidad con-

junta de esta muestra es:

p(x16) = [[ p(wi[0) = L(©IX) (2.65)
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La funcién L se llama verosimilitud de los pardmetros dado los datos. El método de
méxima verosimilitud propone estimar los parametros maximizando la funcién de vero-
similitud, o sea los estimadores son:

0" = argmazre L(0|X) (2.66)

En general, en vez de maximizar L se maximiza In L pues es mas sencillo. Los esti-
madores méximo verosimiles son de los méas usados en estadistica debido a sus buenas

propiedades formales. Estos estimadores:

a) son insesgados o asintéticamente insesgados y consistentes;

b) son estadisticos suficientes o funcién de ellos;

¢) son eficientes;

d) son asintéticamente normales y alcanzan la cota de Cramer-Rao.

Concretamente su distribucién en muestras grandes se puede enunciar como: Los es-
timadores maximo-verosimiles 61,05...,0; de los parametros de una distribucién dada por
f(z,01,05...,0;) para muestras de tamano n, tienen, para muestras grandes, una distri-
bucién que se aproxima a la normal multivariante de medias 61,65, ...,0; y matriz nR

YO 2 .
en la forma cuadratica en donde: r;; = —E[#a% In f(z,01,05...,0;)]. Las varianzas y

covarianzas de los estimadores son (1/n)R™!.

Esta propiedad se relaciona con la informacion de Fisher. Asintéticamente,

~ 1 1
I N0 ) =N papny)

2.12.3.  Algoritmo EM

Este algoritmo fue propuesto por primera vez por Dempster, Laird y Rubin (1977) y
es un algoritmo iterativo para obtener estimadores de maxima verosimilitud cuando las
observaciones pueden ser vistas como datos incompletos o hay valores perdidos. Hay dos

aplicaciones principales de este algoritmo: una es cuando hay valores missing debido a
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problemas o limitaciones en el proceso de observacion. El segundo caso es cuando optimi-
zar la verosimilitud es analiticamente intratable pero puede ser simplificada asumiendo
la existencia y valores de parametros no observados u ocultos. El algoritmo se llama EM
porque se compone de un paso donde se toman esperanzas seguido por un paso de maxi-
mizacion. Supongamos que los datos observados X son generados por alguna distribucién,
llamaremos X a los datos incompletos. Supongamos que los datos completos vienen dados
por Z=(X,Y) y tienen densidad conjunta p(z|0©) = p(x,y|0) = p(y|z, O)p(z|O)

Podemos definir una nueva funcién de verosimilitud llamada la verosimilitud para los
datos completos, definida por:

L(©]Z) = L(O|X,Y) = p(X,Y|0)

Esta funcién es una variable aleatoria pues Y es desconocido y aleatorio. Podemos
pensar entonces L(O]|X,Y) = hx o(Y) donde X y © en esta funcién son constantes e ¥’
una variable aleatoria.

El algoritmo EM primero encuentra el valor esperado del logaritmo de la verosimili-
tud para los datos completos con respecto a los datos desconocidos Y, dado los valores
observados X y los estimadores de los parametros en ese momento. Esto es, se define:
Q(©,0071Y) = E(lnp(X,Y|0)|X,00~1) donde ©0¢~Y son los pardmetros actuales usa-
dos para evaluar las esperanzas y © son los nuevos parametros. En la expresién previa X
y ©0~1) son constantes, Y es una variable aleatoria que tiene distribucién fylX, Ql-1)

y O los parametros a estimar. Calculando la esperanza condicional tenemos:

E(lnp(X,Y]©)|X,00 V) == / lnp(X, y10) £ (4] X, 06D dy (2.67)
yeN

donde f(y|X,00~1) es la distribucién marginal de los datos no observados y es de-
pendiente de X y de los parametros observados, €2 es el espacio de valores de y. El célculo
de esta esperanza se denomina paso E. Luego, el segundo paso consiste en maximizar

Q(©,007Y) o sea:

0! = argmazeQ(©,00 1) (2.68)

Una modificacién del algoritmo EM consiste, en vez de maximizar Q, en encontrar
algiin ©' tal que Q(©%,00~1) > Q(0,00~1),
Esta modificacién da origen al algoritmo EM generalizado (GEM). Dumpster et al. (1977)

prueban que en cada iteracion crece el logaritmo de la verosimilitud y que el algoritmo
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converge a un maximo local de la verosimilitud. También dan tasas y velocidades de

convergencia.

2.12.4.  Revision de los procedimientos

En esta seccién se pretende hacer un recuento de los métodos y circunstancias en
que se aplican. En las secciones siguientes veremos los algoritmos. En general, se aplican
métodos basados en maxima verosimilitud o bayesianos.

Una primera divisién, no de métodos pero si de nuestros objetos a estimar, es si:

1- Se estiman los parametros de los items suponiendo conocida la habilidad. Se em-
plean procedimientos por:

a) maxima verosimilitud,
b) bayesianos y
¢) mfnimo y2.

2- Se estima la habilidad suponiendo conocidos los parametros de los items. Estima-

cién por:
a) méxima verosimilitud,
b) bayesiana.

3- Se estiman los pardametros de los items y la habilidad. Estimacion:

a) conjunta por maxima verosimilitud,
b) por méxima verosimilitud condicional,
¢) por mixima verosimilitud marginal,
d) bayesiana.

4- Métodos alternativos.

Detallamos aqui métodos alternativos que pretenden dar procedimientos de bajo coste
computacional. Dentro de éstos estd el que utiliza la correlacion biserial puntual y la
dificutad del {tem (este método se verd luego como parte de los algoritmos para encontrar
estimaciones iniciales). También estd el método de Urry para estimar los pardmetros del
modelo 3P. Verhelst y Molenaar (1988) usan regresion logistica con métodos iterativos.

En la estimacion aparecen ciertos detalles a tener en cuenta. El primero tiene que
ver con el problema de la identificacién y es producto de lo que vimos en el trabajo de
TRI de cémo si sumamos una constante a la dificultad de los items y al rasgo, la CCI
permanece invariante. Para resolver este problema veremos que se fijard la media de 6 a
cero y su varianza a 1 (por consiguiente también se transformard la dificultad del {tem).

Se han probado resultados sobre la convergencia de los estimadores:

a) Si los pardmetros de los ftems son conocidos el estimador méximo verosimil 9 de
la habilidad converge a 6 si el numero de items es suficientemente grande.

b) Si la aptitud es conocida los estimadores méximo verosimiles de los pardmetros de
los ftems convergen al valor de esos parametros si el nimero de examinados es suficien-

temente grande.
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¢) Si se estiman conjuntamente los pardmetros de los items y la habilidad, los pardme-
tros de los {tems son estructurales y los de la habilidad incidentales (pues crece el niimero
de pardmetros al aumentar la muestra). En este caso los estimadores de los pardmetros
de los items no convergen a sus parametros cuando la muestra de examinados se in-
crementa. Sin embargo, se logra consistencia si ademés se hace que el nimero de items
tienda a infinito. Es decir, para la estimacion simultdnea se necesitan grandes muestras
de examinados y de items.

Describiremos ahora diferentes procedimientos y deduciremos los algoritmos, asi como

sus propiedades.
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2.13. Estimaciéon de los parametros de la curva caracteristica
del item conocida la habilidad

2.13.1. Estimacién del modelo de ojiva normal por maxima verosimilitud

Supongamos que tenemos k grupos, constituido cada uno por f; sujetos que poseen la
habilidad 6;, donde j = 1...k. De cada grupo tenemos que r; responden correctamente y
por lo tanto f; —r; responden incorrectamente. Sea R = (r1,r2, ..., 7)) el vector de RF de
respuestas correctas y sea p(6;) = p; = % la proporcién de aciertos y por lo tanto ¢(0;) =
q; = 1‘7]0;]” la proporcién de errores. Asumimos que r; se distribuye binomialmente para
cada §; con pardmetros f; y P;, donde P; es la verdadera probabilidad de responder
correctamente. Asi pues E(r;) = f;P; y V(r;) = f;P;Q;. Podemos entonces calcular la
esperanza de la proporcién de aciertos obteniendo: E(p;) = E(;j )=+ E(rj) P;.

En el modelo de ojiva normal tenemos que:

o= [T g [ L (2.69)
P, =P;(¢,\ 0, :/ e~ 2dt :/ e 2dt 2.69
’ ! ! —(cro;) V2T o Vor

La funcion de verosimilitud del vector R es:

|
L=P@R) =[] MfiP”Qf"” (2.70)
entonces el logaritmo de la verosimilitud es

k
InL = Zln T, = —|—Zr]1n —|—Z ;) In(Q;) (2.71)

] j=1

A los efectos de maximizar el logaritmo de la verosimilitud, encontramos sus puntos

estacionarios; resolvemos:

OlnL 3lnL)
o¢ 7 oA

VinL = ( = (0,0) (2.72)

Sea p(z) = \/%efé la funcién de densidad normal. Su derivada es:

22

Jem T = —xp(x)

NN
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Aplicando derivada de la funcién compuesta se tiene que:

oP; _ 0P (4 1 ot |
o¢ A+, o em = ¢(C+20;)
OP; _ 0P O(C+ ;) _ L
N (VS B W S

Con lo anterior ahora es facil calcular el gradiente.

alnL z’“: 19P;
J

k 1 0Q;
P, ac +j§::1(fj _TJ)QTTCJ

81nL zk: +)\0

Como r; = fjp; entonces:

oL & (¢ + ) Fie(¢+20;)
_ E . — f. E . _ p.
aC jzl[f]pJ f] PQ] i PQ] J J)

Por otro lado,

(2.73)

(2.74)

(2.75)
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= P;Q;
entonces,
Ol & @(C + \;)
=" Jili — PO :
a)\ ; JW J177 Pij
Se obtuvo el sistema,
Mo+ M)
ny P.Q,; (J PJ):O
j=1 J]

(2.76)

Lema 2.13.1. Sea z; el desvio normal correspondiente a p; y Z; el correspondiente al

~ pi—P;
modelo. Entonces, z; — Z; W
Demostracion:
_ ptoo 1 _t2 _ ptoo 1 _2
Sean P; = ffzj =€ zdlypj = fizj Vi dt

luego al aplicar el teorema del valor medio obtenemos:

P YL -2 d
P — . = —e 2
j J ., o

~~

O sea,
pj — b

o(CFN0y) = (25— Zj)

. P, . .
Sustituyendo % por z; — Z; en las ecuaciones anteriores obtenemos:
J

k
Zf]w] —-Z;)=0
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=0

Z fiw;(z; )0;

o(&+20;)?
P;Q;

donde w; =

Es claro ahora que el proceso es ajustar una recta de regresion lineal con pesos. Estas

ecuaciones no pueden ser resueltas directamente para obtener las estimaciones de los

pardmetros. El problema radica en que Z; depende de los valores de ¢ y A.

Para resolver las ecuaciones de verosimilitud comenzaremos utilizando el procedimien-

to de Newton Raphson. Para esto debemos determinar la matriz hessiana. Tenemos:

92InL
o¢?

3] 420, i —P;
(P2t nr)

fJ‘P (C+ A,)
=3¢ {Z PO, [p; -

— [p(¢+ 705)(pj —

Pj]}

o(P;Q;
Py) 2550 |

(PQ5)?

k
- ij
j=1

{Pij [0 (CH20;)p; —(9(CHA0;)2+ P’ (C+>\9j))]*[90(C+>\9j)(Pj*Pj)(*@(C+A9]‘)Pj+w(€+>\9j)Q7‘)]}

= Z§=1 i

(P;Q;)?
z’f: 3 {Pij[—(CHHj)(pj — Pj) — (¢4 M0;)] — [p(C + N0;) (p; — P)(Qy _pj)]}
= (P;Qj)?
k
P(C+ A0;)(p; — Pj)[— (¢ + A0;) P Q5 — (¢ + A0j)( Fi0(C + 20;)2P;Q;
Z:: (PjQ;)? Z (PjQ;)?
luego,
0*InL fie(C+ N0,)(pj — Pj) <p(§+/\0) C+/\9 Fi0(C+ N;)?
57 Z J oy L2 (C+N0;)— P Z JiP\6 T A )™ 50,

Universidad de la Reptblica



apP; aPJ 0.

_ 2InL
Dado que 33t =

;, podemos obtener facilmente 2 Saz~ a partir de &nL

acz

2L Zmuw — P

O(C+M0;) (¢ + M) b fio(C+ X05)202
R e

P; Qj P;Q;

[—(C+M0;)—

Jj=1

Andlogamente obtenemos,

0?InL _ 0?InL _
ONOC  OCON

[—(¢+26;)—

k
0(C+70;)(p; — P
e

29, ‘P(C'ﬁ‘)\ej)_’_‘:o(c—f‘)\ej)wj_i Fi0(C + 70,)26;
J

P; Qj P;Q;

Para simplificar nuestro problema utilizaremos el método de Fisher que consiste en
reemplazar la matriz hessiana por su esperanza. Asi tenemos que, si tomamos esperanza

como E(p;) = P;, el primer término de cada ecuacién se anula y nos queda:

621nL fi0(C +/\9
E 3<2 Z S ZwaJ
#2InL fj<p(<+w per &
0?InL B 82111L fjgo —|—/\9
E aAag)_E 8C8)\ Z fo“’?

Asi tenemos que resolver el sistema,
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ij w B ACthywarA)\thywy

ijwj fg]‘+/\0))9 —Angije +A)\thij,92
Jj=1 j=1 j=1

o sea,

= = 7 -1 k ( J j)
( ¢ > . ( ¢ ) +< 2;;:1 fiw; Zzzl fjw;0; ) ( 2= it ¢€<+PA§> )
A 41 A . 2= fiwits 25 fiw;03 . E; 1wa14§pZ+,\9)(93 .
2.77)

El método de Fisher, en general, converge mas rapidamente que Newton Raphson.

Kale (1962) mostré que los valores iniciales deben estar en un entorno de los pardme-
tros y deben estar basados en estimadores consistentes para que el proceso iterativo
converja.

Hay varios esquemas para elegir los valores iniciales, uno es el que utiliza las ecuaciones

1“+ — donde pgy; es el coeficiente de correlacién biserial entre 6 y la variable
ag
de respuesta U y la dificultad del item:

PoU; =

P=—
! V2T /5i

donde 6; = Bipou, = Bi \/1“4_7 y de éstas se pueden obtener «; y 5;

Bajo el modelo de dos parametros los valores de tendencia e interceptor 1 y 0 muchas
veces funcionan adecuadamente.
El procedimiento puede resumirse asi:

1- Se comienza con estimaciones primarias de ({1, A1).

2- Si en el tiempo t tenemos (a, Xt) a partir de estos calculamos ag + Xﬂj para todos
los niveles de habilidad.
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3- SecalculaP f (C+>\9)F _édt con@;zl—ﬁ;, QO(C-F)\ej):\/%e_

R W(C+A93)
M T

4- Se calcula (@H,Xﬂrl) mediante

(p;—P;)
Zy 1 fngm

A/
> )
~—
&
I
//

k k
Sy fiwiby Sy fjw;f3

~ -1 k ( Pj)
<)< 4wy z;;lfjwjej> ( DA
A

t t

)
0,

t
(2.78)

5- Este proceso se continia hasta que |Aa| v |Axt| son arbitrariamente chicos.

>0y

6- A partir de las estimaciones de C y X obtenemos a = X B =—

Berkson (1955) hallé las varianzas asintéticas de los estimadores:

1

5% = =k = = s%
> fiwi (0 —6;)?
donde
5 S0y fiw;6,
Yr_y fiws
2 1 72 .2
52 = 72?:1 o, +0 s5
y
2=l 297

k
> =1 fiw;
Un test de bondad de ajuste obtenido por Garwood (1941) es

.)2
Zf] Yo A2 C+/\9)

que tiene distribucién asintética chi cuadrado con k-2 grados de libertad.

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica

67



2.13.2.  Estimaciéon del modelo logistico de dos parametros
por maxima verosimilitud

En este modelo P; = P(a,b,6;) = W
Si ponemos ( = —ab y A = a entonces
A0, .
(C ) 1 Ye —(C+26;)
y
Q=1-P

Se prueba facilmente que:

oP
¢ = P05,

oP; _
ax = Q09

0Q; _ —Pij

0Q;
o = —PiQi0;
En el mismo contexto que el modelo de ojiva normal la verosimilitud es
fi—r
L= HJ 17! f7_7’J)' -7 QJ !
Tomando logaritmo:

k
InL = Zln - —|—Zr]1n —|—Z ;) In(Q;)

- Ty
J j=1

A los efectos de maximizar el logaritmo de la verosimilitud, encontramos sus puntos
estacionarios, resolvemos:

OL 0L

VE=Ge ) =1

0,0)
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Aplicaremos, como en el modelo de ojiva normal, el método de Newton Raphson.

Haciendo algunos célculos obtendremos:

OL

" St fi(ps — Py) (2.79)
OL
o S fi(ps — Py)o; (2.80)
8L 5
i =X fiPiQ; (2.81)
9L A 9
W = _ijlijijej (282)
y
0%L 0L

Finalmente, obtenemos:

~ -1 k i—Pj
> _ ( < ) +< 2;;:1 fiw; Zzzl fiw;b; > < ij=1 fiw; (I;ngjj )
il A, Sy fiwity Y fiwit ), \ iy frwiBgtes )
(2.84)

VR
>y

Maxwell (1959) obtuvo las varianzas asintéticas de los estimadores que coinciden en

su forma con las del modelo de ojiva normal.

2= ! Byl
A k = 5 Ca
> =1 fiw;i (0 —6;)
donde .
5 > =1 fiw;t;
= k
Zj:l fiw;
1 —2
s2 = + 6752
¢ Z§=1 fiw; A
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2 k
« Zj:l fiw;

S

w) N

Un test de bondad de ajuste también coincide con el del modelo de ojiva normal,

obtenido por Garwood:

que tiene distribucion asintética chi cuadrado con k-2 grados de libertad.

A continuacién se presenta una funcién para la estimacién del modelo logistico de dos

pardmetros.

itempar.mv.2P< —function(th,r,f,maxit,imptodo=1){

# programa para estimar por méxima verosimilitud

# los parametros del modelo logistico de dos parametros
# conocida la habilidad

# th vector de habilidades theta

# 1 vector de repuestas correctas

# f vector de frecuencias

# la funcién retorna el valor de Zeta, lambda, dificultad, chi2 y los grados de libertad
esti< —c(0,0,0,0,0)

# valores iniciales de los parametros Z— >zeta
# LAM— > lambda, GL— > grados de libertad

Z< —0 LAM< —1 GL< —length(th)-2

for(n in 1:maxit){

if(imptodo == 0){ ti< —paste(«iteracion»,n)
print(ti)}

AUX1< -0

AUX2< -0

CHI2< -0

AUX3< -0

AUX4< -0

AUX5< =0
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#loop para theta

for(k in 1:length(th)){

if(f[k]==0){next}

PROP< —r[k]/f[K]

P< —1/(1+exp(-Z-LAM*th[k]))

if(P*(1-P);{.0000009)next

if(imptodo == 0)

print(paste(” Theta” th[k],” PROPORCION=",PROP,”P gorro=",P,” PESO="P*(1-
P)) }

AUX1< —AUXI+HIK]*P*(1-P)

AUX2< —AUX2+{[k]*(PROP-P)

AUX3< —AUX3+{[k]*P*(1-P)*th[k]

AUX4< —AUX4+{[k]*th[k]*(PROP- P)

AUX5< —AUX5+HIK]*P*(1-P)*th[k]2

CHI2< —CHI2+{[k]*(PROP-P)3/(P*(1-P))

if(imptodo == 0){

print(paste(.AUX1=",AUX1,.AUX2=",AUX2,4UX3=",AUX3,AUX4=",

AUX4, AUX5=",AUX5,CHI2=",CHI2))}

}

if(AUX1<=0){print(.**ROR fuera de limites iteracion”)

return(0)}

DET< —AUX1*AUX5-AUX3*AUX3

if(imptodo == 0){

print(DM) }

if(DET <=.000099){return(esti)}

DELTAZ< —(AUX2*AUX5-AUX4*AUX3)/DET

DELTALAM< —(AUX1*AUX4-AUX3*AUX2)/DET

72< —7Z+DELTAZ

LAM< —LAM+DELTALAM

B< —Z/LAM

esti< —c(Z,LAM,B,CHI2,GL)

if(imptodo == 0){

print(paste(iteracion” ,n, ”zeta=",Z,cambio z=" DELTAZ,”lamda=" ,LAM,cambio |I=" DELTALA!

print(paste(”dificultad=",B,CHI2=",CHI2,” GL=",GL)) }

if(abs(Z)>30 — abs(LAM)>20){print(.E*ROR fuera de limites iteracion”)

return(0)}

if(abs(DELTAZ)<=.05 & abs(DELTALAM)<=.05){return(esti)}

}
}
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2.13.3.  Estimaciéon del modelo logistico de tres parametros
por maxima verosimilitud

El modelo logistico de tres parametros toma la forma:

Pj:C+(1—C)

1+ efa(aj —b)

Igual que en los casos anteriores la verosimilitud es:

ﬁ ! TJ QfJ Tj

Tomando logaritmo:

k
InL = Zln [ —|—Z7‘Jln —|—Z ) 1n(Q;)

.7 j=1

Nuevamente hallamos los puntos estacionarios.

Resolvemos VL = (%’ %—i, %) = (0,0,0).

Aplicaremos el método de Newton Raphson - Fisher.

(0;—b)Q;(Pj—c) oP; _ —aQ;(Pj—c)

fonae 9P
Se tiene: 51 = T = i

Operando se obtiene:

OlnL 1

aa - ];fj(pj - PJ)(QJ - b) (1 + efa(ejfb))PJ

oL Xk:fl(-—Pv) 1

ob LT a0, p
Jj=1

oL & 1 1

e *j;fj(pj_Pj)Pj_c(l_’_efa(é‘j*b))Pj
2L k ) 1 >

E(ﬁ) = —j;fj(aj —b) Pij[(l i efa(erb))pj]

k
- _ 22: PO ! 2
E( b2 )=-—a j:1f]P]QJ[(1+€_a(9j_b))Pj}

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)
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L, o :
paty oy S T (292)
=1

oc? —c(1+e-a6:-0)p,
2L, o 1
B Cagy) = 20 DRy (2.93)
& InL k 0, 1
B(5 o) = sz:;fj(gj O @) (2.94)
2
E aa;ch Z fjl 1 Te at@ )P, ] (2.95)

El proceso iterativo se regula por las ecuaciones:

~ ~ %InL 8%InL 8%InL 1/ amrL
,CE ﬁ E(azaanz ) E(at’gagb ) E(agagc ) 8(191(11
_ InL InL InL L
b - b o E(agagb ) E(agbg ) E(agbgc ) d?r;)L
-~ ~ InL InL InL 9 In
¢ t+1 ¢ t E( 60,30 ) E( Obgc ) E( acg ) t aIc t

Damos a continuaciéon un programa de R para la estimacion de este modelo.
itempar.mv.3P < —function(th,rk,fk,maxit,imptodo=0)

# programa para estimar por méxima verosimilitud

# los pardmetros del modelo logistico de tres parametros

A< -1
B< -0
C< -0.5

PAR< —c(A,B,C)

for(n in 1:maxit){

Li< -0
L2< -0
L3< -0
L1l< -0
L12< -0
L13< -0
L23< -0
L22< -0
L33< -0
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for(k in 1:length(th))

PA< —1/(14exp(-A*(th[k]-B)))

PK< —C+(1-C)*PA

PI< —rk[k]/fk[K]

WK< —PA*(1-PA)/(PK*(1-PK))

if(PK==1){next}

if(WK<.0000009){next}

L1< —L1+tk[k]*(PI-PK)*(th[k]-B)*PA/PK

L2< —L2-A*fk[k]*(PI-PK)*(1-C)*WK

L3< —L3+1k[k]*(PI-PK)*(1/(PK-C))*(PA/PK)

L11< —L11-fk[k]*((th[k]-B)2)*PK*(1-PK)*((PA/PK)2)
L22< —L22-A2*fk[k]*PK*(1-PK)*((PA/PK)2)

L33< —L33+fk[k]*((1-PK)/((1-C)*(PK-C)))*(PA/PK)
L12< —L12+A*fk[k]*(th[k]-B)*PK*(1-PK)*((PA/PK)2)
L13< —L13-fk[k]*(th[k]-B)*(1-PK)*(1/(1-C))*(PA/PK)
L23< —L23+A*fk[k]*(1-PK)*(1/(1-C))*(PA/PK)

}

MT< —rbind(c(L11,L12,L13),¢(L12,L22,1.23),¢(L13,123,L33))
VL< —¢(L1,L2,L3)

IMT< —solve(MT)

CAMBIO< —IMT %* %VL

PAR< —PAR+CAMBIO

A< —PAR[]]

B< —PAR[2]

C< —PAR[3]

print(A)

print(B)

print(C)

if(imptodo == 0){

print(IMT)

print(VL)
print(paste(CAMBIO=",CAMBIO,”PAR="PAR)) }
if(abs(PAR[1])>20 — abs(PAR][2])>30 —abs(PAR[3])>1)
{print(.®RROR fuera de limites iteracion”)

return(0)}

if(abs(CAMBIO[1])<=.05 & abs(CAMBIO[2])<=.05 & abs(CAMBIO[3])<=.05)
{return(PAR)}

}

}
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2.13.4. Estimacién por minimo y?

Este procedimiento fue propuesto por Berkson en 1955. Recordemos el estadistico x?
de Pearson para tablas de contingencia.

B Zk: (OBS; — ESP;)?

5P (2.96)

j=1
donde OBS indica los valores observados y ESP los valores esperados. Observamos la
tabla de contingencia kx2 considerando los k niveles de habilidad y las dos posibilidades
de respuestas (correcto o incorrecto). Para cada nivel 6; tenemos que la celda correspon-
diente a correcto contendra el valor 7; y la celda correspondiente a incorrecto el valor
fi=rj
El valor esperado de respuestas correctas e incorrectas para el nivel j es f;P; y f;Q;
respectivamente. Luego

k

N = P (=) — Q) 9 97
j; fiP; " [iQj (297)

Como r; = fjp; y si definimos ¢; = fff%” entonces nos queda:
oy U= hb) | G £Q) i Cpp (20

fiP; 1iQj P; Qg

Si queremos optimizar el ajuste lo que hacemos es minimizar el x? considerado como
funcién de los pardmetros.

Derivando respecto a ( y A e igualando a 0 obtenemos:

]q] + Q;p,

PQJ (p]_Pj):O

M«v

P y Q son funciones de los pardmetros y no son lineales en ellos, asi que para resolver
estas ecuaciones se utiliza nuevamente, como en los casos anteriores, un procedimiento

iterativo. No abundamos mas en este procedimiento.
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2.14.  Estimacién de la habilidad cuando
se conocen los parametros de los items

2.14.1.  Estimacién de la habilidad por maxima verosimilitud

Supongamos que un individuo responde a un test de n items y sus respuestas son
puntuadas O si falla o 1 si acierta. Ademads, supongamos conocidos los parametros del
item. Notemos por u;; a la variable dicotémica que representa la respuesta del sujeto
j al item i. Sea para el individuo j el vector de respuestas condicionado a su nivel de
rasgo U; = (u1j,uzj,...,un;|0;). Bajo el principio de independencia local las u;; son

independientes. A partir de esto la verosimilitud queda:

L=[Ir5a;™ (2.99)
i=1
donde Pij = Pl(ﬁj)
Tomando logaritmo:
InL =WnPU;[0;) = [uiIn Py + (1 — uy) In Q5] (2.100)

i=1
Para estimar 6; maximizamos L. Derivamos respecto a 6; e igualamos a 0 obteniendo:
oL n 1 8Pi]' 1 8Qij
9= _ i— 1— =0 2.101

Aplicamos nuevamente el procedimiento de Newton Raphson, que en este caso es

unidimensional y como vimos en la primera parte:

~ ~ 0’L._, OL
[0;]e41 = [05]: — [afojg]t 1[87]& (2.102)
Veremos los modelos de ojiva normal y de dos y tres parametros
2.14.2.  Modelo de ojiva normal

Es inmediato ver que:

or;
89] - )\ZQO(C'L + AZG])
y
0Qij
69] - AJCIO(Cl + )\101)

Asi queda entonces:
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olnL <& 1 1
[uij 5= Aj0(G + Aibly) + (1 — uij) 5— (= A0(G + Aiby))]
89]' Zz; J PZ] J J Qij J J
8lnL 2 Ui — Pys
Nio(G + Nibj)—2—— (2.103)
0 ; ! P Qij
Ahora:
PInL 0Ny NGt M) Fog s
80? - 06, -
" A20(Gi + Aib;)
j 7 V5
A (uij — Piy) (= (G + Aiby)—
> gy, = PG+ 00
@G+ Xibly) | (G + Nib))
+ — (G + Nbj)] =
"L N30(Gi + Aiby) G+ Aibj) (G + Nib; "N 0(G A+ Nif)?
30 MAGEAG) e niy) ~ 2 A PG Ay on oG AG )
i—1 QO 17 ng i—1 1]sz
Tomando esperanzas:
L T AT(G+ Niby)?
Fl———) = — Jre U7 2.104
Finalmente,
~ ~ A2o(Ci + Aib;) — P
[0j]e+1 = 6] + [Z A Z Ajo(Gi + Aib; ) ol (2.105)
i—1 UQU —_ Qu
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Como ya sabemos, los estimadores méximo verosimiles bajo hipdtesis generales al-

canzan la cota de Cramer-Rao y la varianza asintética es:

1 1
2 =

1

b _E(?;glf) Ez 1 )\J

T YT g,
i=1 & Wij

2.14.3. Modelo logistico de dos parametros
Tenemos:
OP;;
oo, — T
y 50
luego
OInL & 1 =
0. Z[UUP AiPiiQij + (1 UU)Q (=i Fi;Qi5)] = Z/\j(uij — P;j) (2.106)
J i=1 i i=1
Ahora:
82.[/ 321 1 (’LLZJ Pij) - n 2
907 = o6, =— ; A2P;Qi (2.107)
de donde
0311 = (63 + [ X3P Qusl D A (usy — Pyl
i=1 =1

La varianza asintética es:

2 1 1

1

Zzl]

n 2
T Y a2 P5Q

Universidad de la Reptblica



2.14.4.  Modelo logistico de tres parametros

En este caso:
or; _\ Dij—ci

89]‘ J 1—Ci

Qij

Operando:
OlnL i —C; Pz — ¢
89] = Z[U’U P >\ QZ] 1 + (1 - uiJ)QZJ ( A Qwﬁ)] =
=1

iAi (uij — Pij)(Pij — ci)
=1 (1 — Ci)Pij

y

9?InL zn:/\z Qi;j (P — )Uzgcz—Pfj]
ol (1—¢) P}
luego,

621nL = 21
007 Z A2Q” - i) 2

el proceso iterativo queda:

o n - uz z P — ¢
Bl = (B3] + Z NQ] ((1 Z A i = L) (B = i)
y la varianza asintdtica:

1 1 1
S%: = =

92InL n P;i—c;)? n P;j—c;
_E( ag]? ) Zi:l )‘%Qij[((lici)g Pl”} Zz 1042Q”[( 1J cl)g le]

(&

Veamos un programa para la estimacién de la habilidad.
esttheta.mv< —function(UILJ,CPT,A,C,nitem,bigt,maxit,npara,imptodo){

# programa para estimar por méxima verosimilitud
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if(npara==1){

for (i in 1:length(ULJ)){Ali]< —1.0

}

theta< —0

for(nit in 1: maxit){

sumnum< —0

sumdem< —0

for(i in 1:nitem){

DEV< —CPT[i]+A[i]*theta

PHAT< —1/(14exp(-DEV))
if(npara;j3){

WIJ< —PHAT*(1-PHAT)

VIJ< —ULJ[i-PHAT

SUMNUM< —SUMNUM+A[i]*V1J
SUMDEM< —SUMDEM+A [i]2¥W1J
}

if(npara==3){

PT< —ClJi]+(1-C[i])*PHAT
if(PT<.00001){PT< —.00001}
if(PT>.99999){PT< —.99999}
WIJ< —PT*(1-PT)

VIJ< —ULJ[i]-PT

PSP< —PHAT/PT

SUMNUM< —SUMNUM+A[i|*VIJ*PSP
SUMDEM< —SUMDEM+A[i]é*WIJ*PSP*PSP

}

}
DELTA< —SUMNUM/SUMDEM

if(DELTA < (-BIGT)){
DELTA< —BIGT }
if(DELTA> BIGT){
DELTA< — BIGT

}

theta< —theta+DELTA
if(abs(DELTA)<.05){
return(theta)

}
3
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2.15. Estimacién conjunta de parametros del item
y habilidad mediante maxima verosimilitud

Ahora se presenta un procedimiento mediante el cual se estiman conjuntamente la
habilidad y los parametros del item. El argumento central estarda dado por el paradigma
de Birnbaum que simplificard los algoritmos a utilizar. Este tipo de estimacién exige
la eliminacién de las puntuaciones extremas tanto para items como para sujetos. Por
lo tanto, se deben eliminar los sujetos que acierten o fallen todos los {tems. Tampoco
puede usarse cuando los items pueden dividirse en dos clases, de tal forma que los sujetos
acierten todos los items de la primera clase y fallen los de la segunda. Su principal
limitacién es que si tengo N sujetos y n items las estimaciones son inconsistentes para
n fijo cuando N — oo. Son consistentes si N — co, n — oo y % — 00. Como en la
mayoria de los casos se tiene un ntimero limitado de items, las estimaciones conjuntas de
los items no son consistentes y tampoco asintéticamente insesgadas.

Supongamos que N sujetos toman un test de n {tems. Tenemos como objetivo estimar
conjuntamente los pardametros de los n items y los niveles de habilidad de los N individuos.
No asumiremos ninguna suposicion acerca de la distribucion del rasgo. Las respuestas se
puntian en forma dicotémica, igual que antes la respuesta del sujeto j en el ftem i se
notard por u;;. Sea para el individuo j el vector de respuestas condicionado a su nivel de
rasgo U; = (u1j, U2j, ..., Unj|0;) ¥ sea U la matriz Nxn cuyo término general es u;;.

Bajo el principio de independencia local las u;; son independientes. A partir de esto

la verosimilitud queda:

n

N
L=111I75 Qi (2.108)
j=1li=1
donde P;; = P;(6;) y entonces
N n
L= [uijn Py + (1 —uiy) In Qi) (2.109)
J=1i=1

Las derivadas parciales son:

oL L1 0Py 1 0Qy;
o~ 2l o g )
oL L. 1 9Py 1 9Qi
2 _Z[ i g on TG oA
oL 1 9Py 1 0Qy;
o5, = 2wipgg, T (1) g0

i=1
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Tenemos un sistema de 2n+N derivadas igualadas a 0. Usaremos el algoritmo de
Newton Raphson, para ello necesitaremos las derivadas:

9?lnL
a2’

82InL 8*InL 8*InL 8*InL H*InlL
OXT 7 T 90% ° 90;0¢;* 900N, IND;

El algoritmo toma la forma 11 = 9y — H[I(VL),: donde 9 es el vector de di-
mensién 2n+N que contiene los pardmetros a estimar; H la matriz hessiana (dimensién
2n+Nx2n+N) y VL el vector gradiente del logaritmo de la verosimilitud. La dimensio-
nalidad del problema es grande asi que se han tratado de encontrar formas de reducirla
y con este objeto se hacen tres supuestos:

1- dado que los examinados se toman aleatoriamente de la poblacién, cada examinado
es un objeto independiente, luego las derivadas cruzadas entre pares de examinados tiene
esperanza cero.

2- no hay motivo para que exista covariacién entre un sujeto y los parametros de los
items, asi que se asumen independientes y por lo tanto se eliminan las derivadas cruzadas.

3- se asume que los items son independientes y por lo tanto se eliminan las derivadas
cruzadas entre items diferentes.

Después de estas simplificaciones la matriz hessiana sélo estd compuesta de subma-
trices 2x2 para cada item y elementos en la diagonal para los sujetos, para ver la repre-
sentacién gréafica recomendamos consultar a Baker (1992: 92).

Aqui entra en juego el paradigma de Birnbaum (1968) que propone un proceso de
estimacién en dos etapas. En la primera etapa se estiman los parametros de los {tems
asumiendo que las habilidades son conocidas. Para iniciar el proceso iterativo se toman
estimaciones crudas de las habilidades, en general, es el puntaje estandarizado del sujeto.
Como por los supuestos se pueden considerar los {tems separadamente, se resuelve los

estimados iterativamente por:

~ ~ 0L 02L -1
C B C E(TC?) E(BQBM) géLz 9 110)
X - ’): - E( %L ) E(82L) 8%L ( :
t+1 " N 0C; X2 ' o /¢

A partir de resolver estas ecuaciones se tienen las estimaciones de los pardmetros de

los items y suponiéndolos conocidos podemos estimar las habilidades mediante

9L, L

Bl = 070 — B (g0); 55 (2.111)
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En este punto un primer ciclo del paradigma de Birnbaum se ha hecho y tenemos
estimados de los pardmetros de los items (; y A; para todo i y de las habilidades de los
sujetos ¢; para todo j.

Como la métrica de 0 es tinica a menos de transformaciones lineales, aunque no seria
necesario fijar la escala, algunos programas como el LOGIST lo hacen mediante la media

y la desviacién tipica de las habilidades. Se tiene entonces, el score estandar:

Por dltimo, se necesita un criterio de parada a los efectos de finalizar los ciclos. Este
criterio es arbitrario. Por ejemplo, Wood, Wingersky y Lord (1976) proponen que la
diferencia entre dos ciclos sucesivos debe ser menor a un valor especifico.

2.16. Estimaciéon del modelo de Rasch por maxima verosimi-
litud condicional

Rasch indica en 1960 que las expresiones de probabilidad condicional:

A L N ) u.j

P(uy = 1)l (us. = )(13)) = z#jgin% s)(y)) = ZHH" (2.112)
A Jj=1 &' Ajllj=1 €'

P((us. = 59l = 13)(e)) = Pl Lz e [, e (2.113)

N Yo #AILL, 77;'- ZAz Hz 1 77]

podrian ser usadas con propositos de estimacién. Rasch provee un algoritmo y su
implementacién, pero no funcioné bien en la préctica.

Andersen dio un método basado en estimacién por maxima verosimilitud basada en
probabilidades condicionales. Este procedimiento solo se aplica para estimar los parame-
tros de los items. Una vez que los items son calibrados se estima la habilidad. Se basa

en la disponibilidad de estadisticos suficientes para la habilidad. En este procedimiento
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se calcula la funcién de verosimilitud condicionada a la puntuacién total. Ademads, se
soluciona el problema que se daba en la estimacién conjunta respecto a la cantidad de
parametros incidentales, pues la cantidad de posibles puntuaciones es igual a la cantidad
de items mas 1.

El modelo de Rasch establece que:

u;i(05—08;)
P(uij|0;8:) = ‘ié(é—ﬁn

Luego la probabilidad de que una persona j tenga un vector de respuestas (u;;) para

los n items viene dada por:

n N owig(05—Bi) (o wig 05 =320 wiiBi)
e (& 7 i
L= P((uij)|0;8;) = | [ P(uisl6;8:) = [ T+l — [ 1+ @50

i=1 i=1

luego

e(rfi=2271 wijBi)
[T (1 + e®i=h0]

Una persona puede obtener una puntuacién r de (:) maneras y la suma de estas

L = P((uij)|0;8:) =

probabilidades de la probabilidad de u_; = r entonces:

¢ Z{(“i]):u,j:Tj} e™ Xiz wiihi)

Pluj=r;l0;,(8) = > P(lui)lt;,8:) = [t ]

{(uij)uj=r;}

(2.114)
luego la probabilidad condicional de un vector de respuestas (u;;), dado que el puntaje

€S I es:

(P05 =T wi;B5)

Puij|0;,(8i) i, (1@ 7] e iz wishi

P((u;i)|u,; =r) = = : —~n a5 ™
(( ])| J ) P(u.j:""‘ejy(ﬁi)) o0 Z{(“ij)¢"",j:"‘j}e YT w8 Z{(uij):u_jzrj}6721‘:1%]‘@

T, (14l 79]

Si N personas responden al conjunto de items —y se asumen independientes las respuestas—
entonces la probabilidad condicional de la matriz de respuestas dados los puntajes fila

r,re,...rNy €S
N
e~ =1 et wighi

P([uinTl,’l“g,...’/‘Nﬁl...ﬁn) = N o
Hj:l Z{(Uij)iu.j:ﬁ’} e i il
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Ahora,

n

IJ_V[ Z e~ Di1 wigBi _ H( Z e—Zz’:leijﬁq‘,)fr

J=1{(wij)u j=r;} =0 {(uij)iu.j=r;}

donde f, indica la frecuencia del puntaje r.

Sea s; = Z;\Ll u;;; el puntaje del {tem entonces es:
e~ 2i=1 SiPi
H?:O (Z{(Uz‘j)iu.j:T’j} e Z?:l Uij Bi )fy

Para obtener los estimadores de méxima verosimilitud debe tomarse las derivadas

P([uij]‘Tl,T27 ~~~TN61~-~677,) =

respecto de los pardametros.

Andersen (1973) prueba que:

=2t uisBi
8(2{(uu)ujérﬁ} € ) _ —eiﬁh Z e SO wiBi
4 {(wij)iu=r—1}
y
2 — > iy uii B
8 Z{(Uij)lu_j:’r} € Z 1 Uij _ _e—ﬁh Z e~ Z:Ll u17ﬁ1
IB;,

{(uij)u j=r—1 i#h}
donde el item h se removié del calculo de la suma:

o2 Z{(Ui]‘):u,jzr} e 2oy wigBi B
9PBn0Bk

e~ BBk Z e~ iz wijbi
{(uiz)ru j=r—2 i#hk}

donde los items h y k se removieron del célculo de la suma.

El logaritmo de la verosimilitud es:

n n—1
mL==Y sBi—Y frln( > e Zimh
=1 r=1

{(wij)u j=r}

96 " r aﬂh

Z?;ll freiﬁh’yrfl
Z{(Uij):u.jzr} e~ iz wijBi

Ly =

= —8p + =0
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Ademas,

Lyn = D S T T [efﬁh D sy gmr—1 iy € M

ye Dzl 2 sy y =y €

]2
Z{(uw‘):“.jzr

e~ Bn—Bk Z{(uij):u,j:r—2 ihk) e imy WijBi

L =
=iy wigBi
Z{(u'ij):u_jzr} e~ 2

6_5’1 E{(uij):u_j:rfl i#h} e iy vighi e_ﬁk Z{(ui,’):u_j:rfl i#h} e i i i
(Z{(uij):u_j:'r‘} € iz u”51>(6h) (E{(uij):u‘j:r} € Xia u”ﬁl)(ﬁk)

El algoritmo iterativo queda:

ﬂl B: L11 L12 Lln Ll
B; B; L21 L22 Lgn L2

. | " — : : : . (2.115)
Bn t+1 B" t Lnl Ln2 Lnn ¢ L" t

Hay una indeterminacién en la definicién de la métrica. Andersen (1973 y 1977) im-

pone la restriccion Y., B; = 0 a los efectos de determinar la escala.

Wright y Douglas (1977) implementaron esta restriccién sustrayendo la derivada de
un item de las restantes, por ejemplo el item n.

Las derivadas resultantes son:

;L:Lh_Ln

y L/hk; = Lnt — Lhn — Lok + Ly

El algoritmo de Newton Raphson queda:
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B, By Ly Ly o iy Ly

B; B; L, L, L/2(n71) L

_— — -

I S NPt Sy N L Lne - Flaeyaey /, N Hoon 7
(2.116)

Wright y Douglas (1977) implementan el algoritmo via los siguientes pasos:

1- Obtener estimadores iniciales mediante

N — Sz] B D ln[Ns;?S]

S; n

B =n|
2- Usando el conjunto de B\i (al momento) se calculan las funciones

Z e izt WijBi

{(uij)uj=r}
e~ =1 UijPi
{(uij)u. j=r—1 i#h}
Z e~ izt wijBi
{(uiz)u j=r—2 i#h,k}

3- Evaluar Z;, y fh\k
4- Reducir el niimero de items a ser estimados, calculando EZ y ZE

5- Resolver el algoritmo de N-R anterior para obtener los n-1 estimados, luego 8, =

—1 7
- Z?:1 61‘

6- Repetir los pasos 2-5 hasta el criterio de convergencia:

n—1 A,?+1 _ A? 2
7(’8’ - Bi) < 0,001

i=1
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2.17.  Estimacion del modelo de Rasch por méaxima verosimi-
litud conjunta

La verosimilitud conjunta es:

N n Sl iy wig (85—6i)
j=1i=1 Hj:l [Lio [1+el=r)]

Luego,

N n [N
Inl = erej - Zsiﬁz‘ - ZZln(l + (=)
j=1 i=1

j=11i=1

Derivando y agrupando se tiene:

OlnL
0B;

n—1
=Li=-s+ Zf.gpig

g=1

donde f 4 es la frecuencia del puntaje g (se descartan los puntajes 0 y n)

52 lnL
Z Pngzg

0?InL =
852 = _Zf.gpngig
i g=1
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Con estas condiciones se aplica el método de Newton Raphson. Se pueden implemen-

tar estas soluciones en el siguiente algoritmo:

1- Se obtienen estimados preliminares de gg y B\l usando una técnica llamada PROX
(debido a Cohen) que toma:

a)
N —si, >ict ln[Ns;:]

S; n

9 = 1In[

¢) Estos estimadores basales se reescalan tomando en cuenta sus varianzas y que ten-

gan sus medias iguales a 0.

2- A partir del procedimiento de N-R anterior se estima 8 como

—

n—1
Si — Zgzl f.gPi
] —
2321 f.gpngig

BTt =B -1 I

Se itera hasta que:
B+ = Bl| < 0,05

3- A cada 31» se le resta E

4- Considerando los reescalados (; como conocidos se utiliza N-R nuevamente y se

obtiene la iteracién:

g+l — gt 4+ [Tg — Z?:l Pz'g]
T T =
Z?:l Pngig
hasta que:

At - ) <005
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5- Los pasos 2-4 se repiten hasta que se satisface el criterio:

ol gutl _ gy
B =5 - b)) < 0,025

=1

<.

6- Se corrigen los ,73’\1 del sesgo mediante:

n—1

Bi=B;

n

7- Un paso adicional se hace con los nuevos parametros de los items para estimar la
habilidad y luego se corrige el sesgo.

8- Se estiman los errores estandares de a y § mediante

SE(B) = ——————
\ 29:1 f9PigQig
v 1
SE(é\g) =

2?21 Pngig

La funcién de informacion del test es

I(é\g) = Zﬁi\gé;

i=1

A continuacion presentamos el programa que implementa lo visto.

jmlerasch< —function(FDG,S,nitem,maxscore,maxcycle,maxit,imptodo){
#programa para implementar maxima verosimilitud conjunta de Birnbaum
#modelo de Rasch

B< -0

theta< —0
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#estimados iniciales

N< -0

for(j in 1:maxscore){

N< —N+FDG]j]

}

sumi< —0

for(i in 1:nitem){

Bli]< —log((N-S[i])/S[i])

sumi< —sumi+BIji]

¥

meanl< —sumi/nitem

for(i in 1:nitem){

B[i]< —BJi]-meanl

}

#Estimados de habilidad

for(j in 1:maxscore){

thetalj]< —log(j/(nitem-j))

}

first< ="Y”

last< —"N”

for(k in 1:maxcycle){

sumb< —0

#estimacion de los parametros de dificultad
for(i in L:nitem){

for(kk in 1:maxit){

sumfdgp< —0

sumfdgq< —0

for(j in 1:maxscore){

DEV< —(thetalj]-B[i])

PIJ< —1/(14+exp(-DEV))
sumfdgp< —sumfdgp+FDG[j]*P1J
sumfdgq< —sumfdgq+FDG[j]*P1J*(1-PLJ)
}

DELTAB< —(S]i]-sumfdgp)/sumfdgq
B[i]< —BJi]-DELTAB
if(abs(DELTAB)<.05){exit}

¥

sumb< —sumb+B][i]

}

bbar< —sumb /nitem
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if(first=="N"){
if(abs(bbar-bbold)>.05){bbold< —bbar
¥

else{

#correcion de la dificultad del item por sesgo
for(i in L:nitem){

B[i]< —BJ[i]*((nitem-1)/nitem)

}

last< ="Y”

¥

}

else {

first< —"N”

bbold< —bbar

}

#estimacion de habilidades

for(j in 1:maxscore){

for(kk in 1:maxit){

sump< —0

sumqg< —0

for(i in 1:nitem){

DEV< —(theta[j]-B[i])

PIJ< —1/(14+exp(-DEV))

sump< —sump-+PIJ

sumq< —sumq+PILJ*(1-P1J)

}

DELTA< —(j-sump)/sumq
theta[j]< —theta[j] +DELTA
if(abs(DELTA);.05){exit}

¥

¥

if(last=="N"){next}

for(j in 1:maxscore){

theta[j]< —thetal[j]*(nitem-2) /nitem
}

if(last=="Y"){return(theta,B)}

¥

#correccion de la dificultad del item por sesgo
for(i in 1:nitem){

B[i]< —BJ[i]*((nitem-1)/nitem)

Universidad de la Reptblica



}

#estimacién de habilidades for(j in 1:maxscore){
for(kk in l:maxit){

sump< —0

sumq< —0

for(i in 1:nitem){

DEV< —(theta[j]-Bli])

PIJ< —1/(14+exp(-DEV))
sump< —sump+PI1J

sumq< —sumq+PIJ*(1-P1J)
}

DELTA< —(j-sump)/sumq
theta[j]< —theta[j]l+ DELTA
if(abs(DELTA)<.05){exit}

}

}

for(j in 1:maxscore){
theta[j]< —thetalj]* (nitem-2) /nitem
} return(theta,B) }

2.18.  Estimacion via maxima verosimilitud marginal

Aunque este proceso no se considera una técnica bayesiana el proceso de marginali-

zacién incorpora el teorema de Bayes en su matemaética.

Sea f(6|7) la densidad de probabilidad de la habilidad en la poblacién (distribucién
a priori) y 7 el vector de pardmetros de la densidad, se supondréd que la distribucién a
priori es la misma para todos los examinados. Sea U; el vector de respuestas del sujeto j
y £ el vector de pardametros de los {tems. Se aplica el teorema de Bayes para calcular la

distribucién a posteriori de ;. Se tiene que:

__ P95, f6I7)
POt = J P(U;105,€) f(0;]7)db @117)

donde P(U;|6,,£) es la verosimilitud.

Dado que hay independencia local,
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P(U;16;,€) = H P Q}j—“w

La integral que aparece en el denominador es la probabilidad marginal (no condicio-

nada a ;) del vector de respuestas con respecto a los parametros de los items.

2.18.1.  La solucion de Bock y Lieberman

Para simplificar la notaciéon notaremos por

P(U,) = / P(U9,€)(6]7)do

Asi la funcién de verosimilitud marginal es

N
=[] rw

j=1
N
InL=> InPU;)
j=1
El sistema a resolver es:

OlnL
8ai o

OlnL
ob;

OlnL
aci -

Derivamos obteniendo:

dInL XN: d1n P(U;)
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=S P [ (Pwl6. €N 6lras

5 [P 18.)) =

0
5 PU10.O1P(U;160,6)

Reemplazando:

dln L PU;16,€)f(6l7)
P Z/ [In P(U;0, )] P 1df

y a partir de la regla de Bayes:

OmL N[ 9
n :Z/g[lnP(U]w,5)]P(9|Ujaf>T)d9
=1 ’

8ai
luego
OlnL - iv:/ 0 [lnﬁpu”Ql_u”}P(mU g T)d9 —
Oda; _j:1 Oa; bl i i 71 Sy =
N 0
Uij ~1—Uij ut] 1- ul]
Z/HPQ ) LT R P60 € s
j=1 v =1
Ahora:
LRl = ([ Pl el )
aai 4 7 7
=1 h#i
Como
OP;(0)

9a, (1 —ci)(0—b:) P (0)Q7 (0) = K
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donde

continuando

0 T2 =[] P @y "1IP(0)" (1 — ui)))Qi(0)' "~ (—K)+

Oa; i=1 h#i

+Qi(0)' "y Pi(0)" T H(K)

Finalmente,

(1)t (1 — ¢;) HP 9Q, "0 — bi) Py (0)Q; (6)

h#i
y sustituyendo
OlnLl & s
dai Yo (=hmti —Ci>/(9j —bi)
i j=1
T Pi6;) 2 Qi(0;)" 9]~
1=1
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Multiplicando numerador y denominador por:

P05 Qu(0;)

el producto sobre h # i se convierte en un producto sobre i.
Ademass,

u,J+1

P%
v
S
<
)
A
\/
>_-
F
I
B
&
s
—
>
<
=
!
—~
S
~—
—
L)
—~
S
~—

]=1

Finalmente se tiene:

OlnL N
5a — 1) Z/uw — P;(0;)]wi; (0; — b)) P(6;]U;, &, 7)db
i i=1

donde

Andlogamente, se obtiene:

OlnL N
oy — —wl—a) Z/[Uzj — Pi(0;)]wi; P(0,|U;, €, 7)do

j=1

oL s [l = PO
B (1—-c) ;/Wwwp(ojwj,gﬁ)de

Las ecuaciones anteriores contienen en su formulacién integrales. Para aproximar di-
chas integrales se aplica la cuadratura de Hermite-Gauss. Si se tiene una densidad con-
tinua con momento finito f(0|7) ésta puede ser aproximada mediante un histograma.
Luego la integral puede ser reemplazada por la suma de las areas de un nimero finito de
rectangulos. Supongamos que tenemos q intervalos y sea X, el punto medio del intervalo
k, al que llamaremos nodo. Cada nodo tiene un peso A(X}) que toma en cuenta la altura

de la funcién de densidad en un entorno de Xj. Bock y Lieberman (1970) modifican los
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nodos y pesos de Stroud y Sechrest para el caso de la densidad normal tipica. Sustitu-
yendo la aproximacién de la integral por su formula de cuadratura resulta:

3lnL N
Da ZZ wij — Pi(Xp)|win(Xi — bi) P(Xi|U;, €, 7)
v k=1 j=1
OlnL 1 XN
b —ai(1 =) > Y [ui; — Pi(Xe)lwin P(Xg|U;, €, 7)
v k=1 j=1
8lnL 1 X Uz] (Xk)]
—— = P(X:|U;, &,
BCZ‘ z::ljz:; Xk) ( k‘ ]f )

Ahora se puede aplicar el método de N-R para estimar los 3n parametros del test
simultaneamente. Como en el caso de la estimacién conjunta, los u;; son remplazados
por su esperanza, o sea se aplica el método de Fisher. El método es no atractivo desde el
punto de vista computacional ya que requiere invertir una matriz 3n x 3n y es por esto

que este procedimiento se limita a test con muy pocos items.
2.18.2.  La solucion de Bock y Aitkin

Los autores asumen que los items son independientes, los sujetos también y que son
indpendientes los sujetos de los items, es decir, utilizan los mismos supuestos que Birn-

baum en su paradigma para la estimacion conjunta. De la seccién anterior tenemos:

OlnL 4 N
o = (=) ) (Xi—by) Z% (Xk|U;, €6, 7) = Pi(X3) Y P(Xk|Uj, &, 7)]wij
v k=1 j=1

y la distribucién a posteriori de la habilidad como

PU;16;,8)f(0]7)
J P(U;10;,€)f(05]7)do

Si la ponemos en su forma de cuadratura:

P(9;lU;,7,€) =

[Ty Pi(X)"9 Qi(Xy)' "5 A(X},)
et Ty Pi(Xg) o Qi (X ) i A(Xy)

P(Xk|UjaTa g) =
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con
i (X —bi)
Pi(Xy) =ci+(1— Ci)m

definamos

fj[ [T, PX0)"™ Qi X)) AW

N
fik:ZP(XHUj’&T)_ D e Timy Pil(X) ™ Qi (Xp) ' A(X)

j=1

& Y TT wi P(X0) ™ Qi Xy) 9 A(X)
Tik = ZUijP Xi|U;, & z:: S 11]_[;1P(Xk)“”Qz(Xk)1 uuA(Xk)]

Sea ahora L(X}) la probabilidad condicional del vector de respuestas U; dado § = Xj,

y los parametros de los {tems, o sea:

Sustituyendo:

luego

N u” W)A(XE)
=2 s Xk>A<Xk>]

Las ecuaciones a resolver son:

alnL d
P (1-¢ 21 )ik — firPi(Xp)]ws; =0
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OlnL CV—
%, = (—a;)(1 — ¢) ;[Tik — firPi(Xg)Jwij = 0
8lnL 1 ! Tzk f7kP Xk)] _
('“)cz- B ; =0

A los valores 7 fir, se les llama datos artificiales. Los pardmetros de los ftems se
estiman usando el método de Newton Raphson o Fisher. Los estimadores iniciales de
los parametros que suelen emplearse se basan en pgy, = 1010412 donde pgy, es el coefi-
ciente de correlacién biserial entre 6 y la variable de respuesta U y la dificultad de item

P, = r fé e T du donde 6; = Bipou, = Bi \/ﬁ? y de estas se pueden obtener «; y ;.

En el método MMLE los valores de 75, fir dependen de los estimadores de los pardme-
tros de los items, por lo tanto, debe establecerse una metodologia donde los datos artifi-
ciales y los parametros de los items se pueden obtener iterativamente. Para esto Bock y
Aitkin emplearon el algoritmo EM de Dempster, Laird y Rubin (1977).

El algoritmo EM como ya dijimos es un procedimiento iterativo que sirve para encon-
trar los estimadores maximo verosimiles en presencia de variables no observables. Consta
de dos pasos: E (esperanza) y M (maximizacién). En nuestro caso queremos estimar los
pardmetros de los {tems en presencia de una variable aleatoria no observable (). Para
realizar inferencia acerca de 6 se usa alguna representacion observable basada en la res-
puesta de los sujetos. Sea el par (U, 60) los datos no observados (datos completos) y el
vector U los datos observados (datos incompletos).

Sea f(U,0|¢) la densidad de probabilidad conjunta de (U, 0) y &P los pardmetros es-
timados en el ciclo p, entonces P! se calculan maximizando E(In f(U, 0[£)|U, £P)) con
respecto a &. Este proceso se repite hasta satisfacer el criterio de convergencia. Los dos

pasos serfan entonces:

Paso E: Calcular E(In f(U, 0|€)|U, £P))

Paso M: Calcular ¢! como aquel que maximiza la esperanza posterior.

Comencemos suponiendo que la distribucién del rasgo es finita discreta, es decir 6

toma finitos valores 61,60y, ...,0, con probabilidades 7, 7o, ..., T4. ¥ sea f;; la frecuencia
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de sujetos en cada valor de rasgo para el item i y r;; la frecuencia de respuestas correctas
del item i para el valor de rasgo k.
Si los N sujetos son muestreados aleatoriamente de una poblacién con la distribu-

cién dada, entonces la distribicién conjunta de los f;; es una multinomial dada por
[ T .

Dada f;r v 0% la probabilidad conjunta de los 7, es
T (fir
H < 4 >P1(9k)“sz(9k)f7kmk

y la probabilidad conjunta de f y r es

z fzk) . rlk fir— rm fik
kl:[ll_[l(r Q(Hk) le fzq Hﬂ-

1=

luego por el criterio de factorizacién (f,r), son estadisticos suficientes para (U, ). Si se
ignoran los términos constantes, el logaritmo de la verosimilitud para los datos completos
es

a4 q q
erm In P;(0) + (fir — rie) In Q4 (0) + Zfik In 7y,

k=1 1= k=1

=

Aqui (f;r) son no observados, pero tomando la esperanza posterior del logaritmo de

la verosimilitud dado & obtenemos:

q q
E(InL) =Y E(ra|U,&) In Pi(0k) + E[(fir — rir)|U. €] In Qi (61)+

k=11i=1

q
+ ZE(fzk|U) ln 7,
k=1
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La ultima suma no depende de £. Maximizar los términos remanentes es equivalente a
maximizar el paso E. Dado que los items se consideran independientes, las derivadas cru-
zadas segundas de items diferentes son 0 en el paso M y la maximizacién de la esperanza
se hace para cada item separadamente.

Podemos resumir los pasos como:
PASO E

1- Se usa la forma de cuadratura en:

n

L(Xg) = [ [ P(Xu)"™ Qu(Xy)

i=1

y estimaciones provisionales de los parametros para calcular la verosimilitud del pun-

taje de cada individuo en cada uno de los nodos de la cuadratura.

2- Se usa la ecuacion:

_ L(Xk)A(Xy)
PWUT.8 = 51— T A

y los pesos de cuadratura A(X}) en cada uno de los nodos para calcular la probabi-

lidad posterior que la habilidad del j-ésimo sujeto es Xj.

3- Se usan las ecuaciones:

N

— L(X5)A(Xk)
o= 25 LA

j=1

— ol UZJL(X]C)A(X;C)
= 2l At

para calcular f;;, v 7% para cada ftem en cada nodo.
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PASO M

Se resuelven las ecuaciones:

8lnL i
da, (1—-¢ ; )Pk — finPi(Xg)]wi; =0

OlnL C—

ab; = (—a;)(1 - ¢) ;[7‘% — fir- Pi(Xg)Jwij = 0
dnL R T me (Xe)] _
aCZ' B ; =0

para hallar las estimaciones de los parametros de los items usando los datos artificiales
fir v Tiz. Estas ecuaciones se resuelven via el método de Newton Raphson-Fisher.

Como criterio de parada se analiza si la verosimilitud permanece incambiada respecto
al ciclo anterior, entonces el proceso finaliza, en caso contrario se repiten los pasos E y
M.

2.19. Estimacion bayesiana

Supongamos que se desea estimar los parametros de los items cuando los parametros
de habilidad son conocidos. Consideremos la distribucion a priori de los parametros del
i-ésimo item, sea esta g(£,7n). Asumamos ademds que todos los items tienen la misma
distribucién a priori. Sea U la matriz Nxn de respuestas a los {tems y sea L(U|¢,6) su

funcién de verosimilitud condicional. La distribucién a posteriori entonces es:

9(&|U,8,n) o< L(UIE, 0)g(&,m)

donde el signo de proporcionalidad toma el sentido usual de la estadistica bayesiana

N
L(U|E,0) = HHP )49 Qs(0;) " =[] P(U;165, )

j=1li=1 Jj=1
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Mislevy en 1986 presenté un procedimiento de estimacién bayesiano que es una exten-
sién de la solucién marginal de Bock y Aitkin (1981). Emplea un procedimiento en dos
etapas en el cual la informacién a priori es especificada en un modo jerdrquico. Comienza

con la distribucién conjunta a priori de todos los pardmetros:

g9(0,7.6.m) = HgGITH (&lmg(r)g(n)

Si se desea hacer inferencia acerca de los parametros 6, 7, £ y 1. La distribucién a

posteriori aplicando el teorema de Bayes es:

g(0,7,&,n|U) o< L(U|0,£)g(0]7)g(T)g(&In)g(n)

Esta ecuaciéon se marginaliza respecto a 6 y Mislevy sugiere que también se haga
respecto a 7, pues los considera fuera de interés y los trata como pardmetros de ruido. A
partir de esto:

9(E,7U) ox / / L(U16,€)9(017)g(r)g (€ |m)g(n)dbdn o< LUIE,7)g(E)g(r)

donde L(U|, 7) es la verosimilitud marginal.

2.19.1.  Estimacién marginal bayesiana
de los parametros del item en Pc-Bilog
Se asume que los ftems son independientes, lo cual permite en el proceso de estimacién
proceder item por ftem.
Se deriva el logaritmo de la ecuacién anterior con respecto a los parametros de los
items.

OlnL(U|,, 7) . dlng(§) . 9g(7)
8”1’ avi 8’Ui

donde v; representa cualquier parametro.

=0

Estas ultimas toman el nombre de ecuaciones modales marginales de Bayes.

Es claro que agff) = 0, luego las ecuaciones quedan:

dln L(U|E, 7) N dlng(§)

Ovi 61)1- =0

Veremos ahora la solucién de esto siguiendo a Baker (1992) del modo més general

posible, o sea con el modelo de tres parametros. Tenemos:

104 Universidad de la Reptblica



LUIE, )

P(U;l¢,7)
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N
81nL 1 Ui — g
dc; B Z/ P !

y
P(UlE) = / P(U16.)g(0])do
Tomando logaritmos y derivando
O LU, 7) _ 95,5 Pl 7)
avi B 81)2-
El Pc-Bilog emplea la transformacion «; = Ina; de donde a; = e®
Luego el modelo de tres pardmetros queda:
exp{(0; — bi)e™'} .
P0)=c;+(1—¢ =ci+ (1 —¢)P (0,
(6) = i+ c)[l—i-exp{(@j—bi)eai}} ci + (1= ) B (0;)
Asi pues derivando con respecto a «;
dlnL N 1w — Py(6;)
=e%(1—¢ (05 — b)) Pr(0;)Q1(0,)[P(8;|U;, €, 7)]do
ot = e )jZ_%/Pi(gj)wj)u VP (6:)Q3 () [P6;1U, €, 7)]
_ Pr(0)Q7(0;)
Sea w;; = P;i(05)Q:(6;)
pues,
OlnL N
5 — ¢ (1-c) > /(Uz‘j = Pi(0;))wi;(0; — b;)[P(0,]U;, &, 7)]do
i J=1
Igualmente,
dlnL o al
a5~ ¢ (l-a) Z/(Uij — Pi(0;))wi; [P(0;|U;, €, 7)]do
i j=1
y
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Como nuevamente se tiene una integral se empleard el método de cuadratura, los
detalles son los mismos que los ya vistos. Igual que antes, se tiene el niimero esperado de

sujetos y el nimero esperado de respuestas correctas:

N N

- L(Xy)A(X
Fo = ;[ Z:(l L’“()Xk() A’“()Xk)} = ; P(X,|U;,€,7)

donde

L(Xi) = m' Py(0;)" Qi(0;)'

N

. ui; L(Xy) A
Tik—Z[ 7 L(Xk Zu” (Xk|Uj,€,7)
Jj=1 k=1 j=1

conk=1,2,....q

Reescribiendo las ecuaciones usando los datos artificiales tenemos:

OlnL O —
oy = (1 —¢;) kE:1(7'ik — fi Pi(Xg))wir ( Xy, — bi)
OlnL o Sy
% = —e¥(1—¢) kE:1(rik — fir Pi(Xk))wik

dlnL L (7 — e Pi( X

811 _ (1 _ Ci)71 Z (Tzk fzk 1( k))
¢ = P(Xy)

Respecto de las distribuciones a priori de los pardmetros, Pc-Bilog asume que cada

a; tiene distribucién lognormal sobre [0, +00] de donde «; tiene distribucién normal con

densidad proporcional a exp[—0,5((c; — pta)/0a)?]-

En Pc-Bilog los valores por defecto de los hiperparametros son p, = 0y 04 = ,5
Como «; es normal entonces algi@) =— (O”;zua)

a

Finalmente con los resultados previos tenemos:

L= aln[L(Tgi’ Datel] e (1—c) ;(W*ﬂpi(Xk))wik(Xk —b;) — = Ug“a) =0
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Para b; se utiliza una distribuciéon normal, luego tenemos

q
o - by —
Ly=—€*(1—¢;) Y (Fir — finPi(Xp))wir — (072“) =0
k=1 b
El pardmetro ¢; representa una probabilidad. Swaminathan y Gifford (1986) propo-

nen se utilice una distribucién beta:

(A=2)+(B=2)]! 4

A T R TR U

obteniéndose:

dlng(c)

50 (A=2)/e; = (B-2)/(1-¢)

asi pues,

) (A= 2)je— (B-2))(1 - e) =0

q
Pi(
L 1 _ Cz 1 Z T’Lk fzk
ot X)

2.19.1.1. Estimacién via EM

En el paso E se calculan los datos artificiales, en el paso M los estimadores bayesianos
se calculan sobre cada item a la vez. Como las ecuaciones son no lineales en los pardme-
tros, se utiliza un procedimiento de Newton Raphson-Fisher. Esto se repite hasta que se
satisface el criterio de convergencia.

Operando se llega a

q : — i
A = *(eai)QZﬂ(Xk = bi)*[— 1—¢ Pi(Xy) o2

Comisién Sectorial de Investigaciéon Cientifica 107



(Xk)) — ci Qi(Xk)
(]. —Ci)Z PZ(Xk)

q __ P
Agg = Agy = €™ Y fir—
k=1

Finalmente el proceso iterativo queda:

a a A Ao Ags Ly
b =10 — | Ao Agx Ags L,
c 1 c . A1 Asy Ass /| Ls J,

2.19.2.  Estimacién bayesiana del rasgo
2.19.2.1. Estimacion modal bayesiana

La estimacién modal bayesiana o MAP (méximo a posteriori) del rasgo, se basa en la

relacién:

9(0;1U5,§) o< L(U;10;,€)g(0)

Se asume que g(0) es N(ug,03)

Tomando logaritmos
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Ing(0;]U;,€) o< In L(U;10;, &) +Ing(0)

La verosimilitud es

L(U;105,€) = HP )" Qi) 7

Para obtener el estimador MAP se utiliza el método de Fisher.

Operando,

o= Yl gy el — P — 2

La derivada segunda es:

—~ 5 Pi(0;) —ci Qi) (uijei — Pi(6))* 1
Loo =2 ail ]Pi(ej) Pi(0;) o2

i

o =1 (]. 7Ci)2

Tomando esperanza:

Asi el proceso iterativo queda:

0,]e41 = [0;) — [Nooli [Aol
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2.19.2.2. Estimacion bayesiana EAP

Se basa en
PU =U;0;,£)9(0)

P(U =Uj)

9(6;1U;,¢) =
Debido a la independencia local:

PU =1U;,0;,¢) = HP )9 Qi(0;)

PU=U) = [ oU = Ujl0)g(6)a0

luego la esperanza:

J 05 Ty Pi(0;)" Qi(0;) " g(0)do
fl_L: ) Qi(0;)' g (6)do

E(9,]U;,€) =

Como la ecuacion tiene integrales se utiliza la cuadratura de Hermite-Gauss:

_a_ Yoroy XeL(Xy)A(Xy)
BO:U5-8) =0 = STy A%y

Esta ecuacion tiene la interesante caracteristica de que no es iterativa.

2.20. Comprobacién de los modelos

Muiiiz (1997) nos da una serie de pasos para la seleccién y confirmacién de un modelo

dicotémico. Estos son:
1. Definicién rigurosa de la variable que se pretende evaluar;

2. Elaboracién de los items destinados a medir la variable;
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3. Aplicacién de los items a una muestra amplia de personas pertenecientes a la po-

blacién en la que se utilizara el futuro test y calculo de los indices clasicos de los items;

4. Comprobacion de la unidimensionalidad de los {tems;

5. Eleccién de uno de los modelos de TRI para items dicotémicos;

6. Estimacién de los parametros de los items y del rasgo de cada sujeto;

7. Comprobacién de que el modelo se ajusta a los datos.

Dedicaremos esta seccién a analizar el ajuste del modelo a los datos. Una vez estima-
dos los parametros de los items para comprobar el ajuste, se procede como comtunmente
se hace, analizando la discrepancia entre los valores pronosticados y los observados. Segun
Hambleton, Swaminathan y Rogers en (1990) el ajuste debe estudiarse al menos desde

tres perspectivas:

a) Evaluando el ajuste entre los valores observados y los esperados bajo el modelo

estimado;

b) Evaluando si los datos observados satisfacen los supuestos del modelo que interesa

ajustar;

¢) Evaluando si se cumplen las ventajas derivadas del modelo, por ejemplo la inva-

rianza de los parametros de los items o de los pardmetros de habilidad.
Rost y von Davier (1994) clasifican los indices de bondad de ajuste en
1-Pruebas basadas en chi-cuadrado;
2-Pruebas basadas en verosimilitud;

3-Andlisis de residuos.

2.20.1. Pruebas basadas en chi-cuadrado

Para aplicar estos estadisticos deben agruparse las puntuaciones de rasgo estimadas en
K intervalos. Se deben seleccionar los intervalos de modo que su amplitud no sea excesiva,

ya que podria suceder que los sujetos incluidos en cada intervalo no sean homogéneos en
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la habilidad medida. Al mismo tiempo cada intervalo debe incluir un nimero suficiente
de sujetos, ya que los estadisticos basados en x? no funcionan bien si alguno de los inter-
valos tiene frecuencia nula. Se compara entonces la proporcién observada de éxitos con
la proporcion esperada en cada intervalo. Si las proporciones observadas difieren poco de
las esperadas se concluird que hay un buen ajuste del modelo a los datos en ese item.
Luego nos interesa obtener indices de esta discrepancia y su distribucion a los efectos de

poder probar la hipétesis nula que la discrepancia es 0, o sea que el modelo ajusta bien.
Estadistico de Bock (1972)

Sea 0;1; la proporcién observada de respuestas correctas en el intervalo k para el item
iy e la probabilidad tedrica de una respuesta correcta en el intervalo k para el item
i. Para obtener e;; calculamos mediante el modelo la probabilidad en el valor de rasgo
obtenido como la mediana de los valores de habilidad que caen en el intervalo k. Notemos
ademads por Nj el niimero de sujetos en el intervalo k. El estadistico propuesto por Bock

es:
K

Qpi=)Y_ Neloa — eax)” (2.118)

= en(l—en)

Este estadistico sigue una distribucién asintética x% _,, donde m es el nimero de

parametros del modelo.
Estadistico de Yen (1981)

Yen propuso la siguiente modificacién al estadistico @ pg:
10

Q=) Neloa — eax)” (2.119)

Pt eir(l — eir)
donde ahora hay 10 intervalos y

1 .
Cik = 3 A

jEk
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Este estadfstico sigue una distribucién x%,_,, donde m es el nimero de pardmetros
del modelo.

Estadistico de Wright y Panchapakesan (1969)

Wright y Panchapakesan propusieron un estadistico que se restringe a modelos de un

parametro.

K
Q=) Neloa — ear)” (2.120)

=1 eir(l— €ir)

donde los intervalos se construyen de modo que no existan intervalos con frecuencias
nulas, cada intervalo contenga sujetos con el mismo nimero de respuestas correctas y se
eliminan los sujetos que hayan acertado o fallado todos los items. Este estadistico sigue
una distribucién x% ;. También proponen un estadistico que es una generalizacién del

anterior para el caso de n items:

ZK: Zn: Ni(0ik — eir)? (2.121)

e 176
k=11:=1 Zk k)

el cual tiene una distribucion X{x 1y,

Estadistico de Wright y Mead (1978)

Estos autores proponen para el siguiente estadistico apropiado para el modelo de

Rasch, el cual estd implementado en el programa BICAL:

K

1 Ni(oix — er)?
= — E 2.122

) A2
el l—ezk) Opp

donde

1 N
ohy = N, ;(Pz‘(@j) — eir)?
J
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La aplicacién de este estadistico supone: dividir a los sujetos de tal forma que se
aproximen a una distribucién uniforme, que el nimero de intervalos sea menor o igual a

6 y que el nimero de sujetos en cada intervalo sea mayor o igual a 15.

Estadistico de Elliot, Murray y Saunders (1977)

También para utilizar con el modelo de Rasch se puede aplicar:

K
Qui=)Y_ Ne(oi = ear)” (2.123)

e:
=1 ik

que sigue una distribucién x%_;.

Acé cada intervalo estd formado por sujetos que obtuvieron la misma puntuacién en
el test. Ademds se debe cumplir para cada intervalo Nie;r > 5 (esto para cumplir con
las condiciones del test chi-cuadrado) y si alguno no lo cumple se fusionard con sus ad-
yacentes hasta lograrlo. Se eliminan también los sujetos que acertaron o fallaron todos
los items. Los estadisticos Q3 y @4 fueron extendidos por Yen a modelos de dos y tres

pardmetros, de forma natural.

Limitaciones

Las principales limitaciones y problemas de estos estadisticos derivan de:

1- Dependen fuertemente del tamafio muestral. Al aumentar la cantidad de sujetos
aumenta la tasa de error tipo I y viceversa. Esto resulta mas grave en los modelos de dos

y tres parametros pues para su estimacién se requiere un tamano muestral grande.

2- La cantidad de intervalos seleccionados, ya que es necesario que estos representen

adecuadamente el comportamiento de los datos.
3- Son sensibles a la presencia de outliers.

4- No son facilmente generalizables a los modelos de respuesta politéomica.
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2.20.2. Pruebas basadas en la verosimilitud
Estadistico de Mckinley y Mills (1985)

Proponen un estadistico de razén de verosimilitud. Consideran, igual que el estadistico
de Yen, 10 intervalos que contengan el mismo nimero de sujetos. Construyen una tabla

de contingencia 10x2, donde las dos columnas representan las posibles respuestas del item.

Proponen:

RL; =2 Z oip In 2% o (2.124)

que sigue una distribucién x3,_,,. Este estadistico en el caso de un pardmetro es mds

potente que el de Bock independientemente del tamano muestral.

Estadistico de Mislevy y Bock (1990)

Proponen el estadistico RL(MB) que se distribuye x% y estd dado por:

K
Niosx,

=2 1 — (N —0;1) In ———— 2.125

; Oik nNkezk (N — o) nNk(l _eik)) ( )

Estadistico de Reise (1990)

Utiliza una técnica denominada bondad de ajuste de personas, Reise adapta el indice
de verosimilitud L propuesto por Levine y Rubin. En el estudio de ajuste de personas la

funcién L viene dada por:
Z u;iIn Py(0;) + (1 — ;) In Q;(6;)) (2.126)

donde u; es la respuesta (0-1) del sujeto jy Q(6) =1 — P()6 .

Un valor alto de L indica un buen ajuste del sujeto. Se tiene que:
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n

E(Lj) = Z(Pz'(@j) In P;(6;) + Qi In Qi(0;))

=1
y

- Pi(0;)
or. =Y P In 722

b ; Qi(0;)

de donde
L; — E(L;
Lz = Ji(ﬂ) ~ N(0,1)
OLj

Un valor proximo a 0 es adecuado y si es positivo indica una mayor adecuacién a lo
esperado.
En el estudio de ajuste de los items el estadistico viene dado por:

N
= (wiln Py(0;) + (1 — u;) InQ;(6;)) (2.127)

Jj=1
Si se utilizan las puntuaciones divididas en K intervalos, toma la forma:

K

Z ik lIIP (Nk _Aik) IHQZ(QJ))

k=1

donde A;; es la cantidad de individuos que aciertan el item en el intervalo k.
Igualmente que para los sujetos ambos indices se pueden estandarizar y su ecuacion
es igual a la ya vista, con la unica salvedad que ahora la suma es sobre los individuos y

no sobre los items.

2.20.3.  Analisis de residuos
Residual de Wright y Stone (1979)

Ellos proponen el siguiente residual estandarizado:
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 wi-P)
Y [Pi(0;) (1 — Pi(6y))]

donde u;; es la respuesta del sujeto j al ftem iy P;(6;) la probabilidad que el sujeto
j acierte el item i calculada a partir del modelo ajustado.

Se define el residual cuadratico medio para el item i como:

N 2
2 Zj:l Zij

! N-1

y el residual cuadratico medio para el sujeto j:

2 Z?:l Zin

24 =
7 n—1

z; tiene distribucién F con (N — 1,00) y z; tiene distribucién F con (n — 1, 00).
Los autores utilizan la transformacién logaritmica para obtener estadisticos con dis-
tribucién normal.

Los estadisticos quedan entonces:

) N-1

t; = llog(z7) + 27 — 1] 7 (2.128)
y
vn—1
tj = [log(2}) + 27 — 1]7 (2.129)
respectivamente.

La dependencia del tamano muestral de los residuos cuadraticos llevan a los autores
a proponer otras medidas como el indice t-total y el t-interitems.

El indice t-total se expresa como:

_ i luy — Pi(0;))?
HT) = S Pi(0;)Qi(8;)
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De este estadistico se desconoce la distribucién, asi pues los autores recomiendan se
revisen aquellos {tems o sujetos con ¢(T") > 2.

El estadistico t-interitems se expresa como:

5 [uik = 3 e NiPi(0))? m
"= 1;1 2 jek NjP]:(ej)Qi(ej) [(K —Dm— 1)]

donde m es el numero de parametros del modelo.
Este estadistico sigue una distribucién asintética x? con (K-1)(m-1) grados de liber-
tad. Rogers y Hattie estudiaron estos indices para distintos modelos y encontraron que

en general resultan inapropiados para los modelos de Rasch.
Residual de Hambleton, Swaminathan y Rogers (1991)

Definen el residual como 7;; = 0;5 — e;; v definen el residual estandarizado como:

Oif — €ik
eir(1 — e;r)/Ni

Zrik =

La proporcién esperada de aciertos se debe calcular para el nivel de habilidad medio

o mediano de cada intervalo.

Residual de Ludlow (1986)

Para modelos de respuesta politémica Ludlow (1986) propuso el residual de una ob-

servacion como:

P (2.130)
(Vij)2
donde
c
Eij = cPi(0))
c=0
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siendo C el nimero de categorias del item y P;.(6;) la probabilidad de éxito corres-
pondiente a la categoria c. V;; es la varianza asociada a la respuesta esperada que viene
dada por:

C
Vij = > (c— Eij)*Pie(6;)
c=0

El residual Z;; tiene distribucién normal tipica.

Ludlow utiliza este residual para proponer una medida global de ajuste del item:

W=

s; = W (3pi) + (pi/3)

donde W; es:

N
Zj:l ‘/ijZin

N
Zj:l Vij

g

' (0 Vig)?

donde Cj; es el valor de kurtosis de la puntuacién Xj;.

Indice de Rost y von Davier (1994)

Desarrollaron a partir del modelo de crédito parcial el indice Item-Q (Ig;).

Esta medida utiliza funciones simétricas y se basa en la comparacién de los valores
de la verosimilitud de los patrones de respuesta observados.

El indice se define como un cociente entre dos verosimilitudes condicionadas. El obje-
tivo para un patrén de respuestas dado es situar su verosimilitud entre el valor méximo
y minimo. Para un conjunto de items el valor maximo de la verosimilitud sera el corres-
pondiente al patrén de respuestas perfecto al que se llamard patrén Guttman (ug) y el
valor minimo se dard en patrén aberrante, el que se conoce como patrén anti-Guttman

(ua).
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El indice I; viene dado por:

IH(RLZ'70)

= AL (2.131)

donde:

In RL; ¢ = In[P(u;| fic)] — In[P(uc|fic)];

In RL A, = In[P(ualfic)] — m[P(uc|fic)l;

P(u;|fic) es la probabilidad de obtener el patrén u; dado el nimero de respuestas en
esa categorfa (fi.), y andlogamente P(ug|fic) v P(ualfic)-
Este indice toma la expresion:

N N

> =1 Uity — 35— uib;
N N

> uagli — 25 u;b;

Igi = (2.132)

El indice varia entre 0 y 1, donde 0 indica ajuste perfecto y 1 desajuste total.

El Ig; también puede usarse como indice del poder de discriminacién del {tem.
Asi pues un valor de 0 indica discriminacién perfecta, el 1 también se da con discri-
minacién perfecta pero negativa y un valor de 0.5 indica que no hay relacién entre el
rasgo y el item.

Rost y von Davier (1994) para obtener una prueba estadistica del Ig; trabajan con

el numerador del Ig; pues es el tnico que varfa. Definen entonces:

N
I =Y (uij — ug;);.

j=1

Se tiene que:

C

N
E(Iy;) =Y Pij(c)et; — uc;0;

J=1 ¢=0
N
V(I5) = V(ugsb;))

Jj=1
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Donde la varianza de un patrén Guttman, anti-Guttman u observado viene dada por:

~ ~ ~ ~

V(uizb;) = V(0;)V (uij) + E(0;)°V (uiz) + V(0;) E(ug;)*

con
c
E(uij) =Y Piyj(c)e
c=0
y
C
V(uij) =Y Py(e)le = E(O))?
c=0
A partir de esto se obtiene que:
(I — B((g)
Z(Igi) = —
V((I5;)

que tiene distribucién asintética normal tipica.

2.20.4. Bondad de ajuste del modelo

Queremos ahora comprobar el ajuste del modelo al test completo. Veremos algunos

procedimientos para comprobar esto.
Procedimiento de Andersen (1973)

Propone un estadistico de razén de verosimilitud para el modelo de un parametro.

L(b)

Zk:l Li(be)

(2.133)

donde b es el vector de parametros de dificultad estimados, utilizando el grupo total
de sujetos, by el vector estimado a partir de los sujetos en el intervalo k, y L indica las

funciones de verosimilitud.
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Cuando el modelo de un parametro se ajusta, los parametros de dificultad son inva-
riantes a través de todos los subgrupos, por lo que RL estara cercano a 1.

Para probar el ajuste utilizamos G? = 2In(RL) que tiene distribucién x? con (K-
1)(K-2) grados de libertad. Un valor de G? significativamente distinto de cero indica que

el modelo de un pardmetro no se ajusta bien a los datos.
Procedimiento de Mislevy y Bock (1990)

Proponen el estadistico de razén de verosimilitud:

G?=2%2" uyln Uk
k=1 N

E (2.134)

donde uy, son los patrones de respuestas correctas y P(xy) es la probabilidad marginal
del patréon de respuestas.
Este test permite probar el ajuste total en test de hasta 10 items. Sigue una distribu-

cién x? con 2" — mn — 1 grados de libertad siendo m el ntiimero de pardmetros.

Procedimiento de Martin-Lof (1973)

Martin-Lof (1973, citado en Wollenberg, 1988 y en Rost y von Davier, 1994) propone
una prueba basada en x2.

K
T = (dp) (Vi) (di)

1

donde V, es la matriz de varianza covarianza condicionada sobre los valores esperados

y dj el vector de diferencias entre los valores observados y esperados.

NLEYE
dk:Ok*EkyEki:%

k

donde € = exp(—b) en tanto Yy y Y} | son funciones simétricas derivadas en la

estimacién de maxima verosimilitud condicional.
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Procedimiento de Wollenberg (1982)

Wollenberg simplifica el estadistico T obteniendo:

el cual sigue una distribucién x? con (K-1)(K-2) grados de libertad y donde

K-1
o [Oix — Eix]* | [Oix — Ei]?
Qz—;( Eix * nk — B )

Procedimiento de Fischer y Scheilblechner (1970)

En este procedimiento se divide el grupo en dos subgrupos. En cada uno de ellos se

estiman los pardmetros de los iftems y se comparan mediante:
/1;1(1) B 31(2)

Si= 7
[SEZEU - 53252)]1/2

(2.135)

Luego se utiliza el estadistico

S=>"5; (2.136)
1=1

que sigue una distribucién y2? con n-1 grados de libertad.
Procedimiento de Reise y Waller (1990)

Proponen utilizar:

Q(B) =) Qg
=1

donde @ p; es el estadistico de Bock para el item i.
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Para el modelo de un pardmetro se puede medir el ajuste global mediante:

Q2) = Z Q%z
i=1
donde Q3; es el estadistico propuesto por Wright y Panchapakesan (1969).
Este sigue una distribucién x? con (n-1)(K-1) grados de libertad.

Procedimiento de Yen (1981)

Yen propone seguir los siguientes pasos:

1) Calibrar el test con los modelos de un, dos y tres pardmetros.
2) Obtener para cada {tem bajo cada modelo el estadistico Q1.
3) Calcular los valores medios de Q7 en los tres modelos.

Si el valor medio en los tres modelos es aproximadamente igual, entonces el modelo
de un parametro es el adecuado. Si es sustancialmente mayor se descarta este modelo y

se procede al paso 4:
4) Se eligird el modelo 2-p si:

las estimaciones de rasgo en los modelos de dos y tres pardmetros son linealmente

dependientes;
los parametros de discriminaciéon de ambos modelos correlacionan fuertemente;

las correlaciones entre a y b son similares en ambos modelos.

5) Se eligird el modelo 3-p si:

las estimaciones de rasgo en los modelos de dos y tres pardmetros son linealmente
independientes; los parametros de discriminacién de ambos modelos tienen baja correla-

cién; las correlaciones entre a y b son menores en el modelo 2-p que en el 3-p.
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2.21. Modelos no paramétricos clasicos

Las primeras referencias a los modelos no paramétricos fueron de Mokken (1971),
Henning (1976), Niemoller y Van Schuur (1983), Mokken y Lewis (1982), Sijtsma (1988) y
Giampaglia (1990). M4s recientemente hay trabajos de Mokken (1997), Sijtsma(1998,2001),
Molenaar y Sijtsma (2000,2002), Junker (2000) y Junker y Sijtsma (2001).

El tratamiento matematico elaborado del modelo de monotonia homogéneo lo po-
demos encontrar en Holland y Rosenbaum (1986), Holland (1990), Stout (1987,1990),
Junker (1993) y Ellis y Junker (1997).

Una comparacién entre los modelos paramétricos y no paramétricos son comparados
en Meijer, Sijtsma y Smid (1990), y en De Koning, Sijstma y Hamers (2001).

Douglas, Kim, Habing y Gao (1998) dan métodos para investigar la independencia
local, en tanto métodos para investigar CCI no decrecientes desde un punto de vista
practico son dados en Ramsay (1991), Molenaar y Sijtsma (2000) y Douglas y Cohen
(2001).

Consideremos una muestra aleatoria de N sujetos tomados de una poblaciéon que
responden a n items dicotémicos.

Se supondra que se cumplen los supuestos de unidimensionalidad, independencia local
vy que las CCI cumplen la propiedad de monotonia homogénea respecto al rasgo es decir
que para todo iy rasgos 0; y 0,, entonces 0; < 8, siy solo si P;(6;) < P;(0,).

Esta propiedad es equivalente a la llamada propiedad de orden similar que establece
que un conjunto de CCI ordena similarmente a un conjunto de N sujetos con rasgos
01,05, ...,0N si para algin i P;(0;) < P;(62) < ... < P;j(fy) entonces para todo ftem k
Pp(61) < Pp(02) < ... < P(On).

Estas propiedades son suficientes para tener un orden conjunto de los sujetos respecto
a un rasgo latente, sin embargo no son suficientes para un orden uniforme de las dificulta-
des de lo items. Para esto se requerird una nueva condicién llamada de doble monotonia
o monotonia homogénea fuerte.

Formalmente un conjunto de items homogéneamente mondtonos satisfacen la propie-
dad de doble monotonia respecto a 6, si para todo par de {tems i y j que para algin 6,
se cumple que P;(6p) < P;j(6o) entonces para todo § P;(0) < P;(6).

Es decir, las n curvas no se intersectan y las CCI se pueden ordenar de tal manera
que Pi(0) < Py(0) < ... < P,(0) para todo 0. Esto nos permite ordenar los {tems segin
dificultad.

2.21.1.  Modelo monétono homogéneo

Este modelo se soporta en las hipétesis de independencia local y monotonia ho-

mogénea.
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n
Sea Xy = > X, el puntaje total obtenido en el test; los sujetos son ordenados
i=1
mediante este estadistico.
Este modelo mide los sujetos en una escala ordinal formalmente, sea ¢ un valor ar-
bitrario del rasgo y sean 0 < s < t < n dos posibles valores del puntaje total entonces

PO > (| X;=5)<PO>(Xs=1t).

De la anterior se deduce que para 0 < s <t <n E(0|X; =s) < E(8| X+ =1t) la cual
implica que la media del rasgo en el subgrupo de individuos con puntaje t es mayor a la

media del rasgo en el subgrupo que tiene puntaje s si 0 < s <t < n . Podemos a partir
n

de esto justificar el uso de X = > X; para ordenar a los sujetos.
i=1
También se cumple para 0, < 05 que:

E(X116 = 6,) < B(X,|0 = 6)

Teorema 2.21.1. (Mokken 1971) Si se cumple la propiedad de monotonia homogénea y la

independencia local entonces la covarianza entre todos los pares de items es no negativa.

Demostracién

Sea F'(#) la funcién de distribucién del rasgo latente y consideremos dos items cua-
lesquiera i, j.

Se tiene que:

y P(X; =1,X; =1)= [ P,(0) P;(0) dF(9).

Luego, debido a que se trata de items dicotémicos, se cumple que:

C’ov(Xi,Xt) =P(X;=1,X;=1)— P(X- = 1)P(X =1) =
JI Pi(0)P;(0) dF(0) dF (§) — [ Pi(0) dF(0) [ P;(§) dF(£) =
3 JJ [P:(0) — Pi(©)] [P;(0) — P;(€)] dF(9) dF(f)

En la regiéon donde 6 > & ambos términos son no negativos debido a que CCI son

mondétonas y en donde 6 < £ ambos son no positivos, luego la covarianza es nonegativa.
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Rosenbaum (1984) y luego Holland y Rosenbaum (1986) probaron el siguiente resulta-
do (asociacién condicional) bajo las mismas hipdtesis. Si partimos el vector de respuestas
u en dos subconjuntos u; y us y consideremos f, g dos funciones mondtonas no decre-
cientes, entonces Cov(f(Uy), g(U1)|h(Uz)) > 0.

También se puede probar que:

a) Todo par de {tems i y j estdn condicionalmente asociados en todo subconjunto de
sujetos con un puntaje total t en los restantes items.

b) Para todo item i, P; es no decreciente si se toma sobre los subgrupos de sujetos
ordenados en forma creciente en funcion del puntaje total sobre los n-1 items restantes.

¢) Lord y Novick, (1968) prueban que la esperanza condicional (respecto de 6 ) del
puntaje total es una funcién monétona no decreciente.

d) Grayson (1988) mostré que el puntaje total (condicionado a 6) tiene verosimilitud
mondtona o sea % 0 < s <t <n es no decreciente como funcién de 0, es decir,
X116 es un estadistico éptimo para la clasificacién binaria.

2.21.2. Modelo de doble monoticidad

Este modelo incorpora adicionalmente la hipétesis de no interseccién de las CCL
En el caso de ftems dicotémicos tenemos que E(X;|0) = P;(0).

A partir de esto se obtiene, ya que las curvas no se cortan que:
E(X1]0) < E(X3]0) < ... < E(X,|0)

para todo 6. Se dice cuando esto ocurre que los items tienen un orden invariante.

Para poder establecer cuédl es el orden de precedencia entre los ftems, ya que no es
posible observar directamente las esperanzas condicionales, se recurre a la proporcién
de respuestas correctas. Para justificar esto veamos que como en nuestras suposiciones
hemos considerado que el rasgo latente tiene densidad f(f), entonces la proporcién de
respuestas correctas en el item i puede determinarse como:

+oo +oo
ri= [ n©) 50 i = [ B 10 ds

Si el item i tiene menor o igual proporcién de respuestas correctas que el item j

entonces
+00 too
PP = / Pi(0) — P;(0)] 1(0) db = / [E(X,10) — E(X;16)] f(8) db < 0 de

donde se deduce que si P; < P; y sabemos que los items tienen la propiedad de orden
invariante entonces E(X;|0) < E(X;|6) para todo 6.
Vemos asi que hay dos propiedades de monotonia: una sobre las CCI y otra dada por

el orden invariante.
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Veamos que no asumimos nada sobre la densidad f(6), esto implica que si tenemos
dos subpoblaciones con densidades f1(6) y f2(0) el orden de la proporcién de respuestas
correctas en cada subpoblacién es el mismo, lo cual es un resultado relevante.

Mokken (1971) prueba que para todo {tem i y todo par de ftems j y k con j<k se

cumple:

Rosenbaum (1987) probé que si i es més dificil que k entonces P(U; = 1| X4 (u2)) <

P(Ui = 11X 4 (u2)) donde usy es el vector de respuestas en los n-2 ftems restantes.

2.21.3. Estimacién de la habilidad

Para la estimacién de las habilidades hay que recurrir a métodos indirectos. Una
primera alternativa es utilizar el puntaje total que con base en las observaciones ante-
riores estd correlacionado positivamente con el rasgo y es un estadistico éptimo para la
clasificacién binaria.

Schriever (1985) propone utilizar andlisis de correspondencia multiple. La primera
componente principal de la matriz de correlaciones de los items determina la habilidad

La primera componente puede escribirse como

n

1—wu; 1 _Pl
Y =) a;(-1) 5

i=1

donde « es el vector propio del valor propio mayor y afa =1

Lewis (1983) propone un método bayesiano que permite obtener intervalos de con-
fianza para el rasgo y puede ser usado en tests adaptativos informatizados.

Coeficiente H de escalabilidad

Loevinger (1947,1948) propuso el coeficiente H pero no tuvo mayor aplicabilidad hasta
que lo adapté Mokken (1971) para definir una familia de coeficientes que indican la
escalabilidad mondtona homogénea para:

a) un par de items;

b) un item respecto a los restantes;

c) el conjunto total de los {tems.

Consideremos dos {tems i, j dicotémicos, al aplicarse los dos items sobre N sujetos
se obtiene una tabla 2x2 con las posibles salidas. Si mantenemos fijas las marginales
podemos obtener la tabla que produce la méxima covarianza entre los items, luego el
coeficiente H se define como:

Cov(X;, X;) Pj — PPy P; — Py

= = =1
CO’UméX(XZ‘,Xj) PZ—PLP] R(l—P])
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Donde se utiliza el hecho que el méaximo de la covarianza condicionada a las marginales
se da cuando P;; = F;.

Se puede definir H a partir de las probabilidades de error de Guttman.

Consideremos dos items: i, j tal que i<j o sea FP; < P; la probabilidad de error de
Guttman se define como e;; = P(X; = 1,X; = 0) = P, — P;; , y el valor esperado del

error bajo la hipétesis de independencia es e7; =P/(1—-P;).Luego H;; =1— e” .

Valores altos de H;; se corresponden con CCI discriminantes (e;; = 0)y valores bajos
con CCI no discriminan (son independientes) en tanto valores negativos contradicen la
monotonia homogénea.

El coeficiente de escalabilidad del item i con el test se define como:

H = Cov(XhX_T_l)‘ - J§1( i)
P Covmax(Xi,X[Y) z>j(P —P;P; )+2<2(P —PP;)
J J<
2 (Pi—Pij)
1— JFi

> (Pi—P; Pj)+ - (Pi—P; Pj)
Jj>i Jj<i

Finalmente el coeficiente de escalabilidad del test es:

> Cou(X;, X17) ;; (P, — P;j)
" 3 Covman(Xi, XT) - > (Pi— PiPy) + Y (P — PiP))

i J>i 7<i

Se puede ver facilmente que:

min Hij S Hi S mépx Hij
J J
Im'n H, <HKL méx H;

min H;; <H KL max H;;
i,J

0<H;<1 0<H;<1 0<H<1

Mokken (1971) propone que una escala es 1til si H es mayor o igual a una constante,
que debe ser al menos mayor o igual a 0.3 y clasifica las escalas como débiles si 0,3 <
H < 0,4 moderadas si 0,4 < H < 0,5 y fuertes si H > 0,5.

2.22. Modelo no paramétrico unidimensional
usando regresién no parameétrica

Este enfoque del problema en Psicometria fue introducido por Ramsay (1991) y puede
ser considerado como una técnica del analisis de datos funcionales.

Consideraremos N sujetos que responden a n ftems dicotémicos o politémicos y quere-
mos estimar el vector de rasgos 6 y las curvas caracteristicas de los items (CCI) mediante

estimadores no paramétricos.
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Uno de los principales cuestionamientos que se pueden hacer al enfoque paramétrico,
es que la dependencia entre la probabilidad y el rasgo es forzada a ser de determinada
forma funcional y no se toma en cuenta hechos tales como la no monoticidad de los ftems
o desviaciones del formato impuesto. También estd de por medio la complejidad de los
célculos, tanto si se emplea el paradigma de Birnbaum (méxima verosimilitud marginal
con el algoritmo EM) como procedimientos bayesianos.

En los algoritmos usuales como el Logist (Wingersky, Patrick y Lord, 1988) y Bilog
(Mislevy y Bock 1982) la velocidad de convergencia es lineal y usualmente lenta.

Existen también modelos cuasiparamétricos, los cuales son maés flexibles. Ejemplos de
éstos son aquellos que usan la regresién polinémica, o desarrollos en series de Fourier.

Wahba (1990) propone un modelo parcialmente no paramétrico. Otros trabajos que
apuntan en la misma direccién son los de Levine (1984, 1985), Drasgow, Levine, Williams,
Mc Laughlin y Candell (1989), Ramsay y Abrahamowicz (1989), Ramsay y Winsberg
(1991).

Desde el punto de vista no paramétrico tenemos el modelo homogéneo monétono y
el modelo homogéneo de doble monoticidad. Para ver un desarrollo detallado de estos
modelos para items dicotéomicos y su extensiéon a politémicos se puede consultar el libro
de Sijtsma y Molenaar (2002) o los capitulos de Mokken y Molenaar en Van der Linden
y Hambleton (1997). La fortaleza de este acercamiento se ve disminuida al no dar los
autores un estimador de las Curvas Caracteristicas del ftem (CCI).

Asi pues, Ramsay (1991) propone no sélo estimar el rasgo no paramétricamente, sino
utilizar los métodos de regresién no paramétrica mediante nicleos para obtener una
estimacién de las CCI.

Este método tiene varias ventajas: la primera de ellas es la no imposicién de ninguna
restriccién sobre la forma funcional de las CCI, y ademés, el método de estimacién es no
iterativo y muy fécil de programar.

Es de destacar que, para obtener la estimacion del rasgo, debe conocerse su distribu-
cién, pero si se ignora, lo que se estima es una transformacién del rasgo dada por F'~1(©)
que tiene distribucién uniforme en [0,1]. Esto no constituye una limitacién, pues como
lo expresa Ramsay (1991): «en el contexto del andlisis de {tems, un test no puede pro-
porcionarnos mas que informacién sobre el orden de los examinados». Esto es conocido
como la pérdida de la identificabilidad.

Sea Pjp, () la probabilidad que un examinado con nivel de rasgo 6 seleccione la opcién
m del item jcon j=1,...,nm=1,..., M;.

Consideremos N sujetos examinados, entonces tenemos determinadas variables indi-
cadoras YfW que valen 1 si el sujeto i eligié la opcién m en el item j, y 0 en caso contrario.
O sea, Pj,,(8) = P(Yj, = 1|0 =0).

Como dijimos, veremos un enfoque del problema simple de entender, ficil de progra-

mar, no iterativo, rapido, y eficiente.
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Ademas, estas técnicas permiten tener herramientas de la Teoria de Respuesta al [tem
(TRI) para situaciones de muestras de tamano moderado.

Ramsay (1991) plantea, a los efectos de la estimacién de las curvas caracteristicas, la
utilizacién de la regresién no paramétrica.

Debido a que la regresién no paramétrica entre dos variables X e Y supone el co-
nocimiento de ambas, y en nuestro caso se desconoce la variable 6, el primer paso que
Ramsay (1991) se plantea es el de estimar los rasgos 6. Para ello, supone que éstas tienen
alguna distribucién conocida F'(6).

Consideremos un estadistico T y sean T; los valores de los sujetos. Sea r; el rango del
i-ésimo individuo. Para cada valor r; consideremos la quartila ¢; respecto a alguna distri-
bucién. En general, se usa la normal tipica, y si consideramos el rasgo como proporciones,
se puede usar la distribucién beta, por ejemplo, la distribucién B(2.5,2.5).

Con base en el valor de T; se ordena a los individuos, obteniéndose ahora los patrones
de respuestas ordenados. Se estiman los Pj,, mediante regresién no paramétrica entre las
(@)

variables binarias ij

Se suele utilizar como estadistico el puntaje total, pero Ramsay (1991) propone un

y el vector de rasgos 9A1 =q, ,0/]\\] =qgn.

estadistico alternativo.

Sea
Wim logzt(P(7 )) - logit(Pj(if))

donde Pj(f )) y Pj(sf )) son las proporciones de examinados que caen en el 25 % superior
e inferior de la distribucién de los puntajes totales de quienes eligen la opcion m en el
item j.

Entonces utiliza el estadistico:

T =3 Y Y Wim

o sea, T; es la suma de pesos para las opciones actualmente elegidas. Este estadistico
tiene la ventaja de que produce menos empates y usa informacién sobre la eleccién de
alternativas incorrectas.

El estimador por nicleos de P () es el promedio ponderado.

I
= wi(0)v) (2.137)
=1

donde las ponderaciones w;(#) son definidas para que sean méximas en 6 = ¢;, y que
decrezcan a cero cuando crece |g; — 0].

Los pesos w;(#) se definen a partir de los nicleos K (u) como:

K(%:2)

Zk K(%0)

(2.138)
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Luego,

N 0;,—6 4
_ oL KOy

Finl®) S K(B0)

(2.139)

donde el denominador es la estimacién de la densidad de las ¢;. Esto implica que,
como la distribucién es conocida, se podria reemplazar el denominador por esta densidad
conocida. Esto podria ocasionar valores de P levemente fuera del intervalo [0,1], pero
esto puede ser corregido.

Como la diferenciabilidad de P depende de la diferenciabilidad de K, es ventajoso
usar los nicleos cuadréticos o gaussianos, por ejemplo, si queremos estimar la funcién de
informacion del test.

El pardmetro h de ancho de banda debe ser elegido adecuadamente. Si h disminuye,
también disminuye el sesgo, dado que sélo pocas observaciones muy cercanas a 6 son
efectivamente ponderadas, pero crece la varianza. Si h crece, disminuye la varianza, pues
se ponderan mas observaciones, pero aumenta el sesgo.

En Hardle (1990) se dan varios procedimientos para elegir la ventana éptima a los
efectos de minimizar el error cuadratico medio o funciones de éste.

Es interesante independizarse de la posible distribucién del rasgo, ya que ésta, usual-
mente, es desconocida.

Notemos por un momento al rasgo como 7 y supongamos que tiene distribucién F.
Sabemos que F(7) se distribuye uniforme [0,1]. Por lo tanto, prodriamos estimar en vez
de 7 una transformacién monétona de ella 8 = F(71).

Asi pues, se puede suponer que el rasgo tiene distribucién uniforme, y entonces, este
rasgo se estima mediante la proporcién empirica.

Si conocemos la distribucién F del rasgo, obtenemos la escala original, mediante 7 =
F~1(0), que tiene distribucién F.

Teniendo en cuenta esto, sea para un test de tamano n ﬁml, e ﬁm N, las proporciones
de respuestas correctas para cada sujeto, y sea ﬁn,_m, ....,U,L’_LN, la proporcién de
respuestas correctas sin considerar el item i.

Tenemos:

_ 1 &
Unr=— ; .
nk = ZYm,k (2.140)
7j=1
1 n
Un—ih = — Z 'Y,,,j’k (2.141)
Jj=1j#1
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Notaremos por I, y F), _; las distribuciones de Un’k y Un,,i’k respectivamente.

A los efectos de romper los empates, a cada U,, _; . se le agrega una variable aleatoria
W —ik, con distribucién uniforme en [0,1/n-1], para obtener una sucesién sin empates
—=%
U

—%
n—i1s s Up i n» COMO:

Upij=Unij+Wn_i; (2.142)

n,—j]

. e ) . . . 7 . T Tk
Podemos definir Fy,_; y G n,—; como las distribuciones empiricas de Uy, —; ; y U,,

1=
respectivamente, o sea:
~ #{Up—ij<z:j=1,.,N}
FN7,Z‘($) = - (2143)
N
~ U*_H<:c:':1,...,N
Gy —i(z) = #Un iy S22 ) (2.144)
N
A partir de éstas se puede calcular el percentil empirico para cada sujeto.
Gt —ia)s s G i (T i ) (2.145)

Si suponemos que la variable latente tiene distribucién F, como ya dijimos, se con-

vierten estos percentiles a la escala del rasgo mediante:

*

O —ie = F1Gn iU, _i 1) (2.146)

Nosotros, por esto, consideraremos que F es la uniforme en [0,1] o sea, finalmente,
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*

O —ie = Gn iU _i 1) (2.147)

Se estima la curva caracteristica del item como:

N 6—0,, ..
2 K= )ik

ﬁ"’i(e) N 00 _; 1
g1 K(—5=4)

(2.148)

A los efectos de obtener estimadores ordinales del rasgo, se utilizan todos los puntajes
de los items y no se rompen los empates. Se usa la proporcién de respuestas correctas
Unyk y entonces,

O = F (Fny(Un)) (2.149)

Como queremos obtener la consistencia conjunta de las CCI y de los pardmetros del
rasgo, se requiere que el tamano muestral y la longitud del test crezcan juntos. Douglas
(1997) hace una demostracién de esto en un excelente articulo.

Consideremos primero un test de n items, administrado a V,, examinados, elegidos
al azar. Se estiman las CCI de los n items y los N,, rasgos. Entonces ahora, se considera
un nuevo test de n + 1 items, que no necesariamente contengan los n anteriores, y se
administra a N, examinados.

Pretendemos hacer la estimacion para cada fila en el arreglo triangular asi obtenido.

La teoria asintdtica estudia la adecuacién de las curvas caracteristicas del item y de
los estimados del rasgo a medida que n tiende a infinito.

Tenemos entonces la sucesién de test:

Poi1,Pna,..., Pop

P11, Pavi2, - Pogins Pogingr

Poyo1, Puioo, . s Payonyt, Poyonge

Sucesion de rasgos:

en,la 671,27 ) en,Nn

en—‘rl,l, 9n+1,27 ceey en—‘,—l,na 9n+1,Nn+1
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Oni2,1,0n122, -, Ony2nit, Onga N, o

Cada test viene identificado por sus curvas caracteristicas de los items F, ;. Para
cada curva P, ; se necesita construir un estimador P,; y similarmente construiremos
estimadores 60, ;. de los rasgos 0, .

Notemos por P,, a la curva caracteristica del test, o sea,

2.22.1. Hipdtesis

A los efectos de obtener la consistencia de estas estimaciones, Douglas (1997) asume
ciertas hipétesis sobre los ftems, las CCI, los tamanos muestrales Ny, los ntcleos y los

anchos de banda h,,.

1. Independencia local y unidimensionalidad.
2. © tiene distribucién uniforme (0,1).

3. P:L existe en (0,1) y existe un nimero m tal que 0 < m < P’,() para todo

0 € (0,1).
4. Existe C' > 0 tal que np,x < C para todo k donde p,r = P(U,, = k).
5. Existen constantes My y My tal que Mpn3? < N, < Myn".
6. P, ; existe y es continua en (0,1) para todo n,i.

7. Para cada intervalo compacto [a,b] C (0,1) existe una constante M, ; tal que para
todo 6 € [a,b] ny todo n, i [Py, ;(0)| < M.

8. K tiene soporte acotado, en particular existe una constante C, tal que K(x) > 0,
cuando |z| < Ck y K(z) =0, cuando |z| > Ck.

9. K es Lipschitziana de constante L.

10. Existe un ntimero « € (0,1/2) y ntimeros positivos L, y U, tal que para todo n,

Lon *<h, <Ugn™“
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2.22.2. Consistencia
A partir de estas hipdtesis se obtiene primeramente:

.....

bilidad 1.
También se obtiene un resultado sobre el error cuadratico.

Teorema 2.22.2. Dadas las hip6tesis 1 a 10 para 6y € (0, 1) fijo
maz{ECM (P, ;(60)): 1 <i <n} < O(n %) (2.150)

donde « es la constante de la hipdtesis 10.

Definiendo
5n,a,b = Supee(a,b)maxlgign | Pn,z(e) - Pn,z(e) |

se obtiene:
Teorema 2.22.3. Dadas las hipdtesis 1 a 10, 0,45 — 0 si n — 400 con probabilidad 1.

Finalmente prueba la conistencia conjunta pues a partir de los teoremas 2.22.1 y
3.1.18, y notando que la probabilidad del conjunto donde falla esta convergencia es la

unién de dos conjuntos cada uno con probabilidad 0.

Teorema 2.22.4. max{A,,dn e} — 08l n — 400 con probabilidad 1.

2.23. Modelos paramétricos multidimensionales

Considérense dos vectores de variables aleatorias v y 1 de dimensiones n x 1y p x 1,

respectivamente. Sabemos que:

Pr(z/:u):/.R./g(l/:um:h)f(h)dh

donde u y h son dos realizaciones de las variables v y 7 , respectivamente, f(h) es la
funcién de densidad de las variables aleatorias 1 y la integracién se realiza con respecto
a n . Se denominan modelos de rasgos latentes multidimensionales a aquellos modelos en
los que:

a) Las tnicas variables que pueden ser observadas son las v , mientras que las variables
aleatorias 77 son inobservables y se asume que son continuas.

b) Las variables v son independientes entre si para un valor fijo de la variable n , di-
gamos 11 = h . Es decir, las variables v son condicionalmente independientes o localmente
independientes.

La primera parte de la definicién de los modelos latentes implica que el drea de
integracién p-dimensional R viene dado por el producto de p intervalos R; = (—00, 00).

La segunda parte de la definicién implica que podemos escribir:
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glv=uln =nh) :Elg(w =ui|n=nh)

y por lo tanto, podemos reescribir como:

r(v = u) //V—u|n—h h)dh = / /Hgl/z—uzm—)f(h)dh

En la ecuacién anterior es necesario especificar lo siguiente:

a) la dimensionalidad del vector de variables latentes, p;

b) la expresion de la funcién g(v = u|n = h);

¢) la expresion de la funcién de densidad f(h).

La finalidad ultima de los modelos de rasgos latentes es la de ofrecer una represen-
tacion parsimoniosa de datos multivariados. Es decir, estamos interesados en hallar un
modelo del tipo anterior que nos proporcione una adecuada representaciéon de los datos
en tan pocas dimensiones como sea posible. Ademéas deseamos que p sea menor que n, a
ser posible mucho menor que n.

Los modelos de rasgos latentes son un conjunto amplio de modelos entre los que se
encuentran:

* el modelo del factor, que es un modelo de rasgos latentes caracterizado por asumir
que las variables observadas son continuas, que las funciones g(v = u|n = h) son lineales
y que la funcién de densidad de las variables latentes f(h) es multivariada normal;

* y los modelos de respuesta a los {tems que son aquellos modelos en los que las demds
funciones g(v = u|n = h) son no lineales.

Como vimos en los capitulos anteriores existe una amplia literatura sobre modelos
unidimensionales de respuesta a los {tems, es decir, con una tnica variable latente, p=1.

Se han propuesto modelos multidimensionales para datos dicotémicos y para da-
tos policotémicos ordenados y se dispone de métodos de estimacién implementados en
programas comerciales para este tipo de datos. Pese a que se han propuesto modelos
multidimensionales para datos policotémicos no ordenados (Takane y de Leeuw, 1987)
no se han implementado atin procedimientos de estimacién de dichos modelos.

En la literatura de TRI se denominan funciones de respuesta a la opcién i de un ftem
a la probabilidad condicional: g(v; = w;|n = h) = Pr(v; = u; |n = h). En los modelos
paramétricos, estas funciones se expresan como una funcién de una o mas constantes que
deben ser estimadas a las que se puede asignar una interpretacion psicolégica. A estas
constantes se las denomina parametros. En los modelos no paramétricos los pardmetros
que aparecen en las funciones de respuesta a las opciones de un item carecen de inter-
pretacién. No se ha propuesto hasta el momento ningin modelo multidimensional de
respuesta a los items no paramétricos.

Durante anos, los efectos de los items y los efectos de las variables latentes han sido
tratados como efectos fijos en la literatura de teoria de respuesta a los items. En este en-

foque se especifica una funcién paramétrica para cada una de las funciones de respuesta
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a las opciones a un item y se asigna un parametro a cada sujeto. El objetivo es entonces
estimar simultdneamente los pardmetros asociados con los items y los parametros aso-
ciados con los sujetos. Sin embargo, tal como notaron Neyman y Scott (1948), dado que
los parametros asociados con los sujetos aumentan en nimero conforme se incremente el
tamano de la muestra, las deseables propiedades asintéticas de los estimadores de maxi-
ma verosimilitud o minimos cuadrados generalizados no se cumplen. Para resolver esto
Bock y Lieberman (1970) propusieron considerar a los {tems como un efecto fijo, pero
a las variables latentes como un efecto aleatorio. En tal caso, se estimarian los pardme-
tros asociados con cada uno de los items, pero unicamente se estimaria la distribucién
(o densidad) de los pardmetros asociados con los sujetos. La conceptualizacién de los
modelos de rasgos latentes como modelos mixtos es la utilizada por Bartholomew (1987),
McDonald o Holland (1990).

2.23.0.1.  El modelo de respuesta a los items multivariado normal
para variables dicotémicas

Cuando las variables observadas son dicotémicas, v; = {0, 1}, y la funcién que modela
la probabilidad de respuesta es la funcién de distribucién de la normal estandar, ®(e) |

las funciones de respuesta a las opciones a un item vienen dadas por:

, 1 ai+Bih 2
Pr(v; = 1|y = h) = (o1 + B;h) = E/ P (‘2) W

Pr(v;=0ln =h)=1-Pr(y; =1|n = h),

donde «; y B; son el intercepto y vector de pendientes del item i y se asume que los
rasgos latentes siguen una distribucién multivariada normal. Es decir , f(h) = p(h) ~
N(0,®) donde (o) denota una densidad multivariada normal, y ® es la matriz de co-
rrelaciones entre los factores.

Dado que podemos escribir:

Pr(vi=u;|lp =h) =[Pr(vi=1|n = h)]" 1 —=Pr(vi =1|n=h)]'"™"
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V; = {O, 1}

Sustituyendo obtenemos:

Pr(v=u) = /R/lill [Pr(v; =1|n = k)" [L = Pr(v; = 1|n = h)]' ™" w(h)dh

Las ecuaciones anteriores definen el modelo normal para datos dicotémicos.

Existe una forma alternativa de derivar el modelo normal. Considérese un vector de
variables y de dimensiones n x 1 que sigue el modelo del factor comin, y asimase una
densidad multivariada normal para y. Por tanto, la densidad marginal de y viene dada

por:
@)~ N, Y ) = NOASN + )

y la densidad de y condicionada a un valor fijo de i es ¢*(y = y* |n = h) ~ N(Ah, ),
donde A es una matriz de cargas factoriales, ¥ es una matriz diagonal de varianzas
residuales y ® es la matriz de correlaciones entre las variables latentes o factores. Las

variables aleatorias y y 17 no son directamente observables, inicamente observamos

donde el vector de pardmetros 7 se denomina umbrales.
Dado que las variables observables son dicotémicas, las varianzas de las variables y

no son identificables, por lo que es habitual fijar su valor igual a la unidad, es decir,
diag(APA' + ¥) = 1 mediante ¥ = I — diag(APA")

Las ecuaciones anteriores implican que:

Pr(v=u) = /é;/f*(y)dy
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donde f*(y) es la densidad multivariada y R* es un drea n-dimensional de integracién

dada por el producto de intervalos:

R = { (tpo0) st v =1

(—o0,73) st v; =0

El modelo especificado utilizando es equivalente al primero, pues podemos escribir:

=/é;/f*(y)dy=

/R/ U -R-/g*(y=y* In :h)f(h)dh] dy =
/jé;/f(h) [/ﬁ/g*(y:y* n Zh)dy} dh

/R*/ (y=y"In =h)d =1:T/ Yi = y; In = h)dy; =
n oo 1—v;
I U g*(yz:yfln:h] { / -—yzn—h)dyz}

Dado que la funcién de densidad de y condicionada a 7 es normal, hallamos que las

funciones de respuesta a las opciones son:

Pr(vi = 1|y = h) = Pr(y; |1 > 73) = / g*(yi = ¢ In = h)dy; =

3

1 > 1 (yi—n 2
- 7/ exp |—= (yiln_h) dy;
270y \n=h J 2 Oyiln=h

yiln=h

donde
Hyiln=n = Ailt

0yi|77:h =V \I/Z =\ 1-— )\;Cb)\z

. . Yi— K, '
Usando el cambio de variable z; = Z"%l"=" tenemos que dy; = Oy.ln=hdzi , y cuando

Tyiln=h
’
Tri—)\ih

=Tz =
yl 1y~ 1*>\;<I>)\i I

o i — Ah —7i + Ah
Pr(v; =1 h:/ , 2)dzi=1—-0 —rn | =P [ ———
( I h) o L) ( 1—X<I>)\Z-> ( 1—X<I>)\¢>
Vi-ajex; g i

Las ecuaciones se relacionan por:

por lo que
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—T;

0 = ———
V1I=XDN
Y A
Bij = u

V1= NdA,

o sea, ambas ecuaciones son diferentes parametrizaciones del mismo modelo.

De igual forma que en el caso unidimensional del anterior modelo podemos deducir

el modelo logistico multidimensional quedando:

elaifj+d;)
P(Uij =1 I ai,di,cz-,Hj) = C; + (1 — C‘JW

donde t indica el vector traspuesto.
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Capitulo 3

Modelo no paramétrico multidimensional

3.1. Introduccién

Presentaremos un modelo no paramétrico multidimensional basado en nticleos. Aqui se
utilizara el estimador de regresiéon no paramétrico con variables independientes multidi-
mensionales. Si bien es natural pensar en aplicar un estimador semejante al unidimensio-
nal para items multidimensionales, la mayor dificultad se encuentra en estimar el rasgo,
va que éste ahora es un vector. Se necesitan tantos estadisticos para ordenar a los sujetos
como rasgos y esto presenta complicaciones técnicas. En el caso unidimensional se utili-
zaba el promedio o el puntaje total, pero en el caso multidimensional no aparece claro
como deben ser los estadisticos.

Nos proponemos ahora encontrar las condiciones que deben cumplir dichos estadisticos
para que la estimacién sea consistente.

A los efectos de estimar cada componente de este vector que representa un rasgo es-
pecifico, utilizaremos estadisticos para ordenar a los sujetos y asi tomar como estimacién
de ese rasgo en cada sujeto el cuartil empirico correspondiente.

Consideramos ahora que el rasgo es un vector aleatorio en R%
0 =(04,...,04).

Propondremos un método general para estimar el rasgo y un estimador para la curvas
caracteristicas del item.

Veremos las condiciones que deben cumplir los estadisticos para obtener estimaciones
consistentes del rasgo y la relacién entre el tamano muestral N y la cantidad de {tems n
para obtener estimaciones consistentes de las CCI.

Sea (£2, A, P) un espacio de probabilidad y consideremos sin pérdida de generalidad
que el rasgo latente O tiene distribuciones marginales uniformes U[0, 1].

Es claro que todo lo que deduzcamos para este supuesto funcionard para cualquier
tipo de distribucién marginal.

Consideremos una sucesién de funciones vectoriales, Borel medibles, g, en R™ a va-
lores en [0, 1]¢.

Sea gn,1 la componente 1-ésima de gy, para £ € R™ gn(z) = (gn,1(x), ..., gn.a(x)).

Consideremos un test de n items contestados por N sujetos y las variables aleatorias
dicotémicas X; , i =1,...,n , k = 1,...N que indican la respuesta del k-ésimo sujeto al

i-ésimo {tem. Estas variables dependen de d rasgos latentes (0;) y sea X = (X1, .., X,,) el
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vector aleatorio que indica las respuestas a los n items. Especificamente, Xy indicara el
vector de respuestas del sujeto k.

Supongamos que las funciones g, ;(X) son independientes de O1,...,0;_1,0;41, .., O,
paratodo 1 <[ <n.

Definamos la sucesién de funciones {G,.} : R? — R? tal que para cada z =

(21, ...,zq) se tiene:

Gy, (2) = (P(gn1(X) < 21), .0, P(gn,a(X) < 2a)) (3.1)

También tenemos las empiricas:

N
= ~ #Hgna(X) <z} D i1 X{gn (X)) <z}
Fya(z) = ~ = ~

conl =1,..,dy definamos la funcién:

GN(iL'l,...,{Ed) = (FNﬁl(xl),...,FN,d(xd)) (32)
A partir de lo anterior, para estimar la componente I-ésima del rasgo se utiliza la
funcién g, para ordenar los sujetos. Luego tomamos la funcién de distribucién empirica,

es decir,
6, = Gn(gn(X)) (3.3)

Notaremos ademas por:
Fn,l(x) = P(Qn,l(X) < x).

Antes de continuar, veamos algunos resultados sobre desigualdades de concentracion,
que daremos sin demostracion y nos ayudaran en lo que sigue. Para una descripcién
detallada de estos resultados recomendamos ver el excelente trabajo de Boucheron, Lugosi
y Massart (2003).

Consideremos un conjunto X y g : X — R una funcién medible.

Sea Z = ¢g(Xi,...X,) donde X3i,...X,, son variables aleatorias independientes (no
tienen por qué ser idénticamente distribuidas) que toman valores en X. Consideremos
E(Z)yE{(Z)=E(Z | X1,.,Xi—1, Xi11.-.Xp).

Sea X7,...X] una copia independiente de X1,...X,, y Z! = g(X1,., X/, .. X,).

El primer resultado que se obtiene es:
Teorema 3.1.1.
V(Z) <Y ElZ - Ei(2))’]
i=1
y de éste resulta:
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Teorema 3.1.2. Desigualdad de Efron-Stein.

1 ,
V(Z) <35 ;E[(Z - 7))

Definicién 3.1.3. Diremos que una funcién g : X™ — R tiene la propiedad de diferencias

acotadas si existen constantes no negativas c1, ..., ¢,,, tales que:

Supazl,“ww,,“wgeX ‘ g(xh cy LTy "7371'7,) - g(mla ..,.’L’;, ~-;xn) |§ C;

paral <c¢; < n.
Para funciones de diferencias acotadas se tiene el siguiente corolario:

Corolario 3.1.4. Si g tiene la propiedad de diferencias acotadas con constantes c, ..., c,

V(2) <

N | =

n
>
i=1
A partir de la desigualdad logaritmica simétrica de Sobolev, debida a Massart (2000),
se prueba que:
Teorema 3.1.5. Si existe una constante C positiva, tal que, casi seguramente

n

Y (z-z)y<cC

=1

entonces para todo ¢t > 0
2
P[| Z - E(Z) |> 1] < 2e” 70
Para las funciones de diferencias acotadas se tiene el corolario:

Corolario 3.1.6. Si g tiene la propiedad de diferencias acotadas con constantes c1, ..., ¢,

entonces,

+2

P|Z—-E(Z)|>1t <2 ¥l

Esta cota puede ser mejorada y McDiarmid (1989) prueba que, bajo las condiciones

del corolario 3.1.6,

2¢2

Pl| Z—-E(Z)|>t] <2 i<t

En realidad, tampoco es necesario que g sea de diferencias acotadas, pues se puede

aplicar el teorema y obtenemos:
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Corolario 3.1.7. Si para g existen constantes cy, ..., ¢, tales que:

n

n
SUDz, . w ), Z | g(x1, .24, ) — g1, .2}, 2) [P< Zcf
i=1 i=1

+2

Pl|Z—-E(Z)|>1] <2 ¥t

Esta dltima es una condicion mucho mas débil.

Definicién 3.1.8. Diremos que una funcién f : V. — R™ con V C R"™ acotada es de

Lipschitz si existe una constante K > 0 tal que:

@)= f) I Kz—y|Ve,yeV

Si f es una funciéon de Lipschitz podemos definir:

[ f(x) = ) |l

oy = U > 04 f() = f) 1< K =y || Ve, € V)

(3.4)
Si tenemos una sucesién {f,} de funciones de Lipschitz tendremos definida también

L = supgty,zyev

la sucesién {L,} de constantes definidas por 3.4.
En nuestro caso, trabajaremos con funciones de distribucién empiricas las cuales no
son de Lipschitz, ya que son funciones escalonadas.

Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 3.1.9. Una sucesién de funciones f,, : V. — R% con V C RF acotado cumple
la propiedad (P) si existen sucesiones L,, y 7, > 0 tales que: existen § > 0 y A > 0 tal
que d < L, < X para todo n y

Yo —> 0

[ (@) = fa(@) 1< Lo | 2 =y || ¥,y € V.

Por ejemplo, si tenemos n variables aleatorias Bernoulli X; y consideramos el prome-
. = n X,
dio X = 72'—711 =,

Si se cumple que para algin K > 0, nP(>_1 ; X; = k) < K, (esta condicién implica

que el histograma estd uniformemente acotado) entonces para 0 < z < z’ < 1, la sucesién
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de funciones de distribucién de X cumple la propiedad (P).

Fua) = Fu@)= Y. PO Xi=k) < Z=
k=[nz]+1 =1 k=[nz]+1
= ) - ra) < B~ 0+ ) = K[ - )4 L=k ) 4 K

Consideremos ahora como estimador la media ponderada X = Z?Zl w; X;.
Representemos por (Xf, . ,Xij, ..., XJ)j=1,...,2" las posibles enuplas de valores

que pueden tomarse y sea I, = minjp | Y2, wi(Xg - XF) |

Si 713(2“;&:@ < K entonces,

"

Fo(a) = Fu(x) = Y PO _wiX;=k) < KI( +1) = K(2' — z) + I,.

ke(z,z’]

Luego si

se cumple la propiedad (P).

Observemos también que si X, es una sucesiéon de variables discretas con funcién de
distribucién F), y si existen sucesiones f(n) > 0, g(n) > 0y h(n) > 0 y constantes K;
y K> tales que:

supp{P(X, =k)} < )

con k € Rec{X,}, paratodo 0 <z <z’ <1

Z X(z,2'] (k) < Kag(n)(a" — ) + h(n)
k€Rec{X,}

con % —O0yparaalgin 6 >0y A >0; 0 < % < )\ para todo n entonces:
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Fu(a') = Fu(e) < sup{l P(Xo = B)} )Xo (k) <

k€Rec{Xn}
Kilag(n) oy h(0)
) & O )

lo que implica que F,, cumple la propiedad (P).

También tenemos que:

Lema 3.1.10. Consideremos una sucesion de estadisticos X, con funcién de distribucion
F,, que converge completamente a F', la cual es lipschitziana de constante L. Entonces

F,, tiene la propiedad (P).

Demostracién:

Consideremos 0 < z < 2/ < 1.

| Fu(2') = Fu(z) [<] Fn(2') = F(2') [ + | F(2') = F(z) | + | F(x) = Fa(x) |<

SLx—a' || +2sup|Fu(z) — F(2)|

Como |F,(x) — F(z)| estd acotado para todo x, notemos por

Yn = sup,, |Fn(x) — F(z)| entonces,

| Fu(a') = Fu(2) [S L[| 2 — 2 || +27m

donde ~,, — 0 pues F,, = F' completamente.
Si tomamos como estimador la media ponderada X = Z?:l w; X;. donde las X; son
variables aleatorias iid.

Sea N
iy =3
i=1
Utilizando el resultado de Fisher (1992) tenemos que si:

1 an
limsup —f{n: — <t} <
1muptﬁ{n 2 } <o

t—o00

entonces,

Sn.
Jn
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converge en distribucién a la normal tipica de donde las distribuciones de:
2LX;
tienen la propiedad (P).
Weber (2006) obtiene resultados combinando condiciones de integrabilidad de las

variables aleatorias y condiciones sobre los pesos mas débiles.
Consideremos de ahora en adelante en R? la norma:

]| = maxi=1. alwi

Lema 3.1.11. Sea G, () definida por 3.1. Supongamos que para las funciones g, ; existen

constantes ¢p 1,15, Cn,in tales que:

n n
SUPg, ..zt .., Z | gna(w1, 4,y ) — Gna(w1, 2 ) |2 < Zci’l,i (3.5)
i=1 i=1

para 1 <[ <d

Supongamos, ademas, que las F), ; correspondientes cumplen la propiedad (P), (L, v»)
para toda l con 1 <1 <n.
Entonces para ¢ > 0:

(e=vn)?

P(|| Gy, (9a(X)) — Gy, (B(ga(X))) |> €) < 31, 2e 2= s

En particular si ¢, = maxi<j<d,1<i<n Cn,i,i

(e=vn)?

P(|| Gy, (9n(X)) = Gy, (B(gn(X))) [|> €) < 2de #3n<3

Observacion: En el caso unidimensional

D i T

gn(xla”'vxn):T: n

Ahora | gn (21, T4y o n) — gna(x1, .2, 2p) |= % entonces

n

n
1
SUle,..,mn,m/l,..z; E | gn,l(mla L, xn) - gn,l(xla 1'27 xn) |2§ § ) == E
i=1 i=1
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luego,

_ K2
(e ")1 n(e— &)

P(|| Gy, (9(X)) =Gy, (E(ga(X))) 1> €) = P(|| Gy, (X) =Gy, (B(X)) > €) < 2¢ 70 = 2¢7art

Demostracién:

P(|l Gy, (9n(X)) = Gy, (E(gn(X))) [|> €) <

< P(l 9(X) = Blgn(X)) > ~17) =

€—Tn
= P(mazri<i<a | gni(X) — E(gn1(X)) [> L’y )=

d
=3 [ PU g0~ B0 1> S 10 = 0)1a(0)a0 <
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Si ¢, = maxi<i<d,1<i<n Cn,l,i, €NtONces,

d 2 2
(e— ’Yn) _(e=n)
P(|| Gn(gn(X)) = Gn(E(gn(X))) > €) < 226 2LAneh = 2de AR

Lema 3.1.12. Si para toda funcién g,; 1 < I < d se cumple la condicién dada por la

ecuacion 3.21, y ademas,

aE(gn,l(X)‘G)l)

M, . .
0, >M; >0 (3.6)

Sea \,, una sucesion positiva que tiende a 0, tal que para 0 < a < 1/2 méx; (Y, C%L,l,i)a =
O()\,) entonces para todo 6 € [0, 1]¢:

| Gg. (E(gn(X)|© = 0)) = 0 [[< An (3.7)

Demostracién:
Sea © = (01,...,04) y 0 = (04, ...,04).

Tenemos que:

Gy, (E(gn(X)|© = 0)) =

- (P(gn,l < E(gn,l(X)|® - 9))7 ""’P(gn,d < E(gn,d(X)‘@ - 0))) -

= (P(gn.1 < E(90,1(X)[01 = 61)), -, P(gn.a < E(gn,a(X)|Oa = 0a)))

Luego,
| Gy, (E(gn(X)|© = 0)) — 0 ||=

=mazi<i<d|P(gn; < E(gn1(X)|0; = 6;)) — 6]

Trabajando con la componente 1-ésima y considerando que las marginales son unifor-

mes:
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P(gni < E(gn (X)|©1=0;) =

1
— [ Plans < BlgusX)l0r =) | 01 = 67))d5} =
0
01+2p
— [ Pl Blguux)len =) | 0= 67))d5; +
0
1
[ Plons < Elgai(X0)[00 = 60) | € = 67)f; <
01+

)\n ! * *
<o [ Plan < Blan(X)]6:=0) | € = 6)))d
0
Tenemos que:

E(gn1(X)|©1=0) — E(gni(X)[©,=0]) <0

pues E(gn,1(X)|©;) es creciente.
Ademais,

E(gn,1(X)|©1 = 6;) — E(gn1(X)[|©1 = 6,) =

_ [3E(9n,l(X)|@l)
06,
con ¢ € (6;,67), de donde

le)o; — 00 > M

In1(X) = E(gn(X)|01 = 0]) < E(gn1(X)|01 = 0)) — E(gn,(X)]|0; = 0})
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si y solo si

An
| 9n(X) = E(gn(X)|81 = 6]) |2 E(gna(X)|O1 = 07) = E(gn1(X)|O1 = 01) > M=~

Luego,

/9 Plgna(X) < Elgna(X)|01 = 01) | ©; = 07))d6; =

A
1+

1
= /9 P(gn1(X)=E(gn,1(X)|01 = 0]) < E(gn,1(X)|O1 = 01)—E(gn,1(X)|0; = 0]) | ©; = 0;))dO] <

An
1+

1
/\n * *
< [ PU9nX) = Blgna (0100 = 07) |> M- | €1 = 67)d6; <
6

An
1+

24,2
My An

T les o2 A
< 2e 657 e ) (1 —— 7”)
De esto obtenemos que:
A MZA2 A
n o [ n
P(gn1 < E(gn (X)|©1=01)) <0, + -5 1 2¢ CEE=hL (1 -6 — 7)

24,2
My AR

A BETS
P(gni < E(gn 1 (X)|0; =0))) — 0, < 7" +2e MTEichg

para todo l con 1 <1 <d.

Asi pues, como

, 2 o
mlax (; Cn,l,i) =0(\n)
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con 0 <a<1/2,
existe K, tal que
7 «
max; (307 Ci,l,i)

K
N, <

entonces para todo 1, tenemos

1 - 2 e
)\n > E(; Cn,l,i)

de donde
MPX, Z et
16>, c?w 16K2 Pt

A partir de esto
MZAZ
L M2 n 9

——n i 20—1
e 1627 1 ,, Li < e 16KZ (21:1 Cn,l,i)

y luego
M; >\2
e TI6TE 2, 16K2(Zl NS
< K —0
An (imica )
yaque2a—1<0y > ", nleO

Asi pues para n suficientemente grande:

AZ

26 1621 1 ’VLZZ < Ai

2

Entonces para n > ng:

P(gn; < E(gni(X)|©1=6)) — 6, < A\,

Teorema 3.1.13. Supongamos que se cumplen las hipotesis del lema 3.1.11 y del lema
3.1.12 para 0 < a < 1/2
Tn

mé‘Xl(Z?:l Ci,l,i)a

—0

32L - +1 _1
o max; (37, e ;)% 2

mléx( E i) t<N< e TR,
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mazp—1. N || Onk—Oni|[— 0

en probabilidad.

2) Si ademads

n
lim lognmléx( E cp i) TP =0,
i=1
entonces

mazg=1,. N | Onk — Oni ||[— 0
completamente (en particular con probabilidad 1).

Demostracién:

Consideremos una sucesién €, — 0 positiva, tal que méx; (>, c2,.)% = O(ey).

(siendo K una de las cotas).

P(mazi—1,.. n || Onk — Ons [[> &) = U||@nk— Oni [[> €n) <

IA
M-

N
P(|| ©n s — Ok [|> €n) = ZP(H GN(n(Xk)) = Onp [|> €n) <
k=1

N
<> Pl G (ga(Xe)) = G, (92(X0)) > )+
k=1

N
+ 37 Pl G (90(X0)) = o (Blga(Xi)) > S+
k=1

N
+ 3~ Pl Gy, (B(ga(X0)) = O > 3)
k=1
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Ahora:

Pl Gx(9a(X0)) = Go, (9u(X0) > 5) =

~ €n
= P(mazi=1,...a | GNi(gn(Xk)) — Gy, (gn1(Xk)) [> g) <

P(| Ga(9a(X)) = Gy, (92(X0)) [> ) =

HM&

2N

€n _
P(] FNZ 9n(Xk)) = P(gn1(X) < gna(Xy)) [> E) < dCe 2%

||M&

Para el segundo término, aplicamos el lema 3.1.11.

‘ d __ w2
2 n c2
P(| G (9n(X)) = G (B(gn(X)) > 57) < 2) e AT
=1
El dltimo término, se anula para n > ng.
Asi hemos obtenido que:
(%*"m)

P(mazy=1, N || Onr — Oni |> €n) < NdCe +2NZ CUERYEI NG, (3.8)

o sea,

2(1 S’Yn )2

2 n_____
P(mazi=1. N || Onk — Oni ||> €n) < Nd | Ce™? o 4+ 2¢ OIR S, ati | (3.9)

Si se cumple cualquiera de las dos condiciones, entonces:
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. .2 y2a—1
25%1\/ _2méx (B e )7
e T <e 9K?2

Ya que para n suficientemente grande 3:—: < 1/2 para el segundo término tenemos:

2 (4 _3any2 ) _
B n(1-322) , maxy (S0 ¢2 , )2t
2 - —n 2 _ ol
e OOLE méx TRy, <e 124K2L2
Asi
si pues,
3202 +1

. .2 2a—1
maéx; (307 Cn,l,z‘) «

P(maxkzl,_”,N || @n,k — @nvk ||> Gn) <N 0167 L44KPLY

En el caso 1:

3202 +1 . n 2 20—1 ‘ n 2 a—1
P(mazi—1.. x| Onsk—Oni [|> €n) < C1e_144K§L%(maxl(zhlc"’“) (i Cnra)” )
=Ly n, n, n

o sea,
P(mazg=1,.. N || Onk —Onk [|>€,) =0

lo cual implica la convergencia en probabilidad

Si se cumple 2, obtenemos que:

3202 +1 ‘ _ [ 1
Tiarerrz (max (00, )7 —max (30 )77 %)

lim =400
logn
lo que implica la convergencia completa pues si tenemos una serie:
o0
Z e~ ()
n=1
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entonces la serie converge, pues,

e~ f(n) = glogn=%™ _ 1 —Q(n)

y si
Q(n) = +oo

la -
-Q(n)
7; n

es convergente.

Las series exponenciales convergen y la convergencia con probabilidad 1 se deduce de
aplicar el lema de Borel Cantelli.

Observacién: Si consideramos el caso unidimensional con g,(X) =X y

nP i:Xi:k <L

i=1
vemos que: y, = % VCn = %, por lo que la condiciéon pedida se cumple ya que

1/n
1/ne

—0

. . . 320241 4 -a
€n L = 0O(e, " dado que
Si consideramos ¢, tal que }L 0] entonces sin < N < e14ax2L2

logn
7711%20‘ —0
entonces,
mazy—1.. x| Onk — Oni |— 0
completamente.

Por la forma de los estimadores se pueden producir empates; romperemos los empates

sumando a g, ; una variable aleatoria uniforme.

Consideremos una sucesién a,, por ejemplo a,, = min; miny x+ |gn,i(X) —gn1(X’)| con
X y X' posibles vectores de respuestas. La sucesion debe cumplir a,, < méx; (37, ¢ ; ;)
Sea:
Zn=gn(X)+W

con W una variable aleatoria con distribucién uniforme U0, a(n)]¢ y consideremos las
empiricas:

N
=  HZng <x} Yimi X{Za<a)
Ina(z) = ~ - ~
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con | =1,..,d. Definamos la funcién:

~

Tn(x1, .y za) = (Ina(@1), ooy In.a(za)) (3.10)

Entonces:
OF =Tn(Zn) (3.11)

Lema 3.1.14. Supongamos que para 0 < o < 1/2

Tn
méx; (3, ¢y ;)®

—0

Si €, — 0 es una sucesién positiva, tal que:
n
. 2
mix(3" ¢ )" = Ofen)
i=1
(siendo K una de las cotas).

Entonces existe una constante C7 independiente de n , tal que:

2
—2ep N

P(]| ©, — 6% ||> €,) < dCre— o

Demostracién:

P(| 6, = €}, [|> en) = P(I| Gn(9a(X)) = Tn(Zn) |> €a) =

= P(mazi<i<q | Eni(g0(X)) = Ina(Z2) [> €n).

Trabajemos con cada componente.

F\N,l(x . an) _ #{gnl(Xivg T — an} < #{Zn],\lfg ZL'} _ j\N,l(x) < AN,I(J: + an) _

< < =
_ iz ot}  #am setad _poa,)

Luego

~

Frni(gn(X) — an) < Iny(Zn) < Eng(gna(X) + ay)
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De aqui,

~

| In1(Zn) = Fx(gna(X)) |< Fna(gni(X) + an) — Fxi(gni(X) — an)
A partir de esto,

P(| Ini(Zn) = Fxi(gni(X)) |> €n) <

P(ﬁN,l(gn,l(X) +an) - ﬁN,l(gn,l(X) - an) > en) S

< P(| Eni(gni(X) + an) — Fni(gni(X) + an) |> %L)Jr
P(| Fni(gni(X) + an) — Fni(gni(X) —an) |> %)_~_
P(‘ F\N,l(gn,l(X) — an) - FN,l(gn,l(X) - an) ‘> %)

Sabemos que:

2
—2e; N

~ €
P(| Fni(gn1(X) + an) — Fni(gni(X) + an) |> g) <Ce

—2¢2 N

P(| Exa(900(X) = @) = Fra(gas(X) = an) [> 5) < Ce ™

FN,l(gn,l(X) + an) - FN,l(gn,l(X) - an) S Ln(gn,l(X) + Ay — gn,l(X) + an) +’7n -

2an Ly, +n
Pero para n > ng tenemos que:
’ n 2 «
maXl(Zi:1 Cn,l,i) En

n < —
Tn < 6K 6

En
an) <
(n) 12L,
luego para n > nyg, el iltimo término se anula, asi pues tenemos que existe C tal que

para todo n:
262 N

P(| 8, — ©% ||> €,) < dCre—5—

Obtenemos como corolario que:
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Corolario 3.1.15. Supongamos que para 0 < o < 1/2
Yn

- — 0.
méx; (3, ¢ ;)

2
32L2 +1

1) Simax; (321 2, ,) L < N < et#K%L3

i=1 "n,l

1
max; (37 ¢5,0) " 2

mazg=1,. N | @Zk —Onk[[—0

en probabilidad.

2) Si ademas lim logn max; (3.1, 2, )12«

i=1Cnli = 0, entonces

mazg=1,. N || O3 = Onk [|[— 0
completamente (en particular con probabilidad 1).

Demostracién:
Consideremos una sucesion €, — 0 positiva, tal que:
n
< 2 [}
mix(} ) = Ofen)
i=1

(siendo K una de las cotas).

1054 = Onk 111054 — Ot | + 1| ©nk — O |l

luego

P(|| %4 = Oni [I> ) < P 01 — Ok > €0) + P(I| O — O |> €0) <

2
—2ep N

<2dCe= 5 + P(|| Ons — Oni |> €n)

Aplicamos el teorema 3.1.13 a los términos

—2e2 N

dC’1 e 9

P(” @n,k - @n,k H> 5n)

de donde obtenemos el resultado.
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Lema 3.1.16. Consideremos que se cumplen las hipétesis del teorema 3.1.13 y que el
nicleo K es simétrico acotado y con soporte compacto Ck.

Supongamos que las CCI son Lipchitz de constante My en un conjunto V compacto
con V C [0,1]%.

Ademds para 0 < a < 1/2

n

‘ 2 \—a(d+2)
N > mlax(Zc Li)

n,l,1
i=1

2 2 o
(35 1.)" = Olh)

Existe un entero ng tal que para todo n > ng la siguiente desigualdad ocurre para
todo ftem iy 8y € U C V, U abierto.

m2MZ Ny Thit2 3202 +1

P(| ﬁn,i(eo)_Pn,i(eo) |> 3Mthr) S 678 OUKNZ, L2rd=2 +Nn(01€7 144K2LE

méx; (37, 2, )2t

(3.12)
donde r = max{|| z || x € Cx}
Demostracién:
Como
N. 00, ;
1 K n,i, k
ro1 K ( Tore ) (3.13)

N, hd
tiene limite finito con probabilidad 1. Existen m; y m,, tal que para n suficientemente
grande y 0 € (0,1)¢ que:

N ~
N 0= 0,
miN, b <> K(Tm”“) < myNyhe (3.14)
k=1 "

en un conjunto de probabilidad 1.

Sabemos que K(%) > 0 siy solo si % € Ck.

Como Cg es compacto Cix C Bx = B(0,r) con r = maz{|| = || x € Ck}

Sea:
0~ i " P
An,iﬁ = {k‘ L — € BK} = {k‘ : QM};C co— hnBK} = {k‘ : Hn,,»7k S B(e,hn’l“)}
entonces,
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#An,i,e — Nnﬂé(B(aa hnr)) (3'15)
donde pj es la distribucion de 0
asi pues en todo abierto U de (0,1)% existe ng tal que para todo
0cUyn>ng, |[#Ani0 — Nupg(B(0,h,r))| < € de donde
N, 3N,
2 1B, har)) < #Anio < 2 (B, har) (316)

Sea 0y € U y el suceso

B, = {QA] —0; € hyBgparaj =1,...,N,}

P(| Po.i(00) — Pni(60) |> 3My hyr) =

= P(| P.s(00) — Pn.i(00) |> 3My hpyr| By, i) P(By.i)+

+P(| Poi(00) = Pai(60) |> 3Myhar| By, ;) P(B;, ;)

luego,
P(| Py i(60) — Pri(6o) |> 3Myhyr) <

< P(| Poi(00) — Poi(6o) |> 3Myh,r|B,, ;) + P(BS,)

Sabemos que:

2
32L2 +1

n,:

ya que:
n

mléX(X; Ci,l,i)a = O(hn)
i=

Tenemos, entonces:
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P(| Po.i(00) — Pni(60) |> 3My hyr) <

R 320241 méx, (7, 2, )2t
< P(| Pui(00) — Pas(60) [> 3Myor|Boi) + N [ €re” emoag M (Ei fne

Sea ©,, = (O 1,...,0n N, ) y andlogamente @nz y sean 6, y 67,” realizaciones de estos

vectores.
Sea W la distribucién conjunta de estos vectores condicionado a B, ;
Tenemos que:
P(| Poi(80) — Pai(B0) |> 3Myhyr| B, ;) =
= / P(| Poi(80) — Pi(00) |> 3Myhot|Br s, 0ni, 00)AW (Br,.4,0,,)
Ahora:

P(| Poi(60) = Poi(60) |> 3Myhyr|Bui, O, 0,) <

< P(| Pui(00) = E(Pui(60)) | + | B(Poi(80)) = Poi(60) |> 3Myhur|Bui, O 6)
Esta esperanza condicional la podemos calcular como:

P, 0. 1 00 - é\n i,
E( 717i(00)|Bn,i79n,i79n) = PRI Z K(TJ)E(XH,Lkwn,j) _
ZjEAn,i,eo K( hnyw) JEAn i 0, n

n

0o — é\nlk
- 9076‘\71 6. Z K(T)anj (enyk)
Djenn oy K(TTE) ke i, n

Para todo k € A, ; o,
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160 = O <1l 60 = On ik | + || ik — O < B + By = 2hr

Eligiendo n suficientemente grande para que
2hpr <inf{||z—y ||z € Uy € OV}

entonces que
Il 0o — On i ||I< 2k

implica que para todo k € A, ;4,, On,x € V.

Luego, por ser las CCI Lipchitz en V:

|Pp,i(80) — Ppj(On)| < My || 0o — 01 || < 2My hyr

Esto implica que:

~

| E(P,.i(00)|Bnis Onis 0n) — Poi(00) |=

1 0o — 0, ;
~ > K () [P (0nk) — Pri(00)] 1< 2My hyr
0o—bn,i,k hy,
ZkGAn,wo K( hon ) k€A, i,0

Entonces para n suficiente grande:

P(| Po.i(00) — Poi(60) |> 3Myhyr|Bpi, O, 0n) <

< P(| Pai(00) — E(Poi(00)) |> My hnt| B i, 00, 600)

Una expresién alternativa para ﬁm(ﬁo) viene dada por:

~ 1
Pn,i(o()) =7 g ijn,i,k
#Amiﬁo €A 10
n,i,00
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#An i, 90K(#)

con w; = )
Z ( 0~ n i,j )
jeAn,i.OO hn

A partir de 3.14 y 3.16 y como K es acotado para n suficientemente grande se tiene:

el 5 (B0 har)) _ 370 | K oo L 31| K oo L

< =
Wi = manh‘fl - 2mlh‘fl 2my

donde aplicamos el resultado debido a Devroye que:

pig(B (0, hnr))

dpd
hdr

tiene limite finito para casi todo 6 con respecto a p cuando h tiende a 0.
Por lo tanto,
Third < pa(B(0, hnr)) < Lhdrd

Aplicando Hoeffding se obtiene:

P(| Po.i(00) — E(Py.i(00)) |> Myhnr| B, 0, 00) =

1 ~
P( # Z kan ik # Z wkE(Xn,i,k|0n,k) ‘> MthT|Bn,ia an,ia an) =
nloOkGAnzeo "29°k€Ani,eO
2mleh ~
<Pl Y Xnik— E(Xnikl0nr)] > #An7i,9oW|Bn7iven7iaen)
k€A 0, o0
—8#An . i,00 mZ M hZ m?ME NpThdt?

< e o|| K2, L2r2(d=1) <2€_ olKIZ, L2rd—2

Asi pues, para n suficientemente grande y para todo 6y € U:

N _g MMy Nn hd+2 3202 41 max (37 y2e-1
P(| Pn,i(ao)_Pn,i(eo) |> 3Mthr) S e 9| K||2 L2rd—2 +Nn 016 144K2L2’ l i=1 nl7

Teorema 3.1.17. Dadas las hipétesis anteriores y para 6y € (0,1)? fijo y

9 || K |5 172 o
N> =T maXZc,, -
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n

maz{ECM (P, ;(00)):1<i<n} < O(mléx(z %) e (3.17)
=1

Observacién:

Si suponemos

. < 2 _4+2
N > mlax(z cn)l’i) P
=1
entonces
max{ECM(ﬁn,i(Go)) :1<i<n} < O(mléx(z cr 1)) (3.18)
i=1
Demostracion:
ECM (P, i(60)) = E((Pri(60) — Pui(f0))?) =
1 o~
= [ PUPilt0) = Pas(b0))* > tlit <
0
< (BMyhyr)? + P[(Poi(00) — Poi(60))* > (3My hyyr)?]
Esto es

ECM(P, (6)) < (3M¢.4Cihn)? + P[|Pp.i(60) — Pn.i(60))| > 3My hy1)]

Aplicando el lema anterior tenemos para n suficientemente grande y todo item i:

202 Ny, ThET2 3212 41
e 78ml v in 7i _ n méxl 7}7 Ci ; 2a—1
ECM(P, ;(60)) < (3Myhpr)?+e  oIKIZEZT7 L N, <Cle raarr ey M (i e,

n
< O(max(Y i 1)*) +e"

=1
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En el caso unidimensional como 0 < a < 1/2 si se elige o préximo a 1/2 entonces el
ECM se hace cercano a O(2).

Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 3.1.18. Dadas las hipétesis anteriores, suponiendo ademaés que el nicleo es Lip-
chitz de constante J y ademas

N <Mn"conr>d+1

SUPge (a,b)2MaT1<i<n | Pri(0) — Pni(0) [= 0
si n — 400 completamente

con (a,b)? C (0,1)¢
Demostracién:

Consideremos una grilla de 22 N2 puntos tal que la distancia (con la norma del maxi-
mo) entre dos puntos sea menor o igual a 1/N2. Sea § un punto arbitrario de [0,1]%

entonces existe k tal que la distancia de 7 a 6 no es mayor a 1/N2.

Para todo 6 tenemos

~

|Poi(0) = Pai(0)] < [Poi(0) = Paa(0i)] + [ Pui(07) — Prs(OF)|+

B, (07) — B i(0)]

Consideremos

|1Poi(0]) — Proi(0)] =

YL KX, S K55 X
0

N 07 —0; N —6,
2o K(7 )Xij_zz'=1K(0 . )Xij| <|
—0;

SR G B S ARE S CES S SAMY TS B S

> |&

|+

N —0; N 07 —0;
2iz1 K(%)XU _ 2 K —) Xy —
N o7 —0; N o7 6, -
Dim K(57) 2= K(557)
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N ~ N
1 0—0 oy — 0
— Y KX = YK () x|
PO =5 S = h
070 —0.
_ 2N KR - K58 _ 2, JlIog — o]

PRl 1K<9 0 IS CE =)

Como

oy — 0,
§ K(--—') > Nhim,
obtenemos que:

2JN||67 — 0| 2.7

[Poi () = Pri(0)] < Nhi+tim, N2hd 1y,

Como existe Cy tal que:

n
h>C mlzix(z C’?L,l,i)a

i=1

n
N > mléx(z ci7l7i)*a(d+2)

=1

|Poi(0F) — Pri(0)] = o(~)

1
n
A partir de
0P,
supgejo)d | 7 < ¢
€[0,1] aej 7

para todo j entonces si ¢ = max;c; con j=1,...,d

N 1
|Poi(0) = Fai(6))] < cllf = 05| < exrg

Sea € > 0 mostraremos que:
Z P(supge(a’b)dmaxlgign | ﬁnﬂ(H) — Pn,Z(Q) |> 6) < 0
n=1
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Para probar esto es suficiente probar que:

2d N2d

o> P[P, i(07) — P i(07)] > €/3] < o0 (3.19)

n=1i=1 k=1

ya que para n > ng suficientemente grande,

|Pn,i(9) - Pn,i(QZ” <

Wl m

~ n ~ €
Poi(07) = PasO)] < 5

entonces

o0
Z (8upge(a,pyaMaT1<i<n | Poi(0) — Poi(0) |> €) <

n=1

oo n 2¢N?

SISTNT PUPLi(0)) — Pai(07)] > /3]

n=1i=1 k=1

Para este ng la triple suma es menor que:

0 n 2N2d

2IgNZ + Y Y Z P[|Pi(07) — P i(67)| > 3My hr] (3.20)

n>ng i=1 k=1

Se puede aplicar el lema 3.1.16 y entonces 3.20 es menor que:

mi M Np Thit? 3202 +1 s (37
d, 2 2d d 2d W CIP) 1 i= nl'L
2 nON E 2 nN 9IK|2, L + N (016 14aK2L32 1

n>ngo

)2@—1

)

Reemplazando N,, por su cota superior Mn" entonces lo anterior queda acotado por

—[d(1/2—a)+1—2a]

] SWLZQM%/T max; (X7 ci 1)
2dngN2(d) T E QdManZd’r‘—i-l(e 9K (12 L2rd—2 +
n>ng
32L
maxl(Zz 1 Cn,l, 1)204 !

+Mn"(Cre 144K2L2 )
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Como0<a<1/2y

n
h'mlognmléx( E cfm,i)l_%‘ =0
i=1
la suma anterior es finita.

Ahora considerando en conjunto los resultados anteriores

Teorema 3.1.19. Si se cumplen las hipétesis
1) Independencia Local
2) El rasgo O tiene distribuciones marginales uniformes U0, 1]

3) para las funciones g, existen constantes ¢y i1, ..., Cn,1.n tales que:

n

n
Supml,..,wn,x’l,..mjL Z I g’ﬂ,l(x17 <L, xn) - gn,l('rlv x{” xn) |2S Z Ci,lﬂ‘ (321)
i=1 i=1
para 1 <[ <d
4) Las F),; correspondientes cumplen la propiedad (P), (Ln,7,) para toda ! con
1<i<n
5)
OF(g,1(X)|©
OB(gniX)1O) 3 (3.22)
00,

6) Para0 < aa < 1/2
In

méx; (31 € )"
7) Hméx; (3, C?L,Li)_a(d-‘rQ) <N<Mn"conr>d+1
8)

—0

n
limlogn mléx(z ) =0
i=1
9) El nicleo K es simétrico, acotado y con soporte compacto
10) Las CCI tienen derivadas parciales continuas en (0,1)% y en cada campacto
[a,b]¢ C (0,1)¢ son acotadas
11) Para 0 < o < 1/2

< § 2 a
mlax( - Cn,l,z) O( )
12) El nicleo K es Lipchitz de constante J

entonces

maz{mazy=1,..n || Onk — On ||, SuPse(apyamazi<i<n | Poi(0) — Ppi(0) [} =0
si n — 400 con probabilidad 1
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Demostracién:

Sale directamente de los teoremas 2.22.1 y 3.1.18 notando que la probabilidad del
conjunto donde falla esta convergencia es la unién de dos conjuntos cada uno con proba-
bilidad 0.

3.2. Estimacion mondtona

Veremos ahora un estimador no paramétrico para las CCI mondtonas crecientes. Co-
mo ya dijimos esta suposicién es usual en TRI. Nos basaremos en el método de Dette,
Neumeyer y Pilz (2006) que proponen estimar funciones monétonas a partir de un estima-
dor no mondétono. Los autores consideran funciones m derivables, estrictamente crecientes
en [0, 1].

Si consideramos una muestra Uy, ...,Ur de variables aleatorias independientes con

distribucién uniforme en [0, 1], sea K4 un nicleo y hy el ancho de ventana, entonces

THd ZKd v

es el estimador de la densidad de m(U).

La densidad de m(U) es (m’l)’(u)X[7,L(0)7,,L(1)} (u) luego,

T
1 ¢ m(U;) —u
— K du
Thy /, o ; =)
es un estimador consistente de m™' en t
Entonces en el contexto de nuesto enfoque consideremos una grilla 0, 2 e %, 1y

consideremos el estimador no paramétrico de la CCI en cada punto:

donde K, y h, indican el nicleo y la ventana utilizados para la regresién.

Entonces, el estimador mondtono de la inversa de la CCI en el punto 6 sera:

ot = T / Z Kd ) g,
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El estimador de ﬁ; se obtiene mediante la reflexién de Py, respecto a la recta y =

Para ilustrar el caso multidimensional veremos como proceder en dos dimensiones
Supongamos una CCI creciente en cada rasgo y que el estimador de la CCI se obtuvo

como se vio previamente.

Zk . (911*91 927h GQ)Xik
O1n—0 0220
Yoy K (Bt Bt

donde e K, es un nicleo de dimensién dos, con soporte compacto C' C [0, 1]2, y cumple

Pi(61,02) =

(3.23)

las hipotesis requeridas

Tomemos una grilla 0, Tis o 7y -5 L para 01 y una grilla 0, A Ty oo %, .., 1 para 65

Para cada 65 € (0,1) fijo, consideremos el estimador

T

_ 1 01 P(L,0,) —u
A = - [ 3 K
=1

La funcién H-1 1(01]03) es estrictamente creciente en ¢, para cada 65 fijo.
Podemos calcular el inverso (como funcién de 6;) para obtener H (61]62).

Para cada 6; € (0, 1) fijo, calculamos

91‘%) — U
(917 92 h Z/ 7hd )du

Finalmente, ﬁ(ﬁh f2) se calcula mediante la inversa (como funcién de 6s).
El algoritmo seria:

Paso 1 Usando el procedimeinto estandar para cada 1 <: <7,y 1 < j <T calcular:
~ Qg
D= 2L
(2 2
Paso 2 Para cada % con 1 < j <T, calcular H_1(91|%) mediante
71 J % %) —u
H(01]37) = ZKd Jdu
Paso 3 Invirtiendo con respecto a 61, obtenemos H(91|T) with1<57<T
Paso 4 Calcular

0
e 2 91‘T) u
P (91,92 Thd E / K )du

Paso 5 Invirtiendo respecto a 5, obtenemos P*(Gl, 62)
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3.3. Aplicacién al funcionamiento diferencial del item
3.3.1. Definiciones basicas

Supongamos que tenemos un test que mide un rasgo al que denotaremos por O y lla-
maremos habilidad principal. Diremos que existe DIF si la puntuacién obtenida es funcién
no solo del nivel que se tiene en el rasgo medido sino también de otras caracteristicas se-
cundarias (como puede ser la pertenencia a determinado grupo étnico, cultural, etcétera).
Concretamente, tendran un funcionamiento diferencial aquellos items cuya probabilidad
de ser acertados, condicionados a un igual valor del rasgo que se pretende medir, difiere
entre distintos grupos de la poblacién. El niimero de grupos a comparar es variable aun-
que es comun la comparacion entre dos grupos a los que se denominan grupo focal (grupo
de interés) que coincide generalmente con el grupo minoritario y el grupo de referencia,
que es el que sirve como base de comparacién. Para definir el DIF recurriremos a la teoria
multidimensional, que dice que el DIF se da cuando se incumple el supuesto de unidi-
mensionalidad. Si tenemos dos rasgos latentes 6 (habilidad principal)y n (habilidades

espureas) habrd DIF si
Ey(PL(U=1/0,1)/0) # E)(P(U =1/0,1)/0) (3.24)

Esto implica que las distribuciones de 7 condicionada a 6 en las poblaciones son diferentes.
Es importante notar que la multidimensionalidad por si misma no es la causa de DIF sino
las diferencias en las distribuciones condicionadas de las variables esptreas, es decir, la
multidimensionalidad es condicion necesaria pero no suficiente para la presencia de DIF.
Debemos también definir el término impacto y diferenciarlo de funcionamiento diferencial
de los items. Se llama impacto cuando hay diferencia en el desempefio de un item entre
grupos y ésta es causada por una diferencia real en la variable medida.

Cabe distinguir entre dos tipos de DIF: uniforme y no uniforme. Se produce DIF
uniforme cuando la probabilidad de responder correctamente un item es mayor para un
grupo respecto de otro para todo valor de 6. En cambio, si existe una regién donde la
desigualdad se da en un sentido y en su complemento, se da la desigualdad contraria,
entonces decimos que tenemos DIF no uniforme.

Akerman (1992) explica que se puede producir DIF uniforme si:

a) los grupos tienen diferentes medias en la habilidad principal y hay una correlacién
significativa entre la habilidad principal y la espirea;

b) si existen diferencias en las medias en la habilidad esptirea entre grupos.

Puede ocurrir DIF no uniforme si:

a) la varianza de la habilidad espiirea no es la misma entre los grupos;

b) la correlacién entre la habilidad principal y la espurea difiere entre los grupos.

3.3.2.  Técnicas estadisticas para la deteccién

Sunpogamos que agrupamos a los individuos segin una variable V, notemos por ©

el rasgo latente que pretendemos medir mediante nuestra prueba y sea U la variable
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aleatoria que representan las puntuaciones en el item.

Definicién: diremos que el item no presenta DIF si
PU/© =0,V =v)=PU/O =0)V0,v

es decir, la distribucién de U a un nivel de rasgo dado es independiente de la variable V.

Millsap y Everson (1993) clasifican los métodos de deteccién en torno a dos criterios:

1) el método de medida; y

2) el tipo de respuesta al ftem (dicotémica, politémica, continua, etcétera).

Fidalgo (1996) clasifica los métodos en:

a) procedimientos que no especifican ningtiin modelo de medida, donde coloca el pro-
cedimiento de Mantel-Haenszel, Estandarizacion, Sibtest, modelos loglineales, modelos
logit y regresién logistica; y

b) procedimientos basados en la TRI a ser medidas del édrea, ji cuadrado de Lord y

comparaciéon de modelos.

3.3.2.1. Mantel-Haenszel

Dividamos la puntuacién en el test en k intervalos y notemos por Gg al grupo de
referencia y por Gp al grupo focal. Considerando las respuestas obtenidas por cada
grupo se obtienen asi k tablas de contingencia 2 x 2. Sean Ay, By, Ck v Dy, las frecuencias
observadas y notemos por Ngk, Npk, N1k ¥ Nox las marginales. Consideramos la igualdad
g—z = akD Si el item no presenta DIF es de esperar que o = 1 para todo k luego
formulamos la prueba:

Hy : ap, = 1 para todo k
H; : oy, # 1 para algin k.

Para contrastar Mantel y Haenszel proponen el estadistico:

o (00 A = Y0, e | —0,5)°

XMH = Z NrrNrkpNig Nok
k=1 NZ(N,—1)

(3.25)

el cual sigue una distribucién asintética x? con un grado de libertad. Como estimador
de a se utiliza
Zm A Dy,
~ k=1 N
ONH = Bkék (326)

>k Ng

Como vemos « varia entre 0 y oo, es claro que el valor de @ = 1 implica que no hay

DIF. Se puede transformar la escala a otra llamada delta mediante: A = —2,35In[ap o]
Si A 20 se tiene que no hay DIF en cambio si es negativo tenemos que el item favorece
al grupo de referencia y si es positivo el favorecido es el grupo focal.

Como defecto principal se le critica a este procedimiento el hecho que puede no detectar
el DIF no uniforme. Mazor, Clauser y Hambleton (1994) proponen un procedimiento

para utilizar MH con el fin de detectar DIF no uniforme.
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Algunas consideraciones acerca de este procedimiento que se hacen tanto en el articu-
lo de Fidalgo (1994) como en el de Mazor, Clauser y Hambleton(1994) son:
1) el tamano minimo de la muestra es de 200 sujetos por grupo;
2) los {tems muy ficiles o muy dificiles asi como los poco discriminativos tienen alta
probabilidad de no ser detectados aunque presenten un DIF importante;
3) si se tienen k {tems las puntuaciones deben dividirse en k+1 intervalos. A medida que
disminuye el niimero de categorias aumenta la cantidad de {tems falsamente identificados;
4) cuanto mas se aparte el criterio utilizado para parear los sujetos de la unidimensiona-
lidad mayor seré el error tipo I.
En resumen el método MH posee un estimador del DIF, asi como un test estadistico de
significatividad. Con la modificacién propuesta puede detectar el DIF no uniforme y se
pueden utilizar los programas informaticos de Hambleton y Rogers; Fidalgo y Nanduka-

mar para calcularlo.

3.3.2.2. Estandarizacion

Es 1til para la descripcién del DIF y se basa en la diferencia en la proporcién de
sujetos que aciertan el item en el grupo focal y en el de referencia.
Gréficas que presentan estas diferencias condicionadas indican el monto de DIF que
tienen un tem.

Un indice cuantitativo utilizado es la diferencia de proporciones estandarizadas (DPE)

dada por:
m  Wy(Ppp — P,
ppp = e WePre = Prr) (3.27)
> k1 W
donde W} es un ponderador y Prp = J\f’;fk v Prr = 1\1;1;;6 son las proporciones de
respuestas correctas en el nivel de puntuacion k.
Si se utiliza Wy, = Npj entonces
m  Npp(Pri — P
ppp = 2= NekPre = Pre) (3.28)

ZZL Nrk

Dorans y Holland (1993) dan una férmula para el error tipico del DPE como en el caso

anterior (ver articulo de Fidalgo ecuacion 9.12) lo que permite realizar n test de hipStesis

DPE

ET(DPE) 1 cual tiene una distribucién

de ausencia de DIF mediante el estadistico E =
N(0,1).
Este método no detecta el DIF no uniforme, existe un programa de Hambleton y Rogers

que lo calcula.

3.3.2.3. SIBTEST

Este es un procedimiento para estudiar el DIF en uno o mas items del test simultanea-

mente y utiliza un modelo de TRI multidimensional no paramétrico propuesto por Shealy
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y Stout (1993a, 1993b).

Se dividen los items del test en dos grupos: el primero, denominado subtest valido
(que incluye a los {tems insesgados) y el segundo llamado subtest estudiado (que incluye
a aquellos items que pueden presentar DIF). Para determinar qué items constituyen cada
test se recurre a procedimientos estadisticos, de esta manera se determina qué items no
cumplen el supuesto de unidimensionalidad. Se agrupan los sujetos dentro del grupo
focal y de referencia de acuerdo a su puntaje en el subtest valido para luego comparar
su desempeno en el subtest estudiado.

Consideremos que tenemos un test de N items y que el subtest valido lo constituyen
n de ellos. Sean X y Y las puntuaciones en el test védlido y estudiado respectivamente.

Sea ademas (3, el pardametro que mide el sesgo, el cual se puede calcular como:

n

Bu =" [Prk(Var — Yr)) (3.29)
k=0
Luego el estadistico utilizado para el test de hipdtesis de ausencia de sesgo (es decir
Bu = 0) estd dado por:

A
7(Bu)
donde E(B;) es el error estdndar de 3,, el cual viene dado por la expresién:
550 = || PR o2V /b R) + —o2(VJk )
JRE JFk

k=0
donde Jgik v Jri son la cantidad de sujetos que tienen una puntuacién igual a k en el
subtest valido en cada grupo, y las varianzas que aparecen se calculan con los sujetos
que tienen una puntuacion k.
Este estadistico tiene una distribucién asintética N(0,1).
Los valores positivos de (3, indican funcién diferencial del test contra el grupo focal en
tanto que negativos en contra del grupo de referencia.
Este procedimiento fue disenado para detectar DIF uniforme, por lo tanto, no sirve para
detectar DIF no uniforme y ademas debe aplicarse a tests de mas de 25 items y que
no presenten impacto. Un programa debido a Shealy, Stout y Roussos (1995) se puede
utilizar para calcularlo.

3.3.2.4. Modelos loglineales

Para este tipo de andlisis se utiliza una tabla de contingencia multidimensional del
tipo HxGxR donde H indica nivel de habilidad, G los grupos comparados y R la respuesta
al ftem. Notaremos a las frecuencias observadas mediante f;;z. Se ajustan varios tipos
de modelos jerarquicos para determinar la presencia o no de DIF y si este es uniforme o
no uniforme.

Se ajustan tres modelos (Fjj; indican las frecuencias esperadas).
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1) Modelo saturado que indicard DIF no uniforme:

In(Fijr) = A+ Augy + Aa) + Arek) + Ara@)) + AaRGE) T AGRGK) T AHGR(K)

2) Modelo para DIF uniforme:

In(Fijr) = A+ Mgy + Aa@) + Ark) + ArG)) + AaRGE) + AGR(EK)

3) Modelo que indica ausencia de DIF:

In(Fijr) = A+ Au@) + Aay) + Ark) + Arais) + AaRGK)

En el primero aparecen los efectos principales y todas las posibles interacciones, en
el segundo modelo se elimind la interaccion entre el nivel de habilidad, los grupos y
la respuesta. FEn el tercer modelo se elimina la interaccidon entre grupo y respuesta del
modelo 2. La idea es estimar el modelo saturado y a partir de él eliminar términos
en forma sucesiva a partir de los de mayor orden hasta quedarnos con el modelo que
tenga todos los términos de orden superior significativos. Para decidir con qué modelo
nos quedaremos, se utiliza el test de razén de verosimilitudes. La razon de verosimilitud
estd dada por:
fijk
Eiji

LR? = 250_ %7 %5, fiji In( ) (3.30)

Para comparar el ajuste entre dos modelos usamos la diferencia de razones de vero-
similitud que se distribuye x? con tantos grados de libertad como la diferencia entre los
grados de libertad de los modelos comparados.

Concretamente si el modelo que mejor ajusta es el tercero concluiremos que no hay DIF;
si estd presente la interaccion entre la respuesta al item y el grupo habra DIF y este
sera no uniforme o uniforme segin esté o no presente la interaccion entre habilidad, res-
puesta y grupo.

Este método es facilmente implementable en el SPSS o BMDP.

3.3.2.5. Modelos logit

En los modelos logit se considera la variable respuesta al item como dependiente de

los efectos inducidos por otras variables. Los modelos correspondientes son:
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1- hl(gj;) =+ Cuu) + Cag) + Caa))
Fijiy _
2- In(72) = C+Cr@y +Caw)
3- m(%;) =+ Cug)
Al igual que el anterior los modelos logit se pueden implementar en SPSS o BMDP.

3.3.2.6. Regresion logistica

Quienes propusieron esta técnica para detectar DIF fueron Spray y Carlson (1986).

En el modelo de regresiéon logistica se establece que:

e beXik
PY=1)= [ ST
Si llamamos Z; al exponente entonces este tomard las formas:
1- Z; =10+ 11 H; + oG + 3HGy;
2-Z; =71+ 1 H; + G,
3-Z; =1+ mnH;
Para determinar el modelo de mejor ajuste se usa el logaritmo de razén de verosimilitu-
des.

3.3.2.7. Basados en la TRI

Se han desarrollado varios indices basados en la teoria de respuesta al item para
estudiar el posible DIF. En TRI la curva de respuesta al item se determina por curvas
logisticas (de uno, dos o tres pardmetros). Si para fijar la notacién escribimos el modelo

de dos pardmetros tenemos:

eDai (071}1)

Pi(0) = 14 oDai(6-b,) (3.31)

donde b; es el indice de dificultad del item y a; es el indice de discriminacién. Se da
DIF uniforme cuando ag = ap y bg # bp y DIF no uniforme si ar # ap y bgp = bp
o br # bp. Esto propone como estrategias para detectar el DIF la comparacién de los
parametros de los {tems entre el grupo focal y el grupo de referencia o comparar el area

entre las dos curvas caracteristicas.

3.3.2.8. Medida del area

Notemos por Pr(6) y Pr(0) las curvas cardcteristicas del item para el grupo de referen-
cia y focal. Existird DIF si la curvas son diferentes mas alla de diferencias aleatorias.Una
manera de medir esta diferencia es mediante el drea entre las dos curvas (o sea la integral

de la diferencia).
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/ " Pa(9) — Pr(6)db (3.32)
01

Al considerar la diferencia con signo se tiene un indicador de la direccién del DIF;
pero en caso de DIF no uniforme debe utilizarse el valor absoluto de la diferencia para

evitar cancelaciones espureas. Asi pues un indicador del DIF en este caso serd

02
/0 Pr(0) — Pp(6)[d6 (3.33)

con 07 y 05 elegidos para que cubran un amplio rango del rasgo, por ejemplo -3 y 3
respectivamente. Las primeras medidas del area tomaron la forma de una suma discreta,

por ejemplo Rudner propone:

0=3
R= ) |Pr(f) = Pr(0)|A0
0=-3
Kim y Cohen (1991) han encontrado férmulas para las medidas del drea con signo
(ACCS) y sin signo (ACSS) para los modelos de uno, dos y tres pardmetros. A modo de
ejemplo reproduciremos la férmula de la medida del area para el modelo de un parametro:

[1+ exp(62 — br)]"/P[L + exp(61 — bp)]'/P

ACSS = |1
I exp(8 = b)|/P[1 & oxp(Ba — b)) /P

)| (3.34)

En Fidalgo (1996) se encuentran ademés las expresiones para los modelos 2P y 3P y su
discusién segun los valores de los pardametros.

Raju (1990) integré entre —oco y 400 obteniendo indices exactos para el drea sin y
con signo. Posteriormente, obtuvo las distribuciones asintéticas de los indices, lo cual nos

permite hacer inferencia. Para el modelo de 3P obtiene para el drea con signo (ACS):

ACS = (1 - ¢)(bp — bg)
E(ACS) = (1 — ¢)(br — bg)

VAR(ACS) = (1 —¢)*(Var(bp) — Var(bg))

(br —br)
VAR(ACS)1/2

Los valores positivos de los indices del drea con signo indican que el item es mas

Z(ACS) =

facil para el grupo de referencia y los valores negativos indican lo contrario. Los indices

anteriores se pueden normalizar y asi realizar test de significacién para la deteccién del
DIF.
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Se pueden resumir los pasos necesarios para la aplicaciéon de los criterios basados en la
TRI en:

1) encontrar modelo de TRI que mejor ajuste a los datos;

2) estimar los pardmetros de los items en el grupo focal y de referencia. Si ademds que-
remos encontrar la significaciéon estadistica de los indices se deberd calcular la matriz de
varianzas y covarianzas de los items;

3) establecer una métrica comun para los dos grupos (equating) calculando la pendiente
y la ordenada en el origen que se necesitan para la equiparacién;

4) obtener los indices y los tests de hipdtesis.

3.3.2.9.  Chi cuadrado de Lord

Este método compara los pardametros del item que define la CCI. Sea Xp y Xy el
vector que contiene los pardametros de los items. Pueden tener dimensién 3x1, 2x1 o 1x1,
segun el modelo elegido. La hipotesis nula es la igualdad de ambos vectores, es decir,

Ho)zp — x5 =0

y se utilizard como estadistico de contraste a la forma cuadrética:

2= (Xp - Xg)SHXp — Xg)

donde ¥ es la matriz de varianzas-covarianzas de (Xp — Xg) con X7 = (Sg + Sp) !

siendo las anteriores las matrices de varianzas y covarianzas de los pardmetros del item.

Este estadistico sigue una distribucién x? con p grados de libertad siendo p el ntmero

de parametros del modelo.

En el caso de modelo de 1P se obtiene la ecuacién:

2 _ (br — br)
Var(br) + Var(br)

X (3.35)

Es importante puntualizar que cuando se utiliza un modelo 3P, debido a los problemas
que lleva la estimacién del pardmetro ¢, Lord (1980) propone el siguiente método:

1) ajustar el modelo de 3P tomando los dos grupos conjuntamente;

2) ajustar nuevamente los grupos por separado utilizando como pardmetro c el hallado
en el paso 1;

3) aplicar el estadistico x2.

Se le critica a este método el hecho que puede llevar a que se rechase la hipétesis nula,
aun cuando exista poca diferencia entre las curvas en la regién donde se encuentra la

mayoria de los sujetos.

3.3.2.10. Comparacién de modelos

El método se basa en la razén de verosimilitudes para modelos anidados. Especi-

ficamente si el modelo que incluye parametros diferentes para el grupo focal y el de
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referencia ajusta mejor que el modelo en el cual los parametros de los {tems son iguales
para ambos grupos. Esto indicaria que el item presenta DIF. La razén de verosimilitudes
se distribuye como una x? con tantos grados de libertad como la difrerencia entre el
numero de parametros entre el modelo aumentado y el compacto bajo la hipdtesis nula
que los parametros del modelo aumentados son iguales a 0. Supngamos que tenemos N
items y que queremos determinar si hay DIF en el item k. Para esto determinamos dos
modelos: uno que representa la ausencia de DIF y otro que especifica DIF.

Modelo 1 {a,by,ba, .., bg, ..., b}

Modelo 2 {a, by, b, ..,bkRr, bpF, .., bn}

En el modelo 1 se estd imponiendo la restriccion bygr = brp = bg.

Para probar la hipétesis nula de ausencia de DIF se siguen los siguientes pasos:

1) utilizando la totalidad de la muestra se estiman los pardmetros del modelo 1 y se
calcula el logaritmo de la verosimilitud (—21n L(1));

2) se estiman los pardmetros del modelo 2 y el logaritmo de su verosimilitud (—21n L(2));
3) Se calcula ahora el estadistico:

_ L) _
LR = =2l o5 = —2In L(1) + 2In L(2)

que tiene una distribucién x? con grados de libertad igual al niimero de restricciones
impuestas.

Este procedimiento puede utilizarse para comprobar la presencia de DIF en varios {tems
simultdneamente y luego si se rechaza la hipdtesis nula debe hacerse un posterior anéalisis

para ver cudles items presentan DIF.

3.3.3.  Procesos iterativos

Varios autores han propuesto procesos iterativos para evaluar el DIF dentro de la
TRI.
Lord (1980) propone el siguiente:

1) Evaluar el DIF en forma habitual;

2) Eliminar los {tems que hayan presentado DIF en el paso 1 y reestimar 6;

3) Volver a evaluar el DIf con los 6 calculados en 2.

Segall (1983) propone:
1) estimar los pardmetros de los {tems para cada grupo;
2) hallar las constantes A y K que permiten equiparar los {tems;
3) luego de equiparar evaluar DIF en todos los {tems y eliminar aquellos que presenten
DIF;
4) recalcular A y K solo con los {tems que no presentan DIF;
5) repetir los pasos 3 y 4 hasta que los items identificados con DIF no varfen de una

iteracion a otra.
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Park (1988) propone un procedimiento combinado:

1) Se estiman los pardmetos de los items para cada grupo. Se ponen en la misma
escala y se detecta el DIF;
2) Se colocan nuevamente los {tems en una escala comin pero ahora se utilizan para
calcular las constantes A y K solo los items que no presentaron DIF en el paso 1. Se
analiza el DIF nuevamente en todos los items. Se continiia este proceso hasta que no
varien los items con DIF de una iteracién a otra;
3) Se estima 6 en cada grupo usando solo los {tems que no presentaron DIF;
4) Usando las estimaciones del paso 3 se estiman los pardmetros de todos los ftems dentro
de cada grupo (purificacién);
5) Se calculan nuevamente las constantes de equiparacién utilizando solo los {tems que no
presentaron DIF. Se equipara y se evalia nuevamente el DIF. Se continia este proceso
hasta que no varien los items con DIF entre iteraciones;
6) Si la clasificacién de los ftems ha cambiado luego de comenzar el proceso de purificacién

se regresa al paso 4. Si no ha habido cambios se termina el proceso.
3.3.4. Implementacion de decisiones

Mazor, Clauser y Hambleton (1994) describen varias consideraciones esenciales para
una implementacién apropiada de los procedimientos expuestos:
1) Para los métodos de pareo sugieren que serfa mejor obtener un criterio externo ante
uno interno, aunque es poco probable poder hacerlo. Cuando se utiliza un criterio in-
terno debe purificarse luego de una primera identificacién de los items con posible DIF
recalculdndolo sin utilizarlos. Sin embargo, Holland y Thayer (1988) recomiendan que
en el recilculo se utilice el item estudiado aun cuando se hubiera identificado en una
primera etapa con DIF. Cuando el test no es unidimensional y se utiliza el puntaje total
como criterio, debe tenerse en cuenta la mutidimensionalidad y, por ejemplo, identificar
subtests unidimensionales. Se debe tener en cuenta la fiabilidad de la variable que se
utiliza para parear.
2) Tamano muestral. Los métodos de deteccién son sensibles a los tamafnios muestrales y
se ha visto que pequenas muestras no detectan DIF sustanciales. Muestras de entre 200
a 250 por grupo son adecuadas para MH, SIBTEST y regresion logistica. Para IRT se
necesitan muestras de por lo menos 500 sujetos por grupo.
3) DIF no uniforme. Si bien todos los procedimeintos detectan DIF uniforme, si se desea
estudiar el DIF no uniforme se deberd utilizar un indice especificamente sensible a este
tipo de DIF;
4) Caracteristicas del item. Los {tems con baja discriminacién, asi como aquellos que son

muy faciles o dificiles, son los que con mayor facilidad no son detectados.

Fidalgo (1996) también da varios consejos para una correcto estudio del DIF:
a) El andlisis del DIF debe realizarse dentro de un marco global cuyo objetivo es

obtener tests eficientes.
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b) El DIF es una condicién necesaria pero no suficiente para que un {tem presente sesgo.
¢) No deben utilizarse los métodos delta o el anova pues no diferencian entre DIF e
impacto. Igualmente desaconseja los métodos ji-cuadrado.

d) Los métodos para detectar DIF no detectan el sesgo generalizado, o sea el caso en que
la mayoria de los items estan sesgados.

e) Los tests estadisticos deben ser complementados con indices del tamaifio del DIF.

f) Los métodos basados en la TRI se deben aplicar utilizando métodos de equiparacién
iterativos y purificando la habilidad estimada de los sujetos.

g) En los métodos que no especifican ningin modelo de medida se debe utilizar el mayor
numero de categorias de puntuacién posible.

h) Con tests cortos es preferible utilizar métodos basados en la TRI.

i) Si se utiliza el x? de Lord se debe utilizar ademés alguna medida del drea para ver el
tamano del DIF.

j) Si tenemos muestras grandes es conveniente utilizar niveles de significacién bajos para

reducir el error tipo I.
3.3.5.  Método propuesto
A partir de la estimacién no paramétrica de las CCI proponemos utilizar la medida del

area entre las dos curvas estimadas. Trabajaremos en una dimensiéon aunque lo obtenido

es facilmente generalizabe a més dimensiones. Las dos medidas del area son:

oo P
/ Pr(0) — Pr(0)dd

+oo .
/ | Pr(6) — Pr() | do

—0o0

Como ejemplo veamos la medida con signo

R
Yjen K(—)Y;
Pr(0) = 0_ oF
Y jern K(—2)
Y 0—0,wkF
Pr(0) = jeFK(%m
6 —oF
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y andlogamente w" entonces

+oo e
Pr(0) — Pr(0)df = > wlY; =Y wl'Y;
- JER jJEF

Si suponemos que medimos 6; sin error la varianza de la estimacién del rea es:

D @HPP6,)(1 = P9;) + Y (wf)*P(6;)(L — P(6;))

JER JEF
Luego podemos realizar un test para el DIF utilizando como estadistico a

AREA

7 =
\/ZjeR(ij)QP(ej)(l = P(0;)) + 22 jep(w])2P(6;)(1 — P(6)))
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Capitulo 4

Simulaciones

4.1. Distancia entre curvas caracteristicas del {tem

Trabajaremos con dos distancias entre las curvas caracteristicas de los items.
Sea A la familia de las CCI.

Definicién 4.1.1. Definimos las distancias d; : AxA — R con i=1,2,3 como:
(PP = ([ | Pi(6) ~ Palo) [ as?

Esta distancia es la raiz del error cuadratico integrado y lo denominaremos RISE.

Si tomamos la esperanza del error cuadratico medio obtenemos do 0 RMSE.

dy(PL, Py) = { / | P(6) — Po(0) |? (0)d6} /2

Definimos la tercera distancia como la distancia del supremo:

d3(P1, Py) = supg | P1(0) — P(0) |

4.2. Generacion de datos

Existen diversos modelos que permiten relacionar la habilidad del examinado (6)
con las distintas caracteristicas de los ftems de un test. Llamaremos 6 a la estimacién
de la variable latente habilidad que es medida por los items de un test. Hay ciertos
supuestos sobre estos modelos, por ejemplo, a medida que aumenta el valor de 6 también
aumenta la probabilidad de contestar correctamente a un item. Otro supuesto es el de
unidimensionalidad el cual establece que solo una habilidad es medida por un test.

La probabilidad que el individuo j conteste correctamente el {tem i, bajo la condiciéon
de unidimensionalidad, en un modelo logistico de tres parametros es:

eDai (ijbl)

PZ(HJ) =c¢; + (1 - Ci) 1= 1,2,3,...,7L _] = 1,2,3,...,N

1 + eDGq‘, (Oj—bi)
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= { hace referencia al item en cuestion, hay n items distintos.
= j hace referencia al individuo en cuestion, hay N individuos evaluados.

= a; es el pardmetro de discriminacién del item i, es proporcional a la pendiente de
la funcién de respuesta en el punto 6; = b;

= b; es el parametro de dificultad del item i.

= ¢; es el pardmetro de azar del item i, representa la probabilidad de contestar correc-
tamente para un nivel de habilidad bajo, es la asintota de la funcién de respuesta
cuando € tiende a menos infinito.

» 0, representa la habilidad del individuo j.
n P;(6;) es la probabilidad del individuo j de contestar correctamente el ftem i.

= D es una constante igual a 1,7.

En muchos casos el supuesto de unidimensionalidad es violado, por ejemplo, un pro-
blema matemaético puede requerir ademas de conocimientos matematicos comprensién
lectora. La probabilidad del individuo j de contestar correctamente el item 7 en un mo-
delo logistico de tres pardmetros k-dimensional es:

eDaQGJbe)

Plui = 1105) = ci+ (1= ei) 1 —porg 5y

1=1,2,3,....,n 7=1,2,3,...,. N

En este modelo hay un parametro de discriminacion para cada dimensién del proble-
ma, pero un solo pardmetro de dificultad.

Para generar tests simulamos las habilidades de los examinados, asi como los va-
lores de otros pardmetros relacionados con los distintos {tems. Las habilidades (6) las
simulamos de distribuciones N(0;1) iid. En otras secciones evaluamos los efectos de que
estas provengan de otras distribuciones. Los parametros a, b y ¢ los simulamos de varia-
bles aleatorias uniformes, y a menos que se especifique otra cosa serdn: a ~ U (0, 5; 2),
b~U(-3;3)y ¢~ U(0;0,25).

Con estos valores calculamos P;(6;), luego para cada P;(6;) sorteamos u ~ Uni forme(0; 1)
si P;(0;) > u larespuesta del individuo j al item i es correcta, en caso contrario incorrecta.

Las funciones utilizadas para la generacion de datos se encuentran en la seccién 4.10.2.
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4.3. Ajuste de la regresion no paramétrica unidimensional a
modelos conocidos y rasgos conocidos

En esta seccién consideraremos distintas formas funcionales para las CCI y veremos
el ajuste de la regresién no paramétrica a estas curvas. Como en este caso tenemos el
rasgo conocido y no generamos un test sino los datos de la funcién, estamos trabajando
con el modelo clasico de regresién no paramétrica. Si bien este no es el caso analizado, es
interesante hacer esta simulacién en primera instancia, para ver cdmo se comporta nues-
tro método. El interés es entonces relativo, pero quisimos empezar con una descripcion

de lo que sucede cuando lo aplicamos a partir de datos de curvas y rasgos conocidos.

4.3.1. Método

Consideraremos cuatro tipos de curvas. Simularemos modelos logisticos de 1, 2 y 3
parametros y modelos logit ciibicos, ya que estos modelos tienen puntos de inflexién y si

se toman b y ¢ positivos son crecientes.

Los modelos son:
1. P(9) - ﬁ

2. P(G)ZW

3. PO)=c+(1 —C)m

4. logkLPQ()e):a—l—bH—&—cQ:3

Para la estimacién de las regresiones no paramétricas usaremos la funcién de S-Plus
ksmooth y utilizaremos un nicleo normal tipico.
También, utilizaremos un ancho de banda del orden de N=1/5, donde N es la cantidad

de sujetos. Para medir el ajuste utilizaremos las distancias ya definidas.

4.3.1.1. Modelo 1P

Para analizar la bondad de ajuste en funcién de la cantidad de observaciones uti-
lizamos tamanos muestrales de 100; 250; 500; 1000; 2500; 5000 y 10000 datos de la
distribucién normal y uniforme [0,1].

También se utilizaron las distribuciones t con 10 gl, (n=10000), beta con distintos
pardmetros (n=2500) y gama (n=2500) para comprobar que el método funciona bien
con distintas distribuciones para 6.

Utilizamos 10 modelos de un pardmetro con parametros de dificultad entre 0.5 y 2 con
distribucién uniforme. En este caso, consideramos solamente dificultades positivas para
no tener tanta variedad de valores. Cuando consideremos los modelos 2P y 3P tomaremos

también dificultades negativas.
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4.3.1.2. Modelo 2P

Para el modelo logistico de dos pardmetros consideraremos 10 diadas de pardmetros,
con valores de a entre 0.5 y 2 y valores de b entre -2 y 2, ambos con distribucién uniforme.

Para el rasgo, consideraremos 5 juegos de sujetos simulados, 5000 con distribucién
normal 0, 1; 5000 con distribucién uniforme [0,1], 2500 con distribucién beta de pardme-
tros (0.27,0.44); (2.3,.57) y (5,5).

4.3.1.3. Modelo 3P

Para la curva logistica de tres pardmetros, tomamos 10 ternas, con valores de a entre
0.5 y 2, valores de b entre -2 y 2 y valores de c entre 0 y 0.5, todos con distribucion
uniforme.

Para el rasgo consideraremos 5 juegos de sujetos simulados, 5000 con distribucién nor-
mal 0, 1; 5000 con distribucién uniforme [0,1], 2500 con distribucién beta de pardmetros
(0.27,0.44); (2.3,.57) v (5,5).

4.3.1.4. Modelo logit ciibico

Se consideraron 10 modelos con logit cibico, con valores de a entre -1 y 1, y valores
de b entre 1 y 2.5, con distribucién uniforme y c 0.75.

Para el rasgo consideraremos 5 juegos de sujetos simulados, 5000 con distribucién nor-
mal 0, 1; 5000 con distribucién uniforme [0,1], 2500 con distribucién beta de pardmetros
(0.27,0.44); (2.3,.57) v (5,5).

4.3.2. Resultados

En el apéndice A se pueden encontrar las tablas completas con todos los resultados

de las simulaciones. Mostraremos un resumen de ellas.

4.3.2.1. Modelo 1P

Como era esperado, en el modelo de un parametro, las distancias disminuyen a medida
que crece el tama no muestral. La tabla 4.1 nos lo muestra. Sin embargo, debemos hacer
ciertas consideraciones en lo que respecta a la distribucién normal. En primer lugar, vemos
como la distancia d; es mayor que la ds. Esto es debido a que no se estd ponderando.
Luego, todo error «pesa» lo mismo, aunque el rasgo esté tomando valores poco proba-
bles. Esto también lleva a que se tengan ciertas alteraciones en el médximo error en esa
distancia. Esto no se da en las distribuciones con soporte acotado.

Cuando se utiliza la distribucién t con 10 gl, d; varia entre 0.0034 y 0.0058, teniendo
una media de 0.0043 y una desviacién tipica (D.T.) de 0.0009. En tanto, ds varfa entre
0.0011 y 0.0014, teniendo una media de 0.0013 y una D.T. de 0.0001.

Para la distribucién gamma, d; tiene un rango de 0.0027-0.034, una media de 0.0030
v una D.T. de 0.0025 y, dy tiene un rango de 0.0008-0.0019, una media de 0.0014 y una

D.T. de 0.0004. Ambos resultados son muy satisfactorios.
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Tabla 4.1: Estadisticos descriptivos de las distancias en funcién del tamafio mues-

tral.

Distribucién normal

N di D.T. dy do D.T ds
100 0.021 0.0023 || 0.0076 || 0.0005
250 0.0144 || 0.0007 | 0.0056 || 0.0004
500 0.0157 || 0.0044 || 0.0046 || 0.0001
1000 0.0152 || 0.0065 || 0.0034 || 0.00005
2500 0.0067 || 0.0020 | 0.0018 || 0.0001
5000 0.0044 || 0.0007 | 0.0014 || 0.00005

10000 0.0035 || 0.0011 || 0.0009 || 0.00003
Distribucién uniforme

N di D.T. dy do D.T. ds
100 0.0148 || 0.0032 | 0.0080 || 0.0018
250 0.0103 || 0.0022 | 0.0056 || 0.0013
500 0.0077 || 0.0018 || 0.0043 || 0.0011
1000 0.0067 || 0.0015 | 0.0037 || 0.0009
2500 0.0057 || 0.0011 | 0.0030 || 0.0006
5000 0.0045 || 0.0009 | 0.0024 || 0.0005

10000 0.0036 || 0.0007 | 0.0019 || 0.0004
Distribuciéon normal

N min d; || max d; || min do || max ds
100 0.018 0.0263 || 0.0067 || 0.0082
250 0.0134 || 0.0154 || 0.0048 || 0.0061
500 0.0111 || 0.0231 || 0.0045 || 0.0047
1000 0.0091 || 0.0268 || 0.0034 || 0.0036
2500 0.0047 0.010 0.0017 || 0.0019
5000 0.0035 || 0.0056 || 0.0013 || 0.0014

10000 0.0024 || 0.0055 || 0.0008 || 0.0009
Distribucién uniforme

N min d; || max d; || min ds || max ds
100 0.0094 || 0.0177 | 0.0049 || 0.0098
250 0.0066 || 0.0124 | 0.0034 || 0.0069
500 0.0048 || 0.0095 || 0.0025 || 0.0055
1000 0.0042 || 0.0081 || 0.0022 || 0.0046
2500 0.0038 || 0.0066 || 0.0020 || 0.0036
5000 0.030 0.0053 || 0.0015 || 0.0029

10000 0.0024 || 0.0042 | 0.0012 || 0.0023
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También para la distribucién beta se obtiene, para distintos valores de sus parame-
tros, errores muy pequenos, como lo muestra la tabla 4.2.

Tabla 4.2: Estadisticos descriptivos de las distancias en funcién del tamano mues-
tral.

shape 1 || shape 2 dy D.T. d; do D.T. dy
0.27 0.44 0.0052 || 0.0013 || 0.0030 || 0.0008
0.86 0.57 0.0042 || 0.0008 || 0.0023 || 0.0005
1 1 0.0054 || 0.0011 || 0.0029 || 0.0007
1.45 1.81 0.0099 || 0.0020 | 0.0053 || 0.0012
2.3 2.65 0.0118 || 0.0027 | 0.0065 || 0.0016
2.5 2.5 0.0121 || 0.0027 | 0.0067 || 0.0016

5 5 0.0164 || 0.0041 | 0.0093 || 0.0025
shape 1 || shape 2 || min d; || max dy || min do || max ds
0.27 0.44 0.0032 || 0.0066 | 0.0017 || 0.0039
0.86 0.57 0.0029 || 0.0048 | 0.0015 || 0.0028
1 1 0.0034 || 0.0064 | 0.0018 || 0.0036
1.45 1.81 0.0065 || 0.0116 | 0.0033 || 0.0064
2.3 2.65 0.0074 || 0.0144 | 0.0039 | 0.0081
2.5 2.5 0.0076 || 0.0147 | 0.0040 || 0.0083

5 5 0.0097 || 0.0205 | 0.0123 || 0.0420

4.3.2.2. Modelo 2P

En el modelo logistico de dos parametros obtuvimos con la distribucién normal que
dy varia entre 0.0029-0.0075 y tiene una media de 0.0048 y una D.T. de 0.0018. En tanto,
dsy varia entre 0.0009-0.0021 y tiene una media de 0.0014 y una D.T. de 0.0003.

Si utilizamos la distribucién uniforme obtenemos, para di, el rango 0.0004-0.0068, una
media de 0.0036 y una D.T. de 0.0024 y, para ds, el rango 0.0008-0.0033, una media de
0.0020 y una D.T. de 0.0012.

Con la distribucién beta (0.27, 0.44) tenemos, para d;, un rango de 0.0007-0.00075,
una media de 0.0046 y una D.T. de 0.0026 y, para dz, un rango de 0.0004-0.0045, una
media de 0.0027 y una D.T. de 0.0016.

Con beta (2.3, 0.57) obtuvimos, para dy, un rango de 0.0008-0.0113, una media de
0.0077 y una D.T. de 0.0047 y, para d2, un rango de 0.0005-0.0087, una media de 0.0046
y una D.T. de 0.0029.

Con beta (5,5) obtuvimos, para di, un rango de 0.0011-0.0232, una media de 0.0126
y una D.T. de 0.0076 y, para ds, un rango de 0.0007-0.0135, una media de 0.0073 y una
D.T. de 0.0044.
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4.3.2.3. Modelo 3P

En el modelo de tres parametros se obtienen los siguientes estadisticos para ambas
distancias en las distribuciones anteriores.

En la distribucién normal, para di, el rango es 0.0018-0.0058, la media 0.0039 y la
D.T. 0.0013 y, para ds, el rango es 0.0006-0.0020, la media 0.0012 y la D.T. 0.0005.

En la distribucién uniforme, para dy, el rango es 0.0017-0.0064, la media 0.0031 y la
D.T. 0.0018 y, para ds, el rango es 0.0009-0.0037, la media 0.0017 y la D.T. 0.0010.

En la distribucién Beta (0.27,0.44), para dy, el rango es 0.0001-0.0088, la media 0.0035
y la D.T. 0.0025 y, para ds, el rango es 0.0001-0.0054, la media 0.0021 y la D.T. 0.0015.

En la distribucién Beta (2.3,0.57), para dy, el rango es 0.0002-0.0165, la media 0.0061
y la D.T. 0.0049 y, para ds, el rango, 0.0001-0.0101, la media 0.0036 y la D.T. 0.0030.

En la distribucién Beta (5,5), para dj, el rango es 0.0002-0.0257, la media 0.0098 y la
D.T. 0.0078 y, para ds, el rango es 0.0001-0.0152, la media 0.0057 y la D.T. 0.0046.

4.3.2.4. Modelo logit ctbico

En el modelo logit ciibico se obtiene:

En la distribuciéon normal, para di, el rango es 0.0032-0.0041, la media 0.0035 y la
D.T. 0.0003 y, para da, el rango es 0.0016-0.0019, la media 0.0017 y la D.T. 0.0001.

En la distribucién uniforme, para para di, el rango es 0.0034-0.0069, la media 0.0053
y la D.T. 0.0012 y, para ds, el rango es 0.0019-0.0040, la media 0.0031 y la D.T. 0.0007.

En la distribucién Beta (0.27,0.44), para dy, el rango es 0.0043-0.010, la media 0.0075
y la D.T. 0.0018 y, para ds, el rango es 0.0025-0.0062, la media 0.0046 y la D.T. 0.0012.

En la distribucién Beta (2.3,0.57), para dy, el rango es 0.0077-0.0171, la media 0.0132
y la D.T. 0.0035 y, para dy el rango es 0.0047-0.0106, la media 0.0081 y la D.T. 0.0021.

En la distribucién Beta (5,5), para dy, el rango es 0.0131-0.0257, la media 0.0206 y la
D.T. 0.0053 y, para da, el rango es 0.0075-0.0168, la media 0.0122 y la D.T. 0.0031.

En todos los casos se ha verificado que el método de estimacién funciona muy bien
cuando se utiliza el modelo deterministico. Los errores disminuyen a medida que aumen-
ta el tama no muestral y no son afectados cuando se utilizan diferentes distribuciones

para el rasgo.

4.4. Estudio del modelo unidimensional no paramétrico para
rasgo conocido

En este segundo estudio consideraremos el rasgo conocido, y a partir de él, generare-
mos respuestas a items segin modelos predeterminados.
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Con las respuestas a estos items estimamos la CCI y calcularemos las distancias ya
definidas para estudiar el ajuste.

4.4.1. Método

Analizaremos dos efectos: el tamano muestral y el tipo de distribucién.

Para la investigacion de la incidencia del tamano muestral tomaremos tamanos mues-
trales de 100; 250; 500; 1000; 2500; 5000 y 10000 sujetos, con rasgo distribuido normal
0,1. Estimaremos 10 modelos distintos de tres pardmetros con cada uno de los tamanos
muestrales.

Los valores de los parametros son aleatorios. Se utilizo para generar la distribucién
uniforme [0.5,2], para b uniforme [-2,2] y para ¢ uniforme [0,0.5].

Para analizar cémo funciona el método cuando generamos respuestas donde el rasgo
sigue distintas distribuciones, simulamos sujetos con rasgo distribuido en forma normal
(0,1), uniforme [0,1], beta (0.27,0.44), beta (2.3,0.57) y beta (5,5). En este caso, se utiliza-
ron modelos 3P con pardmetros aleatorios y con iguales distribuciones que los anteriores
y modelos logit ctbico, con distribucién para los pardmetros a, uniforme [-1,1], b, uni-
forme [1,2.5] y ¢=0.75.

4.4.2. Cobdigo de las funciones utilizadas
4.4.2.1. Simulacién de respuestas

A los efectos de simular respuestas a items cuyas curvas caracteristicas siguen un
modelo determinado utilizamos la funcién genresp que puede verse en el apartado de
funciones.

Esta funcién retorna una matriz de valores 0,1, y si tot=1, se agrega, ademds, una
columna con los totales obtenidos por cada sujeto y otra columna donde se suma a cada
total una variable aleatoria uniforme a los efectos de romper los empates.

Presentamos a continuacién una funcién iccsmoothing que calcula las curvas carac-
teristicas de los items y los errores estandar para 6 conocido. En el apartado de funciones

veremos la misma funcién modificada para el caso general.

iccsmoothing< —function(items,h,testsort,ability,points) {

# items un arreglo de indices de las curvas a ser estimadas

# h ancho de banda

# testsort un test dicotémico con I filas (una para cada sujeto) y

# J columnas (una para cada {tem)

# Las filas estdn preordenadas en orden ascendente segin algun estadistico
# como, por ejemplo, la puntuacién total

# ability un vector con las I habilidades

# points un vector de thetas donde las curva serd evaluada

Universidad de la Reptblica



# La funcién retorna dos matrices NxJ conteniendo los estimados de ICC y los errores
estandar

#primera fase: computa valores de las curvas en los puntos de evaluacién

npoints< —length(points)

nexaminees< —length(ability)

nitems< —length(items)

#inicializa arrays

icc< —matrix(0,npoints,nitems)

weigth< —matrix(0,npoints,nexaminees)

icchat< —matrix(0,nexaminees,nitems)

#calculo del operador de smoothing en cada punto de evaluacién

for(i in 1:npoints){
theta< —points]i]
residual< — (ability-theta)/h

# conjunto de indices para pesos significativamente positivos
windex< —abs(residual)j=3000

# valores de smoothing para este conjunto de indices
kernel< —exp(-(residual[windex]2)/2)
weigth[i,windex]< —kernel/sum(kernel)

¥

# calculo de valores de ICC

icc< —weigth

# Segunda fase célculo de estimados y error estandar

# interpolar valores de curvas de valores de habilidad

for(j in 1:nitems){
icchat[,j]< —approx(points,icc[,j],ability)$y
icchat[is.na(icchat),j]j< —0

¥

# computar los errores estandar con pesos estandar

errest< — sqrt(weigth 2% * % (icchat*(1-icchat)))

# retorno

return(icc,errest)

}

Simularemos distintas curvas y veremos su ajuste, para ello utilizaremos la funcién
simul4.
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simuld< —function(a,b,c,theta,h,gra,nom=.2uxi.txt”)

#a vector de valores de a

#b vector de valores de b

#c vector de valores de ¢

#theta vector de habilidades

#h ventana a utilizar

# vector de 0 y 1 que indica si se ace el grafico o no

simm< —genresp(a,b,c,theta)

ancho< —(max(theta)-min(theta))/1000

sali< —matrix(nrow=length(a),ncol=12)

leta< —seq(min(theta),max(theta),ancho)

D=17

Prob< —matrix(0,length(leta),length(a))

ll< —seq(1,length(a),1)

rams< —icesmoothing(ll,h,simm,theta,leta)

for(j in 1:length(a)) {

Probl] < — cfj] + ((1 - cfjl) * exp( D *afj] * (leta - b[j)))/(1 + exp(D * afj] * (leta
b))

di< —distancias(rams$iccl,j],Prob[,j],leta,ancho)

salifj,1]< —alj]
salifj,2]< —"& ”
salifj,3]< —blj]
salifj4]< —"&”
salifj,b]< —clj]
salifj,6]< =& ”
salifj,7]< —di$d1
salifj,8]< —"& ”
salifj,9]< —di$d2

salifj,11]< —di$d3
salifj,12]< —”

i(graljl—=1){
guiPlot(DataSetValues=data.frame(leta,Probl,j]),
GraphSheet=guiGetGSName(),Page=j,Graph=j)
guiPlot(DataSet Values=data.frame(leta,rams$icc[,j]),
GraphSheet=guiGetGSName(),Graph=j,Page=j)

}

}
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exportData(sali, nom, type = "FASCII”, colNames = F,
format=" %6.4, %3, %6.4, %3, %6.4, %3, %6.4, %3, %6.4, %3, %6.4, %5")

return(rams,Prob,sali) }

4.4.3. Resultados
4.4.3.1. Tamano muestral

En las tablas 4.4 a 4.13 claramente se observa como en todos los modelos simulados
las distancias disminuyen al incrementarse el tamano muestral. En la tabla 4.3 donde
mostramos las medias y desviaciones tipicas de estas diez simulaciones también se obser-
va esto. Es interesante observar de que forma, a partir de N=250, la distancia d» tiene
una media de 0.0553, que es una buena aproximacién. Por lo tanto, no necesitamos un
gran tamano muestral, y para N=1000 la media es 0.0309, lo cual es excelente.
En las simulaciones 1 y 2 incluimos los graficos para los distintos tamafios muestrales.
Alli podemos visualizar cémo varia la proximidad de las curvas en funcién de N. Ademas,
se observa de qué manera, para los tamanos mayores a 1000, donde el ajuste es excelente,
el mayor error se da en los extremos de la distribucién del rasgo (préximo a -3). Esto
sucede, en general, cuando utilizamos regresién no paramétrica, ya que se trata de un

promedio local.

Tabla 4.3: Media y desviacién tipica de dz en las 10 simulaciones.

N dy D.T.d,
100 || 0.11956 | 0.0407
250 0.0538 0.0203
500 0.0553 0.0168
1000 || 0.0309 || 0.00837
2500 || 0.0239 0.0038
5000 || 0.0144 0.0041
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Probabilidad

Tabla 4.4: Simulacién 1,0 = 1,3043 b = 1,7300 ¢ = 0,2868

N dl d2 d3
100 0.4768 || 0.1716 || 0.3195
250 0.2517 || 0.0664 || 0.1530
500 0.2116 || 0.0749 || 0.1442
1000 || 0.1831 || 0.0369 || 0.2667
2500 | 0.1158 || 0.0302 || 0.1444
5000 | 0.1153 || 0.0195 || 0.0813
Figura 4.1
Modelos vs. Estimado
1.0 A o Modelo
a  n=100
o n=250
n=500
038 1 v n=1000
o n=2500
s n=5000
06
04
0.2
0.0 1

Universidad de la Reptblica



Tabla 4.5: Simulacién 2 a = 1,9494 b = —1,987 ¢ = 0,1677

N dq ds ds
100 0.6973 || 0.1057 || 0.8042
250 0.0650 || 0.0165 || 0.0572
500 0.5965 || 0.0656 || 0.8041
1000 || 0.1269 || 0.0174 || 0.0636

2500 || 0.1620 || 0.0178 || 0.3134
5000 || 0.0491 || 0.0081 || 0.0756
Figura 4.2

Modelo vs. Estimado

1.0

08

o
(=]
I

Probabilidad

o
n
L

024

00+
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Tabla 4.6: Simulacién 3, a = 0,6431419 b = —1,923517 ¢ = 0,1906125

N dy do ds
100 || 0.4516 || 0.0847 || 0.0649
250 || 0.3635 || 0.0637 || 0.5281
500 || 0.4973 || 0.0724 || 0.6186
1000 | 0.1274 | 0.0239 || 0.3477
2500 || 0.1197 || 0.0230 || 0.1380
5000 || 0.0592 || 0.0148 || 0.0658

Tabla 4.7:

Simulacién 4, a = 1,2513 b = 1,0231 ¢ = 0,0500

N dy da ds
100 || 0.1491 || 0.0679 | 0.1226
100 || 0.0799 || 0.0338 || 0.0499
250 || 0.1262 || 0.0481 || 0.0941
500 || 0.0995 || 0.0287 || 0.1126
2500 || 0.0590 || 0.0222 || 0.0367
5000 || 0.0533 || 0.0179 || 0.0229

Tabla 4.8:

Simulacién 5, a = 1,6675 b = —0,351 ¢ = 0,2165

N dy do ds
100 || 0.2639 || 0.0911 || 0.2588
250 || 0.1006 || 0.0424 | 0.0893
500 || 0.2765 || 0.0425 || 0.6427
1000 || 0.1127 || 0.0312 || 0.0469
2500 || 0.0571 || 0.0188 || 0.0572
5000 || 0.0434 || 0.0090 || 0.0640
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Tabla 4.9: Simulacién 6, a = 0,5212 b= —0,642 ¢ = 0,1411

N dy do ds
100 | 0.5430 || 0.1648 || 0.6221
250 || 0.4907 || 0.0878 || 0.6736
500 || 0.1776 || 0.0410 || 0.0732
1000 || 0.2535 || 0.0420 || 0.3413
2500 || 0.1004 || 0.0244 || 0.1299
5000 || 0.0428 || 0.0114 || 0.0542

Tabla 4.10: Simulacién 7, a = 1,8491 b = —0,807 ¢ = 0,4264

N dq do ds
100 || 0.4870 || 0.1104 || 0.3958
250 || 0.2079 || 0.0500 || 0.1635
500 || 0.1739 || 0.0217 || 0.4342
1000 || 0.1545 || 0.0253 || 0.0827
2500 || 0.1086 || 0.0245 || 0.1641
5000 || 0.0569 || 0.0126 || 0.0889

Tabla 4.11: Simulacién 8, a = 1,7506 b = 1,6515 ¢ = 0,4589

N dy do ds
100 || 0.5772 || 0.1734 | 0.0833
250 || 0.3665 || 0.0724 | 0.4486
500 || 0.2187 || 0.0603 || 0.1077
1000 || 0.1482 | 0.0350 || 0.3104
2500 || 0.0958 || 0.0289 || 0.1263
5000 || 0.0468 || 0.0141 || 0.0294
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Tabla 4.12: Simulacién 9, a = 1,6405 b = —0,020 ¢ = 0,1172

N dy do ds
100 || 0.2011 || 0.0798 || 0.1636
250 || 0.1559 || 0.0505 || 0.1053
500 || 0.1289 || 0.0582 || 0.0938
1000 || 0.0522 || 0.0256 || 0.0460
2500 || 0.0535 || 0.0252 || 0.0464
5000 || 0.0779 || 0.0168 || 0.1379

Tabla 4.13: Simulacién 10, a = 0,5144 b = 1,8393 ¢ = 0,2498

N dq do ds
100 | 0.4572 || 0.1455 || 0.2181
250 || 0.1857 || 0.0540 || 0.1896
500 || 0.2098 || 0.0689 || 0.1875
1000 || 0.2305 || 0.0430 || 0.0950
2500 || 0.1868 || 0.0237 || 0.2167
5000 || 0.1017 || 0.0196 || 0.0673

4.4.3.2. Ajuste ante distintas distribuciones del rasgo

En este andlisis también se constata un buen ajuste, para todas las distribuciones

utilizadas para simular el rasgo. Este buen funcionamiento para diferentes distribuciones

nos permite trabajar aunque no sepamos exactamente como se distribuye el rasgo. No-

temos que para la distribucién normal, como ya se dijo, la distancia adecuada para el

analisis es ds.

Veamos a continuacion los resultados en las siguientes tablas donde claramente, la

distancia do nos muestra un buen ajuste, cualquiera sea la distribucién.
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Tabla 4.14: Simulacién 1, a = 0,5821 b = 0,5133 ¢ = 0,1566

dq do ds
normal 0.7102 || 0.0226 || 0.8378
uniforme 0.0147 || 0.0083 || 0.0040

beta(0.27,0.44) || 0.0125 || 0.0075 || 0.0121
beta(2.3,0.57) || 0.0373 || 0.0227 || 0.0707
beta(5,5) 0.0164 | 0.0100 || 0.0468

Tabla 4.15: Simulacién 2, a = 0,5301 b = 1,8373 ¢ = 0,1184

dq do ds
normal 0.2000 || 0.0202 || 0.1476
uniforme 0.0189 || 0.0113 || 0.0243

beta(0.27,0.44) || 0.0173 || 0.0100 || -0.007
beta(2.3,0.57) || 0.0236 || 0.0133 || 0.0334
beta(5,5) 0.0098 || 0.0054 || 0.0062

Tabla 4.16: Simulacién 3,a = 0,8091 b = —1,065 ¢ = 0,3418

dy da ds
normal 0.4049 | 0.0293 || 0.4666
uniforme 0.0105 || 0.0060 || 0.0191
beta(0.27,0.44) || 0.0024 || 0.0014 || 0.0058
beta(2.3,0.57) || 0.0154 || 0.0095 || 0.0389
beta(5,5) 0.0159 | 0.0099 | 0.0406

Tabla 4.17: Simulacién 4,a = 0,9086 b = 0,8393 ¢ = 0,3772

dy do ds
normal 0.4238 || 0.0222 || 0.4523
uniforme 0.0081 || 0.0047 || 0.0153

beta(0.27,0.44) || 0.0221 | 0.0135 || 0.0095
beta(2.3,0.57) || 0.0271 | 0.0154 || 0.0413
beta(5,5) 0.0078 || 0.0043 || 0.0161
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Tabla 4.18: Simulacién 5,a = 1,9820 b = 0,5811 ¢ = 0,3091

d1 dQ d3
normal 0.3972 || 0.0306 || 0.0308
uniforme 0.0393 || 0.0231 || 0.0704
beta(0.27,0.44) || 0.0165 || 0.0098 || 0.0263
beta(2.3,0.57) || 0.0781 || 0.0445 || 0.1142
beta(5,5) 0.0500 || 0.0293 || 0.0857

distintas distribuciones del rasgo.

igual en ambos modelos utilizados.

También cuando el modelo utilizado es el logit cibico, el ajuste es bueno para las

Es més, la media de dy para la distribucién normal en el modelo 3P fue de 0.0249 en las
5 simulaciones, en tanto, en el modelo logit cibico fue de 0.0226.
Cuando consideramos la distribucién uniforme, la media de ds fue de 0.0106 en el modelo

3P y de 0.0153 en el logit cibico. Es claro, por lo tanto, que el error es aproximadamente

Tabla 4.19: Simulacién 1 ,a = 0,1305 b = 1,0722 ¢ = 0,75

dy ds ds
normal 0.0382 || 0.0192 || 0.0458
uniforme 0.0227 || 0.0125 || 0.0387
beta(0.27,0.44) || 0.0189 || 0.0108 || 0.0326
beta(2.3,0.57) || 0.0527 || 0.0321 || 0.0946
beta(5,5) 0.0506 || 0.0282 || 0.0620

Tabla 4.20: Simulacién 2 ,a = 0,5928 b = 2,3697 ¢ = 0,75

d; da ds
normal 0.0357 || 0.0184 || 0.0412
uniforme 0.0232 || 0.0137 || 0.0650
beta(0.27,0.44) || 0.0301 || 0.0184 || 0.0376
beta(2.3,0.57) 0.0542 || 0.0338 || 0.1505
beta(5,5) 0.0460 || 0.0278 || 0.1150
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Tabla 4.21: Simulacién 3 ,a = —0,530 b = 1,4939 ¢ = 0,75

dq do ds
normal 0.0478 || 0.0224 || 0.0221
uniforme 0.0301 || 0.0164 || 0.0380

beta(0.27,0.44) | 0.0278 | 0.0154 || 0.0282
beta(2.3,0.57) || 0.0702 | 0.0428 || 0.1259
beta(5,5) 0.0743 || 0.0426 | 0.1118

Tabla 4.22: Simulacién 4 ,a = —0,581 b = 1,7452 ¢ = 0,75

dy do ds
normal 0.0363 || 0.0195 || 0.0257
uniforme 0.0362 || 0.0209 || 0.0809
beta(0.27,0.44) || 0.0298 || 0.0180 || 0.0175
beta(2.3,0.57) || 0.0925 || 0.0565 || 0.1806
beta(5,5) 0.0731 || 0.0424 || 0.1279

Tabla 4.23: Simulacién 5 ,a = 0,4732 b = 2,2021 ¢ = 0,75

dq do ds
normal 0.0586 || 0.0336 || 0.0412
uniforme 0.0225 || 0.0130 || 0.0587
beta(0.27,0.44) || 0.0346 || 0.0212 || 0.0217
beta(2.3,0.57) || 0.0446 || 0.0276 || 0.1045
beta(5,5) 0.0554 || 0.0338 || 0.1329

4.5. Modelo no paramétrico unidimensional con CCI y rasgo
desconocido

4.5.1. Tamano muestral

Para evaluar el efecto del tamano muestral calculamos el promedio de las distan-
cias mencionadas previamente en un test de 30 items aplicado a 100, 250, 500 y 1000
individuos cuyas habilidades provienen de una distribucién normal (0,1).

En la regresiéon no paramétrica utilizamos un ancho de ventana (h) igual a 0.5 y un

nucleo normal.
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En las siguientes secciones evaluaremos los efectos de considerar distintos valores para
h y distintos nicleos.

Los resultados fueron:

media de d1 media de d2 media de d3

N =100 0.1736 0.0684 0.1197
N = 250 0.1353 0.0493 0.0753
N =500 0.1688 0.0552 0.0941
N = 1000 0.1357 0.0480 0.0916

Gréfico de la CCl estimada ftem 1

Prob

0.0

Theta
a=0.67b=-0.18c=0.22

4.5.2. Efecto de distintos valores de ancho para la ventana

Utilizando el mismo test de la seccién 4.5.1 anterior aplicado a 1000 individuos, estu-
diamos el efecto de considerar distintos anchos de ventana en la regresién no paramétrica.

En el método de estimacion utilizamos un ntcleo normal.
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Grafico de la CCl estimada item 1
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Theta
a=0.67b=-0.18c=022
media de d1 media de d2 media de d3
h=0.2 0.1302 0.0339 0.1005
h=04 0.1119 0.0368 0.0784
h=0.6 0.1773 0.0622 0.1115
h=0.8 0.2854 0.0916 0.1611

h=1 0.3935 0.1174 0.2092

4.5.3. Distintas distribuciones para el parametro habilidad

Para estudiar los efectos de distintas distribuciones para el parametro habilidad con-
sideramos 5 juegos de datos, aplicados a 500 individuos. En cada uno de estos juegos de
datos la habilidad de los individuos proviene de una distribucién de probabilidad distinta.

Las distribuciones consideradas son:
= Normal (0,1)
= Uniforme (0,1)
= Beta (4,2)

= Beta (2,4)
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= Beta (5,5)

Para realizar la comparacién entre las distintas distribuciones consideradas, fijamos los
valores de a, b y c, con valores de a entre 0.5 y 2, de b entre -3 y 3 y ¢ entre 0 y 0.25.
En los casos de las variables aleatorias uniformes y beta realizamos una transformacion
debido a que el pardmetro habilidad tiene como soporte todos los reales y en las variables
aleatorias consideradas es el intervalo [0, 1]. La transformacion realizada es la siguiente:

Sea x una realizacién de una variable aleatoria con soporte [0, 1]. Si x es menor que

2z—1
—2x+2

En todos estos casos utilizamos en la regresién no paramétrica un ancho de ventana

0.5:y = % Si x es mayor igual que 0.5: y =

igual a 0.5 y un nicleo normal.
Caso a=0.5, b=-3 y ¢=0.

d1 d2 d3
(0,1) 0.2521 0.0385 0.0264
Uniforme(0,1)  0.2693  0.0465  0.0336
Beta(4,2) 0.1725 0.0663 0.1249

(2,4)

(5,5)

Normal(0,

Beta 0.6611 0.1786 0.0019
Beta 0.0737  0.0239 0.0729

)

i

Caso a=0.875, b=-1.5 y ¢=0.0625.

di d2 d3
(0,1) 0.0851 0.0289 0.0482
Uniforme(0,1)  0.1711  0.0379  0.0142
Beta(4,2) 0.4436 0.1313 0.3518
(2,4)
(5,5)

Normal

)

Beta 0.5032 0.2151 0.0111
Beta 0.2312 0.0871 0.2113

)

)

Universidad de la Reptblica



Caso a=1.25, b=0 y ¢=0.125.

d1 d2 d3
(0,1) 0.1632 0.0656 0.1053
Uniforme(0,1)  0.1386  0.0520  0.0864
Beta(4,2) 0.4256 0.2373  0.3708

(2,4)

(5,5)

Normal

0.4720 0.2342 0.0341
0.1121  0.0555 0.0793

d1 d2 d3
(0,1) 0.2633 0.0916 0.1461
Uniforme(0,1) 0.2313 0.0785 0.1106
Beta(4,2) 0.5329 0.2542  0.4462

(2,4)

(5,5)

Normal

0.2831 0.0964 0.0201
0.2960 0.0846 0.0006

Caso a=2, b=3 y ¢=0.25.

d1 d2 d3
(0,1) 0.6364 0.1584 0.5160
Uniforme(0,1) 0.7540 0.1910 0.6064
Beta(4,2) 0.9668 0.2889 0.7076

(2,4)

(5,5)

Normal

0.5349 0.1335 0.4041
0.6117 0.1478 0.4989

4.5.4. FEfecto de distintos nicleos en la regresion no paramétrica

Para ver como funciona el método de estimacién al considerar distintos ntucleos, uti-
lizamos el test de la seccién 4.5.1 aplicado a 1000 individuos con distribucién de habili-
dades normal (0,1) y fijamos un valor de ancho de ventana igual a 0.5. Consideramos los
siguientes cuatro nucleos:

(2)2

1. \/%767;) (’nor’)

2. (1—2?) |z| <1 (epa’)
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3. 3711 —2?) |2/ <1 ('mdl’)

4. 4711 —2%)? x| <1 ('md2’)

media de d1  media de d2 media de d3

nor 0.1356 0.0480 0.0916

epa 0.1244 0.0322 0.0903

md1 0.1246 0.0322 0.0904
md2 0.1391 0.0359 0.1122

Grafico de la CCl estimada item 1

1.0

0.6 0.8

Prob

0.4

0.2

0.0

a=067b=-0.18c=0.22

Theta

4.5.5. Comparacion entre distintos modelos y métodos de estimacion

Compararemos cuatro modelos: el logistico de tres pardametros, el logistico de dos

parametros, el logistico de un parametro y el modelo logit cubico.

Modelo logistico de dos parametros:

Modelo logistico de un parametro:

eDa(Q—b)

1+ eDa(0-b)
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eD(0-b)

P(%ZH@Zm

En el logistico de tres pardmetros consideramos al pardmetro ¢ ~ U(0,0,25), b ~
U(-2,2) y a~U(0,5,2). En el caso de logistico de dos pardmetros ¢ es igual a cero y en
el caso del modelo logistico de un parametro ademas de c igual a cero, a es igual a uno.

Modelo logit ciibico:

ea+b9+ca93

Pla: =110) = 1 rvems

Para este modelo el pardmetro a ~ U(—1,1), b ~ U(1,2,5) y c es fijo igual a 0,75.

Para evaluar los distintos modelos consideramos el test de la seccién 4.5.1 aplicado a
1000 individuos con distribucién de habilidad normal (0,1). En la regresién no paramétri-
ca utilizamos un ancho de ventana igual a 0.5 y un nicleo normal.

Para realizar la comparacién entre los distintos métodos de estimacién utilizamos el
programa Multilog (MLG). Este estima las CCI mediante TRI cldsico.

media de d1 media de d2 media de d3

3 parametros reg. np 0.1357 0.0480 0.0916
3 parametros MLG 0.1353 0.0480 0.0933
2 parametros reg. np 0.1409 0.0525 0.0882
2 parametros MLG 0.1482 0.0554 0.0912

1 pardmetro reg. np 0.1140 0.0427 0.0715
1 pardmetros MLG 0.1195 0.0451 0.0744
logit ctibico reg. np 0.1410 0.0667 0.1011
logit cibico MLG 1.1476 0.3590 0.3700

Para comparar las estimaciones de la habilidad calculamos:

N

Dif =

Dif Reg. np  Dif Multilog

logistico 1p 0.2355 0.2382
logistico 2p 0.2321 0.2347
logistico 3p 0.2766 0.3801
logit cubico 0.2186 0.4533
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4.5.6.

4.5.6.1.

Otros resultados

Modelo logistico

En la tabla 4.24 vemos cémo disminuye el ECM y la diferencia absoluta a medida que

la muestra crece, y que cuando N=>500, el error cometido es muy pequeno.

Cuando analizamos el ajuste en los 30 items con una muestra de N=500 el maximo

error cometido en dy es de 0.0856.

212

Tabla 4.24: Estudio del efecto del tamano muestral

N ECM Dif Abs

100 0.01722711 0.1039181
250 0.01215409 || 0.08091041
500 || 0.003302364 || 0.03618572
1000 || 0.001594676 || 0.03143627
2500 || 0.001311621 || 0.02055305
5000 || 0.000552657 || 0.0154313
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Tabla 4.25: Ajuste de los diferentes items N=100

item dy ds ds
1 0.2972 || 0.1026 || 0.1631
2 0.1870 || 0.0756 || 0.2172
3 0.1768 || 0.0505 || 0.0923
4 0.3434 || 0.1538 || 0.2511
) 0.2684 || 0.0711 || 0.6053
6 0.1961 || 0.1066 || 0.1877
7 0.1531 || 0.0808 || 0.1882
8 0.2242 || 0.0507 || 0.1664
9 0.3128 || 0.0937 || 0.1417
10 0.2574 || 0.1185 || 0.3637
11 0.2100 || 0.0839 || 0.4033
12 0.2683 || 0.0964 || 0.3512
13 0.3439 || 0.0991 || 0.6996
14 0.2103 || 0.0780 || 0.2630
15 0.2942 || 0.0866 || 0.4130
16 0.2290 || 0.1206 || 0.2294
17 0.3292 || 0.1544 || 0.3427
18 0.3973 || 0.1377 || 0.5476
19 0.3205 || 0.1381 || 0.3550
20 0.2466 || 0.1095 || 0.1653
21 0.1248 || 0.0402 || 0.1866
22 0.3880 || 0.1186 || 0.5168
23 0.1849 || 0.0762 || 0.1363
24 0.2431 || 0.1030 || 0.1864
25 0.3117 || 0.1279 || 0.2317
26 0.2858 || 0.0827 || 0.6013
27 0.1879 || 0.0626 || 0.0751
28 0.3398 || 0.0829 || 0.5051
29 0.3619 || 0.1393 || 0.2406
30 0.1014 || 0.0333 || 0.2511
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Tabla 4.26: Ajuste de los diferentes items N=500

item dy ds ds
1 0.1512 || 0.0668 || 0.1133
2 0.2517 || 0.0445 || 0.3039
3 0.2103 || 0.0372 || 0.4830
4 0.3508 || 0.0747 || 0.1519
) 0.1679 || 0.0235 || 0.3831
6 0.1483 || 0.0449 || 0.1026
7 0.1156 || 0.0436 || 0.0770
8 0.2006 || 0.0459 || 0.2693
9 0.1788 || 0.0364 || 0.1969
10 0.1109 || 0.0428 || 0.0608
11 0.0983 || 0.0205 || 0.0550
12 0.1980 || 0.0338 || 0.0848
13 0.1435 || 0.0430 || 0.1897
14 0.3022 || 0.0582 || 0.0911
15 0.1675 || 0.0285 || 0.1110
16 0.1033 || 0.0367 || 0.0418
17 0.1826 || 0.0789 || 0.3277
18 0.1731 || 0.0428 || 0.1192
19 0.1277 || 0.0562 || 0.0789
20 0.1712 || 0.0550 || 0.0802
21 0.1769 || 0.0295 || 0.0003
22 0.3965 || 0.0835 || 0.0913
23 0.1786 || 0.0533 || 0.2031
24 0.1847 || 0.0691 || 0.1601
25 0.1417 || 0.0357 || 0.0454
26 0.1240 || 0.0478 || 0.0940
27 0.1787 || 0.0430 || 0.1864
28 0.3249 || 0.0431 || 0.5754
29 0.3177 || 0.0756 || 0.3979
30 0.2598 || 0.0856 || 0.1208
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Tabla 4.27: Ajuste de los diferentes {tems N=2500

item dy ds ds
1 0.1682 || 0.0373 || 0.2008
2 0.3424 || 0.0385 || 0.0583
3 0.1620 || 0.0227 || 0.2131
4 0.3825 || 0.0449 || 0.1176
) 0.1037 || 0.0162 || 0.0718
6 0.1398 || 0.0205 || 0.0469
7 0.1081 || 0.0345 || 0.0701
8 0.1045 || 0.0196 || 0.1580
9 0.0516 || 0.0145 || 0.0197
10 0.1515 || 0.0392 || 0.0511
11 0.0817 || 0.0114 || 0.0222
12 0.2174 || 0.0440 || 0.0686
13 0.1660 || 0.0220 || 0.0422
14 0.1985 || 0.0285 || 0.0431
15 0.0847 || 0.0170 || 0.2427
16 0.0992 || 0.0308 || 0.0643
17 0.1202 || 0.0378 || 0.0717
18 0.3114 || 0.0371 || 0.0613
19 0.1176 || 0.0298 || 0.0498
20 0.0964 || 0.0203 || 0.0862
21 0.1545 || 0.0228 || 0.1686
22 0.2501 || 0.0298 || 0.0414
23 0.2504 || 0.0329 || 0.0142
24 0.1253 || 0.0234 || 0.1117
25 0.1048 || 0.0219 || 0.1634
26 0.0846 || 0.0149 || 0.0289
27 0.2000 || 0.0181 || 0.0314
28 0.1716 || 0.0160 || 0.1565
29 0.2407 || 0.0449 || 0.1394
30 0.2340 || 0.0528 || 0.0992
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Tabla 4.28

Distribucién ECM Dif Abs
normal 0.001311621 0.02055305
uniforme 0.00003541157 || 0.004724083
beta(0.27,0.44) || 0.00002913581 || 0.003250605
beta(2.3,0.57) || 0.00004478771 || 0.004950457
beta(5,5) 0.00004357959 || 0.005663073

4.5.6.2.

Se obtuvo para el rasgo un error cuadratico medio de 0.0033 y un error absoluto medio

Logit cubico

de 0.0362 y el ajuste a las curva fue bueno. Esto muestra la potencia del método. Funciona
bien para modelos diferentes a los logisticos, lo que hace que pueda ser ampliamente
aplicado. Vease tabla 4.29

4.6. Simulaciones en dos dimensiones, items dependientes de
una sola habilidad

Para introducirnos en la simulaciéon en dos dimensiones consideramos tests de n {tems,
en los que los primeros 30 items dependen de una habilidad y los siguientes 30 de otra.
Las habilidades las simulamos de distribuciones bivariadas con marginales conocidas y

distintos niveles de correlacién (cépulas).
4.6.1.

Para evaluar el efecto de distintos tamanos de muestra calculamos el promedio en

Efecto del tamano muestral

todos los items de las distancias en un test con las caractersticas previamente descritas
aplicado a 100, 500 y 1000 individuos, cuyas habilidades provienen de una cépula con

marginales normales(0,1) y correlacién de 0,75.

En este caso utilizamos en la regresién no paramétrica un nicleo normal y un ancho

de ventana igual a 0,2, més adelante veremos el efecto de considerar otras alternativas.
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Tabla 4.29

ftem dq da ds
1 0.1047 || 0.0580 || 0.0428
2 0.1065 || 0.0613 || 0.0941
3 0.0683 || 0.0360 || 0.0827
4 0.0338 || 0.0192 || 0.0301
5 0.0846 || 0.0499 || 0.1121
6 0.0251 || 0.0149 || 0.0319
7 0.0422 || 0.0236 || 0.0490
8 0.0286 || 0.0161 || 0.0211
9 0.0479 || 0.0277 || 0.0586
10 0.0519 || 0.0294 || 0.0647
11 0.0755 || 0.0397 || 0.0839
12 0.0643 || 0.0379 || 0.0483
13 0.0518 || 0.0278 || 0.0639
14 0.0554 || 0.0321 || 0.0606
15 0.0599 || 0.0310 || 0.0504
16 0.0275 || 0.0146 || 0.0241
17 0.0397 || 0.0213 || 0.0238
18 0.1133 || 0.0704 || 0.1592
19 0.0423 || 0.0252 || 0.0599
20 0.0630 || 0.0366 || 0.0663
21 0.0270 || 0.0156 || 0.0348
22 0.0851 || 0.0488 || 0.0688
23 0.0485 || 0.0265 || 0.0551
24 0.0268 || 0.0138 || 0.0302
25 0.0243 || 0.0124 || 0.0069
26 0.0609 || 0.0352 || 0.0725
27 0.0431 || 0.0242 || 0.0533
28 0.0405 || 0.0223 || 0.0462
29 0.0468 || 0.0272 || 0.0581
30 0.0458 || 0.0256 || 0.0486
d1 d2 d3
N =100 0.1112 0.0232 0.2565
N =500 0.0224 0.0042 0.2224
N = 1000 0.0104 0.0021 0.1760
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Modelo

r 1.0

r 0.9

r 08

r 0.7

r 0.6

r 05

r 0.4

r 03

- 0.2

0.23

165b=-0.75¢c=

a=

=500

Estimada N

r 1.0

r 0.9

r 0.8

r 0.7

r 0.6

r 05

0.23

165b=-0.75¢c=

a=
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CClI marginal

1.0

0.8

Probabilidad
0.6

0.4
|

4.6.2. Efecto de distintos valores de ancho de ventana

Para comparar las estimaciones mediante regresion no paramétrica al variar los anchos
de ventana consideramos el test de la seccion 4.6.1 anterior aplicado a 500 individuos.
Luego realizamos las estimaciones utilizando distintos anchos de ventana y calculamos

las tres distancias, en todos los casos utilizamos un nicleo normal en la regresiéon no

paramétrica.

theta
a=165b=-0.75¢c=0.23

d1 d2 d3

h=0.2 0.0244 0.0044 0.2490
h=04 0.0303 0.0059 0.2415
h=0.6 0.0351 0.0069 0.2832
h=0.8 0.0353 0.0073 0.2278
h=1 0.0428 0.0083 0.2627
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=0.2

Estimada h

r 1.0

r 0.9

r 0.8

r 0.7

r 0.6

r 05

- 0.4

0.23h=0.2

165b=-0.75¢c=

a=

=0.6

Estimada h

r 0.90

r 0.85

r 0.80

r 0.75

r 0.70

0.23h=0.6

1.65b=-0.75¢c=

a=
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4.6.3. Efecto de distintas copulas para el parametro habilidad

Evaluamos el efecto de considerar distintas distribuciones bivariadas (c6pulas) para
las habilidades de los individuos. Para ello utilizamos distintas distribuciones marginales
y fijamos el nivel de correlacién entre ambas igual a 0, 75. Luego evaluamos a estos indi-
viduos con el test de la seccién 4.6.1 y calculamos el promedio en todos los items de cada

una de las tres habilidades. Las copulas consideradas tienen las siguientes marginales:

= N(0,1) y N(0,1)

= Beta(5,5) y Beta(5,5)

= U(0,1) y U(0,1)

En este caso le aplicamos a las marginales de las copulas la transformacion mencionada

en la seccién anterior:

Sea x una realizacién de una variable aleatoria con soporte [0,1]. Si x es menor que
0,5:

2z -1
v= 2z
Si x es mayor igual que 0,5:
_ 2zx-1
Y= Tort2
d1 d2 d3

N(0,1);N(0,1) 0.0244 0.0040 0.1874
Beta(5,5):Beta(5,5) 0.0264 0.0047 0.2526
U(0.1,0.9);U(0.1,0.9) 0.0155 0.0028 0.2373
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Beta(5,5);Beta(5,5)

r 1.00

r 0.95

r 0.90

r 0.85

r 0.80

0.19

1.19b=-193c=

a=

U(0.1,0.9);U(0.1,0.9)

r 1.00

r 0.95

r 0.90

r 0.85

r 0.80

r 0.75

r 0.70

r 0.65

0.19

1.19b=-193c=

a=
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4.6.4. Distintos niveles de correlacion entre las habilidades

En esta seccién consideramos distintos niveles de correlacién entre las distribuciones
marginales (N(0,1)) que componen la cdépula, es decir, consideraremos distintos niveles

de correlacién entre las dos habilidades de cada individuo. En cada caso sometemos a los

individuos al test de la seccion 4.6.1.

El caso en el cual el coeficiente de correlacién es igual a cero implica que se estd su-

poniendo independencia entre las dos habilidades en cuestion.

d1 d2 d3
N(0,1);N(0,1);tho= 0 0.0092 0.0017 0.1150
N(0,1);N(0,1);tho= 0.2375  0.0091 0.0017 0.1291
N(0,1);N(0,1);tho= 0.475 0.0114 0.0018 0.2259
N(0,1);N(0,1);tho= 0.7125 0.0132 0.0021 0.2262
N(0,1);N(0,1);tho= 0.95 0.0142 0.0026 0.2751

N(0,1);N(0,1);rho=0

a=119b=-193¢c=0.19
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r 1.00

r 0.98

r 0.96

r 0.94

r 0.92

r 0.90

r 0.88

r 0.86

r 0.84
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N(0,1);N(0,1);rho= 0.475

r 1.00

r 0.95

r 0.90

r 0.85

0.19

1.19b=-193c=

a=

0.95

N(0,1);N(0,1);rho

r 1.00

r 0.95

r 0.90

r 0.85

r 0.80

r 0.75

r 0.70

0.19

1.19b=-193c=

a=
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4.6.5. Efecto de distintos nicleos en la regresion no paramétrica

Con el fin de evaluar los efectos de distintos nicleos en la regresién no paramétrica

consideramos el mismo test de la seccién 4.6.1 aplicado a 500 individuos. Consideramos

los siguientes cuatro ntcleos:
—(@)?
1. 1 5 ’ )
ke (’nor’)

2. (1—2?) |2tz <1 (epa’)

3. 3711 —2?)  |atz| <1 (‘mdl)
4. 4711 —2%)? |2tz <1 ('md2’)

En todos los casos fijamos el ancho de ventana igual a 0,2.

d1 d2 d3
nor 0.0104 0.0021 0.1760
epa 0.0092 0.0019 0.2184
mdl 0.0095 0.0018 0.2572
md2 0.0109 0.0021 0.3218

CCI Estimada Nucleo epa

a=119b=-193¢c=0.19
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r 0.90
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CCI Estimada Nucleo md2

r 1.00

r 0.95

r 0.90

r 0.85

r 0.80

r 0.75

r 0.70

a=119b=-193¢c=0.19

4.6.6. Comparacion entre valores estimados y reales del parametro habili-
dad

Para comparar la estimacién del parametro habilidad con el verdadero valor de éste,

en una dimension calculamos:

Sy |0 — 6

N

Dif =

De modo similar en dos dimensiones calculamos:

SN 161 — 64| + |62 — 6o

Diff = N
Diff
N=100 0.71
N=500 0.68
N=1000 0.68

Las siguientes dos graficas nos muestran la funcién de densidad del parametro habi-

lidad y la funcién de densidad estimada de este parametro.
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En el siguiente grafico tenemos las curvas de nivel de probabilidad acumulada de la
verdadera distribucién del parametro habilidad, en negro, y de la estimacién de ésta, en
rojo.
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4.7. Simulaciones en dos dimensiones con habilidades depen-
dientes

A continucién consideraremos items dependientes de dos habilidades, como pueden
ser idioma espanol y matematica. Parece 16gico suponer que existe correlacién entre los
niveles de conocimiento de distintas habilidades, por lo que, para simular estas habilida-
des, utilizaremos distribuciones bivariadas con marginales conocidas y distintos grados
de correlacion. El modelo que utilizaremos serd el logistico de tres pardametros, que en el
caso de 6 bivariada es:

P(’Uq'j = 1|G,Z‘1,CL1‘2, bi; ci,0) = C; —+ (1 — Ci)

eDai10j1+Dajnb 5—b;

1=1

Lt oDein 01 Daz052=5; g j=1,..,N
m ;1 es el nivel de discriminacién en la habilidad 1 del {tem i.
= ;9 es el nivel de discriminacién en la habilidad 2 del item i.

= b; es el nivel de dificultad del {tem i.

= ¢; es el parametro de azar del item i.

0;1 es la habilidad 1 del individuo j.

;2 es la habilidad 2 del individuo j.
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Para estimar 6; y 65 utilizamos respectivamente:

En una primera instancia analizaremos los efectos de distintas distribuciones margi-

nales, manteniendo fijo el nivel de correlacién entre las habilidades. Luego analizaremos

el efecto de distintos grados de correlacion entre las hailidades.

En todos los casos trabajaremos con tests aplicados a 500 individuos y trabajamos

con nucleos normales y anchos de ventana igual a 0,2 en las regresiones no paramétricas.

4.7.1. Efecto del tamano muestral

Evaluaremos los efectos de distintos tamanos de muestra, para ello aplicamos un test
de 60 items a 100, 500 y 1000 individuos cuyas habilidades fueron simuladas de una

distribucién bivariada con marginales N(0,1). En la regresién no paramétrica utilizamos

un ancho de ventana igual a 0,2 y un nicleo normal.

media de d1 media de d2 media de d3

N(0,1);N(0,1) N=100 0.1219 0.0238
N(0,1);N(0,1) N=500 0.0287 0.0053
N(0,1);N(0,1) N=1000 0.0160 0.0029

0.3000
0.3062
0.3456
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Modelo

r 1.0

r 0.8

r 0.6

r 0.4

r 0.2

128a2=1.21b=1.06c=0.13

al =

=500

Estimada N(0,1);N(0,1) N

r 0.9

r 0.8

r 07

r 0.6

r 05

r 0.4

r 03

r 0.2

128a2=121b=1.06c=0.13

al =
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4.7.2. Efecto de distintos anchos de ventana

Utilizando el mismo test que en la seccién anterior aplicado a 500 individuos, cal-
cularemos las tres distancias considerando distintos anchos de ventana. Continuamos

utilizando en la regresién no paramétrica un nicleo normal.

media de d1 media de d2 media de d3

h=02 0.0288 0.0054
h=04 0.0444 0.0100
h=06 0.0552 0.0135
h=038 0.0636 0.0150

h = 0.0663 0.0160

0.2918
0.3876
0.3870
0.4507
0.4454

Estimada h = 0.2

al=128a2=121b=1.06c=0.13
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=0.6

Estimada h

r 0.65

r 0.60

r 0.55

r 0.50

r 0.45

r 0.40

r 0.35

r 0.30

128a2=121b=1.06c=0.13

al =

=1

Estimada h

r 0.56

r 0.54

r 0.52

r 0.50

r 0.48

r 0.46

t 0.44

r 0.42

r 0.40

128a2=121b=1.06c=0.13

al=

Universidad de la Reptblica

232



4.7.3. Efecto de distintas distribuciones de 6

Para simular las matrices de habilidades de los individuos se generaron tres distribu-
ciones bivariadas cuyas marginales son conocidas con una correlacién igual a 0,75. Estas

distribuciones tienen las siguientes marginales:
1. N(0,1) y N(0,1)
2. B(5,5) y B(5,5)

3. U(0,1) y U(0,1)

Para evaluar el efecto de considerar distintas distribuciones para el pardmetro habilidad,

calculamos las tres distancias y las promediamos.

media de d1 media de d2 media de d3

N(0,1);N(0,1) 0.0154 0.0029 0.2457
Beta(5,5);Beta(5,5) 0.0308 0.0060 0.3128
U(0,1);U(0,1) 0.0179 0.0025 0.2858

Estimada N(0,1);N(0,1)

XX
S

SR
‘s‘:&‘

r 1.0

r 0.9

r 0.8

r 0.7

r 0.6

r 05

r 0.4

r 03

r 0.2

r 0.1

al=128a2=121b=1.06c=0.13
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Estimada Beta(5,5);Beta(5,5)

r 0.8

r 0.7

r 0.6

r 05

r 0.4

r03

r 0.2

0.1

128a2=1.21b=1.06c=0.13

al =

Estimada U(0,1);U(0,1)

F 1.0

r 0.9

r 08

r 0.7

r 0.6

r 05

r 0.4

r03

r 0.2

r 01

1.28a2=1.21b=1.06c=0.13

al=
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4.7.4. Efecto de distintos grados de correlacién entre las habilidades

Para evaluar el efecto de distintos grados de correlacion entre las distintas habilida-
des consideramos una distribucién bivariada con marginales con distribucién N(0,1) y

calculamos las tres distancias para distintos niveles de correlacién.

media de d1  media de d2 media de d3

N(0,1);N(0,1);rho= 0 0.0163 0.0038 0.2330
N(0,1);N(0,1);rho= 0.2375 0.0153 0.0033 0.2423
N(0,1);N(0,1);rho= 0.475 0.0156 0.0032 0.2859
N(0,1);N(0,1);rho= 0.7125 0.0159 0.0029 0.3288
N(0,1);N(0,1);rho= 0.95 0.0138 0.0022 0.2603

Estimada N(0,1);N(0,1);rho= 0

Z

al=128a2=121b=1.06c=0.13
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Estimada N(0,1);N(0,1);rho= 0.475

F 1.0

r 0.9

r 0.8

r 0.7

r 0.6

r 05

r 0.4

r 03

r 0.2

r 01

128a2=1.21b=1.06c=0.13

al =

0.95

Estimada N(0,1);N(0,1);rho

r 0.9

r 0.8

r 0.7

r 0.6

r 05

r 0.4

r 03

r 02

F 0.1

128a2=121b=1.06c=0.13

al =
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4.7.5. Efecto de distintos nicleos

Con el fin de evaluar los efectos de distintos nicleos en la regresién no paramétrica

consideramos el mismo test de la seccién 4.7.1 aplicado a 500 individuos. Consideramos

los siguientes cuatro ntcleos:
—(@)?
1. 1 5 ’ )
ke (’nor’)

2. (1—2?) |2tz <1 (epa’)

3. 3711 —2?)  |atz| <1 (‘mdl)
4. 4711 —2%)? |2tz <1 ('md2’)

En todos los casos fijamos el ancho de ventana igual a 0,2.

media de d1 media de d2 media de d3

nor 0.0287 0.0053 0.3062
epa 0.0895 0.0103 0.6855
mdl1 0.0895 0.0101 0.6867
md2 0.0919 0.0110 0.6985

Estimada epa

al=128a2=121b=1.06c=0.13
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Estimada md2

r 1.0

r 0.8

r 0.6

r 0.4

r0.2

r 0.0

al=128a2=121b=1.06c=0.13

4.7.6. Comparacion entre valores estimados y valores reales del pardametro

habilidad

Como en la seccion 4.6.6 comparamos el pardmetro habilidad y la estimacion de este

mediante:

SN 161 — 01] + |62 — 65

Diff = N
Diff
N=100 0.72
N=500 0.63
N=1000 0.64

Las siguientes dos graficas nos muestran la funcién de densidad del parametro habi-

lidad y la funcién de densidad estimada de este parametro.
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En el siguiente grafico tenemos las curvas de nivel de probabilidad acumulada de la

verdadera distribucién del parametro habilidad, en negro, y de la estimacién de ésta, en
239

rojo.
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4.8. Estimacion mondtona

Uno de los postulados basicos de la TRI es que la relacién entre el desempeno de
un examinado en un item y los rasgos implicitos del item pueden describirse con una
funcién que aumenta mondtonamente, llamada curva caracteristica del item. Esta funcién
especifica que a medida que aumenta la habilidad de un individuo también aumenta la
probabilidad de responder correctamente.

Nuestras estimaciones por regresiéon no paramétrica no cumplen con este postulado,
por lo cual, basados en el articulo de Dette, Neumeyer y Pilz (2006): «A simple nonpara-
metric estimator of a strictly monotone regression function», realizamos una transforma-
cién sobre nuestras estimaciones con el objetivo de que éstas sean mondtonas crecientes.

Este articulo propone:

i (1) = Nlhdi_vj / ; Kq (W)

como una estimaciéon de m~1(t), donde

N K (%)Y
BRI oy
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4.8.1. Tamano muestral

Para evaluar el efecto del tamafio muestral utilizamos un test de 30 items aplica-
do a 100, 250, 500 y 1000 individuos cuyas habilidades provienen de una distribucién
normal(0,1). Estimamos las CCI mediante regresién no paramétrica utilizando un ancho
de ventana de igual a 0.5 y un nticleo normal. A estas estimaciones les aplicamos la

transformacién descrita anteriormente.

Los siguientes cuadros contienen la media de cada una de las tres distancias conside-
radas, calculadas en todos los items del test. En la primera tabla las distancias fueron
calculadas entre las CCI estimadas por la regresién no paramétrica y las CCI reales. En
la segunda tabla las distancias fueron calculadas entre las transformaciones de las CCI
estimadas y las CCI reales.

media de d1 media de d2 media de d3

N =100 0.1547 0.0748 0.1197
N = 250 0.1187 0.0557 0.0746
N = 500 0.1352 0.0608 0.0941
N = 1000 0.1221 0.0563 0.0916

media de d1 media de d2 media de d3

N =100 0.2350 0.0802 0.1190
N = 250 0.1715 0.0591 0.0800
N = 500 0.1922 0.0651 0.0863
N = 1000 0.1489 0.0562 0.0931
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El siguiente grafico contiene las transformaciones de las estimaciones de las CCI, en
colores, y la CCI real, en negro.

CClltem 1

Prob

0.0

Theta
a=0.67b=-0.18c=0.22 hd = 0.04

En el siguiente grafico hay una CCI, una estimacién por regresion no paramétrica de
dicha CCI y la transformacién de esta estimacion.

CCl ltem 1

1.0

Prob.
0.6 0.8

0.4

0.2

0.0
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4.8.2. Efecto de distintos valores de ancho para la ventana

Utilizando el mismo test de la seccién anterior aplicado a 500 individuos, estudiamos
el efecto de considerar distintos anchos de ventana en la transformacién.

media de d1 media de d2 media de d3

reg. n-p 0.1352 0.0608 0.0941
hd = 0.02 0.2336 0.0773 0.0893
hd = 0.04 0.1925 0.0650 0.0863
hd = 0.06 0.1769 0.0599 0.0824
hd = 0.08 0.1629 0.0566 0.0828

hd = 0.1 0.1525 0.0542 0.0837
CClltem 1

Prob

Theta
a=067b=-0.18c=0.22
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4.9. Aplicacién a datos reales: test CDI

El Children Depression Inventory (CDI) es un test psicolégico de respuestas politémi-
cas (0, 1y 2) en el cual se miden cuatro rasgos en distintos {tems tal como lo explica la

siguiente tabla.

Rasgo medido Items

1 Autoestima Negativa Retraimiento 1, 4, 7, 10, 14, 20, 21, 22, 25

2 Autoestima Negativa Oposicionamiento 5,9, 17, 26, 27
3 Ineficacia 2,3, 13, 15, 23, 24

4 Ansiedad 6, 11, 19

Este test fue aplicado a 605 personas de las cuales 324 son de sexo femenino, 280 de

sexo masculino y para 1 se desconoce el género del individuo.

En una primera instancia consideramos el test como unidimensional, por lo tanto
utilizaremos como medida de resumen para estimar el rasgo la media de los puntajes
obtenidos por cada individuo. A continuacién presentamos el gréafico del item 1. Las
curvas fueron estimadas por regresién no paramétrica utilizando un nicleo normal y un

ancho de ventana igual a 0,5.

Item 1
o
S -
— respuesta 0
— respuesta 1
— respuesta 2
@« _]
o
© |
o
Q
[
o
< |
o
N
o
o |
o
T T T T T
-4 -2 0 2 4
Theta
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4.9.1. Estimacion de las CCI diferenciando por rasgo

En esta seccion estimamos nuevamente las CCI para cada item pero en este caso dife-
renciamos por rasgo, es decir, estimamos cada rasgo utilizando la media de los puntajes
en los items en los cuales el rasgo en cuestion es medido y con base en estas estimaciones
de los rasgos estimamos las CCI. Para visualizar esto graficamente mostraremos las CCI

de cuatro ftems distintos, cada uno relacionado a un rasgo distinto.

item 1 Rasgo 1

e 4
— respuesta 0
—— respuesta 1
—— respuesta 2
©
g
©
<
o
[
o
<
o
N
8
o
S
T T T T T
-4 -2 0 2 4
Theta
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item 5 Rasgo 2

<
— respuesta 0
—— respuesta 1
—— respuesta 2
«©
@
©
<
e}
[
a
<~
o
N
N
o
S
T T T T T
-4 -2 0 2 4
Theta
item 2 Rasgo 3
e
respugsta 0
respuesta 1
@
i
©
©
el
[
a
~
o
o
R
e
o

-4 -2 0 2 4
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item 6 Rasgo 4

e |
=
— respuesta0
—— respuesta
—— respuesta 2
® _|
o
© |
o
o
[
a
<
o
N
o
oS |
o

-4 -2 0 2 4

Theta
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4.9.2. Estudio diferencial del {tem

Para realizar este estudio estimamos las CCI para hombres y mujeres por separado y
luego calculamos el area entre ellas. A modo de ejemplo presentamos la siguiente grafica

que contiene la CCI estimada para cada uno de los géneros para el item 1 y el rasgo 1.

1.0

—— CClI femenino
—— CCl masculino
resta

Prob.
0.4

0.2

0.0

-0.2
|

-0.4
|

La siguiente tabla contiene el drea promedio para todos los items del rasgo en cuestion

de la resta de las CCI diferenciadas por género.

rasgo 1 rasgo 2 rasgo 3 rasgo 4
area DIF respuesta 0 1.154 1.133 1.027 1.233
area DIF respuesta 1 1.076 1.143 1.009 1.114
area DIF respuesta 2 0.746 0.730 0.635 0.513
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4.9.3. Anélisis factorial

Para realizar el andlisis factorial calculamos las correlaciones policéricas entre los
items, luego encontramos los ejes factoriales y rotamos los mismos segun el criterio de
varimax. Una vez que contamos con los ejes factoriales rotados proyectamos los resultados
de los distintos individuos en ellos y utilizamos estas proyecciones como funcién para
ordenar a los individuos y finalmente estimar las CCI. En este analisis consideramos
adecuado retener los primeros cuatro que acumulan un 35,6 % de la varianza total. La

siguiente tabla muestra el peso relativo de cada uno de los items en cada eje.

PC1 PC2 PC3 PC4

cl 0.26 0.44 0.29 0.19
c2 0.61 0.12 0.14 -0.07
c3 0.58 0.18 0.11 0.21
c4 0.11 -0.02 0.60 -0.04
c5 -0.04 -0.02 -0.07 0.64
c6 0.11 0.41 0.05 0.26
c7 0.49 0.15 0.30 0.18
c8 0.59 0.26 0.02 -0.01
c9 0.33 0.14 0.23 0.41
cl0 0.27 0.48 0.29 0.06
cl1 -0.06 0.60 -0.02 0.02
cl2 0.16 0.07 0.54 0.37
c1l3 0.38 0.14 0.18 0.00
cl4 0.35 0.07 0.48 0.01
cl5 0.43 -0.16 -0.16 0.13
cl6 0.36 0.10 0.10 0.12
cl7 0.11 0.15 0.16 0.54
cl8 0.30 0.01 0.11 0.09
cl9 0.01 0.59 -0.15 -0.23
c20 0.36 0.31 0.41 0.31
c21 0.06 -0.13 0.65 0.01
c22 0.04 0.09 0.58 0.07
c23 0.56 -0.28 0.03 0.15
c24 0.49 -0.14 0.13 0.14
c25 0.38 0.24 0.37 0.30
c26 0.15 -0.11 -0.04 0.43
c27 0.16 0.04 0.11 0.67
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Las siguientes graficas muestran las CCI obtenidas a partir de cada uno de los cuatro
ejes factoriales.
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4.10. Funciones
4.10.1. Funciones para calcular las distancias

Para el calculo de las distancias antes definidas en la seccién 4.1 generamos las si-
guientes funciones donde:

= y1 es el vector con los valores estimados;

= y2 es el vector con los valores reales;

= y3 es el vector con los valores de theta,;

» deltal es delta thetal;

= delta2 es delta theta2 (solo para los casos de dos habilidades);

= cop es la cépula (solo para los casos de dos habilidades correlacionadas).
> distancias

function (y1, y2, y3, delta)

{
d1l <- sum((yl - y2)~2 * delta)"(0.5)
d3 <- abs(max(yl - y2))
d2 <- sum((yl - y2)°2 * dnorm(y3) * delta)"(0.5)
return(list(dl = 41, d2 = 42, d3 = d3))
}

> distancias2ind
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function (y1, y2, y3, deltal, delta2)

{
d1l <- sum((yl - y2)~2 * deltal * delta2)"(0.5)
d2 <- sum((yl - y2)°2 * dnorm(y3[, 1], mu[1], sigmal1l, 1]) *
dnorm(y3[, 2], mul[2], sigma[2, 2]) * deltal * delta2)~(0.5)
d3 <- max(yl - y2)
return(list(dl = d1, d2 = d2, d3 = d3))
}

> distancias2cop

function (y1, y2, y3, deltal, delta2, cop)

{
d1l <- sum((yl - y2)~2 * deltal * delta2)"(0.5)
d2 <- sum((y1l - y2)~2 * dmvdc(cop, y3) * deltal * delta2)"(0.5)
d3 <- max(yl - y2)
return(list(dl = d1, d2 = 42, 43 = d3))
}

4.10.2. Funciones para la generacion de datos

Para generar los tests como fue descrito en la seccién 4.2 utilizamos las siguientes
funciones para la generacion de datos provenientes de modelos logisticos de uno, dos y

tres parametros, provenientes del modelo logit ctibico y tests multidimensionales.
= a valores del parametro de discriminacién;
= b valores del pardametro de dificultad;
= ¢ valores del parametro de azar;
= theta vector o matriz de habilidades de los examinados;

= nitems (solo para ...).
> genresp

function (a, b, c, theta, tot = 0)
{
D=1.7
if (tot == 0) {
resp <- matrix(nrow = length(theta), ncol = length(a))
}
if (tot == 1) {
resp <- matrix(nrow = length(theta), ncol = length(a) +

2)
}
for (j in 1:length(a)) {
print(j)

for (i in 1:length(theta)) {

Prob <- c[j] + ((1 - c[j]) * exp(D * al[j]l * (thetal[i] -
b[31)))/(1 + exp(D * al[j] * (thetali] - b[j1)))

aux <- runif(1l, 0, 1)

if (Prob > aux) {
respli, jl =1

¥

else {
respli, jl1 =0

Universidad de la Reptblica



}
if (tot == 1) {
su = 1/length(theta)
respl, (ncol(resp) - 1)] = rowSums(resp, na.rm = T)
resp[, ncol(resp)] = respl, (ncol(resp) - 1)] + runif(nrow(resp),
0, su)

resp

> genresplogit3

function (a, b, c, theta, tot = 0)

{
D=1.7
if (tot == 0) {
resp <- matrix(nrow = length(theta), ncol = length(a))
}
if (tot == 1) {
resp <- matrix(nrow = length(theta), ncol = length(a) +
2)
}
for (j in 1:length(a)) {
print(j)
for (i in 1:length(theta)) {
Prob <- exp(alj]l + b[j]l * thetalil + c[j] * theta[i]l~3)/(1 +
exp(aljl + b[jl * thetal[il + c[j] * thetali]"3))
aux <- runif(1, 0, 1)
if (Prob > aux) {
respli, jl =1
}
else {
respli, jl1 =0
}
}
}
if (tot == 1) {
su = 1/length(theta)
respl, (ncol(resp) - 1)] = rowSums(resp, na.rm = T)
respl[, ncol(resp)] = respl, (ncol(resp) - 1)] + runif (nrow(resp),
0, su)
}
resp
}

> genresp2

function (nitems, a, b, c, thetas)
{
D=1.7
resp <- matrix(nrow = nrow(thetas), ncol = (sum(nitems) +
length(nitems)))
Probs = Probas = list()
for (j in 1:length(a)) {
print(j)
if (j <= nitems[1]) {
for (i in 1:nrow(thetas)) {
Prob <- c[j] + (1 - c[j]) * exp(D * a[j]l * (thetas[i,
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1] - b[j1))/(1 + exp(D * a[j]l * (thetasli,
11 - b[iD))

aux <- runif(1, 0, 1)

if (Prob > aux) {
respli, jl =1

}

else {
respli, jl1 =0

}

respli, (ncol(resp) - 1)] = sum(respl[i, 1:nitems[1]]) +
runif (1, 0, 1/nrow(resp))

Probs[i] = Prob

}
if (j >= nitems[1]) {
for (i in 1:nrow(thetas)) {
Prob <- c[j] + (1 - c[j]) * exp(D * a[j]l * (thetasl[i,
2] - b[j1))/(1 + exp(D * a[jl * (thetas[i,
2] - v[i1)))
aux <- runif(1, 0, 1)
if (Prob > aux) {
respli, jl =1
}
else {
respli, jl =0
}
resp[i, ncol(resp)] = sum(respli, (nitems[1] +
1) :sum(nitems)]) + runif(1, O, 1/nrow(resp))
Probs[i] = Prob

}
Probas[[j]] = do.call(rbind, Probs)
}

return(list(resp = resp, Probas = Probas))

> genresp2cop

function (a, b, c, thetas)
{
D=1.7
resp <- matrix(nrow = nrow(thetas), ncol = (length(b) + 1))
Probs = Probas = list()
for (j in 1:length(b)) {
print(j)
for (i in 1:nrow(thetas)) {
Prob <- c[jl + (1 - c[jl) * exp(D * alj, 1] * thetasl[i,
11 + D * a[j, 2] * thetas[i, 2] - b[j1)/(1 +
exp(D * alj, 1] * thetas[i, 1] + D * al[j, 2] *
thetas[i, 2] - b[j1))
aux <- runif(1, 0, 1)
if (Prob > aux) {
respli, jl =1

}
else {

respli, j1 =0
}

respl[i, (ncol(resp))] = sum(respli, 1:length(b)]l)
Probs[i] = Prob
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Probas[[j]] = do.call(rbind, Probs)
}
return(list(resp = resp, Probas = Probas))

}

4.10.3. Funciones para la estimacion de la CCI

Para las estimaciones de las CCI en pruebas unidimensionales utilizamos la funcién
iccsmoothing, mientras que para las estimaciones en pruebas multidimensionales utiliza-
mos las funciones pesos y thetahat. Con la funcién thetahat estimamos las habilidades de

los individuos y con la funcién pesos calculamos los pesos de la regresién no paramétrica:
= items;
= h valor del ancho de ventana;
= testsort test ordenado;
= ability vector o matriz de habilidades de los examinados estimadas o reales;
= points vector de puntos donde la curva serd evaluada;

= nucleo=norél nicleo a utilizar en la regresién no paramétrica.
> iccsmoothing

function (items, h, testsort, ability, points, nucleo = "nor")
{
npoints <- length(points)
nexaminees <- length(ability)
nitems <- length(items)
icc <- matrix(0, npoints, nitems)
weigth <- matrix(0, npoints, nexaminees)
icchat <- matrix(0, nexaminees, nitems)
source("nucleos/normal.R")
source ("nucleos/epa.R")
source("nucleos/md1.R")
source ("nucleos/md2.R")
for (i in 1:npoints) {
theta <- points[i]
residual <- (theta - ability)/h
if (nucleo == "nor") {
kernel <- normal (residual)

}

if (nucleo == "epa") {
kernel <- epa(residual)

}

if (nucleo == "md1") {
kernel <- md1(residual)

}

if (nucleo == "md2") {
kernel <- md2(residual)

}

weigth[i, kernel$windex] <- kernel$res/sum(kernel$res)
}
icc <- weigth %*J, testsort[, items]
for (j in 1:nitems) {
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icchat[, j] <- approx(points, icc[, jl, ability)$y
icchat[is.na(icchat[, j1)] <- 0

ieturn(list(icc = icc))
}

= nitems nimero de items del test;

= test;

= ability vector o matriz de habilidades de los examinados estimadas o reales:
> thetahat

function (nitems, test, ability)

{
test = cbind(test, c(l:dim(test)[1]))
res = list()
for (j in 1:length(nitems)) {
if (3 =1 {
testsort = test[order(test[, (sum(nitems) + 1)1),
c(1:nitems[1], (sum(nitems) + 1), ncol(test))]
}
if (j == 2) {
testsort = test[order(test[, (sum(nitems) + 2)1),
c((nitems[1] + 1):sum(nitems), (sum(nitems) +
2), ncol(test))]
}
habemp = seq(1, length(test[, 1]), 1)/length(test[, 1])
habemp[length(test[, 11)] = (length(test[, 1]) - 1 +
runif (1, 0, 1))/length(test[, 11)
habilidades = gnorm(habemp)
res[[j]1] = cbind(testsort[, ncol(testsort)], habemp,
habilidades)
}
auxl = res[[1]]
aux2 = res[[2]]
colnames(auxl) = c("indice", "habemp", "f-1")
colnames(aux2) = c("indice", "habemp", "f-1")
result = merge(auxl, aux2, by.x = "indice", by.y = "indice")
return(result)
}

= a valores de los pardmetros de discriminacién;
= b valores del pardmetro de dificultad;
= ¢ valores del parametro de azar;

= test:
> thetahatcop

function (a, b, c, test)
{
t1 = t2 = 1list()
for (i in 1:(ncol(test) - 2)) {
t1[[i]] = (ali, 11/ali, 2]) * test[, il
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t2[[1]1] = (ali, 21/ali, 1]1) * testl[, il
}
t1 = do.call(cbind, t1)
t2 = do.call(cbind, t2)
testl = cbind(rowSums(t1l), 1l:nrow(test))
test2 = cbind(rowSums(t2), 1l:nrow(test))
habemp = seq(1, length(test[, 1]), 1)/length(test[, 1])
habemp [length(test[, 1]1)] = (length(test[, 1]) - 1 + runif(d,
0, 1))/length(test[, 1])
testl = cbind(testl[order(testi[, 1]), 2], habemp, gnorm(habemp))
test2 = cbind(test2[order(test2[, 1]1), 2], habemp, gnorm(habemp))

colnames(testl) = c("indice", "habemp", "f-1")
colnames(test2) = c("indice", "habemp", "f-1")
result = merge(testl, test2, by.x = "indice", by.y = "indice")
return(result)
}
npoints,that,h,nucleo=nor’
= npoints raiz del niimero de puntos en que sera evaluada la CCI,
= that la salida de las funciones thetahat o thetahatcop;
= h valor del ancho de ventana;
= niicleo=norél nicleo a utilizar en la regresiéon no paramétrica:
> pesos
function (npoints, that, h, nucleo = "nor")
{

source("nucleos 2D/multinorm.R")
source ("nucleos 2D/epa.R")
source ("nucleos 2D/md1.R")
source("nucleos 2D/md2.R")
that = that[, seq(2, dim(that)[2], 2)]
eval = seq(0, 1, length = npoints)
eval[1] = runif(1, 0, eval[2])
eval [npoints] = evall[npoints] - runif(1, 0, evall[2])
nind = c(as.numeric(dim(that)[1]))
pesos = list()
puntos = list()
a=1
for (j in 1:length(eval)) {
print(Sys.time())
print (j)
for (i in 1:length(eval)) {
res = (cbind(rep(evallil, dim(that)[1]), rep(evallj],
dim(that) [1])) - that)/h
kernel = vector(length = dim(res) [1])
puntos[[al] = c(evallil, evalljl)
if (nucleo == "nor") {
kernel = multinorm(res, sigma)

}

if (nucleo == "epa") {
kernel = epa(res)

}

if (nucleo == "md1") {
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kernel = mdl(res)

}

if (nucleo == "md2") {
kernel = md2(res)

¥

weigth = numeric(length(kernel$res))

weigth[kernel$windex] <- kernel$res[kernel$windex]/sum(kernel$res[kernel$windex])

pesos[[a]] = weigth
a=a+1

}

pesos = do.call(rbind, pesos)

puntos = do.call(rbind, puntos)
return(list(pesos = pesos, puntos = puntos))

}

4.10.4. Distintos ntcleos para la regresiéon no paramétrica

A continuacién presentamos las funciones para los distintos ntcleos utilizados en la

regresiéon no paramétrica, en una y dos dimensiones. En ambos casos el tnico argumento

es el vector de datos a ser evaluado.

Ntcleos en una dimension

> normal

function (x)

{
res = numeric(length(x))
windex <- abs(x) <= 3000
res = exp(-(x[windex]~2)/2)
return(list(res = res, windex = windex))
}
> epa

function (x)

{
res = numeric(length(x))
windex = abs(x * x) <=1
res = 1 - x[windex] * x[windex]
return(list(res = res, windex = windex))
}
> md1

function (x)

{
res = numeric(length(x))
windex = abs(x * x) <=1
res = 3 * pi“(-1) * (1 - x[windex] * x[windex])
return(list(res = res, windex = windex))
¥
> md2

function (x)

{
res = numeric(length(x))
windex = abs(x * x) <=1
res = 4 *x pi~(-1) * (1 - x[windex] * x[windex])"3
return(list(res = res, windex = windex))
¥

Universidad de la Reptblica



Nucleos en dos dimensiones

> multinorm

function (x, sigma)

{

x = as.matrix(x)

library (MASS)

res = numeric(length = (dim(x) [1]1))

n = ncol(sigma)

for (i in 1:length(res)) {

res[i] = exp((t(x[i, 1) %x% ginv(sigma) %*% x[i, 1)/-2)/(2 *
pi)~(n/2) * det(sigma)~(1/2)

¥

windex = abs(res) <= 3000

return(list(res = res, windex = windex))
}
> epa

function (x)

{
x = as.matrix(x)
res = numeric(length = (dim(x)[1]))
windex = vector(length = (dim(x)[1]))
for (i in 1:length(windex)) {
if (e(xli, 1) %% x[i, 1 <= 1) {
windex[i] = "TRUE"
}
res[i] = 1 - t(x[i, 1) %% x[i, ]
}
windex = as.logical(windex)
return(list(res = res, windex = windex))
}
> md1

function (x)

{
x = as.matrix(x)
res = numeric(length = (dim(x)[1]1))
windex = vector(length = (dim(x)[1]))
for (i in 1:length(windex)) {
if (e(x[i, 1) %% x[i, 1 <= 1) {
windex[i] = "TRUE"
}
res[i]l = 3 * pi~(-1) * (1 - t(x[i, 1) %*% x[i, 1)
}
windex = as.logical(windex)
return(list(res = res, windex = windex))
}
> md2

function (x)
{
x = as.matrix(x)
res = numeric(length = (dim(x)[1]))
windex = vector(length = (dim(x)[1]))
for (i in 1:length(windex)) {
if (e(x[i, 1) %% x[i, 1 <= 1) {
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windex[i] = "TRUE"
}
res[i] = 4 * pi~(-1) * (1 - t(x[i, 1) %% x[i, 1)°3
¥
windex = as.logical(windex)
return(list(res = res, windex = windex))

}

4.10.5. Funcién para transformar el rango
En algunas secciones se consider$ el parametro habilidad proveniente de variables
aleatorias con rango [0, 1], en estos casos se utilizo la siguiente funcién con el objetivo de

transformar el rango a (—oo, 00).
> cambiosoporte

function (%)
{
y =x
y[which(x < 0.5)]
0.5)1)
y[which(x > 0.5)]
0.5)1 + 2)

return(y)

(2 * x[which(x < 0.5)] - 1)/(2 * x[which(x <

(2 * x[which(x > 0.5)] - 1)/(-2 * x[which(x >

}

4.10.6. Funciones utilizadas para el analisis del test CDI

La siguiente funcién calcula el puntaje total permitiendo diferenciar segin el género
del individuo y el rasgo de interés, ademas devuelve el test en forma dicotémica donde

es considerada como correcta la respuesta a evaluar.
> test.cdi

function (test, respuesta, genero = NULL, rasgo = NULL)
{
if (!is.null(genero)) {
test = test[which(test\$sexo == genero), 2:ncol(test)]
}
if (is.null(genero)) {
test = test[, 2:ncol(test)]
¥
if (is.null(rasgo)) {
test[, (ncol(test) + 1)] = rowSums(test[, 2:ncol(test)],
na.rm = T)
}
anretraimiento = c(2, 5, 8, 11, 15, 21, 22, 23, 26) - 1
anoposicionamiento = c(6, 10, 18, 27, 28) - 1
ineficacia = c(3, 4, 14, 15, 24, 25) - 1
ansiedad = c(7, 12, 20) - 1
if (!is.null(rasgo)) {
if (rasgo == 1) {
test[, (ncol(test) + 1)] = rowSums(test[, anretraimiento],
na.rm = T)
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de dos funciones cualesquiera, asi como también el drea positiva y el area negativa de la
resta de éstas. En este caso las funciones utilizadas son las CCI estimadas para hombres

y mujeres. También permite graficar ambas funciones y la resta de éstas.

}
if (rasgo == 2) {
test[, (ncol(test) + 1)] = rowSums(test[, anoposicionamiento],
na.rm = T)
}
if (rasgo == 3) {
test[, (ncol(test) + 1)] = rowSums(test[, ineficacial,
na.rm = T)
}
if (rasgo == 4) {
test[, (ncol(test) + 1)] = rowSums(test[, ansiedad],
na.rm = T)

aux = which(levels(as.factor(test[, 2])) == respuesta)
for (i in 1:(ncol(test) - 1)) {
test[, i] = as.factor(test[, il)

levels(test[, i]) [aux] = "9"
levels(test[, i]) [-aux] = "0"
levels(test[, il) [which(levels(test[, i]) == "9")] = "1"
test[, i] = as.numeric(as.character(test[, il]))
}
test = matrix(unlist(test), ncol = ncol(test), nrow = nrow(test))
storage.mode(test) = "numeric"
return(test)

Para el estudio diferencial del item se cred la siguiente funciéon que calcula el area

> comparacion

function (basel, base2, points, pl = FALSE)

{

basel <- as.numeric(basel)
base2 <- as.numeric(base2)
sumainfl = sumainf2 = list()
for (i in 1:(length(basel) - 1)) {
sumainf1[i] <- min(basel[i], basel[(i + 1)]) * (points[i +
1] - points[il)
sumainf2[i] <- min(base2[i], base2[(i + 1)]) * (points[i +
1] - points[i])
}
suminfl = sum(unlist(sumainfl))
suminf2 = sum(unlist(sumainf2))
sumasupl = sumasup2 = list()
for (i in 1:(length(base2) - 1)) {
sumasupl[i] <- max(basel[il], basel[(i + 1)]) * (points[i +
1] - points[i])
sumasup2[i] <- max(base2[i], base2[(i + 1)]) * (points[i +
1] - points[i])
}
sumsupl = sum(unlist(sumasupl))
sumsup2 = sum(unlist(sumasup2))
areal = mean(c(sumsupl, suminf1))
area2 = mean(c(sumsup2, suminf2))
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}

resta = basel - base2
suma.pos = suma.neg = list()
for (i in 1:(length(resta) - 1)) {
if (mean(c(restal[i], restali + 1])) < 0) {
suma.neg[i] = mean(c(restalil, restali + 1])) * (points[i +
1] - points[il)
}
if (mean(c(restali], restali + 1]1)) > 0) {
suma.pos[i] = mean(c(restal[i], restal[i + 1])) * (points[i +
1] - points[i])

}
suma.pos = sum(unlist(suma.pos))
suma.neg = -sum(unlist(suma.neg))
mini = min(resta)
if (pl == TRUE) {
plot(points, basel, type = "1", col = "red", main = "",
ylim = c(mini, 1), ylab = "Prob.", xlab = "Theta")
lines(points, base2, type = "1", col = "blue")
lines(points, resta, type = "1", col = "green")
abline(h = 0)
legend(-4, 1, legend = c("CCI femenino", "CCI masculino",
"resta"), col = c("red", "blue", "green"), lwd = 1)
}
return(list(areal = areal, area2 = area2, area.pos.resta = suma.pos,
area.neg.resta = suma.neg))

4.10.7. Funcién para transformacién monoétona creciente

La estimacién de la CCI por regresién no paramétrica no es necesariamente una curva

que crezca mondtonamente a medida que crece el parametro habilidad. Para solucionar

este inconveniente utilizamos esta funcién:

> mber

function (icc, hd, nt, puntos)

{

t = c(l:nt/nt)
t[length(t)] = 0.9999
res = numeric(length(t))
resfin = numeric(length(puntos))
for (i in 1:length(t)) {
int = list()
for (j in 1:length(icc)) {
integrand = function(x) {
exp(-((icc[j] - x)/hd)"2/2)/((2 * pi)~0.5)
¥
int[j] = integrate(integrand, -Inf, t[i])[[1]]
}
res[i] = (1/(length(icc) * hd)) * sum(unlist(int))
}
t = c(max(t[1] - ((¢[2] - t[1])/(res[2] - res[1])) * res[1],
0), t)
res = c(5e-04, res)
resfin <- approx(t, res, puntos) \$ y
return(list(resfin = resfin, puntos = puntos))
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Apéndice A

A.1. Modelo de un parametro

Los valores de a utilizados fueron: 0.64; 0.79; 0.81; 0.87; 1.05; 1.20; 1.55; 1.58; 1.70;

A.1.1. Distribucién normal

Trabajaremos con 100,250,500,1000,2500,5000,10000 datos con distribucién N(0,1)

n=100
a h dy ds ds
0.6352 || 0.3981 | 0.0188 || 0.0082 || 0.0110
0.7910 || 0.3981 | 0.0196 || 0.0080 || 0.0098
0.8082 || 0.3981 || 0.0197 || 0.0080 || 0.0096
0.8119 || 0.3981 || 0.0197 || 0.0080 || 0.0096
0.8683 || 0.3981 || 0.0201 || 0.0080 || 0.0091
1.0525 || 0.3981 || 0.0215 || 0.0078 || 0.0075
1.1999 || 0.3981 || 0.0227 || 0.0077 || 0.0077
1.5513 || 0.3981 || 0.0253 || 0.0071 || 0.0130
1.5768 || 0.3981 || 0.0255 || 0.0070 || 0.0135
1.6995 || 0.3981 || 0.0263 || 0.0067 || 0.0159
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n=250

a h dy do ds
0.6352 || 0.3314 || 0.0134 || 0.0061 || 0.0079
0.7910 || 0.3314 || 0.0139 || 0.0060 || 0.0080
0.8082 || 0.3314 || 0.0139 || 0.0060 | 0.0082
0.8119 || 0.3314 || 0.0139 || 0.0060 | 0.0083
0.8683 || 0.3314 || 0.0141 || 0.0060 || 0.0088
1.0525 || 0.3314 || 0.0147 || 0.0059 || 0.0107
1.1999 || 0.3314 || 0.0150 || 0.0057 || 0.0122
1.5513 || 0.3314 || 0.0154 || 0.0051 || 0.0146
1.5768 || 0.3314 | 0.0153 || 0.0051 || 0.0147
1.6995 || 0.3314 || 0.0152 || 0.0048 || 0.0149

n=500

a h d1 d2 dS
0.6352 || 0.2885 || 0.0111 || 0.0045 | 0.0072
0.7910 || 0.2885 || 0.0122 || 0.0045 || 0.0059
0.8082 || 0.2885 || 0.0124 || 0.0045 || 0.0058
0.8119 || 0.2885 || 0.0124 || 0.0045 || 0.0058
0.8683 || 0.2885 || 0.0129 || 0.0045 || 0.0063
1.0525 || 0.2885 || 0.0146 || 0.0046 || 0.0085
1.1999 || 0.2885 || 0.0162 || 0.0047 || 0.0108
1.5513 || 0.2885 || 0.0207 || 0.0046 || 0.0184
1.5768 || 0.2885 || 0.0211 || 0.0046 || 0.0191
1.6995 || 0.2885 || 0.0231 || 0.0045 || 0.0227

n=1000

a h dy do d3
0.6352 || 0.2511 || 0.0091 || 0.0034 | 0.0043
0.7910 || 0.2511 || 0.0103 || 0.0034 | 0.0052
0.8082 || 0.2511 || 0.0104 || 0.0034 || 0.0053
0.8119 || 0.2511 || 0.0105 || 0.0034 || 0.0054
0.8683 || 0.2511 || 0.0110 || 0.0034 || 0.0059
1.0525 || 0.2511 || 0.0131 || 0.0034 || 0.0081
1.1999 || 0.2511 || 0.0152 || 0.0034 || 0.0103
1.5513 || 0.2511 || 0.0225 || 0.0033 || 0.0183
1.5768 || 0.2511 || 0.0232 || 0.0033 || 0.0190
1.6995 || 0.2511 || 0.0268 || 0.0033 || 0.0231
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n=2500

a h dy do ds
0.6352 || 0.2091 || 0.0047 || 0.0019 || 0.0026
0.7910 || 0.2091 || 0.0051 || 0.0018 | 0.0025
0.8082 || 0.2091 || 0.0052 || 0.0018 | 0.0025
0.8119 || 0.2091 || 0.0052 || 0.0018 | 0.0026
0.8683 || 0.2091 || 0.0054 || 0.0018 || 0.0028
1.0525 {| 0.2091 || 0.0061 || 0.0018 || 0.0038
1.1999 || 0.2091 || 0.0068 || 0.0018 || 0.0047
1.5513 || 0.2091 || 0.0091 || 0.0017 || 0.0079
1.5768 || 0.2091 || 0.0093 || 0.0017 || 0.0082
1.6995 || 0.2091 || 0.0103 || 0.0017 || 0.0097

n=5000

a h d1 d2 dS
0.6352 || 0.1820 || 0.0035 || 0.0014 || 0.0021
0.7910 || 0.1820 || 0.0037 || 0.0014 || 0.0018
0.8082 || 0.1820 || 0.0038 || 0.0014 || 0.0018
0.8119 || 0.1820 || 0.0038 || 0.0014 || 0.0018
0.8683 || 0.1820 || 0.0039 || 0.0014 || 0.0017
1.0525 || 0.1820 || 0.0042 || 0.0014 || 0.0015
1.1999 || 0.1820 || 0.0045 || 0.0014 || 0.0013
1.5513 || 0.1820 || 0.0053 || 0.0013 || 0.0012
1.5768 || 0.1820 || 0.0053 || 0.0013 || 0.0012
1.6995 || 0.1820 || 0.0056 || 0.0013 || 0.0015

n=10000

a h dy do d3
0.6352 || 0.1584 || 0.0024 || 0.0009 || 0.0013
0.7910 || 0.1584 || 0.0027 || 0.0009 | 0.0015
0.8082 || 0.1584 || 0.0027 || 0.0009 || 0.0016
0.8119 || 0.1584 || 0.0027 || 0.0009 || 0.0016
0.8683 || 0.1584 || 0.0028 || 0.0009 | 0.0018
1.0525 || 0.1584 || 0.0032 || 0.0009 || 0.0024
1.1999 || 0.1584 || 0.0036 || 0.0009 || 0.0031
1.5513 || 0.1584 || 0.0048 || 0.0009 || 0.0054
1.5768 || 0.1584 | 0.0050 || 0.0009 || 0.0057
1.6995 || 0.1584 || 0.0055 || 0.0008 || 0.0069
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A.1.2. Distribucién uniforme

Trabajaremos con 100,250,500,1000,2500,5000,10000 observaciones

n=100
a h dq da ds
0.6352 || 0.3981 | 0.0177 || 0.0098 || 0.0380
0.7910 || 0.3981 || 0.0174 || 0.0095 || 0.0335
0.8082 || 0.3981 | 0.0173 || 0.0094 || 0.0330
0.8119 || 0.3981 || 0.0173 || 0.0094 || 0.0329
0.8683 || 0.3981 || 0.0170 || 0.0092 || 0.0312
1.0525 || 0.3981 || 0.0159 || 0.0085 || 0.0256
1.1999 || 0.3981 || 0.0146 || 0.0078 || 0.0215
1.5513 || 0.3981 || 0.0109 || 0.0058 || 0.0134
1.5768 || 0.3981 || 0.0107 || 0.0056 || 0.0129
1.6995 || 0.3981 || 0.0094 || 0.0049 || 0.0108
n=250
a h dy do ds
0.6352 || 0.3314 | 0.0124 || 0.0069 || 0.0309
0.7910 || 0.3314 || 0.0121 || 0.0066 || 0.0271
0.8082 || 0.3314 || 0.0120 || 0.0066 || 0.0267
0.8119 || 0.3314 || 0.0120 || 0.0066 || 0.0266
0.8683 || 0.3314 || 0.0119 || 0.0065 || 0.0252
1.0525 || 0.3314 || 0.0110 || 0.0059 || 0.0206
1.1999 || 0.3314 || 0.0102 || 0.0054 || 0.0173
1.5513 || 0.3314 || 0.0077 || 0.0040 || 0.0107
1.5768 || 0.3314 || 0.0075 || 0.0039 || 0.0103
1.6995 || 0.3314 || 0.0066 | 0.0034 || 0.0086
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n=>500

a h dl d2 d3
0.6352 || 0.2885 || 0.0095 || 0.0055 || 0.0288
0.7910 || 0.2885 || 0.0091 || 0.0051 || 0.0253
0.8082 || 0.2885 || 0.0091 || 0.0051 || 0.0249
0.8119 || 0.2885 || 0.0091 || 0.0051 || 0.0248
0.8683 || 0.2885 || 0.0089 || 0.0050 | 0.0235
1.0525 || 0.2885 || 0.0082 || 0.0045 || 0.0192
1.1999 || 0.2885 || 0.0075 || 0.0040 || 0.0161
1.5513 || 0.2885 || 0.0056 || 0.0030 || 0.0099
1.5768 || 0.2885 || 0.0054 || 0.0029 || 0.0096
1.6995 || 0.2885 || 0.0048 || 0.0025 || 0.0080

n=1000

a h dy do ds
0.6352 || 0.2511 || 0.0081 || 0.0046 | 0.0246
0.7910 || 0.2511 || 0.0078 || 0.0044 | 0.0215
0.8082 || 0.2511 || 0.0078 || 0.0043 || 0.0211
0.8119 || 0.2511 || 0.0078 || 0.0043 || 0.0211
0.8683 || 0.2511 || 0.0076 || 0.0042 || 0.0199
1.0525 || 0.2511 || 0.0071 || 0.0038 || 0.0163
1.1999 || 0.2511 || 0.0065 || 0.0035 || 0.0136
1.5513 || 0.2511 || 0.0049 || 0.0026 || 0.0084
1.5768 || 0.2511 || 0.0048 || 0.0025 || 0.0081
1.6995 || 0.2511 | 0.0042 || 0.0022 || 0.0067

n=2500

a h dy da ds
0.6352 || 0.2091 || 0.0066 || 0.0036 | 0.0198
0.7910 || 0.2091 || 0.0065 || 0.0035 || 0.0173
0.8082 || 0.2091 || 0.0065 || 0.0035 || 0.0170
0.8119 || 0.2091 || 0.0065 || 0.0035 || 0.0170
0.8683 || 0.2091 || 0.0064 || 0.0034 || 0.0160
1.0525 || 0.2091 || 0.0061 || 0.0032 || 0.0131
1.1999 || 0.2091 || 0.0057 || 0.0030 || 0.0109
1.5513 || 0.2091 || 0.0044 || 0.0023 || 0.0067
1.5768 || 0.2091 || 0.0043 || 0.0022 || 0.0065
1.6995 || 0.2091 || 0.0038 || 0.0020 || 0.0054

Comisién Sectorial de Investigacién Cientifica

267



268

n=5000

a h dy do ds
0.6352 || 0.1820 || 0.0053 || 0.0029 || 0.0178
0.7910 || 0.1820 || 0.0052 || 0.0028 | 0.0155
0.8082 || 0.1820 || 0.0052 || 0.0028 || 0.0153
0.8119 || 0.1820 || 0.0052 || 0.0028 | 0.0152
0.8683 || 0.1820 || 0.0051 || 0.0028 || 0.0144
1.0525 || 0.1820 || 0.0048 || 0.0025 || 0.0117
1.1999 || 0.1820 || 0.0045 || 0.0023 || 0.0098
1.5513 || 0.1820 || 0.0034 || 0.0018 || 0.0060
1.5768 || 0.1820 || 0.0034 || 0.0017 || 0.0058
1.6995 || 0.1820 || 0.0030 || 0.0015 || 0.0048

n=10000

a h d1 d2 dS
0.6352 || 0.1584 || 0.0042 || 0.0023 || 0.0154
0.7910 || 0.1584 || 0.0041 || 0.0022 || 0.0134
0.8082 || 0.1584 || 0.0041 || 0.0022 || 0.0132
0.8119 || 0.1584 || 0.0041 || 0.0022 || 0.0132
0.8683 || 0.1584 || 0.0041 || 0.0022 || 0.0124
1.0525 || 0.1584 || 0.0039 || 0.0020 || 0.0101
1.1999 || 0.1584 || 0.0036 || 0.0019 || 0.0084
1.5513 || 0.1584 || 0.0028 || 0.0014 || 0.0052
1.5768 || 0.1584 || 0.0027 || 0.0014 || 0.0050
1.6995 || 0.1584 || 0.0024 || 0.0012 || 0.0041
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A.1.3.

Distribucion t

Trabajaremos con 10000 observaciones.

gl=10
a h dy do ds
0.6352 || 0.2 || 0.0034 || 0.0014 || 0.0019
0.7910 || 0.2 || 0.0036 || 0.0014 || 0.0017
0.8082 || 0.2 || 0.0037 || 0.0014 || 0.0017
0.8119 || 0.2 || 0.0037 || 0.0014 | 0.0017
0.8683 || 0.2 || 0.0038 || 0.0014 || 0.0016
1.0525 || 0.2 || 0.0041 || 0.0013 || 0.0013
1.1999 || 0.2 || 0.0044 | 0.0013 || 0.0011
1.5513 || 0.2 || 0.0053 || 0.0012 || 0.0015
1.5768 || 0.2 || 0.0054 || 0.0012 || 0.0016
1.6995 || 0.2 || 0.0058 || 0.0011 || 0.0020
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A.1.4. Distribucién Beta

Trabajaremos con 2500 observaciones

B(0.27,0.44)

a h dy dy ds
0.6352 || 0.2091 | 0.0066 | 0.0039 | 0.0094
0.7910 || 0.2091 | 0.0062 || 0.0036 || 0.0100
0.8082 || 0.2091 | 0.0062 || 0.0036 || 0.0100
0.8119 || 0.2091 | 0.0062 || 0.0036 || 0.0100
0.8683 || 0.2091 | 0.0060 || 0.0035 | 0.0102
1.0525 || 0.2091 || 0.0054 | 0.0031 | 0.0102
1.1999 || 0.2091 || 0.0050 | 0.0028 || 0.0099
1.5513 || 0.2091 || 0.0037 | 0.0020 || 0.0081
1.5768 || 0.2091 || 0.0037 | 0.0020 || 0.0080
1.6995 || 0.2091 || 0.0032 || 0.0017 | 0.0072

B(0.86,0.57)

a h dy dy ds
0.6352 || 0.2091 | 0.0048 || 0.0028 || 0.0175
0.7910 || 0.2091 | 0.0048 || 0.0027 || 0.0153
0.8082 || 0.2091 || 0.0048 || 0.0027 | 0.0151
0.8119 || 0.2091 | 0.0048 || 0.0027 || 0.0150
0.8683 || 0.2091 | 0.0047 | 0.0026 || 0.0142
1.0525 || 0.2091 || 0.0045 | 0.0025 || 0.0116
1.1999 || 0.2091 || 0.0042 | 0.0023 || 0.0096
1.5513 || 0.2091 || 0.0033 | 0.0018 || 0.0061
1.5768 || 0.2091 || 0.0032 | 0.0017 || 0.0060
1.6995 || 0.2091 || 0.0029 | 0.0015 || 0.0054
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B(1,1)

a h dy do ds
0.6352 || 0.2091 | 0.0064 | 0.0036 || 0.0203
0.7910 || 0.2091 | 0.0062 || 0.0034 || 0.0178
0.8082 || 0.2091 || 0.0062 || 0.0034 || 0.0175
0.8119 || 0.2091 || 0.0062 || 0.0034 || 0.0174
0.8683 || 0.2091 || 0.0061 || 0.0033 || 0.0165
1.0525 || 0.2091 || 0.0057 || 0.0030 || 0.0134
1.1999 || 0.2091 || 0.0052 || 0.0028 | 0.0112
1.5513 || 0.2091 || 0.0040 || 0.0021 || 0.0069
1.5768 || 0.2091 || 0.0039 || 0.0020 || 0.0066
1.6995 || 0.2091 || 0.0034 || 0.0018 || 0.0055

B(1.45,1.81)

a h d; do ds
0.6352 || 0.2091 || 0.0116 | 0.0064 || 0.0257
0.7910 || 0.2091 | 0.0115 || 0.0062 || 0.0225
0.8082 || 0.2091 || 0.0115 || 0.0062 || 0.0221
0.8119 || 0.2091 || 0.0115 || 0.0062 || 0.0220
0.8683 || 0.2091 || 0.0113 || 0.0061 | 0.0208
1.0525 || 0.2091 || 0.0107 || 0.0056 | 0.0170
1.1999 || 0.2091 || 0.0099 || 0.0052 | 0.0142
1.5513 || 0.2091 || 0.0075 || 0.0039 | 0.0088
1.5768 || 0.2091 || 0.0074 || 0.0038 || 0.0084
1.6995 || 0.2091 || 0.0065 || 0.0033 || 0.0070
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B(2.3,2.65)

a h d1 d2 dS
0.6352 || 0.2091 || 0.0144 || 0.0081 || 0.0316
0.7910 || 0.2091 || 0.0140 || 0.0078 || 0.0277
0.8082 || 0.2091 || 0.0139 || 0.0077 || 0.0273
0.8119 || 0.2091 || 0.0139 || 0.0077 | 0.0272
0.8683 || 0.2091 || 0.0136 || 0.0075 || 0.0257
1.0525 || 0.2091 || 0.0126 || 0.0069 || 0.0211
1.1999 || 0.2091 || 0.0116 || 0.0063 || 0.0177
1.5513 || 0.2091 || 0.0086 || 0.0046 || 0.0110
1.5768 || 0.2091 || 0.0084 || 0.0045 || 0.0106
1.6995 || 0.2091 || 0.0074 || 0.0039 || 0.0088

B(2.5,2.5)

a h dy do ds
0.6352 || 0.2091 || 0.0147 || 0.0083 || 0.0317
0.7910 || 0.2091 || 0.0143 || 0.0080 || 0.0278
0.8082 || 0.2091 || 0.0142 || 0.0079 | 0.0274
0.8119 || 0.2091 || 0.0142 || 0.0079 || 0.0273
0.8683 || 0.2091 || 0.0140 || 0.0077 || 0.0258
1.0525 || 0.2091 || 0.0129 || 0.0071 || 0.0212
1.1999 || 0.2091 | 0.0119 || 0.0064 || 0.0177
1.5513 || 0.2091 || 0.0089 || 0.0047 || 0.0110
1.5768 || 0.2091 || 0.0086 || 0.0046 || 0.0106
1.6995 || 0.2091 || 0.0076 || 0.0040 || 0.0088
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B(5,5)

a h dy do ds
0.6352 || 0.2091 | 0.0205 || 0.0118 || 0.0420
0.7910 || 0.2091 | 0.0197 || 0.0113 || 0.0373
0.8082 || 0.2091 || 0.0196 | 0.0112 || 0.0368
0.8119 || 0.2091 || 0.0196 | 0.0112 || 0.0367
0.8683 || 0.2091 | 0.0192 || 0.0109 || 0.0348
1.0525 || 0.2091 || 0.0175 || 0.0098 | 0.0289
1.1999 || 0.2091 || 0.0158 || 0.0088 || 0.0243
1.5513 || 0.2091 || 0.0115 || 0.0063 || 0.0153
1.5768 || 0.2091 || 0.0111 || 0.0061 | 0.0147
1.6995 || 0.2091 || 0.0097 || 0.0053 || 0.0123
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A.1.5. Distribucién Gamma

Trabajaremos con 2500 observaciones

G(.8,1,25)

a h dy dy d3
0.6352 || 0.1584 || 0.0034 || 0.0019 || 0.0131
0.7910 || 0.1584 || 0.0032 || 0.0017 || 0.0114
0.8082 || 0.1584 | 0.0032 || 0.0017 || 0.0112
0.8119 || 0.1584 | 0.0032 || 0.0017 || 0.0112
0.8683 || 0.1584 | 0.0031 || 0.0016 || 0.0105
1.0525 || 0.1584 || 0.0029 || 0.0014 || 0.0086
1.1999 || 0.1584 || 0.0028 || 0.0012 || 0.0071
1.5513 || 0.1584 || 0.0027 || 0.0009 || 0.0044
1.5768 || 0.1584 || 0.0027 || 0.0009 | 0.0042
1.6995 || 0.1584 || 0.0027 || 0.0008 || 0.0035
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A.2. Modelo de dos parametros

N(0,1)

a b h dy dy ds
0.8556 || -0.632 | 0.1820 | 0.0036 || 0.0012 || 0.0041
1.1195 || -0.298 || 0.1820 || 0.0030 || 0.0015 | 0.0034
1.6967 || 1.1229 || 0.1820 || 0.0057 | 0.0021 | 0.0019
1.4050 || 1.9946 || 0.1820 || 0.0075 | 0.0014 | 0.0016
1.1392 || 0.5502 || 0.1820 || 0.0035 || 0.0016 | 0.0024
0.9408 || 0.2258 | 0.1820 | 0.0029 || 0.0013 || 0.0027
1.3492 || 1.9498 || 0.1820 || 0.0072 | 0.0014 | 0.0016
1.4055 || -1.599 || 0.1820 || 0.0066 | 0.0016 | 0.0097
0.5429 || 1.5994 | 0.1820 | 0.0039 || 0.0009 || 0.0017
0.8358 || 0.9438 | 0.1820 | 0.0038 | 0.0013 | 0.0015

Unif[0,1]

a b h d dy ds
0.8556 || -0.632 | 0.1820 | 0.0031 || 0.0019 || 0.0154
1.1195 || -0.298 || 0.1820 || 0.0045 | 0.0027 | 0.0229
1.6967 || 1.1229 || 0.1820 || 0.0068 | 0.0034 | 0.0063
1.4050 || 1.9946 || 0.1820 || 0.0016 | 0.0008 | 0.0011
1.1392 || 0.5502 || 0.1820 || 0.0059 | 0.0033 | 0.0205
0.9408 || 0.2258 | 0.1820 | 0.0050 | 0.0029 | 0.0209
1.3492 || 1.9498 || 0.1820 || 0.0018 | 0.0009 | 0.0015
1.4055 || -1.599 || 0.1820 || 0.0004 | 0.0002 | 0.0024
0.5429 || 1.5994 | 0.1820 | 0.0025 | 0.0014 | 0.0076
0.8358 || 0.9438 | 0.1820 | 0.0043 | 0.0024 | 0.0129
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Beta(0.27,0.44)

a b h dy dy ds
0.8556 || -0.632 || 0.2091 || 0.0048 || 0.0030 || 0.0067
1.1195 || -0.298 || 0.2091 || 0.0072 || 0.0045 || 0.0100
1.6967 || 1.1229 || 0.2091 || 0.0071 || 0.0038 || 0.0169
1.4050 || 1.9946 | 0.2091 || 0.0017 || 0.0009 | 0.0042
1.1392 || 0.5502 || 0.2091 || 0.0075 || 0.0044 || 0.0098
0.9408 || 0.2258 || 0.2091 || 0.0070 || 0.0043 || 0.0091
1.3492 || 1.9498 || 0.2091 || 0.0020 || 0.0010 || 0.0048
1.4055 || -1.599 || 0.2091 || 0.0007 || 0.0004 | 0.0010
0.5429 || 1.5994 || 0.2091 || 0.0031 || 0.0018 || 0.0051
0.8358 || 0.9438 || 0.2091 || 0.0052 || 0.0030 || 0.0085

Beta(2.3,.57)

a b h dy da ds
0.8556 || -0.632 || 0.2091 || 0.0074 || 0.0046 || 0.0264
1.1195 || -0.298 || 0.2091 || 0.0109 || 0.0068 || 0.0394
1.6967 || 1.1229 | 0.2091 || 0.0113 || 0.0064 || 0.0176
1.4050 || 1.9946 | 0.2091 || 0.0024 || 0.0013 || 0.0043
1.1392 || 0.5502 || 0.2091 || 0.0142 || 0.0087 || 0.0406
0.9408 || 0.2258 || 0.2091 || 0.0123 || 0.0075 || 0.0390
1.3492 || 1.9498 || 0.2091 || 0.0028 || 0.0015 || 0.0049
1.4055 || -1.599 | 0.2091 || 0.0008 || 0.0005 || 0.0035
0.5429 || 1.5994 || 0.2091 || 0.0055 || 0.0033 || 0.0148
0.8358 || 0.9438 || 0.2091 || 0.0096 || 0.0058 || 0.0255
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Beta(5,5)

a b h dy da ds
0.8556 || -0.632 | 0.2091 || 0.0108 || 0.0065 || 0.0316
1.1195 || -0.298 || 0.2091 || 0.0157 || 0.0095 || 0.0471
1.6967 || 1.1229 || 0.2091 || 0.0213 | 0.0115 || 0.0179
1.4050 || 1.9946 || 0.2091 || 0.0044 | 0.0023 | 0.0033
1.1392 || 0.5502 || 0.2091 || 0.0232 || 0.0135 || 0.0488
0.9408 || 0.2258 || 0.2091 || 0.0190 || 0.0112 || 0.0467
1.3492 || 1.9498 || 0.2091 || 0.0051 || 0.0027 || 0.0041
1.4055 || -1.599 || 0.2091 || 0.0011 || 0.0007 | 0.0042
0.5429 || 1.5994 || 0.2091 || 0.0092 || 0.0053 || 0.0177
0.8358 || 0.9438 | 0.2091 || 0.0162 || 0.0092 || 0.0306
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A.3. Modelo de tres parametros

N(0,1)

a b C dy da ds
0.6929 || 0.4904 | 0.4332 || 0.0018 || 0.0006 || 0.0010
1.9088 || -0.840 || 0.0372 || 0.0046 || 0.0020 || 0.0071
1.4152 || 1.2086 || 0.1515 || 0.0045 || 0.0015 || 0.0012
1.6195 || 1.8686 || 0.2261 || 0.0059 || 0.0012 || 0.0011
0.9361 || 0.6804 || 0.2072 || 0.0027 || 0.0011 || 0.0016
1.3201 || 0.3602 || 0.0146 || 0.0033 || 0.0017 || 0.0032
1.8442 || -1.975 || 0.4468 || 0.0049 || 0.0008 || 0.0069
1.7722 || -1.615 || 0.4256 || 0.0041 || 0.0011 || 0.0070
0.6235 || 0.3824 | 0.2433 || 0.0024 || 0.0008 || 0.0018
0.5401 || -1.035 || 0.1712 || 0.0050 || 0.0007 || 0.0083

Unif[0,1]

a b c dq ds ds
0.6929 || 0.4904 | 0.4332 || 0.0022 || 0.0012 || 0.0083
1.9088 || -0.840 || 0.0372 || 0.0014 || 0.0009 || 0.0085
1.4152 || 1.2086 || 0.1515 || 0.0047 || 0.0024 || 0.0058
1.6195 || 1.8686 || 0.2261 || 0.0013 || 0.0007 || 0.0007
0.9361 || 0.6804 || 0.2072 || 0.0040 || 0.0022 || 0.0131
1.3201 || 0.3602 || 0.0146 || 0.0064 || 0.0037 || 0.0261
0.6235 || 0.3824 | 0.2433 || 0.0027 || 0.0015 || 0.0103
0.5401 || -1.035 || 0.1712 || 0.0017 || 0.0010 || 0.0080
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Beta(0.27,0.44)

a b c dy ds ds
0.6929 || 0.4904 || 0.4332 || 0.0029 || 0.0017 || 0.0037
1.9088 || -0.840 || 0.0372 || 0.0025 || 0.0016 | 0.0037
1.4152 || 1.2086 || 0.1515 || 0.0050 || 0.0027 || 0.0115
1.6195 || 1.8686 || 0.2261 || 0.0015 || 0.0008 | 0.0037
0.9361 || 0.6804 || 0.2072 || 0.0049 || 0.0029 || 0.0072
1.3201 || 0.3602 || 0.0146 || 0.0088 | 0.0054 | 0.0113
1.7722 || -1.615 || 0.4256 || 0.0001 || 0.0001 || 0.0002
0.6235 || 0.3824 || 0.2433 || 0.0036 || 0.0022 || 0.0045
0.5401 || -1.035 || 0.1712 || 0.0026 || 0.0016 || 0.0035

Beta(2.3,.57)

a b c dy ds ds
0.6929 || 0.4904 || 0.4332 || 0.0052 || 0.0032 || 0.0156
1.9088 || -0.840 || 0.0372 || 0.0027 || 0.0017 || 0.0118
1.4152 || 1.2086 || 0.1515 || 0.0082 || 0.0047 || 0.0132
1.6195 || 1.8686 | 0.2261 || 0.0020 || 0.0011 || 0.0037
0.9361 || 0.6804 || 0.2072 || 0.0092 || 0.0056 || 0.0258
1.3201 || 0.3602 || 0.0146 || 0.0165 || 0.0101 || 0.0509
1.7722 || -1.615 || 0.4256 || 0.0002 || 0.0001 || 0.0008
0.6235 || 0.3824 || 0.2433 || 0.0063 || 0.0038 || 0.0193
0.5401 || -1.035 || 0.1712 || 0.0042 || 0.0025 || 0.0141
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Beta(5,5)

a b c dy ds ds
0.6929 || 0.4904 || 0.4332 || 0.0084 || 0.0049 || 0.0188
1.9088 || -0.840 || 0.0372 || 0.0036 | 0.0023 || 0.0140
1.4152 || 1.2086 || 0.1515 || 0.0152 || 0.0083 || 0.0159
1.6195 || 1.8686 || 0.2261 || 0.0035 || 0.0019 | 0.0021
0.9361 || 0.6804 || 0.2072 || 0.0152 || 0.0088 || 0.0310
1.3201 || 0.3602 || 0.0146 || 0.0257 | 0.0152 || 0.0610
1.7722 || -1.615 || 0.4256 || 0.0002 || 0.0001 || 0.0010
0.6235 || 0.3824 || 0.2433 || 0.0101 || 0.0059 || 0.0231
0.5401 || -1.035 || 0.1712 || 0.0063 || 0.0037 || 0.0169
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A.4. Modelo logit ctibico

Consideraremos 10 modelos con valores de a entre -1 y 1 y valores de b entre 1 y 2.5

con distribucién uniforme y ¢ 0.75.

Para theta consideraremos 5 juegos de datos, 5000 datos con distribucién normal 0,
1; 5000 con distribucién uniforme 0,1, 2500 con distribucién beta (0.27,0.44); (2.3,.57);

(5,5).
N(0,1)

a b dy dy d3
0.5196 || 1.2753 || 0.0035 || 0.0016 || 0.0051
0.7026 || 1.0045 || 0.0041 || 0.0017 || 0.0068
-0.048 || 2.3643 || 0.0034 || 0.0019 || 0.0044
0.5589 || 2.3623 || 0.0035 || 0.0019 || 0.0049
0.0431 || 1.7043 | 0.0032 || 0.0016 || 0.0036
-0.244 || 2.0731 || 0.0034 || 0.0018 || 0.0036
-0.164 || 1.5051 || 0.0033 || 0.0016 || 0.0031
-0.525 || 2.2252 || 0.0036 || 0.0019 || 0.0036
0.0750 || 1.7002 || 0.0032 || 0.0016 || 0.0036
0.9629 || 1.9307 || 0.0037 || 0.0018 || 0.0053
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Unif[0,1]

a b d1 d2 dS
0.5196 || 1.2753 || 0.0040 || 0.0023 || 0.0158
0.7026 || 1.0045 || 0.0034 || 0.0019 || 0.0118
-0.048 || 2.3643 || 0.0065 || 0.0040 || 0.0316
0.5589 || 2.3623 || 0.0054 || 0.0034 || 0.0284
0.0431 || 1.7043 || 0.0054 || 0.0032 || 0.0228
-0.244 || 2.0731 || 0.0064 || 0.0037 || 0.0276
-0.164 || 1.5051 || 0.0057 || 0.0032 || 0.0201
-0.525 || 2.2252 || 0.0069 || 0.0040 | 0.0285
0.0750 || 1.7002 || 0.0054 | 0.0031 || 0.0227
0.9629 || 1.9307 || 0.0039 || 0.0024 || 0.0199

Beta(0.27,0.44)

a b dy do ds
0.5196 || 1.2753 || 0.0053 || 0.0032 || 0.0068
0.7026 || 1.0045 || 0.0043 || 0.0025 || 0.0059
-0.048 || 2.3643 || 0.0100 || 0.0062 | 0.0137
0.5589 || 2.3623 || 0.0088 || 0.0055 || 0.0124
0.0431 || 1.7043 || 0.0075 || 0.0046 || 0.0099
-0.244 || 2.0731 || 0.0090 || 0.0055 || 0.0120
-0.164 || 1.5051 || 0.0072 || 0.0043 || 0.0093
-0.525 || 2.2252 || 0.0094 || 0.0058 || 0.0123
0.0750 || 1.7002 || 0.0074 || 0.0046 || 0.0098
0.9629 || 1.9307 || 0.0062 || 0.0038 || 0.0087
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Beta(2.3,.57)

a b d1 d2 dS
0.5196 || 1.2753 || 0.0096 | 0.0058 || 0.0287
0.7026 || 1.0045 || 0.0077 | 0.0047 || 0.0217
-0.048 || 2.3643 || 0.0171 || 0.0106 || 0.0578
0.5589 || 2.3623 || 0.0134 | 0.0083 || 0.0487
0.0431 || 1.7043 || 0.0136 || 0.0083 || 0.0421
-0.244 || 2.0731 || 0.0165 || 0.0102 || 0.0519
-0.164 || 1.5051 || 0.0134 || 0.0081 || 0.0380
-0.525 || 2.2252 || 0.0181 || 0.0111 || 0.0550
0.0750 || 1.7002 || 0.0134 || 0.0082 || 0.0418
0.9629 || 1.9307 || 0.0094 | 0.0059 || 0.0339

Beta(5,5)

a b dy do ds
0.5196 || 1.2753 || 0.0155 || 0.0090 || 0.0344
0.7026 || 1.0045 || 0.0131 || 0.0075 || 0.0260
-0.048 || 2.3643 || 0.0252 || 0.0152 || 0.0692
0.5589 || 2.3623 || 0.0190 || 0.0116 || 0.0582
0.0431 || 1.7043 || 0.0215 || 0.0126 || 0.0504
-0.244 || 2.0731 || 0.0257 || 0.0152 || 0.0622
-0.164 || 1.5051 || 0.0224 || 0.0129 || 0.0456
-0.525 || 2.2252 || 0.0286 || 0.0168 || 0.0660
0.0750 || 1.7002 || 0.0212 || 0.0125 || 0.0500
0.9629 || 1.9307 || 0.0137 || 0.0083 || 0.0405
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