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RESUMEN

El tema central de esta tesis es el diseno 6ptimo de estructuras, el cual es
la disciplina que busca utilizar de la forma mas eficientemente posible los ma-
teriales que conforman una estructura. En la situacién mundial actual, donde
el cambio climatico acelerado es una realidad desalentadora, esta filosofia de
diseno es fundamental.

En esta tesis se trabajo con el concepto de la derivada topoldgica en con-
junto con el método de los elementos finitos extendido, los cuales ya han sido
utilizados para optimizacién topoldgica de estructuras en otros trabajos pe-
ro nunca antes en conjunto. La derivada se basa en analizar la sensibilidad
de cierto funcional respecto a una perturbacién en la topologia del dominio,
siendo entonces la principal herramienta del método de optimizacién. Por otra
parte, la extension del método de los elementos finitos enriquece la versién
tradicional con funciones de forma especializadas para la geometria obtenida
lo que permitié reducir el costo computacional del método que es usualmente
elevado. Ademads, en este trabajo se detectaron deficiencias en las formulacio-
nes del método presentes en la bibliografia con lo cual se propuso una nueva
formulacién del método.

Se realizaron ejemplos numéricos que muestran la aplicabilidad del método
desarrollado, no solo para la obtencién de estructuras que maximizan su rigi-
dez sino ademés con reduccion de regiones de tensiones elevadas. Finalmente,
quedan evidenciadas algunas posibles ramas de investigacion a futuro como ser
extender el método a estructuras de mayor complejidad junto con la extensién
a acciones dependientes de la geometria como ser aquellas provenientes de la

interaccién fluido-estructura.

Palabras claves:

Optimizacién estructural, XFEM, Derivada topoldgica.
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ABSTRACT

This thesis’” main topic is the structural optimum design, defined as the
discipline that searches for the most efficient way to make use of the materials
that make a structure. In the current global situation, where the rapid climate
change is a daunting reality, this design philosophy is fundamental.

In this thesis, the topological derivative concept together with the extended
finite element method were employed. Those two were already used in previous
works of structural topology optimization but never before used in conjunction.
The derivative is based on studying the sensitility of a certain functional to-
wards a small perturbation of the domain topology, thus making it the main
tool of the optimization methodology. On the other hand, the finite element
method extension enriches the traditional version with specialized shape fun-
ctions for the obtained geometry, thereby reducing the computational cost of
the method which is usually high. Furthermore, in this work, deficiencies in
the method’s formulations present in the literature were detected, after which
improvements were proposed.

Numerical examples were conducted that show the developed method’s
applicability, not only for obtaining structures as rigid as possible, but also
to reduce high stress regions. Finally, some possible future research lines are
made clear. Some of them may be to extend the method to structures of higher
complexity and also to use geometry dependent loads as those derived from

fluid-structure interaction.

Keywords:
Structural optimization, XFEM, Topological derivative.
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Capitulo 1
Introducciéon

Esta tesis se enmarca en el campo de la optimizacién estructural. La opti-
mizacion estructural se define como el “establecimiento racional de un diseno
estructural que es el mejor de todos los posibles disenos dentro de un objetivo
prescrito y dada una serie de limitaciones geométricas y/o de comportamiento”
(Eschenauer et al. 1997). La anterior definicién resulta muy adecuada para esta
tesis, en donde se aborda un problema de optimizacién estructural que consiste
en encontrar el diseno que maximice una cierta medida cuantitativa del desem-
peno estructural, considerando ademas restricciones geométricas y mecanicas.
Mas precisamente, se limita el volumen total del material estructural utilizado
y los valores maximos de las tensiones que ocurren en la estructura. Con res-
pecto a la definicién, es importante aclarar que los métodos de optimizacién
estructural desarrollados en esta tesis no pueden asegurar la obtencion de un
optimo global del problema de optimizacion, puesto que carecen de condicio-
nes suficientes de optimalidad y que estan basados en métodos heuristicos. Sin
embargo, estos métodos heuristicos han sido utilizados con éxito en el pasa-
do en la solucion de diferentes problemas de ingenieria, incluyendo problemas
de optimizacién estructural, permitiendo la obtencién de disenos de excelente
desempeno, siendo ademas relativamente econémicos desde el punto de vista

del costo computacional.

Existen diferencias conceptuales entre el diseno estructural clésico y el di-
seno basado en la optimizacién estructural. Estas diferencias fueron presenta-
das por Arora (2017), quien destaca que la optimizacién estructural parte de
formular el problema de diseno como un problema matematico de optimiza-

cién. Otra diferencia entre las filosofias de disenio es que en el diseno clasico



se chequean criterios de desempeno estructural y econdémicos, y en caso de
cumplirlos se termina el proceso iterativo. Por otra parte, en la optimizacién
estructural, los criterios de desempeno se consideran como restricciones del
problema de optimizacion, y el proceso iterativo se termina si se llega a una
condicién de optimalidad. La ltima gran diferencia radica en que los cambios
de diseno, ya sea por no cumplir criterios de desempeno o la condiciéon de op-
timalidad, constituyen un proceso basado en la experiencia y en la intuicién
para el diseno clésico, y basado en criterios matematicos de optimizacién para
el diseno 6ptimo. En este documento, la filosofia de diseno de las estructuras

que se presentan es la de optimizacién estructural.

El cambio climatico ha preocupado a la comunidad cientifica y civil en
los anos mas recientes. En el marco de este fenémeno, el mundo ha tomado
medidas para intentar reducir la emisién de gases de efecto invernadero. La in-
dustria de la construccién es una de las principales emisoras de gases de efecto
invernadero, particularmente en la produccién de hormigén y acero (United
Nations, 2022). Para reducir las emisiones de gases, algunos paises han co-
menzado a tomar medidas como la sustitucion de los materiales por otros de
menor huella de carbono, como ser la madera (Dangel, 2019). En este ambito
la optimizacion estructural tiene el potencial de jugar un gran papel, al ac-
tuar en sinergia con la sustitucién por materiales de menor huella de carbono,

haciendo que estos materiales sean utilizados en la forma mas eficiente posible.

Los primeros antecedentes para la obtencion de estructuras con geometrias
optimizadas son los métodos analiticos estudiados por Michell (1904). Las geo-
metrias obtenibles a partir de estos métodos corresponden al minimo global
del problema de optimizacion estructural de minimizar la complacencia para
cierta restriccion del area ocupable, problema considerado en varias partes de
esta tesis. A pesar de lo anterior, las geometrias de Michell (1904) presentan
varios inconvenientes importantes para su uso practico. El primer inconve-
niente es que las estructuras obtenidas no son facilmente materializables, por
ser reticulados de infinitas barras de seccion transversal de magnitud diferen-
cial (en estructuras planas) o entramados de cdscaras de espesor diferencial (en
estructuras tridimensionales) (Lewiniski et al. 2019). De todas formas, estos re-
sultados funcionan como guia del diseno estructural, no solo por ilustrar cual
es la disposicion geométrica adecuada para los elementos estructurales, sino
también al cuantificar con precision los valores alcanzables para las funciones

de desempeno. El segundo y més importante inconveniente es que solamen-



te existen soluciones exactas de los métodos analiticos de Michell (1904) para
unos pocos casos particulares. En general, como presenta el libro de Lewinski et
al. (2019), se aplican métodos numéricos para obtener resultados aproximados
de las estructuras de Michell.

Por los motivos discutidos en el parrafo anterior, en general existe gran
preferencia por los métodos computacionales de optimizacién estructural. Una
forma de clasificar dichos métodos es segiin la naturaleza de la variable de
diseno, destacandose tres categorias principales (Bendsge y Sigmund, 2004):
1) los utilizados para optimizacién de pardmetros, 2) los utilizados para op-
timizacién de forma y 3) los utilizados para optimizacién topoldgica. En los
siguientes parrafos se describen las caracteristicas principales de cada uno de
estos métodos.

Los métodos de optimizacion de pardmetros son los de formulacion mas
simple de los tres tipos, pues consisten en obtener la configuracién optima
de un conjunto finito de parametros (Arora, 2017). Los métodos de optimiza-
cién de parametros son aplicables a problemas de estructuras discretas, donde
existe un conjunto finito de parametros que definen cierta configuracion es-
tructural especifica. Son métodos apropiados, por ejemplo, cuando se tiene la
geometria de la estructura definida y solamente resta determinar espesores y
secciones transversales. La gran desventaja de estos métodos es que poseen
una menor libertad de diseno respecto a los otros, quienes permiten conside-
rar normalmente un espacio de disenio mas amplio. A pesar de lo anterior, los
métodos de optimizacion de parametros son muy utilizados para la obtencién
de geometrias optimizadas (Arora, 2017; Rozvany, 1993), entre los que se des-
taca el método de la estructura de base (ground structure method) (Bendsge
y Sigmund, 2004; Christensen y Klarbring, 2009).

Los métodos de optimizacién de forma se basan en modificar la geometria de
una estructura continua (Choi y Kim, 2005). Este método de optimizacién trae
consigo un nivel mayor de complejidad respecto a los métodos de optimizacién
de parametros, visto que la variable de diseno del problema de optimizacién en
este caso pertenece a un conjunto de dimensién infinita. Como indicaron Choi
y Kim (2005), los métodos de optimizacién de forma poseen la gran ventaja de
poder utilizar los conceptos de derivada material y espacial, bien entendidos
en la mecanica del continuo. Estos métodos de optimizacién estructural son
muy utilizados en optimizacién de piezas mecéanicas, destacandose su uso en

la bisqueda de formas aerodindmicas (Delfour y Sabidussi, 1992). El principal
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inconveniente de los métodos de optimizacion de forma es que no permiten
modificar la topologia de la configuracién estructural, con lo cual, en los casos
que se espere la existencia de huecos en la configuracién optimizada, se debe
partir de disenos iniciales especiales. Para sortear la anterior dificultad, Allaire
et al. (2004) desarrollaron un método de optimizacién, basado en los méto-
dos de optimizacién de forma, que permite obtener configuraciones ahuecadas
similares a las obtenidas con métodos de optimizacién topoldgica.

Los métodos de optimizacion topoldgica se basan en encontrar la geometria
6ptima de una estructura en cierta regién prescrita. A diferencia de los métodos
de optimizacién de forma, la conectividad de la estructura no es conocida de
antemano, y se busca encontrar el nimero, forma y ubicacién éptima de los
huecos (Bendsge y Sigmund, 2004). Estos métodos son parte de un campo
de la matemética mas amplio que los métodos previos, por lo que a su vez
forman parte de un area menos consolidada. Ademés, dada la naturaleza de
la significativa dificultad de estos problemas de optimizacion, se tiene una
gran presencia de métodos heuristicos como los considerados en esta tesis. En
contraposicién, los métodos de optimizacion topoldgica poseen la gran ventaja
de no requerir partir de un diseno inicial bueno para obtener la estructura
optima.

Histéricamente, la optimizacién topoldgica de estructuras ha tenido el in-
conveniente de proporcionar disenos de dificil construccion, sobre todo por la
presencia de cavidades interiores en la estructura. Con el avance de la meto-
dologia BIM (Azhar et al. 2012) se ha comenzado ha realizar impresion tridi-
mensional de estructuras (Sakin y Kiroglu, 2017). La impresién tridimensional
de estructuras promete ser una buena alternativa para solventar la dificultad
de construccién de las estructuras topolégicamente optimizadas, lo que ha sido
evidenciado en trabajos recientes (e.g. Lara y Delgado, 2023; Ma et al. 2006;
Uslu Uysal y Kahveci, 2023; Weerg, 2023). Estos nuevos avances en la industria
de la construccion hacen de la optimizacion topoldgica de estructuras un area
de especial interés.

Existen diversos métodos para la optimizacion topoldgica de estructuras.
Uno de los métodos mas utilizados es el SIMP (Bendsge y Sigmund, 1999)
el cual se basa en determinar una funciéon de densidad de material, que vale
entre cero y uno, donde cero son los vacios, uno el material sélido sin poros y
cualquier valor intermedio seria un material poroso. Se penalizan los valores

intermedios de las densidades para favorecer disenos donde no existan zonas

4



porosas, es decir, solamente con regiones soélidas no porosas y zonas vacias.
Recientemente han surgido los métodos basados en la Derivada Topoldgica
(DT) (Novotny y Sokotowski, 2013), la cual se basa en medir la sensibilidad
de un funcional a la creaciéon de un hueco, o regiéon de cambio de material,
de tamano diferencial en el dominio. Dichos métodos poseen la ventaja de
obtener soluciones sin regiones porosas y sin requerir aplicar ningin tipo de
penalizacién.

Uno de los principales inconvenientes de los métodos de optimizacién basa-
dos en la DT es el alto costo computacional del analisis estructural de las geo-
metrias obtenidas, el cual suele realizarse mediante el Método de los Elementos
Finitos Tradicional (FEM). Como presentaron Amstutz y Andra (2006), pio-
neros en los métodos de optimizacion basados en la DT, los métodos suelen
requerir numerosos refinamientos de la malla de elementos finitos hasta llegar
a una malla considerablemente fina, lo que deriva en este alto costo compu-
tacional.

El Método de los Elementos Finitos Extendido (XFEM) es una variante del
FEM que fue desarrollada inicialmente para modelar la propagacion de fisuras
en problemas de mecdanica de la fractura, y que tiene la ventaja de no requerir
la actualizacién de la malla de elementos finitos (Belytschko y Black, 1999;
Moés et al. 1999). Esta variante se basa en introducir variables adicionales
y funciones de interpolacién especializadas para tratar una discontinuidad.
Previo a esta tesis se esperaba que el uso del XFEM permitiera reducir los
costos del andlisis estructural al evitar el uso de mallas densas o la necesidad
de su refinamiento frecuente. E1 XFEM ya habia sido utilizado en algoritmos
de optimizacién topoldgica (Abdi et al. 2014; Duysinx et al. 2006), aunque
nunca antes en conjunto con la DT.

A partir de todo lo anterior, el objetivo principal de esta tesis fue combinar
el XFEM con el concepto de la DT con la motivaciéon de reducir el costo
computacional de los métodos de optimizacién topoldgica de estructuras. Se
decidié el uso conjunto de estos dos métodos esperando lograr una sinergia
entre la habilidad del XFEM para modelar interfases entre dos materiales y el
concepto de la DT para estudiar la sensibilidad al cambio local de material.
Se hace hincapié en que el enfoque del trabajo no es comparar métodos de
optimizacién topoldgica en general, sino exclusivamente investigar si el uso del
XFEM permite mejorar el desempeno de los métodos basados en la DT.

El manuscrito consta de siete capitulos, incluyendo el actual de introduc-



cién, y cinco anexos. En el Capitulo 2 se introduce el problema plano de elasti-
cidad lineal para introducir al lector a los principales conceptos que se abordan
a lo largo de todo el documento. Ademads, se incluyen los elementos basicos de
la resolucién analitica del problema plano de elasticidad lineal, usando métodos
de variable compleja.

En el Capitulo 3 se describe el estado del arte de los principales temas
de esta tesis, especificamente el XFEM y la DT. Por un lado se describe el
XFEM y sus usos més recientes en optimizacion estructural y por otro lado se
presenta en detalle el concepto de la DT, algunos lineamientos generales sobre
su calculo y su uso mas reciente en optimizacion estructural.

En el Capitulo 4 se describe la implementacién del XFEM para el analisis
estructural del problema plano de elasticidad lineal. En primer lugar se pre-
sentan algunos inconvenientes de las implementaciones conocidas del XFEM
que dificultan al problema de optimizacion considerado. Luego se presenta una
nueva propuesta de XFEM, la cual es utilizada en el método de optimizacién
propuesto en esta tesis.

En el Capitulo 5 se describe el desarrollo del método propuesto de opti-
mizacién estructural. Se presenta la formulacion matematica del problema de
optimizacién, el cual es basado en el concepto de la DT, y utiliza el XFEM
para el andlisis estructural. Se incluye ademas un pseudocddigo del método
implementado y la metodologia empleada para comparar el desempeno del
método propuesto frente a otros ya existentes.

En el Capitulo 6 se presentan los resultados de la aplicacién del método
desarrollado en tres casos distintos. Se presenta ademas un analisis de sensibi-
lidad de la solucion respecto a los parametros del método y una comparacién
de su desempeno frente a otros métodos ya existentes.

Finalmente, en el Capitulo 7 se presentan las principales conclusiones del
trabajo de investigacion de esta tesis. Se destaca que el método propuesto
resulté efectivo en la resolucién del problema de optimizacién estructural.
Ademas permitié reducir costos computacionales, en parte debido al uso del
XFEM, y en parte gracias a la aplicacién de algunas técnicas especificas. Se
destaca ademas la obtencién de una nueva propuesta de XFEM que solucio-
na algunas dificultades presentes en las implementaciones existentes. En este
capitulo también se presentan algunas propuestas de lineas de investigacion y

mejoras al método propuesto que quedan como trabajo futuro.



Capitulo 2

Descripcion del problema de

base

Como punto de partida a este trabajo de investigacion, previo a adentrarse
en los detalles del XFEM y el uso de la DT como metodologia de optimiza-
cion estructural, resulta imprescindible presentar la formulaciéon matemaéatica
del problema plano de elasticidad lineal, el cual gobierna el comportamiento
de las estructuras estudiadas. Las ecuaciones de este problema se presentan en
la Seccion 2.1. Las incognitas que se definen en dicha seccion, junto con las
ecuaciones que las relacionan, constituyen la base tedrica sobre la cual se asien-
tan los demas contenidos presentados en este documento. A continuacion, se
presenta en la Seccion 2.2 la formulacion fuerte del problema de elasticidad de
dos materiales, utilizado para la metodologia de analisis estructural. Posterior-
mente, se presenta en la Seccién 2.3 una metodologia de resolucién analitica
del problema, basada en variables complejas. Esta metodologia de resolucién
permitié obtener un resultado analitico utilizado para verificar el método de
analisis estructural y que sirvié también como base para comprender los anali-

sis asintoticos en el calculo de las DT.

2.1. Problema plano de elasticidad lineal

Como fue mencionado anteriormente, en esta seccién se presentan los con-
ceptos fundamentales del problema plano de elasticidad lineal para el material

isétropo lineal. La descripcién de esta seccidn esta basada en la presentada por

Sadd (2009).



El problema plano de elasticidad lineal consiste en hallar los siguientes tres
campos: los desplazamientos (u), el tensor de deformaciones (€) y el tensor
de tensiones (o). Estas tres incégnitas se encuentran relacionadas entre si por
ciertas ecuaciones de campo, y deben ademas verificar las condiciones de borde
que se desarrollan a continuacion.

Se asume que una regién Q@ C D C R? estd ocupada por un material
elastico y lineal de médulo de Young E 'y coeficiente de Poisson v. La estructura
compuesta por este material se encuentra sometida a la accién de un sistema de
fuerzas y condiciones de borde como se muestra en la Figura 2.1. Se considera
que D es la regién ocupable por la estructura, €2 es la region ocupada por la
estructura, b es la densidad de fuerzas externas de volumen, q es la densidad
de fuerzas externas de superficie (tension aplicada), 'y es la regién del borde
donde se conoce la tension aplicada y I'p es la region del borde donde se

conocen los desplazamientos.

Figura 2.1: Esquema del problema plano de elasticidad lineal

En la bibliografia se conoce I'p como el borde con condiciéon de Dirichlet y
'y como el borde con condicién de Neumann (Cheng y Cheng, 2005). Normal-
mente, en los libros de elasticidad y similares, se asume que en I'y se conocen
las dos componentes de la tension aplicada, en I'p se conocen las dos com-
ponentes del campo de desplazamientos y estos dos conjuntos son disjuntos
(Sadd, 2009). A lo largo de este capitulo, en el cual se presentan los conceptos
bésicos del problema, se considera que esto es asi pero, como bien senalé Sadd
(2009), existen bordes donde se conoce una componente de los desplazamientos
y otra componente de la tensién. Dichos bordes se tienen, por ejemplo, cuan-
do existen los cominmente denominados apoyos deslizantes. También, existen
bordes donde no se conocen ni los desplazamientos ni las tensiones pero si una

relacién entre ellos. Estos bordes se tienen, por ejemplo, cuando existen los



cominmente denominados apoyos eldsticos y en la bibliografia se los conoce
como bordes con condicién de Robin (Gustafson, 1998). Estos bordes especia-
les no se consideran en este capitulo con el fin de simplificar la presentacion
del problema plano de elasticidad lineal, visto que no introducen cambios con-
ceptuales significativos, pero si se consideran en el andlisis de los siguientes
capitulos.

El campo de desplazamientos u es la principal incognita del problema plano
de elasticidad lineal pues, como se presenta a continuacién, permite hallar las
otras dos incognitas directamente. A grandes rasgos, el campo de desplaza-
mientos indica, para cada punto de la estructura, el movimiento producido
por las fuerzas y condiciones de borde actuantes. Consecuentemente, u es una
funcion vectorial de dimensién dos en el problema plano. Es comun analizar el
campo de desplazamientos en funcion de sus componentes en una base carte-
siana como se muestra en la Ecuacién (2.1), donde u, es la componente segin
el eje x, u, es la componente segun el eje y y e, y e, son vectores de norma
unitaria en el sentido de los ejes x e y, respectivamente. La descomposiciéon del
campo de desplazamientos en sus componentes es muy utilizada a lo largo de

toda esta tesis.

u = uze; +uye, (2.1)

El tensor de deformaciones € esta dado por la Ecuacién (2.2), la cual senala
que el tensor coincide con la parte simétrica del gradiente de los desplazamien-
tos. Este tensor es de segundo orden y admite una representaciéon matricial
al utilizar una base de R?. En la base cartesiana toma la forma de la Ecua-
cién (2.3), donde ¢,, se denomina deformacién segin el eje z, €, se denomina
deformacion segun el eje y y €, es la mitad de la denominada distorsién an-
gular entre los ejes z e y.

e=-(Vu+ (Vu)") = V¥(u) (2.2)

(o) o
Czy Eyy

Finalmente el tensor de tensiones o es el que caracteriza las fuerzas in-

1
2

ternas en la estructura. En el caso del material elastico isétropo lineal que

se considerd en esta tesis, el tensor de tensiones se obtiene directamente del



tensor de deformaciones a partir de la Ecuacién (2.4). En esta ecuacién C se
denomina tensor eldstico y esta dado por la Ecuacion (2.5), donde I es el tensor
identidad de cuarto orden, I es el tensor identidad de segundo orden y A y u
son el primer y segundo pardmetro de Lamé, respectivamente (Malvern, 1969).
No es dificil ver que la expresién dada aqui coincide con la versiéon basada en
componentes dada por Sadd (2009). La relacién entre los parametros de Lamé

y el modulo de Young y coeficiente de Poisson se presenta a la brevedad.

o =Ce (2.4)
C=2ul+ AN ®I (2.5)

De forma analoga al tensor de deformaciones, el tensor de tensiones admite
una representacién matricial al utilizar una base de R2. En la base cartesiana el
tensor toma la forma de la Ecuacion (2.6), donde o,, se denomina componente
normal de la tensién para planos normales al eje x, o,, se denomina compo-
nente normal de la tension para planos normales al eje y y o,, se denomina

tension rasante segun el eje x para planos normales al eje y.

o= ( Taz Oay ) (2.6)
Ory Oyy

Existen dos formulaciones clasicas diferenciadas del problema plano de elas-
ticidad lineal, denominadas estado plano de tensiones y estado plano de defor-
maciones (Timoshenko y Goodier, 1951). El estado plano de tensiones es un
caso particular del problema de elasticidad tridimensional, caracterizado por
la presencia de algunas componentes nulas en el tensor de tensiones, especifi-
camente las componentes 0,, 0,. ¥y 0., (ver més detalles en el libro de Sadd
(2009)). El estado plano de tensiones suele presentarse en el andlisis de placas
delgadas. Por otra parte, el estado plano de deformaciones es un caso particu-
lar caracterizado por la presencia de algunas componentes nulas en el tensor
de deformaciones, especificamente las componentes e,., €y, v €... El estado
plano de deformaciones suele presentarse en el andlisis de elementos de gran
longitud donde existen restricciones en el desplazamiento segin la direccion e, .
Si bien los estados planos de tensiones y deformaciones modelan situaciones
muy diferentes, la formulacién matematica bidimensional de ambos problemas
difiere solamente en la definicién de los parametros de Lamé en términos del

moédulo de Young y el coeficiente de Poisson del material isétropo. El primer

10



pardmetro de Lamé estd dado por la Ecuacién (2.7) y el segundo pardmetro de
Lamé esta dado por la Ecuacién (2.8), de acuerdo con el libro de Timoshenko

y Goodier (1951).

vE
)\: 1—V2

Estado plano de tensiones

vE _ (2.7)
0+ —20) Estado plano de deformaciones

E
= 010 Ambos casos (2.8)

Resta definir las ecuaciones que gobiernan el problema plano de elasticidad
lineal. La primera es la Ecuacién (2.9) conocida como ecuacion puntual de
equilibrio. Ademas, se tienen las condiciones de borde, donde en I', se tiene una
condicién cinematica expresada por la Ecuacién (2.10) y en I'y una condicién
mecénica expresada por la Ecuacién (2.11), donde n es el vector de norma

unitaria, normal a 0€) y saliente a (2.

V-o+b=0 (2.9)
ul. =u, (2.10)
(on)|. =q (2.11)

La formulacion fuerte del problema plano de elasticidad lineal se presenta
en la Ecuacién (2.12). Se puede demostrar que si las condiciones de borde de
Dirichlet son adecuadas, entonces existe y es unica la soluciéon del problema
anterior (Seccién 6.2, Sadd, 2009). Un detalle no menor es que si uno logra
obtener una solucién para u, entonces es facil obtener la solucién de las demas
incégnitas del problema ya que las deformaciones y tensiones se calculan di-

rectamente a partir de los desplazamientos.

(V-o+b = 0 en
o = C(Ce en

e = Vu en( (2.12)
u = u. enl'p
L on = ¢ en ['y



A continuaciéon se presentan algunos conceptos para introducir la denomi-
nada formulacion débil. Esta ultima formulaciéon fue utilizada en reiteradas
ocasiones en esta tesis, principalmente por ser la base del XFEM. El primer
concepto que se introduce es el producto escalar entre tensores de segundo
orden ( : ), el cual se define como se presenta en la Ecuacién (2.13), donde
A y B son tensores y Aj;, es la componente de la fila j y columna £k de una
representacion matricial de A (Maas et al. 2019). Se destaca que para que la
definiciéon anterior sea correcta, la representacion matricial de A y B debe ser

en la misma base ortonormal.

2
A:B=> ) AuBj (2.13)

Otros conceptos previos que se introducen son el espacio de funciones ad-
misibles U y el espacio de variaciones admisibles V, dados por las Ecuacio-
nes (2.14) y (2.15), respectivamente (Seccién 8.1, Novotny y Sokolowski, 2013).
La notacién H'(£2; R?) define el espacio funcional de Hilbert de orden uno para
funciones de  a R?. Las funciones de H'(Q,R?) son aquellas funciones que
devuelven vectores de R?, cuadrado integrables en , cuyas derivadas parciales

son también cuadrado integrables (Tartar, 2007).

U= {cp € H'(Q;R?) t.q. cp‘FD = uc} (2.14)

. {go € H'(%R) b |, = o} (2.15)

A partir de los anteriores conceptos se presenta el primer teorema de los
trabajos virtuales. Dicho teorema estipula que, dado u solucion del problema
plano de elasticidad lineal, se cample la Ecuacién (2.16) para cualquier despla-
zamiento virtual v € V. En la anterior ecuacién € es el tensor de deformaciones

virtuales, el cual se define en la Ecuacién (2.17).

/a:édQ:/b-de—l—/ qg-vdl'y (2.16)
Q Q I'n

E=V’v (2.17)

A partir del primer teorema de los trabajos virtuales se define la formu-

lacion débil del problema que consiste en encontrar u € U que verifique la
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Ecuacién (2.16) para todo v € V. Bajo ciertas hip6tesis precisas, el teorema
de Lax-Milgram prueba que la formulacion débil admite una solucién tunica.
Ademas, dicha solucién coincide con la de la formulacién fuerte cuando esta

ultima existe (Brenner y Scott, 2008).

2.2. Formulacién fuerte del problema de dos

materiales

En la Figura 2.2 se presenta el esquema del problema de elasticidad plana
con dos materiales, necesario para la estrategia de optimizacion estructural.
Se considera que D es el dominio del problema, €2 es la regiéon ocupada por
un material rigido y D\Q es la regién ocupada por un material blando. Se
considera que el material rigido posee un médulo de Young F,; y un coeficiente
de Poisson v,,. Por otra parte, se considera que el material blando posee un

modulo de Young Ey y un coeficiente de Poisson vy .

IS FD

Figura 2.2: Esquema del problema plano de elasticidad lineal para dos materiales

La formulacion fuerte del problema de elasticidad de dos materiales se pre-
senta en la Ecuacién (2.18). Las tres primeras ecuaciones son las ecuaciones
de campo del problema de un solo material, donde C(x) se define en la Ecua-
ci6én (2.19), con Cy; y Cy el tensor C calculados con las propiedades Ey; y vy
y Eyv y vy, respectivamente. Las siguientes dos ecuaciones son las condiciones
de borde del problema original, que se mantienen sin cambios. Finalmente, las

ultimas dos ecuaciones son las que aseguran una union perfecta entre los dos
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materiales en las interfases internas. En estas tltimas ecuaciones se considera
que [.] es la funcién de salto bajo la notacién de Silhavy, la cual se presenta
en la Ecuacion (2.20), y donde se recuerda que n es un vector unitario normal

a 0f) y saliente a (2.

(V.o+b = 0 en D\0N2
o = C(x)e en D\OQ
e = VPu  en D\0Q

u = u, en'p (2.18)
on = ¢ en ['y
[en] = 0 en DN oS
L [ul] = 0 en DN oS
C(x) = { Cor sixef (2.19)
Cy sixe D\
[/1(x) = lm (7(x — an) — f(x +an)) (220)

2.3. Resoluciéon compleja del problema

En las secciones anteriores se presento el problema plano de elasticidad
lineal para uno y dos materiales. Ahora, en esta seccion, se introduce un método
de resolucion analitica, con variables complejas, del problema anterior. Este
método fue utilizado para los calculos analiticos que se realizaron para validar
el método de analisis, lo que amerita su presentacion. Esta seccion esta basada
principalmente en las secciones 7.5, 10.2 y 10.4 del libro de Sadd (2009). En
toda esta seccion se considera que b = 0, lo que no es un impedimento para el
uso en esta tesis de los conceptos presentados, pues los calculos analiticos que
se realizaron no tenian fuerzas de volumen.

Para la resolucién del problema plano de elasticidad lineal con variables
complejas se parte del concepto de la funcion de tensiones de Airy (Sadd,
2009). Esta funcién ¢ : D — R es una funcién auxiliar que permite hallar
las componentes del tensor de tensiones. En la seccién 7.5 del libro de Sadd
(2009) se indica que las componentes del tensor de tensiones en coordenadas
cartesianas, en un problema sin fuerzas de volumen, se calculan a partir de la

funcién de tensiones de Airy segiin se presenta en la Ecuacién (2.21). En la
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ecuacién anterior 9, (-) es la derivada parcial respecto a coordenada z y 92, (-)
es la derivada parcial segunda, primero respecto a la coordenada y y luego
respecto a la coordenada x. La existencia de la funcién de tensiones de Airy

asegura el cumplimiento de la Ecuacién (2.9) (Sadd, 2009).

Ogy = aqub
Oyy = a:%x¢ (2.21)
Opy = —@%y(b

La funciéon de tensiones de Airy satisface una ecuacién diferencial en el
caso en que no existan fuerzas de volumen. Dicha ecuacién se presenta en la

Ecuacién (2.22) y es la denominada ecuacién biarmonica.

Vip = V3(V?¢) =0 (2.22)

Definida la funcién de tensiones de Airy se procede a presentar cémo se
utilizan las variables complejas para resolver el problema de elasticidad plana.
En primer lugar se recuerda que un nimero complejo z cualquiera se puede
representar como presenta la Ecuacién (2.23), donde i se denomina unidad
imaginaria y se define tal que i> = —1. Se define ademads el complejo conjugado

Z como se presenta en la Ecuacién (2.24).

z=x+1iy (2.23)

Z=x—1y (2.24)

La idea de formular el problema de elasticidad con niimeros complejos surge
de notar que cualquier punto de R? de coordenadas = e y se puede expresar
en funcién de un unico complejo z segin la Ecuacién (2.25). Andlogamente, el
campo de desplazamientos u € R? de la Ecuacién (2.1), se puede expresar como
un nimero complejo segin presenta la Ecuacion (2.26). Con esta idea se logra
transformar el problema plano de elasticidad lineal de tener dos incégnitas

reales a tener una unica incognita compleja.

B z2+7Z
TS Ty
(2.25)
. Z— 2
vy = 7y



u = u, + iuy, (2.26)

Como presenté Sadd (2009), la Ecuacién (2.22) se expresa en funcién de
la variable compleja de la Ecuacién (2.23) como presenta la Ecuacién (2.27).
De esta tultima ecuacién surge que la funcién de tensiones de Airy se puede
formular en términos de dos funciones de variable compleja como presenta
la Ecuacién (2.28). Las funciones Y(z) y x(z) se denominan primer y tercer
potencial de Kolosov-Muskhelishvili (Muskhelishvili, 1977).

02,026 =0 (2.27)
¢ = Re(zY(2) + x(2)) (2.28)

De manera similar a la funcién de tensiones de Airy, la expresién com-
pleja del campo de desplazamientos también se puede expresar en términos
de funciones de variable compleja como muestra la Ecuacién (2.29), donde
W(z) = 0,x(2) es el sequndo potencial de Kolosov-Mushkelishvili. r es la cons-
tante de Kolosov y se expresa en funcion del coeficiente de Poisson segun
muestra la Ecuacién (2.30) (Muskhelishvili, 1977). Para evitar la distincion
entre estado plano de tensiones y de deformaciones se observé que la cons-
tante de Kolosov admite una expresién tnica en funcién de los parametros de

Lamé, la cual se presenta en la Ecuacién (2.31).

2uu = kY (2) — 20,1 (2) — ¥(2) (2.29)
3—v .
Estado plano de tensiones
k=<¢ 1+v (2.30)
3 — 4v Estado plano de deformaciones
A+3
= Ao (2.31)
A+

En términos generales, resolver el problema de elasticidad plana con varia-
bles complejas consiste en encontrar los dos primeros potenciales de Kolosov-
Mushkelishvili tales que se verifiquen todas las condiciones de borde. Al en-
contrar los dos primeros potenciales, se calculan la funciéon de tensiones de

Airy, las tensiones y los desplazamientos para cualquier punto del dominio. A
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continuacion se presentan las soluciones generales de los potenciales en tres

casos distintos.

El primer caso de interés es un dominio finito simplemente conexo, es decir
que no posee huecos en su interior, como el que se presenta en la Figura 2.3.
Para este problema en particular, Sadd (2009) presenté que la solucién genérica
estd dada por las Ecuaciones (2.32) y (2.33), donde a,, y b, son constantes
complejas a ser determinadas con las condiciones de borde del problema a

estudiar.

Figura 2.3: Ejemplo de dominio finito simplemente conexo

n=-+4oo

T(z) = Z anz" (2.32)

n=-+o00

U(z)= D bp2" (2.33)

El segundo caso de interés son los dominios finitos no simplemente conexos
como el que se presenta en la Figura 2.4. En este caso Sadd (2009) presenté
que la solucién genérica de los potenciales esta dada por las Ecuaciones (2.34)
y (2.35), donde ¢, y d,, son constantes complejas a ser determinadas con las
condiciones de borde del problema a estudiar, Ny es la cantidad de huecos
interiores, F} es la fuerza neta aplicada sobre el hueco k-ésimo y z, es un
punto interior al hueco k-ésimo. Se hace notar que Fj se expresa como un

nimero complejo con el mismo criterio que se utilizé en la Ecuacién (2.26).

n=+o00 Nu
T(z) = Z_: (cnz™) — ; % log(z — zx) (2.34)
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Figura 2.4: Ejemplo de dominio finito no simplemente conexo

n=-+o00

P(z)= > (dn2") +Z 1—i—/<c log(z — 2, (2.35)

n=—oo

El dltimo caso de interés son los dominios infinitos no simplemente conexos
como el que se presenta en la Figura 2.5. En este caso la solucion genérica de
los potenciales estd dada por las Ecuaciones (2.36) y (2.37), donde e,, y f,, son
constantes complejas a ser determinadas, y o33, 0,0y 07, son las componentes
del tensor de tensiones en el infinito. No se considera el caso de dominio infi-
nito simplemente conexo ya que en este caso las tensiones en todo el dominio

coinciden con las tensiones en el infinito.

.

Figura 2.5: Ejemplo de dominio infinito no simplemente conexo

n=00 Ny ) 00
n F Ooo+ o0
T(z) = Z (enz™") — Wiﬂ;log(z) + (Tyy) 2z (2.36)
n=1



n=

S Ny 17 o0 o) ;00
w(z) _ Z (fnz—n) + %bg(z) I ( Uxx+asy+2lgzy> Py (237)

n=1

Finalmente se destaca que la metodologia para utilizar el método de re-
solucién con variables complejas, se basa en imponer cierto orden a las series
de las soluciones genéricas y con las condiciones de borde intentar resolver
y hallar las constantes. Este método no permite resolver cualquier problema
pero amplia el espectro de los problemas solucionables analiticamente y en

particular permitié realizar los cdlculos analiticos de los Anexos D y E.
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Capitulo 3

Estado del arte

En este capitulo se describe la literatura que, a nivel del conocimiento del
autor de esta tesis, abarca lo actualmente publicado en referencia a la tematica
de este trabajo y en lo que se fundamenta esta investigacion. En primer lugar,
en la Seccion 3.1 se presenta el XFEM y su desarrollo matemético y se incluyen
aplicaciones del método en el area de la optimizacion estructural. Posterior-
mente en la Seccién 3.2 se presenta el concepto de la DT, algunas nociones
de su calculo y el potencial que presenta como herramienta de bisqueda de la

topologia 6ptima.

3.1. Meétodo de los elementos finitos extendido

En la resolucion del problema plano de elasticidad lineal, y otros problemas
de utilidad para los métodos computacionales de optimizacién topoldgica, es
de comun utilizacién el FEM, tal y como se adelanté en el Capitulo 1 y se
identifica en la mayoria de los articulos de la Seccién 3.2. Previo a analizar el
XFEM, resulta de gran utilidad realizar una breve presentacién del FEM apli-
cado al problema plano de elasticidad lineal de un solo material descrito en la
Seccién 2.1. Dicha presentacion se realiza, a continuacion, en la Seccion 3.1.1.
Luego se incluyen algunas herramientas de integracién numéricas de gran uti-
lidad para el XFEM en la Seccién 3.1.2. Una vez descrito el FEM se presenta
la extension del método para obtener el XFEM en la Seccién 3.1.3, donde se

senalan los primeros antecedentes y los avances més recientes en el area.
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3.1.1. Presentacion del método tradicional

La presentacién del FEM que aqui se hace estd basada fundamentalmen-
te en lo presentado por Onate (2009), aunque en ocasiones se indican otras
referencias. En pocas palabras, el FEM se basa en transformar un problema
continuo en un problema discreto mediante el empleo de una discretizacion,
definida por una malla de nodos y elementos. Los nodos son aquellos puntos
donde se calculan las incognitas del problema, las cuales, en general para el
problema plano de elasticidad lineal, son los desplazamientos. Los elementos
son las partes del dominio discretizado que conectan a los nodos y donde se
aplican las ecuaciones del problema tras interpolar los valores nodales de las
incégnitas. Un ejemplo de una placa rectangular con agujeros circulares dis-

cretizada para este método se presenta en la Figura 3.1.

(Nodo)

(Discretizacion con 237 Elementos)

(Elemento triangular)

(Discretizacién con 6465 Elementos)

Figura 3.1: Discretizacién de una placa rectangular agujereada para el FEM. Dia-
grama basado en uno similar de Sadd (2009)

Existen numerosas formas de discretizar el dominio, entre las cuales se
destacan los triangulos y cuadrilateros, y distintas formas de interpolar las
variables nodales a los elementos, como ser funciones lineales, cuadraticas, e

incluso de mayor orden. En términos generales, las soluciones de elementos
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finitos obtenidas con interpolaciones de mayor grado conducen a un error que
es un infinitésimo de mayor orden en el tamano del elemento, pero también
son mas costosas computacionalmente y de andlisis mdas dificultoso (Onate,
2009; Zienkiewicz y Taylor, 2005). Para esta tesis se decidié utilizar los ele-
mentos triangulares de tres nodos segin presenté Onate (2009), los cuales se

extendieron seguin se describe en detalle en el Capitulo 4.

En términos de la aproximacién del FEM, el campo de desplazamientos
en cualquier punto del dominio se escribe segin presenta la Ecuacién (3.1),
donde N, es la cantidad de nodos de la malla de elementos finitos, u, , y tyn
son las componentes del desplazamiento en el nodo n-ésimo segun los ejes x e
y, respectivamente; N, es la funcién de interpolacion tradicional para el nodo
n-ésimo, N es la matriz presentada en la Ecuacién (3.2) y U es el vector pre-
sentado en la Ecuacién (3.3). La matriz N se denomina matriz de funciones de
interpolacion tradicionales y U se denomina vector de desplazamientos noda-

les. Se destaca que las entradas de U son los grados de libertad del problema.

NTLO
ZNnuz,n
Uy n=1
. ( ) _| @ _NU 3.1)
U
! > Nuttyn
n=1
N O ... N, 0 .. N 0
N=| Ano (3.2)
0 N . 0 Ny . 0 Ny,
U = (Ug1 Uy1 - U Uyp e Up Ny Uy Ny )T (3.3)

Las funciones de interpolacién N,, son funciones lineales por partes, conti-
nuas en general, derivables en el interior de cada elemento y cumplen que valen
uno en su nodo y cero en los demds, tal y como presenta la Ecuacién (3.4),
donde z; e y; son las coordenadas del nodo j-ésimo. Como la funcién de in-
terpolacion del nodo n-ésimo es nula en todos los elementos salvo aquellos que
tengan dicho nodo, se definen una matriz N® y un vector U(® especificos de
un elemento segin muestran las Ecuaciones (3.5) y (3.6), donde los indices
representan los tres nodos del elemento, con cualquier origen pero siempre en

sentido antihorario.
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1 sij=n
Ny(z;,y;) = 3.4
(2.) {osi#n (3.4
Ny, 0 Ny 0 N3 O
NS 2 ’ (3.5)
0 Ny 0 Ny 0O Nj
U(e) = (UIJ Uy,l Ug,2 uy,Q Ug,3 Uy’g )T (36)

La formulacién basada en el elemento cobra particular importancia a la
hora de definir el campo de deformaciones y tensiones dentro del elemento
finito. Lo anterior se basa en la Ecuacién (3.7), la cual es valida para un
solo elemento. Dicha ecuacion declara que el campo de desplazamientos dentro
de un elemento solamente depende del desplazamiento de los nodos de dicho
elemento. De idéntica forma, las deformaciones y tensiones en un elemento

solamente dependen del desplazamiento de los nodos del elemento.

u=NU=NOUe (3.7)

A continuacion se sigue la metodologia presentada en el capitulo cuatro
del libro de Onate (2009), la cual se basa en definir las deformaciones a partir
del campo de desplazamientos aproximado por el método y consecuentemente
definir las tensiones. Definidos ambos campos se utiliza el primer teorema de
los trabajos virtuales, presentado en la Seccién 2.1, para obtener el sistema
de ecuaciones del método. El tensor de deformaciones, en formato vectorial y
para un elemento en particular, se presenta en la Ecuacién (3.8), donde B(®)
es la matriz de relacion entre los desplazamientos nodales y las deformaciones
en el elemento para el método tradicional. La matriz B(®) se presenta en la
Ecuacién (3.9).

2€ 4y

a;le 0 893]\72 0 8$N3 0
B = 0 9N, 0 9Ny 0 9,N; (3.9)
ale ale 8yN2 896]\72 (9yN3 0xN3

El tensor de tensiones, en formato vectorial y para un elemento en parti-
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cular, se presenta en la Ecuacién (3.10), donde C es la matriz representativa
del tensor eldstico en el FEM. La matriz C se presenta en la Ecuacién (3.11)
y estd definida en funcién de los parametros de Lamé. El motivo por el cual
se expresa de esta manera es para evitar la distincién entre el estado plano de

tensiones y el estado plano de deformaciones.

Uxac
oc=| o, |=Ce=CBYU® (3.10)
Oy
A2 A0
C= A A+2u 0 (3.11)
0 0 u

El espacio de funciones admisibles 4" y el espacio de variaciones admisibles
V" en el caso del problema discreto via FEM, estan dados por las Ecuacio-
nes (3.12) y (3.13), respectivamente, donde el superindice h indica la depen-
dencia implicita con la discretizacién. En las anteriores ecuaciones se entiende
por I'% al conjunto de grados de libertad del vector U que estdn restringidos
por la condicién de borde de Dirichlet. V es un vector de idéntica forma que

U pero sus entradas son desplazamientos virtuales nodales.

Uh = {u=NUt.q Uce RN con U|F}]5 =u.} (3.12)

V' i={v =NV t.q. V€ R*™ con V| = 0} (3.13)

Previo a utilizar el teorema de los trabajos virtuales se presenta el resulta-
do de la Ecuacién (3.14), donde N, es la cantidad de elementos de la malla,
Qge) es el elemento j-ésimo, ¢ es una funcién cualquiera y €2, es la aproxima-
cion de la geometria real €2 en la discretizacion empleada. €2, y €2, para los
elementos triangulares, solamente coinciden en el caso en que no se tengan
bordes curvos. La Ecuacién (3.14) indica que la integral en toda la estructu-
ra discretizada coincide con la suma de las integrales en todos los elementos.
Existe un resultado completamente analogo para los bordes. Otro resultado de
gran utilidad se presenta en la Ecuacién (3.15), donde R(®) es simplemente una
matriz 6 X (2M,,,) con ceros y unos que funciona como matriz de restriccién

que elimina todas las entradas de U excepto las de U®), a las que devuelve en
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el orden necesario.

pdQ) = / pdQ 3.14
/| > /e (3.14)
U® =ROU (3.15)

Ahora, se considera en €2, el teorema de los trabajos virtuales, presentado
en la Ecuacién (2.16), al que se le incorpora la Ecuacién (3.14) y se obtiene
la Ecuacién (3.16). Las Ecuaciones (3.8) y (3.10) se sustituyen en la prime-
ra integral de la Ecuacién (3.16) para obtener la Ecuacién (3.17), donde se
introduce K, la cual se denomina matriz de rigidez elemental (Zienkiewicz
y Taylor, 2005). En la Ecuacién (3.16) #I'y es la cantidad de segmentos del
borde que poseen condicién de Neumann y I'y; es su segmento j-ésimo. La

definicién explicita de K(©) se presenta en la Ecuacién (3.18).

#I'n

Ncl Nel
Z/Q(e)azédQ:Z/ﬂ(e)b-de+Z/FNq-vdFN (3.16)
J=177% j=1"%% j=1 J

e)T e)T

/()a:édQ: ()V(G)TB( CBOU® dQ = VO'KOU®  (3.17)
o QF

J J

K© = / . B 'CB® dQ (3.18)
Qe
J

De manera andloga a la introduccion de la matriz de rigidez elemental,
en la Ecuacién (3.19) se presenta el resultado de sustituir las formulaciones
del FEM en la primera integral del término derecho de la Ecuacion (3.16). El
vector obtenido, el cual se presenta de forma explicita en la Ecuacién (3.20), se
denomina vector elemental de fuerzas nodales de volumen. Por otra parte, se
sigue un procedimiento analogo para la segunda integral del término derecho
y se obtiene la Ecuacién (3.21). El vector obtenido, el cual se presenta en la
Ecuacién (3.22), se denomina vector elemental de fuerzas nodales de contacto.
Se destaca que la formulacién elemental estd bien definida para esta tltima
integral ya que los bordes del dominio solamente tienen un tnico elemento

asociado.
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e)T

/ bovdd= [ VEO'NOTpI0 = VEO'FY (3.19)
Q§e) Q;e)
Fl = . N© " pd0 (3.20)
Qje
/ g-vdly= [ VEO'NO gdry = VE RO (3.21)
Iy I
FO— [ N gdry (3.22)
Ty,

Se sustituyen las Ecuaciones (3.17), (3.19) y (3.21) en la Ecuacién (3.16) y
se obtiene la Ecuacion (3.23). Esta tltima ecuacién estd expresada en términos
de sumatorias de las formulaciones basadas en el elemento. Para obtener una
expresion global se sustituye la Ecuacion (3.15) y se obtiene la Ecuacién (3.24),
donde los términos nuevos estan dados por las Ecuaciones (3.25) a (3.27). Los
términos nuevos se denominan matriz de rigidez global y vectores globales de
fuerzas nodales. El proceso de crear la matriz y vectores globales se denomina
ensamblado (Bazzano y Pérez Zerpa, 2017) y existen diversos métodos para
hacerlo computacionalmente, ademés del uso de la matriz R(®). El método
considerado en esta tesis fue el de crear una matriz dispersa (Golub y Van

Loan, 2013) segun se presenta en el Anexo A.

Nel T Nel #FN
> VETKEOU© = ZV<€ ) 4 Z VR (3.23)
j=1 j=1
VI(KU) = V'(F, + F,) (3.24)
Nel T
K=> R KOR® (3.25)
j=1
Nel T
F,=> RO FY (3.26)
j=1
#I'n T
F,=Y» RO FY (3.27)
j=1

Como la Ecuacién (3.24) debe cumplirse para cualquier vector V que cum-
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pla la restriccién presentada para el espacio V" en la Ecuacién (3.13), se obtiene
el sistema de ecuaciones lineales de la Ecuacion (3.28). Se debe notar que, dado
que hay ciertas entradas de V que deben ser nulas, solamente se deben cumplir
las filas del sistema de ecuaciones no asociadas a dichas entradas nulas. Se tiene
entonces 2N,,, — #I'p;, ecuaciones, donde #I'p;, es la cantidad de grados de li-
bertad restringidos por la condicién de borde de Dirichlet. Como la cantidad de
incégnitas coincide con la cantidad de ecuaciones, el sistema se encuentra bien
definido. Ademas, si el problema de la Seccién 2.1 tiene condiciones de borde
tales que la solucion sea tnica, el sistema de ecuaciones de la Ecuacion (3.28)
también tiene solucién tnica (Brenner y Scott, 2008). El proceso de incorporar
las condiciones de borde de Dirichlet en el método considerado en esta tesis se

discute brevemente en la Seccién 3.1.3.4 y en detalle en el Anexo A.

KU = F, + F, (3.28)

Un resultado no menor se incluy6 en el libro de Hughes (2000), el cual
indica que la solucién del FEM es la proyeccién (para cierto producto interno)
de la solucién del problema continuo al espacio U". Lo anterior implica que la
solucion obtenida es la mejor aproximacion posible, dada la discretizacion y

funciones de interpolacién que se consideren.

3.1.2. Herramientas de integracion numérica

3.1.2.1. Coordenadas intrinsecas

Para obtener la matriz de rigidez y los vectores de fuerza nodales, tanto
del FEM como del XFEM, se requieren calcular varias integrales en los ele-
mentos, como se presenté anteriormente (ver por ejemplo las Ecuaciones (3.18)
y (3.20)). En el FEM se utiliza un cambio de variable para calcular todas las
integrales en un tnico dominio (elemento de referencia) (Onate, 2009). En la
Figura 3.2 se presenta dicho cambio de variable, donde el elemento en las coor-
denadas (£,7) es el elemento de referencia y el elemento en las coordenadas
(x,y) es el elemento real. Las coordenadas £ y 1 son denominadas coordenadas
intrinsecas (Onate, 2009) y dicho elemento siempre toma la geometria dada
por los nodos (0,0), (1,0) y (0, 1).

Las integrales realizadas en el elemento de referencia son mas sencillas por

tres motivos principales. El primer motivo es, como ya se menciond, el hecho de
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N (x3,3)
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Figura 3.2: Transformacién entre las coordenadas intrinsecas y reales

que todas las integrales se hacen en el mismo dominio. El segundo motivo es que
las funciones de interpolacién tradicionales de elementos triangulares lineales
toman formas sencillas y facilmente calculables en el elemento de referencia, las
cuales se presentan en las Ecuaciones (3.29) a (3.31). El tercer motivo es que
las coordenadas intrinsecas facilitan el uso de técnicas de integracién numérica

por cuadratura de Gauss, tema que se discute mas adelante.

Ni(€n)=1-&—n (3.29)
No(€,m) = ¢ (3.30)
N3(&m)=n (3.31)

La transformacion desde el elemento de referencia al elemento real es sen-
cilla a partir de las funciones de interpolacion tradicionales. Se define la ma-
triz X©, denominada matriz geométrica elemental, como presenta la Ecua-
cién (3.32), donde (z;,y;) son las coordenadas reales del nodo i-ésimo del
elemento. Las coordenadas reales se obtienen en funcién de las coordenadas
intrinsecas segin presenta la Ecuacién (3.33). Esta transformacién es inverti-

ble, pero la inversa no es requerida de forma explicita en esta tesis.

1 U
X(e) = i) yQ (332)
T3 Ys
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y(€,n)

La integral de una funcién cualquiera ¢ en el elemento j-ésimo, se calcula

< z(&,m) ) ~ NE (£, )X (3.33)

en el elemento de referencia utilizando el cambio de variable como presenta
la Ecuacién (3.34), donde Qg’% es el elemento de referencia en coordenadas
intrinsecas y |J| es el determinante Jacobiano de la transformacién. Dicho
Jacobiano se define como presenta la Ecuacién (3.35), donde se utilizan las
Ecuaciones (3.29) a (3.31) y (3.33).

/<>90(x,y) dQ2 = /() [T (€, m) d€dn (3.34)
Qj6 Q&?n
J— 0595 Ogy _ 8§N1 8§N2 651\73 X(e)

(%x (9ny (977]\71 (977]\72 (977]\73

(3.35)

(0
~1 0 1

3.1.2.2. Integracion por cuadratura de Gauss

Para calcular integrales en el elemento de referencia de una forma eficiente
se decidié hacer uso del método de cuadratura de Gauss, segin se describe el
libro de Onate (2009). En esencia, el método se basa en convertir la integral
en una sumatoria ponderada del integrando evaluado en puntos especificos. Lo
anterior se presenta en la Ecuacién (3.36), donde &g y n¢ son las coordenadas
intrinsecas del punto de Gauss n-ésimo y wg es el peso de Gauss correspon-
diente. La cantidad necesaria de puntos de integracion es usualmente pequena,
por lo cual este método es més eficiente que otros métodos mas generales de

integracién numérica.

n=% Punt. de Gauss

/Qg; P& m) dEdy = ) (&g 16 wg (3.36)

n=1
En el caso de integrales en tridangulos se conocen las coordenadas y los
pesos de los puntos de Gauss minimos necesarios para calcular exactamente
integrales de polinomios de distintos grados (Onate, 2009). En la Figura 3.3 se

presentan, en un triangulo genérico, las localizaciones de los puntos de Gauss
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en las tres combinaciones utilizadas en esta tesis.

(a) Un punto (b) Tres puntos (c) Cuatro puntos

Figura 3.3: Esquema de las localizaciones de los puntos de Gauss en triangulos

La Tabla 3.1 presenta, en coordenadas intrinsecas, la localizacién y los
pesos de las combinaciones de puntos de Gauss utilizadas en esta tesis. La
tabla presenta ademas el grado de polinomio que es integrado en forma exacta.
Los valores presentados en esta tabla se utilizaron tanto para el calculo de
las integrales de la matriz de rigidez como para el calculo de los funcionales
del problema de optimizacion estructural y sus DT segin se discute en el
Capitulo 5.

Tabla 3.1: Tabla de posiciones y pesos de los puntos de Gauss para triangulos
(Onate, 2009)

# Puntos | &g g wg Grado
11/3 1/3 1/2 1

0,0 0,5 1/6
3100 05 1/6 2

0,5 0,0 1/6

1/3 1/3 —0,281250000
06 02  0,260416667
02 06  0,260416667
02 02  0,260416667

Existen casos, como por ejemplo las cargas de superficie, que implican
realizar el calculo de una integral en un borde en vez de en el interior del
dominio. Para estos casos, también se considera un esquema de coordenadas
intrinsecas, las cuales parametrizan un segmento de borde en la coordenada
¢ € [—1,1]. Dicha transformacién presenta un Jacobiano J = L/2, donde L
es la longitud del segmento real. Para estos casos también se cuenta con un
método de integracion en puntos de Gauss, donde las coordenadas y pesos para

los casos considerados en esta tesis se presentan en la Tabla 3.2.
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Tabla 3.2: Tabla de posiciones y pesos de los puntos de Gauss para segmentos
(Onate, 2009)

# Puntos &g wg | Grado
1 0 2 1
1
1

2 3

3.1.3. Extension del método de elementos finitos

3.1.3.1. Concepto del XFEM

El primer antecedente para el XFEM parece ser el articulo presentado por
Belytschko y Black (1999). En este articulo los autores presentaron un método
para modelar fisuras sin tener que adaptar la malla de elementos finitos de
forma explicita a la geometria de la fisura. Lo anterior lo hicieron al incorporar
incégnitas adicionales a los nodos cercanos a la fisura y adicionar funciones
de interpolacién especializadas asociadas a las nuevas incognitas. Si bien este
articulo sembro las bases de lo que es hoy el XFEM, la propuesta no lograba
representar cualquier tipo de fisura e implicaba remallar cuando la fisura era
muy larga o con curvas pronunciadas. El anterior inconveniente va en contra
del objetivo del XFEM de lograr modelar fenémenos sin tener que remallar,
cuestién que el articulo mencionado en el siguiente parrafo pudo mejorar.

El siguiente trabajo pionero para el XFEM es el articulo presentado por
Moés et al. (1999). En este articulo los autores mejoraron la propuesta de
Belytschko y Black (1999) al incorporar variables adicionales a lo largo de
toda la fisura. Dichas variables caracterizan la apertura y movimiento relativo
de la fisura mediante funciones de Haar. Con estas nuevas variables se pudo
modelar cualquier fisura que admitiera ser discretizada por segmentos rectos en
el interior de los elementos. En dicho articulo se pudo estudiar la propagaciéon
de fisuras sin tener que remallar, logrando asi la primera formulaciéon formal
del XFEM.

Una conclusién principal del articulo de Moés et al. (1999) es que el XFEM
se caracteriza por introducir nuevas variables en los nodos de la malla y fun-
ciones de forma especializadas para caracterizar algin tipo de discontinuidad.
En el trabajo pionero, el origen de la discontinuidad fueron fisuras, las cuales
generan discontinuidades en el campo de desplazamientos. Por otra parte, en

esta tesis las discontinuidades son relativas al cambio de material del problema
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de elasticidad, lo que genera discontinuidades en el campo de deformaciones.
A pesar de la diferencia, la filosofia de trabajo del XFEM pudo ser aplicada
como se presenta mas adelante.

La Figura 3.4 presenta la definicién, segiin se consideran en esta tesis, de
los componentes principales del XFEM: los nodos extendidos y los elementos
extendidos. A partir de una discontinuidad (fisura o interfase entre materiales)
en el dominio, se considera que los nodos extendidos son aquellos asociados a los
elementos cortados por la discontinuidad. En los nodos extendidos es donde se
definen las variables adicionales o extendidas del problema. Luego, se define que
los elementos extendidos son aquellos donde las variables extendidas afectan al
campo de desplazamientos interpolado. En el caso de esta tesis y el trabajo de
Moés et al. (1999), los elementos extendidos son aquellos elementos cortados
por la discontinuidad. Otros autores han definido a los elementos extendidos
como aquellos que poseen algiin nodo extendido pero esta definicion no tuvo

aplicacion para esta tesis.

Discontinuidad

Nodos extendidos

Elemento extendido

Figura 3.4: Definiciéon de nodos extendidos y elementos extendidos

Otro trabajo importante en el desarrollo del XFEM fue el articulo de Dol-
bow et al. (2001), donde se empled por primera vez el nombre del método. En
este articulo los autores incluyeron una aplicacién del método, donde incorpo-
raron una ley constitutiva no lineal que incluye la friccién en la fisura. Ademas,
los autores echaron luz sobre un posible método para hacer la integracion de
las funciones de interpolacion adicionales en los elementos extendidos.

Se concluyé de los anteriores articulos que el campo de desplazamientos en
el XFEM es segun la Ecuacién (3.37), donde Nx es la cantidad de incégnitas
adicionales, a,, y a,, son las componentes de la incégnita adicional n-ésima
a, segun los ejes x e y, respectivamente; w, es la funciéon de interpolacién

especializada para la incégnita adicional n-ésima, W es la matriz presentada
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en la Ecuacién (3.38) y A es el vector presentado en la Ecuacién (3.39). La
matriz W se denomina matriz de funciones de interpolacion extendidas y A
se denomina vector de grados de libertad extendidos. Para esta tesis se defini
que cada incégnita adicional es un par a, = (az, ay,) € R? por lo que la
cantidad de grados de libertad extendidos es 2/Nx.

Nno Nx
Z Nnu:r,n + Z WnOQg.n
u= 7\2 ’j\fxl =NU + WA (3.37)
Z Ny, + Z Wpy.n
n=1 n=1
0o .. n 0 L 0
wo | ™ v BN (3.38)
0O wy ... 0 w, .. 0 wny
A= (a1 Gy o Qup Gy oo Qp Ny Gy Ny )T (3.39)

Por lo dicho en los péarrafos anteriores, el XFEM consiste en agregar varia-
bles adicionales a algunos nodos, los cuales se denominan nodos extendidos,
e incorporar funciones de interpolacién especializadas en los elementos exten-
didos. Las funciones de interpolacion especializadas y las variables adicionales
definen las distintas propuestas de XFEM existentes. Un detalle no menor es
que, segun la propuesta, un nodo extendido puede llegar a tener mas de una

incognita adicional.

3.1.3.2. Método de la funcién de nivel

Si bien, como fue mencionado anteriormente, el origen del XFEM fue el
estudio de problemas de elasticidad con material fisurado; desde el articulo de
Sukumar et al. (2001) se ha utilizado también para modelar interfases entre
dos materiales. En este articulo, al igual que en la mayoria de las propuestas
de XFEM para dos materiales y huecos, se hizo uso del método de la funcion
de nivel. Dada la importancia del método de la funcién de nivel, primero se
presenta sus conceptos basicos antes de discutir las propuestas de XFEM.

El trabajo mas citado en la bibliografia como origen del método de la
funcién de nivel es el articulo de Osher y Sethian (1988), en el cual se lo
utilizé para modelar la propagacién de una llama. En dicho articulo se definié
una funcion auxiliar ¥ : D — R Lipschitz continua, tal que la zona donde

U > 1 define la zona quemada y la zona donde ¥ < 1 define la zona sin
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quemar. Lo anterior implica que, en dicho articulo, ¥ = 1 define la interfase
entre ambas zonas. Los autores utilizaron la funciéon W, a la cual denominaron
funcién de nivel, ya que la velocidad de propagacion de la llama depende de
la curvatura de la interfase. Segtn indicaron los autores, analizar el problema
mediante la funcion de nivel resultaba mas sencillo que a partir de los métodos
tradicionales de rastrear la interfase (Zabusky, 1988) o de volumen de fluido
(Noh y Woodward, 1976). El motivo detrds de una mas sencilla resolucién
es que, con el método de la funcién de nivel, el problema original pasa a ser
resolver una ecuacion de Hamilton-Jacobi para la funciéon de nivel. Por otra
parte, con el método de rastreo de la interfase tienden a ocurrir inestabilidades,
fundamentalmente si existen cambios topoldgicos como ser reconexiones de la
interfase, y por el método de volumen de fluido no es explicito calcular la

curvatura de la interfase.

Se entiende entonces que el método de la funcién de nivel separa el dominio
en dos subdominios utilizando una funcion auxiliar ¥ tal que la interfase entre
los subdominios es una curva de nivel de dicha funcién. Ademés de modelar
la propagacion de una llama, el método ha sido recientemente utilizado para
modelar un mismo material en dos estados distintos (Canelas et al. 2019),
para analizar la dindmica de dos fluidos no miscibles (Sharma, 2015), para
el tratamiento de imdgenes por computadora (Lin et al. 2004), para modelar
estructuras de mas de un material como los casos que se presentan mas adelante

en esta seccién, entre otros.

En esta tesis se considerd la aplicacion de la funcién de nivel para el caso
de estructuras de mas de un material. Dicha aplicacién es en la que se basan
las propuestas de XFEM que se presentan a continuacion. En esta tesis, al
igual que en el articulo de Sukumar et al. (2001), se considera que la zona
U > 0 define la estructura (define ), la zona ¥ < 0 define los vacios (define
D\Q) y la curva U = 0 define la interfase (define 9Q) tal y como presenta la
Ecuacién (3.40). Un ejemplo de esta aplicacién se presenta en las Figuras 3.5
y 3.6, donde la Figura 3.5 presenta una funciéon de nivel de ejemplo y la Fi-
gura 3.6 presenta la estructura asociada a dicha funcién de nivel, en la cual
se considero el color negro para la estructura y blanco para los vacios. Una
posible interpretacién que surge de esta definiciéon de la funcion de nivel es
que hace las veces de una distancia signada (positiva para estructura, negativa

para vacios) del punto a la interfase mas cercana.
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Q < U(z) >0
req D\Q © ¥(r)<0 (3.40)
o & Vx)=0

0,3
0,2

e
| >

—0,1
—0,2
—0,3

Figura 3.5: Ejemplo de funcién de nivel para definir una estructura

Figura 3.6: Estructura asociada a la funcién de nivel de la Figura 3.5

3.1.3.3. Propuestas de XFEM para modelar interfases

Con el método de la funcién de nivel presentado, se introducen en esta
seccidon las propuestas de XFEM para interfases entre dos materiales actual-
mente publicadas. La primer propuesta, la cual sigue siendo utilizada, es la
que propusieron Sukumar et al. (2001). En dicha propuesta se consider6 que la
funcion de interpolacion extendida asociada al nodo n-ésimo fuera la funcién
de interpolacién tradicional multiplicada por una funcién g, como presenta la
Ecuacién (3.41). Para definir la funcién g en primer lugar se consideré que la
funcién de nivel ¥ solamente esta definida en los nodos y su valor en el do-

minio se interpola mediante las funciones de interpolacion tradicionales, segin
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muestra la Ecuacién (3.42). Luego, los autores consideraron que la funcién g
valdria || en los elementos cortados y en el resto se consideraria una funcion

suavizada mediante un algoritmo descrito en el articulo.

wy, = gN, (3.41)
Nno

v => NV, (3.42)
n=1

En base a la propuesta de Sukumar et al. (2001) y el uso de elementos trian-
gulares lineales se obtiene que los elementos que tienen interfase son aquellos
en los que uno de sus tres nodos tiene signo distinto en ¥ al de los otros
dos. Ademas, dado que la funcién de nivel se interpola en el elemento con las
funciones de interpolacién tradicionales, se tiene que en un mismo elemento
la interfase es un segmento de recta. Estos resultados fueron utilizados en la
formulacién de XFEM que se considero en esta tesis y son validos ademés para

todas las propuestas que se presentan a continuacion.

La Figura 3.7 presenta un esquema, en el caso unidimensional, de como
se calculan y como quedan las funciones de interpolacién extendidas para la
propuesta de Sukumar et al. (2001). En la figura los circulos negros representan
los nodos y las barras negras los elementos. La imagen (a) de la figura muestra
un ejemplo de funcién de nivel que, dado el cambio de signo, define una interfase
en el tercer elemento separando las regiones de diferente material. La imagen
(b) muestra la funcién g que en el caso unidimensional de una sola interfase es
uniforme salvo en el elemento cortado que vale |V|. Vale notarse que en casos
de mas dimensiones, o de un mayor numero de interfases, la funciéon fuera del
elemento cortado no es necesariamente uniforme y se obtiene por un algoritmo
de regularizacién descrito en el articulo. Finalmente se presenta en las imagenes
(¢) y (d) de la figura las funciones de interpolacién extendidas para las variables
adicionales del tercer y cuarto nodo, respectivamente. La figura muestra que
las variables adicionales admiten un salto en la derivada del desplazamiento en
la interfase sin perder la continuidad de desplazamientos. Una desventaja de
la propuesta de Sukumar et al. (2001) es que el desplazamiento de los nodos
extendidos deja de coincidir con la variable que los representa en el FEM ya
que las funciones de interpolacion extendidas son no nulas en sus respectivos

nodos.
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Figura 3.7: Esquema unidimensional del célculo de w,, para la propuesta de Suku-
mar et al. (2001)

En el articulo, Sukumar et al. (2001) observaron en algunos ejemplos que
al reducir el tamano del elemento la solucién numérica con el XFEM parecié
converger a las soluciones exactas con un orden cercano al 6ptimo. Se define por
orden éptimo de convergencia para el XFEM el obtenido por el FEM con una
malla conforme a la discontinuidad. Por otra parte los autores estudiaron el
problema de la barra de dos materiales sometida a traccion, el cual se presenta
en la Figura 3.8, donde se aseguraron que la interfase cortara elementos. Los
autores observaron que la propuesta de extension logra resolver exactamente

dicho problema.

Figura 3.8: Esquema de la barra de dos materiales sometida a traccién

La gran dificultad de la propuesta de Sukumar et al. (2001) es el algoritmo

de suavizado que consideraron para obtener la funcién g fuera de los elementos
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cortados. Dicho algoritmo implica identificar los nodos que comparten conecti-
vidad con los nodos extendidos, lo que requiere identificar todos los elementos
que poseen algiin nodo extendido, y calcular las distancias entre una gran pro-
porcion de estos nodos y los extendidos. Por estos dos motivos el método puede
ser dificultoso de ser aplicado a analisis que requieran modificar continuamente
la geometria como es el caso de los métodos de optimizacion topoldgica. Como
punto adicional, las dos propuestas que se presentan a continuacion presenta-
ron mejores ordenes de convergencia que la propuesta de Sukumar et al. (2001)
en los ejemplos que los autores de estas nuevas propuestas presentaron.

La siguiente propuesta que se presenta es la que introdujeron Moés et al.
(2003). De manera andloga a la anterior, las funciones de interpolacién exten-
didas de esta propuesta se calculan segtn la Ecuacién (3.41). La diferencia con
la propuesta de Sukumar et al. (2001) es que en este caso la funcién g esta
dada por la Ecuacién (3.43). La funcién g, en este caso denominada funcion
de cresta, presenta la ventaja de ser nula salvo en el interior de los elementos

extendidos.

NTLD Nno
n=1 n=1

Se presenta en la Figura 3.9 el esquema unidimensional del calculo de las

funciones de interpolacién extendidas de la propuesta de Moés et al. (2003),
con el mismo formato que la Figura 3.7. La imagen (a) nuevamente presenta
una funcién de nivel de ejemplo que define una interfase en el tercer elemento.
Luego, la imagen (b) de la figura muestra la forma que toma el primer término
de la funcién g, el cual representa la interpolacion a los elementos finitos del
valor absoluto de los valores nodales de la funcién de nivel. La imagen (c)
muestra la forma que toma el segundo término de la funcién g, el cual repre-
senta el valor absoluto de la funcién de nivel ya interpolada. De las imagenes
(b) ¥ (¢) queda claro el motivo por el cual la funcién g es siempre no negativa
y es nula en todos los elementos salvo los extendidos. Finalmente, la imagen
(d) muestra la forma que toma la funcién g en este caso y las imagenes (e) y
(f) muestran las funciones de interpolacién extendidas para las variables adi-
cionales del tercer y cuarto nodo, respectivamente. Nuevamente se obtiene que
las variables adicionales admiten un salto en la derivada del desplazamiento
en la interfase sin perder la continuidad. Adicionalmente, esta propuesta tiene

la ventaja de que, como las funciones de interpolacién extendidas son nulas
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Figura 3.9: Esquema unidimensional del calculo de w,, para la propuesta de Moés
et al. (2003)

en los nodos, el desplazamiento de todos los nodos mantiene la representacién
dada por el FEM. Esto ultimo es de gran utilidad para la interpretacion de
resultados, ya que las variables tradicionales del FEM representan los despla-
zamientos nodales y las variables adicionales representan las perturbaciones en

el campo de desplazamientos

En su articulo, Moés et al. (2003) también hicieron algunos ejemplos en
los cuales se volvié a ver que, al reducir el tamano de los elementos, la solu-
ciéon numérica con el XFEM converge a las soluciones exactas con un orden de
convergencia cercano al éptimo y mejor que el obtenido con la propuesta de
Sukumar et al. (2001). Si bien en el articulo los autores no estudiaron el proble-
ma de la Figura 3.8; en el marco de esta tesis se identificé que esta propuesta
también lo logra resolver exactamente. Se destaca que no se identificaron en

la bibliografia desventajas significativas a la propuesta de Moés et al. (2003)

39



para modelar interfases entre dos materiales distintos.

Otra propuesta de XFEM fue hecha por Fries (2008), la cual se basa nueva-
mente en la Ecuacién (3.41). El autor de dicha propuesta identific6 que, para
funciones g genéricas, aparecen problemas en los elementos de transicién, a los
cuales definieron como los elementos que poseen simultaneamente nodos ex-
tendidos y nodos tradicionales. El motivo de estos problemas es que la funcion
g no puede obtenerse exactamente en los elementos de transicion ya que la
suma de las funciones de interpolacién tradicionales de los nodos extendidos
no es igual a uno en dichos elementos. El problema esta en que, si la funcién
g es no uniforme, las variables extendidas introducen términos indeseados de
orden mayor al de las funciones de interpolacion tradicionales que no pueden

ser compensados.

Para resolver los problemas del parrafo anterior, Fries (2008) propuso modi-
ficar la funcién g al multiplicarla por una funcién de rampa, tal que la funcién
se mantuviera incambiada en los elementos extendidos, nula en los elementos
tradicionales y con una variaciéon continua en los elementos de transiciéon. Di-
cha modificacién para g se presenta en la Ecuacién (3.44). Ademds de esta
modificacién, el autor indicd que es necesario introducir variables adicionales,
no solo a los nodos extendidos sino también a los nodos de los elementos de

transicion.

Nx
g™t =g> N, (3.44)
n=1

Las modificaciones presentadas por Fries (2008) no son exclusivas para
modelar interfases entre dos materiales distintos, sino genéricas para el XFEM.
Para el problema de modelar interfases, el autor consider6 funciones g distintas
para cada nodo, lo que llevé a una nueva expresiéon para las funciones de
interpolacién extendidas dada por la Ecuaciéon (3.45). Las funciones g, estan
basadas en la considerada por Sukumar et al. (2001), con un corrimiento dado
por el valor de || en el nodo extendido asociado a la variable adicional n-
ésima, como muestra la Ecuacién (3.46), para asegurar un valor nulo en su
nodo. Se destaca que, a diferencia de la propuesta de Sukumar et al. (2001), la

propuesta de Fries (2008) no requiere de ningun tipo de algoritmo de suavizado.

Wp = QTI?OdNn (345>

40



Nno

Nz
j=1

Se presenta en la Figura 3.10 el esquema unidimensional del célculo de las

gn = - ‘\Ijnodo ext. nl (346)

funciones de interpolacién de la propuesta de Fries (2008), con el mismo for-
mato que las figuras anteriores. Nuevamente la imagen (a) de la figura muestra
la funcion de nivel de ejemplo que define una interfase solo en el tercer elemen-
to. Luego, la imagen (b) muestra las formas que toman las funciones g, para
esta propuesta y la imagen (c) muestra las formas que dichas funciones to-
man al aplicar la modificacién de la Ecuacion (3.44). Finalmente la imagen (d)
muestra las funciones de interpolacién especializadas para las cuatro variables

adicionales asociadas a los nodos dos a cinco.

mod mod mod

95 91

,(]Iln()d (C)

(d)

Figura 3.10: Esquema unidimensional del cdlculo de w,, para la propuesta de Fries
(2008)

Al igual que en todas las propuestas anteriores, se obtiene que las variables
adicionales admiten un salto en la derivada en el desplazamiento en la interfase
sin perder la continuidad de desplazamientos. La gran ventaja que presenta
esta propuesta respecto a la de Sukumar et al. (2001) es que las variables

adicionales de los nodos dos y cinco permiten resolver cualquier cualquier efecto
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no deseado en los elementos de transicion, ya que solamente afectan el campo
de desplazamientos en dichos elementos. Como punto adicional, al igual que
la propuesta de Moés et al. (2003), las funciones de interpolacién extendidas
son nulas en los nodos, por lo cual el desplazamiento de los nodos mantiene la

representacion de los desplazamientos nodales dada por el FEM.

Fries (2008) analiz6 la convergencia al reducir el tamano de los elementos
en una placa circular sometida a traccién uniforme. Se obtuvo que la solucién
numérica con el XFEM de Fries (2008) converge, al reducir el tamano del
elemento, a las soluciones exactas con una tasa cercana a la 6ptima. También
se obtuvo que la tasa de convergencia era mayor a la obtenida con la propuesta
de Sukumar et al. (2001). En el marco de esta tesis también se identificé que
esta propuesta logra resolver exactamente el problema de la Figura 3.8. Como
punto adicional, la propuesta de Fries (2008) es superior a la de Sukumar et

al. (2001) por no necesitar el algoritmo de suavizado.

A pesar de las ventajas que presenta la propuesta de Fries (2008) frente a
la de Sukumar et al. (2001), sigue siendo inferior a la propuesta de Moés et
al. (2003) para extender los elementos triangulares de tres nodos. Un primer
motivo detrds de la anterior afirmacion radica en que esta propuesta mantiene
la dificultad que presentaba la propuesta de Sukumar et al. (2001) de tener
que identificar los elementos de transicién. Otro motivo, es el hecho que la
propuesta de Fries (2008) incluye més incégnitas que la propuesta de Moés et
al. (2003). A la propuesta de Moés et al. (2003) no le son de utilidad las mo-
dificaciones propuestas por Fries (2008) ya que la funcién g es, por definicion,
nula en los elementos no cortados.

Otra propuesta fue considerada en el articulo de Sukumar et al. (2001)
para modelar huecos y no interfases entre materiales. En dicha propuesta, los
autores consideraron un caso particular del XFEM, en el cual no incluyeron
variables adicionales sino que el campo de desplazamientos lo calcularon segiin
la Ecuacién (3.47), donde H(z) es una funcién Heaviside dada por la Ecua-
cién (3.48). Se tiene entonces que en la propuesta de Sukumar et al. (2001) para
huecos no se modelan los desplazamientos de la regién que modela los vacios,
lo que muestra por qué no es una propuesta capaz de modelar interfases entre

dos materiales distintos, sino solamente capaz de modelar huecos.

Nno
u(z) = > Ny(z)H(z)u, (3.47)
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)1 si¥(2)>0
Hiw) = { 0 s W(x) <0 (3.48)

Sukumar et al. (2001) analizaron la convergencia del método en el caso
de una placa infinita sometida a traccién uniaxial con un hueco interior y
obtuvieron un orden de convergencia 6ptimo pero, como dicha propuesta no
modela los desplazamientos de la fraccién vacia, no seria capaz de resolver
exactamente el problema de la Figura 3.8. A pesar de sus dificultades, esta
propuesta es facil de implementar y rapida de utilizar ya que no requiere mas
variables que el FEM.

Una ultima propuesta, que solamente es capaz de modelar huecos y no in-
terfases entre dos materiales, fue hecha por Makhija y Maute (2014), quienes a
su vez se basaron en el articulo de Hansbo y Hansbo (2004). Dicha propuesta
estd basada en la de Sukumar et al. (2001) para huecos pero los autores iden-
tificaron que, si las funciones de interpolacién tradicionales de un mismo nodo
pasan por zonas no conectadas de un mismo material, ocurren errores signifi-
cativos en la solucién. Lo anterior puede ocurrir en el caso que dos interfases
se encuentren separadas por una distancia menor al tamano de un elemento.
Para solventar este problema los autores decidieron que, si se da dicho caso,
se introducen nuevas incognitas y se separa la funcién de interpolacion de las
distintas partes materiales.

Para ilustrar los conceptos de la propuesta de Makhija y Maute (2014),
se presenta en la Figura 3.11 un esquema unidimensional de la forma que
toman las funciones de interpolacion de dicha propuesta. Similar a las figuras
anteriores, la imagen (a) presenta una funcién de nivel de ejemplo, con la
particularidad que en este caso se definen dos interfases, una en cada uno de
los dos elementos adyacentes al cuarto nodo. La propuesta de Sukumar et al.
(2001) considera las funciones de interpolacién presentadas en la imagen (b) de
la Figura 3.11, con las incognitas alli indicadas, con la salvedad que el tramo
que en la figura se le asigna la variable adicional a;, serfa también asociado a la
variable uy. Como el cuarto nodo se encuentra bajo la situaciéon problematica
que Makhija y Maute (2014) identificaron, se asignan incégnitas diferentes a
cada tramo permitiendo desvincular los desplazamientos de las dos interfases.

En el articulo, Makhija y Maute (2014) no hicieron analisis de convergencia
del método, pero ya que las modificaciones respecto al de Sukumar et al. (2001)

son localizadas, se espera que tenga un orden de convergencia similar. Los
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Figura 3.11: Esquema unidimensional del cdlculo de las funciones de interpolacion
para la propuesta de Makhija y Maute (2014)

autores si analizaron un caso de una barra cortada, sometida a desplazamientos
de traccion, y observaron que las modificaciones realizadas lograron solucionar
el problema de esfuerzos irreales que aparecian con la propuesta de Sukumar
et al. (2001) para huecos.

Ya que en esta tesis fue de interés modelar razonablemente bien la fracciéon
vacia ademas de la fraccion asociada al material estructural, se considerd ini-
cialmente que la propuesta de Moés et al. (2003) es la més adecuada. De todas
formas se destaca el inconveniente identificado por Makhija y Maute (2014),
el cual tiene particular interés en la propuesta del XFEM que se hizo para este
trabajo de investigacion.

Un detalle que se observé en todas las propuestas del XFEM presentes
en la bibliografia es que en ningin caso se analizé el comportamiento de las
soluciones numéricas en el caso que la diferencia de rigidez entre los dos ma-
teriales fuera de varios érdenes de magnitud. Los casos estudiados por Fries
(2008), Moés et al. (2003) y Sukumar et al. (2001) fueron siempre asociados a
diferencias de rigidez de razén 10 y las propuestas para huecos de Makhija y
Maute (2014) y Sukumar et al. (2001) solamente permiten modelar el material

estructural y no los huecos.

3.1.3.4. Consideraciones generales del XFEM en problemas con

mallas de elementos triangulares lineales

En esta seccion se presentan algunas consideraciones generales del uso del
XFEM en mallas triangulares y decisiones de implementacion en el calculo de
la matriz de rigidez, vector de fuerzas y aplicaciéon de apoyos. Si bien todo se

presenta con la propuesta de Moés et al. (2003), la mayor parte de las cosas
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son aplicables casi directamente para el resto de las propuestas, y en particular
para la propuesta de esta tesis, presentada en el Capitulo 4.

En primer lugar, en el XFEM se clasifican los elementos en tres tipos, segin
la funcién de nivel de sus nodos. El primer tipo son los Elementos Rigidos (ER),
que se caracterizan por cumplir ¥ > 0 en sus tres nodos y representan, en el
caso del problema de optimizacién estructural, zonas totalmente ocupadas por
el material estructural. El segundo tipo son los Elementos Blandos (EB), que
se caracterizan por cumplir ¥ < 0 en sus tres nodos y representan zonas total-
mente ocupadas por los vacios. Finalmente se tienen los Elementos Extendidos
(EX), en los cuales existe un nodo cuya funcién de nivel tiene signo contrario
al de los otros dos nodos. Los EX son, para el problema de optimizacion estruc-
tural, elementos parcialmente ocupados por material estructural y por vacios.
Un esquema de esta clasificacién es dado en la Figura 3.12, donde se presenta
con una linea punteada naranja la interfase real entre los dos materiales, con
una curva roja la interfase modelada por el XFEM, la cual estd formada por
segmentos de recta en cada elemento debido a la interpolacion de la funcién
de nivel de los nodos, y en azul, blanco y celeste se representan los ER, EB y

EX, respectivamente.

Elementos Rigidos

Figura 3.12: Clasificacién de los tres tipos de elementos para el XFEM implemen-
tado

Los grados de libertad del problema del XFEM son los desplazamientos de
los nodos de la malla (incégnitas del FEM) y las incognitas adicionales que

enriquecen el desplazamiento en los EX. Segin se discutié en la Seccion 3.1.1,
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(a) Esquema plano (b) Esquema tridimensional de Ny

(c) Esquema tridimensional de N (d) Esquema tridimensional de N3

Figura 3.13: Representacién grafica de N, en un elemento genérico

los desplazamientos de los nodos se interpolan a los elementos en base a las
funciones de interpolacién tradicionales NN,,. Dichas funciones de interpolacion
tradicionales, para los elementos triangulares, se presentan graficamente en
la Figura 3.13. La Figura 3.13a presenta en un esquema plano la forma que
toman las tres funciones de interpolacion en el elemento, es decir todas lineales
en el interior y con valor nulo en los nodos salvo en el nodo correspondiente
a cada funcién de interpolacion, en el cual valen 1. Luego, las Figuras 3.13b
a 3.13d presentan en formato tridimensional con mapas de color las distintas
funciones de interpolacién. En dichos mapas los colores més claros representan
los valores mas altos. Estas funciones son las tinicas funciones de interpolacion
que aplican en los ER y EB.

Para definir los grados de libertad adicionales asociados al XFEM, en pri-
mer lugar, en la Figura 3.14, se representa graficamente la forma que toma la
funcién g (Ecuacién (3.43)) de la propuesta de Moés et al. (2003) en un EX.
Los mapas de color de la figura emplean colores claros hacia los valores mas
altos y se conserva la escala de colores en toda la figura. En la Figura 3.14a
se presenta una funciéon de nivel con cambio de signo genérica, la cual define

una interfase (U = 0) que se representa con la linea gruesa roja. Luego, las
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Figuras 3.14b y 3.14c presentan el primer y el segundo término del célculo de
la funcién g. Especificamente, la Figura 3.14b presenta la interpolaciéon con
las funciones de interpolaciéon tradicionales del valor absoluto de la funcion de
nivel en los nodos; y la Figura 3.14c¢ presenta el valor absoluto de la funcién de
nivel una vez interpolada. La diferencia de ambas genera la funcién g, segin
presenta la Figura 3.14d. En la Figura 3.14d se visualiza que la funciéon g toma
el nombre de funcién cresta por valer 0 en el borde no cortado, 0 en todos los

nodos y crecer linealmente hasta la interfase.

(a) ¥ (b) Sy Nul W]

(©) | 0oy NaW,| d) g

Figura 3.14: Representacién grafica de la construccién de g en un EX genérico

Los grados de libertad adicionales en la propuesta de Moés et al. (2003)
son asociados a los nodos pertenecientes a los EX y solamente existe un par
a = (ay, ay) por nodo. Para dicha propuesta se definen las funciones de inter-
polacién extendidas (w,) en el elemento segin se presenta en la Figura 3.15,
donde los colores mas claros representan valores méas altos. Se tiene que estas
funciones son polinémicas de segundo grado a cada lado de la interfase, con-

tinuas en el interior del elemento, derivables en el interior del elemento salvo
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en la interfase y nulas en los tres nodos y en el borde no cortado. Finalmente,
se tiene que la cantidad de grados de libertad del problema del XFEM con la
propuesta de Moés et al. (2003) es dos veces el niumero de nodos de la malla

sumado a dos veces el nimero de nodos pertenecientes a los EX.

(a) w (b) ws (c) ws

Figura 3.15: Representacién grafica de las w, en un EX genérico

De los grados de libertad del problema se tiene que el campo de despla-
zamientos en los ER y EB depende unicamente de las incognitas del FEM,
es decir de los desplazamientos de los nodos de la malla. Por otro lado, los
desplazamientos en los EX dependen de las incégnitas tradicionales y adicio-
nales. De esta manera, y dado el valor nulo de las funciones de interpolacién
extendidas en los nodos, se tiene que las incoégnitas adicionales estan asociadas
a la magnitud de la discontinuidad de las derivadas de los desplazamientos en
la interfase.

Un detalle no menor de la propuesta de Moés et al. (2003) es que tam-
bién en el caso bidimensional preserva la continuidad de desplazamientos. La
afirmacion anterior es pues, por construccion, la funcion g es continua y las
funciones de interpolacién tradicionales también lo son. Para ilustrar gréfi-
camente esta continuidad, se presenta la Figura 3.16, la cual representa una
inclusion que solamente contiene un unico nodo. En la figura se mantiene el
formato de representacién grafica anteriormente utilizado, en el cual la linea
roja representa la interfase. La Figura 3.16a muestra tridimensionalmente la
forma adoptada por la funcién g en este caso, donde se presenta con un color
distinto cada elemento. Luego, la Figura 3.16b presenta la forma adoptada
por la funcién de interpolacién extendida de la incégnita adicional asociada
al nodo central, utilizando los colores correspondientes a cada elemento de la
Figura 3.16a. Se aprecia claramente en la Figura 3.16b la continuidad de dicha
funcién de interpolacién y por lo tanto de los desplazamientos inducidos por

su incognita adicional asociada.
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(a) Funcién ¢ (b) Funcién w del nodo central

Figura 3.16: Ejemplo de w, para estudiar continuidad y rango de influencia

En la Figura 3.16b se presenta un resultado que presenta gran importancia
para el Capitulo 4, el cual es el rango de influencia de las interfases. La Figu-
ra 3.16b muestra que varios elementos cortados comparten la misma funcién
extendida correspondiente al nodo comun. Lo anterior implica que las funcio-
nes de forma extendidas de los distintos elementos estan relacionadas. Esta
relacién es una de las principales causas de los problemas que se analizan en
el Capitulo 4 y que es resuelta con la propuesta del XFEM de esta tesis.

La matriz de rigidez elemental de los EX se define, en coordenadas intrinse-
cas, segun la Ecuacién (3.49), la cual es completamente andloga a la Ecua-
cién (3.18), con Bgz) en lugar de B(®). La matriz Bgz) se define segin la Ecua-
ci6én (3.50), donde B%e‘; se define segun la Ecuacién (3.51). La Ecuacion (3.50)
proviene de un vector de grados de libertad de un EX definido como muestra
la Ecuacién (3.52), donde A(®) es el vector de grados de libertad extendidos,

que se define segin la Ecuacién (3.53).

T
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La Ecuacién (3.49) presenta una complejidad mayor que para los ER y
EB. Lo anterior es porque tanto C como Bii; son discontinuos en la interfase.
La discontinuidad de C es por definicion y la de Bg;; es porque las funciones
de interpolacion extendidas tienen derivada discontinua en la interfase por
construccién. Dicha discontinuidad hace que la cuadratura de Gauss habitual
no obtenga resultados precisos. Algunos autores (e.g. Dolbow et al. 2001; Dréau
et al. 2010) separaron el dominio de integracién por subregiones, como presenta
la Figura 3.17. En cada subregion, C es uniforme y Bg;; admite una expresion

polinémica.

(a) Dos subregiones (b) Cuatro subregiones triangulares

Figura 3.17: Posibles subregiones de integracion para los EX

La opcién de la Figura 3.17a soluciona los problemas de continuidad del
integrando pero posee la dificultad de que uno de los dos dominios de integra-
cion es trapezoidal. En esta tesis, al igual que en los articulos de Dolbow et al.
(2001) y Dréau et al. (2010), se prefirié utilizar una divisién del dominio trape-
zoidal en base a tres triangulos como presenta la Figura 3.17b. En esta tltima
opcion se cuenta con cuatro subregiones triangulares, en las cuales el integran-
do admite una expresion polinémica, lo que permite el uso de la cuadratura
habitual para triangulos. Al considerar las cuatro subregiones de integracién,
la Ecuacién (3.49) queda segin presenta la Ecuacién (3.54), donde Qéen_ SO™ es
la subregion m-ésima, en las coordenadas intrinsecas del elemento completo.
Para aplicar el método de cuadratura de Gauss se requiere considerar sistemas
de coordenadas intrinsecas para cada subregién como presenta la Figura 3.18,

donde &3} v 5% son las coordenadas intrinsecas de la subregién m-ésima.

m=4

€T e
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Figura 3.18: Sistemas de coordenadas intrinsecas para las subregiones

Teniendo en cuenta las coordenadas intrinsecas de cada subregion, la Ecua-
cién (3.54) se reescribe segun presenta la Ecuacién (3.55), donde Qéé;f&m es
la subregién m-ésima en sus propias coordenadas intrinsecas y J,SnR es el Ja-
cobiano del cambio de coordenadas de las intrinsecas del elemento a las de
la subregién m-ésima. La Ecuacién (3.55) es la expresién que finalmente se
termina calculando por cuadratura de Gauss, segin el grado de Bg? de cada

propuesta.

m=4
e T e
K@ — < / o B eBy dgngniR> (3.55)

m=1 ssRynSR

El vector de fuerzas F = Fy, + F, incluye el efecto de todas las cargas
aplicadas, segun se describié en el Capitulo 2. Para esta tesis se consideraron
tres tipos de fuerzas aplicadas: fuerzas concentradas (puntuales), fuerzas de
superficie aplicadas en bordes de elemento y fuerzas de volumen. En primer
lugar, las fuerzas concentradas se asumieron siempre aplicadas en algiin nodo
de la malla de elementos finitos. Lo anterior permite simplificar la implemen-
tacion de este tipo de fuerzas y en general es posible situar nodos en todas
las cargas concentradas al crear la malla. De esta forma, el aporte de una
carga concentrada al vector de fuerzas se aplica directamente en las entradas

correspondientes al desplazamiento del nodo donde se aplica la carga.
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Para las fuerzas de superficie (q) aplicadas en bordes de elemento, se calcula
el trabajo realizado por dicha fuerza como presenta la Ecuacién (3.56). En la
anterior ecuacion se considerd, sin perder generalidad, que la carga se aplica
entre los nodos 1 y 2. Ademas, se consider6 que el elemento posee incégnitas
adicionales ya que las w,, son nulas en un elemento no extendido y como Nj es
nula en el borde entre los nodos 1 y 2 las sumatorias no incluyen las incégnitas
del tercer nodo. Del andlisis anterior se tiene que el trabajo realizado por la
fuerza aplicada en el borde se reescribe segin presenta la Ecuacién (3.57),

donde A, y B, se presentan en las Ecuaciones (3.58) y (3.59).

nodog nodos n=2 n=2
/ q-vdoQ = / q- (Z (Nyva) + Z (wnan)> doQ2  (3.56)
nodoq nodog n=1 n=1

nodog n=2 n=2
/ q-vdoQ = Z (A, - vp) + Z (B, - a,) (3.57)
n n=1 n=1

odoq

nodosg

A, = / N,qdo (3.58)
nodoq
nodosg

B, / w,q dO9) (3.59)
nodoi

En las ecuaciones anteriores los A,, representan el aporte de las cargas de
superficie en el vector de fuerzas en las entradas correspondientes a los grados
de libertad tradicionales, mientras que los B,, representan el aporte en las
entradas correspondientes a los grados de libertad extendidos. Para el cédlculo
de A, se decidi6 utilizar el método de cuadratura de Gauss para segmentos.
Luego, para el calculo de B,, se hace notar que si no existe interfase en el borde
cargado su valor es nulo. Lo anterior se asocia a que la funcién g es nula en
el borde no cortado y por lo tanto las funciones w,, son nulas también. Luego,
si el borde cargado posee interfase, la integral de la Ecuacion (3.59) se realiza
por cuadratura de Gauss, separando el segmento en dos subregiones a un lado
y otro de la interfase.

Finalmente, para las fuerzas de volumen se sigue un procedimiento muy
similar al de las fuerzas de superficie, necesitando ademés considerar los tres
nodos de cada elemento. Ademads, de forma analoga a la matriz de rigidez,

en los EX se realiza la integral separando en las cuatro subregiones de la
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Figura 3.18. Lo anterior es necesario tanto para la componente asociada a
los grados de libertad tradicionales como adicionales, ya que by, # by en
términos generales, y la divisién de subregiones separa adecuadamente ambos
materiales.

En cuanto a los apoyos, un procedimiento de solucion muy popular, uti-
lizado también en esta tesis, es el de reduccion del sistema de ecuaciones.
Este procedimiento consiste en montar un sistema de ecuaciones cuyas tnicas
incognitas son los desplazamientos no conocidos. El sistema reducido se consi-
gue tipicamente eliminando filas y columnas del sistema global, y modificando

correspondientemente el vector de fuerzas nodales.

3.1.3.5. XFEM en optimizacion topolégica de estructuras

Dadas las capacidades analizadas del XFEM para modelar interfases entre
dos materiales sin la necesidad de modificar la malla de elementos finitos, se
tiene un gran beneficio en su uso como método para el anélisis estructural de
los métodos de optimizacion topoldgica de estructuras. La primera referencia
en utilizar el XFEM en optimizacién topoldgica de estructuras es el articulo
publicado por Duysinx et al. (2006), donde se optimizaron estructuras que
maximizaran la rigidez en base al método de la funcién de nivel. El método de
la funcion de nivel no se utilizé inicamente para representar la geometria de la
estructura sino ademaés como base del algoritmo de optimizacion estructural.

El método de optimizacion estructural basado en el método de la funcién de
nivel se caracteriza por identificar en cada nodo la sensibilidad que presentan
las funciones de desempeno y las restricciones del modelo de optimizacién
frente a variaciones de la funcién de nivel y luego, a partir de un método de
descenso por gradientes o similar (Luenberger y Ye, 2008), converger a una
geometria optimizada. El principal inconveniente que presenta el método de
optimizacién basado en la funciéon de nivel es que los nodos interiores a un
material no presentan sensibilidad al cambio diferencial de la funcion de nivel,
ya que no modificarian de ninguna forma la geometria de la estructura. Lo
anterior implica que el método no podria generar huecos en el dominio en
problemas bidimensionales, solo modificar la forma, eliminar o unir huecos ya
existentes en la estructura. Por este motivo, en el articulo de Duysinx et al.
(2006) se partié para todos los ejemplos de un sembrado inicial de huecos en

el dominio de andlisis como muestra la Figura 3.19. Como punto adicional,
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Duysinx et al. (2006) utilizaron la propuesta de Sukumar et al. (2001) para
huecos para el XFEM y consideraron una aproximacion en el calculo de la

sensibilidad de los nodos de borde en la cual despreciaron la contribucién de

xmac\o“

Opv

los elementos cortados.

Figura 3.19: Ejemplo de sembrado inicial de huecos para optimizacién topoldgica
de estructuras

Posteriormente con el articulo de Van Miegroet y Duysinx (2007) se con-
solidé el XFEM con el método de la funcién de nivel para optimizacion to-
poldgica de estructuras. En dicho articulo los autores utilizaron la propuesta
de Sukumar et al. (2001) para huecos para obtener estructuras sometidas a
restricciones en su tensién maxima. Los autores observaron que la propuesta
de Sukumar et al. (2001) puede tener alguna sobreestimacién de las tensiones
en los elementos de borde cuando algin nodo se encontrase muy cerca del
borde. Por el anterior motivo consideraron un método de geometria adaptable
tal que si un elemento fuera muy chico se modificara la funciéon de nivel de su
nodo material tal que pasara a ser parte del borde de la geometria.

Hoy en dia el XFEM junto con el método de la funcién de nivel es bastante
utilizado en optimizacion topolégica de estructuras para las que se busca maxi-
mizar la rigidez con cierto objetivo del volumen o area ocupada. Recientemente
Villanueva y Maute (2014) utilizaron la propuesta de Makhija y Maute (2014)
en problemas de mas de un material, empleando un método de penalizacion
para evitar solapamientos y desprendimientos entre los materiales sin recurrir
a propuestas de XFEM para interfases como la de Moés et al. (2003). Los
autores consideraron un filtro lineal para suavizar la funcién de nivel y consi-
deraron un precondicionamiento al problema de analisis estructural. Posterior-
mente, Jenkins y Maute (2015, 2016) consideraron la propuesta de Makhija y
Maute (2014), la cual generalizaron, para optimizar problemas de interaccién
fluido-estructura en problemas de estructuras que percibieran desplazamientos
relativamente pequenos. Se destaca que en el primer articulo (Jenkins y Mau-

te, 2015) desarrollaron la optimizacién de la parte seca de la estructura y en el
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segundo (Jenkins y Maute, 2016) desarrollaron la optimizacién de la parte en
contacto con el fluido. Barthold y Materna (2015) utilizaron la propuesta de
Moés et al. (2003) para optimizacién estructural de maximizacién de la rigidez
e introdujeron un método de remallado para mejorar el andlisis de sensibilidad
a la funcién de nivel. Nanthakumar et al. (2015) optimizaron nanoestructuras
y también utilizaron la propuesta de Moés et al. (2003), donde se incorporé un
fenéomeno particular en las superficies similar a la capilaridad. Se hace notar
que el método de Nanthakumar et al. (2015) presenté muchas iteraciones antes
de alcanzar la convergencia. Luego Zhang et al. (2017) utilizaron el método de
la funcién de nivel con la propuesta de Makhija y Maute (2014) e incorporaron
una restriccién de la cantidad de huecos que debia presentar la estructura. El
método de Zhang et al. (2017) presenté dificultades en problemas intrinseca-
mente simétricos en los cuales mas de un hueco quisiera eliminarse a la vez
y ademds presenté muchas iteraciones. Sharma et al. (2017) presentaron un
método semi-analitico para facilitar el cdlculo de sensibilidades de diversos
funcionales de utilidad para optimizacion estructural, en el caso de emplear la
propuesta de XFEM de Makhija y Maute (2014). Geiss et al. (2019a) intro-
dujeron un método basado en la ecuacion de calor para regularizar la funcién
de nivel que surge del analisis de sensibilidad del método e incorporaron un
tipo particular de penalizacién a la propuesta de Makhija y Maute (2014) para
evitar que la interfase se acercara demasiado a un nodo. Jansen (2019) utiliz6
la propuesta de Sukumar et al. (2001) para huecos e incorporé una restriccion
en la cual se limitara el minimo espesor de los elementos estructurales. Si bien
el autor reconocié las ventajas de la propuesta de Makhija y Maute (2014),
decidié no utilizarla pues las restricciones que consideré impedian la dificultad
que Makhija y Maute (2014) identificaron. Wang et al. (2020) consideraron un
problema multiobjetivo, en el cual utilizaron una malla gruesa de FEM para el
andlisis estructural y una malla bastante més fina para la funcién de nivel. En
dicho problema los autores utilizaron la propuesta de Sukumar et al. (2001)
para definir la matriz de rigidez del FEM con la malla gruesa, definiendo la
distribucién de materiales dentro de un elemento finito en base a la malla mas
fina de la funciéon de nivel. En dicho esquema los autores identificaron mi-
croestructuras artificialmente rigidas para las cuales crearon un filtro que las
eliminara. Barrera y Maute (2020) avanzaron en eliminar la ambigiiedad en
las geometrias obtenidas en funcién de la funcién de nivel para elementos de

mayor orden que tridngulos o tetraedros y obtuvieron resultados que tendian
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a presentar varias decenas de iteraciones. De et al. (2023) avanzaron en el pro-
blema de robustez estructural utilizando un gradiente estocastico y un método
adjunto, basado en los métodos desarrollados por Sharma et al. (2017), para
el calculo de dicho gradiente.

El método de la funcién de nivel con XFEM también se utilizé en optimi-
zacion estructural para maximizar la rigidez con métodos de XFEM asociados
a fisuras, especificamente la propuesta de Moés et al. (1999). En primer lugar
Liu et al. (2016) encararon problemas de optimizaciéon multimaterial en los
cuales se considerd que las interfases entre ambos materiales tuvieran un com-
portamiento cohesivo. Como el modelo de cohesion utiliza la separacién entre
las partes se considerd el modelo de Moés et al. (1999). Los problemas que re-
solvieron fueron no lineales por el modelo de cohesién, lo que colabord en que
se requirieran varios cientos de iteraciones en todos los casos para alcanzar
las estructuras optimizadas. Luego, Noél et al. (2017) hicieron optimizacién
no lineal, incluyendo efectos de dano en la estructura a partir de las deduc-
ciones analiticas de Noél et al. (2016). En el trabajo de Noél et al. (2017) se
incluy6 una penalizacion del perimetro para evitar soluciones muy complejas
con muchas barras finas e incluyeron una regularizacion lineal para la funcién
de nivel.

El XFEM con el método de la funciéon de nivel también ha sido utilizado
recientemente para optimizar estructuras en las que se limita la maxima ten-
sién como el articulo de Sharma y Maute (2018). En dicho articulo los autores
utilizaron la propuesta de Makhija y Maute (2014) con una penalizacién es-
pecial para evitar que los nodos quedaran muy cerca de la interfase. Ademas,
utilizaron los célculos analiticos hechos por Sharma et al. (2017) para hacer
el analisis de sensibilidad y utilizaron estrategias de regularizacién para evitar
sobreestimaciones de las tensiones.

Otras aplicaciones recientes del XFEM con el método de la funcion de nivel
son para optimizar anclajes o cuerpos incrustados en otro (Behrou et al. 2017;
Lawry y Maute, 2018), optimizacién de impresion tridimensional de materiales
que sufren deformaciones en el proceso de fabricacién producto de la tempe-
ratura (Geiss et al. 2019b) y ubicacién de refuerzos en una matriz méas débil
(Hilchenbach y Ramm, 2015). Salvo el articulo de Hilchenbach y Ramm (2015),
todos los anteriores utilizaron la propuesta de Makhija y Maute (2014). Beh-
rou et al. (2017) implementaron un método de lagrangiano estabilizado para

considerar la cohesién entre las interfases y evitar problemas de penetracion de
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dominios, y utilizaron un filtro regularizador para la funciéon de nivel. Lawry
y Maute (2018) implementaron el problema de anclajes para méas de un ma-
terial, aunque siempre asumiendo que los huecos se encontraban dentro de un
solo material. Lawry y Maute (2018) ademds consideraron problemas de elas-
ticidad en grandes deformaciones con un material neo-Hookean. Geiss et al.
(2019b) consideraron penalidades de perimetro y gradiente de la funcién de
nivel para regularizar las soluciones. Hilchenbach y Ramm (2015) optimizaron
la posicién de fibras en un polimero reforzado o armaduras en un hormigén
armado, utilizando la propuesta de Moés et al. (2003) para las interfases entre
los materiales y la propuesta de Moés et al. (1999) para las fisuras. Como punto
adicional, Hilchenbach y Ramm (2015) avanzaron bastante en el célculo de la
sensibilidad de un funcional de complacencia que incluyera los efectos de las
regiones fisuradas y no fisuradas del hormigén armado.

Otra metodologia de optimizacion topolédgica de estructuras que ha ganado
bastante renombre por su sinergia con el XFEM es el método de optimizacién
con isolineas desarrollado por Abdi et al. (2014). El método de optimizacién
topoldgica con isolineas se basa en el esquema presentado en la Figura 3.20, la
cual se describe a continuacién. Se parte de una geometria inicial cualquiera
y se realiza el andlisis estructural para las cargas a las que esté sometida la
estructura. Luego se calcula algiin campo sencillo representativo del aporte es-
tructural que tenga cada punto, como ser la tensién de von Mises o la densidad
de energia de deformacién. Posteriormente, mediante un criterio preestableci-
do, se define que el nuevo borde de la estructura sea la isolinea asociada a
cierto valor del campo anterior. Finalmente se repite el proceso hasta llegar a
un criterio de optimalidad preestablecido. Una de las principales ventajas de
este método es que no requiere partir de una condicion inicial con sembrado
de huecos.

El primer trabajo en el que se utilizé el método de isolineas para optimiza-
cién topoldgica de estructuras con XFEM fue el articulo de Abdi et al. (2014),
en el cual los autores declararon que permite el uso de mallas gruesas y utili-
zaron la propuesta de Sukumar et al. (2001) para huecos. En dicho trabajo se
mostré que este método de optimizacion no requiere del uso de algoritmos de
regularizacion de la funcién de nivel. Finalmente, se destaca que la cantidad
de iteraciones para lograr la convergencia se encontré en el entorno de 80 a

200.

El método de isolineas ha sido recientemente utilizado en optimizacién

o7



Figura 3.20: Esquema conceptual del proceso de optimizacién topoldgica de
isolineas

estructural para optimizar estructuras que maximicen su rigidez para cierta
fraccién preestablecida del area o volumen ocupable. En primer lugar, Abdi et
al. (2018) utilizaron también la propuesta de Sukumar et al. (2001) para hue-
cos y extendieron el método para encarar problemas estructurales no lineales
al minimizar el trabajo complementario de los escalones de carga. Posterior-
mente Martinez-Frutos y Herrero-Pérez (2018) utilizaron el mismo esquema de
Abdi et al. (2014) para trabajar el problema de optimizacién robusta, donde
incluyeron incertidumbre en las cargas y propiedades materiales. Luego, Latifi
Rostami et al. (2021) utilizaron el método de isolineas con la propuesta de
Sukumar et al. (2001) para huecos para analizar problemas de robustez es-
tructural con incertidumbre epistémica. Finalmente, recientemente Chroni et
al. (2024) utilizaron el método de isolineas para problemas bimateriales, para

lo que emplearon la propuesta de Moés et al. (2003).

El método de isolineas se presenta como un método potente, que no requiere
el uso de sembrado de huecos. A pesar de las ventajas que presenta se destaca
que tiende a presentar un numero elevado de iteraciones hasta la convergencia
respecto a otros métodos, particularmente el que se presenta en esta tesis.
Otro problema que presenta el método de isolineas es que no parece ser facil
identificar un campo representativo para los problemas en los que se busca

minimizar valores grandes de tension.

Como fue mencionado en el Capitulo 1, el SIMP (Bendsge y Sigmund,
1999) es un método muy utilizado para optimizacién topolégica de estructuras.
De todas formas su uso directo con el XFEM es poco comun. Se identificaron
tnicamente los articulos de Lee y Shin (2015) y Wang et al. (2022), como casos
donde se emplearon en conjunto el SIMP y el XFEM. En el articulo de Lee
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y Shin (2015) se utilizé la propuesta de Sukumar et al. (2001) para interfases
y, como en el SIMP, se calculé una funcién de densidad en los nodos. La gran
diferencia con el SIMP para el FEM es que para el analisis estructural se
interpold la densidad a puntos de integracion de Gauss y luego se consideraron
partes materiales y vacios en un mismo elemento. Por otra parte, el articulo
de Wang et al. (2022) se bas6 en el andlisis multiobjetivo de Wang et al.
(2020), que usé la propuesta de Sukumar et al. (2001) para huecos, para atacar
problemas con limitacion de la tensién maxima.

A pesar del bajo uso del SIMP en forma directa con el XFEM, recientemen-
te surgié un método que acopla el SIMP con el método de la funciéon de nivel.
Este método, desarrollado inicialmente por Barrera et al. (2020), surgi6 para
utilizar el método de la funcién de nivel sin tener que utilizar un sembrado
artificial de huecos. El sembrado de huecos se lo hace mediante el mencionado
acople. Este acople se basa en considerar de forma simultanea la funcién de
densidad del SIMP y la funcién de nivel y, a partir de métodos de penalizacién,
considerar que puntos donde la densidad baje mucho hacen negativa la funcién
de nivel y crean huecos. En el articulo de Barrera et al. (2020) se utilizé la
propuesta de Makhija y Maute (2014) y un método de regularizacién de la
funcién de nivel dado por el articulo de Geiss et al. (2019a).

El método de acople entre SIMP y funciéon de nivel ha sido utilizado re-
cientemente en otros articulos sobre optimizacion estructural con el XFEM,
siempre considerando la propuesta del XFEM de Makhija y Maute (2014). En
primer lugar Jansen y Pierard (2020) se basaron bastante en el trabajo de
Jansen (2019) e incorporaron microestructuras que resolvieron por métodos
de homogeneizacion. Posteriormente, Barrera et al. (2022) avanzaron sobre el
trabajo original de Barrera et al. (2020) al incorporar un método de penalidad
para limitar el tamano minimo de los componentes estructurales a obtener.
Finalmente, Kuci y Jansen (2022) utilizaron la metodologia de acople para
limitar las tensiones méximas en la estructura considerando un problema de
elastoplasticidad.

Otros métodos que se han visto utilizados en optimizacion estructural junto
con el XFEM son el método de las asintotas méviles (MMA por sus siglas en
inglés; Svanberg, 1987) y el método de los componentes méviles y deformables
(MMC por sus siglas en inglés; Zhang et al. 2016). E1 MMA es un método
que se basa en introducir un par de limites a las incognitas de diseno (funcién

de nivel o densidad) y, a partir del desarrollo matemético presente en la re-
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ferencia, estabilizar las funciones de desempeno, las restricciones y aumentar
la velocidad de convergencia al modificar inteligentemente dichos limites. Se
destaca que el MMA es usado como un algoritmo eficiente de optimizacién no
lineal para el método de sensibilidad con la funcién de nivel, por lo que no im-
pide la necesidad del sembrado de huecos inicial. E1 MMA fue utilizado por Ma
et al. (2021) para optimizar estructuras que presentaran componentes débiles
pero obligatorios en la estructura. Ma et al. (2021) utilizaron la propuesta de
Moés et al. (2003) para modelar la interfase entre el material estructural y
los componentes débiles a los cuales modela con un comportamiento cohesivo,
aunque no utilizaron el XFEM para modelar los huecos. E1 MMA también fue
utilizado por Zhao et al. (2022) para optimizar estructuras con restricciones
de la maxima tension admisible. La gran particularidad del articulo de Zhao
et al. (2022) es que analizaron un problema multiescala, donde ademés de op-
timizar la macroestructura, optimizaron la microestructura y es en ella que

consideraron la propuesta de Sukumar et al. (2001) para huecos.

El método MMC es un método conceptualmente distinto a todos los ante-
riores. En vez de optimizar una funciéon de densidad o de nivel para obtener la
estructura 6ptima; el método optimiza la posicién y forma de un nimero finito
de componentes preestablecidos, segin presenta la Figura 3.21. Este método,
desarrollado inicialmente por Zhang et al. (2016) ha sido recientemente uti-
lizado con el XFEM para mejorar la representacién de las fronteras de los
componentes en una malla fija. En particular, en el articulo de Wang et al.
(2021) se utilizo la propuesta de Sukumar et al. (2001) para huecos y el método
MMC para optimizar estructuras que maximizaran su rigidez. También, Xu et
al. (2020) utilizaron este método para optimizar estructuras multiescala con la
propuesta de Sukumar et al. (2001) para huecos, si bien solamente utilizaron el
MMC para obtener la microestructura. Un detalle interesante del MMC es que
no requiere ningun algoritmo de regularizacion de la funcién de nivel aunque

st requiere de una definicion inicial de los componentes a utilizar.

I I Im

Figura 3.21: Esquema conceptual del método MMC
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El XFEM también fue utilizado por Marzok y Waisman (2024a, 2024b)
para optimizar la seccion de vigas de seccion constante. En sus articulos los
autores hicieron una propuesta del XFEM especifica para vigas, de menor costo
computacional que considerar elementos tridimensionales. Luego, utilizando
el SIMP, optimizaron la secciéon transversal para maximizar las frecuencias
naturales de vibracién (Marzok y Waisman, 2024a) y para reducir el peso en
vigas con limitaciones de desplazamientos, tensiones y pandeo lateral (Marzok
y Waisman, 2024b). Segun declararon los autores, parecen ser los primeros en
optimizar la seccién de la viga, en funcion de la resistencia al pandeo lateral,
considerando su longitud en vez de maximizar tinicamente la inercia torsional

o similar mediante la funcién de Prandtl.

La uinica publicacion que se identificé que combina el XFEM con el concepto
de la DT en optimizacién estructural, es el articulo de congreso publicado
por el autor de esta tesis (Delgado y Canelas, 2023). En dicho articulo se
discutieron resultados preliminares para algunos de los ejemplos presentados en
esta tesis. En varias ocasiones, en muchos de los articulos en los que utilizaron
el XFEM con el método de la funcién de nivel hicieron mencién a la posibilidad
de utilizar la DT como metodologia para el sembrado de huecos, mas no se
identificé ningin articulo que asi lo haga. Ademas, en ninguna publicacion se
utilizé la DT como criterio de optimizacién como si se hace en esta tesis. El
anterior analisis permite concluir que, en el mejor conocimiento del autor de

este documento, lo que se presenta en los siguientes capitulos es novedoso.

3.2. Derivada topoldgica

Los métodos de optimizacion de estructuras requieren estimar, de forma di-
recta o indirecta, la sensibilidad de cierto funcional a cambios en los parametros
que definen el problema. En este marco, la DT tiene la particularidad de esti-
mar directamente la sensibilidad del funcional ante un cambio topolégico del
dominio, por ejemplo la creacion de un hueco de tamano infinitesimal. Con
esa particularidad en mente, en primer lugar en la Seccién 3.2.1 se presenta el
concepto de la DT. Posteriormente en la Seccién 3.2.2 se presentan los méto-
dos de célculo méas usuales. Finalmente en la Seccién 3.2.3 se presenta el uso

reciente de la DT en métodos de optimizacion topologica de estructuras.
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3.2.1. Concepto de la derivada topologica

En este trabajo se considerd la definicion de la DT como presentaron No-
votny y Sokotowski (2013). Para ello se parte de un dominio 2 C R™ abierto
y acotado que se ve sometido a una pequena perturbacién B, . = x¢ + ew,
de tamano € > 0, tal que m € ) como se presenta en la Figura 3.22. Se
considera que xg es un punto arbitrario interior de 2 y w es un dominio fijo
de R™.

\J ¢
. Byye = 10 + ew

Figura 3.22: Esquema del dominio perturbado topoldgicamente. Basado en un
esquema similar de Novotny y Sokotowski (2013).

Se define Q. = Q\ By, . como el dominio perturbado y J : O — R como un
funcional que depende de la geometria del dominio, con O € P(D) = {Q|Q C
D} una cierta familia de dominios para los cuales tiene sentido el cdlculo
del funcional. Se asume que el funcional admite la expansién presentada en
la Ecuacién (3.60), donde f(€), denominada funcidn regularizadora, es una
funcién no negativa, mondtona creciente tal que f(e) — 0 cuando € \ 0,
o(f(e)) es el resto, el cual satisface la Ecuacién (3.61) y DrJ (o) es la derivada
topoldgica de J(£2) evaluada en el punto xg. De la anterior expresién, la DT se
define segiin se muestra en la Ecuacién (3.62), donde se destaca que depende
explicitamente del punto centro de la perturbacion e implicitamente de la forma
w de la perturbacién y de f(e€). Vale la pena destacar que f(e) en general esta
dada por una tnica familia de funciones, por ejemplo f(€) = ae?, y la tinica

dependencia de la DT con f(e€) es un factor de escala a.
J(Qe) = T(Q) + f(€) DrT (x0) + o(f(€)) (3.60)
o)

N0 f(e)
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J () =T ()
f(e)

En su libro, Novotny y Sokotowski (2013) mostraron que el concepto de

la DT puede ser utilizado tanto para analizar la sensibilidad a la nucleacién
de huecos en el dominio como para analizar la sensibilidad a la nucleacién
de inclusiones. Para esta tesis se consider¢ el segundo caso, por lo cual By, .
es una region de diferente material. En este escenario la definicién de la DT
se extiende a todo D y (). pasa a ser la regiéon ocupada por la estructura
perturbada topoldgicamente y su expresion depende de zy segin se presenta

en la Ecuacién (3.63).

OB, . s Q
—{ \Brye sl € (3.63)

‘< QUB,, e sizg ¢

En términos generales, suele ser laborioso (o incluso imposible) obtener una
expresién cerrada para las DT de funcionales genéricos. Lo anterior se debe
a que los funcionales J suelen depender de la solucion de un problema de
ecuaciones en derivadas parciales. Para ejemplificar lo anterior se considera el
funcional dado por la Ecuacién (3.64), donde u es el desplazamiento solucién
del problema plano de elasticidad lineal bimaterial. Para este ejemplo, la fun-
cion J(€2) no solo implica modificar el tensor eldstico para tener en cuenta el
cambio de material en la integral, sino considerar el desplazamiento u, solucién
del problema plano de elasticidad lineal bimaterial en el cuerpo perturbado.
Estimar la variacion del funcional causada por la variacion de la solucion suele
ser la gran dificultad del calculo de las DT. Algunos autores de articulos que
utilizaron el XFEM en optimizacién topoldgica de estructuras, identificaron la
anterior gran dificultad como la principal limitante en el uso de la DT para

optimizacién topolégica (e.g. Kuci y Jansen, 2022).

7(Q) = /D CQ)V* (1) : V*(u)d) (3.64)

3.2.2. Meétodos de calculo de la derivada topologica

Existen distintos métodos para el calculo de las DT de diversos funcio-
nales. A continuacién se presentan los cuatro métodos mdas importantes que

se identificaron para el calculo de funcionales utilizados en optimizacion es-
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tructural. Estos cuatro métodos son: el método directo, el método adjunto
(Amstutz, 2006), el método lagrangiano (Delfour, 2018; Gangl y Sturm, 2020)
y el método de sensibilidad topoldgica basado en variacién de forma (Novotny
y Sokotowski, 2013).

3.2.2.1. Meétodo directo

El método directo se basa en utilizar directamente la definicién de la DT
dada por la Ecuacién (3.62). Lo anterior hace que el método directo sea el mas
sencillo de analizar, lo que se compensa por ser un método de dificil aplicacién
para casos complejos. Para evaluar el impacto del cambio de dominio en el
sistema de ecuaciones diferenciales se suele hacer algin tipo de ansatz para
aproximar la solucién. Un ansatz muy utilizado para el problema plano de
elasticidad lineal fue propuesto por Kozlov et al. (1999) el cual se presenta
en la Ecuacién (3.65), donde G, es el desplazamiento solucién de un problema
exterior de solucién calculable por el método de variables complejas presentado

en la Seccién 2.3 y 4, es un resto.

u =u+u +u (3.65)

El método directo ha sido utilizado para calcular varias DT de utilidad para
optimizacién topoldgica de estructuras y problemas similares. Hintermiiller et
al. (2012) utilizaron el método directo para calcular la DT del error cuadratico
total en la resolucién de problemas inversos. Lopes et al. (2015) utilizaron el
método directo junto con el ansatz de Kozlov et al. (1999) para calcular la DT
de la energia potencial total del problema plano de elasticidad lineal. Giusti et
al. (2016) utilizaron el ansatz de Kozlov et al. (1999) para calcular la DT de
la energia potencial total para el problema de elasticidad linean anisétropo y
heterogéneo. Lopes et al. (2017) utilizaron el método directo para calcular la
DT de la complacencia en un problema de elasticidad lineal con contacto que
tiene friccién. Xavier y Novotny (2017) utilizaron el ansatz de Kozlov et al.
(1999) para calcular la DT de la energia potencial total en el problema plano de
elasticidad lineal para un problema que tiene presién hidrostatica uniforme en
los vacios. Yaghmaei et al. (2020) utilizaron el método directo para calcular la
DT cuando la perturbacion consiste en eliminar un elemento de una malla del
FEM. Calisti et al. (2021) utilizaron el método directo con leves modificaciones

para calcular la DT de las componentes del tensor de homogeneizacién de
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segundo orden. Castanar et al. (2022) utilizaron el método directo para calcular
la DT de la complacencia en elasticidad de cuerpos incompresibles. En esta

tesis, en el Anexo C se utilizé el método directo para calcular la DT del area.

3.2.2.2. Meétodo adjunto

El método adjunto es, probablemente, el método mas utilizado para el calcu-
lo de las DT. Se presenta a continuacién el método segin lo presenté Amstutz
(2006) pues fue pionero en el uso del método en el caso de nucleacién de in-
clusiones en el dominio. Antes de entrar en el resultado principal del método
adjunto se realizan algunas definiciones. En primer lugar se hace notar que la
formulacién débil del problema plano de elasticidad lineal se reescribe como:
encontrar u € U tal que se verifique la Ecuacién (3.66), donde A(-, -) estd dada

por la Ecuacién (3.67) y £(-) estd dada por la Ecuacién (3.68).

Al v) = (V) Vv EV (3.66)
Alu,v) = /D (CQV* (W) : V*(v) O (3.67)
(v = / B(Q) - v Q) + / q-vdon (3.68)

En el problema perturbado, la formulacién débil del problema plano de
elasticidad lineal pasa a ser: encontrar u. € U tal que se verifique la Ecua-
cién (3.69). En dicha ecuacion A.(-,-) y () son segin se presentan en las
Ecuaciones (3.70) y (3.71), respectivamente. En la Ecuacién (3.70), C(€) es
el tensor elastico que resulta de tener en cuenta las propiedades eldsticas de la
inclusion en By, .. De forma andloga, b(§2.) es el vector de fuerzas de volumen

que tiene en cuenta un posible cambio dentro de la inclusion.

Ac(u,v) =L (v)VveY (3.69)
A (u,v) = /D (COQ)V*(u) : V*(v) A, (3.70)
l(v) = / b(Q) - vdQ. +/ q - vdoSd, (3.71)

Los funcionales [J(2) suelen surgir a partir de funcional tipicamente inte-
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gral J(w), con w € U, en el caso particular en que w es la solucién u. De esta
manera, para los funcionales integrales Jy : Y — Ry J. : U — R, se cumplen
las Ecuaciones (3.72) y (3.73). Segin se discutié en la observacién sobre la
dificultad del célculo de las DT, el funcional J(€2) implica simultdneamente
la modificacién de la expresion integral de Jo(w) a J.(w) y la modificacién de

la solucion w del problema plano de elasticidad lineal desde u a u..

T () = Jo(u) (3.72)

T () = Je(ue) (3.73)

Con las definiciones anteriores se define el problema adjunto, en el dominio
perturbado y en su formulacién débil, como encontrar v, € V tal que se veri-
fique la Ecuacién (3.74). El término de la derecha de la anterior ecuacién se
define como la derivada de Fréchet de 7, evaluada en u aplicada a la direccion
v. De forma andloga, se define el problema adjunto en el dominio imperturba-
do como encontrar v tal que verifique la Ecuacién (3.75). La diferencia entre
ambos problemas son las definiciones de A y J, donde la segunda es siempre
evaluada en u, solucion del problema plano de elasticidad lineal imperturbado.
El hecho de tener que resolver un problema adicional, denominado problema

adjunto, es lo que da el nombre al método.

A(v,0) = — <%Je(u),v> VveV (3.74)
A(v,0) = — <%Jg(u),v> VveV (3.75)

Segun presenté Amstutz (2006), el método adjunto para el calculo de las
DT se basa en asumir que existen, para cada x, funciones 0.4, 6, .J; y d.J5
tales que cumplan las Ecuaciones (3.76) a (3.79). Se destaca que los restos
o(f(€)) no son necesariamente iguales en las cuatro ecuaciones, simplemente

son funciones que cumplen la Ecuacion (3.61).

(Ac = Ao)(u, v) = f(€)dA+ o(f(e)) (3.76)
(le = to)(vc) = f(€)dl + o(f(€)) (3.77)
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Jo(u.) = Je(u) + <%Je(u), u, — u> + f(e)dJ1 + o(f(€)) (3.78)

Je(u) = J(u) + f(e)0J2 + o(f(€)) (3.79)

Finalmente, la DT se calcula como presenta la Ecuacién (3.80). A partir de
la ecuacion anterior, el método adjunto es un método mas facilmente aplicable
a casos mas complejos que el método directo, si bien en la mayoria de los casos
implica resolver un problema de ecuaciones diferenciales parciales adicional. De
todas formas se destaca que se requieren ciertas hipdtesis, no siempre presentes,
sobre la suavidad de algunos funcionales. Principalmente, el método adjunto
requiere que J, sea diferenciable Fréchet y los funcionales A y ¢ admitan los

desarrollos presentados.

DTj(IQ) = (5./4(.730) — 5€(Z‘0) + (5J1(l’0) + 5J2(ZL’0) (380)

El método adjunto también fue utilizado para calcular varias DT de utilidad
en optimizaciéon topologica de estructuras y problemas similares. En primer lu-
gar, Sokolowski y Zochowski (1999) son los primeros en definir con rigurosidad
matematica la DT y utilizaron el método adjunto para calcular la DT de fun-
cionales integrales de formas cuadraticas en el problema de elasticidad lineal.
Garreau et al. (2001) utilizaron el método adjunto, en el caso de nucleacién de
huecos en el dominio, para funcionales genéricos bajo ciertas condiciones de
regularidad. Sokolowski y Zochowski (2001) utilizaron el método para calcu-
lar la DT de la energia potencial total y un funcional asociado a criterios de
fluencia en el problema de elasticidad lineal bajo la hipdtesis de nucleacion de
huecos. Posteriormente, Amstutz (2006) avanzoé en el método adjunto y calcul6
la DT de funcionales genéricos con ciertas condiciones de regularidad para el
problema de elasticidad lineal en el caso de inclusiones con diferente material.
Giusti et al. (2009) utilizaron el método adjunto para el cdlculo de la DT de
las componentes del tensor elastico de homogeneizacién de primer orden. Ams-
tutz y Novotny (2010) utilizaron el método adjunto para el célculo de la DT
de un funcional que penalizara zonas donde la tensién de von Mises superara
cierto limite en el problema de elasticidad lineal. Luego, Amstutz y Novotny
(2011) utilizaron el método adjunto para calcular la DT de funcionales genéri-
cos con condiciones de regularidad especificas en el problema de la losa de

Kirchhoff. Canelas et al. (2011) utilizaron el método adjunto para calcular la
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DT de un funcional asociado al potencial magnético en un problema de fundi-
cion electromagnética. Bonnet y Delgado (2013) utilizaron este método para
calcular la DT de funcionales de forma basados en la energia para el problema
de elasticidad anisétropa. Mas recientemente, Ren y Zhang (2021) utilizaron
el método adjunto para calcular la DT de momentos estadisticos basados en la
complacencia para un método polinémico de optimizacién robusta. Miyajima
et al. (2023) calcularon la DT de un funcional que maximiza desplazamientos
en funcion de la complacencia y limitacion de tensiones con un funcional simi-
lar al de Amstutz y Novotny (2010). Feng et al. (2023) utilizaron el método
adjunto en el problema de elasticidad lineal para un funcional que incluye res-
tricciones dimensionales. Cui et al. (2024) utilizaron el método adjunto para
funcionales de forma genéricos, con hipétesis de regularidad, para el problema
de elasticidad lineal anisétropa y heterogénea. En esta tesis, en el Anexo C, se
utilizé el método adjunto en el calculo de la DT del funcional de limitacion de

tensiones.

3.2.2.3. Meétodo de sensibilidad topolégica basado en variacién de

forma

El método de sensibilidad topoldgica basado en variacion de forma es otro
método que ha sido bastante utilizado para el calculo de las DT. La presenta-
cién que aqui se hace es la ofrecida en el libro de Novotny y Sokotowski (2013),
donde Novotny es uno de los desarrolladores de la metodologia. Para el célculo
de la DT, este método se basa en la sensibilidad a la variacién de forma del
funcional 7, la cual se describe a continuacion, partiendo desde el dominio
perturbado topolégicamente. El método de sensibilidad topolégica basado en
variacion de forma convierte el problema de analisis de sensibilidad topoldgica
en un problema de analisis de sensibilidad de forma, el cual no es tampoco
sencillo, pero bastante mas conocido. Ademas el método que se presenta es, al
menos desde un punto de vista ingenieril, més intuitivo que el método adjunto.

Como fue adelantado en la introduccién, la sensibilidad de un funcional a
la variaciéon de forma indica la taza de cambio del funcional al perturbarse la
geometria del dominio pero sin la creacién de huecos en él, es decir sin modi-
ficar su topologia (Capitulo 6, Choi y Kim, 2005). En el caso del método de
sensibilidad topoldgica basado en variacion de forma, el dominio que ve mo-

dificada su forma es la estructura ya perturbada topolégicamente (£2.). Por lo
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anterior se define la geometria de la estructura perturbada topolégicamente y
variada de forma €2, como presenta la Ecuacion (3.81), donde 7 es el pardmetro
de variacién de forma y v es el campo de velocidades asociado a la variacién
de forma. En el caso del método analizado, el campo de velocidades es un
campo vectorial diferenciable que debe cumplir los requisitos presentados en
la Ecuacién (3.82), donde n es un vector unitario normal a 0B,, . y saliente
al cuerpo perturbado. Con un campo de velocidades tal que cumpla la Ecua-
ci6én (3.82), se tiene que la variacion de forma resulta en aumentar el tamano

de la perturbacion de € a € + 7.

Q ={z,eR* 2z, =2+ 70,0 €Q} (3.81)

—n en 0B,

(3.82)
0 en O00QUOID

v € R? tal que {

La sensibilidad a la variacién de forma se define como presenta la Ecua-
ci6én (3.83), donde % es la derivada total con respecto a 7 segun se define en
los libros de mecanica del continuo (Kundu et al. 2016). En términos generales
se suele hacer referencia a €2, como la configuracion espacial del problema de
variacion de forma y a €. como la configuracion material. En particular, las
propiedades mecanicas para cada punto xz, de la configuracion espacial son las
del punto material x asociado. Para el calculo de la derivada total del funcio-
nal J(€2,), la cual suele ser (y efectivamente es en los funcionales considerados
en esta tesis) la derivada de una expresién integral, se recurre al teorema de
transporte de Reynolds segin se presenta en la Ecuacion (3.84) (Kundu et al.
2016), donde ¢(7,x) es un campo espacial genérico.

tiy L) = T () _ %J(QT)

T—0 T

(3.83)

=0

d
—/ o(7,x)dS2, —/ O, o(1, x)dS2, + o(r,z)(v-n)doQ,  (3.84)
dr Jo, Qr a0,
Finalmente, Novotny y Sokolowski (2013) en su libro mostraron que la defi-
nicién de la DT dada por la Ecuacién (3.62) es equivalente a la que se presenta
en la Ecuacion (3.85), la cual es posible debido a que existen homeomorfismos

entre los espacios {2, y 2,. La ecuacién anterior implica que la sensibilidad a la
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nucleaciéon de una perturbacién en el dominio, cuando el tamano de dicha per-
turbacién tiende a cero, es equivalente a la sensibilidad a aumentar el tamano

de dicha perturbacién cuando su tamano es infinitesimal.

. 1 i j(QT)—j(Qe>_' ;
Drd (o) = lim 57y 1 T ~Bare

L@ )

Al igual que los métodos anteriores, el método de sensibilidad topoldgica
basado en variacién de forma ha sido utilizado en el calculo de DT de utilidad
en optimizacién topolégica de estructuras. Giusti et al. (2008) utilizaron la
metodologia para calcular la DT de la energia potencial total en el problema
plano de elasticidad lineal. Giusti et al. (2010) también utilizaron el método
para calcular la DT de la energia potencial total del problema de transferencia
de calor estacionario. Silva et al. (2011) utilizaron el método de sensibilidad
topologica basado en variacion de forma para calcular la tasa de liberacion
de energia producto de fisuras desde el dominio sin fisuras en base a la DT.
Maés recientemente Baiges et al. (2019) utilizaron el método para calcular la
DT de la complacencia en un problema con cierto grado de aleatoriedad en
las cargas. En esta tesis, en el Anexo C, en el cédlculo presentado de la DT de
la complacencia, se consider6 el método de sensibilidad topolégica basado en

variacién de forma.

3.2.2.4. Meétodo lagrangiano

Finalmente, el método lagrangiano es otro método que ha comenzado a ga-
nar renombre en el calculo de las DT no facilmente resolubles por los métodos
anteriores. Uno de los primeros trabajos en utilizar este método para calcular
DT fue publicado por Delfour (2018). En dicho articulo el autor noté que el
funcional J se encuentra sujeto a una restriccion dada por el sistema de ecua-
ciones en derivadas parciales (ecuacién de campo), por lo que puede definirse
un lagrangiano dado por la Ecuacién (3.86). En la ecuacién anterior, ¢ es el
multiplicador de Lagrange asociado a la Ecuacién (3.69). La Ecuacién (3.86)
se baso en el articulo de Gangl y Sturm (2020) por su mayor claridad. Luego,
el método se basa principalmente en utilizar la propiedad de que el 6ptimo es

el punto silla del lagrangiano y operar desde ahi.

L(Q,u, O)(v) = J(u) + ¢ (Ac(ue, v) — £e(v)) (3.86)
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Luego, los articulos de Gangl y Sturm (2020) y Sturm (2020) avanzaron
sobre el método. En particular, Sturm (2020) lo utilizé para calcular DT de
funcionales asociados a problemas semilineales y Gangl y Sturm (2020) lo uti-
lizaron para problemas cuasilineales. En ambos articulos llegaron, de forma
similar al método adjunto, a una expresion de la DT en base a la suma de de-
rivadas de distintos términos del lagrangiano. En ambos articulos consideraron
la ecuacion del estado adjunto promediado como hallar (. tal que se verifique
la Ecuacién (3.87) (Laurain y Sturm, 2016). El adjunto promediado, si bien
presenta una expresion mas compleja que la del problema adjunto, es una de

las principales herramientas utilizadas en el método lagrangiano.

1
/o <€%£(Qe, sue + (1 — s)u, CE)(<p),V> ds=0V eV (3.87)
Mas recientemente Gangl y Sturm (2022) propusieron un método numérico
para calcular la DT de problemas elipticos lineales o no, en dos o tres dimen-
siones. Dicho método se basé en el método lagrangiano segun lo discutieron los
anteriores articulos. Gangl y Sturm (2022) llegaron a una expresién genérica
para la DT que requiere resolver tres sistemas de ecuaciones diferenciales: el
problema de base, el problema adjunto y un tercero. Segiin declararon los auto-
res, el método numérico es una herramienta de utilidad cuando el problema ad-
junto, o el de base, no presentan solucién tnica. Se destaca que Gangl y Sturm
(2022) obtuvieron la DT de la complacencia en el problema de elasticidad en
grandes desplazamientos con el modelo material de Saint-Venant-Kirchhoff.
Si bien el método lagrangiano no ha sido tan utilizado en el célculo de las
DT en problemas de optimizacién topoldgica de estructuras; se ha visto que
parecer ser un método de mucha utilidad en los calculos mas complejos. En

esta tesis no se utilizo este método en ningiin célculo.

3.2.3. Derivada topoldgica en optimizacion topolégica
de estructuras

Las DT han tenido gran utilidad en diversos problemas de Ingenieria y ra-

mas similares. La derivada ha tenido utilidad en el procesamiento de imagenes

por computadora (Auroux et al. 2006), en la obtencién de tomografias (Au-

roux et al. 2010), en el diseno de conductores de calor (Giusti et al. 2010), en
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procesos de fundicién electromagnética (Canelas et al. 2011), en la identifica-
ci6n de inclusiones (Hintermdiiller et al. 2012), en el disefio de motores (Gangl
et al. 2016), en el diseno de sistemas de conduccién de fluidos (Ruspini et al.
2019) y en optimizacién estructural. A continuacién se analiza el uso de las
DT en optimizacién topoldgica de estructuras y se identifican los principales
métodos desarrollados.

Dada la capacidad analizada de la DT de medir la sensibilidad de algin
funcional a la modificacion local del material, parece intuitivo su uso como
indicador en algoritmos de optimizacion topoldgica de estructuras. Efectiva-
mente, la primer referencia en utilizar la DT en optimizacion topolégica de
estructuras es el articulo publicado por Eschenauer et al. (1994), donde se
optimizaron estructuras que maximizaran la rigidez estructural, cumpliendo
ademas una restriccion de igualdad en el volumen ocupable. Se destaca que al
momento de publicacién del articulo de Eschenauer et al. (1994), la DT atin
no contaba con una formulacién matemaética rigurosa, lo cual continuaria asi
hasta el articulo de Sokolowski y Zochowski (1999).

3.2.3.1. Meétodo de optimizacion de burbuja

El método que desarrollaron Eschenauer et al. (1994) se denomina método
de burbuja. El método se basa en un esquema como el presentado en la Figu-
ra 3.23, donde se parte de una estructura inicial sin huecos la cual se optimiza.
Inicialmente, en base a métodos de optimizacion de forma, se modifican los
bordes de dicha estructura hasta llegar a una geometria optimizada sin nu-
cleacion de huecos. Posteriormente, en base a una funcion que denominaron
funcion caracteristica del problema de optimizacion estructural se define si es
conveniente para la funcion objetivo crear un hueco en el interior del domi-
nio (existen puntos donde dicha funcién caracteristica es negativa) y en caso
afirmativo se lo crea (en el punto donde la funcién fuera minima). Si bien
Eschenauer et al. (1994) la denominaron funcién caracteristica, dicha funcién
fue muy similar a la DT de la funcién objetivo. Luego se repite el paso de
optimizacién de forma, en el cual se incluyen modificaciones a la geometria del
hueco nucleado en el paso anterior. El algoritmo contintia hasta que no sea con-
veniente crear nuevos huecos. En base a este algoritmo se lograron optimizar
estructuras clasicas en aproximadamente treinta iteraciones. En la concepcién

inicial de dicho método no se utilizé una funcién de nivel para representar la
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geometria sino que los bordes se los parametrizé con curvas conocidas. Es por
el motivo anterior que el método del articulo de Eschenauer et al. (1994) tiene
la importante desventaja de requerir un remallado constante para adaptarse a

la geometria de los bordes.

e 2D 2»
» X X

Figura 3.23: Esquema del método de optimizacién de burbuja

Si bien el método de burbuja no es de los métodos mas utilizados en opti-
mizacién topologica de estructuras basados en la DT, existen algunos articulos
recientes en los que si se utilizé. Riehl y Steinmann (2015) utilizaron un méto-
do similar al de burbuja, en el cual se emplea el FEM y progresivamente se
retiran elementos de los bordes de la geometria en base a la DT. Luego, avan-
zada la optimizacion de forma, el método que utilizaron remueve elementos del
interior del dominio también en base a la DT. La ventaja del método de Riehl
y Steinmann (2015) sobre el de Eschenauer et al. (1994) es que no necesitan
remallar tan seguido, solamente en algunos pasos de suavizado de bordes. Pos-
teriormente, Ullah y Trevelyan (2016) utilizaron una adaptacién del método
de burbuja en la cual consideraron una geometria dada por una funciéon de
nivel en una malla fija y el andlisis estructural lo realizaron en base al método
de los elementos de contorno. El método de Ullah y Trevelyan (2016) requiere
remallar la malla del método de los elementos de contorno, la cual es de una
dimensién menor a la geometria del problema estructural, en todos los pasos
del algoritmo de optimizacién estructural. Ademas, el método de Ullah y Tre-
velyan (2016) requirié cientos de iteraciones para las geometrias clasicas. Més
recientemente, Cai y Zhang (2020) emplearon el método de burbuja parame-
trizando los bordes con curvas de forma similar a arcos de elipse, a las que
denominaron smoothly deformable implicit curve, y empleando para el analisis
estructural el método de la celda finita (Diister et al. 2008). El método de la

celda finita es un método basado en el FEM, con algunas similitudes con el
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XFEM, en donde se habilita considerar geometrias no solidarias a la malla de
elementos finitos, lo que permite representar las modificaciones en los bordes
de la geometria sin remallado. La diferencia fundamental entre el método de
la celda finita y el XFEM es que el primero se basa en generar celdas embebi-
das en los elementos originales donde ocurre la discontinuidad, mientras que
el segundo, como se presento en la Seccion 3.1.3.1, se basa en incluir funciones
de interpolacion extendidas dentro de los mismos elementos cortados. Otra di-
ferencia menor es que el método de la celda finita no es facilmente empleable
con mallas no estructuradas y el XFEM no presenta ninguna diferencia en si
la malla es estructurada o no. El método de Cai y Zhang (2020) se utilizd
originalmente para resolver problemas de optimizacion estructural a volumen
fijo minimizando la complacencia y para mecanismos complacientes a volumen
fijo; y fue recientemente extendido por Cai et al. (2023) y Zhang et al. (2023)
para céscaras. En los articulos de Cai et al. (2023) y Zhang et al. (2023) se
optimizaron cascaras de Kirchhoff-Love, en la cual la geometria de la super-
ficie media la parametrizan mediante NURBS y los huecos en el dominio los

parametrizan utilizando el método de Cai y Zhang (2020).

Se han desarrollado otros métodos de optimizacién topoldgica de estructu-
ras en base a la DT que toman sus bases del método de la burbuja pero que a
su vez utilizan el método de la funcién de nivel para optimizar y representar
la geometria. En particular, Allaire et al. (2005) son de los pioneros en utili-
zar la DT en conjunto con el método de la funcién de nivel en optimizacion
topolégica de estructuras. En su articulo, Allaire et al. (2005) emplearon la
derivada de forma para modificar la geometria de la estructura y cada cierto
numero de pasos del algoritmo de optimizacién estructural emplearon los va-
lores minimos de la DT para crear un hueco en la estructura. Al emplear la
funcién de nivel, el método de Allaire et al. (2005) no requiere modificar la
malla de elementos finitos, aunque las geometrias obtenidas no son necesaria-
mente suaves. Dicho método fue recientemente utilizado por Tan y Zhu (2023)
para optimizar estructuras multimateriales a complacencia con volumen fijo
empleando el FEM para el andlisis estructural y el método de los elementos
finitos Galerkin-discontinuos para la evolucién de la geometria.

Otro método muy similar al método de burbuja fue desarrollado por Wang
et al. (2004), quienes son otros de los pioneros en el uso conjunto de la DT
con el método de la funcién de nivel. El método de Wang et al. (2004) se

basa en remover progresivamente de la estructura los puntos donde la DT sea
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minima, imponiendo una remocién de material fija en cada iteracion. Recién
una vez que el volumen alcanzado es el objetivo se pasa a hacer optimizacion
de forma para obtener la geometria optimizada. Este método, el cual requiere
pocas iteraciones, fue utilizado por Zhang y Zhang (2016), quienes emplearon
una extension del método de la funcién de nivel a la que denominaron funcién
de nivel local. El método de Zhang y Zhang (2016) emplea las funciones de
nivel locales para solamente definir dicha funcién cerca de los bordes y reducir
el costo computacional, pero requiere de varias reinicializaciones de dichas
funciones y muchas iteraciones. Desai et al. (2021) atacaron un problema de
optimizacién topoldgica multiparamétrico en el cual, ademas de optimizar la
geometria de la estructura en si, optimizaron la localizacién y orientacién de
un conjunto de fibras. Desai et al. (2021) emplearon el método de Wang et
al. (2004) para agregar progresivamente fibras a la estructura. Se destaca que
todos los articulos identificados en los cuales se utilizo el método de Wang et
al. (2004), emplearon el FEM sin ningin tipo de remallado y en todos los casos

se tuvo una representacion de los bordes no muy buena.

3.2.3.2. Métodos basados en una ecuacién de evolucién de la fun-

cién de nivel

Otro grupo de métodos basados en la funcién de nivel y la DT para opti-
mizacién topologica de estructuras son los que modifican la funcién de nivel en
base a algtn tipo de ecuacion de transporte. Los primeros métodos de este es-
tilo (Burger et al. 2004; Hintermiiller, 2005; Yaghmaei et al. 2020) se basan en
la Ecuacién (3.88), la cual es la ecuacién de Hamilton-Jacobi con un término
fuente agregado. En dicha ecuacién ¢ hace las veces de un pseudo-tiempo y
v es un vector de velocidad de modificacion de la geometria, el cual se suele
obtener a partir de expresiones de sensibilidad de forma. Burger et al. (2004)
y Hintermiiller (2005) fueron otros de los pioneros en optimizacién topoldgi-
ca combinando la DT con el método de la funcién de nivel pero ninguno de
los dos realizé optimizacién estructural. Hintermiiller (2005), quien hizo tra-
tamiento de imagenes, basé su método en un esquema de dos pasos, en los
que inicialmente se emplea la Ecuacién (3.88) sin el término de VW para hacer
optimizacién topologica pura y luego de cierto punto se continia sin el término
fuente para hacer optimizacién de forma pura. Burger et al. (2004), quienes

resolvieron problemas inversos, simplemente utilizaron la Ecuacién (3.88) com-
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binando ambos efectos. El método de Burger et al. (2004) fue utilizado para
optimizacién topoldgica por Khan et al. (2019), quienes trabajaron en proble-
mas de optimizacion topoldgica de estructuras a complacencia con volumen
fijo. El principal aporte de Khan et al. (2019) fue combinar el método de Bur-
ger et al. (2004) con el método Galerkin sin malla (element free Galerkin en
inglés), pero no lograron mejoras significativas en la representacion de la geo-
metria final. Por tltimo lugar, Yaghmaei et al. (2020) emplearon un método
similar considerando la Ecuacién (3.88) sin el término de VW en todo el méto-
do de optimizacion, y lo utilizaron para maximizar frecuencias de vibraciones
de losas magento-reoldgicas. Se destaca que para no obtener geometrias muy
rugosas Yaghmaei et al. (2020) emplearon un filtro que promedia la funcién de

nivel entre nodos.

8V +v VU = DpJ (3.88)

Otro método de optimizacién estructural basado en la resoluciéon de una
ecuacién de evolucién de la funcién de nivel que incluye la DT, fue presen-
tado por Yamada et al. (2010). Su método es uno de los més utilizados para
optimizacién topoldgica de estructuras con la DT, junto con el de Amstutz
y Andrd (2006) que se presenta mas adelante en esta misma seccién, y se
basa en utilizar la Ecuacién (3.89). Dicha ecuacién es una versién andloga
a la clasica ecuacion de reaccién y difusion de trazadores, utilizando la DT
como término fuente. En este método, el parametro ¢ cumple el rol de un
parametro de difusion y ayuda a regularizar la funcién de nivel y obtener geo-
metrias suavizadas. Al igual que los métodos anteriores basados en ecuaciones
de transporte, el método de Yamada et al. (2010) requiere la resolucién de la
Ecuacién (3.89) en cada iteracion del algoritmo de optimizacién estructural,
lo que en ocasiones requiere de muchos pasos de pseudo-tiempo cortos para
cumplir condiciones clasicas de ecuaciones de evoluciéon como ser la condicién

de Courant-Friedrichs-Lewy.

OV — V2V = DrJ (3.89)

El método de Yamada et al. (2010) ha sido muy utilizado en los afios recien-
tes para optimizar estructuras a complacencia con una restriccion de volumen.
Se destaca que en la mayoria de los articulos identificados se utilizé el FEM

sin ningun tipo de algoritmo de remallado. En primer lugar Cui et al. (2016)
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fueron los primeros en hacer optimizacién multimaterial con el método de la
ecuacion de reaccién-difusion. La formulacion multimaterial la consideraron
con el método de la funciéon de nivel en un esquema en el cual solamente se
permiten cambios especificos entre dos materiales. Posteriormente, Martinez-
Frutos y Ortigosa (2021) parecen ser pioneros en optimizar robustez estructural
con la DT, donde se define la robustez estructural como evitar colapsos globa-
les a partir de fallas locales. El método de Martinez-Frutos y Ortigosa (2021)
se basa en minimizar la complacencia en escenarios de fallas aleatorios y el
valor esperado de excesos de cierta complacencia limite. Casi en simultaneo,
Ren y Zhang (2021) consideraron un método de descomposicién polinémica de
momentos estadisticos y la DT de los coeficientes de estos polinémios para op-
timizar estructuras incluyendo aleatoriedad de cargas y propiedades mecéanicas
de los materiales. Miki y Yamada (2021) consideraron optimizacion topolégica
de estructuras creadas por el método de manufactura aditiva. En su articu-
lo, emplearon el método de las deformaciones inherentes para sumarle a la
complacencia un término que penalice las deformaciones térmicas volumétri-
cas causadas por el método de fabricacion. Lo anterior fue expandido en el
articulo de Miki (2023), en el cual le agregé condiciones al problema de opti-
mizacion estructural tal que las estructuras sean autosoportantes en el proceso
de fabricacién. Las condiciones agregadas son de limitar el angulo maximo de
la estructura respecto a la direccién de fabricacion y un problema multifisica
con transferencia de temperatura para evitar zonas de goteo. Ademas, Miki
(2023) calculé las DT de dichas restricciones. Noda et al. (2022) utilizaron el
método de Yamada et al. (2010) para optimizaciéon multimaterial, con una nue-
va formulacién en la cual consideran una matriz de funciones de nivel, lo que
facilita la ecuacion de evolucién pero aumenta el niimero de incégnitas. Noda
et al. (2022) optimizaron tanto estructuras a complacencia como la generacion
de mecanismos complacientes. Posteriormente, Noda et al. (2024) extendieron
el articulo de Noda et al. (2022) para incluir un material anisétropo reforzado
con fibras, al cual no solo se optimizd su localizacion sino ademas su orienta-
cién. Oka et al. (2023) mejoraron el método de Yamada et al. (2010) utilizando
el método acelerado de descenso por gradientes de Nesterov. Finalmente, Feng
y Yamada (2024) y Feng et al. (2023) utilizaron el método de la ecuacién
de reaccién-difusion para optimizaciéon multimaterial, en el cual consideraron
la formulacién que presenté Noda et al. (2022), y consideraron el proceso de

fabricacién de la manufactura aditiva. Para tener en cuenta el proceso de fa-
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bricacién, los anteriores autores consideraron optimizacién de las estructuras
por piezas, las cuales presentan restricciones al tamano maximo fabricable y
restricciones asociadas al proceso de ensamblado, las cuales definieron con un
problema multifisica.

Algo a destacar del método de Yamada et al. (2010) es que en muchos
de los articulos en los que se empled (e.g. Feng y Yamada, 2024; Feng et al.
2023; Miyajima et al. 2023; Noda et al. 2022, 2024) se utiliz6 una franja de
transicion de las propiedades materiales en los bordes. Esta franja de transicion
logra que las propiedades materiales no sean discontinuas en la interfase entre
el material estructural y el material blando que representa los vacios. Si bien
la franja de transicién disminuye la precisiéon del analisis estructural, en los
articulos se declara que mejora significativamente la convergencia del método
de la ecuacion de reaccion-difusién.

Se identificaron también varios articulos en los que se utilizé el método de
Yamada et al. (2010) para optimizacién de estructuras a complacencia, en los
que se empled el FEM pero con algoritmos de remallado. En primer lugar,
Li et al. (2021) presentaron un método en el cual se remalla en cada iteracién
adaptandose a la geometria de la estructura, con tamano de elemento creciente
al alejarse de los bordes. Posteriormente, Cortellessa et al. (2023) presentaron
un algoritmo en el cual, cada cierto nimero de iteraciones del método de la
ecuacion de reaccion-difusion, se rehace la malla de elementos finitos. La malla
de elementos finitos de Cortellessa et al. (2023) es de un tamano de elemento
uniforme en la parte material y anisétropa y estirada segin la direccion de
los bordes en los vacios. Finalmente, Cui et al. (2023, 2024) presentaron un
método, al cual denominaron restriccién exacta de volumen, el cual requiere en
cada iteracién remallar para adaptar la geometria al borde. Segin los autores
de estos ultimos articulos, la tinica forma de tener una restriccion exacta de
volumen con el método de Yamada et al. (2010) es con su método de remallado.

Otros usos del método de Yamada et al. (2010) en optimizacién topolégica
ha sido el de optimizacién de mecanismos complacientes (Miyajima et al. 2023)
y en la colocacién de refuerzos para prevenir fisuracion (Wu et al. 2020). Del
articulo de Miyajima et al. (2023) se destaca que fueron los primeros, segin
se identificd, que aplicaron una restricciéon de tensiones en la geometria final
y ademas usaron el método de la ecuacion de reaccion-difusion. Por su parte,
Wu et al. (2020) simplificaron el calculo de la DT de la tasa de liberacién de

energia por fisuracién, linealizandola por partes.
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En una filosoffa similar a la de Yamada et al. (2010), Oliver et al. (2019)
propusieron un método en el cual aplican lentamente la restriccién de volu-
men en base a un lagrangiano. En el algoritmo de Oliver et al. (2019) se parte
de resolver un problema de optimizacion estructural a volumen fijo, en general
mas grande que la restriccién de volumen objetivo, resolviendo una ecuacién de
reaccion-difusién con un suavizado lagrangiano. Una vez alcanzada la estructu-
ra optimizada para cierta restriccion del volumen se actualiza dicha restriccién
y se repite el algoritmo.

Un dltimo método de optimizacién estructural basado en una ecuacién
de evolucién que incluye la DT, fue presentado por Yaghmaei y Ghoddosian
(2019). Estos autores trabajaron en optimizaciéon de losas, tanto en base a
minimizacion de complacencia como maximizacion de frecuencias de vibracién.
La ecuacién que emplearon fue una muy similar a la ecuaciéon de reaccion-
difusion, pero basada en la ecuacion de flexién de una placa en una fundacién
elastica. En dicha ecuacién, la DT hace las veces de carga y la constante de la
fundacién hace las veces de difusién. Este método no se lo ha visto utilizado

en mas articulos pero es ain bastante reciente.

3.2.3.3. Método de descenso por la DT

Otro método basado en la funciéon de nivel y la DT para optimizacién to-
poldgica de estructuras fue desarrollado por Amstutz y Andréd (2006). Estos
autores se basaron en los métodos de optimizacién de punto fijo y la condicién
que en el éptimo la DT de la funcién objetivo es positiva en todo el dominio
(si es un problema de minimizacién). La condicién de optimalidad anterior se
justifica por el hecho que en el éptimo cualquier cambio local de material seria
contraproducente y aumentaria el valor de la funciéon objetivo. El método de
Amstutz y André (2006) desarrolla un algoritmo iterativo el cual se presen-
ta en la Figura 3.24. En un mismo paso, el algoritmo define una geometria
propuesta por la DT, la cual se basa en un método similar a descenso por
gradientes, y luego interpola la funcién de nivel de la geometria propuesta y la
de la geometria anterior para obtener la geometria del siguiente paso. Por esta
interpolacién entre dos funciones de nivel, algunos autores han denominado
el método como SLERP (Spherical linear interpolation, Ferrer et al. 2018).
Este método es el que se utilizé en esta tesis pues no requiere el paso adicional

de resolver una ecuacion de transporte, lo que normalmente implica un costo
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computacional importante, y porque se ha utilizado con éxito en diversos pro-
blemas de optimizacién, por ejemplo el considerado por Amstutz y Novotny
(2010), en el cual se limitan las maximas tensiones. Los detalles de cémo el
método de Amstutz y Andrd (2006) define la geometria propuesta por la DT

y c¢émo realiza la interpolacién se presentan en el Capitulo 5.

Geometria inicial:

Geometria propuesta
por la DT

Geometria sin cambios:

Interpolacion

Geometria final:

Figura 3.24: Esquema del método de optimizacién de Amstutz y André (2006)

El método de Amstutz y André (2006) ha sido muy utilizado en los afios
recientes para optimizacion de estructuras en base a minimizacién de la com-
placencia, en la mayoria de los casos empleando el FEM para el analisis es-
tructural y el célculo de la DT. Los primeros en utilizar el método fueron los
mismos Amstutz y André (2006), quienes declararon que lo mejor es emplear
una misma malla para la funcién de nivel y el FEM, debido al elevado costo
computacional del FEM y al hecho que de utilizar una malla mas fina para la
funcién de nivel se identificaron inestabilidades en la geometria final. Amstutz
y André (2006) en general comenzaron con mallas de elementos finitos gruesas
y al final de su método emplearon refinamientos globales de la malla de ele-
mentos finitos para mejorar la representacion de la geometria. Posteriormente,
Lopes et al. (2015) ampliaron el método para optimizar estructuras sometidas
a varios Estados de Carga (EC) y también emplearon refinamientos globales

al final del método. Giusti et al. (2016) por su parte utilizaron el método sin
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refinar la malla, en problemas de elasticidad anisétropa en la que trabajaron
en un problema multiescala, aunque sin considerar la parte de optimizacion
de la microestructura. Torii et al. (2016) emplearon el método de Amstutz y
Andra (2006) con refinamiento global para un problema estocastico, en el cual
utilizaron métodos estadisticos para definir la DT del peor escenario. Posterior-
mente, Lopes et al. (2017) desarrollaron el célculo de la DT para un problema
con friccién entre dos cuerpos y optimizaron en base al método de Amstutz y
Andra (2006) con refinamiento global. Xavier y Novotny (2017) desarrollaron
el calculo de la DT para problemas con presién interna y lo utilizaron junto con
el método de Amstutz y Andréa (2006) con refinamiento global para optimizar
estructuras con presién hidrostatica dependiente del diseno. Ferrer et al. (2018)
partieron del trabajo de Giusti et al. (2016) e incluyeron optimizacién de la
microestructura seleccionando en cada paso la mejor microestructura de un
catalogo que resolvieron de forma desacoplada. Oliver et al. (2018) ampliaron
el problema de Ferrer et al. (2018) resolviendo el catdlogo de microestructu-
ras en base al método de Amstutz y Andrd (2006). Luego Gangl (2020) y
Romero Onco y Giusti (2020) generalizaron casi en simultdneo el método de
Amstutz y Andrd (2006) para problemas multimateriales. La diferencia en-
tre las propuestas de Gangl (2020) y Romero Onco y Giusti (2020) radica en
la definicién de los distintos materiales en base a la funciéon de nivel: Gangl
(2020) empled un vector de (n — 1) funciones de nivel (siendo n el nimero
de distintos materiales) y definié el material segiin la posicién del vector en
un espacio (n — 1)-dimensional, mientras que Romero Onco y Giusti (2020)
utilizaron (n — 1) funciones de nivel pero los materiales los definieron en un
esquema de descarte, donde la primer funcién define si es material uno o a
definir por la siguiente funcion, la segunda define si es material dos o a definir
y asi sucesivamente. Finalmente, Novotny et al. (2021) mejoraron el problema
de optimizar estructuras sometidas inicamente a su peso propio y emplearon
el método de Amstutz y Andréd (2006) con refinamiento global para obtener

las geometrias optimizadas.

Basados en el método de Amstutz y Andrd (2006), Baiges et al. (2019)
modificaron la busqueda lineal en la interpolacion del método original. En el
método de Amstutz y André (2006) se hace una busqueda lineal, durante la
interpolacion lineal, que parte de la geometria propuesta por la DT y busca
en direccién a la geometria incambiada (detalles de como es esta busqueda

lineal se presentan en el Capitulo 5). Por otra parte, Baiges et al. (2019) desa-
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rrollaron un método heuristico para hacer mas eficiente dicha bisqueda lineal.
Baiges et al. (2019) emplearon su método adaptado, junto con el FEM-cortado
(Cut-FEM en inglés), para resolver problemas de optimizacién estructural con
aleatoriedad, particularmente minimizando el valor esperado y la varianza de
la complacencia. El método FEM-cortado que dichos autores emplearon es
una adaptacion del FEM, en el cual la interfase presenta un refinamiento lo-
cal especializado para lograr capturar adecuadamente la geometria. En base
al método de Amstutz y André (2006) con la busqueda lineal de Baiges et al.
(2019) y empleando nuevamente el FEM, Castanar et al. (2022) extendieron el
problema de optimizacion estructural a materiales incompresibles. La principal
dificultad que presenté el trabajo de Castanar et al. (2022) es que debieron cal-
cular la DT de este caso y decidieron plantear un problema de elasticidad en el
cual agregaron como incégnitas las presiones y las deformaciones desviadoras.
Ademas, los autores notaron que el material blando no podria tener igual coefi-
ciente de Poisson que el material estructural, puesto que la incompresibilidad
agregaria una rigidez al material blando no fisica. Posteriormente, Castanar et
al. (2024) extendieron lo analizado en su articulo anterior para optimizar es-
tructuras incompresibles sometidas a la interaccion fluido-estructura. Al igual
que los trabajos analizados en el estado del arte del XFEM (Jenkins y Maute,
2015, 2016), Castanar et al. (2024) optimizaron unicamente la parte seca de la
estructura, pero emplearon FEM para la parte sélida y un método adaptativo

euleriano-lagrangiano para el fluido.

El método de Amstutz y André (2006) también se ha usado para optimiza-
cién de estructuras en la que se incluye una restriccién de la tensién méaxima,
desde el articulo pionero de Amstutz y Novotny (2010). En dicho articulo los
autores presentaron un funcional de tensiones que penalizara zonas donde la
tension de von Mises supera cierto limite. Los autores dedujeron la DT del
funcional y posteriormente emplearon el método de Amstutz y Andra (2006),
con el FEM y refinamientos de la malla, para optimizar las estructuras evi-
tando zonas de tensiones elevadas. El desarrollo de Amstutz y Novotny (2010)
fue posteriormente utilizado por Lopes et al. (2017) para incluir muchos EC.
Luego dos Santos et al. (2018) extendieron el trabajo de Lopes et al. (2017)
para un problema de optimizacion estructural estocastico. De forma similar a
otros trabajos presentados en esta seccion, los autores descompusieron el al-
goritmo de optimizaciéon estocdstico en dos pasos intercalados: un primer paso

estocastico, en el cual para una geometria dada se define el peor escenario de
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las variables aleatorias, y un segundo paso de optimizacion determinista, en el
cual se actualiza la geometria en base al método de Amstutz y André (2006)
en funcion del peor escenario del primer paso.

Ademas de minimizacién de la complacencia, el método de Amstutz y
Andra (2006) también se ha utilizado en otras aplicaciones de optimizacién
estructural y otras. Lopes y Novotny (2016) emplearon el método, junto con
el funcional de tensiones de Amstutz y Novotny (2010), para hacer optimi-
zacion estructural de mecanismos complacientes con limitacién de tensiones.
Posteriormente, Ganghoffer et al. (2018) emplearon el método para resolver
un problema de optimizacién topoldgica que permitiera crear microestructu-
ras tales que el material macroscopico tuviera coeficiente de Poisson negativo.
Carvalho et al. (2021) fueron pioneros en emplear el método de Amstutz y
Andréa (2006) en placas para hacer minimizaciéon de complacencia o maximiza-
cion de frecuencias naturales. Vale la pena aclarar que Romero Onco y Giusti
(2020) ya habian hecho optimizacién de placas pero solamente minimizando
la complacencia. Finalmente, Calisti et al. (2023) generaron un problema de
optimizacién de microestructuras, donde emplearon el método de Amstutz y
Andra (2006) para generar materiales sélidos que presentaran comportamien-
tos constitutivos de segundo orden asociados a los gradientes de las deforma-

ciones.

3.2.3.4. Otros métodos de optimizacion estructural

Ademas de los métodos anteriormente analizados en los que se utilizé la
DT para optimizacion estructural, también se han visto algunos articulos ais-
lados donde se utilizaron otros métodos. En primer lugar, en el articulo de
Takallozadeh y Yoon (2017) se utilizé el método de los componentes méviles y
deformables, el cual se analiz6 al final de la Seccién 3.1.3.5 (ver Figura 3.21).
En dicho articulo, los autores modificaron en base a la DT el célculo de la sen-
sibilidad a los parametros geométricos de los componentes. Lo que los autores
hicieron fue definir la sensibilidad del funcional como una suma de la DT en
las zonas cercanas a los bordes de los componentes. Vale la pena destacar que
Takallozadeh y Yoon (2017) consideraron para el andlisis estructural el FEM
sin ningun tipo de remallado.

Un ultimo método de optimizacion topolégica de estructuras que se iden-

tificé fue propuesto por Kobayashi et al. (2021), quienes son los unicos, en el
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mejor conocimiento del autor de la tesis, que lo han utilizado a la fecha. En
este trabajo los autores en vez de optimizar estructuras bi o tridimensionales,
como suele hacerse con la DT, optimizaron estructuras formadas por compo-
nentes unidimensionales. Esta metodologia tiene similitud con el método de
los componentes méviles y deformables en el sentido de que optimiza la es-
tructura en base a componentes. La gran diferencia entre ambas metodologias
es que el método de Kobayashi et al. (2021) no mantiene un nimero constante
de componentes sino que se van anadiendo componentes durante el proceso
de optimizacién. Una vez creados los componentes, los Unicos parametros de
disenio son la posicién de sus extremos y la seccion transversal, analogo a lo que
seria una clasica optimizacién de parametros como se discutié en el Capitulo 1.
Para la creacién de los componentes, los autores emplearon una nueva versioén
de la DT a la cual definieron derivada topoldgica de dos puntos, en la cual se
mide la sensibilidad de un funcional a la creacién de un ligamento fino que

conecte dos puntos.

Finalmente, y para terminar con los antecedentes del uso de la DT en
optimizacién estructural, se hace una mencion especial a los siguientes tres
articulos. Estos tres articulos, utilizaron la DT en optimizacion estructural
pero de una forma no convencional, es decir sin utilizarla como medida de
sensibilidad de la funcién objetivo sino con algin otro fin. En primer lugar,
Martinez-Frutos et al. (2019) encararon el problema de optimizacién estructu-
ral buscando que las geometrias obtenidas no fueran muy sensibles a la posible
aparicion de poros en el proceso de fabricacién. Martinez-Frutos et al. (2019)
emplearon la DT como una medida de la sensibilidad a la apariciéon de poros y
la utilizaron como una restriccién de desigualdad (la DT debe ser menor a cier-
to valor) en el problema de optimizacién estructural. Posteriormente, Ferrer
(2019) presenté una nueva propuesta para el clasico método SIMP, en la cual
la interpolacion de las propiedades materiales para densidades intermedias la
definieron a partir de resultados de las DT. Segin declararon los autores, el
método obtenido presenté mejores tasas de convergencia que el SIMP original.
Finalmente, Zhang et al. (2022) trabajaron en la optimizacién de refuerzos
para reducir los danos por fisuracion. Dichos autores emplearon la DT de la
tasa de liberacion de energia por fisuracion como parte de la funcién objetivo
y realizaron optimizaciéon en base al método de sensibilidad clasica, el cual,
como se analizé en la Seccién 3.1.3.5, requiere del sembrado inicial de huecos.

Se destaca que Zhang et al. (2022) emplearon para el andlisis estructural una
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version mejorada del FEM denominada IG-FEM, cuya traduccion al espanol es
método de los elementos finitos con enriquecimiento de interfase. El IG-FEM
posee algunas similitudes con el XFEM con la diferencia fundamental que el
primero define nodos adicionales en la interfase entre dos materiales mientras
que el XFEM incorpora incognitas adicionales y funciones de interpolacién
especializadas.

Al igual que se concluyé en la Seccién 3.1.3, la tnica publicacion que se
identificé que combina el XFEM con el concepto de la DT para optimizacion
topolodgica de estructuras es el articulo de congreso publicado por el autor de
esta tesis (Delgado y Canelas, 2023). Vale notar que si existe un antecedente en
el uso conjunto del XFEM con el concepto de la DT en el articulo de Canelas et
al. (2024), quienes buscaron la solucién de un problema inverso. El tinico otro
trabajo que combina un método similar al XFEM con la DT para optimizacién
estructural fue el hecho por Zhang et al. (2022) pero, ademés de las diferencias
entre el IG-FEM y el XFEM, en dicho articulo no se utiliz6 la DT como criterio
de optimizacion como si se hace en esta tesis. Nuevamente, se concluye que,
en el mejor conocimiento del autor de este documento, lo que se presenta en

los siguientes capitulos es novedoso.
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Capitulo 4
Método de analisis estructural

En este capitulo se describe la metodologia de analisis estructural de las
geometrias que se obtienen con el método de optimizacién estructural, el cual se
presenta en el Capitulo 5. Se entiende por analisis estructural la resoluciéon del
problema plano de elasticidad lineal para un EC especifico, en aras de utilizar
el campo de desplazamientos para calcular otras funciones de interés como ser
la complacencia, tensiones y las DT. El método implementado estd basado
en los elementos triangulares de tres nodos con posterior extension, segun se
discutio en la Seccién 3.1. En primer lugar, en la Seccién 4.1 se presentan
los problemas que se identificaron en las propuestas de la bibliografia y sus
principales causas. Luego, en la Seccién 4.2 se presenta el desarrollo de una
nueva propuesta del XFEM, la cual es la que posteriormente se utilizo en el
método de optimizacion estructural. En esta ltima seccion se presenta ademas
el desempeno de la nueva propuesta frente a las problematicas identificadas y

andlisis numérico de convergencia frente al tamano de los elementos finitos.

4.1. Problematicas del XFEM preexistente

Por lo discutido en el Capitulo 3, la mejor de las propuestas del XFEM
para modelar dos materiales es la que propusieron Moés et al. (2003). El mo-
tivo radica en que, como los autores mostraron, el método converge con orden
cercano al optimo en los casos que estudiaron y logra resolver exactamente el
ejemplo de la barra de dos materiales sometida a traccién que se presentd en
la Figura 3.8. Ademads, en contraste con la propuesta hecha por Fries (2008),

es mas sencilla de implementar y posee un menor nimero de incognitas. Co-
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mo punto adicional, el resto de las propuestas que se presentaron no modelan
adecuadamente el material débil, lo cual es necesario en el método de optimi-
zacion estructural de esta tesis. La razon es poder generalizar el método de
optimizacién estructural desarrollado para cualquier contraste entre las rigi-
deces de los materiales, no solo material estructural y vacios. Adicionalmente,
dicha generalizacién permite utilizar el XFEM como herramienta de analisis
en diferentes problemas, no solo de optimizacion estructural.

En esta seccion se procede a presentar las problematicas que se identificaron
a la propuesta de Moés et al. (2003), las cuales dificultan su uso en algunos
casos considerados del problema de optimizacion estructural. Para hacer lo
anterior se analizé el desempeno del XFEM en un caso de estudio similar al
que analizaron Moés et al. (2003) y Sukumar et al. (2001) en sus respectivos

articulos, el cual se presenta a continuacién.

4.1.1. Caso de estudio: traccion uniaxial en placa circu-

lar con inclusién

4.1.1.1. Introduccién y metodologia

El caso de estudio considerado es una placa circular de radio R, = 2, con
una inclusion circular centrada de radio R; = 1, en estado plano de tensiones,
sometido a una traccién uniaxial de valor S = 1 por unidad de longitud del eje
perpendicular a la direccion de la fuerza, segiin muestra la Figura 4.1. Ambos
materiales poseen el mismo coeficiente de Poisson, v = 0,3 y distinto médulo
de Young: el de la placa exterior es £ = 1 y el de la inclusién es £ = v. La
solucion de este problema, junto con algunos mapas de los campos de tensiones
y desplazamientos para distintos valores de v se presentan en el Anexo D.

El motivo de tratar el problema anterior radica en que los problemas que
se utilizaron en la bibliografia para validar las distintas propuestas de XFEM
poseen algunas deficiencias. El caso que analizé Fries (2008) posee simetria de
revolucion, la cual impide ver los problemas que se analizan en esta seccion.
Por otra parte, Moés et al. (2003) y Sukumar et al. (2001) no consideraron
una solucién analitica exacta, puesto que emplearon una solucién aproximada
en base a una placa infinita.

Para estudiar el desempeno del XFEM preexistente se consideraron tres

medidas de error. La primera medida se presenta en la Ecuacién (4.1), donde
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Figura 4.1: Esquema del problema de traccién en una placa circular con inclusiéon

u es el vector desplazamiento resultado del método numérico, u*' es su solu-
cién analitica y la norma es la euclidiana calculada punto a punto. La segunda
medida de error se presenta en la Ecuacién (4.2), donde o es el tensor de

sol a9 su solucién analitica. Final-

tensiones resultado del método numérico y o
mente, la tercera medida es el error en la norma de la energia, siendo la tinica
considerada en el articulo de Sukumar et al. (2001), la cual se presenta en la
Ecuacién (4.3), donde € es el tensor de deformaciones resultado del método

ol o5 su solucién analitica. Se tiene que la primera medida indi-

numérico y €
ca el maximo error en desplazamientos, la segunda medida indica el maximo
error en tensiones y la tercera medida es un error global en base a la energia
de deformacién. Se destaca ademas que el error en la norma de la energia es

la magnitud que se minimiza con las soluciones del FEM y XFEM.

5y = max{|ju — u*||} (4.1)

by = max{+/(o — %) : (o — )} (4.2)

by = \/ ([@-o:ie-em) (13)

Se compara el desempenio del XFEM de Moés et al. (2003) en el problema

de la Figura 4.1 en una malla no conforme a la inclusion con el desempeno del

FEM en una malla conforme a la inclusion. Para hacer dicha comparacién se
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utilizaron dos mallas de elementos finitos cuadradas con una inclusion circular
como presenta la Figura 4.2. En el contorno de dichas mallas se impusieron
los desplazamientos analiticos de la solucién del problema de la Figura 4.1,
tal y como muestra la figura. La malla del XFEM es regular y estructurada
como muestra la Figura 4.3a y la inclusion se representa con la funcién de
nivel. Por otra parte, la malla del FEM es no estructurada y se adapta a la
geometria de la inclusién como muestra la Figura 4.3b. Ambas mallas poseen
una cantidad similar de nodos y elementos, dado que la malla del XFEM
posee 5000 elementos y 2601 nodos y la del FEM posee 4818 elementos y 2504
nodos. Ademas, para realizar un analisis adicional, se considerd un analisis con
el FEM en la malla estructurada de la Figura 4.2a, en la cual los elementos
cortados son constituidos del material mas rigido. En todos los resultados de
la Seccion 4.1.1.2 se denomina FEM no conforme a los resultados dados por

este Ultimo analisis.
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(a) Malla del XFEM (b) Malla del FEM

Figura 4.2: Mallas consideradas para el analisis del caso de estudio de la placa
circular

Para el célculo de los errores se decidié utilizar el método de cuadratura
de Gauss, considerando 79 puntos por elemento, o por subregién en el caso de
los EX del XFEM. La localizacion de los 79 puntos y sus respectivos pesos se
obtuvieron del articulo de Dunavant (1985). El error dy se obtuvo directamente
del método de cuadratura, mientras que los errores d, y d, se obtuvieron del
punto de Gauss con mayor error.

Segun se discutié en el Capitulo 3, los autores de las distintas propuestas

del XFEM observaron una buena convergencia de las soluciones obtenidas al
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(a) Malla del XFEM (b) Malla del FEM

Figura 4.3: Detalle de una parte de la interfase para ambas mallas en el caso de
estudio de la placa circular

reducir el tamano de los elementos, pero no analizaron el comportamiento para
grandes contrastes entre las rigideces entre los dos materiales. Por el anterior
motivo, en este caso de estudio se analizé el comportamiento del XFEM y
del FEM para valores de v entre 107 y 10°. A continuacién se presentan los

resultados obtenidos de dicho analisis.

4.1.1.2. Resultados del caso de estudio

En primer lugar se presenta la Figura 4.4, la cual presenta, para el XFEM
y para el FEM en ambas mallas, el comportamiento del error oy, al modificar
varios ¢érdenes el valor de . Se hace notar que dicha figura estd en escala
doble logaritmica. En esta figura, al igual que en las siguientes relacionadas
con los errores 0, y 0y, se retiré del gréafico el caso v = 1, para el cual todos
los métodos son capaces de obtener soluciones exactas, a menos de errores
de representacién numérica. En la Figura 4.4 se muestra que para v < 1, los
errores del XFEM y del FEM en la malla conforme son de magnitud similar, en
general siendo el error del XFEM algo mayor. Estos resultados son consistentes
con los presentados por Moés et al. (2003), quienes declararon que el XFEM
presentaba convergencia similar al FEM. Por otra parte, para v > 1, el error
del XFEM crece bastante respecto al del FEM, siendo hasta 45 veces mayor.
Ademas, en este caso el error del XFEM es incluso mayor que el error del FEM

no conforme. Por lo tanto, para v < 1 se tiene que la solucion del XFEM con
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una malla no conforme puede ser, en términos generales, tan buena como una
del FEM en una malla conforme, no ocurre lo mismo para v > 1. De todas
formas se destaca que esta medida del error no es adecuada para identificar

grandes errores locales.
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Figura 4.4: Error oy para la propuesta de Moés et al. (2003)

Se presenta en la Figura 4.5 el error 9, para los tres métodos, también en
escala doble logaritmica. En la figura se ve que para contrastes pequenos entre
las rigideces, los errores son similares entre el XFEM y el FEM en la malla
conforme. Por otro lado, cuando el contraste entre las rigideces es muy grande
(v < 107> 1) se tiene un error en los desplazamientos que es aproximada-
mente 40 veces mayor en el XFEM que en el FEM en malla conforme. Ademas,
para v > 1 los errores del XFEM son casi idénticos a los del FEM en la malla
no conforme y para v < 1 los errores del XFEM son incluso mayores a los del
FEM en la malla no conforme.

La Figura 4.6 presenta el error d, para ambos métodos, también en escala
doble logaritmica. En esta figura se muestra que para v < 1, los errores del
XFEM son bastante similares a los del FEM en la malla conforme, salvo el
intervalo v € [1075,1073], donde el error es algo mayor. Ademds, para v < 1,
los errores del XFEM son siempre menores a los del FEM en la malla no
conforme. Por otro lado, para v > 1, es decir cuando el material interior es
mas rigido que el exterior, los errores del XFEM son casi 5000 veces mas
grandes que los del FEM en la malla conforme y 500 veces mayores que los de
la malla no conforme. En particular, para v > 10? existen puntos con tensiones

calculadas casi 40 veces mayores a la méxima tensién analitica.
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Figura 4.5: Error d, para la propuesta de Moés et al. (2003)
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Figura 4.6: Error §, para la propuesta de Moés et al. (2003)

Vale la pena resaltar que dy, muestra el comportamiento global de la so-

lucién mientras que 0y y 0, identifican errores locales. Dicha diferencia es
importante para analizar la relevancia de cada error. Los errores de tipo lo-

cal son muy relevantes para esta tesis pues se ha visto que pueden afectar los

resultados de algunos usos de la propuesta de Moés et al. (2003).

Finalmente, en la Figura 4.7 se presentan los puntos donde ocurren los

maximos que derivan en los errores d, v 0. Los colores de los puntos se asocian
a los distintos valores de v seguin la barra de color y los puntos circulares son
resultados del XFEM y las cruces del FEM en malla conforme. En el caso

de la Figura 4.7a se ve en primer lugar que los puntos de maximo error en
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desplazamientos para el FEM son, como era esperable, en las zonas de mayor
gradiente en las tensiones, segiin los mapas del Anexo D. Por otra parte, para
el XFEM los puntos de maximo error se dan en general dentro de la inclusién
para v < 1 y fuera de ella para v > 1, es decir siempre en el material mas
blando. Ademas, todos los puntos se encuentran cercanos a la interfase. En
el caso de la Figura 4.7b se obtiene que los puntos de maximo error son para
ambos muy cercanos a la interfase, lo que es consistente con que sean las zonas

de mayor tensién en valor absoluto.

(a) du (b) 45
7
1079 1076 1073 100 103 106 10°

Figura 4.7: Puntos donde se dan los méaximos errores para la propuesta de Moés
et al. (2003). Puntos XFEM y cruces FEM en malla conforme

De las Figuras 4.4 a 4.6 se concluye que para contrastes elevados la pro-
puesta del XFEM preexistente no es muy precisa. Por un lado, en los casos en
que la inclusién posee una rigidez significativamente menor al material exte-
rior, la parte de la inclusién presenta errores en los desplazamientos bastante
mayores a los calculados por el FEM en una malla conforme. Por el otro lado,
en los casos en los que la inclusién posee una rigidez muy elevada respecto al
material exterior, los tres errores son mas de 30 veces mayores en el XFEM
que en el FEM. Se destaca ademés que para v > 10° los errores en las tensio-

nes son totalmente inaceptables, siendo del orden de 1190, cuando la tensién
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maxima analitica es menor a 10. Se destaca ademas que el tnico intervalo en
el cual los tres errores fueron similares entre el XFEM y el FEM, fue entre
v = 0,1y v = 10, similar al utilizado en los articulos de Fries (2008), Moés
et al. (2003) y Sukumar et al. (2001). Como el andlisis comparativo realiza-
do fue hecho con mallas de cantidad similar de nodos y elementos, se tiene
que las diferencias de error no se asocian a diferencias en la discretizacién del
dominio. A continuacion se procede a analizar las principales fuentes de esta

problemaética.

4.1.1.3. Discusiéon de la fuente de error

Para analizar el motivo detras de los errores se analiza en detalle los campos
de desplazamientos y tensiones en algunos puntos problematicos. En primer
lugar, la Figura 4.8 muestra los campos de u, obtenidos para v = 10%, en
la region de x entre —0,80 y —0,48 y y entre —1,04 y —0,72. En los cuatro
graficos se representé con una linea gruesa azul la interfase, analitica en la
Figura 4.8a y numérica en las Figuras 4.8b a 4.8d. Ademads, se dibujaron las
respectivas mallas en las soluciones numéricas. En primer lugar, al comparar
las Figuras 4.8a y 4.8c se obtiene que el FEM en malla conforme logra captar
adecuadamente el campo de desplazamientos y logra marcar un cambio de
pendiente en la interfase. En contraposicion, la Figura 4.8b muestra que el
campo de desplazamientos lejos de la interfase se resuelve adecuadamente pero
no se obtiene el comportamiento esperado en la interfase. En particular, las dos
regiones destacadas de dicha figura muestran que el campo de desplazamientos
de los EX aparenta ser idéntico al obtenido con el FEM no conforme como
muestra la Figura 4.8d. Parece que en situaciones de contraste muy elevado,
el XFEM no logra utilizar las variables adicionales para adaptar el campo de
desplazamientos en los EX, lo que obliga a los EX a comportarse de forma
similar a un elemento tradicional del material mas rigido.

Por otro lado, en la Figura 4.9 se presentan los campos de u, obtenidos
por los métodos numéricos y la solucién analitica para el caso v = 107%. Los
cuatro graficos se hicieron en la region de x entre —0,72 y —0,4 e y entre
—0,96 y —0,64. En este caso la interfase se dibujé con una linea gruesa roja.
Nuevamente se obtuvo que el FEM en malla conforme a la interfase logra
captar adecuadamente el cambio de pendiente de la solucion en la interfase.

Por otro lado, la Figura 4.9b muestra que el XFEM si es capaz de marcar
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N

(a) Solucién analitica (b) Solucién del XFEM
Ug
—0,30 —0,25 —0,20 —0,15 —0,10 —0,05 0,00 0,05

(c) Solucién del FEM conforme (d) Solucién del FEM no conforme

Figura 4.8: Comparacién en detalle de soluciones de u, para v = 10°

un cambio de pendiente en la interfase, a pesar de no estar explicitamente
mallada, pero no logra resolver adecuadamente el campo de desplazamientos
en el material méas blando. En particular, se destacaron dos regiones en dicha
figura, las cuales presentan un campo de desplazamientos extrano, de forma
escalonada. En este caso, al comparar las Figuras 4.9b y 4.9d, se obtiene que el
campo de desplazamientos no es equivalente al proporcionado por el FEM no
conforme. A pesar de lo anterior, se tiene que los EX, al modificar la pendiente
de la solucion del lado blando de la interfase, introducen grandes errores en los

elementos adyacentes del material blando.

Finalmente, la Figura 4.10 muestra el campo de la tensién o,, en la regién
dada por z entre —0,32 y —0,16 e y entre —1,04 y —0,88 para v = 10°. La curva
azul es la interfase. La figura muestra que el error en las tensiones es localizado

y se asocia a las incognitas adicionales del XFEM, lo que queda evidenciado
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(a) Solucién analitica (b) Solucién del XFEM

Uy
1 1 _
-3, -3,0 -2, —2,0
(c¢) Solucién del FEM conforme (d) Solucién del FEM no conforme

Figura 4.9: Comparacién en detalle de soluciones de u, para v = 1076

por la variacién lineal que presenta. Este comportamiento se relaciona a la
rigidez artificial discutida para la Figura 4.8, donde las incégnitas extendidas,
al haber intentado generar un cambio de pendiente en la interfase, introdujeron
deformaciones en el material mas rigido, las cuales se tradujeron en tensiones
muy elevadas.

Las Figuras 4.8 a 4.10 muestran que la fuente del error del XFEM se asocia
a una mala resolucion dentro de los EX en el caso que las diferencias de rigidez
entre los dos materiales sea muy grande. En términos generales, las solucio-
nes generan errores importantes en los desplazamientos del material blando
y errores importantes en las tensiones del material rigido. Si bien en el caso
con inclusién rigida el comportamiento de los EX fue analogo al de elementos
rigidos, no fue asi para el caso en el cual la inclusién es blanda.

Finalmente se concluye que las propuestas preexistentes del XFEM no lo-
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Figura 4.10: Detalle a 0, en los elementos de méximo error para v = 10°

gran resolver adecuadamente problemas en los cuales el contraste entre rigide-
ces es elevado. En los casos en los cuales ambos materiales presentan tensiones
apreciables (v > 100) el XFEM se comporta como si los EX fueran del material
mas rigido, como si prioriza mejorar la precision del desplazamiento del lado
rigido y las tensiones del lado blando. Por otra parte, en los casos en los cuales
solamente el material méas rigido presenta tensiones apreciables (y < 0,01) el
XFEM prioriza resolver adecuadamente los campos de desplazamientos y ten-
siones en el material méas rigido, adaptando los desplazamientos del material

blando, sin gran precision en su resolucion, a los del rigido.

4.1.2. Segundo caso de estudio: barra con dos interfases

sometida a traccion

Para continuar con el anélisis de posibles fuentes de error, se presenta ahora
un segundo caso de estudio, el cual se presenta en la Figura 4.11. Este caso es
el de una barra de dos materiales con dos interfases sometida a traccién. En
el Capitulo 3 se discutié que la propuesta de Moés et al. (2003) es capaz de
resolver exactamente el problema de la barra de dos materiales con una tnica
interfase, incluso si la interfase no es mallada explicitamente. Por lo tanto,
en principio seria de esperar que la propuesta también resuelva exactamente
el problema de la Figura 4.11, pero, como se presenta a continuacién, no es
necesariamente asi.

Para el andlisis se considerd la malla de la Figura 4.12, en la cual la colum-

na central de nodos presenta interfase a izquierda y a derecha. La zona gris
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Figura 4.11: Esquema de la barra de dos materiales y dos interfases sometida a
traccion

representa el material 1 con F; = 1 y la zona blanca representa el material 2
con Fy = 0,5. La eleccién de la malla no fue fortuita sino que muestra que la
propuesta de XFEM no es adecuada si existen interfases muy préximas entre
si. Si se hubiera escogido una malla més fina, en la cual las interfases estuvieran
separadas por al menos un EB, la solucién si seria exacta. Por lo tanto, la difi-
cultad que a continuacion se presenta es similar a la que identificaron Makhija
y Maute (2014) para la propuesta de Sukumar et al. (2001) para huecos y que

solucionaron con su propuesta.

Figura 4.12: Malla utilizada para evaluar el XFEM de Moés et al. (2003) para la
barra de dos interfases

En la Figura 4.13 se presenta el campo de desplazamientos horizontales
en la linea horizontal y = 0,5 para el problema de la Figura 4.11, el cual se
resolvié con una fuerza g = 1. Vale la pena destacar que, si bien se presentan
los resultados para una linea horizontal particular, los resultados no varian
significativamente respecto a qué linea se escoja. En particular la Figura 4.13a
muestra el campo de desplazamientos obtenido con el XFEM superpuesto con

la solucién analitica. Dicha figura muestra que el XFEM da una solucién razo-
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nable, con quiebres en las derivadas en las interfases, pero que no es exacta. La
Figura 4.13b reafirma la no exactitud de los resultados al graficar la diferencia

entre la solucion numérica y la analitica.

102
1,51 —] |
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0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
T T

(a) Desplazamiento (b) Error en desplazamiento

Figura 4.13: Campo de desplazamientos horizontales de la prueba de tracciéon en
barra de dos interfases para la propuesta de Moés et al. (2003)

El principal motivo por el cual la propuesta de Moés et al. (2003) no lo-
gra resolver exactamente el problema anterior se asocia a que no se logran
independizar los movimientos de ambas fases. Las incognitas adicionales de
la columna central de nodos parecen no ser capaces de permitir representar
simultaneamente los cambios de pendiente que ocurren en las dos interfases.
Si se hubiera separado las interfases por al menos un EB existirian dos colum-
nas de nodos extendidos, las cuales permitirian resolver exactamente, pero al
acercar las interfases se superponen dichos nodos y se pierden grados de liber-
tad. Si se recuerda que una posible interpretacion de las incégnitas adicionales
es que estan asociadas al salto en la derivada del campo de desplazamientos
producida por la interfase, entonces se comprende por qué las interfases muy
juntas son un problema: obligan a que las mismas variables extendidas per-
mitan representar dos saltos diferentes, y eso no es posible. La propuesta de
Sukumar et al. (2001) para interfases cae bajo el mismo problema, ya que las
variables normales y extendidas de la columna central de nodos tienen efectos
simultaneos en las tres regiones cercanas y separadas por las interfases. La

propuesta de Fries (2008) tampoco logra solucionar el problema ya que es muy

99



similar a la de Sukumar et al. (2001) en los EX| y este caso no presenta ningiin
elemento de transicién.

En principio este problema podria no ser grave si no existieran zonas de
pequeno espesor. Por lo tanto, si la formulaciéon de optimizacion estructural
de esta tesis evitara la aparicién de componentes finos, el problema podria no
presentarse. La dificultad del anterior andlisis es que el problema en estudio es
muy particular, con interfases rectas y paralelas a la estructura de la malla.

Si bien en principio las dificultades de ambos casos de estudios parecen
independientes, se teorizé que la falta de suficiente libertad de interpolacién
como para poder representar cambios de pendiente arbitrarios en las interfases
para las distintas fases, manteniendo continuidad, es la raiz de las dificultades
presentadas. En el caso del caso de estudio de la Seccién 4.1.1, las interfases
curvas y cerradas, combinadas con grandes contrastes, introducen los errores
significativos respecto al FEM en malla conforme. Por otro lado, en el caso de
estudio de esta subseccién, la cercania de dos interfases inducen en errores no
esperados, a pesar de que el contraste de rigideces no sea significativo.

Si bien la evidencia numérica presentada no es determinante en cuanto a
la interpretaciéon dada de las dificultades observadas con el XFEM; la idea
de enriquecer la interpolacion de los desplazamientos, dotandola de algunas
caracteristicas de la interpolacién del FEM en malla conforme, es lo que motivo
a la propuesta de XFEM de la Seccién 4.2. Ademas, como se muestra en dicha
seccion, la nueva propuesta logra mejorar considerablemente los problemas
observados en esta seccion.

Un detalle no menor es que los autores de las propuestas del XFEM de
la bibliografia declararon que sus propuestas convergian, segun el error dyy, a
la solucién analitica al reducir el tamano del elemento, con 6rdenes similares
a los del FEM con malla conforme. Sin embargo, en las referencias de la bi-
bliografia no se consideraron contrastes de rigideces mayores que 10, y no se
consideraron las medidas de error d, y d, consideradas aqui. La aplicacion de
optimizacién topoldgica de esta tesis requiere un anélisis estructural al menos
tan bueno como el FEM en malla conforme con un tamano de elemento similar,
para cualquier contraste, en particular contrastes elevados, lo cual no lo estan
permitiendo las propuestas de la bibliografia.

A pesar de las problematicas discutidas en esta seccion, segiin se presenta
en el Capitulo 6 y en varios articulos del Capitulo 3, la propuesta de Moés et

al. (2003) es capaz, en términos generales, de obtener resultados razonables
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para el problema de optimizacién cuando se considera una magnitud global,
como la complacencia, como criterio de optimizacion estructural. De todas for-
mas, las problematicas identificadas si perjudican la optimizacién estructural.
En primer lugar, la propuesta de Moés et al. (2003) presenta problemas si
la solucion presenta elementos estructurales finos, lo cual es esperable cuan-
do las proporciones de material solido objetivo son bajas. En segundo lugar,
las propuestas de la bibliografia presentan problemas cuando es necesaria la
determinacién precisa de las tensiones en el material rigido, como en el caso
que se limitan las tensiones. Finalmente y més importante ain, la propuesta
de Moés et al. (2003) puede admitir la presencia de elementos discontinuos,
que presentan una continuidad artificial por efecto del problema presentado
en la Seccién 4.1.2. Estos problemas hicieron conveniente, para el método de
optimizacién estructural de esta tesis, mejorar la propuesta del XFEM , segin

se presenta en la siguiente seccion.

4.2. Desarrollo de un nuevo XFEM

A partir de lo analizado en la seccién anterior, se desarrollé para esta
tesis una nueva propuesta del XFEM que permite mejorar las deficiencias
observadas. En primer lugar, en la Seccion 4.2.1 se presenta la formulacion
para el caso bidimensional de la nueva propuesta de XFEM. Luego, en la
Seccién 4.2.2 se presentan brevemente las principales particularidades de su
implementaciéon numérica, contrastandolas con las discutidas anteriormente
en la Seccion 3.1.3.4. Finalmente, en la Seccion 4.2.3 se presenta el desempeno
de la nueva propuesta de XFEM frente a las dificultades de la Secciéon 4.1,

incorporando ademas un anélisis de convergencia de los distintos errores.

4.2.1. XFEM por aristas extendidas

4.2.1.1. Definicién de las funciones ¢

La formulacion bidimensional de la nueva propuesta de XFEM se basa en
definir una funcién g; por cada arista extendida, a diferencia de las propuestas
de Moés et al. (2003) y Sukumar et al. (2001), en las cuales se define una
funcién ¢ global. Las aristas extendidas se definen como los bordes de los

EX que son ademadas cortados por la interfase entre los dos materiales. Lo
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anterior implica que en cada EX existen unicamente dos aristas extendidas
y cada arista extendida puede tener un maximo de dos EX asociados. La
idea de definir una funcion g; por arista extendida, tomé como inspiracion las
incognitas de elemento que suelen ser utilizadas en el modelado computacional
de la elastoplasticidad (de Souza Neto et al. 2008). Al definir una g; por arista
extendida, se aumenta el enriquecimiento de la interpolacién, reduciendo el
rango de influencia de cada incégnita extendida, segin lo discutido cuando se
presenté la Figura 3.16.

Para definir las funciones g; de las aristas extendidas se considera la funcion
de interpolacién de arista N®' como presenta la Figura 4.14. En la figura se
considerd, sin perder generalidad, que uno de los nodos tiene un valor positivo
en la funcién de nivel y los otros dos un valor negativo. La Figura 4.14a muestra
en un esquema en planta la forma que toma N®' en un EX, en el caso que la
arista en estudio sea la celeste. Para definir N* se divide el elemento en cuatro
subregiones, las cuales coinciden con las subregiones de integracion discutidas
en la Seccién 3.1.3.4, y se considera que N*! es lineal en las tres subregiones
que toquen la arista, con valor 1 en el cruce entre la interfase y el borde del
elemento y 0 en los otros dos vértices, y nula en la subregién que no toca
la arista. En la Figura 4.14b se presenta un esquema tridimensional de N&
donde se ve que toma la forma de una piramide de base trapezoidal. Vale la
pena destacar que en el EX existen dos funciones N3, una por cada arista
extendida, y cada una colabora para definir una funcién g; distinta, las cuales

dan lugar a dos familias de funciones extendidas.

Nari =0

AV >0
Nari =1 hneal Nari — 0 .
‘1]:0 'quo N%lI'l:l

—
\

N — + lineal -
lineal

Medio 0
Nari =0

(a) Esquema plano

U< N — ()

(b) Esquema tridimensional

Figura 4.14: Representacién grifica en un EX de N

Las funciones g; de las aristas extendidas no son otra cosa que el conjunto

de funciones N* asociadas a la arista de interés tal y como presenta la Ecua-
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ci6n (4.4). De esta forma se presenta en la Figura 4.15 una comparacién en dos
EX adyacentes de las funciones g de Moés et al. (2003) y la funcién g asociada

a la arista compartida de la nueva propuesta del XFEM.

g; = Nari (44)

(a) Moés et al. (2003) (b) Nuevo XFEM

Figura 4.15: Representacién gréfica de las funciones g de Moés et al. (2003) y de
la nueva propuesta en dos EX adyacentes genéricos

La Figura 4.15a presenta la conocida funcién de cresta de la propuesta
preexistente, en la cual los valores de los distintos cruces borde-interfase estan
vinculados entre si, como ya se discutio con la Figura 3.16. Por otro lado la
Figura 4.15b muestra la forma tomada por la funcién g; de la arista compartida
en la nueva propuesta. La figura muestra que la funcién g; toma la forma de
piramide de base hexagonal y es no nula solamente en uno de los cruces, el
cruce de la interfase con la arista asociada a g;. Por lo tanto, los parametros
de las funciones de forma extendidas que deriven de esta funcién g; no afectan
los valores de | desplazamiento en los demas cruces. Las diferentes funciones g;
permiten entonces una interpolacién mas rica al desvincular desde un principio
los valores en los diferentes cruces. Se destaca ademaés que las funciones g; son

continuas, lineales por partes e independientes entre si.

4.2.1.2. Funciones de interpolacién extendidas

Las funciones de interpolacion extendidas, asociadas a una arista extendi-
da, se calculan como antes (Ecuacién (3.41)). En la Figura 4.16 se presentan

graficamente estas funciones para la funcion g; de la Figura 4.15b. En todas las
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figuras se represent6 con una linea roja la interfase en los elementos y con una
linea verde la proyeccion de la linea roja sobre la superficie de la funcién. Las
Figuras 4.16a y 4.16b presentan las funciones de interpolacién extendidas para
los dos nodos de la arista, en particular la Figura 4.16a presenta la funcién
del nodo A y la Figura 4.16b la del nodo B. Se destaca que las dos anteriores
son funciones de interpolaciéon que tienen soporte en dos elementos. Luego, las
Figuras 4.16¢ y 4.16d presentan las funciones de interpolacion extendidas para
los nodos no pertenecientes a la arista, del elemento ABC y ABD, respectiva-
mente. Se destaca que estas dos tltimas solamente tienen soporte en un tnico

elemento cada una.

Ah | A-D
C g C B

(a) w - Nodo A de arista (b) w - Nodo B de arista
D C
A
A
B B
C D
(¢) w - Nodo adicional C (d) w - Nodo adicional D

Figura 4.16: Representacion grafica de las w, de la nueva propuesta en dos EX
genéricos

Al igual que en la propuesta de XFEM preexistente, las funciones de in-
terpolacion extendidas son continuas en todo el dominio, lo que asegura la
continuidad de desplazamientos. Por otra parte, dado que la funcién g; de la
arista extendida tiene derivada discontinua en la interfase, también lo tienen
las funciones de interpolacion. Se tiene entonces que la principal diferencia
de estas funciones de interpolacién extendidas, respecto a las de la propues-
ta preexistente, es que tienen soporte en hasta un maximo de dos elementos,

permitiendo desvincular en cierta medida las interpolaciones de los distintos
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segmentos de interfase. Un detalle que tienen las nuevas funciones w, es que
son ademas de derivada discontinua en los bordes de las subregiones de la Fi-
gura 4.14, incluyendo los no asociados a la interfase. Esta discontinuidad en
la derivada no es del todo deseable, pues no presenta un motivo fisico para
su existencia, sino que surge por construccién. De todas formas, se nota que
la interpolacién no requiere derivadas continuas, y de hecho son discontinuas
en todos los bordes de elemento. Por lo tanto, no se redujo la regularidad de
la interpolacion original del FEM. Como punto adicional, dicho salto artifi-
cial en la derivada no es necesariamente una desventaja, puesto que ocurriria
por ejemplo si se utilizara el FEM clasico en una malla localmente refinada
considerando las subregiones de los EX como elementos individuales.

La formulacion del campo de desplazamientos del nuevo XFEM sigue sien-
do dada por la Ecuacién (3.37). La principal diferencia radica en que en la
propuesta de Moés et al. (2003) el campo de desplazamientos dentro de un EX
estd dado por dos familias de incégnitas en los nodos del elemento: las tres
incognitas del FEM y las tres incégnitas adicionales. En la nueva propuesta,
el campo de desplazamientos dentro de un EX esta dado por tres familias de
incognitas: las tres incognitas del FEM y dos ternas de incognitas adicionales,
una por cada arista extendida. De esta forma el campo de desplazamientos en
un EX en la nueva propuesta queda determinado por nueve incégnitas.

De la discusion anterior se visualiza una desventaja de la nueva propuesta
de XFEM, sobre todo desde el punto de vista del costo computacional, la cual
es el aumento de incégnitas adicionales. En la propuesta de Moés et al. (2003),
cada nodo extendido solamente posee una incognita adicional y en términos
generales la cantidad de nodos extendidos suele ser similar a la cantidad de
elementos extendidos. Para ejemplificar lo anterior, en el caso de estudio de la
Seccion 4.1.1 la cantidad de elementos extendidos es 170 y la cantidad de nodos
extendidos es también 170. Por otro lado, en la nueva propuesta se tiende a
crear cuatro incognitas adicionales por cada arista cortada y la cantidad de
aristas cortadas suele ser similar a la cantidad de elementos extendidos. Por lo
tanto, en términos generales, la nueva propuesta crea aproximadamente cuatro
veces mas incégnitas adicionales que la de Moés et al. (2003). En el caso de
estudio de la Seccién 4.1.1 se tiene que la cantidad de aristas extendidas es 170
y la cantidad de incognitas adicionales de la nueva propuesta es 680.

Un detalle no menor de la formulaciéon del XFEM en base a funciones g; por

arista extendida es que es necesario que la interfase no pase por los nodos de
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la malla. Para ello, un primer paso del analisis estructural consiste en corregir
los valores nodales de la funcién de nivel, respetando una cota minima en
valor absoluto, de forma tal que se cumpla la Ecuacién (4.5). Esta correccion
seria ademas necesaria para una correcta definicién de la DT en los nodos,
debido a que esta 1ltima no es continua sobre la interfase. El valor 107% de la
Ecuacién (4.5) se obtuvo mediante una serie de pruebas y es un compromiso
entre permitir una geometria libre de la interfase y evitar generar subregiones

muy pequenas y tener nodos muy cercanos a la interfase.

W[ >107° (4.5)

4.2.2. Particularidades de la implementacion numérica

Se presentan a continuacion las principales particularidades de implemen-
tacion numérica que tiene la nueva propuesta de XFEM, en particular con-
trastadas con las consideraciones generales discutidas en el Capitulo 3 (ver la
Seccién 3.1.3.4). Se destaca que no se presentan aqui los detalles de la imple-
mentacién realizada en esta tesis. El lector interesado en dichos detalles puede
consultar los codigos del Anexo A.

La principal dificultad de implementar la nueva propuesta, y ademds uno
de los puntos donde se debe tener mayor cuidado, es la definicién de las aris-
tas extendidas y la identificacién de qué grados de libertad afectan a un EX
particular. La logica empleada en la implementacion realizada se basa en crear
una matriz que identifique para cada EX qué aristas le corresponden, una ma-
triz que numere las aristas extendidas y una matriz que relacione los nimeros
de nodo y los nimeros de arista extendida con los nimeros de grados de li-
bertad adicionales correspondientes. En contraposicién, para la propuesta de
Moés et al. (2003) alcanza con definir qué elementos son EX y tener un vector
que indique para cada nodo qué grado de libertad corresponde a su incégnita
extendida si corresponde.

La expresion fundamental de la matriz de rigidez elemental para los EX
sigue siendo segun se present6 en la Ecuacién (3.49), donde Bg? en este caso
toma la expresion de la Ecuacién (4.6). La Ecuacién (4.6) es muy similar a la
Ecuacién (3.50) con la salvedad que se consideran dos matrices B%e‘;i, una por
cada una de las familias de incégnitas asociadas a cada arista extendida. Las

matrices Bg;;i son segun se presentan en la Ecuacién (4.7), donde w; ; es la
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funcion de interpolacién extendida asociada a la arista extendida i-ésima y al
nodo j-ésimo del elemento. Luego, dado que Bg;;l. es lineal en cada subregién,
la integral de la matriz de rigidez del elemento se hace con tres puntos de

Gauss por subregion.
B()? = < B Bg\% Bgie\;z > (4-6)

axwi,l 0 axwi,Q 0 azwi,B 0
Bgi/)'i = 0 ay’wi,l 0 aywig 0 0ywi73 (47)

aywi,l aacwi,l aywi,Q a:vwi,Q 3ywi,3 3xwz',3

Finalmente, en lo referente al vector de fuerzas y apoyos, los tinicos detalles
a destacar son en las fuerzas de superficie aplicadas en bordes de elemento y en
los apoyos de borde de elemento. En ambos casos, los tinicos grados de libertad
extendidos que se ven afectados son los asociados al borde donde se aplica la

carga o apoyo, si este borde es ademas una arista extendida.

4.2.3. Desempeno de la nueva propuesta del XFEM

Tras presentar la formulacién de la nueva propuesta de XFEM, resta ahora
presentar su desempenio en los casos de andlisis de la Seccién 4.1, y mostrar
que la nueva propuesta logra solucionar, o al menos mejorar, todas las pro-

blematicas anteriormente presentadas.

4.2.3.1. Barra con dos interfases sometida a traccion

En primer lugar se aplica la nueva propuesta al caso de la barra de dos
interfases sometida a traccién de la Seccién 4.1.2. Nuevamente se considero la
malla de la Figura 4.12 con las mismas propiedades materiales. También se
volvio a considerar una fuerza g = 1. En la Figura 4.17 se presenta el campo
de desplazamientos horizontales en la linea horizontal y = 0,5 para dicho pro-
blema. Nuevamente se desataca que, si bien se presentan los resultados para
una linea horizontal particular, los resultados no varian respecto a qué linea
se escoja. En particular, la Figura 4.17a muestra el campo de desplazamientos
obtenido con el XFEM propuesto, el cual se solapa perfectamente con la solu-
cién analitica. Ademads, la Figura 4.17b muestra que las diferencias entre los

resultados analiticos y numéricos son del orden de la precisién de la compu-
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tadora, y por lo tanto atribuible completamente a los errores de representacion

y célculos en la aritmética de punto flotante.

1,5

\ \ \ \ \ \ \ \
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
T xT

(a) Desplazamiento (b) Error en desplazamiento

Figura 4.17: Campo de desplazamientos horizontales de la prueba de tracciéon en
barra de dos interfases para el nuevo XFEM

4.2.3.2. Desempeno a grandes contrastes entre las rigideces

A continuacién se presentan los graficos de las Secciones 4.1.1.2 y 4.1.1.3
con la nueva propuesta de XFEM. Para las pruebas se volvié a utilizar la malla
de la Figura 4.2a y tampoco se consider6 el caso de v = 1 por lo ya discutido.
Nuevamente los errores se calcularon a partir del método de cuadratura de
Gauss, considerando por elemento o subregion la combinacion de 79 puntos del
articulo de Dunavant (1985). Nuevamente, el error dy, se obtuvo directamente
del método de cuadratura, mientras que los errores d, y d, se obtuvieron del
punto de Gauss con mayor error.

En primer lugar se presenta en la Figura 4.18, en escala doble logaritmica,
el comportamiento del error dy para distintos valores de v con la propuesta
nueva del XFEM. En este caso se tiene que para valores de v < 1 la nueva
propuesta conserva el comportamiento del XFEM preexistente, con errores de
orden similar al FEM en malla conforme. En contraposicién, la nueva pro-
puesta del XFEM logra un comportamiento muy distinto al del XFEM de la
bibliografia, presentando errores muy similares a los del FEM en malla con-

forme, mientras el error del XFEM preexistente crecia varios érdenes. De esta
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figura se desprende un resultado muy positivo, el cual muestra que, para todo
valor de v, la nueva propuesta de XFEM da una solucién que, en términos
generales, puede tan buena como la del FEM en malla conforme. De todas
formas, nuevamente se recuerda que este error no es adecuado para identificar

grandes errores locales.

| | | | | ' XFEM Previo |

10t - .o" E

= : 0 1

o [ * i

R XFEM Nuevo

10721 ; :

F FEM Conforme :

1073 ? | | | | | | | | E
1072 1077 107° 1073 10°% 10 10® 10° 107 10°

g

Figura 4.18: Error dy para la nueva propuesta de XFEM

A continuacién, se presenta en la Figura 4.19 el error d, en escala doble
logaritmica para el nuevo XFEM. Este caso contrasta significativamente con el
XFEM preexistente pues en todo el rango de v la nueva propuesta de XFEM
arroja errores apenas mayores a los del FEM en malla conforme. Este resultado
también es muy positivo pues muestra que la nueva propuesta de XFEM parece
lograr representar adecuadamente el comportamiento diferenciado entre los dos
materiales, sin la necesidad de mallar la interfase explicitamente.

Finalmente, la Figura 4.20 presenta el error d, en escala doble logaritmica
para la nueva propuesta del XFEM. Al igual que el XFEM preexistente, la
nueva propuesta para valores de v < 1 arroja errores similares al FEM confor-
me e incluso algo menores. En contraposicion, para valores de v > 1 la nueva
propuesta continiia dando errores mayores al FEM, en este caso 50 veces ma-
yores, pero que igual son de magnitud razonable, ya que son del orden de la
maxima tensién analitica.

De las Figuras 4.18 a 4.20 se obtiene que la nueva propuesta de XFEM
logré reducir significativamente los errores de la propuesta preexistente para
grandes contrastes entre las distintas rigideces. En particular, los principales

inconvenientes del XFEM en 0, y oy parecen haber desaparecido por com-

109



T T T T T T T T T T
10°}

! I XFEM Previo |

10—1 - ". — Jmrmsmsmams :;

!'05 e “ o" E
i FEM N\ K ]

107 " XFEM Nuevo |
107° L 4

| | | | | | | |
1072 107" 10> 10°3 10! 10 10% 10° 107 107
Y

Figura 4.19: Error §, para la nueva propuesta de XFEM
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Figura 4.20: Error §, para la nueva propuesta de XFEM

pleto. A continuacién en las Figuras 4.21 a 4.23 se presentan detalles de los
distintos comportamientos para demostrar que efectivamente la mayoria de los
problemas han sido resueltos en gran medida.

En primer lugar la Figura 4.21 presenta los campos de u, obtenidos por
el XFEM y comparado con la solucién analitica para el caso v = 107°. Estos
graficos se hicieron en la misma region que los de la Figura 4.9. La Figura 4.21b
contrasta notablemente con la Figura 4.9b; la nueva propuesta del XFEM logré
captar los desplazamientos de ambos materiales, sin generar zonas de defor-
macion elevada. Ademads se destaca que en este caso también se logré capturar

el cambio de pendiente sobre la interfase sin haberla mallado explicitamente.
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(a) Solucién analitica (b) Solucién del XFEM

Ug

-5,0 —4.5 —4.0 -3,5 -3,0 —2,5 —2.0

Figura 4.21: Comparacién en detalle de u, para v = 1075 con el nuevo XFEM

La Figura 4.22 muestra los campos de u, obtenidos para v = 10° en la
misma regién que la considerada en la Figura 4.8. En este caso es ain mas
significativa la diferencia entre los resultados del XFEM preexistente y los
resultados de la nueva propuesta, dado que la nueva propuesta logra obtener el
cambio de pendiente directamente sobre la interfase. Ademads, al comparar las
Figuras 4.8b y 4.22b se nota que desaparecieron las zonas de rigidez artificial.

Finalmente la Figura 4.23 presenta el campo de la tensién o,, en la misma
region que la Figura 4.10. Esta figura muestra que el problema de grandes
tensiones no se eliminé por completo, pero si se logré reducir significativamente.
La reduccién significativa queda demostrada por el hecho que en la Figura 4.10
la tension méaxima rondaba el valor 1130, mientras que en la Figura 4.23 la
tensién maxima es de 13,7. Ademas, la zona de tension atipicamente elevada es
en la nueva propuesta de un area bastante menor a la del XFEM preexistente.
Resulta interesante notar ademas la forma que toman las tensiones en los EX,
en las cuales se visualizan las geometrias de las subregiones de integracion.

Se destaca que la propuesta nueva del XFEM logré resolver la mayoria de
los problemas del XFEM preexistente. Sin embargo, la estimacién de las ten-
siones para contrastes elevados contintia siendo menos precisa que la obtenida
con el FEM en malla conforme. A pesar del comentario anterior, se resalta

que la situacién que se presenta en el problema de optimizacién estructural,
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(a) Solucién analitica (b) Solucién del XFEM
Uy
-0,30 —0,25 —0,20 -0,15 -0,10 —0,05 0,00 0,05

Figura 4.22: Comparacién en detalle de u, para v = 10° con el nuevo XFEM
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Figura 4.23: Detalle a 0., en los elementos de méximo error para v = 10% con el
nuevo XFEM

en particular en los ejemplos del Capitulo 6, se encuentra asociada a v < 1,
es decir situaciones en las que el material mas rigido es el inico con tensiones
apreciables; y las inclusiones son del material blando. En dichas situaciones,
la nueva propuesta del XFEM no presenta ninguna de las deficiencias de las

propuestas de la bibliografia.
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4.2.3.3. Analisis de convergencia

Para finalizar la validacién de la nueva propuesta del XFEM, se presenta
un estudio de la convergencia de la solucion segin el tamano de los elementos
finitos. Lo anterior se asocia a asegurar que la nueva propuesta no haya perdido
la propiedad de la propuesta de Moés et al. (2003) de que la convergencia del
error Oy sea cercana a la 6ptima, tal como ocurre con el FEM con una malla
conforme a la interfase. Para hacer el andlisis de convergencia se volvié a
utilizar el caso de estudio de la Seccién 4.1.1, utilizando nuevamente mallas
como las presentadas en la Figura 4.2, es decir una malla estructurada no
conforme a la inclusion para el XFEM y una malla no estructurada conforme
a la inclusion para el FEM. Para la malla estructurada del XFEM se hicieron
pruebas desde 5 subdivisiones en ambas direcciones, cuya malla presenté 36
nodos y 50 elementos, hasta 500 subdivisiones en ambas direcciones, cuya
malla presentd 251001 nodos y 500000 elementos. Para las mallas del FEM
se buscé elegir un tamano de elemento que generara cantidades de nodos y
elementos similares a las del XFEM. A modo de ejemplo, la malla mas gruesa
del FEM presenté 39 nodos y 52 elementos y la malla méas fina del FEM
present6 253366 nodos y 504826 elementos. Se hicieron pruebas con valores de
v € {1075,107",10°} para tener un caso en el cual la inclusién fuera mucho
menos rigida que el material exterior, uno en el cual la inclusion fuera levemente
mas blanda que el material exterior y uno en el cual la inclusion fuera mucho
maés rigida que el material exterior. Nuevamente, para el célculo de los errores
se empled el método de cuadratura de Gauss con 79 puntos por elemento, o

subregion en el caso de los EX.

En primer lugar se presenta la Figura 4.24, donde se muestra en escala
doble logaritmica el comportamiento de dy al reducir el tamano del elemento
para los distintos valores de v y métodos numéricos. En la figura, las curvas
de color verde corresponden a la nueva propuesta del XFEM, las curvas de
color rojo corresponden al FEM en malla conforme, las curvas continuas a los
resultados para v = 107!, las ralladas para v = 107% y las punteadas para
~v = 10° La Figura 4.24 muestra que efectivamente la nueva propuesta del
XFEM logra conservar el orden de convergencia deseado, el cual es similar

aunque ligeramente menor que el del FEM.

A continuacién se presenta la Figura 4.25, donde se muestra en escala doble

logaritmica el comportamiento de d, al reducir el tamano del elemento para
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Figura 4.24: Error dy para la nueva propuesta de XFEM para distintos v y ta-
maifos de malla

distintos valores de ~. El formato de las curvas es idéntico al considerado en la
Figura 4.24. Esta figura muestra que la nueva propuesta del XFEM también

presenta una convergencia respecto al error d,, de orden similar al del FEM.
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Figura 4.25: Error d, para la nueva propuesta de XFEM para distintos v y tamanos
de malla

A continuacién se presenta en la Figura 4.26 el anélisis de convergencia de
0o, con el mismo formato que las figuras anteriores. En este caso se excluyd la
curva del XFEM para v = 10° pues el error d, no tiende a cero en ese caso, y

es analizado por separado. Se ve que para v < 1 el XFEM también presenta
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convergencia en el J, aunque de orden menor al FEM. Finalmente se presenta
en la Figura 4.27 el comportamiento de d, en el caso v = 10° para las dos
propuestas del XFEM. En esta tultima figura se visualiza que, si bien ambas
propuestas presentan errores en tensiones que crecen al disminuir el tamano
del elemento, la nueva propuesta presenta mejores resultados en todo el rango

de tamano medio de elemento.
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Figura 4.26: Error 0, para la nueva propuesta de XFEM para distintos v y tamanos
de malla
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Figura 4.27: Error , para las dos propuestas de XFEM para v = 106

Para complementar las figuras anteriores, se presenta en la Tabla 4.1 las

tasas de convergencia para los distintos métodos y valores de 7. El orden de
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convergencia Ady /Ah, denota la pendiente del gréafico de la Figura 4.24, es
decir la pendiente luego de aplicar el logaritmo a ambas variables. El coeficiente
de Pearson se presenta para mostrar que los ajustes lineales propuestos para
calcular el orden de convergencia fueron adecuados. La ultima columna de
la tabla presenta la relacion que existe entre la tasa de convergencia de la
nueva propuesta del XFEM y la tasa de convergencia del FEM. El valor mas
chico de dicha relacién para el error oy es 0,909 por lo cual se cumple que
la nueva propuesta de XFEM continia presentando una convergencia cercana
a la 6ptima. A modo de referencia, en el articulo de Moés et al. (2003), la
relacion minima entre la tasa de convergencia del XFEM frente al FEM fue
de 0,91 para la propuesta de Moés et al. (2003) y de 0,65 para la propuesta
de Sukumar et al. (2001) para interfases, destacdndose ambas propuestas no

evaluadas considerando contrastes tan elevados.

Tabla 4.1: Ordenes de convergencia del FEM y de la nueva propuesta del XFEM

Error | v | Método AOg?Zthe C(jng“./elf’i?rf(j)i Tasa XFEM/FEM
e[
o [ [
e [SE
e[,
o [ PR
e SRy
L - —
07| gy 0,78 0,996 0,691

Como comentario final del capitulo, se destaca que se logré desarrollar una
nueva propuesta del XFEM la cual, al considerar una mayor libertad en las
interpolaciones de los distintos segmentos de las interfases, logré mejorar sig-
nificativamente las dificultades del XFEM de la bibliografia. En primer lugar,
como se presentd en la Figura 4.17, se logré resolver el problema de la inter-

accion entre dos interfases cercanas al haber desvinculado las interpolaciones
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de las distintas aristas extendidas. Ademas, segiin quedd evidenciado en las
Figuras 4.18 a 4.22, se vieron solucionados la mayoria de los problemas iden-
tificados. El tinico problema que no se solucioné completamente es el de la
precision del célculo de las tensiones en los EX. Sin embargo, la precision me-
joré notablemente en comparaciéon con el XFEM preexistente. Como punto
adicional, se vuelve a destacar que la situaciéon mas usual en el problema de
optimizacién estructural es asociada a v < 1. En dichas situaciones, la nueva
propuesta del XFEM no presenta ninguna de las deficiencias de las propues-
tas de la bibliografia. Como punto adicional, se corroboré que la convergencia
de la nueva propuesta del XFEM frente al error de la norma de la energia
mantiene un orden cercano al 6ptimo. La nueva propuesta implica aproxima-
damente cuatro veces mas incognitas adicionales que el XFEM preexistente,
aunque en problemas normales no implica un incremento significativo del cos-
to computacional, pues el nimero de incégnitas adicionales suele ser reducido
en comparacién con el numero de incégnitas propias del FEM. Finalmente, se
menciona que, segin se presenta en el Capitulo 6, la nueva propuesta permite
resolver con éxito los problemas de optimizacion estructural presentados en
esta tesis, sin presentar inconvenientes de componentes discontinuos o errores

en el cilculo de las tensiones.
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Capitulo 5

Metodologia de optimizacion

estructural

Tras haber presentado en el capitulo anterior el método de analisis estruc-
tural que se consideré en esta tesis; se presenta en este capitulo la metodologia
de optimizacién estructural implementada. El método se basé principalmente
en los articulos de Amstutz y Andréd (2006), dos Santos et al. (2017) y Lopes
et al. (2015), en los cuales se ajusta la funcion de nivel W, presentada en el
Capitulo 3 y considerada para la definicién de las interfases en el XFEM del

Capitulo 4, hasta lograr una geometria optimizada.

Se presenta en el Seccién 5.1 la formulacién matemaética del problema consi-
derado de optimizacion estructural. En la Seccién 5.2 se presenta el método del
Lagrangiano Aumentado (LA) utilizado para resolver el problema de optimi-
zacion. Se presenta en la Seccion 5.3 el método que se utilizé para incorporar
las DT a la metodologia de optimizacion. Se presenta en la Seccion 5.4 el
pseudocddigo del método desarrollado y sus principales caracteristicas. En la
Seccién 5.5 se presentan las técnicas de suavizado de la funcién de nivel que se
utilizaron en el método propuesto. En dicha seccién se presenta la necesidad
de aplicar técnicas de suavizado y su fundamento matematico. Finalmente, en
la Seccién 5.6 se muestra la metodologia considerada para comparar el desem-
peno del método implementado que emplea el XFEM contra alternativas que
utilizan el FEM.
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5.1. Modelo de optimizacién estructural

Desde un punto de vista conceptual, el problema de optimizacion de base
que se considerd para la optimizacién topoldgica de estructuras es: encontrar
la estructura mas rigida posible para cierta fraccion del drea ocupable por la
estructura. Esta formulacién conceptual se refleja en la Ecuacién (5.1), donde
2" es la geometria de la estructura optimizada, || es el drea de la zona ocupada
por la estructura, | D] es el drea de la zona ocupable por la estructura y M es
la fraccién objetivo del area ocupable. Se destaca que || se calcula segun la
Ecuacién (5.2), donde 1g es la funcién caracteristica de €2, la cual se presenta en
la Ecuacién (5.3). La formulacién conceptual de base contrasta con la utilizada
por Amstutz y Andrd (2006), ya que los autores consideraron un &rea final
libre que se obtiene de sumar un costo asociado a |{2| a la funcién objetivo del

problema de optimizacién.

O = arg méx 4 Rigidez estructural 5.1
g ndx {Rig } (5.1)
0] = / 16,0 (5.2)
D
1 sixef)
lo(x) = . (5.3)
0 six¢

Como medida de rigidez estructural tipicamente se considera el inverso de
la complacencia para un EC dado, como consideraron Amstutz y Andra (2006).
Para un EC dado la complacencia se calcula segin la Ecuacién (5.4), donde
la dependencia con la configuracién estructural es dada por los cambios en
la solucién del problema y el campo de fuerzas de volumen. Como la com-
placencia crece al aumentar los desplazamientos donde se aplica la carga; se
tiene una medida indirecta e inversamente proporcional de la rigidez estructu-
ral. Ademds, la complacencia es una medida escalar dependiente del dominio,
lo que permite considerarla para el problema de optimizacion. La versién del
problema de optimizacién, en funcién de la complacencia, se presenta en la
Ecuacion (5.5).

We(Q) = /D b(Q) - u(Q) dQ + / q-u(Q)dly (5.4)

'y
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0" =arg |Q|r£ﬁ1‘D‘{W Q)} (5.5)

El principal inconveniente de considerar el problema de la Ecuacién (5.5)
con un tnico EC es que los resultados obtenidos suelen ser muy sensibles a
incertidumbres en las cargas (Ben-Tal y Nemirovksi, 1997). Por este motivo,
en esta tesis se decidié minimizar la suma de las complacencias de varios EC de
forma similar a como hicieron Lopes et al. (2015). La principal diferencia es que
Lopes et al. (2015) consideraron la energia potencial total, la cual es propor-
cional a la complacencia en problemas de elasticidad lineal. Dicha propuesta
es una opcion viable para aumentar la robustez de los resultados obtenidos, si
bien hay que ser cuidadoso en la seleccién de los EC segtin indicaron Ben-Tal y
Nemirovksi (1997). El problema de optimizacién que incorpora los EC se pre-
senta en la Ecuacién (5.6), donde #EC es la cantidad de EC independientes

considerados.

j=#EC
= arglﬂgll{}llr)l { Z Wj(Q)} (5.6)
j=1

Como se presenta, en particular, en el tercer ejemplo del Capitulo 6, las
estructuras optimizadas derivadas del problema de la Ecuacién (5.6) pueden
presentar regiones donde la tension equivalente sea bastante mayor a la tension
equivalente media en la estructura. Lo anterior es potencialmente un problema
para la estructura final, por lo que se plante$ un problema de optimizacién que
permita limitar las méximas tensiones equivalentes. Se considerd entonces la
propuesta hecha por Amstutz y Novotny (2010), en la cual se agrega una
penalidad a la funcién objetivo basada en las maximas tensiones equivalentes.
Dicha propuesta se presenta en la Ecuacién (5.7), donde a es el coeficiente
de penalidad del término de las tensiones equivalentes, S; es el funcional de
tensiones para el EC j-ésimo y ayy es la tensién equivalente méaxima a la
que se limita la estructura. Finalmente, J(2) es el funcional que se busca

minimizar con el problema de optimizacién estructural.

J=#EC
0= argﬂg}/}lD{j(Q) = Z (We(Q) + aS; (2, Tvw)) } (5.7)
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El funcional de tensiones se define segin se presenta en la Ecuacién (5.8)
(Lopes y Novotny, 2016). En la anterior ecuacién ovyi; es la tension equiva-
lente de von Mises para el EC j-ésimo, la cual se define en la Ecuacién (5.9)
en funcién de las componentes del tensor de tensiones. Por otra parte, ®(s)
es la funcién que se presenta en la Ecuacién (5.10). Dicha funcién tiene la
particularidad, como se muestra en la Figura 5.1, de ser casi nula hasta que
la tension de von Mises alcanza la tension limite y luego comienza a crecer
en forma aproximadamente lineal sin perder la derivabilidad en ningtin punto.
Finalmente, Dg es la parte del dominio ocupable por la estructura donde se
admite el chequeo de las tensiones maximas. En general, para el problema de
optimizacién estructural en el que se controlan las tensiones, Lopes y Novotny
(2016) no incluyeron en Dg las regiones cercanas a los apoyos o a los puntos de
aplicacion de cargas concentradas, como muestra la Figura 5.2, pues pueden
esperarse tensiones grandes en dichas regiones y no es posible limitarlas sin
afectar la convergencia del método de optimizacién. Esto tltimo se muestra en

un ejemplo de la Seccién 6.3.

UVM2‘
QNDs OvM
OvM = \/(Um + 0yy)? = 3(Ouayy — U:?cy) (5.9)

1/32

D(s) = (1+ %) 1 (5.10)
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Figura 5.1: Representacion grafica de ®(s)
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Figura 5.2: Esquema de dominios para el problema de optimizacién estructural

Se destaca que, dada la no linealidad de S;(2), el problema de la Ecua-
cién (5.7) no es capaz de limitar las tensiones acumuladas del caso en que
algunos EC ocurran simultaneamente. De todas formas, como el principal ob-
jetivo es evitar tener regiones de tensiones significativamente mayores que el
resto de la estructura, se considera que el problema de la Ecuacién (5.7) es
adecuado (dos Santos et al. 2017).

En términos generales, el problema de optimizacion sobre el cual se trabajé
en esta tesis es el presentado en la Ecuacién (5.7). La dificultad principal de
dicho problema de optimizacion es que es de dimensién infinita. A partir del
método de la funcién de nivel se sustituye la variable del problema de optimi-
zacion por W, la cual, como se discutié anteriormente, se discretizo en la malla
del XFEM por sus valores nodales. Como indicaron Amstutz y André (2006)
en su articulo, si una misma funcién de nivel se multiplica por un escalar, la
geometria de la estructura es la misma; por lo que se elimina ese grado de
libertad restringiendo la norma de W a uno. La norma se la consideré como
la inducida por el producto interno de la Ecuacién (5.11), donde a y b son
funciones con idéntica regularidad que W. A nivel del dominio discretizado del
XFEM, dicho producto interno se lo calcula segin se presenta en la Ecua-
cién (5.12), donde M es la denominada matriz de masa. La matriz de masa es
una matriz cuadrada, de tamano N, x N,,, cuya componente j, k se calcula
como se presenta en la Ecuacién (5.13). La notacién que se utiliza para la

norma de las funciones de nivel en lo que sigue de este capitulo, se presenta en
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la Ecuacién (5.14).

a-b:/ ab dS2 (5.11)
D

a-b=a"Mb (5.12)

(M), = / N, N, dQ (5.13)
D

17]] = VITMT (5.14)

Al considerar la funcién de nivel como la variable de optimizacién, se de-
fine un nuevo problema de optimizacién de dimensiéon N, — 1 dado por la
Ecuacién (5.15). La notacion 2* <— U* implica que Q* es la geometria de la
estructura inducida por la funciéon de nivel U*. La funcién caracteristica 1q
en el caso discreto, necesaria para el cdlculo de |Q|, estd dada por la Ecua-
cién (5.16). Nétese que el cdlculo exacto de los funcionales, en el problema

discreto dado por el XFEM, se presenta en detalle en el Anexo A.

O+ U* = arg min 1 J (€}
8 in {7 ()} (5.15)
sometido a || = M|D|

N’VLO
1osi Y Ny(x)¥, >0
1o(x) = n-l (5.16)

NTLO
0 si ) Nu(x)¥, <0
n=1

Se tiene entonces que el modelo de optimizacion estructural busca encon-
trar la geometria de la estructura que mejor satisfaga el objetivo de minimizar
J(€2). Con dicho objetivo en mente, a priori serfa suficiente con modelar en
todo momento tnicamente la fraccién estructural, es decir inicamente {2 y no
todo D. Sin embargo, este procedimiento impediria que el procedimiento itera-
tivo de optimizacién coloque material estructural en regiones donde lo hubiera
quitado. Por el anterior motivo, el desarrollo del método requiere modelar la
estructura y los vacios, lo que implica el uso del problema de elasticidad plana
de dos materiales presentado en la Seccién 2.2 y para el cual se desarrollo el

XFEM en el Capitulo 4. Las regiones del dominio consideradas para el pro-
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blema de optimizacién estructural son segin se presentaron en la Figura 5.2,
donde D es la regién ocupable por la estructura, {2 es la regién ocupada por
la estructura, modelada por un material de propiedades Ey; y vas y D\Q es la
region ocupada por los vacios, modelada por un material de propiedades Ey y
vy. Ademas se considerd que el campo de densidad de fuerzas de volumen es
uniforme en cada material y vale by, en Q y by en D\Q.

Para esta tesis se considerd vy; = vy = v, puesto que simplifica ampliamen-
te el calculo de las DT dado que para modelar los vacios alcanza con considerar
un material idéntico de rigidez disminuida. Si bien en casi todos los ejemplos
presentados en esta tesis se consideré que el médulo de Young del material
blando que modela los vacios (Ey) es mucho menor al médulo de Young del
material estructural (Fjs), no es imperativa esta consideracién. Considerar
contrastes menores entre los médulos de Young permite generalizar el método
de optimizacion estructural para optimizar estructuras en las cuales se consi-
dere como material blando una versién menos densa del material estructural,
cosa util en la manufactura aditiva. Finalmente, como el origen de las fuerzas
de volumen es en general la fuerza gravitatoria, se considera que se cumple la
relacién de la Ecuacién (5.17), la que seria andloga a considerar que la rigidez
de un material es proporcional a su densidad. La Ecuacién (5.17) simplifica el
calculo de algunas DT y es consistente con considerar tanto el caso en el que
se modelan vacios como el caso en el cual el material blando es una versién

menos densa del material estructural.

by = & by 5.17
(5) (517

5.2. Método del Lagrangiano Aumentado

El problema de optimizacién estructural de la seccién anterior (Ecua-
cién (5.15)) es un problema de optimizacién con restricciones. En esta tesis
se decidié hacer uso de un problema auxiliar sin la restriccion del area de la
estructura empleando el método del Lagrangiano Aumentado. Este método fue
utilizado en muchos de los articulos de optimizaciéon topoldgica de estructuras
discutidos en el estado del arte (e.g. Ferrer et al. 2018; Gangl, 2020; Lopes
et al. 2015; Martinez-Frutos et al. 2019; Ren y Zhang, 2021; Romero Onco y
Giusti, 2020; Tan y Zhu, 2023; Torii et al. 2016). El problema de optimizacién
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auxiliar se presenta en la Ecuacién (5.18), donde JYA(£,¢,() es la funcién

objetivo con términos del LA, los cuales se describen a continuacién.

O« U = arg||r‘11l1||1’1211{\7LA(Q7 c, C*)} (5.18)

El método del LA que aqui se presenta estd basado en lo descrito en el
libro de Luenberger y Ye (2008). La funcién objetivo con términos del LA es
segin se presenta en la Ecuacién (5.19), donde c es el coeficiente de penalidad
cuadratica de la restriccion del area y ¢ es el multiplicador de Lagrange de
dicha restriccion. El método se basa en partir de cierto valor de ¢y inicial y
(o = 0 e ir ajustando el valor de ( tal que tienda al valor correcto (*, en
el cual, por el teorema de los multiplicadores de Lagrange, los problemas de
las Ecuaciones (5.15) y (5.18) son equivalentes. Por lo tanto, la solucién del
problema de optimizacién auxiliar de la Ecuacién (5.18) busca converger hacia

el 6ptimo del problema original de la Ecuacién (5.15).

T, ¢,Q) = T(Q) +¢(1Q = M|D|) + g(!Q! — M|DJ)? (5.19)

Como presenta el libro de Luenberger y Ye (2008), un paso tipico del méto-
do del LA se basa en partir de un par de valores (. y ¢ y hallar el 6ptimo
del problema de la Ecuacién (5.18). De dicha optimizacién se obtiene una geo-
metria optimizada 2. Luego, se actualiza el valor del multiplicador segun la
Ecuacién (5.20) y el valor del coeficiente de penalidad cuadratica segun la Ecua-
cién (5.21) y se repite el proceso para encontrar la geometria €25, ;. El método
termina cuando se cumplen ciertos criterios de optimalidad y de cumplimiento
de la restriccién en el area ocupada. El valor 2, por el cual se actualiza el co-
eficiente de penalidad cuadratica, es una eleccion muy comtunmente utilizada

en este método (Luenberger y Ye, 2008).

Qi1 = G + cr([Q25] = M|D]) (5.20)

Ck+1 = Qck (521)
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5.3. Implementacion de la derivada topolégica

Con el objetivo de modificar la funciéon de nivel para lograr alcanzar una
geometria optimizada, en esta tesis se decidié hacer uso de la DT de J%A
presentada en la seccién anterior. Como la DT cumple las reglas basicas del
Calculo (Novotny y Sokolowski, 2013), se calculan por separado las derivadas
de los distintos funcionales y se suman independientemente una de otra como
presenta la Ecuacién (5.22). Un detalle no menor de la descomposicién de la
DT de la funcién J"* como la suma de las DT de sus componentes es que en
todos los casos se debe considerar la misma forma de perturbaciéon topoldgica
y funcién regularizadora f(€). Para el método que se desarrollg en este trabajo
de investigacién se considerd siempre una perturbacion circular de radio € y

por lo tanto f(€) estd dada por la Ecuacién (5.23).

j=#EC
DrJ" = (¢ +¢(|Q — M|D|)) Dr|Q| + Z <DTWje + aDTSj) (5.22)

j=1

f(e) = mé? (5.23)

A partir de las consideraciones del parrafo anterior, se obtienen las expre-
siones que adquieren las DT para xy € D\0S2 segiin se presenta a continuacion.
Las deducciones de todas las expresiones para las correspondientes DT se pre-
sentan en el Anexo C. El excluir la interfase entre el material blando que
modela los vacios y el material estructural en el célculo de las DT se asocia a
que la derivada no es continua en la interfase. Lo anterior no implica ningin
inconveniente practico, pues lo que se utiliza en el método de optimizacién es
un valor nodal de la DT y los nodos de la malla no pertenecen a la interfa-
se, segin se discutio en el Capitulo 4. En primer lugar, la derivada del area
ocupada por € es segin se muestra en la Ecuacién (5.24), donde la segunda

igualdad se basa en la definicién de dominios en base a la funciéon de nivel.

— —sign(U(z))  (5.24)

—1 si z5€0
Dr|Q|(o) = { ’ }

+1 si xp ¢

Previo a presentar las DT de la complacencia y el funcional de penaliza-

cién de tensiones, se discute una funcion de gran relevancia utilizada en ambas
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expresiones. Dicha funcion es el contraste entre el material a incluir y el mate-
rial de base . Esta funcion indica el contraste entre las rigideces del material
de la perturbacién topolégica (material a incluir) y el material previo a la
perturbacién (material de base). Para el método de optimizacién estructural
desarrollado, se consideré que la DT presenta para las zonas de material es-
tructural la sensibilidad a la nucleacién de una inclusion del material blando
que representa los vacios. Por otro lado, se consideré que la DT presenta para
las zonas de material blando la sensibilidad a la nucleacion de una inclusion
del material estructural. A partir del analisis anterior, v queda definido segin
presenta la Ecuacién (5.25). Se recuerda que para esta tesis se consideraron
vy = vy y la Ecuacién (5.17), por lo cual v engloba todas las propiedades del

cambio de material asociado a la perturbacion topoldgica.

E_ si X € Q
(o) =9 " (5.25)
¥ .
Eu si xo &
Ey

Para la complacencia del EC j-ésimo, la expresion de la DT es como se
muestra en la Ecuacién (5.26). Dicha expresién esta basada en el articulo de
Lopes et al. (2015), con la sutil diferencia de un factor dos respecto a la expre-
sién reportada. Esta diferencia se asocia a que Lopes et al. (2015) consideraron
la DT del opuesto de la energia potencial total, mientras que para esta tesis
se considerd la de la complacencia. El tensor P, es denominado tensor de po-
larizacion y estd dado por la Ecuacién (5.27), donde oy y ag son constantes

materiales dadas por las Ecuaciones (5.28) y (5.29), respectivamente.

DTI/Vje = (]P),YO']') : Efj + 2(’7 — 1)b] . llj (526)
1—7 1 1—7
P,=—1((1 I+ = — —I®I 5.27
T 4 yay (( o) +2(Oé1 a2)1+7041 ®) (527
oy = 2K (5.28)
I
oy = A3 (5.29)
A+

Finalmente, la derivada del funcional de tensiones para el estado de cargas
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j-ésimo esta dada por la Ecuacién (5.30), basada en los articulos de Amstutz
y Novotny (2010) y Lopes y Novotny (2016), con modificaciones presentadas
en el Anexo C. En dicha ecuacién, T, B, B y S son tensores auxiliares cuyas
expresiones se presentan en las Ecuaciones (5.31) a (5.34), donde a4 y e son los
que se presentaron en las Ecuaciones (5.28) y (5.29). Luego, 1p, es la funcién
caracteristica del dominio donde se admite el chequeo de tensiones méaximas.
Finalmente, v; es la solucién a un problema adjunto para el EC j-ésimo, el
cual se discute a continuacién, y Z(o;) es una expresion integral en funcién
del tensor de tensiones del EC j-ésimo, la cual no posee solucién analitica
conocida y que se discute mas adelante. Se hace notar que, al igual que en la
Ecuacién (5.24), se utiliz6 sign(¥) en base a la definicién de dominios con la

funcién de nivel para simplificar la notacion.

DiS; = (v 1) ((H £ o, Vi(v;) — by b,

1pg sign(¥) ., (T%m; : oM
T d ( )TBU] g; | —1pgsign(¥)d <T>

1=7)74m UVM VM

+:H-DS(1 . ]]_Q) (CI) (BO'J o + ']I‘IBO'] 0 + 'IFIE%']I‘:;'J-:G]-) (530)

—3
2 a3 VM 203\

Bo.:o TBo:0 Bo o
_(b<2792 J)_ 2] J¢/<27.72 J)
VM VM VM

+]lDS]lQ (H(U ) + o’ ( %/M;) So. - o >
s J TIM J J

1-— Y 1 a1 — (g
= I+~ I®l 5.31
1+a27(a2+21+a17 ®) ( )
B=6ul+ (A—2u)(I®I) (5.32)
B=3I-(I®I) (5.33)

(1 —79)? 1+ a7’
= 100+ |3 5| (I®I 5.34
453 (1 + agy)? 14+ oy ( ) (5:54)
El problema adjunto de la DT del funcional de penalizacién de tensiones

es, en su forma débil, encontrar v; € V tal que se verifique la Ecuacién (5.35),

donde u; es el desplazamiento solucion del problema plano de elasticidad lineal
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para el EC j-ésimo y k7 es segin se presenta en la Ecuacion (5.36).

/ o(v;):e(v)dQ = —/ E{Bo(u;) : e(v)dQ Vv ey (5.35)
o _ %mDs / UVM(uJ>
th T ? ( Ry > (5:36)

Empleando el XFEM, el problema adjunto de la Ecuacion (5.35) se resuelve
a partir de la Ecuacién (5.37), donde U; es el vector solucién del XFEM para
el problema plano de elasticidad lineal, {l; es el vector de los grados de libertad
del problema adjunto, el cual toma un formato anédlogo al del vector U para los
desplazamientos, y K; es una matriz auxiliar utilizada para calcular un simil de
vector de fuerzas para el problema adjunto. Todos los términos con subindice
j en la Ecuacién (5.37) indican dependencia con el EC j-ésimo. La matriz C;
se presenta en la Ecuacién (5.38), donde R es la matriz de restriccién que
se discutié en la Seccion 3.1.1 para el ensamblado de las matrices y vectores
globales. Los detalles de la generacién y ensamblado de la matriz KC; en el

codigo implementado se presentan en el Anexo A.

K;= / k?R<€>TB 9" BCB@R® dQ (5.38)
D

Luego, la expresion integral =(o;) es segin la Ecuacién (5.39), donde la
dependencia del integrando con t y 6 estd dada por Ao, si bien no se pre-
sent6 explicitamente en la ecuacion para simplificar la notacion. Por su parte,
Ao (t,0) se presenta en la Ecuacién (5.40), donde o; y oy son las tensiones
principales mayor y menor, respectivamente, del tensor de tensiones o;. Se

define como tensiones principales a los valores propios del tensor de tensiones.

E:/Oldt/j”tlg(q)(%fwa)_@(%) pow (%)) a6 (5.39)



Ty (1+aey 14ary

Ao(t,0) = 00 < (2 + 3—1+°m> (02 — 02, cos(20)
+3(2 — 3t?) (o7 — o77)? cos(49))
=t o) 5.40
+ 43%/(;;(1{)#01:27)2 ( 3(01 + O'II)Q <ﬁTl://) ( )
+(3(2 — 3t?)% + 4 cos?(20)) (o — o17)?
+6(2 — 3t2) 11227 (52 _ 52)) 005(29))

14aq7y

Dado que la expresién integral Z(o;) no tiene un resultado analitico cono-
cido, en esta tesis se decidié utilizar un método de célculo desacoplado, al igual
que utilizaron Amstutz y Novotny (2010). Este método consistié en calcular
una unica vez los valores de = para distintos valores de v, propiedades mate-
riales y tensores de tensiones. Los anteriores valores se guardaron en diversas
tablas. Luego, durante la ejecucion del algoritmo de optimizacion estructural
que se presenta mas adelante, se hace una busqueda de tabla para obtener el
valor de =(o;) segun las propiedades materiales, contraste y tensor de ten-
siones del problema en particular. En la Figura 5.3 se presentan, a modo de
ejemplo, unos mapas de los valores que presenta = para un estado plano de
tensiones, un coeficiente de poisson de 0,3 y una relacién entre los modulos
de Young del material estructural y el material blando de 103. Nétese que las

Figuras 5.3a y 5.3b tienen distinto eje vertical pero idéntica escala de colores.

(@) 20 €Q < y=1073 (b) o ¢ Q & v =10

Figura 5.3: Mapas de los valores tomados por Z(o) para estado plano de tensiones,
v=03y Ey/Ey =103

Las Ecuaciones (5.24), (5.26) y (5.30) permiten calcular la DT de la Ecua-
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cién (5.22) en un punto genérico ro € D\Q. En la metodologfa de optimizacién
estructural desarrollada se emplean valores nodales para las DT, por lo cual a
continuacion se presenta como se obtienen dichos valores nodales. En el caso
de la DT del area ocupada por la estructura, su valor nodal se obtiene direc-
tamente de la Ecuacién (5.41), es decir en funcién del signo de la funcién de

nivel del nodo en anélisis.

(DrlQ]), = —sign(¥y,) (5.41)

En el caso de las DT de la complacencia y el funcional de tensiones el
tratamiento es distinto. De forma similar a lo propuesto por Gangl (2020),
se decidi6 calcular un promedio ponderado de la DT en la zona de influencia
del nodo, segun presenta la Ecuacion (5.42) para la complacencia y el nodo
n-ésimo. La Ecuacién (5.42) presenta la particularidad de que en los nodos
extendidos se incluyen zonas para las cuales el célculo de la DT es asociado a
un material distinto al del nodo en andlisis. Lo anterior no es correcto desde
un punto de vista de rigurosidad matematica, pero ha probado ser 1util para
obtener un mejor desempeno del algoritmo de suavizado que se presenta en
la Secciéon 5.5. En el primer ejemplo del Capitulo 6 se presenta un caso en
el cual la DT de la complacencia se calculé directamente como el promedio
de las calculadas en el nodo por todos su elementos asociados. Dicho ejemplo
muestra que el suavizado adicional proporcionado por la Ecuacién (5.42) es

beneficioso para obtener buenos resultados.

/ N, DpWe dQ

(DrWy), = =2
/ N, Q2
D

Se destaca que los célculos del valor nodal de la DT del area y las DT de

(5.42)

la complacencia y funcional de tensiones son distintos. Esta diferencia surgié
de algunas pruebas que mostraron que la opcion implementada resulté ser la
mas eficiente y con mejores velocidades de convergencia. Finalmente, se aclara
que los detalles de la implementacion del calculo de las DT y el pasaje a un

valor nodal segin la Ecuacién (5.42) se presentan en el Anexo A.
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5.4. Algoritmo de optimizacion desarrollado

El método de optimizacién que se desarrolld esta basado principalmente
en lo publicado en los articulos de Amstutz y Andra (2006) y Lopes et al.
(2015). Se consider6 un método heuristico iterativo de punto fijo, inspirado en
los métodos de descenso (Luenberger y Ye, 2008), en el que la direccién de
movimiento de la funcién de nivel estd dada por ¥p,. de la Ecuacién (5.43),
en donde (DrJ LA)mOd es segin la Ecuacién (5.44) y ¥ es la funcién de nivel
asociada a la iteracién k-ésima, la cual define una geometria {2x, y un conjunto
de pardmetros del método del LA ¢ y ¢. La Ecuacién (5.44) se utilizé para
regularizar la DT, puesto que la DT puede variar varios 6rdenes. En lo que
sigue se hace referencia a ¥p,. como la funcion de nivel propuesta por la DT
y su geometria inducida como la geometria propuesta por la DT, puesto que
son las primeras que se prueban en un paso tipico del método de optimizacién

estructural.

D LA\mod . \Ilk
(n,), = (DrT )f;od S,lgn( n) (5.43)
" I(DrT A sign (W]
(DrT™)™ = sign (DrJ"*) log (1 + | DrT™*|) (5.44)

La justificacién de la Ecuacion (5.43) surge de la condicién suficiente para
un minimo local del problema de optimizacién estructural dada por la Ecua-
cién (5.45), la cual fue utilizada en el articulo de Amstutz y Andra (2006).
Dicha condicién es intuitiva debido a que implica que cualquier cambio lo-
cal de material implica incrementar el valor del funcional J™*. Dos versiones
equivalentes de la Ecuacién (5.45) son las Ecuaciones (5.46) y (5.47). Por lo
tanto, una condicién suficiente para un minimo local es que la funcién de nivel
optimizada tenga igual signo que la propuesta por la DT, lo que justifica que

esta segunda sea una buena direcciéon de movimiento.

DpJ"Mzo) >0Vae € D (5.45)

{ \IIDT(Q?()) >0 si x€ QO (546)

Up. (1) <0 si x9€ D\Q*
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(5.47)

‘IIDT(xO) >0 si ¥*>0
\I/DT(QZO) <0 si ¥U*<0

La condicién de optimalidad utilizada en los articulos de Amstutz y
Andra (2006) y Lopes et al. (2015), entre otros, es que el dngulo © de la
Ecuacién (5.48) sea nulo. La condicién anterior es mas exigente que la Ecua-
cién (5.47) ya que implica que ¥* y W, sean colineales. A pesar de lo anterior,
es de facil implementacion y justifica la busqueda lineal para el cambio de la

funcién de nivel entre iteraciones, la cual se presenta a continuacion.

0= acos(\I/ETI\\/JI\I/k) (5.48)

Una iteracion tipica del método de optimizacién estructural de Amstutz y
André (2006), a la cual se denomina como la iteracién k-ésima sin perder gene-
ralidad, se basa en partir de U* y calcular ¥p.. y © segiin las Ecuaciones (5.43)
y (5.48). Luego, la funcién de nivel W**! de la siguiente iteracién se calcula
como muestra la Ecuacién (5.49), presentada originalmente por Amstutz y
André (2006), donde s es un coeficiente de buisqueda lineal. La busqueda li-
neal consiste en evaluar el funcional J%*(€.,,) para valores decrecientes de s
hasta obtener un descenso del valor del funcional respecto al obtenido con W*.
Inicialmente se define s := 1 y su valor se redefine iterativamente por la regla

= /2 cada vez que no se obtiene un descenso en el valor del funcional.

Pht — sint@) (sin ((1 = 5)0)¥* +sin (#0) \IJDT) (5.49)

La bisqueda lineal de la Ecuacién (5.49) es la interpolacién del método de
Amstutz y André (2006) por la cual algunos autores han denominado al método
como SLERP (Ferrer et al. 2018). Es una busqueda lineal muy similar a la regla
de Armijo (Luenberger y Ye, 2008), con la salvedad que no asegura suficiente
descenso del funcional sino que simplemente asegura descenso. Finalmente se
destaca que, como presentaron Amstutz y Andrd (2006), la Ecuacion (5.49)
asegura || WA || = 1.

El método desarrollado para esta tesis para combinar el método de Ams-
tutz y Andrd (2006) con el XFEM se presenta en el Pseudocédigo 1. Este
pseudocodigo es un resumen del codigo implementado, el cual es obtenible en
el Anexo A. Las entradas al método de optimizacion estructural son: la region

del espacio ocupable por la estructura D, la funcién de nivel inicial ¥°, los
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EC, la fraccién objetivo del area ocupable M, la tolerancia en el cumplimiento
del objetivo de area final T);, el coeficiente de penalidad cuadratica del LA
inicial ¢, el coeficiente de penalidad del funcional de exceso de tensiones «,
la region del espacio donde se admite chequeo de tensiones elevadas Dg, la
tension equivalente maxima admisible en dicha region vy, el coeficiente de
suavizado de la funcién de nivel inicial ¢, la constante de decaimiento del co-
eficiente de suavizado o, la definicién del cambio minimo de drea como criterio
de optimalidad A\*QI’ la definicién del cambio maximo admisible de area por
iteracion A‘I?ﬁx y el maximo nimero de subiteraciones en la busqueda lineal
SITm4x. La unica salida del método de optimizacion estructural es la estruc-
tura optimizada €2*, inducida por una funcién de nivel optimizada ¥U*. En los
siguientes parrafos se discuten algunos detalles y bloques del pseudocédigo que
requieren aclaracién, junto con algunos parametros del método hasta ahora no
presentados (Tar, So, 05, Al AIG™ ¥ SITmax)-

El algoritmo de optimizaciéon estructural consiste en realizar un cierto
nimero de iteraciones hasta que se cumpla una condicion de optimalidad y
el area ocupada por la estructura sea la fraccion objetivo, a menos de una to-
lerancia. Las Lineas 5 a 10 presentan los pasos elementales del método, ya que
en ellos se calcula la funciéon objetivo de la iteraciéon actual, su DT y ¥p,.. Se
destaca que las Lineas 5 y 29 son los tinicos dos puntos de todo el método donde
se hace el andlisis estructural de las geometrias obtenidas, y que la Linea 6 es
el inico punto donde se calculan las DT. La definicién inicial J12 = J5L +1
de la Linea 9 es un artilugio para permitir el inicio de la buisqueda lineal. Una
vez pasado el bloque de las Lineas 5 a 10 se procede a la operativa propia de
optimizacién.

Las Lineas 11 a 13 presentan la condicién de parada del algoritmo de op-
timizacién estructural. La condicién abs(|$2|,q/|D| — M) < T verifica que el
area ocupada por la estructura se encuentre a menos de la tolerancia T, de la
fraccién objetivo, y la condicién abs([Qnew — [Qo1a) /| D] < Ay funciona como
criterio de optimalidad. Este bloque es la tinica posible salida del algoritmo de
optimizacién estructural y devuelve la estructura optimizada. La segunda con-
dicion de la Linea 11 implica que una geometria se encuentra suficientemente
optimizada si el cambio de area ocupada entre las geometrias inducidas por
U* v Uy es menor a una fracciéon A|*Q| del area total. Esta condicién de opti-
malidad contrasta con la utilizada en los articulos de Amstutz y Andra (2006)

y Lopes et al. (2015), en los cuales se consider6é como criterio que |©] fuera
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Pseudocddigo 1: Algoritmo de optimizacion estructural con XFEM

Entradas: D, U°, EC, M, Ty, ¢, a, Ds, Gy, So, Oc, AI*Q\’ Aﬁx,

STT, 4
Salidas : Q"
1 k:=0;
2 Q| + ¥
3 (=0 ; flag := VERADERO;
4 Mientras que flag = VERDADERO Hacer
5 Obtener J™ segtin la Ecuacién (5.19) con W¥;
6 | Obtener DpJ* segiin la Ecuacién (5.22) con W*;
7 | Up, « (U* Dp ) segin la Ecuacién (5.43);
8 O + (\Ilk \I/DT) segin la Ecuacién (5.48);
9 Wog = UF; Qo = Uy Tig = T T = Tt + 15 30 = 1;
10 | new < \IJDT,
11 Si abs(|Qoa/|D] = M) < T Y abs(|Qfnew — [2]aa)/|D] < Ay,
Entonces
12 flag := FALSO;
13 O+ qjold;
14 Si no
15 Si abs(|Qfnew — [Qfoa) /| D] < Ajg; Entonces
16 ¢ :=C+c(|Qoq — M|D)); ¢ := 2¢;
17 Volver a la Linea 6;
18 Si no
19 Mientras que abs(|Q|,ew — |Qoa)/| D] > Afg‘f"” Hacer
20 7= 2/2;
21 Uew ¢ (Yoia; Up,s 225 ©) segin la Ecuacion (5.49);
22 ’Q’new A \Ilnew;
23 Fin
24 SIT :=0;
25 Mientras que J24 > 74 Y SIT < SIT,4 Hacer
26 SIT:=SIT+ 1;¢:=¢ /QSIT L
27 Uew < (Yoia; Upy 52, 0O) segun la Ecuacién (5.49);
28 Obtener ¥*+! suavizando W, con g:
29 Obtener JL4 segiin la Ecuacién (5.19) con Wr+!;
30 7= 2/2;
31 Fin
32 Si 7L > 7L Entonces
33 ‘ ¢ = C+c(|Qoq — M|D)); ¢ :=2c;
34 Fin
35 k:=k+1;
36 Fin
37 Fin
38 Fin
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menor a cierta tolerancia. El motivo tras el cambio de criterio radica en la
necesidad de suavizado de la funcién de nivel, la cual se presenta en detalle en
la Seccion 5.5 e impide que © tienda a un valor nulo.

Las Lineas 15 a 17 conforman el bloque principal del método del LA puesto
que analizan si es necesario ajustar el multiplicador y el coeficiente de penali-
dad segun se discuti6 en la Seccién 5.2. En primer lugar, el bloque estudia si
se cumple el criterio de optimalidad del parrafo anterior y, en caso positivo,
se ajustan los pardmetros del método segin las Ecuaciones (5.20) y (5.21).
Lo anterior se basa en que, si se llega a este bloque y se cumple el criterio
de optimalidad, la estructura se encuentra optimizada para los parametros ac-
tuales del método, pero no se cumplié la restriccion del area ocupada y por
lo tanto se debe continuar el proceso con nuevos parametros. Actualizados los
parametros, el método de optimizacion estructural regresa a la Linea 6 para
repetir el proceso.

Las Lineas 19 a 23 conforman un bloque que permite evitar que el cambio
de area en una iteracion sea muy grande. En algunos casos, sobre todo al inicio
del método de optimizacién estructural o tras el cambio de los parametros del
LA, el cambio de area propuesto por Vp,. es muy grande y puede dificultar
la convergencia del método. Para evitar lo anterior, en el método se incluyé
como parametro de entrada un valor méaximo admisible de cambio de area por
iteracion f}lﬁx y las Lineas 19 a 23 se encargan de imponerlo. Dicho bloque se
encarga de iniciar la busqueda lineal, puesto que menores s implican menores
cambios de area, hasta que se obtenga que el cambio de area propuesto sea
menor al cambio admisible.

Las Lineas 25 a 31 conforman el bloque que ejecuta la bisqueda lineal ante-
riormente descrita en base a una serie de subiteraciones. Para evitar problemas
de convergencia, se consideré un nimero maximo de subiteraciones SIT,;, tal
que si se alcanza dicho numero se termina la busqueda lineal, incluso aun-
que no se haya obtenido descenso del valor del funcional. Antes de evaluar el
eventual descenso del funcional, se suavizan las funciones de nivel obtenidas a
partir de la Ecuacién (5.49), puesto que de no hacerlo las geometrias obtenidas
serian rugosas. Los métodos de suavizado empleados utilizan como parametro
de entrada un coeficiente de suavizado ¢, el cual se disminuye a medida que
avanza la busqueda lineal segin la Ecuacién (5.50), donde ¢q es el coeficiente
de suavizado inicial y o es la constante de decaimiento del suavizado. La pre-

sentacién de la necesidad de suavizado, los métodos empleados para hacerlo
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y el motivo detras del decaimiento del suavizado se discuten en detalle en la

Seccion 5.5.

So

= TsIT-1
o¢

S (5.50)

Finalmente, las Lineas 32 a 34 hacen que si la busqueda lineal se finaliz6
porque se alcanzoé el maximo de subiteraciones sin lograr descenso del funcional,
se ajusten los parametros del LA de forma andloga a como se haria si se tiene
una geometria optimizada. Esta decisién algoritmica se asocia a asumir que si
la busqueda lineal no logra obtener descenso, entonces la geometria actual es
suficientemente éptima. Lo anterior resulta en un criterio heuristico pero que

probé funcionar adecuadamente.

Algunas consideraciones practicas que se tuvieron en cuenta en el método
implementado son las siguientes. En primer lugar, cuando se tiene mas de
un EC, se decidié que, para disminuir el tiempo de computo, la creacién de
la matriz de rigidez global solamente se realice para el primer EC, puesto
que de no ocurrir cambios de ¥ no se modifica la rigidez de la estructura.
Lo anterior no pudo ser realizado para la matriz K del problema adjunto del
calculo de la DT del funcional de tensiones, ya que esta tltima depende de las
tensiones obtenidas en cada EC. Por otra parte, se destaca que en problemas
intrinsecamente simétricos, en los cuales se espere que la estructura optimizada
sea simétrica, es conveniente emplear una malla simétrica. Una muestra de la
conveniencia de la simetria de la malla se presenta en el primer ejemplo del
Capitulo 6. Finalmente, en esta tesis se consideré la posibilidad de que algunas
partes de la estructura sean mantenidas obligatoriamente, lo que se logré a
partir de forzar que los nodos asociados tengan funcién de nivel positiva y que
dichos nodos no participen en las Ecuaciones (5.43), (5.48) y (5.49). Un ejemplo
de estructura donde se mantuvo obligatoriamente una parte es presentado en

el segundo ejemplo del Capitulo 6.

Finalmente, a modo de cierre de esta seccion, se hace notar que el método
implementado es heuristico y, si bien esta inspirado en los métodos de descenso,
no se una demostracion tedrica que asegure que la direccién de movimiento sea
de descenso. Ademas, el método no puede asegurar la obtencién de un 6ptimo
global del problema de optimizacién estructural, por lo cual los resultados
obtenidos se denominan estructuras optimizadas y no 6ptimas. Sin embargo, el

método de Amstutz y Andra (2006) ha sido utilizado con éxito en el pasado en
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problemas de optimizacién estructural, segtin se discutié en el Capitulo 3, con
resultados de excelente desempeno. Luego, como se presenta en el Capitulo 6,
las modificaciones realizadas para permitir el uso conjunto del XFEM con el
método de Amstutz y Andrd (2006), resultaron en buenos desempenios del

método heuristico de optimizacién estructural.

5.5. Suavizado de la funcion de nivel

En la seccién anterior se presento el algoritmo general del método de op-
timizacién estructural, en el cual se indicaron pasos de suavizado de V. En
esta seccidon se presenta, en primer lugar, los motivos por los cuales el método
de optimizacién estructural de Amstutz y Andrd (2006), al combinarlo con
el XFEM, requiere de un algoritmo de suavizado de ¥. Luego se discuten las
técnicas de suavizado empleadas en esta tesis y su fundamento matematico y
finalmente se discuten algunas consideraciones especiales que se tuvieron en

esta tesis.

5.5.1. Presentacion de la necesidad de suavizado

Si no se hubiera considerado un algoritmo de suavizado de la funcién de ni-
vel se generarian progresivamente rugosidades en la geometria de la estructura
obtenida por el método de optimizacién estructural. Dichas rugosidades ocu-
rren principalmente por dos motivos: La interpolacion lineal de funciones de
nivel y el valor de la DT en los nodos extendidos. A continuacién se presentan
estos efectos.

Para ilustrar las rugosidades generadas por la interpolacion lineal se presen-
ta un ejemplo en la Figura 5.4. La Figura 5.4a presenta la geometria generada
a partir de una funcién de nivel ¥y, para la cual se presentan sus valores no-
dales. Por otra parte, la Figura 5.4b presenta otra geometria generada a partir
de una funcién de nivel Wy. Las dos geometrias anteriores son, en términos ge-
nerales, suaves. Por otra parte, la Figura 5.4c presenta la geometria obtenida
al interpolar una funcién de nivel segin ¥ = 0,35V + 0,65¥,, donde se senala
con un circulo rojo una rugosidad generada en dicha interpolacion. Se destaca
que si bien la interpolacién del método de Amstutz y Andra (2006) no sigue
exactamente la formula presentada, si admite una de idéntica relaciéon norma-

lizada entre los valores nodales, lo que derivaria en una geometria idéntica. Lo
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anterior implica que las rugosidades presentadas pueden producirse aun bajo
la interpolacion del método. Si bien en este ejemplo simple la rugosidad no es
significativa, si muestra la posibilidad de que se generen rugosidades asociadas

a la interpolacién entre dos geometrias; en particular si la interfase se mueve

bastante.
+0,1532  —-0,0919  —-0,3677 —0,9191-0,2548 —0,1529 —0,6116 —1,5290
+0 —-0,1226 —0,3064-0,1019 —-0,2548 —0,2039 —0,5096
+0 13 —0,1532 +0 —0,05610 —-04019 —0,2548
+0 ,0613 40 ,1019
(a) Geometria para ¥4 (b) Geometria para ¥

(¢) Geometria interpolada con ¥ = 0,357 + 0,65W,

Figura 5.4: Ejemplo de rugosidades en la geometria producto de la interpolacion
lineal

A continuacion se analiza cémo el calculo de la DT en los nodos extendidos
puede ocasionar que la funcién de nivel ¥, propuesta por la DT, y presentada
en la Ecuacién (5.43), induzca geometrias rugosas. Para ilustrar lo anterior se
vuelve a emplear el caso de estudio de la placa circular sometida a traccion

presentado en la Seccion 4.1.1. En este caso se considera que la placa exterior
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es la estructura y posee un médulo de Young F,; = 1 y la inclusién son los
vacios y poseen un material blando de médulo de Young Ey = 1073, Ademds,
se estudia la regién de x entre —0,80 y —0,48 y y entre —1,04 y —0,72.

En la Figura 5.5 se presenta la situacién inicial del caso de estudio. En
particular, en la Figura 5.5a se presenta la geometria inicial, la cual es, en
términos generales, suave. Si bien esta geometria se construyé especificamente
para este caso de analisis, representa una geometria suave obtenible en una
iteracion genérica del método de optimizacion estructural. Por otra parte, la
Figura 5.5b presenta en un mapa de colores los valores calculados con el XFEM
para DypJ"*. Se consideré en el calculo ¢ = 3,884, un valor de M tal que |Q| =
M|D| y a = 0 (sin chequeo de tensiones méximas). Ademsds, se representé la
interfase con una linea roja. Un detalle a destacarse es la no continuidad de la

DT en la interfase, producto de que o, € y v no son continuos en ella.

R

—

(a) Geometria inicial (b) DrJ™*

/’/
ye
// |

Figura 5.5: Geometria en la zona de estudio y DT de la funcién objetivo para el
analisis de generacién de rugosidades

La no continuidad de la DT en la interfase es la principal fuente de las
rugosidades que se presentan a continuacién. Los nodos que pertenecen a dife-
rentes regiones materiales calculan sus DT de forma muy dispar. Luego, como
la funcién de nivel propuesta por la DT se calcula segin la Ecuacion (5.43), se
tiene un comportamiento distinto en el calculo de ¥p,. en los nodos de distin-
tas regiones. Ese comportamiento distinto se asocia a que las zonas de ¥ > 0
presentan DpJ“* con valores relativamente similares entre si, y por ende ¥p,.
de dichas zonas presentan valores de orden similar, y lo mismo sucede con las
zonas de ¥ < 0.

En la Figura 5.6 se presentan dos posibles geometrias inducidas por ¥p,,
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calculada a partir de Dp J™* de la Figura 5.5b, diferenciadas segtin dos méto-
dos de calculo de la DT nodal. La Figura 5.6a presenta la geometria que se
obtiene de obtener la DT nodal a partir de su valor en las coordenadas asocia-
das al nodo. Por otra parte, la Figura 5.6b presenta la geometria que se obtiene
de obtener la DT nodal a partir del promedio ponderado de la Ecuacién (5.42).
La Figura 5.6 muestra que ambas propuestas de cdlculo generan geometrias
altamente rugosas, asociadas a la no continuidad de la DT en la interfase. La
principal diferencia entre ambas propuestas es que la Figura 5.6a muestra que
la interfase se ajusta a la malla, quedando muy cerca de los nodos que pertene-
cen a la fraccién blanda, de forma similar a lo que ocurriria si se toman los EX
como pertenecientes al material rigido, mientras que la Figura 5.6b muestra

un comportamiento mas cadtico pero menos cercano a los nodos de la fraccion

blanda.

(a) DT nodal como valor en el nodo (b) DT nodal segun la Ecuacién (5.42)

Figura 5.6: Posibles geometrias propuestas por la DT

El problema de la rugosidad en la geometria propuesta por la DT estd
relacionada puramente a la discontinuidad de la DT en las interfases. Si bien
no se presenta aqui, las geometrias que se obtienen en el momento de nucleacién
de huecos son en términos generales suaves, lo que se asocia a la continuidad
de la DT en un mismo material.

A partir del anterior analisis, las dos fuentes de rugosidades presentan si-
nergia entre si. Por un lado, la interpolacién entre dos funciones de nivel puede
generar rugosidades aun en el caso en el cual las dos geometrias de interpola-
cién sean suaves. Por el otro, la geometria inducida por la DT puede ser rugosa
de por si, lo que implica que la interpolacién ya parte de una geometria rugosa,

aumentando las rugosidades posteriores.
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Se hace notar que el método de optimizacion estructural desarrollado en
esta tesis no logra suavizar naturalmente las interfases. Por el contrario, a me-
dida que progresa el algoritmo de optimizacion estructural, el deterioro de la
suavidad de las interfases tiende a empeorar. En el Capitulo 6 se presentan,
en particular en la Seccion 6.1.2.2, dos ejemplos en los cuales no se utilizé un
algoritmo de suavizado. Uno de los ejemplos se hizo con una malla estructu-
rada y el otro con una malla no estructurada. Dichos ejemplos ilustran las
rugosidades predichas, muestran el aumento progresivo de dichas rugosidades
y confirman la necesidad de un suavizado.

Las rugosidades presentadas se consideraron un problema para el método
de optimizacién estructural. Lo anterior se debe a que la inmensa mayoria de
las estructuras optimizadas de los articulos discutidos en el Capitulo 3 poseen
geometrias relativamente suaves, en particular aquellas que surgen de mallas
muy finas o remallados frecuentes. Ademads, resulta intuitivo esperar que las
geometrias optimizadas deban ser suaves y se debe notar que los resultados
antiintuitivos no suelen ser de aceptacion por los ingenieros. Por los puntos
anteriores, resulté necesario aplicar alguna técnica de suavizado al método de
optimizacién estructural.

Un detalle a destacar es que el problema de las rugosidades no habia sido
identificado anteriormente en la bibliografia de optimizacién estructural con
el método de Amstutz y Andrd (2006). Lo anterior se debe a que, como se
presentd en la Seccion 3.2.3.3, la mayoria de los trabajos publicados donde se
utiliz6 el método de Amstutz y Andréd (2006) emplearon el FEM. Al utilizar
el FEM, los elementos cortados en general son tratados como un material
poroso, segin se adelanté para el método SIMP en el Capitulo 1. La densidad
de dichos elementos se calcula como la proporcion del area del elemento del
material estructural, por lo que no importa la forma exacta de la interfase sino
simplemente la magnitud de la fraccion estructural. Lo anterior muestra que
el problema de las rugosidades es intrinseco al hecho de utilizar la DT junto
con el XFEM.

Uno de los objetivos de la tesis fue emplear el XFEM para obtener geo-
metrias que no requirieran de mallas de elementos finitos muy finas o de un
remallado frecuente. Por lo discutido en el parrafo anterior, el uso del XFEM
con el método de Amstutz y Andréd (2006) genera geometrias que poseen ru-
gosidades y gran dependencia con la geometria de la malla, segin se presentd

en la Figura 5.6. Lo anterior implicé buscar una solucion al problema de las
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rugosidades y surgieron dos principales alternativas: usar una malla mas fina
para el XFEM que para ¥ o aplicar algoritmos de suavizado de W.

La alternativa de utilizar una malla mas fina para el XFEM presenta algu-
nas deficiencias. En primer lugar, va en contra de la filosofia de trabajo usual
en optimizacion estructural de tener una tnica malla para los diversos anali-
sis. Ademas, si bien el uso de mallas de distinto tamafo es directo en mallas
regulares y estructuradas, no es trivial su uso cuando se emplean mallas no
estructuradas con zonas de refinamiento. Las dificultades anteriores son reales
pero no muy significativas. Una gran deficiencia del uso de mallas de distinto
tamano es que en varias situaciones sucede una de dos situaciones: la malla de
U es muy gruesa o la malla del XFEM es muy fina. Si la malla de ¥ es muy
gruesa, se tiene muy poca libertad de las geometrias a generar y es probable
que se generen estructuras rugosas por esa poca libertad. Por otro lado, si la
malla del XFEM es muy fina se tienen grandes costos computacionales del
analisis estructural, lo cual se buscé evitar. Por los motivos anteriores no se
utilizé en esta tesis distintos tamanos de malla. Como punto adicional, el uso
de mallas distintas reduce las rugosidades asociadas al calculo de ¥p,. en los
nodos cercanos a las interfases, pero no modifica las rugosidades asociadas a
la interpolacién.

Por lo descrito en el parrafo anterior, en esta tesis se decidié emplear un
algoritmo de suavizado de la funcién de nivel. El uso de algoritmos de suavizado
o regularizacion no son extranos en la optimizacion topologica de estructuras.
Por un lado es comun el uso de filtros, tanto con el SIMP (Barrera et al.
2020) como con el método de la funcién de nivel (Geiss et al. 2019a). Por
otro lado, el método de Yamada et al. (2010) para optimizacién topolégica
con la DT utiliza un parametro de difusiéon como suavizado y regularizacién
de la geometria. Finalmente, se destaca el articulo de Canelas et al. (2024),
en el cual se utilizé el XFEM y la DT para resolver un problema inverso y

requirieron el uso de algoritmos de suavizado.

5.5.2. Técnicas de suavizado

Para esta tesis se emplearon dos técnicas para el suavizado de W. Para las
mallas estructuradas regulares se empled el método presentado en el articulo
de Garcia (2010). Por otro lado, para mallas no estructuradas, en particular

aquellas con zonas de refinamiento, se empleé el método LOWESS (en inglés:
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locally weighted scatterplot smoothing; Cleveland, 1979). El motivo tras la dis-
tincién es que el método de Garcia (2010) probé ser més rapido, més robusto y
menos sensible a parametros que el método LOWESS, pero solamente funciona
en mallas regulares. A continuacion se presentan los principales fundamentos

matematicos de ambos métodos.

5.5.2.1. Suavizado de Garcia (2010)

La técnica de suavizado de Garcia (2010) es un método sencillo y eficiente
de suavizado que ha sido utilizado anteriormente en problemas de uso conjunto
del XFEM con la DT (Canelas et al. 2024). Si bien en los siguientes parrafos
se presentan las bases del método en problemas unidimensionales, se destaca
que en el articulo se presentd la generalizacion a n dimensiones. Ademads, en
el articulo se presentaron unas técnicas de transformacién, denominadas de
coseno discreto, que permiten hacer mas eficiente la operativa de suavizado.
Finalmente también se destaca que en el articulo se presentaron herramientas
para tratar valores faltantes o pesos relativos de los datos.

El método se basa en asumir que se tiene una serie de medidas y, equies-
paciadas, las cuales surgen de una magnitud ¢y suave sumada a un error ¢§. Lo
anterior se presenta en la Ecuacién (5.51). Para las magnitudes del problema
de optimizacion estructural, y hace las veces de ¥p, y ¢ hace las veces de la

funcién de nivel suavizada.

y=9y+9 (5.51)

Para calcular g, ya que se asume que es suave, se busca minimizar el fun-
cional F'() de la Ecuacién (5.52), donde  es el coeficiente de suavizado y P(y)
es una penalidad asociada a la rugosidad de y. Garcia (2010) tomé P(y) segun
la Ecuacién (5.53), donde D es la matriz cuadrada tridiagonal presentada en
la Ecuacién (5.54) para el caso de datos equiespaciados una distancia h. Las
anteriores ecuaciones implican que la rugosidad se mide a partir de la derivada

segunda y el suavizado busca minimizar la magnitud de dicha derivada.

F(g) = 11§ = ylI* +<P(3) (5.52)

P(y) = |[Dy|* (5.53)
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p_ L (5.54)

Garcia (2010) mostré que minimizar el funcional de la Ecuacién (5.52) es
equivalente a resolver el sistema de ecuaciones lineales de la Ecuacién (5.55).
Se resalta que en el articulo se incluyeron ademds algunos artilugios numéricos
para transformar el sistema de ecuaciones anterior a una expresiéon menos

costosa computacionalmente.

(I+<D'D)j=y (5.55)

En la Figura 5.7 se presenta una justificacion de por qué la técnica de Garcia
(2010) es util para suavizar las geometrias obtenidas con Vp... La Figura 5.7a
presenta la geometria de la Figura 5.6b, con dos transectas identificadas con
colores azul (nodos BAC) y rojo (nodos DAE). De dichas transectas se obtiene
que el andlisis que se realiza se asocia al nodo A, pero se destaca que extensible
a cualquier nodo extendido. La Figura 5.7b presenta los valores que toma
la funcién de nivel en ambas transectas, identificando ademéds con una linea

punteada el valor ¥ = 0 que simboliza la interfase.

1072
I
4D .
0
5 Efectojsuavizado
S :
> A e i Interfase
> L ObF====N~\--- -]
77 | A !
92| AV i
| | |
Prev. Nodo A Sig.
Nodo
(a) Geometria e identificacién de nodos (b) Transectas de ¥

Figura 5.7: Ejemplo del funcionamiento de la técnica de Garcia (2010) para suavizar
la geometria
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El funcional que minimiza el suavizado de Garcia (2010) pondera, en base al
coeficiente de suavizado ¢, entre no modificar significativamente los valores de
VU p,. v minimizar las derivadas segundas. ¢ = 0 no modifica la geometria inicial,
mientras que mayores valores de ¢ reducen las derivadas segundas, modificando
la geometria. Para el nodo A de la Figura 5.7, minimizar la derivada segunda
implica aumentar el valor de su funcién de nivel, segiin muestra la Figura 5.7b.
Si se aumenta el valor de ¥ en A y se mantienen fijos todos los demds, las
interfases entre B y A y entre D y A se desplazan hacia A. Dicho efecto se
muestra con las flechas verdes en la Figura 5.7a, lo que genera un suavizado
de la rugosidad presente, tal y como era deseable.

Se presenta en la Figura 5.8 las geometrias de la Figura 5.6 suavizadas por
la técnica de Garcia (2010) con un coeficiente de suavizado ¢ = 0,7. En primer
lugar se obtuvo que la técnica de Garcia (2010) efectivamente fue eficaz para
suavizar las geometrias altamente rugosas obtenidas por la DT. Ademads, se
nota que ambos métodos de calculo de la DT nodal pueden ser adecuadamente
suavizados y ninguno de los dos resulté mas beneficioso que el otro frente al

problema de las rugosidades.

(a) DT nodal como valor en el nodo (b) DT nodal segtin la Ecuacién (5.42)

Figura 5.8: Suavizado de las geometrias de la Figura 5.6 con la técnica de Garcia
(2010) con ¢ = 0,7

5.5.2.2. Suavizado por LOWESS

El método LOWESS para el suavizado es un método més costoso compu-
tacionalmente que la técnica de Garcia (2010), pero que permite el uso de
distribuciones irregulares de datos. A continuacién se presentan las bases del

método segin se discutié en el articulo de Cleveland (1979). Al igual que para
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el método de Garcia (2010), el método se presenta para problemas unidimen-
sionales, pero es rapidamente generalizable a problemas de n dimensiones.

Al igual que el método de Garcia (2010), el método LOWESS se basa
en asumir la Ecuacién (5.51) y la diferencia reside en cémo estima . En el
caso del método LOWESS, la estimacién surge de una regresiéon polinémica
ponderada local. En lo que sigue se discute el andlisis para el nodo n-ésimo,
entendiéndose que el proceso se repite para todos. En primer lugar se define
h,, como la distancia |z), — z,,| del |V, |-ésimo nodo en orden de proximidad,
donde ¢ es el coeficiente de suavizado de este método. Se tiene entonces que
¢ vale entre 0 y 1 e indica la fraccién del total de nodos que son utilizados en
el suavizado. Luego, el peso wy, para la regresion ponderada se define segin la

Ecuacién (5.56), donde W es la funcién presentada en la Ecuacién (5.57)

= (12]) (5.56)

hy,
1—|zPP)? si z<1
oo o) ostw (5.57)
0 si z>1

A continuacién, el método calcula los coeficientes By que minimizan el
funcional de la Ecuacién (5.58), donde d es el grado del polinomio que se
ajusta localmente y z es la coordenada del nodo k-ésimo. En esta tesis se
decidié considerar d = 1. Luego, el valor suavizado de ¥, se calcula como
presenta la Ecuacién (5.59). Se destaca que en el articulo de Cleveland (1979)
se presenta un método para tratar valores atipicos, que se basa en hacer unos
pasos adicionales de regresion robusta, pero no se aplicé en esta tesis pues ¥ p,,

normalmente no presenta valores atipicos.

Nno
F(B7) = wilys — B — Brax — ... — Biaf)? (5.58)
k=1
d A .
o =Y _ Bl (5.59)
§=0

De la explicacion anterior se visualiza por qué el método LOWESS es mas
costoso computacionalmente que el método de Garcia (2010). Mientras que el
método de Garcia (2010) solamente resuelve un sistema de ecuaciones para

todos los nodos, el método LOWESS calcula, para cada nodo, las distancias
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de todos a él, ordena dichas distancias y resuelve un sistema de ecuaciones por
nodo para la regresion. Por otro lado, en ningin momento se utilizé ninguna
hipdtesis de regularidad, lo que permite su uso en mallas no estructuradas con
refinamientos locales.

En la Figura 5.9 se presenta una justificacion de por qué el método LO-
WESS también es util para suavizar las geometrias obtenidas con ¥ p,.. Nueva-
mente el analisis presentado es inicamente para el nodo A, pero facilmente ex-
tensible a otros nodos. La Figura 5.9a presenta la geometria de la Figura 5.6b,
con las mismas dos transectas de la Figura 5.7a e indicando el alcance h, del
suavizado. Por tanto, para este ejemplo se considerd ¢ tal que |[¢N,,| = 6. La
Figura 5.9b nuevamente presenta los valores que toma la funcién de nivel en
ambas transectas, ademas identificando con una linea punteada el valor ¥ = 0
que simboliza la interfase. Ademas, se incluyen como curvas punteadas cian,
para la linea BAC, y magenta, para la linea DAE, las curvas obtenidas de la

regresiéon local.

1072
T
41 .
............. A
o Efcctoisuavizado |
C =4
> 0 eSS4
%
) A
_92l ™ .
| | |
Prev. Nodo A Sig.
Nodo
(a) Geometria e identificacién de nodos (b) Transectas de ¥

Figura 5.9: Ejemplo del funcionamiento del método LOWESS para suavizar la
geometria

Ya que las curvas punteadas magenta y cian de la Figura 5.9b representan
el ajuste polinémico del suavizado en las cercanias del nodo A, se tiene que el
método LOWESS busca aumentar el valor de su funcién de nivel. Por lo tanto,
al igual que lo discutido en la Figura 5.7, si se aumenta el valor de ¥ en A y
se mantienen fijos todos los demas, las interfases se mueven como representan

las flechas verdes de la Figura 5.9a. Por lo tanto, una vez mas, se reduce la
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rugosidad presente.

Finalmente, se presenta en la Figura 5.10 las geometrias de la Figura 5.6
suavizadas por LOWESS con un coeficiente de suavizado ¢ = 1072, En primer
lugar, se obtuvo que el método LOWESS también fue eficaz para suavizar las
geometrias altamente rugosas obtenidas por la DT. Ademads, nuevamente se
tiene que ambos métodos de calculo de la DT nodal pueden ser adecuadamente
suavizados. Lo anterior implica que si bien en esta tesis se tuvo preferencia por
el método de la Ecuacién (5.42), ambos métodos son viables para el célculo de

la DT nodal desde el punto de vista del suavizado.

(a) DT nodal como valor en el nodo (b) DT nodal segin la Ecuacién (5.42)

Figura 5.10: Suavizado de las geometrias de la Figura 5.6 con el método LOWESS
con ¢ = 1072

5.5.3. Consideraciones especiales del suavizado

A pesar de que, segin se presenté en la Seccion 5.5.2, las técnicas de suavi-
zado fueron muy eficaces para lograr suavizar las geometrias; se hace mencion
a que el suavizado forma parte de un compromiso necesario para el método de
optimizacién estructural. La afirmacion anterior se asocia a que las geometrias
calculadas por el método de la Seccién 5.4 sin suavizado, surgen en funcién
de criterios matemaéticos de optimizacién estructural, mientras que el suaviza-
do no. Por lo tanto, algunas consideraciones especiales que se tuvieron en el
desarrollo del método, provienen de procurar despreciar en la menor medida
posible los resultados del paso de optimizacién estructural.

En primer lugar, en esta tesis se decidié suavizar todas las geometrias

obtenidas en la busqueda lineal, previo a chequear el eventual descenso del
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funcional J™“*. Lo anterior contrasta con el articulo de Canelas et al. (2024),
donde se suavizaron las geometrias obtenidas después de la buisqueda lineal. Lo
realizado en esta tesis implica un mayor tiempo de computo por la necesidad
de un mayor nuimero de ejecuciones de las técnicas de suavizado. Por otro
lado, al suavizar la geometria previo al chequeo del descenso del funcional,
se garantiza que la geometria de una siguiente iteracién haya implicado un
descenso del funcional J“*. Si se hubiera suavizado la geometria pasada la
busqueda lineal, no se tendria garantias de que el funcional efectivamente haya

descendido en la iteracidn.

De la mano de la consideracion del parrafo anterior, surgié la conveniencia
de aplicar un método de decaimiento del coeficiente de suavizado durante la
bisqueda lineal de la Ecuacién (5.49). Lo anterior se realizé en aras de evi-
tar superposiciones de suavizado. La busqueda lineal de esta tesis reduce el
coeficiente s hasta encontrar un descenso del funcional y cuando » — 0 la
geometria deberia ser similar a la inicial de la iteracién. La geometria inicial
de un paso tipico del método del Pseudocddigo 1 ya se encuentra suavizada
en su propia busqueda lineal, por lo tanto es necesario que cuando » — 0 el
suavizado de la geometria sea minimo. Ademas, si el suavizado para » — 0 es
apreciable, pueden ocurrir cambios artificiales en la conectividad de la estruc-

tura producto unicamente del suavizado.

5.6. Comparacion de métodos

Como fue adelantado en la introduccion, el objetivo principal de esta tesis
fue combinar el XFEM con el algoritmo de optimizacién descrito en la Sec-
cion 5.4 con la motivacion de reducir el costo computacional de los métodos
de optimizacion topologica de estructuras. Para analizar el cumplimiento de
este objetivo, se compard el desempeno del XFEM desarrollado en esta tesis
con otras propuestas del FEM como metodologia de andlisis estructural. A
continuacion, se presenta en primer lugar las metodologias de analisis estruc-
tural contra las que se compard y posteriormente se introducen las variables

de comparacién y cémo se midieron.
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5.6.1. Meétodos de analisis comparados

5.6.1.1. Otras propuestas de XFEM con y sin suavizado

Una de las principales comparaciones que se hizo fue entre la propuesta
del XFEM desarrollada para esta tesis, y presentada en la Seccién 4.2, y la
propuesta de Moés et al. (2003), la cual se describié en las Secciones 3.1.3.3
y 3.1.3.4 y que presenta los problemas mostrados en la Seccion 4.1. El principal
motivo de esta comparacién es que la propuesta de Moés et al. (2003) utiliza un
menor numero de grados de libertad extendidos que la propuesta de esta tesis,
por lo cual es potencialmente menos costosa computacionalmente. Se busco en
esta comparacion ver si las dificultades identificadas en la propuesta de Moés et
al. (2003) son significativas para el método de optimizacién presentado o si, a
pesar de dichas dificultades, esta propuesta logra obtener el mejor desempeno.
Para utilizar la propuesta de Moés et al. (2003) se utilizé directamente el
Pseudocédigo 1, considerando dicha propuesta para el andlisis estructural y
calculo de las DT.

Por otra parte, como se discutié en la Secciéon 5.5, el método de optimi-
zacion topologica de estructuras requiere de un algoritmo de suavizado de la
funcién de nivel para evitar resultados con geometrias muy rugosas. Este al-
goritmo consume cierto tiempo y memoria y tiene el potencial de implicar un
mayor numero de iteraciones para lograr la convergencia. Por estos motivos,
se compararon los métodos del XFEM mencionados con y sin algoritmo de
suavizado. El motivo detras de estas comparaciones fue analizar si el beneficio
de obtener una estructura menos rugosa compensa el costo computacional del

algoritmo de suavizado.

5.6.1.2. FEM sin remallado

Luego, logicamente se compard el XFEM con metodologias basadas en el
FEM. Se consideraron inicialmente dos posibles enfoques para utilizar el FEM:
Considerar la funcién de nivel definida en los elementos y considerar la funcién
de nivel definida en los nodos de la malla. La primera opcién posee la ventaja
que es directo notar que los elementos con ¥ > 0 pertenecen a ) y el resto
pertenecen a D\Q. La desventaja de esta propuesta es que el uso de la DT no
es del todo adecuado, puesto que las perturbaciones topoldgicas consistirian en

modificar todo un elemento. La descenvtaja de esta propuesta es que produce
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interfases extremadamente rugosas (definidas por las aristas existentes de la
malla) y por lo tanto requiere utilizar un remallado local iterativo, que es lo
que se quiere evitar. Por el motivo anterior, se descarté la primera propuesta.
Al considerar la funcién de nivel definida en los nodos de la malla se tiene,
de forma analoga al XFEM, que cuando un elemento tiene sus tres nodos con
U > ( pertenece a 2 y cuando tiene sus tres nodos con ¥ < 0 pertenece a
D\Q. La dificultad de este enfoque radica en los elementos cuyos nodos no
tienen todos el mismo signo. Para solventar la anterior dificultad se considero
una formulacién basada en una funcién densidad, la cual se presenta en la
Ecuacién (5.60). La funcién densidad es una funcién que depende de cada
elemento y vale entre 0 y 1, indicando la proporcién del elemento finito ocupada
por Q. Para el célculo de |2N Q;e)| se considerd la divisién en subregiones de
integracion como se presento en la Seccion 3.1.3.4 para el XFEM. El método
de la funcién densidad p es el usado en la mayoria de los articulos en los
que se empled la DT para optimizacién estructural, segin se presentd en la
Seccion 3.2.3.

(e)
Ny

pj=—r (5.60)
o

El célculo de la matriz de rigidez y las DT se modificé para el FEM segun
la funcién de densidad. Para la matriz de rigidez se consideré que en cada
elemento el médulo de Young estd dado por la Ecuacién (5.61), la cual es
una interpolacién lineal en funcién de la densidad. Para las DT se considerd
la misma interpolacién, como presenta la Ecuacién (5.62) para un funcional
genérico, donde (DrJ)q_,p\g es el valor de la DT si la perturbacion fuera de
pasar 2 a D\Q 'y (DrJ)p\qg_,q es la contraria. Un detalle a destacar es que
en el calculo de DrS; se consideré que todo elemento con p < 1 no pertenece
a DgN Q.

DT = p(DrT gy + (1= P)(DrT) o (5.62)

Para el FEM se consideraron propuestas sin modificaciéon de la malla de
elementos finitos durante la ejecucién del método de optimizacion estructu-

ral y propuestas con modificacion. Dentro de las propuestas sin remallado se
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consider6 el FEM en la misma malla utilizada para los XFEM y el FEM en
una malla con uno, dos y tres refinamientos globales, previos a la optimizacion
estructural. Las distintas propuestas de remallado se presentan a continuacion,

comenzando en la Seccion 5.6.1.3 con el refinamiento global.

5.6.1.3. FEM con refinamiento global

Una de las primeras propuestas que se consideré para modificar la malla del
FEM durante la ejecucion del método de optimizacion estructural fue la de re-
finamiento global. Este refinamiento fue utilizado por Amstutz y Andra (2006)
y por varios autores que se basaron en su método. La logica general del refi-
namiento global se presenta en la Figura 5.11, donde la Figura 5.11a presenta
una malla original y la Figura 5.11b presenta la misma malla refinada. En el
caso de la Figura 5.11b se presenta en color negro la malla original y en color
rojo los bordes nuevos generados por el refinamiento. Notese que los bordes
negros de la Figura 5.11b forman parte de la malla refinada. De la figura se
infiere que el refinamiento global se basa en dividir todos los bordes de la malla
original a la mitad y todos los elementos en cuatro elementos conformes a los

nuevos nodos.

(a) Malla original (b) Malla refinada

Figura 5.11: Ejemplo del funcionamiento del refinamiento global

En este remallado, al igual que en todos los otros que se presentan mas
adelante, se consideré que V¥ se interpola a la nueva malla a partir de la malla
original y sus funciones de interpolacion tradicionales. Finalmente, se hace no-
tar que en primer lugar se considero el caso en el cual el refinamiento global se

hace cada vez que se actualizan los parametros del LA, segin presento el Pseu-
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docédigo 1. El anterior criterio se basé en refinar cada vez que la estructura se
encontrara suficientemente optimizada. Por otro lado, también se considerd el
caso en el cual el refinamiento global se hace solamente al final del algoritmo
de optimizacion estructural, es decir una vez que se alcanzo la estructura opti-
mizada €2* que cumple el objetivo de area ocupada. En estos tltimos casos en
primer lugar se obtiene Q*, luego se refina la malla y a continuacion se vuelve
ejecutar el Pseudocddigo 1 partiendo del ¥ refinado, la nueva malla y valores
actualizados de ¢ y (. Esta técnica, considerada por ejemplo en el articulo de
Amstutz y André (2006), busca primero obtener una geometria con una malla
gruesa y luego con sucesivos refinamientos mejorar su definicién. En esta tesis
se considerd refinar una, dos o tres veces al final del método como casos contra
los que se compard el método de optimizacion con XFEM desarrollado en esta

tesis.

5.6.1.4. FEM con refinamiento local

Otro de los métodos de remallado que se consider6 para el FEM fue el de
refinamiento local. Este refinamiento se basé en modificar la malla solamente
en la cercania de los elementos cortados por la interfase. En la Figura 5.12
se presenta la logica del refinamiento local. En la Figura 5.12a se presenta la
malla original a ser refinada, en la cual se agregd la interfase con una linea
punteada azul. Luego, en la Figura 5.12b se presenta la misma malla refinada.
Nuevamente en color negro se presenta la malla original y en color rojo los
bordes nuevos generados por el refinamiento. En este caso el refinamiento local
se basa en dividir los elementos cortados por la interfase en las subregiones de
integracién de la Seccion 3.1.3.4. Luego, se dividen a la mitad los elementos de
transicion, en los cuales la division inicial corté un borde.

Al igual que el refinamiento global, se consideraron cuatro casos de estudio
para el refinamiento local. Se considero6 el caso en el cual el refinamiento local se
realiza cada vez que se actualizan los coeficientes del LA. También se considerd
el caso en el cual el refinamiento se hace solamente al final del algoritmo de

optimizacién estructural, una, dos o tres veces.

5.6.1.5. Remallado de Cortellessa et al. (2023)

Otros tres métodos de remallado considerados para el FEM son los de
Cortellessa et al. (2023), Cui et al. (2023) y Li et al. (2021). Estos tres métodos
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(a) Malla original (b) Malla refinada

Figura 5.12: Ejemplo del funcionamiento del refinamiento local

surgieron para el problema de optimizacion estructural con la DT de Yamada et
al. (2010), pero se decidi6 probarlos con el método de Amstutz y Andra (2006)
para comparar con el método de esta tesis. La dificultad de estos tres métodos
es que requieren el uso de un mallador. Lo anterior es particularmente cierto
para el método de Cortellessa et al. (2023), dado que genera mallas anisétropas.

La mayoria de las mallas no estructuradas realizadas en esta tesis fueron
hechas con el software BlueKenue® (NRC Canada, 2018). En el caso del méto-
do de Cortellessa et al. (2023), se requiri6 que el mallador pudiera ser ejecutado
durante la ejecucién del algoritmo de optimizacién estructural, lo cual no es
posible con BlueKenue. Dado que el cédigo desarrollado para esta tesis fue
hecho en MATLAB® (The MathWorks Inc., 2018) y MATLAB no posee un
mallador anisétropo integrado, se decidié generar un mallador propio.

El mallador fue desarrollado a partir del articulo de Bossen y Heckbert
(1996). En dicho articulo los autores presentaron un método para realizar ma-
llas anisotropas en base a un campo de tensores métricos M. El tensor métrico
para un mallador bidimensional se define como presenta la Ecuacién (5.63),
donde 71 y 79 son el tamano objetivo de los elementos en dos direcciones or-
togonales entre si y 0 es el angulo de la direccion de tamano r; respecto al eje

x.

M — C?SQ —sinf 1/r? 0 C?SQ sin 0 (5.63)
sinf  cosd 0 1/r2 —sinf cosf
En la implementacién del método de Bossen y Heckbert (1996) en esta
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tesis, se decidié modificar los valores limites de las escalas para los criterios de
eliminacion e insercién de nodos para acelerar la convergencia del método. Se
decidié que un nodo solamente es eliminado si su escala es menor a 0,5 y que
se inserte un nodo en un borde si su escala es mayor a v/2. Las dos escalas
anteriores valen 1 en el articulo. Se destaca que en los casos en los cuales existen
grandes gradientes en el campo de tensores métricos, como suele suceder en el
método de Cortellessa et al. (2023), el método de Bossen y Heckbert (1996)
puede no converger, por lo que ademas se limité el maximo de iteraciones
posibles a 10 veces la cantidad de nodos de la malla. Finalmente, se presenta
en la Figura 5.13 un ejemplo de malla anisétropa generada con el mallador
programado, la cual muestra que el método es eficaz para generar mallas con

esta caracteristica.
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Figura 5.13: Ejemplo de mallado anisétropo con el mallador programado

El método de Cortellessa et al. (2023) se basa en que las zonas con ¥ > 0
les corresponde una malla no estructurada isotrépica de tamano de elemento
similar a la malla previa al remallado y las zonas con ¥ < 0 les corresponde
una malla anisétropa, estirada segiin la direccion de la interfase. El método
exacto para el cédlculo de los tensores métricos se presenté en el articulo y en
esta tesis se consideraron los valores § = 10 y TOL = 0,2 como parametros del
método. Cémo el remallado de Cortellessa et al. (2023) se desarrollé para el
método de optimizacién de Yamada et al. (2010) y el célculo de los tensores
métricos para la region con ¥ < 0 depende de la forma adoptada por la funcién
de nivel; se decidié en primer lugar hacer una transformacién de la funcion de
nivel obtenida con el método de esta tesis a una distancia signada, la cual es

similar a lo que serfa obtenido del método de Yamada et al. (2010). Finalmente,
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como ejemplo se presenta en la Figura 5.14 una malla remallada con el método
de Cortellessa et al. (2023), donde se asumié ¥ < 0 en la regién a la izquierda

de la interfase.

(a) Malla original (b) Malla remallada

Figura 5.14: Ejemplo del funcionamiento del remallado de Cortellessa et al. (2023)

Para el método de remallado de Cortellessa et al. (2023), solamente se
consideré el caso en el cual el refinamiento se hace cada cinco iteraciones del
método del Pseudocddigo 1. La eleccién del niimero de iteraciones entre re-
finamientos es consistente con el nimero escogido en el articulo. Lo anterior
se asocia a que en el articulo se escogié remallar cada 15 iteraciones, pero en
general se presentaron tres veces mas iteraciones en el método del articulo que

en el de esta tesis.

5.6.1.6. Remallado de Cui et al. (2023)

El método de remallado de Cui et al. (2023) consiste en remallar en todas
las iteraciones del método de optimizacion estructural, de forma tal que la
malla sea siempre conforme a las interfases y el tamano medio de elemento
se mantenga aproximadamente constante. Un ejemplo se presenta en la Figu-
ra 5.15, donde la Figura 5.15b muestra la malla remallada, la cual posee un
tamano de elemento similar al de la Figura 5.15a. La interfase se representa en
la Figura 5.15a con una linea punteada azul y se tiene que la malla remallada
la representa explicitamente. Se destaca que para implementar este método en
esta tesis, nuevamente se hizo uso del mallador desarrollado en base al articulo
de Bossen y Heckbert (1996). Se hace notar que en este método, a los nodos

colocados en la interfase se les aplic un valor ¥ = 10~* para asegurar elemen-
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tos con densidad p = 1 del lado ocupado por la estructura y p — 0 del lado

ocupado por los vacios.

(a) Malla original (b) Malla remallada

Figura 5.15: Ejemplo del funcionamiento del remallado de Cui et al. (2023)

5.6.1.7. Remallado de Li et al. (2021)

Finalmente, el método de remallado de Li et al. (2021) es muy similar
al método de Cui et al. (2023). Al igual que dicho método, se considera un
remallado en todas las iteraciones del método de optimizacion estructural. La
diferencia entre ambos métodos es que el método de Li et al. (2021) reduce el
tamano de elemento cerca de las interfases y lo aumenta lejos de ellas. En esta
tesis se considerd el caso del articulo en el cual el tamano de elemento cerca
de las interfases es la mitad del de la malla antes de comenzar el método de
optimizacién estructural, y lejos de las interfases hasta 2,5 veces mas grande.

Ademads, el coeficiente hgraq del método fue considerado igual a 1,1.

La Figura 5.16 muestra un ejemplo del remallado de Li et al. (2021), el
cual muestra el comportamiento presentado, si bien no hay puntos tan lejos
de la interfase como para notar el factor de 2,5 en los elementos mas grandes.
Se destaca que nuevamente se hizo uso del mallador desarrollado en base al
articulo de Bossen y Heckbert (1996) para implementar este método. Nétese
que en este caso también se aplic un valor ¥ = 10~ a los nodos colocados en

la interfase.
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(a) Malla original (b) Malla remallada

Figura 5.16: Ejemplo del funcionamiento del remallado de Li et al. (2021)

5.6.1.8. Resumen de los métodos comparados

En la Tabla 5.1 se presenta un resumen de todos los distintos analisis com-
parados en el Capitulo 6 para evaluar el desempeno del método de optimizacién
estructural con el XFEM desarrollado en esta tesis. La tabla presenta las 16
combinaciones consideradas de metodologias de andlisis estructural, presen-
cia 0 no de suavizado de la funcién de nivel y métodos de modificacién de la
malla durante el proceso de optimizacion estructural. Ademads, la Tabla 5.1
es utilizada en el Capitulo 6 para facilitar la identificacion de las distintas

combinaciones segiin su primer columna.

5.6.2. Criterios de comparacion de métodos

Para comparar los métodos presentados en la Tabla 5.1 se consideraron
varios criterios: costo computacional, suavidad de la geometria final, porcentaje
de zonas grises, complejidad estructural, complacencia final y, en el caso que se
controlen las maximas tensiones, tensiéon maxima alcanzada. En los siguientes
parrafos se presenta cada uno de estos criterios y cémo se los midio.

El costo computacional se analiz6 en base a dos medidas: el tiempo de
ejecucion y la memoria requerida por el método. Ambos se midieron emplean-
do la funcién profile de MATLAB® con la opcién de registrar memoria.
En la mayoria de los casos se realizaron diez pruebas por método, a menos
que el tiempo de ejecucién fuera mayor a una hora, buscando que las condi-
ciones iniciales del computador fueran las mas similares posibles. Para esto

ultimo, todas las pruebas de medicion de costo computacional se hicieron tras
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Tabla 5.1: Resumen de los métodos comparados en el Capitulo 6

Id. Método de analisis Observaciones

A XFEM de aristas Con suavizado

B | XFEM de Moés et al. (2003) Con suavizado

C XFEM de aristas Sin suavizado

D | XFEM de Moés et al. (2003) Sin suavizado

E FEM Sin remallado
FLA FEM Refinamiento global ¢/ actualizacién LA

F1 FEM 1 refinamiento global al final

F2 FEM 2 refinamientos globales al final

F3 FEM 3 refinamientos globales al final
GLA FEM Refinamiento local ¢/ actualizacién LA
G1 FEM 1 refinamiento local al final

G2 FEM 2 refinamientos locales al final

G3 FEM 3 refinamientos locales al final

H FEM Remallado Cortellessa et al. (2023)

I FEM Remallado Cui et al. (2023)

J FEM Remallado Li et al. (2021)

reiniciar el computador y ejecutando tinicamente la aplicacién de MATLAB®.
Ademas, tras lo recomendado por Roberson (2012), se decidié incorporar un
calentamiento al codigo, ejecutando una iteraciéon del método en un caso con
interfases, previo a la medicién. Se destaca que en las pruebas en las que se
midié costo computacional, se retird del cddigo la opcién de generacién de
figuras y guardado de resultados intermedios y se descartaron todas aquellas
pruebas en las que la memoria requerida presentara valores atipicos.

La suavidad de la geometria final es el tnico de los criterios de compara-
cién considerados que fue cualitativo. Este criterio se utilizé fundamentalmente
para comparar los resultados entre los XFEM con y sin el suavizado de la Sec-
cién 5.5, ya que las pruebas sin suavizado son potencialmente menos costosas
computacionalmente. Se consideraron cuatro categorias distintas, en base a
la similitud con las geometrias de la barra genérica de la Figura 5.17, suave
(Figura 5.17a), levemente rugosa (Figura 5.17b), rugosa (Figura 5.17¢) y muy
rugosa (Figura 5.17d).

El porcentaje de zonas grises se define para el FEM como el area de los
elementos con 0 < p < 1 respecto al area total. Esta medida se empled para
penalizar los casos de FEM en los cuales el método habilité muchas zonas con
densidades intermedias, puesto que estas zonas son de dificil interpretacién

al momento de manufactura de las geometrias obtenidas. En el caso de las
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(a) Suave (b) Levemente rugosa (c) Rugosa (d) Muy rugosa

Figura 5.17: Ejemplos de una barra genérica para el criterio de suavidad

pruebas con XFEM, el porcentaje de zonas grises es nulo, ya que las interfases

son representadas explicitamente.

La complejidad estructural es otro de los pardmetros que se analizd y se
la midié como el niimero de huecos presentes en la geometria final. Valores
reducidos de complejidad estructural no fueron considerados probleméticos
pero si valores que fueran atipicos para cada problema particular.

La complacencia final es utilizada para analizar la eficacia de la optimiza-
cién estructural para cada método. Para ello se midi6 la complacencia con el
XFEM de Moés et al. (2003) para los métodos B y D de la Tabla 5.1 y con
el FEM para los casos E a J, y se midié para todos los casos con el XFEM
de aristas extendidas presentado en el Capitulo 4. El motivo de la segunda
medida es que el XFEM de aristas extendidas arroja un valor preciso de la
complacencia, segin se discutio en la Seccion 4.2, sin importar el contraste y
la presencia de barras finas, mientras que el XFEM de Moés et al. (2003) puede
arrojar valores extranos segin se discutié en la Seccién 4.1 y el FEM puede
falsear los resultados si hay zonas grises de magnitud importante. Por lo tanto,
la medida con el método de andlisis utilizado en la optimizacién es para evaluar
la eficacia de la optimizacion y la medida con el XFEM de aristas extendidas
es para evaluar la verdadera complacencia de las geometrias optimizadas.

Finalmente, la tensién maxima alcanzada, utilizada para analizar la eficacia
del control de maximas tensiones en los casos que se aplicéd, se midié utilizando
el FEM en una malla conforme a las interfases obtenidas por los distintos
métodos. En el caso de los resultados obtenidos con XFEM, donde las interfases
se representan explicitamente, las mallas de FEM conformes utilizadas para
el calculo de la tensién se crearon como mallas no estructuradas que utilizan
las interfases calculadas por el XFEM como borde. Por otro lado, en el caso

de los resultados obtenidos con FEM, donde las interfases no se representaron
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explicitamente y pueden darse zonas grises, se consider6 que las mallas de FEM
para el célculo de la tension fueran mallas que solamente representaran las
zonas con p > (. Luego, en los elementos de las nuevas mallas se interpolé p y
se utilizo en cada elemento E = pE);. Nétese que en las mallas para medicién
de la tension no se model6 la fraccion ocupada por el material blando que
representa los vacios.

Para la medicién de la tensiéon maxima alcanzada, se utilizaron en todos los
casos dos mallas de elementos finitos, una malla de tamano de elemento similar
al empleado en la optimizacion estructural y una malla de tamano de elemento
16 veces mas chica que la considerada como malla inicial para las pruebas con
el XFEM. La malla mas fina se utilizé para medir las maximas tensiones con
precisién. Por otro lado, la malla mas gruesa se utilizé para corroborar, en caso
de que la malla fina arrojara tensiones elevadas, si el motivo de la limitacién
insuficiente de las maximas tensiones se asocio a deficiencias en la optimizacién
estructural o a falta de un nivel de discretizacién suficiente. Nétese que siempre
que se presenta la tension maxima alcanzada se hace referencia a la tension
maxima en Dg, no considerandose las zonas donde no se controld la tensién

maxima.
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Capitulo 6
Resultados numéricos

En este capitulo se presentan los resultados de tres ejemplos resueltos con
el método presentado en el Capitulo 5. Los ejemplos cumplen el rol de casos
de estudio donde se analiza la validez y la sensibilidad a pardmetros del cédigo
desarrollado, junto con la comparacion del desempeno obtenido por el método
propuesto en la Seccién 5.4 (que utiliza el método de anélisis XFEM presentado
en la Seccion 4.2), y por otras variantes del método de Amstutz y André (2006),

discutidos en detalle en el Seccién 5.6, que utilizan el FEM.

En todos los ejemplos, salvo que se indique lo contrario, se considera un
modulo de Young para el material estructural £y, = 1, un modulo de Young
para el material que simula los vacios Ey = 1073 y un coeficiente de Poisson
para ambos materiales v = 0,3. Ademads, en todos los casos en los que se
mencione el XFEM, a menos que se indique lo contrario, se hace referencia a

la propuesta de XFEM desarrollada para esta tesis en el Capitulo 4.

Para las corridas del c6digo en las que se presentan tiempos de computo,
se utiliz6 una Laptop con un procesador AMD Ryzen 7 3750H de 2,3 GHz y
una memoria RAM instalada de 16,0 GB. Ademas, todas las corridas fueron
realizadas en MATLAB® versién R2018b (The MathWorks Inc., 2018). Para
caracterizar la velocidad del computador utilizado se utilizé la funcién bench
de MATLAB®, la cual hace seis pruebas estandarizadas y mide el tiempo de
ejecucion de cada una. En la Tabla 6.1 se presentan los resultados promedio
de 100 pruebas de la funciéon bench, donde los nombres de las pruebas son los
que utiliza la funcién, las cuales fueron hechas bajo las mismas condiciones
consideradas para las pruebas de comparacion de tiempo segin se discutio en

la Seccién 5.6 y con la Laptop anteriormente mencionada.
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Tabla 6.1: Tiempos de ejecuciéon promedio de cien pruebas de la funcién bench

Prueba Tiempo de ejecucién (s)
Prueba 1 (LU) 0,3291
Prueba 2 (FFT) 0,1350
Prueba 3 (ODE) 0,0182
Prueba 4 (Sparse) 0,1491
Prueba 5 (2-D) 0,4382
Prueba 6 (3-D) 0,6473

6.1. Ejemplo 1: Ménsula

El primer ejemplo esta asociado a la estructura que se presenta en la Figu-
ra 6.1. Esta estructura es una ménsula cuya configuracion inicial €2y y dominio
D se encuentran materializados por un rectangulo de largo 2 y alto 1. Se consi-
der6 que en la cara izquierda el desplazamiento es nulo en ambas direcciones y
en el medio de la cara derecha se aplicé una carga vertical descendente de valor

1. Se consider6 que la estructura se encuentra en un estado plano de tensiones.

X

L L

: yer
1

Figura 6.1: Dominio y condiciones iniciales del primer ejemplo

Este ejemplo es muy utilizado en la bibliografia (e.g. Abdi et al. 2014;
Amstutz y Andra, 2006; Gangl, 2020; Liu et al. 2016; Romero Onco y Giusti,
2020) para validar métodos de optimizacién topolégica por lo que es de gran
interés considerarlo en esta tesis. En este ejemplo inicial no se limitan las
tensiones, lo que permite hacer un primer andlisis del trabajo conjunto del
XFEM con la DT en métodos de optimizacion estructural para el problema

mas sencillo de minimizar la complacencia.
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6.1.1. Caso de base

Se hizo un primer caso de base a partir del cual se hicieron los conse-
cuentes analisis de sensibilidad a los pardametros del método de optimizacién
estructural. En este ejemplo se utilizé una malla estructurada regular, con 100
divisiones en la direccion horizontal y 50 divisiones en la direccion vertical, to-
talizando en 5151 nodos y 10000 elementos triangulares. La malla, presentada
en la Figura 6.2, es simétrica respecto a un eje horizontal ubicado a mitad de
altura pues, por la simetria de condiciones de borde y antisimetria de cargas, se
esperaba una geometria optimizada simétrica respecto a dicho eje. Lo anterior
es valido por el hecho que los materiales considerados no presentan diferencias

en el comportamiento a tracciéon y compresion.

Figura 6.2: Malla considerada para el caso base del primer ejemplo

Para el caso base se consideré un area objetivo del 50 % (M = 0,5) con
una tolerancia Tj; = 1%, un coeficiente inicial de penalidad cuadratica del
LA ¢y = 16, un cambio minimo de area como criterio de optimalidad AI*QI =
1,5 %, un cambio maximo de area por iteracion Aﬁx = 100 %, un méximo de
subiteraciones de la busqueda lineal SIT, s, = 10, un coeficiente de penalidad
del funcional de tensiones o = 0 (no se limitaron las tensiones), un coeficiente
de suavizado inicial ¢ = 0,65 y un coeficiente de decaimiento del suavizado
o. = 1,2. Con los anteriores parametros el método convergi6 en 19 iteraciones
y obtuvo la estructura optimizada de la Figura 6.3, la cual es consistente con

los resultados esperados de la bibliografia.
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Figura 6.3: Estructura final optimizada del caso base del primer ejemplo

En la Figura 6.3 se presenta claramente la ventaja del XFEM para poder
representar contornos oblicuos en la malla de elementos finitos sin la necesidad
de remallar o agregar nuevos nodos. Ademas el uso del XFEM permitio cierta
suavidad en la geometria de los huecos generados y se perciben bordes curvos,
con mayor curvatura en la union entre las distintas partes de la estructura. Lo
anterior se percibe fundamentalmente en el punto medio de la cruz ubicada mas
cerca del apoyo. De todas formas, se aprecia alguna rugosidad en el resultado
final por lo cual la soluciéon obtenida podria no ser adecuada como producto

final a construir, aunque si ser insumo para métodos de optimizacién de forma.

Un resultado de interés se presenta en la Figura 6.4, en la cual se presentan
las tensiones equivalentes de von Mises en la estructura final del caso base.
Se utilizaron las tensiones de von Mises como una medida de la magnitud de
la tension en la estructura. Se obtiene que la geometria optimizada es una en
la cual se tiende a uniformizar la magnitud de la tensién. Lo anterior es en
lo que se basa el método de optimizacién estructural propuesto por Abdi et
al. (2014), lo cual lo hacifa un buen método heuristico de optimizacién pero
con la dificultad de una necesidad elevada de iteraciones. Los puntos donde la
tension crece respecto a los valores medios son en los en encuentros entre los
elementos de la estructura, la zona cercana a los apoyos, en la cual existe una
restriccion geométrica que no le permite a la estructura existir mas alla del
rectangulo inicial, y el punto de aplicacién de la carga concentrada donde se

alcanzé el valor méaximo de 30,88.
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Figura 6.4: Tensiones de von Mises en el resultado del caso base del primer ejemplo

En la Figura 6.5 se presenta en formato tridimensional la funcién de nivel
obtenida al final de las iteraciones. Se ve que en el método de optimizacion
en base a la derivada topoldgica las zonas de los vacios tienden a quedar con
funciones de nivel uniformes y negativas. Por otro lado, las zonas de funcién de
nivel positivo si presentan variaciéon punto a punto. Resulta de especial interés
notar que la forma de la funcién de nivel final posee cierta similitud con la

distribucién espacial presentada de las tensiones de von Mises.

1,3

1,2

~tly— 1,0
0,8
0,6
0,4
0,2
0,0
-0,2
—-0,4
-0,8

Figura 6.5: Funcion de nivel en el resultado del caso base del primer ejemplo

En la Figura 6.6 se presentan las geometrias obtenidas en iteraciones inter-
medias a modo de animacién del método. En primer lugar, se muestra en la
Figura 6.6a como los primeros grandes huecos se generaron en las esquinas del
lado derecho del rectangulo inicial, zonas que intuitivamente aportan la menor
rigidez a la estructura. En las sucesivas iteraciones se nota como el método
es capaz de generar nuevos huecos hasta llegar a un limite, dado por la reso-

lucién de la malla de elementos finitos y el aporte de rigidez de las distintas
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partes de la estructura, a partir del cual se comienzan a unir huecos. Luego
de unidos algunos huecos el método es capaz de eliminar algunas componentes
de la estructura y engrosar otras como muestran las Figuras 6.6f y 6.6g, lo
que destaca la importancia de haber modelado la parte de los vacios como un
material blando. Finalmente, al comparar la Figura 6.6h con el resultado final
de la Figura 6.3 se nota la posibilidad de existencia de iteraciones relacionadas

con la regularizacion de la solucion final.

(a) Iteracioén 4 (b) Iteracién 6
= >
(c) Tteracién 8 (d) Iteracién 10
> S PSS
(e) Tteracién 12 (f) Iteracién 14
E E
(g) Iteracién 16 (h) Iteracion 18

Figura 6.6: Resultados intermedios para el caso base del primer ejemplo

Para complementar el analisis anterior se presenta en la Figura 6.7 el com-
portamiento en funcién del nimero de iteracion de los distintos funcionales del
problema de optimizaciéon estructural. En primer lugar, en la Figura 6.7a se

presenta J, que en este ejemplo coincide con la complacencia, y J™*. Como se

168



esperaba, a medida que el area ocupada por la estructura disminuye, crece la
complacencia pero de forma controlada asegurando un decrecimiento de J™4.
Los saltos en la funcién J™* se deben a actualizaciones del multiplicador de
Lagrange entre iteraciones. Por otra parte, en la Figura 6.7b se presenta la
convergencia del area ocupada por la estructura, donde las lineas punteadas
rojas representan la tolerancia dada para el valor final. Se obtiene que el méto-
do converge rapidamente al valor de area buscado, similar al método de Wang
et al. (2004) pero con un mayor control en la remocién y posible re-agregado
de material. Finalmente, se nota que se podrian hacer algunas iteraciones adi-

cionales para mejorar el resultado pero que dicha mejora no seria significativa.

T T T T T T T T T

| B
N
] e,

70
S
| | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Iteracion
(a) Complacencia (azul continua) y funcién objetivo con LA (rojo puntuada)
T T T T T T T T T
1
Q 08
~
S
0,6
| | | | | | | | |

Iteracién

(b) Area ocupada por la estructura respecto al area total

Figura 6.7: Avances de las componentes del LA en el caso base del primer ejemplo

Finalmente, en las Figuras 6.8 y 6.9 se comparan mapas de los valores de
la DT de la complacencia y de las tensiones de von Mises para la primera y

décima iteracion, respectivamente. De estos gréaficos se obtiene que, si bien los
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valores numéricos difieren, las distribuciones espaciales de DrW* y de oy son
muy similares. Lo anterior refuerza lo ya discutido de que las tensiones de von
Mises son un buen indicador del desempeno estructural punto a punto. De
todas formas, se obtiene que la DT es superior ya que da una indicacién clara
en base al método de Amstutz y Andréa (2006) en qué puntos se debe modificar
el material, en tanto que la tension de von Mises requiere definir un umbral
en cada iteracién (Abdi et al. 2014). Como punto adicional, en los ejemplos
siguientes, presentados en las Secciones 6.2 y 6.3, se presentan nuevos casos

donde la tensiéon de von Mises no seria suficiente como criterio de optimizacién

estructural.
45 18
35 14
25 10
15 6
5 2

(a) Drwe (b) ovm

Figura 6.8: DT de la complacencia y tensiones de von Mises para la primera ite-
racién

120
90
60
30

(a) Drwe (b) ovm

)

Figura 6.9: DT de la complacencia y tensiones de von Mises para la décima iteracion

6.1.2. Analisis de decisiones algoritmicas

En el desarrollo del método de optimizacion estructural se tomaron varias
decisiones, segin se discutieron en el Capitulo 5. A continuacion se analizan
y justifican algunas de estas decisiones utilizando la ménsula como caso de
estudio. En particular se analiza la conveniencia de emplear mallas simétricas
en problemas intrinsecamente simétricos, la necesidad del algoritmo de sua-

vizado de la funcién de nivel y el uso del promedio en base a la funcién de
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interpolaciéon N en el calculo de la DT nodal. Adicionalmente, se presenta al
final de esta seccién un caso en el cual el contraste entre los dos materiales fue

reducido para mostrar que el método es general para cualquier contraste.

6.1.2.1. Simetria de la malla

En primer lugar, se analiza la conveniencia de usar mallas simétricas en
problemas intrinsecamente simétricos. Para cumplir dicho objetivo se repitié
el caso de base, con los mismos parametros empleados originalmente, pero uti-
lizando una malla equivalente a la de la Figura 6.2 sin la simetria aplicada. En
este caso el método convergié en 18 iteraciones y se obtuvo la estructura opti-
mizada de la Figura 6.10. Se tiene que la estructura obtenida no es simétrica

como si se obtuvo cuando se utilizé una malla simétrica.

Figura 6.10: Estructura obtenida en el primer ejemplo en caso usar una malla no
simétrica

El motivo de la no simetria del resultado final radica en la propagacién de no
simetrias en el calculo de la DT. En la Figura 6.11 se presenta, para la primera
iteracién (estructura sin vacios), los valores de la DT nodal en una transecta
ubicada en z = 1,8 para los casos de malla simétrica (curva azul continua)
y no simétrica (curva roja discontinua). El grafico se muestra dividido en la
abscisa 0,5, donde el cuadro izquierdo muestra los valores calculados de la DT
nodal para las distintas coordenadas verticales y el cuadro derecho muestra la
diferencia obtenida entre dos valores que deberian ser simétricos. A modo de
ejemplo, el valor presentado para la coordenada vertical y = 0,8 es la diferencia
entre la DT nodal de y = 0,8 y la de y = 0,2.

En el cuadro izquierdo de la Figura 6.11 se presenta que las diferencias entre

los célculos de la malla simétrica y no simétrica son muy pequenos. Ademas
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Figura 6.11: No simetria de la DT nodal que induce pérdida de simetria en la
geometria final

se presenta en el cuadro de la derecha que la malla simétrica no presenta
diferencias en el cédlculo de la DT para los nodos que deberian ser simétricos.
Por otra parte, la malla no simétrica si presenta diferencias en dichos nodos
que son del orden del 5% de los valores de la DT (nétese que el grafico a la
derecha las diferencias estan representadas en otra escala). El motivo detras
de esta diferencia se asocia por un lado a leves diferencias en la resolucion del
problema plano de elasticidad lineal por la no simetria de los elementos finitos
y por el otro a diferencias en el dominio de integracién para el calculo de la DT
nodal. De todas formas, si se hubiera calculado la DT como el valor en el nodo,
promediado entre los distintos elementos, el problema se hubiera mantenido,
puesto que las zonas a promediar también serian diferentes.

Se destaca que en trabajos previos en los que se utilizé la DT con el al-
goritmo de Amstutz y Andrd (2006), segin se analizé en el Capitulo 3, no
se identificaron menciones de la conveniencia del uso de mallas simétricas. Lo
anterior probablemente se deba a que, al utilizarse el FEM con el método
de densidad por elemento y no poder representar una geometria exacta sin
remallar, las diferencias en la simetria de la DT no generarian geometrias sen-
siblemente distintas que luego se propagaran a una no simetria en la estructura

final.

6.1.2.2. Algoritmo de suavizado

Para verificar la necesidad del algoritmo de suavizado, segin se adelanto
en el Seccidon 5.5, se realizaron dos pruebas numéricas, ambas con idénticos

parametros que el caso base salvo que se considerd un parametro de suavizado
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Go = 0. Una de las pruebas se hizo con la misma malla estructurada de la Figu-
ra 6.2. La otra prueba se realizé con una malla no estructurada, de 5309 nodos
y 10318 elementos, para mostrar que el empleo de mallas no estructuradas no
evita la necesidad del suavizado. En la Figura 6.12 se presentan las geometrias
obtenidas de ambas pruebas. En la Figura 6.12a se observan grandes rugosida-
des de la geometria obtenida. Por otro lado, la Figura 6.12b muestra un mejor

resultado, pero igual las rugosidades de la geometria son muy importantes.

(a) Malla de la Figura 6.2 (b) Malla no estructurada

Figura 6.12: Estructuras obtenidas en el primer ejemplo en caso de no usar algo-
ritmos de suavizado

(a) Iteracion 2 (b) Iteracion 6

(c) Tteracién 12 (d) Iteracién 16

Figura 6.13: Resultados intermedios para el caso de la Figura 6.12a

En la Figura 6.13 se presentan las geometrias obtenidas en iteraciones in-
termedias para el caso de la malla estructurada. La Figura 6.13a muestra que
los primeros pasos del método de optimizacién estructural, en el cual se crean
nuevos huecos, la geometria es bastante suave. Luego las Figuras 6.13b a 6.13d

presentan que, como se habia adelantado en la Seccién 5.5, a medida que
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avanza el algoritmo de optimizacién las rugosidades se hacen cada vez mas
importantes.

De las anteriores figuras se confirma lo predicho en el Capitulo 5 de que
el suavizado de la funciéon de nivel es un paso necesario para el método de

optimizacién estructural desarrollado en esta tesis.

6.1.2.3. Meétodo de cailculo de la DT nodal

Para analizar las diferencias entre los métodos de calculo de la DT nodal
se hicieron pruebas calculando la DT como el promedio de los valores en el
nodo de los distintos elementos. En particular, en la Figura 6.14 se presentan
las geometrias obtenidas de utilizar los mismos parametros que para el caso de
base, salvo que el valor inicial del coeficiente de penalidad cuadratica del LA
se tom6 ¢ = 12. La geometria obtenida en la Figura 6.14a muestra que ambos
métodos de cédlculo permiten obtener muy buenos resultados si se utiliza un
algoritmo de suavizado. Por su parte, la geometria obtenida en la Figura 6.14b,
al compararla con la Figura 6.12a, muestra que, sin suavizado, los resultados
del método de calculo de la DT nodal segin la Ecuacién (5.42) pueden ser

menos rugosos.

20 20

(a) Con algoritmo de suavizado (b) Sin algoritmo de suavizado

Figura 6.14: Estructuras obtenidas en el primer ejemplo en caso de calcular la DT
como el promedio de los valores nodales

De la Figura 6.14 se obtuvo que el uso de la Ecuacién (5.42) para el calculo
de la DT nodal no es imperativo para obtener buenos resultados sino que
se pueden obtener por cualquiera de los dos métodos discutidos. De todas
formas, se hace mencién al hecho que las pruebas utilizando la Ecuacién (5.42)
han otorgado, en términos generales, mejores convergencias y resultados que
el método de calculo que utiliza el promedio de los valores elementales en el

nodo.
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6.1.2.4. Solucién con contraste reducido

Segun se discutio en el Capitulo 5, especificamente al final de la Seccién 5.1,
el método desarrollado en esta tesis es general para cualquier contraste; si bien
en la mayoria de los ejemplos se consideré un contraste elevado entre los dos
materiales de forma tal de modelar un inico material y vacios. En esta seccién
se presenta un ejemplo en el cual se consideraron los mismos parametros del
caso base, pero se consideré6 Ey = 0,2, es decir un material apenas cinco
veces menos rigido que el material principal. Notese que en este problema la
restriccion del area a ocupar sigue siendo que el material més rigido ocupe el
50 % del area disponible. Este ejemplo representaria un caso de una ménsula
que seria conformada por dos materiales, uno mas rigido y otro levemente mas
blando.

En la Figura 6.15 se presenta la geometria obtenida para este caso de
analisis, donde el color azul representa el material con E); = 1 y el color
naranja el material con Fy = 0,2. La figura muestra una geometria en la
cual el material més rigido se situé en los principales caminos de carga, junto
con dos entradas en el medio para recibir las solicitaciones de cortante. Este
resultado fue el esperado en base a otros articulos de la bibliografia en los que
se utilizaron contrastes bajos (e.g. Chroni et al. 2024), lo que confirma que el

método desarrollado es extensible a contrastes bajos entre los dos materiales.

Figura 6.15: Geometria optimizada en el primer ejemplo en caso de usar Fy = 0,2

6.1.3. Analisis de sensibilidad

El método de optimizacién estructural descrito en el Capitulo 5 utiliza
numerosos parametros de entrada. A continuacién se analiza la sensibilidad a
dichos parametros, comenzando con la sensibilidad al tamano de malla y a la

fraccién objetivo del area ocupable.
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6.1.3.1. Sensibilidad al tamano de malla y a la fraccién objetivo del

area ocupable

El andlisis de sensibilidad al tamano de malla y a la fracciéon objetivo del
area ocupable se realizaron juntos puesto que son dos entradas del método que
estan muy relacionadas entre si, como se discute a continuacion. Se conside-
raron cinco tamanos de malla, los cuales se denominan: muy fino, fino, base,
grueso y muy grueso. La malla de tamano base fue la considerada en el caso
de base (ver la Figura 6.2), mientras que el resto son mallas estructuradas que
surgieron de aumentar, o disminuir, la cantidad de divisiones en ambos ejes.
La Tabla 6.2 presenta las principales caracteristicas de dichas mallas. Luego, se
consideraron cinco objetivos de area ocupable desde M = 0,3 hasta M = 0,7
con un paso de 0,1. En total se consideraron 25 pruebas para este andlisis de

sensibilidad.

Tabla 6.2: Caracteristicas de las mallas que se consideraron para las pruebas de
sensibilidad al tamano de malla del primer ejemplo

Malla Div. segin hor. Div. segun vert. | N, N,
Muy fina 400 200 | 80601 160000
Fina 200 100 | 20301 40000
Base 100 50 | 5151 10000
Gruesa 52 26 | 1431 2704
Muy gruesa 24 12 325 576

Para las pruebas se consideraron los mismos valores de los parametros de
entrada del método de optimizacién estructural, salvo el valor inicial de ¢ y
o, los cuales se consideraron segun presenta la Tabla 6.3. Se procurd, en la
medida de lo posible, que pruebas con igual malla mantuvieran el mismo g y
pruebas con igual objetivo del area ocupable mantuvieran el mismo c¢. Se hace
notar que las pruebas con la malla méas gruesa no generaron buenos resultados
a menos que el coeficiente de suavizado fuera nulo.

En la Figura 6.16 se presentan los resultados para las 25 pruebas anterior-
mente descritas. En primer lugar, como muestran las Figuras 6.16d y 6.16e,
se tiene que para objetivos bajos del area ocupable, las mallas gruesas no per-
miten obtener resultados aceptables. Por otra parte, el resto de las figuras
muestran que los resultados son, en términos generales, muy buenos, puesto
que se obtuvieron geometrias muy similares a las presentadas en otros articulos

de la bibliografia. Se destaca que la malla base y la malla gruesa son mallas
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Tabla 6.3: Parametros ¢ y o empleados en las pruebas de sensibilidad al tamano
de malla y M del primer ejemplo

Malla Fraccion objetivo del area ocupada
M=03 M=04 M=05 M=06 M=0,7
Muy fina c 8,0 11,0 16,0 18,5 21,0
So 0,85 0,85 0,85 0,85 0,85
Fina c 8,0 11,0 16,0 18,5 21,0
So 0,65 0,65 0,65 0,65 0,65
Base c 8,0 11,0 16,0 18,5 21,0
So 0,65 0,65 0,65 0,65 0,65
Criesa c 8,0 11,0 16,0 18,5 21,0
S0 0,05 0,15 0,25 0,20 0,25
Muy gruesa c 8,0 11,0 16,0 18,5 21,0
So 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

relativamente gruesas, puesto que por ejemplo Gangl (2020) y Romero Onco y
Giusti (2020) consideraron mallas de aproximadamente 30000 elementos para
este problema, y a pesar de serlo obtuvieron buenos resultados. Por otra parte,
se hace notar que en algunas de las pruebas, por ejemplo la de la Figura 6.160,
se obtuvieron componentes extranos, como por ejemplo partes flotantes. Lo
anterior muestra que el criterio de optimalidad considerado, si bien en la ma-
yoria de las pruebas otorgd buenos resultados, no es infalible y en algunos casos
serd necesario aplicar alguna técnica de postprocesamiento.

Si se recorre la Figura 6.16 en direccion horizontal, se observa que a mayor
finura de la malla mayor es el niimero de huecos que se obtuvieron. Lo anterior
es consistente con el hecho que con tamanos de elementos menores se pueden
obtener componentes estructurales de menor ancho. Nétese que a pesar de la
capacidad del XFEM de lograr representar geometrias no necesariamente con-
formes a la malla, la presencia de componentes de pequeno ancho es dificultosa
puesto que en un elemento finito no puede haber mas de una tnica interfase.
Finalmente, si se recorre la figura en direccion vertical, se observa que a me-
nor objetivo del area ocupable, menor es la cantidad de huecos. Lo anterior es
también consistente con el andlisis de la dificultad de obtener componentes de
pequeno ancho, y ademés se relaciona con la necesidad de un mayor espacio
ocupado por huecos.

En la Tabla 6.4 se presentan las complacencias finales obtenidas en las 25
pruebas. Para que los resultados sean comparables, todas estas complacencias

se calcularon utilizando la malla muy fina, interpolando la funcién de nivel
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20 20 X5 S0 2>

(a) + Fina 0,3 (b) Fina 0,3 (c) Base 0,3 (d) Gruesa 0,3 (e) + Gruesa 0,3

(f) + Fina 0,4 (g) Fina 0,4 (h) Base 0,4 (i) Gruesa 0,4 (j) + Gruesa 0,4

(k) + Fina 0,5 (1) Fina 0,5 (m) Base 0,5  (n) Gruesa 0,5 (o) + Gruesa 0,5

(p) + Fina 0,6 (q) Fina 0,6 (r) Base 0,6 (s) Gruesa 0,6 (t) + Gruesa 0,6

> D a2 &

(u) + Fina 0,7 (v) Fina 0,7 (w) Base 0,7  (x) Gruesa 0,7 (y) + Gruesa 0,7

Figura 6.16: Estructuras obtenidas para el primer ejemplo del analisis de sensibi-
lidad al tamano de malla y objetivo de drea ocupable

desde las mallas mas gruesas. En primer lugar se destaca que para M = 0,6
y para M = 0,7, los resultados son muy similares entre si para todas las
mallas. Ademas, para M = 0,4 y para M = 0,5 también se da el mismo
resultado, salvo para la malla muy gruesa. El tnico caso en el cual la malla
muy fina da resultados apreciablemente mejores que el resto es para M = 0,3.
Lo anterior muestra que efectivamente el XFEM resulté adecuado para obtener
buenos resultados con mallas relativamente gruesas. Por otro lado, se destaca
que si bien en el caso M = 0,3 la mala muy fina fue la que presenté los
mejores resultados, en el caso M = 0,7 fue la malla base la que dio el menor
valor de complacencia. Los resultados anteriores muestran que para el método
desarrollado en esta tesis, no es conveniente emplear mallas excesivamente finas
a menos que el objetivo del area a ocupar no sea muy bajo.

Finalmente, en la Tabla 6.5 se presenta el costo computacional de las tres
principales tareas del método de optimizacién estructural, es decir el analisis
estructural, el calculo de la DT de la complacencia y el suavizado de W. Las
pruebas se hicieron para las cinco mallas, siempre para las estructuras finales

obtenidas con M = 0,5. Se ve que para todas las mallas el andlisis estructural
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Tabla 6.4: Complacencias finales obtenidas en las pruebas de sensibilidad al tamano
de malla y M para el primer ejemplo

Complacencia final

Malla =03 37 =04 M =05 M=06 M=07
Muy gruesa | 631,96 90,00 78,53 57,86 49,23
Gruesa 106,76 80,28 6539 55,13 4941
Base 109,60 76,82 62,62 54,82 48,59
Fina 101,20 76,52 64,41 54,14 49,01
Muy fina 0580 7867 63,04 53,58 48,88

es la tarea mas costosa, tanto desde el punto de vista del tiempo de computo
como de la memoria requerida. Por otra parte, se tiene que el suavizado en
mallas regulares con la técnica de Garcia (2010) es muy poco costoso tanto en
tiempo como en memoria. El aumento del costo computacional al aumentar
la cantidad de nodos de la malla, refuerza la conclusion del parrafo anterior
de que no es conveniente emplear mallas excesivamente finas para los casos en

que M no sea muy bajo.

Tabla 6.5: Costo computacional de las distintas tareas, segun el tamano de malla,
para el primer ejemplo

Tareas a analizar

Malla Anil. estructural DyWe Suavizado

Tiempo Memoria | Tiempo Memoria | Tiempo Memoria
(s) (MB) (s) (MB) () (MB)

Muy gruesa 0,500 < 0,01 0,331 < 0,01 0,071 < 0,01
Gruesa 1,121 3,42 0,852 < 0,01 0,066 < 0,01
Base 2,916 9,86 2,071 < 0,01 0,068 < 0,01
Fina 12,358 37,87 8,313 0,50 0,098 < 0,01
Muy fina 64,312 128,89 | 29,274 1,03 0,092 1,23

6.1.3.2. Sensibilidad al coeficiente de penalidad cuadratica del LA

Para el analisis de sensibilidad al coeficiente de penalidad cuadratica del LA
se consideraron la misma malla y pardmetros del caso base, excepto ¢, el cual
se vario. Se hicieron pruebas con valores iniciales del coeficiente de penalidad
cuadratica ¢ = 1 hasta ¢ = 30 con un paso de 1. En total se consideraron 30
pruebas para este andalisis de sensibilidad.

En la Figura 6.17 se presentan las geometrias obtenidas para las 30 pruebas

de este andlisis de sensibilidad. La Figura 6.17g posee una alerta indicada por
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el simbolo { en su pie de figura para indicar que el método de optimizacion
estructural no alcanzé la convergencia para dicho caso. En este caso de no
convergencia, la geometria presentada es la obtenida en una de las ultimas

iteraciones previo a cortar forzosamente el método.

2O 22 20 20

(a) c=1 (b) c=2 (c) c=3 (d) c=4 (e) c=5

20 2> 5D 250 250

) c=6 (g) c=171 (h) ¢=8 (i) c=9 () e=10

2> 20 20 20 2>

(k) c=11 (1) c=12 (m) c=13 (n) c=14 (o) c=15

22D 25 20 220 X0

(p) c=16 (@) e=17 (r) c=18 (s) c=19 (t) c=20

K> 20 220 2> 20

(u) c=21 (v) ¢ =22 (w) c=23 (x) c=24 (y) c=25

220 220 X5 X5 X0

(z) c=26 (aa) c =27 (ab) ¢ =28 (ac) c=29 (ad) ¢ =30

Figura 6.17: Geometrias finales para el andlisis de sensibilidad respecto a ¢ para
el primer ejemplo

Lo primero que se obtiene de la Figura 6.17 es que el método es bastante
sensible al coeficiente de penalidad cuadratica del LA, presentandose varias
tipologias estructurales distintas. A pesar de lo anterior, se tiene que la ma-
yoria de los casos, salvo para ¢ € {7;11;15;21}, las geometrias obtenidas son
consistentes con lo esperado de la bibliografia. En particular, las geometrias
presentadas con ¢ = 11 y ¢ = 15 parecen ser poco eficientes. En lo referente a la
rugosidad de la estructura, la mayoria de los casos presentaron componentes
suaves o levemente rugosos segun los criterios de la Figura 5.17. Los tnicos
casos que presentaron componentes muy rugosos fueron ¢ = 2 y ¢ = 4, donde

se obtuvieron componentes de muy pequeno ancho.
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Para analizar cuantitativamente los resultados obtenidos, se presenta en la
Figura 6.18 la complacencia final (curva azul continua y eje de las ordenadas
izquierdo) y la cantidad de iteraciones (curva roja punteada y eje de las or-
denadas derecho) para los distintos valores de c. El caso ¢ = 7, en el cual el
método no alcanzé la convergencia, fue retirado del grafico. En primer lugar
se observa que no se registré ningin patrén especifico, sino que los valores
maximos de W€ y del niumero de iteraciones surgieron en casos particulares.
En particular se obtuvo que la complacencia de la mayoria de los casos es si-
milar, a pesar de las diferencias en los resultados geométricos. Los casos donde
la complacencia se hace mayor al resto son para ¢ € {8;11;15;21}, donde 11
y 15 ya se habia predicho que debian ser malos resultados en la Figura 6.17.
Algo similar ocurre para el nimero de iteraciones, en el cual la mayoria de las

pruebas se concentr6 entre 12 y 25 iteraciones.

140
120

= 100

# Iteraciones

80
60

Figura 6.18: Complacencia final y cantidad de iteraciones del andlisis de sensibili-
dad respecto a ¢ para el primer ejemplo

Finalmente, para complementar la Figura 6.18, se presentan en la Tabla 6.6
algunos estadisticos de la complacencia final y la cantidad de iteraciones para
estas pruebas. Ambas medidas presentaron promedios cercanos a la mayoria
de los resultados y desviaciones estandar muy cercanas al valor del promedio.
Lo anterior confirma que los casos en los cuales se obtuvieron complacencias
grandes o un gran nimero de iteraciones son atipicos. Por otra parte también
se obtuvo que el mejor resultado, en base a la complacencia, se obtuvo para

c = 3, el cual es cercano a la mayoria del resto de los resultados.
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Tabla 6.6: Estadisticos de la complacencia final y cantidad de iteraciones del analisis
de sensibilidad respecto a ¢ para el primer ejemplo

Estadistico Complacencia final | Cantidad de iteraciones
Promedio 66,943 21
Desv. estandar 14,120 17
Méximo (;Dénde?) 137,172 (¢ = 15) 105 (¢ = 29)
Minimo (;Dénde?) 60,932 (c = 3) 12 (c = 26)

6.1.3.3. Sensibilidad al coeficiente de suavizado inicial

Para el andlisis de sensibilidad al coeficiente de suavizado inicial, nueva-
mente se considerd la misma malla y parametros del caso <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>