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Resumen

En este proyecto estudiamos la codificacién de sefiales multicanal. Consideramos una senal (de
audio, una imagen, etc.), compuesta por n canales, sobre los que aplicamos funciones que reducen
la cantidad de canales a m (m < n). En general existe correlacién entre los canales de la senal
original, y a su vez las funciones aplicadas al reducir los canales también inducen correlacion
entre los canales de la senal transformada. Como primer problema de estudio nos planteamos
determinar si un algoritmo de compresion en el que el codificador conoce la senal original y
las funciones de transformacién puede sacar provecho de esta informacién para obtener mejores
niveles de compresion de los que se pueden lograr con otro algoritmo cuyo codificador solamente
tiene acceso a la sefial transformada. Llegamos a la conclusion de que la informacién adicional
que conoce el codificador no le sirve al primer algoritmo para comprimir la senal transforma-
da con menos bits que el segundo algoritmo. Desde un punto de vista practico, disenamos e
implementamos dos codificadores, llamados GolombBN y T, para la codificacion de variables
aleatorias con distribucién binomial negativa. Esta distribucién surge al sumar dos distribucio-
nes geométricas con igual pardametro. La distribucién geométrica es importante ya que aparece
naturalmente para modelar variables que se codifican en compresores de, por ejemplo, audio e
imagenes. El codificador GolombBN es una version levemente modificada del codificador de Go-
lomb, y su principal ventaja es que tiene una baja complejidad computacional, lo que le permite
codificar con tiempos de ejecucién muy cortos. La desventaja es que los largos medios de cédigo
obtenidos no estdn cerca del 6ptimo. El codificador T, en cambio, es bastante méas complejo y
requiere mayor tiempo de procesamiento, pero los largos medios de codigo obtenidos son signifi-
cativamente menores. Por los datos experimentales obtenidos, pensamos que es o esta muy cerca

de ser un codificador 6ptimo para la distribuciéon binomial negativa.
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Capitulo 1

Introduccion

En los tltimos 20 anos hemos sido testigos de un vertiginoso desarrollo de Internet y de las
comunicaciones méviles. Ambos factores han contribuido a una expansién acelerada del universo
digital. Actualmente se estima que la cantidad de informacion digital que se crea y se copia
anualmente se duplica cada dos afios. De acuerdo a un informe [1], en 2013 se crearon y copiaron
4.4 ZB! de datos digitales, y se espera que esta cifra se eleve a 44 ZB en 2020. En este escenario,
el estudio de la compresién de datos cobra cada vez mas relevancia.

La compresion de datos permite reducir el niimero de bits utilizados para representar determinada
informacién digital. Los algoritmos de compresion se dividen en dos clases: sin pérdida y con
pérdida. Los datos comprimidos utilizando un algoritmo de compresion sin pérdida pueden ser
recuperados completamente, pero al utilizar un algoritmo con pérdida generalmente se pierde
parte de la informacién en la reconstrucciéon. Légicamente, los algoritmos de compresiéon con
pérdida en general alcanzan mayores niveles de compresién que los algoritmos sin pérdida.

Para cada uno de los distintos tipos de datos digitales (imdgenes, audio, video, etc.) existe una
gran variedad de algoritmos de compresién con y sin pérdida. La clase de algoritmo utilizado
depende del propoésito del usuario. Supongamos, por ejemplo, que nos interesa comprimir un CD
de audio. Si nuestro objetivo es realizar una copia de seguridad y la capacidad de almacenamiento
no es un obstaculo, en general optaremos por comprimirlo utilizando un algoritmo sin pérdida,
como por ejemplo FLAC [2], que permite comprimir archivos de audio a 50-60% de su tamafio
original. En cambio, si lo que nos interesa es compartir el audio a través de Internet o escucharlo
en un reproductor portatil, y no nos molesta perder calidad de sonido respecto al archivo ori-
ginal?, podemos comprimirlo utilizando un algoritmo con pérdida. Con el algoritmo MP3 [4] se
puede comprimir un archivo de audio a 10-20% de su tamano original. El archivo comprimido
se puede subir a Internet a mayor velocidad y es necesario menos espacio de almacenamiento si
lo copiamos a un reproductor portatil, lo que es importante ya que en general estos dispositivos
tienen capacidad limitada.

Tanto en el drea comercial como en diversos campos de la investigacion cientifica, la compresion
de datos cumple un rol cada vez més relevante. Vale la pena mencionar algunos ejemplos para
ver el alcance:

o Todos los datos que los servicios de streaming de audio (Spotify, Apple Music, etc.) y video
(Youtube, Netflix, etc.) envian desde sus servidores hasta el dispositivo del usuario final se
comprimen para optimizar el uso del ancho de banda [5, 6]. Algo similar ocurre con la television
digital, donde las senales se codifican en el emisor y se decodifican en el receptor [7].

1Un Zettabyte (ZB) es una unidad de almacenamiento de informacién digital, equivalente a 10'2 GB.
2Varios estudios sostienen que el oido humano es incapaz de diferenciar entre audio sin compresién y audio
comprimido utilizando ciertos algoritmos con pérdida (ver, por ejemplo, [3]).

1



Capitulo 1. Introduccion 2

o Las llamadas de voz y video realizadas utilizando software VoIP (Voice over IP), como por
ejemplo Skype [8], involucran técnicas de compresién, implementadas en los dispositivos de
todos los participantes, sin las cuales no seria posible lograr una comunicacién en tiempo real
con buena calidad de imagen y sonido.

e Las camaras de fotos digitales comprimen las fotos para aprovechar mejor el espacio de al-
macenamiento y hacer mas rapida su transferencia. En general el usuario tiene la opcién de
comprimir las fotos con pérdida (JPEG es el algoritmo mds popular) o sin pérdida (TIFF
es un algoritmo bastante utilizado, aunque las marcas mas grandes tienen algoritmos propios
[9, 10]).

o Existe una gran variedad de programas que sirven para comprimir sin pérdida archivos de
cualquier tipo. Entre los més populares se encuentran Gzip [11] y WinRAR [12], que ademads
de permitirle al usuario comprimir un archivo, le dejan encriptarlo y partirlo en varios archivos
individuales.

e En el drea de la medicina, para determinados estudios se requiere que el paciente utilice un
dispositivo que capture informacion de diagndstico (por ejemplo electroencefalogramas o elec-
trocardiogramas) durante perfodos prolongados, transmitiendo los datos de manera inaldm-
brica a un dispositivo remoto. En estos casos se utilizan algoritmos para comprimir los datos
enviados®, lo que disminuye la cantidad de energia utilizada por el transmisor, ya que debe
transmitir una menor cantidad de bits [13].

e En las misiones realizadas por la NASA se debe transmitir informacion a la Tierra desde
lugares muy remotos, lo que implica un alto consumo energético. Tanto en la misién a Marte
de la década pasada [14, 15], como en la actual misién a Plutén [16, 17], se utilizaron algoritmos
de compresion con el fin de ahorrar recursos tales como energia, espacio y costos.

Como vemos, hay una gran variedad de escenarios en los que los algoritmos de compresién re-
sultan tutiles. En particular, la motivacién inicial de nuestro proyecto es estudiar el problema
que presentamos a continuacién. Consideramos una senal, compuesta de n canales, dada como
una secuencia de vectores de dimensién n, cuyos componentes toman valores sobre un alfabeto
finito. Esta sefial podria ser, por ejemplo, audio, un electroencefalograma o una imagen. En de-
terminadas situaciones es necesario reducir la cantidad de canales de la sefial, creando m canales
(m < n), cada uno calculado como funcién de los canales originales. Por ejemplo, podemos querer
convertir una senial de audio grabada en cinco canales a dos canales, para poder reproducirla
en un equipo estereofénico. En general existe correlacion entre los canales de la senal original,
vy a su vez las funciones aplicadas al reducir los canales también inducen correlacién entre los
canales de la senal transformada. Como primer problema de estudio nos planteamos determinar
si un algoritmo de compresién en el que el codificador conoce la senal original y las funciones de
transformacién puede sacar provecho de esta informacién para obtener mejores niveles de com-
presion de los que se pueden lograr con otro algoritmo cuyo codificador solamente tiene acceso
a la senal transformada. Llegamos a la conclusion de que la informacién adicional que conoce el
codificador no le sirve al primer algoritmo para comprimir la sefial transformada con menos bits
que el segundo algoritmo.

Continuamos el proyecto estudiando una aplicacién practica del problema tedrico presentado en
el parrafo anterior. Tomamos n = 2 y m = 1, y consideramos que las dos componentes de la senal
original estan gobernadas por una variable aleatoria con distribucién geométrica. Como veremos
mas adelante en este capitulo, la distribucién geométrica aparece naturalmente para modelar las
variables que se codifican en compresores de, por ejemplo, audio, imagenes y sefiales médicas.

3Se debe utilizar algoritmos de compresién de baja complejidad computacional, que no consuman demasiada,
energia al comprimir los datos.
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Transformamos la sefial original sumando sus dos componentes, obteniendo como resultado una
sefial con distribucién binomial negativa, que es la que nos interesa comprimir. Si bien en [18] se
demostr6 que cualquier variable aleatoria con distribucion geométrica se puede codificar de forma
optima*, mediante un cédigo de Golomb [19], no encontramos bibliografia especifica referida a la
compresién de la distribucién binomial negativa. Una forma vélida de codificar la suma de las dos
componentes es codificar ambas componentes por separado utilizando un par de codificadores
de Golomb 6ptimos, pero en ese caso el codificador transmitiria mas informacién de la necesaria
(nos interesa solo el resultado de la suma, no el valor de cada sumando por separado). Ademas,
el codificador utiliza informacién de la senal original, y la conclusién tedrica presentada en el
parrafo anterior indica que debe existir otro algoritmo de compresién igual de bueno en el que
el codificador no disponga de ninguna informacién adicional. Por lo tanto, nos planteamos el
objetivo de estudiar como codificar variables con distribucién binomial negativa.

En este proyecto proponemos dos codificadores sin pérdida para la distribucién binomial negativa:
el codificador GolombBN y el codificador T. Implementamos ambos codificadores y realizamos
experimentos comparando su rendimiento, los tiempos de codificaciéon y la manera en que varian
sus respectivos parametros. El codificador GolombBN es una version levemente modificada del
codificador de Golomb, y su principal ventaja es que tiene una baja complejidad computacional,
lo que le permite codificar con tiempos de ejecuciéon muy cortos. La desventaja es que los largos
medios de cddigo obtenidos no estan cerca del 6ptimo. El codificador T, en cambio, es bastante
mas complejo y requiere mayor tiempo de procesamiento, pero los largos medios de codigo
obtenidos son significativamente menores. De hecho, por los datos experimentales obtenidos,
pensamos que es o estd muy cerca de ser un codificador 6ptimo para la distribucién binomial
negativa. La caracterizacion tedrica de cddigos éptimos para la distribucién binomial negativa
queda fuera del alcance del proyecto, pero es un problema interesante que queremos resolver en
el futuro.

Antes de finalizar la introduccién nos parece importante plantearnos la siguiente pregunta: ;En
qué casos précticos puede llegar a ser tutil saber cémo codificar una variable con distribucién
binomial negativa? Para responder esa pregunta, primero debemos presentar los algoritmos de
compresion de modelado predictivo.

Supongamos que tenemos una foto digital y elegimos un pixel al azar. En general, el color y
brillo asociado a ese pixel es similar al de los pixeles cercanos. Los algoritmos de compresién
de modelado predictivo para imédgenes se basan en esta correlaciéon espacial entre pixeles. El
codificador procesa los pixeles de manera secuencial y se utiliza un modelo estadistico para
aproximar el valor de cada pixel teniendo en cuenta informacién relativa a los pixeles que ya
fueron procesados. El predictor es una funcién que utiliza la informacién del modelo para predecir,
con mayor o menor exactitud, el valor de cada uno de los pixeles de la imagen. A la diferencia
entre el valor calculado por el predictor y el valor real del pixel se le llama residuo. El codificador
comprime una imagen codificando los residuos de manera secuencial. El decodificador suma
los residuos decodificados a sus propias predicciones (que son iguales a las calculadas por el
codificador), reconstruyendo de esta manera los valores originales de los pixeles.

Consideremos el siguiente escenario: tenemos dos seniales correlacionadas, y para cada una cono-
cemos un algoritmo de compresién de modelado predictivo que utiliza un predictor lineal tal que
el residuo se ajusta a una distribucién geométrica. Supongamos que nuestro objetivo es compri-
mir la suma de las dos senales. Como el predictor es lineal, calcular la suma de las predicciones
equivale a calcular la prediccién aplicada a la suma de las muestras. En este escenario, la su-
ma de los residuos de las respectivas senales tiene una distribucién binomial negativa, ya que

4Un c6digo es éptimo para una variable aleatoria si la puede codificar utilizando menos bits que cualquier otro
codigo. En 2.2.10 definimos este concepto formalmente.
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es el resultado de sumar dos geométricas. Entonces podemos comprimir la suma de las senales
utilizando el codificador T para codificar la suma de los residuos.

Para terminar, es importante destacar que existen diferentes algoritmos de compresion sin pérdi-
da con modelado predictivo, por ejemplo LOCO-I [20] para imégenes y Shorten [21] para audio®,
con la siguiente caracteristica: los residuos obtenidos se ajustan muy bien a una distribucién
geométrica a dos lados centrada en 0. Ademds, Shorten utiliza un predictor lineal. Por lo tanto,
existen en la préactica casos similares al descrito en el parrafo anterior y en el futuro seria intere-
sante estudiar qué modificaciones le podemos hacer al codificador T para comprimir la suma de
senales para las que existe un predictor cuyo residuo se ajusta bien a una distribucién geométrica
a dos lados.

Organizacién del documento. El documento esta organizado en siete capitulos, incluyendo
la introduccién. En el capitulo 2 exponemos los fundamentos tedricos de la Teoria de la infor-
macioén necesarios para comprender el resto del documento, incluyendo una introduccién a los
c6digos de Golomb. En el capitulo 3 estudiamos el problema de codificacion de senales multicanal
transformadas a través de un proceso de reducciéon de canales. En los capitulos 4 y 5 describimos
en detalle los dos codificadores implementados en el proyecto, el codificador GolombBN y el
codificador T, respectivamente. En el capitulo 6 exponemos los resultados experimentales obte-
nidos. En el capitulo 7 presentamos las conclusiones del proyecto e identificamos problemas que
pensamos seria interesante estudiar en el futuro. Al final del documento incluimos un glosario.

5El procedimiento para comprimir audio es anilogo al explicado para las imagenes, pero en vez de representar
pixeles se representan muestras de formas de onda con correlacién temporal en vez de espacial.



Capitulo 2

Fundamentos tedricos

En este capitulo exponemos los fundamentos tedricos que sirven como base para comprender el
resto del informe. En la secciones 2.1 y 2.2 definimos algunos conceptos basicos de la Teoria de
la Informacién y la codificacién de fuentes. En las secciones 2.3 y 2.4 presentamos los codigos
de Huffman y los cédigos de Golomb, utilizados por los dos codificadores implementados en el
proyecto.

2.1 Teoria de la Informacién: conceptos basicos

Definicién 2.1.1. Utilizamos la notacién Z para los enteros, Z>( para los enteros no negativos,
Z~¢ para los enteros positivos, Z, ;) para los enteros del intervalo [a, b], R 1] para los reales del
intervalo [0, 1] y Ro,1) para los reales del intervalo (0, 1).

Definicién 2.1.2. Un alfabeto es un conjunto numerable! de simbolos. Llamamos alfabeto D-
ario a un alfabeto D = {0, 1, ..., D — 1} compuesto por D simbolos. En algunos casos nos interesa
especialmente el alfabeto binario, B = {0,1}.

A continuacién definimos la entropia, concepto central de la Teoria de la Informacién. La entropia
de una variable aleatoria mide la incertidumbre que existe a priori sobre el resultado de la variable
0, equivalentemente, la cantidad de informacién que aporta en media la observacion de la misma.

Definicién 2.1.3. Sea X una variable aleatoria que genera simbolos del alfabeto X siguiendo
una funcién de probabilidad p(x) = P(X = z), z € X. Definimos la entropia de X como

H(X) = E,| — log,p(X))
(2.1)
==Y p(x)log, p(w),

zeX

donde E, denota la esperanza con respecto a p. La entropia se expresa en bits y al calcularla
utilizamos la convencién 0log, 0 = 0.

Ejemplo 2.1.1. Consideremos una variable aleatoria X que genera simbolos del alfabeto X =
{a,b,¢,d} con las siguientes probabilidades: p(a) = 1/8, p(b) = 1/4, p(c) = 1/8 y p(d) = 1/2.
Para calcular la entropfa de X utilizamos la férmula (2.1), obteniendo

1Un conjunto S es numerable si existe una funcién inyectiva f : S — Z>o.

5
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HX) == Y pla)log, pla)

z€{a,b,c,c}
1 1 1 1 1 1 1 1
= —g 10g2 g — Z 10g2 i — g 10g2 g — 5 10g2 5 (22)
7

En el ejemplo 2.1.1 observamos que la entropia no depende del alfabeto de la variable aleatoria,
sino inicamente de la probabilidad con la que la variable aleatoria genera cada simbolo. Teniendo
esto en cuenta, a continuacién definimos la entropia de un vector de probabilidad.

Definicién 2.1.4. Sea p = (p1, .., pn) un vector de probabilidad. La entropia del vector p esté
dada por

H(p)=—> pilog,p;. (2.3)
=1

En particular, cuando n = 2, el vector de probabilidad es de la forma p = (p,1—p), p € Ry 1]. La
entropia de p como funcion del pardmetro escalar p se denomina entropia binaria y la denotamos
H(p). Aplicando (2.3) obtenemos

H(p) = —plogyp — (1 — p) logy (1 — p). (2.4)

En la figura 2.1 presentamos la grafica de la funcién H(p). Observamos que la entropia binaria
vale 0 cuando p € {0, 1}. Esto tiene sentido, ya que en ambos casos uno de los elementos del vector
de probabilidades vale 1, y por lo tanto no hay incertidumbre. Al contrario, la incertidumbre es
méxima cuando p = 1/2; ya que los dos elementos del vector tienen igual probabilidad 1/2. Para
ese valor de p la entropia binaria alcanza su maximo valor, 1 bit.

1.0

0.8

0.6

H(p)

0.4

0.2

FIGURA 2.1: H(p) para p € R y].
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2.2 Codificacion de fuentes

2.2.1 Conceptos basicos

Definicién 2.2.1. Dado un alfabeto D, una palabra es una secuencia de simbolos dy...dg, d; € D,
1 < i < k. Decimos que k es el largo de la palabra y utilizamos la notaciéon d¥ para referirnos a
una palabra de largo k. A la palabra de largo cero la llamamos palabra vacia y la denotamos e.

Definicién 2.2.2. Denotamos D* al conjunto infinito compuesto por todas las palabras que se
pueden formar utilizando simbolos del alfabeto D, incluyendo a la palabra vacia.

Para el alfabeto binario B = {0, 1}, B* est4 compuesto por exactamente 2* palabras para cada
largo k posible: la palabra e de largo cero, 2 palabras de largo 1 (“0” y “17), 4 palabras de largo
2 ((L(:)()”7 LL()I”7 LL1077 y 441177), etC

Definicién 2.2.3. Dado un alfabeto D, la concatenacion es una operacion i D* x D* — D*
tal que para cada par palabras u,v € D* se cumple:

1. Siv=¢, entonces uIv =v X< u=u.

2. Siu=uUp..lp y U= 01...0n, €NtONCES U DI V = U7...Up V] ... Upy-

Estos son algunos ejemplos que muestran como se concatenan palabras en B*: 01 > 00 = 0100,
00> e =00, 111 =<0 = 1110 y 01 =< 0101 = 010101. Es sencillo verificar que la concatenacién
de palabras es una operacién asociativa, que tiene a la palabra vacia como el elemento neutro.

Definicién 2.2.4. Sea D un alfabeto y X una variable aleatoria que genera simbolos del alfabeto
X ={x1,...,2,}. Un cddigo C para X es un mapeo C : X — D*. Decimos que el cddigo C codifica
un simbolo x; con la palabra de cédigo C(z;). Con lc(x;) denotamos el largo de C(x;).

Ejemplo 2.2.1. Supongamos que X es una variable aleatoria que genera simbolos del alfabeto
Xo = {x1,x2,23}. Consideremos un cédigo Cy : Xy — B*, donde Cy(x1) = Co(z2) = 0y
Co(x3) = 100. En este caso, tenemos o, (21) = I, (z2) =1y leg,(z3) = 3.

Definicién 2.2.5. Sea X una variable aleatoria que genera simbolos del alfabeto X siguiendo
una funcién de probabilidad p(x). Definimos el largo medio de un cédigo C' para X como el valor
esperado de lo(X), es decir

L(C) = Y plailo(w:). (2.5)

zr,€X

Retomando el ejemplo 2.2.1, supongamos que la variable aleatoria Xy estd dada por p(z1) = 0.4,
p(z2) = 0.25 y p(x3) = 0.35. Aplicando (2.5) en este caso tenemos

L(Co) = > plai)le, (i) = plar)le, (x1) + pla2)lc, (12) + plas)lc, (z3)
x;€Xp (26)

=04-140.25-140.35-3 = 1.7 bits.

Definicién 2.2.6. Decimos que un cédigo C' es no singular si codifica a cada simbolo z; € X
con una palabra de cédigo diferente. Formalmente, se cuample z; # x;, = C(z;) # C(z5) para
todo zj, xp € X.

Ejemplo 2.2.2. El cédigo Cy : X1 — B*, con X} = {z1,29,23} y C1(z1) =0, Ci(x2) =1y
C1(z3) = 101 es un ejemplo de c6digo no singular. En cambio, el cédigo Cy del ejemplo 2.2.1
cumple Cy(x1) = Cy(x2) y es, por lo tanto, un cédigo singular.
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Consideremos un cédigo C' que codifica a un simbolo z; con la palabra de cédigo C(x;). Si C
es un cddigo no singular, siempre podemos obtener (decodificar) x; a partir de C(z;). En la
practica, sin embargo, no trabajamos con simbolos aislados sino con secuencias de simbolos. Por
lo tanto, lo que nos interesa es poder decodificar secuencias de simbolos de X. Con ese propésito
en mente, a continuacién definimos la extension de un codigo.

Definicién 2.2.7. La extensién de un cédigo C es el codigo C : X* — D* que cumple
C(z*) = C(x1) > C(22) >4 ... 1 C(,) (2.7)

para toda palabra z* = z1...2;, € X*.

Definicién 2.2.8. Un cbdigo es univocamente decodificable (UD) si y solo si su extensién es no
singular.

Ejemplo 2.2.3. Para la extensién C; : A — B* del cédigo C; del ejemplo 2.2.2; tenemos
Cl(iCQiEl(EQ) = Cl(xg) > C’l(xl) > Cl(fl'z) =1x0x1=101 y Cl(xg) = Cl(xg) = 101. Cl no
es UD porque, como Cy(x22122) = C1(x3), no es posible decodificar la secuencia 101 de manera
univoca.

Ejemplo 2.2.4. Consideremos un cédigo Cs : Xo — B*, con Xy = {21, 22, 25,24} y Co(z1) = 10,
Ca(xe) = 00, Ca(z3) = 11 y Co(x4) = 110. El cédigo Co es UD. Para probarlo, consideremos
cualquier secuencia binaria e intentemos decodificarla. Si sus dos primeros bits son 10 o 00,
entonces el primer simbolo decodificado serd x1 o x2, ya que Ca(z1) = 10 y Ca(x2) = 00. Si, en
cambio, los dos primeros bits son 11, debemos considerar los proximos bits. Si el tercer bit es
un 1, entonces el primer simbolo decodificado es x3, ya que Cy(z3) = 11, y ademds sabemos que
la segunda palabra de cédigo de la secuencia comienza con 1. Si el tercer bit es un 0 debemos
considerar dos casos: si la cadena de ceros tiene largo impar (por ejemplo 1101... o 110001...) el
primer simbolo decodificado es z4; en cambio, si la cadena de ceros tiene largo par (por ejemplo
11001... 0 1100001...) el primer simbolo decodificado es x3. Repitiendo este argumento podemos
ver que el cédigo Cs es UD.

Definicién 2.2.9. Un cédigo es instantdneo o libre de prefijo si y solo si ninguna palabra de
codigo es prefijo de otra palabra de codigo.

Los cédigos instantdneos presentan la ventaja de que cualquier palabra de cédigo puede ser
decodificada de forma inmediata, ain cuando aparece dentro de una secuencia. En particular,
un simbolo z; puede ser decodificado una vez que hemos leido el dltimo bit de la palabra de
cédigo asociada C(z;). Observamos que esto no se cumple con el codigo Cs del ejemplo 2.2.4, ya
que Co(x3) = 11 es prefijo de Ca(x4) = 110. Por lo tanto, Cs no es un cédigo instantaneo.

Ejemplo 2.2.5. El cédigo C5 : X5 — B*, con X3 = {x1, 29, 23,24} y C3(x1) = 0, C3(x2) = 11,
C3(x3) = 101 y C3(x3) = 100 es un ejemplo de c6digo instantdneo.

A continuacién definimos el c6digo unario, otro ejemplo de c6édigo instantaneo. El c6digo unario
es utilizado tanto por los cédigos de Golomb, presentados en la secciéon 2.4, como por los dos
codificadores implementados en este proyecto, detallados en los capitulos 4 y 5.

2.2.1.1 Cédigo unario El cédigo unario U : Z>¢ — B* codifica un entero no negativo 4
con una palabra de cédigo formada por una cadena de i ceros seguida de un uno. La palabra
de cédigo U(i) tiene largo Iy (i) = i + 1. A modo de ejemplo, tenemos U(0) = 1, U(1) = 01,
U(2) =001y U(3) = 0001.
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En la tabla 2.1 se muestran los c6digos presentados en esta seccién, los cuales sirven como ejemplo
para las clases de codigo definidas. En el caso del cédigo unario tenemos x; = i — 1 para cada
i € Zso, y en la tabla solamente figuran los primeros cuatro simbolos (enteros) que podemos
codificar utilizando U.

r, € X Co(l‘l) & (.’El) Cg(mz) C3($CZ‘) U(Q?Z)
T 0 0 10 0 1
Ta 0 1 00 11 01
T3 100 101 11 101 001
Ty - - 110 100 0001

TABLA 2.1: Cédigos presentados en los ejemplos de la seccion 2.2.1.

En la figura 2.2 se resumen las diferentes clases de cédigo definidas en esta seccion, incluyendo
los ejemplos presentados para cada clase. Se observa que los cddigos no singulares incluyen a los
codigos UD, y a su vez estos incluyen a los cdédigos instantaneos.

codigos
instantaneos
ej: 03 y U

cédigos UD
ej: 02, 03 y U

cédigos no singulares

ej: C1, C2, O3y U

todos los cédigos
ej: CO, Cla C27 03 y U

F1curaA 2.2: Clases de cédigo definidas en la seccién 2.2.1, con sus respectivos ejemplos.

2.2.2 Esquema de codificacion de fuente

En la figura 2.3 presentamos un esquema que resume el proceso de codificacién de fuente. Tenemos
una fuente gobernada por una variable aleatoria X que genera simbolos de un alfabeto X' =
{x1, 22, ..., zn }. Nuestro objetivo es transmitir las cadenas de simbolos generadas por la fuente a
un destino, a través de un canal, cumpliendo con dos requisitos:

e Las cadenas de simbolos que llegan al destino deben ser exactamente las mismas que fueron
generadas por la fuente.

e Debemos transmitir a través del canal la menor cantidad de bits posible. Dicho de otra
manera, nos interesa hacer un uso optimo del canal.
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Ti... Codificacion) C/(x,)...C(xy) Canal | Cla1)...C(ax) Decodificacién L1 Tk
de fuente . id de fuente
C:X - D* SHi FHco D:D* = X

Fuente Destino
Ficura 2.3: Esquema de codificacién de fuente.

Considerado desde un punto de vista espacial, un canal nos permite enviar informaciéon entre
dos puntos fisicos distantes. El ejemplo tipico es Internet. Supongamos que queremos enviar un
archivo desde una computadora a otra a través de Internet. En ese caso, ya sea por razones de
tiempo (menor tiempo de envio) o por razones econdémicas (menor gasto en servicio de Internet),
en general conviene enviar el archivo utilizando la menor cantidad posible de bits. Para lograr
esto, podemos comprimir el archivo en el origen y luego descomprimirlo en el destino. En la
figura 2.3, los procesos de compresion y descompresiéon del archivo estan representados por las
etapas de codificacién y decodificacién de fuente, respectivamente.

El canal también puede ser considerado desde un punto de vista temporal. Por ejemplo, si tenemos
un disco duro en el que almacenamos informacién a la que queremos acceder en el futuro. El
disco duro tiene un espacio limitado, por lo que en general conviene comprimir los archivos que
queremos almacenar.

Comentamos que no solo nos interesa enviar informacién de la fuente al destino, sino que que-
remos hacer un uso 6ptimo del canal. Para lograr esto son necesarias las etapas de codificacién
y decodificacion de fuente. En la etapa de codificacion, los simbolos generados por la fuente se
codifican utilizando un c6digo instantaneo C : X — D*. Esto implica que si el codificador recibe
una cadena de simbolos z...xy, la salida serd la cadena de simbolos mapeados C(z1)...C/(zy).

Como se observa en la figura 2.3, el canal del esquema no tiene ruido, lo que nos asegura que los
bits que se envian a través del canal no son alterados. Esto implica que el decodificador recibe la
misma secuencia de bits que sale del codificador. En general esto no ocurre en la practica, pero
es un modelo razonable si agregamos una etapa de codificacién/decodificacién de cédigos para
correccion de errores como se explica mas adelante.

En la etapa de decodificacion de fuente se debe aplicar una funcién inversa a la aplicada en la
etapa de codificacién. El decodificador D realiza entonces un mapeo de la forma D : D* — X.
Si D funciona correctamente, esperamos que al recibir una cadena C(x1)...C(zy), la salida sea
la cadena D(C(x1))...D(C(zx)) = x1...xx. Observar que como C' es un c6digo instantdneo, D es
capaz de decodificar cualquier palabra de cédigo de forma inmediata.

Para optimizar el uso del canal debemos utilizar un cédigo C' tal que el largo medio L(C) sea
el minimo posible para la variable aleatoria X que gobierna la fuente. A un cédigo con esa
caracteristica le llamamos c6digo 6ptimo. A continuacién lo definimos formalmente.

Definicién 2.2.10. Decimos que C es un cddigo dptimo para una fuente si el largo medio
obtenido al codificarla con el cdédigo C es menor o igual al largo medio obtenido al codificarla
con cualquier otro cédigo.

A continuacién presentamos una extensiéon del Primer Teorema de Shannon [22], también cono-
cido como Teorema de codificacién de fuente. Ese teorema nos da una cota inferior, y la extensién
una cota superior, para el largo medio de un cédigo 6ptimo.

Teorema 2.2.1. Sea C un cédigo binario instantdneo 6ptimo para una variable aleatoria X
sobre un alfabeto X'. Entonces su largo medio L(C') cumple

H(X) < L(C) < H(X) +1, (2.8)

con L(C) = H(X) si y solo si se tiene p(z;) = 27! para todo z; € X.
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El Primer Teorema de Shannon es muy importante porque nos da un cota inferior para el largo
medio de cbdigo que podemos obtener al codificar una fuente. Sabemos que no existe ningin
c6digo que nos permita comprimir la fuente més alld de su entropia. Ademds, la extensién del
teorema nos garantiza que cualquier cédigo éptimo para una variable aleatoria X tiene un largo
medio que estd a menos de un bit de la entropia de X.

Es importante destacar que para cualquier variable aleatoria siempre existe mas de un codigo
optimo. Por ejemplo, dado un cédigo 6ptimo, alcanza con intercambiar los unos y los ceros de
cada palabra de c6digo para obtener un cédigo éptimo distinto. Partiendo de un cédigo 6ptimo,
también podemos obtener otros cédigos éptimos haciendo permutaciones entre las palabras de
codigo de igual largo. Incluso en algunos casos, dos cddigos éptimos distintos pueden codificar
el mismo simbolo con palabras de diferente largo.

Ejemplo 2.2.6. Supongamos que la fuente de la figura 2.3 genera simbolos de un alfabeto
X = {1,229, 23, x4} con probabilidades p(x) = (1/2,1/4,1/8,1/8). Queremos construir un c6digo
C binario instantdneo que sea éptimo para X. Tenemos p(z1) = 271, p(as) = 272 y p(x3) =
p(r4) = 273. Por lo tanto, por el teorema 2.2.1, sabemos que si el cédigo cumple Io(z1) = 1,
lo(z2) =2y le(xs) =lo(xs) = 3, tendremos L(C) = H(X). En efecto, aplicando las definiciones
de entropia y largo medio de cédigo, observamos que

(21) 1 1 1 1 1 1 1 1
H(X) D) log, 9 1 log, 18 log, PR log, S
(2.9)
1 1 1 1 (2.5)
=—.14+--24 =" — . =" L(C).
5 + 1 + 3 3+ 3 3 ()

En resumen, sabemos que utilizando un cédigo C' que codifique los simbolos con palabras de
esos largos, minimizaremos la esperanza de la cantidad de bits que son enviados a través del
canal. Como vimos, la Unica restriccion que deben cumplir las palabras de cédigo para que C' sea
instantaneo, es que ninguna palabra sea prefijo de otra. Entonces, por ejemplo, podemos definir
el cédigo C de esta forma: C(z1) = 1, C(x2) = 01, C(z3) = 000 y C(z4) = 001. Observamos
que, logicamente, los simbolos con mayor probabilidad se codifican con palabras de menor largo
que los simbolos de menor probabilidad.

Una técnica utilizada para construir cdédigos 6ptimos para distribuciones de probabilidad cono-
cidas es el algoritmo de Huffman, presentado en la seccién 2.3. En el ejemplo 2.3.1 utilizamos
el algoritmo de Huffman para obtener otro cédigo éptimo para el vector probabilidades p(x) del
ejemplo 2.2.6.

Antes de finalizar esta seccién, nos parece importante hacer algunas aclaraciones sobre el esquema
de codificacion de fuente presentado:

¢ El esquema es un modelo simplificado de la realidad. En la practica puede ocurrir que el
canal tenga ruido, en cuyo caso los bits que salen del canal no son necesariamente los mismos
que ingresaron. En ese caso, para poder contrarrestar el ruido del canal debemos agregar
un par de etapas al esquema: una etapa de codificacion de canal y otra de decodificacion de
canal, inmediatamente antes y después del canal. El objetivo es agregarle redundancia a la
informacién enviada a través del canal para poder recuperar los bits originales en caso de que
el ruido en el canal los modifique. Para ello se pueden utilizar una variedad de mecanismos.
El estudio de la codificacién de canal es una rama importante de la Teoria de la Informacién,
pero en este proyecto nos enfocamos en la codificacion de fuente y no le dedicamos més que
este parrafo al tema.

e En el esquema presentado se codifica y decodifica un simbolo de la fuente por vez. En la
practica, en ciertos casos podemos hacer un mejor uso del canal si trabajamos con bloques
de simbolos. En esos casos, en la etapa de codificacién se mapean los diferentes bloques de
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simbolos a diferentes palabras de c6digo. Cuando codificamos de a bloque tampoco debe haber
palabras de c6digo que sean prefijos de otras palabras.

e En la figura 2.2 observamos que la clase de los codigos UD incluye estrictamente a la clase
de los codigos instantdneos. Sin embargo, en nuestro esquema hemos considerado un cédigo
instantdneo. Cabe preguntarse entonces si es posible hacer un mejor uso del canal utilizando
algin codigo UD, en lugar de restringirnos al uso de los c6digos instantdneos. La respuesta es
que no, y es una consecuencia directa del Teorema de McMillan [23]. Al no obtener ninguna
ventaja al considerar un cédigo UD, siempre convendra utilizar un cédigo instantaneo, ya que
eso nos permite decodificar las palabras de c6digo de forma inmediata.

2.3 Cbdigos de Huffman

Utilizando el algoritmo de Huffman [24] es posible construir un cédigo instantdneo éptimo para
una distribucién de probabilidad conocida sobre un alfabeto finito. Al cédigo construido se le
llama cédigo de Huffman. Utilizamos la notacién C'Hp, para designar al cédigo obtenido al aplicar
el algoritmo sobre una distribucién de probabilidad dada por un vector p = (p1, .., pn). Ademds,
con la notacion CHx designamos al cdédigo de Huffman construido para una variable aleatoria
X cuyas probabilidades son conocidas.

El algoritmo utilizado para construir un cédigo de Huffman binario es recursivo y consta de
n — 1 pasos para un vector p de tamano n. En cada paso se agrupan los dos simbolos menos
probables, formando un nuevo simbolo al que se le asigna una probabilidad igual a la suma de
las probabilidades de los simbolos agrupados. En el ltimo paso siempre se agrupan dos simbolos
cuyas probabilidades suman 1, ya que el resultado de dicha suma equivale a la sumatoria de las
probabilidades de los n simbolos originales?.

Ejemplo 2.3.1. A continuacién calcularemos el c6digo de Huffman asociado a la variable aleato-
ria definida en el ejemplo 2.2.6. En ese caso tenemos X' = {x1, 22,23, 24} yp = (1/2,1/4,1/8,1/8).
En la tabla 2.2 se muestra la palabra de cddigo obtenida para cada simbolo, junto con su largo
y probabilidad.

z; € X || CHp(zy)] lon, (x:)] p(;) p(z1) =1/2 1/2
o 0 L 1/2 p(w2) =1/4 1/4
2 10 2 1/4 1
T3 110 3 1/3 p(r3) =1/8 1 4> 1/2
T4 111 3 1/8 D) = 1/8 /

TABLA 2.2: Cédigo de Huffman CHp

: FI1GURA 2.4: Algoritmo de Huffman
para el ejemplo 2.3.1.

para el ejemplo 2.3.1.

En la figura 2.4 se resumen de izquierda a derecha los 3 pasos llevados a cabo por el algoritmo. En
el primer paso sumamos las probabilidades de los dos simbolos menos probables (p(x3) +p(z4) =
1/8 4+ 1/8 = 1/4). En el segundo paso, consideramos tres probabilidades: las de los simbolos
T1y 2 y la obtenida en el primer paso. Nuevamente sumamos las dos menores probabilidades,
obteniendo p(z3) +1/4 = 1/4 + 1/4 = 1/2. En el tercer y tltimo paso, solamente nos quedan
dos probabilidades, que al ser sumadas dan 1.

2En este proyecto solamente vamos a trabajar con cédigos de Huffman binarios, pero el algoritmo utilizado
para construir cédigos con alfabetos de tamano D > 3 es andlogo. La tnica diferencia es que en determinados
casos se deben agregar simbolos dummy con probabilidad nula para garantizar que en cada paso de la recursién
se puedan combinar D simbolos.
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Para la suma realizada en cada paso, etiquetamos a uno de los sumandos con 0 y al otro con 1.
Partiendo desde el 1 obtenido en el 1ltimo paso, existe un camino tinico a cada simbolo z;. El
c6digo de Huffman para un simbolo x; se obtiene concatenando las etiquetas que aparecen en el
camino desde el 1 hasta el simbolo z;.

Para codificar un simbolo z; € X con el cédigo CHp, simplemente debemos encontrar en la
tabla 2.2 la palabra de cédigo asociada C'Hp(x;). El proceso de decodificacién no es tan sencillo
y para llevarlo a cabo representamos al c6digo con un arbol binario llamado arbol de Huffman.
En la figura 2.5 presentamos el 4rbol de Huffman asociado al cédigo C' Hy,. Para decodificar un
simbolo de una cadena de bits, se recorre el arbol desde la raiz hasta una hoja, siguiendo un
camino determinado por los bits leidos. Cada simbolo z; € & estd asociado a una hoja del arbol,
y el simbolo decodificado es el que estd asociado a la hoja en la que termina el recorrido.

A modo de ejemplo, supongamos que luego de
codificar una cadena de simbolos z; € X con
el cédigo CHp, obtenemos la cadena de bits
11010011110. Para decodificarla vamos leyendo
los bits en orden y bajando por el arbol desde
la raiz. Leer los primeros tres bits de la cadena
(110) equivale a tomar el camino A-B-C-z3, por
lo que el primer simbolo decodificado es x3. Lue-
go leemos los siguientes dos bits (10), tomamos
el camino A-B-x5 y decodificamos el simbolo zs. 0 1

Al leer el bit 0 tomamos el camino A-z; y decodi-

ficamos z1. Aplicando un razonamiento analogo
con los bits restantes, decodificamos los simbo- 1/8 1/8
los 24 (camino A-B-C-z4) y 22 (camino A-B-x5).

En resumen, al decodificar toda la cadena de bits FIGURA 2.5: Arbol de Huffman asociado
obtenemos la cadena de simbolos x3xox1T42o. al codigo CH,p del ejemplo 2.3.1.

Ejemplo 2.3.2. Sea Y una variable aleatoria que toma valores en el conjunto Y = {y1, y2, Y3, Y4,
Y5, Ys } con las probabilidades dadas por el vector p’ = (0.25,0.25,0.20,0.15,0.10,0.05). Aplican-
do el algoritmo de Huffman obtenemos el cddigo presentado en la tabla 2.3, cuyo arbol asociado
se muestra en la figura 2.6.

yi €Y || CHy (yi)| lenm,, (vi) | ply:)
n 0 1 0.25
s 100 3 0.25
vs 101 3 0.20
Ua 110 3 0.15
s 1110 5 0.10
e 1111 5 0.05

TaBLA 2.3: Cédigo de Huffman C'Hp
para el ejemplo 2.3.2.

FIGURA 2.6: Arbol de Huffman asociado
al cédigo C'Hy del ejemplo 2.3.2.
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En general existen varios c6digos éptimos para una distribucién conocida y el algoritmo de Huff-
man nos permite obtener uno de ellos. Considerando el esquema de codificacién de la figura 2.3, lo
anterior implica que si conocemos la distribucién de probabilidad asociada a la variable aleatoria
que gobierna la fuente, somos capaces de enviar informacién desde la fuente al destino haciendo
un uso 6ptimo del canal. Codificando la fuente con un cédigo de Huffman logramos minimizar
la cantidad esperada de bits que circulan por el canal.

2.4 Cobdigos de Golomb

2.4.1 Descripcion

Definicién 2.4.1. Consideramos una secuencia de ensayos de Bernoulli independientes con
idéntica probabilidad de éxito 6 € R(g, ). Definimos la variable aleatoria X € Z>o como el
numero de ensayos exitosos realizados antes de que ocurra el primer fallo. Decimos que la variable
aleatoria X sigue una distribucion geométrica con parametro 6, y nos referimos a ella utilizando
la notacién X ~ Geo(f). La distribucién de probabilidad de X estd dada por

P(X =i)=(1-0)0", i€ Zso. (2.10)

Los cédigos de Golomb [19] son una familia de cédigos instantdneos utilizados para codificar
sin pérdida fuentes con distribucién geométrica. Dentro de la familia, un cédigo de Golomb
particular queda definido por un parametro entero [ € Z~q. Utilizamos la notaciéon G; para el
c6digo de Golomb con pardmetro [.

En [18] se demuestra que para cualquier variable aleatoria X ~ Geo(f), existe un pardmetro [
tal que se cumple que el cédigo G es éptimo para X. El parametro [ se calcula a partir de 6 y
es el inico entero positivo que satisface la ecuacién

' +0t <1< 6 +oL (2.11)
Un cédigo de Golomb G codifica a un 7 € Z>( de la siguiente manera
G(i) = U(i div 1) > By(i mod 1), (2.12)

donde:

e i div !y i mod [ representan, respectivamente, al cociente entero y resto de la division /I,
e U(j) es la palabra de c6digo con la que el cédigo unario codifica al entero j,

« Bi(j) es la representacién binaria de j utilizando ¢; = |log, 1] bits si j < d; = 2l°s21+1) ]
o la representacion binaria de j + d; utilizando ¢; 4+ 1 bits en otro caso.

Observar que se cumple G1(i) = U(4) para todo i € Z>¢. Es decir que el cédigo de Golomb con
pardametro [ = 1 es igual al cédigo unario.

2.4.1.1 Cédigos GPO2 Los cddigos de Golomb cuyo pardmetro ! es potencia de 2 son
llamados cédigos GPO2 (Golomb-power-of-2). Utilizamos la notacién Gy, para el cédigo GPO2
con parametro [ = 2F, con k € Z>p. Un cédigo Gj, codifica a un ¢ € Z>( con una palabra de
cédigo de largo g, (i) = i div 2¥ + k+1, donde la representacién binaria B;(i mod [) tiene k bits
para todo i € Zxo.
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Como en los c6digos GPO2 la representacién binaria tiene la misma cantidad de bits para
cualquier entero, los procesos de codificacién y decodificacién son méas simples que para el resto
de cédigos de Golomb. Un cédigo GPO2 estéd formado por exactamente [ palabras de cédigo para
cada largo mayor a k (I palabras de largo k+ 1, [ palabras de largo k + 2, etc). Un cédigo G; que
no es GPO2 estd formado por d; palabras de cédigo de largo ¢; + 1 y exactamente [ palabras de
codigo para cada largo mayor a ¢; + 1.

2.4.2 Ejemplos

Ejemplo 2.4.1. Supongamos que [ =5 y que queremos calcular el cdédigo de Golomb asociado
G5. Para todo entero i en el rango [0, 4] se cumple U(i div 5) = U(0) = 1y Bs(i mod 5) = Bs(4).
Para todo entero j menor que ds = 2U19825+1] _5 — 23 _5 — 3 B;(j) es la representacién binaria
de j utilizando ¢; = |logy 5] = 2 bits. Entonces tenemos G5(0) = 1 1 00, G5(1) = 1 > 01
y G5(2) = 1 < 10. En cambio, para un h € {3,4}, Bs(h) es la representacién binaria de
h+ds = h+3 utilizando c5+1 = 3 bits, que es igual a 6 = 1105 cuando h =3y a 7 = 1115 cuando
h = 4. Entonces tenemos G5(3) = 1 1 110 y G5(4) = 1 > 111. Aplicando un razonamiento
analogo es posible codificar cualquier otro entero no negativo con el cédigo Gs.

En la tabla 2.4 presentamos el cédigo G5 para cada i € Zjg,15. El valor de la tltima columna,
lg, (1), representa el largo de la palabra de c6digo para el entero i. Se puede verificar que el c6digo
estd formado por ds = 3 palabras de largo ¢5 + 1 = 3 (las que estén asociadas a los primeros tres
enteros) y exactamente | = 5 palabras para cada largo mayor a c5 + 1.

i tdivb | imod5|| Ui div5) | Bs(i mod 5)| G5(i) la, (1)
0 0 0 1 00 100 3
1 0 1 1 01 101 3
2 0 2 1 10 110 3
3 0 3 1 110 1110 4
4 0 4 1 111 1111 4
5 1 0 01 00 0100 4
6 1 1 01 01 0101 4
7 1 2 01 10 0110 4
8 1 3 01 110 01110 )
9 1 4 01 111 01111 )
10 2 0 001 00 00100 5
11 2 1 001 01 00101 )
12 2 2 001 10 00110 )
13 2 3 001 110 001110 6
14 2 4 001 111 001111 6
15 3 0 0001 00 000100 6

TABLA 2.4: Cédigo de Golomb G5 para i € Zjg,15).

En la figura 2.7 presentamos el arbol binario asociado al c6digo G5. A diferencia de los drboles de
Huffman, presentados en la seccién anterior, este arbol es infinito, ya que los c6digos de Golomb
se definen para el conjunto (infinito) de los enteros no negativos. Observar que los nodos de color
rojo estan asociados a subéarboles con la misma estructura. El camino desde la raiz del arbol a
esos nodos representa la parte unaria del coédigo.
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FIGURA 2.7: Arbol binario asociado al c6digo de Golomb Gs.

Ejemplo 2.4.2. En este ejemplo consideramos un cédigo GPO2. Supongamos que | = 23 y
que queremos calcular el cédigo Gs, que es igual a Gg. Para todo entero ¢ en el rango [0,7] se
cumple U (i div 8) = U(0) = 1 y Bs(i mod 8) = Bs(4). Todos los enteros del rango son menores
a dg = 288+ _ g — 924 _ 8 = 8 por lo que Bg (i) equivale a la representacién binaria de 4

utilizando ¢g = |log, 8] = 3 bits. Es posible codificar cualquier otro entero no negativo con el

c6digo Gs aplicando un razonamiento analogo.

En la tabla 2.5 presentamos el cédigo Gs para cada i € Zjg 15). lg,(i) representa el largo de la
palabra de cédigo para el entero i, que en este caso cumple lg, (i) = i div 23 +3+1 =i div 8 +4.
Se puede verificar que el codigo estd formado por exactamente [ = 8 palabras para cada largo

mayor a k = 3.

i |[idiv8 |imod8]| U(idivs)]| Bs(i mod8)[[ Gs(i) | lg,(i)
0 0 0 1 000 1000 4
1 0 1 1 001 1001 1
2 0 2 1 010 1010 4
3 0 3 1 011 1011 4
4 0 4 1 100 1100 4
5 0 5 1 101 1101 4
6 0 6 1 110 1110 4
7 0 7 1 111 1111 4
8 1 0 01 000 01000 5
9 1 1 01 001 01001 5
10 1 2 01 010 01010 5
11 1 3 01 011 01011 5
12 1 4 01 100 01100 5
13 1 5 01 101 01101 5
14 1 6 01 110 01110 5
15 1 7 01 111 01111 5

TABLA 2.5: Cédigo GPO2 G3 para i € Zo,15]-
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2.4.3 Importancia practica

El hecho de que para cualquier variable aleatoria con distribucién geométrica exista un cédigo
de Golomb que es 6ptimo, vuelve a los cédigos de Golomb muy utiles para resolver ciertos tipos
de problemas practicos. A continuacién explicaremos la utilidad de estos cdigos en el proceso
de codificacion de distintos tipos de senales, como por ejemplo audio e imagenes.

Supongamos que tenemos una foto digital y elegimos un pixel al azar. En general, el color y brillo
asociado a ese pixel es similar al de los pixeles que lo rodean. En este razonamiento intuitivo
se basan los algoritmos de compresion de modelado predictivo. En el caso de las imagenes, se
utiliza un modelo estadistico para aproximar el valor de un pixel teniendo en cuenta informacién
relativa a los pixeles ya procesados®. Le llamamos predictor a la funcién que predice el valor
de un pixel utilizando informacién del modelo. El predictor estima el valor de cada pixel de la
imagen que se codifica y, dependiendo de las caracteristicas particulares de la imagen y de qué
tan bueno es el predictor, las estimaciones tienen més o menos diferencia con el valor real de los
respectivos pixeles. A la diferencia entre el valor predicho y el valor real de un pixel se le llama
residuo.

El algoritmo de compresién de imdgenes sin pérdida LOCO-I [20] utiliza un predictor con la
siguiente caracteristica: los residuos obtenidos se ajustan muy bien a una distribucién TSGD
(Two-Sided Geometric Distribution - distribucion geométrica a dos lados) centrada en 0. De
acuerdo a esta distribucion, la probabilidad de que un residuo entero valga € es proporcional a
glel con 0 € Rg,1)- Vimos que para cualquier distribucién geométrica existe un cédigo de Golomb
6ptimo, por lo que es esperable que en el proceso de codificacién de una TSGD convenga utilizar
alguna variante de los cédigos de Golomb. El algoritmo LOCO-I codifica los residuos utilizando
un cédigo de Golomb GPO2 con mapeo de Rice [25]. Trabajar con cédigos GPO2 permite
implementar los procedimientos de codificacion y decodificacién en una computadora de forma
relativamente sencilla y con baja complejidad computacional.

El algoritmo Shorten [21] se utiliza para comprimir sefiales de audio sin pérdida. Tipicamente,
una forma de onda estd representada por enteros de 16 bits y en general existe correlacién
entre muestras cercanas en el tiempo. Esta caracteristica permite codificar la senal utilizando un
algoritmo de modelado predictivo y codificacién de residuos analogo a LOCO-I. Con el predictor
utilizado en Shorten los residuos obtenidos también se ajustan a una distribucién TSGD y
nuevamente se utiliza un cédigo de Golomb GPO2 con mapeo de Rice para comprimir (los
residuos de) la sefial de audio.

Nuestra descripcién de los algoritmos LOCO-I y Shorten es superficial, con el Gnico objetivo de
transmitir cémo nos pueden servir los c6digos de Golomb en la implementacién de codificadores
de distintos tipos de senales. Recomendamos leer los respectivos articulos por méas detalles.

3Nota: los pixeles se procesan y codifican de manera secuencial, en general de izquierda a derecha y de arriba,
hacia abajo.



Capitulo 3

Codificacion de senales multicanal

En este capitulo estudiamos el problema de la codificacién de senales multicanal transformadas
a través de un proceso de reduccion de canales. En la seccién 3.1 describimos el sistema de codifi-
cacién del problema estudiado, presentando los resultados teéricos obtenidos en diferentes casos.
En la seccion 3.2 explicamos por qué en los siguientes capitulos nos enfocamos en codificar la
distribucién binomial negativa como consecuencia del problema teérico planteado originalmente.

3.1 Presentacion del problema teérico

Consideremos el sistema de codificacién presentado en la figura 3.1. Tenemos una fuente que
genera una senal X, compuesta por n canales. Esta senal podria ser, por ejemplo, audio, un
electroencefalograma o un registro de temperatura en diferentes locaciones. La senal viene dada
como una secuencia de vectores de largo n, cuyos componentes toman valores sobre un alfabeto
finito X compuesto de |X| simbolos distintos.

senal OM Codificad senal transformada Y Decodificad senal transformada Y
odificador ecodificador
) (codificada) \
Fuente matriz Apyxn Destino

F1GurA 3.1: Sistema de codificacién del problema estudiado.

Queremos reducir la cantidad de canales de la senal, creando m canales (m < n), cada uno
calculado como una combinacion lineal de los n canales de la senal original. A modo de ejemplo,
si la senal original fuera de audio generada en cinco canales, podriamos querer reducirla a dos
canales, de manera que pudiera ser reproducida en un equipo estereofénico.

Suponemos que la transformacién lineal estd dada por una matriz A, x, tal que si x = (21, ..., z,)7
es una muestra de la sefial original X, la muestra y = (y1, ..., ¥m)?, correspondiente a la sefial
transformada Y, se obtiene calculando y = Az. En la figura 3.2 presentamos un esquema del

proceso de calculo de la sefial transformada a partir de la senal original.

En general existe correlacion entre los canales de la senal original X. Ademads, la proyeccién sobre
un espacio de menor dimensién que resulta de multiplicar por A,,x», también induce correlacién

18
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entre los canales de la senal transformada Y. Uno de los objetivos de este proyecto es estudiar
si el conocimiento de la senal original X y la matriz A,,x, por parte del codificador puede ser
aprovechada para comprimir la senal transformada Y mejor de lo que se comprimiria sin ese
conocimiento.

Como se observa en la figura 3.1, asumimos que el decodificador también conoce la matriz A, x,-
Este hecho no modifica el comportamiento asintético del sistema de codificacion, ya que antes de
comenzar a codificar la senal, el codificador puede describirle la matriz al decodificador utilizando
una cantidad finita de bits!.

canal 1

matriz A, xn

} canalm

senal orig. X

FicUurA 3.2: Esquema del cédlculo de la sefal transformada Y a partir de la sefial original X.

Comenzamos considerando un caso particular sencillo que nos permitiera familiarizarnos con el
problema estudiado. Luego, en la seccién 3.1.2, avanzamos hacia el caso méas general y de mayor
complejidad.

3.1.1 Primer escenario: distribucién de probabilidad conocida

En este primer escenario vamos a comparar los dos sistemas de codificacién presentados en la
figura 3.3. Nos interesa comprimir la sefial Y que obtenemos al aplicarle la funcién f : X™ — Y™
a la sefial X . Observar que el escenario estudiado incluye el caso en el que Y es una transformacion
lineal de X.

|

Fuente senal original X 1 ( o1 | senal trar%sformada Y D1 i senal transformada Y
} (codificada) 1

tino

senal transformada Y

e funciomn f: X" —» Y™

funcién f: X" — Y™ o distribucién p(x)

senal transformada Y

sefial transformada Y ; (codificada)

F1GURA 3.3: Sistemas de codificacién comparados. El primer sistema estd dentro del rectangulo
verde punteado y el segundo dentro del rectangulo azul.

Tanto el codificador y decodificador del primer sistema de codificacién (C'1 y D1), como el
codificador y decodificador del segundo sistema (C2 y D2), conocen la funcién f y la distribucién

IEsto ocurre siempre que estemos bajo la hipétesis de que las entradas de la matriz A, x, se representan con
precisién finita.
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de probabilidad p(z) de la senal original X. La tdnica diferencia entre ambos sistemas es que el
codificador C'1 conoce la sefial original y la transformada?, mientras que el codificador C?2 solo
conoce la sefial transformada.

Vamos a probar que utilizando el segundo sistema de codificacién es posible comprimir la senal
transformada tanto como la podemos comprimir utilizando el primer sistema. Dicho de otra
manera, en el escenario planteado conocer la senal original no le aporta a un codificador ele-
mentos que le permitan reducir la esperanza del largo medio de cédigo al comprimir la senal
transformada. Formalizamos este planteo en la proposicién 3.1.1.

Proposicién 3.1.1. Sea X una sefial de dimensién n cuyos componentes toman valores sobre
el alfabeto X’ siguiendo una distribucién de probabilidad p(x). Sea f : XY™ — Y™ una funcién tal
que Y = f(X) es una senal de dimensién m cuyos componentes toman valores sobre el alfabeto
Y. Se considera un sistema de codificacién para la senal Y donde tanto el codificador como el
decodificador conocen la funcién f y la distribucién de probabilidad p(z). En este sistema, la
esperanza de largo de codigo éptimo cuando el codificador conoce la sefial original X es la misma
que cuando no la conoce.

Demostracion. La senal Y es funcién de la sefial X, con f(X) =Y. Por lo tanto, conociendo f y
la distribucién de probabilidad p(x) de la sefial original X, podemos calcular la distribucién de
probabilidad p(y) de la senal transformada Y. Esto implica que el codificador y el decodificador
conocen p(y). Conociendo la distribucién de probabilidad de la senal que se quiere comprimir, es
posible crear un cédigo 6ptimo para la misma, utilizando por ejemplo el algoritmo de Huffman
presentado en la seccion 2.3. Utilizar un c6digo 6ptimo para codificar Y nos garantiza que la
esperanza de largo de cédigo obtenida es minima. O

3.1.2 Caso general

Investigando el problema planteado encontramos varias publicaciones que estudian escenarios
similares al nuestro. Slepian y Wolf [26] analizaron distintos sistemas de codificacién para fuentes
correlacionadas, similares al que presentamos en la figura 3.4.

"'X717X07X17"' Codificador ...01101... "‘X*1>X07X17"'
X largo medio Ix

Decodificador Destino

Codificador ...00100...
—>| |
1,20, L1, e Z largo medio Iz ) 1,20, L1, e

F1GURA 3.4: Uno de los sistemas de codificacién para fuentes correlacionadas
estudiado por Slepian y Wolf en [26].

Fuentes
correlacionadas

En esos sistemas se generan secuencias de simbolos correlacionadas ... X 1, Xo, X1,...y ...2_1, Zy,
Z1, ..., asociadas a un par de variables aleatorias discretas X y Z con distribucién conjunta p(z, z).
En el ejemplo de la figura 3.4 el codificador para cada fuente opera sin conocimiento de la otra
fuente, pero el decodificador recibe las cadenas de bits que salen de ambos codificadores. En
[26] se determinan los largos medios de cédigo minimos lx y Iz necesarios para codificar las
secuencias, para este y otros sistemas de codificacién similares.

2(C1 conoce la sefal transformada porque la puede calcular aplicando la funcién f a la sefial original.
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Los resultados de Slepian y Wolf no aplican especificamente al problema que nosotros queremos
estudiar. En [26] interesa codificar a las dos variables aleatorias correlacionadas. En nuestro caso
tenemos dos senales correlacionadas, X e Y, pero solamente nos interesa codificar Y.

Wyner y Ziv [27] estudiaron la codificacién de fuente en un escenario en el que el decodificador
cuenta con informacion adicional (ellos le llaman side information) sobre la fuente que se desea
codificar. Esta informacion adicional podria ser, por ejemplo, una variable aleatoria dependiente
de la variable asociada a la fuente que interesa codificar.

Wyner y Ziv llegan a la conclusion de que, cuando el decodificador tiene acceso a la informacién
adicional, el conocimiento de esta misma informaciéon por parte del codificador permite lograr
una menor esperanza de largo medio de c6digo. Pero en nuestro caso de estudio, solamente el
codificador tiene acceso a la informacién adicional, por lo que no podemos aplicar el mismo
razonamiento de Wyner y Ziv.

En [28] Gallager estudia la codificacién de fuente con informacién adicional en el marco de
la codificacién universal. Si bien esta publicacién solamente tiene una relacién tangencial con
nuestro caso de estudio, en un parrafo se explica por qué no se analizan situaciones donde solo el
codificador puede acceder a la informacion adicional. Utilizando argumentos similares, pudimos
llegar a una conclusion respecto al problema estudiado, presentada en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1.2. Sea X una senal de dimensién n cuyos componentes toman valores sobre el
alfabeto X. Sea Y la sefial de dimensién m cuyos componentes toman valores sobre el alfabeto ),
obtenida al aplicar la transformacion lineal dada por la matriz A,,x, sobre X. Se considera un
sistema de codificacion para la sefial Y donde tanto el codificador como el decodificador conocen
la matriz A,,«,. En este sistema, la esperanza de largo de cdédigo 6ptimo cuando el codificador
conoce la senal original X es la misma que cuando no la conoce.

Demostracion. En el sistema de codificaciéon estudiado, representado en la figura 3.1, el decodi-
ficador define un mapeo entre palabras de c6digo y secuencias de simbolos de Y. Esto se cumple
siempre, sin importar la forma del cédigo utilizado. El mapeo esté fijo, definido a priori, ya que
el decodificador no tiene acceso a la senal X. Entonces, el codificador, aun conociendo la senal X,
lo mejor que puede hacer es codificar mapeando una secuencia de simbolos de Y a una palabra
de codigo que le permita al decodificador reconstruir la misma secuencia. Como el decodificador
no tiene acceso a la senial X, al codificador no le sirve de nada la informacién aportada por la
senial X. Es decir que la esperanza de largo de cédigo no cambia si el codificador tiene acceso a
la senal X. O

La proposicion 3.1.2 también es valida para los casos en los que la senal transformada Y se obtiene
al aplicarle una funciéon arbitraria a la senal original X, no necesariamente una transformacién
lineal.

3.2 Aplicacion practica del problema

En el final de la seccién anterior llegamos a la conclusién de que conocer la sefial original X en el
codificador en general no sirve para codificar la senal transformada Y con una menor esperanza
de largo medio de cédigo. Pero en la practica puede ocurrir que tengamos herramientas para
codificar la senal original pero no sepamos como codificar la senal transformada.

Consideremos, por ejemplo, una senal X con dos componentes X; y X5 independientes que
siguen una distribucién geométrica X1, Xo ~ Geo(p) con p € Rg,1). Supongamos que obtenemos
la sefial Y aplicando la transformacién lineal Y = X; + X5. En el apéndice A demostramos que
en este caso se cumple Y ~ BN(2,p), es decir que Y sigue una distribucién binomial negativa
con parametros 2 y p. A continuacién, definimos formalmente esa distribucién.
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Definicién 3.2.1. Consideramos una secuencia de ensayos de Bernoulli independientes con
idéntica probabilidad de éxito p € R(g ). Definimos la variable aleatoria Y € Z>o como el
numero de ensayos exitosos realizados antes de que ocurran los primeros dos fallos. Decimos que
la variable aleatoria Y sigue una distribucion binomial negativa con pardmetros 2 y p, y nos
referimos a ella utilizando la notacién Y ~ BN (2, p). La distribucién de probabilidad de Y estd
dada por

P(Y =4)=(1-p)2(Gi+1)p", i€Zso. (3.1)

En lo que resta del informe, cuando nos referimos a la distribucién binomial negativa estamos
hablando de la distribuciéon binomial negativa con pardmetros 2 y p.

Sigamos con el ejemplo. Nuestro objetivo es comprimir la senal transformada Y ~ BN(2,p),
pero no conocemos un cédigo 6ptimo para la distribuciéon binomial negativa. En cambio, sabemos
que los cédigos de Golomb, presentados en 2.4, codifican de manera éptima las distribuciones
geométricas. Por lo tanto, en este caso conocemos un cédigo 6ptimo para las dos componentes
de la senal X pero no sabemos como codificar la sefial Y. Entonces podriamos codificar las
componentes X1 y X2 por separado, y el decodificador, que conoce la matriz asociada a la
transformacién lineal, podria decodificar X; y Xs y luego aplicar la transformacién lineal para
obtener la senal Y.

El algoritmo descripto en el parrafo anterior permite codificar la senal transformada Y, pero su
codificador transmite més informacién de la necesaria (nos interesa solo el resultado de la suma,
no el valor de cada sumando por separado). Ademds, el codificador utiliza informacién de la
senial original, y por la proposicién 3.1.2 sabemos que debe existir otro algoritmo de compresién
igual de bueno en el que el codificador no disponga de ninguna informacién adicional. Por lo
tanto, nos planteamos como problema practico del proyecto implementar un codificador para la
distribucién binomial negativa que esté lo méas cerca posible de ser é6ptimo. Implementamos dos
codificadores, los cuales presentamos en los capitulos 4 y 5.

En la practica, conocer el cédigo éptimo de una distribucién binomial negativa puede ser til
para implementar algoritmos de compresiéon de modelado predictivo, como los que presentamos en
2.4.3. Por ejemplo, supongamos que tenemos una sefial X’ con dos componentes independientes
X1 v X}. Ademds, supongamos que tenemos un predictor lineal para las componentes, tal que los
respectivos residuos X y X5 se modelan bien con la misma distribucién geométrica, X7, Xo ~
Geo(p). Para codificar la sefial Y’ = X{ + X}, podrfamos utilizar el c6digo 6ptimo de la binomial
negativa para codificar la suma de los residuos, dada por Y = X7 4+ X5, que arriba vimos cumple
Y ~ BN(2,p).

Es importante aclarar que no siempre es posible codificar la suma de senales utilizando una
técnica que consista en codificar la suma de los residuos. Para que esa técnica funcione, el
decodificador tiene que ser capaz de reconstruir la suma de las predicciones a partir de la suma
de las senales. Esto ocurre, por ejemplo, cuando se usa el mismo predictor lineal fijo para X1 y
X2. En ese caso, la suma de las predicciones da lo mismo que la prediccién aplicada a la suma
de las muestras, que es lo que el decodificador es capaz de calcular. Debemos destacar que la
utilizacién de predictores lineales es bastante comun, utilizindose por ejemplo en algoritmos de
compresién de audio sin pérdida, tales como Shorten [21] y FLAC [2].

No encontramos bibliografia especifica referida a la compresiéon de la distribucion binomial ne-
gativa, pero si encontramos varios articulos que estudian técnicas de compresiéon para variantes
de la distribucién geométrica y la Laplaciana, su versién continua. En [29], por ejemplo, se
obtuvieron los cédigos 6éptimos para pares de variables aleatorias con distribuciéon geométrica.
En la seccién 2.4.3 presentamos los algoritmos LOCO-I [20] y Shorten [21], los cuales codifican
distribuciones TSGD con variantes de los cédigos de Golomb.



Capitulo 4

Codificador GolombBN

En este capitulo desarrollamos el codificador GolombBN; el cual tiene un algoritmo de implemen-
tacién relativamente sencilla y sirve como alternativa al codificador T, presentado en el capitulo
5. En la seccién 4.1 presentamos al codificador GolombBN, sus parametros y funcionamiento,
incluyendo pseudocddigos de los algoritmos de codificacién y decodificacién. En las secciones 4.2
y 4.3 explicamos cémo obtener los parametros del codificador a partir del parametro p de la
distribucién binomial negativa que gobierna la fuente a codificar. Por tdltimo, en la seccién 4.4
desarrollamos los calculos que permiten obtener el largo medio de cédigo resultante al codificar
una variable aleatoria con distribucién binomial negativa.

4.1 Descripcion

El codificador GolombBN es utilizado para comprimir una fuente que genera enteros no negativos
de acuerdo a una variable aleatoria Y ~ BN(2,p) con p € R ). En la definicién 3.2.1 vimos
que la probabilidad de que esta fuente genere cierto entero i estd dada por

i) =P(Y =i) = (1= p)2li+ )p', i€ Zso. (4.1)

El codificador GolombBN es una versiéon modificada del codificador de Golomb. Como vimos en
la seccién 2.4, para cualquier variable aleatoria X ~ Geo(f), con 6 € R(q ), existe un cédigo
de Golomb que es 6ptimo. En la definiciéon 2.4.1 vimos que la funciéon de probabilidad para la
variable aleatoria X es

Ix()=PX =j)=01-00", je€ZLs. (4.2)

Las modificaciones realizadas al codificador de Golomb surgen al considerar las particularidades
que tiene la distribuciéon binomial negativa respecto a la geométrica. Ambas distribuciones son
analizadas y comparadas en el apéndice B.

Definimos un pardmetro A € Zs( y una funcién biyectiva Perm : Z>g — Z>o, con Perm(j) = j
para todo j € Z>, la cual establece una permutacién de los primeros A valores enteros que
puede asumir Y. Utilizamos la funcién Perm para reordenar los enteros en orden decreciente
de probabilidad, lo que permite replicar una caracteristica de la distribucién geométrica en la
binomial negativa. En la seccién 4.2 desarrollamos el calculo del parametro A\ y especificamos la
funcién Perm. Ambos dependen tnicamente del pardmetro p de la distribucion.

23
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El codificador GolombBN utiliza c6digos GPO2. En la seccién 2.4.1.1 vimos que esto simplifica
la implementacién de los procesos de codificacién y decodificacion. El pardmetro | € Zq del
codificador GolombBN cumple un rol andlogo al del pardmetro homoénimo en el cédigo de Go-
lomb. En la seccién 4.3 explicamos como calcular el parametro [ a partir del pardmetro p de la
distribucién.

4.1.1 Algoritmo de codificacion

Definimos GBN(4) como la palabra de cédigo con la que el codificador GolombBN codifica un
entero i € Z>o. En la figura 4.1 presentamos el algoritmo de codificacién del cédigo GolombBN.
Recibe cuatro entradas: ¢ es el entero generado por la fuente que queremos codificar, [ y A son
los pardmetros del codificador y perm es un vector de A enteros, tal que perm[z]| contiene al
resultado de calcular Perm(z) para x € Zj x—1]-

entradas: ¢ € Z>(: entero a codificar
l €Z~ogy A € Z~g: parametros del codificador
perm: vector de largo A con perm[z] = Perm(x), x € Zj r—1]
salida : GBN(i): palabra de cédigo con la que se codifica i
1 if (i < A) then
2 | return codificar_Golomb_ GPO2(I, permli])
3 else
4 ‘ return codificar_ Golomb_ GPO2(l, )
5 end

FIGURA 4.1: Algoritmo de codificacién del c6digo GolombBN.

Distinguimos dos casos dependiendo del valor de 4. Si i es menor que A (lineas 1 y 2), entonces
GBN(i) es igual a G;(Perm(i)), que es la palabra con la que el cdédigo de Golomb con pardmetro
[ codifica al entero resultado de calcular Perm(i). Para todos los demés valores de ¢ (lineas 3 y
4), el algoritmo devuelve Gy (7).

La similitud entre el codificador de Golomb y el codificador GolombBN es evidente. Observar
que ambos codifican con la misma palabra de cédigo una cantidad infinita de enteros (todos los
que son mayores o iguales a A). Ademas, el conjunto de palabras de cédigo con que se codifican
los enteros en el rango [0, A — 1] es igual para ambos c6digos; la tinica diferencia entre los cédigos
es que las palabras de ese conjunto estan permutadas, de acuerdo a la funcién Perm.

4.1.1.1 Codificacién de cadenas Para codificar una cadena de enteros generados por la
variable aleatoria Y debemos seguir dos pasos:

o En primer lugar, utilizamos el algoritmo definido en la seccién 4.2 para, a partir del pardme-
tro p, obtener el pardametro A y la funcién Perm. Luego, también a partir de p, calculamos
el parametro [, siguiendo el algoritmo de la seccién 4.3. Realizamos este paso una tnica vez.

o Luego ejecutamos el algoritmo de la figura 4.1, una vez por cada entero de la cadena que
nos interesa codificar. Excepto el entero ¢ a codificar, todas las variables de entrada (I, Ay
perm) son iguales en todas las ejecuciones.
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4.1.2 Algoritmo de decodificaciéon

En la figura 4.2 presentamos el algoritmo de decodificacién del c6digo GolombBN. Tiene cuatro
entradas: bit_stream es una cadena de bits de donde se decodifica el entero i que se de devuelve;
las otras entradas son los dos parametros del codificador GolombBN y el vector perm__inversa.
Este dltimo es un vector de A enteros, tal que perm__inversa[z] contiene al entero resultado de
calcular Perm™'(z)! para = € Zipa—1)-

En primer lugar, decodificamos un entero (i_mapeado) de la cadena de bits de entrada utilizando
el algoritmo de decodificacion del cédigo de Golomb con parametro [. Luego distinguimos dos
casos dependiendo del valor de i_mapeado. Si es menor que A (lineas 2 y 3), el algoritmo de
decodificacién devuelve al entero resultado de calcular Perm_l(z;mapeado). En cualquier otro
caso (lineas 4 y 5) devuelve i_mapeado.

entradas: bit_stream: cadena de bits a decodificar

l €Z<oy N € Zsq: parametros del codificador

perm__inversa: vector de largo A con perm__inversa[z] = Perm~(x), z € Zio, -1
salida : 14 € Z>(: entero decodificado
i_mapeado = decodificar__Golomb_ GPO2(l, bit_stream)

=

2 if (i_mapeado < \) then

8 | i= perm_inversali_mapeado]
4 else

5 ‘ 1 = 1_mapeado

6 end

7 return ¢

FI1GURA 4.2: Algoritmo de decodificacién del cédigo GolombBN.

4.1.2.1 Decodificacion de cadenas Para decodificar una cadena de enteros generados por
la misma fuente, debemos ejecutar el algoritmo de la figura 4.2 dentro de un ciclo cuya condicién
de parada es que ya han sido leidos todos los bits de la cadena de entrada.

4.2 Calculo del parametro \ y la funcion Perm

En esta seccién explicamos cémo calcular el pardmetro A y la funcién Perm asociados al codifica-
dor GolombBN. Con este fin, definimos la relacién binaria de orden total < sobre los elementos
del dominio de Y de la siguiente manera

izj = (f@O>f0G) ) v (KFO=K0E N i<)), (4.3)

donde fy es la funcién de probabilidad definida en (4.1). En palabras, < ordena los enteros
en orden decreciente de probabilidad, desempatando en caso de igualdad por orden natural
de los enteros. Queremos calcular el orden relativo de todos los enteros del dominio de Y de
acuerdo a la relacién <. M4és especificamente, para cada i € Z>( queremos calcular la funcién
Perm : Z>y — Z>( definida a continuacién

Perm(i) = | k € Z>o 1 k < i |. (4.4)

Perm es una funcién biyectiva, porque = es una relacion de orden total en el domino de Y,
que coincide con el domino de Perm. Para poder calcular Perm debemos tener en cuenta las

1La funcién Perm : Z>o — Z>q es invertible porque es biyectiva.
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caracteristicas de la funcién fy, estudiada en el apéndice B. Alli observamos que para todo
p € Rg,1) se cumple lo siguiente:

0)=(1-p)? 0 —
* O =0-p) signo fi (i) + :
o fy(i) >0 VieZsg =~ 1
o lim; o0 fy (i) =0T FIGURA 4.3: Signo de fi (7).
o La derivada de fy se anula en el punto i’ = —ﬁ — 1,y fy crece cuando i < i’ y decrece

cuando ¢ > ¢’. En la figura 4.3 presentamos el signo de fi- (7).

A continuacién planteamos el calculo realizado para obtener el pardmetro A € Z~¢ y la permu-
tacion Perm. Definimos

)\:min{ieZ>0: 0-<i}

(4.3)

L min{iez>o: () > @) ) v ( fr0) = fr() A o<z'>}
:min{i€Z>0: fy(O) ny(l) } (45)

Como fy(0) > fy (), con A > 0 por definicién, entonces fy es decreciente en algiin segmento
del intervalo [0, A]. Por lo tanto, observando el signo de fj- sabemos que i’ < A.

Como 7 < Ay fy es decreciente para i > ¢/, entonces fy es decreciente para ¢ > A. Entonces,
considerando el signo de f{ y la definicién de A deducimos que, para cualquier par de enteros
1€ [0,A—1] y j > A, se cumple fy (i) > fy(j). Por lo tanto, tenemos que Perm(j) = j para
todo 7 > A.

Entonces solamente resta calcular el valor de Perm para los A enteros del intervalo [0, A — 1].
Para ello seguimos el siguiente procedimiento:

o En primer lugar calculamos |i'| y [i']. Como f;(i') = 0, conociendo el signo de f{, sabemos
que se debe cumplir lo siguiente: Perm([i"]) = 0 si fy([i']) < fy([i']) y Perm(|i']) =0
en otro caso.

o Una vez obtenido el ¢ que anula la funcién Perm, consideramos los dos enteros mas préximos,
i—1ei+ 1. Procedemos dependiendo del valor obtenido al evaluar fy en ambos puntos: si
fy(i—1) < fy(i+1) entonces Perm(i+1) = 1 y repetimos el procedimiento con i —1 e i+2;
si en cambio fy (i —1) > fy(i+ 1), entonces Perm(i — 1) = 1 y repetimos el procedimiento
con i — 2 e i+ 1. Debemos continuar aplicando este algoritmo hasta haber calculado Perm
para todos los enteros del intervalo [0, A — 1], donde \ estd dado por (4.5).

Como ejemplo, en la figura 4.4 presentamos las gréificas de fy (i) y Perm(i) tomando p = 0.90,
para i € Z go)- Para ese valor del pardmetro p, aplicando el célculo definido en (4.5) obtenemos
A = 34. Observar que para cualquier i € Zgy g0 se cumple Perm(i) = i, y lo mismo ocurre para
todos los enteros del dominio de fy que no aparecen en la grafica. Para los enteros menores que
A, observamos que Perm(i) toma valores mds bajos para los enteros cercanos a i’ y valores mas
altos para los enteros cercanos a 0 y A. Esto es coherente con el procedimiento descrito en el
parrafo anterior.

En la figura 4.5 presentamos las graficas de fx (i), que recordamos estd definida en (4.2), to-
mando 6 = 0.90 y fy(Perm~1(i)) tomando p = 0.90, para i € Zip,60)- También estd graficada
nuevamente fy (i), pero tinicamente para i € Zjg s3], ya que se cumple fy (i) = fy (Perm=1(3))
para todo i > A = 34.
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FIGURA 4.4: Gréaficas de las funciones fy (i), en azul con la escala a la derecha, y Perm(i), en
rojo con la escala a la izquierda, tomando p = 0.90 para i € Z 60]. Marcamos fy (i') y fy(0)
con lineas celestes y Perm(\) con un cuadrado rojo.
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FIGURA 4.5: Gréficas de las funciones fx (i) tomando # = 0.90 y fy (Perm™'(i)) tomando
p = 0.90, para i € Zjg,60], y fv (i) tomando p = 0.90 para i € Zjg 33. Marcamos fy (i') y fv(0)
con lineas celestes.
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Observando la figura 4.5 queda mas claro el razonamiento que hay detras del algoritmo de codi-
ficacion del codigo GolombBN, presentado en la figura 4.1. Al aplicar el mapeo definido por la
funciéon Perm logramos que los enteros a los que fy les asigna mayor probabilidad sean codifi-
cados con una menor cantidad de bits, de forma analoga a lo que ocurre cuando codificamos una
variable aleatoria con distribucién geométrica con un cédigo de Golomb. De esta forma, al codifi-
car la variable aleatoria Y con el c6digo GolombBN, logramos obtener un largo de c6digo menor
que si la codificdiramos directamente con el cédigo de Golomb (es decir, sin aplicar el mapeo).
En la figura 4.5 se observa que fx y fy (Perm™!) son decrecientes en los enteros no negativos,
por lo que tanto al codificar X con un cédigo de Golomb, como Y con un cédigo GolombBN; se
utilizan palabras de c6digo més largas para codificar enteros con menor probabilidad.

En la tabla 4.1 mostramos los valores de A\ obtenidos para un conjunto representativo de valores
del pardmetro p. También se muestran los valores de i’ (punto méximo de fy, en donde se
anula su derivada) y de fy(0), para agregar informacién sobre la funcién de distribucién de
probabilidad. Observar que el pardmetro A se incrementa a medida que p se acerca a 1. Esto
tiene consecuencias en la implementacién del codificador GolombBN, ya que mientras més cerca
esté p de 1, mas memoria serd necesaria para almacenar a los vectores perm y perm__inversa.

P A i fy(0)
0.50 1 0.44 0.25
0.60 3 0.96 0.16
0.70 6 1.80 0.09
0.80 12 3.48 0.04
0.90 34 8.49 0.01
0.95 88 18.50 0.0025
0.96 117 23.50 0.0016
0.97 169 31.83 0.0009
0.98 279 48.50 0.0004
0.99 644 98.50 0.0001

TABLA 4.1: A\, i’ y fy(0) obtenidos para un conjunto representativo de valores de p.
Marcamos la fila asociada al p tomado en el ejemplo de las figuras 4.4 y 4.5.

4.3 Calculo del parametro [

En esta seccion explicamos como calcular el pardmetro [ del codificador GolombBN. Como vimos,
para codificar cualquier entero i devuelto por Y, el codificador GolombBN calcula el codigo de
Golomb de pardmetro [ del entero Perm(i).

Uno de los objetivos del proyecto es crear un codificador para la variable aleatoria Y con el menor
largo de cédigo posible. El resultado obtenido es el codificador T, presentado en el capitulo 5. Con
el codificador GolombBN, en cambio, nuestro objetivo es tener un codificador de implementacién
relativamente sencilla y de bajo costo de cémputo. Por lo tanto, es importante aclarar que
no buscamos calcular el parametro [ que minimice exactamente el largo de c6digo, sino una
aproximacién que sea facil de calcular con herramientas conocidas.

Debido a la similitud que hay entre el codificador de Golomb y el codificador GolombBN, decidi-
mos utilizar una técnica conocida (ver, por ejemplo, [30]), con la cual se estima el pardmetro del
codigo de Golomb a partir de parametros de la distribucién geométrica de la variable a codificar.
El resultado establece que para una fuente geométrica con media p, el parametro del codificador
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GPO2 éptimo es [ = 28", con

k* = max{ 0,1+ {log2 <1(1)0g§1)#1)))J }, (4.6)
pt1

donde ® = (1 ++/5)/2 es la razén durea.

En nuestro caso, en vez de 6 tomamos el parametro p de la distribucién binomial negativa. Por lo
tanto, como p estd dado, solamente nos resta calcular p para poder obtener k* a través de (4.6).

Para obtener la media de los primeros A enteros debemos aplicar la siguiente formula

A—1 A—1
S0 P(Y = Perm (i) 2 (1= p)2 Y i+ (Perm (i) + 1)pPerm O, (4.7)
=0 =0

Para obtener la media de los enteros restantes aplicamos la férmula

YiPy=i)= 2 - ()\(A —1)p? =202 = D)p+ A + 1)), (4.8)

desarrollada en el apéndice D.

Finalmente, obtenemos x al sumar los resultados de las férmulas (4.7) y (4.8).

4.4 Largo medio de cédigo

En esta seccién explicamos cémo calcular el largo medio de cédigo obtenido al codificar una
fuente con variable aleatoria Y ~ BN(2,p) con p € R(g 1), con el cédigo GolombBN. Como se
observa en el algoritmo de la figura 4.1, cuando el entero i a codificar es menor que el parametro
A, i se codifica con el cédigo de Golomb de pardmetro ! asociado al entero Perm(i). Por lo tanto,
la contribucién al largo medio de los enteros menores que A estd dada por la ecuacién

A—1 A—1

SR = i) - lapn () = (1= p)? S (i 4+ 1)p' - L, (Perm(i))
=0 )\71'1:() (49)
2214—1 - (Perm(i) div 28 + k + 1),
=0

donde Ig, (Perm(i)) es el largo de la palabra de cédigo con la que el codificador de Golomb
de pardametro [ codifica el entero Perm(i). En la seccién 4.3 vimos que el pardmetro [ es de la
forma [ = 2" para cierto k € Z>o, lo que, como vimos en 2.3.1.1, implica que lg, (i) = Ig, (i) =
i div 2% 4 k 4 1. Aplicamos esta férmula en la segunda igualdad de la ecuacién 4.9.

En el algoritmo de la figura 4.1 vimos que los enteros mayores o iguales que A se codifican con
su respectivo cédigo de Golomb de pardmetro [. Para calcular la contribucién al largo medio de
esos enteros, partimos el espacio en [ clases de congruencia (una asociada a cada entero j, con
A < j < A+1). A continuacién planteamos la ecuacién que permite calcular la contribucién al
largo medio de todos los enteros 4, i > A, tales que i = j (mod [), que son todos los enteros que
estan en la misma clase de congruencia moédulo [ que j
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(oo} (oo}
> P(Y =i)-lapn(i) =Y P(Y =j+1k)-lapn (i + lk). (4.10)
i=X k=0
i=j (mod )
En el apéndice E desarrollamos los cdlculos de la ecuacién (4.10) y luego de agrupar términos
obtenemos una funcién cuyo valor depende tnicamente de p, [ y j, la cual llamamos LM CCgpn
(por “largo medio de la clase de congruencia”) y que presentamos a continuacion
L (1 =p)?p , ,
LMCCeqpn(p;l,j) = ((l_;l)g((lGl () = DG =1+ 1)p”
F I+ 1+16) (~2) +1—2))p (4.11)

+16,()G +1)-

Si calculamos la funcién (4.11) para cada uno de los [ enteros del intervalo [A, A+ 1 — 1], y luego
sumamos los resultados, obtenemos el largo medio de cédigo para todos los enteros mayores o
iguales que A. Observar que nuevamente tenemos g, (j) = lg, (§) = j div 28 + k + 1.

En el algoritmo de la figura 4.6 resumimos los pasos necesarios para calcular el largo medio del
cb6digo GolomBN para la variable aleatoria Y. Este algoritmo tiene las mismas entradas que el
algoritmo de codificacién: el parametro p de la distribucion Y, los dos parametros del codificador
GolombBN vy el vector perm, que permite calcular la funcién Perm sobre los primeros \ enteros.

entradas: p € Rg 1) pardmetro de la variable aleatoria Y’
l € Zso y A € Z~g: parametros del codificador
perm: vector de largo A con perm[z] = Perm(x), x € Z r—1]
salida : largo_medio_ cddigo
// ecuacién (4.9) - lineas 1-4
largo__medio__cabeza = 0
foreach i € {0,...,A— 1} do
| largo_medio_cabeza + = probY (p,i) - largo_cédigo_ Golomb_ GPO2(l, permli])
end
largo_medio__cola =0
foreach j € {)\,...,A+1—1} do
// ecuacién (4.11) - linea 7
largo_medio_cola + = LMCCgapn(p,l,7)
8 end
9 return (largo_medio__cabeza + largo__medio__cola)

S Ak W N -

~

FI1GURA 4.6: Algoritmo para calcular el largo medio del c6digo GolombBN.

En las primeras cuatro lineas del algoritmo obtenemos la contribucion al largo medio para los
primeros A enteros, de la forma planteada en (4.9). A continuacién, obtenemos la contribucién
al largo largo medio correspondiente al resto de enteros (lineas 6-8). Para ello, mediante (4.11)
calculamos LM CCgpy para cada uno de los [ enteros en el intervalo [A, A + [ — 1]. Finalmente,
el algoritmo devuelve la suma de los dos valores calculados previamente (linea 9).



Capitulo 5

Codificador T

En este capitulo describimos en detalle el codificador T implementado en el proyecto. En la
seccién 5.1 presentamos el codificador, explicamos céomo calcular sus parametros y detallamos
los algoritmos de codificacién y decodificacion, incluyendo sus pseudocddigos. En la seccion 5.2
exponemos un ejemplo que muestra cémo codificar (y luego decodificar) enteros de una fuente en
la practica. Por dltimo, en la seccién 5.3 calculamos el largo medio de c6digo para una variable
aleatoria con la distribuciéon que nos interesa codificar, la binomial negativa.

5.1 Descripcion

El objetivo del codificador T es comprimir de la mejor forma posible una fuente que genera
enteros no negativos de acuerdo a una variable aleatoria Y ~ BN (2,p) con p € R 1). Al definir
la distribucién binomial negativa en 3.2.1, vimos que en este caso la probabilidad de que la fuente
genere cierto entero 4 esta dada por

P(Y =i)=(1-p)?2G+1)p°, i€Zso. (5.1)

En la seccién 2.4 presentamos los cddigos de Golomb y comentamos que en [18] se demuestra
que para cualquier distribucién geométrica existe un cdédigo de Golomb que es 6ptimo. En esa
publicacion se explica que el algoritmo de Huffman puede ser utilizado de manera indirecta para
probar la optimalidad de un c6digo para un alfabeto infinito si uno primero intuye la forma que
debe tener el cédigo. En ese concepto se basaron Gallager y Van Voorhis para probar la optima-
lidad de los cédigos de Golomb. Nosotros seguimos un razonamiento similar para implementar
el codificador T.

Nos interesa saber qué forma tiene el cédigo 6ptimo para la binomial negativa. Para ello calcu-
lamos el cdédigo de Huffman para un vector p de largo n + 1, donde n es un parametro a definir,
con las siguientes probabilidades

P(Y =), si0<i<n,
P = . . 2
b > PY =j), sii=n. (5:2)
i=n

Estas probabilidades representan una distribucién binomial negativa realizando un truncamiento
en el ultimo entero. El entero n acumula las probabilidades de todos los enteros mayores o iguales
que n.

31
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La intencién es tomar un n lo suficientemente grande, manteniendo el error computacional que
ocurre al calcular las probabilidades dentro de cierto limite. En nuestra implementacion tomamos
n de la siguiente manera

)

pf_l p‘ >1x 1010}. (5.3)

nmin{i€Z>0:

Consideramos un conjunto representativo de valores del pardmetro p e implementamos un pro-
grama que para cada p lleva a cabo los siguientes pasos:

1. Calcula n con la férmula (5.3).
2. Para el n obtenido en el paso 1, calcula el vector p cuyas probabilidades definimos en (5.2).
3. Calcula el c6digo de Huffman para el vector p obtenido en el paso 2.

Luego nos dedicamos a estudiar las caracteristicas de los codigos de Huffman calculados. Analiza-

mos el largo de las palabras de cddigo obtenidas en cada caso, buscando patrones de repeticiones
de series de palabras del mismo largo. A continuacién explicamos el proceso con un ejemplo.

rango rlzigg(()) #series #Cp/aélearli);as largo palabras
0 1 1 1 9
1-3 3 1 3 8
4-10 7 1 7 7
11-44 34 1 34 6
45 - 73 29 1 29 7
74 - 199 46 2 23 8[74,96] — 9[97,119]
120 - 159 40 2 20 10[120,139] — 11[140,159]
160 - 180 21 1 21 12
181 - 256 76 4 19 13[181,199] — 16[238,256]
257 - 276 20 1 20 17
277 - 870 594 33 18 18[277,294] — 50[853,870]
o = 871 - 17598 | 16728 984 B =17 | 51[871,887] — 1034[17582,17598]
17599 - 17616 18 1 18 1035
17617 - 17633 17 1 17 1036
17634 - 17649 16 1 16 1037
17650 - 17666 17 1 17 1038
17667 - 17684 18 1 18 1039
17685 - 17692 8 1 8 1040
17693 - 17693 1 1 1 50

TABLA 5.1: Patrones de series obtenidas para el cédigo de Huffman del vector p,
tomando p = 0.96 y n = 17693. Marcamos el patrén mas largo del cédigo,
del cual obtenemos los pardmetros a = 871 y f = 17.

En la tabla 5.1 detallamos la informacion relativa al largo de las palabras del cédigo de Huffman
del vector p, tomando p = 0.96. Para ese valor de p, al aplicar el cdlculo de la férmula (5.3)
obtuvimos n = 17693.
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Para comprender el ejemplo, antes debemos definir algunos términos. Definimos una serie como
un conjunto de palabras de cédigo de igual largo asociadas a enteros sucesivos. Definimos un
patrén como un conjunto de series sucesivas' que cumple dos condiciones:

e Todas las series del patron tienen la misma cantidad de palabras de cédigo. Por lo tanto, el
largo del rango del patrén es igual a la cantidad de palabras de cada serie multiplicado por
la cantidad de series del patron.

e Dos series sucesivas cualesquiera cumplen lo siguiente: el largo de las palabras de la segunda
serie es igual al largo de las palabras de la primera incrementado en una unidad.

Cada fila de la tabla 5.1 tiene la informacién relativa a un patrén. En la tabla estd coloreada la
fila asociada al patréon mas representativo del cédigo de Huffman, que es el patrén cuyo rango
(enteros entre 871 y 17598 inclusive) es el de mayor largo (tiene 16728 palabras de c6digo, un
95% del total). Este patrén tiene 984 series y cada una de esas series tiene 17 palabras. En la
dltima columna de la tabla se muestra el largo de las palabras: las 17 palabras de coédigo de la
primera serie (asociadas a los enteros entre 871 y 887 inclusive) tienen largo 51; las 17 palabras
de cédigo de la dltima serie (asociadas a los enteros entre 17582 y 17598 inclusive) tienen largo
1034.

Para cada uno de los valores de p con los que repetimos el experimento, el cé6digo de Huffman
obtenido siempre tiene la caracteristica observada en el ejemplo: a partir de cierto punto comienza
un patrén que se mantiene casi hasta al final, y que contiene a la gran mayoria de palabras del
c6digo. Ademas, el largo de las palabras de codigo decrece al principio y luego crece, observandose
fluctuaciones cerca del final, que se deben al truncamiento realizado en el tltimo entero.

Los experimentos realizados nos permitieron intuir la forma aproximada que debe tener un cédigo
6ptimo. Pensamos que en el cédigo 6ptimo, el patrén mas representativo que obtuvimos con el
c6digo de Huffman se repite hasta el infinito. Esto es algo similar a lo que ocurre con los codigos
de Golomb, con la diferencia de que en los c6digos de Golomb el patréon comienza en el cero, el
primer entero.

Para replicar el comportamiento descripto, nuestro cédigo T debe tener dos parametros, a los
que decidimos llamar « y 8. Para cada p, a estos pardametros les asignamos valores asociados al
patrén de mayor largo obtenido al calcular el codigo de Huffman del vector con probabilidades
(5.2). En particular, « es igual al indice asociado a la primera palabra de cédigo del patrén y 3
es igual a la cantidad de palabras que hay en cada serie del patrén. Por lo tanto, en el ejemplo
de la tabla 5.1 tenemos o = 871 y g = 17.

Lo que buscamos con el cédigo T es replicar el comportamiento del codigo de Huffman obtenido
pero para un rango infinito de enteros. Por eso es que los parametros del codigo T surgen al
analizar el patrén més representativo del cédigo de Huffman: consideramos que este patron re-
presentaria el comportamiento del c6digo de Huffman si el mismo pudiera codificar una cantidad
infinita de enteros.

En la tabla 5.2 presentamos los resultados obtenidos para un conjunto representativo de valores
de p. Mostramos el valor de n obtenido y detallamos la informacién del patréon més representativo
en cada caso. En las iltimas dos columnas estan los pardmetros obtenidos para el codificador T.
En la seccién 6.2 estudiamos como cambian los pardmetros « y S conforme p se acerca a 1.

I Consideramos que dos series A y B son sucesivas si al tiltimo entero de la serie A le sigue el primer entero de
la serie B.
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largo rango #palabras
b t (% del total) rango serie @
0.50 1075 1015 (94%) 58 - 1072 1 58 1
0.60 1417 1384 (98%) 32 - 1415 1 32 1
0.70 2026 1914 (94%) 107 - 2020 2 107 2
0.80 3242 3060 (94%) 173 - 3232 3 173 3
0.90 6855 6734 (98%) 76 - 6809 7 76 7
0.95 14073 || 13272 (94%) 678 - 13949 14 678 14
0.96 17693 || 16728 (95%) 871 - 17598 17 871 17
0.97 23700 || 22379 (94%) | 1158 - 23536 23 1158 23
0.98 35733 || 26486 (74%) | 9060 - 35545 34 9060 34
0.99 71826 || 58305 (81%) | 12975 - 71279 69 12975 69

TABLA 5.2: Obtencién de pardametros del cédigo T para un conjunto representativo de valores

de p. La tercera, cuarta y quinta columnas muestran informacién del patrén mas largo obtenido

al calcular el c6digo de Huffman del vector con probabilidades (5.2). Marcamos la fila asociada
al ejemplo de la tabla 5.1.

Una vez que hemos calculado los pardmetros a y 3, definimos una fuente reducida que genera
enteros en el rango [0, + 8 — 1] de acuerdo a una variable aleatoria Y’ con las siguientes
probabilidades

SPY=5+08k), sia<j<a+p.
k=0

si0<j<a,
(5.4)

Observamos que la probabilidad de que se genere alguno de los primeros « enteros es la misma
en la fuente reducida que en la original. Los restantes 8 enteros actian como supersimbolos, ya
que tienen una probabilidad equivalente a la sumatoria de probabilidades asociadas a enteros
pertenecientes a conjuntos disjuntos, donde cada uno de estos conjuntos esta formado por un
numero infinito de enteros de la fuente original. En particular, la probabilidad de que la fuente
reducida genere el supersimbolo s equivale a la sumatoria de las probabilidades de todos los
enteros ¢ > « generados por la fuente original tales que i = s (mod ), es decir que estdn en la
misma clase de congruencia médulo 5 que s.

Nos interesa calcular el c6digo de Huffman binario para la fuente reducida definida en (5.4). Para
ello debemos aplicar el algoritmo presentado en la seccién 2.3, por lo que necesitamos conocer
de manera explicita las probabilidades con que la fuente reducida genera cada uno de los a + 3
enteros. La probabilidad de cada uno de los primeros « enteros es funcién de p y del respectivo
entero, y estd dada por la ecuacién (5.1). Para obtener la probabilidad de los restantes 8 enteros
recurrimos a la siguiente féormula

;o (—j+B—-1p’+j+1
P(Y = j) = (1 - p)2p (1_;];)2‘7 :

que derivamos en el apéndice G desarrollando la sumatoria infinita definida en (5.4).

(5.5)

Observar que en el caso particular en que a = 0 y f = 1, la fuente reducida consta de un tnico
simbolo, el entero 0, que tiene probabilidad 1. En consecuencia, el valor de Y’ es constante y no
es necesario utilizar ningtn bit para su codificacién. En este caso, el cédigo de Huffman de Y’
asigna una palabra de cédigo vacia al entero 0.
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5.1.1 Algoritmo de codificaciéon

Definimos T(¢) como la palabra de cédigo con la que el codificador T codifica un entero i € Z>o.
En la figura 5.1 presentamos el algoritmo de codificaciéon del cédigo T. Recibe cuatro entradas:
i es el entero generado por la fuente que nos interesa codificar, o y [ son los parametros del
codificador y vector _huff es un vector de largo a + 3, tal que vector _huff[i] contiene la palabra
del cédigo de Huffman C'Hy asociada al entero 1.

entradas: ¢ € Z>(: entero a codificar
o € Z>o y B € Zsp: pardmetros del codificador
vector__huff: vector de palabras de codigo asociado al codigo de Huffman C Hy
salida : T(¢): palabra de cédigo con la que se codifica i
1 if (i < @) then
2 | return vector_huff[i]
3 else
4 cociente = (i — a) div 8
5 resto = (i — ) mod
6 return concatenar_palabras( vector__huff[a + resto], codificar__unario(cociente) )
7 end

F1GurA 5.1: Algoritmo de codificacién del cédigo T.

Dependiendo del valor de 4 distinguimos dos casos. Si 7 es menor que « (lineas 1y 2), T(4) es
la palabra del cédigo de Huffman C'Hy- para el entero i. En cualquier otro caso (lineas 3-6),
primero calculamos el cociente y resto de la divisién (i — «)/8. Luego obtenemos dos palabras de
codigo: la palabra del cédigo C'Hy para el entero o+ resto, y la codificacién unaria del cociente;
T(i) es la palabra de c6digo que resulta al concatenar ambas palabras.

5.1.1.1 Codificacién de cadenas Para codificar una cadena de enteros generados por la
variable aleatoria Y seguimos los siguientes pasos:

e Primero calculamos « y 8 a partir del pardmetro p, de la manera explicada en la seccién
5.1, y luego calculamos el cédigo de Huffman para la fuente reducida Y’, CHy-. Este paso
se realiza una Unica vez.

e Luego ejecutamos el algoritmo de la figura 5.1, una vez por cada entero de la cadena que
queremos codificar. El Unico valor de entrada que no es constante en todas las ejecuciones
del algoritmo es el entero ¢ a codificar. Los dos parametros del codificador T, asi como el
vector que representa al cédigo de Huffman calculado, son siempre los mismos.

5.1.2 Algoritmo de decodificacién

En la figura 5.2 presentamos el algoritmo de decodificacion del codigo T. Tiene cuatro entradas:
bit__stream es una cadena de bits de donde se va a decodificar el entero i que se devuelve; las otras
entradas son los dos pardmetros del codificador T y el c6digo de Huffman para Y’, representado
como un arbol binario llamado arbol _huff.

Para decodificar un entero, en primer lugar debemos recorrer el arbol de Huffman desde la
raiz hasta una hoja. En la primera linea del algoritmo obtenemos el nodo raiz del arbol. Luego,
mientras no se haya llegado a un nodo hoja (linea 2), continuamos bajando por el arbol siguiendo
un camino que depende de los bits leidos de la cadena (lineas 3-8). Cuando llegamos a una hoja
del arbol, obtenemos el entero x asociado a la misma (linea 10).
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entradas: bit stream: cadena de bits a decodificar
o € Z>o y B € Zsp: pardmetros del codificador
arbol__huff: drbol binario asociado al cédigo de Huffman CHy
salida :i € Z>(: entero decodificado
1 nodo__actual = obtener_raiz_ arbol(arbol _huff)

2 while not nodo_es_hoja(nodo__actual) do

3 bit _actual = leer__préximo_ bit(bit_stream)

4 if (bit_actual = 0) then

5 ‘ nodo__actual = obtener_hijo_ cero_nodo(nodo__actual)
6 else

7 ‘ nodo__actual = obtener_hijo_uno_nodo(nodo__actual)
8 end

9 end

fury
o

x = obtener__entero__hoja(nodo__actual)
if (z < ) then
‘ return z
else
cociente = decodificar _unario(bit__stream)
return (z + [ * cociente)
end

O s e
D A W N =

FIiaura 5.2: Algoritmo de decodificacion del codigo T.

Dependiendo del valor de x pueden darse dos casos. Si es menor que «, el algoritmo de deco-
dificaciéon devuelve al mismo entero x (lineas 11 y 12). En cualquier otro caso (lineas 13-15),
se decodifica la préxima palabra de c6digo unario de la cadena de bits, almacendndose su valor
en la variable cociente, y el algoritmo devuelve al entero resultado de calcular x + 8 * cociente.
Notar que el valor de x obtenido en el proceso de decodificaciéon de un entero i, coincide con el
valor a + resto en el proceso de codificacién de ese mismo entero ¢. La variable cociente vale lo
mismo en ambos casos.

Ya mencionamos que, en el caso particular en que o = 0y 8 = 1, el cddigo de Huffman de Y’
asigna una palabra de cédigo vacia al iinico entero generado por la fuente reducida, el 0. Para esa
combinacién de parametros, el arbol binario arbol huff utilizado en el algoritmo consta de un
unico nodo, que es una hoja asociada al entero 0. En ese caso, en el algoritmo de decodificacién
x siempre vale 0 y, como § = 1, siempre se devuelve cociente.

5.1.2.1 Decodificacién de cadenas Si queremos decodificar una cadena de enteros generados
por la misma fuente, debemos ejecutar el algoritmo de la figura 5.2 dentro de un ciclo cuya
condicion de parada es que ya han sido leidos todos los bits de la cadena de entrada.

5.2 Ejemplo

En esta seccién utilizamos el codificador T para codificar y luego decodificar una cadena de
enteros. En el ejemplo presentado tomamos p = 0.998 y, para simplificar las cuentas, asumiremos
que para ese p se obtienen a« = 5y 5 = 3, aunque los valores de a y 8 son mucho méas grandes
en la practica?.

2En la seccién 6.2 graficamos los parametros del codificador T obtenidos para un conjunto representativo de
valores de p.
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5.2.1 Codificacién

Vamos a aplicar los pasos detallados en la seccién 5.1.1.1. Para o« = 5 y 8 = 3 la variable Y’
queda definida como

(1—p)2@G + 1), si0<j <5,

P(Y' = j) = Dy
| : {(1—p)2p3(2]{”’;3+)é“, 515 <) <8,

(5.6)

donde hemos utilizado la férmula (5.5) para evaluar las probabilidades de los supersimbolos.

En la tabla 5.3 detallamos todos los valores del vector de probabilidades, asi como el cédigo
obtenido al aplicarle el algoritmo de Huffman. Llamamos C Hy(j) a la palabra de cédigo asociada
al entero j y lom,, (j) a su largo.

J P(Y' =) lony,(j) | CHy ' (j)
0 0.0000040000 5 00000
1 0.0000079840 5 00001
2 0.0000119520 4 0001

3 0.0000159042 4 0010

4 0.0000198405 4 0011

5 0.3333204906 2 10

6 0.3333138754 2 11

7 0.3333059533 2 01

TABLA 5.3: Vector de probabilidades para la variable aleatoria Y’ definida en (5.6)
y cbédigo de Huffman C'Hy asociado.

Supongamos que la fuente que nos interesa codificar genera la siguiente cadena de enteros®: 4,
6, 22, 2902, 12, 0 y 105. Como vimos en la seccién 5.1.1.1, esto implica ejecutar el algoritmo de
codificacién de la figura 5.1 una vez para cada uno de estos enteros.

Tanto el 4 como el 0 son enteros menores que «, por lo que ambos se codifican directamente con
las respectivas palabras del cédigo de Huffman C'Hy- (lineas 1 y 2 del algoritmo). Entonces, de
acuerdo a la tabla 5.3, el 4 se codifica con 0011 y el 0 con 00000.

El resto de los enteros que debemos codificar son mayores que «, por lo que sus palabras de cédigo
se definen al ejecutar las lineas 3-6 del algoritmo. Para i = 6 tenemos i — a = 1, y calculamos
cociente = 1 div 8 = 0 y resto = 1 mod S = 1. Luego obtenemos la palabra del cédigo C'Hy
para el entero o+ resto = 6 (es 11 de acuerdo a la tabla 5.3), y le concatenamos el c6digo unario
asociado a cociente = 0 (es decir 1). Entonces, el entero 6 se codifica con la palabra de cédigo
111.

Para ¢ = 22 obtenemos cociente = 17 div f =5 y resto = 17 mod g = 2. La palabra del cédigo
CHy: para o + resto = 7 es 01 y el codigo unario de cociente = 5 es 000001. Por lo tanto, el
entero 22 se codifica con la palabra de cédigo 01000001.

Para codificar enteros méas grandes seguimos el mismo razonamiento. Por ejemplo, para i = 2902
tenemos cociente = 2897 div 8 = 965 y resto = 2897 mod 3 = 2. El resto tiene el mismo valor
que en el caso anterior, por lo que la palabra del cédigo CHy+ es nuevamente 01. En este caso,
le debemos concatenar el codigo unario del 965, que es una tira de 965 ceros seguida por un uno.

En la tabla 5.4 presentamos un resumen del proceso de codificacién de la cadena de enteros.
Para cada entero codificado, indicamos cudles fueron las lineas del algoritmo de codificacién

3Estos enteros no fueron generados de acuerdo a ninguna distribucién, simplemente elegimos enteros que
permitieran mostrar cémo funciona el codificador T en varios casos diferentes.
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ejecutadas. Ademads, en los casos en que fue necesario calcularlos, mostramos los valores obtenidos
para el cociente y el resto. En la tltima columna especificamos la palabra de cédigo con la que el
codificador T codifica cada entero, utilizando diferentes colores para distinguir los bits obtenidos
del cédigo de Huffman C'Hy, de los bits que dependen de la codificacién unaria.

lineas

entero ejecutadas resto | cociente palabra de cédigo T(7)
1 12 - - CHy (4) = 0011
6 3-6 1 0 CHy/(6)xU(0) = 111
22 3-6 2 5 CHy (7)< U(5) = 01000001
2002 36 2 965 CHy (7) >4 U(965) = 010........01
12 36 1 2 CHy(6) > U(2) = 11001
0 12 - - CHy(0) = 00000
105 36 0 20 CHy (5) > U(20) = 100.......01

TABLA 5.4: Resumen del proceso de codificacién de la cadena de enteros 4-6-22-2902-12-0-105,
presentado en la seccién 5.2.1.

5.2.2 Decodificacién

Consideramos la cadena de bits obtenida al concatenar (en orden) las respectivas palabras de
cédigo con que fueron codificados los enteros de la cadena definida en la seccién 5.2.1. A esa
cadena de bits, que mostramos en (5.7), la vamos a decodificar en esta seccién.

bit_stream = 00111110100000101 0.............. 011100100000100......... 01 (5.7)
—_— ~—
965 ceros 20 ceros

Como fue explicado en 5.1.2.1, para decodificar una cadena de enteros debemos ejecutar el
algoritmo de decodificacién de la figura 5.2 en un ciclo que finalice una vez que hayan sido leidos
todos los bits de la cadena de bits de entrada*. Cada vez que se ejecuta, el algoritmo decodifica
un entero de la cadena. Ademads de la cadena de bits, el algoritmo recibe los valores de a y 8
utilizados al codificar (&« = 5 y S = 3 en este caso). El algoritmo también recibe un arbol binario
llamado arbol _huff, que es el arbol asociado al codigo de Huffman C'Hy calculado al codificar
la cadena de enteros. Este drbol esta representado en la figura 5.3.

La primera vez que ejecutamos el algoritmo de decodificacién, como atin no hemos leido ningin
bit, la cadena de bits de entrada es la que aparece representada en (5.7). En la primera linea
del algoritmo, se iguala la variable nodo__actual al nodo raiz del arbol (nodo A). Luego, entre
las lineas 2 y 9 hay un ciclo en el que se va actualizando nodo__actual a partir del bit leido
de la cadena. Después de leer los primeros 4 bits (“0011”) se recorrié el camino A-B-D-F-4 y
nodo__actual es una hoja, por lo que se sale del ciclo. A continuacién, al ejecutar la linea 10, la
variable x pasa a valer 4, que es el entero asociado a la hoja de acuerdo al cdédigo C Hy . Luego,
como z < «, la condiciéon de la linea 11 es verdadera y el algoritmo devuelve z = 4. Por lo tanto,
el primer entero de la cadena es decodificado correctamente.

En la segunda ejecucién del algoritmo ingresa la cadena de bits “111010...” (cadena de la ecua-
cién (5.7) sin los cuatro bits que ya fueron decodificados). En este caso, después de leer los dos
primeros bits (“117), llegamos a la hoja 6 por el camino A-C-6. Pero ahora, como z vale 6, la
condicién de la linea 11 es falsa y se deben ejecutar las lineas 14 y 15 del algoritmo. En la linea

4Nota: al trabajar con archivos es necesario utilizar alguna técnica de parada, ya que un archivo almacena una,
cantidad de bits que debe ser multiplo de 8.
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14, se iguala la variable cociente al resultado de decodificar el c6digo unario de la cadena de bits.
Como el primer bit leido es un 1, cociente es igual a 0. En la linea 15, el algoritmo devuelve
un entero igual a z+ (8 * cociente = 6 + 3 x 0 = 6. Es decir que el segundo entero de la cadena
también es decodificado correctamente.

FIGURA 5.3: Arbol de Huffman para el c6digo CHy presentado en la tabla 5.3. Las hojas de
color rojo estan asociadas a supersimbolos. Los nodos tienen letras asociadas que utilizamos
como referencia en la descripcién del ejemplo de la seccién 5.2.2.

En la tercera ejecucion ingresa la cadena de bits “0100000101...". Luego de leer “01” se llega a la
hoja 7. Al igual que en el caso anterior, la hoja estd asociada a un supersimbolo, por lo que se
deben ejecutar las lineas 14 y 15 del algoritmo. En este caso, como “000001” es la codificacién
unaria del 5, cociente vale 5 y entonces se devuelve el entero igual a z+ 3% cociente = T+3%5 = 22,
por lo que nuevamente la decodificacién es exitosa.

Con los tres enteros que hemos decodificado hasta aqui, ya hemos cubierto todo el cédigo del al-
goritmo de decodificacién. Aplicando razonamientos analogos es posible decodificar los restantes
enteros de la cadena de bits que atin no ha sido procesada.

5.2.2.1 Arbol binario extendido En la figura 5.4 presentamos una versién extendida del
arbol binario de Huffman de la figura 5.3. A las tres hojas del arbol original que estan asociadas
a supersimbolos se les concatena un arbol infinito, donde el vértice etiquetado con 1 siempre
corresponde a una hoja. La hoja del nivel superior queda asociada al mismo entero que el super-
simbolo del que se cuelga el arbol infinito, y el resto de las hojas estdn asociadas a un entero que
se va incrementando 8 = 3 unidades por nivel. Por lo tanto, estos arboles infinitos representan al
c6digo unario que se concatena a la palabra del codigo de Huffman en el algoritmo de codificacién
(linea 6 de la figura 5.1).

Obviamente, en la practica no es posible representar un arbol infinito en memoria®, por lo que
cuando en el algoritmo de la figura 5.2 se llega a uno de los nodos asociado a un supersimbolo,
siempre se debe decodificar una palabra de cédigo unario y realizar el cdlculo especificado en
la linea 15. Sin embargo, nos parece importante presentar el drbol binario extendido, ya que es

5No es posible representarlo en un sentido estricto, considerando que cada uno de sus nodos ocupe memoria.
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una buena manera de ver el cédigo T de forma grafica y ayuda a comprender los procesos de

1

0
(D) ™) (), (0,
0 1 0 0 0
O, O, 5 O, 6

0 0 0
0 1 0 1 1@ 'A 'A

0 A 4
JARA %g\m £

FIGURA 5.4: Arbol binario extendido asociado al c6digo T del ejemplo de la seccién 5.2.
Los nodos de color rojo son las hojas asociadas a supersimbolos en el arbol de la figura 5.3.
Las hojas de color azul estdn asociadas a los tltimos 4 enteros
decodificados de la cadena de bits (2902, 12, 0 y 105).

codificacién y decodificacién implementados.

Retomemos el proceso de decodificacién de la cadena de enteros, pero ahora decodificando con
el arbol extendido. Luego de haber decodificado los primeros tres enteros, la cadena leida es
“010......... 0111001...”. Al leer “01” se llega al nodo 7’ del arbol extendido. Luego se desciende

965 ceros
965 niveles (un nivel por cada 0 leido) y al leer el 1 se llega a la hoja asociada al entero 2902.

Por lo tanto, en este caso se decodifica el cuarto entero de la cadena de forma correcta.

Repitiendo el mismo razonamiento, bajando desde la raiz hasta alguna de las hojas del arbol
extendido, es posible decodificar el resto de los enteros de la cadena. En la figura 5.4 las hojas
de color azul estan asociadas a los dltimos cuatro enteros decodificados (2902, 12, 0 y 105).

5.3 Largo medio de cédigo

En esta seccién explicamos cémo calcular el largo medio de cédigo obtenido al codificar una
fuente con variable aleatoria Y ~ BN (2,p) con p € Ry 1), con el cédigo T. Como se observa
en el algoritmo de la figura 5.1, cuando el entero ¢ es menor que el pardmetro «, i se codifica
utilizando el c6digo de Huffman de Y’, C Hy-. Por lo tanto, la contribucién al largo medio de los
enteros menores que « estd dada por la ecuaciéon

|
—

a—1 a

STRY = i) 1e(i) B (1= p)? Y+ D - lemy, (0), (5.8)
=0 i

%2

s
I
=)

donde o, (i) es el largo de la palabra de cédigo con la que se codifica al entero 7 utilizando el
cédigo de Huffman para Y.
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Para calcular la contribuciéon al largo medio de los enteros mayores o iguales que «, partimos
el espacio en 3 clases de congruencia (una para cada supersimbolo j, con @ < j < a+ ). A
continuacion planteamos el calculo del largo medio de todos los enteros ¢ > « tales que i = j
(mod fB), es decir de todos los i que estdn en la misma clase de congruencia médulo 5 que el
supersimbolo j

S P =) 1) B S PO =5+ k) -l (j + BE). (5.9)

= k=0
=7 (mod B)

En el apéndice H desarrollamos los célculos de la ecuacién (5.9) y luego de agrupar términos
obtenemos una funcién cuyo valor depende tnicamente de p, 8, j v del cédigo CHy /5. A esta
funcién la lamamos LM CCrp (por “largo medio de la clase de congruencia”) y la presentamos a
continuacion

—p)2pJ
T (1o () G = B+ 0

+ (=i +26 =1 +lon,, () - (2] + 8 = 2)p” (5.10)
+ (lom,, (1) + DG +1).

LMCCT(pvﬁajv CHY’) =

Si realizamos este cdlculo para cada uno de los 3 supersimbolos y luego sumamos los resultados,
obtenemos la contribucién al largo medio de cédigo de todos de los enteros mayores o iguales
que .

En el algoritmo de la figura 5.5 detallamos los pasos seguidos para calcular el largo medio del
c6digo obtenido al codificar Y con el codificador T.

entradas: p € Rg 1): pardmetro de la variable aleatoria Y’
o € Z>o y B € Zsp: pardmetros del codificador
vector__huff: vector de palabras de cédigo asociado al cédigo de Huffman C Hy-
salida : largo_medio_cddigo
// ecuacién (5.8) - lineas 1-4
largo_medio__cabeza = 0
foreach i € {0,...,a— 1} do
| largo_medio_cabeza + = probY (p,i) - largo_palabra(vector_huff[i])
end
largo_medio__cola =0
foreach j € {a,...,a+ 3 —1} do
// ecuacién (5.10) - linea 7
largo_medio_cola + = LMCCr(p, S, j, vector_hufflj])
8 end
9 return (largo_medio__cabeza + largo__medio__cola)

<3< NV VI

~

F1GURA 5.5: Algoritmo para calcular el largo medio del codigo T.

Este algoritmo tiene las mismas entradas que el algoritmo de codificacién: el pardmetro p de la
distribucién Y, los dos pardmetros del codificador T y el vector vector _huff, que tiene las o + 3
palabras del cédigo de Huffman C'Hy-.

En las primeras cuatro lineas obtenemos el largo medio para los primeros « enteros, de la forma
planteada en la ecuacién (5.8). Luego obtenemos el largo medio para el resto de enteros (lineas 6-
8), ejecutando la ecuacion (5.10) para cada uno de los 8 supersimbolos. Finalmente, el algoritmo
devuelve la suma de los dos valores calculados (linea 9).

6Més especificamente, de los largos de las palabras del cédigo CHy.



Capitulo 6

Resultados experimentales

En este capitulo presentamos los resultados experimentales del proyecto. En la seccién 6.1 des-
cribimos el entorno en donde ejecutamos los programas con los que obtuvimos los resultados.
En la seccién 6.2 estudiamos la forma en que varian los parametros del codigo T. En la seccién
6.3 comparamos la entropia de la fuente con los respectivos largos medios de cédigo obtenidos
al codificar la fuente con los dos codificadores implementados en el proyecto, para un conjunto
representativo de fuentes. Por ltimo, en la seccién 6.4 comparamos los tiempos de ejecucion
necesarios para construir cada cédigo.

6.1 Entorno

Tanto el codificador T como el codificador GolombBN fueron implementados en el lenguaje C++
compilado con GNU-GCC. Obtuvimos todos los resultados experimentales presentados en este
capitulo en una computadora con las siguientes caracteristicas:

e Sistema operativo: ubuntu 14.04 LTS 64-bits

e Memoria: 7,7 GiB

e Procesador: Intel Core i7-3630QM CPU @ 2.40GHz x 8

Para todos los resultados experimentales presentados, consideramos valores de p en el intervalo
[0.5,0.9997]. Para valores de p superiores a p = 0.9997 el tiempo de construccién del cédigo T se
vuelve prohibitivo, como veremos en la seccién 6.4. En el intervalo [0.5,0.9] evaluamos valores
de p equiespaciados cada 0.001 unidades, es decir p € {0.5,0.501, ...,0.899,0.9} (401 puntos en
total). En cambio, en el intervalo [0.9,0.9997] tomamos valores de p cada 0.0001 unidades, es
decir p € {0.9,0.9001, ...,0.9996,0.9997} (998 puntos en total).

Tomando los intervalos descriptos logramos obtener resultados mas representativos para los
valores de p méas cercanos a 1. Estos casos son los que més nos interesa estudiar, ya que, como
vimos en la definicién 3.2.1, el pardmetro p estd asociado a la probabilidad de éxito, que en
general es alta en la practica.

Nos parece importante explicar por qué no consideramos valores de p menores a 0.5 en ninguno
de nuestros experimentos. Supongamos que nos interesa comprimir una fuente que genera enteros
siguiendo una variable aleatoria Y ~ BN(2,p), con p € R(g.5). En ese caso obtendremos un
menor largo medio de cédigo si tomamos p’ = 1—p y codificamos la variable aleatoria equivalente

42
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Z ~ BN(2,p'), con p’ € Rg.5,1). Observar que los experimentos considerados en este capitulo se
pueden aplicar a Z, y por lo tanto no aporta nada considerar el caso equivalente de la variable
aleatoria Y.

6.2 Variacion de los parametros del cédigo T

En las graficas de las figuras 6.2 y 6.3 se muestra como varian los dos parametros del codigo T
al cambiar p. Observamos que tanto o como S tienden a aumentar a medida que p se acerca a
1. Para entender este comportamiento debemos considerar la funcién de probabilidad fy de la
distribucién binomial negativa, estudiada en el apéndice B.

A medida que el parametro p se acerca a 1, se incrementa el punto méaximo de la funcién fy,
que es el punto en el que se anula su derivada. Al aumentar el punto maximo, es esperable
que también se incremente el valor del pardmetro o. Ademaés, sabemos que el pardmetro [ del
cédigo de Golomb, que es 6ptimo para codificar fx (funcién de probabilidad de la distribucién
geométrica), aumenta al acercarse p a 1. Por lo tanto, es esperable que el pardmetro 3, que
cumple un rol analogo en nuestro cédigo T, también aumente con p.

En las gréficas de las figuras 6.2 y 6.3 notamos que el pardmetro « cambia de una forma particular
cuando aumenta el valor de p. Para cada valor de 8 observamos que el pardmetro « tiene dos
patrones de variacién distintos. La figura 6.1 es una ampliacién de una zona de la grafica de la
figura 6.3 en la que podemos observar claramente es-

tos dos patrones. A los conjuntos disjuntos de valores

de a pertenecientes a cada patrén para un S dado les

llamamos Plg y P2g. En la figura 6.1, para cada 3 los

valores de a del patrén 1 estdn dentro de un rectan-

gulo celeste, y el resto de valores de « pertenecen al : ; :
patréon 2. Observamos que, para cada uno de los tres Pls __ Plo Plio

valores de 3, la forma de los patrones es muy similar. st waftined "‘"""‘""‘""_"‘ __,.__-........
Este comportamiento se repite para casi todos los va- 4 £ P2 -
lores graficados en las figuras 6.2 y 6.3. Para valores P2s .~ P2 )

de p mayores que 0.96 el pardmetro S se mantiene e a -

constante para muy pocos valores de p, por lo que es
mas dificil observar los patrones descriptos.

Notamos que para cada (3, la diferencia entre el ma-

ximo y el minimo valor es siempre mayor para los

a € P23 que para los a € Plg. Para un S dado, los B: 8 B: 9 ﬂ
a € Plg aumentan con p de forma lineal, mientras =

que los o € P2g aumentan con p de forma expo-

nencial. Ademas, al aumentar el valor del parametro FIGURA 6.1: Patrones de variacién

B también aumentan las respectivas pendientes para del pardmetro o del codigo T para
cada uno de los patrones. tres valores de 3 distintos.

Al momento de escribir el informe, no estamos seguros de a qué responden estos dos patrones
del parametro a. No descartamos que pueda estar asociado a limites de precisién numérica y
pensamos estudiar méas a fondo este comportamiento en el futuro.
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10’

6 EEE pardametro o
107 HEm parametro 3

10° |
10* |
10° |

10 |

10°
10‘1 1 1 1 1
0.5 0.6 0.7 0 0.8 0.9 1.0
FIGURA 6.2: Pardmetros del cédigo T, para p € [0.5,0.9997].
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FIGURA 6.3: Pardmetros del cédigo T, para p € [0.9,0.9997].
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6.2.1 Comparaciéon del parametro § del cédigo T y el parametro [ del
c6digo de Golomb

Al analizar el parametro 8 notamos que para todo el rango de valores de p considerado, 8 toma
valores muy similares al parametro [ del codigo de Golomb. En las figuras 6.4 y 6.5 graficamos
la diferencia entre el parametro S del cédigo T y el parametro [ del cdédigo de Golomb, para el
rango de valores de p estudiado.

M pardmetro [ del cédigo de Golomb — pardmetro 3 del cédigo T

0.5 0.6 0.7 p 0.8 0.9 1.0

F1GURA 6.4: Diferencia entre el parametro 8 del codigo T y el pardmetro [
del c6digo de Golomb, para p € [0.5,0.9997].

Observamos que para los 400 valores de p menores a 0.90 solamente hay 2 casos (0.5%) en los
que B es mayor que [, 22 casos (5.5%) en los que ! es mayor que § y en la amplia mayoria
de casos (94%) son iguales. Para los valores de p en los que ! es mayor que 3, la diferencia
tiende a aumentar a medida que p crece, hasta aproximadamente p = 0.92, donde la diferencia
se maximiza y [ vale 7 unidades mas.

HEEl pardametro [ del cédigo de Golomb — parametro 3 del cédigo T

4
0.90 0.92 0.94 p 0.96 0.98 1.00

FIGURA 6.5: Diferencia entre el parametro § del cédigo T y el pardmetro [
del c6digo de Golomb, para p € [0.9,0.9997].

A medida que p se acerca a 1 se incrementa el porcentaje de puntos en los que 5 es mayor que
l. Para los valores de p méas cercanos a 1 se alcanza la maxima diferencia a favor de 8, cuando /3
vale 3 unidades mas que . Sin embargo, para p cercanos a 1 los valores que toma [ se disparan,
por lo que de hecho la diferencia relativa con [ tiende a disminuir. Para los 998 valores de p
mayores o iguales a 0.90 obtenemos los siguientes resultados: hay 88 casos (9%) en los que 3 es
mayor que [, solamente 5 casos (0.5%) en los que [ es mayor que 8 y 905 casos (90.5%) en los
que son iguales.
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Como vimos en la seccién 2.4, el codigo de Golomb codifica la distribucién geométrica de forma
optima. Por otro lado, construimos el codigo T con el objetivo de codificar de la mejor manera
posible la suma de dos geométricas. Por lo tanto, es esperable que los valores de los parametros
que cumplen una funcién parecida en ambos codigos sean similares. Sin embargo, destacamos
que los valores son practicamente iguales para todos los valores de p analizados.

Esta observacion sugiere que podriamos tomar el pardmetro de Golomb despejado de la férmula
(2.11) en vez de calcular 3. Sin embargo, el cdlculo de « de todos modos implica la ejecucién del
algoritmo, por lo que a fin de cuentas esta aproximacion no redundaria en un ahorro sustancial
de recursos de cémputo para la construccién del cédigo T.

6.2.2 Comparacion del parametro  del cédigo T y el parametro [ del
cédigo GolombBN

En las gréaficas de las figuras 6.6 y 6.7 comparamos la manera en que varian el pardmetro S del
codigo T y el parametro [ del cédigo GolombBN, para el rango de valores de p estudiado.

. I pardmetro g del cédigo T pardmetro [ del cédigo GolombBN |
10
10° |
10% |
10t | L
10°
0.5 0.6 0.7 p 0.8 0.9 1.0

FIGURA 6.6: Pardmetro 8 del cédigo T y pardmetro [ del cdédigo GolombBN, para p € [0.5,0.9997].

EEE parametro 3 del c6digo T parametro I del c6digo GolombBN |

10*

10° |

10%

_—ﬁ_""——'_‘__’-'—.ﬂf
10! E _—-——--__—___
10°
0.90 0.92 0.94 p 0.96 0.98 1.00

FIGURA 6.7: Pardmetro 8 del cédigo T y pardmetro [ del cdédigo GolombBN, para p € [0.9,0.9997].
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Se observa que para los valores de p en el rango [0.5,0.65] se cumple [ = 5 = 1, mientras que
para el resto de valores de p el pardametro [ es casi siempre mayor que el pardmetro 8. En la
seccién 4.3 explicamos la manera en que se calcula el pardmetro [ del c6digo GolombBN y vimos
que siempre es potencia de dos. Por lo tanto, es légico que el pardmetro [ se incremente de forma
més abrupta que el pardmetro 3, que cambia de a una unidad por vez.

En la seccién 6.3 estudiamos, entre otras cosas, como influye el cambio de los pardmetros 3y [
en los respectivos largos medios de los codigos T y GolombBN.

6.3 Largos medios de cédigo

Al contrario de lo que ocurre con la distribucién geométrica, no existe una férmula analitica que
nos permita calcular la entropia de la distribucién binomial negativa. Por lo tanto, en esta seccién
consideramos una cota inferior de la entropia, la cual calculamos aplicando la férmula (2.3)
sobre el vector finito definido en (5.2). Recordemos que este vector es utilizado para calcular los
parametros del codigo T y estd compuesto por probabilidades asociadas a una variable aleatoria
Y ~ BN(2,p) conp € Rg,1), realizando un truncamiento en el tiltimo simbolo. Este truncamiento
nos garantiza que la entropia de este vector sea una cota inferior de la verdadera entropia de la
fuente. En lo que resta del presente capitulo, cuando decimos entropia nos estamos refiriendo a
esta cota inferior de la entropia.

En las figuras 6.8 y 6.9 presentamos las graficas de la entropia de la fuente, el largo medio
del coédigo GolombBN vy el largo medio del cédigo T, para el rango de valores de p estudiado.
Calculamos el largo medio del cédigo GolombBN utilizando el procedimiento detallado en la
secciéon 4.4. Para calcular el largo medio del codigo T seguimos los pasos descriptos en la seccién
5.3. El largo medio del cédigo de Huffman que calculamos para obtener los parametros del codigo
T, de la manera explicada en la seccién 5.1, es igual al largo medio del codigo T hasta las primeras
10 cifras después de la coma.

En primer lugar, observamos que tanto la entropia como los largos de ambos codigos son cre-
cientes con p. Esto es una consecuencia logica de la forma que tiene la funcién de probabilidad
de la distribuciéon binomial negativa, estudiada en el apéndice B. Al igual que ocurre con la
distribucién geométrica, la incertidumbre sobre el resultado de la variable aleatoria se dispara
cuando p se acerca a 1.

En las figuras 6.10 y 6.11 graficamos la diferencia entre los largos de cédigo de cada uno de
los c6digos implementados y la entropia de la fuente codificada, para el rango de valores de p
estudiado. Estas graficas son importantes ya que permiten una visualizacién comparativa del
rendimiento del codificador T y el codificador GolombBN.

Observando las primeras cuatro graficas presentadas en esta seccion, lo primero que debemos
destacar es que para todos los valores de p estudiados se cumplen dos cosas:

e la entropia es menor al largo medio del cédigo T

« el largo medio del cédigo T es menor al largo medio del cédigo GolombBN*'.

1En la figura 6.10, para algunos valores de p cercanos a 0.57, da la impresién de que las graficas llegan a
tocarse, pero analizando los datos graficados verificamos que esto no ocurre.
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Es logico que la entropia sea menor al largo medio de ambos cédigos. Esto es una consecuencia
directa del Primer Teorema de Shannon, presentado en 2.2.1, que nos dice que ningin cédigo
puede comprimir la fuente mas alld de su entropia. Ademads, que el largo medio del codigo T
sea menor que el largo medio del cédigo GolombBN también es esperable. Recordemos que el
objetivo con que disenamos el codificador T es minimizar el largo medio de c6digo, mientras que
GolombBN es un codificador poco complejo utilizado para economizar recursos de cémputo.

Otra cosa que debemos destacar es que los incrementos repentinos en el largo del cédigo Go-
lombBN;, que se ven claramente en las figuras 6.8 y 6.9, ocurren exactamente para los valores de p
en los que aumenta el parametro [, como se observa en las graficas de las figuras figuras 6.6 y 6.7.
En particular, esto se cumple para valores de p cercanos a los siguientes puntos: 0.65, 0.79, 0.88,
0.94, 0.97, 0.985, 0.992 y 0.995. Si bien en la figura 6.11 podemos distinguir que el parametro [
se incrementa para un par de valores de p més cercanos al 1, en la figura 6.9 los puntos de esa
zona estan muy desperdigados como para ver con claridad los incrementos repentinos del largo
medio.

Sin embargo, no observamos el comportamiento anterior en el caso del cdédigo T. No notamos
ninguna relaciéon entre el largo medio de cédigo y la variacién del parametro [. Pensamos que
esto tiene logica, teniendo en cuenta la forma en que calculamos el parametro. Esperamos que el
valor de § calculado para cada p sea el parametro 6ptimo, en el sentido de que tomando cualquier
otro 3 el largo medio del cédigo T para ese p sea mayor. Por lo tanto cuando cambia 3 los saltos
en el valor del largo medio son imperceptibles en las graficas de las figuras 6.8 y 6.9.

En las figuras 6.12 y 6.13 graficamos la redundancia relativa? de cada uno de los c6digos imple-
mentados, para el rango de valores de p estudiado. Observamos que la redundancia relativa de
ambos cédigos tiende a disminuir al acercarse p a 1. Esto es importante, ya que como comentamos
en la seccién 6.1, estos valores de p son los que mas interesan en la practica.

La redundancia relativa resulta util para comparar de forma cuantitativa el rendimiento de los
dos codigos implementados. En la tabla 6.1 presentamos la redundancia relativa promedio de
ambos c6digos en tres intervalos disjuntos. Observamos que en todos los intervalos la redundancia
relativa promedio del c6édigo T es menor que la del cédigo GolombBN. Para los valores de
p € [0.5,0.9] el cdédigo GolombBN tiene una redundancia relativa promedio aproximadamente 2
veces mayor que el cédigo T, mientras que para los valores de p € [0.90,0.9997] la redundancia
relativa es casi 3 veces mayor.

(A) redundancia (B) redundancia
rango p 7+ relativa promedio relativa promedio (B)/(A)
puntos coédigo T cb6digo GolombBN
[0.5,0.9] 401 0.0100307627094668 0.0212900813849203 | 2.12247881856753
[0.9,0.95] 501 0.00489466451896755 | 0.0141414488844169 | 2.88915590223123
[0.95,0.9997] 498 0.00377216873570429 | 0.0107658518773017 | 2.85402181917285

TABLA 6.1: Redundancia relativa promedio de los cédigos T y GolombBN en tres intervalos.

?La redundancia relativa se calcula dividiendo la redundancia del cédigo (la diferencia entre el largo medio de
cédigo y la entropia de la fuente) por la entropia de la fuente.
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En lo que resta de esta seccion nos interesa estudiar qué tan bueno es el cédigo T. Dicho de otra
manera, queremos saber si es o estd cerca de ser un cédigo 6ptimo. En este sentido, ya vimos que
el largo medio obtenido con el cédigo T coincide con el obtenido por el cédigo de Huffman de
la fuente truncada en el Gltimo simbolo. Ademds, sabemos que el cdédigo de Huffman truncado,
por el hecho de estar truncado, debe tener un largo de cdédigo medio menor al obtenido con un
c6digo 6ptimo para el alfabeto completo. Concluimos entonces que el cédigo T o bien es 6ptimo
o bien alcanza largos medios muy similares a los que obtendriamos con un cédigo éptimo.

Si comparamos el largo medio del c6digo T con la entropia, en la figura 6.11 vemos que la diferen-
cia entre ambos oscila entre 0.02 y 0.04 bits al acercarse p a 1. Este comportamiento oscilatorio
nos recuerda al observado en [18] para el cédigo de Golomb y la distribucién geométrica. En
ese caso se demostré que la diferencia entre la entropia de la fuente y el largo medio de cédigo
no tiene limite cuando p tiende a 1. Ademas, la diferencia se aproxima en [18] con una férmula
matematica. En el caso que estudiamos en el proyecto, no tenemos férmula cerrada ni para la en-
tropia ni para el largo medio del c6digo T, por lo que obtener una aproximacién de la diferencia,
en caso de ser posible, es un problema muy complejo que queda fuera del alcance del proyecto.

6.4 Tiempos de ejecucion

En las graficas de las figuras 6.14 y 6.15 comparamos los tiempos de ejecucién necesarios para
construir los dos codigos implementados, para el rango de valores de p estudiado. En el caso
del cédigo GolombBN, cuyo tiempo de ejecucién es muy corto, realizamos 10 ejecuciones para
cada p y graficamos el promedio. De esta manera intentamos evitar posibles sesgos causados por
variables del sistema en el que fueron ejecutados los experimentos.

Lo primero que notamos es que la diferencia entre los tiempos de construccién de ambos cédigos
es muy importante. Como vimos en el capitulo 5, la construccion del cédigo T implica crear un
arbol de Huffman de gran tamano, que se utiliza para calcular los pardmetros « y 5. Ademaés,
utilizamos un vector para codificar, y otro arbol de Huffman, de menor tamafo que el primero,
para decodificar. En los experimentos consideramos la construccién de ambas estructuras. En
cuanto al cédigo GolombBN, vimos en el capitulo 4 que para construirlo solo debemos calcular
la funcion Perm y aplicar una férmula matematica sencilla para calcular el parametro [. Como
el codificador GolombBN utiliza c6digos GPO2, no es necesario crear ninguna estructura para
llevar a cabo los procesos de codificacién y decodificacion.

Por lo anterior, es esperable que el tiempo de construccién del cédigo T sea significativamente
mayor que el de GolombBN. La mayoria de ese tiempo se consume armando el arbol de Huffman
a partir del cual se calculan los parametros del codigo.

Observamos que a medida que p se acerca a 1, los tiempos de construccién de ambos cédigos se
disparan. En el caso del c6digo T, las dimensiones de las estructuras construidas (dos drboles y
un vector) aumentan, por lo que también se incrementa el tiempo requerido. En el caso del cédigo
GolombBN; los algoritmo utilizados para calcular la funcién Perm y el pardmetro [ también se
vuelven méas complejos (deben realizar més iteraciones), y requieren mas tiempo computacional.

Si bien observamos pequenos picos en las graficas del tiempo de construccién para los dos codigos,
estos no parecen estar relacionados a cambios en los valores de sus respectivos parametros. En
el caso del codigo GolombBN notamos un descenso brusco del tiempo de construccién para un
valor de p cercano a 0.58, pero ignoramos la causa.

Antes de terminar, es importante destacar que pese a las grandes diferencias en los tiempos de
construccién, una vez construidos los codigos el tiempo requerido para codificar y decodificar es
del mismo orden en ambos casos.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

En este capitulo repasamos los resultados obtenidos en el proyecto e identificamos algunos pro-
blemas que consideramos seria interesante estudiar en el futuro para profundizar el conocimiento
adquirido.

7.1 Conclusiones

En una primera etapa del proyecto nos dedicamos a estudiar el problema tedrico relativo a la
codificacién de senales multicanal. Consideramos un sistema de codificacién donde nos interesa
codificar una senal Y que es una transformacion lineal de una senal multicanal X. En este punto
llegamos a la conclusion de que la esperanza del largo medio de cédigo obtenido no disminuye
cuando el codificador tiene acceso a la sefial X. Dicho de otra manera, si lo que interesa es
codificar la senal transformada, no aporta nada el conocimiento de la senal original, en cuanto
al largo medio de cédigo que podemos obtener.

Continuamos el proyecto estudiando una aplicacién practica del problema de la codificacién
de sefiales multicanal. Consideramos un sistema de codificacién en el que tenemos una sefial
multicanal X, que tiene dos componentes independientes X1, X> ~ Geo(p), con p € Ry 1),
donde nos interesa codificar la senal Y = X; + X5 obtenida al sumar las componentes de X.
Probamos que en este caso se cumple Y ~ BN (2, p). Entonces nos dedicamos a implementar un
codificador para la distribucién binomial negativa con pardmetros 2 y p € R 1).

En primer lugar implementamos el codificador GolombBN, que es una versiéon levemente mo-
dificada del codificador de Golomb. Como cabia esperar, el cédigo obtenido en este caso no es
optimo para la distribucién binomial negativa, pero de todas maneras fue 1til para comparar
su rendimiento con el otro codificador implementado, el codificador T. Este tltimo tiene una
implementacién bastante mas compleja que la de GolombBN, pero nos permite obtener mejores
resultados en cuanto al largo medio de cédigo.

Estas conclusiones estan respaldadas por una serie de experimentos que realizamos durante
el proyecto. Comparamos el largo medio obtenido con ambos cédigos al codificar variables con
distribucién binomial negativa para un rango representativo de valores de p y en todos los casos el
largo medio obtenido con el codificador T es menor que el obtenido con el codificador GolombBN.
Aunque no lo hemos demostrado, pensamos que el cédigo T estd muy cerca del codigo 6ptimo
para la distribuciéon binomial negativa. También estudiamos los tiempos de ejecucién necesarios
para construir los dos cdédigos implementados. Para todos los valores de p considerados, el tiempo
de ejecucién necesario para construir el cédigo T es considerablemente mayor que el necesario
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para construir el codigo GolombBN. Esta diferencia es esperable, ya que obtener los parametros
del cédigo T implica construir un arbol de Huffman de importantes dimensiones. Un mayor
tiempo de construccion es el precio que debemos pagar para obtener un cédigo mas cercano al
optimo.

Nos parece importante destacar que, si bien hay diferencias notorias entre ambos cédigos en
cuanto al tiempo de construccion, una vez que los cédigos estan construidos, el tiempo requerido
para codificar y decodificar un simbolo tiene el mismo orden en ambos casos. Ademas, comen-
tamos que la operacién que mas tiempo consume en el caso del cédigo T es el célculo de sus
pardmetros. Por lo tanto, para utilizar el codificador T haciendo un uso mas eficiente del tiempo,
conviene tener una tabla precomputada con los respectivos parametros obtenidos para un rango
representativo de valores de p.

El codificador T tiene dos parametros, o y 8, y pensamos que seria interesante estudiar la manera
en que varian para los valores de p considerados. En nuestros experimentos observamos que para
cada valor de 3, el pardametro « sigue dos patrones de variacién diferentes. En las gréaficas
presentadas notamos que los respectivos patrones son similares para casi todos los valores de S,
pero no podemos afirmar que esto ocurra para los p cercanos a 1, ya que en esos casos el mismo
valor del pardmetro 8 se mantiene para pocos p.

En cuanto al pardmetro §, nos llamé la atencién la gran similitud que tiene con el pardmetro
I de los codigos de Golomb. Para la mayoria de valores de p considerados, el 8 del cédigo T es
igual al [ de los cédigos de Golomb. A medida que p se acerca a 1, se incrementa el porcentaje
de casos en los que $ es mayor a [, y en casi todos estos casos la diferencia es solamente una
unidad.

7.2 Trabajo futuro

El cédigo T, sea o no éptimo, es el cédigo que conocemos que nos permite codificar una distribu-
cién binomial negativa con la menor esperanza de largo medio de cédigo. Pero su construccién
requiere mucho tiempo computacional, tiempo invertido principalmente en el cdlculo de sus dos
pardmetros, o y

Para solucionar este problema debemos investigar si existe alguna manera de calcular los pardme-
tros del codigo T de manera més eficiente. Seria interesante estudiar los resultados experimentales
para ver si podemos encontrar alguna relacion matematica entre el parametro de la distribucién
binomial negativa y los valores de o y 8 obtenidos.

Como comentamos en la seccién anterior, pensamos que el codigo T esta cerca del c6digo éptimo
para una distribucién binomial negativa. En [18] se utilizé el algoritmo de Huffman de manera
indirecta para probar que los c6édigos de Golomb son éptimos para la distribucién geométrica.
Nosotros utilizamos herramientas similares para implementar el codigo T. También nos parece
que seria importante investigar cémo aplicar un razonamiento analogo para demostrar formal-
mente que el cdédigo T (o uno muy similar) es 6ptimo para la distribucién binomial negativa.
Pensamos que deberiamos encarar este problema después de estudiar si existe alguna relacion
matematica entre el pardmetro de la distribucion binomial negativa y los o y S obtenidos, ya
que ello nos puede brindar méas herramientas para encarar el problema de encontrar el cédigo
optimo.

Creemos que el conocimiento adquirido al implementar el codificador T puede servirnos para
estudiar problemas similares en el futuro. Serfa interesante analizar como se codifica la suma de
dos distribuciones geométricas con distinto parametro. Otro problema que podriamos estudiar
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es la codificaciéon de mas de dos geométricas con igual o distinto parametro. Vimos que en la
préctica, existen algoritmos para codificar imégenes [20] y audio [21] sin pérdida, que utilizan
predictores cuyos residuos se ajustan a una TSGD (distribucién geométrica a dos lados). Por lo
tanto, también podria ser importante estudiar cémo codificar la suma de dos TSGD con igual o
distinto parametro.



Apéndice A

Suma de distribuciones
geomeétricas

Proposicién A.0.1. Sean X; y X» dos variables aleatorias independientes tales que X7, Xo ~
Geo(p) con p € Ry 1). Sea Y una variable aleatoria tal que Y = X; + X5. Entonces se cumple
Y ~ BN(2,p).

Demostracion. Como X1, Xo ~ Geo(p), por definicién sabemos que
P(X; =) =P(Xo=1i)=(1—-p)p', i€ Zso, (A.1)
y queremos probar que Y ~ BN(2,p), es decir que

P(Y =i)=(1-p)2(i +1)p*, i€ Zso. (A.2)
Como X; y X3 son independientes, para cualquier entero ¢ € Z>( se cumple

P(Y:i)ZP(X1+X2:i):ZP(X1:kj)-P(XQZi—kJ)

='Y 1—ppf-1—pp*

o (A.3)
k=i
=(1-p)*') 1
k=0
=(1—p)*(i+1)p".
Por lo tanto, se cumple la ecuacién (A.2), y entonces Y ~ BN(2,p). O

57



Apéndice B

Distribucion geométrica y
distribucion binomial negativa

En este apéndice realizamos un anéalisis comparativo de las funciones de probabilidad fx para
la variable aleatoria X ~ Geo(p) y fy para la variable aleatoria Y ~ BN(2,p). En ambos casos
consideramos p € Rq 1)-

Al definir las variables aleatorias, en 2.4.1 y 3.2.1 respectivamente, vimos que

fx(@)=P(X =4)=(1-pp', i€lx (B.1)

fr(i)=PY =i)=(1-p)?*@+1)p', i€ Lo (B.2)

En las figuras B.2, B.3, B.4 y B.5 presentamos algunos ejemplos de graficas de fx (i) y fy(i).
En cada caso tomamos un valor de p en el conjunto {0.60,0.90,0.95,0.99} y graficamos fx (i) y
fy (i) para un rango de enteros i elegido para tener una buena visualizacién en cada caso.

Para cualquier valor del pardmetro p se cumple que fx (i) > 0y fy (i) > 0 para todo i € Z>o.
Ademads, para cualquier p se cumple lim; o fx (1) = lim; o fy (i) =07T.

Calculamos las derivadas de las funciones, obteniendo
fx (@) =1 =pp'In(p), i€Zxg (B.3)

@) =1 =p)*p' A+ (i +1)In(p), i€ Zso, (B.4)

donde In(p) denota al logaritmo neperiano de p.

Para cualquier p € Rq, 1) se cumple In(p) <0,y signo f% (i)
por lo tanto f% (i) < 0 para todo ¢ > 0. Por otro

lado, fi-(7) se anula en el punto i = —1/In(p) — + 0
1, con fi{,(1) > 0 cuando i < ' y fi,(i) <O signo fy (i) ‘

=

I T
cuando 7 > 4. En la figura B.1 detallamos el we !

. 1 . . .
signo de las respectivas derivadas FIGURA B.1: Signos de (i) v o (i).
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FIGURA B.2: fx(i) con X ~ Geo(0.60) y fy (i) con Y ~ BN (2, 0.60),
para i € Zj,25]. Trazamos rectas entre los puntos adyacentes
para mejorar la visualizacién de la grafica.
0.10
/(i) para X ~Geo(0.90)
s f,(i) para Y~BN(2, 0.90)
0.08f
0.06f
0.04+
0.02}
0 20 40 ; 60 80 100

FI1cURA B.3: fx (i) con X ~ Geo(0.90) y fy (i) con Y ~ BN (2, 0.90),
para i € Zp,100]- Trazamos rectas entre los puntos adyacentes
para mejorar la visualizacion de la grafica.
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FIGURA B.4: fx(i) con X ~ Geo(0.95) y fy (i) con Y ~ BN (2, 0.95),
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FIGURA B.5: fx (i) con X ~ Geo(0.99) y fy (i) con Y ~ BN(2, 0.99),
para 7 S Z[0,1000]~
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Para comparar fx y fy, a continuacién definimos la funciéon g
9(i) = fx (i) — fr (4)
(B.1,B.2) i ,
=7 (1-pp' (- (1 -p)(i+1) (B-5)
= —pp'pi+p—i), i€Lso.

g(i) se anula en el punto iy = p/(1 —p), con g(i) > 0 para i < i; y g(¢) < 0 para i > i;. Ademés,
para cualquier valor del pardmetro p tenemos lim; o, g(i) = 0.



Apéndice C

Series matematicas

En este apéndice presentamos las férmulas de las series matematicas utilizadas en los cédlculos
realizados durante el desarrollo del proyecto.

(C.1), (C.2) y (C.3) son férmulas de sumatorias finitas para p € Rg 1.

n 1 _pn+1
Yot = — (C.1)
k=0
. p(l—p") np"t!
kpk = — C.2
kzzo (1-p? 1-p (©2)

Z kak — p(l +p— (n + 1)2])" —+ (2n2 +2n — 1)pn+1 _ n2pn+2)
k=0 (1—-p)3

(C4), (C.5), (C.6) y (C.7) son férmulas de sumatorias infinitas para p € R(g 1), considerando
el pardmetro o € Z~g.

,ip’“ - ﬁ (C.4)

,ipok = go(pg)k @ ﬁ (C.5)

2 oyt = pé oyl = p[;;(g ) Kl EY s Ay
)
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Apéndice D

Codificador GolombBN: calculo
del parametro [

En la seccién 4.3 explicamos que el parametro [ del codificador GolombBN se calcula utilizando
la férmula (4.6). Para calcular la contribucién a la media p de los enteros i € Z>» desarrollamos
la siguiente ecuacién

Zz Py =i) (1= i+ 1)p
- -
(Zz (t+1)p Zz (t+1)p ) (D.1)
=0 =0
00 A—1
(z;ZQP _|_Z7p —ZZ z(‘: )

Sustituyendo las cuatro sumatorias por las respectivas férmulas (C.7), (C.6), (C.3) y (C.2),
tenemos

. (12 POEDP) p
2 iPr=i=0 p)< A—pp A9

=X
pL+p—Np* 1+ 2N -1)? +200 - 1) = p* — (A = 1)*p**)
(1-p)?
e =phH (A =1pt
A-p2 = 1-p >
p)‘ 2 2
- l_p<)\(/\— Dp? — 202 — 1)p+/\(>\+1)).
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Apéndice E

Codificador GolombBN: calculo
del largo medio de cédigo

En este apéndice desarrollamos la ecuacién (4.10), utilizada para calcular el largo medio del
c6digo GolombBN en la seccién 4.4.

o0 o0

> P(Y =i)-lepn(i) =Y P(Y =j+Ik)-lapn(j+ k)
i k=0

S0 = )G+ Ik + DU, + LK)
k=0
PP 3+ thot DU )+ )
k=

—p)zpj( (J + Ik + Dkp'* +16,() > (G + lk + 1)p! )
k=0

k=0
2),(G. il l
(AL (1—p)2P](( = ()f—;l)ng + 1)p!
. (_j+l—1)pl_|_j+1
| + lGl (]) (1 ,pl)g )
- ((11—_17;)1;] (UGI () = DG — 1+ 1)p”

+(+ 1+ 1+16,(5) (=25 +1-2)

+6, (1) +1))

(E.1)
Para resolver la ecuacién (E.1) utilizamos la siguiente férmula
o0 o (o)
DG+ + Dk =G+ 1) kptt D 1kp”
k=0 k=0 k=
o (G +1p' (1 +ph) (E.2)
(=52 A=y
(= DpP 4L+ 1P
(1-p")?
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Apéndice F

Codificador T: fuente reducida

En la seccién 5.1 definimos una fuente reducida con o + § simbolos. En la ecuacién (F.1) de-
mostramos que la variable aleatoria Y’, asociada a dicha fuente, cumple que la suma de las
probabilidades de todos sus simbolos es 1.

a+B—1 (5.4) a—1 a+p—1 0
IRLSEFELD SIUSTIRED DR D LE RN )
1=0 =0 j=«a k=0
a—1 a+p—-1 . 3
5.1),(G.1 . i (—i+B—1 ﬂ+ 41
i=0 j=a

a—1 . 1 a+p—1 )
:(1_19)2{2(1""1)?14‘(1]35)2 Z pJ(—j—f—ﬁ—l)pﬁ—i—j—i-l}

i=0 j=a

2),(F. 1—pot 1
wagFm(l_m{p( p )+1_{wa+pa[ +a}}
1-p 1-p
1— a—1+a
:(1_10{p( P ) +p ﬁ_l_apa+oma}
1-p
P
=(1-p — +1
( M{l_p+ }
=1 0O

(F.1)

Las ecuaciones (F.2) y (F.3) tienen célculos auxiliares utilizados para resolver la ecuacién (F.1).

a—1 a—1 a—1
S i+npt =i+ p
=0 =0 =0

(e

(C.1),(C2) p(1—p* Y (a—1)p* 1-p

- +
(1-p)? L—p L—p (F.2)
_pd—p*h)  1-—ap
(1-p)? l-p
1 1—po!
= {p( P )+1—o¢p0‘
IL—p 1L—p
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Apéndice F. Codificador T: fuente reducida 66

atb-1 atf-1 atf-1
YoV (i+B- i+ 1=((B-1p 1) Y P+ D i
ji=a =« =«
(Fa),(F5) p*(1 —pf) 5
=L Z (B -1 1
T (B=1p" +
1—pB
+ 1__1;+oz—1—(oé+ﬁ—1)pﬂ} (F.3)
_ (1 -pf) 1*p3+aiaw
L=p L-p
O 0 D S
I-p I-p

Las ecuaciones (F.4) y (F.5) tienen célculos auxiliares utilizados para resolver la ecuacién (F.3).

a+h—1 atf-1  a-1
o= -/
=« =0 =0

(1 1—p*P 1—p*

IL-p 1—p (F.4)
P — paJrﬁ

-1
— 1—p°
1_p( P’)

a+pB—1 _ a+pB—-1 _ a—1 .
Yo=Y =Y i
= 1=0 1=0

(C.2) p(1 —p**tF~1)

(a+B—Dﬂ“5_pﬂ—ﬁ“U+ja—Df

(1—p)2 1—p (1-p)? L=p (F.5)
_propt (e Up = (et B 1ptP
- (1-p)? l-p




Apéndice G

Codificador T': calculo de la
probabilidad de un supersimbolo

En este apéndice presentamos los calculos realizados para obtener la probabilidad de un su-
persimbolo del cédigo T. Consideramos los pardmetros p € Rg 1), & € Z>o y 8 € Zo. Nos
interesa obtener una expresién analitica de la sumatoria infinita planteada en la ecuacién (5.4),
que corresponde a la probabilidad de un supersimbolo j, tal que a < j < a + 3. Esta expresién
analitica es desarrollada en la siguiente ecuacién

P’ =) E S P(Y =+ pk)
@piiﬂ—pfu+ﬁk+nﬂ“”
= (1= Y (i + Bk + 1)p™
k=0 (G.1)
= (1=p% (G+ )Y+ sh™)
k=0 k=0

/g B
(C:5),(C6) (1 p)2p (13 +1 N Bp )

-pf (1-pP)?
(i B +j+1

en donde utilizamos las féormulas auxiliares (C.5) y (C.6).
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Apéndice H

Codificador T': calculo del largo
medio de cédigo

En este apéndice desarrollamos la ecuacién (5.9), utilizada para calcular el largo medio del cédigo
T en la seccién 5.3.

Z P(Y =i) - 1e(i) =) ST P(Y = j + Bk) - L (j + Bk)
=3 ( ;od B) F=0
ST p)2 + Bh+ V)P (e, () + k4 1)
k=0
=1 =p)?p > (i +Bk+1p" (lcu,, () +k+1)
k=0
=) (2 + B+ Dkp™ + (o, () +1) Y6 + Bk + 1)p™)

k=0 k=0
(H.1)

Utilizando las ecuaciones (G.1) y (E.2) la ultima igualdad de la ecuacién (H.1) nos queda

(- (ELEE 13;’_};)% EEEIP 4 (o, () + 1) +€1 _1;12;‘7 ). )
y agrupando términos obtenemos
1—p)*p L
((1 _2;)[3)3 (ZCHy/(J) (G =B+ + (—j+ 28— 1+ lenm,, (7) - (=2) + 5 —2)p° (3

+ (lon,, () + DG +1)).
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Glosario

Cdédigo Sea D un alfabeto, D* su extension y X una variable aleatoria que genera simbolos
del alfabeto X = {z1, ...,z }. Un cédigo C para X es un mapeo C : X — D*. Decimos que el
codigo C' codifica un simbolo x; con la palabra de cédigo C(x;). Con lo(z;) denotamos el largo

de C(x;).

Cdédigos de Golomb Son una familia de cédigos instantaneos éptimos para codificar fuentes

con distribuciéon geométrica. Dentro de la familia, un cédigo de Golomb particular queda
definido por un pardmetro entero [ € Z~ . Utilizamos la notacién G; para el c6digo de Golomb
con parametro .

Cddigos de Golomb GPO2 Son cédigos de Golomb cuyo parametro ! es potencia de 2.

Utilizamos la notacién Gy para el cédigo GPO2 con pardmetro [ = 2*, con k € Z>g.

Cdédigo de Huffman Utilizando el algoritmo de Huffman es posible construir un cédigo ins-

tantdneo 6ptimo para una distribucién de probabilidad conocida sobre un alfabeto finito. Al
cédigo construido se le llama cédigo de Huffman. Utilizamos la notaciéon C'Hp para designar
al cédigo obtenido al aplicar el algoritmo sobre una distribucién de probabilidad dada por
un vector p = (p1,..,pn). Ademds, con la notacion CHyx designamos al cédigo de Huffman
construido para una variable aleatoria X cuyas probabilidades son conocidas.

Cédigo GolombBN Cédigo implementado en el proyecto, utilizado para codificar una variable

aleatoria con distribuciéon binomial negativa. Tiene dos parametros, I € Z~o y A € Zsg. Su
implementacion es sencilla y rapida desde el punto de vista computacional, pero esta lejos de
ser un cédigo éptimo.

Cdédigo 6ptimo Decimos que C es un cddigo dptimo para una fuente si el largo medio obtenido

al codificarla con el cédigo C es menor o igual al largo medio obtenido al codificarla con
cualquier otro cédigo.

Cdédigo T Cobdigo implementado en el proyecto, utilizado para codificar una variable aleatoria
con distribucién binomial negativa. Tiene dos pardmetros, a € Z>o y € Zx¢. Su implemen-
tacion es compleja y costosa desde el punto de vista computacional, pero estd cerca de ser un
cbdigo 6ptimo.

Cédigo unario El cédigo unario U : Z>o — B* codifica un entero no negativo ¢ con una
palabra de cédigo formada por una cadena de ¢ ceros seguida de un uno. La palabra de cédigo
U (%) tiene largo Iy (i) =i+ 1. A modo de ejemplo, tenemos U(0) =1, U(1) =01, U(2) = 001
y U(3) = 0001.
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Distribucién binomial negativa (con parametros 2 y p) Consideramos una secuencia de

ensayos de Bernoulli independientes con idéntica probabilidad de éxito p € R(g,1). Definimos la
variable aleatoria Y € Zx>(, como el nimero de ensayos exitosos realizados antes de que ocurran
los primeros dos fallos. Decimos que la variable aleatoria Y sigue una distribucién binomial
negativa con pardmetros 2 y p, y nos referimos a ella utilizando la notacién Y ~ BN (2,p). La
distribucién de probabilidad de Y estd dada por

P(Y =i)=(1-p)2(Gi+1)p", i€ Zso. (H.4)

Distribucion geométrica Consideramos una secuencia de ensayos de Bernoulli independientes
con idéntica probabilidad de éxito 6 € Rg ;). Definimos la variable aleatoria X € Zxo como

el nimero de ensayos exitosos realizados antes de que ocurra el primer fallo. Decimos que la
variable aleatoria X sigue una distribucion geométrica con parametro 6, y nos referimos a ella
utilizando la notacién X ~ Geo(#). La distribucién de probabilidad de X estd dada por

P(X =i)=(1-0)0", i€cZso. (H.5)

Entropia Sea X una variable aleatoria que genera simbolos del alfabeto X siguiendo una
funcién de probabilidad p(z) = P(X = z), € X. Definimos la entropia de X como

H(X) = E,| — log,p(X))|

(H.6)
==Y p(x)log, p(x),

reX

donde E, denota la esperanza con respecto a p. La entropia se expresa en bits y al calcularla
utilizamos la convencién 0log, 0 = 0.

Largo medio de cédigo Sea X una variable aleatoria que genera simbolos del alfabeto X
siguiendo una funcién de probabilidad p(z). Definimos el largo medio de un cédigo C para X

como el valor esperado de l(X), es decir

L(C) = Z p(xi)lc (). (H.7)

T, €EX

Primer Teorema de Shannon (extensién) Sea C un cédigo binario instantdneo éptimo
para una variable aleatoria X sobre un alfabeto X'. Entonces su largo medio L(C') cumple

H(X) < L(C) < H(X) + 1, (H.8)

con L(C) = H(X) si y solo si se tiene p(z;) = 27! para todo z; € X.
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