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Resumen

El objetivo de este trabajo es extender conceptos y resultados bien conocidos de la teoria de
confiabilidad en redes al marco mdas general de los Sistemas Binarios Estocdsticos (SBE),
principalmente en sistemas que cumplen con la propiedad de ser separables. Los SBE modelan
sistemas compuestos por miltiples componentes, donde cada uno de estos tiene un estado binario
(operativo o fallido) sujeto a fallas aleatorias e independientes.

Frank Boesch introdujo el concepto de grafos uniformemente méds confiables y propuso varias
conjeturas que dieron forma al estudio del andlisis de confiabilidad uniforme. Una de sus conjeturas,
conocida como la conjetura de 0-elemento, establece que cada grafo uniformemente méas confiable
tiene la minima cantidad de conjuntos separadores de aristas de tamano k para cualquier eleccién
factible de k.

En este documento definiremos primeramente algunos conceptos clave relacionados con los
sistemas binarios estocasticos tales como subsistemas, coherencia, separabilidad y confiabilidad
uniforme. A continuacién, demostraremos que cualquier subsistema de un sistema binario
estocdstico separable también es separable. Luego, reformularemos la conjetura de 0-elemento en
el contexto de los sistemas binarios estocasticos y probaremos que esta es vilida para la familia
de los SBE coherentes y separables. Finalmente, se extiende el concepto de confiabilidad local
para SBE.

1. Introduccion

El estudio de la confiabilidad de sistemas busca analizar la probabilidad de que un sistema
compuesto por miltiples componentes funcione correctamente ante fallas aleatorias de algunos de sus
componentes. Un problema real que motiva el interés practico de este estudio es disenar un sistema
con méxima confiabilidad que cumpla con restricciones presupuestales. [2]. Inicialmente, el andlisis de
confiabilidad en redes fue aplicado a sistemas, generalmente representados mediante grafos, donde los
vértices representan elementos perfectamente confiables, mientras que las aristas tienen una
probabilidad de falla independiente de valor 1 — r, pudiendo, por tanto, estar cada una de estas en
estado operativo o fallido. Un modelo con las caracteristicas antes descriptas es conocido como un
modelo all — terminal con caida de aristas. En este contexto, la confiabilidad se define como la
probabilidad de que el subgrafo resultante de considerar inicamente las aristas en estado operativo
permanezca conexo.

Para cada par de enteros positivos n y m tales que n — 1 < m < (g), denotamos mediante Cy, ., a
la clase de todos los grafos simples y conexos con n vértices y m aristas. Sea G un grafo en C,, ,,, ¥ sea
r la probabilidad de que cada una de las aristas de G esté operativa. Llamemos N;(G) a la cantidad de
subgrafos conexos recubridores de G que tienen exactamente ¢ aristas. El polinomio de confiabilidad
de G, denotado como Rg(r), se define de la siguiente forma:

Rg(r) = Z Ny(G)r' (1 —r)™ ",
i=0
Uno de los problemas centrales sobre los que se ha trabajado en el estudio de confiabilidad en el
modelo all —terminal es determinar si cada clase no vacia Cy, ,, tiene algun grafo G tal que para cada
grafo H en Cy, ., y todo r en [0, 1] se cumple que Rg(r) > Ry (r). En caso de que dicho grafo G exista,



este se denomina grafo uniformemente més confiable, segin fue introducido por Boesch en la revista
Journal of Graph Theory en 1986 [3]. Dicha conjetura fue refutada por Myrvold [10], Brown y Cox [5]
y Romero y Safe [11]. Hasta el dia de hoy hay infinitas clases en las que no se ha logrado probar la
existencia o inexistencia de grafos uniformemente mas confiables.

Decimos que un grafo G en C,,, es un 0-elemento si para cara ¢ en {0,1,...,m} y cada H en
Cn,m se cumple que N;(G) > N;(H). A partir de esta definicién y observando la definicién del
polinomio de confiabilidad, podemos notar que si un grafo G es un 0-elemento entonces G también es
un grafo uniformemente més confiable. Boesch et al. [4] obtuvieron infinitos grafos uniformemente
mas confiables, y notaron que cada uno de ellos verifica la conjetura de 0-elemento, lo que motivé a
formular la siguiente conjetura.

Conjetura 1 (Boesch [3]). Todo grafo uniformemente mds confiable en Cy, ,, es un 0-elemento.

A medida que el interés por la confiabilidad en redes avanzd, surgié la necesidad de estudiar
modelos mds generales y abstractos. As{ aparecieron los Sistemas Binarios Estocdsticos (SBE), modelos
matematicos mas generales que representan sistemas compuestos por multiples componentes donde
cada uno de estos componentes tiene un estado binario, el cual puede ser operativo o fallido. Estos
sistemas se definen mediante una funcién estructural que determina si el sistema como un todo esté en
estado operativo o fallido en base a la combinacién de estados de sus componentes. Una configuracion
es una combinacién de estados de los componentes de un SBE. Una configuracién es operativa cuando
el sistema estd en estado operativo para dicha configuracion.

La confiabilidad de un sistema binario estocastico se define como la probabilidad de que el
subsistema, obtenido tras remover cada uno de los componentes en estado de falla, resulte en un
subsistema operativo.

Recientemente se han reconocido diversas familias de sistemas binarios estocasticos. En 2018,
Cancela et al. [6] introdujeron el concepto de SBE separable. Basicamente, a cada configuracién de
un SBE con n componentes se le asocia un punto en el espacio Euclideo n-dimensional, y un SBS es
separable cuando existe algin hiperplano en dicho espacio que deja de un lado las configuraciones
operativas y de otro lado las configuraciones fallidas. Estos SBE se caracterizan por la eficiencia de su
representacion matematica, aunque la evaluacion de su confiabilidad atn plantea desafios
computacionales importantes [7]. En este trabajo estudiaremos SBE separables.

Este trabajo se organiza de la siguiente manera. En la Seccién 2 definiremos formalmente los
conceptos fundamentales utilizados en este trabajo, dentro de los que encontramos la definicién de
sistemas binarios estocédsticos homogéneos, separables y coherentes, asi como la definicién de
g-subsistemas y otros conceptos asociados a confiabilidad uniforme. La Seccién 3 incluye los
resultados centrales del proyecto. En dicha seccién se prueba que cualquier g-subsistema de un SBE
separable es también un SBE separable, y que cada uno de los coeficientes de un hiperplano
separador de un SBE coherente y separable es no negativo. Luego, se reformula la conjetura de
0-elemento en el contexto de los sistemas binarios estocésticos, y se prueba su validez dentro de las
clases de SBE separables y coherentes. La Seccion 4 introduce conceptos y propiedades de
optimalidad local en el contexto mas general de los SBE, enunciando resultados que permiten
demostrar la inexistencia de ¢-subsistemas uniformemente mé&s confiables. Finalmente, en la
Seccion 5 presentaremos nuestras conclusiones, destacando las contribuciones principales y senalando
posibles lineas futuras de investigacién derivadas de este estudio.

2. Conceptos basicos

La siguiente terminologia es adaptada de [1].

Definicién 2 (Sistema Binario Estocéstico (SBE)). Sea S un conjunto finito de componentes dado por
{$1,...,8N}, r un vector de probabilidades de operacion independientes para cada componente de S
dado por (r1,72,...,7N), y una funcién de estructura ¢ : {0,1} — {0,1} que determina si el sistema
estd en estado operativo (1) o fallido (0) en funcidn de los estados de sus componentes. Definimos al
sistema binario estocdstico (SBE) S como la terna (S,r, ¢).

Se observa que esta definicion de SBE asume fallas independientes para cada componente del
sistema, donde la probabilidad de falla del i-ésimo componente del sistema es 1 — r;.



Sea § un SBE dado por la terna (S, r, ¢) donde S tiene n componentes. Una configuracion de S es
una instancia del sistema z perteneciente a {0,1}%.

Definicién 3 (Sistema Binario Estocédstico homogéneo (SBEH)). Sea S un SBE dado por la terna
(S,r,¢). Decimos que S es un sistema binario estocdstico homogéneo (SBEH) si la probabilidad de
que cada una de sus componentes esté en estado operativo es independiente y tiene un mismo valor r
perteneciente a [0, 1].

Se observa que, como en un SBEH todas las componentes tienen el mismo nivel de confiabilidad,
se simplifica el anélisis matematico del sistema y la evaluacion de su confiabilidad global. Este tipo de
sistema es comun en aplicaciones donde todas las componentes tienen caracteristicas parecidas o son
iguales.

Definicién 4 (Cutset). Sea S un SBE dado por la terna (S,r,¢). Un cutset es una configuracion x
de S para la cual p(x) = 0.

Definicién 5 (Pathset). Sea S un SBE dado por la terna (S,r,¢). Un pathset es una configuracion
x de S para la cual p(x) = 1.

Definicién 6 (Orden canénico). Dadas dos configuraciones x = (x1,...,2n) ¥y = (Y1,---,YN)
pertenecientes a {0,1}Y, denotamos x <y si y solo si x; < y; para cada i en {1,2,... N}.

Dados dos conjuntos A y B con una relacién de orden parcial, la funcién f : A — B es mondtona
si para cada par de elementos a; y as en A se cumple que f(a1) < f(az). Como es usual, denotamos
r<ysiz<yyz#uy.

Denotemos Oy (respectivamente, 1) a la configuracién que consta de exactamente n bits iguales
a 0 (respectivamente, iguales a 1).

Definicién 7 (Sistema Binario Estocédstico Mondtono (SBEM)). Sea S un SBE con exactamente N
componentes dado por la terna (S,r,¢). Decimos que S es un sistema binario estocdstico monétono
(SBEM) si la funcion estructura ¢ : {0, 1} — {0,1} es mondtona, ¢(On) =0 y ¢(1x) = 1.

Se observa que un SBEM tiene un comportamiento predecible en el que, dada una configuracién
fallida del sistema, no es posible llevar dicho sistema a una configuracién operativa modificando
componentes de estado operativo a estado fallido.

Definicién 8 (Minpath). Sea S un SBE dado por la terna (S,r,¢). Un pathset x de S es un minpath
si para cada configuracion y de S tal que y < x se cumple que ¢(y) = 0.

Para cada configuracién z definimos z|,,—o (respectivamente, x|,,—1) como la configuracién que se
obtiene a partir de x tras reemplazar su coordenada i-ésima por 0 (respectivamente, 1).

Definicién 9 (Componente irrelevante). Sea S un SBE con exactamente N componentes dado por la

terna (S,7,¢) cuyo conjunto de componentes S estd dado por {s1,...,sn}. Sea i en {1,...,N}. La
componente s; de S es irrelevante si para cualquier configuracion x perteneciente a {0,1}N se cumple
que ¢($ II/’iZO) = gb(m 11‘11)'

Una componente irrelevante de un SBE no afecta el estado del sistema. Dichas componentes
pueden ser ignoradas en el anélisis de confiabilidad de un sistema sin afectar sus propiedades globales.

Definicién 10 (Sistema Binario Estocastico coherente (SBEC)). Un sistema binario estocdstico
coherente (SBEC) es un SBEM en el cual ninguna de sus componentes es irrelevante.

Definicién 11 (Sistema Binario Estocdstico Separable (SBES)). Sea S un SBE con exactamente N
componentes dado por la terna (S,r,¢). Decimos que S es un sistema binario estocdstico separable
(SBES) si existen nimeros reales ny,...,ny y aq tales que la funcion de estructura ¢ cumple que:

1 s ]\i n;T; > Qag,
d(z) = { 2 ’

0 en caso contrario.

. N .
En tal caso, decimos que ), n;x; = oy es un hiperplano separador de S.



Definicién 12 (Cantidad de pathsets). Sea S un SBE dado por la terna (S, r, ¢). Denotamos mediante
N;(S) a la cantidad de pathsets en S con exactamente i componentes operativos:

Ni(S) =z :x e {0,1}N,ij =iy ¢(x) =1}

Definicién 13 (Polinomio de Confiabilidad (Rs(r))). Sea S un SBEH con exactamente N
componentes dado por la terna (S,r,¢). Su polinomio de confiabilidad, denotado como Rs(r), se
define de la siguiente forma:

N
Rs(r) =Y Ni(S)r'(1—r)N~".
i=0
Sea S un conjunto de tamano N dado por {si,...,sn}, ¢ perteneciente a {1,...,N}, y A un
subconjunto de S de tamano ¢ dado por {s4,,...,s4,}, donde 1 < A; < ... < A4, < N. Dada
una configuracién = (z1,...,x,) perteneciente a {0,1}9, denotamos zg = (zsg,,...,&sy) a la tGnica
configuracién de {0, 1} tal que para todo i perteneciente al conjunto {1,..., ¢} se cample que Ts,, =

A, Yy xs; =0en las componentes restantes.

Definicién 14 (g-subsistema). Sea S un SBE con exactamente N componentes dado por la terna
(S,7, &), y q perteneciente a {1,...,N}. El SBE A dado por la terna (A,r,¢4) es un q-subsistema de
S si cumple que:

(1) ACS y|A] =gq.

(1) 64 {0,137 = {0,1} cumple que pa(x) = ¢(xs).

Definicién 15 (g-Subsistema uniformemente mds confiable). Sea S un SBEH con exactamente N
componentes dado por la terna (S,r, @), y q perteneciente a {1,...,N}. El g-subsistema A de S dado
por la terna (A,ra,04) es un q-subsistema uniformemente mds confiable de S si satisface que para
todo r en [0, 1] y todo q-subsistema B de S se cumple que Ra(r) > Rg(r).

Definicién 16 (0-elemento). Sea S un SBE dado por la terna (S,r,¢) y A un g-subsistema de S.
Decimos que A es un 0-elemento de S si para cada i en {1,...,q} y cada g-subsistema B de S se
cumple que N;(A) > N;(B).

Propiedad 1. Sea S un SBEH dado por la terna (S,r,¢). Todo q-subsistema de S que sea un 0-
elemento es un g-subsistema uniformemente mds confiable de S.

Demostracion. Sea B un g-subsistema cualquiera de S dado por la terna (B,r,¢p). Como A es un
0O-elemento de S tenemos que N;(A) > N;(B) para cada i en {1,...,q}. Luego, para cada r en [0, 1],
se cumple que N;(A)ri(1 —7)?=% > N;(B)r{(1 —r)?~% y por tanto

Ra(r) =Y Ni(A)r'(1=r)"" = Ni(B)r'(1—7r)""" = Ry(r). O
=0

=0

3. Conjetura de 0-elemento en SBE separables

El objetivo principal de esta seccién es reformular la Conjetura 1 en el contexto de los sistemas
binarios estocdsticos y demostrar que dicha conjetura se cumple para aquellas clases de SBE que son
separables y coherentes. Para esto, veremos previamente algunas propiedades sobre SBE separables.

3.1. Herencia de la separabilidad en subsistemas

Propiedad 2. Si S es un SBE separable y A es un g-subsistema de S, entonces A es separable.

Demostracion. Sea S un SBE separable cualquiera con exactamente N componentes dado por la terna
(S, r,¢) con hiperplano separador Zf\; n;x; = ag. Sea A un g-subsistema cualquiera de S dado por

(Av T, d)A)



Asumimos sin pérdida de generalidad que los componentes de S estan ordenados de modo que los
q componentes de A son los g primeros componentes de S. Se observa que si esto no fuera de esta
forma, bastaria tinicamente con renombrar los componentes de S para que lo sea.

Probemos que Z:.I:l n;T; = aqg es un hiperplano separador para el g-subsistema A, lo que por
definicién de separabilidad es equivalente a probar que cada pathset (respectivamente, cutset)
(%1,...,24) de A cumple que Y7 n;z; > g (respectivamente, > 7, njz; < ap).

Realizaremos la prueba del enunciado para pathsets; el enunciado para cutsets puede probarse de
forma andaloga.

Sea & = (z1,...,24) un pathset cualquiera de A. Como A es un g¢-subsistema de S, por definicién
de g-subsistema sabemos que ¢4(z) = ¢(xg), y como ¢4(z) = 1 tenemos que ¢(xg) = 1. Se observa
que, como los componentes de A son los primeros ¢ componentes de S, por cémo fue definido xg
para la definicién de g-subsistema, se tiene que zg = (x1,...,24,0,...,0).

Como el SBEH S es separable con hiperplano separador Zf\; n;x; = ag y ¢(xs) = 1, se cumple la
siguiente desigualdad.

N
Znixsi > . (1)
i=1

Ahora, wusando la observacién de que zg = (21,...,24,0,...,0), notamos que
Zil NiTs, = D4 % + Zﬁqﬂ n;0, por lo que se cumple la siguiente igualdad.

N q
Z nixTg, = Z n;T;. (2)
i=1 i=1

Entonces, por ecuaciones (1) y (2) se concluye que para todo pathset z de A, >°7_ njz; > .

Luego, el SBEH A es separable y > 7 | n;x; = ap es un hiperplano separador de A. O

3.2. Hiperplano separador con coeficientes no negativos

En esta seccién probaremos que todos los coeficientes de un hiperplano separador de un SBEH
separable y coherente deben ser positivos.

Lema 17. Sea S un SBE. Para cada pathset x de S existe un minpath y de S tal que y < x.

Demostracion. Sea S un SBE con exactamente N componentes dado por la terna (5,7, ). Sea x un
pathset arbitrario de S. Definimos el conjunto P, incluido en {0,1}" como el conjunto de todas las
configuraciones z tales que z < x y ademds p(z) = 1, es decir:

Po={2c{0,1}V:2<2yp(z)=1}.

Observamos que x € P,, pues ¢ < z v p(xz) = 1. Por lo tanto, el conjunto P, es no vacio. Ademss,
como {0, 1}V es finito y P, C {0,1}", P, también es un conjunto finito.

Como < es una relacién de orden parcial, y P, es un conjunto finito no vacio parcialmente ordenado,
por el teorema de existencia de elementos minimales en conjuntos finitos con orden parcial [8], existe
un elemento minimal y en P,. Por construccién, y es una configuracién tal que p(y) = 1y y < z.
Ademsés, por minimalidad de y en P, se cumple que para toda configuracién z < y se tiene ¢(z) = 0,
ya que en caso contrario z € P, y contradice la minimalidad de y. Por tanto, y es un pathset tal que
ninguna configuracién menor a y es operativa, lo que implica, por Definicién 8, que y es un minpath.

Asi, queda demostrado que para todo pathset « de S, existe un minpath y tal que y < z. O

Lema 18. Sea S un SBE separable y coherente con exactamente N componentes dado por la terna
(S,r,¢). Para cada i en {1,...,N} existe algin minpath (y1,...,yn) de S tal que y; = 1.



Demostracion. Sea S un SBE separable y coherente con exactamente N componentes dado por la
terna (S, r, ¢). Supongamos por absurdo que existe ¢ en {1,..., N} tal que todo minpath (yi,...,yn)
cumple que y; = 0. Probaremos en estas condiciones que la componente i-ésima seria irrelevante en
contradiccién con la hipdtesis del enunciado.

En efecto, sea = (z1,...,2y) un pathset cualquiera de S. Es claro que z < x|,,—1. Como S es
monétono y ¢(z) = 1 se sigue que ¢(x|,,=1) = 1. Por el lema 17, existe un minpath y = (y1,...,yn)
de S tal que y < x. Por nuestra suposicién sabemos que y; = 0. Como y < z y y; = 0, se cumple que
y < x|z,—0. Nuevamente por la monotonia de S tenemos que ¢(x|,,—¢) = 1. Hemos probado entonces
que cada pathset x cumple que ¢(x|z,—1) = ¢(z|z,=0) = 1.

De forma andloga se demuestra que cada cutset  de S cumple que ¢(z|z,=1) = &(2|r;=0) = 0.
Pero entonces tendriamos que toda configuracién = de & cumple que ¢(z|z,=1) = ¢(x|z,—=0) y por lo
tanto la i-ésima componente de S es irrelevante. Esto contradice que S es coherente. Por lo tanto,
para cada i en {1,..., N} existe algin minpath (y1,...,...,yn) de S tal que yx = 1, como queriamos
demostrar. O

Propiedad 3. Cada SBE S separable y coherente con eractamente N componentes con hiperplano
separador Zivzl n;z; = g cumple que n; > 0 para cada i en {1,... N}.

Demostracion. Sea S un SBE separable y coherente con exactamente N componentes con hiperplano
separador Zf\il n;T; = ap. Supongamos por absurdo que existe k en {1,..., N} tal que n; < 0. Por
el lema 18, existe un minpath y = (y1,...,yn) de S tal que yr = 1. Sea z la configuracién definida
por y|yk:0. Como y es un minpath, tenemos que z es un cutset. Sin embargo,

N

N
E n;z; = E ;Y — NEYk = 0o — NEYk = QQ,
i=1 i=1

donde en se utiliza en el peniltimo paso que y es un pathset y en el dltimo paso que niyr = ng < 0.
Pero en este caso tendriamos que z es un pathset, lo que es absurdo. Por lo tanto, para cada i en

{1,..., N} se tiene que n; > 0, como querfamos demostrar.
O

3.3. Existencia de 0-elemento en SBE coherentes y separables

Teorema 19. Sea S un SBE separable y coherente dado por la terna (S,r, ). Para todo q perteneciente
a{l,...,N} existe un g-subsistema de S que es un 0-elemento.

Demostracion. Sea S un SBE separable y coherente dado por la terna (S, r, ¢) donde su conjunto de
componentes S es {s1,...,sn5}, con hiperplano separador Zf\;l n;T; = Qqp. Sea ¢ perteneciente a
{1,..., N}. Construiremos un g-subsistema de S que sea un 0-elemento de S.

Asumimos sin pérdida de generalidad que los coeficientes del hiperplano separador de S estin

ordenados de mayor a menor, es decir, que n; > ... > ny. Se observa que si no lo estuvieran,
bastaria con renombrar los componentes de §. Como & un SBE separable y coherente, por la
Propiedad 3 sabemos que para todo i en el conjunto {1,..., N} se cumple que n; > 0.

Sea A el g-subsistema de S dado por la terna (A,r,¢4) tal que su conjunto de componentes A
consiste en los primeros ¢ componentes de S, es decir, A = {s1,...,54}. Como S es un g-subsistema
de un sistema separable, por la Propiedad 2 sabemos que A es separable y ademds Y /_; n;z; = ag es
un hiperplano separador de A. Sea B otro g-subsistema cualquiera de & dado por la terna (B, r, ¢p).
El conjunto B de componentes del SBE B es {sp,,...,5,}, donde 1 < by < ... < b, < N.
Nuevamente, por ser B un g-subsistema de S, B es separable y > 7 ny,2; = ap es un hiperplano
separador. Es suficiente probar que para cada i en {1,..., ¢} se cumple que N;(A) > N;(B).

Para cada i en {1,...,q}, definimos al conjunto Ay, (respectivamente, By,) como el conjunto de
todas las configuraciones que son pathsets de A (respectivamente, B) que tienen exactamente i
componentes en estado operativo. Se observa que |An,| = N;(A) y |Bn,| = N;(B). Consideremos la




funcién identidad Id : By, — Ap,, donde para cada x en By, se tiene que Id(x) = x. Demostremos
que Id estia bien definida; para esto, tenemos que probar que la configuracién asignada por Id
pertenece al codominio, es decir que para cada pathset = de B se tiene que Id(z) es un pathset de A.

Sea x = (1,...,24) un pathset de B. Como B es separable y > ¢ | nj,x; = ag es un hiperplano
separador, se cumple que:

q
> i > ag. (3)
=1

Observamos que, por el orden asumido 1 < by < ... < by < N, para cada i en {1,..., ¢} se tiene
que b; > i y como los coeficientes de hiperplano separador de S estan ordenados de mayor a menor
resulta que n; > ng,. Por lo tanto, n;z; > np,x;. Por la desigualdad (3), se cumple ademds que:

q q
Znil'i > anxz > ao, (4)
i=1 =1

y « es un pathset de A. Por tanto, la funcién Id : By, — Ay, estd bien definida. Como la
identidad es una funcién inyectiva tenemos que |Ay,| > |Bn,|, 0 equivalentemente, N;(A) > N;(B),
como queriamos demostrar. O

Corolario 20. Sea S un SBE separable y coherente dado por la terna (S,r, ¢). Entonces, para todo q
perteneciente a {1,..., N} existe un g-subsistema uniformemente mds confiable para S.

Demostracion. Por el teorema 19, cada SBE separable y coherente tiene un g-subsistema que es un
0-elemento. Por la propiedad 1, dicho g-subsistema es uniformemente més confiable de S. O

3.4. Conjetura de 0-elemento en SBE coherentes y separables

En esta seccion se enuncia y demuestra la validez de la conjetura de 0-elemento en el contexto
de sistemas binarios estocasticos coherentes y separables. Con este propdsito, primero definiremos los
polinomios de Bernstein, los cuales forman una base del espacio vectorial de polinomios reales.

Definicién 21 (Polinomios de Bernstein [9]). Sea g un entero no negativo. Los polinomios de Bernstein
de grado q como las q+1 funciones polinomiales dadas por b; 4(z) = (%) 2'(1—2) 7" parai € {0,...,q}.

Lema 22 ([9]). La familia {b; 4(z)}{_, es una base del espacio vectorial de polinomios reales de grado
a lo sumo q.

Lema 23. Sean A y B dos SBEH con N componentes tales que Ra(r) = Rp(r) para todo r € [0,1].
Entonces, para cada i € {0,...,N} se tiene que N;(A) = N;(B).

Demostracion. Por hipétesis, Ra(r) — Rp(r) = SN o (Ni(A) — Ni(B))r(1 — )N =% = 0. Por el lema 22
se deduce en particular que la coleccién de polinomios {rf(1 — r)N—? ZN:O es independiente, por lo que

N;(A) = N;(B) para cada i € {0,..., N}, como queriamos demostrar. O

Propiedad 4. Sea S un SBE separable y coherente y sea q € {1,...,N}. Cada q-subsistema
uniformemente mds confiable en S es un 0-elemento de S.

Demostracion. Sea S un SBE coherente y separable y sea g € {1,...,n}. Por el teorema 19 sabemos
que existe un g¢-subsistema A4 que es O-elemento de S. Por la propiedad 1, A es también un
g-subsistema uniformemente méas confiable de S.

Sea B un g-subsistema uniformemente més confiable cualquiera de S. Como A y B son ambos
g-subsistemas uniformemente més confiables de S tenemos que R4(r) = Rp(r) para todo r en [0, 1].
Por el lema 23, para cada i € {0,...,q} se cumple que N;(A) = N;(B). Como A es un 0-elemento se
deduce que B también lo es, como queriamos demostrar. O



4. SBE localmente mas confiables

Determinar si existe un subsistema de tamafno fijo ¢ que sea uniformemente mas confiable, es
decir, més confiable que cualquier otro para todos los valores de probabilidad r € [0,1]) es, en
general, un problema complejo. Esta dificultad ha motivado a diversos autores a estudiar nociones de
optimalidad local, analizando la confiabilidad del sistema tnicamente en entornos extremos (r
cercano a 0 o r cercano a 1) en lugar de considerar el intervalo [0,1] completo. Este enfoque es
ampliamente utilizado en la literatura de confiabilidad de redes, donde se caracterizan subsistemas
localmente mas confiables cerca de r = 0 o de r = 1 y se aprovecha esta informacién para inferir la
inexistencia de un diseno uniformemente mas confiable.

A continuacién, formalizamos estas nociones de confiabilidad local para Sistemas Binarios
Estocdsticos (SBE) y establecemos resultados que relacionan la optimalidad local con la uniforme.

Definicién 24 (g-subsistemas localmente mds confiables). Sea S un SBEH. Decimos que A es un
q-subsistema localmente mds confiable de S en un entorno de 0 (respectivamente, de 1) si para cada
g-subsistema B de S existe € > 0 tal que para todo r en [0, €) (respectivamente, en (1 —¢,1)) se cumple
que Ra(r) > Rg(r).

Propiedad 5. Sea S un SBEH con N componentes y sea q un entero en {0,...,N}. Para cada par
de g-subsistemas A y B de S se cumplen las siguientes afirmaciones.

(1) Si N;(A) = N;(B) para cada i € {0,...,j — 1} y N;j(A) > N;(B), entonces existe § > 0 tal que
para todo r € (0,0) se tiene que Ra(r) > Rp(r).

(1) Si N;(A) = N;(B) para cadai € {k+1,...,N} y Np(A) > Np(B), entonces existe § > 0 tal que
para todo v € (1 —9,1) se tiene que Ra(r) > Rp(r).

Demostracion. Demostraremos la afirmacion (1); la prueba de la afirmacién (11) es andloga.

Sean A y B dos ¢-subsistemas del SBEH § en las hipétesis de (1). Entonces,

Ra(r) = Rs(r) = ) (Ni(A) = N(B)) (L =)t~

=17 [(Nj(A) = Nj(B)(L =) 4+ 3 (Ni(A) = Ni(B)) r' 7 (1= 7)7

i=j+1
Por hipétesis, N;(A) — N;(B) > 0. Entonces:
L Ra(r) ~ Rs()

r—0+ rJ

= N;(A) — N;(B) > 0.

Sea e un numero real positivo cualquiera. Por la definicién de limite, existe 6 > 0 tal que sir € (0, )
entonces R4 (r) — Rp(r) € ((M — €)rd, (M + €)r7). Tomando € = M/2 se deduce que existe § > 0 tal
que si r € (0,9) se tiene Ra(r) > Rp(r), lo que prueba la Afirmacién (1). O

Ahora vamos a caracterizar a los subsistemas localmente més confiables en 0 y 1. Para esto,
definiremos los siguientes conjuntos.

Definicién 25 (conjunto de g-subsistemas localmente mds confiables en un entorno 0). Sea S un
SBEH con exactamente N componentes y q perteneciente a {1,..., N}. Para todo i perteneciente a
{0,...,4q}, la secuencia de conjuntos C; se define de la siguiente forma:

1. Cg es el conjunto de todos los q-subsistemas de S.

2. Para cada i en {1,...,q}, definimos recursivamente
Ci = {A € Ci: Ni(A) = méxg it Ni(B)}.



El conjunto C{ contiene precisamente aquellos g-subsistemas cuyas tuplas (N1,...,Ng) son
lexicogréficamente maximas. Se observa que C¢ es exactamente el conjunto de g¢-subsistemas
localmente més confiables en un entorno 0. Esto surgird como consecuencia de la Propiedad 5.

Observacién 1. Sea S un SBEH, un q-subsistema A de S es localmente mds confiable en un entorno
de 0 si y solo si pertenece a CJ.

Definicién 26 (Conjunto de g-subsistemas localmente mds confiables en entorno 1). Sea S un SBEH
con exactamente N componentes y q perteneciente a {1,..., N}, para todo i perteneciente a {1,...,q+
1}, la secuencia de conjuntos Dy, se define de la siguiente forma:

1. D,?"‘1 es el conjunto de todos los q-subsistemas de S.

2. Para cada i en {1,...,q}, definimos recursivamente
D; = {A c Dfl+1 : Nl(.A) = InéXBGD;+1 NZ(B)}

Anélogamente, un g-subsistema A de S es localmente més confiable en un entorno de 1 si maximiza
lexicograficamente la tupla (Ny(A), ..., No(A)).

Observacién 2. Sea S un SBEH. Un q-subsistema A de S es localmente mds confiable en un entorno
de 1 si y solo si pertenece a D;,

Por ultimo, observemos que si un subsistema es uniformemente més confiable, en particular debe
ser también localmente mas confiable tanto en un entorno de 0 como de 1. Esta observacién presenta en
sf misma una estrategia para demostrar la inexistencia de subsistemas uniformemente mas confiables,
al probar que la interseccion entre el conjunto de los subsistemas localmente més confiables en 1
y el conjunto de los subsistemas localmente mas confiables en 0 es vacia. Esta observacion puede
formalizarse en la siguiente propiedad.

Propiedad 6. Sea S un SBEH con N componentes y sea q € {1,...,N}. §i Cd N D; = O, entonces
no existe ningin q-subsistema uniformemente mds confiable en S.

5. Conclusiones

En este trabajo se abordé la extensién de conceptos clasicos de la teoria de confiabilidad en redes
en el marco més general de los Sistemas Binarios Estocasticos, con especial foco en aquellos sistemas
que cumplen con las propiedades de coherencia y separabilidad.

Una de las principales contribuciones de este trabajo es la herencia de la separabilidad para
g-subsistemas. Esta propiedad puede resultar importante para estudiar casos particulares, puesto
que, como también se demostrd, los sistemas separables que ademds son coherentes tienen
g-subsistemas que son 0-elemento y, por lo tanto, son subsistemas uniformemente més confiables.

También se adapté la conjetura de 0-elemento originalmente planteada por Boesch para grafos al
ambito de los SBE. En este nuevo contexto, se demostré su validez para la clase de SBE coherentes y
separables. Esta reformulacion preserva la intuicién original de la conjetura, abriendo nuevas
posibilidades para su andlisis en sistemas mas complejos de los que pueden ser modelados con grafos.

Otra contribucién importante fue la adaptacién al contexto de los SBE de una propiedad
observada en el estudio de grafos, que en nuestro contexto se tradujo a la existencia de g-subsistemas
localmente maés confiables en un entorno cercano a 0 y a 1, cosa que puede ser utilizada para
demostrar la inexistencia de subsistemas uniformemente mas confiables.

Este trabajo plantea varias lineas posibles de desarrollo futuro:

(1) En esta investigacién asumimos la hipétesis de independencia en las fallas de los componentes
del sistema. Sin embargo, para alcanzar un mayor realismo y ampliar las aplicaciones practica de
los resultados obtenidos, una posible linea de investigacion a futuro podria consistir en esutidar
modelos en los que las fallas entre componentes sean dependientes o correlacionadas.



(1)

(111)

(1v)

Clasificar SBE como separables y construir hiperplanos separadores. Seria de interés estudiar la
posibilidad de disenar algoritmos que, dado un conjunto de configuraciones operativas y fallidas de
un SBE, permitan predecir si este es separable o no, y en caso de serlo construyan explicitamente
un hiperplano separador. Aunque se conocen condiciones de existencia, disenar algoritmos para
construir hiperplanos en sistemas complejos podria facilitar la clasificacién y andlisis de grandes
familias de SBE. Ademds de que, como vimos en este trabajo, es a partir de los hiperplanos
separadores que podemos construir subsistemas uniformemente mas confiables que son también
0-elementos.

Aplicaciones practicas. Explorar sistemas con intereses practicos que puedan ser modelados a
través de SBE separables, y aplicar en este contexto las propiedades presentadas en este trabajo,
para la determinacion de subsistemas de maxima confiabilidad y 0-elementos.

Estudiar la validez de la conjetura de 0-elemento para SBE no separables. En esta investigacion
se estudié la conjetura de 0-elemento y la existencia de subsistemas de maxima confiablidad en
sistemas separables, por lo que seria interesante estudiar si es posible demostrar existencia o
inexistencia de subsistemas de méaxima confiabilidad en subfamilias de SBE no separables.

En conclusién, los resultados de este trabajo amplian el entendimiento de la confiabilidad en
sistemas complejos y ayudan a sentar una base para futuras investigaciones en el drea de la teoria de
sistemas binarios estocasticos y diseno de redes.
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