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Resumen

La dispersidn espacial de enfermedades infecciosas es menos entendida y bastante
menos estudiada que su desarrollo unicamente temporal. Esto se debe a que en
general, este tipo de abordaje resulta mucho mas complicado de tratar y de analizar
para obtener conclusiones generales. La utilidad y necesidad de modelos que aborden
la complejidad de la propagacion espacio-temporal de enfermedades infecciosas, entre
otros procesos sociales, es clara.

La dispersion de una enfermedad en el espacio, asi como su propagacion en el tiempo
son temas de considerable importancia practica.

La utilidad de las redes complejas para estudiar la forma en la que se propagan las
enfermedades infecciosas ha sido evidenciada en multiples trabajos, ya sea por su
capacidad para representar patrones complejos de interaccién entre individuos o para
representar la heterogeneidad en la distribucién de los individuos en el espacio que
habitan.

Actualmente, ciertas enfermedades transmitidas por vectores atraen atencion regional
y continental, como lo son el dengue, Chikunguna o la fiebre del Zika.

Los vectores de transmisidn son organismos que pueden transmitir la enfermedad
infecciosa entre humanos. Muchos vectores son insectos hematdfagos que adquieren y
transmiten los microorganismos responsables de producir la enfermedad al
alimentarse de humanos infectados y sanos.

En este trabajo desarrollamos un modelo de transmisién epidémica mediada por un
vector, como un sistema dindmico embebido en una red bicapa, en la que los vértices
de la red representan centros poblados ubicados sobre el plano, en los que coexisten
poblaciones de humano y vector homogéneamente mezcladas, representando asi la
heterogeneidad espacial de la distribucidn humana. En este modelo metapoblacional,
los humanos puedan estar en los compartimentos epidemioldgicos susceptibles,
infecciosos o recuperados, mientras que el vector solamente puede ser susceptible o
infeccioso. Esto determina que se trate de un modelo compartimental tipo SIR
(susceptibles, infectados y recuperados) para el humano y tipo Sl (susceptibles e
infectados) para el vector. La interaccidn infectiva entre el humano y vector es la Unica
forma de contagio considerada.

La representacion de los centros poblados como los vértices de una red permite el
intercambio de individuos entre poblaciones vecinas, concediendo a la enfermedad
infecciosa la capacidad de dispersidon espacial. Por otro lado, la estructura bicapa nos
facilita modelar de manera diferente la capacidad de dispersiéon de ambas especies:
dado que el vector solamente es capaz de desplazamientos de corta distancia, la
estructura de su capa correspondiente es un grafo regular con aristas locales; en tanto,
los humanos presentan una estructura de intercambios mas compleja, siendo posibles,



ademas de las aristas locales, aristas de largo alcance y la presencia de centros
poblados con jerarquia sobre los demds, de forma que su vecindad abarca una gran
fraccidn de los vértices totales de su capa.

A través de simulaciones computacionales del curso temporal del sistema, realizamos
experimentos buscando comprender como las caracteristicas locales y el régimen de
movilidad general afectan a la vez, la dindmica local (en cada vértice) y global (en la red
completa) de un brote infeccioso.

A partir de los resultados obtenidos para la tesis de grado, realizados sobre redes
bicapa en las que la capa del humano presenta una estructura regular con algunas
aristas de largo alcance, decidimos poner a prueba el efecto de estas en la dinamica
local de los vértices conectados por ellas. Similarmente a los resultados previos, las
aristas de largo alcance no generan un cambio medible en la dindmica local de los
vértices conectados por estas.

Sobre redes construidas de forma que la capa correspondiente al humano presente
una jerarquia de centros poblados segun su grado, realizamos una variedad de
experimentos agrupados en dos enfoques principales:

1- Enfoque local: analizamos como la movilidad general en la red y el tamafio
poblacional afectan el nimero maximo de infectados que experimenta cada
centro poblado de la red, el momento en que se alcanza y el nimero final de
individuos que atraviesan la enfermedad. Observamos que, en muchos
aspectos, la movilidad humana domina la dinamica de la red. Ademds, la alta
movilidad actia acoplando la evoluciéon de los centros poblados, mientras que
cuando la movilidad es muy baja en ambas capas, la dinamica local obtenida es
muy similar a la dindmica en aislamiento. Asi, resulté entonces que la movilidad
desplaza el comportamiento local separandolo de lo esperado en aislamiento, y
también, este desplazamiento es diferente para los centros poblados segun su
tamafio poblacional.

2- Enfoque global: estudiamos la manera en que la movilidad afecta el nimero
maximo de infectados, el momento en el que este se alcanza y cual es el
numero final de individuos que han atravesado la enfermedad cuando esta
cesa. Nuevamente, el efecto de la movilidad de cada especie es asimétrico,
puesto que, en muchos aspectos, la movilidad humana domina la dindmica del
sistema, sobre la movilidad del vector. Los resultados obtenidos muestran que,
a mayor movilidad general, mayor serd el nimero maximo de infectados del
sistema, mas temprano se llegard a él y mas individuos seran alcanzados por el
brote epidémico. Ademas, la diferencia en la dindmica de los vértices que
constituyen la red, dota al sistema de comportamiento complejo, cuyo analisis
puede explicar algunos de los resultados globales obtenidos.

Los resultados obtenidos, tanto locales como globales, coinciden cualitativamente con
aquellos obtenidos para la tesis de grado, de forma que la inclusion de la estructura



jerdrquica a la capa del humano solamente genera cambios cuantitativos sutiles en la
dinamica general de la red.

El comportamiento diferencial del sistema en los diferentes regimenes de movilidad, y
el contraste local entre los distintos centros poblados, devuelven ciertos fendmenos
realistas, como el hecho de que dos poblaciones de la red, pueden percibir de forma
muy diferente (atenuado o amplificado), el mismo brote epidémico que se dispersa por
todo el sistema.

La incidencia asimétrica de la movilidad humana y la movilidad del vector en la
dinamica de la red requiere de un analisis mas detallado, pero es claro que captura
ciertas caracteristicas conocidas de la capacidad de dispersién del humano frente a
otras especies.

Ademas, el sistema no muestra la presencia de un umbral espacial que determine la
imposibilidad de que un brote epidémico alcance a un gran numero de los centros
poblados de la red. Esto se debe al caracter continuo del modelo, de forma que
cualquier cantidad de individuos infectados (incluso menos que uno), puede
desencadenar un brote epidémico al llegar a un centro poblado (siempre que este esté
en condiciones de desarrollar un brote epidémico localmente).

Un modelo general como el que aqui presentamos, ofrece la oportunidad de ajustarlo
a casos particulares de forma de modelar, segun la necesidad, sistemas reales de
interaccién entre humano y vector de transmision. También, este tipo de modelo
brinda una oportunidad de exploracion de medidas dirigidas a la mitigacién y control
de un brote epidémico. Los resultados obtenidos sobre el rol general que cumple el
centro poblado mds conectado de la red, en la dinamica global, sugiere que las
medidas enfocadas en la reduccién focalizada de la movilidad humana dificilmente
puedan mitigar el desarrollo de un brote epidémico si no son de gran magnitud.

Por otro lado, medidas orientadas a la reduccion local de la poblacién de vector, por
debajo del umbral epidémico local, podrian resultar de alta incidencia en la dindmica
global de la red.
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1. Introduccion

1.1- Epidemiologia matematica

Las enfermedades infecciosas han tenido histdricamente un gran efecto negativo sobre
las poblaciones humanas. Por esta razdén, conocerlas, controlarlas y revertir sus efectos,
ha sido el trabajo de numerosos investigadores a lo largo de la historia. A su vez, aunque
el contagio de una enfermedad y la recuperacion son procesos de escala individual, su
replicaciéon en una poblacién, complejiza el fendmeno en varias escalas, hecho que ha
despertado tempranamente la necesidad de un abordaje cuantitativo que permita
comprender su dinamica y desarrollar herramientas y estrategias de control (Bailey,
1975).

El estudio cuantitativo de las enfermedades humanas puede seguirse hacia atras en el
tiempo, hasta el siglo XVII (Graunt, 1662). Sin embargo, en el siglo XX, el trabajo de
Kermack y McKendrick (1927) representd un cambio profundo en la modelizacién de los
procesos epidémicos. Reuniendo algunos de los principios fundamentales, en los que se
basa su extendido uso posterior, Kermack y McKendrick propusieron un modelo donde
una poblacién cerrada de tamafio N, experimenta el arribo de una enfermedad
infecciosa, representada por aquellos individuos de la poblacién que portan el agente
infeccioso y son capaces de transmitirlo, denominados infectados. Por otro lado, los
individuos sanos capaces de ser contagiados son denominados susceptibles. Los
investigadores se valieron de algunos aciertos de trabajos presentados pocos afios antes:
el proceso de infeccidn requiere la interaccidn entre individuos infectados y susceptibles;
este proceso puede ser modelado a partir de la ley de accidn de masas, suponiendo que
los individuos estdn homogéneamente mezclados; y que la infectividad de la
enfermedad no necesita cambiar a lo largo de un brote epidémico para que el sistema
muestre una fase de decrecimiento en el nimero de infectados (Hamer, 1906). En este
modelo, los autores incorporan el estado inmunizado o recuperado, un nuevo estado
posible para los individuos de la poblacion y que no interactta con los otros dos.

Kermack y McKendrick obtuvieron algunas conclusiones importantes a partir de su
modelo: 1) existe un valor umbral de individuos susceptibles que debe ser superado
inicialmente para que el brote infeccioso se desarrolle; 2) el nimero de individuos que
adquieren inmunidad al final de la epidemia es siempre menor al nimero total de
individuos.

El modelo de Kermack y McKendrick ha dado lugar a numerosas versiones de modelos
continuos que introducen estados alternativos, toman poblaciones con otras
caracteristicas, entre otras consideraciones, segun sea conveniente para el estudio de
epidemias particulares o la aplicaciéon de nuevos enfoques. Entre los aspectos mas
relevantes que deben considerarse para construir un modelo matematico adecuado,
aparece la forma general en la que ocurren los contagios y cdmo este proceso depende
del nimero de infectados. En este sentido, se distinguen tipicamente dos tipos de
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modelos epidemioldgicos: los modelos dependientes de la densidad, y los modelos
dependientes de la frecuencia. El modelo dependiente de la densidad supone que todos
los miembros de una poblacién existente en un area fija entran en contacto entre si sin
importar cuantos individuos estén presentes en la poblacidon. Por otro lado, se ha
demostrado que, en la mayoria de las infecciones humanas, la cantidad de contagios que
puede generar una persona estan limitados, debido a que el nimero de personas con
las que cada individuo esta en contacto cada dia es bastante constante en todo el mundo,
independientemente de la densidad de poblacion, lo que da lugar a los modelos
dependientes de la frecuencia (Braselton y Bakach, 2015).

El estudio cuantitativo de las enfermedades infecciosas y su modelizacién sigue siendo
relevante hoy dia debido a los numerosos ejemplos de enfermedades transmisibles de
gran incidencia actual (Paules y Fauci, 2017).

En Sudamérica en particular, un ejemplo actual y en desarrollo es el virus del Oeste del
Nilo. Su aparicién en el continente americano fue en 1999 y causé varios casos de
encefalitis en el drea de la ciudad de Nueva York. Posteriormente se esparcid por todo
Estados Unidos volviéndose endémico y generando unos 3 millones de infectados
(Garcia et al., 2015). Una oleada de casos generd atencidn publica durante 2002, aunque
tuvo un descenso sostenido posteriormente. A pesar de que actualmente se observan
casos dispersos y esporadicos, y su mortalidad es baja, este virus es capaz de generar
cuadros neuroinvasivos graves (Weatherhead et al., 2016). Por otro lado, aun no estan
disponibles medidas contra el virus del Oeste del Nilo como agentes antivirales o vacunas
(Paules y Fauci, 2017). En el siglo XXI, su presencia en Sudamérica ha sido reportada,
considerando sus multiples hospederos posibles, en Argentina, Brasil, Colombia y
Venezuela, y aunque su propagacion no ha sido acompafiada por alta mortalidad en
ninguno de sus hospederos, existe preocupacion acerca de la dispersion futura a mas
regiones del continente en el contexto de condiciones climaticas cambiantes (Lorenz et
al., 2022).

También se puede considerar la situacién del virus Chikungufia, un arbovirus que no era
bien tenido en cuenta hasta que en 2013 arribé a las Américas. Entre 2013 y 2014, el
virus Chikunguina se esparcié rapidamente hacia el sur de las Américas. Este virus causa
una infeccidn aguda caracterizada por fiebre alta, erupcién cutdnea y dolor severo en
varias articulaciones, frecuentemente incapacitante. Las complicaciones graves de la
infeccidon por el virus Chikunguia pueden incluir insuficiencia respiratoria,
descompensacién cardiovascular, hepatitis, insuficiencia renal aguda y manifestaciones
neuroldgicas. Histdricamente, se pensaba que la mortalidad relacionada con el virus
Chikunguiia era baja; sin embargo, los datos recientes de Brasil sugieren un aumento en
la mortalidad de 2015 a 2016, con una tasa de letalidad aun por determinar (Collucci,
2016).

Entre las enfermedades infecciosas transmitidas por artrépodos, el dengue tiene un
lugar de privilegio en la consideracidn de los sistemas sanitarios publicos de una gran
cantidad de paises en todo el mundo. Actualmente, a lo largo de las Américas, unos 500
millones de personas estdn en riesgo de contraer alguno de los cuatro serotipos de
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dengue. Su incidencia en las Américas ha sufrido un gran crecimiento desde fines del
siglo XX y los primeros afios del siglo XXI. Es asi que pasé de 16,4 casos cada 100 mil
personas en los afios 1980, a 218,3 casos cada 100 mil durante la década 2000-2010.

Particularmente, en 2013 hubo un brote epidémico para la regién, que alcanzé 2,3
millones de personas y una incidencia de 430,8 infectados cada 100 mil personas. Se
registraron también 37.692 casos de dengue grave y 1280 muertes en el continente.
Respecto a los casos graves, la infeccidn por un serotipo, seguida por otra infeccién con
un serotipo diferente, aumenta el riesgo de una persona de padecer dengue grave y
morir (Ligon, 2005).

Uruguay tiene poblaciones establecidas del mosquito Aedes aegypti segun la
Organizacién Panamericana de la Salud, y en el primer semestre de 2024 experiment? la
entrada de un flujo importante de individuos infectados provenientes del exterior del
pais, generando la aparicién de casos autdctonos y dando lugar a un brote epidémico de
esta enfermedad segun los datos publicados por el Ministerio de Salud Publica.

1.1.1- Desarrollo de modelos para enfermedades transmitidas por vector

El desarrollo de modelos enfocados en la dinamica especifica de enfermedades de
transmision indirecta, es decir, mediada por la interaccién con otras especies (Anderson
y May, 1991), se remonta a principios del siglo XX. Es el caso del modelo para la malaria
desarrollado por Ronald Ross (Ross, 1911; 1915; 1916; 1917), y recogido mas tarde por
Macdonald (1957). Este modelo incorpora los estados susceptible e infectado tanto para
el humano como para el mosquito (vector de transmisién de la enfermedad).
Actualmente, se reconoce que los desarrollos de Macdonald a partir del modelo original
de Ross, han tenido un impacto profundo en la recoleccidn, andlisis e interpretacién de
la informacion epidemiolégica acerca de la malaria. El modelo basico es un sistema
dindamico constituido por ecuaciones diferenciales que involucran la fraccién de
humanos infecciosos, y la fraccién de mosquitos hembras infecciosos.

En su forma mas simple el modelo considera constantes en el tiempo a las poblaciones
de humanos y mosquitos, razéon por la cual las Unicas variables de interés son las
fracciones de humanos y mosquitos infectados. En este modelo, los humanos infectados
no adquieren inmunidad, por lo que el proceso de recuperacidén genera nuevos humanos
susceptibles. Ademas, la recuperacién de los humanos infectados ocurre mucho mas
rdpidamente que su muerte, por lo que no se considera su tasa de mortalidad.

Respecto a los procesos tenidos en cuenta para la dindmica de la fracciéon de mosquitos
infectados, se asume que los mosquitos no se recuperan, pero si experimentan muertes
durante el proceso del brote epidémico.

El andlisis mas elemental del sistema de Ross-Macdonald, muestra que puede presentar
un estado estacionario estable no trivial en el que la enfermedad es endémica. En tal
caso, el valor estacionario de la proporcidon de humanos infectados puede ser mas o
menos sensible a los parametros del modelo segln los valores de estos. También es



posible que el sistema presente un estado estacionario estable trivial, que lleva a la
desaparicion de la enfermedad (Anderson y May, 1992).

1.1.2- Emergencia epidemioldgica en el contexto actual

El cambio global, entendido como el conjunto de cambios de gran escala que
experimenta la bidsfera y la sociedad humana, ha modificado la dindmica de numerosas
enfermedades infecciosas. El reflejo local de estos cambios, pueden facilitar el arribo y
establecimiento de enfermedades infecciosas a areas geograficas que anteriormente les
eran ajenas (Lorenz et al., 2022). A su vez, ciertos fendmenos sociales, como los viajes
internacionales, el desplazamiento de las poblaciones humanas desde las zonas rurales
a las ciudades, la urbanizacién, la fragmentacion ambiental y los cambios en el manejo
del suelo, entre otros, han alterado la probabilidad de brotes epidémicos y la velocidad
de transmisidn de ciertas enfermedades infecciosas (Wu, 2014). La incertidumbre frente
a la forma en la que los sistemas socioecolégicos responderan a los cambios en las
condiciones generales, requiere el desarrollo de abordajes potentes, capaces de abarcar
tal complejidad.

Los cambios locales y regionales pueden alterar también la dinamica y la capacidad de
persistencias de enfermedades infecciosas en los casos en que estas dependen tanto de
las caracteristicas de transmision de la enfermedad infecciosa como de los patrones de
mezcla entre huéspedes, a menudo afectados por la heterogeneidad espacial. La
heterogeneidad espacial se puede representar utilizando un marco de metapoblacién,
en el que cualquier individuo tiene mas probabilidades de contactar a otros individuos
dentro de la misma subpoblacién definida espacialmente (parcialidad) que a los de fuera
(Hagennars et al., 2004).

Existen modelos que tratan con metapoblaciones constituidas por parches o centros de
alta densidad poblacional distribuidos sobre el territorio, como la forma de modelar la
heterogeneidad espacial. Entre estos parches existe un intercambio de individuos, por lo
gue la dindmica de una epidemia estd influenciada por los flujos entre parches (Pastor-
Satorras et al., 2015; Grenfell y Harwood, 1997).

A cada parche o centro poblado se le asignan atributos, como un tamafio poblacional
particular, usualmente constante. La poblacién de cada centro poblado esta particionada
en diferentes grupos: susceptibles, infectados, removidos, y cualquier otro
compartimiento que sea necesario en cada caso.

A los fendmenos de contagio y recuperacidén ya comentados, se les agrega la migracion
entre centros vecinos.

Este tipo de enfoque, pensado originalmente para ser utilizado estimando las tasas de
flujo entre localidades a partir de datos reales de transito de personas, fue presentado
originalmente por Baroyan y Rvachev (1967), y luego fue numerosas veces reutilizado y
readaptado en la URSS para analizar la dispersion de la influenza.



1.2- Modelos epidemioldgicos en redes complejas

La utilidad de las redes complejas para abordar la dinamica de la propagacion y
dispersion de ciertas enfermedades infecciosas, fue clara desde el momento mismo en
que Watts y Strogatz publicaron su articulo fundacional de 1998 sobre las redes “small-
world” (Watts y Strogatz, 1998). En ese trabajo, los investigadores, ademas de presentar
su algoritmo de reconexién para generar redes de mundo pequefio, realizaron sobre
ellas, experimentos de propagacién de enfermedades infecciosas, denunciando
rapidamente el valor de estos abordajes en el area de la epidemiologia.

Consideraron una red de individuos susceptibles, en la que las aristas representan las
interacciones posibles entre los individuos que constituyen la poblacién. Introdujeron un
individuo enfermo en la red, capaz de contagiar a un vecino sano con una cierta
probabilidad. Los individuos enfermos eran removidos permanentemente por muerte o
recuperacion después de un cierto tiempo. En la evolucidn temporal, la enfermedad se
propagaba por las aristas, pudiendo llegar a todos los individuos o extinguirse habiendo
alcanzado una fraccion de estos. A partir de sus resultados, propusieron que las
enfermedades infecciosas se propagan mas facil y rapidamente en redes “small-world”
gue en grafos regulares.

Enfermedades en las que el contagio requiere de la interaccién intima, como las
enfermedades de transmision sexual, no pueden ser modeladas suponiendo una mezcla
homogénea de los individuos y la utilizacion de redes complejas se impone como la
herramienta dptima para estudiar la dindamica epidémica en estos casos. Acerca de esto,
Liljeros et al. (2001) analizaron una poblaciéon de adultos sexualmente activos y la
cantidad de parejas con las que habian tenido relaciones sexuales. Los datos obtenidos
se ajustaron a una red de tipo scale-free, debido a que la distribucidn de probabilidad de
tener k comparfieros sexuales seguia una ley de potencia. La existencia de individuos
altamente conectados en esta red de interaccidn sexual es de importancia central a la
hora de elaborar apropiados planes de salud. El patron de contactos sexuales y la red
subyacente a estas interacciones entre los miembros de una poblacién, han mostrado
ser de importancia central en la transmisién de SIDA en numerosos paises africanos
(Anderson et al., 1991).

Un resultado extremadamente interesante fue el que encontraron Pastor-Satorras y
Vespignani (2001). Ellos desarrollaron un modelo estocastico a tiempo discreto sobre
redes de tipo “scale-free”, como las propuestas por Barabasi y Albert en su trabajo de
1999. A partir de un sistema de tipo SIS desarrollado para contrastar datos obtenidos
para virus informaticos, encontraron que en este contexto no hay umbral para el
desarrollo de la epidemia. La ausencia de un cambio de fase era una novedad y podia
tener implicaciones en muchas areas. El desvanecimiento del umbral para la
propagacion de una epidemia indicaria que todas las medidas utilizadas hasta ahora para
controlar una epidemia se tornarian inutiles. Aunque matematicamente convincente,
pronto se reconocio que el argumento de la inexistencia de un umbral epidémico no era
realista en las redes del mundo real (May y Lloyd, 2001; Pastor-Satorras y Vespignani,
2002).



A proposito de los resultados de Pastor-Satorras y Vespignani, Zhang y Fu (2009)
trabajaron sobre la infectividad logrando devolverle al sistema, en ciertas circunstancias,
un umbral no nulo. Debido a que en el trabajo de Pastor-Satorras y Vespignani, la
infectividad de cada nodo es proporcional al nimero de aristas que presenta, Zhangy Fu
decidieron trabajar con una infectividad no lineal, argumentando que cada individuo
esta limitado en el nimero de contactos efectivos que puede tener en una unidad de
tiempo, mas alld de la cantidad de vecinos que tenga en la red.

La evolucion de la investigacion en redes complejas como objeto de estudio vy
herramienta, llevé al desarrollo de las redes multicapa. Las redes multicapa estan
formadas por dos o mas capas, donde cada una de ellas presenta estructura de red, de
forma que cada una de estas puede representar distintos tipos de interacciones,
diferentes grupos de individuos, diferentes momentos en el tiempo u otras situaciones
(Kiveld, 2014, Buono et al., 2014).

La dependencia entre capas determina que los procesos intrinsecos a una capa, afecten
directa o indirectamente a los procesos en otra capa. Esta vinculacién entre capas afecta
también la dindmica de los procesos. Por ejemplo, el estudio de ciertos procesos de
extinciéon en metacomunidades de polinizadores y consumidores de hojas, vinculados
por obtener alimento de las mismas plantas, muestra que el enfoque multicapa predice
una pérdida de diversidad mas lenta que la observada con un enfoque monocapa
(Pilosof et al., 2015; Pocock et al., 2012).

En una red multicapa, cada capa corresponde a un cierto aspecto de interés que define
los vinculos en su interior, los vértices de la red son representados en cada capa y un
conjunto particular de aristas por capa, unen a los vértices dependiendo del criterio que
define la capa, estableciendo una topologia independiente entre capas. Ademas, deben
existir aristas que unan los vértices entre capas, estableciendo asi el vinculo entre las
redes que constituyen cada capa (Pilosof et al., 2017b).

Estudios ecoldgicos recientes han hecho foco en las disimilitudes espaciales y
temporales en las especies y sus interacciones. Esta variabilidad tiene una
representacién natural usando redes multicapas. Por ejemplo, la estructura espacial de
una metacomunidad puede modelarse asigndndole a cada especie involucrada una capa
distinta en una red multicapa. También, la evolucién temporal en la estructura de una
red puede representarse como una red multicapa en la que cada capa representa el
estado de la red en un momento distinto (Pilosof et al., 2017b).

Redes multicapa donde cada capa estd definida por la identidad de sus integrantes son
utilizadas por ejemplo por Pilosof et al. (2017a), para estudiar la transmisién de
enfermedades que involucran a mas de una especie. Los autores analizaron un sistema
formado por dos especies, cada una representada en una capa distinta, entre las cuales
se transfiere una enfermedad infecciosa. Aunque la enfermedad puede transmitirse
dentro de una capa en ausencia total de la otra, la presencia de una especie que actue
como reservorio de la enfermedad mostré ser un aspecto central en la determinacién
del riesgo de un brote epidémico.



Un desafio central en este tipo de modelos es definir el significado y medir la magnitud
de las aristas entre capas, dado que la eleccidn de la definicién puede por si misma jugar
un rol importante en el andlisis. Ademads, es necesario definir escalas temporales y/o
espaciales distintas para procesos e interacciones distintas.

Una clave en ecologia de enfermedades es asignar los roles que los distintos tipos de
interacciones hospedero-parasito juegan en la transmisién de la enfermedad, por
ejemplo, los patrones de contacto de los individuos o la red tréfica dentro de la cual los
parasitos y los hospederos se encuentran (Pilosof et al., 2017b).

1.3- Objetivos de este trabajo

Tenemos como objetivo general desarrollar un modelo metapoblacional con distribucién
en el territorio, para el estudio de la propagacidn espacial de una enfermedad humana
transmitida por vector, constituido por una red bicapa de vértices, donde una de las
capas representa las poblaciones de vector y los intercambios entre ellas, mientras que
la otra, representa las poblaciones humanas y sus intercambios de individuos.

Ademas, pretendemos que este modelo, adecuadamente parametrizado, sea una
plataforma de experimentacion versatil, que pueda ser utilizada para analizar vy
responder preguntas en el estudio de la propagacion de enfermedades reales
transmisibles por vector.

Es nuestro objetivo especifico evaluar de qué forma la movilidad general de los
individuos de ambas especies y la estructura de intercambios entre poblaciones afecta a
la dindmica de un brote epidémico, tanto a escala global como a escala local. También,
queremos establecer el vinculo entre las observaciones realizadas a escala local, y
aquellas realizadas a escala global.

1.4- Hipotesis y predicciones

Acerca de la movilidad de los organismos, consideramos que esta incide en su capacidad
de encontrar a otros individuos. Por ello, creemos que cuanto mayor sea la movilidad,
se observara una mayor contagiosidad de la enfermedad, por lo que esperariamos que
la enfermedad alcanzara rapidamente a un gran nimero de individuos.

Por otro lado, creemos que cuanto mayor sea la movilidad de los organismos, las
poblaciones distantes en el espacio experimentaran un brote epidémico con poco
desfasaje y con escalas temporales similares, siendo posible que evolucionen de forma
casi concertada.



En las siguientes secciones, presentamos las caracteristicas especificas del modelo
implementado (Seccidn 2), mostramos los resultados de multiples experimentos
realizados para evaluar los efectos locales y globales del desarrollo de un brote
epidémico (Seccion 3), y discutimos los resultados obtenidos y las perspectivas de
desarrollo del trabajo (Seccién 4). Anadimos varios anexos con informacién
complementaria sobre los procedimientos implementados y los resultados obtenidos en
la Seccidn 5.



2. Desarrollo del modelo

2.1- Representacion de los procesos biologicos relevantes

En este modelo compartimental, consideramos la coexistencia de humanos con una
segunda especie animal, que oficia de vector de transmision de la enfermedad
infecciosa. Las poblaciones coexistentes de ambas especies se distribuyen en regiones
discretas del espacio donde ocurren los procesos bioldgicos relevantes, y entre las cuales
es posible el intercambio de individuos de ambas especies, lo que constituye un flujo
bidireccional de individuos.

La interaccidn infectiva entre el humano y vector es necesaria para la dispersién de la
enfermedad infecciosa, puesto que no son considerados posibles los contagios entre
individuos de la misma especie. De esta forma, la interacciéon entre humanos sanos y
vectores infecciosos genera nuevos humanos infecciosos, mientras que la interaccion
entre humanos infecciosos y vectores sanos genera contagios en la poblacién de estos
ultimos. Las tasas correspondientes a tales procesos de contagio son caracterizadas por
parametros diferentes [ y y, respectivamente. Otras interacciones son consideradas
epidemiolégicamente neutras.

Por otro lado, los humanos infecciosos son capaces de recuperarse, de forma que el
modelo incluird también el proceso de recuperacion de tales individuos, adquiriendo la
condicion de recuperados (individuos sanos que habiendo atravesado la enfermedad no
pueden ser contagiados nuevamente). La tasa de recuperacién es caracterizada por el
parametro p. En cambio, los individuos infecciosos de la especie vector son considerados
incapaces de recuperarse (en muchos casos, estas enfermedades no afectan a la especie
vector, de forma que ser infecciosos no modifica su salud general).

Asi, los humanos puedan estar en los compartimentos susceptibles, infecciosos o
recuperados, mientras que el vector solamente puede ser susceptible o infeccioso, esto
determina que se trate de un modelo compartimental tipo SIR (susceptibles, infectados?!
y recuperados) para el humano y tipo Sl (susceptibles e infectados) para el vector (Brauer,
2017).

En muchos casos, los procesos poblacionales en humanos ocurren en una escala de
tiempo mayor a la que implica el desarrollo de un brote epidémico, de forma que
procesos como nacimientos y muertes pueden ser omitidos, como es el caso de este
modelo, sin pérdida de realismo.

Un esquema de los compartimentos y los procesos considerados en humanos se
presenta en la figura 2.1a.

1 En este texto, infeccioso e infectado son usados como sinénimos por comodidad, aunque
estrictamente, el término infectado refiere al individuo que adquiere una enfermedad transmisible, con
o sin capacidad de transmitirla, mientras que infeccioso es el individuo que es capaz de transmitir la
enfermedad.



En cambio, el ciclo de vida de los vectores de transmision suele tener una duracion
comparable a la de un potencial brote epidémico, por lo que en este modelo
consideramos los nacimientos y muertes en estas poblaciones. La modelizacién de estos
procesos se establece bajo suposicion de estado estacionario del tamafio de la poblacién
de vector, de forma que la tasa de nacimiento y muerte seran iguales en todo momento,
caracterizadas por el parametro u. Individuos sanos e infecciosos de la poblacion de
vector mueren con la misma tasa intrinseca. Ambos compartimentos también dejan
descendencia de forma proporcional a su nimero, pero los individuos nuevos se integran
al compartimento de los susceptibles, puesto que, aunque estd documentada, la
transmisién vertical de las enfermedades que inspiran este modelo es sumamente
infrecuente y su importancia epidemioldgica estda todavia en discusidon (Gutiérrez-
Bugallo, 2017). Puede verse un esquema de los procesos considerados en la poblacidon
del vector en la figura 2.1b.

A

H U U

Figura 2.1- Esquema de transiciones e interacciones para cada especie, consideradas para el modelo. A)
Esquema compartimental para el humano, se representa la infeccion mediada por el vector infectado, y la
recuperacion. B) Esquema compartimental para el vector, se representa la infeccién mediada por el
humano infectado, y los procesos de muerte (flechas llenas) y nacimiento (flechas vacias).

Como ya se adelantd, las poblaciones de humano y vector de transmisién coexisten en
numerosos centros poblados discretos. Estos centros poblados constituyen una red
bicapa (una capa para cada especie). La vecindad de cada centro poblado (vértices de la
red) no es necesariamente igual en cada capa, debido a que la estructura de la red es
diferente para cada especie (esto se desarrolla en la siguiente subseccién). Debido a que
es objetivo de este trabajo evaluar el efecto del desplazamiento de individuos en la
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dispersion de una enfermedad infecciosa, establecimos un intercambio de individuos de
una especie entre cada par de vértices vecinos en la capa correspondiente. Asi, el
intercambio entre los vértices i y j se establece a partir de un flujo de individuos que
parten del vértice i y llegan al vértice j, y de un flujo en sentido contrario a este, pero de
igual magnitud. Considerando ambos flujos, se tiene que el flujo neto de individuos entre
vértices es nulo, de manera que el desplazamiento de individuos no cambia el tamano
poblacional de ningln vértice, cumpliéndose asi la condicién de estado estacionario para
cada uno de ellos.

2.2- Representacion del espacio

Dado que se trata de dos especies animales que, por su desigual capacidad de dispersion,
perciben el espacio de forma distinta, este es representado por una red bicapa de
vértices distribuidos en el plano, en la que cada capa corresponde a una de las especies
involucradas. Tal construccion de la red permite modelar de forma distinta la vecindad
entre los centros poblados (vértices de la red) para cada especie.

Tomamos vértices ordenados sobre el plano de forma regular en un rectangulo formado
por n filas y m columnas de vértices, de forma que en total hay w = n x m vértices en la
red. En general, trabajamos con n =m.

2.2.1- Red regular para el vector

La capa utilizada para modelar la dispersion del vector se construye asumiendo que su
dispersion en general ocurre por medios propios y no por la accién secundaria de otro
elemento, como podria ser otra especie, incluido el humano. Esto impone restricciones
a la movilidad de los organismos, por lo cual se establece en el modelo que el vector
solamente puede moverse de un vértice a otro que esté suficientemente cerca,
determinando asi que las conexiones sean solamente locales: cada vértice se conecta
con una arista a algunos de los vecinos que estdn a menor distancia euclidea. Aquellos
vértices ubicados en las esquinas del rectangulo de vértices, tienen aristas con los tres
vértices mas cercanos. Los vértices ubicados en un lado del rectangulo tienen aristas con
los cinco vértices mas cercanos. Finalmente, los vértices que no estan en el perimetro
del rectangulo, tienen aristas con los 8 vértices mas cercanos. Esto puede verse con mas
claridad en la figura 2.2a.

Esta forma de conexidn entre los vértices de la capa correspondiente al vector da lugar
a la topologia general de la capa. Tal estructura de conexién y arreglo de los vértices se
conoce como el ‘grafo del Rey’, puesto que representa los movimientos posibles de la
pieza Rey en el ajedrez.

Este arreglo poco realista, es introducido como una aproximacion general, sobre la cual
hacer desarrollos mas apropiados posteriormente.

11



111111111111

d del modelo. (0) Vértices, (=) aristas. A) Red regular

, B) Red con reconexiones para

Q

capas que forman lar

w

gran

el humano (algoritmo
mantienen una

p
vértices

general

que en

%)
1]
O
e.m
S n o
© 9 >
] S
RN
eE=zS
b ~
c =
© o0
U%w,
) ~
- 7 Q
o -
s N©
+ o N
(8]
O U0 a
> 0 o
dﬁ_%
© n ©
—
c £ 9
o O »
wn =0
een
© w
So .
o ‘©
_n
ec
$ c o
c 9O 5
© X ©
[Cle]
o .
ST
Lo
v 5
© O

12



2.2.2- Red para el humano

La capa correspondiente al humano incluye algunas caracteristicas propias, que se
introducen para modelar la complejidad de la movilidad humana. Asi, surgen dos
escenarios distintos en los que realizamos experimentos y andlisis independientes:

1- Conexiones de largo alcance en la capa del humano
2- Jerarquia entre vértices para la capa del humano

2.2.2.1- Red con conexiones de largo alcance

Aunque el ser humano frecuentemente se desplaza a lugares cercanos en busca de
recursos, es capaz de efectuar largos desplazamientos a lugares que estdan mas alld de su
vecindad mds préxima. Estos desplazamientos entre ciudades o pueblos que se
encuentran alejados en el espacio, algunas veces pueden completarse mediante
desplazamientos cortos entre localidades intermedias. Sin embargo, muchos
desplazamientos de largo alcance son directos, por lo que no involucran pasos
intermedios y no pueden considerarse como la suma de desplazamientos mas cortos.
Por tanto, son necesarias aristas nuevas en la red que incorporen este patron de
movilidad, mas alla de aquellas aristas locales que conectan los vértices mas cercanos.

Asi, a partir de unared regular como la elaborada para el vector, se generan reconexiones
implementando el algoritmo que Watts y Strogatz utilizaron para conseguir redes small-
world en su trabajo de 1998, con una probabilidad de recableado p = 0,01. La eleccidn
de este valor de p se explica en la subseccién 5.1. Un ejemplo de la topologia lograda
por este procedimiento se muestra en la figura 2.2b.

2.2.2.2- Red con jerarquia entre los centros poblados

Otras caracteristicas de la movilidad humana entre centros poblados no son bien
recogidas por la estructura regular con conexiones de largo alcance, puesto que cada
vértice mantiene un grado muy similar al promedio, mientras que, en las redes reales de
centros poblados, algunos de ellos concentran una porcidn significativa del flujo total de
la red.

Para representar la presencia de centros con tales caracteristicas, utilizamos un grafo
jerdrquico, construido segun el algoritmo de Ravasz y Barabasi (2003). La utilizacion de
un grafo jerdrquico nos permite la existencia de unos pocos vértices de grado muy
superior al promedio, de forma que estos estdn muy conectados, y por tanto
directamente comunicados, con un gran numero de vértices en la capa del humano.

El algoritmo de Ravasz-Barabasi para la generacidn de grafos jerarquicos es determinista
e iterativo. Se inicia con un grafo de n vértices totalmente conectados. Usualmente n es
pequefio. Uno de los vértices del grafo es definido arbitrariamente como el vértice
central del mismo, siendo los demads, vértices exteriores. El vértice central estd
conectado a todos los vértices exteriores. El siguiente paso implica la generacién de n —
1 grafos iguales al antes descrito. Este paso finaliza conectando los vértices exteriores de
los grupos nuevos al vértice central del grupo original. Al finalizar el paso, el vértice
central del grafo original mantiene su condicién de vértice central en el nuevo grafo, y
sugrado paséde k=n-1ak=n(n-1). Porotro lado, aquellos vértices exteriores que
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recibieron aristas nuevas, son definidos como los vértices exteriores en el nuevo grafo.
El resultado del primer paso es un grafo con n? vértices. El procedimiento se repite
nuevamente, generando n — 1 grafos iguales al obtenido en el paso anterior, y generando
aristas nuevas entre los vértices exteriores de los nuevos grafos con el vértice central del
grafo obtenido en el paso anterior. El resultado de esto es un grafo de n? vértices, y un
vértice central con grado k = (n — 1)(n° — n + 1). Puede verse facilmente que el j-ésimo
paso resulta en un grafo con n/ vértices. Una representacién de los pasos en la
construccion del grafo jerarquico puede verse en la figura 2.3.

j=1

Figura 2.3- Resultado de cada paso en el algoritmo de Ravasz-Barabasi (2003) para la construccion de un
grafo jerarquico. En este caso, n = 5 vértices (tamafio del grafo inicial), y se muestran j = 3 pasos del
algoritmo.

El grafo jerarquico construido hasta aqui, carece de cualquier informacion sobre la
posicion de sus vértices en el plano. Para dotarlo de estructura local y espacialidad,
realizamos dos pasos:

1- Obtenemos la unién entre el grafo jerarquico generado y un grafo de conexiones
locales (grafo del rey).

2- Dado que el algoritmo de generacién de un grafo jerarquico es determinista y el
grafo de conexiones locales es regular localmente, procedemos al reetiguetado
aleatorio de los vértices del grafo jerarquico, de forma que se puedan obtener
realizaciones sobre grafos con similares propiedades, pero distintos en su
estructura especifica.

Para este trabajo construimos el grafo jerarquico con n = 5 y se implementan 3
iteraciones del algoritmo, de forma que el grafo jerdrquico obtenido tiene 53 = 125
vértices. Por otro lado, el grafo de cada capa tiene forma rectangular de lados iguales.
Asi, se une el grafo jerdrquico a un grafo regular de 12 columnas y 12 filas, por lo cual se
tienen 144 vértices. Se tiene entonces, que 19 vértices del grafo final no reciben aristas
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provenientes del grafo jerdrquico durante la unidon de grafos. Igualmente, el
procedimiento de unién de grafos permite asegurar la existencia de vértices de alta
conectividad. Un ejemplo de los grafos obtenidos con este procedimiento se muestra en
la figura 2.4.

Figura 2.4- Realizacion del grafo con jerarquia entre los vértices donde se muestra la espacialidad de los
vértices (la posicion de los vértices en el diagrama es la posicion relativa de estos en el plano). Se distingue
el vértice principal asignado a la derecha del grafo.

Debido al reetiquetado y la unién de grafos, es posible que algunos vértices tengan un
grado diferente en cada realizacidn. Esto se explica debido a que un vértice de gado k en
el grafo jerarquico, luego del reetiquetado aleatorio, sera asignado con diferente
probabilidad a un vértice con 3, 5 u 8 aristas del gafo regular, de forma que su grado
después de la union de grafos puede ser k + 3, k + 5y k + 8. De igual forma, es posible,
por el reetiquetado aleatorio, que dos vértices sean vecinos en ambos grafos, de manera
gue el resultado de la unidn implica que el grado de estos vértices sea menor al esperado
si las vecindades de cada vértice tuviesen interseccidén nula entre grafos. Por ejemplo, el
vértice principal del grafo jerarquico (el de mayor grado), tiene k = 84 aristas, y luego de
la unién con el grafo regular puede tener una vecindad de entre 84 y 92 vértices. Un
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analisis de la distribucion de probabilidad de grado del vértice principal se muestra en la
subseccioén 5.2.
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Figura 2.5- Distribucion de grado para una realizacion del grafo con jerarquia entre vértices (capa
correspondiente al humano), obtenido tras reetiquetado y unidn, segun el procedimiento indicado en el
apartado 2.2.2.2. El numero final de vértices es 144. A) Grafico directo de frecuencia en funcién del grado.
B) Gréfico log-log de la frecuencia en funcién del grado de los vértices del grafo.

El grafo resultante del reetiquetado y la unién sera diferente en cada realizacidn,
manteniendo propiedades generales. En todos los casos, el grafo obtenido presenta una
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distribucién en el grado de los vértices, mostrando unos pocos vértices de alto grado. La
distribucién obtenida difiere de la distribucién de grados que sigue una ley de potencia,
caracteristica de los grafos jerdrquicos de Ravasz y Barabasi, pero ain mantiene las
caracteristicas que nos interesan, como la presencia de vértices con mucho mayor grado
qgue el promedio. La distribucidn de grados de un ejemplo de grafo obtenido con este
procedimiento se muestra en la figura 2.5.

2.2.3 Estructura bicapa de la red

Una vez definida la estructura de conexiones de cada capa, como se indicé en las
secciones 2.2.1y 2.2.2, |la bicapa se constituye permitiendo interactuar a cada poblacién
humana y de vector que habitan el mismo lugar. Un esquema de esta estructura se tiene
en la figura 2.6, en la que la capa azul, correspondiente al vector, estd constituida por las
poblaciones de este (vértices) y los intercambios entre ellas (aristas intracapa).
Analogamente, la capa verde representa a las poblaciones humanas y sus intercambios.
Dado que, en nuestro modelo, cada poblacién humana cohabita un centro poblado con
una poblacion de vector, son necesarias w aristas intercapa (aristas grises en la figura
2.6), que conecten cada poblacion humana con aquella poblacién de vector con la que
cohabita, indicando las interacciones infectivas entre especies, como fueron descritas en
la subseccion 2.1.

Figura 2.6- Esquema de la estructura de la red bicapa. En la capa superior (azul), se representan las
poblaciones de vector y sus intercambios, mientras que en la capa inferior (verde), se representan las
poblaciones humanasy sus intercambios. Las aristas intercapa (grises), representan la interaccidn infectiva
entre las poblaciones de ambas especies.

2.3- Asignacion del tamano de las poblaciones de humano y
vector en cada centro poblado

Los atributos que reciben los vértices de la red una vez esta se conforma, e.g. grado, no
son suficientes para el estudio y la simulacién del sistema dindmico que se presenta en

este trabajo, de forma que es necesario dotar a los vértices de un tamaio poblacional
especifico en cada uno y para cada especie.
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Denominamos N; al nimero de humanos en el i-ésimo vértice de la red. De forma
analoga, Vi es el nimero de individuos de la especie transmisora de la enfermedad. A
escala local se cumple en todo momento que:

Ni=Si+Ii+Ri 2.1
Vi =Vs, +V, 2.2

Y a escala global se cumple:

N, = Z N, 23
i

v, = Z v, 2.4
i

Donde Nry Vrson el nimero de individuos totales de cada especie en la red (humanos
y vector de transmision, respectivamente).

2.3.1- Modelo con la red con conexiones de largo alcance para el humano

En la red obtenida a partir de reconexiones aleatorias en la capa del humano, los vértices
son muy parecidos en sus atributos, esto es, ninguno se aleja demasiado del promedio,
por lo que decidimos establecer aleatoriamente las poblaciones en los vértices de la red,
sin ninguna distincidn entre los mismos. Para ello, utilizamos una ley de Zipf para atribuir
la poblacién de humanos en cada vértice, que establece una relacién de tipo potencia
entre el niumero de individuos (N) y la probabilidad de que un centro poblado dado
presente tal tamafio poblacional (P(N)):

P(N) =aN~" 2.5

Aqui a y b son numeros positivos. Aunque el signo negativo en el exponente implica que
las ciudades muy pobladas son menos frecuentes que las menos pobladas, este tipo de
distribucién admite la existencia de ciudades con un gran nimero de pobladores.

Aunque la ley de Zipf para el nimero de habitantes de las ciudades no es universal, ha
sido validada estadisticamente en numerosos casos. Las diferencias entre unos y otros
casos parecen estar relacionadas fundamentalmente con el balance entra las fuerzas que
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estructuran las poblaciones en los diferentes paises, tales como gasto publico y acceso a
derechos civiles (Soo, 2005).

Esta distribucién de tamafios poblacionales es de implementacién sencilla e introduce
heterogeneidad realista al modelo.

Después de establecer un intervalo para el nUmero de individuos en los centros poblados
(entre 10.000 y 150.000 humanos), establecimos b = 2,52, y a de forma que, en
promedio, los centros poblados tengan 50.000 habitantes (a = 1.526.272).

Por otro lado, para el vector, establecimos un tamafio poblacional en cada vértice
dependiente del tamafio de la poblacién humana. En numerosos casos, la presencia del
humano no resulta neutra para el vector, pudiendo generar los espacios para su
reproduccion o sirviéndole como fuente de alimento. Un ejemplo son las enfermedades
transmitidas por el mosquito Aedes aegypti, dado que las posibilidades de reproduccion
de este insecto dependen de la actividad humana. En otros casos, el vector podria ser
repelido de los centros urbanos por lo diferente que estos son de su habitat natural. Por
esta razén modelamos el tamano poblacional del vector de la forma:

V; = qN; 2.6

donde g escala la relacion entre el numero de individuos de ambas especies, y el
exponente r controla la naturaleza de la relacién entre las poblaciones. Cuando r = 0
ambos tamafios poblacionales son independientes. Cuando r < 0 el vector es repelido
por el humano, y cuanto mayor sea la densidad de humanos menos frecuente sera
observar el vector. Finalmente, cuando r > 0 el humano sera un atractor del vector. En
particular, para nuestros experimentos utilizamos r = 1.

El parametro g establece el numero de individuos de la poblacién de vector cuando N; =
1. Establecimos g para que en promedio la poblacién de vector fuese de 100.000
individuos en cada vértice.

Antes de comenzar las simulaciones las poblaciones de humano y vector en todos los
vértices estan constituidas solo por individuos susceptibles. Para iniciar un brote
epidémico cambiamos 1.000 humanos susceptibles por humanos infectados en un
vértice escogido aleatoriamente.

2.3.2- Modelo con la red jerarquica para la capa del humano

En el caso de las redes construidas a partir de un grafo jerarquico para el humano, existe
gran variabilidad en el grado de los vértices de la capa del humano. En correlacién con
este hecho, distribuimos el nimero de humanos en cada centro poblado en proporcién
directa con su grado, segln la ecuacién 2.7:

2 Este parametro ha sido reportado empiricamente como cercano a 1 en general (Soo, 2005), pero
algunas observaciones relevan valores mas altos en algunos casos (Newman, 2005).
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N =€k 2.7

donde € es una constante de proporcionalidad entre el grado de un vértice y el nimero
de humanos.

Asi obtuvimos una distribucion de tamafios poblacionales heterogénea, con abundancia
de centros poblados de tamafio pequefio, y unos pocos centros de gran tamafio
poblacional. Establecimos el valor de € para que los centros poblados tengan en
promedio 50.000 humanos.

Por otro lado, al igual que en el modelo de las redes con reconexiones para el humano,
establecimos que el nimero de individuos del vector en cada vértice fuera directamente
proporcional al niumero de humanos presentes en ese centro poblado (ecuacion 2.6),
con 100.000 individuos en promedio.

2.4- Flujo de individuos entre centros poblados vecinos

La propagacién de la enfermedad en la red ocurrira gracias al intercambio de individuos
de ambas especies entre centros poblados vecinos.

Tanto en las redes construidas con reconexiones para la capa del humano, como en
aquellas construidas a partir de un grafo jeradrquico, el modelo de intercambio de
individuos entre centros poblados vecinos es el mismo, basado en el modelo de
propagacion geografica de Longini (1988).

Dados dos centros poblados, el intercambio de individuos de una de las especies,
cualquiera sea, ocurre si comparten una arista en la capa correspondiente. Cuando dos
centros poblados (j y k) comparten una arista entre si, asumimos un flujo de individuos
@jk (en unidades de individuos por dia) que sera constante en el tiempo y tendra el
mismo valor tanto en un sentido como en el otro (@jk = @xj). De esta forma, el nimero de
individuos de ambas especies en los centros poblados permanece estacionario. Cuando
dos centros poblados no comparten una arista, el flujo de individuos entre ellos sera
nulo (@j = 0). Los flujos de individuos de ambas especies, entre dos centros poblados
son independientes, por lo que puede haber intercambio de individuos de una especie
y no de la otra.

Ademas, por practicidad operacional y analitica, asumimos que la enfermedad no afecta
la movilidad de los individuos, por lo que tanto humanos susceptibles, infectados y
recuperados, tendran la misma movilidad. Esta asuncién puede ser problematica cuando
se quiera modelar enfermedades infecciosas que generan cuadros en los que los
infectados restringen su movilidad. De forma similar a lo modelado para el humano,
tanto el vector susceptible como el infeccioso presentaran la misma capacidad de
dispersion, sin pérdida de realismo.

Para modelar el flujo de individuos entre dos vértices vecinos utilizamos una ley de tipo
gravitacional. Los modelos gravitacionales de movilidad son una forma util y sencilla de
representar el desplazamiento de individuos y reciben ese nombre por la similitud de su
formulacion con la ley de gravitaciéon universal de Newton (Rodrigue, 2020).
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En su formulacion mas general, el flujo de individuos sera una funcién del producto de
algun atributo relevante de las localidades involucradas, penalizando el esfuerzo
requerido para el desplazamiento necesario entre ellas.

En general:

aXSXxe
j Ak
Pjx = —— 2.8
jk

donde a es un parametro de dispersion/movilidad correspondiente a la especie, Xies la
magnitud del atributo considerado en la j-ésima localidad y d es la magnitud asociada al
esfuerzo del desplazamiento. Ademas, aparecen los exponentes §, € y g que caracterizan
la relacion no lineal entre estas variables y el flujo (Rodrigue, 2020).

Para nuestro modelo tomamos X; como el tamafo poblacional del i-ésimo centro
poblado, dj a la distancia euclidea entre los centros poblados jyk, § =e =1y o = 2.
De esta forma, el flujo entre dos vértices es proporcional al producto de los tamafios
poblacionales de los vértices involucrados, e inversamente proporcional al cuadrado de
la distancia euclidea entre ellos:

h ahIVij
ik
a, ViV,
=" u 2.10
ik

Los indices h y v indican la especie correspondiente (humano y vector de transmision
respectivamente), y son superindices o subindices segln cada caso.

Los pardmetros ay y oy controlan la intensidad del flujo promedio de su correspondiente
capa, y su manipulacién nos va a permitir cambiar el régimen general de movilidad de
cada especie. De esta forma, cuando queramos tener alto o bajo intercambio de
individuos entre los vértices en una capa (movilidad), los flujos seran establecidos con
un alto o bajo valor numérico del a correspondiente.

El flujo de individuos que van del vértice j al vértice k estd compuesto por miembros de
todos los compartimentos epidemioldgicos (S, I, R), con la misma fraccién con que estan
presentes en la poblacién del vértice de partida (j) en el tiempo t.

Con todo lo anterior, construimos el siguiente sistema dindmico de ecuaciones
diferenciales para la variacidn de las poblacionales en cada nodo:
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k=w
dSJ' . h
—_— —ﬁSlej + Z goijk/Nk /N Z (pjk
d
= pS;iVi;— pl; + Z @i /Ny — Ij/N; z @
dR; = N " n
E:p&‘FE@ijk/Nk—Rj/MZQOJR 2.11
k=1 k=1
dVs; o v
Tt = uV; — uVs; — yVs;I; + Z ©ix Vsi/Vie — Vs;/V; Z
=1 k=1
dvi; S = .
WZYVSJI}_”VU—FZ ©jx Vir/Vie — Vi /V; Z Pk
k=1

A partir de las ecuaciones de conservacion 2.1y 2.2, este sistema de cinco ecuaciones
diferenciales se puede simplificar a uno de tres ecuaciones diferenciales y dos
ecuaciones de conservacion:

ds; = =
dt ,85 VEJ. Z goJkSk/Nk S / Z

d k=w =w
5. _ - h h
ar BSiVi; — pl; + Z Oix k/Nk —Li/N; ) ojx
k=1 k=1
Ri=N,—S;— [ 2.12
k=w k=w

dVi;
d——y(V Vii)l; — uVi; + Z%RV%/VR Vi;/ J-Zgavk

VSJ' = ‘G —Vifj

Este sistema de ecuaciones corresponde a las variables del j-ésimo vértice, por tanto,
dado que el sistema de estudio tiene w vértices, el sistema completo estd compuesto
por 3w ecuaciones diferenciales.

Un resumen de las variables y los parametros involucrados en el modelo se presentan
en la tabla 2.1.
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Tabla 2.1- Resumen de variables del modelo y pardmetros del modelo.

S

Vs

Vi

Numero de humanos susceptibles

Numero de humanos infectados

Numero de humanos recuperados

Numero de individuos susceptibles en la poblacién de vector

Numero de individuos infectados en la poblacién de vector

=

=

djk

Tamafio poblacional del humano en el j-ésimo vértice (N; = S; + [; +
R)

Tamafio poblacional del vector en el j-ésimo vértice (V} = Vsj + V,j)
Tasa intrinseca de contagio de vector a humano

Tasa intrinseca de contagio de humano a vector

Tasa intrinseca de recuperacién del humano

Tasa de reemplazo (natalidad y mortalidad) del vector

Flujo de humanos entre el j-ésimo y el k-ésimo vértice

Flujo de individuos del vector entre el j-ésimo y el k-ésimo vértice
Movilidad del humano

Movilidad del vector

Distancia euclidea entre el j-ésimo y el k-ésimo vértice

Para la integracién numeérica del modelo en las simulaciones se utilizé el método Runge-

Kutta de cuarto orden, construido de forma adaptativa al tamano de la red. El caracter

iterativo de método Runge-Kutta requiere la realizacién de numerosos célculos

elementales para resolver el curso temporal de cada una de las variables de nuestro

modelo, de forma que el cémputo necesario puede requerir mucho tiempo. Para lograr

23



reducir el tiempo de cOmputo implementamos un algoritmo que se describe
detalladamente en la subseccion 5.3.

Realizamos las simulaciones en Matlab 2013b, y una versién simplificada del cédigo
utilizado se muestra en la subseccion 5.4.

2.5- Umbral epidémico para el modelo sin espacialidad

Si consideramos la dindmica de las poblaciones individuales en condiciones de no
movilidad, es decir, sin intercambio de individuos, es posible establecer un umbral
epidemioldgico en funcidn de los parametros del sistema y el tamafio poblacional de
cada especie.

El modelo sin espacialidad tiene la forma:

as SV

A psv, - pi

dt_ﬁ i~ P

av, 2.13
——=y(V =WI—-puy;

dt
R=N-S-1
V, =V —Vi

Para definir la condicién de umbral epidemiolégico, vamos a servirnos de la magnitud
Ry, definida como el numero infecciones secundarias que genera un unico infectado en
una poblacidn constituida Unicamente por susceptibles, en el tiempo total que este
permanece enfermo (Anderson y May, 1992). En nuestro caso, un humano infectado
generara individuos infectados en la poblacién de vector, para que luego estos infecten

a otros humanos.

Un humano infectado permanece infectado en promedio, un tiempo igual a 1/p, y en

una poblacién de vector totalmente susceptibles (V; = V), infectara V; individuos de la
especie vector.

Cada individuo infectado de la poblacion de vector tiene una esperanza de vida
. . . - N
promedioiguala 1/u, por lo que durante su tiempo de vida podrd infectar a BT humanos,

de una poblacion plenamente susceptible (S = N).

Asi, el nUmero esperado de infecciones secundarias es
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R, = 2V 2.14

up
y la condicién de umbral epidemioldgico para la version sin espacialidad de nuestro
modelo es

BYNV 1. 2.15
up

La diferencia en el comportamiento del sistema, en funcion del R, puede verse en el
curso temporal del nimero de infectados (segun el modelo sin espacialidad) en la figura
2.7.

Ry <1

1 1 1 1 1 1 1
a 20 40 G0 an 100 120
Tiempo

Figura 2.7- /(t) en el modelo sin espacialidad, para tres valores distintos de R,. En todas las realizaciones,
1(0)=1,8=75x107% p=1/3, y=9%x107% u=8x10"%, V = 10.000, mientras que N vale
3900 (R, < 1),3954,8 (R, = 1),y 3980 (R, > 1).

En la figura 2.7 pueden verse algunos aspectos interesantes del umbral epidemioldgico
de nuestro modelo:

1- Por la forma habitual en la que realizamos las simulaciones, iniciando con un
pequefio nimero de humanos infectados en una poblacién humana totalmente
susceptible, al igual que la poblacién de vector, el nimero de infectados siempre
inicia con pendiente negativa.

2- Cuando R, < 1, el brote epidémico no ocurre y el nimero de infectados decrece
mondtonamente y el sistema se dirige al estado estacionario con ausencia de
infectados.
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3- Cuando R, > 1, el numero de infectados experimenta un minimo local y una
posterior fase de crecimiento que lo lleva un maximo local. Para valores de R,
un poco mayores a 1, este maximo local de / sera menor a su valor inicial, por lo
que no serd el maximo absoluto de /(t), lo que denominamos I, ;-

La forma particular en la que el sistema cambia su comportamiento en funcién del valor
de R, puede verse en la figura 2.8. Alli se muestra la maxima fraccién de infectados
respecto al total de individuos de la poblacidn (i,nax = Lnax/N), en funcién de R,.
Puede verse que a medida que R crece, i,,,, S€ mantiene muy bajo, correspondiente
al valor inicial de infectados, hasta que R, alcanza un valor algo mayor a 1, a partir del
cual i,,4, crece con R, correspondiente al maximo que se tiene al final de la fase de
crecimiento del niumero de infectados.
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Figura 2.8- Maxima fraccién de infectados (i), en funcién de R, . En cada realizacién, § = 7,5 x 107°,
p=1/3,y=9%x10"% u=8x 1071, V = 10.000, mientras que N toma valores en el intervalo entre
3.160 y 4.740.

Otra magnitud que muestra el cambio cualitativo en el comportamiento del sistema es

la fraccion de individuos que atraviesa la enfermedad una vez el brote epidémico se
detiene, o sea, cuando el tiempo tiende a infinito3 (1, = Ry /N).

En la figura 2.9 se muestra 7, en funcion de R,. Alli se puede ver una transicién mas
suave que la que ocurre en la figura 2.8 para i,,4,, pero el cambio en la tendencia se
observa muy cerca de R, = 1.

3 Aproximamos 1, para tiempo suficientemente grande en el que I(t) = 0.
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Figura 2.9- 7, en funcién de R,. En cadacaso, = 7,5%x107%, p=8/3,y =9x 107%, u=8x 1071,
V' = 10.000, y N toma valores en el intervalo entre 3.160 y 4.740 para variar R,,.

En nuestros experimentos, trabajamos siempre en situacion que todos los centros
poblados estén en condiciones de desarrollar un brote epidémico, o sea, con R, > 1 en
todos los vértices.
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3. Resultados

El conjunto de los experimentos de simulacidn que realizamos puede clasificarse en
dos categorias principales, diferenciadas por su enfoque y objetivos. Una de estas
categorias abarca experimentos centrados en la observacidn y el andlisis de la
dinamica local de la red. Aqui, el interés radica en examinar las variables relevantes
para cada nodo de forma independiente. Este enfoque permite identificar patrones y
comportamientos especificos que pueden pasar desapercibidos al analizar la red en su
conjunto, proporcionando una vision mas detallada de como la epidemia se desarrolla
y propaga a nivel local.

En contraste, la segunda categoria de experimentos se enfoca en el estudio de la
dinamica global de la red. En estos experimentos, la atencién se dirige hacia la
evolucién simultanea de los distintos compartimentos epidemiolégicos que componen
el modelo, distribuidos a lo largo de los nodos de la red. Se busca comprender el
comportamiento colectivo de la epidemia, considerando variables agregadas tales
como el niumero total de individuos susceptibles, infectados y recuperados, tanto en la
poblacién humana como en la del vector.

Estas dos escalas de observacion y su interrelacion dirigen el tipo de experimentos que
realizamos y por lo tanto, los resultados que presentamos a lo largo de esta seccién.

La intensidad de un brote epidémico puede medirse tomando el nimero méaximo de
individuos infectados (/max). Dado que los sistemas de salud disponen de recursos finitos
para cuidado y tratamiento de los individuos enfermos, esta variable determinara el
esfuerzo maximo que deberd realizarse para gestionar el problema sanitario que implica
el brote epidémico. Esta magnitud puede ser medida localmente (para cada vértice), o
globalmente (para la red completa). Se trata de una medida relativamente sencilla de
obtener en la practica en brotes epidémicos reales, puesto que puede estimarse con
mayor o menor precisidn a partir de otras variables, como el nimero de diagndsticos
diarios, el numero de internados, etc.

Igualmente, es Util para nosotros trabajar con la versidn normalizada de Imax, €sto es, la
maxima fraccidon de los individuos que estan infectados a la vez (imax = Imax/N). Esta
variable nos permite estudiar la dependencia de Imqx con el tamafio poblacional, y
también, tener una idea de la intensidad relativa del brote epidémico en cada centro
poblado.

Ademas, la escala temporal del brote epidémico, en términos coloquiales, lo temprano
o tardio del desarrollo de un brote en un centro poblado, puede estimarse considerando
el momento en el que se alcanza el nimero maximo de infectados (Timax).
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Este momento depende de la llegada de individuos infectados (de cualquier especie), y
de la dindmica propia del brote en el centro poblado. En otros términos, esta variable
depende de la ubicacién del centro poblado en la red, relativa al lugar donde ocurre el
inicio del brote epidémico, y de la dinamica intrinseca del brote dentro del centro
poblado dependiente de los pardmetros de contagio y recuperacién. Por estar tan
relacionada con Imax, la estimacion de Timex €s también posible en el caso de brotes
epidémicos reales.

Aun cuando un brote epidémico podria ser muy intenso en una poblacién, alcanzando
rdpidamente un gran numero de infectados, este puede extinguirse rapidamente,
involucrando una fraccidn relativamente pequefia de la poblacién total. En cambio, un
brote epidémico con caracteristicas diferentes, podria evolucionar lentamente vy, sin
llegar a un nimero alto de infectados en el mismo momento, alcanzar a un gran nimero
de individuos de la poblacidn.

Por la estructura de nuestro modelo, todos los humanos que adquieren la enfermedad,
eventualmente abandonan el compartimento de los infectados y pasan al
compartimento de los recuperados (en el caso del vector, todos los infectados son
sustituidos por susceptibles). Cuando el brote epidémico llega a su fin y no hay contagios
nuevos, el total de los individuos que fueron alcanzados por la enfermedad se encuentra
en el compartimento de los removidos. De esta forma, el nimero final de humanos
removidos es una medida del alcance del brote epidémico.

Definimos R al niumero de recuperados cuando el nimero de humanos infectados se
reduce a cero (/ ~ 0), una vez el brote epidémico cesa. También es posible considerar
cuanto representa R- en el total de individuos disponibles en la poblacidn, asi definimos
r-- como la fraccién de recuperados cuando nimero de humanos infectados se reduce a
cero (re = Re/N).

Un resumen de las variables con las que seguimos y caracterizamos la evolucién de un
brote epidémico puede verse en la tabla 3.1.

Tabla 3.1- Resumen de las variables de interés para caracterizar la dinamica del proceso.

Variable Definiciéon

Imax Numero maximo de humanos infectados
imax Fraccidon maxima de humanos infectados (imax = Imax/N)
Timax Momento en el que se alcanza /max
Res Numero de recuperados una vez que se extingue el brote epidémico
leo Fraccidn de recuperados una vez que se extingue el brote epidémico
(reo = Reo/N)
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3.1- Red regular para el humano con conexiones de largo
alcance: efecto local de las conexiones de largo alcance

El antecedente directo de este trabajo es mi tesis de grado, titulada Dinamica espacial
en epidemias: Enfoque desde las redes complejas. En ella estudiamos la dindmica de la
propagacion de una enfermedad infecciosa transmitida por vector, en el contexto de una
red bicapa. En esta red bicapa, modelamos la capa correspondiente al humano como
una red regular de centros poblados a la que se le incorporaron conexiones de largo
alcance, como se describe en la subseccién 2.2.2.1. Si el lector lo desea, puede
interiorizarse en los principales resultados obtenidos en mi tesis de grado en la
subseccién 5.5.

Los resultados obtenidos para la red con conexiones de largo alcance indicaron que estas
no afectan la dindmica global (subseccién 5.5), por esta razon, para el trabajo de
maestria decidimos enfocarnos en sus efectos sobre la dindmica local. Si las conexiones
de largo alcance no generan efectos sobre los la dindmica general de la red completa, es
posible que generen efectos sobre la dindamica individual de los vértices entre los cuales
existen estas conexiones de largo alcance. Para evidenciar el efecto local de las
conexiones de largo alcance, realizamos réplicas de la propagacién de un brote
epidémico en una red con reconexiones para el humano. En cada réplica, consideramos
la fraccidn maxima de infectados que alcanza cada centro poblado (i,,4y), Y tomamos
aquellos que alcanzan los mayores valores (5y 10 % de los vértices con mayor i,,,,, de
entre 100 centros poblados). Buscamos la interseccidn entre dos sucesos: pertenecer al
conjunto de los vértices de mayor i, Y presentar conexiones de largo alcance.
Obtuvimos la fraccion de vértices de mayor i,,,, que ademads presentan conexiones de
largo alcance y la promediamos entre réplicas.

Tabla 3.2- Porcentaje de coincidencia entre los vértices de mayor i,g, = % con los vértices mas

poblados y aquellos que presentan conexiones de largo alcance (reconexiones). Cien réplicas. an = 10°, av
=10°, N =5.000.000, V = 1.000.000, u = 0,8, p=2/3,y=9,0x 10%, B=7,5x 10°.

Porcentaje de los vértices Coincidencia con los Coincidencia con los
€ON MAYOr ;4 vértices mas poblados vértices con reconexiones
(promedio * desvio (promedio * desvio
estandar) estandar)
5% 95,80 + 0,75 % 15,80 + 2,77 %
10 % 92,40 £+ 0,45 % 14,90 £ 1,06 %
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Por otro lado, buscando evidenciar el efecto de otros atributos de los centros poblados
sobre i,,4x, €n las mismas simulaciones buscamos la fraccion de veces que los vértices
de mayor i,,4, coinciden con los vértices de mayor tamafio poblacional. Los resultados
obtenidos para 100 réplicas se muestran en la tabla 3.2. Puede verse que el tamafo
poblacional es mucho mds determinante sobre la fraccién mdaxima de infectados, que la
presencia de conexiones de largo alcance. De hecho, la coincidencia de los centros
poblados con mayores i,,,, Y l0s vértices con conexiones de largo alcance no es muy
distinta de lo que esperariamos si ambos sucesos son independientes (p ~ 0,1368, para
redes grandes?).

3.2- Red jerarquica para la capa del humano

A partir de los analisis realizados en las redes con reconexiones como referencia,
realizamos simulaciones sobre las redes con estructura jerdrquica. Inicialmente,
buscamos evidenciar las caracteristicas locales del brote epidémico en distintas
situaciones de movilidad general para ambas especies. Para la caracterizacion del brote
nos valemos de las variables Imax, imax Y Timax, al igual que para las redes con conexiones
de largo alcance. Posteriormente, enfocamos el andlisis en las caracteristicas de la
evolucion global de la red, valiéndonos de Imax Y Timax global para toda la red.

3.2.1- Estudio de las caracteristicas locales del brote epidémico

3.2.1.1- Intensidad local del brote epidémico: emergencia maxima en cada vértice (/max
e imax)

Es central para nuestro analisis, considerar las caracteristicas locales de la evolucién del

brote epidémico, frente a las principales variables que estructuran nuestras redes: el
tamaiio de los vértices y la intensidad del intercambio entre estos en cada capa.

El intercambio entre centros poblados esta dado por la movilidad de los individuos y es
establecido cuando se fijan valores especificos de an y ay para las simulaciones. Es
posible establecer alta movilidad (as entre 10* y 107°) y baja movilidad (an entre 108 y

*Llamamos A al suceso “presentar una reconexion”, y B al suceso “ser parte de la fraccion f de
centros poblados con mayor imax”, la probabilidad P(A|B) = P(A n B)/P(B). En condiciones
de independencia entre los sucesos Ay B, se tiene P(A N B) = P(A)P(B), lo que conduce a
P(A|B) = P(A). Una red regular de 10 columnas y 10 filas de vértices original, tiene 684
aristas, que se reconectan con probabilidad 0,01 (segun el algoritmo de generacién de
conexiones de largo alcance), por lo que se esperan 6,84 aristas reconectadas. Si la red es
grande, la probabilidad de que un mismo vértice tenga mas de una reconexién es despreciable.
Contando dos vértices por cada arista reconectada, esperamos entonces 2*6,84 = 13,68
vértices involucrados en reconexiones, por lo que P(A4) ~ 0,1368, lo que equivale al 13,68 %.
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10714) para cada especie, de forma que las combinaciones establecen cuatro regimenes
de movilidad: régimen de alta movilidad (movilidad alta en ambas capas), régimen de
baja movilidad (movilidad baja en ambas capas), régimen mixto (I) (movilidad alta para
el humano y baja para el vector), y régimen mixto (ll) (movilidad baja para le humano y
alta para el vector).

Realizamos experimentos de propagacién de un brote epidémico en los distintos
regimenes de movilidad. Para cada régimen, realizamos 10 réplicas de brotes epidémicos
en redes con estructura jerarquica, pero con diferencias propias del reetiquetado
aleatorio, segun el algoritmo de generacidn del grafo jerarquico (subseccién 2.2.2.2). En
la Figura 3.1 se muestran los valores de Imax de los centros poblados en 10 réplicas, en
funcién de su tamano poblacional, para los cuatro regimenes.

De forma general, los resultados obtenidos muestran que, a mayor tamafio poblacional,
mayor es el nimero de infectados maximo en cada centro poblado, en cualquier régimen
de movilidad. Aunque este comportamiento cualitativo del sistema es independiente de
la movilidad general en la red, existen diferencias cuantitativas entre los diferentes
regimenes de movilidad, que involucran el intervalo de valores alcanzado por Imax €n
cada caso y la forma en la que esta variable escala con el nimero de individuos en cada
vértice. Mientras que, para el régimen de alta movilidad, el Imax de los centros poblados
aproximadamente varia entre 0 y 45.000 individuos, para el régimen de baja movilidad
puede verse que Imax toma valores en un intervalo mas amplio, entre 0 y 130.000
individuos, aproximadamente, de forma que el centro mas poblado, y también mas

conectado, experimenta una emergencia mucho mayor en el régimen de baja movilidad.

Por otro lado, los resultados de los regimenes mixtos muestran diferencias entre ellos y
similitudes con lo obtenido para los regimenes de alta y baja movilidad. Mientras el
régimen mixto (I) muestra resultados equivalentes al régimen de alta movilidad, tanto
por la escala de los valores de Imax obtenidos como por su relacidon con el nimero de
individuos, el régimen mixto (Il) se presenta equivalente al régimen de baja movilidad
en los mismos aspectos. El régimen de alta movilidad y el régimen mixto (I) tienen el
mismo an = 104, y difieren en a,. De manera similar, el régimen de alta movilidad y el
régimen mixto () tienen el mismo an = 108, y diferente ay. Asi, la intensidad local del
brote epidémico muestra estar gobernada por la movilidad en la capa del humano,
mientras que es practicamente independiente de la movilidad en la capa del vector. Un
cuadro comparativo entre los diferentes regimenes se presenta en la figura 3.3.
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Figura 3.1- Intensidad local de un brote epidémico en los cuatro regimenes de movilidad. Se muestra /max
de cada vértice de la red en funcién de su tamafio poblacional, en alta movilidad (an = av = 10), movilidad
mixta (1) (ar = 104, av = 10°8), movilidad mixta (ll) (a» = 108, av = 10*) y baja movilidad (an = av = 108). En
todos los casos diez réplicas, en cada réplica w = 144 vértices, Nt = 7,2x10°, V1 = 1,44x10° = 0,0000075,

p=2/3,y=0,0009, u=0,8.

Por otro lado, si se observa lo que pasa con imax (figura 3.2), en el régimen de alta

movilidad y en el régimen de movilidad mixta (1), puede verse que la fraccion maxima de

la poblacion total que llega a estar infectada es sutilmente mayor para los vértices mas

grandes, pero puede verse que este valor es muy parecido para todos los vértices en

general, tomando valores entre 0,07 y 0,12 (cercano al 0,10 en general), de forma que

puede observarse que Imax Sigue un comportamiento aproximadamente lineal con el

numero de individuos en el centro poblado.

En cambio, para los regimenes de baja movilidad, y movilidad mixta (1), se muestra que

los vértices de mayor tamafio experimentan un brote epidémico de forma tal que llegan

a tener una fraccién importante de sus individuos infectados a la vez (mayor a 0,30). Esto

contrasta con los vértices de menor tamafo poblacional, que, en el momento de mayor

cantidad de infectados, pueden estar por debajo del 5% de infectados. Estos resultados

sugieren que, en el régimen de baja movilidad, /max no crece de forma lineal con el

numero de individuos en cada centro poblado.
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Figura 3.2- Fraccidn maxima local de infectados en los cuatro regimenes de movilidad. Se muestra imax de
cada vértice de la red en funcién de su tamafio poblacional, en alta movilidad (an = av = 10™%), movilidad
mixta (1) (ar = 104, av = 10°8), movilidad mixta (lI) (a» = 108, av = 10*) y baja movilidad (an = av = 108). En
todos los casos diez réplicas, en cada réplica w = 144 vértices, Nt = 7,2x10°, V1 = 1,44x10° = 0,0000075,
p=2/3,y=0,0009, u=0,8, al igual que en la figura 3.1.

El mayor o menor contraste en el comportamiento de /max en cada régimen de movilidad,
posiblemente se deba a las diferencias en la constitucién de ambas capas, considerando
la estructura jeradrquica subyacente a la capa del humano, donde unos pocos vértices
presentan un grado mucho mas alto que el promedio, mientras que la estructura regular
de la capa del vector no permite la existencia de vértices altamente conectados. Otra
caracteristica relevante que diferencia ambas capas radica en que la capa del humano

presenta mas aristas que la capa del vector.

Vector
Rapido Lento
Régimen de alta movilidad: Régimen de movilidad mixta (l):
;8 Imax Varia en un intervalo de Imax Varia en un intervalo de
9 &nu' extension moderada extension moderada
g Relacion lineal entre Imaxy N Relacion lineal entre Imaxy N
£ ° Régimen de movilidad mixta (ll): Régimen de baja movilidad:
‘g Imax varia en un intervalo amplio Imax varia en un intervalo amplio
= | Relacién NO lineal entre /max yN Relacion NO lineal entre Imaxy N

Figura 3.3- Cuadro comparativo cualitativo para Imax local, para los diferentes regimenes de movilidad.
Noétese la dependencia de Imax con la movilidad del humano y su independencia con la movilidad del vector.
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3.2.1.2 Escala temporal del brote epidémico: momento de maximo numero de

infectados (Timax)

A la vez que caracterizamos la emergencia maxima que experimentan los vértices de la
red en los distintos regimenes de movilidad a través de Imax, también obtuvimos Timax
para evaluar la temporalidad de la evolucidn del sistema. En paralelo a los resultados
obtenidos de Imax, obtuvimos Timax de los vértices en las mismas diez redes equivalentes
a modo de réplicas, para los cuatro regimenes distintos antes descritos. Los resultados
de estas simulaciones pueden verse en la figura 3.4. La tendencia general implica que
Timax decrece con el tamafo poblacional, es decir que Timex se alcanza mds temprano
cuanto mas poblado es el centro poblado.

En el caso del régimen de alta movilidad, todos los centros poblados alcanzan el nimero
maximo de infectados poco tiempo después de iniciado el brote, con muy baja
dispersion en Timax de los centros poblados, de forma que toda la red evoluciona con
cierta sincronia, seguramente debido al alto acoplamiento. La tendencia decreciente de
Timax con el tamaifio poblacional de los centros poblados, hace que el vértice mas
conectado sea uno de los primeros vértices en alcanzar su maximo numero de
infectados. Obtuvimos resultados muy similares a estos en el caso del régimen de
movilidad mixta (I), que al igual que el régimen de alta movilidad, presenta gran
movilidad de humanos.

Cuando el régimen es de baja movilidad, el centro mas poblado alcanza Imax
rdpidamente, mientras que los centros poblados de menor nimero de individuos,
muestran una gran variabilidad en Timqx, de forma que en general, los centros poblados
gue componen la red evolucionan de forma altamente asincrdnica, producto del bajo
acoplamiento.

En el régimen de movilidad mixta (ll), se tiene una situacidon intermedia entre los
regimenes de alta y baja movilidad, con una amplitud del rango de valores de Timax,
mayor a la que se tiene en alta movilidad, pero menor a la que se tiene en baja movilidad.

Las diferencias en Timax entre los regimenes de alta y baja movilidad, se agregan a las que
habiamos sefialado para la intensidad de la emergencia en la subseccion 3.2.1.1,
distinguiendo facilmente la dindmica de cada régimen. Por otro lado, el régimen mixto
(I) se comporta indistinguible de un régimen de alta movilidad, presumiblemente
dominado por la alta movilidad humana. Por ultimo, la dindmica para el régimen mixto
(1) aparece como una situacién intermedia entre los regimenes de alta y baja movilidad.
En la tabla 3.3 presentamos sintética y comparativamente los resultados mas relevantes
de la caracterizacidon temporal en cada uno de los regimenes de movilidad analizados.
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Figura 3.4- Timax €n funcidn del tamafio poblacional para el conjunto de vértices de diez réplicas de redes
equivalentes, en los cuatro regimenes: alta movilidad (an = av = 10#), movilidad mixta (I) (as = 104, av =
10%), movilidad mixta (Il) (ar = 108, av = 10#) y baja movilidad (an = av = 10®). En cada réplica w = 144
vértices, Nt = 7,2x10° Vr = 1,44x10° B= 0,0000075, p = 2/3, y = 0,0009, u = 0,8, al igual que en la figura
3.1.

Tabla 3.3- Limites de la distribucidn de Timax obtenidos para los regimenes de movilidad alta, mixta (1),
mixta (Il) y baja que se muestran en la figura 3.4.

Intervalo de la distribucion | Extension del intervalo de

Régimen de movilidad
de Timax Timax

11,1-12,8

Alta

Mixta (1) 10,7 - 12,2
Mixta (1) 5,4—29,7 24,3
Baja 0 - 123,6 123,6

5 Se tiene Timax = 0 cuando el brote epidémico no se desarrolla en el centro poblado.
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3.2.1.3- Estudio del mecanismo de accion de la movilidad sobre /max local

Cuando se compara los resultados mostrados en las figuras 3.1 y 3.2, puede verse que
Imax del vértice mas poblado en el régimen de alta movilidad, es menor al que se tiene
en el régimen de baja movilidad. En términos relativos, la variable Imqx sugiere que el hub
de la red experimenta el brote epidémico como si se tratase de una enfermedad menos
contagiosa. Esto podria deberse al alto flujo de salida de individuos que parte del hub, y
que lleva con él un gran nimero de individuos infectados, de forma que el hub actua
como una fuente de individuos infectados. Si la intensa salida de individuos infectados
explica que Imax del hub sea menor para el régimen de alta movilidad, también seria
esperable que los vértices de menor tamafio en este régimen reciban los individuos que
salen del hub y experimenten un brote mas intenso.

Para analizar esta hipdtesis comparamos los resultados obtenidos para los regimenes de
alta y baja movilidad, con una situacion en la que anulamos la movilidad en la red
completa, estableciendo a, = ay = 0. Denominamos esta como situacidn sin propagacion.
La situacion sin propagacidn nos permite evaluar individualmente la dindmica del brote
epidemioldgico en la diversidad de centros poblados que constituyen la red, de forma
totalmente aislada e independiente de sus vecinos. Dado que la epidemia no se puede
propagar mas alld del centro poblado de ingreso en la situacidn de no propagacion,
sembramos individuos infectados en todos los centros poblados, de forma que cada uno
desarrolle un brote epidémico individual, sin interaccién con otros centros poblados.

En la figura 3.5 se muestran los resultados de simulaciones generadas en regimenes de
alta y baja movilidad, en comparacién con experimentos realizados sin propagacion, que

incluyen como referencia:

a) La evolucion de un brote epidémico con los mismos valores de parametros
poblacionales y epidemioldgicos que en los experimentos con propagacion.

b) La evolucion de un brote epidémico con los mismos valores de pardmetros
poblacionales y epidemioldgicos que en los experimentos con propagacion, a
excepcion del pardmetro de contagiosidad (8), que es tomado mayor al valor
utilizado en las simulaciones con propagacién.

c) La evolucion de un brote epidémico con los mismos valores de parametros
poblacionales y epidemioldgicos que en los experimentos con propagacion, a
excepcion del parametro de contagiosidad, que es tomado menor al valor
utilizado en las simulaciones con propagacién.

Utilizamos como referencia los resultados de simulaciones sin propagacidn, con mayory
menor contagiosidad, para evidenciar cdmo la movilidad de los individuos modifica la
contagiosidad aparente del brote epidémico.
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Figura 3.5- A) Imax en funcién del Tamaiio poblacional. Se muestran simulaciones en distintos regimenes y
curvas de referencia: () régimen de baja movilidad (an = av = 10%4), con contagiosidad Bo = 7,5 x 10, (x)
régimen de alta movilidad (a» = av = 10), con contagiosidad Bo, (—) modelo sin propagacidén con
contagiosidad By, (—) modelo sin propagacién y con contagiosidad 81 =B¢/5 = 1,5 x 105, (= =) modelo sin
propagacion y con contagiosidad B2 = 280 = 1,5 x 10, B) Ampliacién de A) cerca del origen. En todas las
simulaciones w = 144 vértices, Nt = 7,2x10°, Vr=1,44x10°, p = 2/3, y = 0,0009, u = 0,8.
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De los resultados presentados en la figura 3.5, destacamos los siguientes:

a) Los resultados obtenidos en régimen de baja movilidad son indistinguibles de
aquellos que se obtienen en experimentos sin propagacion.

b) En el régimen de alta movilidad, tanto el hub como los vértices de tamafio
poblacional medio se alejan del comportamiento sin propagacién como si se
tratase de un brote con una contagiosidad menor (Figura 3.5 A). Esto esta en
concordancia con nuestra hipdtesis de que los centros mas poblados pierden
mas individuos infectados de los que reciben, de forma que el brote alcanza un
Imax menor al que experimentaria en aislamiento.

c) También en el régimen de alta movilidad, los vértices de menor tamaio
poblacional en las redes con propagacién, se alejan del comportamiento sin
propagacidn como si experimentaran un brote epidemiolégico de mayor
contagiosidad (Figura 3.5 B). Esto también estd de acuerdo con la hipdtesis
planteada, de que los vértices menos conectados reciben mas individuos
infectados que los que aportan, alcanzando un /mex mayor al que presentarian en
aislamiento.

Como se describe en secciones anteriores, la variable Imax en los regimenes mixtos
muestra una fuerte dependencia de la movilidad humana, y una débil dependencia con
la movilidad del vector. Por esta razén, para el régimen mixto (1), Imax S€ COMmporta como
en el régimen de alta movilidad, mientras que en el régimen mixto (ll), su
comportamiento es semejante al que tiene el sistema en régimen de baja movilidad.
Estas relaciones pueden verse claramente en la figura 3.6 (A y B), en la que se presenta
Imax €n funcién del tamano poblacional de los vértices de una red, en los cuatro
regimenes de movilidad.

Consideramos ahora el efecto de la movilidad sobre /ma. Tomando los resultados de los
experimentos sin propagacién de la figura 3.5 como referencia, los resultados obtenidos
para los regimenes de movilidad se presentan desplazados respecto a la referencia
(experimentos sin propagacién). Asi, el efecto de la movilidad se manifiesta en la
diferencia entre Imax obtenido en el régimen de no propagacion y el Imax obtenido en
condiciones de movilidad no nula.

Utilizaremos la situacién de no propagacion como referencia para medir el efecto de la
movilidad. En la préactica, para cada vértice, aproximaremos Imax €n movilidad nula a
partir de los resultados obtenidos en movilidad baja, debido a su comportamiento
equivalente (Figura 3.5). Tomando el régimen de baja movilidad como referencia,
evaluaremos el comportamiento de los otros tres regimenes por comparacion.

Definimos entonces la variable A, como la diferencia entre Imax Sin propagacion e Imqx con
propagacion, segun la ecuacion:

Amovilidad = Imax(movilidad nula) — Imax(movilidad) 3.1
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menor tamafio poblacional. En todas las realizaciones w = 144 vértices, Nt = 7,2x10°, Vr = 1,44x10°, p =
2/3,y=0,0009, u = 0,8, al igual que en la figura 3.5.

A partir de esto, tendremos valores de la variable A para cada vértice de la red, en

cualquiera de los regimenes analizados anteriormente. En la figura 3.7 se muestra A en

funcién del tamafio poblacional obtenido para las mismas simulaciones que en la figura
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3.6. Puede verse alli, que A para los regimenes de baja movilidad y movilidad mixta (II)
€s muy cercano a cero, para todos los tamafos poblacionales. Esto es asi porque tales
regimenes no se apartan practicamente del comportamiento sin propagacion.

Por otro lado, para los regimenes de alta movilidad y movilidad mixta (I), puede verse
que los vértices de menor tamafio poblacional presentan valores negativos de A, puesto
que alcanzan valores de Imax mayores a los obtenidos sin propagacion, mientras que los
vértices mas poblados muestran valores de A positivos, producto de alcanzar valores
mas bajos de Imex que los que alcanzarian sin propagacién. En particular, entre los
vértices mas poblados, a mayor tamano poblacional, mayor es A, o sea, mayor es el
efecto de la movilidad.

En busca del mecanismo detras del efecto de la movilidad /max €n los vértices de la red,
respecto a lo que les ocurre en aislamiento, exploramos las posibles variables que
explicarian los resultados obtenidos para A.

Primero consideraremos el flujo de individuos a través de cada centro poblado. Dado
qgue, en cualquier régimen de movilidad, ya sea los analizados en las subsecciones
anteriores, o cualquier otro definido a partir de una combinacién especifica de
parametros ay y ay, por la forma en la que el modelo esta construido, el nimero de
individuos de ambas especies en cada centro poblado, es constante en el tiempo. Esto
implica que, si el numero de infectados, de cualquier especie, estd creciendo en un
centro poblado, esto no se debe a que este esté creciendo en nimero de individuos. Asi,
los flujos de entrada y salida de cada vértice, suman cero en todos los casos, haciendo
indiscriminables a los vértices en este aspecto.

Por otro lado, el modelo establece que el niumero de individuos que “visitan” cada
centro poblado por unidad de tiempo varia en un amplio intervalo, proporcional al
tamafio poblacional del centro poblado, de forma que el nimero de individuos que
llegan al hub de la red difiere ampliamente del nimero de individuos que lo hacen a un
centro menos poblado, en un mismo intervalo de tiempo. Definimos flujo de entrada al
n-ésimo vértice de la red (/i»), como la suma de todos los flujos que introducen individuos
humanos en el vértice a partir de sus vecinos. De forma andloga, podriamos definir al
flujo de salida como la suma de todos los flujos que quitan individuos de un vértice.
Ambos flujos son iguales en magnitud, pero afectan al tamano poblacional del vértice
de forma contraria.

Dado que el flujo de entrada a un vértice es la suma de todos los flujos que provienen
de sus vecinos, que, ademads, estos son directamente proporcionales al tamafio
poblacional del vértice segun la ley gravitacional impuesta, y que, a la vez, su tamafio
poblacional es proporcional a su grado, segin se impone para la construccion del
modelo, es esperable que el flujo de entrada a los vértices crezca con el grado de estos.
Un ejemplo de la relacion entre el flujo de entrada y el grado de los vértices de la red se
presenta en la figura 3.8, en la que puede verse una relacién creciente entre el grado de
los centros poblados y su flujo de entrada. Aunque esta relacion es la tendencia general,
en algunos casos se tienen centros poblados que, con mayor grado que otros, presentan
un menor flujo de entrada. Esto se debe al proceso de unién del grafo jerarquico y el
grafo regular para la generacién del grafo para el humano, del que pueden resultar como
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vecinos, centros poblados que estan relativamente lejos entre si. Ademas, el proceso de
unién entre grafos modifica la correlacién entre grados que presenta el grafo jerarquico

originalmente.
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Figura 3.7- A en funcion del tamafio poblacional para una red en los cuatro regimenes de movilidad. Los

resultados corresponden a las simulaciones de la figura 3.6.
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Decidimos evaluar entonces, cdmo se relaciona 4 con J/, puesto que el flujo de entrada
de humanos a cada vértice, varia en un intervalo mas o menos amplio (Figura 3.8). Los
resultados correspondientes a los experimentos de las figuras 3.6 y 3.7 se muestran en
la figura 3.9, la cual fue obtenida para los regimenes de alta movilidad, movilidad mixta
(1) y movilidad mixta (l1).

Nuevamente, el comportamiento del sistema en régimen de movilidad mixta (I) se
muestra similar al que se observa para el régimen de alta movilidad, como puede verse
por la superposicion de los puntos correspondientes a ambos regimenes en la figura 3.9
Ay B. En ambos casos, los cinco centros con mayor 4, los que son también los centros
mas poblados (Figura 3.7), muestran que, a mayor flujo de entrada, mayor 4 (Figura 3.9
A). Por otro lado, para el resto de los vértices que forman la red, el flujo de entrada varia
dentro de un intervalo relativamente estrecho, y su 4 es negativo y muy poco variable,
sin una tendencia clara en la relacidén entre ambas variables (Figura 3.9 B).

En cambio, los resultados obtenidos para el régimen de movilidad mixta (Il) (figura 3.9),
presentan un intervalo muy estrecho de flujo de entrada, por presentar baja movilidad
humana, y también un intervalo estrecho para 4. Esto Ultimo es razonable, puesto que
este régimen de movilidad se comporta de forma muy similar al régimen de referencia
(baja movilidad). Para este régimen, la tendencia es menos clara que para los otros dos
regimenes. Si bien, los vértices con mayor 4, presentan también alto flujo de entrada en
comparacién con los otros vértices de la red, los vértices con menor flujo de entrada
presentan alta variabilidad en el 4 observado. A la vez, los vértices de menor tamafio
presentan valores negativos y positivos de 4, de forma que, en este régimen, algunos de
los vértices con menor flujo de entrada experimentan el brote epidémico de forma
menos intensa a lo que se observa en condicién de no propagacién.
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3.2.1.4- Alcance local del brote epidémico: el nUmero final de recuperados

Una vez exploradas la intensidad y la dindmica temporal de un brote epidémico frente
a la movilidad de los organismos, decidimos poner foco en el alcance local de un brote
epidémico en las diferentes condiciones de movilidad de los organismos en la red. Para
ello, hicimos uso de las variables R~y r-, que miden la magnitud del nimero total de
individuos que han atravesado la enfermedad en el tiempo en que esta permanece y
que definimos al inicio de la Seccién 3 (Tabla 3.1).

Para trabajar con la versidn local de estas variables, definimos Rj~ al numero final de
humanos recuperados, y rj-~ a la fraccidn de humanos recuperados sobre el total de
individuos en el j-ésimo centro poblado: rj. = Rj/N;.

Realizamos simulaciones del desarrollo de un brote epidémico para diferentes valores
de ay. Los resultados locales de R y re obtenidos en funcién del tamafio poblacional
de los centros poblados de la red se muestran en la figura 3.10. Segun puede verse en la
figura 3.10 A, el niumero final de recuperados en cada centro poblado crece con el
tamaiio poblacional. En particular, R~ crece linealmente con N, como se sugiere en la
figura 3.10 B, en la que puede verse que r- en cada centro poblado (la pendiente de R~
en funcién de N), es independiente del tamafio poblacional.

La razén por la que el sistema alcanza un estado estacionario en el que todos los centros
poblados tienen el mismo valor de r- se explora en la subseccién 5.7.

La fraccion final de recuperados en cada vértice (7j), es también la fraccion final de

R -
recuperados en toda la red (1, = N—°°). Esto puede verse de la siguiente forma:
T

R _ 2jRjew _ XjTjwlNj _ T XjN; _ TjoNr _

Tico 3.2
Nr Ny Nr Ny Ny g

To =

Ademas, puede verse también, que r- decrece (dentro de un intervalo muy estrecho)
cuando la movilidad general del sistema aumenta, segln se aprecia en la figura 3.11, en
la que presentamos el r- caracteristico obtenido para la red, en funcién del valor del
parametro ay que establecimos para las simulaciones, en condiciones de ay = ay . Se
aprecia un comportamiento limite en la relacion entre r- y ay, de forma que, por debajo
de cierto valor de ay, cambios relativamente grandes de este parametro, modifican muy
poco el r- obtenido.

Exploramos solamente el intervalo de ay entre 10y 108, porque el tiempo que tarda
el sistema en alcanzar el estado estacionario crece aceleradamente cuanto menor es la
movilidad general en el sistema, comprometiendo nuestra capacidad de cémputo.
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Figura 3.10- Resultados locales sobre el alcance de un brote epidémico. Los experimentos fueron
realizados para diferentes valores de ay. A) R en funcién del tamafio poblacional de los centros poblados.
B) r- en funcion del tamafio poblacional de los centros poblados. En todos los experimentos w = 144
vértices, Nt = 7,2x106, Vr= 1,44x10° B=7,5x10% p=2/3, u=08 y=9x10*y a, = ay.

De forma general, puede verse que ademas de los efectos que tiene la movilidad sobre
la intensidad del brote epidémico, descrito en subsecciones anteriores, también tiene
un efecto sobre el alcance del brote epidémico en la red completa, de forma que, cuanto
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mayor es la movilidad del humano, menor sera el alcance del brote, al menos en el rango
de alta movilidad para el humano. Discutiremos nuevamente este fenémeno en el
analisis de los resultados globales del alcance de un brote epidémico en la subseccion
3.2.2.3.

099 b o .
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Figura 3.11- r- en funcién de a para los experimentos de la figura 3.10. Nétese que para los valores mas
bajos de ay;, los cambios en r-son muy pequefios.

3.2.1.5- Incidencia del centro mas poblado en la dindmica local de la red

Parte de las caracteristicas estructurales de la capa del humano es la presencia de un
centro poblado con un grado mucho mayor al promedio. A partir de esto, decidimos
evaluar la importancia dinamica de este centro poblado en el desarrollo local de un
brote epidémico.

Realizamos experimentos de reduccién del flujo de entrada y salida de humanos al
centro mas poblado de la red en la capa del humano, para diferentes regimenes de
movilidad.

En la figura 3.12 se muestran resultados de Imqx €n funcién del tamafiio poblacional para
una misma red en régimen de alta movilidad (@, = a,, = 107%), para diferentes niveles
de reduccidn del flujo a través del vértice mds poblado, expresado como el porcentaje
de flujo que persiste: 0% implica la cancelacién total de la entrada y salida de humanos
al centro mas poblado, 100% implica la no modificacién del flujo de ese centro poblado.

En la figura 3.12 puede verse que la reduccion del flujo a través del centro mas poblado
modifica sutilmente el Imax de los vértices de la red en la mayor parte del intervalo en el
gue varia, salvo cuando el flujo se anula completamente, situacion en la cual se tiene el
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cambio mas notable. En esta situacion, se tiene una reduccidn relativamente pequefia
del numero maximo de infectados en todos los centros poblados, salvo por el centro
sobre el que se aplican las restricciones de movilidad, que muestra un gran aumento en
SU Imax-

La anulacién del flujo de humanos a través del centro mas poblado no evita la llegada
del brote al mismo, puesto que todavia permanece incambiado el intercambio de
individuos entre las poblaciones de vector, que permiten la llegada de la enfermedad a
cualquier vértice de la red.

La reduccién del flujo de humanos en el centro mas poblado conduce a un cambio en el
Imax de los centros poblados, de forma que el sistema abandona gradualmente el
comportamiento caracteristico observado en el régimen de alta movilidad (asteriscos
negros en la figura 3.12), hasta obtenerse el comportamiento caracteristico del régimen
de baja movilidad (asteriscos azules en la figura 3.12), mostrado en la subseccién 3.2.1.1.

Acerca de la implementacidon de medidas restrictivas sobre el desplazamiento de los
individuos, puede verse que, a nivel del centro mas poblado, las medidas implementadas
conducen a un aumento de Imqx a nivel local, y que el efecto mas importante en la red se
alcanza en la situacion en la que se establece el aislamiento total. Por tanto, la
implementacion de esta medida, aun teniendo un amplio efecto general, resulta en un
altisimo costo para el centro poblado en el que se aplica.

Asociados a los resultados de /max, Obtuvimos también resultados de Timex que se
muestran en la figura 3.13. En este caso, otra vez puede verse que los cambios, en casi
todo el intervalo de variacion del flujo, generan una pequefia disminucién en el Timax
local. Sin embargo, los cambios extremos (aislamiento de los humanos en el centro mas
poblado), generan un cambio ciertamente distinto: mientras que el centro mas poblado
experimenta una disminucion importante de su Timax, €sta variable aumenta en los otros
vértices de la red, contrario a la tendencia mostrada para los otros niveles de reduccion
del flujo. Este comportamiento puede interpretarse como un desacoplamiento total en
la dindmica del centro mas poblado y el resto de la red, aun cuando el vector presenta
gran movilidad.

Por otro lado, realizamos el mismo experimento en condiciones de baja movilidad (a; =
a, = 107°). En la figura 3.14 se muestran los resultados de /ma local, con diferentes
variaciones del flujo a través del centro mas poblado. Alli puede verse que, frente a
ninguna variacion en el flujo de humanos a través del centro mas poblado, se observa
un cambio en el Imax local, de ningln vértice de la red.

De manera similar, los resultados de Timax local, en la figura 3.15, muestran una variacién
muy pequefia en esta variable, para todos los vértices de la red, incluso en el aislamiento
del centro mds poblado.
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Figura 3.12- /max local en funcién del tamafio poblacional en régimen de alta movilidad (a;, = a, = 107%),
para diferentes grados de reduccion del flujo de humanos a través del centro mas poblado. La referencia
indica el porcentaje de flujo original del centro mas poblado que se conserva para la simulacion. En estos
experimentos w = 144 vértices, Nr= 7,2x10° Vr = 1,4x10° B = 0,0000075, p = 0,66, y = 0,0009, u=0,8.
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Figura 3.13- Timax local en funcién del tamafio poblacional en régimen de alta movilidad (a), = a, = 107%),
para diferentes grados de reduccion del flujo de humanos a través del centro mas poblado. La referencia
indica el porcentaje de flujo original del centro mas poblado que se conserva para la simulacion. En estos
experimentos, los parametros son los mismos que en la figura 3.12.
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Figura 3.15- Timax local en funcidn del tamafio poblacional en régimen de baja movilidad (a, = a, =
1079), para diferentes grados de reduccién del flujo de humanos a través del centro mas poblado. La
referencia indica el porcentaje de flujo original del centro mas poblado que se conserva para la simulacion.
En estos experimentos, los parametros son los mismos que en la figura 3.14.
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Es razonable pensar que, en el régimen de baja movilidad, es tan pequefio el intercambio
de individuos entre centros poblados, que la disminucién del flujo a través del centro
mas poblado, en cualquier medida, modifica marginalmente el flujo general de lared, y
con él, la dindmica del sistema.

3.2.2- Estudio de las caracteristicas globales del brote epidémico

3.2.2.1- Intensidad global del brote epidémico vy escala temporal

Buscamos evaluar cémo la movilidad de humano y vector afectan a la dinamica general
del sistema, en particular, cdmo modifican la intensidad del brote epidémico. Similar a
como hemos procedido en subsecciones anteriores, mediremos la intensidad de un
brote epidémico en la red como el nimero mdaximo de infectados en toda la red (/max).

L=w
Lpax = mMax Z 1(t); 33
i=1

El nimero méximo de infectados en toda la red rara vez es igual a la suma de los Imax €n
cada centro poblado, puesto que, en general, cada uno de ellos llega a este punto de la
evolucidn local del brote en un momento diferente. Seria exactamente igual, si todos los
centros poblados evolucionaran de forma totalmente concertada, posiblemente, en
ausencia total de la heterogeneidad espacial que se propone en este modelo.

Estrictamente:
i=w

Imax (global) < Z Imaxi 3.4
i=1

Es nuestro interés evaluar como la movilidad de ambos organismos afecta la intensidad
global del brote epidémico. Resultados globales de Imax €n funcion de los parametros de
movilidad del humano y el vector (ay y ay, respectivamente), se presentan en la figura
3.16. Alli se tienen resultados de simulaciones para distintos pares de valores de ay y
ay, como una superficie. Puede verse que el Imax minimo se obtiene para los valores mas
bajos de ay y ay, mientras que los valores mas altos de Imax OCurren para valores altos
de ay, independientemente de ay .

Dado que el minimo sefialado ocurre en el extremo del intervalo, cabe la pregunta de si
se trata de una conclusion inexacta, producto del intervalo considerado. Sobre esto,
deben considerarse dos hechos: primero, se trata de un minimo poco profundo, de
forma que los valores vecinos son muy parecidos; y segundo, la escala de los intervalos
es logaritmica, de forma que las diferencias absolutas son muy pequefias cuanto menor
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sea el valor de los parametros, de forma que asumimos que se trata de un
comportamiento asintético, y que obtendriamos resultados similares para valores aun
mas pequeios de los parametros de movilidad. Por otro lado, este extremo del intervalo
bidimensional es la condiciéon de baja movilidad antes definida, la cual es, en muchos
aspectos, indistinguible de la movilidad nula.

En cuanto al efecto individual de cada pardametro de movilidad sobre Imax, |la dependencia
de esta con ay, depende de ay: mientras que para valores bajos de @y, ImaxCrece con ay,
para valores altos de ay, Imax €s independiente de ay, de forma que, en esta situacion,
ay tiene un efecto mucho mayor que ay sobre Imax. Esto mismo puede verse con claridad
en la figura 3.17, en la que se presentan los mismos resultados de la figura 3.18, como
curvas de Imax €n funcion de ay, para algunos valores de ay.

log, o(ex,) log, g(oy,)

Figura 3.16- /max en funcidn de ay y @y. Los valores de Imax indicados en cada caso corresponden al
promedio de 10 realizaciones. Ambos pardmetros toman valores entre 10* y 10®. En todas las
realizaciones w = 144 vértices, Nr = 7,2x10°, V1= 1,44x10° p = 2/3, y = 0,0009, 11 = 0,8.

En la figura 3.17 puede verse de forma clara la independencia entre Imax y @y cuando ay
es grande, mientras que para valores sucesivamente menores de ay, Imax Crece con ay y
presenta un valor limite cuando ay, es muy bajo, mas bajo cuanto menor sea ay.

La relacion de Imax con ay es sutilmente diferente a la que tiene con ay,, como puede
verse en la figura 3.16 y de forma simplificada en la figura 3.18. En la figura 3.18 se
presenta los resultados de /max de la figura 3.16, en funcion ay, para algunos de valores
de ay. En esta figura, se tiene que Imax Crece con ay, y muestra un valor asintotico para
valores bajos de ay. A diferencia de lo que ocurre con ay, Imex muestra dependencia con
ay, para cualquier valor de ay. La independencia entre Imax y @y para valores altos de
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ay, también se aprecia en esta figura, ya que todas las curvas se superponen casi
completamente para los valores mas altos de ay.
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Figura 3.17- Imax €n funcion de ay, para diferentes valores ay. Mismos experimentos que en la figura 3.16.
Se muestra el Imax promedio de 10 realizaciones, y las barras indican un desvio estandar. Los valores de
parametros son los listados para la figura 3.16.
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Figura 3.18- /max en funcion de ay para diferentes valores ;. Mismos experimentos que en la figura 3.16.
Se muestra el Imax promedio de 10 realizaciones, con barras indicando un desvio estandar a cada lado. Los
valores de pardmetros son los listados para la figura 3.16.
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Resultados presentados en subsecciones anteriores, indicaban una incidencia asimétrica
de los parametros de movilidad sobre las variables medidas del sistema. Nuevamente,
la diferente cantidad de aristas en la capa del humano y las diferencias en estructura
entre ambas capas, podrian explicar este efecto desigual entre los pardmetros de
movilidad de ambas especies. También es posible que la diferencia en el nimero total
de individuos de cada especie que habitan el mismo centro poblado determine estos
resultados.

La observaciéon general de estos datos revela que el sistema muestra un valor mas alto
de Imax cuanto mayores son los pardmetros ay y ay, con una dependencia desigual de
ellos.

Esta observacion sobre Imax global puede vincularse con los resultados locales mostrados
en las subsecciones anteriores (Figuras 3.6 y 3.7). En el régimen de alta movilidad, la red
completa experimenta un brote mas intenso que el que experimentaria en una situacién
de baja movilidad, lo que coincide cualitativamente con lo que les ocurre a los vértices
de menor tamaifo poblacional. Contrariamente, los vértices de mayor tamafio
poblacional experimentan un brote comparativamente menos intenso, de forma que,
desde su punto de vista, estos vértices perciben la intensidad del brote epidémico de
forma contraria a lo que ocurre a nivel global, y estas diferencias se acentlian cuanto
mayor es la movilidad general.

La forma en la que cada centro poblado contribuye al Imax de la red es también tema de
discusidon. Como ya habiamos adelantado, el Imax global no es la suma de los Imax locales,
debido a la escala temporal del proceso y la evolucidén en paralelo del brote epidémico
en cada uno de los centros poblados, por ello es importante considerar el Timax de estos.

Por definicidn, un centro poblado alcanza su nimero maximo de infectados en su Timax.
En un entorno de tiempo centrado en Timax, Y cOn cierto radio, no necesariamente
pequefiio, el nimero de infectados que alcanza el centro poblado, es una fraccion grande
de su Imax.

En el régimen de alta movilidad se ha visto que los centros poblados evolucionan de
forma casi concertada (Figura 3.4), y por ello la distribucion de los Timax presenta una
dispersion pequena, en comparacion a lo visto para el régimen de baja movilidad. Por
esta razoén, es posible encontrar un momento en el que, al menos, un gran nimero de
los centros poblados estén aportando una fraccidon importante de su Imex a la vez, dando
lugar al Imax de la red, un Imax grande, por ser la suma de varios términos relativamente
grandes, incluyendo el centro poblado de mayor tamafio, en el que habita una fraccién
importante de los individuos de la red.

Por el contrario, en el régimen de baja movilidad, los centros poblados evolucionan con
minimo acoplamiento y la distribucion de los Timex muestra gran dispersién (Figura 3.4),
de forma que es dificil encontrar un momento en el que los centros poblados aporten a
la vez una fraccién importante de su /max, razén por la cual el Imqx global obtenido es de
menor tamafio que el que se tiene en el régimen de alta movilidad. Ademas, la evolucién
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no concertada de los centros poblados en el régimen de baja movilidad, genera una
evolucidn global de la red caracterizada por la presencia de mds de un maximo relativo
en el nUmero de infectados total en la red. Este fendmeno sera descrito en la subseccién
3.2.2.2.

£T
Imax

|°g1 g(av) -4 4 |°g1 g(o-h)

Figura 3.19- Timax en funcidén de ay y ay. Los valores de Imax indicados en cada caso corresponden al
promedio de 10 realizaciones. Ambos parametros toman valores entre 10* y 10®. En todas las
realizaciones w = 144 vértices, Nr = 7,2x10%, Vr=1,44x10% p = 2/3, y = 0,0009, u = 0,8, como en la figura
3.16.

Otro aspecto central es el momento en el que la red alcanza su maxima emergencia.
Resultados de Timax €n funcidn de ay y ay se muestran en la figura 3.19, como una
superficie. Estos resultados corresponden a los mismos experimentos realizados para
elaborar la figura 3.16. Alli se puede ver que Timax decrece para valores altos de ay y ay,
y alcanza su maximo cuando ay es minimo. En particular, el maximo Timax se tiene en
(ay,ay) = (1071%,1079). Sin embargo, la condicién de extremo de este punto es
discutible, a partir de lo que se muestra en la figura 3.20.

En la figura 3.20 se muestra algunos de los resultados de la figura 3.19, como Timax €n
funcién de ay, para distintos valores de ay. Los resultados que alli se presentan, son
acompafados por barras que indican un desvio estdndar a cada lado del valor promedio
de Timax. Puede verse que la dispersion es particularmente grande para ay entre 10~ 12
y 1078 (cuando ay = 1071%), de forma que no es posible afirmar con certeza, que el
maximo de Timax ocurre en (ay, ay) = (1071%,1079). Por el contrario, es mas prudente
sugerir que Timax muestra un comportamiento asintdtico para valores pequefios de ay,
mas alto, cuanto menor sea ay, y decrece para valores grandes de ay. En el caso de la

55



alta movilidad humana (ay = 107%), no se ven cambios de Timax frente a ay,, de forma
gue, en situacién de alta movilidad humana, la movilidad del vector no afecta Timax.
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Figura 3.20- Timax en funcién de ay, para diferentes valores a. Mismos experimentos que en la figura
3.19. Se muestra el Timax promedio de 10 realizaciones, con barras indicando un desvio estandar a cada
lado. Los valores de parametros son los listados para la figura 3.19.
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Figura 3.21- Timax en funcién de ay para diferentes valores a;,. Mismos experimentos que en la figura
3.19. Se muestra el Timax promedio de 10 realizaciones, con barras indicando un desvio estandar a cada
lado. Los valores de parametros son los listados para la figura 3.19.
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La relacion entre Timax Y @y queda mas clara en la figura 3.21. Alli puede verse en general,
la relacion decreciente de Timax cOn ay. Mientras que para la movilidad mas alta del
vector (ay = 10™*), Timax muestra un comportamiento asintdtico para ay muy pequefio,
para movilidades medias o bajas del vector, Timax €s mayor cuanto menor sea ay.

La forma en la que la baja movilidad de los organismos, en cualquiera de las capas,
conduce a que la red completa alcance tardiamente su maximo global de infectados,
puede estudiarse considerando la contribucién relativa de cada centro poblado al
numero de infectados global, como se detalla en la subsecciéon 3.2.2.2.

3.2.2.2- Efecto de la dindmica local en el Imax global, en el régimen de baja movilidad

La curva que se obtiene para el nimero global de infectados en la red en funcién del
tiempo (/(t)) muestra algunas caracteristicas diferentes segun el régimen de movilidad
gue se establezca.

Mientras que, en el régimen de alta movilidad, /(t) alcanza un maximo alto y temprano,
en el régimen de baja movilidad este es menor y tardio, comparativamente (Figura 3.22).
Lo que es una novedad en este punto, es que, en condiciones de baja movilidad, hay un
maximo relativo previo a alcanzar Imax.

ol
?’ T T T T T T T T T
Alta movilidad

Baja moaovilidad

Infectados

|:| 1 1 1 1 1 4 1 1
a 20 40 G0 &80 100 120 140 160 180 200

Tiempo

Figura 3.22- / global en funcién de t para los regimenes de alta y baja movilidad. En ambas realizaciones
w = 144 vértices, Nt = 7,2x10°, Vr = 1,44x10°% p = 2/3, y = 0,0009, u = 0,8.

Sabemos, por los resultados presentados en la subseccién 3.2.1.2, que en el régimen de
baja movilidad existe una amplia dispersion en el momento en el que cada centro
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poblado alcanza su Imax, Y que, ademas, el centro mas poblado tiene un Timaex temprano
respecto al resto de los vértices de la red.

Suponemos entonces que la evolucidn casi desacoplada de los centros poblados en este
régimen es la causa del patrén caracteristico de evoluciéon del nimero global de
infectados.

Consideramos entonces la evolucién de tres subconjuntos de centros poblados:
primero, el conjunto integrado Unicamente por el centro mas poblado; segundo, el
conjunto formado por el 2do, 3ro, 4to y 5to centro mas poblados; y tercero, el conjunto
formado por los otros 139 vértices que constituyen la red. Definimos entonces I;(t),
I,(t) e I3(t) al numero de infectados en funcién del tiempo, en cada uno de estos tres
conjuntos, respectivamente. Se cumple que I(t) = I;(t) + I,(t) + I5(t).

Si seguimos la evolucion de I(t), I, (t), I,(t) e I3(t), como se muestra en la figura 3.23,
podemos ver que el primer maximo relativo que alcanza I(t) (curva discontinua), esta
dado por la evolucion temprana del centro mas poblado, ya que, en ese maximo, I, (t)
representa aproximadamente el 98 % del total de los infectados. Por otro lado, el
segundo maximo relativo (/max de la red), estd constituido principalmente por el aporte
de I3(t), que representa aproximadamente el 89 % de I(t), y un aporte menor de I, (t),
que contribuye con el 12 %, aproximadamente.

35 T T T T T

2af

Infectados

Tiempo

Figura 3.23- Descomposicién del nimero de infectados en funcidn del tiempo. Se muestra la evolucion de
I(t) y de sus tres componentes I, (t), I, (t) e I5(t).

Puede verse entones, que el Timax relativamente tardio observado para toda la red, en
régimen de baja movilidad, estd dado por la evolucién tardia de los vértices menos
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poblados, y que Imax global es relativamente mas bajo, en parte, porque a este maximo
no contribuye el centro mas poblado, con una dindmica mucho mas rapida.

3.2.2.3- Efecto de la movilidad en el alcance global del brote epidémico

En la subseccién 3.2.1.4 exploramos el alcance local de un brote epidémico a través del
numero final de recuperados en cada centro poblado. El andlisis propuesto y los
experimentos realizados coincidian en que la fraccidon de individuos que atraviesan la
enfermedad en cada vértice cuando el brote se extingue (rj-), es igual para todos ellos.
Dedujimos también que rj- coincide con el r- general de la red.

Ahora es turno de explorar la forma en que los pardmetros de movilidad afectan r- para
la red completa.

Resultados de r- en funcion de los parametros de movilidad (ay y ay), se muestran en
la figura 3.24. En ella, la altura de los puntos que constituyen la superficie se obtiene
como el promedio de 10 realizaciones. El resultado mas notable es que la variacion en
r-ocurre en un intervalo muy estrecho, entre 0,95 y 0,99. Ademads puede verse que r-
decrece a medida que aumentan ambos parametros de movilidad, y de forma general
muestra un comportamiento limite con muy poca variacidon para movilidades muy bajas.

Por otro lado, r- muestra una dependencia desigual con los pardmetros de movilidad.

Todas estas observaciones pueden apreciarse también en las figuras 3.25 y 3.26, donde
simplificamos lo presentado en 3.24, desagregandolo por pardametro de movilidad.

log, (e, ) log, pler,)

Figura 3.24- r- en funcidn de ay y ay,. Los valores de r-corresponden al promedio de 10 realizaciones.
En estos experimentos w = 144 vértices, Nr= 7,2x10° Vr = 1,4x10° B = 0,0000075, p = 2/3, y = 0,0009,
u=0,8.
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Aunque la movilidad parece tener un efecto menor sobre r-, los resultados sugieren que,
al menos para estos valores de parametros epidemioldgicos y poblacionales, la alta
movilidad reduce en algunas centésimas la fraccion final de individuos que atraviesan la
enfermedad, posiblemente asociado a la escala temporal del brote epidémico en cada
régimen de movilidad. El tiempo que tarda el sistema en relajarse a su estado
estacionario es muy distinto en el intervalo de parametros de movilidad considerado,
creciendo algunos érdenes de magnitud cuando se reduce la movilidad.

Debido al tiempo de cémputo requerido para estudiar el comportamiento limite del
sistema a valores muy bajos de los pardmetros de movilidad, y la poca variaciéon que se
obtiene en el valor de re, restringimos el intervalo de estudio (1077,10™%) para ay y
ay.

Comparando las figuras 3.25 y 3.26, se aprecia que cuando es alta la movilidad del
humano (107> < ay < 107%), los cambios en r- son mayores que cuando es alta la
movilidad del vector (107> < ay < 107%). Posiblemente, estas diferencias se deban a
las asimetrias con la que fueron modeladas ambas capas.

El efecto de ambas movilidades es casi equivalente cuando estas son bajas.
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Figura 3.25- r- en funcién de ay para diferentes valores de ;. Mismos experimentos que en la figura

3.24. Se muestra el r- promedio de 10 realizaciones, con barras indicando un desvio estandar a cada
lado. Los valores de parametros son los listados para la figura 3.24.
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Figura 3.26- r- en funcién de a;, para diferentes valores de ay. Mismos experimentos que en la figura
3.24. Se muestra el r- promedio de 10 realizaciones, con barras indicando un desvio estandar a cada
lado. Los valores de parametros son los listados para la figura 3.24.
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4. Discusion y perspectivas

4.1- Efecto de la introduccidon de heterogeneidad espacial

El comportamiento observado de nuestro sistema, indica que la estructura jerarquica
con la que dotamos a la capa del humano no genera diferencias cualitativas respecto
de lo observado para la red con conexiones de largo alcance, desarrollada
originalmente para mi tesis de grado, y utilizada en este trabajo también.

En ambos casos, globalmente, el comportamiento mostrado por ambas redes se muestra
similar a lo que esperariamos para un modelo de mezcla homogénea (sin espacialidad)®.
Esto es, la poblacion humana general, compuesta inicialmente por una mayoria de
susceptibles y una pequena fraccidon de infectados, necesarios para el inicio del brote
epidémico, transita por una fase de crecimiento del nimero de infectados seguida por
una fase de decrecimiento de estos hacia un estado estacionario final con una poblacién
compuesta Unicamente por susceptibles y recuperados. En tanto, la poblacion de vector,
inicia y finaliza el brote epidémico totalmente susceptible, con un transitorio de alto
numero de individuos de vector infectado. Tanto el sistema en mezcla homogénea como
cualquiera de las formas de modelar el espacio que utilizamos, se relajan a un estado
estacionario en el que no hay individuos infectados de ninguna especie, necesarios para
gue ocurran todos los procesos de contagio y recuperacion que dan la dindmica del brote
epidémico, producto de la baja disponibilidad de humanos susceptibles que infectar. El
sistema general con el que trabajamos no permite la presencia permanente de la
enfermedad infecciosa (endemismo epidemiolégico), producto de que no se consideran
procesos que introduzcan susceptibles nuevos al sistema (recuperacién, nacimientos,
inmigracion).

De forma general, la introduccién de heterogeneidad espacial que realizamos, no cambié
profundamente la evolucion global de un brote epidémico en la poblacién total, respecto
de un modelo sin espacialidad. La estructura de red con la que modelamos el espacio

genera diferencias sutiles en la dindmica global, acentuadas cuando la movilidad general
es baja, y en ciertos casos, modifica particularmente la dindmica local.

En el caso de la red con reconexiones para el humano, la reubicacidn de tales aristas no
afecta la dinamica global de la red como mostraron los resultados de la tesis de grado, y
tampoco parece afectar localmente la dindmica de los vértices conectados por tales
aristas de largo alcance, segun sugieren los resultados presentados en este trabajo (Tabla
3.2).

Por otro lado, las principales diferencias cualitativas observadas, respecto del modelo sin
espacialidad, aparecen cuando la movilidad humana es baja, lo que desacopla la
dinamica de los vértices, generando los patrones alternativos en el curso temporal de las
variables globales del sistema, como por ejemplo la presencia de mas de un maximo

6 Una observacion mas detenida de esto puede hacerse en la figura 5.4, en la siguiente Seccidn.
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relativo en el nimero de infectados total (figuras 3.22 y 3.23). También, los ajustes en la
movilidad del humano y el vector generan la posibilidad de observar variabilidad en la
magnitud de las variables centrales de nuestro trabajo (/max, Timax Y r-). Dado que en un
modelo de mezcla homogénea, cualquier porcidn seria equivalente a las demas, es un
aporte de nuestro modelo la posibilidad de que dos fracciones diferentes de la poblacién
total, experimenten el mismo brote epidémico global de forma muy diferente a nivel
local, como por ejemplo los vértices de menor grado de la red jerdrquica y el vértice de
mayor grado de la red (figura 3.5).

Considerando los resultados locales obtenidos de Imax ¥ Timax €n funcion del tamafo
poblacional, y los resultados globales de Imax, Timax Y r- €n funcién de la movilidad de
ambos organismos, vemos que el comportamiento del sistema construido con jerarquia
en el grado de los vértices de la capa del humano no muestra diferencias cualitativas
respecto del sistema con reconexiones de largo alcance para el humano.

4.2- Umbral de dispersion espacial

En general, una de las caracteristicas que muestran los modelos epidemioldgicos es la
existencia de un umbral epidémico que determina un cambio cualitativo en el
comportamiento del sistema. Tipicamente, el umbral epidemioldgico queda
determinado por los pardmetros del modelo, de forma que, conociendo el estado
inicial del sistema, es posible predecir si este desarrollara o no un brote epidémico que
alcance una fraccién considerable de los individuos que constituyen la poblacidn. En el
analisis del umbral epidémico de modelos bajo el supuesto de mezcla homogénea,
suele determinarse, a partir de los pardmetros, el Ro del sistema, que oficia como
predictor de su comportamiento. Rp se conoce como el numero reproductivo bdsico, y
se define como el nimero de contagios secundarios promedio que genera un Unico
individuo infectado en una poblacién totalmente susceptible, en todo el tiempo que
permanece infectado (Anderson y May, 1992). En los modelos deterministas, la
condicidn necesaria y suficiente para que el sistema desarrolle un brote epidémico es
Ro > 1, en cualquier otro caso, un nimero apenas mayor que el nimero inicial de
infectados serd alcanzado por la enfermedad una vez que el sistema llegue a su estado
estacionario.

El cambio cualitativo en el comportamiento de un sistema epidemioldgico frente a Ry es
analogo a un cambio de fase en sistemas fuera del equilibrio, de forma que se transita
entre la ausencia de un brote epidémico y la presencia de este (Pastor-Satorras et al.,
2015).

En modelos epidemiolégicos metapoblacionales discretos, donde los individuos son
unidades capaces de moverse aleatoriamente a través de las aristas que unen a los
vértices de una red de subpoblaciones y alojarse en estas temporalmente, la condicidn
necesaria para que una fraccién importante de la poblacién total de la red atraviese la
enfermedad, excede en complejidad a la condicion para las poblaciones
homogéneamente mezcladas. Aun cuando todas las subpoblaciones estén en
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condiciones para desarrollar un brote epidémico local (Ro > 1), esto no es suficiente para
garantizar que el brote alcance a una fraccién importante de la poblacidn total. Esto se
debe a que la dispersion de la enfermedad en la red depende de que infectados
provenientes de las subpoblaciones donde el brote epidémico se estd desarrollando,
lleguen a las subpoblaciones que no han sido alcanzados todavia por la enfermedad. Este
desplazamiento aleatorio de individuos infectados entre subpoblaciones estd sujeto al
ruido estocdstico, y aparece un nuevo comportamiento umbral, dependiente de la
probabilidad de desplazamiento de los individuos entre subpoblaciones. Por debajo de
cierta probabilidad critica, una fraccion marginal de las subpoblaciones sera alcanzada
por la enfermedad, mientras que, por encima de esa probabilidad, el brote epidémico
se dispersara por una fraccion macroscépica de las subpoblaciones. EI umbral de
invasion se codifica en una nueva cantidad R. que caracteriza la invasién de la
enfermedad en el sistema. R+ denota el nimero de subpoblaciones que se infectan a
partir de una Unica subpoblacién inicialmente infectada; es decir, el analogo de R a nivel
de la metapoblacion (Cross et al., 2005).

Sin embargo, este fendmeno no aparece en los abordajes continuos que permiten que
cualquier fraccion de infectados que difunde propague la enfermedad a una poblacién
no infectada. Incluso, un nimero de infectados menor a 1 seria suficiente para transmitir
la enfermedad a una poblacién aun no infectada. Es una caracteristica comun de los
modelos continuos, que tanto la persistencia como la difusidn pueda ocurrir mediadas
por “individuos fraccionarios”, que no capturan la naturaleza discreta del sistema real
(Pastor-Satorras et al., 2015).

Acorde con estas consideraciones, y aunque el sistema muestra un umbral epidémico
local, en nuestro sistema de estudio no observamos ningin comportamiento umbral
asociado a la dispersién de la enfermedad. Esto queda claro cuando se observan los
resultados de experimentos de propagacidn epidémica con valores bajos y muy bajos de
movilidad de cualquiera de las especies. Por ejemplo, los resultados de r- son
relativamente altos para cualquier valor de los parametros de movilidad ay y ay . Incluso,
cuando estos son muy bajos (ay = ay = 1077), los resultados obtenidos no muestran
ningun cambio abrupto en el comportamiento del sistema que sugiera la presencia de
un umbral epidémico de dispersion. Es claro también, que el comportamiento limite que
muestra r- para valores muy bajos de ay y ay, sugiere que reducirlos mas, no generara
un cambio en los resultados.

4.3- Distintas escalas de la movilidad en la dindmica general del
sistema

Los resultados obtenidos para la dinamica local de las poblaciones en los vértices de la
red construida a partir de un grafo jerarquico para el humano muestran de forma
general que la movilidad general en el sistema, pero en particular la movilidad humana,
afecta el desarrollo de un brote epidémico de forma notable. Mientras que en
condiciones de baja movilidad o movilidad mixta (ll), se tiene un comportamiento muy
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similar al que aparece en condiciones de aislamiento de las poblaciones, esto es, los
vértices muestran una fuerte dependencia de imax coOn su tamafio poblacional, un
intervalo amplio de Timax, €n los regimenes de alta movilidad y movilidad mixta (1), las
poblaciones se acoplan alcanzando /mqex €n casi el mismo momento y mostrando un imax
muy similar.

Dicho de otro modo, la movilidad muestra un efecto homogeneizador de la dindmica de
los vértices, restringiendo el intervalo de tiempo en el que ocurren sus cambios y
estrechando la variabilidad en Imqax, dentro de las restricciones poblacionales propias de
cada vértice.

La magnitud del efecto homogeneizador de la movilidad, entra en oposicién con los
procesos infecciosos y su escala temporal, muy vinculada al tamafio poblacional de los
vértices. Por esta razoén, el efecto acoplador de la movilidad desaparece cuando esta es
baja.

A la vez, el efecto homogeneizador de la movilidad genera cambios contrastantes entre
la dindmica de los vértices de pequeio tamaino poblacional y aquellos de gran tamario
poblacional, ya que el aumento de la movilidad provoca que los vértices menos poblados
experimenten un brote mds intenso, con un Imex mayor, mientras que los vértices mas
poblados experimentan el cambio contrario, disminuyendo su /max.

Otro aspecto del efecto homogeneizador de la movilidad de los individuos en la red se
refleja también en el 1, local. En este caso, el sistema se relaja a un estado estacionario
en el que la fraccion final de individuos que atravesaron la enfermedad es igual en cada
vértice, para cualquier movilidad. En este caso, incluso la baja movilidad es también
capaz de conducir a la homogeneidad en r,,, debido a que la escala temporal requerida
para la difusién de los individuos recuperados con la red, no se ve limitada por la escala
temporal de ninguln proceso infeccioso.

Que el nimero estacionario de individuos recuperados mantenga la misma proporcién
respecto del nimero de individuos total en cada centro poblado, implica también, que
sea proporcional al grado del centro poblado. Este hecho es cuantitativamente
compatible con los resultados presentados en algunos trabajos en los que se permite el
libre desplazamiento de individuos entre vértices de una red, a través de las aristas que
los unen. Por ejemplo, Noh y Rieger (2004), estudian el desplazamiento aleatorio de
individuos en una red, con igual probabilidad de atravesar cualquier arista a la que pueda
acceder. Por otro lado, Colliza et al. (2007) proponen un sistema dindmico de reaccién
difusion emulando la dindmica de contagio y recuperacién del modelo SIS con
desplazamiento aleatorio de individuos entre vértices vecinos. En ambos casos, el
numero estacionario de individuos en cada vértice es proporcional al grado de este. Sin
embargo, esta consonancia entre resultados se debe a razones diferentes. Mientras que
en esos trabajos la proporcionalidad entre el nUmero de particulas en un vértice de la
red y su grado se obtiene para redes no correlacionadas, es decir, redes en las que la
probabilidad de que dos vértices estén conectados por una arista es independiente del
grado de estos, los resultados presentados en este trabajo para r,, se deben a la simetria
entre el flujo de entrada y salida a un centro poblado por una misma arista y a la
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imposicidon de la proporcionalidad entre el grado y el tamafio poblacional de un mismo
centro poblado.

El efecto acoplante de la evolucidn del brote epidémico en cada vértice que genera el
aumento de la movilidad, provoca que a nivel global la red completa alcance un nimero
maximo de infectados alto y temprano, lo que en un contexto realista presionaria
intensamente a los servicios de salud y los recursos de los que se dispone para responder
a una emergencia sanitaria.

Sin embargo, la movilidad parece tener un efecto contrario sobre el alcance del brote
epidémico en la poblacion, puesto que, aunque en una escala mucho menor al efecto
que tiene sobre el nUmero maximo de infectados, la alta movilidad parece reducir la
fraccidn de la poblacién total que atravesara la enfermedad. Esto posiblemente se deba
a que el desacoplamiento generado por la baja movilidad, permite la evolucién casi
independiente del vértice mds poblado, permitiendo que mas individuos atraviesen la
enfermedad en el tiempo que tarda el brote en extinguirse.

4.4- Perspectivas de manejo y control

Nuestro sistema puede ser utilizado como plataforma para la implementacién de
intervenciones destinadas a la mitigacién del brote epidémico, basadas en las
caracteristicas del comportamiento del sistema que describimos anteriormente.

Existe un gran nimero de medidas generales que pueden adoptarse con la intencién de
controlar o reducir los efectos de un brote epidémico. Sin embargo, las caracteristicas
particulares de cada enfermedad infecciosa determinan cuales de ellas estan disponibles
en cada caso.

Dado que este modelo fue construido con particular consideracion sobre los efectos que
puede generar la movilidad de los organismos sobre la dispersién y evolucidon de un brote
epidémico, es O6ptimo para realizar experimentos enfocados en la evaluacidon de
intervenciones realizadas sobre la movilidad de cualquier especie en la red. En particular,
la movilidad de los seres humanos, parece ser la mas sencilla de modificar, puesto que
es de gestién e implementacidn directa.

Si hiciéramos nulo el intercambio de individuos en la capa del humano, el sistema
mostraria una dinamica como la observada en las subsecciones anteriores cuando ay es
muy pequefio. Por ejemplo, la situacion donde el humano tiene muy baja movilidad y el
vector presenta gran movilidad es lo que definimos como régimen de movilidad mixta
(1), y su dindmica local y global es la descrita en las secciones correspondientes. Sin
embargo, reducir la movilidad general de todos los individuos que constituyen la
poblacién de la red, seria una intervenciéon mayor, con alto costo de implementacion y
altamente dificil de sostener en el tiempo. Por otro lado, seria deseable seleccionar
intervenciones de pequefa escala, pero con alto efecto sobre la dinamica general.

Ya que la capa del humano en nuestra red muestra una estructura tal, que uno de sus
vértices presenta un grado muy alto y concentra una gran cantidad del flujo general en
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la capa, medidas de reduccién del flujo de entrada y salida a este centro poblado serian
intervenciones de mediana escala, con potencial para generar un gran efecto en la
dispersion general del brote epidémico en la red.

Asi mismo, el vértice mas poblado es también un candidato para la implementacién de
acciones enfocadas en el control de la poblacién de vector. La apropiada reduccién de la
poblacion de vector (con limitadas entradas desde los vértices vecinos), puede
condicionar la evolucién del brote epidémico en el vértice mas poblado, haciendo su Ro
menor a uno, de forma que alli el brote epidémico no pueda desarrollarse. De esta
forma, el vértice mas poblado seria un mal dispersor de la red, reduciendo la capacidad
de la enfermedad de transmitirse por la red completa.

Nuestro sistema general y su tratamiento, mas alla de la forma particular que elegimos
para modelar el espacio y el intercambio de individuos entre las poblaciones, es plausible
de ser utilizado para la representacion de contextos reales, como podria ser el conjunto
de ciudades y otros centros poblados de Uruguay y sus intercambios, con el fin de
evaluar los escenarios posibles frente a la posibilidad de un brote epidémico de una
enfermedad transmitida por un vector y los efectos de la implementacién de medidas
de mitigacion.
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5. Anexos

5.1- Generacion de redes small-world a partir de un reticulo
rectangular uniforme

A partir de un ‘grafo del rey’, con conectividad uniforme como el de la figura 2.2a se
generan reconexiones aleatorias aplicando el algoritmo descrito en Watts y Strogatz
(1998).

Dado que originalmente buscabamos generar una red de tipo small-world, sin perder la
informacidn espacial de la estructura de partida, se requiere que el grafo obtenido
cumpla con las condiciones de alto coeficiente de clustering (C) y bajo largo de camino
caracteristico (L).

En la figura 5.1 se muestra cdmo cambian Cy L para distintos valores de probabilidad de
p. En esta figura se puede ver que el comportamiento de las variables frente al
recableado es cualitativamente similar al que tienen cuando se aplica este
procedimiento sobre el grafo regular anular utilizado por Watts y Strogatz en su articulo.
Esto es, una rapida caida de L, y una caida inicialmente muy lenta de C.
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Figura 5.1- Coeficiente de clustering (C) y Largo de camino caracteristico (L) en funcién de la probabilidad
de reconexion (p) aplicando el procedimiento de recableado de Watts-Strogatz. (O) Coeficiente de
clustering normalizado (C/C(0)), (*) Largo de camino caracteristico normalizado (L/L(0)). Estos
experimentos se realizaron sobre redes rectangulares de 30 filas y 30 columnas (900 vértices).

Sin embargo, hay diferencias cualitativas, fundamentalmente en la forma en la que varia
L. Aunque esta variable decrece a medida que p se aproxima a 1, para valores muy
cercanos a 1, L/L(0) alcanza un valor cercano a 0,5, mucho mayor que el observado en
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los experimentos de Watts-Strogatz. Esto sugiere que el procedimiento de recableado
no genera cambios dramaticos en este tipo de grafo, como si lo hace sobre los grafos
anulares de Watts-Strogatz.

5.2- Distribucion de probabilidad del grado del vértice de mayor
grado

La red final para la capa del humano es el resultado de unir el grafo de una red jerarquica
(HN) con el grafo de un ‘grafo del rey’ (GR). Dado que ambos grafos estan definidos
sobre el mismo conjunto de vértices, y difieren en el conjunto de aristas que los
constituyen, la matriz de adyacencia del grafo unién se obtiene como la suma légica de
las matrices de adyacencia de los grafos originales.

hANHEA

O|OR|1|=|1
0 0 0
1 0 1

Para analizar el grado del vértice de mayor grado después de la unidn de grafos, es
necesario conocer con precision el grado de dicho vértice en el grafo de la red jerarquica
y las aristas nuevas que puede adquirir, provenientes del GR.

El algoritmo para obtener una HN utilizado comienza con una semilla de 5 vértices
(cuatro secundarios y uno central). Esto hace que al final del tercer paso (N=125) el
vértice de mayor grado tenga 84 aristas (Figura 2.3).

Dado que los vértices de la HN no tienen asignada una posicidon en el rectangulo de
vértices, esta asignacion es un paso necesario para la unién de ambos grafos.

Al unir la HN con un GR, el vértice de mayor grado puede sumar 3, 5 u 8 vértices segun
si es asignado en un vértice de la esquina, el lado o el centro del GR respectivamente
(Figura 5.2).

A su vez, cuando dos vértices son vecinos en ambas redes, la unién de grafos no aportara
aristas nuevas, por lo que 3, 5y 8 son el nimero maximo de aristas que puede sumar el
vértice de mayor grado luego de la suma légica de las matrices de adyacencia.

Entonces, g (el grado final del vértice de mayor grado), puede tomar distintos valores,
con probabilidades diferentes, dependiendo de la probabilidad de caer en una esquina,
un lado o el centro del GR, y de la probabilidad de que sus vecindades en ambas redes
tengan interseccién no vacia.

Ambos grafos son construidos de forma rectangular con n filas y m columnas, de manera
que se tienen w = n x m vértices totales. Tomando n = m, se tiene w = n? vértices en
total.
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Sobre n? vértices totales, 4 de esos vértices estan ubicados en las esquinas, 4(n - 2) estan
ubicados en los lados del rectangulo, y (n - 2)? vértices forman parte de la “médula” o
centro del rectdngulo (Figura 5.2).
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Figura 5.2- Esquema del rectangulo de vértices sobre el que se construyen los grafos de la red bicapa. Se
destaca en color los diferentes tipos de vértices segln su grado en el GR: esquinas, lados,

centro.

Asi, las probabilidades de caer en una esquina (P3), en un lado (Ps) y en el centro (Ps) se
calculan facilmente de la siguiente forma:

4

P)=Py=—
pE) =p =022
LY
P(8)=p8=%

Hay un total de 144 vértices en el GR que utilizamos, y de esos, el vértice de mayor
grado tiene aristas con 84 de ellos en la HN, por lo que podra tener aristas nuevas con
los restantes 60.

De forma general, diremos que la probabilidad de adquirir i aristas nuevas serd la suma
de tres probabilidades: la probabilidad de ser asignado a una esquina y adquirir i vértices
nuevos, la probabilidad de ser asignado a un lado del rectangulo y adquirir i vértices
nuevos y la probabilidad de ser asignado al centro del rectangulo y adquirir i vértices
nuevos.
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Entonces, la probabilidad de sumar i aristas a las 84 que ya tiene el hub esta dada por la
siguiente expresion:
Cir'Coo  , Cii'Céo , , Caa'Céo

P(gr=84+i)="r; 5 8
! C1344- C1544- 6184-4

coanh=05ih<O.

J=ici
8"]-—60 es la probabilidad de elegir i vértices entre los 60 a los que no esta conectado, y

C14-4-
(j — i) vértices de los que ya estaba conectado, del total de 61’44 j-uplas posibles que se

pueden conseguir entre 144 vértices totales.

Entonces:
Cis Csa CS4
P(gr=84)=P3——+Ps——+ Py —
Cl44 Cl4—4 6144-
C3.Céo C.Céo C44Céo
P(gr =85)=Ps—5—+Ps o s
144 144 144
C34Céo C3,Co C54Céo
P(gr=86) =P, o TPhE 5
144 144 144
Ceo C3.Céo C5.C
P g = 87 = P3 + P5 8
o7 =87) = Pags "+ Ps=gs =+ P (s
ChCl |, CosCio
P(gf=88)=P5 5 8 -8
C14-4 Cl4-4
Céo C3.Co0
P(g; =89) = Ps——+ Py —¢
6144 C144-
C3.C&
P(gr=90) = Ps—5
144
Cs4Co
P(gr =91) = Py o5
144
Co
P(gr=92) = Py 5
144

En la figura 5.3 se muestra la distribucion de probabilidad tedrica del grado del vértice
mas poblado y la frecuencia observada para cada valor posible del grado de este vértice.
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Figura 5.3- Distribucion de probabilidad tedrica y frecuencia observada tras 1.000 realizaciones, para el
grado del vértice con mas conexiones, tras unir un GR y una HN. En todas las realizaciones, w = 144,

5.3- Método de Runge-Kutta optimizado

Nuestro sistema consta de 3 variables por cada vértice de la red, y puede tener un
numero diferente de centros poblados, segln sea el interés detras de las simulaciones.

Ademads, el modelo integra informacidén acerca de la estructura de la red, que es
diferente en cada realizacién, producto del proceso de construccién de la red del

humano, descrito en la Seccién 2.

A su turno, ademas de las consideraciones acerca de la estructura del modelo, existen
algunas complejidades provenientes de la forma en la que funciona el software utilizado
para las simulaciones. El lenguaje del software MATLAB estd disefiado para facilitar la
codificaciéon de las operaciones matriciales y las transformaciones vectoriales, por lo cual
resulta conveniente escribir los parametros y variables del sistema como matrices y
vectores, y codificar la estructura del sistema en términos de operaciones elementales
adecuadas entre estas entidades matematicas.

La apropiada codificacion del sistema es necesaria para la optimizacion del tiempo de
calculo. Esto es asi debido a que la modificacidon de una de las entradas de un vector o
una matriz, lleva a la reescritura de la matriz completa, incluyendo la modificacién
requerida.
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A modo de ejemplo, en una simulacién corta de unas 200 unidades de tiempo, con un
paso cdlculo de 0,02, el objeto que guarda la historia completa de, solamente, las
variables S, | y R de cada uno de los centros poblados que constituyen la red,
(usualmente 144 centros poblados), tiene 4320000 entradas, de forma que operar con
este objeto entrada a entrada requerird escribir 4320000 objetos de 4320000 entradas.
Sin embargo, si el cdédigo se escribe de forma que los cambios se realicen sobre todas
las variables de una misma clase a la vez, por ejemplo, sobre el nimero de susceptibles
en cada centro poblado de forma concertada, el nUmero de operaciones necesarias para
simular el modelo en las mismas condiciones desciende, y solamente sera necesario
escribir 10000 objetos de 4320000 entradas, lo que implica una reduccidon de dos
ordenes en el tiempo requerido para este proceso.

A continuacién, describiremos la estructura matematica utilizada para codificar el
método Runge-Kutta de cuarto orden, de forma de optimizar el tiempo de calculo.

5.3.1- Método Runge-Kutta de cuarto orden para un sistema de
ecuaciones

Consideremos un sistema de n variables dependientes x;, con primeras derivadas en el
tiempo X,, y de n ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma:

.X:l == fl(xl, ...,xn, t)
: 5.1

X.-n = fn(xl, oy X t)

con estado inicial:

x1(0) = X1(0)
: 5.2
Xn(()) = Xn(0)

Dado un paso h, se puede aproximar el valor de la i-ésima variable a tiempo t + h

(x;(t + h)) a partir de (xl(t), ...,xn(t)), calculando las siguientes variables accesorias:
kiiy = hfi(x1(0), ..., x,(8), 8)
Koy = hfy (32(6) + Tercays oo Xn(6) + Ky t + 2h)
ks = hfi (52(8) + oy, s Xn(6) + Tha(uy, € + 3h) 5.3

k4(i) = hfl-(xl(t) + k3(1), o X (8) + k3(n)' t+ h)
A partir de esto, se tiene:

73



xi(t + h) = xi(t) + %(kl(L) + Zkz(,_) + 2k3(1) + k4(l)) + O(hs) 54

donde O(h®) es un término despreciable cuando h es muy pequefio.

5.3.2- Codificacion de los parametros y variables del sistema

Para la representacion matricial del sistema definiremos los objetos con los que
construiremos el sistema de ecuaciones matriciales compatible con la expresién 2.11.

— —
Tenemos los vectores N y V, cuyas entradas corresponden a los tamafos poblacionales
de humano y vector en los centros poblados:

Ny Vi
Ny, Vi

De forma analoga, definimos los vectores S, I y V,, cuyas entradas corresponden al
numero de humanos susceptibles, humanos infectados y vectores infectados en los
centros poblados:

S _(h Vi
SW Iw Vi

Las ecuaciones de conservacion 2.1 y 2.2 determinan hacen posible obtener el nimero

|

de humanos recuperados y el numero de vectores susceptibles. Entonces es posible

definir:
- Rl g - - — VSl e —
R=|: |=N-=-S—-1 ; Vi=| i |=V-=-V 5.7
R, Vow

Tenemos también, los vectores S, i y I'/;, gue se obtienen derivando los vectores de la
expresion 5.6:
- Sl - —
S=1: ;0 I=1 ¢ ;0 V=1 : 5.8
Sw Iw Viw

Por la naturaleza de sus entradas, los vectores S, I y I y sus vectores derivados son
funciones del tiempo, pero solamente lo indicaremos cuando sea necesario, para no
cargar la notacién.

74



Ademas, requerimos objetos que contengan la informacion del flujo de individuos de
cada especie, entre los centros poblados. Definimos entonces:

ot ol P Olw
Fy=| : =~ s Fp= &+ -~ 5.9
Pa1 @l Pi1  Poow

cuyas entradas son los flujos netos de individuos entre centros poblados y cumplen las
propiedades detalladas en la subseccion 2.4.

o
Accesoriamente, utilizaremos de forma conveniente el vector U, cuyas entradas valen

1:
1
: 5.10
1

<l
I

5.3.3- Operaciones involucradas

Procederemos utilizando las operaciones habituales del algebra de matrices y vectores,
como lo son la suma de vectores, el producto de una matriz por un vector y el producto
de un vector por un nimero real, contemplando siempre las relaciones necesarias que
deben cumplir las dimensiones de los elementos en cada caso.

Adicionalmente, introduciremos el producto de Hadamard, una operacion alternativa
entre objetos de idénticas dimensiones, y de gran utilidad para la codificacion matricial
del sistema.

El producto de Hadamard se define de la siguiente forma:

Dados Ay B € M,,xn,

aij; ot Qip by - bin
Am1  ° Amn bmi ' bmn

el producto de Hadamard A®B es una matriz de iguales dimensiones que los
operandos, de la forma:

ay1byy 0 agnbin
AQOB = : :

amlbml amnbmn

El producto de Hadamard es también llamado “producto por entrada”.

Serd necesario también introducir la division de Hadamard A ) B, que devuelve una
matriz de idénticas dimensiones, de la forma:
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( ay1/b11 0 Qin/bin >
AQB= : . :

aml/bml amn/bmn

La division de Hadamard solamente es posible si todos los elementos de B son no nulos.

5.3.4- Forma matricial del sistema

R
Comenzaremos con la expresién para S, segln se indica en el sistema 2.10:

. Sl
NI
5, / —BVinS; + (P11N N, j(P]1

$=|:
S S
v ﬁVlWS + <pw1___w <p]w
S
BViiS, (9011 N, 1w~ N, \‘ ( (o + -+ oily) \
_ _< ; ) .
BVS 5y s
T\ et ol NW N, @i+t ol)
S1
Vit S1 o1y - ‘P1w ( \‘ (N1\ oy + -+ i,
=—p( ¢ |O| ¢ |+]| : - :
V) \s.) \oily gl \ w / 5_w Q1+ -+ ol
Nw
Nétese que:
S1
N, S; N, L
Sw | \s,) \W,
Ny,
@i+ + ofl, P11 o\ /1 N
= )= IFHU
@iy ot Qi P Piw/ \1
Asi, se tiene que:
S =—BV,0S +Fy(S@N) - (FyU0)O(5 @ N) 5.11

Esta expresion permite codificar todas las ecuaciones diferenciales del sistema,
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correspondientes a la tasa de cambio del nimero de susceptibles en cada uno de los
centros poblados.

Continuaremos con la expresion para obtener I. A partir del sistema 2.10 tenemos:

I
~ BViaS1 — ply + § o1 — § Ph
> I l J 1ij Ny £ -
i=|:|= ;
iw H Ij IW H
ViuSw — pl E d_w E .
\B iwow — Ply + j(pwj N] N, j(p]w

I I L

R U el W B R R X L \‘
L 1 I

wﬁlN—1+---+<p»‘;’wN—”:V/ \N—”VVV(</)$1+~~+¢$W)/

BVi1$, ply (
:( | )_<5>+\
.BVinw pr

Vi S1 I ot v otw\ [ ™
=gl ¢ |O| i |=p| )+ ¢ - :
Vi Sw L, Pl P N

w

~

Iy

Ny o+ -+ oty
- : ]O :

)\t Qi

w

De manera similar a lo desarrollado para S, se deduce facilmente que:

-

[ =pVes-pl+F,(TQN) - (F,0)0( @ N) 5.12

-
Finalmente, procederemos con el mismo enfoque para obtener V, que segun el sistema
2.11 toma la forma:

y(Vi = Vi)l — uV; +Z <p"ﬁ—ﬁz oY,
Vi1 1 1)1 i1 i 1]Vj V1 i j1

% Vij Vi v
V(Vw - Viw)lw - #Viw + -(ij7 v Pjw
j j

] w

=~
Il
Il
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74 V;
v "l v “lw
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Procediendo al igual que en los casos anteriores, se tiene entonces:
V,=y(V-V)ol - +F,¥, V) - (F,0)0¥ 0 V) 5.13

Las ecuaciones 5.11, 5.12 y 5.13 son sencillas de incorporar en un cédigo, y son formas
compactas con las que el software puede operar rdpidamente. Estas ecuaciones son
centrales para el computo del método Runge-Kutta de cuarto orden.

5.3.5- Aplicacion del método de Runge-Kutta de cuarto orden al sistema

2 2

Como puede verse, segln se indica en las ecuaciones 5.11, 5.12 y 5.13, los vectores S, I

y Vl son funciones de §, fy VZ, y también del tiempo’, como ya se habia indicado. Asi,

tenemos:

7 Aunque incorporar el tiempo lo hace méas general, en la practica, el tiempo no interviene en estos

calculos.
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Con esto en cuenta, es posible computar el método de Runge-Kutta para obtener
§(t +h),I(t+h)y 17;(t + h) a partir de S(¢), I(t) y I_/;(t), para el estado inicial del
sistema $(0), 1(0) y V,(0).
La forma vectorizada de las ecuaciones generales en 5.3 para nuestro sistema es:
Kis = hS(5,V,,t)
Ko = RS 17,¢)
Ky, = k(LY t)
—_ e 1— — 1— 1
KZS = hS (S + EK]‘S’ I/l + EK]-VL’ t + Eh)

Kot = hi (8 + K, T+ 3K1,V, + Ky, t + 3h)

_ = /(> 1— — 1= 1
Koy, = hV, (I + oK Vit oKy, t + Eh)

Kss = h§(§+%K—25’,V{+§E,t+%h)
Koy = hi (3 + 2551 + 251,V + 2oy, t + 20)
Ky, = h_V;(7+%K_2[,V{+%E,t+%h)
Kys = h§(§+KTS,I7{+E’,t+h)
K, = hl?(§+KT5,f+KT,,I7{+E’,t+h)
Rur, = W1+ By 7+ Ko 4 )
S(t+h) = S(t) + 2(Kis + 2Kzs + 2Ks5 + Kys) + O(h5)
I(t+h) = 1) + Z(Ku; + 2K5; + 2Kz + Kyy) + O(h®)
V,(t + h) = V,(t) + <(Ky, + 2Kay, + 2Ky, + Kay,) + O(h®)

Donde 5(h5) tiende al vector nulo cuando h es muy pequefio.

La implementacidn de estas ecuaciones en el cddigo de simulacién, permite cambiar el
valor de los parametros y la utilizacion de redes con diferente estructura sin cambiar el
codigo ni comprometer la realizacién de experimentos por el aumento en el tiempo de
simulacidn. Por ello, son la base del cdédigo utilizado para la simulacion del sistema, como
puede verse en la subseccion 5.4.
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5.4- Codigo para simular el modelo con red jerarquica para el
humano (MATLAB)

5.4.1- Cédigo minimo para obtener el curso temporal del sistema

% Simulador de Propagacidén de una epidemia en el modelo SIR-SI
on
% espacialidad

Q

% Caracteristicas: - El vector nace y muere con tasa "mu" (Hay
conservacién de la poblacién de vector)

- E1l humano se recupera, pero no muere

- La poblacidén total de humanos no recibe

o

o©°

entradas ni salidas
% por migracidén, nacimientos o muertes.

%dMij/dt=gamma*Ms*Ij-mu*Mij+sum(alfa*mij)-mij*sum(alfa)
%dSj/dt=sum(alfa*s)-beta*Mij*Sj-sj*sum(alfa)
$dIj/dt=sum(alfa*i)+beta*Mij*Sj-ij*sum(alfa)-ro*I]
%dRj/dt=sum(alfa*r)+ro*Ij-rj*sum(alfa)

clear all
close all
clc

n=12;% Numero de columnas

m=n; % Numero de filas

v=n*m; % Numero de vértices

AM=Ady RRU(n,m);% Matriz de adyacencia para el vector bioldgico

M modulo=(0 1 11 1;1 011 1;11011;11101;11110];%
Matriz de adyacencia inicial para la red jeradrquica, contiene la
estructura modular

n modulo=3;% N° de iteraciones, la red final tendré 5”n vértices
(5 por el tamano de M modulo)

vertices modulo=size (M modulo,1l);% Cantidad de vértices en el
médulo inicial

Memoria HN=zeros (vertices modulo”n modulo,vertices modulo”n modu
lo,n modulo);% Tensor donde se van a guardar los pasos de la
construccidén de la matriz de adyacencia

Memoria HN(l:size (M modulo,1l),1l:size (M modulo,?2),1)=M modulo;3
Se incorpora el primer estado de la matriz de adyacencia

M1=M modulo;% M1l es la matriz sobre la cual se va a operar

%$Loop para obtener la matriz de adyacencia del grafo jerarquico
segln el algoritmo de Ravazs-Barabasi (2003)
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for i=2:n modulo

N parcial=kron (eye(vertices modulo),Memoria HN(l:vertices modulo
~(i-1),1l:vertices modulo”(i-1),1i-1));

A parcial=M modulo(l,:);

for j=2:1

A parcial=kron (M modulo(l,:),A parcial);% Asi se halla

la i-ésima potencia de Kronecker

end

N parcial(l,:)=N parcial(l,:)+A parcial;% No genera
exactamente el vector que se necesita

N parcial(:,1)=N parcial(l,:)";

Memoria HN(l:vertices modulo”i,l:vertices modulo”i,i)=N parcial;
end

AHH=zeros (size (AM, 1) ,size(AM,2));% Matriz de adyacencia del
humano (actualmente wvacila)

AHH(l:size (M modulo,1l)“n modulo,l:size (M modulo,1l)”n modulo)=Mem
oria HN(:,:,n modulo);% Matriz de adyacencia HN, con vértices
desconectados para completar el tamafio de la red tipo grilla
rectangular

N=eye (n*m) ;% Matriz identidad que va a permitir obtener las
matrices de permutacidn

N1=N(:, randperm(n*m)) ;% Matriz de permutacidn
protoAH=N1*AHH*N1';% Nueva matriz de adyacencia obtenida con
reetiquetado de los vértices

AH=ceil (0.5* (protoAH+AM) ) ;% Matriz de adyacencia de la red
jerdrquica sumada a la red regular

gamma=0.0009; % Tasa de contagio humano-vector
mu=0.8;% Tasa de recambio de vector
beta=0.0000075;% Tasa de contagio vector-humano
ro=2/3;% Tasa de recuperaciodn

N=50000;% Poblacidén promedio de humanos
alfah=10"-14;% Paradmetro de movilidad del humano
alfav=10"-14;% Paradmetro de movilidad del vector
£t0=0;

tf=200; % unidades de tiempo

% Método de Runge-Kutta

h=0.02;% Paso

T=t0:h:tf;% Vector de tiempos

Mt=zeros (v, 2,length(T));% Matriz de la poblacidén del vector, la
primer columna es la poblacidén susceptible y la segunda es la
poblacidén infectada
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Ht=zeros (v, 3,length(T));% Matriz de la poblacién de personas,
ler, 2da y 3er columna son susceptibles, infectados vy
recuperados, respectivamente

o)

% Estado inicial

NN=sum (AH, 2) *N*v/sum (sum (AH) ) ; $ Vector de las poblaciones
totales de humanos en cada vértice (POBLACION PROPORCIONAL AL
GRADO DEL VERTICE)

iota=1l;% Puede tomar valores en {-1, 0 , 1}
kappa=0.2*10"0; $PARA iota=1, es la razdn entre la poblacidn de
humanos y vector bioldgico, calculado como kappa=<M>/<N>

NM=kappa* (NN."iota) ;% Vector de las poblaciones totales de
vector en cada vértice (si iota = 1, es proporcional al numero
de humanos)

MM=[NM zeros(v,1)];% Matriz inicial del vector sin sembrar
enfermos

MN=[NN zeros(v,2)];% Matriz inicial de humanos sin sembrar
enfermos

Ht (:, :,1)=MN;

o

% Siembra de infectados

r=randi (v) ;% Vértice donde se siembra

semilla=1000; % Cantidad de infectados sembrados

Ht(r, :,1)=[NN(r,1l)-semilla semilla 0];% Siembra de infectados en
la matriz donde se guarda la evolucidédn total de la capa del
humano

o)

% Matriz de los flujos de vector y humano
Coor=[[1l:v]"' kron(ones(n,1),[1l:m]'") kron([l:n]',ones(m,1))];

FlujosH parciales=AH.* (alfah* (NN*NN') ./ ((kron (Coor(:,2),ones(1,v

(
)) —kron (ones(v,1),Coor(:,2)")).”"2+ (kron(Coor(:,3),ones(1l,v)) -
kron (ones (v, 1),Coor(:,3)"))."2));
FlujosV _parciales=AM.* (alfav* (NM*NM') ./ ((kron(Coor(:,2),ones (1,v
)) —kron (ones(v,1),Coor(:,2)"')) .2+ (kron(Coor(:,3),ones(1l,v))-
kron (ones (v, 1),Coor (:,3)"))."2));

¢

FH=triu(FlujosH parciales,1l)+tril (FlujosH parciales,-1);% Linea
para quitar la diagonal de NaN
FVv=triu(FlujosV parciales,1l)+tril (FlujosV parciales,-1);% Linea
para quitar la diagonal de NaN

)

% Ejecucidn del método de Runge-Kutta

o

% Matrices donde se van a guardar los resultados de los pasos
del método RK
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Kl=zeros (v, 3);

K2=K1;
K3=K1;
K4=K1;

for t=2

:length (T)

Kl1(:,1)=dMi dt vectorial (NM,Mt(:,2,t-1),Ht(:,

1) ,mu, gamma, FV) *h;

K1 (:,2)=dsS dt vectorial (NN,Ht(:,1,t-1),Mt(:,

1) ,beta, FH) *h;

K1(:,3)=dI _dt vectorial (NN,Ht(:,1,t-1),Ht(:

1),Mt(:,2,t-1),beta, ro,FH) *h;

K2 (:,1)=dMi dt vectorial (NM,Mt (:,2,t-
1)+K1¢(:,1)*0.5,Ht (:,2,t-1)+K1(:,3)*0.5,mu,gamma, FV) *h;

K2 (:,2)=dS dt vectorial (NN,Ht(:,1,t-
1)+K1(:,2)*0.5,Mt(:,2,t-1)+K1(:,1)*0.5,beta, FH) *h;

K2 (:,3)=dI dt vectorial (NN,Ht(:,1,t-
1)+K1(:,2)*0.5,Ht (:,2,t-1)+K1(:,3)*0.5,Mt(:,2,t—-
1)+K1(:,1)*0.5,beta, ro,FH) *h;

K3(:,1)=dMi dt vectorial (NM,Mt(:,2,t-
1)+K2(:,1)*0.5,Ht (:,2,t-1)+K2(:,3)*0.5,mu, gamma, FV) *h;

K3 (:,2)=dS dt vectorial (NN,Ht(:,1,t-
1)+K2(:,2)*0.5,Mt (:,2,t-1)+K2(:,1)*0.5,beta, FH) *h;

K3 (:,3)=dI dt vectorial (NN,Ht(:,1,t-
1)+K2(:,2)*0.5,Ht (:,2,t-1)+K2(:,3)*0.5,Mt (:,2,t-
1)+K2(:,1)*0.5,beta, ro, FH) *h;

K4 (:,1)=dMi dt vectorial (NM,Mt(:,2,t-
1)+K3(:,1),Ht(:,2,t-1)+K3(:,3),mu,gamma, FV) *h;

K4 (:,2)=dS dt vectorial (NN,Ht(:,1,t-1)+K3(:,2),Mt(:,2,¢t-
1)+K3(:,1),beta, FH) *h;

K4 (:,3)=dI dt vectorial (NN,Ht(:,1,t-1)+K3(:,2),Ht(:,2,¢t-
1)+K3(:,3),Mt(:,2,t-1)+K3(:,1),beta, ro,FH) *h;

Mt (:,2,t)=Mt(:,2,t-

L)+ (1/6)* (KL (:,1)+K2(:,1)/24K3(:,1)/2+K4(:,1));

Ht(:,1,t)=Ht(:,1,t-
1)+ (1/6)* (KL (:,2)+K2(:,2)/2+4K3(:,2)/2+K4(:,2));

Ht (:,2,t)=Ht(:,2,t-
1)+ (1/6)* (K1 (:,3)+K2(:,3)/2+K3(:,3)/2+K4(:,3));

Mt (:,1,t)=NM-Mt(:,2,t);

Ht(:,3,t)=NN-(Ht(:,1,t)+Ht(:,2,t));

for 1=1:v
for k=1:3

if Ht(l,k,t)<0 && Ht(l,k,t)>-0.01
Ht (1, k,t)=0;

end
end
for mm=1:2
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if Mt(l,mm,t)<0 && Mt (l,mm,t)>-0.01
Mt (1, mm,t)=0;

end
end
end
end

%Mt y Ht son los tensores que contienen toda la informacidédn que
genera

$método Runge-Kutta explicito, pero son demasiados datos para
graficarlos

%$todos, por eso hago un muestreo sistematico y extraigo uno de
cada 100

%datos para graficar. Bajo esa premisa se generan hu (poblacidn
humana total en funcidén del tiempo),

%mo (poblacidén de vector total en funcidén del tiempo),
$HistoriaH (historia de los humanos en cada vértice en funcidn
del tiempo) e HistoriaV

% (Historia del vector en cada vértice en funcidédn del tiempo).
vt=sum (Mt, 1) ;

ht=sum (Ht, 1) ;

tiempo=t0:tf;
HistoriaH=zeros (v, 3, length (tiempo)) ;
HistoriaV=zeros(v,2,length (tiempo))
z=(length (T)-1)/ (length (tiempo)-1);
hu=zeros (length (tiempo), 3);
mo=zeros (length (tiempo),2);

14

for i=l:length (tiempo)
hu(i, :)=ht(1,:,z*(i-1)+1);
mo (i, :)=vt(l,:,z*(i-1)+1);
HistoriaH(:, :,i)=Ht(:,:,z*(i-1
HistoriaV(:, :,i)=Mt(:,:,z*(i-1
end

vuv
+ +
I
NP
~ =

o)

% Grafico directo de susceptibles, infectados y recuperados en
funcidén del

)

% tiempo

figure (1)

plot (tiempo,hu(:,1), 'ob',tiempo,hu(:,2), 'or',tiempo,hu(:,3), "ok’
)

legend ('Susceptibles', 'Infectados', 'Recuperados’)

title('S(t), I(t) y R(t)")

xlabel ('Tiempo')

ylabel ('Numero de Individuos')

hold on

)

% Logaritmo de los tamafios poblacionales en funcidn de tiempo

figure (2)

semilogy(tiempo,hu(:,1), 'ob',tiempo,hu(:,2), 'or',tiempo,hu(:,3),
kaV)

legend ('Susceptibles', 'Infectados', 'Recuperados')

title('Semilog de S(t), I(t) y R(t)")
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xlabel ('Tiempo')

ylabel ('Logaritmo del numero de individuos')

hold on

% Grafico directo de las poblaciones de vector susceptible e
infectado en funcidén del tiempo

figure (3)

plot(tiempo,mo(:,1), 'ob',tiempo,mo(:,2), " '*r")

legend ('Vector susceptible', 'Vector infectado')

title ('Vector susceptible y vector infectado en funcidén del
tiempo')

xlabel ('Tiempo'")

ylabel ('Numero de individuos')

hold on

% Grafico semilogaritmico de las poblaciones de vector
susceptible e infectado en

o)

% funcidén del tiempo

figure (4)

semilogy (tiempo,mo(:,1),'ob',tiempo,mo(:,2),"'*r")
legend ('Vector susceptible', 'Vector infectado')
title('Semilog de Ms(t) y Mi(t)")

xlabel ('Tiempo')

ylabel ('Logaritmo del numero de individuos')

hold on

5.4.2- Funcion para generar la matriz de adyacencia de una red regular
(Ady_RRU)

function [ A ] = Ady RRU( n , m )

$Ady RRU genera la matriz de adyacencia de una red rectangular
uniforme

% (RRU) .

% Ady RRU genera la matriz de adyacencia "A" de una red
rectangular uniforme

o) " " " "

% de altura "n" y ancho "m n y m son naturales y A es una
matriz nm*nm. La
% red tendrd nm vértices.

v=n*m; $nimero de vértices del grafo
B=zeros (v) ;

$Vértices hacia adelante

for i=l:v

for j=1l:v
if j==i+1 && j~=floor (i/m) *m+1
B(i,j)=l,‘
end
end

end

ooz . . .
$Vértices hacia arriba
for i=l:v-m
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for j=i:i+m
if j==i+m
B(i,j)=1;
end
end
end
%Vértices en diagonal
for i=l:v-m
for j=1l:v
if j==i+m+l && j~=floor (i/m+1l)*m+l || j==i+m-1 &&
j~=ceil (i/m) *m
B(i,Jj)=1;
end
end
end

A=B+B';

end

5.4.3- Funcion para codificar vectorialmente dS/dt en cada vértice
(dS_dt_vectorial)

function [ F ] = dS dt vectorial( vectorN, vectorS, vectorMi,
beta, MatrizFlujoH )

%dSj dt vectorial Calcula el vector tasa de cambio de la
poblacidén de humanos susceptibles en funcién del tiempo para el
conjunto de vértices en una red de centros urbanos.

% Se calcula el vector de las tasas de cambio de la poblacidn
de humanos susceptibles en todos los vértices a partir de las
variables vectoriales "vector poblacidén total de humanos"
(vectorN), "vector poblacidédn susceptible de humanos" (vectorS),
"vector poblacién infectada de vector" (vectorMi), el paréametro
"tasa de contagio vector->humano" (beta), y la variable
matricial "flujos de humanos entre centros vecinos"
(MatrizFlujoH) .

% dSj/dt=-beta*Mij*Sj+sum(alfa*s)-sj*sum(alfa) (Ecuacidn para
un Unico vértice).

F=-beta*vectorMi.*vectorS+MatrizFlujoH* (vectorS./vectorN) -
(vectorS./vectorN) .* (MatrizFlujoH*ones (size (MatrizFlujoH,1),1));
end

5.4.4- Funcion para codificar vectorialmente dlI/dt en cada vértice
(dl_dt_vectorial)

function [ F ] = dI_dt vectorial( vectorN, vectorS, vectorI,
vectorMi, beta, ro, MatrizFlujoH )

%dIj dt vectorial Calcula el vector tasa de cambio de la
poblacidén de humanos infectados en
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$funcidén del tiempo para el conjunto de vértices en una red de
centros urbanos.

% Se calcula el vector tasa de cambio de la poblacidén de
humanos infectados en una red a partir de las variables
vectoriales "vector poblacidén total de humanos" (vectorN),
"vector poblacidén susceptible de humanos" (vectorS), "vector
poblacidén infectada de humanos" (vectorI), "vector poblacidn
infectada de vector" (vectorMi), los pardmetros "tasa de
contagio vector->humano" (beta), la "tasa de recuperacidédn de los
infectados" (ro) y las variables vectoriales "flujos con 1los
vecinos" (vectorflujoh, como fila) y "fracciones de poblacidn
infectada" (vector i, como columna) .

%dIj/dt=beta*Mij*Sj-ro*Ij+sum(alfa*i)-ij*sum(alfa) (Ecuacidn
para un unico vértice).

F=beta*vectorMi.*vectorS-
ro*vectorI+MatrizFlujoH* (vectorI./vectorN) -
(vectorI./vectorN) .* (MatrizFlujoH*ones (size (MatrizFlujoH,1),1));

end

5.4.5- Funcion para codificar vectorialmente dVi/dt en cada vértice
(dMi_dt_vectorial)

function [ F ] = dMi dt vectorial( vectorMT, vectorMi, vectorI,
mu, gamma, MatrizFlujoV )

%dMij dt vectorial Calcula el vector tasa de cambio de la
poblacidén de vector bioldgico infectado en

%$funcidén del tiempo para el conjunto de vértices en una red de
centros urbanos.

% Se calcula la tasa de cambio de la poblacidén infectada de
vector en todos los vértices de una red a partir de las
variables vectoriales "poblacidén total de vector" (vectorMT),
"poblacidén infectada de vector" (vectorMi), "poblacidédn infectada
de humanos" (vectorI), los parametros "tasa de recambio
poblacional de vector" (mu), "tasa de contagio humano->vector"
(gamma), y la variable matricial "flujos de vector bioldgico con
los vecinos" (MatrizFlujoV).

% dMij/dt=gamma*MsJ*Ij-mu*Mij+sum(alfa*mij) -

mij*sum(alfa) (Ecuacidn para un uGnico vértice.

F=gamma* (vectorMT-vectorMi) . *vectorI-

mu*vectorMi+MatrizFlujoV* (vectorMi./vectorMT) -
(vectorMi./vectorMT) .* (MatrizFlujoV*ones (size (MatrizFlujoVv,1),1)

) ;

end
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5.5- Principales resultados en la red con conexiones de largo
alcance para el humano

En el marco del trabajo de grado, desarrollamos experimentos para evaluar la dinamica
de un brote epidémico en redes con reconexiones para el humano. Tales experimentos
pueden clasificarse en dos grupos en funcién del enfoque con el que fueron disefiados:
por un lado, ciertos experimentos atienden a preguntas acerca de la dindmica global de
la red, considerando la evolucidon conjunta de los compartimentos epidemioldgicos del
modelo en los vértices de la red, de forma que se consideran el niumero total de
humanos susceptibles, infectados, recuperados y vectores susceptibles e infectados, y
variables derivadas de estas. Por otro lado, el segundo conjunto de experimentos estaba
orientado a la dindmica individual de los vértices o dinamica local, en los que se relevan
las variables de interés para cada vértice por separado.

Aunque los experimentos en ambas escalas estuvieron orientados a la obtencién de
conclusiones diferentes, usualmente estuvieron también fuertemente vinculados, y en
muchos casos fueron disefiados con la intenciéon de responder a la pregunta general:
écémo se vincula la dindmica individual de los componentes de un sistema con la
dinamica global del mismo? El caracter complejo del sistema de estudio sugiere que las
respuestas que se obtengan a escala local no podran contestar la totalidad de las
preguntas formuladas sobre el sistema, pero la apropiada evaluacién a diferentes escalas
puede permitir el disefio e implementacién de medidas especificas para la prevencién o
mitigacidn de un brote epidemiolégico.

En el trabajo desarrollado en el marco de mi tesina de grado, evaluamos el curso
temporal de las variables globales S, I, R, Vs y V, para la red. Observamos que estas
variables globales siguen de forma general la dindmica esperable para el modelo
equivalente sin espacialidad, es decir, en condiciéon de mezcla homogénea (Figura 5.4
A-D). A la vez, en cada centro poblado, las variables epidemiolégicas siguen,

cualitativamente, la misma dinamica, como puede verse en la figura 5.5.
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Figura 5.4- Ejemplo de curso temporal de S, /, R, Vs y Vi con espacialidad y sin espacialidad (mezcla
homogénea). A) Curso temporal de los compartimentos humanos (S, | y R) en una red con conexiones de
largo alcance, de w = 100 centros poblados. B) Curso temporal de los compartimentos humanos en un
modelo de mezcla homogénea. C) Curso temporal de los compartimentos del vector (Vsy Vi) en una red
con conexiones de largo alcance, de w = 100 centros poblados. D) Curso temporal de los compartimentos
del vector (Vs y Vi) en un modelo de mezcla homogénea. En todos los casos N = 5.000.000, V = 1.000.000,
1u=08,p=2/3.EnA)yC),y=9,0x10% B=7,5x10° ar=10° a,=10°. EnB)y D), y=9,0x 105 B=7,5
x 108,

En la figura 5.4, puede verse el efecto global de la espacialidad. La distribucién
heterogénea de la poblacién oficia de obstaculo para el desarrollo de un brote epidémico
y la enfermedad se percibe como menos contagiosa en el contexto de la metapoblacién,
respecto de la situacion en la que todos los individuos estan bien mezclados en una
misma porcion del espacio. En la figura 5.4 se tienen dos situaciones: Ay C corresponden
al modelo metapoblacional con espacialidad, B y D corresponden al modelo sin
espacialidad. Impusimos mismo numero total de individuos de ambas especies en las
dos situaciones. En ambos casos se permite la evolucién de un brote epidémico de forma
tal, que el nimero maximo de infectados de humano y vector, y el nimero final de
recuperados son de magnitud similar entre ambas situaciones. Para conseguir esto, le
dimos valores a ambos parametros de contagiosidad dos érdenes mads bajos en el
sistema sin espacialidad respecto de la metapoblacidon. Como un ejercicio hipotético, si
decidiésemos ajustar un modelo de mezcla homogénea a datos provenientes de un
brote epidémico en una metapoblacién, seguramente reportariamos valores de
contagiosidad sensiblemente mas bajos que los que serian reportados realizando ajustes
a los datos locales.
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Figura 5.5- Curso temporal de humanos (-) susceptibles, (-) infectados y (-) recuperados, para un vértice
Gnico (n° 92). En esta simulacién, av=107, a»=10°. Los parametros poblacionales y epidemiolégicos toman
el mismo valor que en la figura 5.4.

Es nuestro interés analizar la forma en la que la movilidad de las especies afecta la
rapidez con la que se propaga el brote epidémico en la red. Para ello consideraremos el
tiempo promedio que tardan los vértices de una red en alcanzar Imax (<Timax>)%. De esta
forma tenemos una medida global de la escala temporal de la evoluciéon de la
enfermedad en la red.

En la figura 5.6 A se muestra como cambia <Timax> €n funcidén de a;, para distintos valores
de ay. Se puede ver que cuando ay es muy alto (ay = 10%), <Timax> depende débilmente
de an. Mientras que para valores mas bajos de ay (aty = 10°%; 10'%4), el sistema muestra un
descenso en <Timax> cuando ay crece.

8 Definida en la Seccidn 3.
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Figura 5.6- A) <Timax>en funcion de ax para distintos valores de a; B) <Timax> en funcion deay para distintos
valores de ax. Cada punto fue construido promediando los resultados de 10 réplicas, y las barras de error
indican un desvio estandar para esas 10 réplicas. En estos experimentos w=100 vértices, Nr=5x10°,
Vr=1x10° B=0,0000075, p=2/3, y=0,0009, 1=0,8.
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Figura 5.7- <Timax> €n funcidn de an para distintos valores de av para una red correspondiente al humano
sin reconexiones. Cada punto fue construido promediando los resultados de 10 réplicas, y las barras de
error indican un desvio estdndar para esas 10 réplicas. En estos experimentos w = 100 vértices, Nt=5x10°,
Vr=1x10° 6=0,0000075, p=0,66, y=0,0009, u=0,8.

Un aspecto similar presenta la figura 5.6 B, en la que se muestra la relacién entre <Timax>
y ay para diferentes valores de an. Aqui también se aprecia cierta independencia entre
<Timax> Y la variable de interés, cuando su contraparte en la otra especie es muy alta. Por
el contrario, cuando a, es menor, el <Timax> decrece con el incremento de ay.

En ambas figuras, se vario el orden de magnitud de los pardmetros de movilidad con el
fin de evidenciar los cambios mas importantes.

Si recordamos que las capas correspondientes a humano y vector son diferentes en su
estructura, resulta interesante que los graficos en la figura 5.6 difieran muy poco entre
si.

Para evidenciar el efecto de las reconexiones en la capa del humano, repetimos los
experimentos variando an pero tomando una red sin reconexiones para la capa del
humano. Los resultados de tales experimentos se muestran en la figura 5.7. Como puede

observarse, los resultados obtenidos no difieren de aquellos que se muestran en la figura
5.6 A.

Dado que <Timax> se muestra indiferente a la presencia de reconexiones, tenemos
indicios para pensar que, al menos globalmente, las reconexiones no generan un efecto
considerable que <Timax> pueda capturar. Esto puede deberse a las caracteristicas
intrinsecas de la red rectangular uniforme, la cual aun sin reconexiones, presenta un
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largo de camino caracteristico bastante bajo, como se muestra en la subseccion 5.1. Por
otro lado, la uniformidad en la distribucién espacial de los vértices de nuestra red podria
hacer innecesarias las aristas de largo alcance que conecten grupos de vértices alejados.

5.6- Estudio de /,,ax para el modelo SIR-SI (modelo elemental de
dos especies sin espacialidad)
Buscamos una expresién analitica que aproxime el nimero maximo de infectados de

cada especie (Imax Y Vimax), €n funciéon de los parametros y para el caso sin flujo entre
poblaciones vecinas (sin dimensidn espacial).

Tenemos:
ds

E = _BSVi

dI
i BSV; — pl

R=N-S—1I
dv,

P y(V =Vl —uV;

i=V-V

Las condiciones para que Imax Y Vimax SON:

E =0 = BSV; — plpax = 0 = BSV; = plyax

dV;

E =0=>y{lV - Vimax)l — Winax = 0= y(V — Vimax)l = UWimax
Sabemos que I(t) y Vj(t) alcanzan un valor mdximo muy pronto y de forma casi
simultanea. En base a esto, asumiremos que Imax Y Vimax OCuUrren a la vez, y tan pronto,

gue R es despreciable, de formaque S~ N —I entret =0y t = Timax. De esta forma,
tenemos el sistema de ecuaciones no lineales:

B(N - Imax)Vimax = plmax

V(V - Vimax)l ~ UWWimax

Las soluciones para este sistema son:
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Notese que, en ambos €asos, Lygx Y Vimax SON positivos siempre que ySNV > up, lo

T NV . .
que implica que % = R, > 1, por lo cual, la condicidon necesaria para el desarrollo de

brote epidémico determina que estas variables tengan un valor realista.

En nuestro estudio:

Entonces:

L YBaN 2 —up
" y(BaN + p)

La bondad del ajuste de esta aproximacién se muestra en las figuras 5.8 y 5.9.

En la figura 5.8 se muestra Imax tedrico y observado, en funcién del tamafo poblacional.
Puede verse que, para N grande, Imqx S€ aproxima a una asintota oblicua, por lo que
crece linealmente con N. Ademas, el calculo tedrico sobreestima sistematicamente el
valor observado.

Por otro lado, en la figura 5.9 se muestra el error relativo porcentual que presenta el
calculo tedrico frente a los resultados observados. Puede verse que el error, en
términos absolutos, decrece con N, desde un valor de aproximadamente el 30% a cerca
del 5%, por lo que es una aceptable aproximacién del valor observado de /max.

94



max
o

*

Chservado

Tedrico

4 §
Tamafio poblacional

6
® 10

Figura 5.8- Imax tedrico y observado, en funcidn del tamafio poblacional. En todas las realizaciones § =
0,000075,p =8/3,y =0,0009, u =0,4ya =0,2.

-10

-15

Errar relativo parcentual

&

b
4
+*

*
*
*
*
*
*
*
*
*
*

*
*
+
+
&

4

4 5 B
Tarnafio poblacional

Figura 5.9- Error relativo porcentual en la prediccion tedrica de Imax, en funcion del tamafio poblacional.

En todas las realizaciones § = 0,000075, p = 8/3,y = 0,0009, u = 0,4y a = 0,2.
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5.7- Estudio de la condicion de homogeneidad de r, local en
toda la red

Como puede verse en la subseccién 3.2.1.4, la fraccién final de removidos en cada vértice
es la misma cuando se permite que transcurra suficiente tiempo. El andlisis de las
ecuaciones que gobiernan el sistema en la situacién en la que se ha extinguido el brote
epidémico, permite explicar por qué ocurre esto.

Consideremos la ecuacion diferencial para el nimero de recuperados en el j-ésimo
centro poblado (Ec. 2.10):

d k=w k=w

dt J Jjk N, N] Jk
Dado que trabajaremos con el compartimento de humanos recuperados, Unicamente
consideraremos el flujo de los humanos. Por esto, para el resto del analisis en este

apartado, omitiremos el uso del superindice h en la variable <p]’-‘k, con el fin de no
sobrecargar la notacién.

Cuando el brote epidémico se extingue y el sistema alcanza el estado estacionario, se

d .
cumple que % =0e [; =0,V j, de forma que la ecuacion anterior toma la forma:
k= k=
de—iV Ri Rji =0 5.14
k=1 k=1

En esta situacidon, el nimero de recuperados que se tiene es, por definiciéon, R, del k-

- . R ,
ésimo centro poblado, de forma que el cociente % = Tk Asi la Ec. 5.14 da lugar al
k

sistema de w ecuaciones lineales:

@110 T P121200 T + P1wliveo — Too (P11 + @12 + -+ @1,,) =0
©21T100 + P221200 T+ Qoo — T200 (P21 + @22 + -+ @2,) =0 5.15

PwiTico T Pw2aT200 T * T+ PyywTweo — TWOO(<pW1 T Py T+ (pww) =0
Donde ¢;; = 0.

Omitiendo los términos nulos y reordenando la Ec. 5.15, se tiene:

(@12 + P13+ + P10 T P12T200 T+ P1yTiveo = 0
V217100 — (P21 + Q23+ + P2 )20 + - + PoppTweo = 0 € 16

PwiT1o T P20 + 00— ((pwl t Qo+ F (pw(w—l))rwoo =0

Tal sistema de ecuaciones admite ser escrito en la forma matricial:
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dr =0 5.17
Donde:

)]
—(@12 + @13+ + 1) P12 P1w

_ P21 — (@21 + @23 + -+ @2) (Pgw
Pw1 Pw2 = (Pwr + Pz + <P(w)(w—1))

Moo
20

i
Il

0
Cualquier solucién a la Ec. 5.17 es compatible con el estado estacionario del sistema. La

Ec. 5.17 admite la solucidn trivial 7 = 0, pero es necesario demostrar que admite alguna
solucién no trivial.

Es sabido que un sistema homogéneo cuadrado como este, admite alguna solucién no
trivial si

det(®) = 0 5.18

Llamamos @; a la i-ésima columna de la matriz @. Demostrando que el conjunto de las
columnas de @ es linealmente dependiente, demostraremos 5.18.

Consideremos la siguiente combinacion lineal:

—p, — Py — - — D,
P12 P13
—(@21 + @23 + -+ @2y) P23
= — V32 — | (@31 + @32 + -+ @3y)
Piw
Dow

—eee — P3w

_((pwl Tt Qyp + 0 F (p(w)(w—l))

—@P12 — P13 — "~ P1w
P21+ Qa3 t T Py — P23 — = Yoy

= —@32 T P31t Pzt o+ Pz — = Q3

—Pw2 — Pz — T Py T Py + o+ Pw)(w-1)
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—(@12 + @13+ + Q1y)

P21
= P31 =@

\ Pw1

JE!

En general,

Como cualquier columna de @ es una combinacion lineal de todas las otras, se verifica
5.6, lo que implica que existe algiin 7 # O que verifica la Ec. 5.17.

Ademéds, por definicidn, se cumple que 7 € ker(®), y dado que solamente es necesario
tomar w - 1 columnas de @ para tener un conjunto linealmente independiente, se
cumple que dim(ker(®)) = 1. Frente a esto, es claro que el sistema es compatible
indeterminado, de forma que existe un subespacio de vectores 7 que verifican 5.17, y
basta con encontrar una base que genere este subespacio, en este caso un Unico vector.

Una rapida exploracion de las entradas de @, permite ver que la suma de todas las

. g
entradas de cada fila es nula, de forma que el vector r* = (1,...,1) es un vector
generador del nucleo de @&, segin se muestra a continuacion:

/ (@12t @izt + Q1) t Q12+ @13+ + @1y \ 0
orF = 021 — (@21 + @3+ + o) + @3+ -+ Py _|0

\§0W1 + Qyp + o F Pwyw-1) — ((pwl + Qyp + 0 F <p(w)(w—1)) 0
Frente a este resultado, concluimos que 71 = T30 = *** = Tyyoo-

Como se describio en la subseccién 3.2.1.4, la fraccién final de removidos en cada
vértice es igual a la fraccidn final de removidos en la red completa. Asi, el valor local de
T, queda determinado por la dindmica global del brote epidémico en la red en su
totalidad. Sin embargo, el comportamiento limite de la fraccién de recuperados
depende también de la dispersion que implica el intercambio constante e incesante de
individuos entre centros poblados vecinos. Debido a esto, una vez el brote epidémico a
finalizado, debido a la ausencia de individuos infectados de ambas especies, el nimero
global de individuos recuperados ha alcanzado su valor final. No obstante, el nimero
de recuperados en cada centro poblado puede seguir cambiando, producto de su
distribucién heterogénea. En particular, aunque el andlisis realizado y los resultados de
las simulaciones indican que el nimero limite de recuperados no es el mismo en cada
vértice, si lo es la fraccion de recuperados, condicidn en la que el sistema alcanza el
estado estacionario, y cesa el efecto homogeneizador del intercambio de individuos
entre centros poblados.
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