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Resumen

Motivados por las propiedades de cerradura en sucesiones exactas cortas que satisfacen los
modulos finitamente n-presentados y su relaciéon con los anillos n-coherentes, estudiamos los
conceptos duales, los médulos finitamente n-copresentados (siendo la generalizacién de los
moédulos finitamente inmersos, introducidos en 1968 por P. Vamos en el articulo [16]) y anillos
n-cocoherentes (que a su vez son la generalizacién de los anillos conoetherianos, introducidos
en 1969 por J. P. Jans en el articulo [12]). Exploramos las propiedades homolégicas de estas
clases de médulos para encontrar caracterizaciones de estos anillos. Ademas, basdndonos en el
articulo [19] de Z. Zhu, estudiamos los complementos ortogonales de los médulos finitamente
n-copresentados, llamados (n, d)-proyectivos. Estudiaremos la relacién entre estos médulos
proyectivos relativos, los anillos n-cocoherentes y anillos n-cohereditarios, siendo estos ultimos

la version dual de los anillos n-hereditarios.

Palabras Claves: Mdédulos finitamente n-copresentados, anillos n-cocoherentes, mdédulos

(n, d)-proyectivos, anillos n-cohereditarios.
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Abstract

Motivated by closure properties in short exact sequences satisfied by finitely n-presented
modules and their relation with n-coherent rings, we study the dual concepts, namely, finitely
n-copresented modules (which generalize the notion of finitely embedded modules, introduced
in 1968 by P. Vamos in his article [16]) and n-cocoherent rings (which in turn generalize the
concept of conoetherian rings, introduced in 1969 by J. P. Jans in his article [12]). We explore
the homological properties of these module classes to find characterizations of these rings.
Based on the article [19] of Z. Zhu, we study the left orthogonal complements of the class of
finitely n-copresented modules, called (n,d)-projective modules. We also study the relation
between these relative projective modules, n-cocoherent rings and n-cohereditary rings, where

the latter is the dual version of n-hereditary rings.

Keywords: Finitely n-copresented modules, n-cocoherent rings, (n, d)-projective modules,

n-cohereditary rings.
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Introduccion

Esta tesis tiene el fin de estudiar propiedades de cofinitud de los médulos (a saber, aquellas
que tienen que ver con determinar cudando un médulo es finitamente cogenerado, y cuando
un anillo es conoetheriano, cocoherente o alguna versién mas general de estos). Tal estudio
da lugar a una semblanza bastante fiel y lo suficientemente amplia del estado actual del area,
alcanzado en gran parte por Zhu [19], Xue [I8], Couchot [6], Hiremath [10], Driss Bennis,
Habib Bouzraa and Abdul-Qawe Kaed [2], y con algunos aportes propios en la generalizacion

o mejora de algunos resultados de las referencias previamente mencionadas.

Dentro del algebra homoldgica, las condiciones de finitud de médulos y anillos, y el estudio
de la categoria de médulos finitamente generados y subcategorias de esta destacan en diversas
disciplinas del algebra, como la teoria de representaciones. Por ejemplo, la subcategoria de los
modulos finitamente presentados son una generalizacién de los médulos finitamente generados.
Esta definicién permite manejar moédulos finitamente generados con una cantidad finita de

relaciones.

Asi como fue avanzando el algebra homoldgica, surgié la necesidad de considerar versiones
mas generales de finitud en términos de resoluciones por mddulos libres de rango finito de
mayor longitud. Se han obtenido resultados muy ttiles para describir médulos de tipo finito,
anillos noetherianos, coherentes y generalizaciones de éstos. Un primer ejemplo de lo anterior
es el poder caracterizar los anillos noetherianos por medio de este tipo de médulos. Un anillo
R es noetheriano si y solo si todo médulo finitamente generado, es finitamente presentado. Los
modulos finitamente n-presentados generalizan a estos dos tipos de médulos, y se han utilizado
para caracterizar los llamados anillos n-coherentes (que a su vez generalizan los anillos
noetherianos y coherentes). Un resultado probado en [5] afirma que un anillo R es n-coherente
si la clase FP, de R-médulos finitamente n-presentados es gruesa, o equivalentemente, si el

par de cotorsién cogenerado por dicha clase es hereditario.

En este trabajo planteamos el estudio de los conceptos duales al drea de condiciones de

finitud, a saber, los médulos finitamente n-copresentados, modulos FCP,,-proyectivos, anillos

IX



X Introduccion

n-cocoherentes y anillos n-cohereditarios. Nos interesa conocer si es posible obtener versiones
duales a varios de los resultados de [5] y de otros autores, como también dar una semblanza

actualizada de los que se conoce hasta el momento sobre estos conceptos duales.

El presente trabajo estd escrito de la manera més autocontenida posible, con un enfoque en
la teoria de modulos inyectivos. Esto con el objetivo parcial de que el documento sirva como
un medio de estudio introductorio a las condiciones de cofinitud. Entonces para el primer
capitulo recordaremos las propiedades que tiene la categoria de R-moédulos, sus construcciones
universales y propiedades que se relacionan con las sucesiones exactas. Por otro lado, como
los médulos proyectivos son parte fundamental en el estudio de los mddulos finitamente
n-presentados, los mddulos que cumplen ese papel fundamental en la nocién dual son los
modulos inyectivos. Por lo tanto, recordaremos su definicién y propiedades, y veremos cémo
por medio de estos podemos construir el funtor derivado Ext. Este es de gran importancia en
el desarrollo de este trabajo, dado que hay conceptos en algebra homoldgica que se definen
por medio de este funtor. Por ultimo estudiaremos las envolturas inyectivas y los mddulos
simples, ya que estos serdn la base para estudiar la nocién dual de los moédulos libres, los
modulos colibres, que a su vez serviran como los bloques de construcciéon de los mddulos
finitamente n-copresentados. Las referencias principales para esta teoria son los libros [I], [7],
8 y [

Los moédulos finitamente n-presentados se definen por medio de resoluciones libres de
rango finito (o equivalentemente, resoluciones por medio de médulos proyectivos finitamente
generados), esto es, tomar resoluciones donde los elementos son sumas directas finitas de
copias del anillo sobre el cual estamos trabajando. Para la nociéon dual, que abordaremos en el
segundo capitulo, necesitaremos estudiar corresoluciones por médulos colibres de rango finito,
los cuales son productos finitos de envolturas inyectivas de médulos simples. Usaremos la clase
de modulos simples para estudiar propiedades de los médulos finitamente n-copresentados,

los cuales denotaremos por FCP,,, v los anillos n-cocoherentes.

Finalmente en el tercer capitulo, basdndonos en el articulo [19] de Zhu, estudiaremos los
proyectivos relativos a los modulos finitamente n-copresentados. Estos son aquellos que tienen
una propiedad de anulacién con respecto a FCP,, bajo el funtor Ext}i;l (=, —). A tales médulos
los llamaremos médulos (n, d)-proyectivos. Veremos cémo se relacionan estos médulos con las
sucesiones exactas n-copuras y los anillos n-cohereditarios. Se busca ademas dualizar algunos

resultados que aparecen en [5] de D. Bravo y M. Pérez, y [4] de D. Bravo y C. Parra.



Capitulo 1

Moédulos inyectivos

Los grupos abelianos, las &dlgebras asociativas y los espacios vectoriales pueden ser
considerados como estructuras particulares de la teoria general de mddulos. Aunque
historicamente las tres estructuras mencionadas precedieron a la teoria de modulos sobre
anillos, esta ultima las generaliza y les sirve de soporte tedérico. Se puede aprender una
cantidad sustancial de informacién sobre un anillo a partir del estudio de la clase de mdédulos
que admite. En este capitulo daremos los preliminares necesarios de la categoria de mdédulos
sobre un anillo, enfocdndonos en los resultados que tienen que ver con el concepto de médulo

inyectivo y sus propiedades

1.1. La categoria de R-mdédulos

Fijemos la notaciéon a usar en este trabajo. Empezando por el conjunto de los nimeros
naturales, este va a incluir el cero, es decir, N = {0,1,2,...}. Tomaremos R es un
anillo asociativo y con unidad. Trabajaremos sobre la categoria de R-mddulos a derecha,
denotada por Mod-R, donde los objetos son los R-moédulos a derecha y los morfismos
son R-homomorfismos. A partir de ahora, la palabra “R-moédulo” significara “R-mddulo a

derecha”, a no ser que se especifique lo contrario.

Si N es un submédulo de M lo denotaremos por N C M. Al objeto cero de Mod-R, también
llamado R-mdédulo nulo, lo denotaremos por 0. Los monomorfismos y epimorfismos en Mod-R
los denotaremos por f: A — By g:C — D, respectivamente. Si para el R-homomorfismo
f A — B existe otro R-homomorfismo g: B — A tal que fog =1idg y go f =id4, diremos

que f es un isomorfismo. En Mod-R, lo anterior es equivalente a que f sea simultdneamente
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un monomorfismo y un epimorfismo. Ademas, en el caso anterior diremos que A es isomorfo
a B, denotado por A ~ B. Finalmente, si f : A — B esta definido por f(a) = 0 para todo

a € A, diremos que f es el R-homomorfismo nulo y también lo denotaremos por 0.

Recordaremos algunos resultados béasicos sobre Mod-R como categoria de Grothendieck,

en particular repasaremos algunas construcciones universales.

Los resultados que se recopilan en esta seccidon seran presentados sin demostracion, pero

provienen de las referencias [7] y [14].

Cuando hablamos de un diagrama conmutativo nos referimos a un diagrama de R-mddulos
y R-homomorfismos donde la posible composicion de R-homomorfismos desde un R-mddulo
de inicio a uno final nos da el mismo resultado. Por ejemplo, si consideramos el siguiente
diagrama

I

P
O™

n
este es conmutativo si go f =nom.

Pasemos a recordar las construcciones universales sobre la categoria Mod-R.

Definicién 1.1.1. Sea {M;}, ; una familia de R-médulos. El producto directo de esta

familia es el R-moédulo dado por

HMZ = {(mi)ief m; € MZ},
icl

donde las operaciones entre los elementos de [[,.;M; estdn definidas componente a

el
componente, esto es, para (m;);c;, (1i);c; € [Lie; Mi, tenemos

(mi)ier + (Mi)ier = (mi + i)y

y para todo r € R se cumple que

(mi)ierr = (Mir);cp -

Esta construccién estd equipada con una familia de R-homomorfismos, que llamamos

proyecciones,

{ mj: lier M —— M }jez’

donde m; ((m;);c;) = m;.

Propiedad universal: Si existe otro R-médulo X junto con {f; : X — M; }j c7 una familia
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de R-homomorfismos, entonces existe un tinico R-homomorfismo h : X — [[..; M;, denotado

por h := (fi);cr, que hace conmutar el siguiente diagrama

X
hi X (mjoh = f;, paratodo j€I).
er i /

Definicién 1.1.2. La suma directa (o coproducto) de la familia de R-médulos {M;},.;

es el R-mdédulo dado por
@M‘ = {m € HMz : mj (m) # 0 para un ndmero finito de j € I} ,
iel i€l
las operaciones de suma y multiplicacién por elementos de R se definen componente a

componente, como en el producto directo. Este R-mddulo también viene equipado con una

familia de R-homomorfismos, que llamaremos inclusiones,

{ Lj . Mj E— @iEIMi }je[’

definida por ¢j (m;) := m, donde m = (m;),.; es tal que

mj;, sii=j,

0, ifij.

m; =

Propiedad universal: Si se tiene otro R-médulo Y junto con {g; : M; — Y}j <7 una familia
de R-homomorfismos, entonces existe un tnico R-homomorfismo k : @,.; M; — Y que hace

conmutar el siguiente diagrama

(ko =gj, paratodo j € I).

Observacién 1.1.3. De estas dos construcciones presentadas anteriormente, podemos

observar lo siguiente:

1. Dada una familia de R-médulos {M;},.;, tenemos que la suma directa es un submédulo
del producto directo. Si I es un conjunto finito, entonces la suma directa y el producto
directo coinciden, es decir,

[ =P M.

el el
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2. Sean My, My C M. Definimos la suma finita de R-mdédulos como el R-mdédulo
M1+M2:{m1+m2 eM:mq € My,my EMQ}.

Si My N Ms = 0, entonces My + My = My & Ms. Tal suma directa se conoce como suma

directa interna.

3. Sila familia de R-mddulos es constante, es decir, existe un M € Mod-R tal que M; = M
para todo i € I, usaremos la siguiente notacién
[ =ty @@=
icl icl
Definicién 1.1.4. Dado un R-homomorfismo f : A — B, el kernel (o nicleo) de f es el

submédulo de A definido por
Ker (f) :={x e A: f(z) =0},
con el R-homomorfismo de inclusién
i:Ker(f) —— A.

Propiedad universal: Si hay otro R-médulo K con un R-homomorfismo k : K — A tal que
f ok =0, entonces existe un inico R-homomorfismo h : K — Ker (f) que hace conmutar el

siguiente diagrama
K

Ker (f) —— A 44?4»<B
Definiciéon 1.1.5. Si N es un submédulo de M, el R-mddulo cociente M/N se define

mediante la siguiente relacién entre elementos de M:
rx~a siz—2a €N.

Se puede verificar que ~ es una relacién de equivalencia. Sus elementos (clases de equivalencia)

seran denotados por x + N. Las operaciones del R-mddulo M /N estan definidas como

(+N)+ (2’ +N):=(z+2)+N

(x+ N)r:=(zr)+ N.

La funcién m : M — M/N definida por z — = + N es un R-homomorfismo, denominado

proyecciéon candnica.
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Definicién 1.1.6. El cokernel (o conticleo) de un R-homomorfismo f : A — B se define

como el R-médulo cociente
Coker (f) := B/Im(f) ={b+1Im(f):be B}.

donde la relacién de equivalencia estd dada por b ~ b en B si existe a € A tal que f (a) = b—0'.

Este objeto viene junto con un R-homomorfismo de proyeccion

m: B — Coker (f),

b—— b+TIm(f).

Propiedad universal: Si hay otro R-médulo C' junto con un R-homomorfismo c¢: B — C,
tal que co f = 0, entonces existe un tnico R-homomorfismo n : Coker (f) — C que hace

conmutar el siguiente diagrama

ALy B Ty Coker(f)

' (nom=c).
c

C

Definiciéon 1.1.7. Dados dos R-homomorfismos f : M — L, g : N — L, definimos el
pullback (o producto fibrado) de f y g como el R-médulo dado por

M;N::{(a,b)EMXNIf(a)ZQ(b)},

junto con dos R-homomorfismos

- MXN —— M, iny: M XN —— N,
L L
siendo las proyecciones usuales del producto directo restringidas a M x N, haciendo que el
L
siguiente diagrama conmute

MxN -2y N
L

™™

lg (fomy =gomn).
L

M —

Propiedad universal: Si tenemos otro R-médulo K y m : K — M,n : K — N dos

R-homomorfismos tales que gon = f om, entonces existe un inico R-homomorfismo h : K —
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M x N que hace conmutar el siguiente diagrama
L

\/_\
MxN "5 N (Tmoh=m, iyoh=n).

N

MﬁL

Definicién 1.1.8. Dado dos R-homomorfismos f: L — M, g : L — N, definimos el pushout

(o suma amalgamada) de f y g como el R-médulo dado por
MJ[N:=MaN)/{(f(),-g():l€c L},
L
junto con dos R-homomorfismos
up: M —— MJ[, N, ug: N — M]][, N.

Denotemos por P = {(f (1),—g (1)) : 1 € L}. Asi, los R-homomorfismos esté definidos como
uy (m) = (m,0)+ P y ug (n) = (0,n)+ P, donde (m,n)+ P denota la clase de (m,n) € M &N
en M []; N. Note que u; y up hacen conmutar el siguiente diagrama

L—>— N

fl lﬂm (upof=wugo0g).

M —— MII[, N

Propiedad universal: Si tenemos otro R-médulo K y dos R-homomorfismos a : M — K,
b: N — K tales que bog = ao f, entonces existe un inico R-homomorfismo h: M [[;, N — K
que hace conmutar el diagrama

L—% 4N

|

M —— M]I, N (hou; =ayhouy="0).

Observacién 1.1.9. Por medio de la propiedad universal de pullback y pushout podemos

deducir lo siguiente:

1. Bajo la notacién de la definiciéon de pullback, si f es un monomorfismo, entonces el

R-homomorfismo paralelo 7 también es un monomorfismo.
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2. Bajo la notacién de la definicién de pushout, si g es un epimorfismo, entonces el

R-homomorfismo paralelo u; también es un epimorfismo.

Veremos ahora dos construcciones universales mas generales que las presentadas
anteriormente. Estos son el limite inverso, una construccién que generaliza los productos,
pullbacks, kerneles e intersecciones, y el limite directo como concepto dual, por lo cual esta

generaliza los coproductos, pushouts, cokerneles y uniones.

Definicién 1.1.10. Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto I con una

relacion “<” tal que, para todo i, j, k € I se cumple que

1. 7 <.

2. 1<kyk<j,entonces i < j.
3. 1< kyk <1t implica que i = k.

Definicién 1.1.11. Un conjunto parcialmente ordenado I es un reticulado si para cada par
de elementos i, € I tienen un infimo (o meet) y un supremo (o join), denotados por i A j y

1V j respectivamente.
Un latice I se dice que es modular si, para todo 4, j, k € I tal que i > j, implica iA(j V k) =
JV(INE).

Proposicion 1.1.12. Si M es un R-médulo, el conjunto de todos los submédulos de M es
un ldtice modular con respecto a la inclusiéon. Para H, K C M el infimo es la interseccion
HAK = HNK y el supremo es la suma HV K = H + K. En particular, si tomamos N C M,
por ser un latice modular tenemos que K C H implica HN (K + N) =K + (HNN).

Demostracion. Ver la Proposicién 2.5 de [1J. O

Definicién 1.1.13. Dado un conjunto parcialmente ordenado (I, <), un sistema inverso

de R-modulos es un par ordenado {Mzﬂl}f }, donde (M;);c; es una familia de R-médulos y

(1/)3 c My — MZ> ., &S una familia de R-homomorfismos tales que:
Jj=t
1. ! =idyy, para todo i € I.

2. Siempre que k > j > i el siguiente diagrama conmuta

M;

>~ (wh =l ouf).
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Definicién 1.1.14. Sea (I,<) un conjunto parcialmente ordenado vy {Mz,lj}f} un
sistema inverso de R-médulos. El limite inverso (también llamado limite proyectivo)

de esta familia es un R-mdédulo @MZ junto con una familia de R-homomorfismos
I

{O‘i FHmM; — Mi} llamados proyecciones tales que:
1 iel
L. 1/13 o = «; siempre que 7 < j.

2. Dado otro R-médulo X y R-homomorfismos f; : X — M; tales que ¢g o fj = fi siempre

que ¢ < j, entonces existe un unico R-homomorfismo 0 : X — @MZ que hace conmutar
I

el siguiente diagrama

(CMZOQ:fZ)

Definicién 1.1.15. Dado un conjunto parcialmente ordenado (I, <), un sistema directo

de R-modulos es un par ordenado {Mi, gpé-}, donde (M;);c; es una familia de R-médulos y

(gp;'- M — Mj> _, s una familia de R-homomorfismos tales que:
i<j

1. ¢! =idyy, para todo i € I.

2. Siempre que ¢ < j < k el siguiente diagrama conmuta

i

M; 2 My,
N e (eh=wiowl).
#j @
M;

J

Definicién 1.1.16. Sea (I, <) un conjunto parcialmente ordenado y {Mi,cpi} un sistema

directo de R-médulos. El limite directo (también llamado limite inductivo) de esta
familia es un R-médulo hﬂMl junto con una familia R-homomorfismos {ai M; — hﬂM }
I I

el
llamados inclusiones tales que:

1. ajo0 (pé = o; siempre que i < j.
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2. Dado otro R-médulo X y R-homomorfismos f; : M; — X tales que f;o gp;- = f; siempre

que ¢ < j, entonces existe un tinico R-homomorfismo 6 : hﬂMZ — X que hace conmutar
I

el siguiente diagrama

(QOaZ:fZ)

Observaciéon 1.1.17. En la definicién de limite inverso y limite directo, podemos observar
que estas construcciones son unicas. No detallaremos como se construyen estos R-mddulos,
pero los detalles pueden ser encontrados en las demostraciones de los Teoremas 1.5.3 y 1.5.10

de [7].

Ejemplo 1.1.18. Las construcciones universales son casos especificos del limite inverso y

limite directo, veamos algunos ejemplos de estas construcciones.

1. Si I es el conjunto parcialmente ordenado {1,2,3} con 1 > 3y 2 > 3, entonces el sistema

inverso es un diagrama
A

g

BT>C

y el limite inverso es el pullback entre f y g. Si ademds tenemos que A = 0, entonces el

Ker(f):Bg 0.

2. Si I es un conjunto discreto de indices, es decir, I C N, entonces el sistema inverso

{M; : i € I} tiene al producto directo [[,.; M; como su limite inverso.

3. Tome I = {1,2,3} conjunto parcialmente ordenado con 1 < 2 y 1 < 3, entonces el

diagrama
A—L.B
|
C

es un sistema directo, donde su limite directo es el pushout entre f y ¢g. De igual manera,

si C' =0, entonces el Coker (f) =0]], B.
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4. Si I es un conjunto discreto de indices, entonces el sistema directo {M; : i € I} tiene a

la suma directa @, M; como su limite directo.

5. Si tenemos la familia constante, es decir, la familia {M;},.; cumple que M; = M para

todo ¢ € I, se cumple que I'&nM:MyligM:M.
I I

6. Sea {M;},.; una familia de submédulos de un R-médulo M que esté ordenada por
contencion reversa, es decir, ¢ < j implica M; C M;. Entonces {Mi,zﬂf }, donde zpf :

M; — M; es la inclusién, forma un sistema inverso y @Mz = ﬂie 1 M.
I

7. Sea (I,<) un conjunto dirigido, esto es, “<” es un orden parcial tal que, para todo
i,7 € I existe un k € I con i,j < k. Sea (I, <) un conjunto dirigido, M € Mod-R y
{M;},c; una familia de submédulos de M tal que, para cada i,j € I, existe un k € I con
M; 4+ M; € My. Sii < j entonces M; C M; y <p§. : M; — M; es la inclusién. Entonces
{Mi, goé} es un sistema directo y hﬂMz = Uie[ M;.

T

De ahora en adelante, lo conjuntos de indices considerados en este tipo de construcciones

seran conjuntos dirigidos.

Después de haber revisado las principales construcciones universales consideradas en este
trabajo, pasaremos a resaltar algunas de sus propiedades funtoriales. Tales resultados se
aceptaran sin demostracién, ya que no son el foco de este trabajo y ademads forman parte

de muchos cursos estandar de dlgebra homoldgica.

Proposicion 1.1.19. Si {Mi,wf } es un sistema inverso de R-moédulos, entonces existe un

isomorfismo natural

Homp (N, %HMZ> = y%nHomR (N, M;)

para todo N € Mod-R.

Demostracion. Ver la Proposicién 5.21 de [14]. O

Proposicion 1.1.20. Si {M,-, (pz} es un sistema directo de R-moédulos, entonces existe un

isomorfismo natural

Homp <thl, A) = limHompg (M;, A)
I

para todo A € Mod-R.

Demostracion. Ver la Proposicién 5.26 de [14]. O
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Como vimos en (2) y (4) del Ejemplo [1.1.18) el producto y la suma directa son casos

particulares de limites. Entonces, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.1.21. Sea {M;}, ; una familia de R-médulos, entonces para todo N € Mod-R

existen isomorfismos naturales

Homp (N,HMZ) >~ [ Homg (N, M;),
i€l i€l
Homp (@ Mi,N> >~ [[Homg (M;, N).
i€l iel
Demostracion. Ver el Teorema 2.30 y 2.31 de [14]. O

Recordemos que un R-moédulo M es finitamente generado si tenemos una familia finita
de elementos {my,...,m,} € M tal que para todo m € M existen ; € Rconi =1,...,n
tales que m = Y ;" ; m;r;. Esto es equivalente a decir que existe un epimorfismo R — M,

donde [ es un conjunto finito.

Proposicion 1.1.22. Sea M € Mod-R y considere el sistema directo {Mi, (pz} como en (7)
del Ejemplo [1.1.18] Entonces

limM; = | M; y limM/M; = M/ | ) M.
I

iel I iel

Ademds, si {M;},.; son todos los submédulos finitamente generados de M, se tiene que

Uier Mi = M.
Demostracion. Ver el Corolario 5.38 de [I4] y el Ejemplo 1.5.5 de [7]. O

1.2. Swucesiones exactas

Cuando hablamos de propiedades homolégicas de una clase de R-mddulos, normalmente
nos referimos a propiedades de cerradura y de preservacion que ocurren a nivel de sucesiones
exactas. Estas sucesiones son el concepto base para definir diferentes teorias de homologia y

cohomologia, como por ejemplo el funtor derivado Ext que definiremos mas adelante.

En esta seccién demostraremos algunos resultados que aparecen en [I4] (Proposicién 5.33

y 6.9; Teorema 2.38, 2.40 y 6.10).
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Definicién 1.2.1. Una sucesién (o complejo) de R-médulos, es un arreglo de la forma

diq1 d;
Co:- Cit Ci Ciop —— -+~

donde para todo ¢ € Z tenemos que C; € Mod-R y d; : C; — C;_1 son R-homomorfismos
tales que d; o d;+1 = 0, es decir, Im (d;+1) C Ker (d;).

El complejo C, es exacto en C; si Im (d;11) = Ker (d;). Y C, es un complejo exacto, si

es exacto en cada C;.

Diremos que una sucesion exacta corta es un complejo exacto de la forma

0 A-l.p-2,¢ 0
Observacién 1.2.2. Un complejo de R-médulos

f

0 A B2 C 0,

es una sucesion exacta corta si y solamente si f es un monomorfismo, g es un epimorfismo,
y Ker(g) = Im (f). Ademds tenemos que A ~ Ker (g) y C' ~ Coker (f). Si en la sucesion se

cumple que B ~ A @ C, diremos que la sucesion se escinde.

Una sucesion exacta corta

f g
0— A~ "B T C—0
7

se escinde si y solo si existe f': B — A tal que f o f =idy, y siy solo si existe ¢ : C — B

tal que go ¢’ = idc.

Proposicién 1.2.3. Sean {Ai,a;'-}, {Bi,ﬁj} y {C’i,'yg} sistemas directos de R-mddulos,
indexados por el mismo conjunto dirigido. Si para todo i € I tenemos una sucesién exacta
corta

0 A " B Ci 0,

entonces existe una sucesion exacta corta

O*MigAi%ligBi%ligCi%O,
I I I

donde los R-homomorfismos r y s son obtenidos por medio de la propiedad universal del limite

directo.

Demostracién. Ver la Proposicién 5.33 [14]. O
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Vimos en las Proposiciones [I.1.19] [1.1.20] y en el Corolario [1.1.21] que el funtor Homp tiene

algunas propiedades de conmutatividad con respecto a las construcciones universales. Dado

que ya presentamos la sucesiones exactas cortas, es natural preguntarse qué propiedades tiene

este funtor con respecto a estas construcciones. Para esto tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.4. Sea 0 A——t,sp_r,C » 0 una sucesion exacta en Mod-R.

Si X € Mod-R, entonces existen dos sucesiones exactas en Mod-R

0 — Homp (X, A) —=— Homp (X, B) —2— Homp (X, C)
donde i, estéd definido por i, (h) =i o h, p, se define de forma andloga. Y

0 — Homg (C, X) —"— Homg (B, X) —" Homp (4, X)

donde * estd definido por i* (h) = h o i, p* se define de forma anéloga.

En otras palabras, el funtor covariante Homp (X, —) es exacto a izquierda, y el funtor

contravariante Homp (—, X) es exacto a izquierda.
Demostracion. Ver el Teorema 2.38 y 2.40 de [14]. O

El pullback y pushout tienen la propiedad de preservar sucesiones exactas cortas en el

sentido de la siguiente observacion.

Observacion 1.2.5. Supongamos que tenemos la siguiente sucesién exacta corta de
R-médulos

0 Af>Bg>C 0

1. Si tenemos un epimorfismo h : K — C' en Mod-R y calculamos el pullback entre g y h,

obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas exactas

0 — Ker (ng) —— Bx K —% + K > 0
c
NJV B h
0 > A 7 B 5 C > 0




14 Mbédulos inyectivos

2. Si tenemos un monomorfismo h : A — K en Mod-R y calculamos el pushout entre h y

f, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas exactas

0 0

0 A ! B g C 0
h u1 \LZ

0 K = K[[4B —— Coker (u3) —— 0

Coker (h) —=— Coker (u1)

(1) vy (2) son consecuencia de la propiedad universal del pullback y del pushout,

respectivamente.

Los complejos de cadena forman a su vez una categoria, conectada con la categoria de

R-médulos via funtores de homologfa.

Definiciéon 1.2.6. La categoria de complejos de cadenas de R-mddulos, denotada por

Co (Mod-R), tiene como objetos los complejos de R-médulos

di—1 di—2

d'l dl'
Co: -+ — Cipr c, O, —2 ...

y un morfismo de complejos fo : Co — Cy es una familia de R-homomorfismos fo = {fi},cz

que hacen conmutar el diagrama

d; di 1 di—2

dit1 i
Co:--- Cit Ci Cic1 — -+
lfi-ﬁ—l lfi lfi—l
I 4 / / ...
Corr gy G g gy G

Es decir, f;od; = d; o fi4+1 para todo i € Z.

Por otro lado tenemos los complejos de cocadenas de R-mddulos, denotada por

C*® (Mod-R), donde los objetos son complejos de R-médulos indexados de forma ascendente

di—2 di—1 d; dit1
c*in —— Cig —— G —— Ciy1 ——
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y un morfismo de cocadenas f*®: C* — C* es una familia de R-homomorfismos f* = {fi},cs

que hacen conmutar el diagrama

di—2 di—1 d; d1+1
ChREEE Cia G Cit
lfzfl lfl lfz«kl
cY . ... C! ! cl, — -
: -1 1
dip T diy Y4 o,

Es decir, f;od;—1 = d,_; o fi—1 para todo i € Z.

Definicién 1.2.7. Dos morfismos de complejos fe, ge : Co — C}, son homotdpicos, denotado
por f ~ g, si existe una colecciéon de R-homomorfismos, tales que so = (s;) : Co — C,, con
si: C; = Ciga

fi—9i= d§+1 os;+s;_10d;, Vi € Z.

Z

z+1

i1 'L 1 % PR
flﬂugzﬂ/ H / H
o .

/

Definicién 1.2.8. Dado n € Z, denotamos por H, : Co (Mod-R) — Mod-R al n-ésimo

funtor de homologia y esta definido por:
1. A nivel de objetos, si Co € Co (Mod-R), entonces H, (C,) := Ker (dy,) / Im (dp41).
2. Si fo: Co — C, es un morfismo de complejos, entonces
Hy (fo) : Hn (Co) —— Hn (C5),
viene dado por ¢, + Im (dy,41) — fn (¢n) + Im ( n+1)

H, (C,) es llamado el n-ésimo grupo de homologia de C,.

Por otro lado, dado n € Z, se denota por H" : C* (Mod-R) — Mod-R al n-ésimo funtor

de cohomologia y esta definido por:
1. A nivel de objetos, si C* € C* (Mod-R), entonces H" (C*) := Ker (dy,) / Im (dp—1).
2. Si f*:C®* — C* es un morfismo de complejos, entonces
HY (f*) 2 H (C*) —— HP (C¥),

donde ¢, +Im (dy,—1) — fpn (¢) +Im (d%—l)-
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H" (C*) es llamado el n-ésimo grupo de cohomologia de C*.

Observacién 1.2.9. Dado Cs € C, (Mod-R) tenemos dos sucesiones exactas fundamentales,

para todon € Z

0 —— Im(dp4+1) —— Ker(d,) —— H, (Co) —— 0

0 —— Ker(d,) Cp Im (d,,) —— 0.

Proposicién 1.2.10. Si C| 0, CJ es una sucesién exacta en Co (Mod-R)(es

decir, cada CJ, o, 2 C!' es una sucesién exacta en Mod-R), entonces existe una
sucesion exacta en Mod-R
On Hp (i) Hn(pe) On

-« — Hu1 (CU) Y H, (Cl) — H, (Co) — H, (C}) — Hp—1(CL) —> -~
donde §,, son los llamados morfismos de conexién.

Demostracion. La demostracién la enfocaremos solamente en la construccién del

R-homomorfismo d,,, para més detalles de la prueba ver la Proposicién 6.9 y 6.10 de [14].

Considere el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

’ int1 Pn+1 "
0 n+1 Crt1 n+1 0
ld;wl J/dw—l l g+1
i P
0 oo, o 0
~_
| ud |a
1 in—1 Pn—1 1
0 n—1 Cn—l n—1 0
S

Sea ¢!/ € Ker (d!). Como p,, es un epimorfismo, existe ¢, € Cy, tal que p, (¢,) = ¢r. Ahora lo
mandamos a Cy,_1, esto es dy, (¢,) € Cp—1. Como los cuadrados son conmutativos, tenemos
que pp—10dy (cn) =dl opp (¢,) =0, es decir, dy, (¢,,) € Ker (pp—1) = Im (ip,—1). Por lo tanto,
existe un tnico ¢, _; € C/,_; con ip_1 (cﬁl_l) =dy, (¢n), ya que i,—1 es un monomorfismo. As{

podemos definir &, como &, (¢ + Im (d,)) = ¢,_1 +Im (d},). O

El resultado anterior también se cumple tomando los grupos de cohomologia.

Teorema 1.2.11. Si C¥ » 0* —Z % C* es una sucesion exacta en C* (Mod-R),

entonces existe una sucesion exacta en Mod-R

o HL () 25 g (o) s HO(0f) 2 H 00y 2 HPL(CL) —
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1.3. Moédulos inyectivos

En esta seccién recordaremos el concepto de R-médulo inyectivo, varias de sus descripciones
en términos de sucesiones exactas, y propiedades relativas a construcciones universales. A
partir del concepto de cohomologia, usaremos los R-mddulos inyectivos para construir funtores

derivados del funtor Hom.

Los R-médulos inyectivos son un concepto fundamental en la tesis, ya que los mdédulos
colibres de rango finito, que veremos mas adelante y que son los bloques de construccién
de los mdédulos finitamente n-cogenerados, son un tipo particular de R-médulo inyectivo.
Por esta razén, en esta secciéon de preliminares se demostraran gran parte de los resultados,
concretamente, caracterizaciones y propiedades de los médulos inyectivos que aparecen en [14]
(Proposicién 3.28, 3.40, 3.12, 7.24, 7.21, 7.22 y 8.11; Teorema 6.16; Corolario 3.29, 6.42, 6.46
y 7.25), [7] (Teorema 3.1.2 y 3.1.7; Lema 8.2.1) y [1] (Proposicién 1.2.14).

Definicién 1.3.1. Dado E € Mod-R, diremos que E es inyectivo si dado un monomorfismo
f: M »— Ny un R-homomorfismo g : M — FE, existe un R-homomorfismo h : N — F tal

que h o f = g, teniendo el siguiente diagrama conmutativo

La clase de todos los R-mdédulos inyectivos la denotaremos por Inj. Al concepto dual
se le conoce como R-médulo proyectivo y la clase de todos los R-mddulos proyectivos la

denotaremos por Proj.

El siguiente resultado es el primer paso para poder definir los mdédulos finitamente
cogenerados, que a su vez, son la base para definir la clase FCP,. Este resultado es
consecuencia directa del Teorema 3.1.3 de [7], conocido como el criterio de Baer. Omitiremos
su demostracion debido a su extensién, pues conllevaria a presentar notacién y terminologia

adicional y otros resultados preliminares.

Teorema 1.3.2. Todo R-médulo puede ser inmerso en un R-moédulo inyectivo, es decir, dado

M € Mod-R existe un monomorfismo M — E con E € Inj.

Demostracion. Ver el Teorema 3.1.7 de [7]. O

Proposicion 1.3.3. En Mod-R las siguientes afirmaciones se cumplen:
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1. Si {Ei};c; es una familia de R-médulos inyectivos, entonces [[;.; E; es inyectivo.
2. Si {E;};c; es una familia finita de R-mddulos inyectivos, entonces @, ; E; es inyectivo.

3. Si E es un R-médulo inyectivo, entonces los sumandos directos de F también lo son.

Demostracion.

1. Sea {E;},.; una familia de R-médulos con E; inyectivo para todo i € I. Considere asi

el siguiente diagrama

donde el R-homomorfismo h; se obtiene por definicién de R-médulo inyectivo, el cual
hace conmutar el diagrama para todo ¢ € I, es decir, h; o f = m; o g. Ahora defina

0: N — [l;,c; Ei por n+— (h; (n)). Entonces el R-homomorfismo # cumple

0(f (a)) = (hi (f (a))) = (mi (9 (a))) = g (a),

dado que x = (m; (x)) para todo = € [[,c; E;. Por lo tanto [[,c; E; es un R-médulo

inyectivo.

2. Por (1) de la Observacién tenemos que para [ finito la suma directa coincide con

el producto, entonces es un caso particular de la prueba anterior.

3. Sea A@® B = F un R-mddulo inyectivo, considere el siguiente diagrama.

f

0 > M > N
g /l
A
TFA( )LA S h
o
A®B

donde el R-homomorfismo h lo obtenemos ya que A @& B es inyectivo y cumple que

taog=ho f.Por otro lado tenemos la inclusién ¢4 y la proyeccién 74, estos cumplen
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que T4 0 t4 = idy. Entonces se cumple que
ho f = lAa©°g,
mpaohof = maoug0g,
maohof = g.
Por lo tanto A es inyectivo.
O

Proposiciéon 1.3.4. Para E € Mod-R, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. FE es inyectivo.
2. Para cada monomorfismo f: K — M,
f*:Homp (M,E) —» Homp (K, E),
es un epimorfismo.
3. Para cada sucesién exacta corta de R-mddulos

0—sA-Jt,pB_9,¢ 0,

la sucesion
0 — Homp (C, E) —L— Homp (B, E) —— Homp (4, E) —— 0
también es exacta corta.

4. Toda sucesion exacta corta de R-moddulos de la forma

0—sE-1 B 9,030

se escinde.

Demostracion. La equivalencia entre las afirmaciones (1), (2) y (3) son inmediatas a partir

de la definicién de médulo inyectivo, y del hecho que el funtor Homp (—, E) siempre es exacto

a izquierda por el Teorema (1.2.4]
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» (1 = 4) Tenemos el siguiente diagrama conmutativo con fila exacta

f

s

0 sy B
idg

E

B2, C 0,

-
’

¢

donde el R-homomorfismo h lo tenemos dado que F es un R-mddulo inyectivo. Se cumple

que ho f =idg, es decir, por la Observacion la sucesién se escinde.

» (4=1) Por el Teorema tenemos una inmersién f : E ~— M con M inyectivo.

Tenemos asi la sucesion canodnica

0 E > M » Coker (f) —— 0.

Por hipdtesis esta sucesion se escinde, por la Observacién tenemos que E @
Coker (f) ~ M. Luego por (3) de la Proposicién los inyectivos son cerrados por

sumandos directos. Asi, F es un R-médulo inyectivo.
O

Lema 1.3.5 (de Schanuel). Sean n € N y considere las siguientes sucesiones exactas en

Mod-R
fo

0 M E[) > En,1*>En,
0—— M s Bf — - W I B,

donde Ej;, E! son inyectivos para todo ¢ = 0,1,...,n. Denotemos por C = Coker (f,) y

C" = Coker (f}). Tenemos los siguientes isomorfismos:

= Si n es par, entonces

COE,®E, 10 - 0E10E)~C' ®OE,0E, & ®E|®Ey.

= Sin es impar, entonces

COE ®E, 10 ®E,0E~C®E,9FE, ®---®FE ®E]).

Demostracion. Razonando por inducciéon completa.
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Para n = 0, tenemos las siguientes sucesiones exactas:

0 M f0>Eo > C > 0,
0 M f°>E(’) c’ > 0.

Calculamos el pushout entre fo y f{. Por (2) en la Observacién obtenemos el siguiente

diagrama conmutativo con filas y columnas exactas:

0 0
~ fQ ~
0 M > Eo C 0
s |
0 E| > X C 0
0 0

Como Ey y E{, son R-médulos inyectivos, por (4) de la Proposicién tenemos que la fila

y columna central se escinden, asi
EvoC' ~X ~E|®C.

Supongamos que el resultado se cumple para n—1, y veamos que para n también es verdadero.

Considere las siguientes sucesiones exactas

0 M L2 R, I v B .. B, I E,
-
\éoker(fo)
0 M L E|, Ji > B} fé>--- S jl_liﬂE’
N
Coker (f})

Del caso n = 0, podemos concluir que Coker (fy) & E{) ~ Coker (f}) @& Ey. Por otro lado, la
suma directa finita de sucesiones exactas es exacta, entonces al hacer la suma directa de las

siguientes sucesiones

0 — Coker (fo) Eq Es

~
~

i

—

0 — E|

52
~
]
~
e
~

=
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obtenemos

0 — Coker (fo) ® E) — B\ ®E) — By —» -+ —> B,y -1 B,
De forma analoga obtenemos

0 — Coker (f}) & Ey — Bl & Ey — EY — - — E_, I B,

Usando el isomorfismo mencionado anteriormente podemos reescribir estas sucesiones

obteniendo
0 — Coker (fo) ® E), — E1 & E}, Ey E, . % E,,
0 — Coker (fo) ®E) — E\®Ey — Ey — .- — E_, "y B/

Vimos en (2) de la Proposicién que los R-médulos inyectivos son cerrados por sumas
directas finitas, teniendo asi todas las hipdtesis del caso n — 1, permitiendo concluir los

isomorfismos que queriamos. ]
El siguiente resultado nos permite estudiar los kérneles y cokérneles de un diagrama
conmutativo con filas exactas por medio de una sucesiéon exacta.

Lema 1.3.6 (de la serpiente). Considere el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

en Mod-R

VA VRN Vi 0
0 N —— N —— N
f g

Entonces existe una sucesion exacta de R-mddulos de la forma
Ker (0') L Ker (o) — Ker (¢”) =% Coker (¢/) — Coker (o) —9, Coker ("),
donde d : Ker (¢”) — Coker (¢') lo llamamos R-homomorfismo de conexidn.

Ademss, si f es monomorfismo, entonces f también lo es; y si ¢’ es epimorfismo, entonces
g también. Estos R-homomorfismos f y g son inducidos por la propiedad universal del kernel

y cokernel respectivamente.
Demostracion. Ver la Proposicién 1.2.13 de [7]. O

Si se nos da una sucesién exacta M’ — M — M" junto con corresoluciones inyectivas
de M’ y M”, bajo estas hipdtesis, el siguiente resultado nos muestra como construir una

corresolucién inyectiva para M.
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Lema 1.3.7 (de la herradura). Suponga que se tiene el siguiente diagrama de R-médulos con

columnas y fila exactas, y que E] y E! son inyectivos para todo ¢ =0,...,n.
0 0
0 M L v s M 0
g ag
E| E{
o of
ol ol

Entonces existe una sucesion exacta

aQ

0 M E @ Ej — .- =5 E/, ® E]

que completa el diagrama anterior en el siguiente diagrama conmutativo

0 0 0
0 ML 0
o) ap oy
0 ) Eye B! El 0
o ai of
al, an ol
0 E E, & E" E" 0

Demostracion. Haciendo induccién completa, para el caso base n = 0. Necesitamos definir
un monomorfismo «g : M — E{ & E, el cual serd el inico R-homomorfismo inducido por la
propiedad universal del producto. Por lo tanto, encontraremos un par de R-homomorfismos

h:M — Ejyk: M — Ej para poder construir ay.

Usando que E{, es inyectivo y f es un monomorfismo, obtenemos un R-homomorfismo h
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que hace conmutar el siguiente diagrama

0 > M’ > M
agl i (hof=ap).
KR
Ep
El R-homomorfismo k lo obtenemos mediante la composicién k := o) o g. Entonces por la

propiedad universal del producto tenemos un tnico R-homomorfismo ag que hace conmutar

el siguiente diagrama

M

I
| 0o

+

/ / /! 1/
Ey T Ey @ By T Ey

h k

(TFE[/)OOJ():hyTrE(I)/OCY():k).

h
Por lo tanto ag estd definido por g := (k:) . Este R-homomorfismo cumple

h
TEy © Qo = Ty © (k =k=agog,

o—ho—hof— oz6 _046_,0,
et = ()0 ()= L) (§) omes

Es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

0 y M’ M —2L— M > 0
ay) lao Ioz{)’
0 > E} o E\ & Ej T E{ > 0
0 0

Por lo tanto, tenemos todas las condiciones para usar el Lema de la Serpiente [1.3.6| en el
diagrama, del cual se obtiene que ag es un monomorfismo. En efecto, por el Lema de la

Serpiente [1.3.6] obtenemos la siguiente sucesién exacta
Ker (af)) — Ker (ag) — Ker (o)) ,

donde Ker (o) = 0 y Ker (af) = 0. Asi, por la exactitud de la sucesién Ker (o) = 0 y por

lo tanto ap es un monomorfismo. Vamos a denotar por E; := E! @ E! para todo i. Ahora
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estamos en la siguiente situacion

0 0 0
0 ML m M
o) lozo oy
0 E6 Ey E(/)/
o off
ol ol
7, E

Para construir el R-homomorfismo ay, vamos a considerar los cokérneles de «f, g, af, ¥

por ser exactas las columnas del diagrama anterior, podemos definir los R-homomorfismos o/,

of mediante las factorizaciones a través de los cokerneles de of) y o

a/

E} ! E!
Nt
Ch

1
ay

1 "
Tl’l\‘ /

1"
CO

EY

1

con of = jomy, of =1 on] y Cf = Coker (o)), CJ = Coker (o), completando asi el
diagrama,
0 0 0
0 M—1 s M 0
af) lao af
0 E] E EV 0
0 0 0
\\7::1 E XZ{
! 1
0 a/l CO CO ulll 0 0
v l/l'll A ll/
/ 1
Ey EY
o, o)
ol ol
/ 1!
E E
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donde la existencia de la sucesién exacta Cf, — Cy — C{ es consecuencia del Lema de la
Serpiente asi Cp = Coker (ap). De forma andloga al paso anterior, podemos construir
un R-modulo inyectivo Fy y un monomorfismo de Cy en E7, que denotaremos por ¢, asi
mediante la composicién definimos «a; : ¢1 o 71, completando el diagrama y haciendo que sea

exacta la segunda columna

0 0 0

0 M — o 0

o) ag oy
0 B Ey E! 0

0 —ef C) a— O ot— C{f 0
/L,l % o

0 E B E! 0

o, ol

an an

Procediendo de esta manera, se obtiene el diagrama conmutativo con filas y columnas

exactas mostrado en el enunciado. O

Definiciéon 1.3.8. Si tenemos un complejo de cocadenas de la forma

E*:0 M1 R, B,

donde E; es un R-moédulo inyectivo para todo ¢ € N, diremos que E*® es un corresolucion

inyectiva de M. El concepto dual es conocido como resolucién proyectiva.

Usando el Teorema podemos construir corresoluciones inyectivas para todo R-médulo
de la siguiente manera. Tomemos M € Mod-R, entonces existe un FEy inyectivo y
monomorfismo fy : M — Ey. Si tomamos el Coker (fy) y realizamos el mismo proceso con
este nuevo R-moddulo

fo fi

Coker (fo)

0 M Ey Ey
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definimos f1 := tgomy, y procediendo de manera inductiva podemos construir una corresolucién
inyectiva de M. De manera dual podemos construir resoluciones proyectivas para todo
R-modulo, a partir del hecho de que todo R-mddulo es imagen epimoérfica de una suma directa

de copias de R.

Definicién 1.3.9. Sea f : M — M’ un R-homomorfismo y E®, E* corresoluciones inyectivas
de M y M’ respectivamente. Diremos que f®: E®* — E* es un levantamiento de f si es un

morfismo en C* (Mod-R) es decir, un diagrama conmutativo de la siguiente forma

€0 €1

E*®:0 M E(] E1
Jf lfo lfl
E*:0 M' —— E|, —— E| —
€o €1 €2

También se pueden considerar resoluciones proyectivas para M y M’.

Dado un R-homomorfismo de médulos f : M — M’ y corresoluciones inyectivas de M y M’,
nos interesa saber si siempre es posible encontrar un levantamiento de f a las corresoluciones.

Esto viene garantizado por el siguiente resultado.

Lema 1.3.10. Dados M,M’' € Mod-R, f : M — M’ un R-homomorfismo y E°, E*
corresoluciones inyectivas de M y M’ respectivamente, existe un levantamiento f® : E* — E*.

Ademas, dos levantamientos cualesquiera de f son homotdpicos.

Demostracion. Razonando por induccién. Para el caso base n = 0, empezamos construyendo

fo: Eo — Ej. Bajo la hipétesis, estamos en esta situacién

M —=
|#
M/

! / !
€o €1 €2

el (D)

E*:0

Ey Ey

E*:0

Asi, por ser Ej inyectivo, tenemos que existe un R-homomorfismo fo : Ey — E{ que hace

conmutar el siguiente diagrama

M -2 E,
Ger| (fooeo=chof).
x’ fo
Ey
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Ahora veamos cémo se obtiene f;. Considere el siguiente diagrama conmutativo con filas

exactas
E*:0 M—25 Fy 2y B -2
Jf lfo
o/ . / / N 7

Veamos que Ker (e1) C Ker (€} o f). Como Ker (e1) = Im (eg) ~ M, es suficiente mostrar que

e o fooep = 0. Como el primer cuadrado conmuta, tenemos que €} o fooeg = €| oejo f =0,

donde la tltima igualdad se obtiene por la exactitud de E*. Por la propiedad universal del

cokernel, existe un morfismo fo : Eog/M — E{j/M’ tal que haga conmutar el siguiente diagrama

Ey —% Eq/M

o

Ely "% E,/M’

(fooﬂozﬁéof()).

Donde 7y y m, son las proyecciones sobre los cokérneles. Tenemos asi el siguiente diagrama

Eo/M 2~ E;

y Ofol o
0 -
/ !
El

-

<f10L0=L60f0)7

con e; =tyomyy e; =0m,, donde f se obtiene por ser Ej inyectivo. Veamos que f; hace

conmutar en el diagrama de arriba, esto es

fiow =
fiowom =
fioer =

fioer =

Procediendo de esta manera se obtiene f°.

Lo © fos
L6 (o) fo o 7o,
Ly 0 © fo,

e'l o fo.

Sea go : E* — E* otro levantamiento de f. Construiremos los R-homomorfismos s, : E,, —

FE,_1 de la homotopia s, por induccién para n > —1

0 y M —2— By —2— B —2— By ;
51 Jf /fougo/clugl/f2ug2

0 / N L N N N

0 M —— By —— B —— B} \
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Definimos s_1: M — 0y so : Ey — M’ como los R-homomorfismos nulos. Supongamos que
se tiene construida la cadena de morfismos de la homotopia hasta s, : E, — E/ _;, es decir,

tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

En €nt1
En— 1 > En En+1
s
fnlugn/%ugn fn+1ugn+1
/ / /
Enf 1 ! ’ En e n+1
n n+1

Queremos construir un R-homomorfismo s,,11 : En,11 — E/, que ademds cumpla con $,41 o
én+1 + €, 08, = fn — gn. Para esto necesitamos que Ker (e,4+1) C Ker (f,, — gn — €}, 0 8p).
Tenemos que Ker (e,+1) = Im(e,) por ser exacta la sucesién de arriba. Asi que probar la

contencién anterior es equivalente a probar que (f, — gn — €}, 0 $,,) (e) = 0. Esto es

(fo—gn—€nosn)(en) = (fn—gn)(en) = (eposnoen),
= (fa—9n)(en) — (62) (fn—l —9n-1— 6;171 © Sn—l) )
= (fa = gn) (en) = (€7) (fa—1 = gn-1) = 0.
Donde s, 0 €p = fn—1 — gn—1 — €,,_1 © Sp—1 se tiene por hipdtesis inductiva, la tercera por ser

la sucesion de abajo exacta, y la ultima igualdad se tiene porque el diagrama es conmutativo.

Tenemos el R-homomorfismo f, — g, — €}, 0 8, : E,, — E,, y asi el siguiente diagrama

E,_1 —=» E, —% Coker (en)

! A /
| 8n (Snoﬂ'n:fn_gn_enosn)-
fn_gn_EInOSn +

El

n

Donde §, se obtiene por la propiedad universal del cokernel. Usando que E/, 11 es inyectivo,

podemos completar el siguiente diagrama

Coker (e,) 2~ Ey 11

Snl 7 (Snt10tn = 3n).
//’ Sn+1

/ K

ETL

Veamos que f, — gn = Sp+1 © €nt1 + €, © Sp. Como f, — g = §, 0 Ty, + €], 0 8y, basta con ver
que Sy, 0 Ty = Sp+1 © €nt1. Entonces

Spom, = Sn+1 O lp O Tp,
Sp OTpn = Spt+1 9 En+tl-

Finalizando la prueba. O
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De forma dual, podemos mostrar el resultado para resoluciones proyectivas.

Dada una sucesioén exacta corta M’ — M — M", vimos en el Teorema m que el funtor
Homp (—, E') no siempre es exacto a derecha, pero por la Proposicién recuperamos esta
falta de exactitud si F es un R-mdédulo inyectivo. Asi, los funtores derivados son los que nos

ayudaran a medir esta falta de exactitud.
Tomemos una corresolucién inyectiva de N € Mod-R

€0 €1

El S e

E*:0 N y Ep

y sea E'Y; la corresolucién inyectiva truncada de IV, es decir,

€1

EY : By —— F > By

€2

e
E3 3}...

aplicamos T := Homp (M, —) a EY;, obteniendo el siguiente complejo

ek

Homp (M, EY;) : Hompg (M, Ep) _%, Homp (M, E) _ei, Homp (M, E) —2— --.
El n-grupo de cohomologia de este complejo viene dado por el siguiente grupo abeliano.
Definicion 1.3.11. Sea M € Mod-R y n € N. Definimos
Exth (M, N) = H" (Hompg (M, EY)) = Ker (e}, ;) /Im (e};) .
Sin=0,cel Ext% (M, N) corresponde a Homp (M, N).

Observacién 1.3.12. La construccién del funtor Ext’, (—, —) no depende de la corresolucién
que tomemos para N. Considere E®* y E* dos corresoluciones inyectivas para N, por el

Teorema [1.3.10] en el siguiente diagrama

B0 —— N By B -2
idy lho \th

o/ . N / .

BY:0 —— N~ By — = B —

podemos construir he : E* — E* un levantamiento de idy. Ademds podemos construir otro
levantamiento hj, con h; : E! — E;. De esta manera tenemos dos morfismos de cocadena
idge y R, o he que van de E® en si mismo. Note que he y h, inducen morfismos de cocadenas
Homp (M, he) y Homp (M, h)). La homotopia entre heoh), e idge induce una homotopia entre
Homp (M, he)oHomp (M, hy) € idpom (a1, £e)- Entonces a los morfismos inducidos le aplicamos
el funtor de cohomologia y podemos concluir que H" (Hompg (M, h)) y H" (Hompg (M, h')) son

inversos entre si. Como referencia ver Proposicién 6.20 y 6.40 de [14].
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Proposicién 1.3.13. Si M’ ~— M — M" una sucesién exacta corta en Mod-R, entonces

para todo N € Mod-R existe una sucesién exacta en Mod-R

0 — Hompg (N, M’) — Hompg (N, M) — Hompg (N, M") — Exth (N, M)
—— Exth (N, M) — Exth (N, M") — Ext% (N, M') —— Ext% (N, M)

— Exty (N,M") ——— -

Si consideramos el funtor contravariante Homp (—, N), también tendremos una sucesién

exacta de la siguiente forma

0 — Hompg (M",N) — Hompg (M, N) — Hompg (M', N) — Exth (M" N)
— BExth (M,N) — Exth (M',N) — Ext% (M", N) —— Ext% (M, N)

— Ext4 (M',N) ——— -+~

Demostracién. Tomemos E* y E*” corresoluciones inyectivas para M’ y M” respectivamente,
por el Lema [I.3.7 podemos construir una corresolucién por inyectivos E® para M. Tenemos
asi una sucesién exacta corta de complejos EY, — E% — E3,, si le aplicamos el
funtor Homp (N, —) obtenemos Homp (N, EY},) — Hompg (N, EY;) — Hompg (N, Ef/,). La
exactitud de esta sucesién se obtiene dado que la sucesién exacta corta E! — E, — E! se
escinde para todon € Ny el funtor Homp (N, —) preserva sucesiones exactas cortas escindidas.
La construccién del morfismo de conexién Hompg (N, M") — Extk (N, M) es andloga a la
realizada en la Proposicién Asi por el Teorema [1.2.11] obtenemos la sucesion exacta

larga que se indica en el enunciado. O

Proposicién 1.3.14. Sea E € Mod-R, entonces E es inyectivo si y solo si, Ext% (M, E) =0
para todo M € Mod-R y n > 1.

Demostracion.

» (=) Tome una resolucién proyectiva de M

Py:--- Pl PO M > 0.

Tome el complejo truncado

PM.:--- P2 >P1 >P().
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Aplicamos el funtor Homp (—, F). Al ser exacto, se tiene el complejo exacto
Homp, (Pase, E) : Hompg (Py, E) —— Hompg (P, E) — ---

Por lo tanto, cualquier n-ésimo grupo de cohomologia con n > 1 va a ser nulo, es decir,

Ext”, (M, E) = 0.
» (<) Tome una sucesién exacta corta

0 v At p-Y,C

~
e

Si le aplicamos Homp (—, E), por la Proposicién [1.3.13| obtenemos la siguiente sucesién

exacta
0 — Homp (C, E) 2+ Hompg (B, E) — Homp (A4, E) — ExtL (C, E).

Por hipétesis Extk (C, E) = 0. Entonces por la exactitud de la sucesién i* es un

epimorfismo, y por la Proposicién tenemos que E es un R-mdédulo inyectivo.

O]

Definicién 1.3.15. Dados C, A € Mod-R, diremos que una extensién ¢ : A »— B — C es
equivalente a &’ : A — B’ — C si existe un R-homomorfismo ¢ : B — B’ tal que el siguiente

diagrama conmute

€:0 yA—— B2 > 0
|
g0 Ay p P > 0

esto es, poi=1iyp op=np.

Usando la Proposicién 2.72 de [14], también llamado Lema de los Cinco, podemos ver que
¢ debe ser un isomorfismo. Asi, la equivalencia entre € y £’ define una relacién de equivalencia.
Denotamos por e (C, A) el conjunto de todas las clases de equivalencia de las extensiones de

C por A, y la clase de € la denotamos por &.

Usando la propiedad universal del producto, o la propiedad universal de la suma directa,
podemos ver que una sucesién exacta 0 - A — B — C' — 0 se escinde si y solo si es

equivalente a 0 > A > A C — C — 0.

Podemos construir ¢ : e (C, A) — Exth (C, A) tal que sea una biyeccién. Veamos cémo se

define 1.
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s 3 P . s
Tome la sucesion ¢€:0 » A —— B y C » 0 y una corresolucién por
inyectivos E® de A, entonces por la definicién de médulo inyectivo tenemos a® = (ay,) tal

que hace conmutar el siguiente diagrama

€:0 A—sB-—LsC > 0 >
(IR PR
E*:0 A o Ey 61>E1 62>E2 o

En particular tenemos que ez o a3 = 0, esto es, eg (a1) = 0, por lo tanto a3 € Ker (eay).

Entonces definimos ¢ : e (C, A) — Ext}, (C, A) = Ker (e2,) / Im (1) por & = a1 + Im (eq.).

Se puede ver que 1) estd bien definido por el Lema de los Cinco, y ademas este lema nos
dice que es independiente la eleccion del representante de &. Para ver la demostracién de que

1 es una biyeccién, consulte el Teorema 7.30 de [14].

Veamos que, si € se escinde, entonces ¢ (£) = 0. Tenemos que existe j : B — A tal que

joi=1id4. Tenemos asi el siguiente diagrama conmutativo

€:0 ArizB e > 0 >
| o b
E*®:0 A—> By — E1 — B >

con a1 = 0.
Teorema 1.3.16. Toda sucesién exacta corta de R-mdédulos A — K — C' se escinde si y solo
si, Exth (C, A) = 0.

Demostracion.

» (=) Por hipétesis toda extensién de C' por A se escinde y como vimos anteriormente
todas estas sucesiones son equivalentes a la sucesion A — A @ C —» C. Por lo tanto
le (C, A)| = 1. Asi, Ext} (C, A) = 0.

» (<) Considere ¢:0 yA— B, 0 y le aplicamos Hompg (C, —).

Por el Teorema [I.3.13] tenemos la siguiente sucesién exacta larga
0 —— Hompg (C, A) —*— Homp (C, B) —2— Homp (C,C) —— Extk (C, A) =0,

por lo tanto p, es un epimorfismo. Asi, para id¢c existe h € Hompg (C, B) tal que py (h) =

poh =idg, es decir, £ se escinde.
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Proposicién 1.3.17. Sea {M;},.; una familia de R-médulos. Para todo F, N € Mod-R y

n > 0 existen isomorfismos naturales

Ext? (F HM) = [ [ Bxty (F, M),

el i€l
Ext’ <€B M;, N) = [ [ Exth (Mi, N).
i€l el

Demostracion. Razonando por induccién sobre n. El caso base n = 0 es inmediato del

Corolario [1.1.21] ya que Hompg (F, —) = Ext}, (F, ). Sea n = 1, por el Teorema m para

todo ¢ € I tenemos una sucesion exacta corta

0 M,; E; C; 0

con F; inyectivo. Tenemos asi la siguiente sucesién exacta

0 » [Lier Mi —— e Bi —— [Lie, Ci —— 0.

Por (1) de la Proposicién tenemos que [[,.; E; es inyectivo, al aplicar Hompg (F, —) por

la Proposicion [1.3.13] tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

Hompg (F,[L;c; B)) — Hompg (F,]1;c; Ci) —2— Exth (F,TLic; Mi) — 0

JT &

[1ic; Hompg (F, E;) — [[ic; Hompg (F,Ci) —2— e, BExth (F, M;) — 0

donde 7,0 son isomorfismos naturales, 9,0’ son epimorfismos por la exactitud de la sucesién
y porque Ext}, (F, [Licr EZ) =0 =]l Ext}, (F, E;) por la Proposicién Donde h se
obtiene por la propiedad universal del cokernel, ademdas como 7 y ¢ son isomorfismos, entonces
h también lo es por el Lema de los Cinco. De forma andloga obtenemos el resultado para todo

n > 0.

El isomorfismo natural Ext} (@;c; Mi, N) = [[;c; Ext} (M;, N) lo obtenemos de forma
dual. O

Definicion 1.3.18. Dada una corresolucién inyectiva de M € Mod-R

do dl dn+1

E*:0 M Ey Ey E, E,p1 —— -

para cada n > 1, la n-cosizigia de M en E*® es Q. (M) := Coker (d—1).
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De manera dual, si consideramos una resolucion proyectiva P, de M

Po:oii —— Py 24 p N S N LN ¥ 0
podemos definir la n-sizigia de M en P, como Q7 (M) := Ker (dy,—1).

Es claro que Qg0 (M) depende de la corresolucién inyectiva de M que tomemos. Sin
embargo, si consideramos E® y E* dos corresoluciones inyectivas de M, usando el Lema
de Schanuel podemos ver que Q' (M), Q5 (M) son inyectivamente equivalentes,
es decir, existen inyectivos Iy, Ey tales que Qs (M) @ By ~ Qpy, (M) @ Es. Esto es titil para
demostrar que Exty, (—, Qpe (M)) v Extj, (—, Qge (M)) definen el mismo funtor.

Proposicién 1.3.19. Sea M € Mod-R y E*, E* dos corresoluciones inyectivas de M.

1. Para todon > 1y N € Mod-R tenemos un isomorfismo natural

Exth, (N, Q52 (M) & Exth, (N, Q53 (M)

2. Para todo N € Mod-R y n > ¢ > 0 tenemos un isomorfismo natural
Extf, (N, M) = Ext}y " (N, Qg (M)) .
Demostracion.

1. Como Qpy (M) y Qg (M) son inyectivamente equivalentes, tenemos dos R-mddulos

inyectivos E1, E tales que Qg0 (M) ® By ~ Qg (M) ® Eo. Luego tenemos
Ext (N,Q50 (M) ® Ey) = Extp (N, Qg0 (M)) ® Extp (N, Ey) = Extp (N, Q50 (M)),

donde el segundo isomorfismo natural se obtiene por la Proposicién y el dltimo
isomorfismo es consecuencia de la Proposicion [1.3.14

Realizando el mismo célculo con Q, (M) @ E3 y obtenemos que
Extp (N, Qpd (M)) = Exty (N, Qgl (M)) .

Por lo tanto, cuando hablamos de cosizigias inyectivas de M no hay necesidad de hacer

referencia a la corresolucién inyectiva considerada, y lo denotaremos simplemente por

Q=" (M).
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2. Veremos el isomorfismo natural para la primera cosizigia. Tome £°® una corresolucién por
inyectivos para N. Entonces tenemos una sucesién exacta corta N — Ey —» Q71 (N).

Por la Proposicion [1.3.13| para todo n > 1 obtenemos la siguiente sucesién exacta
0 = Ext}, (M, Eg) — Extf (M, Q71 (N)) 7, Ext; (M, N) — Ext;t (M, Ep) =0

donde las igualdades de las puntas se obtienen por la Proposicién [1.3.14] Asi, por la

exactitud de la sucesién obtenemos que f es un isomorfismo.

O]

Observaciéon 1.3.20. Si consideramos Q" (M), es decir, la n-sizigia de M en la primer

componente del funtor, el resultado anterior tiene su version dual también valida.

Definiciéon 1.3.21. La dimensién inyectiva de un R-médulo M es el menor entero no

negativo n, tal que existe una corresolucién inyectiva finita de longitud n

0 M Ey £, e E, 0.

La denotamos por id (M) = n. En caso no existir tal n, se dice que M tiene dimensién

inyectiva infinita.

Si consideramos resoluciones por proyectivos, tendremos la nocién dual, la dimensién

proyectiva de M, denotada por pd (M).

Tenemos la siguiente proposicion, que nos da una caracterizacion de la dimensién inyectiva

en términos del funtor Ext%.

Proposicion 1.3.22. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para M € Mod-Ry n > 0.

1. id (M) < n.
2. Ext® (A, M) =0 para todo A € Mod-Ry k >n+1.
3. Ext}?l (A, M) = 0 para todo A € Mod-R.

4. Existe una corresolucién inyectiva de M tal que su n-cosizigia es inyectiva.

5. Para toda corresolucién inyectiva de M, su n-cosizigia es inyectiva.

Demostracion.
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» (1 = 2) Tenemos una corresolucién por inyectivos para M de longitud n

do dy

0 >y M Ey y I y by » 0,

con Ky = 0 para todo ¥ > n + 1. Por lo tanto los morfismos inducidos d,
Hompg (A, Ex_1) — Hompg (A, E) son los morfismos 0 para todo & > n + 1. Asi,
Extll‘%“'1 (A, M) =0 para todo k > n + 1.

= (2 = 3) Se obtiene de (2) de forma inmediata.

» (3=4) Para todo A € Mod-R por (2) de la Proposicién [1.3.19] tenemos el siguiente

isomorfismo natural
0 = Extl;™ (4, M) = Exty, (4,Q7"(M)) .
Asi por la Proposicién [1.3.14] tenemos que Q™" (M) es un R-médulo inyectivo.

» (4=5) Tome dos n-cosizigias de distintas corresoluciones inyectivas Qp¢ (M) y
Qe (M) donde el primero es inyectivo. Vimos anteriormente que por el Lema m
estos son inyectivamente equivalentes, entonces existen F, E’ R-médulos inyectivos tales

que

Ot (M)® E~ Q7 (M) & E'.

Por la Proposicién tenemos que los inyectivos son cerrados por sumas directas

finitas y por sumandos directos. Por lo tanto, Q;J’f, (M) también es inyectivo.

» (5= 1) Tome una corresolucién inyectiva para M

do dy

0 M > Eo E1

~

Entonces tenemos la siguiente sucesién exacta

0 M Ey E, 1 — Q"(M)——0.

Por hipétesis Q7" (M) es un R-mdédulo inyectivo, tenemos asi una sucesién exacta de

inyectivos con longitud n, es decir, id (M) < n.
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1.4. Pares de cotorsion y aproximaciones

Estos pares los introduce por primera vez Luigi Salce en el 79 en su articulo “Cotorsion
theories for abelian groups”. Entre finales de los 90 y principios de los 2000, Enochs redefine el
concepto en la categoria de moédulos. La utilidad de los pares de cotorsién es poder construir
aproximaciones a izquierda y a derecha (también conocidas como precubiertas y preenvolturas)
a partir de las clases que forman el par. Esto a su vez permite definir dimensiones homolégicas
relativas de manera parecida a las dimensiones proyectivas e inyectivas definidas en la seccion

anterior.

En esta seccién demostraremos algunos resultados que aparecen [7] (Proposicién 7.17;

Teorema 7.4.1; Ejercicio 1 de la seccién 7.1), [8] (Teorema 4.1.4).

Cuando se hable de una clase X de R-moédulos vamos a asumir que es cerrada por

isomorfismos, es decir, si C € X y D € Mod-R es tal que C' ~ D, entonces D € X.

Definiciéon 1.4.1. Dada una clase X C Mod-R, definimos sus complementos ortogonal a

izquierda y derecha por

11X :={F € Mod-R : Ext}, (F,X) = 0, para todo X € X' },
X+ :={F € Mod-R : Ext (X, F) = 0, para todo X € X},

respectivamente.
Observacién 1.4.2. Podemos ver que para toda clase X', se cumple que
11
xch (2&1), X C (lw) .
Si X C Xs, entonces 1A, C L1y y X2J‘1 C Xlll. De estas propiedades podemos concluir que

() = (o)) <o

Definicion 1.4.3. Dada una clase X C Mod-R y M € Mod-R, una X-preenvoltura de
M es un R-homomorfismo ¢ : M — X, con X € X tal que para todo R-homomorfismo
¢+ M — X' con X' € X, existe un R-homomorfismo h : X — X’ que hace conmutar el

diagrama

|7 hop=¢').
o (hop=¢)
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Si X' = X, ¢/ = ¢ y los tinicos R-homomorfismos h que hacen conmutar el diagrama anterior

son los automorfismos de X, diremos que ¢ : M — X es una X-envoltura.

Si todo R-mdédulo tiene una X-preenvoltura, diremos que X es una clase preenvolvente.

De forma analoga se definen las clases envolventes.

Definicion 1.4.4. Diremos que una X-preenvoltura de M, ¢ : M — X es especial si ¢ es

un monomorfismo y Coker () €11 X.

De forma dual definimos X-(pre)cubiertas (especiales) y clases (pre)cubrientes.

Observacion 1.4.5. Dada una clase X de R-moédulos, todo monomorfismo ¢ : M — X con

X € X y Coker (p) €11 X es una X-preenvoltura.

Tenemos asi la sucesién exacta corta

0 M2 X Coker () —— 0.

Tome X' € X y veamos la sucesién exacta larga al aplicar Homp (—, X’)
0 —— Hompg (Coker (¢), X') —— Hompg (X, X') —2— Homp (M, X’) — 0.

Donde ¢, es un epimorfismo, ya que Coker (¢) € *1 X y por lo tanto Ext}, (Coker (¢) , X') = 0.
Si tomamos otro R-homomorfismo ¢’ : M — X', existe h : X — X' tal que ¢’ = p. (h) = ho.

Tenemos asi, que ¢ es una X-preenvoltura.

De forma dual podemos ver que toda X-precubierta especial es una X-precubierta.

Observacion 1.4.6. Si la clase X contiene los R-mdédulos inyectivos, entonces toda

X-preenvoltura es un monomorfismo.

Ejemplo 1.4.7. Por el momento sabemos que la clase Inj es preenvolvente especial, pero en

realidad esta clase es envolvente. Esta afirmacion se demostrara en la siguiente seccién.

Definicién 1.4.8. Sean F y C dos clases en Mod-R. Diremos que (F,C) es un par de

cotorsién si F = L1Cy C = Fli,

Para el par de cotorsién (F,C) tenemos lo siguiente:

1. Diremos que una clase D genera el par de cotorsién si -1D = F. Por otro lado diremos

que la clase G cogenera el par de cotorsién (F,C) si G+t = C.

2. Diremos que un par de cotorsién (F,C) es completo si F es precubriente especial y C

es preenvolvente especial.
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3. Un par de cotorsién (F,C) es llamado hereditario si Ext’, (F,C) = 0 para todo F € F,
CeCei>N0.

Observacién 1.4.9. Si (F,C) es un par de cotorsién, entonces:
1. Proj C FelInjCC.
2. F,C son cerradas por extensiones, sumandos directos y sumas directas finitas.

3. F es cerrada por sumas directas arbitrarias y C es cerrada por productos directos

arbitrarios.

El siguiente resultado tiene una aplicacién del hecho de que Mod-R tenga suficientes

inyectivos y proyectivos, la cual es simplificar la definicién de par de cotorsion completo.

Proposicién 1.4.10 (Argumento de Salce). Sea (F,C) un par de cotorsién. Entonces F es

precubriente especial si y solo si C es preenvolvente especial.

Demostracion.

= (=) Por el Teoremall.3.2 para todo R-médulo M hay una inmersién en un E inyectivo,

por lo tanto tenemos una sucesiéon exacta corta

0 M-t p " Coker (f) —— 0

Por hipétesis tenemos una sucesiéon exacta corta

0 C F —2 Coker (f) — 0

con C' € Cy F € F. Considere el pullback entre m y g, asi por la Observacién

tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas exactas

0 0
C C

0 M Q F 0
H g

0 M- BT Coker(f) —— 0
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Tenemos C,E € C. Vimos en (2) de la Observacién que la clase C es cerrada
por extensiones, tenemos asi que Q € C. Ademas F € F = 11C y finalmente, por la

Observacion [1.4.5] se tiene que M — @ es una C-preenvoltura especial.

» (<) Se obtiene de forma dual.

O

El siguiente teorema es una herramienta frecuentemente utilizada para demostrar la
completitud de varios pares de cotorsién importantes. No se demostrara debido a que no

lo utilizaremos maés adelante en la tesis y dada la complejidad técnica de la prueba.

Teorema 1.4.11 (de Eklof y Trlifaj). Siun par de cotorsién (F,C) en Mod-R es cogenerado

por un conjunto S € Mod-R, entonces es completo.
Demostracion. Ver el Teorema 7.4.1 de [7]. O

Si un par de cotorsién (F,C) es generado por un conjunto, no es necesariamente un
par completo. Un contraejemplo fue presentado por Positselski en el 2020 en el seminario
de algebra en la Universidad Carolina, Praga, y lo podemos encontrar en pagina 8 de la
presentacién A construction of complete cotorsion pairs in the relative context [13]. Una
observacién al leer esta presentacion es que el significado de par de cotorsiéon generado y

cogenerado estan intercambiados al presentado anteriormente.

Proposicién 1.4.12. Sea (F,C) un par de cotorsién. Son equivalentes las siguientes

afirmaciones:

1. (F,C) es hereditario.

2. F es cerrada por kérneles de epimorfismos, es decir, si f : F/ — F con F,F' € F,

entonces Ker (f) € F.

3. C es cerrada por cokérneles de monomorfismos, es decir, si g : C' — C’ con C,C" € C,

entonces Coker (g) € C.

Demostracion.

» (1=3)Sea0—C —C"— K — 0con C,C" € C. La sucesién exacta larga al aplicarle

Homp (F,—) con F € F es la siguiente

Exth (F,C") —— Exth (F,K) —— Ext% (F,C).
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Donde Ext}% (F,C") =0y Ext% (F,C) = 0 por hipdtesis, entonces por la exactitud de
la sucesién Exth (F, K) = 0. Esto se cumple para todo F € F, es decir, K € F*' =C.

» (3= 1) Razonando por induccién. El caso base, n = 1 es inmediato de la definicién de

par de cotorsién. Para n = 2, dado C' € C tome una corresolucién por inyectivos

0 C Ey Eq

Por (2) de la Proposicién [1.3.19| tenemos que Ext% (F,C) = Exty, (F,Q~! (C)). En (1)
de la Observacién vimos que Inj C C, y por hipétesis Q71 (C) € C. Entonces

0=Extp (F,Q7'(C)) =2 Ext} (F,C).
Asi, de forma inductiva obtenemos el resultado para todo n > 1.

» El camino (1 = 2 = 1) es dual.

Ejemplo 1.4.13. Los siguientes pares de cotorsiéon son completos.

1. (Proj,Mod-R) es cogenerado por el conjunto & = {R}. Esto es consecuencia de un
resultado que nos dice que todo R-mddulo es proyectivo si y solamente si, es sumando
directo de un libre. Un R-mddulo F' es libre si es isomorfo a una suma directa de copias

de R, es decir, F ~ R,

2. (Mod-R,Inj) es cogenerado por el conjunto S = {R/I : I ideal a derecha de R}. Este

resultado es consecuencia del Criterio de Baer, ver Teorema 3.30 de [14].

3. Sea Flat la clase de todos los R-médulos planos, es decir, F' € R-Mod es plano si
— ®p F es un funtor exacto. Entonces el par de cotorsion (Flat, FlatJ‘l) es cogenerado
por el conjunto § = {F € Flat : |F| < k}, donde k > |R| es cierto cardinal infinito. Este
conjunto existe porque la clase Flat es esqueléticamente pequena. Para mayor detalle

de la prueba ver la Proposicién 7.4.3 de [7].

Una clase de R-médulos X es esqueléticamente pequena si existe un conjunto S C X

tal que, para todo X € X existe S € S tal que X ~ §.
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4. Tome la clase FP,, la clase de los R-mddulos finitamente n-presentados y tome su

complemento ortogonal a derecha, es decir,
FPp-Inj = FPy' = {C € Mod-R : Ext}, (F,C), paratodo F € FP,}.

La clase FP, es esqueléticamente pequenia dado que FP, estd contenida en los
R-médulos finitamente generados, que a su vez forman una clase esqueléticamente
pequena. Entonces el par de cotorsién (J-l]:Pn—Inj,]:Pn—Inj) es cogenerado por un
conjunto de representantes de FP,. Ademds si el anillo R es n-coherente, entonces
este par de cotorsién es hereditario. Ver el Corolario 4.2 de [5]. Mas adelante vamos a
considerar el par de cotorsiéon generado por los R-moédulos finitamente n-copresentados,

el objeto principal de estudio en la tesis.

1.5. Envoltura inyectiva

Para demostrar la existencia de la envoltura inyectiva de un R-médulo M, es decir,
demostrar el Ejemplo necesitaremos el concepto de submddulo esencial. Del Teorema
sabemos que para todo R-mdédulo se puede construir una inmersién en un R-mdédulo
inyectivo. En esta seccidon veremos que se puede demostrar la existencia de una inmersién que

satisface la condicién de minimalidad descrita en la siguiente definicién.

En esta seccién demostraremos algunos resultados que aparecen en [I] (Proposicién 5.12,

5.16, 5.20 y 5.21; Corolario 5.13; Lema 5.19), [7] (Teorema 3.1.14).

Definiciéon 1.5.1. Dado M € Mod-R, un submédulo K de M es esencial, denotado por
K d M, si para todo L C M tal que K N L = 0, se tiene que L = 0.

Si K < M, también se dice que M es una extension esencial de K.

Veremos que la envoltura inyectiva de un R-mdédulo es una extensién esencial de este.

Si tenemos un monomorfismo f : K ~— M, podemos notar que K ~ Im (f) C M. Luego,

es posible extender el concepto anterior a monomorfismos.

Definicién 1.5.2. Un monomorfismo f : K — M es esencial si Im (f) < M.

Teniendo asi el siguiente resultado que relaciona estos dos conceptos.

Proposiciéon 1.5.3. Dado K C M, son equivalentes las siguientes afirmaciones:
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. K <M.
. El monomorfismo de inclusién 7 : K — M es esencial.

. Para todo N € Mod-R y h € Hompg (M, N) tal que Ker (h) N K = 0, se tiene que

Ker (h) = 0.

. Para cada x € M no nulo, existe un r € R, tal que 0 # zr € K.

Demostracion.

Por definicién de submédulo esencial y por la igualdad Im (i) = K, son inmediatas las

implicaciones (1 < 2) y (1 = 3).

(3=1) Sea L € M tal que KNL = 0, y considere i : L ~ M el monomorfismo
de inclusién. Si tomamos su cokernel resulta ser la proyeccién candnica 7wy : M —
M/L. Entonces Ker (7)) N K = LN K = 0, y por hipétesis podemos concluir que
L =Ker(m) =0.

(1=4) Sea K <M yxze M)\{0}. Considere xR el submddulo de M generado por z
y supongamos que no existe r € R tal que zr € K \ {0}, es decir, zRN K = 0. Como
K < M, entonces xR = 0 lo cual es falso ya que z # 0. Por lo tanto, existe un r € R

tal que zr € K \ {0}.

(4 = 1) Reciprocamente, supongamos que para todo z € M \ {0} existe un r € R tal
que zr € K \ {0}, y tome L C M que cumple K N L = 0. Como L C M, para todo
[ € L\ {0} existe un r € R tal que Ir € K \ {0}, y asi deducimos que LN K =0siy
solo si L = 0, es decir, K < M.

O

Corolario 1.5.4. Un monomorfismo f : L ~— M es esencial si y solo si, para todo N €

Mod-R y h € Hompg (M, N) tal que ho f es un monomorfismo, se tiene que h también es un

monomorfismo.

Demostracion. Podemos considerar que L es un submédulo de M, es decir, suponer sin pérdida

de generalidad que f es el monomorfismo de inclusién L — M, ya que L ~ Im (f). Note que

h o f es un monomorfismo si y solo si, Ker (h) N L = 0. Luego, por la equivalencia entre (1)
y (3) de la Proposicién tenemos que h es monomorfismo si y solo si, Ker (h) =0siy
solamente si L < M. ]
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Una vez caracterizado el concepto de submédulo esencial, pasemos a demostrar algunas de

sus propiedades.

Proposicion 1.5.5. Sea N es un sumando directo de M. Entonces N < M si y solo si

N =M.

Demostracion.

» (=) Como N es sumando directo de M, existe un R-médulo K tal que M ~ N ¢ K.

Tenemos asi la sucesién exacta corta candnica

0 N -y M- Ky K 0

donde ¢y es un monomorfismo esencial. Como esta sucesién se escinde, tenemos un
R-homomorfismo h : M — N, tal que h oty = idy. Asi, por el Corolario tenemos
que h es un monomorfismo, es decir M C N, por lo tanto K =0y M = N.

» (<) Se obtiene de forma inmediata.

Proposiciéon 1.5.6. Sea M € Mod-R con submédulos K C N C M y H C M, entonces

1. K< Msiysolosi, K INy N <M.

2. HNK I Msiysolosi, HIMy K I M.

Demostracion.

1. (=) Tome L C N tal que K N L =0. Como L C N C M, y por hipdtesis tenemos que
K es submédulo esencial de M, se tiene que L = 0, es decir K < N. Ahora considere
D C M tal que DN N =0. Como K C N, entonces DNK C DNN =0, y dado que
K < M, entonces D=0y asi N I M.

(<) Reciprocamente, tomemos L C M tal que L N K = 0. Podemos reescribir K como
KNN,yentonces 0=LNK=LN(NNK)=(LNN)NK.Como NNL C N y por
hipdtesis tenemos que K es esencial en NV, entonces N N L = 0. Nuevamente usando que

N es esencial en M obtenemos que L = 0, y por lo tanto K < M.
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2. (=)Como HNK CH,HNK C Ky HNK < M, tenemos todas las hipétesis de (1).

Por lo tanto H < M y K < M.

(<) Reciprocamente, supongamos que H < M y K < M, tomemos L C M tal que
LN (HNK)=0.Como K es esencial en M, entonces L N H = 0. Nuevamente usando
que H < M obtenemos que L = 0. Por lo tanto H N K < M.

O]

Proposiciéon 1.5.7. Sean My, Ms € Mod-R tales que M1 N Ms = 0 junto con submédulos
K1 C My, Ko C Ms. Entonces K1 & Ko I M7 @ Ms siysolosi K1 I My Ko <M.

Demostracion.

» (=) Supongamos que K no es submédulo esencial de M;. Entonces existe 0 # L C M;

tal que LN K7 = 0. Recordemos por (2) de la Observacién que K1 ® Ky = K1+ Ko,
necesitamos entonces

(Kl—i-Kg)ﬂL:O.

Supongamos que esto no pasa, entonces existen k1 € K1, ko € Ko y | € L, cumpliendo
que k1 + ko =1 # 0. Primero veamos que ko # 0. Supongamos lo contrario, tenemos asi
que | = ki + ko = ky, es decir, [ € K1NL =0 lo cual es una contradiccion, ya que [ # 0.
Ahora, si reordenamos [ = ki + ko, tenemos que ko = [ —kq, perol—ky € My y ko € My,
entonces ko € M7 N M lo cual es una contradiccion ya que M7 N Ms = 0. Por lo tanto

K1 < M; y de la misma manera se puede probar que Ko < Mo.

(<) Supongamos que K1 < My y Ko < My y tome x1 € M; y xo € M no nulos. Por
(4) de la Proposicién tenemos que existe 1 € R tal que x1r1 € K \ {0}.

Si zar € Ko\ {0} tenemos que (1 + x2) 1 € K1 @ K>, y usando (4) de la Proposicién
terminamos, ya que (x; + z2)r; # 0. Si no, podemos aplicar de nuevo (4) de la
Proposicién a o1, teniendo un o € R tal que zori7m9 € Ko \ {0} y por lo tanto

0 # (1‘1 + .732)7“17“2 € K1 ® Ks.
Por (4) de la Proposicién m podemos concluir que Ky & Ko < My & M.

O]

Definicién 1.5.8. Un conjunto parcialmente ordenado I estd totalmente ordenado si para

todo i,5 € I se cumple i < joj <.
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Definicién 1.5.9. Si I es un conjunto parcialmente ordenado, un elemento i € I es una cota
superior de un subconjunto J C [ si j < i para todo j € J. Un elemento ¢ € I es maximal
en I sii < j para j € I implica ¢ = j. El conjunto parcialmente ordenado I se dice que esta
ordenado inductivamente si todo subconjunto J C I totalmente ordenado (o cadena) por

el orden inducido de I tiene una cota superior en I.

Lema 1.5.10 (de Zorn). Todo conjunto ordenado inductivamente tiene un elemento maximal.

La ultima propiedad a demostrar de los submoédulos esenciales tiene que ver con una nocién

de complementos relativos a un R-moédulo.

Considere un R-moédulo M y fije N C M. Si tomamos el conjunto de todos los submoddulos
L C M tales que LN N = 0, este conjunto estd parcialmente ordenado por contencién y toda
cadena en ese conjunto de submédulos tiene una cota superior. Asi usando el Lema de Zorn
podemos concluir que este conjunto de los L definido anteriormente tiene un elemento

maximal, lo cual nos permite introducir la siguiente nocién.

Definicién 1.5.11. Sea N un submédulo de M. Si N’ es el submédulo de M maximal en el

sentido de N N N’ = 0, entonces diremos que N’ es un M-complemento de N.
Proposicién 1.5.12. Sea M € Mod-R y N C M. Si N’ es un M-complemento de N,

entonces las siguientes afirmaciones se cumplen:

1. N N' < M.

2. (N®N')/N'"QM/N'
Demostracion.

1. Sea L C M tal que LN (N @ N') = 0. Por (2) de la Observacién tenemos que
0=LN(NeN)=Ln(N+N).

Veamos que N N (L + N') = 0. Supongamos que esto no pasa, entonces existen 0 # n €
N,n’ € Nyl € L tales que n = | + n/. Podemos reescribir como | = n + (—n'), esto
es,l € LN (N + N'). Por lo tanto, [ = 0 y n = n’. Por definicién de M-complemento,
tenemos que N N N’ = 0, entonces n’ = n = 0, lo que es una contradiccién. Por lo
tanto NN (L + N’) = 0. Ahora, por la maximalidad del M-complemento de N tenemos
que L € N’ como LN (N + N') =0, en particular LN N’ = 0. Por lo tanto L =0 y
Nae N <M.
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2. Notamos que tomar un submdédulo del cociente M /N’ y probar que es nulo, es equivalente
a tomar un submdédulo de M y probar que estd contenido en N’. Suponga que N’ C
LCMcon LN(N@®N')=LnN(N+ N')C N, donde la primer igualdad se tiene por
(2) de la Observacién Entonces

(LNN)®N CLN(N+N')CN.
Por lo tanto, NN L = 0, y por la definicién de M-complemento concluimos que L = N'.

O]

Ya estamos en condiciones para demostrar la existencia de envolturas inyectivas.
Recordemos, dado M € Mod-R, por el Teorema tenemos un monomorfismo f : M — E

con F inyectivo. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que M C FE.

Definicion 1.5.13. Dado M € Mod-R, una envoltura inyectiva de M es un R-mdédulo F

inyectivo junto con un monomorfismo esencial f : M — E.

Veamos que las envolturas inyectivas son Inj-envolturas.

Lema 1.5.14. Sea M € Mod-R y e : M — E una envoltura inyectiva. Entonces es una

Inj-envoltura de M.

Demostracion. Por propiedades de la clase Inj, es claro que e es una Inj-preenvoltura de M.
Para probar que es una Inj-envoltura, supongamos que tenemos un diagrama conmutativo de

la forma
M- FE

\ lh
e
E
y veamos que h es un automorfismo de FE. En primer lugar, como e es un monomorfismo
esencial y h o e = e es un monomorfismo, por el Corolario se tiene que h es un

monomorfismo. Por otro lado, por el Lema de la Serpiente aplicado a la composiciéon

e = h o e, se tiene que existe una sucesién exacta de la forma
0 —— Coker (¢) —— Coker (h o e) —— Coker (h) —— 0

donde Coker (e) — Coker (h o e) es el R-homomorfismo identidad. Esto, junto con la exactitud
de la sucesién anterior, implica que Coker (h) = 0, es decir, h es un epimorfismo. Por lo tanto,

h es un isomorfismo, en particular un automorfismo sobre FE, y asi e es una Inj-envoltura de
M. O
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Este iltimo lema nos ayudaréd a mostrar el siguiente teorema.

Teorema 1.5.15. Todo R-médulo M tiene una envoltura inyectiva, la cual es dnica salvo

isomorfismos, y serd denotada por E (M).

Demostracion. Usando el Teorema tenemos que existe una inmersién de M en E € Inj,
es decir un monomorfismo b : M — E. Tome C el conjunto de todos submédulos L de E tal
que M < L. Lo primero es observar que C # () ya que M € C. Este conjunto estd parcialmente
ordenado por la inclusién. Sea D C C una cadena dentro de C, esto es, para todo C,C’ € D,
C CC'oC' CC. Considere | J{C : C € D} = K. Es inmediato que K C FE. Veamos que
M < K. Tomemos 0 # k € K. Por como estd definido K, existe un C € D, tal que k € C.
Pero M < C, entonces por la equivalencia entre (1) y (4) de la Proposicién tenemos
que existe 7 € R tal que 0 # kr € M. Esto es vélido para todo k € K. Nuevamente, por la
equivalencia entre (1) y (4) de la Proposicién tenemos que M < K.

Usando el lema de Zorn [1.5.10| podemos concluir que C tiene un elemento maximal, que

denotaremos por L'.
Dado que la prueba es extensa, para facilitar su lectura la dividiremos en partes.

Propiedades de C: Tomemos otro R-médulo L” tal que M < L” y L' C L”. Veamos que este

debe estar en C, es decir, L” C E. Dado que E es un R-mdédulo inyectivo podemos completar

el siguiente diagrama conmutativo, donde a es la inclusién de L' en L”

Ll a L//

JI (poa=1j).
»

Tenemos M < L', M < L" y L' C L”, entonces por (1) de la Proposicién tenemos que
L'aL”ya:L — L" es un monomorfismo esencial. Como ¢ o a es un monomorfismo, por el

Corolario tenemos que @ es un monomorfismo.

Ademéds L” ~ ¢ (L") C E y por lo tanto L” € C. Pero tenfamos que L’ era un elemento

maximal en esta clase, entonces L' ~ L".

Inyectividad de L': Por (3) de la Proposicién basta con ver que L’ es un sumando
directo de E.

Sea S € Mod-R el E-complemento de L'. Entonces por (2) de la Proposicién|1.5.12{tenemos
que (L' ®S) /S <4 E/S. Como L' NS =0y por el segundo teorema de isomorfismos (ver (3)

del Corolario 3.7 de [I]) tenemos un isomorfismo ¢’ : (L' & S) /S — L. Por otro lado, como
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L' C E, podemos extender ¢’ a E componiendo con el morfismo inclusién j de L' en E,

obteniendo el monomorfismo jog' =g¢g: (L' +5) /S — E junto con un diagrama conmutativo

0—— ('®S)/S —— E/S
gI ,/’/
Tk
E
donde i es un monomorfismo inclusién que a su vez por (2) de la Proposicién [1.5.12] es un

monomorfismo esencial, y h se obtiene ya que E es un R-mddulo inyectivo. Por el Corolario

tenemos que h es un monomorfismo, asi
M <L ~Im(g)~h((L'+S)/S) <h(E/S).

Por (1) de la Proposicién tenemos que M < h(E/S), pero por la maximalidad de L'
(ver propiedads de C) podemos concluir que h(E/S) ~ L' ~ h((L' +5)/S). Como h es
un monomorfismo, se tiene que E/S ~ (L' +S5) /S, esto significa que E ~ L' + S. Como
L'NS = 0 tenemos que L’ es un sumando directo de F y por lo tanto inyectivo. Teniendo ast,

una envoltura inyectiva ¢’ : M — L',

Unicidad de la envoltura: Supongamos que tenemos dos envolturas inyectivas e; : M — Fj

y ez : M — FE5 de M. Tenemos asi el siguiente diagrama conmutativo

M>e—1>E1

e{JXQJ lh (hoej =exy goex=eq).

El(TEQ

Luego, (9o h)oe; = e1. Por el Lema(l.5.14[ g o h es un automorfismo de F;. Asi, tenemos que

existe un R-homomorfismo ¢ : Fy — E7 tal que

to(goh)=idg,

(goh)ot=idg, .

Veamos que h tiene inverso a ambos lados. A izquierda ya lo tenemos, que es t o g. Ahora

veamos que h o (to g) = idg,. Considere
go(hotog)=(gohot)og=1idg, og=goidg,.

Como e1 y ez son monomorfismos esenciales, por el Corolario tanto h como ¢ son
monomorfismos, de donde podemos concluir que ho(t o g) = idg,, es decir, h es un isomorfismo

con inverso t o g. O
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Proposicién 1.5.16. Sea M € Mod-R y N < M, entonces E (M) ~ E (N).

Demostracion. Sabemos que N < M y M < E(M). Por (1) de la Proposicién tenemos
que N < E(M). Por otro lado, vimos en el Teorema |1.5.15 que la envoltura inyectiva era

tunica salvo isomorfismos, por lo tanto £ (M) ~ E (N). O

1.6. Mobdulos Simples

Recordaremos algunas propiedades de los R-moédulos simples, esto se debe a que las
envolturas inyectivas de los R-médulos simples seran los bloques de construccién del concepto

de moédulo finitamente n-copresentados.

En esta seccién demostraremos algunos resultados que aparecen en [I] (Proposicién 9.7 y

9.8), [7] (Proposicién 3.1.20; Corolario 3.1.21; Ejercicio 11b,11c de la seccién 3.1).

Definicién 1.6.1. Un R-médulo S no nulo, es llamado simple si es isomorfo a R/m para

algin ideal maximal m de R, o equivalentemente, si sus unicos submédulos son 0 y S.
La clase de todos los R-mdédulos simples la denotaremos por Gimyp.

Diremos que M € Mod-R es semisimple si existe un conjunto I tal que M es isomorfo a

@,c; Si con S; € Gimp para todo i € I.

Observacién 1.6.2. Sea M un R-mddulo semisimple. Entonces N C M si y solo si N es
sumando directo de M, ademéas N también es semisimple. Para esto, ver la Proposiciéon 9.4 y

9.6 de [1].

Definicion 1.6.3. Si un anillo R tiene finitos ideales maximales, o equivalentemente, si la
cantidad de R-moédulos simples es finita, diremos que R es semilocal. Si solo hay un R-mdédulo

simple, diremos que R es un anillo local.

Definicién 1.6.4. Dado M € Mod-R, definimos el zécalo de M, denotado por Soc (M),

como

Soc(M):=> {S€Mod-R:SCMySc Simp}.

Observacién 1.6.5. El Soc (M) es el mayor submédulo semisimple de M. Ademads Soc (M) =

M siy solo si M es semisimple.

Proposicién 1.6.6. Para todo M € Mod-R, se tiene que Soc (M) =({L: L I M}.
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Demostracion. (C) Sea S un submédulo simple de M (en particular S # 0). Si L < M,
entonces S # 0 implica L NS # 0. Al ser S simple, se tiene que S C L, para todo L < M.
Luego

S C ﬂ {L € Mod-R: L < M} para todo S C M simple.

Por lo tanto,

Soc (M) =Y {S€Mod-R: S C M simple} C [ ){L € Mod-R: L < M}

(D) Veamos que H = ({L € Mod-R: L < M} es semisimple. Sea N C H y N’ el
M-complemento de N. Por (1) de la Proposicién [1.5.12| tenemos que N+ N' = N & N’ < M.
Por lo tanto N € H C N @ N’. Como por la Proposicién [1.1.12, Mod-R es un reticulado

modular, tenemos la siguiente igualdad
H=HN(NoN)=N& (HnN').

Por lo tanto, N es sumando directo de H, y por la Observacién tenemos que H es
semisimple y H C Soc (M). O

Proposicién 1.6.7. Sea @,.;S; con I finito y S; € Gimp para todo i € I. Entonces

i€l i€l
Demostracion. Para todo i € I tenemos que S; < E (.5;). Como I es finito y por la Proposicién
1.5.7/tenemos que P, ; S; I P, E (S;) donde el término de la derecha sigue siendo inyectivo
por (2) de la Proposicién Asi, por la unicidad de la envoltura inyectiva tenemos que

E (®ie[ Si) >~ Djes £ (5). O

Proposicién 1.6.8. Sean N C M en Mod-R. Entonces Soc(N) C Soc(M). Si N < M
tenemos la igualdad, es decir, Soc (N) = Soc (M).

Demostracion. Como el zécalo de un moédulo es la suma de todos los submddulos simples de
dicho médulo, la primer contencién se obtiene directo de la definicion. Para el caso cuando
N < M basta con ver que todos los submddulos simples de M también son submddulos
simples de N. Tomemos S un submdédulo simple de M. Entonces SN N # 0 por ser N un
submédulo esencial de M. Asi SN N = S y por lo tanto S también es submddulo simple de
N. O
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Corolario 1.6.9. Para M € Mod-R se cumple que Soc (M) = Soc (E (M)).

Demostracion. La envoltura inyectiva cumple que M < E (M) y por la Proposicién m

tenemos la igualdad. O

Proposiciéon 1.6.10. Sea f: M — N un R-homomorfismo, entonces
f(Soc(M)) C Soc(N).

Demostracion. Basta con ver que para todo S submédulo simple de M se cumple que f (.5)

es un submodulo simple de N.

Tomemos S C M simple y veamos que f(S) C N es simple. Para K C f (5), queremos
que K =00 K = f(5). Dado que K C f(S), entonces f~'(K) C S y por ser S simple
tenemos que f~1(K) =00 f~' (K) =S, es decir, se cumple que K = f (0) = 0 o en el otro
caso K = f(9). O

Proposicién 1.6.11. Sea M; y Ms R-médulos tales que M7 N My = 0, entonces
Soc (M7 @ Ms) ~ Soc (M7) @ Soc (Ms) .

Demostracion. La primer contencién, Soc (M) @& Soc(Mz) C Soc(M; & Ms), se obtiene
de manera inmediata, ya que My, My C M; & M, implica que Soc (M), Soc (My) C
Soc (M1 @ My) por la Proposicién

Veamos la otra contencién. Por la propiedad universal de producto directo y de la suma
directa tenemos las proyecciones e inclusiones m; : My & Mo — M; y v; : M; — My & Mo.
Estos cumplen que idps,ear, = t1 © T1 + t2 0 . Entonces por la Proposicién tenemos
que ; (Soc (M & Ma)) C Soc (M;). Luego

Soc (My & Ms) C 1 (Soc (My)) + w2 (Soc (Mz)) = Soc (M) @ Soc (Ma) .

El resultado también vale para sumas directas finitas de méas de dos mdédulos. ]



Capitulo 2

Modulos finitamente

n-copresentados

En este capitulo estudiaremos los mdédulos finitamente cogenerados, finitamente
copresentados y sus generalizaciones conocidas como maddulos finitamente n-copresentados.
El primero de estos data del articulo de P. Vamos The dual notion of “finitely generated”
[16], donde introduce los médulos finitamente inmersos como la nocién dual de los médulos
finitamente generados, para luego ser renombrados como “moédulos finitamente cogenerados”
en 1969 por J. P. Jans en el articulo On co-Noetherian rings [12]. En este ultimo trabajo,
ademads se introduce la nocién de anillos conoetherianos como la versién dual de los anillos
noetherianos. Luego en 1982 V. A. Hiremath en Cofinitely generated and cofinitely related
modules [10] muestra que lo estudiado por P. Vamos es un caso particular de una nocién

categorica mas general.

Los médulos finitamente n-copresentados se obtienen de la generalizacion de los mdédulos
finitamente cogenerados y finitamente copresentados, de manera analoga y dual a los médulos

finitamente n-presentados.

Recordemos que un R-médulo M es finitamente n-presentado si existe una n-presentacion,

es decir, una sucesion exacta

Fn —_— Fn—l FO M 0,

donde cada Fj es libre de rango finito (es decir, isomorfo a una suma directa finita de copias de
R). Por un argumento conocido como “truco de Eilenberg”, se puede cambiar esta condicién

por, F; es proyectivo finitamente generado.

o4
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Para obtener la nocién dual, a saber los R-mddulos finitamente n-copresentados,
necesitamos dualizar las nociones comentadas, es decir, saber qué se entiende por R-mddulo

colibre de rango finito y qué es un R-mdédulo inyectivo finitamente cogenerado.

2.1. Moddulos colibres

Un R-médulo F es libre si F ~ RU) para algin conjunto de indices I. Para saber qué es
un R-médulo colibre necesitamos un sustituto para R, el cual se sabe que cumple el papel
de ser un generador en la categoria Mod-R. Para esto vamos entonces a recordar la nocion
de familia de cogeneradores. Esta es considerada por Hiremath en [I0] con el fin de dar un
contexto categoérico al trabajo realizado por P. Vamos y Jans con respecto a los mddulos

finitamente cogenerados y sus propiedades.

Definicion 2.1.1. Sea C un conjunto de R-mddulos no nulos. Diremos que C es un conjunto
de cogeneradores para Mod-R, si para cada R-homomorfismo no nulo f : A — B, existe

un R-homomorfismo h: B — C con C' € C, tal que ho f # 0.

Si el conjunto C = {C'}, diremos que C' es un cogenerador de Mod-R.

Definiciéon 2.1.2. Un R-médulo M es llamado colibre con respecto a un conjunto de

cogeneradores C, si existe un subconjunto {C;},.; de C y un isomorfismo entre M y [[..; C;.

Introducimos el siguiente conjunto de R-mddulos:
E (Gimp) :={E(S): S € Gimp},

es decir, este es el conjunto de las envolturas inyectivas de todos los R-mdédulos simples. En
la Proposicién 2 de [10] Hiremath muestra que este conjunto tiene la propiedad que estamos

buscando mediante el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.3. E (Simp) es un conjunto de cogeneradores de Mod-R.

Demostracion. Tomemos f : A — B un R-homomorfismo no nulo, por lo tanto tenemos a € A
tal que f (a) = b # 0. Sea
Ann (b) :={r e R:br =0}

el anulador de b y m un ideal maximal de R tal que Ann (b) C m, donde tal m existe por el Lema
de Zorn|1.5.10} Viendo bR, R/m como R-médulos, tenemos el R-homomorfismo g : bR — R/m

definido por br — r +m. Note que g (b) = 14+m # 0. Componiendo con la envoltura inyectiva
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de R/m, e: R/m — E(R/m) tenemos eo g : bR — E (R/m). Asi, como E (R/m) es inyectivo

podemos completar el siguiente diagrama

0 bR —'— B
eo /// eog=nhoi).
gl o (eoyg )
E(R/m)

Lo que nos permite extender eog a B. Ahora, este R-homomorfismo h : B — E (R/m) cumple
que
(hof)(a)=h(b)=e(g(b)=e(l+m)#0
ya que e es un monomorfismo. Asi, F' (Gimp) es una familia de cogeneradores de Mod-R. [
Fijando el conjunto E (Gimp), la Definicién m podemos reescribirla de la siguiente

manera.

Definicién 2.1.4. Diremos que M € Mod-R es colibre si es isomorfo a [[¢.5 E (5), para

algin § C Gimp. Si S es finito, diremos que M es colibre de rango finito.

Queremos saber cudles propiedades de los médulos libres al dualizarlas para médulos
colibres se siguen cumpliendo. Entre estas tenemos que todo mdédulo libre es proyectivo. El
dual seria que todo R-mddulo colibre es inyectivo, y esto lo obtenemos de forma inmediata

de la definicién y de (1) de la Proposicién [1.3.3]

Otras propiedades duales las demuestra Hiremath en la Proposicién 7 de [10]. Estas son las

siguientes.
Proposicién 2.1.5. Para M € Mod-R se cumple que:
1. Hay una inmersién de M en un R-médulo colibre.

2. M es inyectivo si y solo si es un sumando directo de un R-mdédulo colibre.

Demostracion.

1. Tome el siguiente R-mddulo colibre @ := HSGGimpE(S)HomR(M’E (). Considere el

siguiente R-homomorfismo

¢: M —— Q, definido por ¢ (m) = (f (M) scaimp, fetHomp(M,E(S)) -

con m € M, ¢ es inducido por la propiedad universal del producto sobre los E(S) con

S € Gimp, y sobre los f € Homp (M, E (S)). Veamos que ¢ es un monomorfismo. Por
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demostracién de la Proposicién tenemos que existe un R-homomorfismo f: M —
E (S) para algin S € Gimp, tal que f(m) # 0 para m # 0. Por lo tanto ¢ es un

monomorfismo.
2. (=) Supongamos que M es un R-mdédulo inyectivo. Vimos por la parte (1) que hay una
inmersién de M en un R-mddulo colibre C, obteniendo asi la siguiente sucesion exacta:

0 M-t

c Coker (f) —— 0.

Como M es inyectivo, por (4) de la Proposicién esta sucesion se escinde, es decir,

M es sumando directo de C.

(<) Ahora supongamos que existe K € Mod-R, tal que M & K es colibre, y por lo
tanto es inyectivo. En (3) de la Proposicién vimos que los sumandos directos de

inyectivos también son inyectivos, por lo tanto M es inyectivo.

2.2. Mobébdulos finitamente cogenerados

Recordemos que un R-mddulo M es finitamente generado si existe un epimorfismo F — M
con F' un R-médulo libre de rango finito. Es natural pensar que para definir el concepto dual
de R-médulo finitamente cogenerado necesitamos un monomorfismo a un R-médulo colibre de
rango finito. Esta fue la definicién original propuesta por Vamos en [16]. Jans en [I2] nos da
la siguiente definiciéon de R-médulo finitamente cogenerado, comentando que esta definicién

la propone Pareigis, donde ademas afirma que es equivalente a la propuesta por Vamos.

Definicion 2.2.1. Diremos que M € Mod-R es finitamente cogenerado si para toda

familia {N;},.; de submédulos de M tal que (),c.; N; = 0, existe J C I finito, tal que
Njes N = 0.

icl

Veamos algunos R-mddulos finitamente cogenerados.

Ejemplo 2.2.2. Todo R-médulo simple S es finitamente cogenerado.

En efecto, sea {N;},.; una familia de submédulos de S para la cual (,c; N; = 0. Como S
es simple, existe un j € I tal que N; = 0. Asf tenemos la familia finita cuya interseccién es

Cero.
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Podemos generalizar un poco més este ejemplo. Toda suma directa finita de R-mddulos
simples es finitamente cogenerado. Esto lo probaremos solamente para el caso en el cual se

tienen dos R-modulos simples, dado que para un niimero mayor se obtiene de forma anéloga.

Sean 51 y S2 dos R-médulos simples y {N;};.; un conjunto de submédulos de 51 @ S tal
que (;c; Ni = 0. Por la Observacién y sobre todo la Proposicién 9.4 de [1] tenemos que
{Ni}icr €{0,51,52,51 @ S2}. Veamos los posibles casos.

= Si algin N; = 0, termina la prueba.

» Si{S57,5} C {Ni}zj’ obtenemos el resultado, ya que podemos tomar S; NSy = 0, lo

que finaliza la prueba.

» En cualquier otro caso, vamos a contradecir que ();c; NV; = 0.

Pasemos ahora a demostrar algunas propiedades de los R-mdédulos finitamente cogenerados.
La primera de estas propiedades que se enuncia a continuacién es consecuencia directa de la

definicién y estd propuesta como un ejercicio en la seccién 10 de [I].

Proposicion 2.2.3. Si M es un R-médulo finitamente cogenerado, todo submédulo de M

también lo es. En particular, cualquier sumando directo de M es finitamente cogenerado.

Tenemos asi que la clase de R-moédulos finitamente cogenerados es cerrada por submddulos

y por sumandos directos.

P. Vamos en el Lema 1 de [16] da la siguiente caracterizacién de los R-médulos finitamente

cogenerados en términos de su zécalo.

Teorema 2.2.4. Un R-médulo M es finitamente cogenerado si y solo si, Soc (M) es

finitamente cogenerado y Soc (M) < M.

Demostracion.

» (=) Sea M € Mod-R finitamente cogenerado. Como Soc (M) C M, por la Proposicién
Soc (M) es finitamente cogenerado. Veamos ahora que Soc (M) < M. Supongamos
que Soc (M) N K = 0 para K C M arbitrario. Sea £ := {L € Mod-R: L < M}, por la
Proposiciéon podemos reescribir la igualdad Soc (M) N K de la siguiente manera

0=Soc(M)NK=(|{L:LeL}nK=|{LNK:LeL}.
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Como M es finitamente cogenerado podemos tomar una familia £’ C £ finita, tal que

0= (LmK):(ﬂ L>mK.

Lel! Lel!
Por (2) de la Proposicién tenemos que la interseccién finita de submddulos

esenciales también es esencial. Por lo tanto K = 0 y asi Soc (M) < M.

» (<) Supongamos que Soc (M) es finitamente cogenerado y esencial en M, y sea {N;};c;
una familia de submdédulos de M tal que ();c; N; = 0. Entonces para todo i, N; N
Soc (M) C Soc (M). Luego,

0= (ﬂ Ni> NSoc (M) = m (N; N'Soc (M)).
i€l iel
Como Soc (M) es finitamente cogenerado, existe J C I finito tal que
0= (N;nSoc(M))= | () N; | NSoc(M).
Jj€J jeJ
Finalmente, como Soc (M) < M, se tiene que ();c; N; = 0. Por lo tanto, M es

finitamente cogenerado.

O

El siguiente corolario es consecuencia directa del teorema anterior y de la Proposicién|1.5.16

Corolario 2.2.5. Si M € Mod-R finitamente cogenerado, entonces E (M) = E (Soc (M)).

Continuemos con mas caracterizaciones del concepto de R-mdédulo finitamente cogenerado.
La siguiente es presentada por Driss Bennis, Habib Bouzraa and Abdul-Qawe Kaed en el

Teorema 1.1 de [2].

Teorema 2.2.6. Las siguientes condiciones son equivalentes para M € Mod-R:

1. M es finitamente cogenerado.

2. Para todo conjunto de R-homomorfismos {f; : M — M;},; tal que [;c; Ker (f;) = 0,
existe J C I finito tal que (¢ ; Ker (f;) = 0.

3. Para todo conjunto de R-médulos {M;},.; y un monomorfismo f : M »— [,.; M; existe

un conjunto finito J C I finito y un monomorfismo f': M ~ [[..; M;, donde f’ es tal

Jj€J
que f =10 f’, et es la inclusién del producto finito en el producto original.
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Demostracion.

(1 =2) Esta implicacién es consecuencia directa de la definicién de finitamente

cogenerado.

(2=1) Sea {N;},c; una familia de submédulos de M tal que (),c; N; = 0. Entonces
para todo i € I tenemos los R-homomorfismos de proyeccién f; : M — M/N; con
Ker (f;) = N;. Luego [;c; Ker (f;) = 0, y por hipétesis existe J C I finito tal que
0= ﬂjeJKer (fj) = ﬂjeJ Nj, es decir, M es finitamente cogenerado.

(2= 3) Sean f; := m;o f donde 7; : [[,c; M; — M; es el R-homomorfismo de proyeccién
para todo i € I. Entonces f(x) = 0 si y solo si f; () = 0 para todo i € I, es decir,
0 = Ker (f) = (;c; Ker (f;). Por hipétesis existe J C I finito tal que (1, ; Ker (f;) =0,
y asi usando los R-homomorfismos f; con j € J podemos construir el monomorfismo
[ M o= Ty M.

e

(3= 2) Tomemos una familia de R-homomorfismos {f;: M — M;};.; tales que
Nicr Ker (fi) = 0. Usando la propiedad universal del producto directo, tenemos que

existe un Unico R-homomorfismo f que hace conmutar el siguiente diagrama

f% fi (mio f = fi, paratodoi € I).

v

[Lics Mi —— M;

Ux

Veamos que f es un monomorfismo. Como tenemos que Ker (f) C Ker (f;) para todo
i € I, se sigue Ker (f) C (,c;Ker (fi) = 0, es decir, f es un monomorfismo. Asi, por
hipétesis tenemos que existe J C I finito y un monomorfismo f*: M — [[;c; M;. Este
R-homomorfismo es una restriccion de f en J ya que tenemos el siguiente diagrama

conmutativo

M >L> [Lic; M; SELEEN M;

X IL
HjeJ M;
donde ¢ es el R-homomorfismo inclusién. Asi tenemos que ¢ o f/ = f y por lo tanto
mjo f'=mjo f = f; para todo j € J. Sea m € M tal que f; (m) = 0 para todo j € J.

Como f = o f', se tiene que 0 = f' (m) = (f; (m)) Entonces m € Ker (f') =0,y

jedJ
como [’ es un monomorfismo, m = 0 y asi concluimos que () g Ker (f;) =0.
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Para los R-médulos semisimples, se pueden dar mas caracterizaciones y propiedades del
concepto de finitamente cogenerado. Esto serd de utilidad, ya que por la Proposicién 2.1.3 es
de interés estudiar las envolturas inyectivas de los R-mddulos simples. Para esto, presentamos

la Proposicién 10.6 de [1].

Proposicion 2.2.7. Sea M un R-mddulo semisimple. Entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

1. M es finitamente cogenerado.
2. M ~@! ,S; conS; € Simp para todo i = 0,...,n.

3. M es finitamente generado.

Demostracion.

» (1= 2) Como M es semisimple, M ~ P, ; S; con S; € Gimp. Por otro lado P,.; S;
[L;c; Si- Entonces canénicamente se tiene un monomorfismo de M en un producto de
R-médulos simples. Por (3) del Teorema podemos tomar una familia finita de

simples y un monomorfismo de f : M — @je ;Sj con J finito. Por la Proposicién

[1.6.10] y la Observacién [I.6.5] tenemos que

f (M) = f(Soc(M)) CSoc [ D S; | =EPS;

Jj€J jeJ
Por lo tanto M ~ @, Sk con K finito y S}, € Gimp para todo k € K.

» (2 = 3) Tenemos que M ~ @, S; con S; € Simp para todo 7, entonces S; ~ R/m; con
m; ideal maximal de R. Tomando la proyeccién canénica R — R/m; ~ S; se tiene que
S; es finitamente generado para todo ¢. Por lo tanto M también lo es ya que la suma

directa finita de R-mddulos finitamente generados es finitamente generada.

» (3=1) Sea M = @,c;S; un R-médulo semisimple. Por la Proposicién 10.1 de [I] (en
cierta forma es el dual del Teorema [2.2.6)), si suponemos que M es finitamente generado,
existe un conjunto finito J C I tal que M ~ @, ; S;. Por lo tanto, por el Ejemplo

se tiene que M es finitamente cogenerado.
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Corolario 2.2.8. Si M es un R-médulo semisimple finitamente cogenerado, entonces la

envoltura inyectiva F (M) también es finitamente cogenerada.

Demostracion. Por el Corolario y la Observacion tenemos que Soc (E (M)) =
Soc (M) = M, donde la tltima igualdad se tiene por ser M semisimple. Asi, Soc (E (M)) es
finitamente cogenerado. Por definicién de envoltura inyectiva, M < E (M). Por el Teorema

podemos concluir que E (M) es finitamente cogenerado. O

Sigamos a continuacién con més propiedades y caracterizaciones de R-moédulos finitamente

cogenerados. La siguiente propiedad es la Proposicién 10.8 de [I].

Proposicién 2.2.9. Si {M;},.; es una familia finita de R-mddulos. Entonces, cada M; es

finitamente cogenerado si y solo si P,c; M; es finitamente cogenerado.
Demostracion.

» (=) Basta con ver que para n = 2 se cumple. Considere My, My € Mod-R finitamente
cogenerados. Entonces por el Teorema Soc (M1) y Soc(Ms) son finitamente
cogenerados y esenciales en M; y Ma, respectivamente. Como Soc (Mp) y Soc (Ma)
son semisimples finitamente cogenerados, por la Proposicion [2.2.7] son sumas directas
finitas de simples. Luego, es claro que Soc (M7) @ Soc (Mz) es una suma directa finita
de simples, y de nuevo por la Proposicién se tiene que Soc (M;) @ Soc (M3) es

finitamente cogenerado.

Por la Proposiciéntenemos que Soc (M1)@Soc (M) < M1®M,, y de la Proposicién
1.6.11| tenemos que Soc (M1) & Soc (Ms) ~ Soc (M; @& Ms). Entonces Soc (M7 & Ms) es
un submodulo finitamente cogenerado y esencial de My @ M. De nuevo por el Teorema

podemos concluir que M; & Ms es finitamente cogenerado.

» (<) Se obtiene de manera inmediata por la Proposicién m

O

Asi tenemos que la clase de los R-mddulos finitamente cogenerados es cerrada por sumas

directas finitas.

Vamos en [16] define los R-médulos finitamente inmersos como la nocién dual de finitamente

generado. Esta es la siguiente.
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Definicion 2.2.10. Un R-mdédulo M es llamado finitamente inmerso si
EM)~E(S1)®E(Sy)®--®E(S,)),
donde S; € Gimp para todoi =1,...,n.

La Proposicién 18.8 de [I], es un resultado que nos muestra la equivalencia entre los

R-médulos finitamente cogenerados y finitamente inmersos.

Proposicion 2.2.11. Dado M € Mod-R. Entonces M es finitamente cogenerado si y solo
si, E(M) ~ @,.; £ (S;) con I finito y S; € Gimp para todo i € I.

Demostracion.

» (=) Como M es finitamente cogenerado, por la Proposicién tenemos que Soc (M)
es finitamente cogenerado y esencial en M. Entonces por el Corolario tenemos que
E (M) ~ E(Soc(M)), y como Soc (M) es semisimple y finitamente cogenerado, por la
Proposicién tenemos que Soc (M) ~ @,.; S; con I finito y S; € Gimp para todo
i € 1. Por la Proposicién tenemos que @,c; E (S;) ~ E (Pie; Si) ~ E (M).

» (<) Tenemos que E (M) ~ @,.; £ (S;) con [ finito y S; € Gimp para todo i € I, es
decir, E (M) es colibre de rango finito. Por el Corolario y la Proposicién [2.2.9)
tenemos que E (M) es finitamente cogenerado. Finalmente, como M es submédulo
de E (M) podemos concluir por la Proposicién que M también es finitamente

cogenerado.
O

Corolario 2.2.12. Dado M € Mod-R, se cumple que M es finitamente cogenerado si y solo

si existe un monomorfismo de M en un R-médulo colibre de rango finito.

Demostracion.

» (=) Basta con considerar el monomorfismo esencial M — E (M) de la envoltura
inyectiva de M, donde por la Proposicién [2.2.11| tenemos que E (M) es colibre de rango
finito.

» (<) Si hay un monomorfismo de M en un colibre de rango finito, podemos pensar en M
como un submédulo de un R-médulo colibre de rango finito. Luego, M es un submédulo
de un R-médulo finitamente cogenerado, por la Proposicién tenemos que M es

finitamente cogenerado.
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O]

El siguiente resultado da una caracterizacion de los R-mdédulos inyectivos que son

finitamente cogenerados.

Proposiciéon 2.2.13. Sea M € Mod-R. Entonces M es inyectivo y finitamente cogenerado

si y solo si, M es colibre de rango finito.

Demostracion.

» (=) Usando que M es inyectivo, junto con la Proposicién [2.2.11| tenemos que M ~
E (M) ~ @,c.; E(S;) con I finito y S; € Gimp para todo i € I, por lo tanto M es

colibre de rango finito.

= (<) Tenemos que M = P, ; E(S;) con I finito y S; € Gimp para todo i € I. Al ser
M una suma directa finita de inyectivos, por (2) de la Proposicién se tiene que
M es inyectivo. Como cada E (S;) es finitamente cogenerado para todo ¢ € I, por la

Proposicién tenemos que @, ; £ (S;) = M también es finitamente cogenerado.

O]

El siguiente resultado fue demostrado por Couchot en la Proposicién 1 de [6]. Este resultado

nos da otra propiedad de cerradura para los médulos finitamente cogenerados.

Corolario 2.2.14. Sean M, N € Mod-R finitamente cogenerados, y considere una sucesion
exacta corta

0 > M K N 0.

Entonces K es finitamente cogenerado. En otras palabras, las clase de R-mddulos finitamente

cogenerados es cerrada por extensiones.

Demostracion. Como M, N son finitamente cogenerados, por el Corolario [2.2.12] tenemos

monomorfismos
M @SES1E(5)7 N —— @SESQE(S)7

con S1,82 C Gimp finitos. Queremos un monomorfismo de K en un colibre de rango finito.

Para esto usaremos el Lema de la Herradura[1.3.7] para completar el diagrama de la siguiente
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manera

0 0 0
| | |

0 M K N 0
| | |

0 —— Dges, B (S) — Dses, E(S) ®Dses, £(S) —— Dges, £(5) —— 0

as{ obtenemos el monomorfismo de K en un R-mdédulo colibre de rango finito. O

2.3. Mobdulos finitamente n-copresentados

Se coment6 que Jans en [12] introduce la nocién dual de los anillos noetherianos. Una de
las definiciones de este concepto es que todo R-moédulo finitamente generado es finitamente
presentado. Jans en [I2] define los anillos conoetherianos como todo aquel en el que los
cocientes de moédulos finitamente cogenerados, son también finitamente cogenerados. Es
natural pensar en una definicion de anillo conoetheriano dual a la definiciéon recordada de anillo
noetheriano, es decir, “un anillo R es conoetheriano si todo R-moédulo finitamente cogenerado
es finitamente copresentado”. Esta tdltima nocién es introducida en 1982 por Hiremath en
[10] bajo el nombre de cofinitely related modules. En 1999, Weimin Xue en [I8] introduce
los R-médulos finitamente n-copresentados como una generalizacién de forma inductiva de
los finitamente copresentados. Para esta generalizacion se usan las envolturas inyectivas de
simples, dado que son los bloques de construccién de los colibres de rango finito, y por ende

de los finitamente cogenerados.

Definicion 2.3.1. Un R-médulo M es finitamente n-copresentado si tiene una

n-copresentacién, es decir, existe una sucesiéon exacta de la forma

0 M Co Ch,

donde C; es un R-médulo colibre de rango finito (o inyectivo finitamente cogenerado) para
todoi=0,...,n.Si M € Mod-R tiene una corresolucion por colibres de rango finito, diremos

que M es finitamente oco-copresentado.

Para 0 < n < oo, las clases de médulos finitamente n-copresentados y finitamente
oo-copresentados en Mod-R seran denotadas por FCP,, y FCPs respectivamente, en caso

de ambigiiedad con respecto al anillo usaremos la notacién FCP,, (R). Podemos observar que



66 Médulos finitamente n-copresentados

los R-médulos finitamente cogenerados, bajo esta notacién, coinciden con FCPy. La clase

FCP_1 se va a entender como toda la categoria de R-mddulos.

Observacién 2.3.2. Para las clases FCP,, vamos a tener una cadena de inclusiones similar

a la conocida en los médulos finitamente n-presentados. Esta es:
FCPy D FCP12---2DFCPp 2+ O FCP.

La clase FCPs # 0. Para ver esto basta con notar que E (S), con S simple, es finitamente
oo-copresentado. Podemos construir la siguiente corresolucién por colibres de rango finito para
E(S)

0—— E(S) -9 FE(5) -2 E(S) 9 ...

Pasamos a continuacién a introducir una medida del nivel de cofinitud de un R-maddulo.

Definicién 2.3.3. Sea M € Mod-R. Se define la y-dimension (o dimensién de cofinitud)

de M como el valor:
p (M) :=sup{n > 0 : existe una n-copresentacién de M} .

Si no existe una n-copresentacién de M para ningun n € N, diremos que (M) := —1. En

caso de ambigiiedad con respecto al anillo en el que estamos trabajando, usaremos la notacion

1R (=)
Esta dimension describe la clase FCP,, de la siguiente manera.

Observacién 2.3.4. Sea M € Mod-R. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. M € FCPy, siy solosi u (M) > n.
2. M € FCP,, \ FCP41 siy solosi u(M) =n.

3. M € FCPo siy solosi u(M) = occ.

En el Teorema 3 de [1§], Xue nos muestra en otros términos, propiedades de la p-dimensién
para sucesiones exactas cortas. Estas nos permitirdn demostrar mas adelante propiedades de

cerradura de la clase FCP,,.

Teorema 2.3.5. Sea

0— At B9, 059

una sucesién exacta corta de R-mddulos. Entonces, las siguientes afirmaciones se cumplen:
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L. u(B) = min {u(4),u(C)}.
2. u(A) > min{u(B),u(C)+ 1}.
3. 1(C) > min{u(A) - 1, (B)}.

4. Si B~ A® C, entonces pu (B) = min{u (A),un(C)}.

Demostracion. Fijemos la siguiente notacion para la prueba. Dado un R-médulo M en FCP,,,
vamos a denotar por CZ-M al i-ésimo R-moddulo de la n-copresentaciéon considerada para M, y

sus R-homomorfismos por ¢cM : CM — CM con i > 0, donde C* se entiende como M.

1. Veamos el caso en que p(A) = —1 o u(C) = —1. Tendremos que min {u (A),u(C)} =
—1, y para B se tiene que p(B) > —1 por definicién de la p-dimensién. Entonces se

obtiene de forma inmediata la desigualdad.

Ahora supongamos que min {u (A),u(C)} = n > 0. Entonces A,C € FCP,, por la
Observacion Si aplicamos el Lema de la Herradura [I.3.7] a n-copresentaciones de

Ay C obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas exactas

0 0 0
0 A1 NYG: 0
0 » Cf Cit @ C§ » CF 0
0 y CA claoce y O¢ 0

Como la suma directa finita de R-moédulos colibres de rango finito es colibre de rango

finito, obtenemos una n-copresentacién para B, y asi u (B) > n.
2. Si p(B) = —1, entonces min{u (B),un(C)+ 1} = —1 y se obtiene la desigualdad de
forma inmediata.

Supongamos que p(B) > 0. Entonces min{u (B),u(C)+1} = n > 0, y por la
Observacién tenemos que B € FCP, y C € FCP,_1. Por lo tanto si tomamos una

n-copresentacién de B

B
0 B -2 B y OB,
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podemos construir las siguientes sucesiones exactas

B
0 B 0 ch Coker (¢f) —— 0,

0 —— Coker (cF) cB e CB.

Tenemos asi, una (n — 1)-copresentacién para Coker (cOB ) Tomando el pushout entre
cg y g, v aplicando el Lema de la Serpiente obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo con filas y columnas exactas

0 0
0 A—1 B g C 0
| 4
0
0 A ch X 0
Coker (c(?) = Coker (cOB)
0 0

Usando (1) en la columna derecha tenemos
1 (X) > min {p(C), pu (Coker (COB))} >n—1,

es decir, X € FCP,_1. Entonces tome una (n — 1)-copresentacién de X

0 X cX s cX |

n

Podemos asi construir la siguiente sucesién exacta

Cy Co'
X

Esta sucesién exacta es una n-copresentacion para A, obteniendo la desigualdad.

0 A

. Sipu(A)=-1,00 u(B) = —1, entonces 1 (C) > —1 > min{p(B),pn(A) — 1}, y por lo

tanto la desigualdad se cumple de forma inmediata.



Médulos finitamente n-copresentados 69

Supongamos que min {u (A) — 1,4 (B)} =n > 0. Entonces A € FCPp41y B € FCP,,.
Por (2) de la Observacién al calcular el pushout entre f y 064 obtenemos el siguiente

diagrama conmutativo con filas y columnas exactas

0 0
0 >y A f B g > C > 0
4 H
0 cgt > X s C » 0
0 —— Coker (COA) =——— Coker (COA)
0 0

En la columna izquierda de forma andloga a la realizada en la demostracion de (2)
con Coker (069), podemos ver que Coker (064) € FCP,, y usando la parte (1) en la
segunda columna tenemos que p (X) > n, es decir, X € FCP,. En la fila central el
R-médulo C§! es inyectivo, por (4) de la Proposicién la fila central se escinde, es

decir, X ~ C()“ @ C. Tenemos asi, la sucesién exacta candnica

0—— C —=ClteC "= C§ 0,

en la cual usaremos (2), obteniendo que p (C) > min {u (C & C§'),u (C) + 1} > n.
4. Consideremos la sucesién exacta candnica

00— A— A C —— C —— 0.

Por (1) tenemos que min {u (A),u(C)} < pu(Aad C).

Veamos ahora que p (A @ C) <min{u(A),u(C)}, esto es equivalente a ver que FCP,,

es cerrada por sumandos directos.

Razonemos por induccién sobre n = pu (A @ C). Para n = 1 tenemos A & C € FCP; C
FCPy, por la Proposicién 2.2.3] tenemos que A y C € FCPy. Por el Corolario 2.2.12]

tenemos las siguientes sucesiones exactas

0 s A s Iy Al

~
=

~
e

0 > C Go '’

~
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Donde Fy y Gg son R-médulos colibres de rango finito. Si hacemos la suma directa de

estas dos sucesiones tenemos la siguiente sucesién exacta corta
0 —— ApC — Fbo Gy — A aC —— 0.
Por (3) tenemos que A’ & C' € FCPy, y por la Proposicién tenemos que A’ y

C’ € FCPy. Usando (2) en las sucesiones originales, obtenemos que A y C € FCP;.

Supongamos que el resultado es verdadero para n — 1 y veamos que también se cumple
para n. Sea A ® C € FCP,. De igual manera al caso n = 1, podemos construir la

siguiente sucesién exacta corta
0 —— AC — Fy®o Gy — A oC —— 0,

donde Fy y Gy son R-médulos colibres de rango finito. Usando (3) obtenemos que
A'®C" € FCP,,—1. Por hipdtesis inductiva tenemos que A’ y C" € FCP,,—1. Usando (2)

en las sucesiones originales obtenemos que A y C € FCP,,.

O]

Usando este ultimo teorema, podemos dar otra descripcion de la clase FCP o, esta es la

siguiente.

Observacién 2.3.6. Es inmediato de la Definicién que FCPs C ﬂnZO FCP,,. De hecho
es una igualdad. Veamos que ﬂnzo FCP,, C FCPo.

Tomemos M € (),~o FCPpn. En particular, M € FCPy, construyamos una corresolucién

por libres de rango finito para M. Podemos construir la siguiente sucesién exacta corta

0 Y LN Co » Coker (fp) —— 0

donde el monomorfismo fj se obtiene por el Corolario [2.2.12] y Cj es colibre de rango finito.
Como M también estd en FCPq, por (3) del Teorema tenemos que Coker (fy) € FCPo,

entonces podemos volver a aplicar el Corolario [2.2.12]y construir la sucesién exacta

fo

0 » M > C1

A

Coker (fo)

con Cy colibre de rango finito. Tomemos ahora la sucesién exacta corta

0 —— Coker (fo) Cy » Coker (f1) —— 0.
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Como M € FCPs, entonces Coker (fy) € FCP1, nuevamente por (3) del Teorema [2.3.5
tenemos que Coker (f1) € FCPy, entonces podemos construir la sucesién exacta con Cy colibre

de rango finito

0 M f0>Co f1>01 >C’2

~

Coker (f1)

Repitiendo este proceso podemos construir una corresoluciéon por colibres de rango finito,

obteniendo la igualdad ﬂnzo FCPy, = FCPso.

Note a partir del Teorema [2.3.5|que si A, B € FCP,,, entonces C' € FCP,,_1. Esto significa
que la clase FCP,, no necesariamente es cerrada por cokérneles de monomorfismos. Tenemos

asi las siguientes propiedades de cerradura.

Corolario 2.3.7 (Propiedades de cerradura de FCP,). Sea 0 < n < oo. Entonces las

siguientes afirmaciones se cumplen:

1. FCP,, es cerrada por extensiones.
2. FCP, es cerrada por kérneles de epimorfismos.

3. FCP, es cerrada por sumandos directos.

Demostracion. Las propiedades son consecuencia del Teorema [2.3.5]y de la Observacién [2.3.4
O

A partir del Teorema y otras propiedades vistas podemos dar la siguiente
caracterizacién de los médulos finitamente n-copresentados. Este resultado también lo

presentan Driss Bennis, Habib Bouzraa and Abdul-Qawe Kaed en la Proposicién 1.2 de [2].

Proposicién 2.3.8. Las siguientes condiciones son equivalentes para todo M € Mod-R y

n > 1.

1. M € FCP,,.

2. Existe una sucesién exacta de la forma

0 y M > Co y Cpp —— L —— 0,

donde C; es colibre de rango finito para todo ¢ = 0,...,n — 1, y L es finitamente

cogenerado.
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3. M € FCP,—_1, y si se tiene una sucesion exacta

0 M Co Ch1 —— L —— 0,

donde cada Cj es colibre de rango finito para todo ¢ = 0,1,...,n — 1, entonces L es

finitamente cogenerado.

. Existe una sucesién exacta corta

0 M C L 0,

con C colibre de rango finito y L € FCP,,—1.

. M es finitamente cogenerado, y para toda sucesién exacta corta

0 M C L 0,

con C colibre de rango finito, se tiene que L € FCP,_;.

Demostracion.

» (1 =2) Dado que M es finitamente n-copresentado, tenemos que existe una sucesién

exacta

fn—l fn

0 M Co Cn—1 Ch

donde los C; son R-médulos colibres de rango finito para todo ¢ = 0,...,n. Por ser la
sucesion exacta, f, se puede factorizar a través de Coker (f,,—1)

fnfl fn

Coker (fn—1)

0 M Co Ch_1 Ch

Llamamos L = Coker (f,—1). Entonces L es finitamente cogenerado por el Corolario

2.2.12]

(2 = 3) Por (2), tenemos que existe una sucesién de la forma

0 M Co Cp.1 — L —— 0,

con C; R-mdédulos colibres de rango finito para todo ¢ =0,...,n — 1 y L es finitamente
cogenerado. Tenemos que M € FCP,_1. Supongamos que tenemos otra sucesion exacta

de la forma

0 M K() anlﬁN*)O,
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donde cada K; es colibre de rango finito, para el cual queremos ver que NN es finitamente

cogenerado. Por el Lema de Schanuel tenemos que
NeC, 186K, 2®  ~Le K, 105Cph2®---

Como por la Proposicién los R-moédulos finitamente cogenerados son cerrados por
sumas directas finitas, el lado derecho de la igualdad anterior es finitamente cogenerado.
Por otro lado, por la Proposicion tenemos que son cerrados por sumandos directos,

entonces IV es finitamente cogenerado.

» (3=1) Como M € FCP,,_1, existe una sucesién exacta

0 y M > Co f> n—1,

con C; colibre de rango finito para todo i = 0,...,n — 1. Sea L = Coker (f). Por
(3), se tiene que L es finitamente cogenerado, por la Proposicién [2.2.12] tenemos un
monomorfismo de ¢ : L — C con C colibre de rango finito. Realizamos la composicion

de este ultimo monomorfismo de la sucesién y el epimorfismo del cokernel, obteniendo

f

0 M > Co Chog —F—— C

oA

Por lo tanto, construimos una n-copresentacion para M, es decir, M € FCP,,.

» (1=4) Como M € FCP,, tenemos la siguiente n-copresentacién

f

0 > M C(] Cl

~

Coker (f)

~
2

Teniendo asi que Coker (f) € FCP,_1, y ademds obtenemos las sucesién exacta corta

que queriamos

0 M Co » Coker (f) —— 0.

» (4 = 5) Por hipétesis tenemos una sucesién exacta corta

0 M C L

~
=



74 Mbédulos finitamente n-copresentados

con M finitamente cogenerado, C' colibre de rango finito y L. € FCP,—1. Tomemos otra

sucesion exacta corta de la forma

0 M K >y N 0

con K colibre de rango finito, y veamos que N € FCP,_;. Por el Lema de Schanuel
tenemos N @ C ~ L @ K, y por (1) del Corolario estd en FCPy_1. Por el
(3) del Corolario tenemos ademas que FCP,_1 es cerrado por sumandos directos,
entonces N € FCPp_1.

s (5=1) Tenemos que M es finitamente cogenerado, entonces podemos considerar una

sucesion exacta corta

0 ML c > Coker (f) —— 0,

con C colibre de rango finito. Por (5), se tiene que Coker (f) € FCP,—_1. Considere

entonces una (n — 1)-copresentacién de Coker (f) y realice la composicién

0 M- c,

o~

Coker (f)

» Cn

~

obteniendo asi una n-copresentacién para M, es decir, M € FCP,,.

O]

Vimos en el Teorema que podiamos caracterizar los R-médulos finitamente

cogenerados a través de su zdcalo, nos preguntamos si esto es posible para los FCP,,.

Pregunta 2.3.9. ;M € Mod-R es finitamente n-copresentado si y solo si Soc(M) < M y

Soc (M) es finitamente n-copresentado?

2.4. Anillos n-cocoherentes

Vimos en el Corolario que la clase FCP, no necesariamente es cerrada por
cokérneles de monomorfismos. Los anillos n-cocoherentes caracterizaran esta propiedad.
Ademds estudiaremos propiedades que conectan los anillos n-cocoherentes con los anillos

n-coherentes, para el caso de anillos semilocales.

Para entender algunas de estas caracterizaciones, es importante introducir el concepto de

clase gruesa.
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Definiciéon 2.4.1. Una clase W en Mod-R es gruesa, si es cerrada por sumandos directos, y

si para toda sucesion exacta corta

0 A >y B s C 0

donde dos de los elementos A, B o C estan en W, se tiene que el tercero también lo esté.

Proposicion 2.4.2. Para todo anillo R, la clase FCP, es gruesa.

Demostracion. Por el Corolario falta ver que FCPs es cerrada por cokérneles de
monomorfismos. Dados A, B € FCPs y un monomorfismo f : A — B entre ellos, se tiene la

siguiente sucesion exacta corta

0 > A » B » Coker (f) —— 0.

Por (3) del Teorema w(Coker (f)) > min{u(A) —1,u(B)} = oo. Por lo tanto
Coker (f) € FCPx. O

El siguiente ejemplo es presentado por Hiremath en [I0]. En este construye un anillo R

donde FCPy no es una clase gruesa.

Ejemplo 2.4.3. Para p un nimero primo fijo, R = Zp @Z (p*°) la suma directa de los enteros

p-adicos Zp (ver definicién en la pagina 234 de [I4]) y el grupo de Priifer Z (p°°), es decir,
7 (p>) = {e2mm/pn tm,n > 1}.
La operacion de suma estd definida de la siguiente manera
A z)+ (wy) = A+ pma-y),
y la multiplicacién estd dada por
(A2) - (1Y) = (A, Ay + pa) -
Bajo estas operaciones R es un anillo conmutativo que ademas tiene las siguientes propiedades:

1. Si I es un ideal no nulo de R, entonces I C Z (p™) o Z (p>°) C I.

2. Z (p), el subgrupo ciclico de Z (p°°) de orden p, es el tnico submdédulo simple de R como

R-modulo.

3. R es inyectivo como R-mdédulo.
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El zécalo de R es Z(p) y es un submédulo esencial en R. Asi, por el Teorema R
es finitamente cogenerado como R-médulo. En R tenemos las siguiente cadena de ideales

estrictamente decreciente

(1,0)) > ((1%,0)) > ((#°.0)) > ...

Defina U := 1,5 ((p", 0)). Si miramos el cociente R/U como R-médulo, tenemos la siguiente

cadena decreciente de subméddulos

((p,0)) /U > ((9%,0)) /U > ((6*,0)) /U > ...

para la cual se cumple que (1,5 ((p",0)) /U = 0. Por lo tanto, R/U no es finitamente

cogenerado. Considere la sucesién exacta candnica de estos R-moédulos

0 U R R/U — 0.

Tenemos asi, un R-moédulo finitamente cogenerado U, tal que no es finitamente 1-copresentado,

es decir, la clase FCPg no es gruesa.

Recordemos que un anillo R es noetheriano (a derecha) si toda cadena ascendente de
ideales de R
hchc---CIL,C...

se estabiliza, es decir, existe un m tal que I,,, = I,,4+1 = . ... Esto es equivalente a tener que

todo R-médulo finitamente generado es finitamente presentado.

Tenemos también que un anillo R es coherente si todo ideal finitamente generado es
finitamente presentado. Esto es equivalente a tener que todo R-mddulo finitamente presentado

es 2-presentado.

Asi de manera inductiva se presenta la nocién anillo n-coherente (a derecha), esto es,
R es n-coherente si todo R-médulo n-presentado es (n + 1)-presentado, es decir, FP, C
FPrs1. Los anillos 0-coherentes son los anillos noetherianos y los 1-coherentes son los anillos

coherentes.

Vamos en [16] estudia los anillos conoetherianos, pero es Jans en [12] quien les da este
nombre. Luego, Xue en [I8] generaliza este concepto, presentado los anillos n-cocoherentes.
Mas adelante estos anillos son estudiados por Driss Bennis, Habib Bouzraa and Abdul-Qawe

Kaed en [2].

Definicion 2.4.4. Un anillo R es n-cocoherente si todo R-mdédulo finitamente

n-copresentado, es finitamente (n + 1)-copresentado; esto es, FCP,, C FCPp41.
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Marco Pérez y Daniel Bravo en [5] presentan el Teorema 2.4, el cual nos permite caracterizar
los anillos n-coherentes por medio de la clase FP,. Dualizando los argumentos presentados
deducimos el siguiente resultado, siendo completado con el Teorema 2.1 que presenta Zhu en

9.

Proposicion 2.4.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. R es n-cocoherente.

2. FCPy, = FCPypi1.

3. FCP, = FCP.

4. FCP,, es gruesa.

5. FCP, es cerrada por cokérneles de monomorfismos.

6. Todo cociente (n — 1)-copresentado de un R-médulo colibre de rango finito es

n-copresentado.
Demostracion.

» (1< 2) Como FCP,y1 € FCP,, siempre se cumple, se tiene que R es n-cocoherente si
y solo si FCP,, = FCP,1 a partir de la Definicién

» (2= 3) Basta con probar que FCP,ir = FCPpikr+1 para todo k > 0. Razonando
por induccién sobre k. El caso base k£ = 0 se cumple por ser justamente la condicién
(2). Supongamos que se cumple la igualdad para k, es decir, FCPpir = FCPpik+1, ¥

veamos que FCPpik+1 = FCPpyito €s verdadero.

Sea M € FCPti+1, entonces por la Proposicién hay una sucesién exacta corta

0 M s C > L

~
o

con C' colibre de rango finito y L € FCP,,+k. Por la hipétesis inductiva, L € FCPp1k11-
Asi, nuevamente por la Proposiciéon M € FCPytp+y2. Por lo tanto, FCPpik+1 =
FCPpiksa. Como FCPuir = FCPpikst1 para todo k, vamos a tener que FCP, =
FCP,, para todo m > n, y asi FCP,, C ﬂmz” FCPy, = mmzo FCPy, = FCPo, donde

la dltima igualdad la tenemos por la Observacion [2.3.6

» (3= 4) Es consecuencia directa de la Proposicién [2.4.2]
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= (44 5) Se obtiene de manera inmediata a partir del Corolario [2.3.7]

» (4= 2) Sea M € FCP,. Por la Proposicién existe una sucesion exacta corta

0 M s C sy L

~
@)

con C colibre de rango finito y L € FCP,_1. Como FCP, es gruesa, L € FCP,.
Nuevamente, por la Proposicion tenemos que M € FCPp41.

» (2 = 6) Por hipdtesis tenemos la siguiente sucesién exacta corta

0 M C L » 0,

donde C' es un R-médulo colibre de rango finito y L € FCP,_1. Por (2) del Teorema
tenemos que M € FCP,, = FCPp+1, donde la tltima igualdad la tenemos por (2).
Ahora, por (3) del Teorema tenemos que L € FCP,,.

» (6 = 2) Tome M € FCP,. Por la Proposicién tenemos una sucesién exacta corta

0 M C L » 0,

donde C' es un R-mdédulo colibre de rango finito y L € FCP,_;1. Por (6) tenemos que
L € FCP,,. Entonces, por (2) del Teorema tenemos que M € FCPp41.

O]

Observacién 2.4.6. Asi como en Mod-R tenemos una cadena de inclusiones en las clases
FCP,, si denotamos por n-cocoh la clase de todos los anillos n-cocoherentes (a derecha),

tenemos la siguiente cadena de inclusiones que se deduce de la Proposicion [2.4.5
0-cocoh C 1-cocoh C --- C n-cocoh C --- C co-cocoh.

Donde oo-cocoh es la clase de todos los anillos, o equivalentemente, todo anillo es

oo-cocoherente.

Confinitud en anillos semilocales

Vimos en la Proposicién [2.2.7] que para los R-mdédulos semisimples hay una forma de
conectar la finitud con la cofinitud, es de interés algo mas general. Por otro lado, Couchot

muestra en la Proposicién 2 de [6] una forma de construir un R-mdédulo finitamente cogenerado
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(copresentado) a partir de un R-médulo finitamente generado (presentado), para el caso donde

R es un anillo conmutativo semilocal. De forma inductiva generalizamos esta generalizacion.

En esta parte vamos a considerar R un anillo conmutativo semilocal. Sea {S;};" el conjunto
de todos los R-mdédulos simples y denotemos el cogenerador inyectivo (ver la Proposicién|2.1.3)

de Mod-R como E = @, E (S;).

Teorema 2.4.7. Sea R un anillo conmutativo semilocal. Entonces, M € FP, si y solo si

Homp (M, E) € FCP,.

Demostracion.

» (=) Sea M € FP,. Entonces tenemos una n-presentacién

F, » Fo > M 0,

donde cada Fj es un R-médulo libre de rango finito, es decir, F; ~ RU) con I; finito,
para todo i. A la sucesién exacta le podemos aplicar Homp (—, E) (que es un funtor

exacto por ser E inyectivo), obteniendo la siguiente sucesion exacta

0—— HOIIlR (M,E) e HOII]R (Fo,E) > HomR (Fn,E)

Por otro lado,

Hompg (R(Ii),E> ~ Homp, (R, E)(Ii) ~ pUa),

donde el primer isomorfismo se obtiene por el Corolario[1.1.21]y por ser I; finito. Por lo

tanto podemos reescribir la sucesién exacta anterior como

0 —— Hompg (M, E) —— E0) En),

asi conseguimos una n-copresentaciéon de Hompg (M, E), por ser cada EU) colibre de

rango finito.

» (<) Razonando por induccién completa. Veamos el caso n = 0. Supongamos que

Hompg (M, E) es finitamente cogenerado y veamos que M es finitamente generado. Por

la Proposicién [1.1.22] tenemos que

M =~ limM; ~ ] M;,
I iel
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donde {M;},.; es un sistema directo ordenado parcialmente por inclusién, con I conjunto
dirigido y M; C M es finitamente generado para todo 7 € I. Usando esta forma de
reescribir M y la Proposicién [1.1.20] tenemos el siguiente isomorfismo

Homp (M, E) = Hompg <%HM1,E> = limHomp (M;, E).
I I

Por otro lado, para todo M; tenemos la sucesién exacta corta canénica

61'10 >Mi >y M M/Mz*>0,

y por la Proposicion [1.2.3| podemos tomar hg sobre el sistema formado por todas las
I

sucesiones anteriores, obteniendo la siguiente sucesién exacta

I I I

Por la Proposicién |1.1.22| tenemos el siguiente isomorfismo hﬂM JM; = M/|JM; =0.
I

Por otro lado, podemos aplicarle Homp (—, E) a cada sucesion ¢;, obteniendo la siguiente

sucesion exacta
0 —— Hompg (M /M;, E) —— Hompg (M, E) —— Hompg (M;, E) —— 0.

Si denotamos por N; = Homp (M/M;, E), tenemos que {N;}._,; puede pensarse como

iel
una familia de submédulos de Homp (M, E). En efecto, observemos que sii < j, entonces
M; C Mj, por lo tanto podemos construir el epimorfismo ¢ : M/M; — M /M definido
por & + M; — = + M;. Entonces ¢, : Homp (M/M;, E) — Homp (M/Mj, E) es un
monomorfismo, asi podemos concluir que si ¢ < j, entonces N; C N; C Hompg (M, E), y

{Ni};cr es un sistema inverso que estd parcialmente ordenado por contencién reversa.

En (6) del Ejemplo [1.1.18) vimos que 1'£1Ni = (); Vi, entonces tenemos los siguientes
I

isomorfismos e igualdades

ﬂNi = li%nNi = I'%HHOHIR (M/M;, E) 2 Homp (%M/MZ,E> ~ (.
I

Por hipétesis, tenemos que Hompg (M, E) es finitamente cogenerado. Luego, existe J C I

finito tal que (); Nj = 0. Tenemos asi que J = {j1,...,jm} € I,y como I es un conjunto

dirigido, existe jo € I tal que ji < jo para todo k = 1,...,m. Por el orden parcial en
{Ni}ier» tenemos que Nj, C ();c; N; = 0. Por lo tanto Homp (M/Mj,, E) = Nj, = 0.
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Como E es un cogenerador inyectivo, entonces M /M, = 0, es decir, M = M;, que es

finitamente generado.

Ahora supongamos que el resultado se cumple para n, es decir, si Hompg (M, E) €
FCP,, entonces M € FP,. Veamos que para n + 1 también se cumple. Tomemos
Homp (M,E) € FCPpyt1. En particular, también estd en FCP,, y por hipdtesis
inductiva M € FP,. Entonces por el Teorema 1.6 de [5] existe una sucesién exacta
corta de la forma

0 K L M y 0,

con K € FP,_1 y L libre de rango finito, es decir, L ~ RY) con I finito. Aplicamos

Hompg (—, F) a la sucesién, y obtenemos la siguiente sucesién exacta

0 —— Hompg (M, E) ED » Homp (K, E) — 0.

Como Homp (M,E) € FCPpy1 ¥ EWM es colibre finitamente cogenerado, por la
Proposicién se tiene que Homp (K, FE) € FCP,. Asi, K € FP, por hipdtesis
inductiva, y por lo tanto M € FPpy1.

O]

El siguiente resultado lo presentaron Driss Bennis, Habib Bouzraa and Abdul-Qawe Kaed,
este es el Teorema 3.6 en [2], que ademdas podemos verlo como una consecuencia del teorema

anterior.

Corolario 2.4.8. Sea R un anillo conmutativo semilocal. Si R es n-cocoherente, entonces R

es n-coherente.

Demostracion. Sea E el cogenerador inyectivo de Mod-R, y sea M € FP,. Por el Teorema
tenemos que Homp (M, E) € FCP,,. Al ser R n-cocoherente, por la Proposicién m
tenemos que Homp (M, E) € FCPp+1, y de nuevo por el Teorema tenemos que M €

FPrs1. Por lo tanto, R es n-coherente. O

Confinitud en localizaciones

Vemos que los anillos conmutativos semilocales son una buena fuente para inducir anillos
n-cocoherentes. Entonces es de interés saber como podemos construir anillos semilocales a

partir de un anillo dado.
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Definiciéon 2.4.9. Sea R un anillo conmutativo. Diremos que S C R es un subconjunto

multiplicativo de R si:

1.0¢5.
2. 1€8.
3. Sia,be S, entonces ab € S.

Definicién 2.4.10. La localizacién de un anillo conmutativo R por S, denotada por S™'R
es el conjunto de todas las clases de equivalencia (a,s) € R x S, donde la relacién estd dada
por

(a,s) ~ (b,t) siexiste s € S, tal que (at —bs)s’ = 0.

La clase de (a, s) la denotaremos por ¢,y S 1R es de nuevo un anillo, donde las operaciones
estan definidas de la siguiente manera

b at+bs
st

S

st

a b _ab
st

Para cada localizacién S™'R de un anillo R tenemos el siguiente morfismo de anillos
¢:R— SR,
definido por ¢ (a) = {.

Definicion 2.4.11. Sea S un subconjunto multiplicativo de un anillo conmutativo R y M un
R-médulo. Entonces la localizacién de M con respecto a S, denotada por S™'M, es definida
de forma anéloga a la localizacién de S~'R. Asi, S~'M es un grupo abeliano bajo la adicién,

definida por

)

m+n mt + ns
S t st

para ', ¥ € S™IM, y es un S~'R-médulo via

m r mr

s ¢t st
donde = € S™IM y TE S—1R.

Proposiciéon 2.4.12. Sea S un subconjunto multiplicativo de un anillo conmutativo R. Las

siguientes afirmaciones se cumplen.
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1. Si f: M — N es un R-homomorfismo, entonces la funcién S='f : S™'M — S™IN

definida por
(Silf) (%) _ f(z)

S

es un S~!R-homomorfismo.

2. Si M’ - M — M" es una sucesién exacta en M, entonces S~'M’ — S~IM — S~ M"

es exacta en ST1M.
3. Si N € M son R-médulos, entonces S~ (M/N) ~ S~Y (M) /S~ (N).
4. Si M € Mod-R, entonces M ®r S™'R ~ S™'M como S~!R-médulos.

5. S7'R es un R-médulo plano.

Demostracion. Ver la Proposicién 2.2.4 de [7]. O

Observacién 2.4.13. Asi, para el morfismo de anillos ¢ : R — S™!R tenemos los siguientes

funtores

—®@rS'R:Mod-R — Mod-S™'R
M — M@rpS'R~StM,
f = fOrS'R~S1f.

Este funtor se le conoce comunmente como extension de escalares.

Por otro lado todo, S~ R-médulo adquiere la estructura de R-médulo via la férmula
mr =my (r), parar € Ry m € Mg-1p.

Asi mismo, todo S~!R-homomorfismo fg-1z : Mg-1p — Ng-1p puede ser visto como

R-homomorfismo

fr(mr) = fg-1g (mp(r)) = fs-1gr (M) @ (r) = fr(m)7.

Es decir, tenemos un funtor U, : Mod-S 'R — Mod-R llamado restriccién de escalares.
Este funtor es aditivo, esto es, conmuta con sumas directas finitas. Si ¢ es un epimorfismo de

anillos, entonces U, es un funtor exacto, fiel y pleno.

Ademds — ®p ST'R es un funtor adjunto a izquierda de U,. Ver Capitulo IV, Seccién 9,
Ejemplo 4 de [15].
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Definiciéon 2.4.14. Un ideal p de R es llamado primo si para todo a,b € R tal que ab € p,

entonces a €p o b € p.
Definicion 2.4.15. Dado un ideal primo p de R, para el conjunto multiplicativamente cerrado
S = R — p, se define la localizacién de R en p como R, := S™'R.

La siguiente proposicién explica por qué Ry es llamado localizacién de R en p.

Proposicién 2.4.16. Si p es un ideal primo de un anillo conmutativo R, entonces R, tiene

un unico ideal maximal dado por
a
pRp:{g:aepysgép}.

Demostracion. Denotamos S = R — p. Es claro que pR, es un ideal de R,. Veamos que es

maximal. Sea x € Ry, entonces z = ~ conr € Ry s € S. Como : € Ry es una unidad si y

. / . 7 .
solo si £ = % con 7’ € S, tenemos que todas las no unidades estan en pR,. Por lo tanto, si I

es un ideal de R, que contiene a un elemento © con r € S, entonces I = R,. Se sigue que todo
ideal propio de R; esta contenido en pRy. Por lo tanto, %, es un anillo local con pR, como

su unico ideal maximal. O

Con esto, tenemos que el anillo R, es local. Lo que nos permite usar el Teorema y el

Corolario 2.4.8

Proposicién 2.4.17. Sea R un anillo conmutativo y R, la localizaciéon por un ideal primo p.

Entonces el morfismo inducido por la localizacién ¢ : R — R, es un epimorfismo de anillos.

Demostracion. Supongamos que tenemos el siguiente diagrama
0 f
R —— R, ? A,

donde f, g son morfismos de anillos tales que foy = goy. Sea ¢ € Ry. Lo podemos reescribir

)1 (3)
Jr(3)"

(@) f (e (s) 7"
)g

a _a 1,1 _ (s\7!
como ¢ = 7 sys—(l) , entonces

) -

S~

Por lo tanto f = g, es decir, ¢ es un epimorfismo de anillos. O
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Nos interesa ver qué propiedades se mantienen al realizar un cambio de anillos. El siguiente

resultado estudia esto cuando tenemos el funtor restriccion de escalares.

Proposicién 2.4.18. Sea p un ideal primo de un anillo conmutativo Ry ¢ : R — Ry el

morfismo de anillos inducido por la localizacién de R en p. Si M € Mod-R,, entonces
Uy (E(M)) ~ E Uy (M)).

Demostracion. Dividimos la prueba en varias partes:

Uy (E (M)) es un R-médulo inyectivo: Consideremos el siguiente diagrama en Mod-R:

0 v Lp —1

gl

Uy (E (M)

Ngr

Veamos que existe g : Ng — U, (E (M)) que hace conmutar al diagrama anterior. Aplicamos
el funtor de extensién de escalares S~!. Por (5) de la Proposicién [2.4.12] tenemos que S™'R
es plano como R-médulo, por lo tanto S~™!f también es un monomorfismo. Tenemos asi el

siguiente diagrama en Mod-S—'R

-1
0—— S 'Ly —>1 5 51Ny

S‘lhl

S7HU, (E (M)))

5E(M)i

E (M)

donde e py) es la counidad de la adjuncién (S~1,U,) evaluada en E (M). Como E (M) es

inyectivo, existe t : ST!Nr — E (M) que hace conmutar al diagrama anterior, es decir,
toST'f =epary oS h.

Definimos g := Uy, (t) o ny, donde 1y, es la unidad de la adjuncién (S -1 U¢,) evaluada en
Npg. Veamos que g o f = h para concluir la inyectividad de U, (E (M)). Para tal fin, se debe

tener en cuenta que al ser 1 una transformacion natural, se tienen los diagramas conmutativos

Lr ! Np

ULR\L J,WNR

Uy (571Ls) U, (57N)

—_—
Uo(S7Lf)
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y
Lr " » U, (B (M)
"LRJ’ an¢(E(M))
Up (87 L) oy U (87 (U (B O)))
Luego,

gof=Uy)onng)of=Uy()o (nng o f)
= U, (t)o (Up (S7'f) o nrn) = (Up (1) 0 Up(STH)) 0111y,
=Uy (to S f) oLy = Uy (epary © S~ 'h) oy,
(Ue (ep01)) 0 Up(S™H0)) 01 = U (e0n)) © (Up (ST7R) 0 m1)

= Uy, () © (U moay) © h) = (Up (epn)) © Muazoay) b = h,

donde U, (5E(M)) o nu,(eM)) = idp) por propiedades de la unidad en las adjunciones.

Isomorfismo entre U, (E (M)) y E (U, (M)): Dado M € Mod-R,, tomemos su envoltura

inyectiva i : M ~— E (M). Consideremos el funtor restriccién de escalares inducido por ¢
U, : Mod-R, — Mod-R.

Por la Proposicién [2.4.17| tenemos que ¢ es un epimorfismo, por lo cual U, es pleno y fiel.

En la primer parte vimos que U, (E (M)) es un R-médulo inyectivo. Ademds U, (i) es
un monomorfismo pues U, es exacto. Quedando por ver que U, (i) es minimal. Sea h :

Uy, (E(M)) — Uy (E(M)) tal que el siguiente diagrama conmuta en Mod-R

S U (B (1))

o)
m
Uy

Como U, es pleno y fiel, existe un tnico g : E (M) — E (M) tal que h = U, (g). Asi tenemos

Uy (M)
lh (hoUs, (i) = Uy (i) -
(E(M))

que
Uy (i) =hoU, (i) =Uy(g9) o Uy (i) = Uy (g o).

Al ser U, fiel, la igualdad anterior implica que ¢ = g o 4. Como 7 es minimal, tenemos que
g es un Rp-isomorfismo, entonces h es un R-isomorfismo. Por lo tanto U, (i) es la envoltura
inyectiva de U, (M) en Mod-R. El Teorema nos dice que la envoltura inyectiva es
tunica salvo isomorfismos, tenemos asi Uy, (E (M)) ~ E (U, (M)). O]
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En el Teorema 2 de [6] Couchot nos muestra cémo podemos relacionar la cocoherencia de
un anillo con la coherencia de la localizacion de tal anillo por un ideal primo. Lo siguiente, que

es consecuencia de la proposicién anterior y de las propiedades de la adjuncién (— ®g Ry, Uy,).

Proposicién 2.4.19. Sea R un anillo conmutativo y ¢ : R — R, el morfismo de anillos
inducido por la localizacién de R por un ideal primo p. El funtor restriccion de escalares
U, : Mod-R, — Mod-R preserva y refleja R,-mdédulos simples. Esto es, S € Mod-R, es
simple si y solo si U, (S) € Mod-R es simple.

Esta proposicion nos permite concluir algo maés fuerte, esto es, el funtor restriccion de

escalares preserva y refleja médulos colibres de rango finito.

Corolario 2.4.20. Sea R un anillo conmutativo y ¢ : R — R} el morfismo de anillos inducido
por la localizacién de R por un ideal primo p. El funtor restriccién de escalares U, : Mod-R, —
Mod-R preserva y refleja Ry-mddulos colibres de rango finito. Esto es, C' € Mod-R,, es colibre
de rango finito si y solo si U, (C) € Mod-R es colibre de rango finito.

Demostracién. Como U, es aditivo, conmuta con sumas directas finitas. Entonces basta con
ver que la afirmacién es verdadera cuando C = E(S) con S € Mod-R, simple. Por la
Proposicién tenemos el isomorfismo Uy, (E (S)) ~ E (U, (S)). Entonces el resultado es
inmediato de la Proposicién O

Para generalizar el resultado de Couchot, vamos a necesitar que el funtor restriccién de
escalares preserve y refleje médulos finitamente n-copresentados.

Proposicién 2.4.21. Sea R un anillo conmutativo y ¢ : R — R, el morfismo de anillos
inducido por la localizacién de R por un ideal primo p. El funtor restriccion de escalares
U, : Mod-R, — Mod-R preserva y refleja Ry-mddulos finitamente n-copresentados. Esto es,
M € FCP, (Ry) siy solosi U, (M) € FCPy (R).

Demostracion.

» (=) Sea M € Mod-R,, finitamente n-copresentado. Tenemos una sucesiéon exacta

0 M Co Ch

donde Cj; es colibre de rango finito para todo ¢ = 0,...,n. Aplicamos U, a la

n-copresentacién y obtenemos

0 —— Uy (M) —— U, (Co) U, (Ch).



88

Médulos finitamente n-copresentados

Por el Corolario [2.4.20| tenemos que U, (C;) es colibre de rango finito para todo i =

0,...,n. Tenemos asi una n-copresentaciéon para U, (M), es decir, U, (M) € FCP,,.

(«+) Razonando por induccién. Para n = 0, sea U, (M) finitamente cogenerado y veamos
que M también lo es. Por (1) de la Proposicién tenemos M — [[,c; E(S;) con S;

simple para todo 7 € I. U, conmuta con limites por ser un adjunto a derecha, entonces

Uy (M) — Uy, (HE (Sz)> = H Uy (E(Si)) ~ HE (Uy (53)) -
i€l i€l i€l
Por la equivalencia entre (1) y (3) del Teorema existe J C I finito y un
monomorfismo Uy, (M) — @,c, E (U (S))) = U (@]EJE(SJ-)). Aplicamos — ®r Ry

y obtenemos el monomorfismo
M ~U, (M)@r Ry — U, [ DE(S)) | @r Ry = E(S))
jeJ jed
Donde los isomorfismos anteriores son consecuencia de la Proposicién 3.4.1 de [3]. Asi,
por el Corolario [2.2.12] M es finitamente cogenerado.

Supongamos que se cumple para n, esto es, si U, (M) € FCPy, entonces M € FCP,,.
Veamos que se cumple para n+ 1. Tomemos U, (M) € FCPp1, en particular U, (M) €

FCP,. Por hipétesis inductiva M € FCP,,, tenemos asi una sucesién exacta corta

0 M s C s L

~
o

con C colibre de rango finito y L € FCP,_;. Aplicamos U, a la sucesién y obtenemos
0 — U,(M) — U, (C) —— Uy (L) —— 0.

Con U, (C) colibre de rango finito por el Corolario [2.4.20, Como U, (M) € FCPp41
entonces por (3) del Teorema tenemos que U, (L) € FCP,,. Por hipétesis inductiva
L € FCP,. Asi, usando (1) del Teorema M € FCPp1.

De la proposicién anterior podemos concluir el siguiente corolario.

Corolario 2.4.22. Si R un anillo conmutativo y m-cocoherente, entonces para todo ideal

primo p de R, la localizaciéon Ry es n-cocoherente.
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Demostracion. Tome M € Mod-R, en FCP, y veamos que estd en FCP,y1. Por la
Proposicién 2.4.21| U, (M) € FCP,. Por hipétesis R es n-cocoherente, entonces U, (M) €
FCPp+1. Nuevamente por la Proposicién tenemos que M € FCP, 1. Por lo tanto R,

es n-cocoherente. O

Por la Proposicién tenemos que R tiene un nico ideal maximal, o equivalentemente,
es un anillo local. Asi por el resultado anterior y el Corolario tenemos el siguiente
corolario. Este es presentado por Couchot pero para n = 1, podemos ver que también es

verdadero para n > 0.

Corolario 2.4.23. Si R un anillo conmutativo y m-cocoherente, entonces para todo ideal

primo p de R, la localizacién R, es n-coherente.
Demostracién. Es inmediato del Corolario debido a que R, es un anillo local. O

La siguiente observacion nos muestra que no todos los resultados al ser dualizados son

verdaderos.

Observacion 2.4.24. Vimos en la Proposicion [1.1.22] que para todo M € Mod-R se cumple
que M = hﬂM@ donde los M; son submédulos de M finitamente generados. El resultado dual
I

no siempre se cumple, esto es, no todo R-moédulo M es el limite inverso de cocientes de M
finitamente cogenerados. El contraejemplo de esta afirmacién es mostrado por Hiremath en

[10].



Capitulo 3

Proyectivos relativos a FCP,,

En este tdltimo capitulo estudiaremos parte del dlgebra homolégica relativa a la clase FCP,,,
es decir, vamos a a estudiar nociones de proyectividad relativa a médulos de tipo cofinito. Para
esto tomamos como base el articulo de Zhu [19]. En este articulo se presentan propiedades
de los médulos proyectivos relativos a la clase FCP,. También se estudian las sucesiones
exactas n-copuras como generalizacién de las sucesiones exactas copuras, las cuales tienen
una propiedad de exactitud con respecto al funtor Hompg (—, F') con F' € FCP,,. Por tltimo
tenemos los anillos n-cohereditarios, definidos a partir de cocientes en la clase FCP,_1.
Presentamos caracterizaciones de este tipo de anillos por medio de la dimensién inyectiva

de la clase FCP,, y estudiamos cémo se relacionan con los anillos n-cocoherentes.

3.1. Moddulos (n,d)-proyectivos

Empezaremos hablando de los médulos (n,d)-proyectivos. Estos son los que tienen una
propiedad de anulacién con el funtor ExthJrl (=, F) cuando F' € FCP,. Cuando tomamos
d = 0 obtendremos una clase de R-mddulos a la que llamaremos FCP,-proyectivos, que
representan el concepto dual de los FP,-inyectivos (ver Definicién 3.1 de [5]). Vimos en (4)
del Ejemplo que la clase los R-mdédulos FP,-inyectivos son la mitad derecha de una
par de cotorsiéon completo, el cual es ademas hereditario si y solo si el anillo R es n-coherente.
Es de interés saber si la clase de los médulos FCP,,-proyectivos es la mitad izquierda de un
par de cotorsién completo y bajo cudles condiciones tenemos un par de cotorsion hereditario.
Para tratar de responder a estas cuestiones estudiaremos algunas propiedades de esta clase

de R-modulos.

90
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Definicién 3.1.1. Sean n,d € N. Diremos que M € Mod-R es (n,d)-proyectivo
si Exth+1 (M,F) = 0 para todo F' € FCP,. Esta clase de R-médulos la denotamos
por (n,d)-Proj. Si d = 0, vamos a referirnos por mdédulos FCP,-proyectivos a los

n,0)- royectivos y denotamos la clase por
( ) ) b p
(nu 0) 'I IOj —J C/ n‘I IOj,

siguiendo una notacién parecida a la usada en para el concepto dual, los R-mdédulos

FPy-inyectivos, estudiados en [5].

Observacién 3.1.2. De la definicion podemos notar lo siguiente.

1. En la Observacién vimos que FCP, C FCP,, siempre que m < n. Entonces si
fijamos d se cumple que (m, d)-Proj C (n,d)-Proj. En particular, para todo d tenemos

que Proj C (n,d)-Proj.

2. La clase FCP,-Proj es el complemento ortogonal a izquierda de FCP,, es decir,
FCP,-Proj = 11 (FCP,) (Ver Definicién . Entonces, por la Observacién m
y por (1) de la Definicién vamos a tener que la clase FCP, genera el par de
cotorsién

(]—"CPn-Proj, (fCPn-Proj)ll) .

Vimos que el dual del Teorema de Eklof y Trlifaj no es verdadero. Tenemos asi el

siguiente problema abierto.

Pregunta 3.1.3. ;Es el par de cotorsion generado por la clase FCP,,
(fCPn—Pro j, (FCP,-Pro j)“)
un par completo?

Zhu en la Proposicién 2.3 de [19] nos muestra que la clase (n,d)-Proj es cerrada por
sumas directas y sumandos directos. A este resultado se le puede agregar la cerradura por

extensiones, obteniendo asi la siguiente proposicién.

Proposicién 3.1.4 (Propiedades de (n,d)-Proj). Sean n,d € N. Entonces, la clase

(n,d)-Proj satisface las siguientes propiedades:

1. (n,d)-Proj es cerrada por sumas directas.
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2. (n,d)-Proj es cerrada por sumandos directos.

3. (n,d)-Proj es cerrada por extensiones.

Demostracion.

1. Sea {M;},.; una familia en (n,d)-Proj. Por la Proposicién [1.3.17| tenemos el siguiente

isomorfismo natural

Extf™ (@ M;, F> = [[Exti™ (M, F).
iel iel
Si F € FCPy, entonces Extk (M;, F) = 0 para todo i € I. Luego,
Extg™ (@ M;, F) =~JJo=o
iel iel

Por lo tanto, al ser F' € FCP,, arbitrario, @, ; M; € (n,d)-Proj.

2. Sean A, B € Mod-R, tales que A @ B € (n,d)-Proj. Nuevamente por la Proposicién
1.3.17] para todo F' € FCP,, tenemos el siguiente isomorfismo natural

0=Exti (Ae B, F) 2 Extt™ (A, F) @ Ext4™ (B, F).

Por lo tanto, Extf;l (A F) = Exth+1 (B,F) =0,y al ser F' € FCP,, arbitrario, se tiene
que Ay B € (n,d)-Proj.

3. Sean A, B € (n,d)-Proj y M € Mod-R una extensién de B por A, es decir, tenemos

una sucesion exacta corta

0 A M » B

~
e

Considere F' € FCP,,. Aplicamos Homp (—, F'), y por la Proposicién [1.3.13| se obtiene

la sucesion exacta
Extt (B, F) —— Ext™ (M, F) —— Ext&™ (A, F).

Como Extﬁé+1 (A F) = Ext%“ (B,F) =0 yaque A, B € (n,d)-Proj, por la exactitud
de la sucesién se tiene que ExthJrl (M, F) = 0. Al ser F € FCP,, arbitrario, entonces
M € (n,d)-Proj.
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El Teorema 5.5 de [5] da una equivalencia entre los anillos n-coherentes y cuando la clase
FPr-Inj es la mitad derecha de un par de cotorsién hereditario. En busca de dualizar ese

resultado obtuvimos el siguiente.

Proposiciéon 3.1.5. Sea n > 1. Considere las siguientes afirmaciones:

1. R es un anillo n-cocoherente.

2. FCP,-Proj = FCPs-Proj.

3. FCP,-Proj = FCP,+1-Proj.

4. La clase FCP,-Proj es cerrada por kérneles de epimorfismos.

5. (fCPn—Proj, (.FCPn—Proj)Ll) es un par de cotorsién hereditario.
Se tienen las implicaciones 1 = 2 = 3 = 4 = 5.
Demostracion.

= (1 = 2) Como R es n-cocoherente tenemos por la Proposicién que FCP, = FCPx,
entonces

FCP,-Proj = 11 (FCP,) = 1! (FCPs) = FCP-Proj.

» (2= 3) A partir de (1) de la Observacién se tiene la siguiente cadena de inclusiones
para d = 0,

FCPo-Proj C ... FCP,-Proj C FCPp4+1-Proj C ... FCP~-Proj,

pero por hipdtesis tenemos que esta cadena colapsa en n. Por lo tanto FCP,,-Proj =

FCPpi1-Proj.

s (3 = 4)Veamos que la clase FCP,-Proj es cerrada por kérneles de epimorfismos. Tome

una sucesion exacta corta

0 A B C 0,

con B,C € FCP,-Proj y sea FF € FCPpy1. Veamos que A € FCP,-Proj =

FCPyp+1-Proj. Si miramos la sucesién exacta resultante de aplicar Hompg (—, F') tenemos

Exth (B, F) —— Exth (A, F) —— Ext% (C, F).
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Es inmediato por (3) que Extk (B, F) = 0. Por otro lado, como F € FCP, 1 por la

Proposicién [2.3.8] tenemos una sucesién exacta corta

0 > F > K > L > 0,

con K colibre de rango finito y L € FCP,. Luego, por (2) de la Proposicién
tenemos el siguiente isomorfismo natural Ext% (C,F) = Exth (C,L). Dado
que C € FCPpy1-Proj = FCP,-Proj y L € FCP,, entonces Ext% (C,F) = 0.
Asi, por la exactitud de la sucesién anterior tenemos que Ex‘c}gL (A, F) = 0, es decir,

A € FCPy+1-Proj.

» (4= 5) Es consecuencia directa de la Proposicién [1.4.12[ y por (2) de la Observacién
0. 1.2)

O]

Para tener una caracterizacién mas completa de anillos n-cocoherentes en términos de
FCP,-Proj nos falta la implicacién 5 = 1. Una limitacién que tenemos si planteamos dualizar
los argumentos de [5] en la demostracién de que R es n-coherente si y solo si FP,-Inj es
cerrada por cokérneles de epimorfismos, es no saber si el dual del Teorema 2.1.10 de [9] es

verdadero.

Si bien no sabemos si en general la clase FCP,-Proj es cerrada por kérneles de epimorfismos
o que esta propiedad de cerradura implique la n-cocoherencia de R, tenemos una propiedad
un poco mas particular cuando tomamos el kernel de un epimorfismo P —» C donde P € Proj
y C € (n,d)-Proj. Esta es la siguiente, y podemos encontrarla en el articulo de Zhu [19] como

la Proposicién 2.4.

Proposicién 3.1.6. Sea P € Mod-R proyectivo y K un submddulo de P. Si P/K €
(n,d)-Proj, entonces K € (n+ 1,d)-Proj.

Demostracion. Considere la sucesién exacta candnica

0 » K > P » PIK —— 0.

Al aplicar Homp (—, F'), con F' € FCP,+1, obtenemos la sucesién exacta

Extt™ (P, F) —— Ext4™ (K, F) — Ext%™? (P/K,F) —— Ext&™ (P, F).
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Como P es proyectivo, Ext‘f;l (PF) =0 = Ext?]‘%Jr2 (P, F). Por lo tanto, tenemos que
Extj,l;l (K,F) = Ext‘f{+2 (P/K,F). Por otro lado, por un argumento similar al usado en
la prueba de la implicacién 3 = 4 de la Proposicién y de la hipétesis que P/K €
(n,d)-Proj, se tiene que EXtC]l%+2 (P/K,F) = 0. Por lo tanto, Ext‘;;l (K,F) = 0, es decir
K € (n+1,d)-Proj. O

3.2. Sucesiones exactas cortas n-copuras

El concepto de copureza puede rastrearse a los trabajos de C. P. Walker en 1963, B.
Stenstrom en 1966 y D. P. Choudhury y K. Tewari en 1979. La nocién que estudiaremos
la presenta Hiremath en 1984 en [I1]. En este articulo demuestra propiedades que relacionan
la copureza con los V-anillos, y ademas muestra propiedades que relacionan las sucesiones
exactas cortas puras con las copuras. Acd nos centraremos en usar este concepto para dar
descripciones y propiedades de la clase (n,d)-Proj y de FCP,-Proj a partir de este tipo de

sucesiones y de su generalizacién, las sucesiones n-copuras.

Definicion 3.2.1. Una sucesion exacta corta en Mod-R

0 A B C 0

es llamada copura si para todo F' € FCP1 se cumple que
0 —— Hompg (C,F) —— Hompg (B,F) —— Hompg (A, F) —— 0

es una sucesion exacta.

Sea A C B y considere la sucesion canénica

0 A B B/A —— 0.

Si la sucesion es copura, diremos que A es submédulo copuro de By que B/A es cociente

copuro de B.

Por medio de las sucesiones exactas copuras, podemos dar la siguiente propiedad de
cerradura para los R-médulos (n, d)-proyectivos, esta la muestra Zhu en la Proposicién 2.5 de

[19].

Proposicién 3.2.2. Sin > d+ 1, la clase (n,d)-Proj es cerrada por cocientes copuros.
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Demostracion. Sea B € (n,d)-Proj y tome A C B tal que la sucesién candnica

0 A2+ B B/A —— 0

es copura. Queremos que E><:tjfgr1 (B/A,F) = 0 para todo F € FCP,. Tenemos la siguiente

sucesion exacta

fo oo fa—1

0 F Co Cus Ju ST RLES N (ENYeA

con Cj colibre de rango finito para todo i = 0,1,...,n.

Definamos L := Q=% (F). Por (2) de la Proposicién [1.3.19| tenemos que
Ext§™ (B/A, F) = Extk (B/A, L)

va que n — d > 1. Entonces, basta con ver que Ext}% (B/A,L) = 0. De la sucesi6n
podemos deducir que L € FCP,_g4, en particular tenemos que L € FCP;. Por hipdtesis
B € (n,d)-Proj, es decir 0 = Extj,l%+1 (B,F) = Extk (B, L). Al aplicar Hompg (—, L) a la

sucesion inicial obtenemos que
e:0 — Homp (B/A, L) — Homp (B, L) - Hompg (A, L) —"~ Extl, (B/A,L) — 0

donde g* es un epimorfismo dado que la sucesién de partida es copura y L € FCP;. Por
la exactitud de la sucesién tenemos que Ker (h) = Im (¢*) = Hompg (A, L). Por lo tanto

0 =Im (h) = Exth (B/A, L), ya que h es un epimorfismo. O

La copureza de las sucesiones exactas cortas viene determinada la exactitud de Hompg (—, F')
cuando F' € FCP;. Podemos generalizar de forma inductiva este concepto al considerar F' un

R-médulo finitamente n-copresentado.

Definicion 3.2.3. Una sucesion exacta corta en Mod-R

0 A B C 0
es llamada n-copura si para todo F' € FCP,, se cumple que
0 —— Hompg (C, F) —— Hompg (B,F) —— Hompg (A, F) —— 0

es una sucesion exacta.
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Sea A C B y considere la sucesion canénica

0 A B BJ/A —— 0.

Si la sucesién es n-copura, diremos que A es submdédulo n-copuro de B y que B/A es

cociente n-copuro de B.

Podemos dar otras descripciones de los médulos FCP,,-proyectivos mediante las sucesiones

n-copuras, como lo muestra Zhu en el Teorema 2.7 de [19].

Teorema 3.2.4. Sea n > 1y M € Mod-R. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

1. M € FCP,-Proj.
2. M es proyectivo con respecto a cualquier sucesién exacta de R-mddulos

€:0 F B C 0

con F' € FCP,, es decir, la sucesién Homp (M, ¢) es exacta.

3. SiE/C € FCP,_1 donde FE es un R-médulo colibre de rango finito y C' es un submédulo
de E, entonces cada R-homomorfismo f : M — E/C se factoriza a través de un
R-homomorfismo de M a FE, esto es, existe un R-homomorfismo h : M — FE tal que

moh = f donde 7 : E — E/C es la proyeccién candnica.
4. Cada sucesién exacta corta de R-mddulos

0 M" M’ M 0

€S n-copura.

5. Existe una sucesién exacta corta de R-mddulos n-copura

0 K P M 0

con P proyectivo.
6. Existe una sucesién exacta corta de R-mddulos n-copura

0 K P M 0

con P € FCP,-Proj.
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Demostracion.

» (1= 2) Tome M € FCP,-Proj y considere una sucesién exacta de R-mddulos

€:0 > I > B » C

~
[e)

con F' € FCP,,. Si le aplicamos Homp (M, —) a la sucesién, por la Proposicién [1.3.13

obtenemos
0 —— Hompg (M, F) —— Hompg (M, B) —— Hompg (M,C) —— Extk (M, F).

Pero por definicién de FCP,-Proj, tenemos que Exth (M,F) = 0. De donde

Homp (M, €) es exacta.

» (2= 3) Supongamos E/C € FCP,_1, donde E es colibre de rango finito y C es un

submédulo de E. En particular, £ € FCPs. A partir de la sucesién exacta candnica

0 yC —— E—"% E/C 0

por (3) del Teorema sabemos que i (C') > min{oo,n} = n. Entonces, C € FCP,,.

Al ser M proyectivo respecto a esta sucesién, se obtiene que
0 — Hompg (M, C) —=— Homp (M, E) —=— Hompg (M, E/C) — 0

es exacta. Tomamos f € Hompg (M,E/C). Al ser m, un epimorfismo, existe h €

Homp (M, E) tal que f =7, (h) :=moh.

» (3= 1) Queremos ver que Extk (M,C) = 0 para todo C' € FCP,,. Por la Proposicién
tenemos la siguiente sucesion exacta corta

0 »yC ——» F —"» E/C 0

con E colibre de rango finito y E/C € FCP,,_1. Al aplicarle Homp (M, —) obtenemos

la siguiente sucesién exacta
0 — Homp (M, C) — Hompg (M, E) = Hompg (M, E/C) — Extk, (M,C) — 0.

Por (3), tenemos que . es un epimorfismo, y Ext} (M, E) = 0 por ser E inyectivo.
Por ser exacta la sucesién, tenemos que Ker (d) = Im (7,) = Hompg (M, E/C'), entonces

0 = Im (d) = Extk (M, C) por ser d un epimorfismo.
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» (1 = 4) Considere la sucesién exacta corta

0 M M’ M 0

con M € FCP,-Proj. Queremos ver que esta sucesiéon es n-copura. Tome entonces

C € FCP,,. Al aplicar Homp (—, C) se obtiene la siguiente sucesién exacta:
0 —— Hompg (M,C) —— Hompg (M',C) —— Hompg (M",C) —— Extk (M,C).

Como M € FCP,-Proj, tenemos que Ext}% (M,C) = 0, por lo cual la sucesién inicial

permanece exacta después de aplicar Hompg (—, C).

» (4=5) Por (1) del Ejemplo [1.4.13] tenemos que Mod-R tiene suficientes proyectivos,

por lo que existe una sucesién exacta corta

0 K P M 0

con P proyectivo, y por hipdtesis esta sucesion es n-copura.
» (5= 6) Es inmediata por (1) de la Observacién esto es, Proj C FCP,-Proj.

» (6 = 1) Tenemos una sucesién n-copura

0 — K ‘P2 s pm— 0

con P € FCP,-Proj. Por definicién de n-copureza sabemos que al aplicarle

Homp (—,C) con C € FCP,
0 — Homp (M, C) -2 Hompg (P,C) — Homp (K, C) - Exth (M,C) — 0

tenemos que i, es un epimorfismo y Ext} (P,C) = 0 ya que P € FCP,-Proj. Por
la exactitud de la sucesién tenemos Ker (d) = Im (ix) = Hompg (K, C'), entonces 0 =

Im (d) = Exth (M, C) por ser d un epimorfismo. Asi, M € FCP,-Proj.

3.3. Dimensioén proyectiva relativa a médulos de tipo cofinito

Teniendo las clases (n,d)-Proj podemos definir la siguiente dimensién homoldgica para

R-modulos.
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Definicién 3.3.1. Dado M € Mod-R, la dimensién (n,d)-proyectiva de M estd definida

por
(n,d)-pdg (M) := inf {k eN: EX‘LII‘%'H“r1 (M,C) = 0 para todo C' € fCPn} :

Si d = 0, la llamaremos dimensién FCP,-proyectiva de M y la denotamos por

FCPp-pd (M) .

Lema 3.3.2. Sea R un anillo n-cocoherente y M un R-médulo. Entonces (n,d)-pd (M) < k
si y solo si Extfr4 (M, C) = 0 para todo C € FCP,,.

Demostracion.

» (=) Razonando por induccién sobre k.

Veamos que la implicacién se cumple para k = 0. Supongamos que (n,d) —pd (M) = 0,

es decir, tenemos que ExthJrl (M,C) = 0 para todo C € FCP,,.

Ahora supongamos que la afirmacién se cumple para k — 1 y que (n,d)-pd (M) < k.
Queremos probar que Ex‘cif%“lJrl (M,C) = 0 para todo C' € FCP,,. Tenemos dos casos,

el primero es (n,d)-pd (M) = k. Si esto pasa, entonces
k = inf {m € N: Ext™ 41 (M, () = 0, para todo C' € fcm} .

En particular, Extlf%ﬂprl (M, C) =0 para todo C € FCP,,, es decir, tenemos (2).

El otro caso es tener que (n,d)-pd (M) < k — 1. Si tomamos C € FCP,, por ser R un
anillo n-cocoherente y por la Proposicién tenemos que C' € FCP,11. Entonces

por la Proposicién tenemos una sucesion exacta corta

0 C E c’ 0,

con E colibre de rango finito y C’ € FCP,,. Mirando la sucesién exacta larga al aplicarle

Hompg (M,-), tenemos
Ext®r (M, C") —— Extbr ™ (M, C) —— Exth ™ (M, F),

donde Ext?d (M,C") = 0 por la hipétesis inductiva y Ext];;rd+1 (M,E) =0 por ser E
inyectivo. Asi, por la exactitud de la sucesién tenemos que Ext’lf;dJrl (M,C) = 0 para

todo C € FCP,,.

» (<) Esta implicacién es inmediata por la definicién de (n,d)-pd (M).



Proyectivos relativos a FCP,, 101

O]

Obtenemos el siguiente corolario de forma inmediata por la demostracién de la proposicion

anterior.

Corolario 3.3.3. Sea R un anillo n-cocoherente y M € (n,d)-Proj. Entonces
Extgi%‘”‘:‘*'1 (M,C) = 0 para todo C € FCP,, y k > 0. En otras palabras, si M € (n,d)-Proj,
entonces M € (n,d + k)-Proj para todo k > 0

Podemos usar este corolario para dar otra cadena de inclusiones para las clases (n, d) -Proj.

Observaciéon 3.3.4. Asi como en (1) de la Observacion tenfamos una cadena de
contenciones al fijar d, cuando el anillo R es n-cocoherente por el Corolario al fijar
n vamos a tener que

(n,d)-Proj C (n,d + k)-Proj

para todo k > 0. De hecho vamos a tener que (n,d)-Proj = (5, (n,d + k)-Proj, teniendo

asi que la clase (n,d)-Proj es resolvente.

En la Proposicién 3.10 de [5] nos muestran que la clase FP,,-Inj es cerrada por submédulos
y cocientes puros. Vimos en la Proposicion la clase (n,d) —Proj es cerrada por cocientes
copuros si n > d + 1. Es natural preguntarse si esta clase también cerrada por submddulos
copuros. Usando la Observacién podemos ver que esto es verdadero cuando el anillo es

n-cocoherente.

Proposicién 3.3.5. Sea d > 0. Si R es un anillo n-cocoherente, entonces la clase (n,d)-Proj

es cerrada por submddulos copuros.

Demostracion. Sea B € (n,d)-Proj y A C B tal que la sucesién canénica

0 y A » B » BJA —— 0

es copura. Como R es n-cocoherente, por la Proposicién tenemos que FCP,, = FCPxo,
en particular, (n,d)-Proj = (oo, d)-Proj. Por la Proposiciéntenemos que (00, d)-Proj
es cerrado por cocientes copuros, es decir, tenemos que B/A € (00,d)-Proj. Veamos que
Ext%™ (4, F) = 0 para todo F € FCPy. Definamos L := Q¢ (F) € FCPo C FCP;. Por
(2) de la Proposicién tenemos que

Ext®™ (A, F) = Exth (A, L) y Ext%™? (B/A, F) = Ext} (B/A, L).
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Si estudiamos la sucesion larga al aplicar Homp (—, L) a la sucesion inicial tenemos la siguiente

sucesion exacta
Exth (B,L) — Exth (A, L) —— Ext% (B/A,L).

Por un lado tenemos 0 = Ext%™ (B, F) = Exth (B, L). Ahora, por la Observacién
tenemos que (00, d)-Proj C (co,d + 1) -Proj, entonces B/A € (00, d + 1)-Proj. Por lo tanto
0= Extﬁl{r2 (B/A,F) = Ext% (B/A, L). Asi, por la exactitud de la sucesién tenemos que
0 = Ext} (A, L) = Ext™ (A, F). O

Comentamos que (2) de la Proposicién |1.3.19 también es valida su versién dual, es decir
tomar una resolucién por proyectivos. Nuevamente, usando el Corolario[3.3.3|podemos cambiar

la resolucién por proyectivos por una resolucién formada por elementos de la clase (n, d) -Proj.

Corolario 3.3.6. Sea R un anillo n-cocoherente y M un R-modulo. Si la sucesion

fr fr—1 o f fo

— Py » M > 0

0 > Pk
es exacta con Py,...,Py,_1 € (n,d)-Proj, entonces Extjé:H€+1 (M,C) = ExthJrl (Py, C) para

todo C € FCP,.

Demostracion. Tomemos la sucesion exacta corta

0 —— Ker (fo) > Py o, p 0

y veamos la sucesion exacta larga resultante al aplicarle Hompg (—, C') con C € FCP,,. Tenemos

la sucesion exacta
Extt™ (P, C) —— Ext&™ (Ker (fo),C) —— Ext& (M, C) —— Ext&™ (R, 0).

Asi, por el Corolario tenemos que Ext?{rk (Py,C) = Extd];;r’“rl (Py,C) = 0. Como la
sucesién es exacta, tenemos que Extcll%HC (Ker (fy),C) = Extcll?j”l€+1 (M, C). Podemos realizar
este proceso para cada sucesién exacta corta 0 — Ker(f;) — P, — Ker(f;—1) — 0 con
i=1,...,k. Por lo tanto Ext%™ (Py,C) = Extt+ 1 (M, C). O

Zhu en el Teorema 2.12 de [19] nos muestra cémo tomando anillos n-cocoherentes, se puede
dar una caracterizacién de la dimensién (n,d)-proyectiva en términos de resoluciones por

R-médulos en la clase (n, d)-Proj.

Teorema 3.3.7. Sea R un anillo n-cocoherente, M € Mod-R y k € N. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
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1. (n,d)-pd (M) <k.
2. E:><t];%+dJrl (M,C) = 0 para todo C € FCP,,.
3. Ext®re (M, C) = 0 para todo C' € FCP, y | € Z+.
4. Si existe una sucesién exacta de R-modulos
0—— P T p I L Py
con Py, Py,...,P;_1 € (n,d)-Proj, entonces P también es (n, d)-proyectivo.
5. Existe una sucesién exacta de R-mddulos
0—— P T p I g o
con Py, Pp,..., P, € (n,d)-Proj.
Demostracion.

= (1< 2) Se obtiene por el Lema [3.3.2]

» (2= 3) Sea C € FCP,. Como R es n-cocoherente, por la Proposicién se tiene que

C € FCPy, es decir, tenemos una sucesién exacta

0 C Ey y Fh FEs >

con E; colibre de rango finito para todo i € N, Observamos que Q7% (C) € FCPy =
FCP, para todo k € N. Por (2) de la Proposicién [1.3.19|y para todo [ > 1 tenemos por

los siguientes isomorfismos naturales

Exthrdt! (M, C) 2 Exthiot! (M, Q-1 (C)) —0,
donde la tltima igualdad la tenemos por hipétesis.
(3 = 2) se obtienen de forma inmediata.

(2 = 4) Supongamos que tenemos una sucesion exacta de R-médulos

0 Pk > Pk;—l > Po M 0,

con Pi_1,...,Py € (n,d)-Proj. Queremos ver que Py también estd en (n,d)-Proj.
Sabemos por hipétesis que Extl]f;dJrl (M,C) = 0 para todo C € FCP,, pero por el

Corolario [3.3.6] tenemos los siguientes isomorfismos naturales
_ Bkt ~ Togpdtl
0 = Extp, (M,C) = Exty™ (P, C),

por lo tanto tenemos que Py € (n,d)-Proj.
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» (4=15) Como Mod-R tiene suficientes proyectivos, existe una sucesién exacta de la

forma

0 Pl g e g Ry 0

donde Py, Pi,...,P;—1 son proyectivos. Como Proj C (n,d)-Proj, se tiene que

Py, Py, ..., Px_1 son (n,d)-proyectivos. Luego, por (4), se tiene que Py € (n,d)-Proj.
» (5 = 2) Por hipétesis tenemos que existe una sucesién exacta

0 Py Piy . Py M 0,

con P; € (n,d)-Proj para todo i = 0,...,k. Nuevamente usando el Corolario m
tenemos

ExtiF+! (M, C) = ExtG™ (P, C) = 0,

donde la tltima igualdad la tenemos porque Py € (n,d)-Proj.

O
Observacién 3.3.8. Dada una clase X C Mod-R y k > 0, definimos la clase
PN M € Mod-R : existe una sucesién exacta
) 0 X, Xyt Xo M 0, con X; € X,Vi=0,....k

Bajo esta notacién y por el resultado anterior, se puede observar que si R es n-cocoherente a

derecha, entonces (n,d + k)-Proj = ((n, d)-Proj), .

3.4. Anillos n-cohereditarios

En 1956, la publicacion “Homological Algebra” de Henri Cartan y Samuel Eilenberg
consolido la terminologia y las herramientas que se utilizan en la teoria moderna de mdédulos.
En este contexto, la dualizacién de resultados sobre médulos proyectivos llevé naturalmente al

estudio de médulos inyectivos y, con ello, a la nocién de anillos hereditarios y cohereditarios.

Definicién 3.4.1. Diremos que un anillo R es n-cohereditario (a derecha) si todo cociente

(n — 1)-copresentado de un R-médulo colibre de rango finito es también inyectivo.

Es decir, si tenemos un epimorfismo f : M — N con M € FCPoNInjy N € FCP,_1,

entonces N € Inj.
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Zhu presenta este concepto en [19], con el nombre de “anillo n-cosemihereditario”, dado que
viene de la generalizacién de los anillos cosemihereditarios. Como una de las motivaciones de
esta tesis es estudiar los conceptos duales a R-médulos finitamente n-presentados, R-mddulos
FPn-inyectivos, anillos n-coherentes y anillos n-hereditarios, pensamos que lo mejor es usar

el término de “anillos n-cohereditarios” para el dual de este ultimo.

El siguiente ejemplo lo presenta Xue en [I7], donde con ayuda de un resultado de Miller,

construye un anillo 1-cohereditario.

Ejemplo 3.4.2. Tomamos F' un cuerpo finito y A un anillo intermedio entre el anillo de
polinomios sobre F', F'[z] y el anillo de series formales sobre F', F'[[x]], que consiste de los

elementos de la forma

> fil@)gi(@),
1=0

donde f; (z),gi(x) € F[z] y gi (x) tiene un inverso en F [[z]] (es decir, el termino constante

de g; (x) es no nulo). Tomemos @ el cuerpo de fracciones de A. Xue nos muestra que el anillo
A
R = @
0 @

Empezamos viendo una forma de saber si un anillo es n-cohereditario por medio de la

es 1-cohereditario.

dimensién inyectiva de los elementos de FCP,,. Este resultado lo obtuvimos dualizando el

Lema 8 de [4].

Proposicién 3.4.3. Para n > 2, un anillo R es n-cohereditario si y solo si, id (M) < 1 para

todo M € FCP,,.

Demostracion.

» (=) Supongamos que R es n-cosemihereditario. Tomemos M € FCP,,. Entonces por la

Proposicion tenemos una sucesion exacta corta

0 M C L » 0,

con C colibre de rango finito y L € FCP,_1. Sabemos que C es inyectivo y finitamente
cogenerado por la Proposicion [2.2.13] y como R es n-cohereditario se tiene que L € Inj.

Asi tenemos una corresolucién por inyectivos para M de longitud 1, es decir, id (M) < 1.
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» (<) Supongamos ahora que id(M) < 1 para todo M € FCP,. Considere un
epimorfismo f: E — N con M € FCPoNInjy N € FCP,_1, y considere la sucesion
exacta corta

0 — Ker (f) E-L4N 0.

Por la Proposicion tenemos que Ker (f) € FCP,, y por hipitesis tenemos ademés
que id (Ker (f)) < 1. Entonces N € Inj, y por lo tanto R es n-cohereditario.

O

Como corolario del Lema 8 de [4], tenemos que si R es n-hereditario, entonces es n-coherente.

El dual de este resultado también es verdadero y es el siguiente.

Corolario 3.4.4. Sea n > 1. Si R es n-cohereditario, entonces también es n-cocoherente.

Demostracion. Sea M € FCP,, y considere una sucesién exacta corta

0 M > C > L > 0,

con C € FCPoNInjy L € FCPy_1. Como R es n-cohereditario, entonces L € Inj. Como
FCPp_1 C FCPy, se tiene que L € FCPy N Inj, o equivalentemente, L es colibre de rango
finito. En particular, L € FCP«, y asi por el Teorema tenemos que p (M) = oo, es
decir, M € FCP«, por lo cual FCP,, = FCP. Por la Proposicién tenemos que R es

n-cocoherente. ]

Vimos en el Corolario que un anillo semilocal y m-cocoherente es n-coherente.
Entonces nos preguntamos si hay una relacion de este tipo para los anillos n-cohereditarios y

n-hereditarios.

Pregunta 3.4.5. ;Sea R un anillo semilocal y n-cohereditario, entonces es n-hereditario?

Con el siguiente lema vamos a tener una igualdad entre la clases de los R-mdédulos inyectivos
y n-copresentados con los R-moédulos n-copresentados y el complemento ortogonal a derecha

de FCP,_1. Este resultado lo presenta Zhu en el Lema 3.4 de [19].

Lema 3.4.6. Sea M € Mod-R finitamente n-copresentado. Entonces M es inyectivo si y
solo si, Ext}% (C, M) = 0 para todo C' € Mod-R tal que C' € FCP,,_;. Escrito de otra forma,
tenemos que

FCP, NInj = FCP, N FCP',.
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Demostracion.

» (=) Si M es inyectivo, entonces por la Proposicién [1.3.14|tenemos que Extk (C, M) = 0,
para todo C' € Mod-R, en particular para C € FCP,,_1.

» (<) Por la Proposicién tenemos una sucesién exacta corta

0 s M FE s N 0

con FE inyectivo finitamente cogenerado y N € FCPy,_1. Por hipétesis tenemos que
Ext} (N, M) = 0. Por la Proposicién [1.3.16] tenemos que la sucesién se escinde, es
decir, M es sumando directo de E, y por (3) de la Proposicién tenemos que M es

inyectivo.
O

Zhu en el Teorema 3.7 de [19] nos muestra el siguiente resultado, el cual nos da equivalencias
entre varios conceptos que presentamos anteriormente, como los son, anillos n-cohereditarios,

dimensién FCP,-proyectiva, propiedades de cerradura para las clases Proj y FCP,-Proj.

Proposiciéon 3.4.7. Para n > 2. Son equivalentes las siguientes afirmaciones.

1. R es un anillo n-cohereditario.
2. FCP,-Proj es cerrada por submodulos.
3. Si NC M con M € Proj, entonces N € FCP,-Proj.

4. ExtQR (M, N) =0 para todo M, N € Mod-R tales que N € FCP,, y M € FCPp_o.

En particular, si cualquiera de la cuatro condiciones anteriores se cumple, se tiene que

FCPp-pd (M) <1 para todo M € Mod-R.
Demostracion.

» (1=2)Sea N C M con M € FCP,-Proj. Tenemos entonces una sucesién exacta corta

0 N >y M L 0.
Vemos la sucesién exacta resultante al aplicarle Homp (—, C') con C € FCP,,, obteniendo

Exth (M,C) —— Exth (N,C) —— Ext% (L,C).
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Como M € FCP,-Proj, entonces Ext}, (M,C) = 0. Por la Proposicién y (3) de
la Proposicién [1.3.22 tenemos que Ext% (L, C) = 0. Asi por la exactitud de la sucesién
tenemos que Ext}, (N, C) = 0 para todo C € FCP,,, es decir, N € FCP,,-Proj.

(2 = 3) Se obtiene de forma inmediata dado que Proj C FCP,-Proj.

(3=1). Tome M € Mod-R. Sabemos que M es imagen epimérfica de un R-médulo P

proyectivo, es decir, tenemos una sucesion exacta corta

f M > 0.

0 —— Ker (f) > P

Por hipétesis tenemos que Ker (f) € FCP,,-Proj. Tomemos C' € FCP,, y estudiemos la

sucesion exacta al aplicarle Homp (—, C'). Obtenemos
Ext} (Ker (f),C) —— Ext% (M,C) —— Ext% (P,C),

donde Extk (Ker (f),C) = Ext% (P,C) = 0 ya que P € Proj y Ker (f) € FCP,-Proj.
Por lo tanto Ext% (M, C) = 0 para todo C € FCP,, es decir, FCP,-pd (M) < 1.

Sea C' € FCP,. Tenemos una sucesion exacta corta

0 » C » B C’ » 0

con E colibre de rango finito y C' € FCP,,_1. Para M € Mod-R, tenemos la sucesién

exacta

Exth (M, E) — Exth (M,C") —— Ext% (M,C),

donde Ex‘c}pL (M, E) = 0 por ser E inyectivo y Ext%% (M,C) = 0 por la parte anterior.
Entonces, Ext} (M, C") = 0, por la Proposicién |1.3.14] tenemos que C’ es inyectivo y asi
id (C') < 1. Por la Proposicién tenemos que R es un anillo n-cohereditario.

(1 =4) Sea N € FCP,,. Tenemos una sucesién exacta corta

0 s N s B N’ 0

con E colibre de rango finito y N’ € FCP,,_1. Por hipétesis R es n-cohereditario, por
la Proposicién tenemos que id (N) < 1, entonces N’ € Inj. Para M € FCP,,_q,

tenemos la sucesién exacta
Exth (M, N') —— Ext% (M,N) —— Ext% (M, E),

donde Ext}, (M,N') = Ext%(M,E) = 0 por N’ y E ser inyectivos. Por lo tanto
Ext% (M,N) = 0 para M € FCP,_2y N € FCP,,.
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» (4= 1) Usaremos la Proposicién es decir, para M finitamente n-copresentado
veremos que id (M) < 1. Por la Proposicién tenemos la siguiente sucesién exacta

corta

0 y M y B N 0,

con E colibre de rango finito y N € FCP,,_;. Por hipétesis tenemos que 0 = Ext% (C, M)
con C € FCP,_3. Pero 0 = Ext% (C, M) = Ext} (C, N). Por el Lema se tiene que
N € Inj, es decir, id (M) < 1.



Conclusiones y trabajos futuros

El objetivo principal de este trabajo era estudiar las propiedades de la clase FCP, y
el algebra homoldgica relativa asociada a ésta. Una forma de guiarnos consistié en tomar
propiedades de los médulos finitamente n-presentados y JFPp-inyectivos, y estudiar las
versiones duales, a saber, los mdédulos finitamente n-copresentados y FCP,-proyectivos. Entre
los resultados que se pudieron dualizar esta la Proposicion la cual nos dice que basta
con saber si la clase FCP,, en Mod-R es gruesa para decir si el anillo R es n-cocoherente.
Se mencioné anteriormente que Couchot en [6] nos muestra que si el anillo es semilocal,
entonces podemos relacionar la clase FP; con la clase FCP; para ¢ = 0, 1. Se pudo demostrar
que esto es verdadero en general para todo n € N. Couchot omite algunos detalles en sus
resultados, entonces parte importante del trabajo realizado consistié en rehacer varias de sus
demostraciones. Tratando de generalizar el Teorema 2 de Couchot en [6], vimos que el funtor
restriccién de escalares tiene propiedades de reflexiéon sobre los mdédulos simples, colibres
de rango finito, y finitamente n-copresentados. Estas propiedades son de gran utilidad para

realizar dicha generalizacion.

Agregamos dos propiedades de cerradura para la clase (n,d)-Proj, la cerradura por
extensiones y por submddulos copuros cuando el anillos es n-cocoherente. Concluimos en la
Proposicion una cadena de implicaciones que relacionan los anillos n-cocoherentes con
los pares de cotorsién hereditarios. Otra propiedad que obtuvimos por medio de dualizar un
resultado conocido es la Proposicién Esta nos dice que basta con conocer la dimensién
inyectiva de todos los R-médulos en FCP,, para saber si R es un anillo n-cohereditario. De esta
proposicién se obtiene el Corolario [3.4.4] el cual nos dice que todo anillo R n-cohereditario,

es n-coherente.

Consideramos que estos resultados son las principales contribuciones de mi trabajo de

investigacién.

Por otro lado, vimos en el desarrollo del trabajo que iban quedando afirmaciones que al
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dualizar, no sabemos si son verdaderas y se plantean como preguntas abiertas. Estas son las

siguientes:

= En la Proposicién vimos que un R-médulo es finitamente cogenerado si y solo si
el zécalo es un submddulo esencial y finitamente cogenerado. jEsta caracterizacién se

cumple si cambiamos finitamente cogenerado por finitamente n-copresentado?

» T. Zhao y M. Pérez en la Proposicién 4.3.6 de [20] muestran que al tener un morfismo
de anillos ¢ : R — S tal que ¢ hace que S sea fielmente plano, entonces, M € FP,, (R)
siy solosi S®@r M € FP,(S). {Nos preguntamos si esto también es verdadero para
M € FCP, (R)?

= Vimos en (2) de la Observacién que la clase FCP,, genera un par de cotorsién.

[ Este par de cotorsion es completo?

s Tenemos en el Corolario [2.4.8 una forma de conectar los anillos n-cocoherentes con los
n-coherentes, bajo la hipdtesis de que R sea un anillo semilocal. ;jEsta hipdtesis sera

suficiente para que un anillo n-cohereditario también sea n-hereditario?

= En la Proposicién [3.3.5 se demostré que si R es n-cocoherente, entonces la clase
(n,d)-Proj es cerrada bajo submdédulos copuros para todo d > 0. Nos preguntamos
si R es m-cocoherente en el caso donde se tiene al menos una clase (n,d)-Proj que
sea cerrada por submddulos copuros, o si estas clases tienen siempre esa propiedad de
cerradura para cualquier d. En particular, jun anillo R es n-cocoherente si y solo si

FCP,-Proj es cerrada bajo submodulos copuros?
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