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Resumen

Las redes neuronales de grafos (GNNs, por su sigla en inglés) se han convertido en
un foco de interés durante los tltimos anos. Las mismas han sido aplicadas exitosamen-
te en problemas de varios dominios, mostrando ser una metodologia particularmente
efectiva en lo que respecta al aprendizaje de representaciones de grafos (GRL). Por su
parte, los Random Dot Product Graphs (RDPG) son un modelo generativo de grafos
muy popular por su simplicidad, interpretabilidad y poder de expresién. El mismo
postula que un grafo puede modelarse considerando que existen posiciones latentes (o
embeddings) para cada nodo y especifica la probabilidad de interconexién entre estos
como el producto interno entre los embeddings asociados. La tarea de estimar estos
embeddings se plantea como un problema de factorizacién de matrices no convexo. Los
Adjacency Spectral Embeddings (ASE) ofrecen una solucién aproximada a este proble-
ma obtenida mediante la descomposicién espectral de la matriz de adyacencia, la cual
si bien goza de garantias estadisticas sélidas puede ser costosa computacionalmente.

El presente trabajo se centra en el uso de GNNs para aprender embeddings simi-
lares a los de ASE. En particular, se propone una nueva arquitectura, denominada
Learned Adjacency Spectral Embeddings (LASE), que utiliza la técnica de Algorithm
Unrolling para modelar el descenso por gradiente (GD) aplicado a ASE. En esta ar-
quitectura, cada iteracién de GD se representa como una capa en una red neuronal,
compuesta por componentes clasicos de las GNNs como las Graph Convolutional Net-
works (GCN) y los mecanismos de Graph Attention (GAT). Los embeddings obtenidos
con LASE muestran ser de una calidad comparable o incluso superior a los obtenidos
mediante otros métodos tradicionales como ser la descomposicion en valores singulares
(SVD). La arquitectura propuesta permite la incorporacién de mecanismos de sparse
attention los cuales reducen significativamente el costo computacional requerido. A su
vez, se introduce una versién generalizada, Generalized LASE (GLASE), que expande
su aplicacién a escenarios con grafos heterofilios. Por su parte, este trabajo propone
el uso de los embeddings obtenidos con LASE como Positional Encodings (PE), que
pueden ser utilizados por ejemplo para alimentar modelos basados en Graph Transfor-
mers (GTs). A su vez, la incorporacién de la informacién estructural que aportan estos
embeddings, permite romper la simetria en las representaciones de los nodos, vencien-
do asi algunas de las limitaciones que presentan las GCNs clésicas. En particular, se
propone la creacién de un médulo basado en LASE que pueda integrarse como parte
de la arquitectura de un modelo més general destinado a tareas especificas, como ser
clasificacién de nodos o prediccién de enlaces. Los experimentos realizados durante
este trabajo consideran grafos homofilios y heterofilios, y buscan validar la efectividad
y adaptabilidad de los modelos en una variedad de escenarios. En particular, se utili-
zan conjuntos de datos sintéticos generados mediante modelos Stochastic Block Model
(SBM), asi como conjuntos datos reales cominmente utilizados en la literatura.
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Capitulo 1

Introduccion

Las redes neuronales de grafos (GNNs, por sus siglas en inglés) se han convertido
en un foco de interés en los tdltimos anos. Las mismas han sido aplicadas a problemas
de numerosos dominios, desde sistemas de recomendacién (RecSys, por sus siglas en
inglés) [54] [25], hasta grafos de conocimientos (KG, por sus siglas en inglés) [26] [57]
y procesamiento de lenguaje natural (NLP, por sus siglas en inglés) [48] |44]. En
particular, han mostrado ser una metodologia efectiva en lo que respecta al aprendizaje
de representaciones de grafos (GRL, por sus siglas en inglés) [23].

La mayoria de las GNNs hacen uso de un mecanismo de pasaje de mensajes o
Neural Message Passing (NMP) donde la representacién de los nodos se construye
mediante la agregacién de informaciéon de vecinos locales. Este tipo de arquitectu-
ra es fundamentalmente estructural, es decir, la representaciéon de los nodos depende
Unicamente de la estructura local del grafo. Como consecuencia, este tipo de GNNs
(MP-GNNSs) fallan en diferenciar dos nodos con la misma estructura local. La equi-
valencia entre el clésico algoritmo de Weisfeiler-Lehman (WL) [55] el cual brinda una
condicion necesaria para determinar si dos grafos son isomorfos y las MP-GNNSs resalta
la incapacidad de este tipo de GNNs para distinguir entre grafos con estructuras lo-
cales idénticas [56]. Una alternativa para abordar este problema consiste en adicionar
senales en cada nodo que permitan romper la simetria, mediante la incorporacién de
Positional Encodings (PE) o Structural Encodings (SE) [50]. Dada su popularidad, es
de particular interés para este trabajo el uso de PE basados en descomposicién espec-
tral de la matriz de adyacencia 33|, asumiendo que la estructura del grafo proviene
de un modelo Random Dot Product Graph (RDPG) [6].

La estimacién de los embeddings de un RDPG suele plantearse como un problema
de factorizacién de matrices no convexo. Los Adjacency Spectral Embeddings (ASE)
ofrecen una solucién aproximada a este problema obtenida mediante la descomposi-
cién espectral de la matriz de adyacencia, la cual, si bien goza de garantias estadisticas
sélidas, puede ser costosa computacionalmente y formalmente resuelve un problema
sustituto. Por su parte, este problema también puede resolverse utilizando algoritmos
de optimizacién iterativos como ser el descenso por gradiente (GD) [17]. Como con-
trapartida, este tipo de soluciones iterativas conllevan a un re-calculo de la solucién
frente a cualquier cambio en el grafo. Esto puede implicar un consumo considerable
de recursos y tiempo, especialmente en grafos de gran tamano o que cambian con fre-
cuencia. A diferencia de trabajos previos, se busca lograr aprender estos embeddings
espectrales mediante el uso de GNNs que permitan transferabilidad entre grafos con
distribuciones similares. La dificultad principal reside en desarrollar una arquitectura
que no dependa exclusivamente de componentes convolucionales, como las GCN, da-



Capitulo 1. Introduccién

do que estas enfrentan obstaculos para realizar la descomposicién espectral en ciertas
configuraciones de grafos, tales como un SBM simétrico. A su vez, se busca lograr una
arquitectura robusta y eficiente en términos computacionales que permita su aplica-
cién sobre grafos de gran porte. La motivacién del presente trabajo puede resumirse
entonces en los siguientes dos puntos:

1. El uso de técnicas de aprendizaje automatico sobre grafos mediante GNNs para
aprender embeddings espectrales similares a los ASE. En particular, se plantea
aplicacién de la técnica de Algorithm Unrolling al algoritmo GD para la obten-
cion de embeddings de grafos RDPG. Esto nos permite ganar generalidad, asi
como mejorar la eficiencia computacional, reduciendo la dependencia cuadrética
de GD a una lineal y asi poder atacar problemas que involucren grafos de mayor
porte.

2. El aprendizaje de embeddings espectrales que puedan ser usados como PE. En
particular, es de interés la creacién de una arquitectura modular que permita
integrarse a otras arquitecturas mas especificas, facilitando el aprendizaje de
estos embeddings como parte de un flujo global end-to-end.

La arquitectura propuesta para la obtencién de estos embeddings se denomind
Learned ASE (LASE). La misma consiste de una red neuronal basada en componentes
clésicos de GNNs: una componente convolucional de grafos (GCN) y una componente
de attention de grafos (GAT). La misma se entrena de forma offline y no supervi-
sada, utilizando muestras de grafos provenientes de una misma distribucién. Durante
la etapa de experimentacién, se utilizaron tanto conjuntos de datos sintéticos gene-
rados mediante modelos Stochastic Block Model (SBM), como conjuntos datos reales
comunmente utilizados en la literatura. A su vez, durante este trabajo, se plantea-
ron ciertas modificaciones de la arquitectura que buscaron potenciar su performance.
Dentro de estas, se encuentra la incorporaciéon de mecanismos de sparse attention que
permiten optimizar los tiempos de inferencia y la escalabilidad del modelo; asi como la
introduccién de una versién generalizada, Generalized LASE (GLASE), que expande
su aplicacion a escenarios con grafos heterofilios. También se exploran configuraciones
que permiten adaptar los modelos a escenarios con informacién faltante o desconoci-
da. Los resultados obtenidos sugieren que los modelos desarrollados permiten ampliar
significativamente la aplicacién del algoritmo GD a grafos de gran tamafo, los cua-
les anteriormente no podian ser procesados eficazmente. Ademas, se ha demostrado
que estos modelos tienen la capacidad de entrenarse en conjuntos de datos relativa-
mente pequenos y generalizar exitosamente a grafos de mayor porte. Los embeddings
obtenidos tanto con LASE como GLASE demostraron capturar de manera eficiente la
informacién estructural del grafo, lo cual permite enriquecer los atributos de los nodos
de un grafo dado. La incorporacién de los mismos como Positional Encodings (PE)
mostré mejorar la performance en ciertas tareas especificas como ser la clasificacién
de nodos en grafos homofilios y la prediccién de enlaces en grafos heterofilios.

El resto de este trabajo se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo 2, se
brinda una introduccién a los fundamentos de los grafos y su relevancia en el apren-
dizaje automdtico para para entender y procesar estructuras de datos complejas y
altamente interconectadas. Se expone una definicién formal de estas estructuras ma-
tematicas y su representacién mediante matrices de adyacencia. Ademds, se discuten
diversos modelos estadisticos para la generacién de grafos, destacando los modelos de
grafos clasicos, como el modelo Erdés-Rényi y Watts-Strogatz, asi como modelos de
posiciones latentes, incluyendo el modelo SBM y el RDPG. Se describen técnicas para
la estimacién de embeddings, como ASE y se mencionan extensiones del modelo RDPG
para adaptarlo a diferentes tipos de estructuras de datos. En el Capitulo 3, se desarrolla
el concepto de GNNs presentando dos formas diferentes de modelar las mismas: me-
diante el método de NMP y desde la perspectiva del Graph Signal Proccessing (GSP)



introduciendo las convoluciones en grafos. A su vez, se presentan las Graph Atten-
tion Networks (GAT) y Graph Transformers (GT), que extienden el modelo cldsico
de Transformers al ambito de los grafos. El Capitulo 4 se dedica al area de Graph
Representation Learning (GRL), que implica el aprendizaje de embeddings en grafos
para codificar eficazmente su informacién estructural. Se discuten técnicas basadas en
factorizaciéon y en métodos de Random Walk Embeddings, ademas de introducen los
Graph Positional Encoders (PE) y Graph Structural Encoders (SE), que codifican la
estructura y la posicién de los nodos dentro del grafo. El Capitulo 5 aborda el marco
de Learning to Optimize (L20), haciendo énfasis en la técnica de Algorithm Unro-
lling, que permite adaptar algoritmos iterativos de optimizacién a arquitecturas de
redes neuronales. En el Capitulo 6, se explora la aplicacién de la técnica de Algorithm
Unrolling al algoritmo GD para obtener embeddings similares a los de ASE, dando
lugar a el modelo Learned ASE (LASE). Se detallan refinamientos en la arquitectura,
presentando una versién generalizada (GLASE) que permite ampliar su aplicacién a
grafos con comportamiento heterofilicos. A su vez, se discute la aplicacién de LASE
como PE en tareas especificas de aprendizaje en grafos, como ser la clasificacién de
nodos y la prediccién de enlaces. El Capitulo 7 se centra en la validacién experimental
de los modelos LASE y GLASE mediante pruebas sobre conjuntos de datos sintéticos
y reales, evaluando su desempefio en diferentes escenarios de aplicacién y estudiando
su capacidad para manejar datos faltantes y reducir el costo computacional mediante
técnicas de sparse attention. Finalmente, en el Capitulo 8 se exponen las conclusio-
nes obtenidas, proporcionando una sintesis de los hallazgos mas relevantes y posibles
trabajos a futuro.
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Capitulo 2

Introduccion a los grafos

Los grafos son una poderosa estructura de datos utilizada en el campo del aprendi-
zaje automatico para representar y analizar relaciones complejas entre elementos. Son
especialmente ttiles cuando se trabaja con datos que tienen una estructura de inter-
conexién, como redes sociales, sistemas de recomendacién, biologfa molecular, andlisis
de textos entre otros.

Un grafo estd compuesto por nodos (también llamados vértices) que representan
entidades, y aristas (también llamadas enlaces) que denotan las relaciones entre nodos.

Definicién 1 (Grafo) Llamamos grafo G(V,E) a un conjunto V de vértices conecta-
dos por un conjunto £ de aristas. Los elementos de £ CV X V son pares de vértices
distintos (u,v) con u,v € V.

Las relaciones entre los nodos pueden tener una direccién especifica (grafos dirigi-
dos) o no (grafos no dirigidos). Los grafos dirigidos se utilizan para modelar relaciones
asimétricas, como relaciones de causa y efecto, flujos de informacién o jerarquias. Mien-
tras que los no dirigidos utilizan para modelar relaciones simétricas, como relaciones
de cercania o interacciones mutuas. A su vez las aristas pueden llevar asociadas pro-
piedades o caracteristicas en forma de pesos. Los grafos con pesos son tutiles cuando
se necesita modelar y analizar relaciones con valores cuantitativos, mientras que los
grafos sin pesos son més simples y se utilizan para modelar relaciones binarias.

Algebraicamente, un grafo puede ser representado a través de una matriz de cone-
xiones la cual se denomina matriz de adyacencia.

Definicién 2 (Matriz de adyacencia) Dado un grafo G(V,E), se define la matriz
de adyacencia a una matriz binaria y simétrica A € RIVIXIVI ¢ que:

Ay = {1,(u7v) €&
07 (uw) ¢ &

Los grafos pueden ser clasificados como homogéneos o heterogéneos. Los grafos
homogéneos son aquellos en los que todos los nodos y todas las aristas pertenecen al
mismo tipo o categoria. Son comunes en problemas donde todos los elementos son del
mismo tipo, como redes sociales donde todos los nodos son usuarios. Los grafos hete-
rogéneos son aquellos en los que los nodos y las aristas pueden pertenecer a diferentes
tipos o categorias. Se utilizan para modelar relaciones entre entidades de diferentes
clases o tipos. Por ejemplo, en una red de peliculas y actores, los nodos de pelicula y
actor serian de tipos diferentes.
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Conexiones entre blogs politicos de Estados Unidos en 2004

Blogs Republicanos e  Blogs Demdcratas ‘

Figura 2.1: Conexiones entre blogs politicos estadounidenses en 2004 etiquetados segln su afiliacién
a uno de los dos grandes partidos de la politica estadounidense: Demécratas y Republicanos. Se
visualiza como los blogs tienden a conectarse con otros dentro de su mismo partido y no tanto
con blogs del partido oposicién.

Por su parte, se definen los conceptos de homofilia y heterofilia. La homofilia refiere
a la tendencia de que nodos similares se conecten entre si. En otras palabras, los nodos
que comparten caracteristicas tienden a estar mas interconectados que aquellos que
difieren en esas caracteristicas. Un ejemplo de esto, es el conjunto de datos PolBlogs
. Se trata de datos de blogs sobre politica estadounidense en un momento cercano a
la eleccién del 2004 en ese pais. Cada nodo del grafo corresponde a un blog, existiendo
una arista del nodo i al nodo j si el blog i tiene un link al blog j. Es por lo tanto
un grafo dirigido, donde cada blog estd etiquetado segin su afiliacién a uno de los
dos grandes partidos de la politica estadounidense: Demdécratas y Republicanos. En
la Figura [2:1] se puede ver claramente como los blogs tienden a conectarse con otros
dentro de su mismo partido y no tanto con blogs del partido oposicién. Por su parte, la
heterofilia refiere el caso opuesto, donde existe una tendencia de que nodos diferentes
(o complementarios) se conecten entre si. Por ejemplo, en la Figura se muestra
un grafo formado a partir de datos de vuelos entre aeropuertos en Europa . Se
trata de un grafo dirigido donde los nodos corresponden a aeropuertos, y una arista
entre el aeropuerto ¢ y el j indica la existencia de una ruta comercial que los une. Los
aeropuertos estan etiquetados segin su nivel de actividad, medida como el niimero
total de despegues y aterrizajes entre enero y noviembre del 2016. Se identifican dos
categorias: hubs y no hubs. En dicha figura, se puede visualizar claramente como los
aeropuertos que tienen mayor nivel de actividad o hubs tienden a conectarse entre si,
mientras que los otros aeropuertos practicamente solo se conectan a los hubs.



2.1. Modelos de grafos aleatorios

Vuelos en Europa entre enero y noviembre del 2016
ﬂt“

+  Aeropuertos hubs
+  Aeropuertos no hubs

—— Rutas
L ]

Figura 2.2: Vuelos comerciales entre aeropuertos de Europa de enero a noviembre del 2016. Los
aeropuertos se clasifican en dos categorias, hubs y no hubs de acuerdo a su nivel de actividad. Se
visualiza como los aeropuertos que tienen mayor nivel de actividad (hubs) tienden a conectarse
entre si, mientras que los otros aeropuertos practicamente solo se conectan a los hubs.

2.1. Modelos de grafos aleatorios

Los modelos de grafos aleatorios son modelos probabilisticos que se utilizan para
generar grafos de manera aleatoria segin cierta distribucién de probabilidad. Estos
modelos son ttiles para estudiar propiedades estadisticas y topolégicas de grafos en
situaciones en las que no se tiene acceso a datos reales, o para comprender mejor cémo
se comportan las redes en situaciones de incertidumbre .

Definicién 3 (Modelo de grafos aleatorios) Un modelo de grafos aleatorios es
una coleccion {Po(G),G € G : 0 € O} donde

= G es el conjunto de grafos posibles bajo el modelo

» Py(.) es la distribucion de probabilidad sobre G

n 0 es el vector de pardametros del modelo

2.1.1. Modelos clasicos

La variante mds comun es el modelo Erdés-Rényi (ER) el cual denotaremos como
ER(n,p). Este modelo genera un grafo no dirigido con n nodos donde existird una
arista (u,v) con probabilidad p independiente del resto.

Definicién 4 (Modelo Erdds-Rényi) Sea A = [A;; € R"*"] la matriz de adyacen-
cia de un grafo generado por el modelo ER, entonces:

Aij ~ Bernoulli(p), p € (0,1), Asj = Aji, Aiw=0
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Grafo Erdos-Rényi ER(n=50, p=0.2) Grafo Watts-Strogatz WS(n=50, k=4, p=0.3)

Figura 2.3: Ejemplos de grafos generados con los modelos Erdés-Rényi (izquierda) y Watts-Strogatz
(derecha).

Otra variante comtinmente utilizada es el modelo Watts-Strogatz (WS). El mismo
se caracteriza por tener una estructura denominada small-world, donde los nodos estan
fuertemente conectados localmente pero atin permiten distancias cortas entre nodos
distantes en la red. Inicialmente, en este modelo se tiene una estructura de anillo donde
cada nodo esta conectado a sus k vecinos més cercanos. Luego se realiza una reconexion
aleatoria, donde cada nodo se reconecta a otro con probabilidad p independiente del
resto. Esto introduce aleatoriedad en el grafo y crea atajos que permiten que los
caminos globales sean efectivamente més cortos. La Figura brinda un ejemplo de
grafos generados por los dos modelos mencionados.

2.1.2. Modelo SBM

El modelo Stochastic Block Model (SBM) es un modelo de clases latentes, donde
la pertenencia a cierta clase (no observada) rige la tendencia de los nodos a conectarse
entre si. Este modelo es utilizado para generar grafos que exhiben estructuras de
comunidad. En el modelo SBM, los nodos de un grafo se dividen en ) comunidades
o bloques distintos, y las conexiones entre nodos se generan de acuerdo a ciertas
probabilidades predefinidas [41].

Definicién 5 (Stochastic Block Model) Dadas @ comunidades C1,...,Cq y tasas
de conexion inter-comunidades Tqr:

= Cada nodo i € V pertenece de manera independiente a Cq con probabilidad oy
tal que
o = [0(1,...,O¢Q}T, 1Ta =1.

» Para cada par i,j €V coni €Cq y j € Cr = (4,5) € £ con probabilidad g, .

Entonces, la matriz de adyacencia de un grafo generado por el modelo SBM A =
[Ai; € R™*"] estard dada por:

Aij|(i € Cq,§ € Cr) ~ Bernoulli(mg,), (2.1)

con p € (0,1), Aj; = Aji y Ay = 0. Una observacién interesante es que el modelo ER
visto anteriormente es un caso particular de un SBM con @ = 1. Por ende, es posible
reinterpretar el modelo SBM como una mezcla de modelos ER para diferentes valores
de @, como se detalla en la Figura 2.4
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SBM-1 SBM-2 SBM-3

=1/3
a=1/2 o =1/

az=1/3

az=1/2 a3 =1/3

0=2

Figura 2.4: Modelo SBM visto como una mezcla de modelos ER para diferentes valores de Q.

2.1.3. Modelo RDPG

El modelo Random Dot Product Graph (RDPG) es un modelo generativo que
asume posiciones latentes (embeddings) para cada nodo en un espacio R?, en el cual
la probabilidad de que exista una arista entre un par de vértices es determinada por
el producto interno entre los embeddings asociados @ En otras palabras, dado X €
R™*? donde n es el nimero de nodos y d la dimensién de cada vector, la matriz
de probabilidad de conexiones P estd dada por P = XX7T. Este modelo tiene la
particularidad de permitir una interpretacién valiosa para los valores propios de la
matriz de adyacencia, permitiendo una comprension geométrica de los mismos como
veremos mas en detalle mas adelante.

Definicién 6 (Modelo Random Dot Product Graph) Considerando el espacio
latente x4 C R? tal que para todo x,y € xa = x'y € [0,1] y una distribucién de
producto interno F : xa — [0,1], el modelo RDPG se define como:

iid
Xy, - XN ~ F,

Aijxi,x; ~ Ber(x; x;),1<i,j<n
donde Aij = Aji Yy Au =0.

El modelo RDPG es un caso especial de modelos de posiciones latentes , donde
Ajjlxi,x; ~ Ber(k(x; x;)), (2.2)

pudiéndose aproximar cualquier (.) con un d lo suficientemente grande . Tanto el
modelo ER, como el modelo SBM pueden ser formulados como un RDPG. Tomando
X; = ,/p Vi se obtiene un grafo ER con probabilidad de conexién p. Mientras que,
un SBM con @ comunidades puede interpretarse considerando que x4 es un conjunto
de @ vectores x1,...,xq tales que g, = Xng y y la funcién de distribucién F es
tal que F(zq) = aq.

En general, los embeddings del modelo RDPG son féciles de interpretar: su médulo
representa la conectividad, mientras que el dngulo indica la afinidad entre nodos. En
la Figura [2.5] se da un claro ejemplo de este comportamiento considerando el conocido
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Figura 2.5: A la izquierda se muestra el grafo correspondiente a “Zachary’s Karate Club” 18| iden-
tificando sus dos comunidades. A la derecha se presentan los embeddings resultantes al modelarlo
como un RDPG. Se observa una clara ortogonalidad entre los dos grupos existentes, en especial
si se observa los embeddings correspondientes administrador del club xg y al instructor x33.

grafo de “Zachary’s Karate Club” [18]. El mismo modela las relaciones entre los 34
miembros de un club de karate en una universidad estadounidense, donde un conflicto
entre el administrador y el instructor produjo una divisién del club en dos grupos. Una
mitad de los miembros establecié un nuevo club mientras que la otra mitad se quedo
en el club original. Esta division es claramente visible en el gréafico de la derecha de la
Figura donde se observa la ortogonalidad entre los embeddings correspondientes
al administrador del club x¢ y al instructor xss.

Extensiones del modelo RDPG

Por definicién, el modelo RDPG asume que la matriz de probabilidad de inter-
conexiones P = XX7T es una matriz semi-definida positiva, y por ende presenta una
limitacion no menor de no poder aplicarse en otro caso. Por esta razén, se propone
una generalizacion del mismo que resuelve dicha limitante permitiendo modelar los
casos donde P tenga valores propios negativos. En dichos casos, se manifiestan com-
portamientos heterofilios, donde los nodos son méas propensos a conectarse con nodos
de una clase diferente a la propia.

El modelo Generalized Random Dot Product Graphs (GRDPG) [47] propone con-
siderar un producto interno indefinido de los embeddings X; y X, definido como
XiTIp,qu donde I, ; es una matriz diagonal compuesta por p valores +1 seguidos por
q valores —1 en su diagonal, siendo p > 1y ¢ > 0 dos enteros que satisfacen p+q = d.
La matriz de probabilidades de conexién estard dada entonces por P = X7, ,X;.

Definicién 7 (Generalized Random Dot Product Graphs) Sea X C R? tal que
xT1, ;v €[0,1] para todo x,y € X y F una distribucion conjunta en X™.

Decimos que el grafo corresponde a un modelo GRDPG si, para una matriz de
posiciones latentes X = [x1,- -+ ,x,] € R™*?, la matriz de adyacencia A cumple que:

Aj|X ~ Ber(x] Ipgx;),
para todo i < j.

Otra limitante del modelo RDPG es que solamente puede representar grafos no
dirigidos, dado que el producto XX7 no puede generar matrices P asimétricas con
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probabilidades distintas de un lado y del otro. En grafos dirigidos, las aristas se definen
como pares ordenados (4,5) con 7,7 € V. Como las aristas (¢,7) y (4,%) son diferentes
también lo pueden ser las probabilidades P;; y Pj;. Para poder extender el mode-
lo RDPG a grafos dirigidos, surge el modelo Directed Random Dot Product Graphs
(DRDPG) [36]. En este, cada nodo ¢ de un grafo dirigido tendrad dos vectores asocia-
dos, denotados por x! y x7, permitiendo que la matriz de probabilidades de conexién
se convierta en una matriz asimétrica tal que:

P =X (X"7. (2.3)

Estimacién de las posiciones latentes

Dada una realizacién de un grafo, se busca encontrar la matriz de embeddings
X € R**4 que mejor aproxime la matriz de adyacencia A. Si bien hace sentido recurrir
a un estimador de méxima verosimilitud (MLE) para determinar los mismos, este
método no escala para un nimero de nodos n grande [6].

Xz = argmaxy H(Xiij)A“ (1 — 2l ;) ™, (2.4)
i<j
Como E[A|X] = P, una alternativa viable es hacer una regresién por minimos cua-
drados (LS, por sus siglas en inglés) de modo que:

X1s € argming prxallA — XX 7. (2.5)

Los Adjacency Spectral Embeddings (ASE) son un método para estimar los embeddings
del modelo RDPG mediante a la descomposicién espectral de la matriz de adyacencia.

Definicién 8 (Adjacency Spectral Embeddings) Sea la descomposicién espectral
de la matriz de adyacencia A = UAUT | donde U = [ui,...,us] es la matriz ortogo-
nal de vectores propios de A y A = diag(\1, ..., ) la matriz diagonal que contiene
los wvalores propios correspondientes tales que A1 > -+ > A

Dado un entero positivo d > 1, el ASE de A en R? estd dado por Xps = UAY?
siendo A = diag(Ai, ..., Aa) la matriz diagonal con los d valores propios mds grandes
en magnitud (considerando su signo) y U= [ui,...,uq] una matriz cuyas columnas
son los vectores propios correspondientes.

La mejor aproximacion de rango d > 1 semi-definida positiva de A esta dada por:
A~ UAU”T = OAV2AY?07 = X sXTs. (2.6)

Dado que el producto interno es invariante a rotaciones, no se tiene una tnica solucién
al problema, siendo el embedding de un RDPG identificable modulo rotaciones.

Por su parte, ASE no tienen en cuenta la diagonal de ceros de la matriz de adya-
cencia A. Por lo que, la formulacién correcta del problema a optimizacién a resolver
estd dada por la siguiente expresién:

X e argminy cpnxa|Mo (A — XXT)H%, (2.7)

donde M es una matriz mascara binaria con ceros en su diagonal y unos en sus otras
entradas: M = 117 — I. Esta formulacién puede resolverse utilizando métodos iterati-
vos como se cubrird més adelante en la Seccién 5.2
La formulacién anterior, a su vez puede extenderse al modelo GRDPG de la si-
guiente forma:
X € argming cgnxal|[M o (A — XTI, . X")||7, (2.8)

11
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donde I, 4 es una matriz diagonal compuesta por p valores 41 seguidos por g valores —1
en su diagonal, tales que p+q = d con d la dimensién del embedding. La incorporacién
del producto interno indefinido XIpquT hace que puedan producirse varias soluciones
de estos embeddings que deriven en la misma solucién (ademds de las previamente
rotaciones). De hecho, de la propia Definicién m se desprende que la distribucién
condicional de A dado X = [x1,...,X,] permanece inalterada si X fuese reemplazado
por X' = [Qx1,...,Qx,], para cualquier matriz Q € {M € R¥¢ . M7T, , M =
I,4}, conocido como el grupo ortogonal indefinido. Por lo tanto, los embeddings de un
GRDPG son identificables hasta tal transformacién [47].

2.2. Resumen del capitulo

En este capitulo se presenté una breve introduccién a los grafos, los cuales son
elementos fundamentales en el campo del aprendizaje automatico para analizar datos
donde las relaciones entre pares de elementos es importante. Se proporcioné una de-
finicién formal de estas estructuras asi como de su representacion algebraica a través
de la matriz de adyacencia.

Por su parte, también se discutieron modelos estadisticos para la generacién de
grafos, como los modelos de grafos aleatorios que generan grafos de manera proba-
bilistica, destacando el modelo Erdos-Rényi y Watts-Strogatz, asi como modelos de
posiciones latentes que determinan la conexién entre nodos basada en su cercania en un
espacio latente, incluyendo el modelo Stochastic Block Model (SBM) y el Random Dot
Product Graph (RDPG). Se introdujeron técnicas para estimar posiciones latentes,
como el Adjacency Spectral Embedding (ASE), que utiliza descomposicién espectral
para ubicar grafos en un espacio euclidiano. Ademds, se mencionaron extensiones del
modelo RDPG para incluir conectividad heterofilica y grafos dirigidos, adaptando el
modelo para representar mejor la diversidad de estructuras de red reales.

12



Capitulo 3

Graph Neural Networks

Los métodos tradicionales para procesar datos y entrenar modelos de aprendizaje
profundo (DL, por sus siglas en inglés) no estdn disefiados para trabajar con grafos,
lo que hace necesaria la creacién de nuevas arquitecturas que permitan lidiar con
estos escenarios. En este contexto, surgen las redes neuronales de grafos o Graph
Neural Networks (GNNs), una arquitectura de redes neuronales profundas utilizadas
para datos estructurados en forma de grafos. La idea principal detrds de las GNNs es
generar representaciones de nodos que consideren tanto la estructura del grafo como
cualquier informacién de caracteristicas disponible. Las caracteristicas o atributos a
nivel de nodo suelen representarse como una matriz X € RIVIX4 donde se asume que
el ordenamiento de los nodos es consistente con el ordenamiento de los mismos en la
matriz de adyacencia A. Las filas de X suelen también interpretarse como senales en
el grafo.

Las GNNs pueden ser modeladas de diversas formas, en particular en este capitu-
lo se hard foco en dos de ellas: el modelo de Neural Message Passing (NMP) y la
interpretaciéon de GNNs como convoluciones sobre grafos.

3.1. Neural Message Passing

El modelo NMP postula que las GNNs emplean una técnica de pasaje de mensajes
mediante la cual los nodos intercambian mensajes expresados como vectores y que se
actualizan utilizando redes neuronales |23]. En cada iteracién de “pasaje de mensa-
jes”de una GNN, se actualiza el vector de embedding oculto hSLk) correspondiente al
nodo u € V de acuerdo a la informacién agregada de los vecinos de u, los cuales se
denotan como N (u). Este proceso puede expresarse de la siguiente forma:

h(**" = UPDATE® (hg‘”, AGGREGATE® ({h" v € N(u)})) (3.1)
_ B (h(0) o (8)
— UPDATE®) (h; ). m N(u)) , (3.2)

donde UPDATE y AGGREGATE son funciones diferenciables arbitrarias (i.e. redes

neuronales) y mﬁ\lﬁ)u ) es el mensaje que es agregado a partir del vecindario de u, N (u).

La Figura[3.1] ejemplifica este proceso, mostrando como la informacién del nodo A se
combina con la informacién agregada de sus vecinos (B, C y D), que a su vez, se basa
en combinar la informacién de cada uno de estos con la de sus respectivos vecinos.
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J

Grafo de entrada

R < UPDATE ¥

AGGREGATE %

(k)
migs,

Figura 3.1: Ejemplo del funcionamiento de un modelo de pasaje de mensajes compuesto por dos
capas. El modelo recopila mensajes de los nodos vecinos al nodo A (B, Cy D), y a su vez, los
mensajes provenientes de estos vecinos se basan en la informacién recopilada de sus respectivos
vecindarios, y asi sucesivamente [23].

En cada iteracién k de la GNN, la funcién AGGREGATE toma como entrada
un conjunto de embeddings ocultos del vecindario de u y genera un mensaje mﬁ\’;zu)
resultante de la agregacién de la informacién de estos. Luego, la funcién UPDATE

. - (k) : . . . (k)
combina el mensaje m N (w) CON el embedding de la iteracién previa h,;,’ del nodo u,

para asi generar el nuevo embedding htY . Rl embedding inicial de u para la iteracién
k = 0, se define como la senal inicial, siendo hém =Xy , Vu € V. Luego de K
iteraciones (o capas) de la GNN, la salida de la capa final puede ser utilizada para
definir los embeddings finales de cada nodo:

z. =h{ Vuev. (3.3)

En cada iteracién, cada nodo agrega informacién de sus vecinos locales. En la me-
dida que estas iteraciones progresan, los embeddings contienen mas y més informacién.
En la primer iteracién (k = 1) cada embedding contiene informacién sobre los nodos
vecinos que se encuentran a 1 salto de distancia. En la segunda iteracién (k = 2), se
agrega informacion sobre los nodos vecinos a 2 saltos de distancia y asi sucesivamente.
En general, luego de k iteraciones cada embedding contiene informacién sobre los no-
dos vecinos a k saltos de distancia. Por lo tanto, estos embeddings codifican dos tipos
de informacién: informacién estructural sobre el grafo e informacién de atributos (o
features) de los propios nodos.

La expresion utiliza funciones abstractas de actualizacién y agregacién. Una
definicién més concreta de las mismas estard dada por la siguiente expresién:

k k+1 k k+1 k k
W =g ( WHYRE + WD §™ plE g pEro ) (3.4)
JEN (u)

(k+1) o g(k) . .
donde Wékﬂ),wgkﬂ) e R? X4 son matrices de pardmetros entrenables, o es

una funcién no lineal punto a punto (tanh, ReLU, etc) y b**+1) ¢ R¥T el sesgo. La
expresion es el equivalente en grafos de un Multi Layer Perceptron (MLP), puesto
a que involucra una serie de operaciones lineales seguidas por una no linealidad. Esta
definicién a nivel de nodo, también puede expresarse a nivel de grafo de la siguiente
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manera:

HO = o (HOWD £ AHOWE), (3.5)

donde H*+Y ¢ R"*? ¢ la matriz de embeddings correspondientes a la capa k + 1y
A es la matriz de adyacencia del grafo.

3.2.  Convoluciones en grafos

Desde la perspectiva del procesamiento de senales, los grafos se utilizan como una
descripciéon matematica de las topologias de redes, mientras que los datos pueden in-
terpretarse como senales transmitidas sobre estos. El drea de procesamiento de senales
en grafos (GSP por su siglas en inglés) tiene como objetivo el procesamiento de estos
datos teniendo en cuenta la estructura de la red subyacente. En GSP se extienden los
conceptos de Transformada de Fourier, convoluciones y filtros para el procesamiento
de sefiales en grafos de modo de tener en cuenta la topologia subyacente.

Las Graph Convolutional Neural Networks (GCNNs) son un tipo particular de
GNN que se basan en realizar convoluciones sobre un grafo para incorporar eficiente-
mente la estructura del mismo en el proceso de aprendizaje. Las mismas consisten en
una concatenacién de capas, en donde se aplica una convolucién seguida por una no
linealidad. Las GCNNs exhiben propiedades interesantes, como ser la equivarianza a
permutaciones, la cual permite explotar simetrias topolégicas en el grafo; y la estabi-
lidad ante permutaciones, que garantiza cierta robustez en la salida frente a pequenos
cambios en la estructura del grafo. Ambos resultados permiten que las GCNNs esca-
len a grafos grandes, asi como transferir el conocimiento adquirido a otros escenarios
similares |16].

Sea el grafo G = (V, £, W), se define la matriz simétrica S € R¥*" conocida como
Graph Shift Operator (GSO), tal que:

(Slij = si; =05si (j,9) ¢ €, j#1i. (3.6)

Los operadores GSO més habituales suelen ser la matriz de adyacencia, el Laplaciano
del grafo y matrices de Markov. Donde, se denomina Laplaciano de un grafo a la matriz
simétrica L € M, xn tal que:

di sit=yj,
-1 si(i,5) €€, (3.7)
0 en otro caso.

siendo d; el grado del nodo i. Mientras que, las matrices de Markov, también conocidas
como matrices estocdsticas, son aquellas matrices n X n cuyas entradas son no negativas
y la suma de los elementos de sus columnas es igual a 1.

Los datos forman una senal en el grafo x € RN , donde la i-ésima entrada [x]; = x;
es el dato correspondiente al nodo i. La senal puede ser desplazada sobre los nodos del
grafo usando el operador S tal que la i-ésima entrada [Sx]; estd dada por:

N

[Sx)i = D [Sliyxs = D sisws (3.8)

j=1 JEN(3)

Esta operacién Sx combina linealmente la informacion contenida en diferentes vecin-
darios. Aplicando S nuevamente se combina la informacién de los vecinos a dos saltos
de distancia, y asi sucesivamente. Teniendo en cuenta esto, la convolucién en grafos se
define como una combinacion lineal de las versiones desplazadas de la senal mediante
S. Dado un conjunto de pardmetros h = [ho,--- ,hg], la convolucién del grafo estd
dada por
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y=H(S)x = hS"x. (3.9)
k=0

Esta definicién a nivel de nodo, también puede expresarse a nivel de grafo de la si-
guiente manera:

K

Y = S*XHy. (3.10)
k=0

La senal contiene un resumen de la informacién de vecindarios a k saltos, donde hg

pondera dicho resumen. Esta operacién es local, dado que S¥x = S(Skilx) que implica

k intercambios de informacién con vecindarios a un salto. La convolucién en el grafo

puede interpretarse entonces como el filtrado de la sefial x con un filtro FIR, H(S),

siendo los pardmetros hi los coeficientes del filtro.

3.2.1. Transformada de Fourier en grafos

Para analizar las convoluciones en grafos en el dominio de la frecuencia, se considera
la descomposicién espectral del operador GSO, S = VAVE  donde V € R*™" ¢s la
matriz ortogonal de vectores propios de S y A € R™*" es la matriz diagonal valores
propios correspondientes ordenados de modo que A\1 < A2 < An.

Asumiendo que S es de rango completo, los vectores propios V; conforman una
base en frecuencia del grafo y pueden ser interpretados como modos de oscilaciéon
del mismo. Mientras que los valores propios \; pueden ser interpretados como las
frecuencias del grafo. Cualquier senal x puede ser expresada en términos estos modos
de oscilacion:

x=Vix (3.11)

La operacion se la conoce como Transformada de Fourier en Grafos (GFT). Cada
entrada X; denota un coeficiente de Fourier asociado a una frecuencia \; y cuantifica
la contribucién del modo V; a la sefial x. La GFT X entonces, es una representacién
de la senal x en el dominio espectral (frecuencia) del grafo, y puede interpretarse como
la proyeccién de x en el espacio de vectores propios. En particular, la GFT de la senal
de salida y de la ecuacién estd dada por:

y=Viy=VIHS)x =) hVs"x. (3.12)
Sustituyendo S por su descomposicién espectral, se obtiene que

K K
y=> mVIVA'VIx = " h Atz = H(A)%, (3.13)
k=0 k=0

donde H(A) es una matriz diagonal cuyos elementos h(\;) estdn dados por la funcién
h: R — R, siendo

h(A) = hidt. (3.14)
k=0

La funcién dada por es la respuesta en frecuencia del filtro H del grafo, la cual
estd determinada tnicamente por los coeficientes h del mismo.

A modo de ejemplo, se considera un ciclo de una senal periédica x, para el cual
se toman n muestras x, como se muestra en la Figura Esto puede reinterpretarse
como considerar un grafo circular dirigido de n nodos, donde cada nodo corresponde
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Figura 3.2: Reinterpretacién de la DFT de una sefial x como la GFT de x considerando un grafo
circular.

a una muestra de la sefial y el instante de tiempo n le sigue al n — 1. La transformada
de Fourier discreta (DFT) de esta sefial equivale a hacer una descomposicién espectral
sobre la matriz de adyacencia del grafo circular y proyectar la sefial sobre el espacio
de vectores propios obtenidos, es decir la GFT de x para dicho grafo.

3.2.2.  Graph Convolutional Neural Networks

El aprendizaje de datos en grafos implica el cdlculo de un mapa de representa-
ciones ®(-) entre los datos x y una representacién objetivo y = ®(x,S). La imagen
de @ se denomina espacio de representaciones y determina el espacio de posibles re-
presentaciones y para un S y x dados. Un ejemplo de mapa de representaciones es la
convolucién en el grafo ®(x;S,H) = H(S)x donde el conjunto % = {h} contiene los
coeficientes del filtro que caracterizan espacio de representaciones.

Para aprender este mapa de representaciones es necesario considerar una funcién
de costo J(.) y un conjunto de datos de entrenamiento 7 = {x1,...,X7}. El mapa
aprendido estard dado por ®(x;S,H") con

H = argminH,]l_ Z J(®(x;S,H)). (3.15)

xeT

Para la funcién de costo J(.), tipicamente se utiliza el error cuadritico medio (MSE)
cuando se tratan problemas de regresién y la funcién Cross Entropy Loss en problemas
de clasificacién. El problema consiste en encontrar los K + 1 coeficientes del filtro que
mejor se ajusten a los datos de entrenamiento, siendo K un hiper-pardmetro a definir.

Utilizar simplemente las convoluciones en grafos presenta como limitante que es-
ta involucra unicamente mapeos lineales. Es posible incrementar la expresividad del
modelo agregando una no-linealidad, dando lugar al concepto de Graph Perceptron.
El mismo consiste en agregar una no linealidad o(.) a la salida de la convolucién del
grafo:

P®(x;S,H) = o(H(S)x) (3.16)
donde H = {h} contiene los coeficientes del filtro. La funcién no lineal o(.) suele ser
una ReLU o alguna de sus variantes. En la Figura[3-3]se muestra una GNN de L capas.
La GNN estard dada entonces por la concatenacién de un numero finito L de capas,
compuestas por una convolucién (operacién lineal) combinada con una operacién no
lineal. La salida de la capa [ se calcula como:

xi =oc(H;(S)xi-1), l=1,..., L. (3.17)
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Figura 3.3: Ejemplo de una GNN de L capas. Cada bloque rojo representa un filtro de grafo
lineal y cada bloque verde representa una no linealidad. La concatenacién de un filtro de grafo
convolucional y una no linealidad forma un Graph Perceptron.

La interpretacién de las GNNs como convoluciones, permite probar algunas pro-
piedades interesantes de las mismas, como ser la equivarianza a permutaciones, asi
como la estabilidad frente a perturbaciones, las cuales se cubren con mayor detalle a
continuacion.

Equivarianza a permutaciones

Las GNNs no se ven afectadas por el orden en el etiquetado de los nodos. Estas
propiedad se la conoce como equivarianza ante permutaciones.

Teorema 1 (Equivarianza a permutaciones) Sea P una matriz de permutacio-
nes y la permutacion de la GSO S = PTsp y del vector de entrada % = PTx. Toda
GNN ®(.) cumple que:

®(x;5,8) =P ®(x;S,H).

Este teorema implica que cualquier reordenamiento de los nodos resulta en un corres-
pondiente reordenamiento en la salida de la GNN, lo que significa que las GNN son
independientes del etiquetado de los nodos . A su vez, esto sugiere que las con-
voluciones en grafos aprovechan simetrias inherentes presentes en la estructura de los
grafos. Si el grafo exhibe miltiples nodos con topologias idénticas en sus vecindarios
(simetrias), entonces el aprendizaje realizado en tales nodos puede ser transferido a
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3.2. Convoluciones en grafos

Figura 3.4: Ejemplo de como la salida de una GCNN es equivariante a las permutaciones del grafo.
Esto significa independencia del etiquetado y demuestra que las GCNN explotan simetrias internas
de la sefial [16)].

cualquier otro nodo con una topologia similar en su vecindario. Esto posibilita que las
GNNs puedan aprender con una menor cantidad de muestras y generalizar de manera
mas efectiva a sefiales localizadas en topologias de vecindarios similares. La Figura
ilustra este comportamiento.

Estabilidad frente a perturbaciones

Las GNNs son estables frente a perturbaciones, propiedad que expresa la robustez
frente a pequetios cambios en la estructura del grafo. Una variacién en la salida debido
a modificaciones en el grafo subyacente se encuentra restringida por la magnitud de la
perturbacién [15]. En particular, es posible probar que las GNNs son estables tanto a
perturbaciones absolutas como relativas. Implicando que la diferencia en la salida esta
acotada linealmente por la distancia entre los GSOs. Esta cota depende tanto del filtro
como del modelo de perturbacién y es universal para todos los grafos con la misma
cantidad de nodos. A continuacién se presentan los siguientes resultados ilustrativos:

Teorema 2 (Estabilidad frente a perturbaciones abAsolutas) Sean S y S GSOs
tal que su distancia de perturbaciones absolutas es d(S,S) < e, entonces los filtros
Lipschitz con constante C cumplen

|H(S) — H(S)||» < C(1+6VN) + ¢

donde § = (||[U — V|2 + 1) — 1 < 8 es el eigenvector misalignment constant entre los
vectores propios V del grafo S y los vectores propios U de la matriz de error E.

Teorema 3 (Estabilidad frente a perturbaciones relativas) Sean S y S GSOs
con distancia relativa d(S,S) < e. Sea ®(.;S,H) una GNN con L capas con todos los
filtros H son integral Lipschitz con constante C. Entonces:

[®(;S,H) — ®(;S,H)| < 2C(1 4 6V N)L||x|le + O(c?)

donde § = (|JU=V||+1)%>—1 es el eigenvector misalignment constant entre los vectores
propios V del grafo S y los vectores propios U de la matriz de error E.

Dichos resultados sugieren que las GNN funcionan eficazmente en situaciones donde
el GSO del grafo original S es desconocido y en su lugar utilizamos una estimacién de
este S. A su vez implica que también pueden ser ttiles cuando la GSO del grafo de
entrenamiento S difiere ligeramente de la del grafo de prueba S, situacion conocida
como transfer learning.
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Capitulo 3. Graph Neural Networks

3.3.  Graph Attention

Una limitacién no menor de las GCNNs es que su capa de agregacién otorga igual
importancia a todos los nodos vecinos, sin tomar en cuenta que algunos podrian ser
més informativos que otros. Una variante para mejorar esta capa de agregacién consiste
aplicar un mecanismo de graph attention [7]. La idea implica asignar pesos a los nodos
vecinos segun su importancia, los cuales se emplean posteriormente para realizar una
agregacion ponderada.

La primer GNN en aplicar este mecanismo fueron las Graph Attention Networks
(GAT) [52], las cuales utilizan coeficientes de attention para definir una suma ponde-
rada de vecinos:

My = Y ushy, (3.18)
vEN (u)

donde «,,,, denota el coeficiente de attention en el vecino v € N(u) cuando se agrega
la informacién en el nodo u. En la implementacion original los coeficientes se definen
como:
S exp(a’ [Wh, @ Wh,])
T Y enw exp(@T [Why & Why])

donde a es un vector de pesos de attention entrenable, W es una matriz de pesos en-
trenables, y @ denota la concatenacién de vectores. La Figura[3.5] detalla el mecanismo
de attention empleado en el modelo GAT.

A su vez es posible adicionar multiples coeficientes de attention lo que se denominan
attention heads, dando lugar a una arquitectura de multi-headed attention. En dicha
configuracién, por cada nodo se computan K coeficientes de attention au, . i, utilizando
capas de independientes. Los mensajes agregados mediante los diferentes coeficientes
son luego transformados y combinados en un paso de agregacién. Usualmente eso
consiste en un proyeccién lineal seguida por una operacién de concatenacion.

(3.19)

myr) = [a1 @ - $ax], (3.20)
ar =Wi > auohe. (3.21)
vEN (u)

3.3.1. Graph Transformers

Las GNN con multi-headed attention se asimilan a la arquitectura de los modelos
de Transformers [51] utilizados en el &mbito del Procesamiento del Lenguaje Natural
(NLP, por sus siglas en inglés). De hecho, la arquitectura del Transformer cldsico es
equivalente a una GNN que recibe un grafo completamente conectado como entrada.
La conexién entre las GNN y los Transformers ha sido explotada en numerosos trabajos
en los dltimos afos. La primera versién de Graph Transformers (GT) aplicada a grafos
homogéneos se basa en dos conceptos claves: la sparcity y la incorporacién de Positional
Encodings (PE) [14].

El primero refiere al uso de un mecanismo de attention més sparse, en lugar del
completamente conectado. En el contexto de NLP, cada oracién es considerada como
un grafo completamente conectado, esto tiene dos motivos. Primero, es dificil encon-
trar conexiones significativas entre las palabras en una oracién. La dependencia de
una palabra en una oracién respecto a otra palabra puede variar segun el contexto, la
perspectiva del usuario y la aplicacién en cuestiéon. Por lo tanto, tiene sentido conectar
cada palabra con todas las demds para aplicar el mecanismo de attention. Segundo, en
el ambito de NLP los grafos basados en oraciones o documentos suelen contener entre
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concat/avg /7~
~ !

i 1

Figura 3.5: A la izquierda se detalla el mecanismo de attention empleado en el modelo GAT.
Mientras que a la derecha se ilustra el mecanismo de multi-headed attention con K=3 sobre el
nodo 1 [52].

Positional @ Laplacian EigVecs as
Encoding : Positional Encoding
127 [
Embedding
T hf
Inputs 7

Figura 3.6: Comparacién de los Positional Encodings (PE) del Transformer original y los propuestos
por Graph Transformer.

decenas y centenas de nodos, haciendo que el mecanismo de attention sea computacio-
nalmente factible. En cambio, en el caso de grafos genéricos, su estructura varia segin
cada aplicacién, pudiendo tener tamanos del orden de los varios millones de nodos.
Esto hace inviable considerar un mecanismo de attention completamente conectado.
Para solventar esto, una estrategia de implementacion consiste en aplicar una mascara
binaria en la capa de attention utilizando la matriz de adyacencia del grafo, asegurando
asi que la informacién se agregue de forma local, inicamente entre nodos conectados
en el grafo. Adn asi, los GT introducen una dependencia cuadratica en el cdlculo, lo
que aumenta la complejidad computacional y los tiempos de ejecucién en comparacion
con las redes GCNNs clésicas.

En cuanto al segundo concepto, el mismo refiere a la extensién del concepto de
Positional Encodings (PEs) utilizados en la arquitectura de Transformers cldsica pa-
ra el contexto de grafos. En NLP, los modelos de Transformers son provistos de PE
para cada palabra, los cuales permiten codificar informacién secuencial entre las mis-
mas. En el contexto de grafos, se propone utilizar representaciones latentes de los
nodos (embeddings) que codifiquen informacién de la posicién de cada nodos dentro
el grafo. En particular, en el disefio original de GT se utilizan Laplacian Positional
Encodings (LapPE) pre-computados, los cuales cubriremos en mayor detalle en el si-
guiente capitulo. Estos PE, se concatenan a la entrada de la red junto a los vectores
de atributos de los nodos, de forma andloga al Transformer clésico. Ver Figura [3.6]
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Figura 3.7: Diagrama de Bloques del modelo Graph Transformer . Los LapPE se agregan a los
embeddings de nodos de entrada previo a pasarlos por la primera capa.

La Figura [3.7] detalla la arquitectura propuesta en el modelo Graph Transformer,
resaltando sus componentes principales: la matriz de LapPE a la entrada, el mecanismo
de multi-head attention restringido a la matriz de adyacencia, la normalizacién por
batch y el médulo Feed Forward Network (FFN). El mecanismo de multi-head attention
se basa en la siguiente expresién:

H
R =0 || OCwh'vERY), (3.22)
k=1
donde

kipl  gekilpl

ARt RKRARL
wfj’l = softmax; QKT (3.23)

vy

y QFL KR VR e REXd 0L € RX? H es el ntimero de attention heads y || denota
la operacién de concatenacion. La salida de la capa de attention hé"'l es luego pasada
por una FFN, seguido por conexiones residuales y capas de normalizaciéon por batch.

3.4. Resumen del capitulo

En este capitulo se brind6 una introduccién detallada a las Graph Neural Networks
(GNNs). En particular, se presentaron dos formas diferentes de modelar las mismas:
Neural Message Passing (NMP) y Graph Convolutional Neural Networks (GCNNs). El
NMP permite definir el intercambio de mensajes entre nodos expresados en forma de
vectores los cuales se actualizan mediante redes neuronales. Por otro lado, las GCNNs
consisten de convoluciones sobre un grafo que permiten incorporar eficientemente la
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3.4. Resumen del capitulo

estructura del mismo en el proceso de aprendizaje. Las mismas exhiben propiedades
interesantes, como ser la equivarianza y estabilidad ante permutaciones.

A su vez, se introdujeron las Graph Attention Networks (GAT), que mejoran la
agregacion de informacién al ponderar la importancia de los nodos vecinos y los Graph
Transformers (GT) como una generalizacién del cldsico modelo de Transformers uti-
lizado en el &mbito del Procesamiento del Lenguaje Natural (NLP).
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Capitulo 4

Graph Representation Learning

El drea de Graph Representation Learning (GRL) busca aprender embeddings de
baja dimensién que codifiquen informacién estructural del grafo. El objetivo es optimi-
zar este mapeo para que las relaciones geométricas en el espacio de embeddings reflejen
la estructura del grafo original. Las representaciones aprendidas pueden utilizarse como
entrada para otras tareas de aprendizaje automético posteriores.

A diferencia de los métodos clésicos vistos en el Capitulo [2] donde se abordaba el
problema como un paso de pre-procesamiento mediante el uso de estadisticas disefiadas
para extraer informacién estructural, el GRL considera este problema como una tarea
de aprendizaje automético en si misma, empleando un enfoque basado en datos para
aprender embeddings que codifican la estructura del grafo [24].

En la mayoria de los casos, este mapeo se realiza de manera no supervisada, ha-
ciendo uso unicamente de la informacién en A y X, sin conocimiento de una tarea
particular de aprendizaje posterior. Sin embargo, también existen enfoques para el
aprendizaje de representaciones supervisadas, donde los modelos utilizan etiquetas de
clasificacién o regresién para optimizar los embeddings.

4.1. Perspectiva Encoder-Decoder

En el marco de GRL, se plantea el uso de dos operaciones: encoder y decoder.
El encoder se encarga de codificar cada nodo del grafo en un embedding de baja
dimensién. El decoder mapea toma la representacién generada por el encoder y la
utiliza para reconstruir la informacién de cada nodo y sus vecinos en el grafo original.

4.1.1. Encoder

Formalmente, el encoder es una funcién que mapea nodos v € V a embeddings

z, € R%. La Figura ilustra este proceso. En el caso més simple, el encoder realiza
la siguiente asignacién:

ENC:V — R%, (4.1)

que implica tomar los identificadores de nodo como entrada y generar un embedding.
Un ejemplo sencillo es el enfoque de shallow embeddings, donde la funcién de mapeo
simplemente hace una bisqueda del identificador de nodo en la matriz de embeddings:

ENC(v) = Z[v], (4.2)

donde Z € RV*? ¢s la matriz que contiene los embeddings de todos los nodos y Z[v]
indica la fila de Z correspondiente al nodo v.
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/T T
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Grafo original Espacio de embeddings

Figura 4.1: llustracién del problema de embeddings de nodos. El objetivo es aprender un encoder
(ENC), que mapea nodos a un espacio de embeddings de baja dimensién. Estos embeddings se
optimizan para que las distancias en el espacio de embeddings reflejen las posiciones relativas de
los nodos en el grafo original.

Otro ejemplo bastante intuitivo, es considerar el modelo RDPG cubierto en la Sec-
cién[2.1.3] En ese caso, la codificacién de un nodo v estard dada por la correspondiente
fila de la matriz X que determina la matriz de probabilidad de conexiones P. Es decir,

ENC(v) = X[v], (4.3)

donde P = XXT y X|[v] corresponde a la fila de X correspondiente al nodo v.

4.1.2. Decoder

El rol del decoder es reconstruir ciertas estadisticas del grafo original a partir de los
embeddings de nodos generados por el encoder. La practica estandar es usar decoders
que buscan predecir la relacién entre pares de nodos (pairwise decoders):

DEC : R? x R* - R*. (4.4)

El objetivo es optimizar el encoder y el decoder para minimizar la pérdida de recons-
truccién tal que:

DEC(ENC(u), ENC(v)) = DEC(2w, ) ~ S[u, v], (4.5)

donde S[u, v] es un medida de similitud entre nodos. Por ejemplo, si buscamos predecir

si dos nodos son vecinos entonces S[u, v] 2 Alu,v]. La Figura resume este proceso.

Volviendo al ejemplo del modelo RDPG, el decoder corresponderd a la operacién
de producto interno entre los embeddings X, la cual permite reconstruir la matriz de
probabilidad de interconexiones P y por ende obtener una aproximacién de la matriz
de adyacencia del grafo.

Una préctica usual para lograr la reconstrucciéon planteada por la ecuaciéon
consiste en minimizar una funcién de costo £ en base a un conjunto de muestras de
entrenamiento D:

L= Y (DEC(zu,2v),S[u,v)), (4.6)

(u,v)eD
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4.2. Métodos basados en factorizacién de matrices

encode node

decode neighborhood '
[ ]

(embg&bding)

Figura 4.2: Resumen del framework encoder-decoder. El encoder mapea el nodo u a un embedding
de baja dimensién z,. Luego, el decoder utiliza z,, para reconstruir la informacién del vecindario
local de u [23].

donde £ : R x R — R es una funcién de pérdida que mide la discrepancia entre la
estimacién resultante del decoder y los valores reales de S[u,v]. La misma dependera
de la definicién del decoder y de la medida de similitud S.

4.2. Métodos basados en factorizacidon de matrices

Dentro de la perspectiva encoder-decoder, existen algunos métodos inspirados en
reduccién de dimensionalidad via factorizacién de matrices de bajo rango (low-rank
matriz factorization), para aprender una aproximacién de baja dimensién de la matriz
de similitud de nodos S.

4.2.1. Método Laplacian eigenmaps

Laplacian eigenmaps (LE) es una técnica inspirada en clustering espectral, donde
se define el decoder basado en la distancia L2 entre los embeddings de nodos:

DEC(Zu,20) = |2 — 20 |)3. (4.7)

La funcién de costo luego pondera los pares de nodos acorde a su similitud en el grafo:

L= > DEC(zu2) - S[u,v], (4.8)

(u,v)eD

siendo D el conjunto de muestras de entrenamiento. La intuicién detras de este método
es penalizar al modelo cuando nodos muy similares tienen embeddings lejanos entre si.

La matriz S se construye de modo que satisface las propiedades de una matriz
Laplaciana (L), haciendo que la solucién éptima que minimiza a la ecuacién esté
dada por los vectores propios correspondientes a los d valores propios mas pequenos
de la matriz L (excluyendo al valor propio cero). Los mismos se obtienen mediante
técnicas de descomposicion espectral donde:

L=I-D ?AD /2 =u"AU, (4.9)

donde L es la matriz Laplaciana del grafo, A es la matriz de adyacencia, D es la matriz
de grados, y A, U son a los valores y vectores propios correspondientes.
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Método Decoder Medida de similitud Funcién de pérdida ¢
Lap. Eigenmaps ||z, — 2.3 general DEC(zy, zy) - S[u, v]
Graph Fact. zl'z, Alu,v] |IDEC(zy, 2,) — S[u, v]||3
GraRep zl'z, Alu,v], -, AP[u,v] IDEC(zy, 2,) — S[u,v]||3
HOPE zl'z, general IDEC(zy, z,) — S[u,v]||3

Tabla 4.1: Resumen de algunos algoritmos de embeddings basados en métodos de factorizacion
de matrices [24].

4.2.2. Método producto interno

Los métodos basados en producto interno definen el decoder como el producto
interno de los embeddings, tal como plantea el modelo RDPG cubierto en la Seccién
2.1.0l

DEC(Zy,2,) = 7, Zy. (4.10)

Estos métodos asumen que la similitud entre nodos es proporcional al producto interno
de sus embeddings. Para la funcién de costo se considera el error cuadratico medio:

L= > |DEC(zu,2.) — S[u,v]]5. (4.11)

(u,v)eD

Existen diferentes variaciones de este método segin cémo se defina S{u,v]. Por
ejemplo, el método Graph Factorization (GF) (5] directamente utiliza la matriz de

adyacencia, S £ A. Mientras que el método GraRep [10] define S basado en potencias
de la matriz de adyacencia. En todos los casos, las funciones de perdida pueden ser
minimizadas utilizando algoritmos de factorizaciéon, como ser la descomposicién en
valores singulares (SVD por sus siglas en inglés).

4.3. Random Walk Embeddings

Los métodos de Random Walk se inspiran en los métodos de producto interno con
la salvedad de que en lugar de utilizar medidas deterministicas de similitud de nodos,
estos utilizan medidas estocdsticas.

En particular, en este enfoque se muestrean un nimero considerable de caminatas
aleatorias de longitud fija comenzando desde cada nodo u. Luego, los embeddings
correspondientes a cada nodo se optimizan de modo que el producto punto o dngulo
entre estos, sea proporcional a la probabilidad de pasar por v en la caminata aleatoria
saliendo desde u. En otras palabras, dos nodos tendran embeddings similares si tienden
a co-ocurrir en caminatas aleatorias (Random Walks) sobre el grafo.

El decoder estard dado segun la siguiente expresién:

T
ezu Zy
DEC(zu,2v) = 7. ® pg,r(v|u), (4.12)
Dkey €7

donde pg,r(v|u) representa la probabilidad de visitar el nodo v en una caminata alea-
toria de largo T' partiendo desde el nodo u. Para la funcién de costo se considera la

Cross-Entropy Loss:
L= Y —log(DEC(zu,2)), (4.13)

u,veD
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4.4, Graph Positional and Structural Encoders

donde D es el conjunto de entrenamiento generado tras muestrear caminatas aleato-
rias empezando desde cada nodo. Dos ejemplos clasicos de este tipo de método son:
DeepWalk |42] y node2vec |22].

4.4. Graph Positional and Structural Encoders

Los Positional (PE) y Structural Encoders (SE) buscan generar embeddings de
nodos que codifiquen ciertas caracteristicas estructurales del grafo. Los PE tienen el
propdsito de dar una nocién de la posicién de cada nodo dentro del grafo. De modo
que, dos nodos que cercanos en el grafo tendran PE similares.

La técnica més utilizada para obtener los PE son los Laplacian eigenmaps (LE)
vistos anteriormente, también referidos como Laplacian Positional Encodings (LapPE):

prPPE — (U, Ujg, -+, U] € R, (4.14)

donde Uj;; son los vectores propios correspondientes a los k valores propios mas pe-
quenos de la matriz L (excluyendo al valor propio cero).

Por su parte, los SE tienen el objetivo de codificar estructuras dentro del grafo,
de manera que dos nodos que se encuentren en una misma estructura tendran SE
similares. Un ejemplo cldsico de SE son los Random Walk SE (RWSE). Este método
define la matriz de Random Walk como:

P=D A, (4.15)

donde A es la matriz de adyacencia y D es la matriz de grados. Cada elemento p;;
corresponde a la probabilidad de transicionar del nodo i al nodo j. Los RWSE se
definen como la probabilidad de volver al mismo nodo luego k pasos de la caminata
aleatoria:

4.5. Estado del arte

En la siguiente seccién se cubre brevemente algunos de los métodos del estado del
arte en lo que respecta a GRL.

451. PowerEmbed

El método PowerEmbed |27|, inspirado en clustering espectral, aplica técnicas de
normalizacién (de capa) para potenciar las cldsicas redes basadas en NMP cubiertas
en el capitulo anterior. La motivaciéon detrds de este método se basa en que las redes
NMP clésicas tienden a perder informacién de sefiales de largo alcance (muchos saltos)
y suelen no funcionar bien en escenarios con grafos heterofilios. A su vez, las NMPs
profundas (muchas capas) suelen sufrir los efectos de over-smoothing o over-squashing,
los cuales se definen en mayor detalle a continuacién.

En las GNNs, las features de los nodos tienden a volverse més similares con el
aumento de la profundidad de la red. Este efecto se conoce como over-smoothing, y se
define como la tendencia de los embeddings de nodo en un modelo GCNN profundo,
de converger al vector propio asociado al valor propio méas grande. Este sélo codifica
informacién sobre componentes conectados y grados, pero tiende a perder la estructura
de comunidad presente en los vectores propios subsiguientes.
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Algoritmo 1 PowerEmbed
Require: Operador de grafo S € R"*" seial X € R"** lista P = [X]

1: Inicializar UJt] = X

2: fort=0:L—-1do

3: Ut + 1] = SU[t] [Message Passing]

4: U[t+1]=[U[t+1)7U[t + 1))~ [Normalizacién]
5:  Concatenar % aP

6: end for

7: return P

Por su parte, el over-squashing refiere a un fenémeno donde las representaciones de
los nodos se vuelven demasiado similares entre si durante el entrenamiento del modelo,
lo que puede resultar en una pérdida de informacién ttil y en una disminucién del
rendimiento del modelo.

Los autores de PowerEmbed muestran que su método puede recuperar los k vec-
tores propios dominantes de la matriz de adyacencia del grafo, lo cual previene el
over-smoothing y es agndstico a la topologia del grafo. A su vez, la combinacién de
features locales y globales en PowerEmbed previene el over-squashing.

Algoritmo PowerEmbed

El mecanismo utilizado por el método PowerEmbed es detallado en el Algoritmo
Este algoritmo estd motivado por el método de las potencias, el cual tras converger
devuelve los k vectores propios dominantes correspondiente a la matriz simétrica S,
asumiendo que la sefial X es de rango completo y que S tiene un eigen-gap, i.e. Ay #
Ak+1, donde Ag denota al k-ésimo valor propio de S (ordenado por magnitud). El paso
de normalizacién asegura la ortogonalidad de la salida en cada iteracién. La tasa de

. | A L . )
convergencia dependerd de “£tL | 1a cual es rdpida siempre y cuando el eigen-gap sea
e

grande, i.e. [Ag| > |Ag+1].

PowerEmbed para clasificaciéon de nodos

Los autores muestran cémo usar PowerEmbed para una tarea supervisada de cla-
sificacién de nodos. En primer instancia, PowerEmbed extrae atributos locales en las
primeras iteraciones e informacién global en las ultimas iteraciones. La informacién
extraida en cada iteracién es luego pasada por un conjunto de capas densas, lo que
denominan Inception Network. Finalmente, se concatena la salida de cada Inception
Network y se utiliza el vector resultante para entrenar un clasificador go. La Figura
[£3] presenta un diagrama de la arquitectura propuesta.

45.2. Efficient ASE

El método Efficient ASE propone utilizar el algoritmo de descenso por gradiente
(GD) de primer orden para la estimacién de embeddings en el modelo RDPG [17].
Recordando la ecuacion , la obtencién de las posiciones latentes en el modelo
RDPG puede formularse como un problema de optimizacién no convexo, donde se
busca resolver:

X € argming cgnxal|[Mo (A — XX7)||7, (4.17)

donde M es una matriz mascara binaria con ceros en su diagonal y unos en sus otras
entradas: M = 117 — 1.
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global spectra
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Figura 4.3: Arquitectura de PowerEmbed utilizado para clasificacién de nodos. El algoritmo produce
una lista de embeddings que contienen desde informacién de atributos locales hasta informacién
espectral global, la cual es luego aprendida de manera conjunta utilizando las Inception Networks
127].

Si bien esta formulacién no es convexa con respecto a X, la funcién objetivo si lo
es con respecto a Z = XX7. Por lo que, para la estimacién de embeddings del modelo
RDPG, si la condicién inicial es cercana a la solucién, entonces el algoritmo converge
linealmente a la solucién X (9] [12].

Estimacién con Descenso por Gradiente

Dada la funcién objetivo f : R™*% — R, f(X) = [|[Mo (A — XX”)||%. La iteracién
del algoritmo descenso por gradiente de primer orden consiste en:

Xt+1 :Xt—an(Xt) 5 t:O,l,...7 (418)

donde a > 0 es el tamafio del paso y V£(X) = 4[M o (XX” — A)]X.

Los autores de Efficient ASE muestran que en la medida que aumenta el nimero
de nodos N, el método de GD propuesto escala mejor que el SVD de ASE tradicional.
A su vez, la incorporacién de la méascara binaria M permite codificar informacién
faltante, indicando las entradas de A que fueron observadas y aquellas entradas que
no son conocidas.

Generalizaciones

La formulacién puede adaptarse para incluir extensiones mas generales del modelo
RDPG, como ser el modelo Generalized RDPG (GRDPG) as{ como el Directed RDPG
(DRDPG). Para el modelo GRDPG se considera la siguiente formulacién:

X € argming cgnxal|[M o (A — XTI, . X"7)||7, (4.19)

donde I, ; es una matriz diagonal compuesta por p valores 41 seguidos por g valores
—1 en su diagonal, tales que p 4+ ¢ = d con d la dimensién del embedding.
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Figura 4.4: Arquitectura propuesta por SAN para la obtencién de los Learned Positional Encodings
(LPE) a partir de eigenfunctions basadas en el Laplaciano del grafo .

Number of features k Number of features k

Mientras que para el modelo DRDPG, la iteracién de GD comprende dos pasos,
uno con respecto al embedding izquierdo X' y otro con respecto al embedding derecho
X". La formulacién del mismo estara dada por la siguiente expresién:

{X!, X"} € argming: xrcpvxa|[Mo (A — X'X"7)| 7. (4.20)

4.5.3. Spectral Attention Network (SAN)

Los autores de Spectral Attention Network (SAN) proponen un método para
aprender Positional Encodings (PE) utilizando técnicas espectrales. Los PE apren-
didos, denominados Learned Positional Encodings (LPE), son utilizados luego en la
entrada de un modelo Graph Transformer (GT).

En particular, este método se basa en el uso de eigenfunctions del Laplaciano del
grafo para aprender las posiciones absolutas y relativas dentro del mismo, permitiendo
medir interacciones entre los nodos y “escuchar” ciertas sub-estructuras. En la arqui-
tectura del Transformer clédsico de NLP, se emplean las funciones seno y coseno para
representar la posicién de una palabra en una secuencia. Sin embargo, en el caso de
los grafos, al no tener una estructura lineal, no se puede definir una nocién de posicién
a lo largo de un eje. Los vectores propios de la matriz Laplaciana del grafo actian
como un equivalente a las funciones seno y coseno, permitiendo representar posiciones
o estructuras en grafos. A su vez, los valores propios del Laplaciano permiten diferen-
ciar diferentes estructuras dentro del grafo, dado que pueden ser interpretados como
frecuencia de resonancia del grafo.

Arquitectura propuesta

La Figura [£.4] presenta la arquitectura propuesta por SAN para obtener los LPEs.
Primero, para cada nodo j, se construye una matriz de embeddings de tamano 2 x
m, mediante la concatenacion del valor propios més pequeno con su correspondiente
vector propio. Luego se aplica una capa lineal en la dimensién de tamafio 2 para
generar nuevos embeddings de tamafio k. Estos embeddings alimentan un Transformer
FEncoder de tamano m X m que computa self-attention. Finalmente se aplica sum-
pooling obteniendo un embeddings de dimensién fija k.

En paralelo a los pasos de LPE, el grafo se convierte a uno completamente co-
nectado. Tanto los atributos de los nodos como de las aristas, se procesan a través de
bloques MLP. La salida de los nodos se concatena a los LPE obtenidos, y finalmente se
ingresa todo al Transformer principal. La Figura 5] ilustra el proceso completo. Para
el Transformer principal se utiliza la arquitectura de GT propuesta en [14] y cuyo
célculo de multi-head attention estd dado por la ecuacion vista en el capitulo
anterior.

Como mejora, se considera un sistema doble attention que considera pesos diferen-
tes de acuerdo a si los nodos se encuentran realmente conectados en el grafo original
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Figura 4.5: Arquitectura propuesta para el modelo SAN junto con los LPEs.

Go, o si sblo se conectan en el grafo fully-connected Gi. Los coeficientes de attention
wfjl de la capa l y la head k se modifican segun la siguiente expresién:

1 <kl L
ke )T - softmax de Wi sii,j € Go
whl = : (4.21)
7 L. softmax (> wol) siijeg
Ty 50 i Wij ] EY1

siendo

Ql,k,lhéoKl,k,lhéOEl,k,leij

si i,j € go
VAVZ"Z = QQ’k*lhéoKﬁléoE2’k'leij o y (4-22)
e sii,j€Gi
donde o denota la multiplicacién punto a punto, Q%! Q%k! KLkl K2k gLEL g2kl ¢
R%*4 y v € RY es un hiperpardmetro que permite controlar el sesgo hacia full atten-
tion.

Aunque el método propuesto en SAN es interesante y novedoso, la afirmacién de los
autores sobre aprender los PE no es completamente precisa. Los embeddings propuestos
como PE implican un pre-célculo de los valores y vectores propios del Laplaciano del
grafo, y por ende no son aprendidos intrinsecamente dentro del modelo.

45.4. GraphGPS

El modelo GraphGPS consiste en una variante del model Graph Transformer
(GT) que se caracteriza por utilizar un mecanismo de attention lineal el cual permite
extender su uso a grafos de mayor porte, asi como asi como la utilizacién de Positional
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(PE) y Structural Encodings (SE) que dan nocién de distancia y de similitud estruc-
tural. Los autores de GraphGPS proponen clasificar los PE y SE en tres categorias:
locales, globales y relativos.

= PE Locales: Permiten que un nodo conozca su posiciéon y rol dentro de un
cluster local de nodos. Un ejemplo de esto podria ser considerar la distancia
entre un nodo y el centroide de un cluster que lo contiene.

= PE Globales: Permiten que un nodo conozca su posicién global dentro de un
grafo. Un ejemplo de esto son los LapPE vistos anteriormente en la Seccién [£:4]

= PE Relativos: Permite que dos nodos entiendan su relacién en distancia o
direccién. Por ejemplo, tomando el gradiente de los vectores propios de la matriz
de adyacencia o Laplaciana del grafo.

s SE Locales: Permiten que un nodo conozca a la sub-estructura que forma parte.
Un ejemplo de esto son los RWSE vistos anteriormente en la Seccién 4.4

= SE Globales: Provee a cada nodo informacién de la estructura global del grafo.
Por ejemplo, podrian considerarse los valores propios de la matriz de adyacencia
o Laplaciana del grafo.

= SE Relativos: Permite que dos nodos entiendan cuan diferentes son sus estruc-
turas. Por ejemplo, tomando el gradiente de un local SE.

Arquitectura propuesta
El modelo GraphGPS consta de tres componentes principales:
1. Un médulo encargado de pre-computar los PE y SE.
2. Un médulo de NMP local
3. Un mecanismo de attention global de orden lineal O(N + E)

En la Figura [£.6] se presenta un diagrama que resume dicha arquitectura. Se utilizan
embeddings pre-computados para los PE y SE, los cuales se pasan luego por bloques
MLP junto con los atributos de nodos y aristas. Las diferentes salidas de los MLP se
concatenan y se pasan por un MLP final, dando lugar a las matrices X' y E!, que
alimentan la capa GPS final. La misma consiste de un hibrido entre una NMP y un
GT, cuya expresion estd dada por las ecuaciones presentadas a continuacién:

X R = GPS(X ES A), (4.23)
X4 ETT = NMPL(XE ES A), (4.24)
X4 = GlobalAttn® (X", (4.25)
X = MLPY(XSF + X5, (4.26)

donde A € RMXN e la matriz de adyacencia del grafo con N nodos y E aristas,
Xt e RV*4 y BY ¢ RF*4 son los vectores de atributos de los nodos y las aristas
respectivamente con dimensién dy, NMPY es una instancia de NMP con atributos de
aristas, GlobalAttn® es el mecanismo de attention global en la capa £ y MLP* cosiste
de un bloque de 2 capas.

Una vez mas, se nota que aunque GraphGPS presenta un enfoque interesante al
incorporar un mecanismo de atencién lineal que permite la extension a grafos de mayor
tamano, los embeddings utilizados como PE requieren el cdlculo explicito de los valores
y vectores propios, ya sea de la matriz de adyacencia o del Laplaciano del grafo.
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4.6. Resumen del capitulo
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Figura 4.6: Arquitectura propuesta para el modelo GraphGPS .

4.0.

En el presente capitulo se introdujo el area de Graph Representation Learning
(GRL) la cual comprende el aprendizaje de embeddings de grafos, con el fin de codificar
de manera efectiva la informacion estructural de estos en un espacio vectorial de baja
dimensién. Estos embeddings pueden ser utilizados posteriormente en diversas tareas de
aprendizaje automético. En particular, se introdujo el uso de dos operaciones béasicas:
encoder y decoder. El primero se encarga de codificar cada nodo del grafo en un
embedding, mientras que el segundo intenta reconstruir la informaciéon de cada nodo
y su vecindad a partir los mismos. Se describieron métodos basados en factorizacién,
como Laplacian Eigenmaps y técnicas de producto interno, que aprenden a replicar
la matriz de similitud de los nodos. También, se exploraron los métodos de Random
Walk Embeddings, que usan caminatas aleatorias para medir la co-ocurrencia de nodos
y optimizar los embeddings de acuerdo con esta informacién estocéastica.

A su vez, el capitulo introdujo el concepto de Graph Positional Encoders (PE) y
Graph Structural Encoders (SE), los cuales implican la generacién de embeddings que
codifican la estructura y la posicién de los nodos dentro dentro del grafo. En particular,
se destacé la importancia del uso de embeddings espectrales para este fin. Finalmente,
se realizé un breve repaso de algunos métodos del estado del arte en lo que respecta
a GRL, incluidos PowerEmbed, Efficient-ASE, Spectral Attention Network (SAN) y
GraphGPS. En particular, los dltimos dos métodos se basan en el uso de PE como
parte fundamental de su arquitectura, utilizando embeddings espectrales que implican
un calculo explicito de los valores y vectores propios, ya sea de la matriz de adyacencia
o del Laplaciano del grafo. PowerEmbed es el inico que propone el aprendizaje de este
tipo de representaciones de forma integral en su arquitectura.

Resumen del capitulo
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Capitulo 5

Learning to Optimize

Los métodos de optimizacién clasicos tipicamente requieren de ajustes manuales de
sus hiperparametros en base a la teoria y en la experiencia de los ejecutores. El marco
Learning to Optimize (L20) surge como una alternativa a los métodos convencionales.
El mismo utiliza redes neuronales y técnicas de aprendizaje profundo con el objetivo de
reducir los ajustes finos en hiperparametros de los métodos de optimizacién, acelerando
y mejorando su implementacién [11].

Mientras que los métodos de optimizacion clasicos suelen construirse usando com-
ponentes bésicos, en pocas lineas de cédigo y respaldados por la teoria, L20 desarrolla
un método de optimizacién via entrenamiento, aprendiendo en base a su performance
en problemas similares. Si bien puede carecer de un respaldo tedrico sélido, su perfor-
mance mejora en el entrenamiento, logrando resultados comparables en calidad con
los obtenidos tras implementar el algoritmo iterativo a convergencia. El proceso de
entrenamiento suele conllevar bastante tiempo y por lo general es ejecutado offiine.
Una vez finalizado el entrenamiento, la aplicacién online es rapida permitiendo aho-
rros significativos de tiempo. La Figura presenta un diagrama comparativo entre
el proceso tipico de los optimizadores clasicos y los aprendidos en el marco de L20O.
Estos tltimos, han mostrado ser extremadamente ttiles y alcanzar resultados incluso
de mejor calidad que los métodos tradicionales, en situaciones donde las soluciones
objetivo son dificiles de obtener, como ser el caso de problemas de optimizacién no

convexos y aplicaciones inverse-problem.
Los modelos L20 pueden clasificarse en dos familias: model-free y model-based. Los

Update
Selected p
Optimizer Update
Classical Learnable Trammg
Op ers > A4 Optimizer OP"mZCCS
New Optimizees H

Learned
Optimizer
New Optmizees J

Online

Trammg Dynamics
Online Offline

(a) Classic Optimizer (b) Learned Optimizer by L20

Figura 5.1: Comparacién de los optimizadores clasicos con respecto a los aprendidos en el marco
L20 [11].
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Algorithm 1

Require: Inicializar X <+ X,
fori=1:Ldo Unrolling X h(;6) —> - h(;0") - h(;6%) — Xt
X h(XL, 6Y) ’—> ! (69

end for
return XF

Figura 5.2: Ejemplo del funcionamiento de Algorithm Unrolling: dado un algoritmo iterativo, cada
iteracién se mapea en una capa de red neuronal. Luego, las capas se concatenan para formar una
red neuronal profunda.

L20 model-free parten de una red neuronal, tipicamente una RNN, la cual entrenan con
el fin de aprender una regla de optimizacién sin necesidad de partir de un resultado
analitico. En cambio los L20 model-based, parten un algoritmo de optimizacién y
relajan ciertas condiciones para entrenar. Un ejemplo de esto es la técnica de Algorithm
Unrolling sobre la cual se profundiza a continuacién.

5.1. Algorithm Unrolling

La técnica de Algorithm Unrolling consiste en adaptar algoritmos iterativos de
optimizaciéon de modo de poder interpretarlos como una arquitectura de redes neuro-
nales |38]. Cada iteracién del algoritmo es representada como una capa de la red, las
cuales se concatenan para formar una red neuronal densa. El forward pass emula la
ejecucién del algoritmo iterativo un nimero finito de iteraciones.

Los parametros del algoritmo son mapeados como pardmetros de la red y son
aprendidos, usando back-propagation, a través de entrenamiento sobre datos reales.
De este modo, la red entrenada puede interpretarse naturalmente como un algoritmo
con parametros optimizados, venciendo la falta de interpretabilidad que suele tener la
mayoria de las redes neuronales convencionales. La Figura m ilustra este proceso.

La red neuronal utilizada a su vez permite ciertas modificaciones que potencian
la performance de este método. Por ejemplo, es posible relajar las condiciones sobre
los pardmetros de la red, de modo que estos no tengan que ser compartidos por las
diferentes capas. Utilizar pardmetros independientes en cada capa permite disminuir
el nimero de iteraciones necesarias para alcanzar la convergencia, ergo el nimero
de capas necesarias en la red, lo cual conlleva a una eficiencia computacional mucho
mas alta en comparacién con el algoritmo de optimizacién original. Por ejemplo, la
aplicacion de Algorithm Unrolling al algoritmo Iterative Shrinkage and Thresholding
Algorithm (ISTA) mejora notoriamente su desempeiio, haciéndolo 20 veces més rédpido
que el algoritmo original [20].

5.1.1. Learned ISTA

La técnica de Algorithm Unrolling fue introducida por primera vez en 2010 con
la motivacién de mejorar la eficiencia computacional en algoritmos de sparse coding
basdndose en redes neuronales y en su entrenamiento end-to-end. En particular, su
primera version se enfocd en cémo mejorar la eficiencia de uno de los algoritmos maés
populares de sparse coding, el ISTA.

Dado un vector y € R™ y una matriz W € R™*™ con m > n, el sparse coding busca
encontrar una representacién sparse (muchas entradas nulas) de y usando W. En otras
palabras, se busca encontrar un vector x € R™ tal que y & Wx, procurando que x
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tenga la mayor cantidad de entradas nulas posibles. Un enfoque clasico para determinar
X consiste en resolver el siguiente problema de optimizacién convexa, conocido como
Lasso:

1
Llasso <_mxfn§||Wx—yH§—|—)\Hx||1, (5.1)

donde A > 0 es un pardmetro de regularizaciéon que controla la sparcity de la solucién.

El algoritmo ISTA puede ser usado para resolver este problema. Cada iteracién del
algoritmo ISTA comprende una operacién lineal seguida por una operacién no-lineal
7x(.), similar a una activacién ReLU, como se desarrolla a continuacién:

T (xF — aWT (WXF — ), (5.2)

donde 7 (x) = sign(x) - max{|x| — A, 0}. Tomando x* como factor comiin, la expresién
(5.2) puede reescribirse de modo que:

e (= aWTW)XF + aWTy). (5.3)
Luego, definiendo W, =1 — aWTWwW y W, = aWT7 se obtiene que:
T (Wex® + Wey). (5.4)

Como puede comprobarse la expresién se asemeja a una capa red neuronal simple.
La concatenacién de estas capas equivale a multiples ejecuciones del algoritmo ISTA.
Dado que los pardmetros son compartidos entre las diferentes capas, la red neuronal
resultante se asemeja a la arquitectura de una RNN.

La red es entrenada sobre conjuntos de datos reales para optimizar los pardame-
tros Wi, W, y A, usando técnicas de aprendizaje basadas en descenso por gradiente
estocéstico. La aplicacién de Algorithm Unrolling al algoritmo de ISTA, se denomina
Learned ISTA (LISTA). La misma puede alcanzar una mayor eficiencia, requiriendo
una cantidad de capas que suelen ser 6rdenes de magnitud menores que el nimero de
iteraciones requerido por el algoritmo original para lograr la convergencia. A su vez es
util cuando W no es conocido.

5.2. Resumen del capitulo

El capitulo se introdujo el marco de Learning to Optimize (L20), una alternativa
a los métodos convencionales de optimizaciéon que hace uso de técnicas de aprendi-
zaje automético para optimizar los hiperpardmetros tradicionalmente ajustados de
forma manual. A diferencia de los métodos de optimizacién clésicos, que se basan
en componentes tedricos bien establecidos, L20 aprende de datos reales mediante un
entrenamiento offline.

En particular se hizo énfasis en la técnica de Algorithm Unrolling, que consiste en
adaptar algoritmos iterativos de optimizacién de modo de poder interpretarlos como
una arquitectura de redes neuronales. Cada iteracién del algoritmo se representa como
una capa de la red, las cuales se concatenan para formar una red neuronal densa.
La red resultante se entrena utilizando datos reales para optimizar los parametros
de estas capas. Esto permite que el algoritmo ajuste sus pardmetros automaticamen-
te, mejorando la eficiencia y reduciendo el niimero de iteraciones necesarias para la
convergencia.
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Capitulo 6

Algorithm Unrolling aplicado a
RDPG ASE

Tal como fue cubierto en la Seccién los embeddings de RDPG se pueden
calcular de manera eficiente y més general mediante un algoritmo iterativo, como ser
el descenso por gradiente (GD). En base a esto, surge la idea de aplicar técnicas del
marco L20 como las que se discutieron en el capitulo anterior. Este capitulo entonces,
se basa en la aplicacién de la técnica de Algorithm Unrolling al algoritmo de GD
aplicado a los ASE del modelo RDPG, y es motivado por los resultados logrados por
Efficient ASE [17]. El objetivo es poder reinterpretar el algoritmo como la arquitectura
de una red neuronal, en particular una GNN, la cual denominaremos Learned ASE
(LASE).

En linea a esto, se comienza por considerar la funcién objetivo f : R®*? — R de
ASE vista en la Seccién [2:1.3] en su versién mds simple:

F(X) = A - XXT3. (6.1)

El algoritmo GD consiste de la siguiente iteracién:
XFH e XF — 4a(XEXFT — A)XE (6.2)
Tomando X* como factor comin y reordenando, la expresién anterior se convierte en:

XFH (14 4aA)X" — 4aXFXFTXE (6.3)

El primer término de la expresién (6.3) corresponde a la operacién de convolucién en
grafos vista en la seccién [3.2} Considerando S = A y un filtro de orden K = 1 con
matrices de coeficientes Ho = I y H; = 4al la expresién (3.10) se convierte en:

K—1
Y = > S"XH, = HoX + AXH, = (I +40A)X, (6.4)
k=0
coincidiendo efectivamente con el primer término de la expresién .

Mientras que el segundo término de la expresién , puede relacionarse con
un tipo de operacién de Graph Transformer conocida como Transformer Convolution
(TransformerConv) [49], con algunas modificaciones leves. La operacién Transformer-
Conv se define a partir de la siguiente expresién:

Y = HoX + BH, X, (6.5)
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GD iterations = LASE stacked layers

A

LASE Layer 1 LASE Layer 2 LASE Layer L

XL

Figura 6.1: llustracién de la arquitectura de LASE. Cada capa consiste en combinar una operacién
GCN con una operacién GAT. Las capas se concatenan de modo de lograr una red neuronal
profunda la cual es equivalente a L iteraciones del algoritmo GD.

donde B = [3;;] es la matriz de coeficientes de attention. Los mismos se calculan como
multi-head dot product attention segin la siguiente expresién:

(6.6)

Bij = softmax (M) .

Vd

Admitiendo una modificacién en la operacién de attention, de modo de no considerar
la funcién no lineal softmax, la matriz de attention estard dada por:

HoX;(H;X;)7 H.XXTHT
Vd Vd
Por otro lado, considerado una matriz de adyacencia de un grafo completamente co-

nectado A = 117 y tomando las matrices de coeficientes Hyo = 0, Hy = Hs =1y
H, = (4a/d)I se obtiene que

Bij (6.7)

TyyT T
Y = HyX + H,XXTH] HyX = (4a/d)XX
Vd Vd

coincidiendo efectivamente con el segundo término de la expresién .

En resumen, es posible reinterpretar cada paso del descenso por gradiente como
una capa de una red neuronal de grafos (GNN) compuesta por dos componentes,
una componente convolucional de grafos (GCN) y una componente de attention de
grafos (GAT) correspondiente a la operacién TransformerConv, como se muestra en
las expresiones a continuacién:

X = 4aXX"X, (6.8)

Xout +— GCN(K =1, A1, X;n) — TransformerConv(Az, X;r), (6.9)

Xout ¢ Xin + AXin Wi — X X7, Xin Wa, (6.10)

donde A; es la matriz de adyacencia del grafo original, A2 = 117 es la matriz de
adyacencia de un grafo completamente conectado, y W1 y W2 las matrices de pesos
a aprender. La concatenacién de estas capas equivale a miltiples ejecuciones del algo-
ritmo GD. La aplicacién de Algorithm Unrolling al algoritmo de GD para la obtencién
de embeddings ASE en el modelo RDPG, la denominaremos Learned ASE (LASE).
Este proceso es ilustrado en detalle por el diagrama de la Figura [6.1}

La red LASE se somete a un entrenamiento no supervisado, donde se utilizan rea-
lizaciones de una distribucién de grafos especifica con el fin de optimizar los pardme-
tros W1 y W2 de modo de minimizar la funcién objetivo mediante técnicas de
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6.1. Refinamientos de la arquitectura

aprendizaje basadas en descenso por gradiente estocdstico. A través de experimentos
detallados en el Capitulo[7] se muestra que el niimero de capas necesario en la red LA-
SE entrenada es de més de un orden de magnitud menor que el nimero de iteraciones
requeridas por el algoritmo GD para lograr la convergencia.

6.1. Refinamientos de la arquitectura

Con el objetivo de mejorar la robustez y performance del modelo LASE propuesto,
se aplicaron ciertos refinamientos sobre la arquitectura del mismo, los cuales se detallan
a continuacién.

Normalizacién por nodo

Para mejorar la estabilidad durante el entrenamiento, se incorporé al modelo LASE
una normalizacién por nodo. La misma consiste basicamente en dividir tanto el término
de la capa GCN como el de la capa GAT por el nimero total de nodos n. Esta
accién ayuda a mantener los valores en una escala equilibrada, mitigando cualquier
inestabilidad que pueda surgir debido a valores grandes, i.e. exploding gradient.

El niimero de nodos se define como un pardmetro de la red, lo que permite cambiar-
lo facilmente durante la etapa de inferencia, de modo de no perder poder de generali-
zacién. La arquitectura de cada capa LASE presentada en se actualiza entonces
seguin la siguiente expresién:

W1

Xout V. in + AX”IT _ in(in)Tin%

(6.11)

Incorporacién de mascara binaria

Por su parte, también se incorpora al modelo LASE una matriz de mascara binaria
M adicional como entrada del mismo. Esta incorporacién no solo permite que el modelo
se adhiera a la formulacién de ASE original en lugar de su versién simplificada
, sino que también permite que el modelo acomode sin problemas escenarios donde
se tengan datos faltantes o no observados. De esta forma se actualiza la expresién
por la siguiente:
Wi Mo xmxm) )X W2 (612)

np np

donde p es la proporcién de aristas respecto al nimero de nodos en la matriz de
méscara M.

X X' 4 (Mo A)X™

Pesos independientes entre capas

Inspirados la técnica de Algorithm Unrolling desarrollada en la seccién [5.1] se
habilita la posibilidad de que el modelo tenga pesos variables W} y W}, a lo largo de
sus L capas, con el objetivo de lograr una mayor expresividad y mejorar la performance
del modelo.

Otros mecanismos de attention

El mecanismo de attention utilizado en el término TransformerConv hace uso de
un grafo completamente conectado, emulando un mecanismo de fully-connected atten-
tion con una dependencia cuadritica dada por el término XX7T. Para obtener una
mayor eficiencia computacional, se exploran algunos mecanismos de sparse attention
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los cuales reducen la dependencia cuadratica a una lineal. Estos mecanismos consisten
en utilizar otro tipos de grafos en el término TransformerConv.

En particular, se consideraron: grafos generados con un modelo Erdés—Rényi con
diferentes niveles de sparcity, grafos generados con un modelo Watts—Strogatz y la
integracién del mecanismo de attention BigBird [35] comtinmente utilizado en Trans-
formers de lenguaje. Con estas consideraciones, el modelo LASE se actualiza de la
siguiente manera:

E _ Mo (MAtt ° (in(Xln)T))X'Ln W2 ,
np1 np1p2

donde M corresponde a la matriz de méscara previamente incorporada, M“4* corres-

ponde a la matriz de méascara de attention del mecanismo elegido, p1 es la proporcién
de aristas respecto al nimero de nodos en la matriz de mascara M, y p2 es la pro-

porcién de aristas respecto al nimero de nodos en la matriz de mascara de attention
Att
LY/

X X" 4 (Mo A)X™ (6.13)

6.2. Generalized RDPG ASE

Con el objetivo de obtener una versién més generalizada del modelo que permita
su aplicacién en escenarios que involucren grafos heterofilios, se procede a aplicar de
Algorithm Unrolling al cédlculo de embeddings utilizando ASE para el modelo Genera-
lized RDPG. Como se detalla en la secciéon el mismo permite capturar patrones
de conectividad heterofilios, adoptando el producto interno indefinido entre las posi-
ciones latentes, mediante a la incorporacién de una matriz diagonal I, compuesta por
p valores +1 seguidos por ¢ valores —1 en su diagonal.

Recordando la funcién objetivo a minimizar para el modelo el GRDPG,

X € argming cpnxal|A — XL, X" ||, (6.14)
el algoritmo GD consistird de la siguiente iteracion:
X XF — avf(XF), k=1,2,....n, (6.15)
siendo « el tamano del paso. Desarrollando la expresiéon anterior se obtiene:
XFH  XF — 40(XPL, X - A)XPL,,, (6.16)
XFH e XF 4+ 40AXMT, , — 4a(XFL, X)X, . (6.17)

Similar al caso LASE, la expresién anterior puede reinterpretarse como una capa
de una red neuronal GNN compuesta por dos componentes. El primero término co-
rresponde a una GCN considerando S = A y un filtro de orden K = 1 con matrices
de coeficientes Hy = I y Hy = 4al, ;. Mientras que el segundo, corresponde a un
TransformerConv, considerado una matriz de adyacencia de un grafo completamente
conectado A = 117, tomando las matrices de coeficientes Hy = 0, H; = H; =1y
H, = (4aVd)I, , y eliminando la no linealidad softmax.

La expresién final estard dada por:

Xout +— GCN(K =1, A1, X;,) — TransformerConv (A2, X;n), (6.18)

Xout ¢ Xin + Ainle - X—ZTLQX’LTLTX-ZTLW2Q7 (619)
donde A; es la matriz de adyacencia del grafo original, Ao = 117 es la matriz de
adyacencia de un grafo completamente conectado, Q =1, ; y y W1 y Wy las matrices
de pesos a aprender. La aplicacién de Algorithm Unrolling al algoritmo de GD para

la obtencién de embeddings ASE en el modelo GRDPG, la denominamos Generalized
LASE (GLASE).
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GLASE Node classifier
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Figura 6.2: Diagrama de la arquitectura del modelo de clasificacién de nodos que utiliza GLASE-PE
pre-entrenados.

6.3. Uso de GLASE como Positional Encodings (PE)

Se propone el uso de los embeddings obtenidos con el modelo GLASE (o LASE)
como Positional Encodings (GLASE-PE) que alimentan ya sea un bloque de Graph
Attention (GAT) o un Graph Transformer (GT). Los GLASE-PE pueden ser pre-
computados realizando un entrenamiento sobre un conjunto de grafos especifico, para
luego ser inyectados como PE en un modelo final utilizado para entrenar tareas mas
especificas. Alternativamente, los GLASE-PE pueden ser incorporados directamente
como parte del modelo final y aprendidos durante el proceso de entrenamiento para la
tarea especifica, obteniendo una arquitectura end-to-end.

A continuacién se presentan en detalle las arquitecturas propuestas para la incor-
poracién de los GLASE-PE en tareas especificas de clasificacién de nodos y prediccién
de enlace.

6.3.1. Clasificacion de nodos

En lo que refiere a tareas de clasificaciéon de nodos se consideran dos posibles arqui-
tecturas. En la primera, los GLASE-PE pre-entrenados y los vectores de atributos de
los nodos pasan por bloques MLP, para luego ser concatenados. El resultado alimenta
un clasificador compuesto por una serie de capas GAT combinadas con BatchNorm
v ReLlU, para luego pasar por una softmax. Como funcién de pérdida se considera la
Cross Entropy Loss.

La segunda consiste en incorporar el modelo GLASE como parte de la arquitectura.
Se utiliza un vector inicial aleatorio a la entrada el cual alimenta al modelo GLASE.
Luego, tanto la salida de GLASE como los vectores de atributos de nodos, pasan por
bloques MLP, para luego ser concatenados. El resto de la arquitectura es andloga a la
anterior. En cuanto a la funcién de pérdida, se considera una combinacién lineal entre
la Cross Entropy Loss y la funcién objetivo de GLASE dada por la ecuacién ,
ponderadas por un factor p:

L = pCrossEntropy(Y,Y) + (1 — p)Mo A — XQX" | 7. (6.20)

Las figuras (6.2)) y (6.3]) muestran el detalle de cada arquitectura respectivamente.

6.3.2. Prediccién de enlaces

En cuanto a las tareas de prediccién de enlace, se considera una arquitectura basada
en el modelo propuesto por Variational Graph Auto-Encoders (VGAE) [29]. La misma
esta compuesta de las siguientes partes:
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GLASE end-to-end Node classifier
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Figura 6.3: Diagrama del modelo de clasificacién compuesto por un bloque GLASE como parte de
la arquitectura end-to-end.
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Figura 6.4: Diagrama de la arquitectura del modelo de prediccién de enlaces basado en VGAE que
utiliza GLASE-PE pre-entrenados.

1. Un médulo encoder, el cual se encarga de generar los embeddings de nodo. Este
suele estar compuesto por un par de capas convolucionales GCN.

2. Un médulo negative sampling, el cual adiciona aristas negativas al grafo, permi-
tiendo reinterpretar la tarea como una clasificaciéon binaria entre aristas positivas
y negativas.

3. Un médulo decoder, el cual ejecuta las predicciones de enlace computando el
producto interno entre los embeddings de los nodos de cada arista (positivas y
negativas), obteniendo asi una probabilidad de existencia de aristas.

La incorporacién de los GLASE-PE a esta arquitectura puede darse de dos ma-
neras. La primera, consiste en pasar los embeddings de GLASE pre-entrenados y los
vectores de atributos de los nodos por bloques MLP y luego concatenar sus salidas. El
resultado es usado como entrada al médulo encoder. A diferencia del VGAE original
que utiliza componentes GCN, este médulo se construye utilizando una serie de capas
Graph Transformer combinadas con BatchNorm y ReLU. El resto de los médulos son
andlogos a los descriptos para VGAE, y se utiliza la Cross Entropy Loss como funcién
de pérdida.

La segunda consiste en incorporar el modelo GLASE como un bloque previo en
la arquitectura y realizar un entrenamiento end-to-end. De forma andloga al caso de
clasificacién de nodos, se utiliza un vector inicial aleatorio a la entrada para alimentar el
modelo GLASE. La salida de este y los vectores de atributos de los nodos son pasados
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Figura 6.5: Diagrama de la arquitectura del modelo de predicciéon de enlaces basado en VGAE
compuesto por un bloque GLASE como parte de la arquitectura end-to-end.

por bloques MLP y luego son concatenados. El resultado se pasa como entrada al
moédulo decoder, el cudl es andlogo al del primer modelo. En cuanto a la funcién de
pérdida se utiliza la misma que en el modelo de clasificacién end-to-end dada por la

ecuacién (6.20)).

6.4. Resumen del capitulo

En este capitulo se detall la aplicacién de la técnica de Algorithm Unrolling al
algoritmo de descenso por gradiente (GD) aplicado a la obtencién de los ASE del
modelo RDPG. La red neuronal resultante basada en Graph Neural Network (GNN)
se le denominé Learned ASE (LASE).

Se describié en detalle el proceso de unrolling de la iteracién del GD y su mapeo
a una GNN compuesta de dos componentes: una componente convolucional de grafos
(GCN) y una componente de attention de grafos (GAT). Por su parte, se abordaron
mejoras arquitectonicas sobre el modelo propuesto incluyendo normalizacién por nodo
y la incorporacién de una matriz de méascara binaria para manejar datos faltantes o
no observados. Ademas, se exploré el uso de pesos independientes entre capas para
mejorar la expresividad del modelo y se investigaron mecanismos de attention mas
eficientes computacionalmente.

Finalmente, se discutié la aplicacién de LASE como Positional Encodings (PE)
que alimentan ya sea un bloque GAT o un Graph Transformer (GT), para luego ser
utilizados en tareas de aprendizaje especificas como ser la clasificacién de nodos o
la prediccién de enlaces. Se proporcionaron ejemplos de arquitecturas que integran
GLASE-PE en configuraciones tanto pre-entrenadas como entrenadas de forma end-
to-end.
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Capitulo 7

Resultados experimentales con

LASE

El presente capitulo se dedica a detallar los experimentos realizados y los resul-
tados alcanzados empleando los modelos LASE y GLASE introducidos en el capitulo
anterior. Para ello, se llevaron a cabo pruebas tanto en conjuntos de datos sintéticos
como en conjuntos reales, buscando validar la efectividad y adaptabilidad de estos
modelos en una variedad de escenarios.

El cédigo correspondiente a la totalidad de experimentos realizados en este trabajo
se encuentra disponible en un repositorio de Github de acceso libre [2].

7.1. Conjuntos de datos sintéticos

Se comenz6 utilizando conjuntos de datos sintéticos de modo de tener un ambiente
de pruebas controlado. Para esto se generaron grafos a partir de diferentes realizaciones
de un modelo SBM, con un cierto nimero de comunidades y distribucién de grados. Se
gener6 un conjunto de 1000 grafos, de los cuales se destinaron 800 para entrenamiento
y 200 para validacién. Se generaron diferentes conjuntos de datos, variando el niimero
de comunidades, el nimero de nodos y su distribucién de grados.

7.1.1. LASE

Se implementé un modelo LASE como el descrito por la expresién haciendo
uso de la biblioteca PyTorch Geometric (PyG) [3]. El mismo est4 compuesto por 5
capas que utilizan pesos distribuidos y normalizacién por nodo. El modelo fue entre-
nado emulando la arquitectura de autoencoder [8|, con el objetivo de minimizar la
funcién objetivo del modelo RDPG presentada en . Salvo que se aclare lo contra-
rio, todos los modelos fueron entrenados usando el optimizador ADAM |[28| provisto
por PyTorch, considerando los siguientes hiperparametros: 300 épocas y una tasa de
aprendizaje de 0,001. A su vez se utilizé un criterio de parada anticipada si la funcién
de pérdida no disminuye durante 10 iteraciones consecutivas.

Como entrada X;,, se utilizaron matrices aleatorias, cuyos elementos son muestras
extraidas de una distribucién uniforme entre 0 y 1. Durante la etapa de inferencia, se
evalu6 el modelo sobre grafos con distribuciones idénticas a las utilizadas en el conjunto
de entrenamiento y entradas X;,, aleatorias. Se buscé poder recuperar con precisién la
matriz P = XX7. A su vez se compard los valores obtenidos para la funcién objetivo en
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Estimaciones de P aplicando diferentes técnicas
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Figura 7.1: Se ilustra las diferentes estimaciones de las matrices P = XX7 obtenidas para los
diferentes métodos evaluados (SVD, CGD y GD Armijo) en comparacién con el modelo LASE de
5 capas, considerando grafos de n = 1000 nodos, con cantidad de comunidades ¢ € [2,3,5] y
dimensién de embedding d = c. Junto a cada titulo se especifica el valor obtenido para la funcién
objetivo.

relacién a otros métodos tradicionales como ser la descomposicién SVD y los algoritmo
Coordinate GD (CGD) y GD clésico con regla de Armijo (GD Armijo) a convergencia
con un criterio de exactitud de 0,001 y un méaximo de iteraciones de 10000. También se
contrastaron los resultados con los obtenidos tras aplicar GD Armijo para 5 iteraciones
(GD-5 Armijo) equivalente a la cantidad de capas utilizadas en LASE.

En los caso analizados se observé que efectivamente el modelo logra reconstruir la
matriz P = XX7 de forma exitosa, logrando alcanzar valores de la funcién objetivo
muy similares a los métodos clasicos. En la medida que se aumenta el nimero de
comunidades, y por ende la dimensién de los embeddings, la aproximacién de la matriz
P comienza a deteriorarse un poco. Aun asi, se logran recuperar exitosamente las
comunidades del modelo SBM utilizado. La Figura[7.]| muestra en detalle las matrices
P resultantes en comparacion otros algoritmos.

Inferencia sobre grafos grandes

Se evalu6 aumentar el nimero de nodos en aproximadamente un orden de mag-
nitud en relacién al nimero de nodos utilizados en las muestras de entrenamiento,
manteniendo el mismo modelo aleatorio. Para todos los casos evaluados se obtuvieron
resultados exitosos, confirmandose asi la capacidad de generalizaciéon del modelo. El
mismo puede ser entrenado sobre muestras pequenas agilizando su entrenamiento sin
perder calidad en inferencia.

En la Tabla[7.1] se compara la pérdida obtenida con los embeddings LASE contra
otros algoritmos tradicionales como ser SVD, CGD y GD Armijo, considerando dife-
rentes numeros de comunidades ¢ y tamafios de grafo n. Los resultados obtenidos con
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7.1. Conjuntos de datos sintéticos

c d n SVD CGD(*) GD(*) GD GD-5 LASE-5

iter
2 2 1000 322.65 322.65 322.65 44 355.85 322.69
3 3 1500 448.73 448.73 448.74 38 518.86 451.45
5 5 1750 632.08 632.08 632.12 22 774.96 686.02
10 10 2750 1014.20 1014.21 1020.49 24 1156.46  1104.09

Tabla 7.1: Se detallan los valores resultantes tras evaluar la funcién objetivo [|[Mo (XX — A)]|2
para diferentes métodos (SVD, Coord GD y GD) en comparacién con el modelo LASE de 5 capas
(LASE-5), considerando grafos de diferente nimero de nodos n, cantidad de comunidades ¢ y
dimensién de embedding d. El (*) implica que los resultados son convergencia. La columna ‘GD
iter’ indica la cantidad de iteraciones requeridas por GD para lograr la convergencia. La columna
‘GD-5' presenta los resultados obtenidos considerando el algoritmo GD acotado a 5 iteraciones.

LASE mostraron ser competitivos respecto a los demads algoritmos tradicionales. A su
vez, se observa que el nimero de iteraciones requeridas por el algoritmo GD tradicional
para llegar a convergencia es hasta un orden de magnitud més que las capas necesarias
por LASE para llegar a resultados similares. Esto confirma que el modelo LASE es
significativamente més eficiente en términos computacionales.

Entrenamiento sobre subgrafos

Con el objetivo de soportar un escenario de entrenamiento més realista, donde
posiblemente solo se tenga acceso a un unico grafo de gran porte del cual se quieran
obtener representaciones latentes, se propone realizar ciertos ajustes al conjunto de
entrenamiento.

Para representar dicho escenario, se parte por generar un grafo con un conteo de
nodos considerable, del orden de los 10 mil nodos. En particular, se considera una tinica
realizacién de un SBM de 3 comunidades (SBM-3) con n = 12000 nodos distribuidos
de forma asimétrica entre comunidades segtin el vector n = [6000, 4000, 2000] y cuya
probabilidad de conexién inter-comunidad estd dada por la siguiente matriz:

0,9 02 01
B= (02 06 02]. (7.1)
01 02 07

Dado que el entrenamiento sobre el grafo completo no es viable computacionalmente,
se propone particionar el mismo en subgrafos tomados aleatoriamente del mismo. Los
subgrafos aleatorios, mantienen la distribucién del grafo original, simplemente poseen
una menor cantidad de nodos, haciendo de este un escenario analogo al primer método
de entrenamiento, donde se entrena con grafos de menor porte para luego inferir en
grafos considerablemente mayores.

Se generaron 1000 muestras de subgrafos con un tamafio del orden de los 600
nodos, lo que representa un 5% del tamano original. Se tomaron 800 subgrafos para
entrenamiento y 200 para validacién. Una vez finalizado el entrenamiento se realizé
la inferencia sobre el grafo original, confirmando la capacidad de LASE de obtener
embeddings que permiten aproximar de forma precisa la matriz P como se muestra en
la Figura (7.2

Esta forma de entrenamiento mediante el uso de subgrafos, posibilita la aplicacién
de LASE en problemas que involucren grafos de dimensiones grandes, los cuales no
suelen ser viables de computar usando algoritmos tradicionales, como ser el GD, debido
a su alto costo computacional consecuencia del término de segundo orden XX7.
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Figura 7.2: Matriz P resultante tras aplicar el modelo LASE de 5 capas (LASE-5) a un grafo SBM-
3 de 12000 nodos en comparacién con la obtenida tras aplicar la descomposiciéon SVD tradicional.
El modelo LASE-5 fue entrenado con subgrafos tomados de forma aleatoria del grafo original.

Comportamiento frente a grafos simétricos

Con el propésito de demostrar la eficiencia de LASE sobre otras arquitecturas GNN
basadas tinicamente en componentes convolucionales (GCN), se examind el escenario
de un grafo SBM simétrico, el cual comparte la misma cantidad de nodos en cada
comunidad y posee una distribucién idéntica de grados. Las GCNs suelen presentar
dificultades para representar estos casos, dado que solamente logran capturar estruc-
turas locales, y no poseen la habilidad de reflejar propiedades globales del grafo .

Para ejemplificar este comportamiento, y compararlo con los resultados de LASE,
se consideraron dos familias de grafos SBM: una simétrica y otra asimétrica. Cada
familia SBM posee 3 comunidades, una distribucién de nodos dada por los vectores
n; = [700, 500, 300] y n2 = [300, 300, 300] respectivamente y probabilidad de conexién
inter-comunidad dadas por:

05 01 03 0,7 01 0,11
B.= |01 09 02| ,B,=1]01 07 01]. (7.2)
03 02 0,7 0,1 01 07

Para obtener los embeddings de nodos se utilizaron dos métodos diferentes. El
primero consistié de entrenar una GNN compuesta de un par de capas convolucionales
TAGConv y una no linealidad tanh. Mientras que para el segundo se utilizé el modelo
LASE con una configuracién de 5 capas, con pesos distribuidos y normalizacién por
nodo.
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Figura 7.3: Comparacién de los resultados obtenidos con un modelo GCN y con LASE-5, conside-
rando los casos SBM asimétrico y simétrico. Se observa como el modelo GCN falla en recuperar la
matriz P para el caso simétrico, frente al modelo LASE que si la logra recuperar completamente.

En la primer familia de grafos SBM, asimétrica, se observa que los embeddings
generados por ambos métodos permiten recuperar correctamente la matriz de pro-
babilidades de interconexién P. En cambio, cuando se considera la segunda familia
de grafos SBM con distribucién simétrica, solamente LASE es capaz de reconstruir la
misma. Se atribuye este comportamiento al caracter local de los componentes convolu-
cionales GCN. Particularmente en los casos simétricos, la red no logra diferenciar entre
las comunidades vecinas dado que estas presentan exactamente la misma distribucién.
El modelo LASE en cambio, ademaés de la componente convolucional GCN, posee una
componente de attention GAT. Esta componente es clave en el proceso de capturar
propiedades globales y asi poder diferenciar efectivamente las comunidades en el caso
simétrico. En la Figura [7.3] se presentan las matrices P resultantes para cada caso.

La incapacidad de las GCN de funcionar correctamente en casos simétricos puede
justificarse analizando el problema en el dominio espectral (frecuencia). Para lo cual,
se analizan los vectores propios asociados a los tres valores propios dominantes. La
Figura [7.4] ilustra los vectores propios obtenidos para ambas configuraciones, SBM
simétrico y asimétrico. En particular, se puede visualizar que para el caso simétrico,
el primer vector propio resulta en una constante que no permite diferenciar entre las
tres comunidades del grafo, mientras que el segundo y tercer vector propio si aportan
suficiente informacién para separar las mismas.

En el dominio espectral, el equivalente de pasar una sefial x por una capa GCN
es considerar la Graph Fourier Transform (GFT) de la sefal. Tal cual se detalld la
Seccién [3:2.1) la GFT se define como la proyeccién de una sefial x en el espacio de
vectores propios del operador GSO S. Es decir, dado S = VAVT:

CFT(x) =x=V'x. (7.3)
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Caso SBM-3 asimétrico
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Figura 7.4: Comparacién de los vectores propios dominantes asociados a realizaciones de un modelo
SBM de 3 comunidades con distribucién simétrica y asimétrica.
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Figura 7.5: Comparacién de las Graph Fourier Transform (GFT) obtenidas en los tres vectores
propios dominantes para los casos SBM-3 simétrico y asimétrico considerando una sefial anénima
X.

Entonces, si se considera una senal anénima x, como ser un vector constante cuyas
entradas son todas unos, y tomando S = A como operador GSO en ambos escenarios,
se puede observar que en particular para el caso simétrico, las GFT de los vectores
propios 2 y 3 se van a cero (ver Figura. Como estos son los tinicos que aportan in-
formacién suficiente para distinguir las comunidades, queda demostrada la incapacidad
de las GCN frente a este tipo de escenario.

7.1.2. GLASE

Dentro de los experimentos realizados, también se evalué la performance de la
versién generalizada del modelo (GLASE), la cual nos habilita a modelar grafos hete-
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rofilios. Como se detalla en la Seccién la misma incorpora una matriz diagonal Q
la cual se utiliza para definir el producto interno indefinido XQX. Para obtener esta
matriz, es necesario primero calcular los d valores propios dominantes (en magnitud)
de la matriz de adyacencia del grafo A, donde d representa la dimensién elegida para
el embedding X. La matriz Q tendra en su diagonal los primeros p elementos seteados
en +1, siendo p el numero de valores propios dominantes positivos de A, y los siguien-
tes ¢ = d — p elementos seteados en -1, con ¢ correspondiendo al niimero de valores
propios dominantes negativos.

Obtencién de Q

Dentro de esta fase experimental, uno de los objetivos planteados fue evaluar la
viabilidad de aprender Q, considerandola como parte de los parametros aprendibles
del modelo GLASE. Para esto, se estudiaron dos posibles caminos que se describen
brevemente a continuacién.

El primero y més directo, consiste simplemente en considerar a Q como una salida
del modelo, la cual se desea aprender. Se ajusto entonces la arquitectura del mismo
de modo de dar dos salidas: X y Q. En lugar de considerar la matriz Q completa,
se considerd solamente su diagonal diag(Q), fijando el resto de sus elementos en ce-
ro. Esto permite disminuir la complejidad del problema, al disminuir la cantidad de
pardmetros del modelo y por ende tener un menor grado de libertad. A su vez, como los
elementos de diag(Q) deben converger en valor absoluto a 1, se agregé un término de
regularizaciéon L1 a la funcién de pérdida, la cual estd dada por la siguiente ecuacién:

F(X,Q) = MJA = XQX" || + (1 — M) freq (Q), (7.4)

siendo freg(Q) = 3, caing(@) 1V — U+ 2, cding(q) IV + 1

En el segundo camino, se consider6 separar el entrenamiento en dos etapas. La
primera dedicada en su totalidad a aprender Q. Para esto se fijaron los pesos W, con
una inicializacién sub-6ptima, considerandolos como matrices identidad multiplicadas
por un factor & = 0,001. En la segunda etapa se fija el valor de Q segun el valor
obtenido en la etapa anterior, y se retoma el entrenamiento para aprender las matrices
W, 6ptimas.

Lamentablemente ambos intentos no fueron exitosos y dieron lugar a resultados
poco concluyentes. Se considera continuar esta linea de investigacién como un trabajo
futuro.

Como alternativa, se opté por determinar Q directamente calculando los valores
propios de la matriz A. Para los casos donde se tiene un grafo con un nimero elevado
de nodos (i.e. n > 1000), suele ser deseable evitar el cdlculo de los valores propios sobre
la matriz de adyacencia completa. Como alternativa se propone generar subgrafos del
grafo original y computar para cada uno de estos los valores propios dominantes. La
matriz final Q queda determinada por el resultado mas frecuente para el total de
subgrafos generados.

Entrenamiento GLASE

Una vez definida la matriz Q, se procedié a entrenar un modelo GLASE con 5
capas, pesos distribuidos y normalizaciéon de nodo, con el objetivo de minimizar la
funcién objetivo del modelo GRDPG detallada en la ecuacién .

Se utilizaron diferentes conjuntos de datos de distribuciones SBM variando el
nimero de comunidades, el nimero de nodos y su distribucién de grados. Durante
la etapa de entrenamiento, se observé una mejor performance tras inicializar las entra-
das de la matriz X como parte de una esfera de dimensién d y norma 1. Por ejemplo,
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Figura 7.6: Matriz P resultante tras aplicar el modelo GLASE a un grafo SBM-5 de 3500 nodos en
comparacién con las obtenidas tras aplicar la funcién ASE provista por la biblioteca Graspologic
y el algoritmo GD.

para el caso d = 2, las entradas de X corresponden a un vector de norma 1 y cuyas
coordenadas varfan a lo largo de la semi-circunferencia formada entre 0 y /2.

La Figura [7.6] ilustra como el modelo GLASE es capaz de aproximar eficazmente
la matriz P para casos con valores propios negativos. Para esto se considerd una distri-
bucién SBM-5 de 3500 nodos distribuidos segtin el vector n = [1000, 500, 900, 600, 500]
y cuya probabilidad de conexién inter-comunidad estda dada por:

01 09 07 09 08
09 08 08 09 07
B= (07 08 03 08 0,7]. (7.5)
09 09 08 08 08
08 07 07 08 0,11

7.1.3. Comportamiento frente a informacién faltante

Otro punto de interés dentro de este marco experimental fue poder validar el
comportamiento de LASE (y GLASE) frente a situaciones con informacién faltante.
Como se cubre en la Seccién [6.1] la familia de modelos LASE heredan esta capacidad
de generalizacién al estar basados en el algoritmo utilizado en Efficient ASE y por
ende permitir la incorporacion de una méscara binaria dada por la matriz M como
parte de su arquitectura.

Se plantea entonces el escenario donde se tiene un grafo G del cual se descono-
cen ciertas aristas de ciertos nodos. Las aristas faltantes son codificadas en la matriz
maéscara M. En particular, se consideran grafos con una distribucién SBM-2 de 2000
nodos, distribuidos segin el vector n = [1400, 600] y con una matriz de probabilidad
de conexién inter-comunidad dada por:

(7.6)

09 0,1
Bi= {0,1 0,5} '

Por su parte, se generan varias mascaras M; codificando diferentes niveles de aristas
faltantes. Para la construccién de las mismas, se eligen aleatoriamente 150 nodos, para
los cuales se eliminan aristas con cierta probabilidad p; € [0,3,0,5,0,7,0,9].

Se entrena cada una de estas configuraciones utilizando un modelo LASE con
10 capas, con pesos distribuidos, normalizacién por nodo y dimensién de embeddings
d = 2. A su vez, se computan los embeddings ASE mediante otros métodos tradicionales
como ser: la descomposicién SVD sobre las matrices de adyacencia enmascaradas, asi
como utilizando el GD propuesto en Efficient ASE a convergencia y acotado a 10
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iteraciones (equivalentes al nimero de capas de LASE). La Figura muestra los
embeddings obtenidos en cada caso.

Se puede verificar que a diferencia de ASE basado en SVD, el modelo LASE logra
codificar correctamente los nodos con aristas faltantes. Incluso en escenarios con un
90 % de aristas desconocidas, LASE con solo 10 capas, logra separar exitosamente las
dos comunidades, superando ampliamente al algoritmo GD acotado a 10 iteraciones.

Caso de uso: Votos de senadores en un parlamento

A continuacién se presenta un ejemplo de un escenario maés realista que contempla
informacién faltante, el cual considera un parlamento con senadores pertenecientes a
dos partidos politicos y ciertas leyes que se deben votar. Para simular este escenario,
se considera un grafo bipartito donde los nodos corresponden a los senadores y a la
leyes a votar, y las aristas (i, j) corresponden a los votos afirmativos de un senador %
a una ley j.

Las leyes podran ser propuestas por ambos partidos, siendo més probable que
un senador vote afirmativamente las leyes propuestas por su partido en lugar de las
propuestas por la oposiciéon. También existen ciertas leyes que son trasversales a los
partidos, y que por ende tendran votos afirmativos similares entre partidos.

A su vez, se tiene un subconjunto de senadores de ambos partidos los cuales pueden
estar ausenten en la votacién de las leyes. La matriz M codificard si estos senadores
estan presentes al momento de votar.

Se simulo el grafo con 100 senadores en cada partido y un total de 460 leyes,
200 propuestas por el partido 1, otras 200 propuestas por el partido 2 y 60 leyes
transversales a ambos partidos. La probabilidad de que un senador ¢ vote una ley j se
distribuye de la siguiente manera:

= La probabilidad que un senador vote una ley propuesta por su partido es p = 0,8

= La probabilidad que un senador vote una ley propuesta por el partido opositor
es p=0,01

= La probabilidad que un senador vote una ley bi-partidaria es p = 0,2

Se compararon los embeddings ASE generados utilizando SVD tradicional, GD
Armijo y entrenando un modelo GLASE de 10 capas. En la Figura[7.8|se visualizan los
resultados obtenidos. En los casos de SVD y GD se destaca una clara alineacién de los
embeddings de leyes y senadores del mismo partido, asi como ortogonalidad respecto
a los embeddings de leyes y senadores de la oposicién. Mientras que para GLASE
dicha alineacién se pierde, solo se mantiene la ortogonalidad entre embeddings de leyes
oposicién y entre embeddings de senadores oposicién. Se atribuye este comportamiento
al producto interno indefinido XI, ;X del modelo GRDPG. Como vimos en la Seccién
2133 pueden producirse otras soluciones de embeddings GRDPG a la optimizacién
que son producto de transformaciones dentro del grupo ortogonal indefinido. La
Figura[7.8|también confirma que tanto GD como GLASE, logran asignar los senadores
ausentes con su correspondiente partido, mientras que el SVD no logra mapearlos
correctamente.

Por su parte, se plantea un problema de prediccién de enlaces, donde se busca de-
terminar como hubieran resultado los votos si los senadores hubiesen estado presentes
en las diferentes sesiones. Para esto se consideraron las dos arquitecturas propuestas
en la Seccién Para realizar la tarea de prediccién de enlaces, se particionan las
aristas del grafo en conjuntos de entrenamiento, validacién y testeo. Para esto, se hace
uso del médulo Random Link Split de la biblioteca de PyG. El modelo se entrena
con el objetivo de minimizar la funcién de pérdida Binary Cross Entropy (BCE). La
Tabla [7-2] resume los resultados obtenidos tras comparar la performance de VGAE
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Figura 7.7: Embeddings ASE obtenidos para SVD y GD comparados con los obtenidos con LASE
considerando mascaras M; que codifican diferentes grados de informacién faltante.
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Figura 7.8: La gréafica ilustra como tanto GD y LASE logran mapear los senadores ausentes con
sus respectivos partidos.

missing GCN ASE PE GLASE PE GLASE PE e2e
values

30 % 0.446 £ 0.014 0.854 &£ 0.004 0.856 + 0.006 0.855 £ 0.002
50 % 0.450 £ 0.014 0.851 &£ 0.005 0.855 £ 0.006 0.852 £ 0.008
70% 0.511 £ 0.010 0.848 4+ 0.006 0.855 + 0.005 0.852 £ 0.005
90 % 0.528 £ 0.004 0.823 £ 0.041  0.830 £ 0.025 0.835 £+ 0.016

Tabla 7.2: Se presentan los resultados obtenidos en la prediccién de votos de los senadores con-
siderando diferentes probabilidades de estar ausentes durante la sesién. Se evaltan el accuracy
considerando diferentes modelos y Positional Encodings.

tradicional basado en GCN y su adaptacién considerando GLASE para diferentes gra-
dos de aristas desconocidas. Se comprueba que la incorporacién de GLASE mejora
notablemente el accuracy de la prediccién. Como comentario adicional, se destaca que
a simple vista los resultados de accuracy del modelo GCN parecen tener un efecto de
“mejora” a mayor grado de informacién faltante. Sin embargo, si se analiza en detalle,
este efecto se debe a que cudnto mas sparse es A, el modelo GCN tiende a predecir
mas ceros que unos, y como de por si la proporcién de entradas cero y uno de la matriz
A no es balanceada (hay mds ceros que unos) causa este falso efecto de “mejora”.

De forma andloga al andlisis realizado en la Seccién [7-1.1} se procede a estudiar
en detalle la performance de la GCN considerando el dominio espectral. Para esto se
calculan los vectores propios correspondientes a los cuatro valores propios dominantes
de la matriz A. En la Figura[7.9]se detallan los vectores propios resultantes. Se observa
que los vectores correspondientes a las dimensiones 1 y 3 solo permiten distinguir los
diferentes tipos de nodos: senadores, leyes partidarias y leyes bi-partidarias; mientras
que los vectores 2 y 4 son los que permiten discriminar entre las agrupaciones internas
de estos, en este caso el partido politico al cual pertenece cada senador y el partido
politico del cual se origina cada ley partidaria.

Se procede a calcular la GF'T de dos senales andénimas: x1, que toma valores cons-
tantes en las posiciones correspondientes a los senadores y cero en el resto; y x2 que
toma valores constantes en las posiciones correspondientes a las leyes y cero en el resto.
En la Figura|7.10|se puede comprobar que en ambos casos la GF'T resultante para los
vectores propios 2 y 4 tiende a cero. Esto implica que la GCN a lo sumo podra dis-
tinguir entre grupos de senadores y de leyes, y entre leyes partidarias y bi-partidarias;
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Figura 7.9: Comparacién de los vectores propios dominantes asociados al grafo de senadores y leyes.
Las dimensiones 1 y 3 permiten diferenciar tnicamente los diferentes tipos de nodos: senadores,
leyes partidarias y leyes bi-partidarias. Las dimensiones 2 y 4 permiten diferenciar agrupaciones
internas dentro de cada tipo de nodo, i.e. partido politico al cual pertenece cada senadores y
partido politico del cual origina cada ley.

pero no es capaz de distinguir los sub-grupos existentes dentro de senadores y leyes
partidarias.

7.1.4. Mecanismos de sparse attention

La siguiente seccién describe los experimentos realizados para diferentes configu-
raciones de attention en el modelo LASE. El objetivo de los mismos fue comprobar
formas de minimizar el costo computacional del modelo, y por ende reducir los tiempos
de inferencia del mismo, sin tener pérdidas significativas en la calidad en los embeddings
resultantes.

Como se describe en la Seccién [6.1] se propone utilizar mecanismos de sparse
attention los cuales permiten reducir la dependencia cuadritica O(n?) del término
XXT de LASE por una dependencia lineal O(n). Para lograr esto se incorpora una
matriz attention mask a la arquitectura LASE segin la ecuacién .

En particular, se experiment6 con tres tipos de matrices de attention:

= Matrices generadas por un modelo Erdos—Rényi (ER)

= Matrices generadas por un modelo Watts-Strogatz (WS)
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GFT(x1) Senadores GFT(x2) Leyes

0.06 0.06
0.05 1 0.05
0.04 0.04
0.03 0.03
0.02 0.02
0.01 0.01
0.00 * 0.00 *
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
e Vector propio 1 e  Vector propio 2 Vector propio 3 Vector propio 4

Figura 7.10: Comparacién de las Graph Fourier Transform (GFT) obtenidas en los cuatro vectores
propios dominantes considerando una sefial anénima x; asociada (nicamente a los senadores y
una sefial anénima x2 asociada Gnicamente a las leyes partidarias.

» Matrices generadas con el mecanismo BigBird (BB)

Se utilizé un modelo LASE de 5 capas, pesos distribuidos, normalizacién por nodo
y dimensién de embedding d = 3; el cual se entrend a partir de muestras de grafos SBM-
3 de 240 nodos, con distribucién n = [120, 80, 40] y probabilidad inter-comunidad dada
por:

0,9 02 0,1
B=1{02 06 02]. (7.7)
01 02 07

Tras el entrenamiento, se evalué la posibilidad de recuperacién de la matriz P para
los diferentes mecanismos, asi como los resultados obtenidos de la funcién objetivo
a minimizar. Para la matriz attention ER se consideraron tres configuraciones con
probabilidad de aristas: p = 0,5, p = 0,3 y p = 0,1 respectivamente. Como se puede
apreciar en la Figura se observan buenos resultados para el primer caso, pero no
asi para los ultimos dos.

Por su parte, el modelo WS permite variar dos pardmetros: k la cantidad de vecinos
con los que se conecta cada nodo, lo cual determina el grado, y p la probabilidad de
reconectar un nodo con otro cualquiera, lo cual determina el nivel de aleatoriedad. En
este caso, se consideraron configuraciones con grados anédlogos a los elegidos en el caso
ER. Se observé que la incorporacion de attention WS permite incrementar el nivel de
“esparcidad” manteniendo resultados consistentes. En particular, se observan mejores
resultados en escenarios con bajo nivel de aleatoriedad. Esto dltimo da la intuicién de
que el modelo se ve favorecido cuando se retiene la estructura de anillo en la matriz
de attention. La Figura ilustra los resultados obtenidos para cada configuracién
de WS.

Por ultimo, para el modelo BB se consideran dos pardmetros: w el tamano de la
ventana de desplazamiento (sliding window) donde se atiende a los vecinos de cada
nodo que se encuentran a w/2 nodos a la derecha y a la izquierda, y r la cantidad de
entradas aleatorias. La matriz de attention BB también llevé a resultados de buena
calidad que permiten incrementar el grado de esparcidad en comparacién con el caso
ER. Similar al caso WS, se observan mejores resultados en escenarios con bajo nivel
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Figura 7.11: Matrices P resultante tras aplicar el modelo LASE con diferentes attention masks
basadas en modelos Erdés Rényi.

Matrices de Attention

0 Full

1.0 1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.1 0.1
0.2 0.2 0.2 0.2
0.0 0.0 0.0 0.0
Matrices P LASE-5
Full Attention 10 —0.1 Attention _, 10 10
0.8 0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 0.2

Figura 7.12: Matrices P resultante tras aplicar el modelo LASE con diferentes attention masks
basadas en modelos Watts Strogatz.
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Matrices de Attention
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Figura 7.13: Matrices P resultante tras aplicar el modelo LASE con diferentes attention masks
basadas en modelos BigBird.

Attention p, ER WS (p=0.1) BB (r = 0.1)

0.5 912.99 912.52 947.99
0.3 945.63 932.41 930.47
0.1 984.46 930.67 948.97

Tabla 7.3: Se detallan los valores resultantes tras evaluar la funcién objetivo ||M o (XX7T —
A)||% considerando las diferentes méscaras de attention ER, WS y BB, variando su densidad de
probabilidad de aristas p;.

de aleatoriedad. Los resultados obtenidos para cada configuracién de BB se detallan

en la Figura [7.13]

La Tabla- compara los resultados de la funcién de pérdida para las dife-
rentes configuraciones de attention, reafirmando el comportamiento observado en los
gréficos de la matriz P.

Tiempos de inferencia

Por su parte, se analizan los tiempos de inferencia para las diferentes configura-
ciones de attention. Para esto se considera un grafo SBM de 10 comunidades, con
distribucién de nodos dada por el vector n = [80, 50, 80, 40, 50, 60, 50, 50, 40, 50] y cuya
probabilidad de conexién inter-comunidad estd dada por:
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Figura 7.14: Comparacién de los tiempos de inferencia promedio del modelo LASE considerando
diferentes attention masks contra los tiempos de ejecucién de algoritmos tradicionales como ser
SVD y CGD, en funcién de la cantidad de nodos del grafo.
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(7.8)

En la Figura [T.14] se puede apreciar la variacién en los tiempos de inferencia
en la medida que se aumenta el nimero de nodos del grafo, para cada una de las
configuraciones de attention estudiadas, asi como para métodos tradicionales como
CGD y descomposicién SVD. Para estos experimentos se utilizé un servidor con GPU
NVIDIA GeForce RTX 3060 de 12GB de RAM. Se observa una reduccién de hasta un
60 % usando mecanismos de sparse attention en comparacién con el escenario original

de full attention.

En la Tabla@se da un detalle de los tiempos de ejecucién observados en inferencia
para cada caso. El mecanismo de attention BB con w = 0,3 y r = 0,1, lo que equivale a
una probabilidad de arista de p = 0,1, logra los mejores tiempos de inferencia. Siendo
hasta 14.2 veces mas rapido que el algoritmo CGD y 1.4 veces més réapido que el SVD

clasico.
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nodos SVD GD LASE LASEER LASE LASE BB
full 0.5 WS 0.3 0.3

550 0.06 £0.01 147 +£0.04 0.03£0.01 0.024£0.01 0.02+£0.01 0.02=£0.01
1650 0.14 £0.01 3.31 +£0.08 0.13+0.01 0.09+0.01 0.08+0.01 0.06£0.01
2750  0.20 £0.01 344 £0.07 0.32£0.01 0.224+0.01 0.18+0.01 0.14+0.01
3850  0.34 £0.01 3.84 £0.08 0.61+0.01 0.40+0.01 0.32£0.01 0.25+0.01
4125  0.40 £0.01 3.98 £0.09 0.69+£0.01 0.46+0.01 0.36+0.01 0.28+0.01

Tabla 7.4: Se reportan los tiempos de inferencia promedio + su desviacién estdndar considerando
10 iteraciones de cada algoritmo.

7.2. Datasets reales

En esta seccion se analizan los resultados de los experimentos realizados conside-
rando ciertos conjuntos de datos basados en informacién real. En particular, se estu-
dian dos tipos de escenarios de grafos: homofilios y heterofilios. El objetivo de estos
experimentos fue probar las arquitecturas propuestas en la Seccién [6.3| en escenarios
reales, usando los embeddings GLASE como Positional Encodings (PE).

7.2.1. Grafos Homofilios

Para el caso de grafos homofilios, se examino la performance del modelo GLASE
como parte de una tarea de clasificacién de nodos considerando dos conjuntos de datos
comunmente utilizados en la literatura: CORA [37] y Amazon Photo [39).

El conjunto de datos CORA consiste de una colecciéon de 2708 publicaciones cientifi-
cas las cuales se clasifican en 7 clases. Las conexiones entre las publicaciones son ba-
sadas en las citas de unas a las otras, comprendiendo un total de 5429 aristas. Cada
nodo posee un vector de atributos el cual consiste en un embedding de dimensién 1433
generado con la técnica de bag of words, sus entradas toman valores de 0 6 1 indicando
la presencia o ausencia de una palabra en la publicacion.

El conjunto de datos Amazon Photo es una coleccién de 7650 productos de 8
categorias diferentes. Las conexiones entre estos significan que son productos que fre-
cuentemente son comprados juntos. Cada nodo tiene un vector de atributos asociado
el cual consiste de un embedding de dimensién 745 también generado con un bag of
words, sus entradas toman 0 6 1 indicando la presencia o ausencia de una palabra en
la correspondiente evaluacién del producto.

Para la obtencion de embeddings, en ambos conjuntos de datos se consideré un
modelo GLASE con 5 capas, pesos distribuidos, normalizacién por nodo y dimensién
de embedding d = 6 para CORA y d = 8 para Amazon. Para el caso de Amazon a
su vez se consideré una matriz de attention WS con r = 0,1 y p = 0,1, dado que el
tamano del grafo y el hardware disponible no permitieron que fuese viable entrenar
usando full attention.

Para la tarea de clasificacién, se estudiaron las dos arquitecturas de clasificacion
propuestas en la Seccién En la primera, se comienza entrenando un modelo
GLASE sobre el grafo de forma independiente (offline) para obtener los embeddings
GLASE-PE. Luego, se concatenan los mismos con los vectores de atributos de no-
dos, para finalmente alimentar un clasificador basado en una GAT de 3 capas. En
la segunda, se propone incorporar el modelo GLASE como parte de la arquitectu-
ra de clasificacién basada en GAT y realizar un entrenamiento end-to-end (e2e). En
particular, se buscé evaluar dos conceptos: la mejora provista al incorporar PE en el
modelo de clasificacién, asi como la calidad de los embeddings GLASE como PE. Por
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4 sin PE ASE PE GLASE PE GLASE PE e2e PowerEmbed

0 8.8+£04 86.5+06 86.4 £ 0.3 86.9 £ 0.3 85.0 £ 0.4 (*)
0.2 846+03 85.0=£0.5 85.8 £ 0.3 85.8 + 0.6 -
04 831+£03 832=£05 84.3 £ 0.4 85.4 £ 0.5 -
0.6 79.3+£05 79.0=£0.3 83.2 £ 0.6 85.5 £ 0.6 -
0.8 73.8+£0.8 73.0=£0.6 79.6 £ 0.4 84.6 £ 0.5 -

Tabla 7.5: Se reporta el accuracy promedio + su desviacién estandar considerando 10 particiones
aleatorias del grafo CORA y diferentes proporciones de aristas desconocidas §. El resultado en (*)
corresponde al método PowerEmbed(Lap)-10 que usa la matriz Laplaciana y 10 iteraciones, el cual
fue obtenido de |27| (“-" indica que los resultados no estan disponibles).

1 sin PE ASE PE GLASE PE GLASE PE e2e PowerEmbed

0 943406 939406 942406 (%) 944404 (%)  94.6 & 0.2 (¥%)
02 942404 940405 93.7+0.8 (%) 94.3 + 0.6 (*) -
04 939407 93.6+1.5 93.8+0.6 (%) 94.0 + 0.3 (¥) -
06 935+06 935+05 931409 (*) 94.0 + 0.6 (¥) -
08 929+0.7 929+06 92.6+0.7(*) 93.3 £ 0.6 (¥) -

*

Tabla 7.6: Se reporta el accuracy promedio £ su desviacién estandar considerando 10 particiones
aleatorias del grafo Amazon y diferentes proporciones de aristas desconocidas §. Los resultados
resaltados en (*) refieren a que el modelo fue entrenado utilizando una matriz de attention WS
conr = 0,1y p=0,1en lugar del full attention. El resultado en (**) corresponde al método
PowerEmbed(RW)-2 que usa la matriz Random Walk y 2 iteraciones, el cual fue obtenido de |27]
(“-" indica que los resultados no estan disponibles).

esta razoén, se contrastaron los resultados obtenidos con los dos modelos de GLASE,
pre-entrenado y e2e, con:

1. Los resultados de entrenar el clasificador considerando tinicamente los vectores
de atributos de los nodos (sin PEs).

2. Los resultados de utilizar los embeddings de ASE como PEs (ASE-PE), los cuales
son obtenidos mediante la libreria Graspologic basada en descomposicién SVD.

3. Los resultados obtenidos por el método PowerEmbed extraidos de [27].

Para el entrenamiento offline de los embeddings GLASE-PE, se particionaron los
grafos originales en subgrafos tomados aleatoriamente de los mismos. Se generaron
1000 muestras de subgrafos de cada conjunto de datos, considerando un 5% del total
de nodos. Se tomaron 800 subgrafos para entrenamiento y 200 para validacién. A su vez
estos subgrafos se utilizaron para estimar los signos de los valores propios dominantes
y poder determinar las respectivas matrices Q en cada caso. A su vez se incorporaron
escenarios de informacién faltante, borrando algunas aristas al azar en los conjuntos de
entrenamiento. En las Tablas[7.5]y [7.6] se pueden observar los resultados obtenidos en
cada caso. Los embeddings obtenidos con GLASE muestran una performance superior
en ambos conjuntos de datos incluso usando mecanismos de sparse attention, con una
mejora mas significativa en los escenarios que presentan un mayor grado de informacién
faltante.

7.2.2. Grafos Heterofilios

Para el caso de grafos heterofilios, se consideré un escenario similar al caso de los
senadores descrito en la Seccién pero con datos reales. Se utilizé un conjunto de
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Figura 7.15: Datos de votacién de la Asamblea General de la ONU para 1980. ASE embeddings
obtenidos mediante la libreria Graspologic (izquierda) y GLASE embeddings con matriz de méascara
codificando votantes presentes y ausentes o abstenciones (derecha).

datos que contiene resultados de votaciones de paises a propuestas presentadas en la
Asamblea General de las Naciones Unidas (ONU) [53] durante el periodo de 1947 a
2018. Para cada votacién y pals, el conjunto de datos incluye si el pais estuvo presente
y, en caso afirmativo, el voto correspondiente (ya sea “Si”, “No” o “Abstencién”) para
cada propuesta. Por su parte, las propuestas se encuentran etiquetadas con diferentes
categorias:

= Propuestas relacionadas al conflicto de Palestina.

= Propuestas relacionadas a las armas y material nuclear.

= Propuestas relacionadas al control de armas y al desarmamiento.
= Propuestas relacionadas al Colonialismo.

= Propuestas relacionadas a los Derechos Humanos.

= Propuestas relacionadas al desarrollo econémico.

Para cada afio se construye un grafo bipartito compuesto de dos tipos de nodos,
paises y las propuestas, y donde la existencia de una arista entre estos estd dada en
el caso de un voto afirmativo por parte del pais. Existen votaciones para los cuales no
se conoce el resultado del voto debido a que el representante del pais estuvo ausente
durante la sesién. A su vez existen casos donde el representante directamente se abstuvo
a votar. En lo que respecta a estos experimentos, se opté por modelar ambos casos
como informacién faltante, etiquetando la arista correspondiente como desconocida y
mapeando la misma en una matriz mascara binaria tal que M;; = M;; = 0.

La Figura muestra los embeddings d = 4 de nodos para el ano 1980. Se com-
parara los embeddings obtenidos utilizando Graspologic ASE, los cuales no pueden
codificar datos desconocidos; con los obtenidos tras entrenar un modelo GLASE de 10
capas con pesos distribuidos, normalizaciéon y matriz de méscara binaria M que que
codifica los votos desconocidos. En particular se destacan 4 paises: EE.UU., Japén,
Nueva Zelanda e Irlanda. Al examinar los embeddings generados por ASE, es posible
notar una alineacién entre los cuatro paises, sugiriendo un grado alto de afinidad entre
ellos. Sin embargo, si se observan los embeddings obtenidos con el modelo GLASE se
identifica una divergencia clara entre EE.UU y los otros tres paises. De hecho, el em-
bedding correspondiente a Irlanda presenta una desviacién de aproximadamente unos
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45 grados con respecto al de EE.UU. El problema de ASE proviene de interpretar una
ausencia o abstencién igual a un voto negativo. En cambio GLASE permite codificar
mejor el comportamiento de los votos desconocidos al utilizar la mascara binaria M.

Por su parte, se propone el uso de GLASE como PE para atacar un problema de
prediccién de enlaces, cuyo objetivo es inferir cémo habrian resultado los votos des-
conocidos ya sea por abstinencia o ausencia. Se consideré usar tanto los embeddings
GLASE pre-entrenados como el escenario end-to-end descrito en la Seccién [6.3.2] Para
ambos casos se utilizé un modelo GLASE de 10 capas con pesos distribuidos, normali-
zacion de nodo y tamaifio de embeddings d = 4. Similar al experimento de clasificacién
de nodos realizado en los grafos homofilios, se pretende evaluar, por un lado, el be-
neficio de incorporar PE al modelo en comparacién con un enfoque naive basado en
VGAE y GCNs. Por otro lado, se busca comparar la calidad de los PE generados por
GLASE en si mismo, comparandolo con usar PE obtenidos con ASE.

Para evaluar la performance de los modelos propuestos, se crea un conjunto de
prueba donde para ciertos paises especificos se eligen aleatoriamente un cierto nimero
de aristas equivalente a un 30 % del total y se las etiqueta como desconocidas. Dichas
aristas son codificadas en la mascara M que usa GLASE. Los atributos de los nodos
se definen como un vector de dimensién 12 que concatena atributos de paises y pro-
puestas, donde primeras 6 entradas corresponden a una codificacién one-hot encoding
del continente al cual pertenece un pais y las siguientes 6 entradas corresponden a una
codificacién one-hot encoding de las categorias que pertenece la propuesta.

La Figura [7.16] resume los resultados obtenidos considerando votaciones de dife-
rentes afios. Los resultados obtenidos confirman que la incorporacién de PE al modelo
logra una mejora considerable en el accuracy de la prediccién. A su vez, el uso de GLA-
SE como PE logra resultados semejantes a ASE, incluso superandolo en algunos afios.
A su vez, es posible observar que el comportamiento de la GCN presenta variaciones
significativas entre los afios analizados. Se procede realizar un en el plano espectral
con el fin de determinar los escenarios que favorecen y desfavorecen el funcionamiento
de la GCN. Para esto, se calculan los vectores propios correspondientes a los cuatro
valores propios dominantes de la matriz A. Se observa que los vectores correspon-
dientes a las dimensiones 1 y 2 solo permiten diferenciar entre tipo de nodo: paises
o propuestas pero no asi entre grupos de paises o tipos de propuestas con votaciones
similares; mientras que los vectores 3 y 4 si codifican la suficiente informacién para
eventualmente poder realizar una discriminacién coherente entre posibles subgrupos
internos presentes en los dos tipos de nodos. A modo de ejemplo, en la Figura se
detallan los vectores propios 1 y 3 resultantes para el ano 1980.

Para cada afo, se calcula la GFT de dos sefiales anénimas: X1, que toma valores
constantes en las posiciones correspondientes a los paises y cero en el resto; y x2 que
toma valores constantes en las posiciones correspondientes a las resoluciones y cero
en el resto. En la Figura [T.18] se puede comprobar que tanto para paises como para
resoluciones, las GFT resultantes para los valores propios 3 y 4 tienden a cero. A su
vez, se destaca la presencia una correlacién fuerte entre el accuracy obtenido utilizando
la GCN y los resultados la GFT de los paises. Si se compara las primeras dos gréficas
de la Figura m se puede observar claramente que en la medida que la GFT de los
vectores 3 y 4 para la senal x; se aleja de cero, el resultando obtenido con la GCN
mejora. Al ser estos los vectores propios que permiten diferenciar posibles agrupaciones
internas entre paises, se concluye la ineficiencia de la GCN para realizar este tipo de
clasificacién.

Respecto a las diferentes categorias de las propuestas, se destaca que las etiquetas
disponibles en el conjunto de datos original no son del todo informativas, puesto las
mismas pueden englobar propuestas con contenidos opuestos sobre una misma temati-
ca. Este punto imposibilita realizar una segmentacién efectiva de las mismas. Adn asi,
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Figura 7.16: Resultados de accuracy para la prediccién de aristas desconocidas utilizando embed-
dings de GLASE pre-entrando y e2e como PE, en comparacién con ASE y con VGAE tradicional
basado en GCN.

dicha informacién estaria contenida en los vectores propios 3 y 4, cuya GFT se anula
ante el pasaje de una senal anénima x2, con lo cual la GCN fallaria en la clasificacién.
Como posible mejora, eventualmente se podria considerar realizar una mejor categori-
zacién de las propuestas empleando técnicas clustering para NLP, como ser mediante
el uso de BERT Topic , los cuales permiten realizar una clasificacién de tépicos
considerando informacion seméantica contenida en el texto de la propuesta en si misma.

7.3. Resumen del capitulo

El capitulo se centré en validar experimentalmente la performance de los modelos
LASE y GLASE mediante pruebas sobre conjuntos de datos sintéticos y reales que
abordan diferentes escenarios de aplicacién.

Para los datos sintéticos se utilizaron grafos generados por el modelo Stochastic
Block Model (SBM) con diferentes configuraciones de comunidades y nodos. En par-
ticular se evalué el desempeno de LASE en grafos de gran tamafio, para lo cual se
realiza un entrenamiento utilizando muestras pequenias tomadas aleatoriamente de los
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Figura 7.17: Comparacién de los vectores propios dominantes asociados al grafo de ONU corres-
pondiente al afio 1980. La dimensién 1 permite diferenciar Gnicamente los diferentes tipos de
nodos: paises o propuestas. La dimensién 3 permiten diferenciar agrupaciones internas dentro de
los paises, i.e. paises con comportamiento similar en lo que refiere a los votos emitidos.

mismos para luego inferir utilizando el grafo original. A su vez se estudié el comporta-
miento sobre grafos simétricos donde las GCN fallan en capturar propiedades globales
del grafo debido a su enfoque en estructuras locales.

Por su parte, se aplicaron diversas configuraciones de sparse attention buscando re-
ducir el costo computacional y los tiempos de inferencia. Las matrices de attention uti-
lizadas fueron generadas mediante diferentes modelos como ser el Erdés—Rényi (ER),
Watts-Strogatz (WS) y BigBird (BB) que permiten reducir la dependencia cuadrética
de la arquitectura LASE original a una lineal.

Otra parte esencial de estos experimentos fue evaluar cémo los modelos LASE
y GLASE manejan datos faltantes. Gracias a su diseno basado en el algoritmo de
descenso por gradiente propuesto en Efficient ASE, estos modelos pueden incorporar
una méscara binaria M en su arquitectura para adaptarse a la falta de informacién.

En cuanto a los datos reales se estudiaron dos tipos de grafos: homofilios y hete-
rofilios, con datos de CORA, Amazon Photo y la Asamblea General de las Naciones
Unidas (ONU). El objetivo de estos experimentos fue probar el uso de los embeddings
GLASE como Positional Encodings (PE) utilizando las arquitecturas definidas en la
Seccién [6.31

Las conclusiones derivadas de estos andlisis seran sintetizadas en el siguiente capitu-
lo.
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Figura 7.18: Comparacién de la performance obtenida con GCN para cada afio y los resultados
obtenidos de las Graph Fourier Transform (GFT) en los cuatro vectores propios dominantes consi-
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Gnicamente a las propuestas. Se destaca la existencia de una correlacién fuerte entre estas, en
particular contrastando la primer y segunda figura.
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Capitulo 8

Conclusiones y Trabajo Futuro

El presente trabajo abordé el problema de aprender embeddings espectrales simi-
lares a los ASE mediante el uso de GNNs. Con este fin, se propuso aplicar la técnica
de Algorithm Unrolling al algoritmo de GD aplicado a la obtencién de embeddings de
grafos RDPG. Esto permitié modelar las iteraciones de este algoritmo de optimizacién
como capas de una red neuronal basada en componentes clésicos de GNNs como ser las
convoluciones y los mecanismos de attention en grafos. Los pardmetros del algoritmo
son aprendidos por la red mediante entrenamiento sobre muestras de grafos reales el
cual se realiza offline.

La arquitectura resultante, la cual se denominé Learned ASE (LASE) admite
ademads ciertas modificaciones que potencian su performance. De hecho, se demostrd
que la cantidad de capas requeridas por LASE es de hasta un orden de magnitud me-
nor que la cantidad de iteraciones requeridas por el algoritmo GD convencional para
alcanzar el mismo nivel de resultados. Esto hace que el proceso de inferencia, el cual
es online, sea mucho mas eficiente computacionalmente y requiera mucho menos tiem-
po. Dentro de los experimentos realizados, se demostré que LASE habilita extender
la aplicaciéon de GD a grafos de mucho mayor porte, que no serian viables de otra
forma. De hecho, se comprueba que el modelo puede entrenarse en muestras pequenas
y generalizar a grafos mas grandes con éxito. Los resultados obtenidos con LASE a su
vez probaron ser competitivos con respecto a otros métodos tradicionales como ser el
SVD.

A su vez, durante este trabajo se mostré como la arquitectura propuesta admite
variaciones en el tipo de attention utilizado, permitiendo incorporar mecanismos de
sparse attention basados en modelos generativos de grafos como ser el modelo Erdos
Rényi, el modelo Watts Strogatz o la arquitectura BigBird (BB) usada para NLP. La
incorporacién de sparse attention permite reducir complejidad, sustituyendo la depen-
dencia cuadratica del término de attention por una lineal, sin una pérdida significativa
de calidad en los resultados obtenidos. Los tiempos de inferencia tras realizar este tipo
de modificaciones posicionan a LASE en un orden de 8 veces mds rapido que SVD
tradicional y 14 veces mas rdpido que GD.

Por su parte, inspirada en Efficient ASE [17], la arquitectura propuesta para LA-
SE permite la incorporacién de una mascara binaria la cual puede ser utilizada para
codificar informacién faltante. Se muestra que los embeddings obtenidos con LASE
para este tipo de escenarios son mas efectivos que aquellos obtenidos mediante la des-
composiciéon SVD, dado que se codifica mejor la informacién faltante. Esto es crucial
en aplicaciones reales donde se tienen datos incompletos, ofreciendo una ventaja signi-
ficativa sobre otros métodos tradicionales que requieren de informacién completa para



Capitulo 8. Conclusiones y Trabajo Futuro

lograr modelar correctamente.

Otro punto de sumo interés estudiado a lo largo de este trabajo fue la extensién
de LASE a escenarios de grafos heterofilios. Se introdujo una versién generalizada
de LASE, denominada Generalized LASE (GLASE). La misma deriva de aplicar el
mecanismo de Algorithm Unrolling al modelo Generalized RDPG. El resultado de
esto es una arquitectura muy similar a la de LASE, la cual pasa a incorporar una
matriz Q que define el producto interno indefinido XQX” introducido en [47]. En
particular, se demuestra que el modelo GLASE logra resultados igual de competitivos
que LASE y que pueden entonces usarse indistintamente tanto en grafos homofilios
como heterofilios. Los embeddings obtenidos tanto con LASE como GLASE mostraron
captar eficazmente informacién estructural del grafo, la cual puede ser beneficiosa como
forma de enriquecer los atributos de los nodos de un grafo dado. Por este motivo, se
planteé a su vez, la incorporacién de los mismos como Positional Encodings (PE) para
alimentar por ejemplo otros modelos basado en Graph Attention o Graph Transformer.

La modularidad de la arquitectura, posibilita su facil incorporacién como un médu-
lo adicional de otras arquitecturas maés especificas. De esta forma, se logré tener un
uUnico modelo end-to-end para resolver tareas de aprendizaje puntuales como ser clasifi-
cacién de nodos y prediccién de enlaces. A diferencia de otros trabajos, los embeddings
LASE son completamente aprendidos como parte de esta arquitectura global y no
requieren de cdlculos previos asociados a valores y vectores propios de la matriz de
adyacencia ni del Laplaciano del grafo. A través de los experimentos realizados, se
verificé cémo los embeddings GLASE utilizados como PE (GLASE-PE), mejoran la
clasificacién de nodos en grafos homofilios y facilitan la prediccién de enlaces en grafos
heterofilios. Los experimentos demuestran que GLASE supera o iguala el rendimiento
de modelos tradicionales y otros métodos de embeddings en presencia de informa-
cién faltante, destacando su utilidad en aplicaciones reales y complejas. A su vez, se
comprueba que este método alcanza resultados comparables a los obtenidos con Po-
werEmbed para los conjuntos de grafos heterofilicos evaluados, e incluso los supera en
el caso de CORA.

En resumen, la implementacién de LASE y GLASE ha representado un avance
significativo en el campo del aprendizaje automatico sobre grafos, demostrando ser
una arquitectura robusta capaz de capturar y aprovechar la estructura inherente de los
grafos en diversas aplicaciones de aprendizaje. La solucién propuesta logra generalizar
y adaptarse a escenarios con informacién faltante y manejar tanto grafos homofilicos
como heterofilicos. A su vez, mejora la eficiencia computacional del algoritmo GD
original, habilitando su aplicacién a grafos de gran porte.

8.1. Trabajo Futuro

En lo que respecta al trabajo futuro, se identifican cuatro posibles lineas que con-
tindan y complementan la investigacion realizada a lo largo de este trabajo. En primer
lugar, se identifica mejorar la implementacién del modelo GLASE de modo de inde-
pendizarse del célculo previo de la matriz Q asociada al producto interno indefinido
del modelo Generalized RDPG. Hoy por hoy, el modelo propuesto requiere conocer de
antemano los signos de los valores propios dominantes del grafo a utilizar lo cual lleva
a tener que realizar la descomposicién espectral del mismo de antemano agregando
un costo computacional importante. Se plantea incorporar a la arquitectura un mo-
delo que permita aprender estos signos como parte del proceso de aprendizaje de los
embeddings.

Por otra parte, se plantea estudiar la extensiéon de LASE a grafos dirigidos, apli-
cando Algorithm Unrolling al modelo Directed RDPG propuesto en [36] para obtener
una arquitectura basada en GNNs analoga.
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A su vez, también resulta de interés extender esta metodologia a métodos iterativos
acelerados basados en gradiente, por ejemplo considerando la inversa de la matriz
Hessiana (o una aproximacién) como parte del célculo |19]|. De esta forma se podria
plantear ampliar la aplicacién de Algorithm Unrolling de modo de poder mapear la
inversa de matriz Hessiana como otro componente basado en GNNs y asi aprender la
misma mediante entrenamiento.

Finalmente, se plantea estudiar la estabilidad de la arquitectura propuesta, en
particular para la componente basada en Graph Attention desde la perspectiva de
los Edge-Variant Graph Filters |13| |4]. De esta manera, posibilitar el uso del modelo
GLASE en grafos dindmicos, entrenando sobre el grafo en un cierto tiempo t = to y
utilizando los embeddings resultantes para inicializar (warm-start) el entrenamiento
para la obtencién de embeddings del grafo en un tiempo posterior ¢t = to+ 6 con ¢ > 0.
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