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RESUMEN

Existe un amplio conjunto de sistemas fisicos de interés compuestos por un gran ntimero
de componentes que interactian entre si. Dichas interacciones son, en general, locales,
y las correlaciones entre componentes del sistema decaen exponencialmente con la dis-
tancia. No obstante, existen situaciones fisicas en las cuales estos mismos sistemas se
muestran fuertemente correlacionados, con sus componentes interactuando de forma
efectiva a grandes distancias, por lo cual su estudio requiere de herramientas especial-
mente desarrolladas para tal fin. Tal es el caso de los fenémenos criticos o transiciones
de fase de segundo orden. Adicionalmente, en el régimen critico, los sistemas presentan
a grandes distancias simetrias emergentes, tales como invariancia ante transformacio-
nes de escala o, incluso, invariancia ante todas las transformaciones que conservan los
angulos, denominadas transformaciones conformes. Particularmente, para los mode-
los escalares O(NN) esta simetria ha sido conjeturada, y probada para algunos casos.
En esta tesis exploraremos la realizacién de la simetria conforme, y la informacion y
consecuencias que de esta podemos extraer.

El grupo de renormalizacién de Wilson, o su versién moderna, el grupo de renormali-
zacion no perturbativo, es una herramienta o marco tedrico desarrollado, precisamente,
para el estudio de la fisica de los fenémenos criticos. Esta herramienta constituye un
marco conceptual exacto que permite abordar los sistemas fuertemente correlaciona-
dos. A pesar de esto, salvo algunas excepciones, es necesario la implementacién de
técnicas o desarrollos aproximados que permitan hacer predicciones o calculos concre-
tos del comportamiento de los sistemas con correlaciones de larga distancia. Dentro del
grupo de renormalizacion no perturbativo, uno de los esquemas de aproximacién mas
utilizados para el calculo de propiedades criticas es el Desarrollo en Gradientes. Este
esquema, permite estudiar el comportamiento de los sistemas a grandes distancias y,
en los ultimos anos, ha alcanzado niveles de precision muy elevados. Esto se debe, en
particular, a que se han comenzado a comprender las propiedades de convergencia de
dicho método gracias a la identificacién de un pequeno pardmetro que controla el de-
sarrollo. A pesar de estos avances en la comprensién del comportamiento del desarrollo
en gradientes, la convergencia del método es aiin un problema abierto.

En esta tesis se estudiaron, en el marco del grupo de renormalizacién no pertur-
bativo, las teorias escalares O(N). Esto se hizo desde dos angulos: analiticamente,
considerando el limite N grande, y numéricamente, con el Desarrollo en Gradientes,
abordando valores finitos de N. En primer lugar, el estudio analitico del comportamien-
to de los sistemas en el limite N — oo resulta de gran interés debido a que el modelo

se sabe tratar de forma exacta. Esto da lugar a un terreno de prueba ideal donde es
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posible analizar las propiedades de simetria de un sistema con interacciones intensas
de manera exacta. Por un lado, investigamos la realizaciéon de la simetria conforme
en este limite, lo cual a la fecha es un resultado esperado, pero no demostrado. Por
otro, estudiamos las restricciones que supone asumir dicha invariancia conforme en el
régimen critico, sobre las funciones de correlacién en este limite.

En segundo lugar, empleando el Desarrollo en Gradientes estudiamos diversos mo-
delos escalares O(N). Partimos de suponer la simetria conforme, y a partir de las
restricciones que su cumplimiento supone, extrajimos predicciones sobre el compor-
tamiento a grandes distancias de estos modelos en el régimen critico, utilizando este
esquema de aproximacion. Concretamente, estudiamos un método de determinacién
de cantidades fisicas basado completamente en minimizar la ruptura de la simetria
conforme — lo cual sucede producto de las aproximaciones realizadas — viendo cémo se

compara con las técnicas establecidas en la literatura.

Palabras Claves:
Fenomenos Criticos, Grupo de Renormalizacién, Simetria Conforme, Mecéanica

Estadistica, Desarrollo en Gradientes.
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ABSTRACT

A wide range of physical systems of interest are constituted by large numbers of micros-
copic interacting components. Said interactions are, typically, local, and the correlations
between the systems’ components decay exponentially with the distance. Nevertheless,
there are physical scenarios in which these systems are strongly correlated, with their
components effectively interacting at long range, its study therefore requiring of specific
toolsets developed for this objective. Such is the case of critical phenomena or second
order phase transitions. Additionally, in the critical regime, systems present, at large
separations, emergent symmetries, such as invariance under scale transformations, or
even, invariance under all transformations that preserve angles, known as conformal
transformations. In particular, for the scalar O(N) models, this symmetry has been
conjectured, and proved for some specific cases. In this thesis we will explore the rea-
lization of conformal symmetry, and the information and consequences that can be
deduced from it.

Wilson’s renormalization group, or its modern version, the non-perturbative re-
normalization group, is a theoretical framework developed, precisely, for the study
of the physics of critical phenomena. This exact framework allows one to approach
strongly correlated systems. However, with few exceptions, the implementation of ad-
ditional techniques or approximation schemes are required to obtain predictions or to
perform concrete computations about the behaviour of the systems with long distan-
ce correlations. Amongst said further techniques, one of the approximation schemes
more widely employed for the computation of critical properties is the Derivative Ex-
pansion. This scheme allows one to study the long-range behaviour of systems and,
recently, has reached high levels of precision. This is due, in particular, to the fact that
the convergence properties of the method have begun to be understood, thanks to the
identification of a small parameter controlling the expansion. In spite of the progress
in the understanding of the Derivative Expansion’s behaviour, its convergence, as a
whole, still remains an open problem.

In this thesis we studied, in the non-perturbative renormalization group framework,
the O(N) scalar theories. This subject from two angles: analytically, considering the
large N limit, and numerically, with the Derivative Expansion, studying finite values
of N. Firstly, the analytical study of the systems’ behaviour in the N — oo limit is of

great interest because the model can be solved exactly in this limit. This sets an ideal
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testing ground where the symmetry properties of a system with intense interactions
can be analysed in an exact manner. On the one hand, we investigated the realization
of conformal symmetry in this limit, which remains an expected result, yet not still
proved. On the other hand, we studied the restrictions which arise, if conformal sym-
metry is assumed in the critical regime, over the correlation functions in the N — oo
limit. Secondly, employing the Derivative Expansion, we studied diverse scalar O(N)
models with finite N. We started from the assumption of conformal symmetry, and
from the restrictions its satisfactions suppose, we extracted predictions on the long-
range behaviour of these models in the critical regimen, utilizing this approximation
scheme. Concretely, we studied a method for determining physical quantities entirely
based on minimizing the breaking of conformal symmetry — which occurs as a conse-
quence of the approximations performed — comparing it with the techniques already

established in the literature.
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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas macroscépicos con los cuales interactuamos cotidianamente estan for-
mados por un nimero tal de componentes microscopicos que un estudio pormenorizado
de la evolucién del estado de dichos componentes es, para cualquier efecto practico, una
tarea imposible — un orden de magnitud tipico del nimero de elementos constituyentes
es el del nimero de Avogadro Ny = 6,02 x 10%. Sin embargo, el estudio y conoci-
miento sobre las propiedades colectivas emergentes de tales sistemas ha sido un campo
de interés para la humanidad desde hace siglos. Desde los desarrollos de las maquinas
simples a vapor con la Revolucién Industrial y de forma ininterrumpida hasta el dia
de hoy, el estudio de sistemas macroscopicos con gigantescos niimeros de componentes
ha sido un &area de relevancia en la fisica. E1 campo de la mecdnica estadistica fue
desarrollado, comenzando con los primeros trabajos de Boltzmann al respecto en 1872,
para abordar estos sistemas con un formalismo que permitiera conectar la dindamica
microscopica que describe las interacciones entre los elementos fundamentales, como
atomos o moléculas, con la termodindmica, desarrollada por Bernoulli, Carnot, Clau-
sius, Kelvin, Joule y tantos otros a lo largo del los siglos XVIII y XIX, que describe a
las variables macroscopicas de los sistemas, como la presion o la densidad. En parti-
cular, la mecanica estadistica es una disciplina que permite extraer el comportamiento
macroscopico promediando en los grados de libertad microscépicos.

Desde sus origenes, la mecanica estadistica ha recorrido un largo camino. Hoy dia
es el formalismo aplicado a la hora de estudiar casi cualquier sistema con un gran
numero de grados de libertad. Particularmente, es el método utilizado para el estudio de
aquellos sistemas que exhiben transiciones de faseE]. Sucede que numerosos sistemas, no

solamente fisicog?] al variar algiin pardmetro de control como puede ser la temperatura

!Cabe destacar que esto no fue siempre asi. De hecho, en un principio no era claro que la mecénica
estadistica pudiera explicar los cambios de fases y las no-analiticidades asociadas a estos procesos. Sin
embargo, el trabajo pionero de Peierls [I] 2] en esta linea mostré rigurosamente que la mecdnica
estadistica si puede predecir la existencia de transiciones de fase. Més adelante Lee y Yang mostraron,
de forma mas general, como en el limite termodindamico la mecénica estadistica puede producir el tipo
de no analiticidades propias de una transicién de fase [3 [4].

2En modelos de economia, de transmisién de enfermedades, de agent ial h t

, , gentes sociales y muchos otros,



o el campo magnético externo, experimentan un fenémeno en el cual el comportamiento
de las cantidades macroscopicas de interés no es analitico como funcion del pardmetro
de control mencionado. Antes y después del fenémeno, el sistema presenta diferentes
fases, estados de la materia que coexisten en equilibrio termodinamico. Por ejemplo, la
densidad de una sustancia, inicialmente liquida, varia considerablemente luego de pasar
por su punto de ebulliciéon. Un imén describe un descenso marcado, hasta anularse, de
su magnetizacién al ser calentado. Ciertos conductores presentan resistividad nula por
debajo de una temperatura dada. Incluso sistemas de agentes macroscopicos, como una
poblacion con circulacion de una enfermedad, pueden pasar de un estado de epidemia
activa a un estado de epidemia extinta segun se varia la efectividad de los tratamientos
o la resiliencia del patégeno. Estos cambios son lo que se denomina transiciones de fase.
Solamente pueden ocurrir al considerar el limite termodinamico, pues de otra forma,
una suma finita de funciones suave de los parametros de control, como pueden ser los

pesos de Boltzmann, no puede dar lugar a un comportamiento no analitico [3, [4].

Las transiciones de fase se suelen clasificar en dos grandes grupos: las de primer
orden, o discontinuas, y las continuas. En el pasaje de una fase a otra, puede ocurrir
que sea necesaria la absorcion o liberacion de cierta energia, denominada calor latente.
Este esta asociado al cambio en el nivel de desorden del sistema y es igual a la variacién
de la entalpia entre las dos fases a presion constante. Para las transiciones de primer
orden, el calor latente es no nulo. En la transiciones continuas, el calor latente es nulo,
siendo la derivada n-ésima de alguna funcién termodinamica, de tipo entalpia, la que
es discontinua. En general, si las primeras n — 2 derivadas son continuas, pero la n — 1
es discontinua, la transicién es de orden n, y se denomina un punto n—criticoﬂ. En el
caso de las transiciones de fase de segundo orden, se les suele llamar solamente punto
critico. La denominacién se debe a que las transiciones de primer orden suelen aparecer
en el diagrama de fases como lineas continuas, mientras que las transiciones continuas
aparecen como puntos en el mism(ﬂ Este fendmeno se observa en la figura , donde
vemos dos ejemplos de sistemas que presentan puntos criticos en sus diagramas de fases.
Las transiciones de fase se suelen observar estudiando alguna magnitud termodindmica
llamada pardmetro de orden, cuyo valor se anula en la transicién y dicha anulacion
implica una mayor simetria del problema.

Veamos como son las no-analiticidades de las magnitudes termodinamicas cerca

de un punto critico. En general, presentan divergencias como leyes de potencias en

la diferencia entre el parametro de control y su valor critico. Como tipicamente este

sucede que al variar algiin parametro de control ocurre un cambio marcado en el estado del sistema,
entre dos regimenes con propiedades colectivas diferentes.
'Es iterio de clasificacion d siciones de fase f 3 Ehrenfest. Exis 3
ste criterio de clasificacion de transiciones de fase fue propuesto por rentest. Existen otros
criterios que no discutiremos en este trabajo.
2Existen excepciones a esto, por ejemplo en la figura vemos un diagrama de fases en donde
se tiene una linea de puntos criticos separando dos fases liquidas del He-4.
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Figura 1.1: Diagramas de fase para (a) un sistema magnético y (b) una sustancia pura tipica. En
ambos diagramas existe un punto critico. En (a) el pardmetro de orden es la magnetizaciéon M que se
anula para T =T¢ y B =0. En (b) la cantidad que juega un rol similar a un pardmetro de orden es
la diferencia entre la densidad de las fases liquida y gaseosa, que se anula en T'=T¢c y P = Pc.

sera la temperatura, la variable comunmente utilizada es la temperatura reducida t =
(T' —T¢)/Te. La transicién continua suele describirse en términos de los exponentes
criticos, los cuales gobiernan las mencionadas leyes de potencias. Por ejemplo, en un

sistema magnético, la susceptibilidad magnética y diverge como:
X o [t (1.1)

Con respecto a dichos exponentes criticos, una de las caracteristicas mas sorpren-
dentes de las transiciones de fase es la wuniversalidad. Miltiples transiciones como
el orden-desorden en una aleacién binaria, liquido-gas en sustancias puras, o ferro-
paramagnetismo en un iman uniaxial, son descritas por leyes de potencias gobernadas
por exactamente los mismos exponentes criticos. Y esto sucede a pesar de que hablamos
de sistemas muy disimiles, donde las transiciones son caracterizadas por parametros de
orden completamente diferentes, y con un pardmetro de control relevante que no tiene
porqué ser la temperatura. Se dice que estas transiciones pertenecen a una misma clase
de universalidad. En general, existen varias clases de universalidad que engloban todas

las diferentes transiciones de fase.

Pensemos como es posible que sistemas fisicos con interacciones microscépicas a
priori totalmente distintas unas de otras, se comporten de forma exactamente igual cer-
ca del punto critico. Para algunos casos es relativamente sencillo, mediante reparame-
trizaciones, notar que las descripciones microscépicas de los sistemas son equivalentes,
pudiendo mapear unos en los otros. Luego, cerca de la transicion, las no-analiticidades
tendran el mismo aspecto. En el siguiente capitulo veremos cémo el formalismo del
Grupo de Renormalizacion Wilson, o su variante moderna el Grupo de Renormaliza-

cion No Perturbativo explica de una forma muy natural la existencia de este fendmeno



tan llamativo.

En esta tesis, estudiaremos un conjunto de modelos, parametrizados por un niimero
entero NV, llamados modelos O(N), los cuales presentan una transicién de fase de segun-
do orden. La denominacion no es casual. Se trata de sistemas donde cada componente
microscopico, o grado de libertad, tiene N elementos con simetria interna ortogonal.
Podemos pensar que en cada punto del espacio, o nodo de una red periédica, existe un
vector N —dimensional donde la teoria microscopica es invariante bajo transformacio-
nes O(NN) de dicho vector. Desarrollaremos mas formalmente la accién de estos modelos
en el capitulo 2] El pardmetro de orden de estos sistemas es el valor esperado de este
vector, el cual podemos pensar como analogo a la magnetizacion <M ) de un sistema
magnético. Por encima de la temperatura de transicion, este valor esperado se anula,
mientras que por debajo tiene un moédulo y direcciéon dados — lo cual rompe la simetria
O(N)I

Centrarnos en los modelos O(N) tiene miltiples motivaciones. En primer lugar,
para varios valores de N finitos existen realizaciones experimentales de sistemas fisicos
que exhiben una transicion de fase continua de segundo orden, cuya fisica de largas
distancias es controlada por la clase de universalidad O(N) para un valor N dado.
En segundo lugar, cuando consideremos el limite N — oo, obtendremos un sistema
resoluble de forma exacta, lo cual no ocurre para valores de N finitos. Asimismo, se
trata de un escenario donde se conocen resultados perturbativos exactos desarrollando
en 1/N desde la década del 70 [B, [0, [7, §]. Esto es un campo de prueba ideal para
evaluar aproximaciones, necesarias en los casos de N finito, y para estudiar en detalle

las simetrias del problema, partiendo de las soluciones exactas.

1.1. Sistemas fisicos en las clases de universalidad
de los modelos O(N)

Con el propésito de dar al lector una idea del rango de aplicacion de estos modelos,
veamos algunos ejemplos de sistemas fisicos con transiciones que pueden describirse
mediante modelos O(N):

N = 1: Imanes uniaxiales y sustancias puras

Para el caso N = 1, hay ejemplos muy conocidos. Esta clase de universalidad
incluye a sistemas fisicos tradicionalmente importantes para el campo de la mecanica

estadistica y, particularmente, de los fenémenos criticos. El grupo O(1) esta dado por

1Se suele decir que en la fase de baja temperatura, con una direccién preferencial — la de (M )

hay una simetria espontdneamente rota. En este caso, serfa la simetria interna O(N). Al anularse (M)
conforme aumentamos la temperatura, esta simetria se restaura.
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{—1,1}. Es facil ver entonces que la simetria para esta clase de universalidad no es
otra que la de Z, — la simetria bajo cambiar el signo del parametro de orden.

Una consecuencia de esto es que los imanes uniaxiales — descritos por el modelo
de Ising [9] — pertenecen a esta clase de universalidad. Existen varias sustancias com-
puestas, como SrRuOj3, FeFy o NdRuySis, por dar algunos ejemplos, que presentan un
comportamiento antiferromagnético uniaxial [10] 111, 12], 13| [14]. Tal comportamiento
puede ser mapeado, en muchos casos, a un sistema ferromagnético uniaxial de forma
sencilla. Si bien sobre estos sistemas existen numerosos estudios, y de hecho se conocen
soluciones exactas en algunas dimensiones bajas [I5] es 1til tener un formalismo gene-
ral que incluya, en un caso particular, a un sistema tan importante para la mecanica
estadistica. Este modelo de variables binarias sobre una red presenta, para dimensién
d > 1, magnetizacién espontanea — es decir una direccién preferencial a temperaturas
bajas, en su fase con la simetria Z, rota — la cual se anula en una transicién de segundo
orden si no se lo somete a un campo magnético externo, recuperando la simetria O(1).
En dicho punto el sistema es invariante bajo una inversién de sus grados de libertad
microscopicos. Este fenémeno se observa en la figura donde se muestra la solucién
analitica, propuesta por Onsager [15] y probada por Yang [16], para el modelo de Ising

en el caso bidimensional.
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Figura 1.2: Magnetizacién espontanea de un sistema magnético uniaxial sobre una estructura cristalina
bidimensional, en funcién del cociente 8¢ /8 = T/T¢ y en campo magnético externo nulo. Vemos tanto
la solucién exacta de Onsager y Yang, como el resultado de una simulacion Monte-Carlo del sistema.
Conforme T aumenta y se aproxima a T, M disminuye de su valor maximo en 7' = 0, anuldndose en
T = Tc. Figura extraida de [17].

Ahora bien, hay mas sistemas que pertenecen a la clase de universalidad de Ising.
Tal es el caso de las sustancias puras, en torno a su transicién de fase h’quido-gasﬂ

[18, 19, 20}, 21]. Cerca del punto critico, el modelo de gas en red describe con total

IEn esta transicién la diferencia de densidades no es un pardmetro de orden en un sentido estricto,
aunque se anula en el punto de transicién, pues ambas fases poseen las mismas simetrias.



precision las leyes de potencias de las magnitudes termodindmicas del gas. Este modelo
parte de suponer interacciones entre moléculas de la sustancia del tipo Lennard-Jones,
y luego realiza una discretizacion del espacio a una red periddica. Para cada “nodo”
de esta “red”, se considera una variable binaria n; tal que mide la ocupacién del nodo
por una molécula. Trabajando en el ensemble gran canénico — en donde el ntimero
de moléculas no esta fijo — es posible obtener que el Hamiltoniano del gas, para la
interaccién local considerada, respeta las mismas simetrias que el Hamiltoniano del
modelo de Ising y puede reparametrizarse de modo de coincidir con este. Por ende,
la transicion liquido-gas es descrita por la clase O(1). Notemos que en este caso, la
simetria O(1) = Zy es una propiedad emergente del punto critico, no presente en el
problema original en puntos arbitrarios del diagrama de fases.

Otro caso similar ocurre al considerar aleaciones binarias [22, 23] 24], como Zn-
Cu. En estos casos, se observa que por encima de una cierta temperatura critica,
el orden bce del cristal, con un tipo de atomo en las esquinas y otro en el centro
de cada celda se empieza a perder y los dtomos ocupan cualquier lugar con igual
probabilidad. Planteando una interaccién entre primeros vecinos es posible realizar
una reparametrizacion y obtener un Hamiltoniano idéntico al del gas en red, que a su

vez hemos discutido pertenece a la clase de universalidad O(1).

N = 2: Imanes planos, transiciéon )\ del Helio-4 y superconductores de alta

temperatura

Al pensar en sistemas ferromagnéticos donde la interaccién no es isotrépica, sino
que posee un plano preferencial, se obtienen los denominados imanes planosﬂ, uno
de los ejemplos mas conocidos de sistema fisico cuyo punto critico es descrito por la
clase de universalidad de los modelos O(2). El caso bidimensional de este modelo es
muy particular, dando lugar a la transicion BKT (Berezinskii—Kosterlitz—Thouless)
[25], 26, 27], cuya investigacién fue objeto de un premio Nobel en 2016. En la mayoria
de este trabajo, sin embargo, nos centraremos en el caso d > 3.

Existen otros sistemas importantes para la fisica estadistica que también poseen
una transicién en la clase de universalidad O(2): el Helio-4 superfluido y los supercon-
ductores de alta temperatura. Comencemos con el primero de ellos. Partiendo desde
alta temperatura, el He-4 comienza en el estado fluido (desordenado). Debido a que
los atomos de He-4 se comportan como bosones, al bajar la temperatura una cantidad
macroscopica del total de atomos acceden al mismo estado cuantico, en un proceso pa-
recido al del condensado de Bose-Einstein. No se trata exactamente de un condensado

de Bose-Einstein pues existen interacciones. En un principio, estas impedirian que se

!En un imén plano, las interacciones entre espines favorecen un cierto plano — luego la magne-
tizacién se encuentra confinada a este. Esto no significa que el material, la estructura cristalina con
momentos magnéticos periédicamente distribuidos, sea bi-dimensional.
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alcance un estado superfluido, debido a colisiones entre atomos excitados y atomos en
el condensado. Sin embargo, a comienzos de los 60, Landau demostré que la superflui-
dez si podia suceder [2§], valiéndole esto un premio Nobel. Su argumento muestra que
si la velocidad de flujo en el fluido es menor que un cierto valor critico v., vinculado a
las energias de los estados excitados, el sistema no puede disipar. Para el caso de He-4,
v, es finita, y por debajo de esta, el sistema exhibe un estado de superfluidez (fase or-
denada). En la figura vemos el diagrama de fases para el He-4 donde se distinguen
las dos fases liquidas con diferentes propiedades, y también la curva de calor especifico
en funcion de la temperatura, la cual presenta una no-analiticidad en T" = Ty cuyo

aspecto recuerda a la letra A — de ahi el nombre del fenémeno critico.

35 -
melting curve 40 I
4= |
mol-K
30
Aine He II He I
20

He-l
10 L/

vapor pressure
I 1

. , G 0 1 2 3
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 T(K)
T/K

(a)

Figura 1.3: Representaciones esquemadticas de (a): diagrama de fases para el Helio-4. y (b): calor
especifico cerca de la transicién. El aspecto de su no analiticidad da lugar al nombre de la transicién:
A. Figuras tomadas de Wikimedia Commons.

Cuando uno considera la funcién de onda que describe el estado condensado, y
tiene en cuenta que los atomos de He-4 presentan repulsion de corto alcance, resulta
que puede dar una descripcion, en las proximidades de la transicién de fase, en términos
de un campo clésico de dos componentes, con médulo fijo [29]. Esto se debe a que la
transicion de la fase ordenada a la desordenada es producida por fluctuaciones en
la fase compleja de la funcién de onda ¥(r), y no de su mddulo. En conclusién, la
transicion es medida por un parametro de médulo fijo y dos componentes, andlogo al
caso del imén ferromagnético plano, por lo cual la clase de universalidad O(2) controla
su régimen emergente. Vale la pena destacar que esta es una de las transiciones en tres
dimensiones estudiadas con mayor precisién, con experimentos realizados en el Space
Shuttle [30] B31].

Por 1ltimo, mencionemos el caso de los materiales superconductores a altas tem-
peraturas, los cuales también exhiben una transicién entre sus fases conductora y su-
perconductora descrita por esta clase de universalidad [29] 32, B3]. Una descripcién
cualitativa del fenémeno es que en cierto materiales con electrones cuasi-libres, se for-

man estados ligados de pares de electrones, llamados pares de Cooper. Para estos pares
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el espectro de energias presenta un salto AFE sin valores permitidos — llamado band-gap
— lo cual conlleva a que, para temperaturas bajas tales que kgT < AE, el flujo de los
electrones en el material sea no disipativo al no poder perder energia en colisiones con
los iones que lo forman, de forma similar al ejemplo del superfluido. Esta transicién,
para su correcta descripcion, requiere de un tratamiento mecanico cuantico de las inter-
acciones entre electrones. Sin embargo, el resultado es relativamente sencillo: se puede
analizar el problema en términos del campo escalar complejo W(7), que mide la am-
plitud cuantica de hallar un par de Cooper en 7. El Hamiltoniano de la teoria resulta
invariante bajo cambios globales de fase de esta funcién de onda V. Se trata de una
situacion similar a la del He-4, y nuevamente la transiciéon entre el estado supercon-

ductor y el conductor, en la cual |[¥|? se anula, es descrita por la clase de universalidad

0(2).

N = 3: Imanes isotrépicos

Al considerar sistemas con parametro de orden de tres componentes, el ejemplo
canodnico lo constituyen los imanes ferromagnéticos isotrépicos, cuyo régimen critico
pertenece a la clase O(3). Estos son sistemas, usualmente ubicados sobre una red, que
exhiben una magnetizacion espontanea debajo de una cierta temperatura, conocida
como temperatura de Curie. Estos incluyen a los imanes habituales que presentan
magnetizacion con tres grados de libertad, como por ejemplo Fe, Ni, Gd, EuO o Fe3O;,.
Muchos materiales antiferromagnéticos isotrépicos poseen una descripciéon microscopica
que puede ser re-expresada facilmente en los mismos términos que los modelos para los
ferromagnéticos. Por ende, la transicion antiferro-paramagnética también es descrita
por esta clase de universalidad. Este segundo caso incluye ejemplos como Cr, NiO,
FeMn o RbMnFs.

Un modelo habitual de los sistemas ferromagnéticos isotropicos es el de una es-
tructura cristalina donde los atomos, o moléculas, en los nodos de la red, presentan
un momento magnético. Dichos momentos magnéticos interactiian entre si mediante la
interaccién de intercambio — lo cual es en realidad el nombre que se le da a un fenémeno
cuantico debido al principio de exclusién de Pauli. Esta interaccién — que surge del he-
cho de que la funcién de onda de un conjunto de fermiones debe ser antisimétrica bajo
intercambio de particulas — puede ser tanto ferromagnética como antiferromagnética
— segun si la energia es minimizada por el alineamiento paralelo o antiparalelo de los
momentos magnéticos. Esto sucede debido a que al considerar un término de interac-
cién Coulombiana entre dos electrones, se rompe la degeneraciéon en las energias de

los estados espacialmente simétricos y antisimétricosﬂ Esta diferencia de energia es

'Recordemos que para un par de fermiones la funcién de onda debe ser antisimétrica bajo inter-
cambio de posiciones y espines. En consecuencia, si es espacialmente antisimétrica, debe ser simétrica
en los espines — o viceversa.



proporcional a un factor llamado integral de intercambio, cuyo signo depende de los
detalles del sistema especifico. El efecto neto de este término es que uno de los esta-
dos, simétrico o antisimétrico en los momentos de espin, resulte el de minima energia,
tendiendo asi el sistema a baja temperatura a alinear o anti-alinear los espines, segiin
el signo de la integral de intercambio. Esta interacciéon es de corto alcance pues la
integral de intercambio involucra el producto de las densidades de probabilidad espa-
cial de cada electron, y su superposiciéon decae rapidamente. Es mucho mas intensa
que la interacciéon magnética espin-espin, por lo cual domina en la determinacion del
comportamiento magnético del material.

El modelo de Heisenberg cuantico, el mas sencillo para describir esta interaccion,

considera espines cuanticos ubicados en los nodos de la red:

How = — Y JiySi- 5, (1.2)

donde J;; son las constantes de intercambio, vinculadas a la integral de intercambio
para el par {i,j}. La suma se realiza sobre todas las parejas de espines en la red. Segin
si las J;; son mayores(menores) a cero, la interaccién es ferro(antiferro)-magnética.
Notemos que la forma de la interaccién es simétrica por rotaciones de los espines, de
alli que se trate de un sistema isotrépico, sin direcciones preferenciales.

Cuando uno considera un sistema de este tipo a una temperatura finita, las fluc-
tuaciones térmicas se tornan dominantes, y es posible realizar un modelo clasico en
términos de espines como momentos magnéticos clasicos, de médulo constante. En ese
caso, el Hamiltoniano luce:

HcH = — Z szSz . Sj, (13)

{i.i}
donde ahora los S; son vectores cldsicos de tres componentes. Este Hamiltoniano des-
cribe al denominado modelo de Heisenberg cldsico. Este modelo presenta simetria O(3).
Incluso si la estructura cristalina introduce interacciones anisotropicas subdominantes

la transicién es aproximadamente descrita por la clase de universalidadE] O(3).

N = 4: transicion quiral en Cromodinamica Cuantica

Hemos mencionado ejemplos de interés principalmente para la fisica de la materia
condensada. Sin embargo, las clases de universalidad de los modelos O(N) también
son utiles para la descripciéon de transiciones a nivel de la Cromodindmica Cuéntica.
Mas concretamente, la transiciéon quiral, donde la simetria de la teoria se rompe es-

pontaneamente, es descrita por la clase de universalidad O(4) en el caso de dos sabores

'Recientemente se ha reportado que en el caso de una red cibica, estas anisotropias son “margi-
nalmente” relevantes [34], es decir, sus scaling positivos, pero muy pequefios.



de quarks sin masa.

La naturaleza de la transicion depende del nimero f de quarks que pueden consi-
derarse no masivos [35]. Supongamos que tenemos dos quarks sin masa. Esta situacién
describe casi perfectamente el mundo en que vivimos: hay dos tipos de quarks, up y
down, que a escalas de energia tipicas de QCD, pueden considerarse aproximadamente
sin masa. El caso del quark strange es un poco mas delicado, y los restantes quarks
tienen masas que exceden considerablemente las escalas tipicas de QCD.

Para la Cromodindmica Cuantica con f quarks sin masa, el Lagrangiano presenta
una simetria global SU(f), x SU(f)r x U(1)+r. Esta simetria se rompe espontanea-
mente a SU(f)r+r X U(1)p+r a temperaturas bajas, y es restaurada a temperaturas
suficientemente altas [30, 37]. Aqui los subindices ;, y g refieren a transformaciones ac-
tuando sobre los fermiones izquierdos o derechos, respectivamente. Inicialmente existe
una simetria que permite transformar unos u otros por separado, la cual es rota en la
transicion a una simetria bajo transformacion simultanea de ambos tipos de fermiones.
Para f > 2, existe una transicion de fase asociada a la restauracién de esta simetria.
En el caso f = 2, cerca del punto de transicion en que se rompe espontdneamente
la simetria, es posible dar una descripcion en términos de una energia libre de tipo
Ginzburg-Landau [38], donde el pardmetro de orden M, un bilineal construido a partir
de los quarks, se expresa en términos de las matrices 2 X 2 unitarias de determinante
positivo:

M = ¢oldy + i7 - 7, (1.4)

donde & son las matrices de Pauli. Esta descripcién termina resultando equivalente
a una teorfa con un campo ¢ = (¢, 7) de cuatro componentes, con simetria O(4)

[36, B35, [37]. La transicién de fase pertenece entonces a la clase de universalidad O(4).

N =0y N = —2: casos no unitarios

El pardmetro N que describe la simetria interna de los modelos O(N) solo tiene
sentido estricto cuando consideramos N entero y positivo — el nimero de indices de color
internos. Sin embargo, su rol en las ecuaciones que describen la fisica de largas distancias
de la clase de universalidad O(NN) dada, es el de un pardmetro que se puede modificar
arbitrariamente para incluir valores no enteros, e incluso, negativos de N. En este caso,
tenemos modelos donde el mapeo a una teoria unitaria en espacio Minkowskiano no es
nada trivial.

Hay dos ejemplos que estudiaremos numéricamente. Primero, N = 0 que correspon-
de a caminatas auto-evitantes [39], un modelo 1til para describir cadenas de polimeros
largas con auto-repulsion. El segundo ejemplo es N = —2, que describe la fisica de las
caminatas al azar con eliminacién de bucle [40] — si en su camino el agente realiza una

curva cerrada, esta se elimina y continua desde el punto en que se cerré tal curva.
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1.2. Fendmenos criticos: simetrias emergentes

Hemos mencionado multiples sistemas fisicos que experimentan transiciones de fa-
se continuas descritas por diferentes modelos O(N). En esta tesis estudiaremos las
transiciones de estas clases de universalidad, determinando los exponentes criticos que
caracterizan las leyes de potencias en sus alrededores, y poniendo especial énfasis en las
simetrias emergentes del régimen critico. Para comprender mejor esto, debemos hacer
una discusion cualitativa de los fenémenos criticos.

Comencemos estudiando el comportamiento de la funcién de correlacién conexa a

2-puntos cerca de una transicion de segundo orden:

Gij = (pip;) — (pi)(¥5) (1.5)

donde para fijar ideas estamos considerando una red peridédica con variables ¢; en
sus nodos. Para i, j fijos, se trata de la covarianza cov(y;, ¢;), que mide la tendencia
de las dos variables a presentar una relacion lineal — que tan depedientes son una
de la otra. Normalizada por las varianza de cada variable, toma valores entre —1 y
1. Estos valores extremos pueden interpretarse fisicamente como una tendencia de
los espines a antialinearse, o alinearse, mediante una interaccion efectiva. El valor 0
sugiere que se trata de variables independientes, o fisicamente, de grados de libertad
que no interactlianE]. Si ahora nos permitimos variar la pareja ¢, j considerada, G;; nos
da una idea de hasta qué distancia los grados de libertad del sistema “interactian”
efectivamente — en el sentido de que “mide” cuan independientes son las variables

microscopicas. La funcion a dos puntos suele comportarse a grandes distancias como:
5 )

donde R;; es la distancia entre los nodos 7 y j, y § es la longitud de correlacion, que

nos da una idea de la distancia a la cual los espines se encuentran correlacionados.
Para temperaturas por encima, o debajo, de la temperatura critica T, £ tiene un valor
finito (tipicamente del orden de a — la constante de la red). Sin embargo, cerca de una
transiciéon de fase continua, los sistemas se encuentran fuertemente correlacionados
y € > a — si tuviésemos una muestra de tamano ilimitado £/a — oo. Tenemos un
numero efectivo de grados de libertad interactuando mucho mayor al esperable por
las interacciones microscopicas, que normalmente solo relacionan a vecinos cercanos.
Podemos ir un poco mas alla, pues resulta que cerca de la temperatura de transicién
T ~ Te — o en general cuando el pardametro de control se encuentra cerca del valor

critico — la funcién de correlacién conexa a dos puntos se comporta segtin su forma de

'Esto no significa que si G;; = 0 las variables son independientes. Si bien dos variables indepen-
dientes presentan covarianza nula, el reciproco no es cierto siempre.
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scaling:

G(q) = qQ—l_nf(q{)

61 =z (7).

donde f y g no dependen de los detalles microscépicos del modelo (a menos de cons-

(1.7)

tantes de normalizacién) y la dimensién anémala 7, es un nuevo exponente critico.
Este comportamiento es valido si r,¢~! > a. Por otro lado, cerca de la transicién la
longitud de correlacion diverge con una ley de potencia caracterizada por el exponente

critico v:
T—Te 1

x —\T—TCV" (1.8)

Del comportamiento de las funciones de correlacién, notamos que para distancias
r > a, hay independencia de los detalles microscépicos. Y, al mismo tiempo, si r < &,
las cantidades no deben depender de £ — si hay un limite termodinamico, ya que en el
limite de volumen infinito, £ — oo. En definitiva, existe un cierto régimen a < r < &
en donde el sistema, careciendo de una escala tipica, se comporta como “invariante de
escala”. Esto significa que la fisica permanece incambiada si miramos el sistema desde
mas cerca, o mas lejos, con un comportamiento que es aproximadamente autosimilar.
Por ejemplo, en un sistema magnético que se acerca a la criticalidad 7" — T, los
dominios magnéticos con los espines alineados se vuelven de tamanos y formas sin
una escala caracteristica. Notemos que esto solamente puede suceder en la criticalidad,
pues de otro modo £ ~ a. Ademas de este hecho, la muy leve dependencia en la escala
microscopica a para un r en este régimen, conduce a un comportamiento homogéneo
e isotropico — es decir, invariante bajo traslaciones y rotaciones — incluso si a escala
microscopica el sistema se ubica sobre una red con simetrias discretas. En el capitulo
estudiaremos mas de cerca la relacién entre la invariancia bajo transformaciones de
escala y el andlisis del problema en la formulaciéon del Grupo de Renormalizacion.
Podemos concluir que en su punto critico, y a largas distancias, el sistema presenta

muchas mas simetrias que para un punto arbitrario del diagrama de fases.

1.3. Objetivos de trabajo

En esta tesis, exploraremos las transiciones de fase de los modelos O(NN) poniendo
particular atencién en las simetrias del régimen critico. En particular, estudiaremos la
posibilidad de que en el punto critico estos sistemas presenten simetria conforme, algo
conjeturado por Polyakov y Migdal en los anos 70 [41], [42]. Las transformaciones con-
formes son aquellas transformaciones que, para dos curvas dadas que se intersectan en

un punto, no modifican el angulo de intersecciéon. Esta simetria incluye las ya mencio-
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nadas rotaciones, traslaciones y transformaciones de escala, pero considera ademas un
nuevo tipo de transformaciones: las llamadas transformaciones conformes especiales.
Podemos intuitivamente considerar estas transformaciones como la composicion de una
inversiénEL una traslacién y otra inversion. En el capitulo [3| profundizaremos en el grupo
conforme, sus propiedades, generadores y dlgebra. Esta conjetura ha sido demostrada,
en d = 3, para N = 1,2,3,4 [43] [44], pero no ha sido probada para N arbitrario si
nos restringimos a esta dimension. Existen resultados més generales, desde los anos 80,
que muestran como en dimensiéon d = 2 la invariancia bajo traslaciones, rotaciones y
dilataciones, conjunto a la condicién de unitaridad implican que los puntos fijos criticos
son invariantes conformes [45], 46] para varios sistemas.

El propdsito de esta tesis a nivel analitico es doble:

1. Abordar, de forma analitica, el caso N — oo, donde veremos como para las
funciones de correlaciéon a 2- y 3-puntos, la simetria conforme se verifica.

2. Estudiar qué restricciones impone sobre la teoria requerir la invariancia conforme,
en dicho limite y también para N finito. Esto nos permitira extraer el espectro de
exponentes criticos en el limite N — oo, asi como restricciones sobre operadores

compatibles con la simetria acoplables a la teoria.

Para el caso N finito, utilizaremos esta simetria para extraer resultados numéricos.
A partir de un esquema de aproximacion, denominado Desarrollo en Gradientes, del
Grupo de Renormalizacion No Perturbativo, estudiaremos el régimen critico de los
modelos O(N) para diversos valores de N, incluyendo aquellos fisicamente relevantes,
como los mencionados en la seccién [Tl Profundizaremos sobre este método en el
capitulo 2 A partir de esta implementacién numérica, considerando la conjeturada

simetria conforme, planeamos:

3. Extraer predicciones numéricas para los exponentes criticos. Compararemos estos
resultados con los valores aceptados, donde veremos que las predicciones obteni-
das son comparables, y compatibles, con las mas precisas a la fecha. En particular,
estudiaremos las diferencias del criterio de determinacién de dichos exponentes
buscando minimizar la ruptura de la simetria conforme con otro método actual-
mente mas extendido, conocido como Principio de Minima Sensibilidad.

4. Con un enfoque mas técnico, comparar dos versiones diferentes de la DE exis-
tentes en la literatura, full y strict, sobre las cuales hablaremos en el siguiente

capitulo, al nivel de precisién abordado en esta tesis.

1Se trata de la transformacién discreta 2# — x#/x% que mapea el interior de la d—esfera en su
exterior y viceversa.
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Capitulo 2

El Grupo de Renormalizacién No

Perturbativo

Como hemos introducido en el capitulo [I} las transiciones de fase, y més parti-
cularmente, los puntos criticos — es decir las transiciones de segundo orden — son un
campo de la fisica con numerosas realizaciones experimentales, de importancia tedrica
y practica, y son fenémenos sumamente interesantes en si mismos. Sin embargo, la
creciente complejidad de la descripcion de un sistema conforme se aproxima al régi-
men critico, donde el nimero de grados de libertad interactuando de forma efectiva se
vuelve cada vez mas grande, conllevan a que su estudio analitico sea sutil y requiera de
técnicas especificas. En este capitulo realizaremos una puesta a punto sobre los avances
formales para tratar el régimen critico, repasando material no original de este trabajo,
explicado, entre otras fuentes, en [47, [48], [49] [50], [5T]. Introduciremos las ideas generales
detras del Grupo de Renormalizacion y sus transformaciones discretas, viendo de qué
modo éste nos permite considerar las interacciones a toda escala sin arruinar el calculo
y, de esa forma, estudiar los puntos criticos. Luego veremos una implementacién parti-
cular de esta idea: el Grupo de Renormalizacién No Perturbativo (NPRG), o Grupo de
Renormalizacién Funcional (FRG), con un enfoque funcional para lo que llamaremos
flujo de renormalizacion. Estudiaremos un esquema de aproximacién dentro del NPRG
— el desarrollo en gradientes (DE), el cual nos permite realizar cdlculos numéricos de

los exponentes criticos y otras magnitudes de interés en la criticalidad.

2.1. Grupo de Renormalizacion de Wilson

2.1.1. Problemas con el desarrollo perturbativo

El tratamiento de las transiciones de fase ha sido un campo de trabajo intenso
para la fisica del siglo XX. En la década del 30, Landau realiz6 uno de los primeros

intentos de dar una descripcion sistematica de los fenémenos criticos, implementando
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una aproximacion similar a la teoria de campo medio [38] para estudiar transiciones
de fase en fluidos. Introduzcamos esta formulacién, viendo sus éxitos, y sus defectos,
lo cual nos servira para introducir el Grupo de Renormalizacion. En primer lugar,
se considera un Hamiltoniano mesoscépico (usualmente denominado Hamiltoniano de
Ginzburg-Landau) Hgr[p] para variables continuas, que respeta las simetrias de la
teoria y posee un estado de energia minima que se corresponde con la fase de baja
temperatura del sistema. Si pensamos en un modelo magnético unidireccional, seria la

fase ferromagnética, y un ejemplo de Hamiltoniano de Ginzburg-Landau seria:

Haulyl = [ {5707+ 3+ S}, 21)

en donde utilizamos la notacién:

L fo) = [ s@pte (2:2)

En este modelo, el parametro de orden es una variable continua que toma valores en
cada punto del espacio. En principio el modelo mesoscépico puede incluir mas acopla-
mientos, segin cuan bien se conozca la interacciéon a nivel fundamental — lo cual varia
de sistema en sistema. Afortunadamente, uno de los resultados mas llamativos de la
teoria de Landau (o de Ginzburg-Landau) es que la descripcién de la transicién de
fase de segundo orden que se obtiene es mayormente independiente de todas estas po-
sibles constantes de acoplamiento, lo cual evita la necesidad de estudios microscépicos

detallados. A partir de Hgp se obtiene la funcién de particion del sistema:
Z[J) = /DSO o~ Harlel+ [, J(@)e(z) (2.3)

Usualmente la funcién de particién tiene un factor 8 = (kgT')~' en el exponente. En
este analisis, lo supondremos absorbido en las constantes de acoplamiento de la teoria,
que consecuentemente dependen de 7. Debido a que se trabaja con un parametro de
orden continuo, en vez de sumar sobre microestados, se realiza una integral de caminos
sobre todas las posibles configuraciones del campo (pardametro de orden). Es aqui donde
se introduce la aproximacién de Landau: se supone que log Z[J] estd dominada por una

unica configuracién del campo, la de mayor probabilidad:

log Z[.7] ~ —Helio] + / J(@)po(). (2.4)

T

en donde ¢, es aquella configuracion del campo que maximiza el exponente:

dHgr,
dp(x)

= J(2). (2.5)

¥o
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Al realizar esta aproximacion, hemos despreciado las contribuciones de todas las
fluctuaciones en torno a la configuracién dominante, lo cual es similar a la aproximacién
de campo medio (MFT). Como consecuencia, el valor esperado del campo coincide con

v, dado que es la tnica configuracion que se toma en cuenta:

(p(z)) = ¢(z) = po(). (2.6)

En general, en lugar de trabajar con la energia libre de Helmholtz WJ], que es pro-
porcional a log Z, se pasa a trabajar en términos de la energfa libre de Gibbs T'[¢]. Esta
no es mas que la transformada de Legendre de la primera, respecto al campo externo

J(z). Al calcularla, se obtiene la aproximacién de Landau para I'[¢]:

Lol = /J¢¢(I) ~ Wl donde Jy es tal que: ¢(x) = 5??;) )

®

(2.7)

A partir de esta aproximacion se pueden calcular los exponentes criticos de una
teoria. Un resultado importante de tal analisis es que dichos exponentes apenas depen-
den de algunos signos relativos entre constantes de acoplamiento, no de sus valores.
Es decir, los exponentes criticos son comunes a una gran cantidad de sistemas con
diferentes Hamiltonianos microscopicos — son cantidades universales. Este es uno de
los mayores éxitos de la formulacién de Landau, pues predice correctamente la existen-
cia de las clases de universalidad observadas empiricamente, que mencionamos en el
capitulo [T} Sin embargo, los exponentes criticos que predice son incorrectos, idénticos
a los de la teorfa de campo medio [38, 52, 53] e independientes de la dimensién d. Esto,
para dimensiones menores a un cierto valor d. no se verifica y no se corresponde con las
mediciones experimentales y las simulaciones numéricas. Veamos cémo podrian mejo-
rarse los resultados en este esquema de trabajo. Ginzburg, a comienzo de la década del
60, se propuso calcular las primeras correcciones a la teoria de Landau [54]. El fruto de
su trabajo es lo que hoy se conoce como criterio de Ginzburg, que determina el rango
de validez de la aproximacion de Landau. Partiendo de suponer ésta lo suficientemente
buena, Ginzburg calculé las primeras correcciones y las comparé con el orden cero de
la aproximacion — en que todas las fluctuaciones estan congeladas. Una forma de hacer

este desarrollo es considerar un parametro adicional ﬁcticioﬂ h:

Z[J] _ /D@ e—HGL[goHﬁrz J(I)xﬂ(fv). (2.8)

donde h — 0 corresponde a la aproximaciéon de Landau: solo importa la configuracion

TAqui % no es la constante de Planck, sino un pardmetro adimensionado ficticio. Empleamos esta
notacién por la similitud con los desarrollos semiclasicos de la mecanica cuantica en A.
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de campos que verifica . Si permitimos que h sea pequena, pero no tienda a 0,
podemos desarrollar en potencias de A y obtener las correcciones a la teoria de Lan-
dau. Ginzburg observd que las correcciones resultan, para dimensiones menores a la
denominada dimension critica superior de una clase de universalidad d., comparables
al orden cero, y de hecho, divergentes en la criticalidad en esta aproximacion. Esto
invalida la teoria de Landau para dimensiones d < d. cerca del punto critico, y explica
por qué predice exponentes criticos erroneos. Estudiemos el verdadero problema detras

de todo esto. La aproximacion de Landau

I'[¢] = Havle = 4], (2.9)

implica una propiedad crucial: la energia libre del modelo es analitica en el parametro
de orden ¢ y sus derivadas V"¢. Suponer Hgylp] como una suma de algunos pocos
términos no es algo desacertado, ya que a nivel microscépico las interacciones son de
corto alcance — es decir que no involucran derivadas de alto orden — y, en general,
los sistemas no exhiben interacciones que involucren productos de un gran ntmero de
campos. Sin embargo, al considerar la energia libre de Gibbs, funcional del valor espe-
rado del campo microscépico, ¢(x), la historia es muy diferente. Lejos del punto critico,
donde £ =~ O(a) con a la escala microscopica — por ejemplo la constante de una red — I’
compartird estas propiedades con Hgy, v también sera una funcién suave, desarrollable
en potencias del campo y sus derivadas. Pero al acercarnos a la transicién de fase de
segundo orden, esto ya no es asi. Cada grado de libertad interactia de manera efectiva
con un nimero ~ (£/a)? 72{¢ 5 de componentes del sistema. Esto lleva a que I sea
una funcién no analitica, es decir una suma de infinitos términos donde las constantes
de acoplamiento no son progresivamente méas pequenas, y por ende, no desarrollable —
no podemos despreciar los términos de mayor orden en el nimero de campos o deriva-
das, todos estan presentes. Profundicemos un poco mas, veamos por qué no funciona
un desarrollo perturbativo en torno a la teoria de Landau a la Feynman. El problema
con este enfoque reside en que, a un orden dado del desarroll(ﬂ en h, consideramos las
fluctuaciones de todas las longitudes de onda en pie de igualdad — de ahi surgen las
integrales de Feynman. Cuando nos aproximamos al punto critico y & — oo, este proce-
dimiento puede arruinar nuestra aproximacion, incluso si nuestro modelo microscopico
es muy preciso. La idea del Grupo de Renormalizacion de Wilson, que veremos a con-
tinuacion, es re-ordenar la suma sobre las fluctuaciones de una nueva forma tal que no
aparezcan divergencias, construyendo una sucesién de teorias efectivas a escalas cada

vez mayores, integrando la fisica de distancias pequenas de forma progresiva.

IEquivalentemente a desarrollar en £, podemos pensar en que el desarrollo es en ug si pensamos
en una teorfa ¢* en torno al punto fijo Gaussiano con una perturbacién ugp*/4!, para fijar ideas.
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2.1.2. Transformaciones del Grupo de Renormalizacién
Bloques de espines de Kadanoff

Uno de los pasos mas importantes hacia la obtencion de una descripcién mas ade-
cuada de los fenémenos criticos fue dado por Kadanoff en 1966, con su propuesta de
construir bloques de espines sucesivos integrando cada vez méas grados de libertad [55].

Consideremos una teoria en una red de constante a, como puede ser un modelo
de un sistema magnético. Por simplicidad consideremos el caso uniaxial clasico — mo-
delo de Ising — en donde los espines S; = 41 son variales binarias. Su Hamiltoniano

microscopico — discreto — esta dado por:

Hy=-BJ)Y SiS;—BBY S, (2.10)
(ig) @

donde () indica parejas de primeros vecinos. Queda implicito que los acoplamientos
para las interacciones entre més espines (compatibles con la simetria Zs), como puede
ser las interacciones llamadas de plaqueta, son nulos. Ahora, para estudiar la fisica
a distancias > a, podemos considerar, en vez de cada grado de libertad de forma
individual, bloques de espines de tamano sga, sustituyendo los espines originales S;
por uno nuevo S!, representante del bloque. Esta fue la idea de Kadanoff de realizar
un procedimiento gradual de granulado grueso. Existen muchas maneras de asignar
el representante del bloque. Por ejemplo, puede considerarse una variable binaria que
tome el valor mayoritario en el bloque (signo de la suma de los espines). Otra opcién
seria considerar el promedio de los valores — perdiendo asi la estructura binaria, pues
en los pasos sucesivos el valor del espin se acercard a una variable continua € [—1, 1].

Hay muchas més opciones. En general denotamos al representante como:

Se = fa{Si}), (2.11)

donde solamente requeriremos que f,({S;}) respete la simetria Z, y que sea sensible a
si dentro del bloque hay una mayoria de espines en una u otra direcciéon. Esta defini-
cién induce una transformacién del Hamiltoniano, H[S;] — H’[S!], donde este nuevo
Hamiltoniano debe describir la misma fisica de grandes distancias y, en particular,

producir la misma funcién de particion:

7= e Ml = 7z =3 "SI (2.12)

{5a} {8}

Este procedimiento induce una relacion entre los pesos de Boltzman para una confi-
guracion de espines antes y después de la transformacién. En general, H' no contendra

s6lo los acoplamientos presentes en H, sino que incluird ademas muchos términos que
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originalmente no estaban contenidos en la teoria microscépica. Continuando con nues-
tro ejemplo, genéricamente tendremos para B = 0:
H'| =K ) SiSh+ Ky Y S,Sp885+ ... (2.13)
(aB) (apys)

campo nulo

donde todos los acoplamientos posibles (compatibles con la simetria del modelo) apare-
ceran al cabo de algunas transformaciones sucesivas. Llegado a este punto vale la pena
modificar el planteo y considerar Hamiltonianos H [[? ,{S:}] donde K es una estructura
que contiene todos los posibles acoplamientos de la teoria. En el caso de Ising en campo

externo B nulo, tiene una unica componente no nula en el paso inicial.

Transformaciones del Grupo de Renormalizacién lineales

Veamos una implementacién concreta de la idea de Kadanoff, considerando trans-
formaciones del grupo de renormalizacion lineales. Cada transformacion implica dos
pasos: primero, formar bloques de espines con f, una funcién lineal de los espines S; y
reobtener el Hamiltoniano H'. Consideraremos:

A(so, K
So = —<S°; ) > 8, (2.14)
50 1€a
donde )\(so,l? ) es una funcién escalar del factor de escala y los acoplamientos que

fijaremos mas adelante.

El segundo paso consiste en re-escalar el sistema y medir todas las magnitudes
dimensionadas en términos de la nueva escala del problema a’ = sga. Nuestro objetivo
es construir una teoria efectiva a partir de la original, con los modos de corta distancia,
ya integrados. Para poder comparar la teoria original con la nueva, es necesario medir
ambas en las unidades correspondientes, a y sga. En particular, si nos interesa estudiar
la fisica de grandes distancias en el régimen invariante de escala del punto critico, es
necesario “independizarnos” de las escalas dimensionadas. ; Como sabremos que hemos
alcanzado el régimen invariante de escala? Si al hacer una transformacion del Grupo de
Renormalizacion, el Hamiltoniano obtenido en términos de la nueva escala de la red, es
el mismo que antes, medido en la escala previa a la transformacion. Naturalmente, las
magnitudes dimensionadas no podran ir a un régimen invariante bajo las TGR — a un
punto fijo — pues dependen explicitamente de la escala. Re-escalar nos permitira extraer

el factor dimensional y analizar si las magnitudes alcanzan un régimen invariante.
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Figura 2.1: Ilustracion de la transformacion del grupo de renormalizacion

Este proceso — recalcular el Hamiltoniano y hacer un reescaleo de la red, cuya repre-
sentacion grafica vemos en la figura [2.1|— preserva la funcion de particién, realizando un
mapeo entre teorias efectivas con la misma fisica de largas distancias, donde los grados
de libertad microscépicos son incorporados de forma gradual. La transformacién puede
resumirse en el mapeo:

K — K' =T(K) (2.15)

Una hipétesis importante que haremos es que tras un nimero finito de transfor-
maciones, (7:")(]? ) seran funciones suaves de la temperatura (y el campo externo si
lo hubiera), si inicialmente lo eran. La evolucién de las constantes de acoplamiento
mediante las transformaciones del grupo de renormalizacion se denomina flujo de re-
normalizacion. En este caso, el flujo serd un mapa discreto, con “saltos” de una teoria

efectiva a la siguiente en el espacio abstracto de constantes de acoplamiento.

Comportamiento de la longitud de correlacién

Vale la pena discutir qué sucede con la longitud de correlacién al realizar transfor-
maciones del grupo de renormalizacién. Si partimos de la transformacion lineal (2.14))

que nos da los S/, donde la funcién A(sg, K') de momento sigue siendo indeterminada,

se puede mostrar [48] que las funciones de correlacién verifican:

(5.5 = 20 BT S~ g 6y Ao, B)SS)), (2.16)

S
0 i€a,jEB

donde la segunda relacion es aproximadamente valida si, con £ > a, consideramos dos

bloques v y (3 tales que 7,5 > a — pues en ese caso (S5;5;) no varia significativamente
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para i € a 'y j € 5. Entonces, cerca del punto critico:
(SL.Sh) & A(so, K)2(SiS,). (2.17)

Recordemos ahora la forma de scaling (1.7) de la funcién de correlacién conexa

cerca de la criticalidad, en términos de variables adimensionadas 7, &:

e_f/é

G(7,€) ~ con =d-—2+n. (2.18)

Esta expresion es valida tanto antes como después de la transformacion, pues se-

guimos teniendo un sistema fisico con la misma simetria y fisica de largas distancias.

En conclusién, combinando (2.17) y (2.18]):

e_T/Sogl = e_r/g
S0 = A(s0, K) 5 (2.19)
de donde podemos despejar:
& = Sﬁo v Aso, K) = s\720/2 (2.20)

Esto quiere decir que la longitud de correlacion, medida en términos de la constante
de la red re-escalada, disminuye con cada transformacion — salvo que el sistema esté

exactamente en el punto critico con £ = 4o00.

Cabe hacer un par de comentarios con respecto a A(sg, K ). Primero, vemos que su
expresion depende de K a través de la dimensién anémala 7. Segundo, nos conduce a

la definicién de la dimension critica del campo :

d—2+n

A(so, K) = sg¢(K) con dy= 5

(2.21)

% corresponde a la dimension canoénica del campo ¢, lo cual

conduce a la denominacién de n como dimensién anémala.

Notemos que el término

2.1.3. Flujo de renormalizacién, superficie critica y puntos fi-
jos

El flujo de las constantes de acoplamiento — flujo de renormalizacién — tiene lugar

en el espacio de todos los acoplamientos compatibles con la simetria de una teoria.

Partiendo de algtin punto K (T'), cada paso del grupo de renormalizacién nos movera

en el espacio de constantes de acoplamiento, mapeando una teoria en otra. Cada una

de las teorias a lo largo del flujo de renormalizacién tendra una fisica microscopica

diferente — corresponde a una teoria efectiva de la teoria anterior — pero presentara el
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mismo comportamiento de grandes distancias.

Figura 2.2: Tlustracion del flujo de renormalizacion en la proximidad de la superficie critica So.. Sobre
ésta se presentan dos puntos fijos, uno estable en S, y el otro inestable. La curva Cr corresponde a
una teoria fisica microscépica con un punto critico. Las trayectorias que parten de T' # T permanecen
cercanas a la trayectoria que parte de T' = T¢ pero luego se alejan gradualmente, conforme sus & — 0.
La trayectoria que parte del punto critico T¢ es atraida hacia el punto fijo estable en So.

Para un sistema critico, variando 7', las constantes de acoplamiento variaran de for-
ma suave — por hipotesis — describiendo una curva Cr en el espacio de acoplamientos.
Cuando la temperatura alcanza el valor critico T, la longitud de correlacién diverge,
¢ = +o00. Para cualquier otro valor de T, si bien puede suceder que £ > a, su valor
permanece finito. Por ende, al cabo de suficientes transformaciones del grupo de re-
normalizacién, & (¢ medida en las unidades del nuevo paso de la red) se volvera tan
pequena como uno quiera. Por otra parte, en la criticalidad, £ = 400 y luego también
& = +o0. Esto quiere decir que el flujo de renormalizacién, partiendo del punto critico,
estd confinado a una hipersuperficie de codimensién 1. Se denomina a esta hipersuperfi-
cie, dentro del espacio de constantes de acoplamiento, la superficie critica S, — el lugar
geométrico de las teorias con £ = +o00. Entonces, la superficie critica es estable bajo
el flujo de renormalizacién y “repulsiva”, pues trayectorias que comiencen en un punto
cercano, pero por fuera de esta, se iran alejando progresivamente, conforme disminuye
¢ medido en las unidades reescaleadas — ecuacién . En la figura puede apre-
ciarse, esquematicamente, el comportamiento del flujo del grupo de renormalizacion en
las proximidades de S..

Concentrémonos ahora en las caracteristicas del flujo de renormalizacién, sobre
el cual realizaremos una hipétesis fundamental: todo flujo desemboca siempre en un

punto fijo, no surgen ciclos limites, atractores cadticos, o comportamientos similares.
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Por punto fijo se entiende:
K* =T(K"). (2.22)

Estos puntos fijos pueden ser impropios, con alguna coordenada infinita — hacia donde
son atraidos los flujos que comienzan fuera de la superficie critica — o propios, ubicados
en S.. Supondremos que existen uno, o varios, puntos fijos dentro de S,.. A cada uno
de estos puntos fijos propios K *, estd asociado un dominio de atraccion D(I? *), tal
que todas las teorias cuya intersecciéon con S, ocurre en D(X *) desembocan en K*.
Supondremos que hay al menos un punto fijo en S, cuyo dominio de atraccién posee
igual codimension que S, y que este es estable bajo el flujo de renormalizacion. Estas

hipdtesis deben chequearse cada vez que se trabaje con un sistema fisico.

En este contexto podemos entender cémo surge la universalidad. Ya tenemos una
pista importante en el concepto de dominio de atraccién D(I? *), pues toda teoria
microscopica cuya curva de pardmetros Cr intersecte a Sy, en D(Iz *) tendra el mismo
comportamiento a largas distancias, al compartir el Hamiltoniano de punto fijo. Veamos
concretamente como los exponentes criticos seran exactamente los mismos para todas

las teorias que alcancen su punto critico en D(K™).

Para comenzar, a partir de la definicién de punto fijo (2.22)), y la relacién entre
funciones de correlacion antes y después de una transformacion del grupo de renorma-

lizacion ([2.17)):

G (f, K’) = 52" g <LI?> — 52K (ff?) (2.23)
So S
donde hemos introducido que tras n iteraciones del grupo de renormalizacién, el factor

de escala es s = s{j. Para aliviar la notacion, introduzcamos la siguiente definicién:

—

KO =To...0oT(K). (2.24)
——

<1 veces—

Ahora, la funcién de correlacion para una teoria critica, de acuerdo a lo que hemos

visto (2.17)), y tras n pasos del grupo de renormalizacién, vendra dada por:

6 (r.R) = I (L. 50)
i=1

_oym g (1) roo-
— 50221:1‘105([( )G (EJK(n)>

_9(n—n i T =\ —23m 2 (3)
~ 30 2( O)dqb(K )G (E’K > 8022171 dé(K )

(2.25)

~

_ 2R g (f, K > 5o 2 (46K =do ()
S

En la tercer linea, hemos supuesto que tras ng < n pasos la distancia al punto fijo es
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menor al error tolerable, y que por ende K™ ~ K*. De momento no hemos fijado el

valor de s (es decir, el de sp). Impongamos:

®w | =3

= 1o, (2.26)

para un valor arbitrario ry. Entonces, el comportamiento de la funcién de correlacién

es: ﬂ
G(F,K) = (@)%(K*) G <r0, K’) .C (2.27)

r
donde C es un factor multiplicativo finito.

Si ahora interpretamos este resultado en términos de la forma de escaleo de la
funcién de correlaciéon conexa (|1.7), podemos ver que para toda teoria cuyo punto

critico se ubique en D(I? *), tendremos el mismo exponente critico :
n=2ds(K*) — (d - 2). (2.28)

Como veremos mas adelante, lo mismo sucede para los demas exponentes criticos. En
este sentido, la formulaciéon en términos del flujo de renormalizacion hace aparecer
naturalmente el fenémeno de universalidad; y lo que es més, podemos ver que los
dominios de atraccion se corresponden con las clases de universalidad. Todas las teorias
asociadas a un dominio dado, presentan la misma fisica de largas distancias descrita
por los mismos exponentes criticos — que son universales a todas ellas.

Para culminar esta seccion, veamos como la informacion sobre los demés exponentes
criticos esta codificada en el flujo de renormalizacién — y cémo podemos extraerla

linealizandolo. Consideremos una teoria cercana a un punto fijo:
K,=K,+0K, (2.29)

Tras un paso del grupo de renormalizacién, obtendremos una nueva teoria K’ tam-

bién cercana al punto fijo, con una diferencia K’ de este, donde a orden dominante

oT,
IK! = -

tendremos:

K=Y T.0Kp. (2.30)
K* B

Aqui T,z es la matriz de estabilidad, cuyas entradas dependen del factor de escala
sg. Los vectores y valores propios correspondientes a esta matriz — que asumiremos dia-
gonalizable y con autovalores reale — se denotan: 7 y \; respectivamente. Podemos

escribir los valores propios de una forma mas 1til:

A = sY (2.31)

IEsto debe ser comprobado para un punto fijo dado de interés. Los valores propios pueden llegar
a ser complejos, dando lugar a trayectorias en espiral entorno al punto fijo.
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Dado que hemos supuesto la matriz de estabilidad diagonalizable, podremos escribir

para una perturbacién del punto fijo genérica:
0Ky => i) (2.32)

donde t; se denominan variables de scaling. Estas no son otra cosa que los coeficientes
de la descomposicién de §K en la base que diagonaliza a T,3. Al cabo de n iteraciones

del grupo de renormalizacién, manteniéndonos a orden lineal, tendremos:

SKM =31, (2.33)

donde podemos observar que, al ser los autovectores de (T("))a 5 los mismos que los de
T,s, los t™ vendran dados por:
1" = (s4)t; = st (2.34)

Esta observacion hace evidente por qué llamamos a estas variables de scaling. Segtin

Yi, tendremos tres tipos de varibles de scaling:

- Si y; > 0, la variable de scaling crece a lo largo del flujo de renormalizacion y se
aleja de S. En este caso t; se denomina una direccion relevante.

- Siy; < 0, la variable de scaling decrece a lo largo del flujo de renormalizacion y
tiende a 0. En este caso t; se denomina una direccion irrelevante.

- Si y; = 0, no podemos conocer el comportamiento de ¢; mediante en analisis
al orden lineal, requiriendo ir a o6rdenes mayores para estudiar su flujo. ¢; se
denomina direccion marginal. Tipicamente el flujo en esta direccion es lento,

siendo logaritmico en vez de una ley de potencias como en los otros casos.

Fisicamente, cabe esperar que solo existan una pocas direcciones relevantes para un
punto fijo dado, tantas como parametros experimentales deban fijarse para alcanzar el
punto critico — que podemos concluir coinciden en nimero con la codimension del do-
minio de atraccién D(K*) del punto fijo de interés. Para transiciones de fase de segundo
orden — puntos criticos — hay un solo acoplamiento a fijar (la temperatura, usualmen-
te, en campo externo nulo). Para puntos n—criticos, habrd n direcciones relevantes a
considerar. Por hipdtesis, asumiremos todas las demés direcciones irrelevantesﬂ.

Para terminar, veamos como podemos extraer los exponentes criticos a partir del
estudio de la matriz de estabilidad, como habiamos prometido. Estudiemos el caso de v,
que mide la divergencia de £ — recordemos su definicién ([1.8]) — cerca de la criticalidad.

Como dijimos, supongamos que hay una tnica direcciéon relevante y todas las demas

IEsto también debe ser chequeado para un sistema fisico dado bajo estudio
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son irrelevantes:

P >0>y >ys>ys > . ... (2.35)

Continuando con los sistemas magnéticos como ejemplo, cerca del punto fijo el parame-
tro relevante serd t; que se anulard en S, al igual que ¢ la temperatura reducida. Es

decir, normalizando ¢; de forma apropiada:
ti=t+Ot). (2.36)

Supongamos t; # 0, pero suficientemente pequeno tal que vale el régimen lineal, y
consideremos un s tal que:
s/ |tis?] =1, (2.37)

donde el 1 es convencional, basta con que, con t; — 0, el producto sea constante.
Llamemos ahora

€= roltr| 3 R rmolt] W = s =

3
b (2.38)

En base a estas definiciones, y suponiendo proximidad a la criticalidad tal que
|€ /ro|¥2ty < 1, la funcién de correlacién, utilizando (2.27)), puede expresarse c6mo:

2y _
GUJMQPH)H?(%Q G(mgiLOQ,”)

1 r
-t (g)

Este resultado tiene dos implicancias. Primero, hemos probado la forma de scaling de

(2.39)

la funcion de correlacién ((1.7). Y en segundo lugar, vemos que podemos identificar a
é con la longitud de correlacién £. Ademés, podemos identificar el exponente critico v,

que mide la divergencia de £ con la temperatura reducida ¢:

1
v=——, (2.40)

W
donde nuevamente v es universal para toda teoria cuyo punto critico se ubique en
D(K*), como ya habfamos visto en (2.28) era el caso para 7. Esto es comtn a los
demds exponentes criticos de la teoria, pues todos pueden calcularse a partir de n y v

mediante las relaciones de escala que los vinculan [47]:

a=2—dv
1%
f=5ld=-2+m)
42 (2.41)
T a2y
521/(2_77)a
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en donde « regula la divergencia del calor especifico con el parametro de control, g
la no analiticidad del pardmetro de orden en términos del de control, y ¢ describe la
relacion entre el pardmetro de control y su fuente en la isoterma critica [47).
Recapitulemos. Hemos visto una forma de sumar de forma progresiva las fluctuacio-
nes de cortas distancias preservando la fisica de largas distancias, mediante un mapeo
en el espacio abstracto de constantes de acoplamiento — que de momento ha sido ite-
rativo pero pronto veremos cémo hacer continuo — entre teorias efectivas con el mismo
comportamiento a largas distancia. Con algunas hipdtesis adicionales, como la existen-
cia de puntos fijos establed]| en la superficie critica, y que la matriz de estabilidad en
torno a estos fuese diagonalizable, pudimos ver de qué forma este procedimiento nos
permite extraer el comportamiento de largas distancias — por ejemplo extrayendo el
exponente v — y hemos visto como el fenémeno de universalidad es una consecuencia
natural de esta formulacién. En la siguiente seccién veremos un planteo funcional mas
moderno, que nos permitird tener un flujo continuo, mas amigable para truncamientos

y aproximaciones numéricas.

2.2. Grupo de Renormalizacién No Perturbativo

Para nuestro trabajo, serd 1til pasar a trabajar en términos de variables continuas
©(z) en vez de variables discretas d la Ising. Podemos pensar que partimos de un
sistema discreto y hemos realizado suficientes iteraciones del grupo de renormalizacion
tal que podemos considerar la variable de espin como continua. La funcién de particion
en tal contexto se generaliza de una suma sobre todos los microestados posibles que
usamos en la subseccion a una integral de caminos sobre todas las configuraciones

posibles del campo ¢(x), como la que vimos en la seccién [2.1.1}

71 = 3 e HlsI-Tosin / Dype—Hlel+1, #() (@) (2.42)
{8}
De la mano de este cambio, se vuelve necesario pasar de considerar derivadas usuales
a derivadas funcionales para extraer funciones de correlaciéon a partir de Z[J]. Por
ejemplo, en esta formulacién el valor esperado del campo del cual hablamos en la
subseccion R.1.1] se calcula:

o) = (p(o) = o2

(2.43)
En general nos serd mas conveniente trabajar en el espacio de momentos, donde
muchos operadores diferenciales se vuelven operadores matriciales y la formulacién es

levemente mas compacta. Al igual que sucede en la teoria cuantica de campos, las

! Atractivos para trayectorias confinadas en S,.
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integrales de distancias cortas, o momentos grandes, pueden traer no analiticidades
provenientes de divergencias ultravioletas. Asumiremos estos problemas tratados por
alguna forma de regularizacion de la teoria de campos. Concretamente en este trabajo,
supondremos la existencia de una escala microscépica subyacente A (que por ejemplo
puede ser el inverso de la constante de la red en un sistema sobre una red) de modo que
las integrales en el espacio de momentos tendran un cut-off finito p < A. Aun si esta
escala no existiese, el tratamiento podria hacerse de igual manera, utilizando algin otro
procedimiento de regularizacién y renormalizacion en el UV — como la regularizacion
dimensional y posterior renormalizacion para extraer las divergencias de las teorias

renormalizables en el espacio euclideo.

Veamos el pasaje de la idea de bloques de espin de Kadanoff y Wilson a una
formulacién continua. Partiremos de una teoria microscopica definida en la escala A.
Ahora, el equivalente al promedio en los bloques de espin serd la integracién gradual
hasta una nueva escala A/sy, donde tendremos una teorfa con los modos rapidos (de
corta distancia) integrados, y la misma fisica de largas distancias que la teoria original.
Finalmente, re-escalamos las distancias, campos y demas objetos dimensionados como

antes. Reiterando este proceso, integraremos todas las fluctuaciones hasta p = 0.

Por completitud histérica, antes de proceder con el enfoque mas utilizado actual-
mente, mencionemos el grupo de renormalizacién funcional de Wilson-Polchinski [56],
introducido en los anos 70" por Wilson, y luego por Polchinski en los 80’. La idea
consistia en modificar el Hamiltoniano de la teoria mediante la adicién de un término
parecido a una masaﬂ que permite tratar por separado las fluctuaciones réapidas y las
lentas. En particular, les permitia realizar la integracién sobre las configuraciones de los
campos correspondientes a los modos rapidos, obteniendo una suerte potencial efectivo
running Vi de los modos lentos, con k la escala que separa los dos tipos de modos.
En la formulacién Wilson-Polchinski es posible obtener una ecuacion de flujo para esta

magnitud y asi integrar sobre todos los modos.

En este trabajo adoptaremos la formulacion, algo més moderna, de la década del
90, desarrollada principalmente por Wetterich, Morris, Ellwanger, Tetradis et.al. [57,
58, 59, [60, 6I]. Esta formulacién del Grupo de Renormalizacion No Perturbativo es
conocida como método de la accion efectiva promedio. La idea principal consiste en

incluir una modificacién al Hamiltoniano mediante la adicién de un término regulador

'En la accién de una teorfa de un campo escalar real, cldsica o cudntica, un término de masa es
del tipo fw %2¢2. En general m no tiene porque ser una constante. En teoria cuantica de campos es
un acoplamiento dependiente de la escala, fijado por algin procedimiento de renormalizacién UV. En
nuestro caso, depende de una escala ficticia k que se elimina al final del calculo.
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AHj, similar a un término de masa pero con una dependencia en la escala:

A= [ ol@)Rlle 1o

1 (2.44)
=§/<P(—Q)Rk((1)<ﬁ(Q)
q
Aqui hemos introducido la notacion:
dd
/ - / 1 (2.45)
q (2m)

Para no recargar la notacion utilizaremos los mismos simbolos para las funciones y
sus transformadas de Fourier, donde la variable quedara clara por contexto. La funcién

regulador Rj satisface las siguientes propiedades:

Es una funcién que en el espacio directo depende de |z —y|, es decir, es invariante

bajo rotaciones y traslaciones. Entonces en espacio de momentos depende de ¢2.

En el espacio de momentos, es una funcién suave de ¢
—0 . . . .
- Re(¢®) = aZyk? con Z el factor de renormalizacién (infrarrojo) del campo.

- Ri(d?) “22°0  maés rapido que cualquier ley de potencias.

La adicion de este término garantiza que los modos de largas distancias queden
congelados hasta una escala ~ k, dejando inalterados los de escalas > k, que seran
integrados. En la figura [2.3] vemos una representacion gréafica de la forma tipica del

regulador. Algunos reguladores habitualmente considerados son:

- Exponencial:
En(q?) = aZkle /K
- Wetterich: 2R
Wi(q?) = aZkaW
- Littimﬂ generalizado:

2

01(¢®) = aZuk® (1 — /k*)" © (1 - %)

Definiremos esta magnitud a la brevedad. Es la correccién al término cinético (9p)?/2.
2El regulador introducido inicialmente por Littim corresponde a o =n =1
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Ry (9)
oz kkz

Figura 2.3: Bosquejo de un ejemplo de funcién reguladora Ry (q), cumpliendo con todas las carac-
teristicas requeridas de la misma, acerca de su comportamiento en ¢ — 0y g — oo.

Una vez introducido el término regulador, veamos como prosigue el método de
la accién efectiva promedio. Recordemos que, a menos de un factor —kgT', Wy[J] =
log Zi[J]] es la energfa libre de Helmholtz, la funcional generatriz de las funciones de
correlacién a n—puntos conexas. La idea central de este método consiste en trabajar

con la transformada de Legendre generalizada de Wy[J], la accién efectiva promedio
Ly[o]: X
Lo+ Wild) = [ J@o@) -3 [ o@Rilla—show.  (240)
T Ty

Recordemos de que ¢(z) es la variable conjugada de J(z) en este contexto, y el
segundo término es quién hace diferir a I'y, de la auténtica transformada de Legendre.
Cabe notar que al haber introducido el regulador con una escala auxiliar k, ahora
o(x) = ¢r(x), si se deja J fija, y solo coincidird con el verdadero valor esperado del
campo una vez se haya integrado en toda escala k y el término del regulador se anule.
De ahora en més ¢(z) denotard el valor esperado del campo en la teorfa regulada.

Vale la pena destacar dos propiedades interesantes de la accion efectiva promedio:

- T'y[¢] 0 I'[¢]: energia libre de Gibbs del sistema.
- Txlo] A g [ = ¢] el Hamiltoniano microscépico de la teorfa en la configuracion

de campo medio.

Veamos el significado de estos resultados. Primero, que la accién efectiva promedio
interpola entre la fisica microscépica en la escala A y la fisica macroscépica, de for-

ma natural. Al variar la escala k desde A hasta 0, vamos “descongelando” de forma

1Como hemos venido haciendo, no dejaremos los factores 3 explicitos, lo cual se puede hacer de
forma sencilla, para evitar sobrecargar la notacién.
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gradual fluctuaciones de momentos cada vez mas pequenos. Al comienzo, esencialmen-
te todas las fluctuaciones estan congeladas y la tinica contribucién relevante proviene
de la configuracion ¢(z) = ¢a(z). Conforme la escala k disminuye, se consideran més
fluctuaciones hasta llegar a £ = 0, en dénde todas han sido tenidas en cuenta y las
funciones se tornan los potenciales termodindmicos usuales.

En segundo lugar, el comportamiento global de I'y implica que para su ecuacion de
flujo 0xl'k, la condicién inicial es el Hamiltoniano de la teoria original. La deduccion
de la ecuacién de flujo se puede ver en el apéndice [Bl Trabajando con el tiempo de

renormalizacion[]t = log (k/A), con A la escala microscépica, resulta:
1
oriiel =3 [ oo~ )Gile) (2.47
¢ Ty

que es conocida como la ecuacién de Wetterich. La notacion | s refiere a derivada
tomada con el campo ¢ fijo, en lugar de dejar J fijo. Aqui G es el propagador completo
del campo ¢ — la funcién de correlacion conexa a 2 puntos en presencia de una fuente

J(x) arbitraria — que satisface la siguiente identidad:

v (Re(e )4 — 0Lk _ s,
/ZGk[ : ](Rk( ,y)+5¢(z)5¢(y)) D (x —y). (2.48)

Esto sugiere pasar a un planteo alternativo, exclusivamente en términos de la fun-
cional I'y y sus derivadas funcionales,
0"y

b)), ... o) =T 2y, ... 2,] = . .

En esta tesis, nos interesaremos por el caso homogéneo, con campo externo nulo, que
conlleva a ¢(z) = ¢y constante. Evaluadas en tal configuracién, las funcionales F,(c") se
tornan funciones de n coordenadas, pues el campo es uniforme, y del valor de este, ¢y,
que denotaremos F,(C") (1, ...,2,). Al tener simetria por traslaciones, tendremos siempre
la libertad de escoger una coordenada nula x; = 0. Esto traerd como consecuencia
la restricciéon de que la suma de momentos al realizar la transformada de Fourier,
sea nula. En consecuencia, definiremos esta transformada de una forma particular,
factorizando una delta de Dirac de conservacion de momento. Por ejemplo, para los

vértices evaluados en campo uniforme introduciremos la notacion:

27) 6D (py + pa+ -+ p) T (p1, - Pur) = / e S mn T () )
o (2.50)

Aqui los paréntesis () refieren a que tratamos con funciones con dependencia exclu-

TAqui la expresién “tiempo” no debe ser interpretada en un sentido literal. El flujo es a lo largo de
la escala artificial &k, que separa los modos répidos ya integrados de aquellos que atn no lo han sido.
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sivamente en las coordenadas, o p, y ya no funcionales del campo ¢(x), el cual es
uniforme. En particular, esto implica que los propagadores en configuracién homogénea

seran funciones de un s6lo momento, pues:

2m) 6D (g + ¢)Gr(q) = / ei(Iquyq/)Gk(:B,y). (2.51)

x’y
Con esto en mente, podemos escribir la ecuacién (2.47)) en el espacio de momentos

(ver el apéndice , que ahora luce:

andol =5 [amwe = 252)
N
q

en donde utilizamos una representacion diagramética para el tultimo término, con

las siguientes reglas de Feynman:

- El simbolo x representa a 0, Ry (q).
- Las lineas continuas — representan al propagador G(q) en campo uniforme.

- Realizamos una integracién sobre el momento que recorre bucles.

Volvamos ahora nuestra atencion a la ecuacién de Wetterich evaluada en configura-
ciéon de campo uniforme. En tal caso, el flujo de la ahora funcién I'y, es complicado, se
trata de una ecuacién integro-diferencial abierta, que involucra a la funcion del vértice
F,(f). Podemos intentar obtener un sistema cerrado, extrayendo una ecuacion de flujo
para la funcién F,(f). Para ello, debemos tomar dos derivadas funcionales respecto al
campo ¢ en , y luego transformar de Fourier en campo uniforme. Con este obje-
tivo, comencemos notando que podemos derivar la identidad respecto a ¢(w), y
luego multiplicar a ambos lados por un propagador G(y,u) e integrar en y. Esto nos
permite despejar la derivada funcional respecto a ¢(w) de G(x,u):

% = — /Z7yG[:c,z]F,(€3)[z,w,y]G[y,u} (2.53)
Esta identidad nos permite “derivar” el propagador en el diagrama del lado derecho
de la ecuacion de Wetterich. Formalmente, se deriva funcionalmente las integrales que
aparecen en el lado derecho de ([2.47)), se utiliza la identidad y luego se transforma
de Fourier en campo uniforme. El resultado que se obtiene es un signo (—) y una

) ., 3
insercion de F,i )

en el propagador derivado. Diagramaticamente tras haber tomado la
derivada funcional de la ecuacion de Wetterich, ya en campo uniforme, el diagrama se

modifica segun:
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U - — (2.54)

En la representacion (2.54), hemos introducido una nueva representacién diagramatica

que se suma a las reglas de Feynman anteriores:

T (pr, .. pui) = (2.55)

Ahora que hemos deducido la regla de derivacién del propagador (2.53)), podemos
derivar a ambos lados de la ecuacién de Wetterich (2.52)), y obtener la ecuacién de flujo
para F,(gl)(x =0)= F,(Cl) = V/(¢) en campo uniforme:

aVi(9)

- = / OR0)G@)T (g, ~9)Gla) = — - (2.56)

., . . 3 .
La ecuacién nuevamente queda abierta, involucrando a F,(C ). Sin mayores novedades,

)

. L : 2 . :
lo mismo sucede para la ecuacion de flujo de Fl(C que buscabamos deducir:

1
AT w)| =—3

2.57
= (257)

p// \P

p+q

) involucra hasta F,(:”). Sin

Es una propiedad general que la ecuacién de flujo para F,in
alguna aproximacion estas ecuaciones en general son abiertas y obtenemos una torre
infinita de ecuaciones acopladas. Con aproximaciones, o alguna informacién adicional,
es posible atacar el problema. Por ejemplo, en el caso N — oo de los modelos O(N), o
trabajando en d = 4 — € y haciendo un desarrollo a orden finito en €, es posible cerrar

las ecuaciones y resolver el sistema. Para el caso general, no se conoce la solucion.

Si nuestro objetivo es hallar puntos fijos del flujo de renormalizacion, serd necesario

hacer un pasaje a variables adimensionadas — al igual que haciamos para las transfor-
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maciones finitas del grupo de renormalizacién. Esto significa que haremos desaparecer
la dependencia explicita en la escala k del flujo, lo cual fisicamente puede interpretarse
como que todas las magnitudes dimensionadas son medidas en unidades del “paso de
la red” mévil k~! (a la potencia correspondiente). Utilizaremos la notacién ~ para

indicar que una variable es adimensionada. Por ejemplo,

- La coordenada z, se expresa como x = k™%

- T\, de acuerdo a su definicién, es adimensionada, de modo que Ty = I'.

- El campo ¢ se adimensiona segin: ¢(z) = k%rp(z) = k%Zk_%gg(:E), donde Z
es el factor de renormalizacién del campo que introdujimos en la definicién del
regulador Ry(q).

- Los momentos, con la misma dimensién que k, resultan: p = kp.

Notemos que la dimension critica del campo dg ) depende de la escala, a través del
factor de renormalizacién Z;. En particular, tendremos una dimensiéon andémala mévil
N, que vendrd dada por:

Nk = —0;log Zj. (2.58)
En el punto fijo, n; dejard de variar y coincidird con la dimensién anémala 7.

Si implementamos esta adimensionalizacién, la derivada respecto al “tiempo” de

renormalizacién de la accién efectiva promedio dimensionada resulta:

. + / 9,0(%)

= _(d¢,k - juéﬂ)‘lg(i)

0T
o 00(%)

Ol = 0T

¢ (2.59)

0,6(%)

¢
Si imponemos que la accion efectiva promedio adimensionada vaya a un punto fijo,

en términos de las variables dimensionadas obtenemos la ecuacién de punto fijo:

STy 1
LI 5 =0. (2.60)

/(xuaﬂ + d¢,k)¢<x) (qu(l‘)

Tomando derivadas funcionales de esta identidad, y evaluando en campo uniforme,

podemos obtener identidades de punto fijo para las funciones de los vértices ngn).

Antes de terminar con esta seccion, vale la pena hacer algunas puntualizaciones
y definiciones. Primero, con respecto a los diagramas que surgen, notemos que para
n > 1 siempre tendremos un factor 0,Rk(q)Gr(q)Gr(¢')|y=—q — al tomar derivadas

.0 , sy 3 .
respecto al campo del propagador es como si “insertdsemos un vértice F,(f ) en el medio
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del propagador”. Esto nos llevara a introducir la siguiente notacion:

n 1 / n /
ory =5 / ORU@)GH DG H (P, psad)] - (261)
q

7=—q

Si bien de momento podriamos directamente sustituir ¢’ por —¢ sin mayores efectos,
realizar la evaluaciéon mas tarde probard ser 1util cuando nos dediquemos a investigar
la simetria conforme, de lo cual hablaremos en mayor detalle en el siguiente capitulo.

Por ejemplo, los casos mas sencillos:

HY(q,¢") = TP (g,

(2.62)
HY(p;0,¢) = T (0,4,¢) + TP (p, ) Glg + )TV (p+ ¢, ¢) + (¢ & ¢)

Cabe destacar que H™ presenta varias simetrias bajo intercambio de sus momentos.
Sin embargo, postergaremos la discusién de estas propiedades a la seccién cuando
realicemos la generalizacién al caso de N campos con simetria interna O(N) — nuestro
caso de estudio en el presente trabajo.

Otro comentario a realizar es acerca del factor de renormalizaciéon del campo Zj.

Este se puede fijar de varias maneras, convencionalmente imponemos:

i o)|

dp? o ’
p=0,p0

(2.63)

donde py puede ser elegido de forma arbitraria, por ejemplo, en el valor de ¢ déonde el
potencia]E] se minimiza. Este criterio no es uinico, y hablaremos un poco mas del mismo

en la siguiente seccién.

2.3. Esquema de aproximacién: Desarrollo en Gra-

dientes

En la secciéon anterior hemos introducido un nuevo formalismo, el del Grupo de
Renormalizacién No Perturbativo, para el cual es fundamental estudiar el flujo de
la accion efectiva promedio I'y. Como discutimos, la ecuacién de flujo para (??) en
configuracion homogénea es abierta, involucrando a I‘,(f), y lo mismo es cierto para
cualquiera de los vértices F,(g”). Por ende una solucién a la ecuacién de flujo no se
conoce en general. Salvo que existan simplificaciones adicionales propias del modelo en
estudio, que permitan una resolucién exacta, son necesarios esquemas de aproximacién.

Una posibilidad de cerrar el sistema de ecuaciones para los Fl({n) es realizar un trun-

1La integral espacial de I" en campo uniforme, dividida por el volumen del espacio. Es el ya
introducido V' (¢) = '),
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camiento a un orden dado ng, es decir, imponer F,(:) =0 Vn > ng. Este procedimiento
equivale a realizar un truncamiento en el campo, considerando acoplamientos solo hasta
@™ — lo cual equivale a un desarrollo para campos pequenos.

Otro esquema de aproximacion, el que utilizaremos en esta tesis, es el denominado
desarrollo en gradientes. La idea consiste en explotar que nos interesa la fisica de
largas distancias, o equivalentemente, de momentos bajos. Entonces, podemos pensar
en realizar un truncamiento en momentos — o equivalentemente en ntimero de derivadas
consideradas.

El primer orden de esta aproximacién se conoce como aproximacion de potencial
local LPA, o (9°). Consiste en tomar un ansatz para la AEP que se compone de un

potencial y un término cinético sin renormalizar:

niol = [ {3 vor +vio) (2:64)

donde Ui (¢) es una funcién genérica de ¢, llamada potencial efectivo, que respeta las
simetrias internas de la teoria — por ejemplo es par si el sistema presenta simetria Zs,
o funcién de (&)2 para los modelos de N campos con simetria interna O(N).

El siguiente orden, denotado (9?), consiste en incluir los términos mas general con

hasta dos gradientes de ¢. Para el caso con un tinico campo escalar luce:

niol = [ {242 wor + o) (2.69)

2
donde Zi(¢) respeta la misma simetria que Uy(¢), y es una funcién del campo que no
debemos confundir con el factor Z; que aparece en el regulador o en la dimension del
campo. En este trabajo nos limitaremos a explorar resultados a este orden.
Por completitud, mencionemos el siguiente orden, denominado (9*), que para el
caso con un unico campo escalar se escribe:
Zi(9) Wi,a(9)

ol = [ {242 (wor + o) + 122 0,0,

PWip(0)
2

(2.66)
A2 (901 Wio) (V)
donde las funciones W, ; también respetan la simetria Z, de la teoria.
Este método de aproximaciéon ha sido aplicado a numerosos sistemas, obteniendo
en muchos casos predicciones [49] con niveles de precision comparables a otros procedi-
mientos, como es el programa del Conformal Bootstmpﬂo las simulaciones Monte-Carlo.

De hecho, los resultados de orden (9*) son més precisos, y més certeros, que la teorfa de

!Para el caso del modelo de Ising, los resultados que arroja el conformal bootstrap son bastante
mas precisos que los obtenidos por el desarrollo en gradientes del GRNP. Sin embargo, para modelos
O(N) con N # 1, las precisiones son comparables.
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perturbaciones a 6-loops. Los sucesivos ordenes de esta aproximacién funcionan cada
vez mejor, en acuerdo con resultados experimentales y numéricos de varios origenes;
sin embargo el motivo de esta convergencia solo ha comenzado a ser comprendido re-
cientemente [50]. Mas concretamente, se ha comprendido que entre érdenes sucesivos,
el error cometido disminuye en un factor ~ 1/4, asociado al radio de convergencia del
desarrollo en momentos pequeﬁosE]. Estos avances han permitido mejorar las estima-
ciones del método, ademds de permitir una estimacién sus barras de error [49], como
veremos en la seccién 2.5.2

Para concluir con la introduccion a este esquema de aproximacion, dediquémonos a
una duda que probablemente haya surgido para algin lector. Para acceder al compor-
tamiento critico, se debe acceder régimen k < p < Ag, donde tenemos invariancia de
escala (al menos en esa regién de p’s). Sin embargo, el desarrollo en gradientes es vali-
do en la regién p < k, no permitiéndonos extraer las leyes de potencias en el régimen
anterior. Sin embargo, es posible vincular dichos comportamientos con propiedades de-
finidas en momento p = 0 — particularmente los exponentes criticos de la teoria, lo
cual nos evita el aparente problema de que ambos regimenes no son compatibles. Mas
generalmente, existen varias cantidades universales, incluyendo los exponentes criticos,
que pueden ser extraidas del régimen p < k. Existen otros esquemas de aproximacion
que no realizan desarrollos entorno a momento nulo, como el método propuesto por
Blaizot, Méndez y Wschebor[62], y que permiten, por tanto, calcular cantidades mas

generales.

2.4. Grupo de Renormalizacién No Perturbativo

para modelos O(N)

En las anteriores secciones hemos desarrollado un formalismo que nos permite es-
tudiar muchas propiedades de los fenémenos criticos para multiples sistemas. En el
desarrollo del NPRG, supusimos para cada nodo de la red, o punto del espacio, un
unico grado de libertad. En esta seccion extenderemos los razonamientos expuestos al
caso de interés de esta tesis: los modelos O(N). Veremos cémo modificar el formalismo
que hemos desarrollado hasta este punto para dar cuenta de los N grados de libertad
por cada punto del espacio con simetria interna O(N). Luego, estudiaremos c6mo im-
plementar para estos modelos el esquema de aproximacion del desarrollo en gradientes
del grupo de renormalizacién no perturbativo.

Para comenzar, precisemos la nueva terminologia. Para cada punto x del espacio

ahora tendremos @;(z) coni = 1,..., N, donde en adicién a simetrias que ya podiamos

IEsto se vincula a la aparicién de la primera singularidad en la plano complejo de la teoria regulada,
la cual se comporta como una teoria masiva con m ~ k, si uno comienza su desarrollo en p = 0.

37



tener — como traslaciones o rotaciones del espacio — tendremos la simetria interna:

wi(z) = @i(x) = Rijp;(r)  tal que: RT = R7!

(2.67)
= Slg] = Slg'] = S[4l.

Desde esta expresion en adelante, se emplea la convencién de Einstein para indices in-
ternos repetidos. La accion respeta tal simetria, por ejemplo, si en la escala microscopica
es una funcional de p = ¢+ F/2. Incluso puede suceder que la accién microscépica Sy no
sea escalar O(N), y esta propiedad emerja en el régimen critico, si es que las perturba-
ciones que rompen tal simetria son irrelevantes. Suponiendo esta simetria, si deseamos
preservarla al realizar la generalizacion del formalismo del NPRG, tendremos que con-
siderar reguladores que la respeten — sino tendremos ruptura de esta simetria para
toda escala k intermedia, solamente recuperandola en & = 0. Una opcién es considerar
un regulador proporcional a la identidad. Ahora modificaremos nuestros resultados y
definiciones de la accion efectiva promedio, el regulador, el propagador, la ecuacién de
Wetterich y demas resultados que hemos deducido a lo largo de este capitulo, para

poder describir las teorias con simetria interna O(N).

El primer paso es notar que ahora la integral de caminos se hace sobre las configu-
raciones de n campos, y para todo calculo supondremos que la medida de integracién

Dy es invariante bajo transformaciones ortogonales de los campos.

El regulador ahora pasard a ser una estructura de dos indices: Ry (z,y) — Rg;(z,y).
Si partimos de una accién microscépica invariante O(N), lo més natural seré preservar
esta simetria a lo largo del flujo de renormalizacién, para lo cual, como dijimos, esco-
geremos un regulador que sea compatible con tal simetria. La eleccion mas sencilla, y

la que utilizaremos, es:

Ryij(|z — yl) = Ri(|lz — y|)dy;. (2.68)
De este modo, el término con el regulador serd un escalar O(N) global:

M= [ aR(r =) o) (2:69)

El propagador completo de la teoria — la funciéon de correlacion conexa a 2 puntos

— tendra ahora también una estructura tensorial. Con campo externo uniforme luce:

Jj(x)

= Gij ('Ta y)

= Gal(lz —yl)dij + Go(|z — y|)di¢;. (2.70)
di(x)=di,0

<>

En muchos casos, serd conveniente trabajar, en vez de con las estructuras 6;; y ¢;¢;,
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con lo que se denomina los proyectores paralelo y transversal:

Pi;
(HH)ij - 2_p]
bi- (2.71)
(1), = s — 2pj7
que son tales que:
Mg=¢ I,6=0. (2.72)

En estos términos, el propagador en espacio de momento, y en campo uniforme, se

escribe:

Gi(a) = Gy(a) (1) ,; + G1(q) (TLL),; - (2.73)

Esta notacion resulta util porque, al considerar productos matriciales de varios pro-
pagadores, las componentes no se mezclaran, ya que estamos considerando proyectores
en espacios ortogonales de los tensores de 2 entradas con simetria O(N). En otras

palabras:

(G()")y; = (Gy)"(@) (ILy) 5 + (Gu)" (L), (2.74)

Esta propiedad nos ayudara a la hora de trabajar los diagramas que surgen de la

generalizacién de la ecuacion de Wetterich, que ahora se lee:

arido) = [om@Gi (2.7

Aqui nuevamente la derivada respecto al “tiempo” de renormalizacién se toma con
el campo gz; fijo. Como fuera mencionado, de acuerdo al criterio de Einstein, indices
de “color” repetidos (como en Gy;) son sumados. En tales diagramas, particularmente
para valores de n crecientes, tendremos que tomar productos de varios propagadores.
La derivacién de tales ecuaciones de flujo para los vértices de n—patas es esencialmente
igual, salvo porque ahora tendremos indices de “color” asignados a cada linea externa
y propagador, y tomaremos trazas respecto a estos en los bucles cerrados. En general,

las funcionales F,(Cn) ahora luciran:

B 5Ty

Fl(:,Li)l...z'n [371, e ,l’n]

(2.76)

Tendremos que los vértices no se modifican bajo permutaciones de posiciones e
indices en simultaneo, lo cual para las funciones de los vértices en campo uniforme
luce:

(n) _ )
Fil...ia...ib‘..in (ph -~y Pas -5 Pby - 'pn—l) - Fil...ib...ia...in(ph <3 Pbs -5 Pas - 'pn—1>'
(2.77)
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Esto es una consecuencia de la invariancia bajo cambio en el orden de derivacion. En
la dltima igualdad hemos omitido el subindice k referente a la escala introducida por
el regulador, para aliviar la notaciéon. De momento la omitiremos para propagadores y
vértices, de modo de no recargar la notacion, recordando que siguen siendo funciones

de la escala k, y solo la haremos explicita cuando sea necesaria.

Para fijar ideas, veamos un ejemplo de como interpretar los diagramas que teniamos

antes:

/ Re(@) G (0T (¢, 0)Crala + D)TL) (¢ + p, —p) Gons().

q

(2.78)

Notemos que aqui los indices a lo largo del bucle se suman, quedando solamente
explicitos aquellos provenientes de patas externas. Naturalmente la estructura tensorial
llevard a que los objetos H™ que definimos en sufran modificaciones. Ahora seran
objetos de n + 2 indices — n correspondientes a las patas externas, y 2 a las patas que

conectan con propagadores.

Habiamos pospuesto el andlisis de las simetrias de H™ hasta este momento, para
dar cuenta del caso que nos interesa en este trabajo. Considerando su estructura de

momentos e indices, las propiedades que nos interesaran son las siguientes:

- Hi(f..).inab(pl’ o Pn-13054) = HéT(Li)l)...U(in_l)inab(po(l)’ -+ s Po(n-1);¢,¢') donde o es

una permutacion de las primeras n — 1 patas externas.

- HY, e d) = HY (XS pi—a— ) pa o pac1i 0 ).

- Hi(:%?.inab(plu <oy Pn-154, q,) = Hi(ln.l?.i"ba(ph <oy Pn—1; qlu Q)

La primer propiedad se debe simplemente a la simetria bajo el orden en que se toman
las derivadas, o equivalentemente, a que al sumar sobre todos los diagramas, conside-
ramos todas las permutaciones de momentos externos. La segunda propiedad es una
consecuencia de la arbitrariedad en la eleccién del momento no explicito. La convencion
que usamos en este trabajo (y la usual) es fijar x, = 0, pero esto es completamente
arbitrario. A aquella coordenada que fijamos a cero, le corresponde al transformar de
Fourier, un momento igual al opuesto de la suma de los restantes. Por ultimo, la si-
metria bajo intercambio de ¢ y ¢’ se debe nuevamente al hecho de considerar todos los

diagramas de flujo — si no lo hiciéramos, no seria el caso.
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2.5. El Desarrollo en Gradientes para los modelos
O(N): aplicacion

Para finalizar con este capitulo, veamos cémo se aplica el esquema de aproximacion
del desarrollo en gradientes para el caso O(N). El ansatz utilizado se modifica con la

adicién de un nuevo término y se lee:

rmﬂ—l{mwwf%@(v@2+ﬁghvmﬂ (2.79)

donde ahora Uy, Z; e Y} son funciones suaves de p — de modo de respetar la simetria
O(N). Notemos que en el caso N = 1, Vp = ¢V ¢, por lo cual podemos absorber el
tercer término dentro del segundo. Sin embargo, para N # 1, esta simplificacién ya no
es posible, y es necesario tratar ambos términos por separado.

Al realizar un truncamiento en la cantidad de derivadas del campo consideradas, el
complicado problema original se reduce a estudiar el flujo de tres funciones escalares,
U, Zi e Yy. Esto, sin ser trivial, se convierte en una tarea abordable numéricamente de
bajo costo. Veamos esquemaéticamente el procedimiento. En términos de este ansatz,
las dos componentes del propagador completo de la teoria regulada en campo uniforme

lucen:

1
T Re(@®) + Zi () + Uy (p)
' (2.80)
Gy (q) =

Ric(6?) + Zi () @ + U (p) + p 2087 (p) + Vi (p) 2|

Por otro lado, también podemos hallar las funciones de los vértices con campo externo

uniforme. Para los casos de T'(p), Fgl)(p) y Fﬁ) (p; p), se tiene a partir del ansatz:

G1(q)

1
I'(p) = EUM
LY(p) = Ui, (2.81)

P (s p) = [Ze® + UL] (ILL),, + [ka2 LU +p (2U,§2) + Y;ﬁ)} (1)) -

donde hemos omitido el argumento de las funciones del ansatz para no recargar la

notacion. Aqui, 2 es el volumen del espacio.

2.5.1. Obtencion de las ecuaciones de flujo

Para deducir las ecuaciones de flujo de las funciones Uy, Zj, e Y}, debemos analizar
la forma de los vértices ™. Por ejemplo, a partir de (2.81)), vemos que con obtener los

flujos de los vértices a 1 y 2 puntos, en términos de los diagramas que involucran a los
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H®™_ podremos extraer la evolucién de las funciones Uy, Z;, e Y}, en campo uniforme.

Por ejemplo, para Zj e Yj:

d
(L) =03 wi0)| = Zulp) (ILL),..
p p:O
X . (2.82)
~ (1), T2 we)|  =Yilp ,
5 )y st )p:o k(o) (1)),

con lo cual, derivando la ecuacion de flujo de Fﬁ) respecto a p?, evaluando en p = 0

— para eliminar del lado derecho las eventuales contribuciones o< (p?)” con n > 1,y
aplicando el proyector adecuado, podemos aislar el flujo de Zi(p) o de Yi(p) segin

varia k.

Versiones full y strict de las ecuaciones

Nos resta discutir cémo se trabajan los diagramas de los lados derechos de las
ecuaciones de flujo. Respecto a esto, existen al menos dos procedimientos razonables.
En este trabajo, optamos por utilizar el siguiente método, que denominamos version full
de las ecuaciones de flujo. Primero, se sustituye la expresion del propagador y las
expresiones de los vértices obtenidas del ansatz. Luego, se realiza un desarrollo en p?
del diagrama bajo consideracion, explotando que ya hemos despreciado contribuciones
o p* y mayores en el ansatz inicial para la accién efectiva promedio. Por ejemplo, para
los propagadores, cuando el momento que circula por estos incluye un p, se realiza
el desarrollo a primer orden en p?. Este calculo puede realizarse de forma manual,
o con algin software que permita operaciones simbélicas; para la obtencion de las
ecuaciones utilizadas en esta tesis se empled, precisamente, una rutina simbodlica. Una
vez realizado el desarrollo de los diagramas, se aplica el procedimiento para aislar la
contribucion al flujo de la funciéon que se busque estudiar. Por ejemplo, se aplica
si se busca extraer el flujo de Z; o de Y} a partir de la evolucién de F(ﬁ). Finalmente,
las integrales a lo largo de los bucles, que ahora solamente dependen del momento ¢
interno al diagrama, se pueden calcular de forma numérica.

Utilizando este procedimiento obtenemos por ejemplo, a partir de la ecuacién para

Fgl)(p), la ecuacién de flujo de Uj(p) — la derivada de Uy:

Ul +¢*Z,
(Ri(?) + ¢*Z + UL)?
33U+ 20U + ¢* (Vi + Z} + pY))

(Ri(q®) + U} + 2pUf + @ (Zy + pY2))* |

(N -1

o) =5 [ Fula?

(2.83)

El procedimiento alternativo cuyo nombre ya hemos mencionado, strict, consiste en

realizar un truncamiento estricto en el nimero de derivadas involucradas en el producto
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de vértices, de forma consistente con el truncamiento que realizamos en los lados iz-
quierdos donde nos quedamos con el orden O (9?). Esto conduce a ecuaciones levemente
distintas, y mas sencillas. Por ejemplo, cuando un diagrama involucra varios vértices,
mientras que en la version full utilizamos toda la dependencia en momento, y luego
desarrollamos en p?, en la versién strict se desarrolla el producto de vértices al orden 2
en momentos, incluyendo tanto potencias de p como de ¢ en el conteo. Esto conduce a
que contribuciones en potencias de p?q? de los vértices, por ejemplo, consideradas en la
version full, no sean tenidas en cuenta en la version strict. Esto es consistente, pues ya
estamos despreciando potencias de momentos mayores a 2 en otros términos del lado
derecho de la ecuacién, como en el diagrama con un solo vértice. Por lo tanto, al mismo
nivel de la aproximacion, podemos considerar las contribuciones de los diagramas con
productos de vértices a este orden. Para dar un ejemplo concreto, pensemos en el dia-
grama de la ecuacion ([2.78). Mientras que en la versién full tendriamos contribuciones

(3

proporcionales a ¢> de un I'® al desarrollar el otro en p?, en la versién strict ignoramos

toda la dependencia en momento de uno al desarrollar el otro.

2.5.2. Determinacion de los exponentes criticos y sus barras

de error

Notemos que la ecuacion de flujo depende del regulador, por lo cual una aproxima-
cion de su solucién dependerd, de forma espuria, de la forma funcional y del parametro
a del regulador Ry (q). Si elegimos un regulador en particular, por ejemplo alguno de
los dados en la seccién [2.2] obtendremos soluciones parametrizadas por «, lo cual nos
conducira a predicciones levemente distintas, segin su valor, de los exponentes criticos:
nuestra estimaciéon del exponente critico ) serd una funciéon Q(«). Esto conduce a la
interrogante de como escoger el valor a para dar la predicciéon del método. Comencemos
con una respuesta establecida a este problema, en lo que se conoce como Principio de
Minima Sensibilidad [63)51],[64]. Sucintamente, este consiste en quedarse con el valor «
en el cual se minimiza la dependencia de () en tal parametro. Idealmente, buscaremos
— slempre que exista un dnico — d@Q/da|ap,s = 0 — para determinar la prediccién. El
razonamiento detras de esto es sencillo: si buscamos determinar una prediccién que
depende de forma espuria de un parametro, parece razonable escoger el valor éptimo
apums como aquel donde la dependencia se minimiza. Este criterio ha sido aplicado a los
modelos O(N) [65, 49, [66], asi como a otros sistemas [67, 68, [69], brindando resultados
compatibles con la literatura y logrando precisiones, en algunos casos, tan buenas como
las mejores disponibles.

Una vez determinado el apys Optimo para cada regulador — ya sea con el criterio
PMS u alguno alternativo — todavia resta la tarea de determinar la prediccion al orden

dado del Desarrollo en Gradientes, y la estimacién de su barra de error. Para ello

43



seguiremos los criterios introducidos en [49]. La idea central es la existencia de un
pardametro de desarrollo pequeno en el Desarrollo en Gradientes de los modelos O(N).
Como se explica en [50, 49], al calcular los vértices I'™ y sus derivadas, realizando
un desarrollo alrededor de p = 0, el Desarrollo en Gradientes es controlado por un
factor pequeno de orden ~ 1/9 — 1/4. Esto se vincula al radio de convergencia del
desarrollo en momentos en la teoria regulada, que se asemeja a una teoria masiva con
masa m ~ k. En consecuencia, el radio de convergencia de un desarrollo en torno al
origen es de orden p* ~ 4m? — 9m? (segiin si estamos en la fase sin, o con, la simetria
espontaneamente rota). Esta propiedad permite realizar estimaciones razonables de los

valores centrales y de las barras de error para los modelos O(N).

Estimacion conservadora del valor central y barras de error

Discutamos el criterio general, que podemos aplicar de forma genérica en todos los
casos. Sea () la cantidad fisica que nos interesa, ya sea un exponente critico u otra

cantidad. El criterio consiste en:

- Dada una familia de reguladores, caracterizada por el parametro «, tomamos el
valor Qopy donde utilizamos el aypy para un criterio de optimizacién, que puede
ser PMS.

- Sin mas informacién, al comparar entre familias diferentes de reguladores, elegi-
mos el valor central ) de los distintos valores () correspondientes a cada familia.
Si trabajamos al orden O (9*), denominamos esta estimacién Q).

- Al orden dado O (0°) estimamos inicialmente la barra de error como AQ®® =
|Q®) —Q=2)| /4. El factor 1/4 proviene de una estimacién pesimista del pardmetro

pequeno que gobierna la convergencia del método.

Respecto a este método, notemos que requiere de tener resultados para al menos
dos ordenes consecutivos del Desarrollo en Gradientes, por lo cual no es aplicable a
la aproximacion LPA. Cabe destacar que () puede ser cualquier magnitud fisica de
interés extraible de los vértices en el entorno de p = 0. Por ultimo, no estd de mas
mencionar que si bien tipicamente AQ®) es uno o dos érdenes de magnitud mayor que
la variabilidad de ) a un orden dado entre las familias de reguladores, a veces ocurren
cruces accidentales entre un orden y el sucesivo de la DE que requieren tener en cuenta

también esta incertidumbre alrededor del valor central Q).

Estimacion mejorada del valor central y barras de error

Como se ve en [49], y en nuestros resultados numéricos del capitulo 5, en muchos
casos la concavidad de las curvas de los exponentes criticos en funcion de « se alterna

entre los ordenes sucesivos de la DE. Asimismo, suele ocurrir que los resultados a un
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orden dado no se intersectan con el orden anterior. En tales casos, el criterio PMS
arroja la prediccién que converge mas rapidamente. Asimismo, si esa es la situacion,
tenemos fuerte evidencia para suponer que cada orden sucesivo de la DE hasta el orden
s provee una cota, alternada superior e inferior, para el valor real del exponente critico
en estudio. Con esto en mente, se puede modificar el criterio anterior para dar lugar a

uno mejorado mds optimista [49]:

- Para el conjunto de familias de reguladores, a un orden dado, consideramos el
valor extremo Q‘(Sf()t entre los dados por el criterio considerado — el mas cercano al
orden anterior.

- Para tener en cuenta que el valor real del exponente se encontrara dentro del

(s—2) Q(S)

ext ext

intervalo [Q |, y més préximo a Qgi)t por un factor de orden 1/4 —1/9,

estimamos al orden s de la DE el valor central:

2 1 s s—
QW = < (Tl + Q). (2.84)

- Consideramos un error ahora dado por:
~ 1 (s s
AQW = 2@l - Q). (2.85)

Este criterio, cabe remarcar, solo puede ser utilizado cuando tenemos claros indicios
de que los ordenes sucesivos del Desarrollo en Gradientes proveen cotas alternadas
inferiores y superiores del exponente critico en cuestion. No podemos aplicarlo cuando
tenemos érdenes sucesivos con concavidad de igual signo, o si las curvas del exponente

critico en funcién de « se cruzan entre dos érdenes del método.

Otras fuentes de errores

Para finalizar la discusion acerca de como estimar los valores centrales y las barras de
error, consideremos dos fuentes de error. Para comenzar, en los casos en que no podemos
apelar al criterio optimista y debemos acudir al conservador, optamos como estimacion
al orden s el valor central entre las familias de reguladores consideradas. Si bien esto es
razonable, perfectamente podriamos escoger algin otro representante ubicado dentro
del intervalo de valores arrojados por las familias. Existe una cierta ambigiiedad en
nuestra eleccién, que podemos subsanar teniendo en cuenta una contribucién adicional
a las barras de error: un valor de incertidumbre vinculado a la dependencia en el tipo de
regulador. Elegiremos este como la distancia entre los dos valores extremos obtenidos
para todas las familias de reguladores consideradas, y lo denotamos AQ,es. Si bien
tipicamente AQ% es al menos un orden de magnitud menor que AQ®, para algunos
casos, como aquellos en que la convergencia es muy rapida, es importante considerar su

aporte, modificando nuestra definicién de incertidumbre por AQ®) = AQ® + AQ e,
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En segundo lugar, veamos cémo tratar aquellos casos en que dos 6rdenes sucesivos
del Desarrollo en Gradientes se intersectan y conducen a distancias accidentalmente
pequenas entre sus estimaciones, llevando a barras de error demasiado optimistas.
Como se discute en [49], supondremos que la magnitud de las barras de error es una
funcion decreciente mondtonamente de N. Usaremos como una estimacién de esta, para
aquellos casos en que el criterio anterior dé valores absurdamente pequenos, las barras
de error para valores para N mayores donde se recupere el comportamiento esperable
mondtono.

Con esto, finaliza nuestra introduccién al Grupo de Renormalizaciéon No Pertur-
bativo y el desarrollo en gradientes, y a los modelos O(N) dentro de su formalismo.
Hemos mencionado varias veces la eleccion de una fuente uniforme para los campos
que, en consecuencia, nos conduce a un valor esperado de los campos espacialmente
uniforme — el sistema se vuelve invariante bajo traslaciones. Asimismo, si el espacio en
que nos ubicamos es isotrépico y la fuente es uniforme, el sistema presentard invarian-
cia bajo rotaciones espaciales. Atin mas, en el régimen critico, en términos de variables
adimensionadas, las funciones tienden a un punto fijo — toman el mismo valor inde-
pendientemente de la escala para k pequeno — exhibiendo simetria bajo dilataciones.
En el siguiente capitulo discutiremos acerca de qué significa presentar una simetria, y
veremos toda la informacion que de esta podremos extraer acerca de la accion efectiva

promedio y sus derivadas.

46



Capitulo 3

Simetrias e Identidades de
Ward-Takahashi

En este capitulo discutiremos en mayor detalle qué significa que una teoria posea
una simetria, la diferencia entre una simetria interna y externa, y con particular detalle,
qué se entiende por simetria conforme y sus implicancias. Presentaremos en general
las identidades de Ward-Takahashi, que expresan las consecuencias de las simetrias
a nivel de la energfa libre. Profundizaremos en el grupo conforme SO(d + 1,1) — su
definicién y generadores. Veremos explicitamente las identidades de Ward-Takahashi
asociadas a las diferentes simetrias del grupo conforme, para la accion efectiva promedio
y sus derivadas funcionales. En particular, veremos cémo las ecuaciones de punto fijo
son equivalentes a las identidades de Ward provenientes de la invariancia de escala.
Para finalizar, estudiaremos el efecto de incluir fuentes para operadores compuestos
— funciones del campo y sus derivadas, y su conexién con las perturbaciones propias

alrededor del punto fijo.

3.1. Simetrias de una teoria

Comencemos preguntandonos por el significado de que una teoria respete una si-
metria. Esto se puede responder con creciente nivel de rigurosidad. Una respuesta
posible, bastante genérica, seria que un sistema fisico posee una simetria si bajo una
determinada transformacion de los componentes de la teoria usada para modelarlo, la
descripcion resulta inalterada. Hilando mas fino, podemos decir a nivel clasico que un
sistema presenta una simetria si su accion es invariante bajo una cierta transformacién
de los campos de la teoria — y eventualmente, de forma simultanea, de las coordenadas
del espacio (o del espacio-tiempo). En tal caso, aquellas cantidades medibles escalares
permaneceran incambiadas tras la transformacion. En general, los componentes de una

teoria se transformaran de tal modo que las ecuaciones que gobiernan su evolucion —
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las llamadas ecuaciones de movimiento — tomen la misma forma antes y después de la
transformacién. Se dice que bajo una transformaciéon de simetria, las mismas se trans-
forman de forma covariante. Mientras que los campos de la teoria — sus componentes
— usualmente sufren modificaciones, los escalares construidos a partir de estos toman
el mismo valor antes y después, si la transformacion considerada es una simetria. Por
ejemplo, consideremos una particula sometida a un potencial arbitrario confinada a
x > 0. Si realizamos una simetria especular en x = 0 — una reflexién — la posicién de
la particula, asi como su cantidad de movimiento, modificaran sus componentes. Sin
embargo, el tiempo que le toma llegar de un punto x; a otro x ¢ sera el mismo de un lado
u otro del espejo, como también lo seran su rapidez al alcanzarlo, o la variacién de su
energia cinética. Si pensamos en un atomo de hidrégeno, el sistema presentard simetria
bajo rotaciones. Nuevamente, el momento lineal o angular del electron se modificaran
bajo una rotaciéon genérica, pero la energia del sistema — dada por un potencial central
y un término cinético — no variaran. Las lineas de emisién obtenidas seran exactamente
las mismas, asi como lo seran los modulos del momento angular, o los radios tipicos de
las orbitas del electrén. En un sistema magnético isotrépico, mas cercano a los objetos
de estudio de esta tesis, se puede rotar libremente los grados de libertad de espin, lo
cual acarreara una modificacién en la magnetizacién, pero dejara invariante la energia
del sistema, asi como las demds propiedades termodindmicas (si no consideramos el
acoplamiento espin-érbita).

En general, hay dos grandes clases de simetrias de una teoria. Una de estas son las
simetrias internas. En estas, inicamente se realiza una modificaciéon de los campos de
la teoria, dejando las coordenadas del espacio tiempo sin cambios. El otro grupo, quizas
mas conocido, son las simetrias del espacio-tiempo. Estas involucran una transforma-
cién simultédnea de las coordenadas del espacio(-tiempo) y de los campos de la teoria.
Ejemplos habituales pueden ser las traslaciones y rotaciones en el espacio, o los boosts
de Lorentz o de Galileo. En estos casos, tras la modificacion conjunta de coordenadas
y campos, los observables fisicos escalares resultan iguales a los originales — si la teoria
presenta la simetria en cuestion. Ha lugar una aclaracion: hasta ahora hemos men-
cionado casi exclusivamente ejemplos de simetrias conectadas con la identidad. Esto
significa que podemos deformarlas de forma continua a la transformacion identidadﬂ.
Sin embargo, los grupos de simetrias del espacio-tiempo e internas son mas grandes. Si
levantamos la restriccién de estar conectada a la identidad, encontramos muchas mas
transformaciones. Estas se vinculan con las anteriores a través de transformaciones
discretas, que son de suma importancia para la fisica y, en particular, para el Modelo

Estandar de la fisica de particulas. Dichas transformaciones incluyen a las simetrias de

!Siempre podemos construir una traslacién o rotacién a partir de iterar transformaciones infi-
nitesimales. Sin embargo, la reflexién espacial no puede construirse de esta forma — no hay pasos
intermedios.
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paridad, inversién temporal y conjugaciéon de carga.

En este trabajo, enmarcado dentro de la teoria clasica de campos, nos limitaremos
a considerar simetrias de la teorfa O(N) en el espacio euclideo. Como ya mencionamos
en la seccién 2.4] la simetria interna caracteristica de los modelos O(N) esta dada por
el grupo homénimo — el grupo ortogonal N —dimensional. Una de las cuestiones abor-
dadas a lo largo de este trabajo es qué simetria del espacio presenta esta teoria en su
punto critico. Existe evidencia [43] 44] que apunta a que los modelos O(N) presentan
invariancia conforme en su régimen critico para valores arbitrarios de N € N. En este
trabajo estudiamos esta hipotesis, de forma analitica para N — oo y numéricamente
para N finito. La demostracién de esta propiedad seria de gran relevancia porque la si-
metria conforme es mucho més restrictiva que la simetria bajo dilataciones y permite el
acceso a herramientas para el abordaje del estudio de estos sistemas que, de otra forma,
no estarian disponibles. Por ejemplo, en este trabajo veremos més adelante un método
numérico [70] para determinar los exponentes criticos suponiendo que la simetria del
punto critico es la del grupo conforme. Desde un enfoque totalmente diferente, el pro-
grama del conformal bootstrap proporciona cotas rigurosas para los exponentes a partir
de desigualdades provenientes de esta simetria. Veamos a continuacién cémo extraer

restricciones para la accién efectiva promedio a partir de las simetrias.

3.2. Identidades de Ward-Takahashi en el marco
del NPRG

Hemos hablado del significado de que una teoria respete una simetria. En esta
seccion, extraeremos identidades explicitas que la accion efectiva promedio, y sus deri-
vadas funcionales respecto a los campos ¢;(x) deben satisfacer como consecuencia de
sus simetrias. Presentaremos la idea detrés de las identidades de Ward-Takahashi, y
veremos como deducir las identidades que debe satisfacer I';, la accién efectiva prome-
dio. Nos limitaremos a introducir estas ideas en una notacién habitual, dedicandonos
particularmente al calculo explicito de las identidades asociadas a la invariancia bajo
las diferentes simetrias del grupo conforme en el marco del NPRG.

Si bien estamos pensando en nuestro objeto de estudio, N campos escalares con
simetria interna O(N), la argumentacién que sigue es general. Supongamos que los

campos de la teoria experimentan una transformacién infinitesimal:

a(r) = @o(7) = pa(z) + €Appa (), (3.1)

en donde € es un pardametro infinitesimal, y Ay, () una deformacion de la configuracién
del campo. Esta transformacion es una simetria de la teoria si la accion es invariante al

aplicar dicha transformacién. En el caso del modelo O(N), dado por la representacién
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fundamental del grupo O(N), construida con N campos escalares bajo el grupo de
rotaciones, Ay, (x) involucrard solamente a ¢, si se trata de una simetria del espacio,
pero en el caso de la simetria interna — la O(N) — “mezclard los colores”.

Como los objetos de interés para nuestro trabajo son los vértices F,(j), veamos las
identidades que estas deben satisfacer si las transformaciones son simetrias de la
accion. Consideremos esta transformacién infinitesimal en el formalismo del grupo de
renormalizacion no perturbativo — es decir teniendo en cuenta el término regulador.
Si la transformacion es una simetria de la accién, significa que 05 = 0. Por lo tanto,
la funcional generatriz de las funciones de correlacion — funcién de particion desde el
punto de vista mecanico-estadistico — deberia permanecer incambiada tras aplicar el

cambio:

2] = / Dy o~ Siel-B8uel+] o

= /Dcp e*S[W]*ASk[Sﬁ]+IJ'QO*(SASk[Sa}Ff J-8¢ (3.2)

= /DSO e Slel=ASKlel+[ T-¢ {1 — 0ASk[¢] +/J.54 .

Hemos asumido que la medida de integracién respeta la simetria, y por ende, al realizar
el cambio de variable (3.1)), no se modifica. Dividiendo por Zx[¢], podemos re-expresar

el resultado como:

(BAS (i) = / 7 (5). (3.3)

Esta es la identidad de Ward-Takahashi, para el caso clasico que trabajamos, en pre-
sencia de una simetria arbitraria. Recordando el aspecto del término AS — (2.44) — y

con un regulador diagonal, podemos reescribir la identidad nuevamente como:

/ Ri(2, 9){a(2)60(y)) = / Ju(2) (a(2)). (3.4)

x
Con este ultimo resultado, hemos llegado al punto en que podemos calcular iden-
tidades para simetrias concretas. En las siguientes secciones veremos qué sucede si la
teoria presenta algunas de las simetrias conformes, comenzando desde los casos mas
sencillos: las simetrias también respetadas por el término regulador, lineales en los

campos.

3.2.1. Simetrias del regulador

Para comenzar, pensemos en aquellas simetrias de la acciéon también respetadas
por el regulador. En dicho caso, el lado izquierdo de (3.4) es idénticamente nulo, y

recordando la relacion entre J, y 'y — la ecuacion ([2.46)) — obtenemos:

oLy,
0= / s el (3.5)
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Nos limitaremos en esta seccion a los resultados provenientes de aquellas simetrias que

en su forma infinitesimal actian linealmente sobre el campo, es decir

Spa(w) = €My s, (3.6)

donde M es un operador lineal sobre ¢ — puede involucrar derivadas — y € un parametro

infinitesimal. En este caso, tenemos que:

o) = Tulol + [ 2500 (a) = Tlo + 50 (3.7
z 0@a

En la primer igualdad hemos hecho uso de que la variacién del campo ¢, es lineal en
este, y por ende su valor esperado coincide con d¢,. La consecuencia de esto es que si
la accion respeta una simetria lineal infinitesimal, y escogemos un regulador de manera
tal de preservarla, entonces la accién efectiva promedio I'y, también presentara dicha

simetriall]
Por ejemplo, comencemos con un caso sencillo: la simetria O(NN). Como hemos
mencionado, los modelos O(N) se componen de N campos en la representacién funda-
mental de O(N). En consecuencia, bajo transformaciones ortogonales infinitesimales

globales tendremos:
@a(®) = (ap + €Map) (), (3.8)

donde M + M7T = 0. Si esta transformacién es una simetria de la accién, funcional de
(), v nos restringimos a reguladores con esta simetria, como los dados en (2.68)),
entonces 'y, funcional de ¢,(x), serd también invariante bajo transformaciones O(N)
de ¢,(x). Este serd uno de los puntos de partida que asumiremos a lo largo de este

trabajo.

3.3. Grupo conforme

Hemos hablado de las identidades de Ward-Takahashi en el contexto del NPRG,
lo cual nos ha dado restricciones generales para I'y. Veamos ahora qué aspecto toman
cuando la simetria en consideracién es del grupo conforme. En esta seccion comenza-
remos por introducir a las transformaciones conformes en el espacio euclideo d dimen-
sional, veremos su accién sobre campos a nivel cldsico — el que nos interesa para este
trabajo — y estudiaremos los generadores de este grupo y sus relaciones de conmutacion.
Esto nos permitira entender mejor la estructura del grupo y concluir que es isomorfo al
grupo ortogonal especial generalizado, o indefinido, SO(d + 1,1). Luego, veremos qué
aspecto concreto toman las identidades de Ward-Takahashi asociadas a los distintos

tipos de transformaciones que componen a este grupo.

IDe hecho esto puede probarse también para simetrias discretas lineales como la simetria Zs
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Comencemos por definir qué es una transformacién conforme. Para ello, recorde-
mos primero un ejemplo quizas mas conocido para el lector: las isometrias del espacio
euclideo. Estas son las transformaciones del espacio euclideo en si mismo que preservan

la distancia entre puntos:
ISO(d) :E* - EY ) (z—y)* — (z —y)>. (3.9)

Este grupo incluye las traslaciones, las rotaciones, y también las reflexiones. Otra
cantidad conservada bajo este grupo, por ser conservadas las distancias, son los dngulos

entre curvas de E? que se intersectan. Vedmoslo con dos vectores:

/ /
-y
> 0, = arccos

0., = arccos ’ Oy (3.10)

z[y] 2|y

donde la igualdad se debe a la preservacién del producto interno (asociada a la norma
habitual del espacio euclideo). Si levantamos la restriccién de que las distancias sean
conservadas, y solo requerimos que se preserven los angulos, obtenemos las transfor-
maciones conformes. El grupo de transformaciones aceptables aumenta, pues a las ya
mencionadas debemos sumarle las dilataciones, y un nuevo tipo de transformacién,
que se denomina transformacién conforme especialll De manera algo més rigurosa, las
transformaciones conformes son aquellas que preservan el dngulo de interseccién para
cualquier par de curvas arbitrarias que se cortan en algiin punto. Esto puede describirse
matematicamente como un mapeo x — z’ que deja a la métrica invariante médulo un

factor de escala local:
Gy (T") = A(2) gy (). (3.11)

A partir de esta restriccion, parametrizando las transformaciones infinitesimales como
xt — o' =z + et(x), obtenemos las transformaciones conformes infinitesimales. El
tratamiento detallado, siguiendo el desarrollo en [71], se realiza en el apéndice La
solucion general a la que uno llega resulta ser:

TR TR NI R T ) TR

e =a" + 02" + ) 2"a” tal que o, =", (3.12)
donde se ha empleado la convencion de Einstein para los indices espaciales repetidos,
como haremos de ahora en adelante.

El primer término, a* no recibe restricciones a lo largo de la deduccién. Corresponde

entonces a las traslaciones infinitesimales. El término lineal en la posiciéon puede ser

escrito como la suma de una parte antisimétrica M*, y un término de traza ad”,.

!Este es el caso en una dimensién d arbitraria. Si uno se detiene en el caso d = 2, el grupo es
mucho mas grande: su dimensién es infinita, pues incluye todos los mapas analiticos del plano complejo
alrededor de algtin punto. El grupo conforme en dimensién d genérica es solo un subgrupo de todas
las transformaciones conformes para el caso d = 2.
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La primer parte, corresponde a las rotaciones rigidas infinitesimales, mientras que la
segunda, a las transformaciones infinitesimales de escala. Por ultimo, el coeficiente del
término cuadrdtico, como se ve en la deduccién realizada en el apéndice [A] satisface la

siguiente restriccion:

1
&, =0, + 0k, —n,r" donde 1, = ECG‘”" (3.13)
con 7 el tensor métrico n = diag(1,1,...,1). Estos ¢*,, corresponden a la transforma-
cién infinitesimal
" =gt +2(x - b)at — b, (3.14)

que llamamos transformacion conforme especial (SCT por su sigla en inglés) infinite-
simal.
Las transformaciones conformes finitas que obtenemos a partir de las versiones

infinitesimales son:

(traslaciones) 2™ = 2# + a*
(rotaciones) " = M* ¥
(dilataciones) " = azt (3.15)
SCT) g U

1—2b-2+ b222

Las transformaciones conformes especiales se pueden reexpresar de la siguiente ma-

nera: U

x x
es decir que puede entenderse como una composiciéon de una inversiénﬂ Tt — xt )22
una traslacién, y una nueva inversion.

El siguiente paso es determinar los generadores de este grupo. La forma de obte-
nerlos es considerar variaciones en las coordenadas y estudiar cémo se transforman en
consecuencia los campos, teniendo ademas en consideracion la transformacion explicita
del campo (si pertenece a una representacién no trivial del grupo). En general expre-

pa(2’) = Flpa(x)), (3.17)

para referirnos al nuevo campo en la posicion transformada. Los generadores del grupo

pueden identificarse a través de una transformacion infinitesimal de los campos:

dwpi(r) = @i(x) — pi(x) = —iwTai(z), (3.18)

1Una inversién o# — z# /22 es un ejemplo de una transformacién conforme discreta, la cual no pue-
de obtenerse componiendo transformaciones infinitesimales. Preserva la d—esfera unidad, mapeando
el exterior de la misma a su interior y viceversa.
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donde los T, son los generadores del grupo (formalmente la representacién de los gene-
radores del algebra de Lie del grupo). A partir del cdlculo explicito de esta variacién,
es que se determinan los generadores. Esto nuevamente es hecho en el apéndice [A] Los
generadores resultantes, considerando de momento un campo escalar no afectado por

la transformacion conforme, son:

(traslaciones) P, =—i0,
(rotaciones) Tw = i(x,0, — 2,0,) (3.19)
(dilataciones) D = —izlo, '
(SCT) K, =—i(2z,2"0, —2°0,).

Para concluir esta seccion, vale la pena mencionar qué reglas de conmutacién veri-
fican los generadores (3.19)). Sus reglas de conmutacién definen lo que se denomina el

dlgebra conforme:

[D,P.] =

[D,Kul =

(K. P] = (%D Tuv) (3.20)
[Kps Tiw] = 1(pukC0 — 1K)
(P, Tuw] = 1(1puPr — M Ppu)
(T Too] = (mpjw + Mo Tvp = MupTvo — MwoTup)-

Estas reglas de conmutacion se pueden expresar de una forma mas compacta redefi-

niendo los generadores como:

1
T = T T = 5(7)# - ’Cu)

1 (3.21)
J-10=D Jou = 5(73# + Ky
De esta manera, el algebra puede expresarse con una sola igualdad como:
[jaba \7cd] = i(nbcjad + 77adu7bc - nacxybd - nbdjac)a (322)

donde la métrica n,, = diag(—1,1,1,...,1). Esta no es otra que el algebra del grupo
ortogonal especial generalizado SO(d + 1,1). Puede probarse que ambos grupos son
isomorfos [71] [72]. Este resultado nos dice que el grupo conforme en el espacio euclideo

d—dimensional puede verse como el grupo de Lorentz actuando en dimensién (d+1,1).

Con esto concluye lo que trataremos en cuanto a la teoria general del grupo con-
forme, sus elementos y su estructura. De més esta decir que el grupo de Poincaré y las

dilataciones conforman un subgrupo del grupo conforme completo. Es decir, una teoria

o4



invariante bajo traslaciones y rotaciones — como nuestro sistema de estudio — y tam-
bién bajo dilataciones, propiedad del punto fijo, no necesariamente es invariante bajo
el grupo conforme completo. En este trabajo estudiaremos la conjeturada invariancia
también bajo SCT de los modelos O(N) en la criticalidad.

A continuacién, nos dedicaremos a deducir las identidades de Ward que satisfacen
las funciones vértice F,g") debido a las simetrias conformes. El primer paso es saber cémo
calcular las variaciones de los campos bajo transformaciones conformes. Esto se puede
hacer en general para campos en diversas representaciones de este grupo [71], [72], [73].

Para el caso particular que nos interesa, el de N campos escalares sin espin, la regla es:

—dy/d

v’ 0al), (3.23)

fal@) = ela) = | 5o

donde dy es la dimension de escala del campo correspondiente a la dilatacion:

=z

3.24
Pa(Az) = A% 04 (), 320

la cual no es sino quien anteriormente llamabamos dimension critica del campo. Po-
demos vincular el jacobiano del cambio de variable con el factor de escala local A(z) —
(13.11)):

oz

07| _ @) (325)

Ahora, elijamos diferentes A(z)’s especificos a cada simetria del grupo conforme.

3.3.1. Identidades de Ward-Takahashi para traslaciones y ro-

taciones

Comencemos con el caso mas sencillo: las traslaciones. En este caso, el factor de
escala local es 1, y el cambio entre 2’ y x es: ' = x* + ab* donde « es un parametro

infinitesimal. Entonces, la regla de transformacion se lee:

0a(w) = a(t’) = pa(w) = €b"Gppa(). (3.26)

Este es un ejemplo de una simetria asociada con una transformacién lineal a nivel
infinitesimal, del tipo . Se trata de una simetria de la accién de Ginzburg-Landau.
Puesto que hemos supuesto el término regulador Ri(z,y) = Ri(]z — y|), el mismo
presenta también simetria bajo traslaciones. Entonces, obtenemos el resultado de la
seccion llegando asi a la identidad de Ward-Takahashi para traslaciones:

) VO
Py = / Sy Oeale) =0 (3.27)
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Analicemos qué informacién contiene esta restriccion. A nivel de 'y, en campo uni-
forme, se satisface de manera trivial. Si tomamos la derivada funcional respecto a un
campo ¢, (z), obtendremos que ) (x) es uniforme. Si tomamos més derivadas, la infor-
macion adicional no sera sorprendente: tendremos la libertad de fijar una coordenada
nula. Por ejemplo, paran = 2y tras realizar dos derivadas y evaluar en campo uniforme

llegamos a:

0 0
<a_:cl + a?) T3 (w1,00) = 0= T (21, 25) = T (1 — 2, 0). (3.28)

Es decir: las '™ en campo uniforme son funciones independientes del origen de
coordenadas — respetan la simetria bajo traslaciones. Pasemos ahora a estudiar qué
sucede cuando consideramos rotaciones, identidad que nos sera de particular utilidad
en el siguiente capitulo. En este caso, la transformacién de coordenadas asociada al

generador J,,, es:

a(x) = [1 + €(a"0, — 270,)] pa(x) (3.29)

Nuevamente, se trata de una simetria cuya transformacion es lineal sobre los cam-

pos. Por lo tanto, la identidad de Ward-Takahashi para rotaciones resulta:

/x 5;;’; ) (218, — 20, ) o () = 0. (3.30)
donde hemos utilizado la invariancia del regulador bajo rotaciones para utilizar ({3.5).
Ahora, podemos tomar derivadas funcionales de esta identidad, y luego transformar a
espacio de Fourier evaluando en campo uniforme — la configuracién de campos que nos
interesa. En concreto, la identidad que mas nos servira a continuacién implica tomar
dos derivadas. El cdlculo de la derivacién y transformada se realiza en el apéndice [C]

Obtenemos:

0 0
jNVFI(CZ,z)Lb(x7y) = <xuay -y axu) ngib(%y) =0. (3.31)

Cabe mencionar que esta identidad es satisfecha por cualquier tensor de dos com-
ponentes 7, (z,y) que dependa tnicamente de |z — y| — es decir, que sea invariante
por traslaciones. Si uno toma un ntimero arbitrario de derivadas, explotando que siem-
pre puede fijar una de las coordenadas a 0 (casi siempre x,) por la invariancia bajo

traslaciones, obtiene, tras transformar al espacio de Fourier:

n—1
d d
Tl (e pa1) = Z( Lo —pt o7 )ng?wan(pl,..., Pn1) =0. (3.32)
i=1 t
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3.3.2. Identidad de Ward-Takahashi para dilataciones: ecua-

cién de punto fijo

El objetivo de las transformaciones del grupo de renormalizacion vistas en el capitu-
lo[2|es analizar el régimen cuasi-invariante de escala que las teorias exhiben en sus pun-
tos criticos, con & — oo. Las transformaciones del grupo de renormalizaciéon realizan
un mapeo de teorias efectivas preservando esta propiedad — el flujo de renormalizacion
permanece en S, si partimos del punto critico de una teoria. Este flujo conduce a
un punto fijo de las transformaciones, donde las magnitudes adimensionadas dejan de
variar y se alcanza un régimen completamente invariante de escala. Veamos qué im-
plica esto para nuestros vértices F,(C") — la identidad de Ward-Takahashi asociada a la
invariancia de escala, y como esta es equivalente a la ecuacién de punto fijo del flujo

de renormalizacién.

La transformacion a considerar es:
Pa(r) = P (2) = @a(®) + €(dy + 2" 0))pa(). (3.33)

De ahora en maés, introduciremos la notacién z#9, = d*. Si aplicamos esta trans-
formacién de escala infinitesimal, (3.4)) toma la forma:

6ASuel) =5 | Fula,w) elds + )] alo) eldo + ) )

x7y

- / Rulay) 2o+ @) (pule)ealy)

- /m Ry(x,y) (2ds + d* + &) {%

—(6(T @) = ¢ / Ja(w)(dy + A7)0 (2)

o [ (Lol / Rulo)0a) ) (s + )00l

Noétese que hemos cancelado los dos aportes (...). Si ahora notamos que la segunda

+ an(o)en) |

derivada funcional de W es el propagador completo de la teoria G,,, y utilizamos

integracién por partes con los operadores actuando sobre GG,,, obtenemos:

1 oLy,
= Gao(x,y)(2dy —2d — d* — d”)Ry(z,y) = [ (d* 4+ dy)pa(r) ——. 3.34
5/ Gl ied uley) = [ +doua s 33)
Podemos trabajar el lado izquierdo de esta igualdad, identificando la derivada res-
pecto al tiempo de renormalizacion del regulador — el cual recordemos es funciéon de

(x — y). Obtenemos:
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/ Gaa(z,y)(2dy — 2d — d* — d) Ry (2, y) / ARy (2,y)Gaa(,y) = OL'k[9]],; -
(3.35)
Es decir, hemos obtenido el lado derecho de la ecuacion de Wetterich .

Ahora, respecto al lado derecho de : no es otra cosa que la derivada respecto
al tiempo de renormalizacién de T, debido a su dependencia en el campo ¢; (k) adimen-
sionado — el lado izquierdo de la ecuaciéon de Wetterich . Recordemos que este
término habia surgido en el capitulo |2 al notar que es [\ quien debe ir a un punto fijo,
es decir, que la ecuacién de punto fijo es 9,I'; [gg] ’~ =0y no ;I [¢]], = 0. Esto era
pues solamente cabe esperar que las magnitudes a(ﬁmensionadas alcancen un régimen
invariante de escala — las magnitudes dimensionadas f necesariamente tendran una
dependencia o< k% con d 7 su dimension de escala.

Pasando en limpio, hemos hallado que la identidad de Ward por simetria bajo
dilataciones da que los dos términos que obtenemos al derivar respecto al tiempo de

renormalizacién de la funcional I'[¢], con ¢ fijo, suman cero: obtenemos, entonces, la

ecuacion de punto fijo (2.60)).

DIy = 9,040 ]|¢+/(dl‘+d¢)¢i( )22k —0 o Punto fijo: 9% [qs”&:o, (3.36)

o'y,
d¢i(x)
coherente con lo que uno podria haber supuest(ﬂ. Esta es la forma [74], [61] en que
el Grupo de Renormalizaciéon prueba la invariancia de escala en el régimen critico.
Esta identidad puede derivarse para obtener restricciones sobre los FI(C"), que sin mayor
sorpresa coincidiran con imponer que las derivadas segun el tiempo de renormalizacién,
a campo adimensionado <;~51 fijo, de las funciones adimensionadas f,ﬁ”) sean nulas. La
expresion general de estas identidades para campo uniforme se deduce en el apéndice

[C] En el espacio de momentos se lee:

n—1
0
DI T -
[(i:1 pi 8p;’> d+ndy + d¢¢za¢Z] L o (pryee e pao1) =

1 .
éTr\/\Rk( )Gz( ) a1)an (ply"'apn—l;Qa _q)
q

(3.37)

3.3.3. Identidad de Ward-Takahashi para transformaciones

conformes especiales

Para finalizar este capitulo, veamos las identidades de Ward-Takahashi que se dedu-

cen de suponer la accién de la teoria invariante respecto a transformaciones conformes

IEsto, ademads, confirma que dg coincide con la dimensién de scaling del campo, (d — 2 +1)/2.
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especiales. La transformaciéon a considerar es:

a(x) = Pl (x) = (1 + 2dy(z - €)) [1 + (Q(x ce)rt — x26“) @M} ©ValT)

(3.38)
=(1—¢" (Kff — 2dyx,)) ¢a(),

donde introdujimos la notaciéon K} = 220, — 22,2"0,.

Veamos cémo quedan expresados ambos lados de la identidad de Ward genérica

5ase) =5 | Rulo.w) [ + K = 2ol + 4] (palo)pals)
——% Rk(a:,y)[KI—l—Ky—qug:c—l—y ] {Gaa(,y) + du(2)da(y) } =

[atarantan = - [ [+ [ontas) [Kﬁ—2d¢wu}¢a(x)=( |
3.39

donde hemos cancelado los términos (.«<J. Si trabajamos las derivadas en el lado iz-

quierdo llegamos a la siguiente version de la identidad de Ward-Takahashi para trans-

formaciones conformes especiales:

oLy

/ Gua(ay) (K + K = drla + y)u) Ru(e,y) + | 5=

(K — 2dy,,] da(z) = 0.
(3.40)

En este trabajo nos interesara la versién en espacio de momentos de esta identidad,
tomando un nimero arbitrario de derivadas con respecto al campo, en configuracion de
campo uniforme. En el apéndice [C] se realiza el procedimiento de tomar las derivadas,
evaluar en campo uniforme y transformar de Fourier. La identidad por simetria ante

transformaciones conformes especiales en espacio de momento resulta:

n—1
0? 0? 0
; D A pcan () e Dae
Z |:p’ 0 Vap;’ Pi aplvapii ¢8piti| ai...an (p17 D 1)

=1
- 2d¢¢z—#r§:f%n<r,pl,...> - (3.41)
r=0
1 : 0 0
——Tr | Ri(q)G* am o DPne1G,q
5 I‘/(; k(q> <Q) <8qu + aqm) { al...an--(plv » P 17q7q)} e

Finalmente vemos porqué hasta ahora habiamos arrastrado la notacién
H™ (py,...;:q,q) evaluado en ¢ = —¢. Si bien en el caso de la identidad de Ward
para simetria bajo dilataciones la evaluacién se podia hacer directamente, en el
caso de las transformaciones conformes especiales, primero deben tomarse las derivadas

de H™(py,...;q,¢) y recién hecho esto se puede evaluar ¢ = —¢q. Trabajando de este
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modo, la notacién no es ambigua y H™ refiere siempre al mismo objeto.

3.4. Fuentes para operadores compuestos

El formalismo del Grupo de Renormalizacién No Perturbativo que hemos trabajado
hasta ahora considera un término regulador adicional en la accién microscopica, que
apagamos de forma gradual para realizar una integracion progresiva de los grados de
libertad, en presencia de una fuente J(x) para el campo. Esto no significa que no
podamos extender el razonamiento y considerar una fuente K (z) para un operador
compuesto local, que denotaremos O(z) [75], [76]. Esto significa modificar la funcién de
particion:

Zi[J, K] = /DgpeH[‘P]AHk[LP]JFfz J(@)p(x)+ [, K(2)O(x) (3.42)

A consecuencia de considerar K (x), ahora los valores esperados de los operadores de-
penderan tanto de la configuracién de J(x) como de la de K (x). Ahora la accién efectiva

promedio luce:

ufo, K] = < WAL K] = AL[6] + [ Lu(a)enla). (3.43)
x
Es una funcional del valor medio del campo a la escala k y de la fuente K (x) para el
operador compuesto O(z).

Antes de continuar, precisemos que queremos decir con operador compuesto local. A
partir de los operadores bésicos de la teoria, los campos ¢, () y sus derivadas, podemos
construir operadores O(z1,...,x,) que sean el producto de n campos, o campos y
derivadas — de ordenes arbitrarios — en n posiciones arbitrarias. Esto es lo que se
entiende por un operador compuesto. Si nos interesamos particularmente por el caso
en que todos los puntos de evaluacion coinciden, tenemos un operador compuesto local
O(x). Para continuar, introduzcamos ahora a los operadores de scaling. En la seccién
hablamos de las variables de scaling. De igual manera podemos considerar los
operadores de scaling, que son las combinaciones lineales de operadores con los pesos
relativos entre las distintas potencias de campo y sus derivadas dados por los vectores
propios de la matriz de estabilidad 7, los cuales mencionamos en la seccién m
Dado un conjunto o de acoplamientos que obedecen un scaling dado, el operador de
scaling O;(x) asociado es la suma de los operadores cuyos acoplamientos vienen dados

por 7. Definidos asi, ante el flujo de renormalizacién estos operadores escalean segin
Ol(z)) = sO;(x) con dy=d— 1y, (3.44)

cuando realizamos una transformacién de escala de factor sg, es decir, 2’ = x/s¢, y

donde debemos recordar que y; se vincula con el autovalor de la matriz de estabilidad
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correspondiente \; segin la ecuacién \; = s{'.

Una de las hipétesis del analisis del punto fijo es que la matriz de estabilidad es
diagonalizable, lo cual significa que los operadores de scaling conforman una base. De
hecho, podemos expresar cualquier producto de operadores locales en un mismo punto,
es decir cualquier operador compuesto local, como una combinacién lineal de operadores
de scaling con coeficientes apropiados — esto esta vinculado con el procedimiento que
se conoce como el desarrollo en producto de operadores (OPE) [77, [7§] introducido
originalmente por Wilson. De este modo, expresamos un operador local compuesto

genérico O(z) en términos de los operadores de scaling como:

Si uno escoge de forma adecuada el operador O(z), de modo de fijar los primeros
n coeficientes Z; nulos, obtiene un operador cuya funcién de correlacién conexa a dos
puntos, para grandes distancias, o para momentos pequenos, viene dada por una ley
de potencias que es dominada por la dimension de scaling d,, la del primer operador
con coeficiente Z,, no nulo, si es que los ordenamos de mas relevantes a mas irrelevan-
tes. Esto permite extraer el espectro de dimensiones de scaling estudiando operadores

compuestos.

3.4.1. Perturbaciones propias alrededor del punto fijo y ope-

radores compuestos

Analicemos porqué nos interesamos por incluir fuentes para estos operadores com-
puestos de scaling. Veamos cémo se conectan estos operadores con las perturbaciones
propias de la solucion del punto fijo, y porqué esto nos permite extraer de manera direc-
ta los valores propios de tales perturbaciones, que se corresponden con los exponentes
criticos. Consideremos la solucién de punto fijo a la ecuacion de flujo, en variables adi-
mensionadas — cuya notacion no haremos explicita pero asumiremos en lo que sigue.

Consideremos una pequena perturbacion homogénea en torno a esta:

Lil¢] = T*[0] + el (3.46)

donde f’*[gg] no depende de k, y € es pequeno y lo trataremos a primer orden. La

ecuacién de flujo para la perturbacién es [43]:

Old] + / V(@) (s + 20,) ¢i() = %Tr [fuGrY6)|, (3.47)

donde la traza del lado derecho corresponde a suma sobre los indices de color e integrales

espaciales. Notar que a diferencia de la ecuacién de flujo para 9,I'x[¢], el lado derecho
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involucra a 71(5)- Esto se debe solamente a haber tomado la ecuacién al orden O(e).
Notemos, ademas, que la ecuacion es lineal y no depende exph’citamenteﬂ de t. Por
lo tanto, su espacio de soluciones tiene una base con dependencia exponencial en el

“tiempo” de renormalizacion:
Mo = e3¢, (3.48)

donde ahora %;[¢] no depende de t. Esta verifica la ecuacién:
- - 1 s
wildl+ [0 ot o0 00) = 3T [RiGiZG] . @)

Para ver la conexion entre las perturbaciones propias y los operadores locales, consi-
deremos la fuente K (x) para un operador O(z) local compuesto modificando la funcién
de particién segun (3.42)). Considerando esta modificacién, podemos definir:

rg) = [ 2l

R (3.50)

x K=o
Derivemos ahora la identidad de Ward-Takahashi para dilataciones correspondiente a
['[¢] , evaluada en configuracién de campo uniforme y K = 0. Para ello, procederemos
de forma anéloga a lo hecho en la seccién 3.2 donde debemos introducir un leve cambio.
Debemos considerar la variacion del término con el operador compuesto. Este varia
como:

00(z) = € (dp + d*) O(x), (3.51)
y en consecuencia la identidad de Ward se modifica, para dilataciones, segin:
S(K-0) = ¢ / (do + d%) O(x) K () = —¢ / K(@)(do +d)TOD(2).  (3.52)

x S~
6K (x)

Notemos que en la primer igualdad hemos asumido que el operador compuesto es de
scaling con una dimension de escaleo concreta dp. En la segunda, hemos apelado a la
relacion entre 'y, y Wy, ecuacion , en presencia de la fuente K (z). Considerando
este nuevo término , la identidad de Ward-Takahashi por dilataciones para la

accion efectiva promedio ahora se lee:
1 :
/ (d* + dy)s(z)T" (2) — K(z) (do + d*) TOV( z) = 5 Tr [RG} . (3.53)

Tomando la derivada funcional respecto a K(z1), obtenemos la identidad de Ward-

Takahashi para dilataciones de I', modificada para incluir fuentes para operadores

!Para ello, es necesario elegir un esquema de renormalizacién en que 7, es constante e igual a su
valor de punto fijo [79]
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locales:

/ D (@ 210) (dg + 29,) dilw) — K (2) (do + 29,) T\ (2, 21) (3.54)
z 3.54
1 .

— (do +2492) TPV (:21) = 5 Tr R,GT®Y(; )G .

Nuevamente, la traza implica integracion en todas las variables espaciales no expli-
citadas. Si ahora evaluamos en K = 0 y realizamos una integracion sobre z;, obtenemos
finalmente la identidad de Ward de dilataciones para ['[¢] :

/ T () (dy + 20,) du(x) — (do — d) T = %Tr [morea]. (@)

T

Si ahora comparamos el aspecto de (3.49) v (3.55)), podemos concluir que T'[¢] es
una perturbacién propia de I'y en torno al punto fijo. Notemos que hemos recuperado

la relacién dada en entre la dimensién de escala del operador local de scaling O;
y el \; = s§ asociado al autovalor, de la matriz de estabilidad, correspondiente a la
perturbacion ;.

He aqui una gran utilidad de incluir fuentes para estos operadores compuestos
locales de scaling. Sin embargo, no es el inico motivo por el cual las considereramos:
como discutiremos en el proximo capitulo su inclusién nos permitird, trabajando en el
desarrollo en gradientes del grupo de renormalizacién no perturbativo, analizar para N
finito el cumplimiento de la simetria conforme especial e implementar las consecuencias
de ésta. Vale destacar, ademads, que para la determinacién de los exponentes criticos,
la resolucién de las ecuaciones provenientes de identidades de Ward con operadores
compuestos, como proporciona resultados mucho mas precisos, y numéricamente
mas estables, que la diagonalizacién de la matriz de estabilidad, particularmente para
los operadores irrelevantes.

En esta tesis nos interesara estudiar la verificacién de las identidades asociadas a
las transformaciones conformes especiales, para analizar la conjetura de Polyakov y
Migdal sobre la simetria conforme en el régimen critico [41, 42] y comprender mejor
el papel que juega esta simetria en la descripciéon del régimen critico. Vale la pena
mencionar la similitud entre la identidad asociada a dilataciones y la que hemos
obtenido para transformaciones conformes especiales . Esta similitud es profunda.
Veremos analiticamente, en el caso de N — oo, como puede deducirse a partir
de las demas identidades ya vistas en este capitulo asociadas a los otros generadores
del grupo conforme, para I'® y T'®) A continuacién, estudiaremos las modificaciones
de las identidades de Ward en presencia de fuentes K (x) para operadores compuestos
de scaling, lo cual nos permitird recuperar parte de su espectro, asi como restringir

fuertemente la forma de las funciones de vértice. Luego, a nivel numérico, estudiaremos

la ruptura de (3.41)) en el marco del desarrollo en gradientes del NPRG debido a las
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aproximaciones realizadas, y veremos como podemos extraer informacién de esto para
estimar los exponentes criticos — buscando minimizar dicha ruptura. Esto da lugar a un
método para determinar los exponentes criticos [70] denominado Principio de Mdzima
Conformalidad, alternativo, y compatible, al habitualmente utilizado en el desarrollo

en gradientes, el Principio de Minima Sensibilidad del cual hablamos en el capitulo [2]
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Capitulo 4

Limite N — oo: resultados exactos

En este capitulo, estudiaremos el limite N — oo de los modelos O(N) introducidos
en el capitulo [1] caso en que la teoria resulta resoluble de forma analitica sin realizar
aproximaciones. Para todas las realizaciones fisicas que discutimos, con N finito, no
se conoce la solucién exacta para la accion efectiva promedio (es decir se desconoce
el punto fijo de las ecuaciones del NPRG). Comenzaremos este capitulo repasando la
prueba de la compatibilidad entre las identidades de Ward-Takahashi para dilataciones
y transformaciones conformes especiales para I'® para el modelo de Ising. A continua-
cion, generalizaremos la demostracién de la compatibilidad entre identidades a Fffb) con
N arbitrario, apelando al mismo tipo de argumentos. Visto esto, nos dedicaremos al
limite N — oco. Comenzaremos estudiando el método de resolucion y la forma particu-
lar que adquiere la accién efectiva promedio cuando N — oco. A continuacién, veremos
c6mo se pueden obtener las funciones de los vértices '™, es decir las derivadas funcio-
nales de la accion efectiva promedio a n—puntos en campo uniforme cuando N — oo.
Utilizando estas soluciones, veremos que el vértice a tres puntos — que se vincula con
la funciéon de correlacion a tres puntos — respetan la identidad de Ward-Takahashi
para transformaciones conformes especiales — (3.41]) — como consecuencia directa de
las identidades asociadas a las demads simetrias que integran el grupo conforme. Es
decir, la invariancia bajo transformaciones de traslacién, rotacién y escala implican
invariancia ante todo el grupo conforme, al menos para esta funcion de correlacién. A
continuacion, estudiaremos atin en el limite N — oo el acoplamiento de fuentes para
una familia de operadores compuestos locales. Esto nos permitira obtener un conjunto
grande de posibles dimensiones de los operadores compatibles con las simetrias presen-
tes en la criticalidad. Finalizaremos estudiando las restricciones sobre la estructura de
estos operadores que surgen de imponer la mencionada identidad de Ward-Takahashi

para simetria conforme especial.
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4.1. Preambulo: compatibilidad de las identidades
de Ward en el caso N = 1 para '®(p)

Comencemos el capitulo repasando la relacién que existe entre las identidades de
Ward-Takahashi para transformaciones especial conformes y las demads identidades
(traslaciones, rotaciones y dilataciones) en el sistema méds sencillo O(1) = Z,, siguiendo
la prueba en [65]. Veamos cémo a nivel de I'® la identidad de Ward-Takahashi para
las transformaciones conformes especiales, identidad , es consecuencia directa de

las de dilataciones, traslaciones y rotaciones. Comencemos con el término con I'®:

0 0
200 5T )| =200 50 [0 (—p — r.r)] B
_ 9 Tre
=20dy o |:Fk (p+r, —7“)} _
_ 9 3) _ 9 (3) 4.1
= 2§bd¢ |:a_purk (p, 0) %Fk (p, 7“) e ( . )
10
= 2¢d¢§8_pﬂr’(“3) (p,0)

_ 0 0 0o

En esta derivacién se utiliza la invariancia bajo permutacién de patas externas de I'®
en la primer linea, y la invariancia por paridad para pasar a la segunda. Ahora con el

término que proviene de la integral, se puede proceder de forma similar:

0 0
— 4+~ \H® !
(aqu+aq,ﬂ) (P, ¢, 9)

_ <0i+ 0 )[H@’(—p—q—q’,QA’)}

7=-q g"  Ig™ 7=-q
= (%M + aqa,u) [HO(p+q+4q,—q,—q)] .
B 28pu B 8(; B 83/#) H? (p,q,q) e
= é)ipuH(Q’(p, ¢, —q)

(4.2)

Pasemos ahora a estudiar qué sucede si se toma una derivada respecto a p* de la
identidad para dilataciones de I'® (p), y a esto le adicionamos la informacién provenien-

te de la identidad para rotaciones. Trabajemos el miembro izquierdo de la identidad:
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0 0 0
— = — 2 — 1 T@(p:
o <p o d +2dy + ¢dy (%) (p; )

0? 0 o 0
v A, — 1) —— — b= T@(p-
(p oo 2l U g +d¢8p“¢3¢) (#:9)

A 0 ) o 0
= —p" v — i O O\ @)
( Y ooy +2p T +2d¢8pl‘ +d¢8p“¢8¢)r (p; &)
02 82/52/
a —p” — N2\,
* (p O opop (1—-d) >F (p; ).

Op
En la segunda igualdad, hemos utilizado que el segundo término es nulo en tanto

(4.3)

la identidad de Ward-Takahashi para rotaciones sea valida (3.31) — lo cual era una
hipdtesis de partida — ya que coincide con tomar la derivada respecto a p* de la identidad

asociada al generador J,,,:

0 0 0 0? o? 0?
z — Y r® — [ pH — Y 1—d)— | T@(p).
o (7 =7 3 ) 20 = (7 G~ e + 0 05 P00
(4.4)
Ahora, el cuarto término del primer paréntesis en (4.3), es justamente el término que
trabajamos en (4.1). De esta manera, tomar O, del lado izquierdo de la identidad

para dilataciones, recupera el lado izquierdo de la identidad para transformaciones

especial conformes. Por otra parte, nos muestra que tomar Jpu del lado derecho
de la identidad de dilataciones — es una operacion que conmuta con la integral en g —
recupera el lado derecho de la identidad especial conforme. En conclusién, la derivada
respecto a p* de la identidad de Ward para dilataciones de I'® (p) permite mostrar que
la identidad para transformaciones conformes especiales, en el caso de N = 1 y para
I'®, se satisface. En la prueba [65] que hemos repasado, se hace uso reiterado de la
invariancia bajo traslaciones (al definir la transformada de Fourier) y de la identidad

de Ward para rotaciones en (4.3)). Podemos resumir este resultado como:

P,L® =0)
j VF(Q) = 0 entonces
! SO K, TP = 0. (4.5)
Pre = g
Paridad |

4.2. Compatibilidad de las identidades de Ward-
Takahashi para Fﬁ) (p) para todo N

Una vez realizado el calentamiento adecuado, veamos cémo extender esta argu-

mentacién — con algunos trucos nuevos — al caso O(N) para cualquier valor de N.
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Nuevamente, veremos que la identidad de Ward asociada a transformaciones confor-
mes especiales se cumple como consecuencia de las identidades asociadas a las demas
simetrias. Escribamos explicitamente las identidades correspondientes a dilataciones y

transformaciones conformes especiales para el caso de n = 2, a partir de (3.37)) y (3.41)):

1

9, 0 :
[@@;—mM%+@%aﬂFﬁwzgjﬁ@mmw%%@@—@@mm (4.6)
v q

{p“ A Y i} F2(p) — 26T (7 p)
apyapu 8]?”8])“ ¢8pu ab ¢ Za?"“ ab\"» o (4 7)

-3 [r06s0 { (o + o) Hobla.) Gt

q

El procedimiento que seguiremos es andlogo al expuesto en la seccién [£.1} Para
empezar, estudiemos el término que involucra a I'®). Veamos cémo llevarlo a una
derivada respecto a p*. Para ello utilizaremos primero la simetria bajo intercambio
de momentos e indices — que corresponde a cambiar el orden en que se deriva segin
¢a(x), dp(y). En segundo lugar, podemos observar que al estar el indice i contraido,
tenemos una estructura de dos indices, a, b, que solamente puede dar lugar a estructuras
simétricas bajo el intercambio tinicamente de indices de color — pues los tinicos tensores
covariantes O(N) de dos indices en campo uniforme, ¢,d, y dqp, son automaticamente

simétricos en a, b. Luego la derivada respecto a r* de T'® luce:

r=0 r=0
_ 9
_@87"“ iab(rv p 7") L
9 1.6
sy ( 4.8
¢mw[nw<rp+”]mo (48)

= i [zﬁwpﬂ\+@au£2mp>

o (),

donde utilizamos simetria bajo paridad en la tercer igualdad. Hemos asi obtenido el
resultado andlogo a (4.1)), ahora para los modelo O(N). Sigamos con las analogias,

ahora para el término dentro de la integral:
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/I —

[Gij(Q)Gki( ) (aq# ) (P 0. 1
=—q
= -G.. G ’ _H(Q) ]
’L](Q) k)Z( (aqu aq/u) bjka( p q q 7q q :|:|

= |Gij(9)Gri(d) (aqu &/ﬂ) B (~p—a—d.,4,¢) H

q

- ] 7=-q (4.9)
= Gij(Q)Glm( I (6’q” 8q’“> ngcb(P +q+d¢,—q, —QI)H

L q'=—q

I , 0 0 0 ,
= |Gij(0)Gri(q) (251%&( —q,q) — (a_qu + aq,#) Hﬁib(p,q,q))}

- q'=—q

0
= Gij(Q)Gki(—Q)a—Wﬂéiib(p, q,—q).

En los primeros tres pasos hemos utilizado los mismos trucos que en la derivacién
anterior (4.§)), ya que al estar H ) contraido con los propagadores G;(q)Ghi(q), lo cual
nos lleva a tener sélo dos indices no sumados, a y b — es decir, términos o< ¢y, dqp al
estar trabajando en campo uniforme. Para pasar a la tltima igualdad, hemos utilizado
la simetria de los H™ bajo el intercambio de g y ¢’ — propiedad vista en valida
en presencia de los propagadores. Continuando con nuestra prueba analoga a la de la
secciéon , tomemos una derivada respecto a p* de :

9 ) 9\ o
apu ( d¢8¢z) Fab (p7¢)

0 0
:<p 1/8“ 2d¢>_d+ )8#—’_ ¢>a u¢za¢l)rﬁ)@;¢)

. 0 9
- < puap”ap T2 g g T e o u%gb ) L (p:)

? g2 I (p; ).

M v _ _
i (p \ opop—""0p opr +i-d) (9p“) “

El procedimiento para cancelar la tultima linea es idéntico al hecho en (4.3), identi-

(4.10)

ficandola con la derivada segin p” de la identidad de Ward-Takahashi para rotaciones,

que para este caso tiene la forma:

0 9, 0 @) 0? 0? o? @)
a —p r = | pt —p 1—d r
o Kp 5 P apu) o (P) P osmor Y oo +(1=d) 5~ o ot (P)-
(4.11)
Si nuevamente combinamos los resultados (4.8]), (4.9) y (4.10]), podemos concluir

que la identidad de Ward-Takahashi para transformaciones conformes especiales puede

obtenerse de la identidad correspondiente a dilataciones derivada respecto a p* utilizada
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en conjunto con la informacién de invariancia bajo traslaciones y rotaciones. A falta de
una prueba general de la simetria conforme especial para N arbitrario en el régimen
critico, contar con la prueba para el caso de I'® significa un primer paso en la obtencién

de tales demostraciones. Podemos resumir lo aprendido de forma esquemaética como:

2 3\
PHF((zb) =0
‘7 VF((JZ) = 0 entonces
pr —o
Paridad)

Hasta aqui va lo que se puede, a la fecha, probar de forma exacta apelando a
argumentos generales cinematicos y de simetria respecto a la simetria conforme especial

de los vértices ™. Para el caso de I'®) no disponemos de una prueba equivalente a

abe
la mostrada para Fﬁ) en esta seccién. Sin embargo, si en vez de trabajar con valores
arbitrarios de N, tomamos el limite N — oo, el modelo se torna resoluble de forma
exacta. En ese caso, es posible realizar una demostracion de la compatibilidad entre
las identidades de Ward-Takahashi de transformaciones conformes especiales y las de

dilataciones, traslaciones y rotaciones para dicho vértice.

4.3. Solucién exacta para N — oo: [ y suma de

burbujas

Para comenzar, analicemos porqué miramos el caso N — oco. Es un limite intere-
sante por varios motivos. Primero, las soluciones exactas obtenidas permiten realizar
un testeo de la aproximacién del desarrollo en gradientes (y eventualmente de otras
posibles aproximaciones). En segundo lugar, la prueba de la invariancia bajo el grupo
conforme de la teorfa critica en este limite junto a las pruebas para N < 4 [43| [44] nos
acercaria a una prueba general de la hipotetizada invariancia conforme de los modelos
O(N) en su punto critico para valores arbitrarios de N. Mas generalmente, al ser un
modelo resoluble, nos permite enfocarnos en empezar a comprender el comportamiento
de las teorias conformes en el marco del NPRG. En esta seccién seguiremos el enfoque

)

de [80, [62] que nos permitird obtener la forma exacta de las funcionales F,(: evaluadas

en configuracién ¢;(z) = ¢? constante. Una idea central detrds de este enfoque reside
en un cambio de variable, p — W =V’ expresando asi F,(cn) (P1y .-y Pue1; W) [62].
Para comenzar, presentaremos un resultado clasico [80] que dice que la forma de la
funcional accién efectiva promedio, para cierta clase de condiciones iniciales, es sencilla
y preservada por el flujo de renormalizacién. Nuestro sistema de estudio es el modelo de
N campos escalares con simetria O(N). Con total generalidad, la funcién de particion

del sistema viene dada por:
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exp Wi[J] = / Dpexp{—Halg] — AH] + Ju - 0} (4.13)

Aqui Hj[p] refiere al Hamiltoniano en la escala A microscépica, los indices de color se
suman, y - implica integraciéon en x.
Hagamos ahora la suposicién clave. Asumamos que para una cierta escala ko, la

accion efectiva promedio esta dada por:

rfel = [ ate{ 5902} + B . (4.14)

Notemos que esta forma es explicitamente invariante O(NV), puesto que solo involucra
escalares o funciones de escalares bajo el grupo O(N), que por ende son invariantes.
Calculemos la segunda derivada de esta funcional, Fg)’ab(%, y), aquella involucrada en

la ecuacion de evolucion de 'y — (2.75) — en esta escala:

A

52Fk0 o 02 — T 5Pk0 o 52fko
56a@)060(y) ‘5“( %00 —u) + 4 y>6p<x>> R rErmE

(4.15)

Tenemos contribuciones con las dos estructuras tensoriales posibles con dos indices:
Fg) = adqp + bPap = adap + bay. Ahora, si para N — oo la AEP tiene un limite suave,
resulta que la contribucién del segundo término es despreciable frente a la del primero
para el flujo de I'y. Veamos esto de forma explicita. En (2.75) nos interesa calcular
el propagador Gjj;, que es igual a la funcional inversa de (F,(j)) + Rk()) . Como serie
infinita tenemos: ”

(abap + bap) ™' = a0y — @ bapat + @ bgea Thgpa Tt — L (4.16)

En vistas de este desarrollo, al tomar la traza que aparece en la ecuacion (2.75)) ,

obtenemos:

Cale.) = N (=0 +T0) 6z — 1)) +O(@u(x)on(w)) (4.17)

Si consideramos el orden dominante de esta traza cuando N — oo, la ecuacién ([2.75))

luce:

N

A —1

. ST

OTwld) =~ R (—82 + 5—’“) . (4.18)
oy P )

De esta expresion, se extraen dos conclusiones importantes. La primera, el resultado

anunciado. Como en la escala ko, 0;I', [p] es una funcional de p, entonces:

(i)
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es funcional también de p — el segundo término, con la prescripcién de que J; se toma
a ¢ fijo, es idénticamente nulo. Luego, como la ecuacion de Wetterich es una
ecuaciéon diferencial ordinaria de primer orden en k, y ambos lados de la igualdad son
funcionales de p, la forma de I'y es preservada por el flujo de renormalizaciéon. Un
argumento breve en favor de esta tesis, no completamente riguroso, es considerar qué
sucede en ko — dk. Como todas las funcionales en ky son funcionales de p, despejando a
orden dominante en dk, tenemos que fko,dk también es funcional de p. Este argumento,
aplicado iterativamente, es la esencia de una prueba formal de la preservacion de la
forma de I'y a lo largo del flujo. La segunda consecuencia de (2.75)) y (4.19) es que el
acoplamiento para el término cinético, en configuracién uniforme, permanece constante
en valor, Z; = 1 Vk. En particular, esto significa que en el limite N — oo, la ecuacion
para el potencial en la aproximacién de potencial local LPA, se vuelve exacta — si para
alguna escala ko se cumple la condicion . En esta situacion, al evaluar en campo

uniforme, el potencial se vincula con I'y, segtn:

W(p)=V'(p) =T} (p). (4.20)

Hemos concluido entonces que la accion efectiva promedio, para N — oo, tiene la
forma (4.14]) para toda escala k menor que ky:

ol = [ die{ 300} + Bl (121)

Antes de proseguir con las soluciones para los vértices de n puntos, cabe mencionar que
la hipétesis sobre la forma de la accién efectiva promedio para alguna escala ko, (4.14]),
es compatible con suponer una teoria microscépica con interacciones O(/N) invariantes,
y no supone una condiciéon demasiado exigente. De hecho, se trata de la forma usual
de la AEP — pensemos por ejemplo en el ejemplo canénico dado por la teoria ¢* (y su

generalizacién para N campos).

Una vez probada la forma general de I'y, podemos calcular la expresion de las

(n)

transformadas de Fourier en campo uniforme de las siguientes I',”. El caso n = 1 ya

lo hemos visto. Para los vértices de 2-, 3-, 4- y 5- puntos obtenemos:

% (91 0) = (02 + W(p)) 0a + T (p; p)duthy, (4.22)

ng)c(phm;ﬁb) =1® (p1; p)Padbe + TP (D2; p) Pt (4.23)
+ T (py + pa; p)pebas + T (p1, pa; p) dudrbe.

(4.24)
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Fﬁld(phpmp:a% ¢) =T (p1 + pa; p)dabdcq + 2 perm.
+ T (py + p2, p33 p)dapdedy + 5 perm. (4.25)
+ T (p1, pa, p3; P) aPrdeda,
Féi)cde(plyp%p&pél) =T (p1 + pa, p3 + pa; P)0ap0ciPe + 14 perm.
+ T (p1, p2, 33 P)daebatpde + 9 perm. (4.26)
+ T (p1, p2, P, 13 P) PapPedade-

Como puede verse, al conocer los ™ es posible reconstruir los I'™.

A partir del vértice de 2-puntos, podemos calcular el aspecto de las dos componentes

del propagador G;;(p) en su descomposicion en los proyectores transversal G y paralelo

Gp — (2.73):

2 (s p) = p* + W(p) + 2o (p; p) + Ri(p) (4.27)
7 (p;p) = 1"+ W(p) + Ri(p). (4.28)

Dado que hemos visto que basta con estudiar los f("), continuemos estudiando la
forma de dichas funciones en campo uniforme. Como vimos en el capitulo |3| la ecua-
cién de punto fijo para las I'™ es equivalente a la identidad de Ward-Takahashi para
dilataciones. Esto nos permitira obtener las expresiones explicitas para todos los F,(:)

en campo uniforme. Para hacerlo, realizaremos el cambio de variable [61] anunciado:
p— W(p). (4.29)

Veamos que se trata de un cambio de variable invertible. A partir de (4.21]), tenemos
que:
6] = T (ol (4.30)

Recordemos la ecuacion de Wetterich para F,({l), (2.56)). Sustituyendo el resultado (4.30]),

y en campo uniforme:

%/ \F
oTiV(6) = — 5 [ B@G, @ ap = 0Gula), (431

Tos

donde omitimos el subindice k. Factorizando un ¢, y tomando la traza a lo largo del

bucle la contribucién dominante (o< N), nos queda:
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q( X—q
ar0(p) = 5 — 59 =0p) [R@GHa. @32

5 T
P
En el diagrama anterior, hemos introducido dos nuevas notaciones
A G2
DW= T, (4.33)
T
Gm(Q)dLJF(n) (q + q/, R )Gjb<q/) = q i q . (434)

La expresion puede simplificarse utilizando la identidad que nos dice
que T®(p = 0) = 9,0V = §,W y notando que &, [,Gr(@) = — |, RrG%(q), usando
la expresion para Gp(q; W), que a W fijo solo depende de k a través de Ri(q).
Entonces se lee:

. N OW
o, =——"9 /G ' . 4.35
) (p)p > 0 T(q)w (4.35)

Ahora, realicemos el cambio de variable p — W, lo cual nos permitira pasar de la

funcién W(p) a su inversa:
W(p) = Vi(p) ¢ p = fu(W), (4.36)

O pl, = 0= 0, frW)lyiy = —SL(W)0 W], . (4.37)

Una vez aplicado el cambio de variable, recordando que I'V(p) = W (p) la ecuacién

se simplifica a:
1 N
e )atm My = —W(p) at/cﬂq)]W,
Ry =50 [ ort) =5 [ Ao 6
p— Fa(W) = %Wzmw; ), (4.39)

donde hemos usado que f, (W)W’ (p) =1y hemos definido:
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. 1 1
L(W, k z/ - . 4.40
1 ) J P+ WHR(?) P+ W+ Ry(? (4.40)

Cabe destacar que si bien las integrales de Gr(q) a escalas k y A son divergentes en
d = 3 pues el integrando para g grande se comporta como ¢°, su resta no lo es, pues
recogemos en el numerador a las funciones reguladoras que controlan esta divergencia
UV. El término fy(W) queda completamente determinado por la fisica microscépica.

Por ejemplo, partiendo de la teoria ¢* con

Hy = / g (Vo) +rp+ %p2, (4.41)
tenemos fo(W) = =3(r + W) /u.

En vistas de , el cambio de variable es invertible y esta bien deﬁnidoﬂ. Es
decir, si bien no es explicita, tenemos una expresién p(W) que podemos invertir para
obtener W (p). Desde ahora trabajaremos en términos de la variable W, lo cual nos
permitiré obtener ecuaciones cerradas para los T'™ en campo uniforme [62]. Veamos
esto en detalle para el caso de f,(f) (p; W) [62]. A partir de las reglas de Feynman
desarrolladas en el capitulo [2], y considerando la contribucién o ¢, de la ecuacién

para F,(j()lb(p; W), obtenemos la ecuacién de flujo para f,(f) (p; W):

D Paval D

N N

R A
P, 1P 4

Hasta ahora 0y, si bien no lo explicitAbamos, correspondia a la derivada tomada a

campo, o p, fijo. Veamos cémo se vincula esta con la derivada tomada a W fijo:

0 0
= — —. 4.4

Veamos como podemos llevar (4.42)) a una ecuacion facilmente integrable en t.
Trabajemos el primer término del lado derecho. De forma similar a lo que sucedia en
(4.32), tenemos ahora r® (p,0; p). Usando una vez mas la identidad (D.1)) que nos dice

que I'® (p,0;p) = 8pf(2) (p; p), podemos reexpresar este término como:

) . P2
—g@% = —(%r(?) (p; p(W)) g/R(q)G%(q)} = —égp O ply,  (4.44)

q

Dyl

donde utilizamos (4.38]). Ahora trabajemos el segundo término de (4.42). Veamos

'En el supuesto de un comportamiento monétono de la funcién W (p) en el punto fijo.
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con detenimiento cémo se expresa el diagrama como una integral factorizando un

N/2 (T (p; p)>22

o . 1 ? 1
2/qR(Q)GT(Q)GT(p+Q) = Q/qR(Q) <q2 +W+R(q)) (p+q)*+W+R(p+q)
=— at/GT(Q)GT(p_'_Q)‘

(4.45)
En el pasaje a la segunda linea, hemos utilizado la invariancia bajo el cambio de variable
g — —(q + p) del integrando, que es consecuencia de integrar en todo el espacio de

momento y que solo estan involucradas los momentos al cuadrado. Si ahora combinamos

los resultados que hemos obtenido (4.43)), (4.44)) y (4.45)), finalmente podemos obtener:

atfng) (p)

0, (f,(f) (p)> -

~ N /4 2
= —9,I'D(p)0, plyy + 5 (F(2)(p; p)) O /GT(Q)GT(p + Q)‘
q

p w

-5 [GrlaGr+a) . (1.40)

w w

Integrando esta ecuacién obtenemos una expresiéon explicita para fg) (p; W):

1

f\(2) W _u

(4.47)

en donde hemos usado que ff) = u/3 partiendo de la condicién inicial (4.41)) y hemos

introducido la definicion:

L, (p1,- - pn1) E/GT(q)GT(q+p1)GT(q+p1+p2)..-GT(q+p1+---+pn—1)- (4.48)
q

., Qué podemos concluir de estos calculos? En el limite N — 00, el cambio de variable
p — W nos permiti6é obtener una expresién exacta para IA“,(f) (p; W). Este razonamiento
puede ser extendido para las siguientes derivadas de . En general, en los diagramas
para f‘(”), tenemos siempre uno de tipo tadpol con n patas entrantes a un vértice
[(™+2) Por la conservacién de momento, una pata conectada al vértice transportara
p1+pa+ -+ p, = 0 momento, lo cual nos permitird usar el truco del apéndice [D] y
junto a , llevar el lado izquierdo de la ecuacién de flujo a una derivada 0; tomada
a W fijo. Los demaés diagramas, agrupandolos por cantidad de propagadores y teniendo
en cuenta sus prefactores de simetria, nos daran derivadas 0; a W fijo de integrales tipo

Ly(p1,. .. pa_1; W). En el apéndice [E| [62], vemos cémo obtener las expresiones para

1Por ejemplo, para el flujo de I'® (p), se trata del primer diagrama que vemos en (4.42)).
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~

las funciones F,(:’) y lA“,(f):

T (p1,p2) = NDO (o)D) () DO (1 + pa) Is (pa, po; W), (4.49)
0 (1,22,05) = NTO (p0)T® (02) FO (p3) DO (01 + 2 + )
[(N]:s(phm)f@)(pl + p2)I3(p3; pa) (4.50)

—14(]?1,]?27193)) + 2 permutaciones ciclicas| ,

donde realizamos permutaciones ciclicas de py, ps v ps3.

Para cerrar esta seccién, veamos como podemos conectar estos resultados con la
resumacion de burbujas, un resultado quizas méas familiar para el lector, sin hacer
un tratamiento riguroso. Se puede ver que I'[¢] — la energia libre de Gibbs habitual,
sin incluir el regulador — es la funcional generatriz de los vértices propios [47], es
decir, la suma de diagramas de funciones de correlacién de una particula irreducible
con nimero arbitrario de patas externas amputadas. En concreto, '™ es el vértice
propio con n patas amputadas de ¢(z). Se puede ver, de igual forma, que '™ son los
vértices propios con n patas del operador p(x) amputadas. Los vértices de la teoria
microscépica desnuda ¢? — incluyen un factor 1/N. Por otro lado, los bucles incluyen a
orden dominante, un factor N — que viene de sumar en los indices de color conectados.

Entonces, por ejemplo para 1%(2)7 podemos representar diagramaticamente:
P — IO T TN RO T TN )

Aqui las lineas discontinuas corresponden a identidades con deltas de Kronecker en
los indices de color que se conectan a sus extremos, y las continuas al propagador del
campo ¢ resumado — el que hemos utilizado hasta ahora. El efecto de la resumacién en
este es modificar mp — WH Como podemos apreciar, tenemos una serie geométrica
que al ser sumada, nos conduce al resultado . El mismo argumento podemos

aplicar para I'®). Si consideramos todos los diagramas al orden O(N~2), tenemos:

b = O + Q +.= O (4.52)

*

que nuevamente coincide con el resultado que hemos obtenido (4.49)). De igual manera,

TAqui mp es la masa bare de la teorfa, el acoplamiento de ¢2.
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considerando ahora diagramas O(N ) podemos obtener la versién resumada de .

"l \'\ '.I \'\ '.I
‘!, = | - O + Q-.-Q +2 perm, (4.53)
N ' ] e 9 )

donde las permutaciones son de pq, po, p3s los momentos libres de los diagramas, y nue-
vamente obtenemos la expresién dada por el NPRG (4.50)).

En conclusién, el procedimiento basado en el cambio de variable p — W, al evaluar-
lo en la escala k = 0 con todas las fluctuaciones incluidas, arroja los mismos resultados
obtenidos a partir de un tratamiento alternativo al Grupo de Renormalizacién No Per-
turbativo, introduciendo el campo auxiliar p(z) y realizando la resumacién de burbujas.
Teniendo estos resultados exactos para las formas de los funciones f‘("), aboquémonos
al analisis de las identidades de Ward-Takahashi.

4.4. Compatibilidad de las identidades de Ward-
(3)

abe

Takahashi para I") (p1, p2) para N — oo

En esta seccién veremos el calculo explicito de compatibilidad de F[(i)c(pl, p2) para

N — o0, el cual es significativamente mas extenso puesto que no podemos apelar a
argumentos tan generales como en las secciones anteriores. Se trata de un resultado
esperado para N arbitrario, pero no sabemos realizar el cdlculo para N finito, donde
hay menos simplificaciones. La prueba que veremos requiere de mirar detenidamente las
contribuciones de los diferentes diagramas a los H™ y ver de qué manera organizar los
términos para lograr probar que la identidad de Ward para transformaciones conformes
especiales puede derivarse de las demas identidades.

Para comenzar, veamos el aspecto de la identidad que deseamos probar:

Fz(zbzz(pl P2) — 2d¢¢lmrz(al))c( T, D1, P2)

o2 )
_ 2 2 _
[Z P oo P oo 2

7

: : 0 . 9 \y» :
- _5 /qR(CDGz](q) { <8qu + 5 /;4) Habjkc<p1>p2>Q7q )} Gki(Q)

El calculo involucra exph’citament a F((zi)c(pl, pe)y I

resultaran ttiles sus expresiones (4.23)) y (4.25)).
Al involucrar la identidad (4.54) tres indices de color “libres”, tendremos en am-

=0

q'=—q

(4.54)

) (r,p1,p2), por lo cual nos

iabc

. .’ 5
1De hecho, en los diagramas del r.h.s también tenemos a I'®)| pero como presenta un momento
nulo, lo expresaremos en términos de derivadas de T'4).
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bos lados de la igualdad, en general, las cuatro estructuras tensoriales posibles, que
(3)

aparecen en la expresion de I,

(PaPppe y permutaciones de ¢,0p.). La prueba de la
identidad requerira verificar que las componentes segin cada estructura coinciden a
ambos lados de la igualdad. Del lado derecho, tendremos contribuciones de tres diagra-
mas diferentes, segiin donde actian las sucesivas derivadas funcionales que tomamos de
la ecuacién de Wetterich . Los diagramas de flujo de I'® que debemos considerar

son representados en la figura [4.1}

(a) Diagrama tipo tadpole, involucra (b) Diagrama tipo sword-fish, que (c) Diagrama tipo scarecrow que in-
un I'®), involucra un I'® y un '), cluye tres '),

Figura 4.1: Diagramas que contribuyen al flujo de Fl(li)c(pl, D2).

Para comenzar, lo més sencillo de hacer es analizar los términos que multiplican a las
estructuras como ¢,0,.. Resulta que en realidad estos no involucran nueva informacion
— corresponden a la identidad bajo transformaciones conformes especiales para I'®. El
detalle de este cédlculo se realiza en el apéndice . En resumen, el punto es que si Fﬁ)
satisface la identidad de Ward para transformaciones conformes especiales, lo hacen
su componente o« ¢,¢p y su componente x d,, por separado — ya que la identidad no
mezcla ambos sectores. La identidad , proyectada en ¢,0p., resulta equivalente al
sector x ¢,¢p de la identidad para Fg)) (p). Notando esto desde un comienzo podemos
obviar el calculo, pero como nos sera de utilidad a continuacion, escribamos la identidad

a la que estamos haciendo referencia:

0? 0? 0 } . 0 -
# — 2 —4dy— | T (p) — ddyp—T(r, —
p apuapl/ p apyapy, ¢8pu (p) ¢pa7"l" ( p) o (4 55)
0 - o . :
_ i alt:)) i (2)
20l ﬁrﬂr (p1,7) —o + Op*+ [&I‘ (p>‘w}

Esta es la identidad para SCT que satisface I'®. Nos concentraremos ahora en
dénde realmente no tenemos una prueba, que es la componente de (4.54) < ¢yPpoe.
Comencemos estudiando el primer paréntesis recto de (4.54)). Debemos quedarnos con
la contribucién que viene del ultimo término en , ffg)cd)agbbgbc:
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82 82 0 |+
§ — 2pY —2dy— | T® =

z*l |

0? 0 . . A
sz 9 Vap —2p apL o Qdd)a_p” <NF(2)(PI)F(Q)(]?2>F(2)(F1 +p2)13(p1,p2)> .

] (4.56)

Para la igualdad, hemos utilizado la solucién para ['® en términos de los momentos

y W — (4.49)). Observando la expresién (4.25)), vemos que el término de (4.54]) con la

derivada evaluada en momento 7 nulo tiene cuatro contribuciones de '™, que son:

arte ooy de 0 :
—2dydiz uFfaic(T,pl,pz) RS <2ds [2/)F(4)(7’7p17pz)
r=0

+ f\(B)(T +p17p2) + f(3)(r + p2apl)

+ I'® (pl,pz)]

r=0

(4.57)

Evaluemos ahora esta derivada. Los términos que involucran a I'® son de facil

tratamiento, nos dan:

—2dy [Z ] plap2) (4.58)

donde debemos notar que el ultimo sumando no contribuye. Para evaluar la deriva-
da golpeando en T recordemos su expresién [@.50) v, ya que 9ul®(r)|,—o = 0,
factoricemos —4Ndypl'® (p;)T'? (p) TP (0):

0
(97‘“

+ NTO(py + r)fs(ﬂ p2)Ls(p1, 7 + p2) + NTO (py + o) Is(pr, p2) I3 (p1 + pa, 7)

0 = . .
@FM) (7, p1,p2) {F( )(Pl +pa+7) <NP(2)(P1 + 1) 13(r, p1)I3(p2, 7 + 1)

— 14(,’.0172927 7”) - ]4(17277", pl) - 14(7“7271,]92)) } (4-59)

r=0

Para continuar, es necesario aplicar regla del producto y evaluar con cuidado los
diferentes términos. Al evaluar en un momento nulo, tenemos una relacién conveniente
para re-expresar las integrales, recordando la forma del propagador transversal (4.28]):

10 1 0

L(p0) = [ GrlaPGrla+p) =55 [ Gr@Galp+a) = —5 5o Blo). (160
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Li(p1,p2,0) 4 L4(p2, 0, p1) + 14(0, p1, p2) = / {G7(q)Gr(q+ p1)G7(q + p1 + p2)
q

+ Gr(9)G7(q + p1)Gr(q + p1 + p2)
+G7(q)Gr(q + p1)Grlg + pr + p2) }

= - %]3(191,]?2),

(4.61)
donde hemos usado en la primera igualdad de la libertad de redefinir ¢ —
—q — p1 — po al integrar en todo el espacio de ¢, y el hecho de que Gr(q) = Gr(—q).
De igual manera, es necesario trabajar las derivadas de estas integrales I3 e I4. Es
posible expresarlas en términos de derivadas respecto a los momentos externos p; y
p2 y a W. Esto se realiza con mas detenimiento en el apéndice [F] Considerando los
términos dados por estas derivadas, y aquellos en que las derivadas actian sobre los
@5 de (4.59), obtenemos finalmente el extenso aporte del término que involucra la
derivada de I'. Para simplificar la notaciéon, introducimos la siguiente convencion que

utilizaremos de ahora en adelante:

9
opl”

o (4.62)

Finalmente, en el apéndice [F] se llega a que, a menos de un factor
—2Ndyd,WT® (p)I'®(p,), el aporte de la derivada de I'® luce:

N . A .
4 (851 + agz) re (pl +P2) [F(Q) (]91)]3(p1,]92)aw[2(291) + re (pz)f?,(pl,pz)awb(m)

N

_ZI3(p17p2>f(2)(p1 + p2)( 3” + 8” (f (p1 + p2)Ow I2(p1 + p2)

N—— ~——

8“ + 8“ ( (p1 + p2)Ow I3(p1, p2)

N .
——1® (p1 —|—p2)]3(p1,p2) [agl(r @ (p1)Ow Ia(p1)) +1 = 2

; }

—gf@)(]?l + p2) [f (p1)Ow I2(p1)0%, I3(p1, p2) + re (pz)aWIQ(p2)352[3(p17pQ)}

5T+ |2 [ Gla=p0G@ING+ )+, [ Gla—mIG@MGla-+)]
(4.63)

El siguiente paso consiste en estudiar el lado derecho de (4.54), es decir las contri-
buciones provenientes de los diagramas de la figura Solamente nos interesamos por
los aportes < ¢,Ppd.. El tratamiento detallado nuevamente se realiza en el apéndice [F]
Ahora nos limitaremos a expresar los resultados para los aportes totales de cada tipo

de diagrama, comenzando con el tadpole (figura [4.1a)):
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1 0 - 0
—5 ( N/ G2 >8_F (p1,p2, ) :_Qatp|W F( )(pbp?ar)

r=0 r=0

(4.64)

A continuacién, podemos expresar la suma de los diagramas sword-fish (figura[4.1b)

COImMo:

3

Z =T (p1, p») [(fa)(pl)>_l o O, (f@)(pl)) +(1—2)

~2 () 0, (D)) 9@ ) + (1 5 2)
5 (P04 m) @+ 32) 8 (F+ )|

-2 [at <f(2)(P1)> B f(Z)(pl)aﬁlf(S)(pl,pz) +(1— 2)} :
(4.65)

Por ultimo, podemos simplificar la contribucién de los diagramas tipo scarecrow

(figura [4.1¢c)) de la siguiente manera:

3 —NT® (p) PP (p )[(au +8“){@Is(pl,pz)lwf(?)(pl+p2)}

i=1

—I® (py + )0, / 8:G (g — p)lwG(9)G(g +p2) — (1 & 2)} :
! (4.66)

Como hemos mencionado, el calculo de cada diagrama y las simplificaciones adicionales

se pueden ver en el apéndice [F}

Antes de continuar, vale la pena mencionar una relaciéon 1til que se usa mas de
una vez en los siguientes pasos de la prueba, detallados en el apéndice [F] Dada una
funcién f dimensionada que depende de alguna magnitud dimensionadaﬂ p, ademas de

la escala k, podemos reescribir su derivada respecto al tiempo de renormalizacién con

'En general, puede ser un momento, o varios, o en el caso que venimos estudiando, la derivada
del potencial W. El argumento permanece incambiado.
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el parametro p fijo:

+kY 8, f (P k)

P

=dsf(p; k) + kdf@;af(ﬁ; k) Oip

p

O f(p; k)

_ 4 {kdff (5 k)]
—owl;

(4.67)

Ahora, en términos de variables adimensionadas, el flujo de renormalizacion se dirige
a un punto fijo. Es decir, la derivada de las funciones adimensionadas respecto al tiempo
de renormalizacién, con sus variables adimensionadas fijadas, debe ser nula en el punto
fijo. Asimismo, notemos que funcionalmente f(p) y f(j) son iguales — meramente se
factoriza las potencias de k entre una y otra y se renombra p — k”?p. Consideremos
para hacer algo mas general el argumento que f depende también de la derivada del
potencial W. En base a (4.67)) tenemos:

o0f(p, Wi k)| =dysf(p,Wsk) — dp0pf(p, Wi k) — dwOw f(p, W3 k). (4.68)

p

Este es por el caso de '@, donde hay que tener en cuenta la dependencia en p y W. Para
funciones de més argumentos, por ejemplo I3(p1, p2; W), el argumento se generaliza y
restamos un término del lado derecho por variable dimensionada de la funcion. Esto se
utiliza en varias oportunidades para simplificar aportes de los diagramas con términos
que vienen de la derivada de '@ — término que podemos combinar con el diagrama

tadpole utilizando la ecuacién de flujo de p vista en la seccion — ecuacion (4.38]).

Un siguiente paso de la prueba es trabajar con los operadores de derivadas que
golpean el ['® — ecuacién . Estos se pueden descomponer separando su accién
solo sobre I, solo sobre las tres ' y los términos “cruzados”. Para cuando actian
exclusivamente sobre las f’(Z), podemos apelar a — he ahi el motivo por el cual
explicitamos la identidad de Ward-Takahashi para SCT de T'® (p). Una vez extraidos
todos los términos, es posible realizar mas cancelaciones apelando a la simetria bajo
rotaciones, mediante la identidad de Ward-Takahashi asociada a esta simetria

para las funciones I'® e I:

0 0\ -
o ) T 4.
(p apV p apu) (p) O, ( 69)
2
9 d
o o] o 4
1 L?z opY D; 8p§‘] 3(p1,p2) =0 (470)

Empleando estas, es posible simplificar varios términos provenientes del operador de

derivadas como vemos en el apéndice [F] A esta altura, la identidad inicial (£.54)) luce:
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2
82 82
I — I

(—10dy + 2d — 1)N J(po)I (pz)T (p1 +p2) (05, +08,) Is(p1, p2)
%NP F p2)[3(]91 P2) (3” +3”) (p1 + p2)
=2(d — 2d¢)NF J(p1) TP (p2) T (py + pa) (9% + L) Iy (p1, o)
+ (2= =6)) T ()T () Iy (1, p2) (3, + ) T (1 + o)
+ NT@(p)T® (po) T (py + po) / (ar. 0% — 82 1) ¢"G(q)G (g — p1)G(q + ps).-
(4.71)

NI® (p)I® (o)D) (p1 + p2)

Para continuar, podemos apelar a otra informacion de la cual no hemos hecho uso
explicitamente: el valor de dy;. Recordemos que en el limite N — oo la aproximacion
LPA se tornaba exacta para el potencial y para la funcién Zi(p). Esto implicaba que
n =0, y que luego obtenfamos la dimensién canénica del campo dy = (d — 2)/2, dato
que podemos usar para simplificar la segunda linea del lado izquierdo y la primera del
derecho de (| ; asi como para cancelar la tercera del lado izquierdo con la segunda
del derecho — que marcamos con M . El aspecto que toma (4.71]) considerando esto,

es el siguiente:

o )
[sz 8p apz pz 8]7 apz + (1 - d)az -[3(p17p2)

=1

(4.72)
L [ (@0 - 0,08) GG - pGla + pa)

Para verificar la satisfaccion de la identidad de Ward-Takahashi para transforma-
ciones conformes especiales, tras numerosas simplificaciones y usos de diversas propie-
dades, debemos comprobar la igualdad . Comencemos observando que el lado
izquierdo se asemeja mucho a la identidad de Ward para rotaciones , si le toma-
mos una derivada (6}‘,‘1 + 852) desde la izquierda y le cambiamos el signo. De hecho,
solamente le hacen falta los términos cruzados. Puesto que esta identidad se verifica,

sustituyamos el lado izquierdo de nuestra igualdad a probar por los términos cruzados
de derivar la identidad (4.70)).

(08,0, = k03,0, + 030003, — ri03,0%) | GlGla—p)Gla+ 1)

! (4.73)

i/{q (05,05, — 0y,00,) +0;,0,,¢"~0;,0,,¢" } G(q)G(q — p1)G(q + p2)
q

Noétese que del lado derecho, hemos sumado y restado un nuevo término. Si ahora reor-

denamos términos, notando que las derivadas parciales conmutan (siempre y cuando
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dejemos los p; y p2 a la izquierda) finalmente tenemos:

% [ (=%, — (0 - 20} 6l -GGG+ 1)
! (4.74)
+0p, /{(q +p2)" 0y, = (q+p2)" 9y, } Gla +p2)G(9)Glg —p1) = 0,

donde en la ultima igualdad utilizamos las identidades de rotaciones que verifican
las G(q). La prueba que hemos realizado ha sido extensa y laboriosa, teniendo que
trabajar las diferentes contribuciones término a término, y apelando numerosas veces a
identidades de Ward-Takahashi correspondientes a n’s menores. Ademas, fue necesario
utilizar la expresion exacta de @ (p,q,1), o equivalentemente, la identidad de Ward-
Takahashi para dilataciones correspondiente a I'®. Esto nos da un primer indicio de
que la prueba general de invariancia conforme para modelos O(N) en el limite N — oo
requerira en general utilizar identidades de dilataciones de funciones a n + 1 puntos
para la identidad conforme especial a n puntos. Este resultado respalda la hipdtesis
de la simetria conforme a todo orden n en el limite N — oo, y por la forma en que
suceden las cancelaciones, apunta fuertemente a la existencia de una prueba general de

simetria conforme.

4.5. Soluciones en presencia de fuentes para opera-

dores compuestos locales

Hemos discutido el limite N — oo, viendo como a partir del cambio de variable
p — W se obtienen soluciones exactas para los I'™ y asf probamos que la identidad de
Ward-Takahashi para transformaciones conformes especiales es satisfecha hasta n = 3.
Ahora nos dedicaremos a analizar qué informacién podemos extraer de estas identi-
dades si en nuestra funcién de particién consideramos fuentes K (x) para operadores
locales compuestos de scaling, como vimos en la seccién [3.4] Esto nos permitird obtener
una restriccién que determinara un conjunto de operadores locales para los que pode-
mos considerar fuentes, si queremos que el punto critico respete la simetria conforme,
ademas de darnos el espectro de sus dimensiones de scaling. Para ello, explotaremos
la relacion entre los A; y las dimensiones de scaling d; — ecuacién . Como punto
de partida, si bien no la hemos probado, supondremos que en el punto critico, y en el
limite N — oo, la simetria conforme se verifica e impondremos la identidad de Ward-
Takahashi asociada a las transformaciones conformes especiales. Esto nos proveera de
restricciones sobre el tipo de operadores locales compatibles con dicha simetria.

Para empezar, destaquemos que las soluciones halladas en la seccién 4.3 para '™ =

[0 siguen valiendo, pues siempre tomamos K = 0 al evaluar las derivadas. Si bien
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podriamos repetir los calculos para justificar enteramente esto, basta con el siguiente
razonamiento para convencerse. Si evaluamos la accion efectiva promedia en K = 0, se
reduce exactamente a la AEP del capitulo . Por otro lado, para los vértices F,g"’o) con
n > 1, tomamos solo derivadas respecto a los campos ¢;. Por ende, una vez hagamos la
evaluacién K = 0, las tinicas contribuciones que tendremos son las que ya teniamos en
los calculos de la seccién De ahi se sigue que las soluciones son las de antes. Ahora
miremos las funcionales F,(C"’l) evaluadas en configuracién homogénea. Lo primero es

ver ¢cémo se modifica la prescripcién para derivar el propagador Gy (z,y):

M) o [ b (7)o
(4.75)

Wé?l)(%y;yl) = —/ Gac(%Zl)Fg{l)(Zh 22;y1)Gdb(22;y),
21,22

donde recordemos que Wa(g,o) (z,y) = Gu(z,y). La regla para construir los diagramas
de los lados derechos es como la que veniamos usando, solo que al derivar el propaga-
dor insertaremos una “pata de O”. El pasaje a espacio de momentos no tiene mayor
diferencia con el realizado en . Por convencion elegiremos — siempre que la haya
— la coordenada espacial asociada a una derivada en K para fijar a 0. Utilizando el
resultado , la regla para obtener los diagramas del lado derecho de la ecuacién

de flujo para los T'»™) resulta:

)
5K (y1) - W W%H (4.76)

donde ahora el vértice con n patas rectas y m onduladas, corresponde a I'™™ en campo

uniforme. La regla es completamente anédloga a . Usando esta regla, obtengamos

la ecuacion de flujo para ng)(p):

o Q (- .

= 2 Rk ngcl (p7 q, q) Gca(q)
q

+ / Bi(q)Gan(@)TM (=, ¢ + p)Gealg + P)T2Y (¢, ) Gealq)-

q
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Ahora impongamos el limite N — oo. Esto quiere decir que debemos recoger las
contribuciones que aporten con ¢’s al tomar la traza en el bucle, de modo de obtener

un d,, = N. Esto significa:

Gar(q) = Gr(q)das

T (p, ¢, —q) = TV (p, 0)0he0
)

p)

(
(b — T (p, 0)0,005
— TEO(

(4.78)
e (— p p +q
20) p)¢i5de-

dze (

Realizando estos cambios, obtenemos una ecuacién de flujo para f‘(lvl)(p), analoga
a (4.42)). Esta puede ser resuelta usando el mismo tipo de manipulacién que utilizamos
en la seccién [4.3] cambiar de variable p — W:

p p
3tf(1,1)(p) _g >q —2H‘ e
p p N_~
AN p+q
) . 4.79
/ R(q)G3(g) { TV (p,0) = 20 (p)Gr(p + )TV (p) } Y
atf<1’1><p>\w 0 () ) N / RGH0)Gr(+ )
q

(. s
g

—0 (P20 (p))

En esta tultima ecuacion, definimos que el vértice de n patas rectas punteadas y m
patas onduladas punteadas corresponde a ™) Esto significa que I'Z9(p) y T1D (p)
difieren tnicamente en una funcion multiplicativa, puesto que podemos escribir esta

igualdad como:

010 (p) 9TV (p)
[eO(p)  TED(p)

. (4.80)
) . POy
O log = (r) =0= ngl)(p) oA (p) F](62,0)(]9)'
e F)

En particular, si partimos de una teorfa ¢* en la escala microscépica A y conside-

ramos el operador local p(z), para tener un ejemplo concreto, la relacién es:
(2,0) u 1)y
W = ,0—1— ,0—|—K,0:>FA ()—r+3p+K:>FA (p) =1 (4.81)

87



En este caso particular, obtenemos que:

. 1
POy = Y (Y : 4.82
=gl L (W) (4.82)

Si no particularizamos la teoria microscépica, ni imponemos inicialmente el opera-
dor local, dejandolo expresado como O(x), podemos igualmente extraer informacién

util. Para comenzar, hagamos la siguiente definicién:

s Y
P (p; W) = ® (4.83)
A

Esta funcién ™ (p; W) queda entonces determinada completamente por la escala mi-
croscopica, y vincula a f;“) con f‘,(f’o). Habiendo obtenido la solucion general r a1,
sigamos adelante y obtengamos la forma general de [, El procedimiento a seguir
es sencillo, debemos repetir el procedimiento empleado en la obtencién de 1%(3,0)7 pero
cambiando siempre “una pata de p por una de O” en los diagramas. Esto se hace en

detalle en el apéndice [G] El resultado que obtenemos es:

A

PO (1, o W) = XD o1+ )0 (1,02) + T2 ()T (p2)x® (p1,p2). - (484)

Aqui la funcién x®(p;,ps) estd determinada también por la escala microscopica, y

viene dada por:

T3 (py, o)
FS\Z’O) (p1>F5\2,0) (P2)

X (1, p2; Wi A) = X (p1 + p2) (4.85)
Ahora veremos qué informacién podemos extraer de las identidades de Ward-
Takahashi. En particular, veremos qué nos dicen estas de los x™ y como esto nos

restringird el tipo de operador locales permitidos.

4.6. Identidades de Ward-Takahashi por dilatacio-

nes y restricciones sobre los operadores locales

Al considerar una fuente para operadores locales, las identidades de Ward-Takahashi

que veniamos utilizando deben ser recalculadas, como hemos comentado anteriormente.

En el apéndice |G| realizamos el procedimiento para i y Ffb’l), generalizando el

resultado mencionado para 'Y — ecuacién ([3.54). Si repetimos el calculo, derivando

respecto a ¢;(x) y K(y) la identidad de dilataciones para I'y, obtenemos la identidad
(1,1)

correspondiente a I'; "/ (z; y). Realizando la transformada de Fourier, fijando y = 0 por

la simetria bajo traslaciones de la teorfa — que no es rota por considerar un K (x) que
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luego fijaremos a 0 — obtenemos:

p p
3, I\ - N q = =
2d, — d V4 2dyp— | TV (p; p) = = > I — .
AT p+q
‘ (4.86)

Vale la pena recordar el aspecto de la identidad de Ward-Takahashi de dilataciones
también para ['(20) (p; p):

PEVaN
p p
0 0\ » N LN LN
<4d¢ —d +pya_pl’ + 2d¢p8—p) P(Q’O)(p’ p) = ? >q — Qe ) o-I-.
) T~
Dy p+a

(4.87)

De momento, la tnica novedad en nuestro célculo es y(). Para estudiar sus pro-
piedades, veamos qué nos dice la invariancia bajo transformaciones de escala — iden-
tidad (4.86). De modo de no considerar la informacién acerca de r@ (p), calculemos
DD — pyWOPE0),

<—2d¢ —do + d+p”

52 ) e = 5 [ OG0 i) (459

q

op¥

Si ahora utilizamos que en el limite N — oo, 2d, = d — 2 y la ecuacién (4.38) para

realizar el cambio de variable p — W, podemos simplificar esto a:

(z—d@ +p¥ J > XM (p; W) =0. (4.89)

op” ow

En conclusién, las tinicas soluciones C* para x!)(p; W) son polinomios en p? y W.

No solo esto, ademas, tenemos una restriccién para dp. Especificamente:

Z XD (pH"W™ = | dp = 2(n + m + 1) | para algin {n,m}  (4.90)

n,m=0

La primer observaciéon que podemos realizar sobre estos resultados, es que sumas
diferentes de n + m corresponden a diferentes operadores locales de scaling. A su vez,
Do > 2, 0 equivalentemente, las perturbaciones propias tienen A < d—2. El caso limite,
n=m = 0,nosda X =d—dp = d—2. Este resultado coincide con el autovalor A\ = v~!
de la direccion relevante del flujo de renormalizacion en el limite N — oo. Si ahora nos
paramos en el siguiente valor de n +m, tenemos dp = 4, que corresponde al exponente

critico menos irrelevante w,, = d — 4. Con n’s y m’s mayores, se pueden recuperar
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autovalores correspondientes a direcciones crecientemente mas irrelevantes del flujo de
renormalizacion. Vale la pena destacar que las dimensiones do» dadas en (4.90) no
cubren todo el espectro de operadores locales de scaling para el caso N — oo. Esto se
debe a que hemos considerado tinicamente operadores funcionales de p, sin incluir por

ejemplo fuentes para operadores impares como el propio campo.

Hagamos un andlisis similar al expuesto, pero ahora para x® (py,ps). Esto es, vea-
mos qué nos dicen las identidades de Ward-Takahashi para dilataciones: Drey —
XD (p1 + p2)PIBO. La deduccién de DI es muy similar a la de DIV, La tinica
diferencia es que previo a la transformacion a espacio de Fourier, se toma una nueva
derivada respecto a un campo ¢;(z2) y se estudia la componente o ¢;¢; (como puede
verse en el apéndice . Para DI'39 utilizamos el resultado general para el caso

n = 3 y miramos la contribucion « ¢,¢p¢p.. Tras calcular la diferencia, sobreviven:

0 0 - ~
(4d¢ —do+pig s +rig s+ 2d¢p<9p) [X(Z) (p1, p2) T (p )T V) (pg)}
1 2

f(3’°)(p17p2) <—d0 + (p1 + p2)” +d—2dy + 2d¢p8p> X(1,1)(p1 + p2)

A(p1 + p2)¥
=0,p|w [f(?”o) (p1, p2)0,X Y (p1 + p2) + 9, (x@) (p1 + po) T30 (p) 120 (m))]

—x?(p1,p2) [f“(“) (p2) O30 (pl)‘w} -
(4.91)
La segunda linea del lado izquierdo, junto al primer término del lado derecho, se cance-
lan pues se reducen a la ecuacién . Nos queda asf una igualdad que vincula a
y 29, Veamos como reducirla ain més, y poder extraer una restriccién sobre y?.
Para ello, recordemos que en la solucién de punto fijo, se satisface la relaciéon (4.68|),

(2,0

que ya hemos utilizado numerosas veces y para I'?% Iuce:

AL (p; W) = — 2Wdw + p“ 0y + (4dy — d)] T (p; W). (4.92)

Utilizando esta relacién, en conjunto con (4.38)), podemos cancelar el término con
la derivada respecto a t y los términos que vienen de derivar respecto a p; y ps a las
29 (p). Asimismo, podemos sustituir el valor de d, en el limite N — oo, obteniendo

asf una ecuacién diferencial lineal para y(?:

0 0
oW —— | W) =0. 4.
o+ aW)X (p1,p2; W) =0 (4.93)

0
4—do+pi=— +1
( O pl aplf p2
Por la simetria del problema, x(? debe ser simétrico bajo el intercambio p; <> pa, ¥
si ademas buscamos soluciones suaves, obtenemos la siguiente base de soluciones para
(14.93):

/!

XO (1,02 W) = W (02 4+ 93)" (0293)" (1 +12))" . (4.94)
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Veamos qué ocurre si fijamos uno de los momentos a 0. Obtenemos un vinculo entre

las soluciones para Y y las soluciones para x(:

@Y (p,0) = 9,01 (p)
0,WLEO ()X (p, 0) + XV (p)a () = xW(p)at 0 (p) + L0 (p)9,x "V (p)
X2 (p,0) = dwx " (p).
(4.95)
En el pasaje a la segunda linea, usamos el hecho de que f‘(Q’O)(O) = 8pf(1’0) = W,
y para pasar a la tercera, sustituimos W'(p) = 1/p (W), ademds de simplificar los
f@’o)(p) a ambos lados. Vinculemos ahora las soluciones generales y ,
escribiéndolas de una forma ligeramente diferente, de modo de poder vincular soluciones

correspondientes a operadores de igual do:

(1)(]0 W) i +Z {Z Xn ban bH( ) X(li n+1(p2)n+1}7 (4.96)

X (p1,p2, W ZZW" X s (B4 93)" (1 + p2)?) + O (9ip3) -
n=0 b=0 =0
(4.97)

Escritas las soluciones de este modo, para un n dado, la dimension del operador local
respectivo es dp = 2 4 2n con n > 0. Nétese que hemos dejado parte de la solucion de
x® no explicita, ya que sobre esta no hay restricciones al orden trabajado — y de hecho
es posible que correspondan a soluciones no fisicas, como analizaremos mas adelante.

Si imponemos la condicién (4.95) llegamos a:

(n_b+1xn bb_zxn b,b—i,i | (498)

Este es el primero de dos vinculos, que junto con la restriccién proveniente de la identi-
dad de Ward para transformaciones conformes especiales, nos permitira obtener, para

cada dimensién dp, las relaciones entre los coeficientes x correspondientes.

4.7. Restriccion especial conforme sobre los opera-

dores locales compatibles

De manera similar a cémo se procede con las I'*%(p), se puede obtener una iden-
tidad de Ward para transformaciones conformes especiales para f(l’l)(p) a partir de
derivar la identidad original para I'. Se toma una derivada respecto a un campo ¢;(z)

y otra respecto a la fuente para el operador local, K(y) y se transforma de Fourier.
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Esto estd hecho en el apéndice [G] donde asumiremos que los operadores compuestos de
scaling considerados son primarios — es decir se trata de operadores que bajo el grupo

conforme, se transforman segun:

—dp/d

o’ O(), (4.99)

O(z) = O'(2) = B

donde dp es la dimensién de escala del operador. Notemos que el campo ¢, (x) es un

operador de scaling primario, pues su regla de transformacion es un caso par-

ticular de . En vistas de esto, nuestros resultados son vélidos solamente para

operadores primarios. El resultado para la identidad de Ward-Takahashi bajo transfor-

maciones conformes especiales es muy similar a :
0? 0? 0

0
p* ooy 2p” o op 2d¢8_p“} T (p) — 2d¢¢jwr§?’l)(ﬂ p)

- / R(4)Gea(9)Glan(0) (%+ ° ){%Fé?;%,p,q’) (4.100)

a g™

r=0

— T2 (g, ) Gae(q + p)TEY (g + p, q’)}
q'=—q

Si factorizamos un ¢;, obtenemos la identidad de Ward para transformaciones especial

conformes JCHT (1)

4

a -2 —4d
b Op* Op” P OpY Opt ¢ap“

r=0

o? o? 0
ort

N 0 -
| F09) — ddop T )

. f‘(2,1) _|_ /’ ~ ~ ,
N [ B@)G (@) 0y + 0 { 0 LED) 50 4)Gr(p + )P (o g+ g >}
q

q'=—q

0 - 0 . - 0
- _ — 1@ M) () —— (2,0) (2,0) (1)) —— (1)
2005, 100 w)|  +x0) 55 (A0 )] + 2000005 Ex ).
(4.101)

Si ahora, procediendo de forma similar a lo hecho en la seccién anterior, calculamos
la diferencia con la identidad especial conforme correspondiente a f‘(2’0), ecuacion (4.55)
multiplicada por Yy, tenemos AT — ) AT (2:0).

— 4dyp {&«uf@’l)(r, p) — xV(p)du IO (r, p)} -

+ 20, X (p) \[p“apv — p"Opu] NG (p), —2]9”(9;)#)((1)(]9)8;)”?(2’0) (p) (4.102)

=0 por id. rotaciones de I'(2:0)(p)

0
—xB(p).

+ f‘(2,0) (p) [pligzy — 2pyapyapp, — 4d¢3pu] X(l)(p) = 2atf‘(270) (p) 8])“

Podemos reexpresar algunos términos de esta identidad, explotando nuevamente la
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relacién que satisface [0 (p), la ecuacion (4.92)). Nos va quedando:

—MMMW{&J“”@m%—%”@WWﬁMWﬁM}E

A (4.103)
+ D@0 (p) [p02 — 29”0 Oy | X (p) = 2(2 — 2W I )T (9) Dy x ().

Ahora usemos la solucién que hallamos para I'®Y, en términos de los D0 y () —
ecuacion (4.84)). Esto nos permitird evaluar el primer término y llevarlo a una expresién
mas util:

{000 (1) = XD ()0 IO (r,p) ) =

r=0

DGO (p, 0)0x D (p) + WD (p) 9y @ (p,7)| _, = (4.104)
0, W o L0 (p)3pux D (p) + WTEO (p) 0,ux? (p,7)| _,

Sustituyendo este resultado en nuestra identidad de Ward, podemos eliminar los
P,

— AW ECO )0V (p) — 4WTCO () 0,ux P (p, )],

" (4.105)
+ 1@ (p) [po5, — 2p” 3p»0pu] XM (p) = 2(2 = 2W 85 ) 0 (p) D x ™ (p).
La ecuacién (4.105]) nos proporciona un segundo vinculo entre ") y x| prove-
niente de la simetria bajo transformaciones conformes especiales:
(P02 — 29" 0 O — 40y ] X' (p) = AW 0,uxP(p, )], - (4.106)

Si volvemos a utilizar las soluciones (4.96]) y (4.97), obtenemos nuevas relaciones

entre sus coeficientes. Tras calcular las derivadas, nos queda:

P Z {Z —2) — db(b— 1) — 8b] X\, WL (p?)P !

0

+ 200+ 1)(d—2) — 4n(n+ 1) = 8(n+ D)X (07)" ] (4.107)
= 4p ZZW" bHZZLXn bbiil (p?)>t.

Si ahora estudiamos los distintos monomios a cada lado, podemos extraer dos nuevas

relaciones:

[d —2-2n— 4] X(j%,n+1 =0|= X(ﬂ,nﬂ = 0 para d<6

(4.108)
[d—2b—4]b bb—4szn bbii |

Notemos como, nuevamente, no tenemos ninguna restriccién sobre el sector O(p?p32)

de x® ya que se satisface trivialmente la identidad conforme a este nivel. Veamos
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algunos casos concretos de las nuevas restricciones junto con (4.98]). Para ello, nos

. (2 o .
reduciremos al caso de operadores locales primarios: ng u voo 7 0. Esto significa decir

que el operador no puede expresarse como una derivada global. Las relaciones quedan

n=0:
_a _(2
o0 = Xoon (4.109)
n=1
(1) (2) (2) Xﬂ))
2X10 = X100 X100 = N
d—=6
1 (2 _(2 _(2 _(1
X§1) = X(()l)() + X(()O)l = X(()0)1 = TX[()I) (4.110)
_ _ _ _ 6—d_
(d - 6)%5 = 4x50) Ko = X7 + TXéll)

En base a nuestros calculos, podemos concluir que imponer la invariancia conforme
en el punto fijo y requerir que los operadores acoplados sean primarios restringe de
manera importante la forma de los operadores compuestos de scaling compatibles.
Asimismo, nos da la forma general de las funciones '™ en el punto fijo, y nos permite

extraer parte del espectro de dimensiones de los operadores de scaling en este limite.
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Capitulo 5

N finito: resultados del Desarrollo

en Gradientes

En este capitulo presentaremos los resultados numéricos obtenidos, empleando el
desarrollo en gradientes, para valores finitos de N. Comenzaremos discutiendo gene-
ralidades del algoritmo empleado para la extracciéon de los exponentes criticos, el cual
tiene tres grandes etapas: integracion del flujo de renormalizacién, andlisis de la ma-
triz de estabilidad y refinamiento de las perturbaciones propias mediante operadores
compuestos. Veremos cémo, al orden O (9%) y considerando fuentes para operadores
compuestos, la simetria conforme sobre-determina al sistema, y nos brinda una res-
triccién independiente, cuya igualdad es violada a este orden de la aproximacion. En
consecuencia, nos proporciona un criterio de optimizacién: buscar minimizar su rup-
tura. En base a este criterio, el Principio de Maxima Conformalidad, presentamos los
resultados para miltiples valores de N, incluyendo los casos mencionados en el capitu-
lo [1] con realizaciones experimentales, asi como valores grandes de N € {10, 20,100}
donde compararemos con los resultados del desarrollo en 1/N para los modelos O(N).
Veremos que para N = 5, el criterio derivado de la identidad conforme no puede
ser empleado en plenitud, e identificamos el origen del problema. Compararemos los
resultados arrojados por este criterio con los arrojados por el Principio de Minima Sen-
sibilidad (al regulador), notando que ambos producen resultados compatibles con sus
barras de error en practicamente todos los casos, asi como con otras técnicas tedricas

y resultados experimentales.
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5.1. Implementacion del desarrollo en gradientes:
algoritmo de determinacion de los exponentes

criticos

En esta seccion comentaremos el algoritmo empleado para resolver numéricamente
el desarrollo en gradientes del NPRG. No se trata de un método original, sino que
yva ha sido implementado en numerosas ocasiones por varios grupos de investigacion
de la comunidad cientifica (incluyendo el nuestro) como discutimos en el capitulo [2|
La versién particular es la utilizada en [70]. El procedimiento tiene, grosso modo, tres

etapas. Veamos esquematicamente cada una de ellas.

Dicotomizacién del flujo de renormalizacion

Una vez se dispone de las ecuaciones de evolucién con la escala del NPRG de las
diferentes funciones del ansatz (2.79) de la DE

ol = [ {ono + 292 (v5)"+ B2 ), (5.1)

que podemos obtener como fue explicado en la seccién [2.5] se realiza una busqueda del
punto critico, partiendo de alguna teorfa sencilla microscépico como ¢?*. Esta teorfa
posee un régimen critico controlado por la clase de universalidad O(N) por lo cual es

un buen punto de partida. Escogemos una condicién inicial microscépica del tipo:

rao= [{5(va) + 2o 2 ()] 52)

Esto significa partir de condiciones iniciales para las funciones:

U,
Un(p) = rop + —p°,

6
Zx(p) =1 (5-3)
Ya(p)

0.

A partir de esta configuracién inicial, integramos numéricamente los flujos de Uy,
Z, e Yy, que recordemos obtuvimos mediante una rutina de célculo simbdlico desa-
rrollando los diagramas en p?. Las integrales de bucle resultantes de funciones de ¢?
pueden ser resueltas numéricamente, por ejemplo en esta tesis mediante integracién por
cuadraturas Gaussianas adaptativas. La obtencion de las ecuaciones toma un tiempo
de CPU del orden de minutos, mientras que el proceso de dicotomizacién, de una hora.

El objetivo de esta etapa es obtener una aproximacion inicial del I'y de punto fijo.

Para poder evaluar la proximidad al punto fijo, es necesario estudiar qué sucede con las
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T<T.
KC
O

T>T.

k

Figura 5.1: Flujo del minimo adimensionado & del potencial adimensionado Uy () para tres condiciones
iniciales diferentes del flujo de renormalizacién. En el centro vemos la trayectoria seguida partiendo
desde el valor critico k¢, correspondiente al punto critico de la teoria T' = T¢. Por encima y debajo
vemos condiciones iniciales para temperaturas levemente por encima y debajo de T, que fluyen
respectivamente hacia las fases de alta y baja temperatura.

magnitudes adimensionadas a lo largo de la integracién del flujo. Por ejemplo, se pue-
de estudiar qué sucede con el minimo adimensionado del potencial — el campo pg = &
donde Uk(ﬁ) se minimiza. Naturalmente, para combinaciones arbitrarias de ry y ug el
punto de partida no corresponderd al punto critico de la teoria — y el flujo divergira, o
a la fase de alta, o a la de baja, temperatura. Recordemos de nuestra discusion acerca
del flujo de renormalizacién en el capitulo [2| que S, la superficie critica, es repulsiva
bajo el flujo de renormalizacion. Si la teorfa microscépica no comienza exactamente en
el punto critico, terminard alejandose de S, hacia alguna de las dos fases del sistema.
Vemos esqueméticamente este comportamiento en la figura [5.1} El proceso de dicoto-
mizacion consiste en realizar un ajuste del punto de partida del flujo de manera de
acercarse a los valores criticos r¢ v uc, lo cual conlleva a trayectorias que se acercan,
progresivamente, cada vez més al punto fijo antes de diverger hacia alguna de las fases
atractivas. Vale la pena mencionar que alcanza con ajustar uno solo de los pardmetros
dejando el otro fijo para alcanzar un punto critico. Este procedimiento se realiza hasta
obtener alguna condicion inicial aceptable cuyo flujo permanezca un “tiempo de renor-
malizacién” suficientemente largo cerca de S, y se acerque razonablemente al punto
fijo — donde por ejemplo se puede buscar que la variacién de las funciones Uy, Zy, e Yy
al realizar un paso k — k — 0k, comparada con el valor de las funciones en escala k,

sea menor que cierto valor umbral, para establecer un criterio.

Analisis de estabilidad alrededor del punto fijo

Una vez disponemos de la estimacion de las funciones de punto fijo, utilizamos el
algoritmo de refinamiento de Newton-Raphson. Puesto que trabajamos con una discre-
tizacion del campo p y calculamos las derivadas de las funciones mediante diferencias
finitas, es posible expresar la ecuacién de punto fijo como:
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BY(UL(0), ..., Z(0), ..., Ye(N,Ap)) ‘
: =0
BY (Uk(0),..., Z4(0), ..., Yi(N,Ap))
BEU(0), ..., Zi(0),..., Yi(N,Ap)) gY
: =0y=|p3%|=5=0 (5.4)
8%, (U(0), ... Z4(0)..... Yi(N,p)) B
BY (U(0), .., Z4(0),..., Yi(N,Ap))
: =0
B (Uk(0),..., Z4(0), ..., Yi(N,Ap)) ,

Aqui hemos omitido los “tildes” para aliviar la notacién, pero en lo que sigue referiremos
a variables adimensionadas. Tratandose de la ecuaciéon de punto fijo, la funcion
deberfa anularse si evaluamos en U}, Z; e Y;', las soluciones del mismo. Por ende,
se trata de un problema de bisqueda de raices ﬁ = 0, de una funcién de 3N, —
1 variables, si discretizamos p en N, puntosﬂ. Partiendo de la solucién hallada por
dicotomizacion, se utiliza el algoritmo de Newton-Raphson para buscar minimizar ain
mas esta diferencia. Para determinar que el algoritmo ha convergido, se puede evaluar
por ejemplo el cociente entre la variacién arrojada por el método de Newton-Raphson
y el valor actual de las funciones, hasta reducir esto por debajo de algin umbral. Lo
util de esta formulacion es que permite extraer los exponentes criticos de la teoria de
forma natural, ya que el algoritmo aproxima numéricamente la matriz de estabilidad
alrededor del punto fijo en cada paso hasta converger. De este modo, obtenemos las
funciones Uy, Z; e Yj del punto fijo y al mismo tiempo una primer aproximacion de
las perturbaciones propias y sus respectivos autovalores. Con estas estimaciones de los

valores y vectores propios, se realiza la tercer etapa: flujo de los operadores compuestos.

Optimizacion mediante inclusién de operadores compuestos

Como hicimos en el estudio analitico del limite N — oo, el dltimo paso del algo-
ritmo consiste en incluir operadores compuestos. Esto tiene dos propositos: obtener
un algoritmo de optimizacién para determinar los valores propios de las perturbacio-

nes alrededor del punto fijo y evaluar la satisfaccion de la simetria conforme especial.

1Observemos que al trabajar con magnitudes adimensionadas, necesitaremos estimar de forma
simultdnea la dimensién anémala running del campo 7. Por ejemplo, para el adimensionamiento de
Zy(p) = ZiZk(p) con Oy Zy, = —niZi. Notemos que esta definicién presenta una ambigiiedad: el punto
de renormalizacién en que escogemos, por ejemplo, Zx(p) = 1. Esto nos permite reducir el ntimero
de incognitas, fijando Z; en algin punto. La ecuacién para dicho punto, con ahora Z; es dada, nos
permite estimar numéricamente 7.
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Veamos cémo funciona. Para empezar, el ansatz (5.2)) se modifica a:

['k[¢] :/x {UO(P) + ZOT(p) <V$>2 + @ (Vo) (5.5)

LK) (m )+ 24 (vg)" 2 <v,o>2) - T<p>62K<x>} |

Las ecuaciones de punto fijo de Uy, Z1, Y1 y T se pueden obtener con el mismo tipo
de razonamiento expuesto en la seccion , trabajando con los vértices F,(Cl’l) y F,(f’l)
para extraer las de Wi = 0,U; y T’ y las correspondientes a Z; e Y;, respectivamente.
Cabe mencionar que las ecuaciones de invariancia por dilataciones — que como vimos
en la seccién [3.3.2|equivalen a la condicién de punto fijo — para Uy, Z; e Y] no dependen
de T — por lo cual si nos limitamos a considerar las identidades de Ward producto de la
simetria de dilataciones, podemos obtener un sistema cerrado de ecuaciones para Uy,
Zy, Yo, Uy, Z1 e Y1. La mayor importancia de T se debe a su aparicion en la restriccion
conforme no trivial que existe a nivel de T,

Para determinar las funciones Uy, Z;, Y7 y T de punto fijo, partimos de las pertur-
baciones propias halladas en el paso anterior para las primeras tres y una constante
para la ﬁltimaﬂ. Puesto que las ecuaciones involucran la dimension del operador com-
puesto dp — como podemos ver en el apéndice [G] - estimamos esta con los autovalores
de las perturbaciones obtenidos del andlisis de la matriz de estabilidad para las can-
tidades Uy, Zy e Yy — empleando la relaciéon entre la dimension dep y el valor propio
de la perturbacion propia del punto fijo A, ecuaciéon . Como las perturbaciones
propias estan definidas a menos de un factor global, podemos escoger algin valor de
Ui, Zy, Y1 o T para algin p = N Ap de forma arbitraria — luego la perturbacion
propia se reescala de manera de que en ese punto dicha funcién no varie en cada paso
del algoritmo. Esto conduce a un problema de 4N, — 1 variables. Sin embargo, dado
el rol que juega dp en las ecuaciones de dilataciones, se puede reexpresar el problema
en términos de 4N, variables, donde una de ellas es dp. Nuevamente, la ecuacién de

punto fijo para estas cantidades se puede expresar como un sistema del tipo:

Bi(do, Uy(0), ..., Y(N,Ap); U, Z:, Y¥) = 0 (5.6)

donde ahora /3; es una funcién de 4N, salidas y apelamos a una notacién vectorial para
no sobrecargar esta expresiéon — por ejemplo (j{f refiere a UJ(0), U5 (Ap), Ui (2Ap), .. .,
la solucién numérica de punto fijo. En esta ecuacion las cantidades U, Zj e Y, juegan
un rol espectador, no son mejoradas al resolver este sistema mediante Newton-Raphson,
y lo mismo sucede con el exponente critico n, para el cual utilizamos la aproximacion

obtenida en el paso anterior. Algo a destacar de esta tercera y ultima etapa, es que

1Ya que las funciones 1 corresponden a las perturbaciones de las 0. Por otro lado, T es una nueva
funcién que surge al considerar los términos méas generales con una fuente K (x) y dos derivadas
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la precisién y estabilidad obtenidas en de tras iterar el método de Newton-Raphson
es mucho mayor que la que uno logra en A mediante el analisis de autovalores de la
matriz de estabilidad. Luego, permite refinar los resultados obtenidos previamente para
los autovalores de las distintas perturbaciones propias.

Vale la pena mencionar que en las dos ultimas etapas, antes de realizar los calculos
definitivos, se realiza un estudio de los diferentes pardmetros de la aproximacién, como
N,, Ap, pmax ¥ los pardmetros de la integracién numérica de los bucles, para maximizar
la precision y estabilidad numérica del célculo y en simultdneo optimizar el costo del
mismo. En cuanto al tiempo de calculo que las dos tltimas etapas suponen, fue del
orden ~36-72 horas, dependiendo del N considerado, sin realizar una optimizacion de
la rutina de integracién, que podria reducirlo en un factor de orden 2 [65]. Con esto,
concluye la descripcion que daremos del algoritmo empleado en este trabajo. Ahora
pasaremos a discutir la ventaja mas destacable, a los efectos de esta tesis, que supone

incluir operadores compuestos: la existencia de una restriccién no trivial proveniente
de la identidad de Ward-Takahashi conforme especial al orden O (9?).

5.2. Principio de Maxima Conformalidad

En esta seccién discutiremos un criterio, alternativo al ya mencionado PMS, pa-
ra determinar un exponente critico — que depende espuriamente del parametro « del
regulador por las aproximaciones realizadas — proveniente de la simetria bajo transfor-
maciones conformes especiales: el Principio de Maxima Conformalidad.

Una de las consecuencias de suponer la simetria conforme en el régimen critico de
los modelos O(N) es que disponemos de un nuevo conjunto de identidades de Ward-
Takahashi para determinar las funciones de punto fijo. Sin embargo, con las identidades
de dilataciones para F}(€1,0)7 F,(f’o), F,(Cl’l) y F,(f’l) alcanza para determinar todas las funcio-
nes del ansatz (5.5) — lo cual obedece a una propiedad més general: las identidades de
Ward de dilataciones, junto a la regularidad de la accién efectiva promedio I'y permiten
determinar esta para cualquier esquema de aproximacion razonable. Las identidades
de Ward-Takahashi bajo SCT para FS’O) y Fl(f’o) se satisfacen trivialmente al orden
O (9?). Sin la inclusién de operadores compuestos es necesario trabajar al orden O (9%)
para obtener restricciones conformes no triviales para funciones de vértice I'™9 [70] —
a nivel de I'®9 ya vimos en 4.2| que la identidad conforme especial no contiene ninguna
informacion adicional respecto a dilataciones y rotaciones, por lo cual es necesario ir
al siguiente orden del desarrollo en gradientes.

La gran ventaja de incluir operadores compuestos en nuestro ansatz (5.5, més
alla de haber obtenido un método para refinar el calculo de los exponentes criticos,
es que se obtiene una restriccién proveniente de la simetria bajo transformaciones

conformes especiales no trivial al orden O (9?). En consecuencia, tendremos un sistema
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sobredeterminado que nos permitira tener un nuevo criterio para elegir el pardmetro a
optimo del regulador: aquel para el cual la identidad no impuesta es mejor satisfecha.
En otras palabras, para analizar el comportamiento asociado a un operador compuesto
cualquiera disponemos de 7 funciones a determinar, y 8 ecuaciones independientes
para imponer. Utilizando las 7 identidades de dilataciones, determinamos las funciones
del ansatz. La identidad de Ward-Takahashi para SCT de F,(Cl’l) no sera satisfecha

exactamente por las soluciones halladas debido a las aproximaciones. Esta luce:
Cr(p) = Cr(p), (5.7)

en donde (', corresponde a un término “dimensional” y C'r a un término con integrales

de diagramas. Los lados de la igualdad vienen dados por:

Crlp) = (4do —d —4)Y'(p) — 2dy (Z1(p) + pY1(p)) , (5.8)
Cr(p Rk { Gila 3U6/(p) +2PU<§3)(p)> (Z1(p) + pYi(p))
(Zy(p +pY’ )((4d+2 (p) + pY1(p)) @ + 3d (Ui (p) + 2pU7 (p)))
+Yo(p) (2(2d + 1) (pYa(p )+Zl(p))q +3d (U1 (p) + 2pU{ (p)))]
- (240 4 050 (U008 () 4204 D 2O (D)o

HAUL(p)G] (¢°) ¢* + 8pG] (¢°) UY (p)g* + 2(d + )G (¢*) U (p)¢*
+A(d+ 1)pG) (¢*) U (p)q®) + 12 (Zi(p)q +U’(p)+2pU”( ) G (%) Ud (p)d®
'(p

+6(d+3)Z1(p)G) (¢°) Ug (p)a® + 2Yo(p) (Z1(p) (2G| (g )
+(d+ 4G (¢%) ¢+ (2G] () ¢ + (d+1) (2)) (p) +2pU7 (p))) ¢*
—(d+1)(Zy(p) +pY(p ))+6d(U1( )+2,0U{’( ) G (g )Ué’( )

+dG (¢°)) (Ui(p )+2pU (o)) UD(p) + Yi(p) 2¢°0 ((2G] (%) ¢
+Hd+ DG (%) Yolp)d® +2G] (%) ((0Y5(p) + Z(p)) ¢ + 3Ug (p) + 20U (p)) ¢
+G (g )((d+4) (Z’( )+ pYy(p) @® + (d + 3) (U7 (p) + 20U (p)))) — d)]

¥~ LG (@) [dZ(0)UL(0) + 20Ya(p) (Zu(0) + VL)) + Z4(0) (2Z)(0)¢°

d
+dUq (p))] + N2d G () [dYi(p) — 4 [(Zi(p)d® + Ui(p)) G'L (%) (4 Z5(p) + UL (p))

+ G (&) (Ui(p) (L +d)g* Zy(p) + AU (p) + ¢° Z1(p) (44 d)g* Zy(p) + (3+ d)Uy (p)))] ]

Como vemos, esta identidad acopla T a las demas funciones del ansatz a través

+4p (Z1(p) 26 (¢°) & + (d+3)G) (1) ¢ + (267 (') ¢°
)

de su lado izquierdo, lo cual no sucede en el lado derecho, que no depende de Y, ni

tampoco en las ecuaciones para dilataciones de las funciones Uy, Z; e Y.
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5.2.1. Analisis de la identidad conforme: Principio de Maxima

Conformalidad

Presentaremos ahora el criterio para escoger el regulador imponiendo que la ruptura
de la identidad no trivial de simetria conforme sea rota lo menos posible — es decir, el
Principio de Méxima Conformalidad [70, [79]. Esto significa determinar el parametro
apy del regulador tal que la ruptura de se minimiza, y tomar como la prediccion
del exponente critico en consideracion, el calculado con el regulador parametrizado
por dicho agpe. En este trabajo exploramos el regulador exponencial y el regulador
de Wetterich introducidos en — que han sido empleados exitosamente antes en la
literatura [81], 64, [82], [49]

Para estudiar la ruptura de la identidad , es util estudiar el comportamiento de
las funciones Uy (p), Z1(p), Y1(p) y T(p) para campos grandes, lo cual puede extraerse
de sus ecuaciones de flujo. Los lados derechos de estas ecuaciones para campos grandes
se tornan despreciables, y el régimen de punto fijo es controlado por el lado izquierdo
de las ecuaciones de flujo. Se obtiene:

Uilp) v, Aupler™,
Zilp) =, Agplom? 20

p>1

(do—2—4dy)/2d (5.10)
Y, ~ A OTETRdg) /200
1(:0) o1 Y1 P )
T ~ Axpldo—2)/2dy
(p) ] TP
Debido a que tenemos un factor global de normalizacién de las autoperturbaciones que
se puede escoger de forma arbitraria, en realidad solo tres cocientes de estos A’s son
significativos. Sus valores, escogido un criterio de normalizaciénﬂ quedan determinados
por el comportamiento en campos intermedios donde no vale (5.10). La restriccién
adicional conforme ([5.8) implica que Az, Ay, y Ay no son cantidades independientes,

como se podria prever a priori, sino que se vinculan segun:
(4do — d — 4) (do — 2) Ay = 4d;, (Az, + Av,) (5.11)

dado que se puede despreciar el lado derecho frente al izquierdo para p > 1.

Existe una consecuencia importante del comportamiento en campos grandes de las

funciones del ansatz (5.10): el lado izquierdo de la restriccién conforme especial se

'En este trabajo, se utilizé siempre que era posible, el criterio W;(0) = U{(0) = 1. Excepcional-
mente, para el caso N = —2, se utiliz6 un punto intermedio de la grilla en p para fijar el valor de Wy
en 1. Esto se debe a que para N = —2, el potencial presenta su minimo en 0, y por ende W7 (0) = 0.

102



comporta para p > 1 como
CL(/)) o p(d@—2—2d¢)/2d¢7 (512)

que crece con el campo si A =d —dp < —n, lo cual es el caso para todas las perturba-
ciones irrelevantes del punto ﬁj(ﬂ Por otro lado, para la perturbacion relevante, aquella
correspondiente al exponente critico v, la desigualdad no se satisface, y la restriccion
de Ward tiende automaticamente a cero a campos grandes. Resulta conveniente des-
hacerse de este comportamiento de campos grandes, para perturbaciones relevantes e
irrelevantes, mediante una normalizacion adecuada de la identidad . Por un lado,
esto nos permite analizar simultaneamente y comparar los resultados para ambos tipos
de perturbaciones. Por otro, uniformiza criterios con otros trabajos del grupo hechos

en esta linea [70, [79]. A estos efectos definiremos

2dy+2—do

o) = Culo) - Ca) (14 2) 7 (5.13)
de modo que f tienda, para campos grandes, a una constante. En esta definicién, pg re-
fiere a una escala caracteristica del sistema, que elegimos como el minimo del potencia]ﬂ
Ui(po) = 0. Agregamos este parametro por dos motivos: para que el factor de normali-
zacion tienda a 1 para campos pequenos, donde la restriccién no presenta los problemas
de campos grandes, y para, al re-escalar por factor, obtener un comportamiento para

campos grandes menos dependiente en «, puesto que py = po(«).

En este trabajo utilizaremos la simetria conforme para eliminar la dependencia
espuria en el pardametro « del regulador, del cual dependen a prior: las cantidades
fisicas, como los exponentes criticos predichos por el desarrollo en gradientes. La idea,
similar a la utilizada en [70] [79] es fijar el valor de o como aquel en el cual f(p = 0; «)
se minimiza, buscando la mejor satisfaccion de la simetria conforme especial. Esta es
la manera precisa en que implementamos el Principio de Maxima Conformalidad. En
las figuras y vemos el comportamiento de f(a, p) para v y para un exponente
que aun no habiamos introducido, la primer correccion al scaling, w, con N = 2. En
ambos casos, la funcion no cruza el 0 para el espacio de parametros estudiado, pero si
se minimiza al analizar f(«, p = 0). Lo mismo sucede con v para todos los valores de N
estudiados; en la figura [5.4] vemos el comportamiento para N = 100. Sin embargo, para
w el comportamiento para N grande cambia, y f si presenta un valor nulo en p = 0,

lo cual vemos en la figura [5.5] Un aspecto comin a ambos valores, 2 y 100, es que

1Salvo casos particulares donde una perturbacién es marginalmente irrelevante. Numéricamente
esto se veria como una perturbacién o muy levemente relevante, o muy levemente irrelevante. En los
casos que estudiamos no hay perturbaciones de este tipo.

2En el caso N = —2, se escogi6 otro criterio por ser py =~ 0. En tal caso, se tomo el minimo de la
funcién Y;.
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apmc ~ apus, Y esto vale para todos los N que estudiaremos. Por tltimo, respecto al
comportamiento global para todo NN, vale la pena destacar que, con N dado, siempre
la identidad para v es satisfecha de mejor manera que la respectiva para w, lo cual

puede deberse a no haber absorbido completamente la tendencia automatica a 0 del

lado izquierdo. Ahora veremos los resultados para los valores de N estudiados.

0.09

0.07

0.1 0.3 0.5
P

Figura 5.2: Funcién f(a, p), con regulador ex-
ponencial, para el exponente critico v en el caso
N = 2. En lineas negras continua apyc y pun-
teada apyg. La restriccién conforme no se anu-
la, presenta un minimo local para p = 0.

5

P

Figura 5.4: Funcién f(a, p), con reg. exponen-
cial, para el exponente critico v con N = 100. En
lineas blancas continua apyc y punteada apys.
La identidad presenta un minimo para p = 0.
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Figura 5.3: Funcién f(«,p), con reg. exponen-
cial, para el exponente critico w en el caso N =
2. En lineas negras continua apyc y punteada
apms. La restriccién conforme especial presenta
un minimo local para p = 0.

5

-0.15

Figura 5.5: Funcién f(a, p), con reg. exponen-
cial, para el exponente critico w con N = 100.
En lineas negras continua apyc y punteada
apms- La identidad cruza el valor 0 para p = 0.



5.3. Exponentes criticos para los modelos O(N)

A continuacién presentamos y analizamos los resultados obtenidos del exponente
relevante v y la primer correccion a las leyes de escala, el exponente w, para multiples
valores de N. Comenzaremos con los casos de mayor interés fisico, N = 1, 2, 3, 4, luego
veremos casos de N grande, con N = 5,10, 20,100, y finalmente veremos dos casos
particulares no unitarios N = 0, —2.

Siempre que los resultados lo sugieren, empleamos el criterio optimista para la de-
terminacién del valor central y las barras de error del método explicado en la seccién
[2.5.2] Este es el caso para valores moderados, y positivos, de N. En particular, fue el
criterio adoptado para 1 < N < 5. Para valores de N mayores, y para los casos no
unitarios, los resultados no parecen sugerir que los 6rdenes sucesivos del desarrollo en
gradientes provean cotas alternadas para el valor de los exponentes criticos — segin lo
que observamos y lo reportado en [49]. En consecuencia, para estos casos se emplea el
criterio més conservador de estimacion de valor central y barras de error explicado en
[2.5.2] Salvo en el caso N = 5, donde el criterio PMC no estd bien definido, siempre re-
sulté posible determinar tanto v como w pidiendo minimizar la ruptura de la identidad
conforme especial. Simultdneamente, al no estar reportados a la fecha los resultados
segin el PMS utilizando la version full de las ecuaciones de flujo, presentamos tam-
bién los resultados obtenidos empleando este criterio. Esto nos permite comparar las
predicciones PMC y PMS para las mismas ecuaciones de flujo.

Para los diversos valores de NV estudiados en esta tesis, reportamos resultados publi-
cados de diferentes técnicas de calculo, desde resultados de cotas exactas del conformal
bootstrap, simulaciones Monte-Carlo, hasta resultados experimentales para transiciones
en las clases de universalidad O(N). Asimismo presentamos resultados del desarrollo
en gradientes al orden O (9*) obtenidos con la versién strict de las ecuaciones de flujo
[82, [49]. Vale la pena destacar que las barras de error para los diferentes resultados re-
portados tienen interpretaciones diferentes. Para los resultados del conformal bootstrap
CB acerca de v, para N > 0, se tienen cotas rigurosas y por ende las barras de error son
estrictas: el exponente esta acotado entre los extremos del intervalo. Sin embargo, las
predicciones para N = 0 y para w no son tan rigurosas. Los resultados de simulaciones
Monte-Carlo MC presentan barras de error estadisticas, que estan controladas, pero
solo deben interpretarse probabilisticamentd'] Las barras de error para otros métodos,
como el Desarrollo en Gradientes, el desarrollo en alta temperatura, o teoria de per-
turbaciones, no tienen el mismo tipo de rigor, pues provienen del analisis de 6rdenes
sucesivos de cada técnica y de algunas propiedades de su convergencia — como por

ejemplo el factor de 1/4 entre érdenes sucesivos para el Desarrollo en Gradientes.

IPara estas simulaciones, existe también otra importante fuente de error: los efectos por tamaifio
finito, que son tenidos en cuenta para estimar las barras de error.
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5.3.1. N=1

Comencemos por los resultados correspondientes a la clase de universalidad de
Ising, presentados en la tabla 5.1} Se trata de un sistema ya previamente estudiado
en este enfoque, empleando el PMC [70] [79]. Incluimos este valor de N pues se trata
de un caso de control con multiples resultados tedricos y experimentales disponibles.
En este trabajo, como hemos mencionado, utilizamos los reguladores exponencial y de
Wetterich, cuyas predicciones utilizamos para construir el valor central y la barra de
error de v y w. En vistas del comportamiento que observamos en este trabajo, y lo que
se obtiene en [49], para v hay fuertes indicios hacia que la DE provee cotas superiores e
inferiores, alternando en cada orden sucesivo, al menos hasta el orden O (9*). Esto nos
permite utilizar el criterio mas optimista para determinar tanto el valor central como
la barra de error. Por otro lado, para w, esto no parece ser el caso, lo cual nos conduce

a utilizar el criterio més conservador para su determinaciéon

v w
O(0%) pye 0.6308(27)  0.849(49)
O(0%)pys  0.6300(27)  0.848(49)
O(0?) pys  0.6308(27)  0.870(55)
O (") pys  0.62989(25) 0.832(14)
O(0%)pys  0.63012(16)

CB 0.629971(4) 0.82968(23)
6-loop 0.6304(13)  0.799(11)
€—exp, € 0.6290(25)  0.814(18)
e—exp, €0 0.6292(5) 0.820(7)
High T 0.63012(16)  0.83(5)
MC 0.63002(10)  0.832(6)
L-G (D,O)  0.62(3)

Mix 0.636(31)

Ising (FeFy) 0.64(1)

Tabla 5.1: Resultados obtenidos, con sus barras de error, para N = 1 en d = 3. Reportamos los
exponentes extraidos tanto por el PMC como por el PMS de la versién full del DE a orden O (9?).
Con los subindices f y s indicamos la versién de las ecuaciones usada. También incluimos los resultados
obtenidos para varios 6rdenes de la DE en su version strict mediante el PMS de [82] [49]. Se incluyen
para comparar los resultados de CB ([83] para v y [84] para w), desarrollo perturbativo a 6-loops del
RG [85], desarrollo en € a orden € [85] y €5 [86], MC [87] y desarrollo de alta temperatura [S8]. También
los resultados experimentales més precisos de: punto critico de una sustancia pura [I8], transicién de
mezcla [89] y materiales ferromagnéticos uniaxiales [90].

Contrastemos nuestros resultados usando el PMC con los demas disponibles. Una
primer observacién es la compatibilidad con los obtenidos segin el PMS — los valores
centrales difieren en valores < 0,1 %, es decir un orden de magnitud menor que las

barras de error, que a su vez son practicamente iguales — lo cual sugiere compatibilidad
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entre los métodos. Si comparamos nuestros resultados con los obtenidos a partir de
las versiones strict de las ecuaciones, vemos que tanto para v como para w, hay una
excelente coincidencia también, lo que es esperable pues ambas versiones difieren en
términos de orden O (9*). Si comparamos con los demds métodos, vemos que nuestros
exponentes segin PMC son compatibles con los estudios méas precisos, en particular
los del CB, aunque nuestras barras de error son en general mas grandes, en particular
varios ordenes de magnitud mayores que las del CB y de los calculos Monte-Carlo.
Para cerrar esta subseccion, cabe senalar que el propdsito de este trabajo no es
alcanzar altos niveles de precision, sino que testear la calidad del procedimiento PMC
y compararlo con el PMS. Para lograr un estudio de precision, habria que trabajar con

6rdenes sucesivos de la DE utilizando el PMC, una vez establecida su aplicabilidad.

5.3.2. N=2

El caso N = 2, como vimos en [I.I se trata de una clase de universalidad con
multiples realizaciones experimentales, sobre la cual se dispone de precisos resultados
tedricos y experimentales. Sobre estos resultados, vale la pena destacar que existe
cierta controversia acerca del valor aceptado de v. Los resultados experimentales mas
precisos a la fecha [31, OI] provenientes del estudio de la transicion A del He-4 no
coinciden entre si, y también presentan discrepancias con los resultados tedricos mas
precisos disponibles, provenientes del CB [92], de simulaciones MC recientes [93], 94]
y del estudio previo del DE [49]. De hecho no existe consenso entre los resultados
provenientes de simulaciones MC, pues algunos si resultan compatibles con la evidencia
experimental [95]; aunque se puede decir que las simulaciones més precisas a la fecha
estan en discrepancia con los experimentos.

En la tabla presentamos nuestros resultados finales, con sus barras de error,
extraidos tanto por el PMC como por PMS. De la misma manera que para N = 1,
para el autovalor relevante v los érdenes sucesivos de la DE parecen arrojar cotas
alternadas para el exponente critico, lo cual nos permite utilizar el criterio optimista
para la determinacién de su valor y de las barras de error. Por otro lado, no tenemos este
comportamiento para w, en base a nuestros resultados y los previamente obtenidos en
[49]. Por lo tanto para el exponente de correccién al escaleo w, utilizamos nuevamente el
criterio conservador. Tenemos total coincidencia entre los resultados obtenidos segin
PMC y PMS. Asimismo, las diferencias entre la versiéon full de las ecuaciones y los
reportados para la versién strict son minimas, bien por dentro de las barras de error.

Al comparar nuestros resultados con otros métodos tedricos, los resultados son
totalmente compatibles. Vemos que la precisién alcanzada es un orden de magnitud
peor que la de los desarrollos perturbativos de mayor orden, lo cual seguramente sea

mejorable trabajando al siguiente orden de la DE — como se puede ver de los resultados
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al orden O (9%). Asimismo, al comparar con los resultados méas precisos del CB (para
v) y de simulaciones MC, nuevamente hay al menos un orden de magnitud menos
en nuestra precision. En cuanto a la controversia acerca de v, nuestra prediccion es
compatible con los resultados tedricos mas precisos a la fecha, y no permite discernir
entre los resultados experimentales, pues es compatible con ambos. Cabe destacar que
los resultados [49] al orden O (9*) sf permiten posicionarse sobre la contradiccién, por
lo que posiblemente haya que ir al siguiente orden trabajando con el PMC para poder

aportar a la discusion al respecto.

A pesar de la mayor precisién de los métodos Monte-Carlo o del conformal bootstrap,
vale la pena destacar que el andlisis completo de esta clase de universalidad: busqueda
del punto fijo, andlisis de la matriz de estabilidad variando « y posterior estudio de
las funciones del ansatz vinculadas a los operadores compuestos se realizd en una
computadora de uso doméstico en un lapso del orden de 24 horas. En comparacién
con los tiempos de calculo caracteristicos de los otros métodos, nuestro procedimiento

resulta significativamente menos costoso en tiempo y recursos de célculo.

14 w
O (82) pysc 0.6726(52) 0.786(29)
O (0%) s 0.6727(52) 0.787(30)
O (82) s 0.6725(52) 0.798(34)
O (8) s 0.6716(6)  0.791(8)
CB (2016) 0.6719(12) 0.811(19)
CB (2019) 0.6718(1)  0.794(8)
6-loop 0.6703(15) 0.789(11)
e—exp, € 0.6680(35) 0.802(18)
e—exp, € 0.6690(10) 0.804(3)
MC + High T 0.6717(1)  0.785(20)
MC (2019) 0.67169(7) 0.789(4)
Helio-4 (2003) 0.6709(1)
Helio-4 (1984) 0.6717(4)
XY-AF (CsMnF3)  0.6710(7)
XY-AF (SmMnOs) 0.6710(3)
XY-F (GdyIFe;)  0.671(24)
XY-F (GdyICos)  0.668(24)

Tabla 5.2: Resultados obtenidos, con sus barras de error, para N = 2 en d = 3. Reportamos los
exponentes extraidos tanto por el PMC como por el PMS de la versién full del DE a orden O (82).
También incluimos los resultados obtenidos para los 6rdenes O (82) y O (84) de la DE en su version
strict mediante el PMS de [49]. Se incluyen para comparar resultados de CB de 2016 ([92] para v y [96]
para w) y 2019 [97], desarrollo perturbativo a 6-loops del RG [85], desarrollo en € a orden € [85] y €°
[86], anélisis combinado de MC con el desarrollo de alta temperatura [98] y MC de 2019 [93]. Asimismo
reportamos los resultados experimentales més precisos para las transiciones: He-4 superfluido [31], 91],
antiferromagnética (CsMnF3 [99] y SmMnOg [100]) y ferromagnética (GdaIFes y GdaICoy de [101]).
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5.3.3. N=3y4

Analicemos ahora dos clases de universalidad interesantes, con realizaciones fisicas:
la clase de Heisenberg, que describe, como vimos, a los imanes isotropicos, y la clase
O(4). Nuevamente, junto con nuestros resultados, presentamos los resultados de méto-
dos tedricos mas precisos disponibles, asi como las mejores mediciones experimentales
existentes — para la clase O(3). Vemos estos valores en las tablas y p.4 Para la
determinacion de v, utilizamos nuevamente el criterio optimista de determinacién de
valor central y barras de error, producto de analizar nuestros resultados y los de [49].
Para el caso de w, utilizamos el criterio més conservador para su valor central, mien-
tras que para sus barras de error, fue preciso utilizar el criterio discutido en para
aquellos casos en los cuales el decrecimiento de la barra de error deja de ser mondtono.
Puesto que para estos dos valores de N — asi como para el PMS con N = 5 — se obtiene,
mediante el método conservador, barras de error menores a las de N = 10, utilizamos
las correspondientes a este 1ltimo valor para estimar la precision en estos casos.

Al orden trabajado, obtenemos para v resultados compatibles con los demas méto-
dos y con niveles de precisién muy parecidos a los resultados perturbativos y los pro-
venientes del CB. Sigue existiendo una diferencia, ahora menor, en nuestra precision al
comparar con los resultados de simulaciones MC, aunque los resultados son compatibles
entre si. Nuevamente, PMS y PMC arrojan resultados absolutamente equivalentes, y
muy parecidos a los obtenidos con las ecuaciones strict. Para N = 3, vemos que nues-
tra prediccion es también compatible con los resultados experimentales obtenidos de

sistemas ferromagnéticos.

Tabla 5.3: Resultados obtenidos, con sus barras de

14 w error, para N = 3 en d = 3. Reportamos los ex-
ponentes extraidos tanto por el PMC como por
@) <82)fPMC 0'7125(71) 0.744(26) el PMS de la version full del DE a orden O (82).
2 También incluimos los resultados obtenidos para
O (s 0.7126(71) 0.746(26) los 6rdenes O (8%) y O (9*) de la DE en su ver-
2 sién strict mediante el PMS de [49]. Se incluyen
O (0 )SPMS 0.7125(71)  0.754(34) para comparar resultados de CB ([92] para v y
O (84)sPMS 0-7114(9) 0 769(11) [96] para w), desarrollo perturbativo a 6-loops del
RG [85], desarrollo en € a orden € [85] y €5 [86],
CB 0.7120(23) 0.791(22)  analisis combinado de MC con el desarrollo de al-
6-100p 07073(35) 0782(13> ta temperaturz.x,[l()Q] y MC ([103] para vy [1()4]
para w). También reportamos los resultados expe-
€—exp, € 0.7045(55) 0-794(18) rimentales mas precisos para la transicién ferro-
_ 6 magnética ([105] para GdBrC y GdoIC y [106]
e—exp, € 0.7059(20) 0.795(7)  Maenéiee (IO
MC 0.7116(10) 0.773
MC + High T 0.7112(5)
Ferro GdoBrC  0.7073(43)
Ferro Gd,IC 0.7067(60)

Ferro CdCrsSey

0.656(56)

109



Tabla 5.4: Resultados obtenidos, con sus ba-
v w rras de error, para N = 4 en d = 3. Repor-
tamos los exponentes extraidos tanto por el

(@) (82)fPMC 0.749(8) 0.723(26) PMC como por el PMS de la versién full del
O (62 0.749(8 0.723(26) DPEaorden O (9%). También incluimos los re-
( )fPMS ( ) ( ) sultados obtenidos para los érdenes O (62) y
O (82) S 0.749(8) 0'731(34) @) (84) de la DE en su versién strict median-
. sPM te el PMS de [49]. Se incluyen para comparar
O (0 )sPMS 0.7478(9) 0.761(12)  resultados de CB ([107] para v y [96] para w),
desarrollo perturbativo a 6-loops del RG [85],
CB 0.7472(87)  0.817(30)  gesarrollo en € a orden € [85] v €8 [86] y MC
6-loop 0.741(6) 0.774(20) [108].
e—exp, €& 0.737(8) 0.795(30)
e—exp, ¢ 0.7397(35)  0.794(9)
MC 0.74817(20) 0.755(5)

5.3.4. N=5: PMC no es aplicable para w

Veamos qué ocurre al aumentar N de 4 a 5. Si bien se ha discutido que este valor
puede describir las transiciones de ciertos superconductores [109], incluimos este caso
para estudiar cémo es el comportamiento del método segiin N aumenta; ya que como
hemos visto para N — oo podemos resolver el sistema de forma exacta, y calcular
las correcciones al régimen asint6tico en un desarrollo 1/N [6, [7, [§]. Luego, podemos
estudiar nuestro método en un terreno controlado. En la tabla [5.5 vemos nuestros
resultados, junto a los obtenidos de la versién strict en [49], y a otros de la literatura.

Para el exponente v, utilizamos el criterio conservador para determinar su valor
central y sus barras de error, pues los resultados no sugieren que los 6rdenes sucesivos
de la DE provean cotas. Al comparar nuestro resultado PMC con los resultados PMS
(para ambas versiones de las ecuaciones) vemos total compatibilidad, al punto de tener
diferencias del 0,025 % entre unos y otros. Respecto a otras técnicas, vemos que nuestros
resultados son compatibles con el desarrollo en 1/N y con las simulaciones Monte-Carlo,
pero no con el desarrollo a 6-loop del GR. Notemos que al orden trabajado, O (9?), la
precision alcanzada, junto con la de los métodos MC, es de las mejores disponibles.

El caso del exponente w, es mucho mas delicado. El resultado PMS que obtenemos
es compatible con los resultados previos de la DE. Sin embargo, al intentar utilizar el
criterio PMC, encontramos que la funcién f(a;p) se comporta de forma totalmente
diferente a los casos 1 < N < 4 y en N grande. Mas concretamente: no presenta un
minimo, sino un méaximo, al variar a con p = 0, como vemos en las figuras v b7
Mientras que para v obtenemos figuras similares a y para w el grafico presenta
un maximo en p = 0. En consecuencia, no tenemos una prediccién proveniente de la
identidad para SCT. Podria discutirse que se trata meramente de un problema de rango

de pardmetros barridos. Pero no parece ser el caso: extendimos el rango « € [0.5, 5]
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5 0.06
ul 0.05
1 0.04
3 L
d
1 0.03
2 =
0.02
1 I
0 0.2 0.4 0.6
p P
Figura 5.6: Funcién f(a, p), con reg. exponen- Figura 5.7: Funcién f(«,p), con reg. exponen-
cial, para el exponente critico v con N = 5. En cial, para el exponente w con N = 5. La linea
lineas negras continua apyc y punteada apps. negra punteada marca el valor aPMS. Se apre-
De nuevo, la identidad especial conforme pre- cia que f presenta un maximo para p = 0, por
senta un minimo para p = 0. lo cual no hay un valor PMC de « a determinar.

barrido para todos los valores N a a € [0.25;20] sin cambios apreciables. Dado que
para todos los valores de N, apus/apyc ~ O(1), y siendo para N = 5, agﬁs(w) =1,34

v apeit(w) = 2,18, uno esperaria que el rango inicial de biisqueda fuera el adecuado.

Para hilar més fino, uno puede observar el comportamiento de la funcién f(«, p; N)
al variar NV desde 4 hasta 5. Lo que se observa es la aparicién de una suerte de factor
de normalizacion global que crece con N de forma rapida, divergiendo para un valor
de N = N¢ intermedio, 4 < N¢ < 5, que depende del regulador considerado. Luego de
dicha divergencia, el factor global cambia de signo y comienza a decrecer, pero recién

se recupera el comportamiento esperado de f(a, p) para N > 7.

Llegado a este punto, nos dedicamos a indagar acerca del motivo de esta divergencia,
fisicamente inesperada y probablemente no existente en ausencia de aproximaciones.
Estudiando las funciones del ansatz, se observa con la variacion continua de N, una
evolucién suave de todas las funciones excepto de YTy(p) — o més precisamente Y'(p)
que es la funcion utilizada. En las figuras y vemos para valores de N € [4,5] la
evolucién de las funciones Z;(p) y Y'(p), al variar N. Mientras que la primera cambia
suavemente, Y'(p) presenta una divergencia en el entorno de Ng = 4.5, tras lo cual
cambia de signo. Es esta funcién del ansatz entonces la que diverge para N¢, y puesto
que tiene un rol central en el lado izquierdo de la restriccién conforme , lleva al

mal comportamiento de f conforme N crece. Analicemos la ecuacién de punto fijo de
T

111



1.8

0.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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Figura 5.8: Resultados para varios valores de IV,
entre 4 y 5, para la funcién Zi(p) del ansatz.
Noétese la evolucién suave a medida que varia el
parametro N.

10 ; : :
0 %
= \
< ——N=4
——N=4.2
N=4.4
-10 + ,
- - -N=46
.......... N=4.8
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20 L | L L | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

p

Figura 5.9: Resultados, para varios valores de NV,
entre 4 y 5, para la funcién Y’(p) del ansatz.
Notese que presenta un comportamiento singu-
lar para un valor de N € (4.4,4.5), que conlleva

a una divergencia, con un cambio de signo entre
un lado y otro de la misma.

(2 — do + 2dy) + 2dypd,) T'(p) = Lo(Us, Zo, Yo, Us, Y, Z3) + L (Un, Zo, Yo)T'(p),
(5.14)
donde Ly y LL; corresponden a las integrales de los diagramas que tenemos del lado
derecho de la ecuacién de Wetterich. Puesto que extraemos esta ecuacion de analizar la

ecuacion de punto fijo de F,(Cl’l)

, tendremos dos contribuciones, una independiente de T,
Lo, y otra proporcional a Y’, IL;. Notemos que al orden O (9?), IL; solamente depende
de las funciones del punto fijo, que son comunes a todas las autoperturbaciones. En
consecuencia, podemos despejar de la ecuacién de punto fijo a Y’(p), para lo cual

debemos invertir el siguiente operador:

[(2 = do + 2dy) + 2dypd, — L1 (Uo(p), Zo(p), Yo(p))] - (5.15)

Al trabajar con una discretizacion de p, este problema se reduce a invertir la version
matricial de este operador — donde la derivada se calcula mediante diferencias finitas.
La condicién para la invertibilidad de esta matriz es que ningin autovalor sea nulo, y
justamente para N = N¢, ocurre que el autovalor mas pequeno tiene un cruce en 0.
Podemos apreciar el comportamiento de este autovalor en la figura [5.10] donde se ve
un comportamiento aproximadamente lineal con un corte en 0. Sospechamos que este

problema podria solucionarse de distintas maneras al trabajar en 6rdenes mayores de
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la DE, lo cual discutiremos en la seccién 5.4 Se trata de una problemética que tenemos
pensado estudiar en el mediano plazo.

Para concluir, vale la pena destacar que si bien surge esta problematica a la hora de
estudiar la restriccién conforme para el exponente w, el criterio PMS puede aplicarse
sin problema alguno — si bien habria que analizar por qué nuestros resultados y los
valores reportados en [49] al orden O (9') apenas coinciden en los extremos de sus

barras de error, extendiendo nuestra versién a la aproximacion O (9*) de la DE.

0.1
14 w N
2 N

O (0% pyge 0.782(9) N L

O (0%)pys  0.7823(79)  0.716(26) 0.05 | RN ¢

O (%) s 0.782(8)  0.724(34) _ AN

O (") pys  0.7797(9)  0.760(18) o

6-loop 0.766 ol N

MC 0.780(6)  0.754(7) . Y

N— 0o 0.71(7) 0.51(6) \

-0.05¢ \\3\\

Tabla 5.5: Resultados obtenidos, con sus ba- I d\@\ ]
rras de error, para N = 5 en d = 3. Repor- AN
tamos los exponentes extraidos tanto por el 01 , , | ,
PMC como por el PMS de la versiéon full del 4 4.2 4.4 4.6 4.8 5
DE a orden O (9?). También incluimos los re- N

sultados obtenidos para los érdenes O (82) y

1) (84) de la. DE en su version strict mediante Figura 5.10: Comportamiento del autovalor més

el PMS de [49]. Se incluyen para comparar re- pequeno A1 del operador diferencial, en su versién
sultados del desarrollo perturbativo a 6-loops discretizada, que actia sobre T'(p) en su ecuacién

del RG [I10], MC [108], y desarrollo en 1/N de punto fijo , conforme se varia el pardme-
6, 17, 8. tro N que caracteriza a los modelos O(N) desde 4

hasta 5. Se puede ver como para un Ng ~ 4,5, este
autovalor se vuelve nulo, arruinando la invertibili-
dad del operador.

5.3.5. N grande

Procedamos ahora con el analisis de los resultados correspondientes a valores de N
relativamente grandes, donde el desarrollo 1/N se vuelve una herramienta muy precisa.
En particular, analizamos los casos N = {10,20,100}. Como sucede con N = 5 no
se trata de casos de interés fisico por sus realizaciones experimentales, pero si por
constituir un terreno de prueba controlado de nuestro método.

Para los exponentes que nos interesan, el desarrollo 1/N se ha calculado hasta el

orden sub-sub-dominante [6l [7, [§]. Las expresiones para v y w son en d = 3:

321 128 1
=1—-—— — 27m? — 112)— 1/N3
v 32N a7 27T )z T O (LN (516)
64 1 128 /104 9x2\ 1 :
B R Il (s 1/N3) |
“ 37T2N+97T4(3 2)N2+O(/ )
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14 W

O (0%)pye  0.879(10)  0.782(26)
O (%) pys  0.879(10)  0.783(26)
O (9%)pyg  0.877(11)  0.788(26)
O (0% pyg  0.8776(10)  0.807(7)
6-loop 0.859

MC 0.8797(9)

N grande  0.87(2) 0.77(1)

Tabla 5.6: Resultados obtenidos, con sus barras
de error, para N = 10 en d = 3. Reportamos
los exponentes extraidos tanto por el PMC co-
mo por el PMS de la versién full del DE a orden
O (82). También incluimos los resultados obte-
nidos para los érdenes O (82) v O (84) de la DE
en su versién strict mediante el PMS de [49]. Se
incluyen para comparar resultados del desarrollo
perturbativo a 6-loops del RG [110], MC [108] y
desarrollo en 1/N [0, [7, [§].

v w
O (0%)pye 0.9429(46) 0.886(14)
O (8%)ipys  0.9428(46) 0.886(14)
O (8%) pys  0.9414(49)  0.887(14)
O (0% pys  0.9409(6)  0.887(2)
CB 0.9416(87)

6-loop 0.930

0.941(5)  0.888(3)

Tabla 5.7: Resultados obtenidos, con sus barras
de error, para N = 20 en d = 3. Reportamos
los exponentes extraidos tanto por el PMC co-
mo por el PMS de la versién full del DE a orden
@ (62). También incluimos los resultados obte-
nidos para los érdenes O (82) y O (84) de la DE
en su version strict mediante el PMS de [49]. Se
incluyen para comparar resultados de CB [107],
desarrollo perturbativo a 6-loops del RG [110],
MC [ITI1], y desarrollo en 1/N [6l [7, [§].

Usamos estas expresiones para calcular el valor central del desarrollo, y la diferencia
entre los dos ultimos érdenes calculados como una estimacion de la precision del mismo
— si bien puede tratarse de una sobreestimacion del error, dado que los coeficientes del
desarrollo no son de orden 1, optamos por esta estimacién. En adicién a esto, también
adjuntamos resultados provenientes de la resumaciéon a 6-loops del GR y de CB para
aquellos valores en que existen.

Vemos nuestros resultados junto con las predicciones de los deméas métodos y los
valores obtenidos de las versiones strict en las tablas [5.645.8. Una vez més apreciamos
que PMC y PMS arrojan los mismos resultados, con diferencias muy por debajo del
error del método. Entre las versiones full y strict, los resultados son completamente
compatibles. Al comparar con el desarrollo 1/N, vemos que nuestros resultados para
N =10 y N = 20 son de precisiones comparables, y compatibles con este. Para N =
100, el desarrollo en N grande — incluso seguramente sobreestimando su error — se vuelve
mas preciso que la DE, aunque los resultados siguen siendo completamente compatibles.
Si bien como hemos visto en el capitulo4|al nivel LPA ya se recupera el orden dominante
en N — oo, es importante notar que trabajando al nivel O (9%) obtenemos resultados
compatibles con las dos primeras correcciones a dicho orden dominante v = w = 1,
por més que no es esperable obtener las correcciones de orden 1/N de manera exacta.
De hecho, si realizamos un ajuste de los exponentes v y w para N € [10, 20, 100] como
v=1+a,/N+b/N*yw=1+a,/N+b,/N? obtenemos estimaciones numéricas
de los coeficientes en 1/N de con errores porcentuales, respecto a los valores
exactos, de 1% y 3% respectivamente. Los errores obtenidos, relativamente grandes,

no deberfan ser una sorpresa. Para N = 10, los términos de orden 1/N y 1/N? son del
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mismo orden — difieren en un factor ~0.7 para v, por ejemplo, por lo cual solamente
considerar los primeros términos puede ser equivocado. Sin embargo, para un ajuste
de varios parametros, disponemos de pocos puntos. Es destacable, de cualquier modo,

que obtenemos una estimacién razonable de las correcciones dominantes al régimen

asintotico.
Tabla 5.8: Resultados obtenidos, con sus barras
14 w de error, para N = 100 en d = 3. Reportamos
los exponentes extraidos tanto por el PMC co-
@ (GQ)PMC 0.98939(82) 0.9771(29) mo por el PMS de la versién full del DE a orden
O (52 0.98939(82) 0.9782(32 @ (02). También incluimos los resultados obte-
( )ﬂDMS ( ) ( ) nidos para los 6rdenes O (82) y O (84) de la
O (aQ) 0.9892(11) 0.9782(26) DE en su versién strict mediante el PMS de
" sPMS [49]. Se incluyen para comparar resultados del
O (0%)pns  0.9388(2) 0.9770(8) desarrollo en 1/N [6, [7, [8].
N grande  0.9890(2) 0.9782(2)
5.3.6. Casos no unitarios: N=0 y N=-2

Para finalizar, analicemos qué arroja el método para los casos N = 0y N =
—2, cuyos mapeo a teorias unitarias en el espacio de Minkowski no es nada claro.
Mientras que para NN entero positivo el mapeo a teorias Ginzburg-Landau en (d —1,1)
con simetria O(N) es claro, para estos casos que podemos entender como extensiones
analiticas de los N positivos, es bastante menos obvio, y quizas, imposible. De hecho,
la interpretacién para N = —2 de qué significaria que la teoria respetase la simetria
conforme no es nada evidente. Sin embargo, como hemos mencionado, podemos tratar
N como un parametro mas de las ecuaciones y estudiar qué resultados obtenemos,
considerando estos valores de N como casos de prueba para nuestro método en modelos
no-unitarios.

Reportamos nuestros resultados para estos valores algo menos convencionales de
N en las tablas (.9 y Para ambos valores de N, una vez més vemos que PMC
y PMS arrojan esencialmente los mismos resultados. Asimismo, no hay problemas de
compatibilidad entre los resultados full y los strict. Para el caso de v con N = 0, pode-
mos ver que nuestros resultados son de una precision similar al CB y algunos métodos
perturbativos. Al comparar con lo obtenido mediante simulaciones Monte-Carlo o me-
diante el método de doble longitud, nuestra precisién es peor, pero el resultado sigue
siendo compatible con ambas técnicas. Asimismo, los resultados experimentales estan
en acuerdo con los valores que hallamos. Para el exponente w, obtenemos resultados
compatibles con MC, e incompatibles con los obtenidos del desarrollo en €. Al comparar
con la version strict, vemos que obtuvimos una precision mayor, funcionando para este

caso mejor las ecuaciones full.
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Por otra parte, para N = —2, vemos como al orden O (9%) v se encuentra muy

préoximo a su valor exacto 1/2; con diferencias de partes en un millén. Para w, los

resultados son compatibles con los provenientes de calculos perturbativo, lo cual indica

que el método es 1til y funciona de forma aceptable incluso para este caso no unitario.

También para este valor de N, podemos ver que tanto para v como para w, la versién

full de las ecuaciones utilizada provee resultados equivalentes con los reportados [49]

para la strict.

Estos resultados apuntan a que el rango de aplicaciéon de esta metodologia incluye

no solamente las clases de universalidad caracterizadas por teorias unitarias, sino que

también puede utilizarse para modelos sin una teoria asociada de tales caracteristicas.

Tabla 5.9: Resultados obtenidos, con sus barras
de error, para N = 0 en d = 3. Reportamos los
exponentes extraidos tanto por el PMC como
por el PMS de la versién full del DE a orden
O (0?). También incluimos los resultados ob-
tenidos para los érdenes O (9%) y O (0*) de
la DE en su version strict mediante el PMS
de [49]. Se incluyen para comparar resultados
de CB [112], método de duplicado de longitud
[113], MC [I14, 115], desarrollo perturbativo a
6-loops del RG [85] y desarrollo en e a orden
€® |85] y €® [86]. También reportamos los resul-
tados experimentales mas precisos provenientes
de estudios de soluciones diluidas de polimeros
[116].

v w
O (0 0.5879(11) 0.949(76)
O(0)pys  0.5879(11) 0.946(76)
O(0%),pys  0.5879(13) 1.00(19)
O(0Ypys  0.5876(2) 0.901(24)
CB 0.5876(12)
Series LDM  0.58785(40)
MC 0.58759700(40) 0.899(14)
6-loop 0.5882(11) 0.812(16)
e—exp, € 0.5875(25) 0.828(23)
e—exp, € 0.5874(3) 0.841(13)
Sol” polimero  0.586(4)
v w
O(0%) e 0.5000(11))  0.818(76)
O(0%)pys  0.5000(11)  0.820(76)
O(0%) pys 0.5000(12)  0.84(19)
O(0%) pys 0.5001(1)  0.838(24)
exact/6-loop 1/2 0.83(1)

5.4.

Tabla 5.10: Resultados obtenidos, con sus ba-
rras de error, para N = —2 en d = 3. Reporta-
mos los exponentes extraidos tanto por el PMC
como por el PMS de la versién full del DE a
orden O (9?). También incluimos los resultados
obtenidos para los érdenes O (92) y O (9*) de
la DE en su versién strict mediante el PMS de
[49]. Para comparar, agregamos resultados exac-
tos para v y perturbativos para w [117), [T18].

Discusiéon: equivalencia entre PMS y PMC

Hemos presentado nuestros resultados, a partir de la identidad no trivial conforme,

para multiples valores de N, incluidos aquellos con realizaciones experimentales, valores
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grandes donde se puede realizar un desarrollo preciso en 1/N, y también valores no
positivos donde otras técnicas no pueden aplicarse debido a la inexistencia de una
conexion clara con una teoria unitaria. Hay varias conclusiones comunes a todos los

casos que procederemos a analizar a continuacion.

En primer lugar vale la pena destacar que para todos los valores de N considera-
dos — con la excepcién de w para N = 5, donde creemos que el problema se debe al
truncamiento en p? — el criterio PMC funciona. Esto significa que incluso para valores
de N donde no se ha probado, pero se sospecha, que la simetria del régimen critico sea
el grupo conforme completo, la restriccién funciona pudiendo minimizarse y arrojando
en el proceso resultados compatibles con los calculos tedricos, simulaciones y experi-
mentos mas precisos a la fecha. Esto sin duda apunta a que para los modelos O(N),
independientemente del valor de N — para los casos positivos enteros — la simetria del
punto fijo es la conforme. No constituye de ninguna manera una prueba, pero si es
un testeo de consistencia, aparentemente superado, de suponer dicha simetria en el
régimen critico. Incluso para modelos donde no tenemos una interpretacion clara de
qué significaria respetar la simetria conforme, el método funciona y arroja resultados

coherentes, como sucede para N =0y N = —2.

Un segundo punto importante es que en todos los casos en que PMC arroja re-
sultados, estos son préacticamente idénticos a los obtenidos segun el criterio PMS —
las diferencias porcentuales entre valores centrales siempre son, al menos, un orden de
magnitud menores que la precision del método. Esto habla a favor de la convergen-
cia del desarrollo en gradientes — independientemente del criterio utilizado para fijar
los parametros no fisicos del esquema de aproximacién, los resultados no cambian de
forma significativa. Mas concretamente, la aparente equivalencia entre ambos criterios
significa que el criterio PMS, criticado muchas veces por su falta de motivacién fisica
mas alla de reducir dependencias espurias, predice lo mismo que un criterio que busca
maximizar la satisfaccién de la simetria conforme especial del sistema — lo cual si posee
un claro sentido “fisico”. Siendo la implementacién del PMS mas sencilla, y aparente-
mente mas robusta pues funciona incluso para los casos en que la identidad conforme
no arroja un valor, resulta quizas el criterio mas adecuado a la fecha para tratar estos

problemas.

En tercer lugar, para todos los valores de N estudiados notamos que los resultados
PMS obtenidos de las versiones full y strict de las ecuaciones son totalmente equi-
valentes, con valores centrales distando en general al menos un orden de magnitud
menos que las barras de error. No se trata de un resultado particularmente sorpren-
dente, pues ambas versiones difieren en términos de mayor orden al trabajado, O (9?),
y luego no deberian conducir a predicciones muy disimiles. Sin embargo, a pesar de
ser un resultado esperado, esta verificacion es importante pues justifica el uso de la

version strict de las ecuaciones — al menos al trabajar con los modelos O(N). Estas

117



ecuaciones, particularmente al trabajar con érdenes més altos de la DE, como O (%),
se torna mucho mas sencillas que las full, reduciendo los tiempos de calculo y los recur-
sos necesarios para llevar adelante los calculos. Para futuras implementaciones entonces
resultara beneficioso implementar la version strict, sin alterar de forma significativa los
resultados.

En cuarto y ultimo lugar, que la DE funcione correctamente al buscar satisfacer
una identidad no utilizada para determinar las funciones del ansatz para I'y permite
pensar en futuras implementaciones del método que tengan incorporada esta restriccion
en las ecuaciones de determinacion de dichas funciones. Es decir, en vez de utilizar la
simetria de invariancia de escala para determinar todas las funciones del punto fijo, y
en este caso sus perturbaciones, para luego buscar aquella solucién que mejor respeta
la simetria SCT, idear un algoritmo que imponga desde un principio tanto la simetria
de escala como la conforme especial — trabajo actualmente en desarrollo por parte de
nuestro grupo.

Antes de terminar, hablemos brevemente del exponente critico . Como menciona-
mos anteriormente, este no recibié correcciones por parte del tercer paso del algoritmo
y siempre quedo fijado por el andlisis del punto fijo realizado en la segunda etapa del
procedimiento. Esto permite extraer una estimacién de su valor O (9?)pyg- Al 10 tener
equivalente proveniente de PMC, no se trata de resultados que hayamos presentado en
esta tesis, donde la mira estaba puesta en la simetria conforme. Sin embargo, se trata
nuevamente de resultados equivalentes a los dados en [49] con diferencias porcentuales
entre valores centrales strict y full al menos un orden de magnitud menores que las
barras de error. Estos resultados seran presentados en un articulo en redaccién con el

énfasis puesto en las implicancias técnicas de este estudio.
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Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas de

trabajo

En este capitulo resumiremos los resultados més relevantes obtenidos a lo largo
de esta tesis, concluiremos acerca de sus implicancias e indicaremos algunos de los
problemas abiertos que no pudimos resolver, asi como también plantearemos nuevas
interrogantes que surgen de lo realizado.

A lo largo del trabajo, hemos estudiado la simetria conforme conjeturada por Pol-
yakov y Migdal para el punto critico de los modelos O(N). Todos los resultados que
hemos obtenido, tanto de forma analitica para N — oo, como de forma numérica para
N finito, son consistentes con y dan nuevos argumentos en favor de esta hipétesis. Pa-
ra comenzar, pudimos probar la satisfaccion de la identidad de Ward-Takahashi para
transformaciones conformes especiales al nivel de I'® en N — co. Luego, asumiendo
tal simetria, pudimos restringir el espectro de operadores compuestos compatibles en
el mismo limite, y recuperamos parte del espectro de exponentes criticos — con valores
en acuerdo con los desarrollos de resumacién. A nivel numérico, imponiendo el criterio
PMC, buscando la menor ruptura de las restricciones provenientes de simetria confor-
me, obtuvimos resultados compatibles con la literatura y con otros trabajos de la DE
para los exponentes criticos v y w. Sin haberse obtenido una prueba general a la fecha
de la conjeturada simetria conforme del régimen critico, consideramos que este trabajo
es una muestra mas en favor de su realizacién.

Comencemos a analizar de manera mas pormenorizada los resultados. Primero,
repasemos lo que hemos obtenido de forma analitica. En la seccién comenzamos
repasando la generalizacién de la prueba de compatibilidad de las identidades de Ward-
Takahashi de dilataciones y de transformaciones conformes especiales para F((j)) (p) con
valor de N arbitrario — partiendo de la prueba para la clase de universalidad de Ising
[65]. Esta prueba puede realizarse apelando a argumentos cineméticos y de simetria
generales, sin necesidad de estudiar la estructura de los diagramas del lado derecho de

la identidad. Luego, particularizamos el valor de N y consideramos el limite N — oo.
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En este caso, la accién efectiva promedio toma una forma sencilla [80], que nos permite
obtener ecuaciones cerradas para las distintas funciones de los vértices a n puntos — las
funcionales evaluadas en campo uniforme. A partir del cambio de variable p — W, con

W la derivada del potencial respecto al campo, propuesto en [62], es posible obtener

ecuaciones cerradas resolubles para los vértices — ecuaciones (4.47), (4.49) y (4.50) —

como vimos en la seccion 4.3 Esta particularidad del limite N — oo lo convierte en
un campo de prueba ideal para comenzar a comprender la estructura de las teorias
conformes, donde tenemos acceso a las soluciones exactas de los vértices y podemos
estudiar sus restricciones debido a esta simetria, en aras de entender la informacién

que puede aportar la invariancia conforme en casos fisicamente méas relevantes.

En esta tesis, con las soluciones disponibles para los vértices I'™ en el caso N
grande, estudiamos concretamente la identidad de Ward-Takahashi de transformaciones
conformes especiales para la funcién Fﬁ)c(pl,pg), ecuacion , buscando entender
la conexién entre la simetria bajo las diferentes transformaciones del grupo conforme.
En la seccién [4.4] vimos como de forma no trivial, pero si directa, esta identidad se
satisface a partir de las identidades de Ward-Takahashi de dilataciones y rotaciones
para dicha funcién de vértice, ademas de la identidad de dilataciones correspondiente
a Fﬁld. La demostracion que presentamos requirio un desarrollo de todos los términos
involucrados en la identidad , realizando cancelaciones entre conjuntos de ellos
apelando a identidades de Ward-Takahashi para funciones a 2 puntos. En particular, sin
poder apelar a argumentos generales, como en el caso de la identidad correspondiente
de F(ﬁ), debimos considerar la forma exacta, en el limite N — oo, de Fﬁld. Esto
sugiere que una demostracién general de la satisfaccién de la identidad de Ward de
SCT para un I'™ arbitrario involucraré a la identidad de Ward de dilataciones para
I+ El tipo de cancelaciones que debimos realizar, donde apelamos en reiteradas
ocasiones a las propiedades de simetria de las integrales I,, definidas en sugiere
la posibilidad de que una demostracion mas eficiente pueda realizarse, donde no se
haga necesario profundizar en cada término y se pueda recurrir a argumentos mas
generales cinematicos o de simetria. Puesto que a la fecha carecemos de una prueba
en esa linea, que seria sin duda un mejor punto de partida hacia una demostracién
general, queda planteada la interrogante sobre cudl es exactamente la conexiéon entre la
simetria conforme especial y las simetrias bajo dilataciones, rotaciones y traslaciones.
El objetivo inmediato serfa entender estas relaciones al estilo de lo visto para I'®,
donde la identidad para SCT esta directamente vinculada con las otras, mediante una
derivada. Con este cometido, es probable que se deba apelar a propiedades de las
integrales I,, definidas en (4.48)) que ain no entendemos, y a la forma que toman los

'™ en términos de dichas integrales y de vértices de n’s menores.

Analicemos ahora los resultados analiticos correspondientes a la incorporacién de

fuentes para operadores compuestos locales de scaling y primarios, nuevamente en el

120



limite N — oo. Para esta situacién, utilizando otra vez el cambio de variable p — W
y asumiendo incambiada la forma de T'x[¢], pudimos nuevamente obtener expre-
siones explicitas para las funciones I'™Y | que dependen de los operadores compuestos
considerados en la escala microscopica. A partir de las identidades de Ward para dilata-
ciones y para transformaciones conformes especiales fue posible restringir fuertemente
cierto tipo de operadores de scaling primarios compatibles con tales simetrias, pudien-
do obtener en una parte de su espectro — pues nos restringimos tunicamente a
operadores funciones de p(z) y de sus derivadas. De lo hecho, se puede concluir que
solamente apelando a la simetria, sin estudiar en detalle el flujo de las perturbaciones
propias del punto fijo, es posible extraer una parte de su espectro con resultados exactos
para N — oo. Asimismo, este analisis nos permitié restringir fuertemente la forma de
las funciones I'™Y en el punto fijo, a través de los vinculos dados en y . A
futuro deberfamos extender estos razonamientos para incluir mas operadores e intentar
extraer mayor informacion acerca del punto fijo utilizando la simetria conforme conje-
turada. En primer lugar, no considerar operadores que sean exclusivamente funciones
de p(z) y sus derivadas, lo cual nos podria permitir recuperar otra parte del espectro
de operadores de escala que no observamos. En segundo lugar, podriamos levantar la
restriccion de que los operadores para los cuales incluimos fuentes sean primarios. De
eso modo, podriamos obtener restricciones para los operadores descendientes o para
combinaciones lineales de ambos tipos de operadores bajo el grupo conforme, y ver si
su inclusién permite encontrar nuevas autoperturbaciones independientes. Por 1ltimo,
una linea que atin no hemos explorado es implementar el Desarrollo en Gradientes en

el limite V grande, y estudiar numéricamente la inclusion de estos operadores.

Pensando a futuro, ambas puntas de investigacién en el N grande donde podemos
resolver exactamente el sistema, sugieren la posibilidad de estudiar las correcciones en
1/N, con vistas a extraer informacién acerca de la satisfaccién de la simetria conforme
para valores de N finitos, donde las identidades no esperamos se satisfagan de for-
ma directa y donde no disponemos de soluciones exactas. Esto permitiria comprender
mejor el rol de la simetria conforme en teorias con valores de N de interés fisico. Un
analisis similar podria abordarse desde el Desarrollo en Gradientes, proyectando en
cada orden la solucion exacta con sus correcciones sobre el ansatz y estudiando el error
cometidos de forma cuantitativa orden a orden, lo cual permitiria entender mejor atin

las propiedades de convergencia del método.

Dejando el limite N — o0, en esta tesis obtuvimos resultados prometedores a
nivel numérico para valores finitos de N. El procedimiento, detallado en el capitulo
Bl utiliza como punto de partida la suposicién de la simetria conforme en el punto
critico. El algoritmo utilizado para determinar las funciones del ansatz del Desarrollo
en Gradientes impone exclusivamente la invariancia de escala. En consecuencia, debido

a las aproximaciones asociadas al truncamiento en momentos, la simetria conforme no
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se satisface exactamente. La bisqueda de su menor ruptura de acuerdo a un criterio
dado, Principio de Maxima Conformalidad, produce resultados compatibles con otros
métodos de determinacion de exponentes criticos dentro del Desarrollo en Gradientes,
y con otras técnicas tedricas de campos y resultados experimentales. Un resultado
particularmente interesante es que, incluso para casos en que no hay un mapeo claro
con teorias unitarias de campos — los casos N = 0y N = —2 — es posible obtener
predicciones razonables para los exponentes criticos v y w. Esto da lugar a la pregunta
de qué significa, para tales valores de N, la existencia de dicha simetria en el punto

fijo, si es que no se trata de un resultado fortuito.

Vale la pena mencionar que para valores de N en el entorno de 5, el algoritmo de
determinacién de exponentes criticos suponiendo simetria conforme funciona para el
exponente critico ¥ pero no para el exponente w — como vemos en las figuras y
b.71 Segun fue expuesto, todo apunta a que esto se trata de un defecto fortuito del
Desarrollo de Gradientes al orden (9?), donde un autovalor vinculado a la ecuacién
de flujo de Y'(p) — una de las funciones del ansatz — cruza el 0, como vemos en la
figura llevando la divergencia que arruina la prediccion para N = 5. Sospechamos
que trabajando a los siguientes 6rdenes del Desarrollo en Gradientes, pueden ocurrir al
menos dos escenarios que subsanen este problema. Por un lado, que la divergencia sea
cada vez menos pronunciada — o directamente evitada — al ser la ecuaciones de punto
fijo para T distintas para cada orden. Por otro, que el crossing del autovalor en 0 siga
ocasionando una divergencia, pero que el rango de N’s afectados sea cada vez menor,
hasta eventualmente poder obtener predicciones razonables para N =4 y N = 5, con

el problema restringido a un rango de valores de /N no enteros entre ambos valores.

De los resultados numéricos, podemos extraer dos conclusiones importantes, de
indole técnica. En primer lugar, un resultado relevante que hemos obtenido es que
las dos versiones de las ecuaciones de la DE, full y strict, introducidas en la seccién
2.5.1], brindan resultados totalmente compatibles con sus barras de error. Esto no es
sorprendente — pues ambas versiones difieren en términos de orden superior al nivel
trabajado — ni fisicamente interesante, pero si es relevante por sus consecuencias a
la hora de implementar numéricamente la DE: se puede trabajar con la version mas
simple de las ecuaciones, la strict, sin perder precisién ni variando significativamente
los valores centrales — al menos para los exponentes criticos analizados. Esto reduce
los tiempos de célculo en un factor ~ 1/2 al orden (9?) y mucho mayor para 6rdenes
superiores, lo cual es 1til de cara a implementaciones del criterio PMC para los modelos

O(N) a 6rdenes mayores del Desarrollo en Gradientes.

La segunda conclusién que extraemos, surge de comparar los resultados a partir
del Principio de Maxima Conformalidad (PMC) y del de Minima Sensibilidad (PMS).
Para todos los valores de N considerados, y para los dos exponentes v y w estudiados,

ambos criterios de determinacién de los exponentes criticos en funcion de los parame-
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tros espurios de la DE — vinculados a la eleccion del regulador, sus pardmetros, y las
aproximaciones numeéricas — arrojan resultados equivalentes, con valores centrales y ba-
rras de error muy similares. Esto significa que, para los casos estudiados, la imposicion
de una restriccion con motivaciones fisicas — minimizar la ruptura de las identidades de
Ward-Takahashi para transformaciones conformes especiales dentro de un esquema de
aproximaciéon que no las satisface exactamente — produce los mismos resultados que el
criterio PMS, cuya validez o motivacion ha sido puesta en tela de juicio por su relativa
falta de justificacion fisica. En vistas de nuestros resultados, el PMS es un criterio que
no solo funciona y produce resultados compatibles con la literatura, sino que es virtual-
mente equivalente a requerir la menor ruptura, segin un criterio dado, de la simetria
conforme. Sumado a esto, la implementacién numérica del PMS es mas sencilla que
la del PMC. Ademas, PMS parece ser un criterio mas robusto pues funciona incluso
cuando el criterio PMC no arroja resultadoﬂ — como en el caso del exponente w para
N = 5. Desde una perspectiva técnica, esto significa que apyc = apys, lo cual puede
interpretarse en base a lo explicado en [50]. En dicho trabajo se explica como apys, al
menos para los modelos O(N), es préximo, y con los sucesivos 6rdenes de la DE tiende,
a aopr, €l valor de a en el cual los parametros de desarrollo de la DE son minimos,
y por ende el error cometido se reduce y la convergencia es mas veloz. Por lo tanto,
al minimizar el criterio PMS el error cometido, la ruptura de cualquier simetria no
satisfecha de forma exacta orden a orden de la DE sera minima en su entorno. Este
trabajo es compatible con tal resultado, favoreciendo dicho anélisis.

Por ltimo, en vistas de la utilidad del criterio PMC para valores finitos de N
surge la posibilidad de desarrollar una implementacion de la simetria conforme de
forma implicita en el algoritmo de determinacion de las funciones del ansatz. Esto ya
ha sido realizado recientemente por nuestro grupo de investigacion trabajando con el
modelo de Ising. La idea es extender lo hecho a los modelos O(N): en vez de aplicar
exclusivamente las identidades de dilataciones para determinar las funciones del ansatz,
utilizar al mismo tiempo las identidades de Ward-Takahashi para simetria conforme
especial, imponiéndola desde un comienzo. El plan es implementar esto redefiniendo el
ansatz del Desarrollo en Gradientes, usando una combinacion de las identidades para

dilataciones y transformaciones conformes especiales para estudiar su forma.

! Ademds, el rango de aplicacién del criterio PMS no est4 limitado a propiedades universales ni al
régimen critico.
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Apéndice A

Grupo conforme: transformaciones

y generadores

En este apéndice estudiaremos el grupo conforme sobre el espacio euclideo d— di-
mensional, E?. En particular, estudiaremos las transformaciones conformes infinitesi-
males, y su accién sobre campos escalares, lo cual nos permitira extraer la representa-
cién de los generadores del grupo — de una base de su algebra de Lie. Seguiremos la

deduccion hecha en [71].

Comencemos expresando la transformacion de coordenadas conforme més general.
Esta es un mapa = +— 2’ que deja a la métrica invariante médulo un factor de escala

local:
9 () = A(@) gy (7). (A1)

A partir de esta condicion, veamos como extraer las transformaciones infinitesimales
de coordenadas. Supongamos una transformacion sobre las coordenadas que parame-
trizaremos como z# — 2’ = z" 4 ¢*(z). A orden lineal en ¢, la variacién de la métrica
es:

guy — g;w - (a,ueu + aueu) . (AQ)

El requisito de que la transformacion sea conforme implica que:
Ouey + 0y = f(2)g- (A.3)
Si tomamos traza a ambos lados de esta igualdad, nos queda:
2
f(z) = Eﬁpe”, (A.4)

donde usamos la convencion de Einstein para los indices repetidos. Si estamos traba-
jando en espacio euclideo, tenemos que g, = diag(1,1,...,1). De querer extender este

analisis a espacio de Minkowski con d — 1 dimensiones espaciales, el tratamiento es
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analogo en lo que sigue, teniendo cuidado en el valor gy = 199y = —1. Si tomamos
ahora una combinacién lineal de (A.2)), con una derivada adicional y realizando una

permutacion de indices, obtenemos:

20,0,€, = GupOu f + 9upOuf — G0, f. (A.5)
Si ahora contraemos ambos lados de esta igualdad con ¢g"”, obtenemos:
20%¢, = (2 — d) O, f (A.6)
Aplicando ahora 8, a esta expresién, y tomando 92 de , se halla:
(2= d) 9,0, f = gu0™f. (A7)
Finalmente, podemos contraer a ambos lados con g"” y obtenemos:
(d—1)9*f =0. (A.8)

A partir de estas relaciones es posible obtener la forma de las transformaciones confor-

mes infinitesimales en d dimensiones.

Para empezar, el caso d = 1 resulta trivial, f no recibe ninguna restricciéon de las
ecuaciones que hemos obtenido. Cualquier transformacion suave es conforme en una
dimension. El caso d = 2 es muy sutil, resulta que alli las transformaciones conformes
conforman un grupo de dimensién infinita — pues todo mapa holomorfo es una trans-
formacion conforme. Concentrémonos en d > 3, que se trata del caso de interés para

esta tesis. Las ecuaciones (A.7) y (A.8) nos dicen que 9,0, f = 0, por lo cual f es a lo

sumo lineal en las coordenadas. Luego,
f(z) = A+ B,2" con A, B, constantes. (A.9)

Esto nos permite determinar finalmente los €,, ya que al sustituir (A.9) en (A.5]),

concluimos que a lo sumo €, es cuadratico en las coordenadas:
— v v,.p o
€ =y + b’ + ¢’ Cuvp = Cppu- (A.10)

Debido a que todas las ecuaciones que hemos trabajado hasta este punto son lineales
y valen para todo x, podemos estudiar por separado cada potencia de las coordenadas.
El término a, no recibe restricciones, luego corresponde a una traslacién infinitesimal.
Podemos sustituir el término lineal en y obtenemos:

2
b;w + bzz,u = Ebaggum (All)
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por lo cual, podemos descomponerlo en la suma de un tensor antisimétrico y un término
de traza pura:

by = Gy + My, con my, = —my,. (A.12)
El término de traza representa una transformacion infinitesimal de escala, mientras
que la parte antisimétrica corresponde a una rotacién rigida infinitesimal. Por iltimo,
al sustituir el término cuadratico en (A.5|), llegamos a:
c’ (A.13)

oW’

SH N

Cuvp = GupTv + GuTp — Gupry, donde r, =
lo cual produce una transformacién conforme especial infinitesimal:
" =" + 2 (x - b) at — bt (A.14)

Las transformaciones de coordenadas finitas obtenidas a partir de integrar sus ver-

siones infinitesimales son:

(traslaciones) " =zt + at
(rotaciones) o't = M* x¥
(dilataciones) " = aat (A.15)
(SOT)  am— b

T 12z 40222

Por 1ltimo, veamos céomo son los generadores de estas transformaciones sobre un
campo escalar. Concentrémonos en el efecto generado por la transformacién de coor-
denadas, suponiendo de momento el campo incambiado (es decir F(¢) = ¢). En tal

caso, una dilatacion por ejemplo lleva a la siguiente transformacion:
p(a) = ¢ (1 + a)z) = p(x) + az”Oup(x). (A.16)

Procediendo de igual forma con las demés transformaciones infinitesimales, obtenemos

los generadores del grupo actuando sobre la representacién fundamental del mismo:

(traslaciones) P, =—i0,
(rotaciones) Tw = i(x,0, — 2,0,) (A17)
(dilataciones) D = —izlo, '
(SCT) K, =—i(2z,2"0, —2°0,).
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Apéndice B
Ecuacion de Wetterich-Morris

En este apéndice estudiaremos el método de la accion efectiva promedio, y veremos
como se extrae su ecuacion de flujo funcional, conocida como ecuacion de Wetterich, o
Wetterich-Morris. En este apéndice consideraremos la teoria de un campo escalar, pero
la generalizacion del argumento al caso de los modelos O(N) es directa. Comencemos

por recordar la definicion de la accion efectiva promedio I'y:
1
el + WelJ) = [o@d(e) =5 [ d@Re—ohoty): (B
x T,y

Si tomamos una derivada funcional respecto al valor esperado del campo a escala k —

¢r(z) — obtenemos la siguiente relacion:

0T
¢(2)

—J(z) - / R(lz - 2)é(x). (B.2)

Ahora, para determinar la ecuacién de flujo de T'y[¢], precisamos tener también
0,W[J], donde recordemos que estamos tomando derivadas respecto al tiempo de re-
normalizaciéon a campo ¢ constante. Esta derivada puede determinarse a partir de la

funcién de particion:

1
QWi [ ]|, e = 9,eMil]| | = /Dso (—5/ O Ry (|7 — y)w(@w@)) el (B.3)
z,y

En consecuencia, se despeja:

ol = =3 [ aulle = yDieahol)a (B.4)

donde el valor esperado es tomado en presencia de la fuente J(z) y a la escala introdu-

cida por el regulador k. Recordando que W, es la funcional generatriz de las funciones

128



de correlacion conexas, tenemos:

% = (e(@)eW))1x — (2(2)) s o)) - (B.5)

Entonces, podemos re-expresar ([B.4]) como:

1 5°Wy oWy Wy
owitaly == [ amtle = e + a9
Tomemos ahora una derivada 0; de a campo externo J fijo :
1 52w,
ariloll, =5 [ amulle —al) |75+ atoom] + [ 1) 00,
T,y z
(B.7)
= [ Bulle—uhots) a0@ll, - 5 [ aBule—yalely)

la cual podemos conectar con la derivada tomada respecto a ¢ fijo mediante:

5F 52W

+/ J(z) - —2|)o(x )] 0p(2)l,  (B3)

x

520,
ool =3 [ e =555

Esta es la ecuacién de flujo exacta para I'y[¢], conocida también como ecuacién de
Wetterich y Morris. Se puede tomar derivadas funcionales de esta para hallar los flujos

de las funcionales T'("

. Para su tratamiento numérico, y para aplicar el esquema de
aproximacion del desarrollo en gradientes, nos sera ttil obtener la versién en espacio
de momentos del lado derecho de la ecuacién de Wetterich. Como a lo largo de este
trabajo hemos explorado unicamente el caso en que el campo externo es homogéneo,
nos restringiremos a continuacién a dicho caso, y luego W,@(z,y) = Gg(z,y) serd
funcién tnicamente de x — y, y ya no una funcional de la fuente J(x). Asi, factorizando
un (27)46(0) = €, el volumen del espacio, y apelando a la definicién de la transformada

de Fourier — ecuacién (2.50|) — tenemos:
(27)%5(0) 0,1k [0] / /@Rk @G (¢ e @Y

-1 / ORi(0)Gi(0) / (B.9)

atFk[¢]|¢ = %/atRk(Q)Gk(Q)
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Apéndice C

Identidades de Ward-Takahashi

bajo transformaciones conformes

En este apéndice deduciremos las formas generales de las identidades de Ward-
Takahashi asociadas a las transformaciones del grupo conforme para las funciones de
los vértices F;"), cuyas expresiones referimos en el capitulo , en el caso de configuraciéon
homogénea del campo — el que nos interesa para esta tesis.

Comencemos con el caso de las rotaciones, recordando la expresién (3.30)):

s o o
/xé%(z)(m Dy — 9,)balr) = 0. (1)

Dado que en campo uniforme la primer dependencia en las coordenadas aparece
al considerar T/,(C )(:c, 0; p). Por lo tanto, las restricciones bajo rotaciones contienen in-
formacién 1til para n > 2. Tomemos entonces dos derivadas funcionales de (C.1)), y

evaluemos en campo uniforme:

0= / {18 (@.20) (@0, = 2°8,) (6(x — 22)) + T2 (2, 22) (29, — 28,,) (3w — 21)) |
0= (240} — V0T (w1, 22).
- (C.2)

Esta identidad ahora puede ser evaluada en espacio de momentos, donde explotamos

que por ser homogénea la configuracion, la dependencia es en una sola coordenada:

2
[ Y@t - st e et

T1,X2 5—1

= / —t ((xlf - :L'g)p,, - (xllj - :L’;)pu) F((j;) (xla 372)eip(x17x2)
z1,%2

= (p' — p"an D (p) = 0.
(C.3)
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En la primer igualdad, hemos utilizado integracion por partes. El resultado final es
la identidad de Ward-Takahashi por rotaciones para I‘ﬁ). Veamos como se deduce la
expresion para F,(g"). El procedimiento consiste en tomar n derivadas funcionales de
y evaluar en campo uniforme. Notemos que en general tendremos n términos con

el operador 2§90}, — x}0;, T, con i =1,...,n golpeando en F,ﬁ")(xl, cey )

n

0=> (a0, — x0T, (x1,...,20). (C.4)
i=1
Al transformar de Fourier, donde fijaremos la coordenada x,, = 0, recogeremos una
suma en los n — 1 momentos explicitos. El despeje es andlogo al hecho para n = 2. Se
llega a la version generalizada:

IDENTIDAD DE WARD-TAKAHASHI PARA ROTACIONES

n—1
0 0
F(n) DI _ . )
; ( apl pl a ) a1,...,an(p17 » Pn 1) (C 5)

Pasemos ahora a discutir el caso de las transformaciones de escala. En este caso,
tal como vimos en la seccién [3.3.2] la identidad asociada a dilataciones presenta dos
términos, uno de los cuales tratamos en el cuerpo principal: 0,I'x[¢]| Py Si tomamos
derivadas funcionales de este obtendremos los diferentes diagramas discutidos en el

capitulo 2} Centrémenos entonces en el término “dimensional”:

ory
| o @ gy outa), ()

donde recordemos que d* = z*d,. Si tomamos n derivadas funcionales, y evaluamos en

campo uniforme, obtenemos:

n

/d Gl (w20, ) = ) (d™ +dy — )T (21,...). (C.7)

=1

Podemos transformar esto a espacio de Fourier, notando que la primer integral corres-
ponde a transformar la coordenada x con momento nulo. Utilizando integraciéon por

partes llegamos a:

n—1

0
[Zp?a—w”%—d] L () + dodT G (0 =0,p1,). (C5)
i=1 g

Para finalizar, podemos apelar a la identidad (D.1]) probada en el apéndice @ para

vincular la transformada de I'™*1) en un momento nulo con I'™. Llegamos asf final-
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mente al lado izquierdo de ((3.37)):

n—1
0
[Zpl o d+ndy + dqsd)aa%] e (pr,...). (C.9)

Puesto que el lado derecho corresponde a las integrales de los diagramas con H™,
lo dejaremos expresado en términos de este. Asi obtenemos la

IDENTIDAD DE WARD-TAKAHASHI PARA DILATACIONES

o

n—1
L0
[(;piain) _d+nd¢+d¢¢za¢j T (pryeypo1) =

1 .
ETI'/R].C(Q)G2< )H(anl) an- (qapla"'7pn—17_Q)‘
q

(C.10)

Para terminar, estudiemos el caso de transformaciones conformes especiales. En

dicho caso, tenemos:

/ Gaa(z,y) [K’” + K — dgr(z + y)y} Ri(z,y) + / oL

! g 3¢a() (K — 2dy,] ¢a(x) =0,

(C.11)

donde recordemos que K} = 220, — 2x,2"0,.
Es necesario trabajar ambos términos para expresarlos de una manera mas familiar
y util para los calculos. El segundo término se puede tratar de una forma similar al

caso conforme. Tras tomar n derivadas funcionales, luce:

— Z (a:?@xz — 22,2l 0% + 2(d — dy) i) F(’f’). (21,...) —2dy / ¢qx, I’ aZT”(m, Ty, ).
i=1
(C.12)

Si transformamos de Fourier esta expresion, obtenemos usando integracién por par-

tes:

0? 0? 0
7 a 1/0 v 2 8 1'/8 u a u ai...an ) 9
p’ P O b (C.13)

Y

r=0

- 2d¢¢a i agjl)an( TPy )

donde hemos usado que la tltima integral puede interpretarse como una transformada
de Fourier respecto a x con momento asociado r = 0, y tomando una derivada respecto
a r antes de evaluar r = 0.

Para evaluar el primer término de tras derivar n veces, es necesario apelar a
la informacién disponible sobre Ry(x,y). En primer lugar, que su forma es Zpk?r(z —y)
donde 7 no depende de la escala k, salvo por = e y cuando se expresan como v = k™17

e y = k~1g. Esto conduce a que:

O Ri(x,y) = (dg + d* + d¥)Ri(z, y), (C.14)
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resultado que ya hemos usado para la identidad de Ward bajo dilataciones. En segundo
lugar, apelamos a que estamos trabajando con un término regulador es invariante bajo
traslaciones, es decir, funcién de |x — y|. Luego se pueden trabajar las derivadas que
actian sobre Ry(z,y) y re-expresar el primer término de (C.11)) como:

i

; (C.15)

/ (x4 )0 Ri(x,y)Gap(x, xa)Hlfsl) (a1, T, Ya) Gea(Yar ).
sYrTayYa

Esto se puede entender como la suma de las derivadas respecto a q y ¢’ de la transfor-
mada de Fourier (respecto a x e y) antes de evaluar ¢ = —¢ — donde no imponemos
de principio que Ry(x,y) = Ri(x — y) y asociamos ¢ a x 'y ¢’ a y en la transformacién
del regulador. El resultado en espacio de Fourier es:

IDENTIDAD DE WARD-TAKAHASHI PARA SCT

n—1

133

S ot s 2, )
— i ap apz D; ap apz ¢apit aj...an P1y---yPn-1
— 2yt MFEZT N = (C.16)
r=0
1 : 0 0
—=Tr [ R 2 g™ N / ‘
: r/q Q)G (q) { (8qu + aq,#) W @10 d) q/_q}



Apéndice D

Identidad de la transformada de

Fourier con un momento nulo

En este apéndice deduciremos una propiedad ttil para la transformada de Fourier
de un funcional dependiente de n campos en n diferentes puntos, al evaluar en campo

uniforme y un momento nulo. Por ejemplo para las funciones de los vértices:

T o (pr, - Dui @)
ey '

Fg;j_..l.)an<07p1a--'>pn;¢> = (Dl)

Para ver esto, desarrollemos la funcional T'[¢] alrededor de una configuracién uni-
forme ¢;(z) = ¢?:

Mol =Y [ [om ) = o] [on, () = 60,1 0 i ). (D2

1---Tn

Puesto que I'[¢] no depende de la configuracién ¢? en torno a la cual realizamos el
desarrollo, se cumple que 9I'/9¢2 = 0. Tomando tal derivada en (D.2)), obtenemos:

O (21, Ty O°)
0¢0 '

A partir de esto es facil concluir la identidad (D.1)): alcanza con notar que el lado

derecho corresponde a la transformada de Fourier de la coordenada x con momento

/FEJZT..l.)an(x7ml7'"axn;¢0) = (DB)

nulo. Las demds coordenadas son comunes a ambos lados y de ahi se deduce (D.1)).
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Apéndice E

Calculo de T'3)(py, po) y TW(p1, po, p3)

en el limite N — o

En este apéndice calcularemos las funciones ') (p1,p2; W) y @ (p1,p2,p3; W) de
los modelos O(N) en el limite N — oo, explotando las simplificaciones posibles en
dicho limite. Seguiremos con los razonamientos explicados en la seccién 4.3 En dicha

seccién vimos que para el calculo de las ecuaciones de flujo de las funcionales I

con
n = 1,2 en los diagramas sustitufamos los I'™ que aparecen usualmente por rom,
Esto se generaliza para las ecuaciones de flujo de todos los (™. Sucede que para un
Fgf)an dado, ™ es su componente en la estructura ¢,, ... ¢,,. De modo de extraer los
aportes dominantes — que producen una traza d,, = N al sumar los indices del bucle
— proporcionales a este producto de campos en los diagramas, debemos solamente
considerar los vértices “con patas de p”. Notemos que en general los diagramas para

'™ involucran hasta I'"*2)

, pero la componente de esta que aporta a ¢g, ...¢,, a

orden dominante es T, ... ®a,0i; con 1,7 los indices que recorren el bucle. Esta

argumentacién se extiende a los ™1 y T'™) que aparecen en los diagramas Vn.
Teniendo en cuenta lo expuesto, mostremos los diagramas a considerar en la ecua-

cién de flujo de T3 (p):

4>~
P PHp,
A) N a 3 —
oLy, (p1,p2) ) =75 -2 /’ ettt 4 2 perm
P s PP, N
< T\_\ p+p+q
o 1 52
- 2 ~ (EQ)
p p+p
1 ---1.---2.
+2 |7 + 2 perm
praS— Tt
Bli
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El primer aporte, el diagrama tadpole se puede simplificar con la derivada respecto
a p fijo del lado izquierdo, apelando nuevamente a la identidad y utilizando la
ecuacion de flujo de p vista en el capitulo , para producir una derivada 0; de
r® (p1,p2)a W fijo. Por otro lado los diagramas swordfish y los scarecrow se pueden

simplificar. Vedmoslo para los diagramas cuyos momentos explicitamos en (E.1):

q
b B,
3 - N A(3)
Nﬂ' """":—Er (p1+p2)0: | G(Q)G(q+p1+p2)| T (p1,p2)
BN ‘1 v
P+p+q
(2) -1 (2) (3
= (081 +) | P+ 21,0,
w
(E.2)
pl p1+p2

= Nf@)(pl)f@) (Pz)f(2)(p1 + p2) /atG(q)G(q +p1)G(q + p1 + p2).
p+ AN : )pl+p2+q “

(E.3)
Combinemos en el lado izquierdo los diagramas swordfish con la derivada de r®, y

los tres diagramas scarecrow del lado derecho; y tomemos el cociente entre el producto
de NT® (p)I'® (p2)T® (py + pa),

o, f(g) (p17p2)
NT® (p)T' 3 (po)T@ (py + p2)

) = at/G(q)G(q-i-m)G(Q‘f‘Zh +p2) = O l3(p1, p2).
! (E4)

En vistas de este resultado, integrando obtenemos la solucién para I'® dada por (4.49):
T® (p1,p2) = NT@ (p)T® (p2) T (p1 + p2) Is(p1, p2).- (E.5)

Podemos realizar un procedimiento del mismo estilo para determinar @ (p1, P2, P3)-
En este caso los diagramas que aparecen son muiltiples, por lo que solo explicaremos

de forma esquemaética el razonamiento. Para empezar, veamos los aporte a su flujo:

1, - 1




+ | e T2 perm| + \ ’ + 11 perm

Nuevamente podemos absorber el diagrama tadpole para, junto al lado izquierdo,
conformar una derivada de I'® a W fijo. Luego, podemos tomar el cociente respecto
a NT® (p))T® (p,) L@ (ps)I'® (py + py + ps). Entonces, combinando la derivada 9,I'*)
a W fijo con los cuatro diagramas que aparecen luego del tadpole en , podemos

obtener un término:

9, ( @ (p17p27p3) ) ' (E?)

NT@ (py)T® (po)I® (p3) DO (p1 + p2 + p3)

Trabajando los diagramas restantes, no es dificil convencerse que los ultimos doce
diagrama corresponden a las derivadas de I4(p1, p2, p3) v sus dos permutaciones ciclicas
de p1, p2 ¥ p3. Algo mas sutil, pero también directo de ver, es que los restantes veintitin

diagramas constituyen las derivadas 0;:

NI3(p17p2)f(2) (p1 + p2)I5(ps, —p1 — p2 — p3) + 2 perm. (E.8)

Integrando a ambos lados de la ecuacion de flujo, finalmente se obtiene la solucién

[50) para IO

~

F;(f) (1,12, 23) = NT® (1) 0@ (po) TP (p3) TP (py + pa + p3)
[(Nfs(ph pQ)f(Q) (p1 + p2)I3(ps, pa)

—14(]91,]92,]93)) + 2 permutaciones ciclicas
(E.9)

+ 2 permutaciones ciclicas.

en donde las permutaciones son en p;, ps v p3. Como vemos, no se trata sino del

resultado de resumacién de burbujas que mencionamos en la seccién
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Apéndice F

Detalles del calculo de
compatabilidad de identidades de

Ward para FEL%)C con N — o0

En este apéndice desarrollaremos parte de los célculos realizados en la seccién [4.4]
que no son fundamentales para entender el argumento pero pueden ser de interés para

el lector.

Un primer caso es el andlisis de las contribuciones o ¢, (0 las permutaciones

de estos indices) en la identidad de Ward-Takahashi para transformaciones conformes

especiales (4.54)):

0? 0
lzpz oprop 1W — 2Dy ok ] I (p1,p) — 2D¢>¢z_ﬂrgal)7c( ;P15 P2)

? 1 9
= _5 {(8_ ) lgb;kc(plap%q q )} G’CZ(Q)

r=o

! —

aT=—q

(F.1)
Centrémonos en los términos proporcionales a la estructura mencionada en (F.1)), co-

menzando con las contribuciones del lado izquierdo:

02 oo )

2 0 . .
— 9t ——— —2Dy— | TP (p,)—2Dy — [2 e 1@ }
P opror ~ Plopa ~ Deapr) 07206 g 2T p) + TR 4 )

(F.2)

Esto corresponde a desarrollar el lado izquierdo de (4.7)) y considerar la contribucién
X Pgdp. Veamos cémo también el término del lado derecho de (4.7) proporcional a ¢,dp
corresponde al término del lado derecho de (F.1|) proporcional a ¢,0,.. Los diagramas

de flujo de I'® que debemos considerar, recordemos que son:
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(a) Diagrama tipo tadpole, involucra (b) Diagrama tipo sword-fish, que (c) Diagrama tipo scarecrow que in-
un '), involucra un I'4) y un r®, cluye tres r®,

Figura F.1: Diagramas que contribuyen al flujo de Ffli)c(pl, D2).

Comencemos por el mds fécil, el de la figura [F.1d Este tipo de diagramas, en el
limite N — oo y observando la forma de I'® (.23)), solo tienen aportaciones o< ¢q ¢y,
— si queremos obtener un factor N al sumar en los indices del bucle. Por ende, no

contribuye a la cuenta que nos ocupa. Veamos las contribuciones provenientes de los
diagramas de las figuras y [F.1b|l Para ello, utilizaremos las expresiones de I'¥ y

I'®) — ecuaciones (#.25) y (#.26). Las partes o< ¢o0p. quedan:

1 _ N[ poe 9 . 92\t /
A =% [ G { (55 + 50 ) e+

y—

qg=—q

N ) (F.3)
= 5@ /GT(Q)‘ 2 —f(g)(ph?")
q

I
W@r

r=0

9 .
= -2 8tP|W %F(S)(plvﬂ

r=0

D
< _N [ R @ )

{ ((% + aqa/u) (f@) (P +q+d)Gr(p + Q)> }

N {1900} [ kOG0 Grlp + )

q

+2NE ()0 T p) [ R0 @)Grla+ 1)
— gaipf [{f@)(pl)}Q 8, [2(p1)]W} = 8%*1 [&f(z)(p)”

w
En las dltimas igualdades apelamos a las integrales [, definidas en (4.48)) y la expresion
para 0,1'®(p) dada en (1.46)). Esto comienza a parecerse mucho al tipo de argumenta-
cién que usamos para probar la compatibilidad de las identidades de Ward para dilata-

ciones y transformaciones especial conformes en la seccién 4.2} Y no es sorpresa, ya que
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el sector o< ¢,0p. de la identidad que queremos probar no contiene informacién
nueva. En realidad, si tomamos una derivada respecto a ¢. que actie exclusivamente
en los ¢y del sector (ba@, de la identidad de Ward para SCT de Fﬁ) , obtenemos
el lado izquierdo (F.2), y en el lado derecho, la suma de (F.3) y ( ) Esto es, una
identidad sobre ['2 ( ) que queda probada automaticamente con la prueba general de
la seccion . Si I‘ﬁ) satisface la identidad de Ward para transformaciones conformes
especiales, lo hacen su componente o ¢,¢, y su componente x d,,) por separado —
yva que la identidad no mezcla ambos sectores. En vistas de esto, este calculo resulta
innecesario en si mismo. Sin embargo, en la prueba para sz;)c del capitulo , nos sera
de utilidad, asi que pasemos en limpio nuestros resultados y escribamos la identidad
conforme para T'® (p):

0? 0? 0

v r J -

B
—2 9|y —F( (pr,r)| +
r=0

r=0 B (F.5)
2 [row, ]

Esta es la identidad para SCT que satisface e,

Un segundo célculo que omitimos realizar en el cuerpo principal, es detallar cémo
se calculan las derivadas de las integrales I3 e I, — definidas por (4.48]), respecto a un

momento 7 evaluado en r* = 0. Comenzando con la més sencilla

qQ)Gr(q+71)Gr(q+7r+Dp)

%Is(ﬁm

r=0

9
r=0 a

9

ork

;e
/ 0)Gr(q+p)Gr(g+p+r) (F.6)

r=0

1 0 10 0
= _58_W/GT JGrla+p) = =555 5w 20)

En la segunda igualdad, hemos realizado el cambio de variable valido bajo el signo de
integral ¢ —+ —q — p — r. Veamos ahora cémo tratar con la derivada de I; que nos

aparece al intentar calcular (F.1)):

0
%[—74(2917292, )+I4 P2, 7y p1) + La(r, p1,p2) |0 =

=5 /{G (q+p1)G(g+p1 +p2)G(q+p1 +p2+7) (F.7)

+G(q)G(q+p2)G(q+p2+7)G(qg+p1+p2+7)
+G(q)G(q+7)G(q+7+p1)G(qg+7+p1+p2)}
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\
|

/G(q)G(q + p1)OwG(q + p1 + p2)

q

s
N

/8WG(q)G(q +p1)G(q + p1+p2)

q

<
=T

G(q)owG(q + p1)G(q + p1 + p2)
q

7 N 7N
o 2o
LS

+
e e
N

S
_l’_
3

3W[3(p1 ) p2)

=
N— "

3

+

(9)G(q + p1)OwG(q + p1 + p2)

$s

=x

S~
Q

|

= N~ N~ N~ N~ N~

g
3

(0)G(q +p1)G(q + p1 + p2).

<
N

q

De momento hemos abandonado el subindice T" en los propagadores para aliviar la nota-
cion. Estas derivadas eran necesarias para calcular el aporte del término en que se deriva
a '™ a la identidad conforme . Si ahora tomamos las demaés derivadas que ain
no hemos considerado de , obtenemos finalmente el extenso aporte del término
que involucra la derivada de I, a menos de un factor —2N Dyd,WT'® (p, )T (p,):

1 N N /- N
5 (8{‘ + 85) F(Q) (pl + pz) [—5 (F(2) (p1)13(p1;p2)awfz(p1) + F(2) (pz)fs(pl,p2)3wf2(p2)

1@ (py + o) Ty (01, 22)0w o 0r + ) ) + O Ts(r, 2)
N, A ) _
~ 5 T+ p2)Is (1. p2) [35“2’ (p1)0w La(p1) + 05T (p2) Oy L2 (p2)
N

—gf@) (p1 + p2)I3(p1, p2) [f(Q) (1) Ow Ia(p1) + D@ (92) 0 Oy Iz (po)

1.
+ 5F(Q)(p1 + p2) (01 + 95)0w Ix(p1 + p2)

N . A R _
_31“(2) (p1 + p2) [F(Q) (p1)Ow I2(p1)0V I3(p1, p2) + r® (p2)Ow I2(p2) 05 I3(p1, p2)

1-
+§F(2) (p1 + p2) [(8{‘ + 05)0w I3(p1, p2) — OF /G(q —p1)G(q)0wG(q + p2)
q

-3 [ Gla-p)Gla)wGla -+ 1)
q
(F.8)
Hemos introducido una nueva notacién en esta ultima ecuacién, con el fin nuevamente

de aliviar la notacion: p
85_ e
i 8pl

Esta expresion es extensa y de momento poco intuitiva, simplifiquémosla todo lo posi-

(F.9)

ble. La tercer y cuarta linea pueden re-expresarse como:

N -

—EF(Z) (pl —|—p2)13(p1,p2) [af(f@) (pl)aWI2<pl)) +1—=2]; (F.l())
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El primer término de la segunda linea de ([F.8) y su quinta linea se simplifican a:

s )P+ p2) 0+ ) (P21 + O +p2)) . (F11)

El segundo término de la segunda linea y el primero de la séptima también pueden

simplificarse, dando:
(au + 0y) ( '(p1 +p2)3WI3(p1ap2)) (F.12)

Con estas simplificaciones, podemos expresar ahora ([F.8) como:

N N .
1 (0 + 95) 1@ (py + po) [F (1) I3(p1, p2)Ow Io(p1) + T (p2) Is(p1, p2) Ow Lo (s ]

N ~
——I3(p1, p2) TP (4 +p2)(au + 0%) (F(Q)(]h + p2)Ow L2 (p1 + pa >

4
(au + 05) < )(p1 + p2)Ow Is(p1, p2 >

N -
—EF(Q) (p1 + p2)I3(p1,p2) [55( (p1)8WIZ p))+1— 2]
N - ~
—§F(2)(p1 + p2) [ ) (1) 0w I (1) I3 (p1, p2) + T (92) 0w In(p2) 05 Is (p1, o ]
1.
5T ) 2 [ Gla = p)GOGla + ) + 0 [ 6o - mIG@OW G-+ )|
q q

(F.13)

Pasemos ahora a estudiar el lado derecho de ([F.1)), es decir las contribuciones pro-

venientes de los diagramas en la figura [F.I} Solamente consideraremos los aportes
X paPpp.. Para el diagrama tadpole (figura |F.1al), utilizando (4.26)), el aporte resulta:

_% _ _g qR(Q)G2(Q) {( o 0 )f(4>(p1,pz,q+Q’)}

agt  Og'*

— (—N/qR(q)Gz(q)) %f(‘*)(pl,pw)

Por otro lado, de los diagramas tipo swordfish(figura|F.1b|), tenemos dos tipos de apor-

(F.14)

q9=—q

8
= _Qat/)| F( )(p17p27r)
r=0

r=0

tes. Primero, cuando los momentos explicitos no entran al mismo vértice:

Py

R . 0 0 .
< = NI'O(p) /R(q)a2(q> { (ﬂ + 57 ) T®(py +q+d,p2)Glq +p1)}
4 q q q*

(F.15)
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N - . .
= =S T @) {TO 1, p2)0%, (Dula(p1)lw) + 200L2(p0)lw Oy T 1, p2) |

Tendremos otro término igual intercambiando p; con py proveniente del diagrama donde

po ingresa al vértice de 3-patas, y ademds, tenemos:

Py
NS . . 0 0
:NF(3)(1717P2) /R(Q)GZ(Q) { <W + o /u)
/ q q q
Py

T (p1 +p2+ g+ ¢)Glg+p1 + p2)} (F.16)

9=—q
N . N
= — T (1 2) { T (01 + p2) (@ + 02) (AL (01 + p2)lw)

—|—28t.72(p1 +p2)|w((951 + 852)f(2)(p1 +p2)} .

Podemos simplificar estos resultados, expresando la suma de los diagramas sword-
fish como:

3

> =T (p1, p2) {(f@)(pl))_l a" 0, (f(z)(pl)) +(1—2)

i=1

~2 () 0, (PO () 20O (01) + (1 2)
S (Ot m) (@ +a8) o (P20 +p2>)}

A -1 4 ~
-2 [at <F(2)(p1)> F(Q)(p1)6‘511“(3)(p1,pz) +(1—=2)|.
(F.17)
En esta ecuacién hemos subrayado con ... y ... dos términos que cancelaremos mas

adelante con contribuciones del lado izquierdo. Consideremos ahora las contribuciones
de los diagramas [F.1d scarecrow:

¢ og* " O™

:_Nf@)(pl)f(?)(pQ)/R(q)GQ(q){( o , 9 )
3 (F.18)

G(qg+p1)Glg+m +P2)f(2) (p1+p2+q+ q’)}

9=—q
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_NE@ ()P () {f<2> 2%, [0 - GG+ )
q

+ (060 - GG+ p)@ + )11 + 72 } |
q

que ademds tendra su contraparte con p; y po intercambiados. La tltima contribucién

vendré del diagrama ([F.1c|) con la siguiente configuraciéon de momentos:

Py Dy

E— <«

= Nt [ 060 (505 + 50

g g™

Gla+p)G(d + p)T@ (o1 +po + g+ q'>}

! —

a'=—q
=NT® (p)I'? (py)
0+ {290+ p) [ 6@ Gla -Gl )}
q
(F.19)

Podemos simplificar la contribucién de los diagramas tipo scarecrow, de la siguiente

manera:
3 el e A

Z =NT® (P1>F(2) (p2) [(a{fl + 852) {3t[3(p1,p2)|wr(2) (p1 +p2)}
i=1

0+ 2%, [ 26— P GG+ )~ (1 02)].

! (F.20)

Con este ultimo resultado, tenemos todas las piezas del puzzle a disposicién, ahora

debemos trabajar con ellas y ver si efectivamente se satisface, como esperamos, que los
lados izquierdo y derecho de sean iguales.

Comencemos a mezclar ambos lados de la igualdad. Combinando el diagrama tad-

pole (F.14) con el primer término de (4.57)), obtenemos:

0 - 0 -
2 —TW r Owplw — 2Dyp) = =AWy p —T1TW Nl . (F21
Gl (P1,P2,7) r:o( iolw oP) wp 5 T (s p2, ) _ (F.21)

Ya estamos en condiciones de empezar a cancelar términos del lado derecho con
términos del lado izquierdo. Para ello, comencemos utilizando (4.55) para reescribir
parte de (4.56)), y veamos como obtenemos términos idénticos a algunas de las contri-

buciones de los diagramas:

144



N1I5(p1,p2) {f@)(m)f( )(p1 + p2)

52 0 o |-
-2 —2D,— | T®
Zp@ Ip; Opy K Opy Op}; ? opf’ ] ®1)

=1

A A

+ 1@ (p1) < TO(py) + TP (py) & T@(py + p2)} =

—4D,pNIs(p1, p2) [3ﬁf(3)(p1,r)f‘(2) (p2)T@(pr +po) + (1= 2)+ (1= 1+ z)}

+ 2N D@ (p; + po) [f@) (p2)0L TP (p) + (1 > 2)} I3(p1, p2)

~ ~ -1 ~
— 20,plwT® (p1, p2) [(F@)(pl)) T (py,r)

r=0

+(1—>2)+(1—>1+2)}

“ ~ -1 N

"’F(g)(]h,pz) [(F@)(ﬁ) oL D1 W"‘ (1—2)
L) ~(2)

+50 (p1, p2) (F (p1+ p2

(F.22)
Notese que hemos cancelado las dos tultimas lineas con los términos subrayados de
(F.17) — se cancela cada término con el subrayado del color respectivo. Restan evaluar
los términos que llamaremos “cruzados”, en los cuales los operadores de derivadas
dobles de no golpean exclusivamente en uno de los factores, pero postergaremos
su evaluacién, momentaneamente. Pasemos en limpio los términos que ain no se han

cancelado:

NT® (p)T® ()T (p1 + p2)

0 o2 P
=20 s — 2D | L
Zp’ oprop; T Oprap! ¢ 319’5] 3(p1, p2)

i=1

+ términos cruzados — 4W Ay pd*T' W (r, pl,pQ) — 2Dy (351 + (9]!;2) TG (py, ps)

+ 2ND¢f( )(p1 + p2) I3(p1, p2) [ ( 2)0b, r 2)( ) (1« 2)}

+ANW 0w pl3(p1, pa) [(%T( (p1, VTP ()T (py +pa) + (1 = 2) + (1 — 1+ 2)} r—0

;(Nf(2)( DI (p 2) (O 4+ 08) [8t[3(p1,p2)f(2)(p1 +p2>} >

- (8;;2 /q@tG(q —p)G(QG(q+p2) + (1 & 2)>

= 200 (py, o) [(f@) ) 0 (F9 ) A0 (o) + (1 2)]

A N -1 ~
2 {atr@) o) (FD0) T, ) + (1 - 2)] |
(F.23)
En esta ultima versién (F.23) de (F.1), hemos subrayado con ... un término que se
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cancelard con uno de los aportes de la derivada de I — (F.13). Asimismo hemos
utilizado paréntesis de color (...) y (...) para indicar términos que simplificaremos
con aportes también de esta derivada. Reescribamos dicho aporte para realizar las

simplificaciones:

—4W 8Wp8ff‘(4) (T7 p1, p2)

N. )
= —4W )/ [5F(2) (p))T® (po) W'
{((3# +a.) ( 2 (py + p2)Ow I3(p1, pa )

( /Gq 1)G(q)0wG(q + p2) +8“/Gq p2)G 0WGq+p1>}

i 13<p1,p2>w( (p2)ow T (p1) + (1 2)) (D% +4) D (o1 + p2)

2
+NW’f(2)(p1 +p2) {f(2)<p2)8wf(2) (pl)a;flIg(pl,pg) + (1 — 2)}

+NI3(p1,p2){f(2)(p2)f‘(2) (p1 + p2) 0T (rp)frmo + (1 = 2) + (1 — (1 + 2))}
(F.24)
Aqui hemos cancelado el tltimo término con el subrayado de . Para simplificar
los paréntesis de color, es necesario apelar a la relacién entre las derivadas respecto a
las diferentes variables de las funciones de punto fijo explicada en el capitulo 4| — la
ecuacion . Recordemos que por ejemplo, para una funcién f de un momento p y

la derivada del potencial W esta nos da que:

of(p,Wik)| =dsf(p, W; k) — dp0,p f (p, W k) — dwOw f (p, W; k). (F.25)

p

Trabajemos ahora combinando las contribuciones de ambos lados de la igual-

dad entre paréntesis de colores, utilizando (4.68) que acabamos de mencionar para
I3(p1, po; W):

(> =NT@ (p) I (p )(aﬂ+aﬂ){ )(pl+p2)(8t+2waw)l3(171,]72)}

=NTO(p)EO () (38, +01) {0 (o1 + pa) (9505, + 505 — (d = 6)) Ts(p, o) }
=— NT® (pl)r( )(pz)F(Q)(Pl +p2) (8“ + 8“ ) {(pﬁa,?l +p§8§2 —(d— 6)) ]3(]91,]92)}

— NT@ ()T (ps) (0% + 01 ) T (py + pa) { (P1OL, + P50, — (d — 6)) Is(pr,p2) } -
De igual manera, podemos trabajar: (F.26)

<) = — NI (p )@ (p)I® (p; + p2)0 (/G G(q+ pe (at+2waW)G(q—p1))

+ (1 2) -~
F.27
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=T )0 o+ 00, ([ GGl + )2+ 01— 000G - )
q
+ (14 2)
=NT® (p))T® (p2)T® (p + p2) [2 (95, +0y,) Is(p1, p2)
(plfapy1agz +p§8§2851) 13(p17p2) + / (852851 - 6;1852) (]VG(Q)G(Q _pl)G(q +p2)] .
q
Sumemos ahora este resultado con la primer linea de la ultima igualdad de (F.26)),

factorizando para aliviar la notacién un NI'® (pl)f&) (m)f(?) (p1 + p2):

2 (0% + 0) Is(pr, p2) + (P40, 0 + p5d %) I(pr, po)

P17 p2 p2 7 p1
+ / (0,08 —ob 0k ) ¢"G(q)G(q — p1)G(q + p2)
q
— (05 +00) {(p19, + pydl, — (d — 6)) I3(p1, p2) } (F.28)

= [(a=5) (@5 +88) — ({000 + ps0008) | Ts(pr,p2)

b [ (@00~ 32) GG~ Gl )
q

Hemos subrayado en ... un aporte que se cancela con una de las derivadas del operador

que actia sobre I3 en el lado izquierdo, como veremos.

Pasemos en limpio lo que nos va quedando, considerando las simplificaciones que

hemos hecho y cancelando con rojo el aporte mencionado en la primer linea:

N (p)T® (p2) 0P (py + p2)

2 82 82
> o (2D, +d— 50| I
2P gy~ PP gy~ (BPe 47000 o)

+ 2D, [Nf‘@)(pl + p2) [f@) (p2)a;;1f(2>(p1) +1<¢ 2} I3(p1,p2) — (8;)‘1 + 31‘)‘2) f(3)(p1,p2)}
— (2N Iy, )W (T )00 T (1) + (1 2)) (3%, +04) T (1 +12)

— (ANWT® (py + p2) { T (2) o0 T (1) L (1, p2) + (16 2)} )

+ términos cruzados

?

= — NI (p)T @ (py) (02 + 014 ) TP (o1 + ) { (0405, + p50%, — (d— 6)) Is(p1, pa) }

+ NI (p)T® (p) I (py + ps) / (0u.00 — o 0" ) ¢"G(q)G(qg — p1)G(g + p2)
q

— 2I'® (p1,p2) [(f@) (p1)>_2 O (f@) (p1)> aé‘lf(2) (p1) + (1 — 2)}

+(2]002() (FD0) 2400 (1 p0) + (1 - 2)| ).
( [ D (F.29)
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Nuevamente hemos colocado entre paréntesis de color ... y (...) términos que sim-
plificaremos a continuacién. Asimismo subrayamos ... un aporte que cancelaremos con

parte de (...). Para empezar, veamos cémo reducir el paréntesis

= — 2N DI (p)) T (py) (9% + 31) ( '(p1 +pz)fs(p1,pz)> (¥.30)

Asimismo, podemos combinar la tercer y cuarta lineas del lado izquierdo con la ltima
del lado derecho, usando (F.25|) para '@ con lo cual (.. .) luce:

< ) ) —ONTO (o)1) () + po)O Iy(pr, po) [0 + 2W 0] T (py)

+ NTO (py) I5(p1, p2) [0 + 2WOw] T (p1) (9% + 9% ) T (py + pa)

+2|910® (p1)NI3(p1;p2)f(2)

—oNT®@ (pg)f(2) (p1 + p2)0 I3(p1, p2) [—plfay (4- d)} re (p1>

+ NT@ (po) I3(p1, p2) (0% + 04) T (py + pa) [-p10 + (4 — )] TP (p1) + (1 > 2).

(F.31)
Hemos cancelado la tercer linea con el término subrayado ... de (F.29).
Pasando en limpio, lo que hemos obtenido es:
PO) () V) () O 32 i
NT r r — 2Dy +d —5)0!| I

—2ND¢f( )(p )f (p )(8“ —i—@“) (A '(p 1+p2)f3(]717p2)>
+ términos cruzados
L NEO ()T () (D5, + 00) T (0 + p2) { (9105, + 0505, — (4= 6)) Lo, p2) }

+ NT® ()P (po) T (p1 + po) / (0.0, = 95,0},) 4" G(9)Gla = p1)G(g + p2)

q

+ 2Nf(2)(p2)f(2)(p1 +p2)8“1[3(p1,p2) [—M@Zl (4- d)] e (p1>

£ NTO (o) Iy (1, p2) (28, + 08) DO + o) [0k, + (4= )| O pr) + (1 52).
(F.32)

Hemos marcado tres términos ..., ...y ... que cancelaremos a continuacion. Para ello,
se vuelve necesario estudiar los “términos cruzados”, cuya evaluacion nos permitira

concluir la prueba. Vedmoslos:
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Cross

NT® (p)T® (po)T® (1 + po) Iy (p1, p2)

2
0? 0? 0
& - 92D,
[Z P opropy T oprodt T ot

=1

2NT® (p2)PY {8;1f‘(2) (Pl)a;f@) (p1 + p2)I3(p1, p2) + 3;/1f(2) (pl)f(Z) (p1 + p2)0y, I3(p1, p2)

+ f(Q)(Pl)aglf@)(pl +p2)a;1[3(p1,p2)} — 2Npy {all;lf@)(pl)f(z) b P (b1 +p2)I3(p1, p2)

+ 8;1f(2)(p1)f(2) L@ (p; +p2)351]3(p17p2)> +1@ (pl)f@)(pz)a;lf@)(pl + p2) 0% 13(p1, p2)

+ 04T (p)T P (p2) 0%, T (py + pa) I3(pr, pa) + 0% T (p1) T (p2) T (p1 + p2) 0%, Is(p1, po)

~

" (r@ ()T ()0 Ty + p2>a;113<p1,p2>> } t1e2).

(F.33)

Recordemos ahora las identidades de Ward-Takahashi (3.31]) y (3.32) correspondien-
tes a rotaciones para una funcién que depende de (z —y), como es el caso de f(Q)(x, Y),

ode (z —2) e (y — z), como es el caso de I3(x,y, z). En el espacio de momento:

B, 0\ -
H— —p'— | T@(p) = F.34
(p oy P (9]?“) (p) =0, (F.34)
2
o 0
; {p?apiy — a_pg‘] Li(py, p2) =0, (F.35)

En vistas de estas relaciones, que se cumplen dentro de nuestras hipétesis, podemos

simplificar los “términos cruzados” que todavia no hemos tratado. En concreto:

términos cruzados restantes =

2Nf(2)(P2)P’f{ a;lf@)(pl oy 10 1 p2)f3(p17pz)>‘|‘ 8;1f(2)(p1 r® D2 ;113(3917?92))

+ (f@) (p1)0% T@ (py +p2)8§113(p1,p2)) } — 2NpY { (f(Q) (p)T @ (p2) 0% T (py +pz)3;,‘113(p1,p2))

+ 8glf(2>(p1)f(2> ;;IA p1—|—p2)[3(p1,p2)> + 8;‘1f(2)(p1)f(2) (2 1+p2)351[3<p17p2))

+ (1+72).
(F.36)

En esta tltima ecuacién, hemos cancelado los términos entre si de acuerdo a sus colores.
Es decir, tenemos tres cancelaciones término a término. A esta altura, hemos reducido

la identidad especial conforme inicial (F.1]) a:
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2
. . R o2 , o2
NT® (pl)r(g) (P2)F(2) (p1 + p2) pr dpr Opr - P W I3(p1,p2)

i=1
<_4D¢> —d+ 5)Nf(2) (pl)f(Q) (pQ)f(Q) (p1 + p2) (851 + 852) I3(p1, p2)
— 2Dy NT® (p)) TP (p3) s (p1, p2) (9%, + %) T (p1 + po)
;(8 - Qd)Nf(Q) (pl)f(Q) (Pz)fm) (p1+p2) (351 + 352) I3(p1, p2)
+ (2(4 = d) + (d = 6)) T (p) T (pa) Is(p1, p2) (9% + 0%) TP (p1 + p2)
+ NT@ (p)T @ (p2) T (py + po) / (Op, 08 — 00,08) ¢"G(9)G (g — p1)G(q + p2).
! (F.37)

Desde este punto, el calculo se retoma en el cuerpo principal de esta tesis.
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Apéndice G

Calculo de f<2’1>(p1,p2)

En este apéndice abordaremos el calculo de la funcién de vértice f(Q’l)(pl, p2), Cu-
ya forma dimos en el capitulo [l Para su obtencién, haremos uso del mismo tipo de
manipulaciones empleadas en la seccion y en el apéndice [E] De forma anéloga a lo
argumentado en el apéndice [E|y a las reglas para tomar las contribuciones dominantes
para el flujo de f(l’l)(p) — ecuacion ([£.78)), los diagramas que debemos considerar solo

tienen patas de “p” y K. Esto es para extraer del flujo de I' 2,1) D1, P2),
Py ab

Fﬁ’l)(pl,pz) = f(Q’l)(p1,p2)¢a¢b + f(l’l)(pl + P2)dab, (G.1)

la componente < ¢,¢, que es dominante en el limite N — o0, lo cual nos da el flujo

de f(271)(p1, p2). Teniendo cuidado con esto, la ecuacién de flujo resulta:

pl p2
o . a > el bt
O (py, =—N |- - + i
t (p1,p2) ) 2 . qg ot p1+Q¥ : ]q b,
b P 7 ixl
b D
- - 142
PN b\ ppa T2
1 ; 1 : 172
/":,:”" .
/pz ' : pz
(G.2)

El diagrama tadpole se combina con el lado izquierdo para producir, igual que en ma-
nipulaciones anteriores, una derivada o020 4 W fijo. Los diagramas con tres vértices,
por otro lado, se puede sumar para producir una derivada de I3(py, p2). Por otra parte,
los diagramas restantes se pueden re-expresar también como derivadas de [0 o DAY,

El resultado intermedio es:
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at (p1,p2) Nf@’o)(pl)f(z’o)( )F(l )(Pl +p2)8t13(p17p2)

. 0,0V (p, + . 0,120
+ TG0 (py, py) L (p1 + p2) + F(2’1)(p1,p2)f—(pl) +(1+2).
T (py + pa) r'@0(p,)
(G.3)
Llegado a este punto, podemos definir:
LY (py, pa) = NI (p )T O (po) DOV (py + po) T (py, pa), (G.4)

y calcular la informacién nueva respecto a I, que estd contenida en el T2 (py, p,):

Oy (f@’l)(pbm) - [3(P1>P2)) O @Y (p, +P2) (G.5)
L@ (py, py) — Is(py, p2) e (py +po) |

Podemos integrar esta ecuacion, y finalmente obtenemos la expresién para rey (p1,p2):

A ~

T (1, pa) = XV (o1 + p2) T (1, 02) + TPV ()T (02)x P (p1,p2),  (G.6)

en donde la funcién x® queda determinada por la fisica microscépica al igual que x(V:

L5 (p1,p2)
X( )(plap27W A) <p1 +p2> (2,0

Ly )(PI)FE\Z’O) (P2)

Nuevamente, realizando el cambio de variable p — W es posible obtener una expresion

(G.7)

exacta para la funcion del vértice — aunque su forma depende de la fisica microscopica.

/ Lo (@5 y0) (ds + 29,) du(x) + K (2) (do + 20,) Ty (2. 1)
\ (G.8)
~ (do+ 992) TP ) = 5T [RGTE 3n)]

En este apéndice deduciremos las identidades de Ward-Takahashi correspondientes a
las transformaciones de escala y conforme especial, cuando consideramos la presencia de
una fuente K (x) para un operador compuesto O(z). En concreto veremos las versiones

de las identidades correspondientes a las funciones de vértice INSE )( )y F( )(pl, D2).

El tratamiento de los lados derechos de las identidades de Ward es completamente
andlogo al realizado en el capitulo 3]y en el apéndice [C] La tnica sutileza es que ahora,
en lugar de tener al objeto H. al) a,-, tendremos una construcciéon equivalente H. ((Z_lai)_l
en donde en cada diagrama que consideramos debemos cambiar una pata de un vértice
correspondiente a derivada respecto a ¢,, () por la pata correspondiente a derivar
segiin K (z). Al momento de transformar a espacio de Fourier, simplemente asignamos

el momento implicito (p, = — Z?;ll pi) a esa pata.
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En esta seccién pondremos el acento en la modificacion del lado izquierdo de las
identidades. Para ello, partamos de la identidad deducida para I'®Y bajo transforma-

ciones de escala:

/ DD (2591) (dy + 29,) i) — K () (do + 2#9,) T\ (2, 1) (G.9)
z 9
1 .

— (do+y1op) T () = S Ir {RkGF(g’I)(;yl)G :

El segundo término de tiene un factor K (z). Como nos interesan las funciones
de vértice IV y I‘fb’l) — las funcionales en configuraciéon homogénea — no tomaremos
mas derivadas respecto a la fuente para dicho operador. En consecuencia, dicho fac-
tor sobrevive en las identidades para estas funciones, mas al evaluar en el punto fijo
con K(z) = 0, se anula. Por ende, no aporta a las identidades de Ward-Takahashi
en configuracion uniforme y con fuente nula para el operador. Aun sin especificar la

configuracion, al tomar una derivada funcional respecto a ¢,(x1) de (G.9)) tenemos:

[TV i) (o + 50, éi(0) — K(2) (do + 20,0 T iz, )
’ . (G.10)
+ (dy —do —d —d™ — d") I’,(Cl’l)(xl; Y1) = §Tr [RkGH(l’l)(atl; yl)G] .

Si transformamos a espacio de Fourier imponiendo la coordenada y; = 0y evaluando

en ¢, uniforme y K = 0, obtenemos

1

0 0 :
(s = do -t + 20an - ) P00 = 5. [ R @A .0, -0) (G)
q

Para obtener la ecuacion de dilataciones de Fgl) (p1, p2) derivamos respecto a ¢ (x2)

la identidad (G.10)):

[P @) o + d°)6(e) ~ K(@)(do + a5 i)
v (G.12)

1 )
+ (2 — do —2d — d" — d** — d" )TV (wr, 2a) = 5T [RkGH@J)G] .

Estas son las identidades de Ward-Takahashi para dilataciones de las funciones que
nos interesan. Ahora tornemos nuestra atencién a la identidad que utilizamos en el
capitulo 4| — la restriccién conforme especial para Fgl’l)(p). Nuevamente las diferencia
vienen esencialmente en el lado izquierdo. Comencemos con la identidad equivalente

correspondiente a F((zl) vista en el apéndice

[T ) (07— 2g,)61(2) ~ K@)~ 2don, )T (a1
; 1 r- (G.13)
— (K5 = 2(d = dy)ar,) T (1) = =5 T [RGE (9, + 0) HOO)|

hS .
q=—q
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Si ahora derivamos respecto a K (y;):

/Fﬁi’l)(x, T1; yl)(Ki - 2d¢>9‘7u)¢i(9€) - K(JU)(Ki - 2d0$urgl’2)($1; T, Y1)

x 1 .
— (K = 2(d = dg)wy,, + K" = 2doy) T (w1 91) = = Tr [RkGZ (@ + Yu) H(“)} .
(G.14)
Podemos ahora transformar a espacio de Fourier esta identidad, restringiéndonos a

K(x) =0, campo uniforme, y eligiendo y; = 0. Esto nos da:

2 2
(niggs = 20 G — Mo ) F0) = 200 5120
g r=0 (G.15)

" op? Py Opy Ip

—%Tr [RuG? (8, + 0y) O]

q=—q

Esta es la identidad general de Ward-Takahashi para transformaciones conformes es-

peciales de F((ll’l)(p), que utilizamos en el capitulo
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Apéndice H

Resultados crudos para los

exponentes vy w

En este apéndice presentamos los resultados crudos, obtenidos segin los criterios
PMS (explicado en el capitulo [2) y PMC (explicado en el capitulo [f)) para los diver-

sos valores de N estudiados, y para los dos reguladores escogidos para el calculo: el

regulador exponencial F, y el regulador de Wetterich V.

regulador v w
PMC FE 0.62783 0.84889
w 0.62816 0.84820
PMS F 0.62796 0.84828
%% 0.62822 0.84800

Tabla H.1: Resultados crudos obtenidos para los
exponentes 'y w con N =1, en d = 3, para los
reguladores exponencial E y de Wetterich W.

regulador v w
PMC FE 0.70452  0.74290
w 0.70541 0.74630
PMS F 0.70473 0.74463
W 0.70552  0.74716

Tabla H.3: Resultados crudos obtenidos para los
exponentes 'y w con N = 3, en d = 3, para los
reguladores exponencial E y de Wetterich W.
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regulador v w
PMC FE 0.66675 0.78480

w 0.66741 0.78651
PMS F 0.66695 0.78597

w 0.66675 0.78712

Tabla H.2: Resultados crudos obtenidos para los
exponentes vy w con N = 2, en d = 3, para los
reguladores exponencial E y de Wetterich W.

regulador v w
PMC FE 0.74037 0.72054

w 0.74133 0.72456
PMS F 0.74056 0.72145

%% 0.74143 0.72511

Tabla H.4: Resultados crudos obtenidos para los
exponentes vy w con N = 4, en d = 3, para los
reguladores exponencial E y de Wetterich W.



regulador v w
PMC F 0.77322
w 0.77410
PMS F 0.77338 0.71399
w 0.77419 0.71831

Tabla H.5: Resultados crudos obtenidos para los
exponentes 'y w con N =5, en d = 3, para los
reguladores exponencial £ y de Wetterich W.
Recordemos de la discusién en la seccién (.3.4]
que para w, no hay predicciéon PMC para este

valor de .

regulador v w
PMC FE 0.94300 0.88541
w 0.94287 0.88624
PMS F 0.94289 0.88549
w 0.94278  0.88625

Tabla H.7: Resultados crudos obtenidos para los
exponentes v y w con N = 20, en d = 3, para los
reguladores exponencial E y de Wetterich W.

regulador v w
PMC FE 0.58790 0.95063

w 0.58792  0.94640
PMS F 0.58789 0.94743

w 0.58791 0.94531

Tabla H.9: Resultados crudos obtenidos para los
exponentes 'y w con N = 0, en d = 3, para los
reguladores exponencial E y de Wetterich W.

regulador v w
PMC F 0.87877 0.78058

W 0.87888 0.78368
PMS F 0.87906 0.78110

W 0.87920 0.78406

Tabla H.6: Resultados crudos obtenidos para los
exponentes vy w con N = 10, en d = 3, para los
reguladores exponencial 'y de Wetterich W.

regulador v w
PMC FE 0.98941 0.97704

w 0.98937 0.97723
PMS F 0.98940 0.97818

w 0.98937 0.97821

Tabla H.8: Resultados crudos obtenidos para los
exponentes v y w con N = 100, en d = 3, para
los reguladores exponencial E y de Wetterich

wW.
regulador v w
PMC F 0.54+6.3x107% 0.81898
w 0.54+2.1x107% 0.81640
PMS FE 0.54+6.3x107%  0.81833
w 0.5+2.1x107% 0.82087

Tabla H.10: Resultados crudos obtenidos para
los exponentes v y w con N = —2, end = 3, para
los reguladores exponencial £ y de Wetterich

w.
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Lista de tablas

0.1

0.2

Resultados obtenidos, con sus barras de error, para N = 1 en d = 3.
Reportamos los exponentes extraidos tanto por el PMC como por el
PMS de la versién full del DE a orden O (9?). Con los subindices f y
s indicamos la versiéon de las ecuaciones usada. También incluimos los
resultados obtenidos para varios érdenes de la DE en su version strict
mediante el PMS de [82,[49]. Se incluyen para comparar los resultados de
CB ([83] para v y [84] para w), desarrollo perturbativo a 6-loops del RG
[85], desarrollo en € a orden € [85] y €® [86], MC [87] y desarrollo de alta
temperatura [88]. También los resultados experimentales més precisos
de: punto critico de una sustancia pura [I8], transicién de mezcla [89] y

materiales ferromagnéticos uniaxiales [90]. . . . . .. . ... ... ...

Resultados obtenidos, con sus barras de error, para N = 2 en d = 3. Re-
portamos los exponentes extraidos tanto por el PMC como por el PMS
de la versién full del DE a orden O (9?). También incluimos los resulta-
dos obtenidos para los érdenes O (9%) y O (0*) de la DE en su versién
strict mediante el PMS de [49]. Se incluyen para comparar resultados de
CB de 2016 ([92] para v y [96] para w) y 2019 [97], desarrollo perturbati-
vo a 6-loops del RG [85], desarrollo en € a orden €® [85] y € [86], analisis
combinado de MC con el desarrollo de alta temperatura [98] y MC de
2019 [93]. Asimismo reportamos los resultados experimentales més pre-
cisos para las transiciones: He-4 superfluido |31} [91], antiferromagnética
(CsMnF3 [99] y SmMnOj3 [100]) y ferromagnética (GdaIFey y GdaICoy
de [IOT]). . - - o o o o



2.3

5.4

2.5

2.6

2.7

Resultados obtenidos, con sus barras de error, para N = 3 en d = 3. Re-
portamos los exponentes extraidos tanto por el PMC como por el PMS
de la versién full del DE a orden O (9?). También incluimos los resulta-
dos obtenidos para los érdenes O (9%) y O (9*) de la DE en su versién
strict mediante el PMS de [49]. Se incluyen para comparar resultados
de CB (]92] para v y [96] para w), desarrollo perturbativo a 6-loops del
RG [85], desarrollo en € a orden € [85] y €® [806], analisis combinado de
MC con el desarrollo de alta temperatura [102] y MC ([103] para v y
[104] para w). También reportamos los resultados experimentales mas
precisos para la transicion ferromagnética ([105] para GdeBrC y GdsIC
y [L06] para CdCraSes). . . . . . . ..o

Resultados obtenidos, con sus barras de error, para N = 4 en d =
3. Reportamos los exponentes extraidos tanto por el PMC como por
el PMS de la versién full del DE a orden O (9?). También incluimos
los resultados obtenidos para los érdenes O (9?) y O (9*) de la DE en
su versién strict mediante el PMS de [49]. Se incluyen para comparar
resultados de CB ([107] para v y [96] para w), desarrollo perturbativo a
6-loops del RG [85], desarrollo en € a orden € [85] y €® [86] y MC [108§].
Resultados obtenidos, con sus barras de error, para N = 5 en d =
3. Reportamos los exponentes extraidos tanto por el PMC como por
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