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Resumen

Al estudiar la dindmica de un grupo G actuando en un espacio topoldégico X el objetivo principal es el
de entender las clausuras de las 6rbitas y como estas se distribuyen en ella. En dindmica homogénea,
es decir, donde la dinamica estd dada por la accién de un subgrupo en un cociente de un grupo de Lie,
los teoremas de Ratner dan una respuesta muy precisa a este objetivo.

Los resultados de Benoist-Quint son los primeros en obtener descripciones precisas de clausuras de
orbitas cuando el grupo que actiia no es necesariamente generado por unipotentes.

En esta monografia, daremos la demostracion planteada por Yves Benoist y Hee Oh, de un caso par-
ticular del teorema de Benoist-Quint. Concretamente, demostraremos que, dado un subgrupo I'; de
PSLy(R) convexo cocompacto y un subgrupo I's de PSLy(R) cocompacto y sin torsidn, las érbitas en
I'; \ PSLa(R) por la accién a derecha de 'y son o bien densas o bien finitas.

When studying the dynamics of a group G acting on a topological space X, the main objective is to
understand the closures of the orbits and how they are distributed within it. In homogeneous dynamics,
that is, where the dynamics are given by the action of a subgroup on a quotient of a Lie group, Ratner’s
theorems provide a very precise answer to this objective.

The results of Benoist-Quint are the first to obtain precise descriptions of orbit closures when the
acting group is not necessarily generated by unipotents.

In this monograph, we will present the proof outlined by Yves Benoist and Hee Oh, of a particular case
of Benoist-Quint’s theorem. Specifically, we will demonstrate that, given a convex cocompact subgroup
I'; of PSL2(R) and a torsion-free cocompact subgroup I'y of PSLy(R), the orbits in I's \ PSL2(R) under
the right action of I'; are either dense or finite.
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Capitulo 1
Introduccion

En este trabajo monografico daremos la demostracién planteada por Yves Benoist y Hee Oh en su
articulo [1], de un caso particular del teorema de Benoist-Quint [2]. Concretamente, demostraremos
que, dado un subgrupo I'; de PSLy(R) convexo cocompacto y un subgrupo I's de PSLy(R) cocompacto
y sin torsién, se cumple el siguiente resultado.

Teorema 1.0.1. Toda drbita por la accion a derecha de T'y en el cociente T's \ PSLa(R) es finita o
densa.

Al estudiar la dindmica de un grupo I' actuando en un espacio topolégico X el objetivo principal es el
de entender las clausuras de las 6rbitas y como estas se distribuyen en ella. En dindmica homogénea,
es decir, donde la dindmica estd dada por la accién de un subgrupo en un cociente de un grupo de Lie,
los teoremas de Ratner dan una respuesta muy presida a este objetivo (ver [7]). Un ejemplo de esto
consta de la accién de un grupo a un pardmetro de R?, que siempre son unipotentes, en el cociente de
R? por un reticulo como por ejemplo Z?2. Es claro que la clausura de las érbitas es o bien isomorfa a S*
o bien densa, dependienta de si la pendiente de si la pendiente es racional o irracional respectivamente.

Los resultados de Benoist-Quint [2] son los primeros en obtener descripciones precisas de clausuras de
orbitas cuando el grupo que actia no es necesariamente generado por unipotentes. En particular, en
el Teorema podemos considerar a I's fundamental de una superficie [5] y T'; generado solo por
trasformaciones hiperbdlicas.

Ejemplo 1.0.2. SiT'5 es el grupo fundamental de una superficie hiperbolica y I'y = T's.

En este ejemplo el elemento I'se es fijo por la accion de I'y y por lo tanto finita. También se pueden
construir ejemplos de érbitas finitas de cardinal mayor que uno.

Ejemplo 1.0.3. Sea T' es un subgrupo de PSLa(R) cocompacto, Ty es un subgrupo cocompacto de
indice finito de I.

En este ejemplo la érbita de I'se por la accidén de I' a derecha tiene cardinal menor o igual al indice de
[F : FQ]
Otra observacién importante es que se puede ver que siempre existen 6rbitas densas.

Observacion 1.0.4. Si I'y grupo convexo cocompacto y I's grupo cocompacto, existe una orbita in-
finita de la dindmica inducida por la accion a derecha de 'y en T'g \ PSLa(R). En efecto, existe un



r en PSLy(R) tal que T'aor no es periddico para el flujo geodésico en T's \ PSLo(R). Si g es una tras-
formacion hiperbdlica de T'y, y por lo tanto conjugada a una diagonal g = pdp~'. Tenemos entonces
que Dorp~tg™ = Tord™p~'. Si este conjunto es finito tenemos que existen ng y ni distintos tal que
Lord™ = Tord™ lo que implica que seria periddico por el flujo geodésico.

También se pueden construir ejemplos en los que todas las 6rbitas sean densas.

Ejemplo 1.0.5. Sea I's un grupo cocompacto y I'y un grupo convexo cocompacto dado por

100 0 100 0
Iy (¢) = R R_
1(9) <[ 0 1001] e [ 0 100! ¢’>

R, — lcosgﬁ —sinqﬁ] .

sing  cos¢

con

En este ejemplo, para casi todo ¢ cerca de 7/4 ninguna érbita de la dindmica inducida por la accién de
I'1(¢) a derecha en el I'y \ PSLa(R) es finita. Esto se debe a que el flujo geodésico y el flujo geodésico
conjugado por Ry no comparten érbitas periédicas para muchos valores de ¢.

La prueba del Teorema se basa en una generalizacién del Teorema de Ratner basada en trabajos
recientes de McMuller-Mohammadi-Oh [6] que clasifican clausura de 6rbitas de la accién de PSLa(R)
en cocientes de volumen infinito de ciertos grupos de Lie. Precisamente veremos que el Teorema [1.0.1
se deduce del siguiente resultado

Teorema 1.0.6. Toda drbita por la accién de H a derecha en T'\ G es cerrada o densa.

Siendo
H = {(h,h) : h € PSLy(R)},

G = PSLy(R) x PSLy(R),
I'= Fl X FQ,

Con el Teorema [1.0.6] y un resultado cldsico de acciones de subgrupos en cocientes de subgrupos
topoldgicos, que demostraremos en la Seccién y que afirma

Proposicién 1.0.7. Si H; y Hs son subgrupos de un grupo topolégico G y g un elemento de G,
entonces son equivalentes:

1. La érbita de gHy en G/Hs por la accién de Hy a izquierda es densa (resp. cerrada).
2. El conjunto HygHs = {h1gha : hy € Hy,hy € Hay} es denso (resp. cerrada) en G.

3. La drbita de Hig en Hi\G por la accion de Hy a derecha es densa (resp. cerrada).

es facil demostrar el Teorema [[.O.1]



Demostracion del Teoremal[L.0.l Consideremos un elemento z = I'ag en I's \ PSLy(R). A menos de
conjugar I'; por ¢g~! podemos asumir que z = I'se, siendo e la identidad en PSLy(RR). Entonces, por la
Proposicién sabemos que I'(e, e)H es denso (resp. cerrado) en I'\ G si y solo si I'(e, e) H es denso
(resp. cerrado) en G/H.

Por otro lado, como el mapa fPSLs(R) — G/H dado por g — (g,e)H es cerrado y continuo con
inversa cerrada continua y (I'oI'; x {e})H = (I'y xT'1)H en G/H, tenemos que I'(e, e) H es denso (resp.
cerrado) en G/H siy solo si I'oI'y es denso (cerrado) en PSLa(R).

Por 1ltimo, nuevamente por la Proposicién sabemos que T'sT'; es denso (cerrado) en PSLa(R) si
y solo si I'sT'; es denso (resp. cerrado) en I's \ PSLa(R).

Por 1ltimo, en el caso que la érbita es cerrada, como I'; es un grupo convexo cocompacto y por lo
tanto discreto en PSLo(R), tenemos que la érbita también es discreta. Luego como I's es un grupo
cocompacto, sabemos que el cociente I's \ PSLy(R) es compacto. Por lo tanto, como la érbita es cerrada
y discreta en un compacto, necesariamente es finita. O

La estrategia para la demostracién del Teorema se basa en, dado un elemento x en I'\ G, buscar
invariancia adicional en la clausura de su érbita asumiendo que esta no es cerrada. Concretamente,
si zH # xH, vamos a encontrar un elemento z = (21, z2) en wH tal que 2U; esté contenido en zH

siendo
Uf ={e} xU

y con U la subgrupo de PSLy(R) que define el flujo horociclico en I's \ PSLy (R). Es importante observar
que la accién de Uy fija la primera coordenada de z y traslada la segunda por el flujo horociclico futuro.
Por un corolario del Teorema de Hedlund (ver Corolario [3.1.5)) vamos a demostrar que la érbita futura
por el flujo horociclico es densa en la segunda coordenada, y por lo tanto {z; } x PSLa(R) = E Cc zH.
Luego de obtener esta invariancia adicional la demostracién del Teorema [T.0.6] es directa, por lo que el
trabajo de la monografia se centra principalmente en encontrar este z en las clausuras de las érbitas
no cerradas xH.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Grupos topoldgicos y acciones de grupos

En esta secciéon daremos algunas definiciones basicas sobre grupos topolégicos y acciones de grupos.

Dado un grupo topolégico G y dos subgrupos del mismo H; y Hs, daremos un resultado que relaciona
la dindmica inducida por la accién de Hy en G/Hj a izquierda, con la inducida por la accién de Ho
en H1\G a derecha. Concretamente veremos que la 6rbita de un elemento gH» es densa si y sélo si lo
es la orbita de Hyg. Este resultado nos va a permitir estudiar la densidad de las érbitas de una accién
en un cociente, estudiando otra dindmica en un espacio donde tengamos mayor conocimiento tanto

dindmico como geométrico.

Otro resultado importante que veremos en esta seccién, es uno que nos permitird construir homeo-
morfismos equivariantes entre espacios topolégicos en los que actia el mismo grupo. Esto también nos
serd de utilidad para estudiar la dinamica por la accién de grupos en contextos en los que tengamos
un mayor entendimiento.

Referimos al lector a la referencia [§] por mds informacién de esto.
Definicién 2.1.1. Un grupo topoldgico es una terna (G, 7,-) donde:
1. El par (G,T) es un espacio topoldgico.
2. El par (G,-) es un grupo.
3. El mapa G x G — G dado por (g1,92) — g1 - g2 es continuo.

1

4. El mapa de G — G dado por g — g~ es continuo.

Normalmente notaremos simplemente G a los grupos topolégicos dejando implicitos la topologia y el
producto.

Observacién 2.1.2. Si G es un grupo topoldgico y g es un elemento de G entonces el mapa Ry : G — G
dado por Ry(h) = h - g es continuo por ser composicion de mapas continuos. En efecto, este mapa es
igual a incluir a G en G x {g} considerando a este espacio como subespacio de G X G. Luego incluir
a G x {g} en G x G y finalmente de aplicar el mapa continuo del punto 3 de la Definicidn .



Por otro lado, Ry-1 es la inversa de Ry, por lo que el mapa Ry es un homeomorfismo.

De manera andloga se demuestra que el mapa mapa Ly : G — G dado por Ly(h) = g.h también es un
homeomorfismo.

Definicién 2.1.3. Si G es grupo topoldgico y H es subgrupo de G entonces la relacion
g1 ~g2e3heH:gi=gh

es una relacion de equivalencia en G. Por lo tanto, el conjunto de las clases de equivalencia G/H,
es un espacio topoldgico con la topologia cociente, que denominamos cociente de G por H a derecha.
Dado g en G denotamos gH su clase de equivalencia. Andlogamente se puede definir otra relacion de
equivalencia

g1 ~gs<=dhe H:gy =hgs

definiendo otro espacio topoldgico con la topologia cociente, que notamos H\G y denominamos cociente
de G por H a izquierda. Dado g en G denotamos Hg su clase de equivalencia.

En general los cocientes de grupos por subgrupos no son necesariamente grupos.

Definicién 2.1.4. Si G es un grupo topoldgico y H es un subgrupo de G, definimos m: G — G/H la

proyeccion candnica que a cada elemento de G lo mapea en su clase de equivalencia.

Observar que si U es un abierto de G y UH := 7(U) su proyeccién en G/H, entonces 7~} (UH) es un
abierto de G, en efecto:
= 'UH)= | J Uh
heH
con Uh = {uh : u € U} = R,(U). Por la Observacién este conjunto es abierto de G y por de-

finicién de topologia cociente U H es abierto de G/H. En otras palabras, el mapa 7 es un mapa abierto.
La definicién y observacion anteriores son analogas para el cociente a izquierda.
Dado un grupo G y un conjunto X, decimos que G actia sobre el conjunto X por el mapa ® : Gx X —
X si:

1. Dado un elemento = de X y e el elemento neutro de G, entonces ®(e, z) = x.

2. Dado un elemento = de X y dos elementos g y h de G, entonces ®(gh,z) = ®(g, P(h, z)).

Usualmente dado g en G y = en X denotaremos g - x := ®(g,z) o simplemente gz. Decimos que la
accién es transitiva si dados z e y elementos de X, existe un g en G tal que gz = y. Si X es un espacio
topoldgico y G es un grupo topoldgico, decimos que la accién es continua si el mapa @ lo es.

Dado un elemento x de X, definimos su estabilizador por la accién de G como:
G, ={9g€eG:g -x=uz}.
Por otro lado, definimos su orbita por la acciéon de G como:
Gr={g -z:9€G}.

Observar que dado = en X su estabilizador es un subgrupo de G y su érbita un subconjunto de X.
Definimos f, : G/G, — X el mapa orbital de = dado por ¢G, — gz. El mapa estd bien definido ya
que no depende del representante de la clase elegida y tiene como imagen la 6rbita de x.



Definicién 2.1.5. Dado un grupo G que actia en un espacio topoldgico X, decimos que la accion:

1. Define una dindmica transitiva si existe un elemento x de X tal que la drbita de x por la accion
de G es densa en X.

2. Define una dindmica minimal si para todo elemento x de X, su orbita Gz es densa en X.

Ejemplo 2.1.6. Si Hy y Hy son subgrupos de un grupo topolégico G, entonces el mapa de Hy xG/Hy —
G/Hy dado por (hi,gHs) — h1gHs, define una accién de Hy en G/Hy que denominamos accién a
izquierda de Hy en G/Hs. De manera similar se define la accion a si derecha de Hy en H1\G dada
por el mapa (ha, Hig) — Highs™'. En la accidn a derecha tenemos que colocar el inverso del elemento
para que se cumpla la definicion de accion.

Proposicion 2.1.7. Si Hy y Hy son subgrupos de un grupo topoldgico G y g un elemento de G,
entonces son equivalentes:

1. La drbita de gHy en G/Hs por la accién de Hy a izquierda es densa.
2. El conjunto HygHy = {h1ghs : hy € H1,hy € Ha} es denso en G.

3. La drbita de Hyg en H1\G por la accidn de Hy a derecha es densa.

Demostracion. 1 = 2) Sea U un abierto de G. Por la Observacién sabemos que 7(U) = UH> la
proyeccién de U en G/ Hs es abierto. Como la 6rbita de gHs es densa en G/ Hs, entonces existe h; en
H, tal que hy - gH; pertenece a UHs. Esto implica que existe hy en Hs tal que hjghs se mapea por
7 en un elemento de UH y por lo tanto hyghs pertenece a n=(UH) = |J,,c y Uh. Consecuentemente
existe un h en H, tal que highg pertenece a Uh y por lo tanto hyghoh™! en U. Esto demuestra la
densidad de HigH> en G.

2 = 1) Como el conjunto HigH> es denso en G se tiene que w(HigHs) es denso en G/Hs. Como este
conjunto es exactamente la 6rbita de gHs en G/Hs por la accién de H; a izquierda, esto demuestra la
implicacion.

2 & 3) Se demuestra andlogamente a las partes anteriores. O

Definicién 2.1.8. Dados dos espacios topoldgicos X e Y y un grupo G que actia sobre ambos, una
funcion f: X —Y se dice G-equivariante si se comporta bien con la accion de G, es decir

g-f(x)=flg-x)
para todo x en X y todo g en G.

Proposicion 2.1.9. Si G es un grupo que actia en un conjunto X de manera transitiva y x es un
elemento de X, entonces el mapa orbital f, : G/G, — X dado por ¢gG, — gz es una biyeccion G-
equivariante. Mds aun, si G es grupo topoldgico con numerables componentes conexras que actia de
manera continua y X es un espacio topoldgico de Hausdorff localmente compacto entonces el mapa es
un homeomorfismo.

Demostracion. Primero veamos que el mapa orbital es biyectivo. Dado que la acciéon de G en X es
transitiva, se tiene que dado un elemento y de X, existe un elemento g, en G tal que y = g, - .



Consecuentemente fy(gy, - Gz) = gy - © = ¥y, lo que demuestra la sobreyectividad del mapa. Por otro
lado, consideremos dos elementos ¢1G, v g2G, de G/G, tales que f.(91Gz) = fr(92Gz). Como la
imagen de estos elementos por el mapa orbital de x coincide, se tiene que g - = g2 - ¢ y por lo tanto
g2 191 = g € G. De esto se concluye que g; = g2g v por lo tanto g1G, = ¢2G, lo que demuestra la
inyectividad del mapa.

La G-equivarianza del mapa se deduce de manera directa, en efecto:

fe(g-hGy) = fu(ghGe) = (gh) -z =g (h-z) =g f2(hGy)

siendo g y h elementos de G.

Veamos ahora la continuidad del mapa orbital. Para ver la continuidad de f, basta con probar la conti-
nuidad del mapa f;, : G — X dado por g — g-x. En efecto, si 7 : G — G/G,, es la proyeccién canénica
y U es un abierto de X, entonces me_l(U) = f-1(U). Como 7 es un mapa abierto, si f;_l(U) es un
abierto de G, entonces f,*(U) es un abierto de G/G,.

Para ver que fm_l(U ) es abierto utilizaremos tinicamente la hipétesis de continuidad de la accién de
G. Esto significa que el mapa que define la accién ® : G x X — X es continuo y por lo tanto ®~1(U)
es abierto de G x X en la topologfa producto. De esto se deduce que U, = ®~1(U) NG x {z} es un
abierto de G x {x} con la topologia heredada de G x X.

Por otro lado, el mapa ¢ : G x {} — G dado por (g,z) — ¢ es un homeomorfismo de espacios to-
polégicos y por lo tanto, como U, es un abierto de G x {z}, entonces ¢+(U,) es un abierto de G. Por

s -1
ultimo, notando que f, (U) = +(U,) obtenemos el resultado que buscdbamos.

O

Que el mapa sea un homeomorfismo lo demostraremos tinicamente en los casos con los que trabajare-
mos en las Secciones y Para ver la demostracién general de este teorema se puede ver la
referencia [§].

Si G es un grupo topolégico que actiia en un espacio topologico X y z es un elemento de X, entonces
G actia en la 6rbita de x transitivamente, por lo que estamos en las hipétesis de la Proposicién [2.1.9
Ademsés si X es de Hausdorff, localmente compacto y la orbita de x es cerrada, entonces la érbita
de x es de Hausdorff y localmente compacta. En este caso podemos aplicar la Proposicién a la
restriccién de la accion a Gzx.

Ejemplo 2.1.10. Sea G = Z grupo aditivo, S* = R/Z espacio topolégico con la topologia cociente
inducida por la topologia usual de R y un nimero irracional o . El grupo G actia en S' mediante:

n-r=x4+an

Consideremos X = {n-1:n € G} C S' con la topologia inducida por S*. Si restringimos la accién
de G a X, entonces G actia transitivamente y por Pmposz'cién el mapa de G/G1 a X es una
biyeccion, continua y G-equivariante. Por otro lado X mno es localmente compacto y el mapa no es
abierto.



2.2. Geometria hiperbdlica

Definiremos en esta seccién el plano hiperbdlico y identificaremos PSLa(R) como su grupo de iso-
metrias que preservan la orientacién. Dado que en este trabajo vamos a estudiar la dindmica inducida
por la accién de subgrupos de PSLy(R) en cocientes de PSLo(R) por otros subgrupos, en esta seccién
estudiaremos la estructura geométrica del plano hiperbdlico, ademds de caracterizar a los elementos de
PSLy(R) y dar una nocién geométrica de PSLa(R) como grupo topoldgico. Un resultado importante
que vamos a ver en esta seccién es la caracterizacion geométrica de los elementos hiperbdlicos
Estos elementos tendran un rol destacado en este trabajo ya que estudiaremos grupos cocompactos
y convexos cocompactos. Una caracteristica importante de estos grupos es que todos sus elementos
distintos de la identidad son hiperbdlicos.

Esta seccién se basa fuertemente en el libro ”Fuchsians Grups”de Svetlana Katok [5].

Plano hiperbdlico

Sea H el semiplano superior de C, es decir
H={z=z+iyeC:y >0}

Observar que H es una variedad de dimensién dos con una parametrizacién global dada por el mapa
(2,y) = o +iy con (z,y) en {(x,y) € R? : y > 0} abierto de R%. Podemos darle a H una estructura de
variedad Riemmaniana definiendo un producto interno en T,H =~ R? para todo z = z + iy € H dado
por

<U7w>z = ?<va>a

siendo < v, w > el producto interno usual en R2. Observar que este producto estd definido para todo
z en H y varfa diferenciablemente si variamos z. Observar que en T,.H podemos definir una norma
inducida por el producto interno dada por

Jv]l = ( >%—1H |
v v,V V|,
z 4 y

siendo ||v|| la norma inducida por el producto interno usual en R2.

Es claro que H no es una variedad compacta. La compactificaccion que vamos a usar sera extendiendo
el conjunto H agregdndole su borde 0H = R U {oc} y extendiendo su topologia. Dado un elemento z
en R agregaremos una base de entornos dadas por las bolas euclidianas de C centradas en z restrictas
a H y para oo definimos una base de entornos como el complemento de bolas euclideas compactas de
centro cero restrictas a H. Con esta extensién de la topologia de H tenemos que la clausura de H es
topolégicamente homemorfo a un disco compacto y su borde es topolégicamente homemorfo a S'.
Definicién 2.2.1. Dado un intervalo I de R y una curva suave ¢ : I — H definimos su longitud como
1
mo) = [ 16 ludt = [ sl ®lar
I ry(t)
siendo y(t) la parte imaginaria de ¢(t).
Observar que esta definicién se puede extender a curvas suaves a trozos integrando en los intervalos
donde la derivada esta definida.



Definicion 2.2.2. Dados dos puntos z1 y zo en H definimos la distancia hiperbdlica entre ellos, que
denotamos d(z1, z2), como el infimo de las longitudes de las curvas suaves a trozos definidas en un
intervalo cerrado [t1,ts) tal que la imagen de t; por la curva es z; para i = 1,2.

Observar que esta definiciéon cumple la propiedad de ser una distancia completa en H.

Definicién 2.2.3. Decimos que un difeomorfismo f :H — H es una isometria si preserva la métrica
en H, es decir, si para todo z en H se cumple que el diferencial de f en z, df. : T.H — Ty H,
satisface,

(df:(v), de(w)>f(z) = (v, W),

para todo v, w en T,H. Fquivalentemente,

d(f(z1), f(22)) = d(z1, 22)
para todo z1 y zo en H.

Definicién 2.2.4. Dado z = x + iy en H y dos vectores v y w en T,H, definimos el coseno del dngulo

¢ entre los vectores como:
(v, w), (v, w)

cos(¢) = =

llllwlls ol

Esto implica que las nociones de dngulos para la métrica hiperbdlica y la métrica euclidea son la misma.

Transformaciones de Moebius

Consideremos el conjunto

SLy(R) = {g: (Z Z) :mb,c,déR,ad—bc:l},

de las matrices de determinante igual a uno, de tamano 2 x 2 y con coeficientes reales. A este conjunto
lo podemos equipar con una estructura de grupos dada por el producto matricial y una estructura
topolégica dada por la topologia usual de R* considerando sus coordenadas.

Por otro lado, consideremos el conjunto

az+b
PSLy(R) = {T H—-H:T(2) = ——,a,b,¢c,d € R,ad — bc = 1},

cz+d
de las transformaciones que denominaremos de Moebius. A este conjunto lo podemos equipar con una
estructura de grupo dada por la composiciéon de funciones y una estructura topolégica heredada de la
topologfa usual en R* de igual manera que hicimos con SLy(R). Este conjunto esté bien definido ya
que dada una trasformacién 7' en PSLo(R) y un punto z = z + iy en H, entonces la parte imaginaria
de T'(2) es de la forma m > 0.

Observar que el mapa de SL2(R) en PSLy(R) que mapea la matriz

10



az+b
cz+d

Adems3s si g se mapea en T también lo hace —g. De manera més general, el niicleo de este mapa esta

en la transformacién T' definida por T'(z) = es un morfismo sobreyectivo y continuo de grupos.

dado por el grupo {e,—e} donde e es la matriz identidad. De esto se deduce que el grupo PSLy(R) es
isomorfo como grupo a SLy(R)/{e, —e}. Es importante observar que las transformaciones de PSLa(R)
se extienden de manera continua a OH, de hecho dado T' € PSL2(R) si consideramos a T : 0H — 0H

entonces este mapa es un difeomorfismo.

Como existe la identificacién entre PSLy(R) y el cociente de SL2(R) mencionado arriba, a la transfor-

macién de PSLy(R) dada por z — 20

otd la, denotaremos

-]

Definicién 2.2.5. Definimos el mapa traza, tr : PSLy(R) — R definida por:

trab
c d

Observar que cada transformacién g en PSLy(R) tiene exactamente dos matrices asociadas, +¢ en

=la+d|.

SLs(R). Como tr(—g) = —tr(g) y el mapa que definimos mapea a g en PSLy(R) en el valor de la traza
de su matriz asociada, el mapa traza esta bien definido.

Definicién 2.2.6. Dada una transformacion g en PSLo(R) distinta de la identidad decimos que:
= La transformacidn g es eliptica si tr(g) < 2.
= La transformacidn g es parabdlica si tr(g) = 2.
= La transformacion g es hiperbdlica si tr(g) > 2.

Alternativamente tenemos la siguiente caracterizacién geométrica.

_la b
9= c d
de PSL2(R), si z en HU OH es un punto fijo por g, es decir g(z) = z, si y solo si

a—d+\/tr(T)2 -4
2c '

Dada la trasformacion

z =

Es importante enfatizar que OH = R U {oo}. Por lo que si g es una trasformacién eliptica, entonces
unicamente existe un z en H fijo por g. Si es parabdlica, inicamente existe un punto fijo en el borde de
H y si es hiperbdlica, existen exactamente dos puntos fijos en el borde de H. Un corolario inmediato de
esto es que si una transformacién de PSLo(R) fija tres puntos, entonces necesariamente es la identidad.

-1

Observacién 2.2.7. Las transformaciones del tipo z — —(z)7', z — az y del tipo z — z +

pertenecen a PSLa(R) para todo o mayor que cero y 3 real.

Proposicién 2.2.8. El grupo PSLy(R) estd contenido en el grupo de isometrias de H.

11



az+b
cz+d’

su diferencial d,g : T.H — Tp()H va a mapear un vector v en el vector m. Entonces dados

Demostracion. Sea g en PSLa(R) que dado un z = = + iy en H lo mapea en sabemos que

v,w € T,H tenemos que

1 v w
dTZ ,de == ’
(dT.(v) (w)>T(z) Im(T(2))? <(cz +d)? (cz +d)2>
_|cz+d|4 Y v —i<vw>—<vw>
TP NP (erap/ g ST
lo que prueba la proposicién. O

Geodésicas del plano hiperbdlico

Definicién 2.2.9. Decimos que un mapa suave ¢ : R — H es una geodésica de H si estd parametriza-
da por longitud de arco y la restriccion de la curva a un intervalo cerrado es una curva que realiza la
distancia entre las imdgenes de los extremos del mismo. Es decir, dados t1 < to dos miumeros reales,
se cumple que:

ty —t1 = d(o(t1), d(t2)) = / 2 ;Ilcﬁ’(t)lldt = 1(Plt,ta))

t1 Im(o(t))

En algunos casos llamaremos geodésica a la imagen de una geodésica.

Definicién 2.2.10. Dados dos puntos distintos z1 y z2 en H decimos que una curva que los une es
un segmento geodésico si existe una geodésica que lo contenga en su imagen. A este segmento lo deno-
taremos [z1, 2z2).

Dado un punto z en H y un punto & en el borde de H decimos que una curva ¢ definida en [0,00) es
un rayo geodésico de z a £ si su imagen estd contenida en una geodésica, $(0) = z y ¢(t) tiende a

cuando t tiende a infinito.

Observacién 2.2.11. Como las transformaciones de PSLa(R) son isometrias, mapean geodésicas en
geodésicas.

Proposicién 2.2.12. La curva ¢ : R — H definida por ¢(t) = ie' es una geodésica.

Demostracion. Sean t1 < to dos nimeros reales distintos, veamos que se cumplen las condiciones que
definen una geodésica,

to 1 , to 1 . to
h =/ _— t dtZ/ —||ie dtZ/ 1dt =ty — t.
(¢|[t1,t2}) 0 Im(¢(t)) H(b ( )” " et || || " 2 1

Para terminar resta ver que la distancia hiperbdlica entre e''i y e'2i es to — t;. Sea v : [s1,82] — H
una curva suave a trozos tal que v(s;) = e%i con j = 1,2 y y(t) = z(t) + iy(t). Entonces

S9 1 So 1 So y’(t) el2 dt
h :/ i ’tdtg/ —’tdtg/ dtg/ — =ty — 11,
() y(t)IIM)II . y(t)ly()l 0 7 T koh

lo que demuestra la proposicion. O

12



Observacion 2.2.13. De esta demostracion se deduce que, dados dos puntos distintos sobre el eje
imaginario, el semieje que los une es el unico posible segmento geodésico que los conecta. De manera
mds general, dados dos puntos distintos sobre el eje imaginario, la unica geodésica que los contiene es
el eje imaginario.

Proposicion 2.2.14. Dada una semirrecta o arco de circunferencia en H perpendicular ol eje real y
que tienen sus extremos sobre el mismo, existe una transformacidn de PSLy(R) que lo mapea en el eje
1maginario.

Demostracion. Dada una semirrecta Ly en H perpendicular al eje real y que se encuentra con el mismo
en el punto « en R, la transformacién de PSLa(R) de la forma z +— z — « la mapea en el eje imaginario.
Ademés si Ly es un arco de circunferencia en H perpendicular al eje real con uno de sus extremos en
el punto 3 en R, la transformacién de PSLs(R) de la forma z — —(z — 3)~! la mapea en un segmento
de la forma de L1, lo que demuestra la proposicién. O

Corolario 2.2.15. Las geodésicas de H son semirrectas o arcos de circunferencias perpendiculares al

eje real.

Demostracion. Consideremos 21 y zo dos puntos en H y consideremos a L la tinica semirrecta o arco
de circunferencia perpendicular al eje real que los contiene. Por la Proposicién [2.2] existe una transfor-
macién g en PSLy(R) que mapea a L en el eje imaginario. Por la Observacién sabemos que el
Unico segmento geodésico entre g(z1) y g(z2) es el segmento del eje imaginario que los une. Ademads
sabemos que las transformaciones de PSLy(R) mapean geodésicas en geodésicas por ser isometrias, lo
que demuestra el corolario. O

Dados dos puntos distintos de H, existe una tnica geodésica que los contiene. En efecto, dados dos
puntos distintos en H existe una tnica semirrecta o arco de circunferencia perpendicular al eje real
que pase por ellos.

e igual manera, dado un punto z de un vector v en el tangente a or z, existe una tnica
D 1 , dad t de H y t 1t te a H , t
geodésica por z, cuya velocidad en el punto es v.

Proposicién 2.2.16. El grupo PSLa(R) es un subgrupo de las isometrias de H de indice dos. Mds
aun, es el subgrupo de las isometrias de H que preservan la orientacion.

Demostracion. Sea ¢ una isometria de H y sea I la parte del eje imaginario contenida en H. Como ¢
es una isometria, mapea geodésicas en geodésicas. Como I es una geodésica, se tiene que ¢(I) es una
geodésica. Por la Proposicion sabemos que existe una trasformacién g en PSLy(R) que mapea a
¢(I) en I. Ademds, a menos de componer con transformaciones de PSLa(R) del tipo z — ’71 02 az
con « real positivo, podemos asumir que g¢ mapea ¢ en 7 y 0 en 0. De esto se deduce que para todo z
en H y para todo t real positivo, se cumple que

d(z,it) = d(g¢(2), g¢(it)) = d(ge(2), it).

Como esto se cumple para todo ¢, necesariamente go(z) es igual a z o Z siendo siempre el mismo caso

1 es un elemento de

para todos los z de H por ser g¢ una isometria. Si g¢p(z) = z, entonces ¢ = g~
PSL2(R). Si gé(z) = z, entonces ¢ = fg~! siendo f el mapa dado por z — —z. Consecuentemente ¢
pertenece al conjunto PSLa(R)™ = {fg : g € PSLa(R)}. Para ver que PSLy(R) es un grupo de indice

dos solamente resta ver que f no pertenece a PSLy(R). Esto se deduce del hecho de que f no preserva
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orientacién, mientras que toda transformacién de PSLy(R) si lo hace. De esta observacién también
se deduce que todas las transformaciones de PSLo(R)™ no preservan orientacién, lo que demuestra la
proposicién. O

Caracterizacion geométrica de las transformaciones hiperbdlicas

Dada una transformacién hiperbélica g en PSLy(R), vimos que fija exactamente dos puntos en OH.
Como las transformaciones de PSLy(R) se extienden continuamente al borde de H y mapean geodésicas
en geodésicas, entonces g mapea la tnica geodésica con extremos en sus puntos fijos en si misma. De
hecho, serd la tinica geodésica invariante, de lo contrario g fijaria al menos tres puntos, lo cual es una
contradiccién. Por otro lado, como ¢ no fija puntos en H como vimos luego de la Definicién g
restricta a esta geodésica define un sistema dindmico sin puntos fijos, por lo que uno de los puntos
fijos en el borde es atractor y el otro repulsor de esta dindmica. De hecho, si vemos la dindmica que
g induce en el borde de H, que es topoldgicamente S!, esta es una dindmica con dos puntos fijos, uno
atractor y otro repulsor, que coincide con los atractores y repulsores de la dinamica de g restricta a la
geodésica que fija.

Definicién 2.2.17. Sea g una transformacion hiperbolica de PSLa(R). Definimos su eje, que de-
notamos E(g), como la tnica geodésica invariante por g. Definimos el atractor y repulsor de g que
denotamos g (resp. g~ ), como el unico punto que fija g en el borde y es atractor (resp. repulsor) de
la dindmica de g restricto al borde.

E(9)

N ya Z
7 < ~

gt g

Y

Tangente unitario del plano hiperbdlico
Definicién 2.2.18. Definimos el fibrado tangente unitario de H como
T'H = {(z,v) : z € H,v € T,H, ||v||, = 1}.

Observar que T'H es una variedad homeomorfa a H x S! por el mapa (z,v) — (z, iv) siendo y la parte
imaginaria de z.

Proposicién 2.2.19. El grupo topolégico PSLa(R) es homeomorfo al tangente unitario de H.
Demostracion. El grupo PSLy(R) actia en en THH mediante

g+ (z,v) = (9(2), dg=(v)).
Como las transformaciones de PSLy(R) son isometrias de H, la accién estd bien definida. Veamos que

esta accién es continua y transitiva. Para la transitividad es suficiente ver que dado (z,v) en T H
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existe una trasformacién g de PSLy(R) tal que g - (4,4) = (z,v). Ya vimos que las geodésicas de H
son semirrectas y semicirculos perpendiculares al eje real, por lo que dado un (z,v) en T'H existe una
geodésica v : R — H tal que y(0) = z y 7/(0) = v. También, por la Proposicién sabemos que
existe una transformacién ¢g; de PSLa(R) que mapea a v en el eje imaginario. Esto implica que existe
un real positivo a tal que g1 - (z,v) = (ia,ia). Notar que la transformacién go de PSLy(R) dada por
2 — az cumple que go - (i,4) = (ia,ia). Se deduce que g1 ~tgs - (i,i) = (z,v).

Que la accién es continua es directo del hecho de que dada una trasformacién g en PSLy(R) dada por

Z gj_tdb y un (z,v) en T'H, tenemos que g - (z,v) = (g(2),dg.(v)) = (Zzzjrrdb, mv).

Por la Proposicién podemos afirmar entonces que PSLa(R) es homeomorfo a T H. En efecto, el
estabilizador de (7,7) es {e} siendo e la identidad en PSLy(R)- O

Proposicién 2.2.20. Dada una transformacion g de PSLa(R), g se puede factorizar en tres transfor-
maciones de PSLa(R) de forma que

BBk

Demostracion. Dada una transformaciéon g de PSLo(R), g mapea a ¢ en un punto z = z + iy de H.

A0
0 At

Consideremos la transformaciones u y a de PSL2(R) de la forma

o AR KR VA
_017_0 \/g

Tenemos entonces que au(z) = i y consecuentemente aug - (i,i) = (i,v). Si ¢ es el dngulo entre v e i
en el tangente de H en ¢ y consideramos la trasformacién k& de PSLa(R) de la forma

b cos(¢) —sen(o)
sen(d)  cos(9)

tenemos que kaug- (i,7) = (4,4). De esto se deduce que kau es el inverso de g en PSLy(R) y consecuen-

1 z||vVy 0 cos(¢)  sen(¢)
0 11 [O \/3] [—sen(@ cos(qb)]'

temente

g:

Disco unitario

Veamos ahora un modelo isométrico al plano hiperbélico que denominaremos el modelo del disco uni-
tario. En el modelo del plano hiperbdlico teniamos como elemento destacado un punto en el borde que
era el infinito. Como vimos en esta seccién, a menos de conjugar el grupo con el que estemos trabajan-
do, siempre que quisiéramos destacar un punto en el borde, podiamos considerar que este punto era el
infinito. En el modelo del disco, vamos a poder destacar un punto en el interior del espacio métrico.

Sea U el disco de centro cero y radio uno de C, es decir

U={zeC:|z <1}
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De igual manera que en H, U es una variedad de dimensién dos con una parametrizacién global. Por

otro lado, el mapa f : H — U dado por f(z) = Z;L.l, es un biyeccién, por lo que induce una estructura

de variedad Riemmaniana en U, dada por:

(00 = (07 ) g2 = T )

con z un punto de U y v, w vectores de T, U el tangente de U en z.

Al igual que H, U no es una variedad compacta, para compactificarlo es necesario agregar su borde 0U
y extender su topologia. Si consideramos a U como un subconjunto de C, su borde es S!. Si extende-
mos la topologia agregando para cada punto z en S' una base de entornos dada por bolas euclideas de
centro z intersectadas con U ya tendremos una compactificaciéon de U. La compactificaciéon que hicimos
de H se mapea en esta por el mapa f.

Por construccion, el mapa f es una isometria entre H y U. De esto se concluye que las isometrias
de U que preservan la orientacién son f*(PSLy(R)) = {fgf~!: g € PSLa(R)} y las geodésicas de U
son las imagenes por f de las geodésicas de H. De esto se deduce que el didmetro de i a —i es una
geodésica de U, ya que es la imagen del eje imaginario por f, que sabemos que es una geodésica de H.
Por razonamientos andlogos a los usados en el estudio las geodésicas de H, podemos concluir que las
geodésicas de U son diametros y arcos de circunferencia perpendiculares al borde de U.

2.3. Grupos Fuchsianos

En este trabajo vamos a estudiar acciones de subgrupos de PSLy(R) en cocientes de PSLy(R) por
otros subgrupos. Una caracteristica que le vamos a pedir a los subgrupos por los cuales actuaremos
y cocientaremos en PSLy(R) es que sean subconjuntos discretos de PSLy(R). Vamos a ver que esta
definicién es equivalente a que los subgrupos actien propiamente discontinua en H. Esto nos va a dar
una nocién de la dindmica que éstos inducen en H y consecuentemente en los cocientes de PSLy(R).
Ademads vamos a estudiar cémo son los puntos de acumulacién de las érbitas por las acciones de estos
subgrupos en H. Esto nos va a permitir estudiar y deducir propiedades de los grupos cocompactos y

convexos cocompactos, que son centrales en este trabajo.

Al igual que la Seccién esta se basa fuertemente en el libro ”Fuchsians Grups”de Svetlana Katok
[5].
Grupos discretos y acciéon propiamente discontinua

Definicién 2.3.1. Un subgrupo I' de PSL2(R) se dice Fuchsiano si es discreto.

Recordar que a PSLy(R) lo habfamos equipado con la topologia heredada de R*, por lo que cuando
decimos que un subgrupo es discreto nos referimos respecto a esta topologia. Es decir, un subgrupo I
de PSL2(R) es discreto si para todo elemento de I' existe un entorno del elemento en PSLy(R) que no
contiene a otro elemento de I'.

Equivalentemente, I' es Fuchsiano si dada una sucesién de transformaciones {g,} en I' que convergen
a la identidad, a partir de un n se tiene que g, = e siendo e la identidad en PSLo(R). En efecto, si
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existiese una sucesién de este tipo de elementos de T', es claro que el grupo no seria discreto, ya que la
identidad es un elemento de I y el grupo no seria discreto. Reciprocamente, si suponemos que I' no es
discreto, entonces existe un elemento g en I' y una sucesién {g, } de elementos distintos entre si y a g
en I' que converja a g. Esto lleva a una contradiccién ya que {g,g~ '} serfa una sucesién de elementos
distintos de la identidad en I' que converge a la identidad.

Definicién 2.3.2. Sea X un espacio métrico, una familia {z, : o € A} contenida en X es localmente
finita si para todo K en X compacto, se cumple que x, € K solamente para finitos o en A.

Definicién 2.3.3. Sea X un espacio métrico, un grupo G de isometrias de X actia en X propiamente
discontinua si para todo x en X su orbita por la accion Gz, como familia indexada en G, es locamente
finita. Es decir, para todo compacto K de X y para todo x en X la cantidad de elementos g de G tal
que gx pertenece a K es finita.

Observar que dado un espacio métrico X y G un grupo de isometrias de X, si el grupo G actia pro-
piamente discontinua en X entonces para todo x en X el cardinal de su estabilizador es finito, ya que
si vemos a G como familia indexada en G, sus elementos se repiten tantas veces como el cardinal del
estabilizador de x. Ademas, la drbita es discreta.

El objetivo ahora es ver que un subgrupo de PSLy(R) es Fuchsiano si y solo si actia propiamente
discontinua.

Lema 2.3.4. Dado un elemento zg de H y un subconjunto compacto K de H, el conjunto
E = {9 € PSLy(R) : g(20) € K}
es compacto.

Demostracion. Como PSLy(R) = SLa(R)/{%e} existe una proyeccién canénica 7 : SLo(R) — PSLa(R)
continua. Por lo que si definimos E’ = 7~1(E) y probamos que E’ es compacto, entonces E también
lo es, ya que E = w(E’). Como la topologia de SLy(R) es la heredada de R*, para probar la compaci-
dad de E’ basta con ver que el conjunto de las coordenadas de sus elementos es cerrado y acotado en R%.

Para ver que E’ es un conjunto cerrado consideremos el mapa continuo 8 : SLo(R) — H dado por
g — 7(g)(20). Como K es un compacto de H con la topologia inducida por la métrica hiperbdlica que
coincide con la inducida por la euclidiana, K es un conjunto cerrado. Por lo tanto, como E' = 3~}(K)

se puede concluir que es un conjunto cerrado.

Por otro lado, como K es compacto, sabemos que existen my y ms reales positivos tales que |z| < my y
me < Im(z) para todo z en K. De lo contrario podriamos construir una sucesién en K sin subsucesiones
convergentes. Consecuentemente si zg = x + iy, como E' = 371(K), si consideramos a

= (2

un elemento de E’ tenemos que:

Ay + (cx +d)? = |ezo +d* < 5
a?y? + (ax +b)? = |azo + b|> < mits
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Ya que la parte imaginaria de 3(g) es igual a Esto permite concluir que las coordenadas de

[ . df?
czo+d|* "
los elementos de E’ estdn acotadas y por lo tanto E’ es compacto. O

Lema 2.3.5. Sea T' un subgrupo de PSLa(R), si T’ actia propiamente discontinua. en H y p en H es
fijo para algin elemento de I, entonces existe un entorno abierto W contenido en H de p tal que para

todo punto distinto de p en W no es fijo para ningun elemento de I.

Demostracion. Sea g una transformacién de T' que fija p, es decir g(p) = p. Supongamos que para
todo entorno abierto de p existe un punto distinto de p en el entorno y una trasformacién de I' que
fija ese punto. Esta suposicién nos permite construir una sucesién de puntos {p,} en H que convergen
a p y una sucesién de transformaciones {g,} en T' tal que ¢, (p,) = pn. Consideremos el compacto
K = B(p,3¢) la clausura de la bola hiperbdlica de centro p y radio 3e. Como I' actiia propiamente
discontinua. en H tenemos que I'p la érbita de p intersecta finitas veces K. Consecuentemente para
un N suficientemente grande g, (p) no va a pertenecer a K para todo n mayor que N. De manera
equivalente d(gy,(p),p) > 3¢ para todo n > N. Por otro lado, como p,, tiende a p, se puede considerar
N suficientemente grande para que d(p,,p) < € para todo n mayor que N y por lo tanto

3e < d(gn(p),p) < d(gn(p); Pn) + d(pn;p) = d(gn(p), gn(pn)) + d(pn,p) = d(p, pn) + d(pn,p) < 2¢,

lo cual es una contradicciéon. O

Teorema 2.3.6. Sea T’ un subgrupo de PSLo(R). El grupo T' actia propiamente discontinua. en H si
y solo si I es Fuchsiano.

Demostracion. Primero veamos que si I' es Fuchsiano entonces actiia propiamente discontinua. en H.
Para eso consideremos un punto z y un compacto K en H y veamos que I'z la érbita de z intersecta
finitas veces K como familia indexada en I'. Si consideramos el conjunto E = {g € PSLy(R) : g(2) €
K}, por el Lema m sabemos que E es un conjunto compacto de PSLy(R). Luego, notando que
#I'., N K = #ENT y por lo tanto la interseccién de un compacto y un discreto, podemos concluir la
orbita de z intersecta finitas veces K.

Veamos ahora que si I' actiia propiamente discontinua. en H entonces es Fuchsiano. Para eso supon-
gamos por absurdo que I' no es discreto, equivalentemente supongamos que existe una sucesién de
transformaciones {g,} contenida en I" distintas entre si y a la identidad, que convergen a la identidad.
Por Lema [2.3.5| podemos encontrar un z en H no fijo para todo elemento distinto de la identidad de T'.
Tenemos entonces que la sucesién {g,(z)} converge a z y por lo tanto, en toda bola compacta centrada
en z hay infinitos puntos de la drbita de z, lo que contradice que I' actiia propiamente discontinua. en
H. O

Corolario 2.3.7. Sea T' un subgrupo de PSLy(R). El grupo I' es Fuchsiano si y sélo si para todo z en
H su orbita T'z es discreta en H.

Demostracion. SiI' es Fuchsiano, por el Teorema [2.3.6] el grupo I' actia propiamente discontinua. en
H y por lo tanto, dado un z en H su érbita es localmente finita. De esto se deduce de manera directa
que I'z es un conjunto discreto.

Reciprocamente, supongamos por absurdo que I' no es discreto. Repitiendo los argumentos de la
demostracién del Teorema [2.3.6] podemos encontrar un z en H y un sucesién de transformaciones
distintas {g,} en T tal que g,(z) converge a z. De esto se deduce de manera directa que I'z no un
conjunto discreto, lo que es una contradiccion. O
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Corolario 2.3.8. Sea I' un subgrupo de PSLy(R). Si T’ es un grupo Fuchsiano entonces los puntos
fijos de los elementos elipticos de I' no acumulan en H.

Demostracidn. Supongamos que existe una sucesién de transformaciones elipticas distintas {g,} en
I’ con puntos fijos {z,} respectivamente que convergen a un punto z en H. Esto implica que para
un N suficientemente grande se cumple que d(z,,z) < € para todo n mayor que N. Luego, como las
transformaciones de PSLy(R) son isometrias, se cumple que

d(gn(2),2) < d(gn(2), gn(2n)) + d(gn(zn), 2) = 2d(2, z) < 2e

para todo m mayor que N. Si consideramos K = B(z,2¢) la clausura de la bola de centro z y radio
2¢, tenemos que 'z intersecta a K infinitas. Esto es una contradiccion ya que por el Teorema [2.3.6| '
actiia propiamente discontinua. en H. O

Regién fundamental y region de Dirichlet

Definicién 2.3.9. Dado un espacio métrico X y subgrupo G de isometrias de X, decimos que un
subcongunto cerrado F de X es una region fundamental de G si:

1. Se cumple que |J g(F) = X.
geG

2. Se cumple que Fn T(F ) = 0 para todo g en G distinto de la identidad.
FEquivalentemente, F' es una region fundamental si contiene un elemento de cada orbita de la accion
de G en X y a lo sumo un elemento de cada orbita en su interior.
Decimos que la familia {g(F) : g € G} es una teselacion de X.

Teorema 2.3.10. Sea T un subgrupo de PSLy(R) y Fy y Fy dos regiones fundamentales de T'. Si ju(Fy)
el drea de Fy es finita y u(0F) = p(0Fy) = 0 entonces p(Fy) = p(Fz).

Demostracion. Como la medida de los bordes de ambas regiones es nulo, si notamos por F; al interior

de F;, se tiene que p(F;) = M(Fi), coni=1,2.

Como la familia {g(Fz) : g € I'} es una teselacién de H se tiene que

P 2PN g) = |JF ng(F)).
gel’ gel’

De esto y que las transformaciones de PSLo(R) preservan éreas, se deduce que

Zu F1 ﬂg F2 Zu F1 QFQ Z,u(g(Fl)ﬂﬁ'g)
gel gel’ gel

Por tltimo, como |J g(F1) = H se tiene que |J (g(Fy) N Ey) = Fy, y por lo tanto
ger ger
S ulgP) N Ey) = p | ) N E) | = p(Fy) = u(F).
ger ger

Con un razonamiento igual, intercambiando Fy y Fj se concluye que u(Fy) = pu(Fs). O
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Definicién 2.3.11. Dado un subgrupo I' de PSLy(R), decimos que un punto p de H es de drbita libre
por la accidn de T si dada una trasformacion g de T distinta de la identidad, se tiene que g(p) # p.

Definicién 2.3.12. Dado un grupo Fuchsiano I y un punto p de H de drbita libre por la accion de T,

definimos la region de Dirichlet de I' centrada en p como
Dp(T) ={z € H:d(z,p) <d(z9(p)),Vg €T}
={z€eH:d(z,p) <d(g(z),p),VT €T}.

Es importante notar que por Lema [2:3.5] sabemos que existe un punto de 6rbita libre por la accién de
T.

Definicion 2.3.13. Dados z1 y z2 puntos de H, denotamos al segmento geodésico que los une como
[21, 22]. Definimos la mediatriz hiperbdlica de [z1,22] como la dnica geodésica que pasa por el pun-
to medio del segmento y lo corta perpendicularmente. Esta mediatriz queda definida por la ecuacion
d(z,z1) = d(z, 22) [3].

Definicién 2.3.14. Dado una transformacién g de PSLa(R) y un punto p de H que no sea fijo por g,
denotamos L,(g) a la mediatriz hiperbdlica del segmento [p, g(p)] y Hp(g) a la region de H que contiene
ap y tiene como borde la geodésica Ly(g).

Ly(9)

Observacion 2.3.15. Dado un grupo Fuchsiano I' y un punto p de H de oérbita libre por la accion de
I, la region fundamental de T' centrada en p queda determinada por

Dp(F) = ﬁger—{ld}Hp(9)~

Por construccion las regiones H,(g) son regiones cerradas, convexas y conexas, consecuentemente
D,(T) también lo es.

Teorema 2.3.16. Si I' es grupo Fuchsiano y p un punto de H de drbita libre por la accion de T,
entonces la region de Dirichlet de I' centrada en p es una region fundamental convexa y conexa.

Demostracion. Por la Observaciénya sabemos que Dp(I'), la regién de Dirichlet de centro p, es
una regién cerrada, convexa y conexa. Falta ver que por cada érbita de la accién de I' en H, la regién
D,(T") contiene al menos un elemento y a lo sumo uno en su interior. Veamos primero que contiene un
elemento por cada érbita. Dado z un punto de H, como I' es un grupo Fuchsiano, sabemos que I'z la
orbita de z, es un conjunto discreto de H. Consecuentemente, existe un zg en I'z que minimiza la dis-
tancia con p, es decir, d(p, z9) < d(p, g(z)) para todo g en I' y consecuentemente d(p, z9) < d(p, g(z0))
para todo g en I' ya que I'z = I'zg. Como las transformaciones de I' son isometrias de H, tenemos que
d(p,20) < d(g~1(p), 20) para todo g en T', por lo que zq pertenece a la regién H,(g~!) para todo g en
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I'. Como Dy(T") = Ny r—1r4y Hp(g), podemos concluir que zo pertenece a D, (T").

Veamos ahora que por cada érbita de la accién de I' en H hay a lo sumo un elemento en el interior de
D,(T"). Consideremos un elemento z en el interior de D, (I"). Supongamos que existe ¢ elemento distinto
de la identidad de T tal que d(p, z) = d(p, g(2)). De esto se deduce que d(p,z) = d(g~*(p),2) y por lo
tanto, z pertenece a L,(g~") y por lo tanto al borde de Hy(g~"). Como Dy (') = Ny_r_q1ayHp(g) se
concluye que z no pertenece al interior de D, (I"), lo cual es absurdo. Esto demuestra que para todo
elemento ¢ distinto de la identidad de T, d(p, z) < d(p,g(2)). Si 2z es otro elemento de la 6rbita de z
que también pertenece al interior de D, (T"), tendriamos que d(p, z) < d(p,z0) y d(p, z0) < d(p, 2), lo
cual es una contradiccién. O

Conjunto limite

Definicién 2.3.17. Dado un subgrupo I' de PSLo(R), definimos su conjunto limite, que notamos A(T),
como el conjunto de los puntos de acumulacion en la clausura de H de las orbitas 'z con z en H.

Observar que si I' es un grupo Fuchsiano, por el Lema [2.3.5] sabemos que las drbitas por la accién
de T son conjuntos discretos en H. De esto se deduce que su conjunto limite A(T') estd contenido en
OH =R U {co} el borde de H.

Ademss si zp un punto cualquiera de H, se tiene T'zg—I'2¢ = A(T'). En efecto, por construcciéon I'zg—T'zg
estd contenido en A(T"). Reciprocamente, si £ es un elemento de A(T"), por definicién existe una sucesién
{gn} de elementos de I" y un z en H tal que g,,(z) — €. Luego, a menos de tomar subsucesion g, (z9) va
a converger a un punto del borde, que necesariamente tiene que ser ¢ ya que la distancia entre g, (z)
¥ gn(z0) es constante.

De esta observacion se deduce que A(T") es un conjunto cerrado de la compactificacién de H. En efecto,
I'zg es cerrado y I'zg es discreto, consecuentemente I'zy es un abierto de I'zg.

En el caso de grupos cocompactos y convexos cocompactos no elementales tenemos que sus conjuntos
limites tienen cardinal mayor que dos. En lo que queda de la secciéon veremos que cuando los conjuntos
limites tienen esta caracteristica, se pueden deducir muchas caracteristicas de ellos. Concretamente,
que son la clausura del conjunto de los puntos atractores de las trasformaciones hiperbdlicas del grupo
y que son o bien todo el borde del disco unitario o bien un conjunto perfecto de interior vacio.

Lema 2.3.18. SiT es un grupo Fuchsiano, {g,} una sucesion de elementos distintos de T y z un punto
de H tal que g, (2) — &1 y g, (2) = & con & y & en OH, entonces para todo 2o en la compactificacion
de H distinto de & se tiene que gn(20) — &1.

Demostracion. Consideremos L. (g,) la mediatriz hiperbdlica y p, el punto en H al que equidista de
los extremos del segmento geodésico [z, g,(z)]. Como la distancia entre z y g,(z) tiende a infinito y
gn(z) converge a un punto del borde de H, entonces p, también lo hace. Luego, como L,(g,) en el
modelo del disco es un arco de circunferencia perpendicular a U, su radio tiende a cero. Por otro lado,
gn(z) converge a & y gn(z) pertenece a H,(g,)° la regién de borde L. (g,) que no contiene a z, por lo
que los centros de los arcos de circunferencia L.(g,) también tienden a &;. Este mismo razonamiento
se aplica a las mediatrices L.(g,!). De esto se puede concluir que, dado un zy distinto de & en la
compactificacién de H y un € mayor que cero, existe un natural N tal que para todo n > N se cumple
que:
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1. La regién H,(g,)¢ estd contenida en B(&1,€), la bola euclidiana de centro &; y radio e.
2. El punto zq pertenece a H, (g, ') la regién de borde L (g, ') que contiene a z.

Luego, como g, mapea L,(g, ') en L,(g,) vy z en g,(z) y por lo tanto H,(g,;!) en H.(g,)¢, podemos
concluir que g,(zo) pertenece a B(&1,€) para todo n mayor que N. Esto prueba que g,,(zo) converge a
&1 O

B(&,,€) B(&1,€)

&1

Lema 2.3.19. Dado I' un grupo Fuchsiano y &, &1 y & puntos distintos de OU el borde del disco
unitario, tal que & pertenece a A(T') conjunto limite de T, entonces £ es punto de acumulacion de T'¢y
o I'&s, las drbitas de la accion de I' en OU de &1 y & respectivamente.

Demostracion. Como £ es un elemento de A(T), existe una sucesién {g,} de elementos de ' y un
punto z de H tal que g,(z) — &. Luego, a menos de tomar subsucesién, sabemos que g, '(z) — £~
con ¢~ elemento de 9U. Como &1 y & son elementos distintos, al menos uno de ellos es distinto de
&~ , podemos suponer sin perder generalidad que este es &;. Finalmente, por Lema sabemos que
gn(&1) — &, lo que demuestra el lema. O

Lema 2.3.20. SiT' es un grupo Fuchsiano con todos sus elementos distintos de la identidad elipticos,
entonces todos los elementos de ' tienen el mismo punto fijo.

Demostracion. Supongamos que g y h elementos elipticos de I' que fijan puntos distintos, entonces el

1

conmutador de estos elementos hgh~'g~! es un elemento no eliptico y distinto de la identidad. En

efecto, a menos de conjugar el grupo, podemos suponer que g fija a i, de lo que se deduce que

=7
S

tenemos que la traza del conmutador serd 2r2 + s%(a? + b2+ 2 +d?). Observar que si a® +b?+c? +d? es

mayor o igual a dos, entonces la traza del conmutador sera mayor o igual a dos veces el determinante

Si adema&s denotamos a h como

de h y por lo tanto el conmutador no sera un elemento eliptico.

Veamos que a? + b2 + ¢ + d? es mayor o igual a dos. Para eso veamos a h como su matriz asociada.
Si A es la traspuesta de h, se tiene que hh! es una matriz simétrica de determinante uno y traza
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a® + b% 4+ ¢ + d?. Por teorema espectral sabemos que hht tiene dos valores propios reales. Por otro
lado, su polinomio caracteristico es

z? — tr(hh*)z + det(hh) = 2% — tr(hh))x + 1,

por lo que su discriminante es tr(hh?)? — 4. Como tiene valores propios reales, el discriminante debe
ser positivo, por lo que a? + b + ¢ + d? es mayor o igual a dos.

Solamente resta ver que es el conmutador es distinto de la identidad. Supongamos que es igual a la
identidad. En ese caso se tiene que las dos transformaciones g y h conmutan y por lo tanto

Pero ¢ unicamente fija al 0, por lo que h(0) = 0, lo que es una contradiccién ya que por hipétesis g y
h no fijan el mismo punto. O

Teorema 2.3.21. Dado un grupo Fuchsiano T, si su conjunto limite A(T) tiene mds de un punto,
entonces A(T') es la clausura de los puntos fijos de las transformaciones hiperbélicas de T'.

Demostracion. Primero veamos que I' tiene al menos un elemento hiperbdlico. Si I solamente tiene
elementos elipticos, por Lema todos tienen el mismo punto fijo. De esto se deduce que A(T') =0
ya que para todo punto en H, como las transformaciones de I' son isometrias, los puntos de su orbita
van a distar un valor constate del punto fijo de las transformaciones de I' y por lo tanto no acumulan
en el borde.

Supongamos ahora que existe un elemento parabdlico g en I', que a menos de conjugar I' podemos
suponer que fija el infinito. De esto se deduce que g es de la forma z — z 4+ k con k € R no nulo. Si
todos los elementos de I" s6lo fijan el infinito entonces se deduce que A(I") = {co}. Esto contradice la
hipétesis inicial, por lo que existe un elemento h en I' que no fija el infinito, es decir

a b
c d

con ¢ # 0. Tenemos entonces que tr(g"h) = |a+ d + nkc| por lo que para un n suficientemente grande,

h:

g"h es un elemento hiperbdlico de T'.

Ahora que sabemos que I' tiene un elemento hiperbdlico veamos que se cumple el resultado. Sea
H = {g" :g9eT,tr(g) > 2} el conjunto de los puntos atractores de los elementos hiperbélicos de T'.
Es claro que H C A(T), veamos que se cumple la otra inclusién. Sea & un elemento de A(T') y sean
gt y hT puntos atractores de elementos hiperbélicos de I' distintos. Sabemos que existen dos distintos
ya que I' tiene al menos un elemento hiperbdlico, y el repulsor de este elemento es el atractor de su
inverso. Si & es igual a g™ o AT entonces £ € H. Si £ es no igual a g™ o h™ entonces por Lema
sabemos que £ es punto de acumulacién de la érbita de gt o la de At y consecuentemente £ € H. [

Teorema 2.3.22. Dado un grupo Fuchsiano I', su conjunto limite A(T') es invariante por transforma-

ciones de I'.

Demostracion. Sea & un elemento de A(T"). Por definicién existe una sucesion {g, } de transformaciones
de T'y un z en H tal que g,(z) — £. Sea g una transformacién de T', entonces gg,g~ *(g(2)) — g(&) vy
por lo tanto g(&) pertenece a A(I") lo que muestra la invarianza. O
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Teorema 2.3.23. Dado un grupo Fuchsiano T', se cumple una de las siguientes condiciones:
1. Su congunto limite A(T") tiene cardinal menor o igual a dos.
2. Su congunto limite A(T') es todo el borde del disco unitario OU

8. Su congunto limite A(T") es un subconjunto perfecto de interior vacio de OU.

Demostracién. Supongamos que su conjunto limite A(T") tiene mds de dos puntos por lo que no es-
tamos en el primer caso. En le segundo y tercer caso A(T') es perfecto, por lo que empecemos por
demostrar eso. Ya sabemos que es cerrado, resta ver que todos sus puntos son de acumulacién. Sean
&, &1y & elementos distintos de A(T") y veamos que ¢ es de acumulacién. Por Lema sabemos
que £ es de acumulacién de la érbita de &; o la de &;. Luego, como A(T) es I'-invariante, estas 6rbitas
estdn contenidas en A(T") y por lo tanto £ es de acumulacién.

Para terminar, veamos que si A(T") es distinto de U entonces tiene interior vacio. Sea £ un elemento
de U que no estd en A(T"). Como A(T") es cerrado, su complemento es abierto y por lo tanto existe un
entorno abierto V' de £ en el complemento de A(T"). Dado un ¢ en A(T), por el Lema sabemos
que existe un & en V y una sucesién de transformaciones {g,} en I' tal que g,(¢y) — (. Por ultimo
9gn(V) es un entorno abierto de g, (&) en el complemento de A(T") y por lo tanto g, (&) no pertenece
a A(T) para todo n. Consecuentemente ¢ no es un punto interior, lo que demuestra el teorema. O

Definicién 2.3.24. Dado un grupo Fuchsiano ', decimos que es un grupo elemental si existe una
orbita finita por la accion de I' en la compactificacion de H.

Proposicién 2.3.25. Dado un grupo no elemental T', su conjunto limite A(T) tiene mds de dos puntos.

Demostracion. Si A(T') no tiene ningin punto, entonces I' no puede tener elementos hiperbdlicos ni
parabdlicos. Por el Lema [2.:3:20] I" serd un grupo de elementos elipticos con un mismo punto fijo. Pero
esto contradice que I' es no elemental, ya que la 6rbita de este punto fijo seria sélo si mismo.

Si A(T') tiene solamente un punto, entonces I' s6lo puede tener elementos parabdlicos que fijan un
mismo punto. Si tuviese elementos parabdlicos con otros puntos fijos, estos también pertenecerian a
A(T"). Si tuviese elementos hiperbdélicos sus atractor y repulsor serfan dos elementos distintos en A(T).
Si tuviese un elemento h eliptico, necesariamente tendria que tener algin elemento g parabdlico que
fijen el punto de A(T'), luego hgh~! también serfa un elemento parabdlico del grupo que fija el tinico
elemento de hgh~!, lo cual implica que h también fija el punto de A(T) lo cual es una contradiccién.

Que T) tenga solo elementos parabdlicos que fijan un mismo punto también lleva a una contradiccién
yva que la érbita de este punto también seria sélo este punto.

En el caso de que A(T") tenga exactamente dos puntos en el borde &; y &2, los elementos de I' solamente
pueden ser transformaciones hiperbdlicas que los fijen o elipticas que los intercambien. Consecuente-
mente, ['¢; a lo sumo contiene a &1 y &2, lo cual contradice que sea no elemental. O

2.4. Grupos cocompactos y convexos cocompactos

En este trabajo estudiaremos acciones de subgrupos de PSLy(R) en cocientes de PSLy(R) por otros
subgrupos de PSLy(R). En ocasiones le pediremos a estos subgrupos que sean cocompactos o convexos
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cocompactos. Es esta seccién vamos a estudiar, entre otras cosas, como son los elementos y conjuntos
limites de estos grupos.
Esta seccién se basa fuertemente en el libro ”Fuchsians Grups”de Svetlana Katok [5].

Grupos cocompactos

Definicién 2.4.1. Decimos que un grupo Fuchsiano T es cocompacto si el espacio cociente T'\ H es
compacto.

Observar que la funcién d : T\ H x I' \ H — R dada por

d(Tz1,Tzp) = inf{d(g:1(21),d(g2(22)) : g1, 92 € '}
define una distancia en I'\ H.
Teorema 2.4.2. Si ' es un grupo cocompacto, entonces I' no tiene elementos parabdlicos.

Demostracion. Definamos la funcién continua v : H — R que mapea z en el infimo de las distancias
entre z y la imagen de z por transformaciones de I' no elipticas y distintas de la identidad, es decir

v(z) = mf{d(z,9(2)) : g € T — {e}, tr(g) > 2}.

Como la 6rbita de z por la accién de T' es un conjunto discreto de H, tenemos que v(z) > 0 para todo
z en H. Por otro lado, si consideramos z en H y una transformacién h en I' tenemos que v(z) = v(hz).
En efecto, si g es una trasformacién no eliptica y distinta de la identidad de T, tenemos que hgh~'
también lo es, y consecuentemente

d(z,9(2)) = d(h(2), hg(2)) = d(h(z), hgh™" (h(2))).

De esto se concluye que podemos definir la funcién v en el cociente T'\ H. Luego, como este espacio es
compacto, tenemos que la imagen de v estd contenida en un intervalo compacto de los reales positivos.
Consecuentemente, existe un k, real positivo tal que v(z) > k, para todo z en H.

Supongamos ahora que existe un elemento parabdlico u de I'. A menos de conjugar el grupo I' y tomar
el inverso de u, podemos suponer que u es de la forma z — z + 1. Luego d(z,u(z)) = d(z,z + 1)
tiende a cero si la parte imaginaria de z tiende a infinito, lo cual contradice lo que demostramos
anteriormente. O

Proposicién 2.4.3. Dado un grupo cocompacto I, su conjunto limite A(T') es todo el borde de H.

Demostracion. Consideremos £ un punto del borde de H, veamos que & pertenece a A(T"). Como I es
cocompacto, existe un real d positivo tal que dados z1 y 22 en H, la distancia entre 'z y I'z5 es menor
que d. Consecuentemente, el conjunto de las bolas de radio d con centro en elementos de la érbita de
i por la accién de I' cubre todo H. Por lo que si consideramos {z;} una sucesién de puntos en H que
tiende a £ en el infinito, existe una sucesién {g,} en I' tal que d(z,, g,(0)) < d. De esto se concluye
que la sucesién {g,(0)} también converge a & por lo que £ pertenece a A(T). O

Observacion 2.4.4. Dado un grupo cocompacto I, el conjunto de los puntos atractores de los elemen-
tos hiperbdlicos de I' es denso en el borde de H. En efecto, por la Proposicion el conjunto limite
de T es todo el borde. Luego, por el Teorema[2.3.21], sabemos que el conjunto limite es la clausura del
conjunto de los puntos fijos de los elementos hiperbdlicos de T y cada fijo por un elemento g de T' es
atractor para g o su inverso.
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Corolario 2.4.5. Dado un grupo cocompacto I' y dos abiertos U y V en el borde de H, existe un
elemento hiperbdlico de T' tal que su atractor y repulsor pertenecen a U y V' respectivamente.

Demostracion. A menos de tomar abiertos méas pequenos si es necesario, podemos considerar que U y V'
son disjuntos. Como I' es cocompacto, por el Corolario[2.4.4] sabemos que existen dos transformaciones
hiperbdlicas g1 y g2 en I tal que gf‘, el atractor de g1, pertenece a U y g, , el atractor de 92_1, pertenece
a V. Ademds sabemos que g; es distinto de g5, en efecto si fuesen iguales, a menos de conjugar el
grupo podemos suponer que g; = g; = 00 y por lo tanto

oo
g1 = 0 Al_l )

R
S

con 0 < A\; <1 < A9 y b distinto de cero. Tenemos entonces que

1 Aob(N? — 1)1

919291 95 ' = [0 |

lo que es una contradicciéon ya que implicaria que I' tiene un elemento parabdlico lo que contradice
que I' sea cocompacto.

Sea I un entorno de g; tal que g; no pertenece a I. Como go es una trasformacién hiperbélica, existe
un natural N tal que para todo n > N se cumple que g5 (U) esté contenido en I, ya que g, no pertenece
a U. Nuevamente, como g; es una transformacion hiperbdlica, existe un natural M tal que para todo
m > M se cumple que ¢g7"(I) estd contenido en U. Por lo que para n > N y m > M se cumple que
9795 (U) esta contenido en U. De esto se deduce que el atractor de gJ*g% pertenece a U. Repitiendo
estos razonamientos podemos concluir que existen N’ y M’ tal que para todo n > N’ y m > M/,
se cumple que (g5 )™ (g7 H)™ (V) esté contenido en V. Por lo tanto su atractor, que es el repulsor de
g7"gh. Para demostrar el corolario basta con tomar n > maz{N,N'} y m > max{M, M'}. O

Grupos Convexos cocompactos

Dado un grupo Fuchsiano I', definimos el conjunto CT como la unién de todas geodésicas con extremos
en el conjunto limite de I". Como el conjunto limite es invariante por I' y las transformaciones de
PSL2(R) mapean geodésicas en geodésicas, tenemos que Cr también es I'-invariante.

Definicién 2.4.6. Un grupo Fuchsiano I' se dice convexo cocompacto si es un grupo no elemental y
el cociente Qpr =T\ Cr es compacto.

El conjunto Qr se puede ver que es el conjunto no errante por el flujo geodésico [§] en el cociente I"\ H
por lo que en ocasiones lo denominaremos no errante de I' por el flujo geodésico o simplemente no
errante de I'.

Proposicion 2.4.7. Dado un grupo convexo cocompacto ', su conjunto limite es todo el borde de H

0 un conjunto perfecto con interior vacio del borde de H.

Demostracion. Por el Teorema [2.3.23] para probar esta afirmacién basta sélo con probar que A(T")
tiene mds de dos puntos. Por la Proposicién [2.3.25] como T" es un grupo elemental, tenemos que A(T)
tiene mas de dos puntos. O
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Si consideramos un grupo convexo cocompacto I' con A(T') conjunto perfecto con interior vacio del
borde de H, entonces, como A(T") es cerrado, su complemento es unién numerable de intervalos abiertos
disjuntos J;. Observar que los intervalos J; se mapean por las transformaciones de I' en intervalos J;.

Definicion 2.4.8. Dado un intervalo I en el borde de H, definimos la envolvente convera de I, que
denotamos hull(I), como la region de H que tiene como borde el intervalo I y la geodésica que tiene
como extremos los extremos del intervalo.

Observar que la envolvente convexa de I es una region convexa de H.

Proposicién 2.4.9. Dado un grupo convexo cocompacto T' con su conjunto limite A(T') perfecto con
interior vacio del borde de H, existe un 6 > 0 tal que

para todo par I y J de intervalos maximales distintos del complemento de A(T).

Demostracion. Dado dos intervalos en el borde de H, la distancia entre sus envolventes convexas es
nula solamente si comparten un punto en el borde. Luego, si esto ocurriese para dos intervalos del
complemento de A(T"), este punto en comin no seria de A(T"), lo cual es una contradiccién. Por lo que
la distancia entre hull(I) y hull(J) es positiva.

Resta ver que la distancia entre dos intervalos distintos estd uniformemente acotada interiormente.
Supongamos ahora por absurdo que existe una sucesiéon de pares de estos intervalos distintos J! y J?2
tal que la distancia entre hull(J!) y hull(J2) es menor que 1/n para todo n. De esto se concluye que
existe una sucesién de pares de puntos z} y 22 con z! perteneciente al borde geodésico de hull(J¢) para
i = 1,2y tal que la distancia entre z} y 22 es menor que 1/n. Por otro lado, como I'\ Cr es compacto,
existe un d > 0 tal que para todo par de puntos en Cr, la distancia entre sus érbitas por la acciéon de I'
es menor que d. Consecuentemente, dado un zg en Ct, a menos de trasladar por transformaciones de T,
la sucesién z! estd contenida en B(zp, d) la bola de centro zy y radio d. Consecuentemente la sucesién
22 estd contenida B(zp,d + 1) la clausura de la bola de centro zy y radio d + 1. Por compacidad, a
menos de tomar subsucesiones, las sucesiones z. y 22 son convergentes a un punto en H. Luego, como

la distancia entre 2. y 22 tiende a cero, ambas sucesiones convergen al mismo punto z.

Consideremos un € > 0 y denotemos B, a la bola de centro z y radio €. Notamos B, , a la proyeccién
euclidiana de B, sobre el eje real, es decir el conjunto de las partes real de los elementos de B; x. a
la longitud euclidiana del intervalo B, ; v y. a la distancia euclidea entre cero y la proyeccién de B,
sobre el eje imaginario. Podemos ajustar el € de modo que x, < 2y,.

Como las sucesiones z. y z2 convergen a z, existe un N tal que z. y 22 pertenecen a B, para todo
n > N. Si consideramos ng > N, los conjuntos hull(J; ) y hull(J2 ) intersectan a Be. Por otro lado,
como los intervalos J;, y J2 son distintos, la distancia entre hull(.J} ) y hull(J7 ) es positiva y por lo

tanto existe un ny > ng tal que
1

d(hull(J,,), hull(JZ ) > —.
ni
De esto se concluye que los pares {J}} ,J2 } y {J} ,J3 } son distintos. Supongamos sin perder gene-

ralidad que J! es distinto de J! y J2 . Como nq; > N, tenemos que hull(J! ) intersecta a B..
ny no no ni
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Finalmente, a menos de conjugar el grupo, podemos asumir que oo no pertenece a ninguno de los tres

intervalos. Consecuentemente J!

2 1o
nos Ing ¥ Jn, intersectan a Be .

Tenemos entonces que tres intervalos disjuntos J%O,

se concluye que al menos uno de estos tres intervalos estd contenido en B ., por lo que su borde

Jgo v J;l intersectan al intervalo B .. De esto

geodésico es un arco de circunferencia de radio a lo sumo la mitad de z. < 2y, lo cual contradice que
su envolvente convexa intersecta a B ;. O

2.5. Flujos homogéneos

En esta seccién vamos a definir dos flujos en el tangente unitario de H; el flujo geodésico y el flujo
horociclico. Primero veremos construcciones geométricas de estos flujos y luego veremos caracteriza-
ciones algebraicas de los mismos. Por la identificaciéon que dimos entre el tangente unitario de H y
PSL2(R) en la Proposicién esto nos ayudard a estudiar la dindmica en PSLy(R).

Definicién 2.5.1. Dado un espacio topoldgico X, decimos que una funcion ¢ : Rx X — X es un flujo
si define una accién continua de R como grupo aditivo en X. Usualmente notaremos ¢(x) = ¢(t, ).
Flujo geodésico

Definicién 2.5.2. Definimos un flujo g; en el tangente unitario T'H = H x S* que denominaremos
flujo geodésico en H. Este se define como g:((z,v)) = (¢(t), ¢’ (t)) siendo ¢ la tinica geodésica de H tal

que ¢(0) =z y ¢'(0) = v.

Observacién 2.5.3. Si consideramos el vector (i,1) en el tangente unitario de H, sabemos que la tinica
geodésica que pasa por ese punto con esa velocidad en cero es ¢(t) = iet. Por lo que el flujo geodésico
en este vector queda definido por g4((i,i)) = (iet,iet). Por otro lado, si consideramos el subgrupo de

PSL2(R) dado por
et/? 0
A=<a; = 0 et/ teR S,

tenemos que gy((i,1)) = (iet,iet) = (as(4), d;a:(4)).

Por otro lado, sabemos de la Pmposicio’n que TYH es homeomorfo a PSLy(R) por el mapa que
mapea g en g - (i,1) = (g(i),dg:(i)) para todo g en PSLy(R). Luego, como las transformaciones de
PSLy(R) son isometrias de H, dado un (v,z) = g - (i,i) en T'H tenemos que g;((v,s)) = g - g+(4,1).
Por lo que si definimos la accion del subgrupo A en T'H dada por

ap - (g-(i,9) = g~ (i€, ie")) = g - ((ar(i), diar (1)) = g - ar - (i,0),
tenemos que el flujo geodésico en T*H queda definido por g(g - (i,1)) = g - as - (i,17).
Definicién 2.5.4. Definimos el flujo geodésico g; en PSLa(R) dado por g:(g) = gas.

Este mapa es un flujo ya que es el pull back por el mapa dado en la Proposicién [2:2.19] del flujo
geodésico en T1H por el homeomorfismo anterior. Dada una trasformacién g en PSLy(R), su érbita
por el flujo geodésico es gA.
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Flujo horociclico

Definicién 2.5.5. Dado un punto £ en el borde de H y un punto z; en H, existe una unica geodésica
¢ tal que $(0) = z1 y P(t) converge a & cuando t tiende a infinito. Definimos la funcion de Busemann
centrada en &, be : H x H — R dada por

be(21,22) = limy— 0o d(@(t), 22) — t = limy—s 4o d(P(t), 22) — d(@(t), 21).

Veamos que la funcién de Busemann estd bien definida. Dado un punto & en el borde de H y un punto
z1 en H, por desigualdad triangular tenemos que

d(¢(t), ) — d(o(t), 20) = —d(2, 20)

para todo z en H, siendo ¢ como en la Definicién [2.5.5] Por lo que, dado un z, la funcién de Busemann
centrada en £ y evaluada en (21, 2z) estd acotada inferiormente por la distancia entre z y z;. Por otro
lado, si s > t dos reales, tenemos que

s —d(0(s), 2) = (t =d(¢(t),2)) = s =t +d(d(t), 2) —d(d(s), 2) = s =t = d(¢(s),b(t)) = s =t +t -5 =0.

Por lo que la funcién ¢ — d(¢(t), z) es decreciente en t. De estas dos observaciones se deduce que la
funcién de Busemann estd bien definida.

Proposicion 2.5.6. Dado un punto z = x + iy en H, la funcion de Busemann centrada en infinito y
evaluada en (i, z) vale menos el logaritmo de la parte imaginaria de z. Es decir,

boo (i, 2) = —log(y).

Demostracion. La geodésica que pasa por i en tiempo cero y converge a infinito en tiempo infinito es
¢(t) = iet. Dado un ¢t > 0 vamos a acotar la distancia entre ie’ y 2 superior e inferiormente por valores
que converjan a — In(y) cuando ¢ tiende a infinito. La curva ¢ : [0, 1] — H dada por ¢(s) = sie’+(1—s)z
es una curva con ¢(0) = ie’ y (1) = z, por lo que

d(ie* z)</ (s ‘ ds / Vi zyPta? +m2
0

Im(p et—y )ty

V(e —y +x2 ! 1 (et —y)? + 22
=t——= (t—In(y)).
| L - ()
Por otro lado, si consideramos el segmento geodésico [z, z +ie'], su longitud va a ser menor o igual que
la del segmento [z,ie?]. En efecto, a menos que z pertenezca al eje imaginario, al calcular la longitud
de [z,ie'] la integral serd la misma que la que define la longitud de [z, ie’], més una componente en la
direccién paralela al eje real. De esto se concluye que

d(ie', z) = d(x +ie', z) = t — log(y).

Tenemos entonces que
—In(y) < d(ie',z) —t <
por lo que tomando el limite con ¢ tendiendo a infinito tenemos que

~In(y) < boo(i, 2) < — In(y).
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Repitiendo estos mismos argumentos se demuestra que, dados z; y 23 dos puntos de H, se cumple que
boo(21,22) = In(Im(z1)) — In(Im(z2)),

siendo I'm(z1) y Im(22) la parte imaginaria de z1 y 25 respectivamente. Por otro lado, por la Proposicién
podemos concluir que el conjunto

Ho,={z€H:bx(i,z) =0}
es la recta paralela al eje real por i.

Definicién 2.5.7. Dado un punto £ en el borde de H y un punto zo en H, definimos el horociclo por
zo centrado en & como
He ., ={z € H: be(z0,2) = 0}.

Dado un punto £ en el borde de H y un punto zp en H, existe una unica geodésica ¢ tal que ¢(0)
y ¢(t) tiende a & cuando t tiende a infinito. Luego, existe una trasformacién g en PSLs(R) tal que
g¢ es la tnica geodésica con gé(0) =i y go(t) tiende a infinito cuando ¢ tiende a infinito. Como las
transformaciones de PSLy(R) son isometrias de H tenemos que

He .o =9gHs,; = {92z € H: boo(i,2) = 0}.

Por otro lado, el conjunto H ; puede parametrizarse por longitud de arco por la curva v : R — H
con v(t) =i+ t. Esta curva corta perpendicularmente todas la geodésicas con un extremo en infinito

y sus extremos convergen a infinito.

Como las transformaciones de PSLs(R) son conformes y se extienden de manera continua al borde de
H, tenemos que H¢ ., serd una curva parametrizada por longitud de arco por gv, que corta perpen-
dicularmente todas las geodésicas con un extremo en £ y con sus extremos convergiendo a . Estas
caracteristicas geométricas nos permiten concluir que, cuando £ es distinto de infinito, H¢ ., es el inico
circulo en H tangente al eje real por £ que contiene a zy. Si £ es infinito, entonces He ., es la recta
paralela al eje real por zg. De esto también se concluye que, fijado el punto £ en el borde de H, todo
punto de H esté contenido en un unico horociclo centrado en £, por lo que el siguiente flujo esta bien
definido.

Definicién 2.5.8. Definimos un flujo h; en el tangente unitario T'H = H x S' que denominaremos
flujo horociclico en H. Este se define como h:((z,v)) = (v(t),v:) siendo v la parametrizacion por
longitud de arco del horociclo He . tal que v(0) = z y v, el dnico vector del tangente unitario de H en
v(t) tal que la geodésica por v(t) con velocidad en este punto igual a vy, converja en el infinito a .

Por un razonamiento andlogo al del flujo geodésico, como el flujo horociclico en (%,4) queda definido
por h(i,i) = (i +t,7) = uy - (4,4) con

si definimos el subgrupo de PSLy(R)



y la accién de U en T'H dada por

ug - (g (4,4) = g - ue - (i,4),
tenemos que el flujo horociclico en H queda definido por hi(g - (¢,7)) = g - us - (4,1).
Definicién 2.5.9. Definimos el flujo horociclico hy en PSLy(R) dado por hi(g) = guy.

Este mapa es un flujo ya que es el pull back por el mapa dado en la Proposicion [2.2.19] del flujo
horociclico en H. Dada una trasformacién g en PSLy(R), su drbita por el flujo horociclico es gU.

Si T' es un subgrupo de PSLy(R), los flujos geodésicos y horociclicos se mapean bien en el cociente
'\ PSLy(R). En efecto, estos flujos estén definidos por componer por transformaciones a derecha,
mientras que las clases estdn definidas por componer a izquierda.
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Capitulo 3

Dinamica del flujo horociclico

3.1. Caso cocompacto: Teorema de Hedlund

En esta seccién veremos un resultado importante sobre el flujo horociclico en cocientes de PSLy(R) por
grupos cocompactos sin torsion. Concretamente, demostraremos el teorema de Hedlund, que afirma
que las drbitas por el flujo horociclico en cocientes de PSLa(R) por grupos cocompactos sin torsién
son densas. Ademds veremos un corolario del teorema de Hedlund, concretamente demostraremos que
no sélo las érbitas por el flujo horociclico son densas en cocientes de PSLy(R) por grupos cocompactos
sin torsion, sino que también las 6rbitas futuras por este flujo lo son. Este resultado lo usaremos para
la demostracién de la invarianza del conjunto zU; dentro de la clausura de las 6rbitas no cerradas
de los elementos de I' \ G por la accién de H. La demostracién del teorema de Hedlund que veremos
se basa en los resultados del capitulo 5 del libro ”Geodesic and horocyclic trajectories” de Francoise
Dal’Bo [3].

Definicién 3.1.1. Decimos que un subgrupo I' de PSLy(R) es sin torsidn si no tiene elementos elipti-
Cos.

En general la torsién de un grupo es el subconjunto de los elementos de de orden finito del mismo. En
el contexto de subgrupos de PSLs(R) este subconjunto estd conformado por los elementos elipticos del
grupo.

Teorema 3.1.2 (Hedlund [E]). Si T' es un grupo discreto de PSLa(R), cocompacto y sin torsion,

entonces el flujo horociclico en T\PSLy(R) es minimal.

Para poder demostrar el teorema de Hedlund lo que haremos serd primero ver la minimalidad de la
dindmica inducida por la accién de I' en el cociente PSLy(R)/U con

o e

el subgrupo de PSL2(R) que define el flujo horociclico. Si probamos esto, la Proposicién nos
permite demostramos el Teorema de manera directa. Para probar ese resultado, primero veremos

la minimalidad de la dindmica inducida por la accién de IV en SLo(R)/ U, siendo I" la preimagen de I
por la proyeccién canénica entre SLy(R) y PSLo(R) y

o {() 1) e
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En efecto, la proyeccién canénica entre SLy(R) y PSLy(R) mapea a IV en I' y a U en U. Consecuen-
temente mapea las érbitas por la accién de U en I\ SLy(R) en las érbitas por el flujo horociclico
en I\ PSLo(R), por lo que si la dindmica definida en IV \ SL2(R) es minimal también lo va a ser la
dindmica del flujo horociclico en I' \ PSLy(R).

Para estudiar la minimalidad de la accién de I” en SLy(R)/U necesitaremos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.3. Si ' es un grupo Fuchsiano, cocompacto y sin torsién, entonces I = n~Y(T') actia
en R? — {0} por transformaciones lineales induciendo una dindmica minimal, donde ® : SLa(R) —
PSL2(R) es la proyeccion candnica.

Si asumimos el Teorema [3.1.3] mediante la siguiente identificacién, terminaremos de demostrar el
teorema de Hedlund. El Teorema [3.1.3]lo demostraremos en la siguiente seccién.

Lema 3.1.4. Si consideremos la accion de I" en R? — {0} por trasformaciones lineales, entonces el
mapa de SLy(R)/U en R? — {0} dado por gU — g - (1,0) es un homeomorfismo T'-equivariante.

Demostracion. Primero veamos que SLa(R) acttia en R? — {0} por transformaciones lineales de manera
transitiva. Sean v y w dos vectores en R? — {0}. Para todo ¢ real, la matriz de SLy(R) de la forma

(1t
"~ o 1

actia en R? — {0} mapeando al vector (z,y) en (x + ty,y). Por lo que, si la segunda coordenada de v
no es nula, eligiendo adecuadamente el ¢, podemos suponer que el médulo de u;v es el mismo que el del
vector w. En el caso de que la segunda coordenada de v sea nula, como v es un vector distinto de cero
y por lo tanto su primera coordenada es necesariamente no nula, basta con actuar con la traspuesta
de la matriz u; para suponer que el médulo de uv es el mismo que el del vector w. En este caso la
accién mapea (x,y) en (z,y + tx). Supongamos entonces, sin perder generalidad, que la norma de v y
w son la misma y sea ¢ el dngulo entre v y w. Tenemos entonces que la matriz de SLy(R) de la forma

b — cos(¢) —sen(o)
?7 \sen(9)  cos(9)

actia en R? — {0} rotando los vectores en un angulo ¢ respecto al origen. Consecuentemente el vector
hgv = w. Por otro lado, el estabilizador del vector (1,0) por esta accidn, es el subgrupo U definido
anteriormente. Por Proposicién m sabemos que el mapa de SLy(R)/U en R? — {0} dado por gU
g-(1,0) es una biyeccién I''-equivariante. En este caso, como la accién es por transformaciones lineales,
el mapa es continuo con inversa continua y por lo tanto un homeomorfismo. O

Hasta acé se deduce la minimalidad de la accién de U, sin embargo el resultado se puede refinar un

poco més para deducir la minimalidad de UT. Este resultado corresponde al Lema 2.6 del articulo de
Benoist y Oh [IJ.

Corolario 3.1.5. Sea U" el semigrupo {u; : t > 0}. Si el cociente T\ PSLy(R) es compacto, entonces
toda Ut -érbita es densa en el cociente.

Demostracion. Sea z un elemento de T'\ PSLa(R) y consideremos la sucesiéon z,, = xu,, en zU*. Co-
mo I' \ PSLy(R) es compacto, a menos de tomar subestacién, sabemos que la sucesién converge a un
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elemento z.

Por otro lado, consideremos un elemento zu; en zU. Tenemos que zu,4¢ converge a zu;. Luego, a
partir de un ng tenemos que n + t es positivo, y por lo tanto zu; pertenece a la clausura de zU™. De
esto se concluye que zU estd contenido en la clausura de zU ™.

Finalmente, por Teorema sabemos que zU es densa en I' \ PSLy(R) y por lo tanto U™ también
lo es. O

3.2. Demostracién del Teorema [3.1.3

Para demostrar el Teorema primero veremos que I' actda en el proyectivo de R? por transfor-
maciones lineales definiendo una dindmica minimal. Luego usaremos esto para ver que I actia en

R? — {0} definiendo una dindmica transitiva y finalmente veremos el teorema.

Dinamica minimal en el proyectivo del plano

Recordemos la definicién del proyectivo de R%. En R? — {0} podemos definir una relacién de equi-
valencia donde dos vectores estan relacionados si son colineales. Es decir, dos vectores v y w estan
relacionados si existe un nuimero real A\ no nulo, tal que v = Aw. Definimos el espacio proyectivo de
R? como el espacio de las clases de equivalencia de esta relacién, que denotamos P(R?). Este espacio
equipado con la topologia cociente es homeomorfo a S'.

Si T es un subgrupo de PSLy(RR), entonces I' actia por transformaciones lineales en P(R?). Es decir el
mapa ® : ' x P(R?) — P(R?) dado por (g, [v]) + [gv], considerando a g como su matriz asociada en
SLo(R), define una accién. En efecto, dada una trasformacion g en I', esta tiene asociada dos matrices
en SLy(R), g y —g. Luego, dado un elemento [v] en P(R?), tenemos que [—gv] = [gv], por lo que el
mapa esta bien definido. Que cumple la definiciéon de accién es directo.

Antes de entrar en la demostracién, veamos un lema que nos permitira conocer la dindmica en P(R?)

por la accién de I' estudiando la dindmica de OH por la accién de T

Lema 3.2.1. SiT' es grupo Fuchsiano, cocompacto y sin torsion, entonces existe un homeomorfismo
I-equivariante entre P(R?), con la accion de T' por transformaciones lineales, y OH el borde de H, con
la accion de T' con transformaciones de Moebius.

Demostracion. Primero veamos que existe un homeomorfismo I-equivariante entre P(R?) y PSLy(R)/U 4,

es/? t
{0 ] ees)

Veamos que PSLa(R) acttia en P(R?) por transformaciones lineales de manera transitiva. Sean v y w

siendo

dos elementos de P(R?) y sea ¢ el 4ngulo entre v y w. La trasformacién de PSLy(R) de la forma

gy — |c03(0) —sen(o)
sen(0)  cos(9)
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actia en P(R?) rotando los vectores un éngulo ¢. Consecuentemente gsv = w. Por otro lado, el es-
tabilizador de (1,0) por esta accién es el subgrupo UA de PSLy(R). Entonces por la Proposicién
2.1.90 sabemos que el mapa de PSLy(R)/UA en P(R?) dado por gUA +— ¢(1,0) es una biyeccién
I'-equivariante. Por otro lado, como la topologia de PSLa(R) es la heredada de R*, la accién es por
transformaciones lineales y la topologia de P(R?) es la heredada de R?, este mapa es continuo con

inversa continua.

Veamos ahora que existe un homeomorfismo I'-equivariante entre OH y PSLo(R)/U A. Es facil ver que
PSLy(R) actiia en el borde de H por transformaciones de Moebius de manera transitiva y el estabili-
zador de oo también es UA. De esto se deduce, por Proposicién que el mapa de PSLy(R)/UA
en OH dado por gUA — goo es una biyeccion I'-equivariante. Ademds, por las topologias de estos

espacios, este mapa también es continuo con inversa continua.

O

Lema 3.2.2. Si ' es grupo Fuchsiano, cocompacto y sin torsion, entonces la accion de I' por trans-
formaciones lineales en P(R?), el proyectivo de R?, define una dindmica minimal.

Demostracion. Por el Lema sabemos que existe un homeomorfismo I'-equivariante entre P(R?),
con la accién de I' por transformaciones lineales, y OH el borde de H, con la accién de I' con transfor-
maciones de Moebius. Tenemos entonces que demostrar la minimalidad de la dindmica de la accién de
I" por transformaciones lineales de P(R?) es equivalente a probar la minimalidad de la dindmica de su
accion en JH por transformaciones de Moebius.

Para ver la minimalidad en el borde de H consideremos un « en OH y un intervalo abierto V' de oH.
Como T' es un grupo cocompacto, por la Observacion [2.4.4] sabemos que existe un elemento hiperbdlico
g en I tal que g7, el atractor de g, estd en V' y quedaria demostrado el resultado. Si = distinto de g~
entonces existe un natural n en N tal que g™« pertenece a V. Si x es igual a g—, como I' cocompacto
y sin torsién, por el Corolario sabemos que I' no tiene puntos fijos globales en el borde y por lo
tanto existe una transformacién f de I tal que fx # x. Consecuentemente, existe un natural n tal que
g" fx pertenece a V', lo que demuestra la minimalidad. O

Dinamica transitiva en el plano pinchado

Dada una trasformacién hiperbélica g de PSLo(R), sabemos que su traza es mayor que dos y su de-
terminante es uno. Por lo tanto sus matrices asociadas tienen dos valores propios distintos. A su vez,
como su determinante es uno, se deduce que uno de los valores propios A es mayor que uno en valor
absoluto. El otro valor propio es A™! que en valor absoluto pertenece al intervalo (0,1). De esto se
concluye que las matrices asociadas a g tienen dos subespacios propios de dimensién uno. Ademads
como las matrices asociadas a g son g y —g¢, estos subespacios son los mismos para ambas matrices,
cambiando Unicamente que en una de ellas los valores propios son positivos y en la otra negativos.

Denotamos entonces E;r al subespacio propio asociado al valor propio A y E/ al subespacio propio

+
g

y v, a las proyecciones en P(R?) de E; y E, respectivamente. Una observacién importante es que,

asociado a A~1. Notar que estos subespacios propios se proyectan en puntos de P(R?). Denotamos v
via la identificacién vista en el Lema vl y v, se mapean en g y g~ respectivamente.

En lo que queda de esta seccién, siempre que consideremos una matriz g en SLy(R) asociada a un
elemento g en PSLy(R), consideraremos la matriz con valores propios positivos.
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Lema 3.2.3. SiT es un grupo Fuchsiano, cocompacto y sin torsion, entonces la accién de I = 7=1(T")
por transformaciones lineales en R? — {0} define una dindmica transitiva.

Demostracion. Sabemos de la demostracién del Lema que el mapa de PSLy(R)/U A en P(R?) da-
do por gUA — ¢(1,0) y el mapa de PSLy(R)/UA en OH dado por gU A — g(c0) son homeomorfismos
I'-equivariantes. De esto se deduce que el mapa ¢ : P(R?) — 9H dado por g(1,0) — g(co) también es
un homeomorfismo I'-equivariante.

Utilicemos este mapa para demostrar que dados dos abiertos U y V de P(R?), existe una trasformacién
hiperbdlica g en I' tal que las proyecciones de sus subespacios propios cumplen que v;]" pertenece a U y
v, pertenece a V. Por Corolariosabemos que existe una trasformacién hiperbdlica g en T tal que
su atractor g7 pertenece a ¢ (U) y su repulsor g~ pertenece a 1)(V). Como el mapa 1) es I'-equivariante
tenemos que

g gT) =¥ g
Ademsas, como % es un homeomorfismo, ¥~1(g%) y ¥»~1(g7) son elementos distintos y consecuente-

mente ¥~ 1(g*) y 71 (g7) son v;r y v, respectivamente. Sabemos entonces que dados dos abiertos U
y V de R? — {0} existe una trasformacién g en I' tal que v

, bertenece a m(U), la proyeccién de U
en P(R?), y v;r pertenece a 7(V), la proyeccién de V en P(R?). Esto implica que existe un punto x
en U que pertenece a E ", el subespacio propio de g. Ademds Como U es abierto, también podemos
encontrar un y en U distinto de z tal que y — x pertenece a E; y el intervalo [z, y] estd contenido en
U. Si consideramos a g como su matriz asociada en I, por la eleccién de x e y sabemos que g™ (x)
converge a 0y |gn(y — x)| tiende a infinito cuando n tiende a infinito. De esto se deduce que |g,(y)|
tiende a infinito con n, y por lo tanto, ¢"([z,y]) tiende a una semirrecta por cero contenida en E;.
Luego, como V es abierto, a menos de elegir y para que el vector y — = tenga la direccién contraria,
existe un n y un z en [z,y] tal que g"(z) pertenece a V. De esto podemos concluir que g"(U) NV es
distinto de vacio, y por lo tanto la dinamica es transitiva. O

Demostracion del resultado

Ahora que tenemos la minimalidad de la dindmica en P(R?) y la transitividad de la dindmica en
R? — {0} vamos a demostrar el Teorema Primero lo demostraremos para vectores de R? — {0}
que pertenecen a subespacios propios de transformaciones de I'. Luego veremos que dado cualquier
elemento de R% — {0} su érbita por la accién de I' acumula en un vector no nulo de el subespacio propio
de una trasformacién de I'. Para ver la acumulacion de las 6rbitas primero necesitamos el siguiente
resultado.

Lema 3.2.4. Si T es un grupo Fuchsiano, cocompacto y sin torsion, entonces para todo vector v en
R? — {0} existe una sucesion {g,} de transformaciones de I tal que g,v converge al vector nulo.

Demostracion. Recordemos que R? — {0} se identifica con SLy(R)/U mediante el homeomorfismo I''-
equivariante que, dado un elemento gU de SLy(R)/U lo mapea en g - (1,0), considerando la accién de
SL2(R) por transformaciones lineales.

Para probar el resultado alcanza con probar que, dada una transformacién g en PSLy(R), existe una
sucesién de elementos {g,} en I' tal que by.o0 (g7, gnt) la funcién de Busemann centrada en infinito y
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evaluada en (gi, g,i), tiende a menos infinito. Veamos que si demostramos esta afirmacién podemos
demostrar el Lema.

Consideremos un vector v = g - (1,0) en R? — {0} y supongamos primero que g es la identidad. Por
Proposicién [2.2:20] para todo n existe una transformacién eliptica k,, que fija 7, una trasformacion a,,
en A y una transformacién u, en U tal que

In = UnGpky,.
Luego, como k¢ = ¢ para todo n, tenemos que
boo(ia gni) = boo(Za unanknz) = boo(zv unani)'

Por otro lado, como vimos en la Seccién [2.5] sabemos que la accién por u,, no cambia el resultado de

la funciéon de Busemann, por lo que
boo (i,gni) = boo(l,anz)

Como a,, es un elemento de A para todo n, sabemos que es de la forma
A O
an = 0 )\;11 )

boo (i, gn) = b (i, A21) = —In(A2).

por lo que

Como esta sucesién tiende a menos infinito, tenemos que A, tiende a infinito en valor absoluto. Por
otra parte, si actuamos en v = (1,0) con la sucesién {g, '} en I, siendo g, alguna de las matrices
asociadas en SLy(R) a gy, tenemos que

gy "ol = NIk, tay, by M (1,0)]).

Como k! acttia por transformaciones lineales en R? — {0} por rotaciones respecto al origen y conse-
cuentemente no modifica la norma de los vectores y u;, 1(1,0) = (1,0), tenemos que

llgw  oll = llaz (1, 0)[l = [(AZH 0]l = A7 ]

y por lo tanto g, v converge al vector nulo.

Si g es distinto de la identidad, que exista una sucesién {g, } en I' tal que by.oo(gi, gn?) tienda a menos
infinito es equivalente a que exista una sucesién {g, } en g~ tal que bo (4, gni) tienda a menos infinito.

Razonando de igual manera que en la parte anterior, sabemos que g, = upa,k, con

v A tendiendo a infinito en valor absoluto. Luego {(gg,) '} = {g,,1g~'} es una sucesién de I", siendo
gn una matriz en SLo(R) asociada a g,, tal que

g tg v =g,"97"9(1,0) = g, ' (1,0),
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que por construccion converge al vector nulo, lo que demuestra el resultado.

Resta ver que para toda transformacién g en PSLy(RR) existe una sucesion {g, } en I tal que by.o (g7, gnt)
tiende a menos infinito. Supongamos primero que g es igual a la identidad. En este caso tenemos que

boo (i, gni) = — In(Im(gni)),

siendo I'm(g,i) la parte imaginaria de g,i. Para demostrar la afirmacién basta con encontrar una su-
cesién {g,} en T tal que Im(g,%) tienda a infinito. Como I' es un grupo cocompacto, existe un nimero
real d > 0 tal que dados z; y z2 dos puntos en H, la distancia entre z; y la 6rbita de z por la accion
de T' es menor que d. Consecuentemente, para todo natural n, existe una trasformacién g, en I' tal
que la distancia entre g,7 y ni es menor que d, lo que demuestra la afirmacién.

En el caso que g es distinto de la identidad, queremos encontrar una sucesién {g,} en I" tal que

bgoo (%, gni)
tienda a menos infinito. Equivalentemente, queremos encontrar una sucesién {g,} en ¢~'T" tal que

boo (91, gni) = In(Im(gi)) — In(Im(gni))

tienda a menos infinito. Nuevamente, para demostrar la afirmacién basta con que la parte imaginaria
de g,i tienda a infinito. Como g es una isometria de H, dados z; y 22 en H tenemos que

d(z1,9 ' T2) = d(gz1,T2) < d.

Por lo que repitiendo el argumento de la parte anterior podemos encontrar una sucesion de trans-
formaciones {g,} de ¢g7!'T tal que la distancia entre g,i y ni es menor que d, lo que demuestra la
proposicién. O

Veamos ahora la acumulacién de las 6rbitas de elementos de R? — {0} en algiin elemento no nulos de
un subespacio propio de algun elemento de T'.

Lema 3.2.5. Si ' es un grupo Fuchsiano, cocompacto y sin torsion, entonces para todo vector v en
R2—{0} y para toda matriz g en 1", la clausura de la érbita de v por la accion de T’ por transformaciones

lineales intersecta a E;r, el espacio propio de g, en un vector no nulo.

Demostracion. Dado un vector v en R? — {0}, por Lemasabemos que existe una sucesion {g,} en
IV tal que g,,v converge al vector nulo. Ademés, dado una transformacién g en I podemos asumir que
gnv no pertenece a K, el subespacio propio de g. En efecto, si g,v no pertenece a E para infinitos
n, basta con tomar la subsucesién donde no ocurre. Si esto ocurre inicamente para una cantidad finita
de valores, entonces consideremos una transformacién h en I' tal que E; sea distinto de E;f y B,
Sabemos que esto existe ya que las proyecciones de los pares (E,J{,E,; ) con h en T', son densos en
P(R?) x P(R?) por la Observacién y la identificacién dada por el Lema Luego, la sucesién
{hgnv} tiene infinitos elementos fuera de E .

— . . . _ + — + + —
Supongamos entonces que g,v no pertenece E_", si escribimos g,v = v,y + v, con v, en EJ y v, en
E, tenemos que v sera un vector no nulo para todo n. Consideremos un vector w no nulo en E;r y
denotemos A al mayor valor propio de g. Tenemos entonces que el conjunto

{lwlA™", Jw A=) p € Z}
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cubre toda la semirrecta real (0,400). De esto se deduce que, para todo n, existe un p, tal que el

médulo de v, pertenece a
|:|w|)\_pn’ |w|)\_pn+1] .

Consecuentemente, el médulo de gPmv;" pertenece al intervalo [|[w]|, |w|A]. Por compacidad podemos

concluir que, a menos de tomar subsucesiones, gP"v,; converge a un vector no nulo v+ en E.

Por otro lado, como v, pertenece a E_ para todo n y g,v converge al vector nulo, podemos concluir
) n g y b

que gPrv, también converge al vector nulo. Por tltimo, como la accién de IV es por transformaciones

lineales, tenemos que

gpngnv — gpnv: + g:!’nv; ot +0= ’U+7

lo que demuestra el lema. O

Demostracion del Teorema[3.1.3. Consideremos un vector v en R? — {0} y veamos que su érbita por
la accién de T es densa. Por el Lema sabemos que existe un g en I' y un w en E; con w no nulo
en la clausura de I'v. Consecuentemente, si la 6rbita de todos los vectores no nulos de E;‘ es densa, la
orbita de v también lo es.

Por otro lado, por el Lema sabemos que existe un vector vy en R? — {0} tal que su 6rbita es
densa. Ademaés, por el Lema sabemos que que la érbita de la proyeccién de v en P(R?) por la
accién de T' por transformaciones lineales, es densa. Consecuentemente, existe una sucesién {g,} en
T tal que [g,v] converge a [vg] en P(R?). Esto implica que, si consideramos a g, como sus matrices
asociadas en SLo(R) con valores propios positivos, entonces, a menos de tomar subsucesién, el angulo
entre g,v y vg tiende a cero o 7 con n.

Luego, si consideramos a g como su matriz asociada en SLs(R) con valores propios positivos y A su
valor propio mayor, la familia
{wP, APt p ez}

cubre toda la semirrecta (0, +00). Luego, para todo n existe un p,, tal que la norma de g, v pertenece
a [APn  A7P»F1]. Por lo que, como v pertenece a B, la norma de g,gP"v pertenece a [1,A]. Por com-
pacidad, a menos de tomar subsucesién, podemos afirmar que la norma de g,gP"v converge a un real
positivo k en [1, A].

Combinando estos dos resultados, podemos afirmar que a menos de subsucesién, g,gP~v converge al
vector kvg o al vector ﬁvo. En cualquiera de los dos casos, como la drbita de vy es densa y la accién
es por transformaciones lineales, v converge a un vector con 6rbita densa. Consecuentemente, la 6rbita

de v es densa. O

3.3. Caso convexo cocompacto

En esta seccién veremos un resultado que nos permitird notar cierta regularidad en el flujo horociclico
del cociente de PSLy(R) por un grupo I' convexo cocompacto. En concreto veremos que dado un grupo
I' convexo cocompacto, los elementos de Qr el no errante de I' del flujo geodésico, retornan por el
flujo horociclico con una regularidad uniforme. Este resultado lo usaremos fuertemente en la siguiente
seccién en la que demostraremos el Teorema Concretamente, lo usaremos en la demostracion
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de la existencia del semigrupo LT que mencionamos en la Introduccién y en la demostracién de la
invarianza de zU, dentro del la clausura de la érbita por la accién de H de un elemento de I'\ G. Sin
duda un resultado muy poderoso.

Recordemos que el subgrupo U de PSLa(R) que define el flujo horociclico es

o fun ]y es)

La regularidad en el retorno de los puntos de € se formaliza en la siguiente definicién.

Definicién 3.3.1. Dado un nimero real K > 1 y un subconjunto T' de R, decimos que T es K-grueso
st para todo t > 0 se cumple que T intersecta a [—Kt,—t] U [t, Kt].

Observacion 3.3.2. Dado un numero real K > 1, si T es un conjunto K-grueso y A > 0, entonces
AT ={Xt:t €T} es un conjunto K-grueso. En efecto, dado un t > 0, como T es K-grueso, existe un

z en T tal que |z| € [, B]. Consecuentemente |\z| € [t, Kt].

Consideremos a PSLy(R) como su identificacién con T1H = H x S!, el tangente unitario de H. Dado
un grupo convexo cocompacto I', definimos su conjunto no errante Qr por el flujo geodésico, como
el conjunto de los elementos (z,v) de PSLa(R) tal que la tnica geodésica de H que pasa por z con
velocidad v tiene sus puntos extremos en el borde de H contenidos en el conjunto limite de T'. El
siguiente resultado corresponde al Lema 2.3 del articulo de Benoist y Oh [I].

Proposicién 3.3.3. Dado un grupo convexo cocompacto I, existe un K > 1 tal que para todo x en
Qr, el conjunto T'(z) = {t € R: zu; € Qr} es K-grueso.

Demostracion. Dado un z en Qr, a menos de conjugar I' por un elemento de PSLy(R), podemos
asumir que z es (4,7). De esto se deduce que la tnica geodésica definida por x es la parte positiva del
eje imaginario. Esta geodésica tiene como extremos infinito y cero. Luego, como u;00 = 0o y w0 = ¢,
usx pertenece a Qr si y sélo si ¢ pertenece al conjunto limite de I'. Es decir

T(x)={teR:teAl)}.

Como T es convexo cocompacto, por la Proposicién sabemos que A(T") es o todo el borde o un
conjunto perfecto de interior vacio del borde. Si es todo el borde, T'(z) = R y por lo tanto es K-grueso
para todo K. En el otro caso, como A(T') es cerrado, su complemento es unién numerable de intervalos
abiertos disjuntos J;. Por la Proposicién sabemos que existe un ¢ positivo tal que la distancia
entre las envolventes convexas de todo par de estos intervalos es mayor o igual a §. Es decir, para todo
i # 7, se cumple que

0 < d(hull(J;), hull(J;)).

Por otro lado, dado un K > 1, la distancia entre las envolventes convexas de [—Kt,—t] y [¢, Kt] no
dependen de t. En efecto, la trasformacién de PSLy(R)

_[vioo
at = 0 \/Lfl

mapea los intervalos [1, K|y [-K, —1] en [t, Kt] y [— Kt, —t] respectivamente. Consecuentemente mapea
hull([1, K1) y hull([—K, —1]) en hull([t, Kt]) y hull([-Kt, —t]) respectivamente. Como las transforma-
ciones de PSLy(R) son isometrias de H, esto demuestra la afirmacién.
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Veamos ahora que existe un K > 1 tal que la distancia entre hull([1, K]) y hull([-K, —1]) es menor
que J. Esto se concluye del hecho de que, cuando K tiende a infinito, hull([1, K1) y hull([-K, —1])
convergen a dos regiones disjuntas de H con bordes las geodésicas paralelas al eje imaginario por uno
y menos uno respectivamente. Como estas dos geodésicas comparten un extremo en el infinito, la dis-

tancia entre estas regiones es cero.

Ahora ya tenemos nuestro candidato a K. Supongamos por absurdo que T'(z) no es K-grueso para
este K. Esto implica que existe un ¢t > 0 tal que [¢t, Kt] y [-Kt, —t] no intersectan a A(I"). Como
cero pertenece a A(T') tenemos que existen i # j tales que [t, Kt] estd contenido en J; y [—K¢, —t]
esta contenido en J;. Consecuentemente hull([t, Kt]) esta contenido en hull(J;) y hull([—-Kt, —t]) estd
contenido en hull(J;). Como la distancia ente hull(J;) y hull(J;) es mayor o igual a J, se concluye que
la distancia entre hull([¢, Kt]) y hull([-Kt, —t]) es mayor o igual a d, lo cual contradice la eleccién del
K. O
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Capitulo 4

Demostracion del teorema central

Para demostrar el Teorema primero demostraremos la siguiente proposicién.

Proposicién 4.0.1. Dado un x en '\ G con xH no cerrada, existe un z en tH y un semigrupo a un
pardmetro U tal que 2U; estd contenido en xH.

Siendo U;" el subconjunto de G de la forma:

U ={e} xU™.

Una vez que tengamos este resultado, sumado al Corolario de Hedlund, la demostracién del
Teorema [1.0.6] es directa.

Demostracion del Teoremal[L.0.6. Sea x un elemento de I' \ G y supongamos que zH no es cerrada.
Por Proposicién sabemos que existe un elemento z = (21, z2) en zH tal que zUSr estd contenido
en 2H. Notemos que

2US = {(21, 22u¢) : t = 0}.

Por Corolario podemos concluir que

2US = {2} x ' \ PSL2(R)

y consecuentemente

2UfH=T\G.

Luego, como zU2+ estd contenido en la clausura de zH, tenemos que zU2+H también lo estd y por lo
tanto xH es denso. O

Consideremos los subgrupos de G = PSLy(R) x PSLy(R)

U= {ﬂt = (ut,ut) tay € U},
U; = {6} X U7
A = {Elt = (ahat) S A},
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Siendo A y U los subgrupos de PSLy(R) que definen el flujo geodésico y horociclico respectivamente.

Para demostrar la Proposicién m primero veremos que, dado un conjunto Z contenido en xH mini-
mal por la accién de U respecto a un compacto 2, existe un semigrupo a un pardmetro L™ en AU, tal
que ZL™ estd contenido en Z. Luego distinguiremos entre todos los posibles semigrupos L+ contenido
en AU, y veremos que para todos los casos se demuestra la Proposicion m

Recordemos la definicién de semigrupo.

Definicién 4.0.2. Decimos que una terna (G, x,e) es un semigrupo si G es un conjunto no vacio, *
es un mapa de G X G en G y e es un elemento de G tal que para todo g en G se cumple que

gxe=g=exg.

Usualmente denotaremos simplemente G a los semigrupos, dejando implicitos el mapa y el neutro.

Para demostrar la existencia del semigrupo LT la estrategia serd construirlo a partir de una sucesién
de elementos de AU, distintos de la identidad que convergen a la identidad y usando propiedades de
la exponencial de matrices. Tenemos que demostrar entonces la existencia de una sucesién de ese tipo.
Para eso probaremos primero que, para algin elemento z de Z, existe una sucesién de elementos g,, en
G — U distintos de la identidad que converja a la identidad y tal que zg, pertenece a Z para todo n. Si
la sucesién tiene una subsucesién de elementos que no esta en AUsUs, a menos de un pequeiio ajuste,
ya tendremos lo que buscdbamos. En caso que no ocurra usaremos el segundo lemas de convergencia
que demostraremos Seccién [4.1] para construirla a partir de esta sucesién mediante las técnicas de
drifteo polinomial planteadas por Ratner y usadas por Benoist y Oh en su articulo.

4.1. Lemas de convergencia

Esta seccién se basa fuertemente en el Capitulo 2 y la Seccién 3.1 del articulo de Benoist y Oh [I].
En esta secciéon veremos dos resultados importantes. El primero nos permite, dada una sucesién de
elementos en PSLy(R) — U que converge a la identidad, luego de conjugarla por elementos de U esco-
gidos inteligentemente, podemos hacerla converger mediante un drifteo polinomial a un elemento de U
distinto de la identidad. En segundo lugar veremos que dado una sucesion en G — AU1U; que converge
a la identidad y un entorno Gg de la identidad, modificarla también mediante un drifteo polinomial,
para que converja a un elemento de Gy en AUs,. Esto va a ser necesario para construir el semigrupo

LT que mencionamos en la Introduccién.

Primer lema de convergencia

Para probar el primer resultado necesitaremos del siguiente resultado previo. La siguiente proposicién
y su corolario corresponden al lema 2.5 del articulo de Benoist y Oh [I].

Proposicién 4.1.1. Dado un nimero real K > 1 existe un k en el intervalo (0,1) tal que, dado un
polinomio p con coeficientes reales, de grado a lo sumo dos y no constante con |p(0)| < k y que cumple
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que

1)| = A t) =1
p(1)] = i, [p(8)] = 1.

y dado un conjunto T K-grueso, entonces existe un t en T tal que k < |p(t)] < 1.

Demostracién. Supongamos que para todo real k en (0, 1) existe un polinomio py en las hip6tesis de la
proposicién y un conjunto K-grueso T}, tal que para todo ¢ en T se cumple que |pi(t)| no pertenece a
[1, k]. En particular, como por hipétesis pg (t) pertenece a [—1, 1] para todo ¢ en [—1, 1], entonces |py ()]
en [0,k) para todo t en [—1,1] N T}. Consecuentemente, el supremo de |py/,(t)| con t en [—1,1] N T},
estd acotado por 1/n para todo n natural, y por lo tanto, tiende a cero cuando n tiende a infinito.

Por otro lado, si
P1/n(t) = cn 4 bnt + ant?
y 21, T2, T3 son tres puntos distintos en [—1, 1], entonces las sucesiones {s!, = P1/n(xi)} estan contenidas

en el intervalo [—1, 1]. Consecuentemente, a menos de tomar subsucesiones, las sucesiones convergen a
un real s; en [—1,1] para i = 1,2, 3. Luego, cada elemento de la sucesién de sistemas de ecuaciones

Cn +bpx1 + anx% =35
Cn + bpxo + a3
Ccn + buxs + anx§ =s

SWINvIH

S

tienen la misma matriz asociada A, siendo

1z 22
A= 1 o l‘%
1 23 %

Esta matriz tiene como determinante det(A) = I, ;(x; — ;). Como los puntos x; son distintos entre si,
el determinante de A es distinto de cero, y por lo tanto A es invertible. Consecuentemente el vector de
coeficientes de los polinomios p; /,, converge al vector (¢, b,a) = A~Y(s1, 89, 83). Sea pg = at® + bt +c
un polinomio de coeficientes reales de grado a lo sumo dos. Observar que [p;/,(1)| = 1 para todo n, y
por lo tanto |po(1)| = 1.

Para finalizar, como los conjuntos 7T} ,, son K-gruesos, podemos construir tres sucesiones de niimeros
reales {t}}, {t2} y {¢3} tal que t!, pertenezca a T}, para i = 1,2,3 y para todo n. Ademés podemos
construirlas de modo que, para todo n
[tn] € [1/K, 1],

] € [1/K°,1/K?),

o] € [1/K°,1/K").
Por compacidad sabemos que a menos de tomar subsucesidn estas sucesiones convergen a reales dis-
tintos ¢, to y t3 respectivamente. Por construccién sabemos que [py,, (ti)] < 1/n y por lo tanto las

sucesiones py,(t%) convergen a cero para i = 1,2, 3. Consecuentemente po(t1) = po(t2) = po(ts) = 0,
lo cual es una contradiccién ya que py es un polinomio de grado a lo sumo 2 y |po(1)| = 1. O

Observar que los mismos argumentos pueden repetirse para polinomios de grado menor o igual a d
para todo d > 1. Basta con extender el argumento de la matriz A a una de tamafno d+ 1 y considerar
d+ 1 sucesiones contenidas en los conjuntos K-gruesos y en el intervalo [—1, 1] que converjan a puntos
distintos, a menos de subsucesiones.
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Corolario 4.1.2. Dado un numero real K > 1 y un nimero real d > 1, existe un k en el intervalo
(0,1) tal que, dado un polinomio p con coeficientes reales, de grado a lo sumo d y no constante con
[p(0)| < k y dado T un conjunto K-grueso entonces existe un t en T tal que k < |p(t)] < 1.

Demostracion. Sea k el de la Proposicién [£.1.1] para el K de las hipdtesis adaptando su demostracion
a polinomios de grado a lo sumo d y sea p un polinomio cualquiera con coeficientes reales, de grado
a lo sumo d y no constante con |p(0)] < k. Como p es no constante tenemos que el valor absoluto de
p(t) tiende a infinito cuando el valor absoluto de t lo hace. Ademds por hipétesis |p(0)| < k < 1. Por
el teorema de Bolzano sabemos que existen reales t; < 0 < t5 tal que |p(t1)| = |p(t2)] = 1. Ademds
podemos suponer que |p(t)] < 1 para todo ¢ en (¢1,t3). Definamos p dependiendo en qué caso nos
encontremos:

L. Si [t:] < [t2| definimos p(t) := p(T*).

2. Si [t1]| = |t2| definimos p(t) := p(i)

Como p es un polinomio con coeficientes reales, de grado a lo sumo d y no constante con |p(0)| < k
entonces p también es un polinomio de esas caracteristicas. Ademads, por construccién

(1) = max |pt)] =1
[p(1) tem[_afjulp()\ 7

es decir p es un polinomio en las hipétesis de la Proposicion
Para finalizar, por Observacion dado un conjunto K-grueso T y un numero real no nulo A,
tenemos que AT = {Az : € T} es un conjunto K-grueso. Por la Proposicién independientemente

de si A es igual a |t1] o |t2] dependiendo de la definicién de p, tenemos que existe un At en AT tal que
k< [p(At)| = |p(t)] < 1contenT. -

Ahora si tenemos las herramientas necesarias para demostrar el resultado que buscabamos. Este resul-
tado corresponde al lema 2.4 del articulo de Benoist y Oh [IJ.

Proposicién 4.1.3. Sea un nimero real K > 1 y T un conjunto K-grueso. Si {h,} es una sucesion
de elementos de PSLo(R) — U tal que h,, — e entonces, a menos de tomar subsucesidn, existe una
sucesion {t,} en T y un elemento u en U distinto de la identidad tal que

U_y, hpue, — u.

a, b
hn — n n )

[ an — Cnln Pn(tn)
n = Cn dy, + cpty

siendo P, (t) = by, + (a, — d,)t — cpt?. Como h,, no pertenece a U para todo n, o bien ¢, # 0, o bien

Demostracion. Si qn = u_¢, hpus, ¥

entonces

¢n = 0y det(hy,) = and,. En este caso a, y d, son distintos de cero ya que h,, es un elemento de
PSLy(R) y por lo tanto su determinante es igual a 1. Por otro lado, tampoco es posible que a,, = d,, =1
ya que h, no pertenece a U. Por lo que a,, y d,, son reales distintos y no nulos.
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En ambos casos P, es un polinomio no constante de grado a lo sumo dos con coeficientes reales.
Ademaés como h,, tiende a la identidad, los coeficientes de P, tienden a cero, en particular, dado un
real k > 0 a partir de un n tenemos que |P,(0)| < k. Si k es el del Corolario para el K de las
hipétesis, entonces podemos considerar una sucesién {t,, } en T tal que k < |P,(t,)| < 1 a partir de un n.

Por otro lado,
1= det(qn) = apdy, + (an —dy + Cntn)cntn - cnPn(tn)'

Si suponemos que, a menos de tomar subsucesién, |c,t,| — oo entonces det(g,) — oo y esto es
una contradiccion, por lo que los valores de c¢,t, son acotados. Por compacidad, a menos de tomar
subsucesién, tenemos que ¢,t, — r en R y consecuentemente 1 = det(g,) — 1 —r por lo que r = 0. En
conclusion ¢, t,, tiende a cero cuando n tiende a infinito. Finalmente, a menos de tomar una subsucesién
de modo que P, (t,) converja a un t en [k, 1], se tiene que g, — u = uy. O

Segundo lema de convergencia

Si definimos U; = U x {e} un subgrupo de G = PSLy(R) x PSLy(R) tenemos que

A M A s
], 0 Al]):/\#o,s,tGR}.

0 At
El siguiente resultado corresponde al Lema 3.1 del articulo de Benoist y Oh [I].

AULWU; = {(a,\ut,mus) = (

Lema 4.1.4. Sea {g,} una sucesion en G — AULU, que converge a e y sea T un subconjunto K -grueso
de R para algin K > 1. Entonces, para cualquier entorno G de e en G, existen sucesiones {s,} € T
y {tn} € R tales que la sucesion ii_,, gnily, tiene un punto limite q # e en AUy N Gy.

Demostracién. Denotemos a g,, = (97(11)7 gg)) con

o _ a0
A OB O

Tenemos entonces que el producto h,, = t_s, gnts, = (hSB), hg?)) estd dado por

B — agf) - cgf)sn (bsf) - dg)sn) - tn(cﬁf)sn - asf))
Sl a9 4 D, '

Si consideramos a

by —dy)s

tn = 7”7

C%I)Sn - agzl)

tenemos que
1 1
B — € =~ P(s0) =~ (PM (5,), P2 (s0),
cg«})sn — ag) Csl,l)sn - G"SLI)

donde las matrices P,gl) son matrices cuyas estradas son polinomios con coeficientes reales de grado a
lo sumo dos evaluados en s,. Concretamente, si
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tenemos que

pi = —clsh + 20D = Dell s + (1 - afD)al)),
péf,)l =0,
Phi = s, — ePall,

P = s+ ad -1,
) = D52+ (aPel® - cDal® — ofD)s, + (1 - aP)afl)

P = (@Dl — eDdP)sp + (Db + aDdP) — d D e — dDa?)s, + (0Pl — a6,

) = el — oDl

2 = (D) — D)+ (A0 — oD D).

Veamos que alguna coordenada de las matrices de las entradas de P, (sy,), es un polinomio no constante.

En efecto, como las transformaciones g, no pertenecen a AU;Us, tenemos que cgl) no son simultanea-

mente nulas y por lo tanto p( ) (2 )

es un polinomio de grado dos o p;7,, es un polinomio de grado uno.
Consecuentemente, si HPn(sn)H es la norma de P, evaluado en s, como vector de R®, tenemos que
el mapa ¢, : R — R tal que mapea s, en ||P,(s,)||?, es una funcién polinémica no constante de

coeficientes reales y grado a lo sumo cuatro.

Por otro lado, sea k en (0,1) es la del Lema para polinomios de grado a lo sumo cuatro. Dado
un € > 0, como || P, (0)]| tiende a cero cuando n tiende a infinito, a partir de un n los polinomios %,
estaran en las hipotesis del Lema Consecuentemente, podemos encontrar una sucesién {s, } en
T tal que

eV < [|Pa(sn)]| < €
|c(1) a%1)| < 2. En efecto, como la norma de P, (s,) es

menor que e, el valor absoluto de \p4 n(sn)| =|(c %l)sn — a£}>)

En particular, podemos concluir que 1 / 2 <
+ 1| también lo es, lo que demuestra la
afirmacién suponiendo que € es menor que 1/2.

Podemos concluir entonces que

eVk/2 < ||hn — e < 2¢

y por lo tanto, a menos de tomar subsucesién, h, converge a un elemento h distinto de la identidad.
Ademas, como pé 7)“ pz()”)L y pgi tienden a cero cuando n tiende a infinito, eligiendo el € para que
la sucesién {h,} esté contenida en el entorno Go; tenemos que h = (h() h(?)) es un elemento de
A1 A>Us NGy, siendo

Al =Ax {6},
AQ = {6} x A.
Veamos que podemos asumir que h es un elemento de AU,. Para esto basta con observar que las

coordenadas (1,1) de R y b3 la primera y segunda coordenada de h, son iguales. Supongamos por

absurdo que las primeras coordenadas de h") y h(?) son distintas. Esto implica que si cgf )sn converge

a un real c(i), entonces ¢! y ¢ son distintos. Como los valores c; )sn — a,(zl) pertenecen en norma

47



al intervalo (1/2,2), podemos concluir que ¢(!) es distinto de uno y la sucesién {s,} es divergente en
valor absoluto. Por otro, la coordenada (2,2) de h(?) esta dada por el limite

B2 —dPs) (P s, —a) = 0 — dP s) (P s, — al?)

c%l)sn - ag) ’

limp—oo

que es equivalente al limite
(2) (1)

. Cn " Sp — Cn " Sp
lzmn—moﬁsrr
Cn’'Sn — Gp

El primer factor del limite converge a un nimero real distinto de cero dado por

@ _ D)
c® —1
mientras que el segundo factor diverge en norma, por lo que este limite diverge, lo cual es una contra-

diccién. O

4.2. Lema del Teorema [1.0.6

Ahora que ya tenemos la estructura de la demostracién, comencemos a darle forma. Comencemos por
ver la existencia del subconjunto Z que sea U-minimal respecto a un compacto §2. Primero definamos
que significa esto.

Definicién 4.2.1. Dado un grupo G que actia en un espacio topolégico X y un subconjunto compacto
C de X, decimos que un subconjunto Y de X es G-minimal respecto a C' si

1. El conjunto Y es cerrado G-invariante.
2. El conjunto Y tiene interseccion no vacia con C.
3. Si Z es un subconjunto de Y que cumple (1) y (2), entonces Z =Y.

Recordemos que, en el contexto que estamos trabajando I'; es un grupo convexo cocompacto y I's es
un grupo cocompacto sin torsién. Si Qr, es el conjunto no errante de I'; y denotamos

X = X1 X XQ = Fl \PSLQ(R) X FQ\PSLQ(R) = F\G,

el conjunto
Q= QFl X X2

es un subconjunto compacto de X. En efecto, como I'; es un grupo convexo cocompacto, Qr, es un
subconjunto compacto de X; y como I's es un grupo cocompacto, Xs es un conjunto compacto.

Por otro lado recordemos que denotdbamos H y U a los subgrupos de G = PSLy(R) x PSLy(R)
H= {B — (hh):he PSLQ(R)} :

U={(u,u):uecU},

siendo U el grupo que define el flujo horociclico. Observar que X es un producto de cocientes a
izquierda de PSL2(R) y por lo tanto podemos actuar con H por composicién a derecha en X. Luego,
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si consideramos a = (x1,z2) un elemento de X, tenemos que zH, la érbita de x por la accién de H,
interseca a (). En efecto, si x es de la forma

r = (z1,72) = (['191,T292)

y I'1g’ es un elemento de Qr,, entonces x - g;lg' es un elemento de la érbita de x y de Q.

De igual manera que H, el grupo U acttia a derecha en X. Ademds, por la Propsicién sabemos
que dado un elemento z de €2, su 6rbita por la accién de U retorna a £ con cierta periodicidad.

Fijemos un elemento x en X y consideremos un subconjunto Y de la clausura de la érbita de x por
la accién de H que sea H-minimal respecto a ). Ademdas consideremos un subconjunto Z de Y que
sea U-minimal respecto a 2. Estos conjuntos existen por ser {2 compacto, en efecto, la clausura de zH
es cerrada e invariante por la accién de H y ademds intersecta el compacto 2. Si no es H-minimal
respecto a () es por que existe un elemento z; con 1 H estrictamente contenida en zH. Si en repitiendo
este proceso finitas veces no encontramos un conjunto H-minimal respecto a 2 podremos construir
una sucesién de compactos encajados C; = x; H N €. Consecuentemente, la interseccién de los C; es
no vacio y cumple la condiciéon de ser H-minimal respecto a 2.

Este mismo argumento se puede repetir para construir el conjunto Y teniendo el cuidado construir la
sucesion considerando elementos de €2 en cada paso.

En el resto de la monografia supondremos que la 6rbita de x por la acciéon de H no es cerrada en X.

Existencia del semigrupo L™

Lema 4.2.2. Dados un espacio topoldgico X mo compacto, un subconjunto compacto K de X y un
flujo ¢ en X, si x es un elemento no periddico de X tal que {t € R : ¢i(x) € K} es un conjunto
no acotado, entonces existe una sucesion {t,} en R tal que ¢, (x) converja a un punto de K que no

pertenece a la orbita de x.

Probemos entonces la existencia de la sucesién en G — U. Este resultado corresponde al lema 3.4 del
articulo de Benoist y Oh [I].

Lema 4.2.3. Dado un z en Z N, existe una sucesion {g,} en G — U que converge a la identidad y
tal que zg, pertenece a Z para todo n.

Demostracion. Si z = (z1,22) = (I'1g1,'2g2), y nos fijamos en la segunda coordenada, tenemos que el
conjunto zoU es la 6rbita de 25 del flujo horociclico en T's \ PSLy(R). Esto implica que 23U es una curva
cerrada o una curva infinita que no se autointersecta. Supongamos que z3U es una curva cerrada, esto
implica que existen dos reales t # s tal que zu; es igual a zu,;. Consecuentemente, existe un elemento
g de T's tal que

gg2us = galusg

y por lo tanto
9= gous_19; "

Esto es una contradiccion ya I's es un grupo cocompacto, por lo que no tiene elementos parabdlicos.
Por otro lado, por la Proposiciéon sabemos que zU es recurrente en Z N para valores de t tan
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grandes como queramos en valor absoluto. De estas dos condiciones se deduce que
{teR:ziy € Q}

es un conjunto no acotado. Consecuentemente, por el Lema existe un punto de acumulacién de
zU en Z N ) no pertenece a zU.

Sea 2’ un elemento de Z N que no pertenece a zU. Como Z es U-minimal, tenemos que 2'U es denso
en Z y por lo tanto, existe una sucesién {a;, } en U tal que z'@;, converge a z, y consecuentemente,
existe una sucesién {g,} en G tal que z't;, = zg,. Observar que por construccién zg, pertenece a Z
para todo n y g, converge a la identidad. Por otro lado, si suponemos que para algun n, g, pertenece
a U, tenemos que 2’ = zgnily Ll pertenece a 2U, lo cual es una contradiccion. O

Lo que vamos a ver ahora es que las trasformaciones g de AUs se pueden escribir como la clase de la
exponencial de matrices, es decir, existen matrices w en Mayo tal que g = exp(w).

Para probar la existencia del semigrupo L hace falta trabajar un poco sobre las propiedades del mapa
exponencial en matrices. Recordemos que podemos definir el mapa exponencial exp : Mayxo — Moo
dado por
X n

9_

expl(g) = 3 %,
"0 n:

donde ¢° es igual a la identidad. Una propiedad que vamos a usar de este mapa es su buen comporta-
miento con la conjugacién, es decir que

exp(hgh™) = hexp(g)h ™.

Veamos ahora que, para todo elemento (ay, ayu;) del subgrupo flUg de G existe un elemento (my,ms)
de M3 x My tal que (exp(my),exp(msz)) pertenece a SLa(R) x SLa(R) y su proyeccién en G es el vector

(ax, axug).

Primero consideremos un elemento a) en A de la forma

A0
ay = .
Yo oAt
Si consideramos la matriz el representante de a) de modo que A sea mayor que cero, y consideramos
la matriz by diagonalizable de traza igual a cero de la forma

~|In(N) 0
o = [ 0 —ln()\)]’

tenemos que exp(by) = ay.

Por otro lado, si consideramos un elemento ayu; de AU de la forma

O P B R R P
S e A O R
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Tenemos que su traza es igual a la de ay, por lo que va a ser un elemento hiperbdlico. Ademas, A es

uno de sus valores propios, por lo que existe una trasformacién g de PSLo(R) tal que axus = gaxg .

Consecuentemente, si consideramos las matrices asociadas en SLy(R) con valores propios positivos de

axuy y ay y cualquiera asociada a g, tenemos que exp(gbrg~') = gexp(bx)g~' = garg~' = axuy.

De estas dos observaciones de deduce que, si definimos el subconjunto de My x My dado por
Wav, = {(bx, gbag™") : g € SLa(R), A > 0}
el mapa exp : Way, = AU, dado por

exp(bx, gbrg™") = m(ax, garg™")

siendo 7 la proyeccién de SLa(R) en PSLo(R), estd bien definido, es continuo y sobreyectivo. Como los
elementos de W4y, son de la forma

g (R

con x y s numeros reales, tenemos que el conjunto Wy, es un R espacio vectorial y ademds un con-
junto cerrado. Consecuentemente, si tenemos una sucesién {w,} en Wy, que converge a un elemento
w, entonces w también pertenece a Way,.

Definicién 4.2.4. Decimos que un semigrupo G es un semigrupo a un pardmetro si existe un mapa
continuo ¢ definido de los reales positivos en G tal que para todo par de reales positivos r y s se cumple
que

o(r+ ) = ¢(r)o(s).

Ahora tenemos todas las herramientas para demostrar la existencia del semigrupo L. Este resultado
corresponde la Proposicién 3.5 del articulo de Benoist y Oh [I].

Proposicién 4.2.5. Eziste un semigrupo a un pardmetro L en AU, tal que ZL esta contenido en Z.

Demostracién. Alcanza con encontrar una sucesién {h,,} en AU, que converge a la identidad con todo
elemento distinto de la identidad y tal que Zh,, este contenido en Z para todo n. En efecto, en ese
caso sabemos que, para todo n, existe una matriz w, en Way, tal que

hy, = exp(wy,).

Luego, la sucesién {w, /||w,||} es una sucesién en W4y, contenida en un compacto, por lo que, a menos
de tomar subsucesién, sabemos que converge a un elemento w no nulo en Wyy,. Como Way, es un R
espacio vectorial y por la propiedad aditiva de la exponencial, tenemos que el conjunto

L = {exp(sw) : s > 0}

es un semigrupo a un parametro contenido en AUs. Méas aun, ZL estd contenido en Z. En efecto,
consideremos un real positivo ty. Por la continuidad del mapa exponencial, tenemos entonces que

. t
exp(tow) = limy o0 €XP (”w()”wn) )
n
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Por otro lado, como ||w,]|| tiende a cero, si [, es la parte entera de to/||wy,|| tenemos que
exp(tow) = limy— o0 exp(lpwy) = limy, o0 exp(wn)l" = limnémhl;.

Consecuentemente, como Zh,, estd contenido en Z para todo n, tenemos que Zhlr estd contenido en
Z para todo m, y como Z es un conjunto cerrado Z exp(tow) estd contenido en Z, lo cual probaria el
resultado.

Veamos ahora que existe la sucesién {h,}. Consideremos un z = (z1,22) en Z, por el Lema m
sabemos que existe una sucesién {g,} en G — U que converge a la identidad con zg,, en Z para todo n.
Consideremos primero el caso en que g, es un elemento de AULU, para infinitos n. A menos de tomar
subsucesién podemos considerar que {g,} estd contenida en AULU,. Si g, = (ax,u_t,,ax, us,) para
todo n y consideramos la sucesién {1, } en U, tenemos que h,, = g, @, es un elemento de AU, distinto
de la identidad para todo n. Luego, como zg, es un elemento de Z para todo n y Z es un conjunto
U-minimal, tenemos que zh, = Zgnly, €s un elemento de Z para todo n. Por ultimo, tenemos que

Zh,, = 2Uh,, C zh,U = Z.

Consideremos ahora el caso en que g, es un elemento de AU;Us solamente para finitos n. A menos
de tomar subsucesién, podemos suponer que g, no pertenece a AU;Us para todo n. Consideremos un
entorno Gy de la identidad en G, por la Proposicién y el Lema tenemos que existe una
sucesién {s,} en T(z1) y un sucesién {t,} en R tal que, a menos de tomar subsucesién, @_g, gz,
converge a un elemento h en AU>NG distinto de la identidad. Luego, la sucesién {24, } estd contenida
en Z N Q y por compacidad, a menos de tomar subsucesién, converge a un elemento z’ en Z N Q.
Consecuentemente tenemos que

2'ho = limg, s e 2gnis, -

Como zg, pertenece a Z para todo n y Z es un conjunto U-minimal, tenemos que z’h pertenece a Z.
Finalmente, repitiendo el argumento del caso anterior, tenemos que Zh esta contenido en Z. Tomando
entornos Gy con didmetros que converjan a cero, podemos construir la sucesién {h,} que estdbamos

buscando. O

Demostracion de la Proposicién 4.0.1

Ahora que ya probamos la existencia del semigrupo LT veamos que para todos los posibles casos se
cumple la Proposicién [£.0.1} Para eso necesitamos unos resultados previos. Veamos primero que para
todo y en Y podemos encontrar una sucesién de elementos {g,} en G — H que converjan a la identidad
y que yg, siga contenido dentro de zH. Este lema corresponde al Lema 3.2 del articulo de Benoist y
Oh[1].

Lema 4.2.6. Si vH no es cerrada, para todo y en Y, el elemento identidad e en X es un punto de
acumulacion de
{9€G—H :ygecaxH}.

Demostracion. Consideremos primero el caso en el que y no pertenece a xH. Esto implica que existe
una sucesién {h,} en H tal que zh,, converge a y. Consecuentemente existe una sucesién {g, } en G tal
que yg, converge a la identidad. En efecto, si © = (I'1g1,T'292) e y = (T'1g7, '2g5) basta con considerar

—1 —1
gn = (91 g1hn. 9’y g2hy).
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Observar que los elementos g, no pertenecen a H, de lo contrario y = xﬁng; 1 perteneceria a zH.
Ademés, yg, = xh,, por lo que pertenece a xH. Esto demuestra el Lema en este caso, ya que g,
pertenece a G — H para todo n y converge a la identidad y yg,, pertenece a zH.

Consideremos ahora el caso en el que y pertenece a x H y supongamos que la afirmacién no es verdadera.
Esto implica que existe un entorno de la identidad Gy en G tal que para todo elemento g de G para
el que yg pertenezca a zH, se tiene que g pertenece a H. Consecuentemente, para todo yg en yGg

tal que yg pertenezca a xH se tiene que yg pertenece a yH. Como Y estd contenida en xH, entonces
GoNY esta contenida en yH. De esto se deduce que yH es un abierto de Y. En efecto, si consideramos
yiL en GoNY y un elemento yiL’ en yH, tenemos que Goh™'h'NY es un entorno abierto de yiL’ enY.
Como Y es H-minimal entonces yH =Y, de lo contrario, el complemento de yH en Y serfa un abierto
de interior no vacio, lo que contradice que yH = Y. Finalmente, como ¥ pertenece a zH tenemos que
xH =yH =Y y por lo tanto xH es un subconjunto cerrado de X, lo que contradice las suposicién de
esta seccion. O

Con el Lema podemos demostrar el siguiente resultado que usaremos luego para demostrar que la
érbita de un z de Z en 2 H por la accién del semigrupo Uy estd también contenida en zH. El siguiente
resultado corresponde al Lema 3.3 del articulo de Benoist y Oh [I].

Definamos el subgrupo Hy = {e} x PSLy(R) de G = PSLa(R) x PSLa(RR).
Lema 4.2.7. Eriste un elemento v de Uy distinto de la identidad tal que Zv estd contenido en xH.

Demostracion. Consideremos un elemento z = (21, z2) de ZN Q. Como Z es un subconjunto de Y, por
el Lemaexiste una sucesién {g,} en G — H que converge a la identidad y que ademé&s cumple que
zgn pertenece a la clausura de x H para todo n. Podemos asumir, sin perder generalidad que la sucesién
estd contenida en Hy. En efecto, si ¢, = (91,5, 92,n) ¥y consideramos al el elemento hy = (91_711791_711)
de H, tenemos que ygnizn es un elemento de la clausura de zH. Ademds, como la sucesién {g,} con-
verge a la identidad las sucesiones {g1.,,} v {92.n} también lo hacen en PSLy(R). Ademds g1, ¥ g2.n
son distintos para todo n, de lo contrario g, seria un elemento de H. Consecuentemente la sucesién
Gnhn = (e, 92.n91. 1) también converge a la identidad. Podemos suponer entonces que g, = (e, g/,) con
g, en PSLy(R) distinto de la identidad para todo n.

Para encontrar el v primero consideremos el caso en el que existe un ng tal que g, es un elemento
de U distinto de la identidad. En este caso consideremos a v = g,,. Como U es un grupo abeliano,
tenemos que v conmuta con todo elemento de U. Por otro lado, como Z es U-minimal tenemos zU = Z.
Consecuentemente Zv = zUv = zoU y como por construccién zv pertenece a la clausura de 2 H, tene-
mos que Zv estd contenido en tHU = zH, lo que demuestra la afirmacién.

Veamos ahora el caso en que todo g, no pertenece a Us. Como z pertenece a {2 tenemos que z; es un
elemento de Qp, . Por la Proposicién [3.3.3] sabemos que existe un K < 1 tal que el conjunto

T(z1) = {ug : zus € Qr, }

es un conjunto K-grueso. Por otro lado, como g, no pertenece a Us, tenemos que g/, no pertenece a
U, por lo que, por la Proposicién sabemos que existe una sucesién {t,} en T(z1) y un elemento
v’ en U distinto de la identidad, tal que

!/ !/
U—t, 9,Ut, — V.
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Observar que, como ¢, pertenece a T'(z1) tenemos que zju;, pertenece a Qr, para todo n. Consecuen-
temente, si definimos @, = (us, ,us, ) en U, tenemos que zi,, pertenece a §2. Como {2 es compacto, a
menos de tomar subsucesiones, podemos considerar que zi;, converge a un vector z’ en ). Finalmente,

si notamos a v = (e, v’), tenemos que
12 . ~ ~ ~ . ~
2'v = limp 002U, U—t, Gnlt, = liMp_002gnls,, -

De esto se deduce que z’v es un elemento de la clausura de v H, en efecto, por construccién para todo n
sabemos que zg, es un elemento de *H y i, es un elemento de U, consecuentemente zg,u;, pertenece
a zH. Esto demuestra la afirmacién ya que Zv = 2’Uv = z/vU y por lo tanto estd contenido en la
clausura de zH. O

Ahora ya tenemos todas las herramientas para demostrar el Teorema Este resultado corresponde
a la Proposicién 3.6 del articulo de Benoist y Oh [I].

FIN.

Gracias por leer :)
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