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Introduccion

En la teoria de sistemas dindmicos se estudia la evolucién de orbitas de funciones continuas
f:X — X ofluyjos p : T x X — X,T C R sobre un espacio topolégico X, cuando f es un
homeomorfismo o T' = R podemos pensar en ellos como acciones de Z o R sobre X respectivamente.
Por este motivo el estudio de acciones de grupos sobre espacios topologicos por homeomorfismos
se podria considerar una generalizacién de los sistemas dindamicos.

Pero, ;por qué estudiar grupos de difeomorfismos? Para responder esta pregunta veamos pri-
mero un teorema debido a Richard Patrick Filipkiewicz [5]:

Teorema. Sean M y N dos variedades C> sin borde y sean Diff’ (M) y Diff?(N) para 1 < p,q <
0o los grupos de difeomorfismos CP de M y difeomorfismos C? de N respectivamente. Si

¢ : Diff’ (M) — Diff?(N)
es un isomorfismo de grupos, entonces p = q y existe un difeomorfismo CP? w: M — N tal que

¢(f)(n) = wfw™(n)
para todo f € Diff (M) y n € N.

Este teorema nos dice que, incluso en una misma variedad, pedir més regularidad impone una
restriccién en la estructura del grupo de difeomorfismos. En teoria de grupos es normal estudiar
grupos por acciones en conjuntos lindos, como las variedades, y generalmente cuanto mas regu-
laridad tenga las funciones por las que actiia el grupo, mejor. Sin embargo, por el teorema de
Filipkiewicz, hay grupos que actian en una variedad M por funciones con regularidad no mayor a
cierto p. En esta monografia nos centraremos principalmente en las diferencias estructurales entre
los grupos de difeomorfismos sobre variedades unidimensionales de regularidad C' o C2.

En el capitulo 1 estudiamos los grupos que seran relevantes mas adelantes, son resultados
bésicos sobre grupos nilpotentes, solubles y promediables. La primera seccién es la tinica seccién
que se podria considerar enteramente algebraica en la monografia, ya que la segunda seccidn, si bien
presenta resultados algebrdicos, se demuestran usando mayoritariamente andlisis. Este capitulo usa
resultados del apéndice, el cual es opcional y estd para que la monografia sea mas autocontenida
pero no es necesario para entender los resultados.

En el capitulo 2 comenzamos con resultados mas dindmicos, y empezamos a estudiar acciones
de grupos por homeomorfismos sobre el circulo. En la primera seccién se prueba la generalizacién
de un resultado cldsico que nos permite separar a los subgrupos de Homeo(S!) en tres categorfas.
Luego se presentan resultados sobre el niimero de rotacién, y probamos el teorema de Holder que
da una condicién suficiente sobre el orden de un grupo para que sea abeliano. El capitulo termina



con un ejemplo de un homeomorfismo del circulo con un minimal excepcional y un subgrupo de
Homeo(R) nilpotente no abeliano.

El capitulo 3 es el capitulo central de esta monografia, esta centrado en acciones de grupos sobre
el circulo por difeomorfismos C''+HP. Comenzamos probando el teorema de Denjoy con argumentos
de control de distorsién, este teorema prueba que no existen difeomorfismos C'*+ P del circulo con
un minimal excepcional, y probamos el teorema de Sacksteder que serfa una generalizaciéon del
teorema de Denjoy para subgrupos finitamente generados de Difff'hp. Luego probamos el teorema
principal de esta monograffa, el teorema de Plante-Thurston, este teorema prueba que no existen
subgrupos nilpotentes no abelianos de Difflep. Al final del capitulo probamos que para todo
7 € (0,1) existe un difeomorfismo C'*7 con un minimal excepcional y mostramos un ejemplo de
un subgrupo nilpotente no abeliano de Diﬁ"ﬁr([O, 1]), justificando nuestra eleccién de la cota C1*
para la regularidad en el teorema de Denjoy y el teorema de Plante-Thurston.

En el cap’itulo 3 se utilizan métodos dindmicos para las demostraciones, ya que nos lo permite
la rigidez de las funciones C'*1P_ sin embargo en el capitulo 4 estudiamos las restricciones C!
por lo tanto haremos més uso de las estructuras de grupo. Primero vemos el teorema de Bonatti-
Monteverde-Navas-Rivas que muestra que toda acciéon C! fiel de BS(1,2) sobre [0, 1] sin puntos fijos
globales en el interior es conjugada a la accién afin estdndar (de BS(1,2)), y el elemento asociado
a la multiplicacién por 2 tiene derivada 2 en su unico punto fijo, en esta prueba nos aprovechamos
del crecimiento rdpido del grupo BS(1,2). Terminamos con el teorema de estabilidad de Thurston
que estipula que si un grupo tiene una representacién no trivial en Diﬁi([(), 1)), entonces existe un
homomorfismo no trivial del grupo a (R, +), este teorema lo probamos tomandonos funciones que
son casi homomorfismos sobre un subconjunto del grupo y hacemos que estas funciones converjan
a un homomorfismo no trivial.
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1. Grupos

En este capitulo veremos resultados basicos sobre grupos nilpotentes, solubles y promediables.
Los grupos nilpotentes jugaran un papel importante en el capitulo 3, donde probamos el teorema
de Plante-Thurston. Si bien los grupos solubles no son centrales en ninguna parte de la monografia,
estdn fuertemente relacionados con los grupos nilpotentes, ademds el grupo BS(1,2) es soluble y
este grupo sera importante en el capitulo 4. Los grupos promediables son relevantes principalmente
en el segundo capitulo, en especial por su relacién con el nimero de rotacién.

1.1. Nilpotencia y solubilidad

En teoria de grupos, un grupo se dice que es nilpotente cuando es “casi abeliano”. Un grupo
abeliano I" cumple que [x,y] = id para todo z,y € I", de manera similar un grupo I' es nilpotente
si existe un n € N tal que si 21, ..., 2, € T entonces [x1, [..., [Tn—1, Zy]...]] = id, méds formalmente:

Definicién 1.1.1. Decimos que I es nilpotente si existe una serie central
r=ry>..>r,={id}

donde T'y11 = [I',T'%]. La nilpotencia de T se define como el minimo n tal que T',, 11 = {id}.

De la definicién se deduce inmediatamente que si I' tiene nilpotencia 0 entonces es trivial, y si
tiene nilpotencia 1 es abeliano. Si la nilpotencia de I" es n1 entonces Z(I") no es trivial (T',, < Z(T")).
De hecho podemos obtener un resultado mas fuerte:

Proposicién 1.1.2.  Sea T' un grupo nilpotente de nilpotencia n > 0, entonces T'/Z(T') es nilpo-
tente de nilpotencia n — 1.

Demostracion. Si I' es abeliano la demostracion es trivial. Supongamos que I' no es abeliano,
sea m: I' = I'/Z(T') la proyeccién al cociente. es facil de ver que 7([G, H]) = [7(G),n(H)] para
todo G, H < T, por lo que es suficiente con demostrar que «(I'y,) = {id} y m(T'p—1) # {id}. Como
7 es la proyeccién al cociente, ker(r) = Z(T') > T',, y tenemos que «(I',,) = {id}. Y como I',,_1 no
estd contenido en Z(I"), w(I';,—1) no es trivial. O

La proposici’on anterior nos da una nueva definicién de nilpotencia por induccién. De hecho si
definimos 't =Ty T*+! = T*/Z(T'%), y si existe n tal que ™! = {id} entonces I es nilpotente:

Proposicién 1.1.3. Sea n el minimo natural tal que T"* = {id} entonces T' es nilpotente de
nilpotencia n.



Demostracion. Probaremos esta proposicién por induccién en la nilpotencia de I". Si I" es abe-
liano entonces se concluye trivialmente. Supongamos que la proposicion es cierta para n — 1, y sea
n el mfnimo natural tal que I+ = {id}. Como (I'/Z(G))"™ = {id} por hipédtesis inductiva I'/Z(T)
tiene nilpotencia n — 1, por lo tanto

{id} # (/Z())n-1 = 7(Cn-1)

Entonces I';,_1 no esta incluido en el centro, en particular T',, no es trivial. Andlogamente (T',) =
{id} y tenemos que T',, C Z(T"), concluimos que T',11 = {id}. O

Ejemplo 1.1.4. El grupo discreto de Heisenberg H es el grupo de las matrices triangulares
inferiores 3 x 3 de la forma

1 0 0
a 1 0
c b 1

con a,b,c € Z. Este grupo es nilpotente de nilpotencia 2, ya que

1 0 0
Z(H) = 01 0:ce”z
c 0 1

y H/Z(H) es isomorfo a Z? que es abeliano. Este grupo es generado por los elementos

100 100
xr=(1 1 0]),y=1(0 1 O
0 0 1 0 1 1
100 1 00
El elemento z= [0 1 0] esigual a [y,z], y toda matriz | a 1 0| del grupo de Heisenberg
1 01 b ¢ 1

es igual a z%2%y°.




Esta es una porcion del grafo de Cayley del grupo discreto de Heisenberg para los generadores
Y, 2.

Va a ser de utilidad hablar un poco de los grupos solubles, para esto veremos primero lo que
es una serie derivada. La serie derivada de un grupo I es la familia {A4,, : n € N} definida
inductivamente por Ay =T, A, 11 = [An, 4,].

Definicién 1.1.5. Decimos que un grupo es soluble si su serie derivada es finita, es decir que
existe un n tal que A,,11 = {id}. Sin es el menor de los naturales que cumple esto entonces decimos
que I' tiene solubilidad n.

Ejemplo 1.1.6. Los grupos nilpotentes son solubles ya que claramente A, C T',,.

Ejemplo 1.1.7. El grupo de Baumslag-Solitar BS(1,2) = (a,b : aba™! = b?) es un grupo
soluble. Primero veamos algo particular de este grupo, que para n € N existe z tal que 22" = b,
osea z = Vb, por induccién en n si n = 1 tomamos 2 = a 'ba y tenemos que 22 = b, luego si
existe y tal que y2n_1 = b tomamos = = a~ 'ya, por lo tanto

b= (a:zca_l)an1 —az? el =2 = Vb
y tenemos que 22 = b, es més Vb = a""ba", y obtenemos que para n € Z,b* = a™ba~". Si
G = {a, b} tenemos que < G >= B, por lo tanto

[B, B] =< {g[s1,82]g ",s: € G,g € B} > .

[a,b] = by [b,a] = b~'. Tomemos un g € B cualquiera, veamos que gb*'g~! = bv*" para algiin
n € Z, esto es evidente para ¢ € G U G~!, supongamos ahora que g es representado por alguna
palabra de longitud n y que lo que afirmamos es cierto para palabras de longitud n — 1, entonces
g = sg’ donde s € GUG™ ! y ¢ esta representado por una palabra de longitud n — 1, y tenemos
que

gbFlgl = sg'bFl g lsTl = b1

Si s = bT! entonces ya concluimos porque b conmuta con sus potencias (aunque sea una potencia
racional), si s = a*! entonces sb* s~! = b2"*" | de todo esto concluimos que [B,B] = {b?: q € Z[1]}
y esto implica que [B, B] es abeliano por ende B es soluble de solubilidad 2, los grupos de solubilidad
menor o igual a 2 se llaman metabelianos.

Otra propiedad que podemos ver de este grupo es que no es nilpotente. Definamos la funcién
f:BS(1,2) — [BS(1,2),BS(1,2)]/f(z) = [a,z]. Ahora si BS(1,2) fuera nilpotente existirfa un n
tal que f™(x) = id para todo z € BS(1,2), sin embargo b # id y b es un punto fijo de f, por lo
tanto BS(1,2) no es nilpotente.

En particular probamos que ser nilpotente no es equivalente a ser soluble. Para leer més sobre
grupos solubles y nilpotentes sugiero [12].

1.2. Grupos promediables

La promediabilidad es un concepto profundo de teoria de grupos en el que no entraremos muy
en detalle, sin embargo tiene muchas aplicaciones dindmicas que usaremos mas adelante, por lo que
vale la pena ver algunos resultados de esta area. El objetivo principal de esta seccion es demostrar
que los grupos solubles son promediables.



Definicién 1.2.1. Un grupo I' es promediable si toda accién de I' por homeomorfismos sobre
un espacio métrico compacto admite una medida de probabilidad invariante.

Para poder entender un poco mejor esta definiciéon veamos la demostracién del teorema de Kry-
lov—Bogolyubov [1], que afirma que para todo homeomorfismo f de un espacio métrico compacto
M existe una medida de probabilidad p invariante a f. Para demostrar esto tomemos una medida
de probabilidad v sobre M y tomamos la sucesién (p,,) definida de la siguiente manera:

fin = 2+ [0) + ot 0]

Como el espacio de las medidas de probabilidad sobre M es compacto bajo la topologia débil*,
existe una subsucesion (u,, ) que converge débilmente a una medida de probabilidad p, esta medida
es invariante a f ya que

F(hn) = iny + ™ ) = v

y esto implica que

=
=
I

£ (i o ) = Jim FGon)
o0 — 00

k—
— oy 1 1 ey — oy _
Dt 4 O S U ) = = e =
Ahora, si f preserva la medida pu, es evidente que f" también la preserva para todo n € Z, por
lo tanto todo grupo ciclico es promediable. Mas atin, con la misma estrategia podemos obtener el
siguiente resultado:

Proposicion 1.2.2. Todo grupo abeliano finitamente generado es promediable.

Demostraciéon. Lo probaremos por induccién en la cantidad de generadores #G de I'. Nétese
que un grupo preserva una medida sii todos los generadores preservan dicha medida.

Si #G = 1 entonces I es ciclico y ya vimos que es promediable. Supongamos que todo grupo
con n generadores es promediable, sea G = {g1, ..., gn+1}, entonces (por hipétesis inductiva) existe
una medida v invariante por g1, ..., g,. Definamos ahora:

1 m—
Hm = E[V + gn-i-l(y) + ...+ gn—i—ll(l/)]

Y nuevamente tenemos una subsucesién que converge a p invariante por g,i1, sin embargo u
también es invariante por g1, ..., g, ya que

’ 1 mp—1
gi(p) = klggo m*k[’/ +(9i 0 gn+1)(W) + . + (i 0 gnf1 ) (V)]
, ]- mi. —
= klin;o E[V + (nr109i) (V) + o + (9071 Yo g;)(v)]
= lim E[V + gni1 (V) + gt ()] =

La siguiente proposicén nos permite extender el resultado a todos los grupos abelianos

Proposicién 1.2.5. Sea I' = |J,.; I'; tal que Ty es promediable para todo i € I y para todo
i1,92 € I emiste j € I tal que I';, ULy, C T';, entonces I' es promediable.
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Demostracion Sea M un espacio métrico compacto tal que I' actiia por homeomorfismos en M,
definimos M; como el conjunto (compacto) de medidas invariantes por T';. Probaremos que para
i1y in € I, M;, N ...N M;, no es vacio, podemos aplicar una cantidad finita de veces la hipétesis
para encontrar un j € I tal que I';, C I'; para k = 1,...,m, como M;, N..NM; D M; # &
no es vacio, por lo tanto {M; : i € I} es una familia de compactos que cumplen la propiedad de
interseccién finita, lo que implica (| M; # &, es evidente que cualquier medida en ese conjunto es
invariante bajo acciones de I'. (|

En particular si todos los subgrupos finitamente generados de I' son promediables tenemos que
I' es promediable, por lo tanto todos los grupos abelianos son promediables.

Proposicién 1.2.6. Sea I' un grupo con un subgrupo normal H promediable tal que I'/H es
promediable, entonces I' es promediable.

Demostracién. Sea M un espacio métrico compacto tal que I' actida por homeomorfismos en
M. Sea P el conjunto de medidas de probabilidad sobre M y Py C P el conjunto de las medidas de
probabilidad invariantes bajo acciones de H, entonces I' actia en P definiendo gu(A) = u(g=1(A))
y Py es invariante bajo acciones de T'.

Como la primera afirmacién es obvia probemos que Py es I'-invariante. Sea pu H-invariante
entonces si h € Hy g €I, existe h’ € H tal que hg = gh’, luego

h(gp) = (hg)u = (gh" ) = g(h'p) = gp

por lo tanto gy es H-invariante. Luego, por el mismo argumento, I'/ H actia en Py por [glu = gp.
Como Py es cerrado y P D Py es compacto, Py es compacto y hereda la métrica de P (A.3.), por
lo tanto existe una medida de probabilidad I'/ H-invariante £ sobre Py.

Definimos la medida v en M como

Luego, para todo g € T":

gu(A) = /P o(A)ds = [ (o) = [ u(ayde = ()

por lo tanto v es I'-invariante y concluimos que I' es promediable. O

Corolario 1.2.7. Los grupos solubles son promediables.

Demostracion. Sea I' un grupo soluble, probaremos por induccién en la solubilidad que es
promediable. Si un grupo tiene solubilidad 1 entonces es abeliano y por lo tanto es promediable.
Si un grupo T tiene solubilidad n entonces [I', '] tiene solubilidad n — 1 y por hipétesis inductiva
es promediable, luego I'/[T", T'] es abeliano y por lo tanto promediable y por la proposicién anterior
I' es promediable. O



2. Grupos de homeomorfismos del circulo

Antes de comenzar con las restricciones por regularidad es importante ver qué se cumple inde-
pendientemente de la regularidad. Algunos conceptos y resultados se pueden ver en un curso de
sistemas dindmicos, como el niimero de rotacién o el ejemplo de un homeomorfismo con un mini-
mal excepcional. También se ven conceptos nuevos como acciones por grupos nilpotentes sobre el
segmento, o acciones por grupos ordenados.

2.1. Categorizacion

El grupo de rotaciones SO(2,R) es el grupo méas simple que actiia transitivamente en S* (para
todo x € S! la érbita de x es S'). De hecho, excepto por conjugaciones topolégicas, puede ser
caracterizado como el grupo mas grande que preserva medidas similares a la medida de Lebesgue.
Una medida tiene soporte total si todo conjunto abierto tiene medida no nula, y no tiene &tomos
si los puntos tienen medida 0.

Proposicién 2.1.1. Sea I' un subgrupo de Homeo, (S1) que preserva una medida de probabili-
dad con soporte total y sin dtomos, entonces I' es un conjugado topoldgico de de un subgrupo de

SO(2,R).

Demostracion. La medida I'-invariante p induce naturalmente una medida i en R que cumple
f([z,z +1]) = 1 para todo = € R. Definimos:

a([0,z])  siz>0

iR R/p(@) = {—ﬁ([x,o]) siz <0

Como [1 es una medida con soporte total sin dtomos, ¢ es un homeomorfismo de R. Para un g € R
tomamos un lift g tal que §(0) > 0. Para z > 0 tenemos que:

wge~ " (x) = A([0,3(0)]) + ([9(0), g¢ ™" (2)]) = A([0, §(0)]) + A([0, ¢~ (2)])

Por lo tanto ¢go~t(z) = ([0, g(0)]) + z, para z < 0 se deduce andlogamente. Como p(x + 1) =
() + 1,  induce un homeomorfismo de S*, @. Por lo probado anteriormente para todo g € T la
conjugacién por ¢ da la rotacién de St por el dngulo 27fi([0,§(0)]) méd 27. |

De hecho los grupos topoldgicos compactos cumplen esta propiedad, si I" es un grupo compacto,
podemos tomar la medida de Haar (normalizada) dg en T'. Definimos la medida de probabilidad
en S! de la siguiente manera

w(A) = / o prev(gA)dg



Esta medida es invariante por acciones de I', tiene soporte total y no tiene atomos, por lo tanto
todo subgrupo compacto de Homeo(S1) es conjugado topolégico de SO(2,R).

Corolario 2.1.2. Toda accién minimal del circulo por un subgrupo de Homeo (S') que preserva
una medida de probabilidad en el circulo es conjugado topoldgico de un subgrupo de SO(2,R).

Demostracién. Sea I' un subgrupo de Homeo, (S!) minimal y que preserva una medida de
probabilidad u. Basta con probar que p tiene soporte total y no tiene atomos. Sea U un abierto
de S, por absurdo supongamos que u(U) = 0. Por minimalidad Ugerg(U) = St como S!
es compacto existen finitos g1, ..., g, tal que U;—; ¢:(U) = St pero como I' preserva la medida
u, esto implica que p(S') = 0 lo que es absurdo. Supongamos ahora que xz € S' es unatomo,
p({z}) = € > 0. Como T es minimal, I'(z) es denso en S!, en particular existe una sucesién
inyectiva {2, }nen en I'(z). Como p es invariante por I'

M<U{xn}> =Y alfm}) = Y e =00

y esto nuevamente es absurdo, por lo tanto u tiene soporte total y no tiene d&tomos. Esto concluye
la prueba. (Il

Un subconjunto A de S! es invariante bajo un subgrupo I' de Homeo, (S') si g(A) C A para
todo g € T'. Un conjunto compacto invariante A es minimal si los dnicos subconjuntos cerrados
invariantes de A son el conjunto vacio y A.

Teorema 2.1.3. Sea I' un subgrupo de Homeo, (S') entonces una (y solo una) de las siguientes
posibilidades ocurre:

(1) Eziste una drbita finita.
(1) Todas las érbitas son densas.

(1) Existe un dnico conjunto minimal invariante que es homeomorfo al conjunto de Cantor (y
esta contenida en el conjunto de los puntos de acumulacidn de todas las drbitas).

Demostracién. Sea Q la familia de subconjuntos cerrados no vacios de S*, entonces € esté or-
denada por inclusién. Consideremos una cadena de €2, es evidente que su interseccion es invariante,
ademas como todo elemento de Qes compacto, la intersecciéon de una cadena es no vacia, por lo
tanto pertenece a 2. Por el lema de Zorn, existe un cerrado minimal invariante . La frontera OA
y el conjunto A’ de los puntos de acumulacién de A son conjuntos cerrados invariantes contenidos
en A. Por minimalidad de A una de las siguientes posibilidades ocurre:

(1) A’ = &; en este caso A es una 6rbita finita.
(11) OA = @; en este caso A = S!, lo que implica que todas sus 6rbitas son densas.

() A = A’ = OA; en este caso A es un subconjunto cerrado con interior vacio y sin puntos
aislados de S*, o sea que es homeomorfo al conjunto de Cantor.

Nos queda probar que en el ultimo caso, A esté contenido en el conjunto de los puntos de acumu-
lacién de todas las érbitas, lo que implica su unicidad. Sean x € S* e y € A. Tenemos que probar
que existe una sucesién g, en T tal que g,(z) — y. Para 2 € A esto es evidente por minimalidad
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de A. Si z € S1\ A, consideremos el intervalo I = (a,b) C S*\ A tal que a,b € Ay x € I. Como la
6rbita de a es densa en A, y A no tiene puntos aislados, existe una sucesién g, tal que g,(a) = y
y g:(I)Ng;j(I) = @ si i # j. Como la longitud de g, (I) tiende a 0, g,(x) — y. Esto concluye la
demostracion. |

2.2. Teoria de Poincaré

En estd seccién trataremos una invariante dindmica de los homeomorfismos del circulo introdu-
cida por Henri Poincaré, los nimeros de rotacién. Para definirlo correctamente empezaremos por
demostrar el siguiente lema sobre sucesiones casi subaditivas.

Lema 2.2.1. Sea (an)nez una sucesion de nimeros reales. Asumamos que existe una constante
C € R tal que para todo m,n € 7

|@mtn — am — an] < C.

Entonces existe un tnico p € R tal que la sucesion (|an, — np|)nez es acotada. Este nimero p es
igual al limite de la sucesion (a,/n) cuando n tiende a oo (en particular este limite existe).

Demostracién. Para cada n,m € N probemos que |a,,, — ma,| < (m — 1)C por induccién en
m. En efecto si m = 1 entonces

|@mn — may| = |an —an] =0=(1—m)C
y probamos el caso base. Si esta afirmacién es correcta para m, entonces para m + 1 tenemos que

|a(m+1)n - (m + 1)an| = |amn+n — may — an‘ = |amn+n — Qmp — Ap + Qmp, — man|

< Namntn — @Gmn — @n| + |@Gmn — may| < (m —1)C 4+ C = mC.
De esto deducimos que a,,,, + C < ma, + mC' y por lo tanto,

amn+0<an+C.

mn B n
Anélogamente,
amn — C > an—C.
mn n
an—C an+C

Definamos el intervalo I,, = [ =, ], por lo previamente visto resulta claro que I,,, C I,,
luego por la propiedad de interseccién finita I = Npenl, # 9.
Sea p € I, entonces p € I,, para todo n € N. De esto se concluye que para todo n € N

|an, —np| < C, (2.1)
o sea que |a, — np| es acotada. Para probar la unicidad tomemos p’ # p, luego
lan —np'| = [(an —np) +n(p—p')| = nlp - p'| = C

por lo tanto |a, — np’| tiende a infinito. Por tltimo si dividimos ambas partes de (2.1) por n y
pasamos al limite tenemos que p = lim(a, /n). El caso n < 0 es andlogo. O

Ahora consideramos la parametrizaciéon de S! por [0, 1]. Dado un homeomorfismo f de S, se
da a entender que F' : R — R es un lift cualquiera de f a la recta real.



Proposicién 2.2.2. Para todo x € R, el limite:

En _
TR S G B
n—=4oco n

existe y no depende de x.

Demostracion. Lo primero es ver que para todo z,y € Ry m € Z
[F™(2) — 2| = [F™(y) —yll <2 (2.2)

Como F™(x+n) = F™(z)+n podemos tomar z,y € [0,1) y en este caso la desigualdad es trivial.
Sea x € R, definimos a,, = F"(z) — . Observamos que:

|Gmtn = Gm — an| = [F"T"(2) — 2 — (F™(z) — 2) — (F"(z) — 2)]
= [F™(F" () = F"(2) — (F™(z) — @)
<2

Por la proposicién anterior el limite lim[F"(x) — z]/n existe y por la desigualdad (2,2) el limite no
depende de z. O

Si consideramos dos lifts de f a la recta real, entonces los limites dados por la proposicion
anterior difieren por un entero. Definimos el niimero de rotacién de f por

R .
p(f) = Mm_ —[F"(x)— 2] mod 1
p(f) es independiente del lift F' de f y de z. Un ejemplo sencillo de verificar es que para una
rotacién del circulo de dngulo 6 € [0,1) el nimero de rotacién p(Rp) = 6.
También para todo homeomorfismo f del circulo, uno tiene que

1
[F"™(x) —x] =m- l{m —
n—+oco mn

p(f™) = lim +

n—+oco n

[ (x) — ]

de donde uno concluye que p(f™) = mp(f) méd 1.
Si f tiene un punto periédico, entonces p(f) es racional. En efecto si f tiene un punto periddico,
existe x € R tal que FP(z) = ¢ para algin ¢ € Z. Luego

lim i[Fp"(av) —z]= lim [(zx+pn)—z]= %,

n—o0 PN n—+oo

de donde se concluye que p(f) = % mod 1. Reciprocamente tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.3. i f € Homeo, (S*) tiene nimero de rotacion racional, entonces f tiene un
punto periddico.

Demostraciéon. Como p(g™) = mp(g) méd 1 es suficiente demostrar que toda funcién con
nimero de rotacién 0 tiene un punto fijo. Asumamos que f no tiene punto fijo, sea F' un lift de f
tal que F(0) € (0,1). Como f no tiene punto fijo F(z) — x # 0 para todo z € R. Por continuidad
y periodicidad tenemos que existe § > 0 tal que para todo x:

0<F(z)—z<1-9§



Ademds como F™(z) —z = Y1 Fitl — Fi(z) = Y7 F(Fi(z)) — Fi(z) observamos:

~—

n
5§F

—
~—

T xgl—&

n
Si pasamos al limite tenemos que § < p(f) < 1 — 4, y concluimos que si f no tiene punto fijo,

p(f) # 0. O

Si f:S' — S! es continua, el grado de f es F(1) — F(0) para cualquier lift F' de f a la recta
real. Es claro que el grado de cualquier homeomorfismo del circulo es 1.

Definicién 2.2.4. Sean f y g dos homeomorfismos del circulo, decimos que f es semiconjugada
a g si existe una funcién continua de grado 1 ¢ : S — S, tal que todo lift de ¢ es creciente (en
el sentido no estricto) y ¢ f = gep.

Proposicién 2.2.5. Si f es semiconjugada a g, entonces p(f) = p(g).

Demostraciéon. Sea of = gpy F, G’ y ® lifts de f, g y o respectivamente, tal que ®(0) € [0, 1).
Veamos que ®F es un lift de ge:

T®F = ¢nF = pfm = gpm.

Como ®F es un lift de gy, tenemos que ®F = G'® + k para algtin k € Z. Consideremos el lift G
de g tal que G = G’ + k, entonces ®F = GP.
Probemos por induccion que ®F™ = G"®, es evidente que se cumple para el caso n = 1, asi
que asumamos que ®F"~! = G"~1®, luego
OF" = dF"'F
=G leq
=G"'Ge
=G"d
lo que concluye nuestra demostracién por induccién.
Como ®(0) € [0,1) y para z € [0,1), 0 < &(0) < &(z) < ®(1) = H(0) + 1 < 2 tenemos que
—1 < H(z) —z < 2 para todo = € [0,1). Como ® es el lift de una funcién de grado 1, H(x) — x es
periddica de periodo 1, y tenemos que |H(z) — x| < 2 para todo = € R.

Ahora usemos el hecho de que G™(z + m) = G™(z) + m para todo m € Z. Sea |z — y| < 2
entonces x — 2 < y < x4+ 2, y como G" es estrictamente creciente,

G"(z)—2=G"(x—-2)<G"(y) <G"(x+2) <G"(x)+2
y concluimos que |G™(z) — G™(y)| < 2 cuando |z — y| < 2. En particular tenemos que
|IG"®(x) — G"(2)] < 2.
Ahora, para finalizar:
[F"(z) = G"(z)] = [F"(z) — PF"(2) + ®F"(x)
|

F'(z) — @F"(2) + G"p(x) — G" ()]
< |F(z) = OF" (2)| + |G p(2) — G" ()]
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por lo tanto W

| < %, pasando al limite tenemos que p(f) = p(g). |

Como consecuencia de esto, las funciones de nidmero de rotacién p/q (med(p,q) = 1) estén
determinadas por este ndmero, la topologia del conjunto Per(f) de los puntos periédicos de f, y
la direccién de las dindmicas de f? en cada componente conexa del complemento de Per(f).

Sin embargo para nimero de rotacién irracional 6, tenemos que todas las érbitas de la rotacion
de dngulo # son densas, esto nos puede hacer creer que las funciones con nuimero de rotacién 6
son iguales a menos de conjugacién topoldgica. Sin embargo, no es muy complicado construir un
homeomorfismo del circulo con niimero de rotacion irracional que no es conjugado topolégico de su
correspondiente rotacién. Por ejemplo, tomemos = € S', y reemplacemos cada punto Rj (z), n € Z
por un intervalo de longitud 21", Con esto obtenemos un circulo mas “largo” Sl y la rotacién
Ry induce un homeomorfismo Ry, de S; extendiendo Ry de manera afin en cada intervalo que
le agregamos al circulo original (esta construccién se verd con mayor detalle en la construccién
del contraejemplo de Denjoy). El mapa Ry, es semiconjugado a Ry, por lo tanto tiene nimero
de rotacién 6. Sin embargo ninguna de sus érbitas es densa, en particular Ry, no es conjugado
topoldgico de Ry. Atin asi tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2.6. Sea el nimero de rotacién de f € Homeoy (S') irracional, entonces f es
semiconjugado a la rotacidn de dngulo p(f). La semiconjugacion es una conjugacion si y solo si
todas las orbitas de f son densas.

Demostracién. Sea F : R — R un lift tal que F(0) € [0,1), como vimos en las proposiciones
anteriores la sucesion |F™(x) — np(f)| es acotada para todo z, por lo tanto la funcién

p(z) = ilérZ)(F”(w) —np(F))

tiene un valor finito para todo x € R. Ademas se verifica facilmente que la funcién ¢ : R — R que
cumple las siguientes propiedades:

(1) Es creciente (en el sentido no estricto).
(1) ¢(x+1) = p(x) + 1 para todo x € R.

(1) ¢(F(z)) = p(x) + p(F) para todo = € R.

Por la propiedad (1) y (11) tenemos que si ¢ es una funcién continua, entonces es una semicon-
jugacion, la propiedad (111) nos garantiza que si ¢ es una semiconjugacién entonces la proyeccién
al circulo es una semiconjugacién de f a R,(y). Por la propiedad (1) deducimos que @ () es un
punto o un intervalo. Definimos lgl\aTl(F ) como la unién de dichos intervalos y Salt(F) como el
interior del complemento de ¢(R). Por la propiedad (11) tanto %(F ) como SGF]t(F ) son inva-
riantes por traslaciones enteras y, por lo tanto, se proyectan en subconjuntos del circulo Plan(f)
y Salt(f) respectivamente. La propiedad (I1I) nos garantiza que Salt(f) es R,(y)-invariante, pero
como p(f) es irracional, Salt(f) = @. Esto tltimo implica que ¢ es continua, y tenemos que ¢
es una semiconjugacion de f a R,(). Para terminar podemos concluir de la propiedad (111) que
Plan(f) es f-invariante, por lo tanto si las érbitas de f son densas Plan(f) = @ y deducimos que
© es un homeomorfismo y por ende una conjugacion entre fy R,s). ]
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2.3. Numeros de rotacién y medidas invariantes

Por el teorema de Krylov-Bogolyubov, todo homeomorfismo del circulo f preserva una medida
de probabilidad p. Nétese que p([z, f(z))) es independiente de z € S*. Por ejemplo, si y € S! es
tal que y < f(z) < f(y), entonces

wly, f(y)) = wly, £(2))) + u(lf (), £()))
= w(ly, f(2))) + p(lz,y)) = plle, f(2).

El resto de los casos se demuestra de manera similar. A este valor se lo denota por p,(f).
Teorema 2.3.1. p(f) = p,(f) méd 1

Demostracion. La medida p se levanta a una medida o-finita i en R. Nétese que cualquier
lift F de f preserva la medida fi. Tomemos un punto y en S' y una de sus preimagenes en R, z.
Tenemos que fi([z,z+k)) = k para todo k € N, por lo tanto, si F"(x) € [x+k,z+k+ 1) entonces:

F'2)—z—-1<k<p(z,F*(z)) <k+1< F*(z)—x+1

Por esto es evidente que:

FMa) - e Fr(@) LR
M = T = i D ) A @ )

Y como i es F-invariante f([F(z), FiT!(z))) = ji([z, F(x))) para todo i € N, concluimos que

tim L e p(a)

Por lo tanto p(f) = p,(f) méd 1. O

Dado un homeomorfismo f es 1til conocer el soporte sop(p) de una medida de probabilidad
invariante p. Si p(f) es racional, entonces f tiene puntos periédicos y sop(u) C Per(f). Si p(f)
es irracional tenemos dos casos: f admite un minimal excepcional A, en ese caso sop(u) = Ay p
no tiene atomos, o todas las érbitas de f son densas, en ese caso sop(u) = S' y p tampoco tiene
atomos.

Si f y g preservan la misma medida p entonces p,(fg) = pu(f) + pu(g) méd 1, ya que

pu(fg) = [z f9(x))) = p(lz, 9(x))) + pllg(2), f9(2))) = pu(f) + pul9)

donde la segunda igualdad estd garantizada mdédulo 1.
Si T es un subgrupo promediable de Homeo, (S!), entonces preserva una medida u en S'. Como
consecuencia, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.2. La restriccion de la funcion nimero de rotacion a todo subgrupo prome-
diable de Homeo, (S') es un homomorfismo de grupo en R/Z.

2.4. Teorema de Holder

Los siguientes resultados se deben principalmente a Otto Holder. Veremos que un grupo que
actua libre en R admite un orden bi-invariante arquimedeano, y a su vez estos grupos son isomorfos
a un subgrupo de (R, +).
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Definicién 2.4.1. Sea (', <) un grupo ordenado, decimos que el orden es bi-invariante si para
todo g,h € T tal que g < h, tenemos que fg =X fhy gf X hf para todo f € T.

Definicién 2.4.2. Decimos que el orden es arquimedeano si para todo g,h € I' tal que g # id
existe n € Z tal que g" > h.

Proposicion 2.4.3. Todo grupo que admite un orden arquimedeano bi-invariante es isomorfo a
un subgrupo de (R,4), en particular es abeliano.

Demostracién. Asumamos que I' es un grupo no trivial con un orden arquimedeano bi-invariante
=. Tomamos un elemento positivo f € I, para cada g € I' definimos ¢,4(p) para p € N como el
tinico entero tal que f(P) < gP < faa(P)+1,

(1). La sucesién gq4(p)/p converge a un nimero real.

Si fas(P) < g1 < paaP)FL . pa(P2) < g2 ¢ f9(P2)+] eptonces

fas(P)Fag(p2 < gprtp2 o £a9(P1)+ag(p2)+2,

Por la definicién de g, tenemos g4(p1 + p2) < qq(p1) + g4(p2) < gq(p1 + p2) + 1, y tenemos que
|99(P1 + p2) + q9(P1) + ¢4(p2)| < 1 por lo tanto ¢(p)/p converge.

(ii) Si definimos ¢(g) como el limite de ¢4(p)/p entonces ¢ : I' = (R, +) es un homomorfismo.

Sean g1,92 € I tal que g192 =< g2g1 (el caso g2g1 < g291 es andlogo). Como =< es bi-invariante
tenemos que:
fao (P)+ag (P) < PgE < (g192)P < gbgP < fqgl(qugg (p)+2

Por ende deducimos:

e 46 (P) +4g, (D)
o914+ g2) = plgf)lo —_—

p

< ¢(9192)

< lim 2P T @) +1 (g1)
p—00 p

Y tenemos que ¢(g192) = ¢(g1) + ¢(g2).
(iii) El homomorfismo ¢ es inyectivo.

Es facil de ver que ¢ preserva el orden de ', y que ¢(f) = 1. Supongamos que existe h # Id tal
que ¢(h) = 0, entonces existe n tal que h™ > f, y tenemos que:

0=ng(h) = ¢(h") = ¢(f) =1

Que es absurdo, por lo tanto ¢(h) = 0 sii h = Id, por lo tanto ¢ es biyectivo sobre la imagen y
esto concluye la demostracién de que ¢ es un isomorfismo. O

Como consecuencia de esta proposicion tenemos el teorema de Holder.
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Teorema 2.4.4. (Holder) Siun grupo T' actia libremente por homeomorfismos de R, entonces
I' es abeliano.

Demostracién. Es suficiente con demostrar que I' admite un orden arquimedeano bi-invariante.
Como I actiia libremente, si f # g entonces f(0) > ¢(0) o f(0) < ¢g(0), esto nos permite definir un
orden total < en I'.

(i) = es bi-invariante.

Como I' actiia libremente por homeomorfismos tenemos, por el teorema de Bolzano, que si
f(0) < ¢(0) entonces f(x) < g(x) Yx € R, en particular todos los elementos de I' preservan la
orientacién, de esto se deduce trivialmente que =< es bi-invariante.

(ii) < es arquimedeano.

Sea g = f siendo f un elemento positivo de T' (si es negativo es suficiente con tomar f=1).
Como f(z) > z Vz € R la sucesién f™(0) es creciente, si dicha sucesién convergiera a p entonces
f(p) = p lo que contradice la hipétesis, por lo tanto f™(0) — oo, y con esto concluimos que existe
un n € Z tal que f™ > g. a

2.5. Ejemplos

Esta seccién estd dedicada a presentar dos ejemplos importantes de acciones por homeomorfis-
mos, ambas construcciones tienen versiones de mayor regularidad que se veran més adelante, pero
ahora veremos sus versiones continuas. Uno es el contraejemplo de Denjoy, una accién de Z sobre
S1, que tiene un conjunto invariante minimal excepcional y prueba la existencia de acciones con
estos invariantes minimales. El otro es una accién del grupo de Heisenberg sobre [0, 1], un ejemplo
de una accién de un grupo nilpotente no abeliano.

Ejemplo 2.5.1. (Contraejemplo de Denjoy) Elijamos 6 € [0,1]\Q y consideremos Ry : S* —
S1 su rotacién del circulo asociada y fijemos x¢. Ahora tomemos una sucesién entera positiva £,

tal que ), ., n = 1y para cada n € Z reemplazamos x, = Ry (xo) por un intervalo I,, de longitud

¢,,. La rotacién original induce un homeomorfismo h de S' tomando h(z) = (z — an)e’z+1 + ant1

para x € I, = [an, by] v extendiendo continuamente a todo el circulo.
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Pensemos ahora en el circulo original, tomemos la funcién 7 : S* — St definida por 7(z) = z,,
si x € I, y extendiendo continuamente al resto del circulo. Ademéas m o h = Ry o 7w por lo tanto
p(h) = 6. Como el interior de I, I° es invariante (I°)€ es invariante también esto implica que existe
un conjunto cerrado invariante distinto de S' y de @, y h no tiene puntos periédicos por tener
numero de rotacién irracional, esto prueba que h tiene un cantor minimal invariante (I°)€.

Ejemplo 2.5.2. Consideremos el grupo de Heisenberg, H o sea las matrices de la forma
1 00
a 1 0]|,a,bceZ.
c b 1

Este grupo actiia de una manera particular en Z2. Sea 7 : Z> — Z2/m(x,y, z) = (y, ) consideremos
la accién de H en Z? dada por

1 0 0\ /1
g,y =7l 1 0| |z]| ]| =(x+g1,y+z92+93)
g3 g2 1 Yy

entonces todo elemento de H actiia en Z? preservando el orden lexicografico. Para construir nuestra
accién sobre [0, 1] tendremos que partir el segmento [0, 1] en segmentos indexados por Z?2, I(;, m)
y que respeten el orden lexicografico. Tomemos una sucesién entera £, tal que ), £, = 1, esto
implica que Z(mm)ezg 0,0, =1, donde £,¢,, > 0. Definamos s : Z> — R como

s(n,m) = Z lil;
(¢,7)=<(n,m)

y sea el intervalo I(,, .,y = [s(n,m),s(n,m + 1)], como s(n,m) < s(i,j) cuando (n,m) < (i,7),

In,m) NI 5y = @ cuando (4, ) = (n,m=+1) € I 1) N (nmi1) = {8(n, m+1)}. Existe un conjunto
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cerrado y numerable J tal que J U (U(n m)ez2 I(mm)) = [0, 1], para ver esto es suficiente ver que

n—1 n
I, = U Itnm) = (ﬂ%l_r}nm s(n,m),%i_r}noos(n,m)) = (Z &,Z&)
meZ —oo —00
y tenemos que |, I, es abierto y J = (U,, 1,)" = {>_" i : n € Z} U {0, 1}.
Definimos hy : [0,1] — [0,1] como hy(z) = (x — s(n, m))% + s(g(n,m)) si & € Ipm
(hgl1nmy = Ltnymy = Tgtnmy €s afin), hy (X7 oo 4) = 3759 4, hg(0) = 0y hg(1) = 1.

I(1,0) Ta o

Foae—

| ' ! ! i i ! ! ' 1
V\/‘

To0) e

Grafo de Cayley y movimientos de intervalos por homeomorfismos correspondientes a

1 00 1 00
r=\|1 1 0),y=10 1 0},
0 0 1 01 1

(Recordar que el grafo de Cayley sigue la direccion de la multiplicacidn por derecha y la accidn
sigue la direccion de la multiplicacidn por izquierda)

Si @ = s(n,m + 1) tenemos dos definiciones para el valor hy(z), asi que para verificar que hg
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estd bien definida tenemos que comprobar que

(stmym 4+ 1) — s(mm) 220y 00, m)) = s(gn,m + 1))

Pero esto se comprueba facilmente sabiendo que g(n,m+1) = g(n,m)+ (0, 1), luego por definicién
tenemos que |I(,, )| = s(n,m + 1) — s(n,m), por lo tanto I, )| = s(g(n,m + 1)) — s(g(n,m)).
Por que acabamos de ver hy es continua en J¢, y si & € (I(,,m))° e y € (I(;;))° entonces x < y si
(n,m) < (i,), y como g preserva el orden lexicografico, hy es estrictamente creciente y en J¢. Lo
que precisamos para demostrar que hy es un homeomorfismo es que hy es continua en cada punto
de J.

Para verificar que h, es continua en cada punto de la forma Y " __/; tenemos que comprobar
que

n+gi

lfm  hy(x) =Y 4

Sea y = Y." __ {;, primero verifiquemos que lim,+_,, hy(z) = Ziifl 4;, como y es el borde inferior
del intervalo I,11, existe € tal que (y,y +¢) C I,41, por lo que si verificamos que para todo
{z;} C In41 tal que z; =y, hy(z;) — Zi‘ggl ¢;, el limite converge al valor deseado. Sea {z;} como
describimos, entonces para todo j € Z existe m; € Z tal que s(n+1,m;) <z; <s(n+1,m; +1)
y m; — —oo. Como hg es creciente en I, 1,

s(g(n+1,m;)) = hg(s(n+1,m;)) < hg(z;) < hg(s(n+1,m; + 1)) = s(g(n + 1,m; + 1)).

Ahora:
lim s(g(n+1,m;)) = lim Z ll = lim Z O + Z lnti4g. 0
j—o0o J—o0 J—oo
(k1) =(n+1+g1,m;+ng2+g3) k<n-+g1 l<mj+ngz+gs
= Z ly + h’m Z £n+1+gl‘€l
Jj—o00
k<n+gi1 I<mj+ng2+gs

De la misma manera llegamos a

lim s(g(n+1,m;+1)= > i+ lim > lnt1tg, 1
j—oo

]—)OO
k<n+g1 l<mj+14nga+gs3

y como mj — —oo y las colas de las series convergentes van a 0, obtenemos la igualdad

g U, = lim s(g(n+1,m;)) < lim hy(z;) < lim s(g(n+1,m;)) =. E I
j—o0 j—o0 j—o0
k<n+g1 k<n+g1

y se verifica la convergencia por derecha. La convergencia por izquierda es analoga.
Para ver la continuidad en 0 (resp. 1) usaremos una estrategia parecida, si ; — 0 (resp.
1), para todo j € 7Z existe n; € Z tal que x; € I,, y n; — —oo (resp. +o0), por lo tanto

Zkgnj U, <z < Zkgnj li, y como hg es creciente Zkﬁnﬁgl U, < hg(z;) < Zkgnj+1+gl Ly, y
tenemos que

jlggo SNoote= > b= =0 <resp. Z£k1>

k<n;+ga k<nj+1+g1 keo kez
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o sea que hy es un homeomorfismo de [0,1] y H actda en [0, 1] por ®(g) = hg, concluimos que H
es homomorfo a un subgrupo de Homeo, ([0, 1])

En ambos ejemplos extendimos las funciones de las mencionadas acciones a todo el dominio,
las condiciones para hacer eso son maés restrictivas cuanto mayor es la regularidad de la accién.
Por este motivo una pregunta que surge naturalmente es si existe una funcién C' en el circulo con
un minimal excepcional, o més regular que C', como C? o C*°. Lo mismo nos podemos preguntar
sobre las acciones del grupo de Heisenberg, jes posible encontrar un subgrupo de Diff; ([0, 1]), o
de Diff% (0,1]) o Diff?° ([0, 1])? Este es uno de los temas centrales de los préximos capitulos.
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3. Restricciones C1+Lip

Este capitulo esta dedicado a ver las diferencias estructurales entre Diffi(S Dy Diffr’mp, noétese

que Difff_(S ¢ DifffLip(S 1). Por el teorema de Denjoy encontraremos restricciones a qué tipo de
funciones podemos encontrar, esto jugard un papel importante en el teorema de Plante-Thurston

. . . x14+Lip
que impone una restriccién en los subgrupos de Diff,"™ ™",

3.1. Teorema de Denjoy y teorema de Sacksteder

En el capitulo anterior vimos que existen homeomorfismos que admiten conjuntos minimales
excepcionales. Sin embargo, en esta seccién veremos que esto no es posible en regularidades mas
altas. Este es el resultado de un teorema debido a Denjoy, que dice que ninguna funcién C'+LiP
acepta un conjunto minimal excepcional (en realidad podemos reducir la regularidad a C*T®¥, pero
no precisaremos mds que Lipschitz).

Algo a tener en cuenta para la demostracién es que si f es un difeomorfismo de S! con deri-
vada Lipschitz entonces log(f’) es Lipschitz, ya que log es Lipschitz en compactos y f/(S!) es un
compacto contenido en RT.

Teorema 3.1.1. (Denjoy) Si f es un difeomorfismo C*+YP del circulo con nimero de rotacién
irracional, entonces f es conjugado topoldgico de R,y).

.2 . .z crl4Li o« . .
Demostracion. Supongamos por contradiccion que f € Diff ++ 'P con un cantor minimal inva-
riante A. Definamos también C' tal que

|log f'(x) —log f'(y)| < Clz —yl

para todo z,y € S'. Tomamos un intervalo I = [a,b] tal que (a,b) C S'\ Ay a,b € A. Lo
primero que veremos es que f™(I) NI = & para cualquier n € Z*, en efecto si f(I) NI # & como
INA={a,b}y A es invariante, entonces f™(a) =b o f™(b) = a (va que f no puede tener puntos
periddicos), pero como A no tiene puntos aislados (b, f*(b)) o (f™(a),a) contiene algtiin punto de
A y esto es absurdo por la definicién de A, asi que efectivamente f(I) NI = &. De esto se deduce
que f*(I)N f™(I) = @ por lo tanto > |f"(I)| < 1.

Definimos ¢ = ZLIQC y el intervalo I' = [a — 2¢,a], a partir de este punto demostramos por
induccion:

(i)n SUPy yerur 8: Lg/gz 20
(

) <
g =€
(@)n M) <[]
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(4)o es trivial e (it)g se deduce directamente de la definicién de I’ y £. Aumamos ahora que (i)
e (it) se cumple para k <n,y z,y € TUI":
(/") (x)

o8 Yty

<> log £/(f57 (@) —log f/(f* ()]
k=1
<CY | @) = )l
k=1
<CY DI+ 1)
k=1

<20) | <20
k=1

Esto demuestra (i), luego por el teorema de valor medio de Lagrange tenemos que existen = € I’
ey € I tal que:

L) = () @)yl (D] = (f") ()]
Y con esto probamos que

I _ @I e

FAS OO I VAD R )1 B
Con esto probamos (ii),,. Para terminar probaremos que existe n tal que f™*(I) C [a — ¢, a]. Como
A es igual a los puntos de acumulacién de todas las érbitas, existe n tal que |f™(a) — a| < ¢, esto
implica que f"(I) C [a—¥,a]. Por (i), tenemos que f™(IUI") C IUI', pero esto es absurdo porque
esto implica que existe un punto fijo p = (), f* (I’ U I) (|f*(I' UI)| = 0 ya que |[f"(I)] = 0y
|fM(I'UI)| < 2f™(I)). Por lo tanto fue absurdo suponer que existia un cantor minimal invariante.r
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Con una estrategia muy similar podemos probar el teorema de Sacksteder. Sacksteder probd
este teorema para pseudo-grupos CHHP del circulo, nosotros probaremos la versién para grupos.

Teorema 3.1.2. (Sacksteder) SiT es un subgrupo finitamente generado de DifffLip(Sl) que
admite un minimal excepcional, entonces existe v € S*, g € T tal que g(x) =z y ¢'(x) < 1.

Demostraciéon. Sea G un generador simétrico finito de I' y A el minimal invariante. Como G
es finito, existe C' > 0 tal que |logh'(x) — logh'(y)| < Clx — y| para todo h € G. Sea (a,b) una
componente conexa de A, I = [a, b], tenemos que la érbita de a, I'(a) es densa en A. Sea x € I'(a),
definimos k(z) = min{||g|lg : g(a) = z}, como para todo n € N existen finitos z € S! tal que
k(x) = n podemos definir L,, = méx{|I;| : k(z) = n} donde I, = [z,y] y el interior de I, es una
componente conexa de A€, tenemos que »_ L, < 1. Definimos

Iy ={g€l:g(a) == glg = k(x)}

obviamente I';, # & para todo « € I'(a). también definimos IV = |JT',.

Sig=nhy---hi €I’ hi €G,|gllg=\, entonces h;---hy € I' para todo j = 1,..,n. Supongamos
que esto no es cierto, g € I' si y solo si existe z € I'(a) tal que g(a) = = y para todo g* € T" tal
que g*(a) =z, |gllg < lg*|lg- Si g; = hj---hy ¢ I" para algin j = 1, ..., n, entonces existe g* € I'
tal que ||g*|lg < |lgjll¢ =7 ¥ 9*(a) = g;(a), entonces hy, - - - hj19%(a) = x. Pero

[+ hjr1g™llg <n—j+1lg7llg <n=llgllg

y esto es absurdo, por lo tanto g; € I'". En particular si definimos g; = h;---h; como arriba,
tenemos que g;(I) Ng;(I) =2,Vi,j€1,..,n.
De manera similar al teorema de Denjoy, definimos £ = 2|el2|c y el intervalo I' = [a — 2¢,al, y

demostramos para todo g € I":
N g ’ c
(i) sup, yerur S < €

(id) lg(I")| < 1g(D)]

Lo probaremos por induccién en ||g||g. Si ||g]l¢ = 0, entonces g es la identidad, por lo tanto
() e (i1) se deducen trivialmente. Supongamos que (i) e (#) se cumplen para todo g € I tal que
llgllg < n, tomamos g € T tal que ||g|lg =n y x,y € I U I entonces:

o g/(x)‘ _ ’1 (hp -+ - hihe) (2)

9'(y) (hp -~ hiho)'(y)

<Y og hi(hg—1 -~ ho(x)) — log A (hy—1 - - hi.(y)))]

k=1
< CZ |hg—1---ho(x) — hg—1---ho(y)|

<CY k1 ho(D)| + [hi—1 - ho(1')]
k—1

< QCZ |hg—1 -+~ ho(I)| < 2C
k—1

Donde hg es la identidad. Esto prueba (i) para el caso ||g|lg = n, y por el teorema de valor medio
de Lagrange, existen x € I' e y € I’ tal que:

g(I") = g'(2)|I']
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g(I) =g (Y|

Por lo tanto

()] _ g@I'| _ eI _

gDl gl =
Con esto probamos (i7) para el caso ||g||g = n y por lo tanto para todo g € I''. Como I'(a) = T'(a)
es denso en A, existe g € IV tal que g(a) € [a—¢,a] y g(a) # a'y por (ii) g(IUI") C (IUI), de hecho
g(I'"y C I ya que g(I) NI = & porque g(a) # a. Esto prueba que existe z € I’ tal que g(z) = =z,
nos queda probar que ¢’(z) < 1, para hacer esto tomamos y € I tal que ¢'(y) = |g(I)|/|I| < ¢/|I].
Ahora por (i) tenemos que:

)_6205_1
YR T2

Y esto concluye la prueba. O

2C /(

g'(x)<e

Para concluir esta secciéon probaremos un corolario del teorema de Denjoy para grupos nilpo-
tentes promediables finitamente generados.

Corolario 3.1.3. Si I' es un subgrupo finitamente generado de Diffleip(Sl) que admite un
minimal excepcional, entonces I' no es promediable.

Demostracion. Supongamos que I' admite un cantor minimal, y consideremos la accién de I’
en el circulo topolégico Sy asociado a A. Sea p una medida de probabilidad invariante por I' en
Sa, como I' es una accién minimal en Sy, p tiene soporte total, por lo tanto la accién de I' en Sy
es conjugado topolégico a un grupo de rotaciones, lo que implica que I' es homomorfo a un grupo
de rotaciones. Si todos los generadores tienen nimero de rotacion racional, entonces tienen orden
finito, pero eso implica que el conjunto minimal invariante de I' es finito, lo que es absurdo. Si
existe un elemento en I' con niimero de rotacion irracional, por el teorema de Denjoy, es conjugado
a una rotacién irracional, y esto implica que I' es una accién minimal en S*, lo que es absurdo.
Esto concluye la prueba. (|

3.2. Teoremas de Plante-Thurston

El siguiente lema probado por Nancy Kopell [8] nos serd 1til para los teoremas que probaremos
mas adelante.

Teorema 3.2.1 (Kopell) Sean f € Diff}fLip([O, 1)) y g € Diff' ([0,1)), tal que f y g conmutan.
Si f no tiene puntos fijos en (0,1) y g tiene al menos un punto fijo en (0,1), entonces g = Id.

Demostraciéon Supongamos sin pérdida de generalidad que f(z) < z Vz € (0,1). Sea b € (0,1)
un punto fijo de g y a = f(b), ademds definimos b,, = f™(b). Como g conmuta con f

9(bn) = gf"(b) = f"g(b) = f"(b)

por lo tanto (b,,) es una sucesién de puntos fijos que converge a 0 ya que f(z) < x y 0 es el dnico
punto fijo de f, como consecuencia tenemos que:

g(bn) — g(0)

=1
b, — 0

g'(0) = lim
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Sea |log f'(z) —log f'(y)| < 6|z — y| para todo x,y € [0,1). Si u,v € [a,]], tenemos que

log (W) \ < 31w /(#41)(0) o £ 1))

<53 I ) - ) <6
k=1

Seav ==z € la,blyu=f"gf"(z)=g(z) € [a,b]. Teniendo en cuenta la igualdad
(") (f g f™(@)g' (x) = g'(f" (@) (f") (=)
Tenemos que
/ ™)'@ en
9' (@) = o9 (" (%)
(f7)(g(x))

Si pasamos al limite en n podemos VET que SUP,e[q.5] g(z) < €°. Ahora, como & depende tinicamente
de f, si cambiamos g por ¢’ la ultima ecuacién sigue siendo cierta, por lo que tenemos

sup (¢7)'(z) < ¢’

z€la,b]
Para todo j € Z, pero como g([a,b]) = [a,b] esto es imposible salvo que g|(q5 = Id[q). Para
terminar, como (J,, ., f"([a,b]) = (0, 1), tenemos que g = Id en todo el dominio. O

Los siguientes teoremas se deben a Joseph Plante y William Thurston [10] y son dos teore-
mas centrales de esta monografia. Estos teoremas prueban que no hay subgrupos nilpotentes no
abelianos de [0,0) o S!. En esta monograffa no se va a demostrar pero para el caso de [0,0) la
condicién de nilpotencia se puede extender a grupos con crecimiento polinomial.

Teorema 3.2.2. (Plante-Thurston para [0,00)) Todo subgrupo nilpotente de Diﬁ’fLip([O, 00))
es abeliano.

Demostracién. Sea I' un subgrupo nilpotente de DifffLip([O, 00)). Si la restriccién de I' a RT
actla sin puntos fijos, entonces es abeliano por el teorema de Holder. Sea f un elemento no trivial
de T con puntos fijos y g un elemento no trivial de Z(I"), ademds tomamos a < b < oo tal que
fla)=ay f(b) =b (sib < 00) y f no tenga puntos fijos en (a, b). Asumamos (tomando el inverso si
es necesario) que f(x) < x para z € (a,b). Afirmamos que g(z) es la identidad en [a,b) o g(z) # =
para todo z € (a,b). En efecto si g(z) = x para algun z € (a,b) entonces, como f y g conmutan, g
fija a f"(z) para todo n € Z y por lo tanto fija también a = lim, oo f7"(2) ¥y b = im0 (2
y por el lema de Kopell g es la identidad en [a,b). Por el mismo argumento si invertimos los roles
de f y g llegamos a que g(a) = a 'y g(b) = b en cualquiera de los dos casos. Sea K; la clausura del
conjunto
{z € [0,00) : 3f € Z(T)/ () # =}

El teorema de Holder y lo que probamos arriba implica que I' conmuta en K;. Como Z(I') actia
trivialmente en el complemento de K7, la accién de I" en el complemento de K; es equivalente a la
accién de I'/Z(T"). SiT'/Z(T") actia trivialmente en el complemento de K; terminamos. Si no, como
I'/Z(T') es nilpotente, repetimos el argumento de arriba y obtenemos un conjunto cerrado Ko D K,
(K2 # K3) tal que T’ conmuta en Ko y Z(I'/Z(T')) actia trivialmente en el complemento. Como
I" es nilpotente podemos repetir este proceso una cantidad finita de veces hasta que encontremos
un conjunto cerrado Kj tal que I' conmuta en K; y actiia trivialmente en el complemento. Por lo
tanto I' es abeliano. O
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Teorema 3.2.3. (Plante-Thurston para S') Todo subgrupo nilpotente de DiffijLip(Sl) es
abeliano.

Demostracién. Como los grupos nilpotentes son promediables, si I es un subgrupo nilpotente
de Diff}fL‘p(S 1), entonces preserva una medida de probabilidad p en S'. Vimos que en este caso el
niimero de rotacién p : I' — R/Z es un homomorfismo. Si I' actia minimalmente en S', entonces
es conjugado a un grupo de rotaciones, por lo tanto es abeliano.

Supongamos que I' admite un minimal invariante finito A, entonces A C NgerPer(g). Si I' no
es abeliano, existen f,g € T tal que h = [f,g] € Z(T') no es trivial. Como p es un homomorfismo,
p(h) = 0, por lo tanto tiene puntos fijos. De la igualdad f~'g~'fg = h obtenemos g~'fg = fh,
por lo tanto g~!'f"g = f"h™. Por conjugaciones miltiples de g deducimos ¢g~™f"g™ = frh™",
finalmente tenemos la igualdad

hpmn — f—ng—mfngm
Si 29 € A y m,n son tales que xg es un punto fijo de f™ y g™, esto implica que h(zg) = xo.
Tomemos la restriccién al intervalo [zg, g + 1) del grupo generado por f,g y h, como este grupo
es nilpotente tiene que ser abeliano, pero esto implica que h es la identidad en el intervalo, y por
lo tanto, en S*'.

Por ultimo supongamos que I' admite un minimal excepcional. Tomemos un subgrupo fini-
tamente generado de I', este subgrupo no admite un minimal excepcional por el corolario 3.1.3,
asi que tiene que ser abeliano por lo que acabamos de probar. Como todo subgrupo finitamente
generado de I' es abeliano, I' es abeliano. |

3.3. Contraejemplo C'™ de Denjoy

En el capitulo anterior vimos un ejemplo de una funcién C° que admite un minimal excepcional,
sin embargo el teorema de Denjoy nos asegura que no existe una funci’C'+"P de esta forma.
Haremos ahora una construccién de Michael Herman [7]. Resulta que C1*HP es una buena cota
para la regularidad (aunque se puede reducir més, por ejemplo a C**PV). Para ver esto definamos
una nocién de regularidad intermedia entre C' y C**1P v probemos que para estas regularidades
existen funciones que admiten un minimal excepcional.

Definicién 3.3.1. Sea 7 € (0,1), decimos que ¢ : [0,1] — R es 7-Holder continua si existe
una constante C tal que para todo z,y en [0, 1],

l(x) = ()| < Clo =yl

y definimos la norma C” de 1 como

v(z) — b(y) ’

Yll- = sup
l- aty | [T —yl”

De la definicién es claro que la continuidad Holder implica continuidad, y si tomamos 7 = 1 en
la definicién, vemos que coincide con la definicién de continuidad Lipschitz. De hecho, 7 < ¢ para
cualquier ¢ € RT, entonces

|z —yl* < |z —y["

para cualquier z,y € [0,1], de esto se deduce que la continuidad Lipschitz implica continuidad
Holder de todos los érdenes. Si tomamos 7 > 1 en la definicién, tenemos que v es derivable y tiene
derivada 0, por lo tanto es constante.
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Para la construccién seguiremos una estrategia parecida al caso C°, pero controlando el médulo
de continuidad de las derivadas de las funciones que usemos en cada intervalo del complemento de
nuestro invariante minimal. Para eso usaremos el siguiente lema.

Lema 3.3.2. Sea {I,,n € N} una familia de intervalos cerrados en [0,1] (resp. St) tal que el
complemento de la union tiene medida Lebesgue nula. Supongamos que ¢ es un homeomorfismo
de [0,1] (resp. S') tal que las restricciones a cada intervalo I,, son difeomorfismos C*7 que son
tangentes C' a la identidad en los extremos de I,,, sus derivadas tienen norma 7-Holder y estdn
acotadas por una constante C. Entonces ¢ es un difeomorfismo C1T7 de todo el intervalo [0, 1]
(resp. S*), y la norma T-Hélder de su derivada es menor o igual a 2C.

Demostracion. Vamos a demostrar el lema para el caso del intervalo, ya que el caso del circulo es
andlogo. Sea z,y € |J I, tal que x < y. Si pertenecen al mismo intervalo I,, entonces por hipdtesis:

l¢'(y) — ¢'(@)]

<C
ly =7~

Ahora tomamos = € I; = [z;,y:] e y € [z},y;], con y; < z;. En este caso tenemos:

[P'(y) =" (@) _ I(¢'(y) = 1) + (1 = ¢'(2)]

ly—zl” ly — |
’ NI Flar N A
SW@ w%ﬂ+ww)¢@N
ly — x| ly — x|
- ly =z |y—z|7 ]~

De esto obtenemos que el mapa x — ¢’ (x) es uniformemente continuo en el conjunto denso |J I,
y por lo tanto se extiende a una funcién continua definida en [0, 1] con norma 7-Hdélder acotada
por 2C. Como la medida Lebesgue de I\ |JI,, es nula, este mapa tiene que coincidir en todo punto
con la derivada de ¢. (]
Ahora precisamos una buena familia de funciones para hacer uso de este lema.

Definicién 3.3.3. Decimos que una familia {¢,; : [0,a] — [0,b] : @ > 0,b > 0} de homeomorfis-
mos es equivariante si ¢, ¢ © g = @q,c para todo a, b, c positivos.

Dada una familia equivariante y dos intervalos I = [x1,22], J = [y1,¥2], podemos definir
w(I,J): I — J como el homeomorfismo

90(17'])(1‘) = Pay—z1,y2—11 (l‘ - 1‘1) +n

Como g q es la identidad en [0, a], ¢(1,I) es la identidad en I.

La familia equivariante mas simple de estudiar es probablemente la familia de los mapas lineales
Pap(z) = g:c, esta es la familia que usamos para la construccién C?, sin embargo esta familia no
nos sirve ya que no se comporta como queremos en los extremos y no podemos pegarlos de manera
suave. Para construir una familia adecuada, vamos a introducir una estrategia general. Dada una
familia de homeomorfismos {¢, : (0,a) — R : a > 0}, definimos ¢, = ¢ " 0 4 : (0,a) — (0,b).

Tenemos que

Pbc0 Pab = (07 0 @p) 0 (05 0pa) = 9.t 0P = Pac
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Y si extendemos ¢, continuamente al intervalo [0, a], tomando ¢4 5(0) = 0y ¢45(a) = b, obtene-
mos una familia equivariante. Una familia 1til es la familia equivariante asociada a

1 T
va(T) = —= cot (—)
a a
A esta familia se la conoce a veces como la familia de Yoccoz, en honor al matemédtico Jean-
Christophe Yoccoz que la introdujo. Los elementos de esta familia satisfacen buenas propiedades
diferenciables que veremos a continuacion.
Sea u = @, (), tenemos que

(5 )'(w) _w’+a?

(pat)(u) u?+b72

Siz — 0 (vesp.  — a), entonces u — —oo (resp. u — 00) y ¢, ,(x) — 1. Es mds para a < b (resp.
b < a), la funcién v — “ijlf_;z alcanza su minimo (resp. mdximo) en v = 0. Como este valor es Z—z,
tenemos:

o p() = (0, 1) (Pal(2)) gy (x) =

/ b?
sup [io(e) = 11 = |25 1
z€[0,a] b a?
Para la derivada segunda de ¢, 3, tenemos:
dey (@) | | du
!/ N I T AN I e
hala) = | oD |2
[2u(u? + b=2) — 2u(u® + a=2)| _
- TS e
u? 4+ b2 9 9
= ﬁi@ﬂ = [2u(b™ — a™%)|

u? + a2 2u(b=? — a™?)]

:ﬂ-u2+b*2 w2+ b2

De esto se desprende que ¢, es un difeomorfismo C? que cumple <p:1’7b(0) = gpﬁl’,b(a) = 0. La

desigualdad ui'ﬁ; < 1 aplicada a ¢t = § nos da

2 -2
i u“+a
|(pa,b(x)| < 7T’U,2 + h—2

b2 (b — a? b [ b?
|90:z/7b(x)| < W? ((121)2> b= a—Z ((12 — 1)

Por lo tanto si a < b < 2a, entonces

572 — 02| b

Si a < b esto implica

S
s

Anélogamente, si b < a < 2b, entonces

2
" ™ b b 1 b 1
|gpa’b(x)|§b<1—a2)§2ﬂ'a—l gS‘Lﬂ'g—lg
Por lo tanto, en ambos casos tenemos
b 1
" <6r|l=—1]=
Pap(@)| < 6| = —1) -

De esta desigualdad obtenemos el siguiente lema.
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Lema 3.3.4. Sean a,b >0 tal que a/b<2,b/a <2y

b
-1
a

1

aT

entonces la norma T-Hélder de ¢!, , es menor o igual a 67C

Demostracién. Por nuestra dltima desigualdad, para todo x € [0, a] tenemos

()] < STC8

a

Para todo y < z en [0, a], existe x € [y, 2] tal que

O p(2) = Cop(y) = @u () (y — 2)

Como la funcién s — s/s es creciente y z — y < a tenemos que

lvap(2) —ap@l (@) |z —y]

a
= <! — < 6nC
|Z — y|.,- Pa,b gpa,b(x”a-,— > o7

lz—ylm —
lo que demuestra el lema. O

Con este lema estamos en condiciones de encontrar contraejemplos de Denjoy con derivada
7-Hoélder continua para todo 7 € (0,1).

Teorema 3.3.5. (Contraejemplo de Denjoy) Para todo T € (0,1), 0 dngulo irracional, existe
f e Diﬁ’fT(Sl) con numero de rotacion 6 tal que f admite un conjunto minimal invariante
excepcional.

Demostraciéon Para esta construccién fijemos un punto zg € S, y para cada n € Z reemplace-
mos cada punto z, = Rjj(xo) por un intervalo I,, de longitud

1
(Inl + 2)[log(|n| + 2)]?

ln

La rotacién Ry induce un homeomorfismo f de un circulo de longitud

=Yty

nez

definiendo f(z) = ©(In, Iny1)(x) para x € I,, y extendiendo la funcién continuamente al circulo.
Para verificar que f tiene derivada 7-Holder continua es suficiente con acotar el valor de

N o

n

lust 1‘ 1

Probaremos que la expresion de arriba estd acotado para n > 0, para n < 0 se puede demostrar
de manera similar.

€n+1

-1
ln

(n +2)[log(n + 2)]°7

1‘

1
&
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Por el teorema de valor intermedio aplicado a & — x[log z]?

lnt1 1 [log(n+ 3)]? + 2log(n + 3) . .
b 1‘ 7S a3 ogmrzp T losnt 2))?
_ 2 n+2\" [log(n + 2)*"
= <1+]0g(n+3)) <n+3> (n_|_3)1—-r

(n+43)1-7 1—7

El difeomorfismo f que construimos actiia en el circulo de longitud ¢. Por lo tanto para obtener
un difeomorfismo f del circulo unitario basta con normalizar a f por una funcién afin ¢, y esto no

afecta la regularidad, asi que f = ¢ o f o ¢! tiene derivada 7-Holder. O

3.4. Subgrupos nilpotentes de Diff’ ([0, 1])

El teorema de Plante-Thurston nos dice que no existen subgrupos nilpotentes (no abelianos)
de Diff:fLip([O, 1]), sin embargo, al final del capitulo 2 encontramos un subgrupo nilpotente no
abeliano de Homeo, ([0, 1]). Una pregunta que surge naturalmente de esto es si existen subgru-
pos nilpotentes de Diff} ([0, 1]), resultaquesi, yademasexistensubgruposnilpotentesdeDiff! ([0, 1])
de todos los 6rdenes de nilpotencia.

Seguiremos el ejemplo formulado por Farb y Franks [4].Para la construccién usaremos los gru-
pos N, formados por las matrices n x n triangulares superiores, estos grupos son nilpotentes de
nilpotencia n— 1. Para el caso C°, probamos que existia un subgrupo isomorfo a /3. Para construir
la accién, nos tomamos el intervalo [0, 1] y lo partimos por infinitos intervalos, luego a cada inter-
valo de la particién lo volvimos a partir por infinitos intervalos y en cada intervalo nos tomamos
una funcién affn. La construccién para el caso C'! va a ser similar, solo que nos tomaremos més
particiones, cuidaremos como se contraen los intervalos y usaremos la familia de Yoccoz en lugar
de funciones afines.

Una de las primeras cosas a tener en cuenta es que si tomamos Z", entonces N actda en Z"
por la accién lineal, y esta accién preserva el orden lexicografico. En toda la seccién ¢, van a ser
elementos de la familia de Yoccoz. Precisaremos el préximo resultado técnico.

Lema 3.4.1. Sea n un entero positivo par y K > 0, entonces para (z,y) € R?,

P (G ) it/ S
(@)oo T2 +ym + K

También, dado € > 0, para K suficientemente grande tenemos que

I@+9)" —y"|

<
$n+2+yn+K €

para todo (x,y) € R2.

Demostracién. El numerador (x + y)™ — y™ es una suma de monomios de la forma Cz*ym—*,

donde 0 < k£ < n. Por lo tanto es suficiente demostrar
) |z* [Jy|™—*

I(@y)l—oo 2" +2yn + K
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para 0 < k < n.
Si, para algin € > 0
k —k
sl
€
xn+2yn + K —
queremos probar que existe una cota superior para |z| y |y|.
Primero observamos que

N o o
k n n+2,n Z €
lyl Yl ant2yn + K
0 sea
jz| > e/*|y|
De manera similar
e o ] s 7 e
|l.|n7k+2 - |x|n+2 mn+2yn + K —
y esto implica que
N

y observamos que n — k 4+ 2 > 0. Si tomamos k = n la tltima desigualdad nos da que |z| estd
acotado, y eso implica que |y| estd acotado. Sin embargo, cuando k < n tenemos

lyl > Ela|’

donde
n—k:—|—2_1+ 2
n—k n—=k

E e 6nik y d —
Combinando las desigualdades obtenemos
2] > /M| > e/ Bla?

Como d > 1, esta desigualdad implica que |z| estd acotado, y por lo tanto |y| estd acotado, por una
cota que depende dnicamente de € y n. De todo esto concluimos que si ||(z, y)|| es suficientemente
grande

|z |*[y|"—*

l‘n+2+yn+K <e

que implica el limite deseado. Para probar nuestra segunda asercién, observamos que existe una
cota M tal que
(@ —y)" —y"|

xn+2+yn+K <e

para ||(z,y)|| > M. De hecho M es independiente de K. Por lo tanto es claro que para K suficien-
temente grande, esta desigualdad es cierta para todo (z,y). O

Tomemos el grupo Z" y equipémoslo con el orden lexicografico, es decir (21, ..., Zpn) < (Y1, -, Yn)
siysolosiaz =y paral < i <kyaxp <y, para algin 0 < k < n. Ahora podemos definir
una familia de intervalos cerrados en correspondencia uno a uno con Z"™ (que respete el orden
lexicogréfico). Usaremos el pardmetro K en la definicién para conseguir generadores de nuestra
accion arbitrariamente cerca de la identidad.
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Definicién 3.4.2. Para K > 0 sea B : Z" — R definida por

B (g1, qn) = K+ _qi" %%
j=1

2n 2n—2

=q"+ 6" gy g K

y sea la constante Sk definida por

Sk= Y !

(q1seergn ) ELT BK(qlv 7Q7l)

Para (rq,...,7y), definimos Sk (r1,...,7,) por

SK(Tlv"'a(rn) = Z !

B R
(7‘17--~77‘n)'<(q17---1q7z,) K(Tl’ a )
Finalmente definimos el intervalo cerrado

I (riyeyrn) = [Sk(r1, s Tn), Sk (11, ooy Tnt1)]

La suma Sk converge, esto se puede demostrar por test de convergencia con integrales, por lo
tanto Sk estd bien definida. Si consideramos el intervalo Ix = [0, Sk], observemos que I es casi
la unién de los intervalos Ik (11, ...,75).

Lema 3.4.3. Existe un conjunto cerrado numerable Jx C Ik, tal que

I = Jg U U IK(le---aQn)

(q15-++5qn ) EL™

Demostracion. Definimos Jx por la igualdad del lema. De la definicién se deduce que todo
punto en Jx es algiin limite de la forma lim,., _,oc(—oc) Sk (71, -+, i --.; 7n) donde r; estd fijado para
j # i. De esto obtenemos que Jg es numerable. Ji es cerrado porque el complemento es clara-
mente abierto. ]

Observamos que los intervalos Ix (g1, ..., qn) se colocan en el intervalo Ik respetando el 6rden
lexicografico. El interior de estos intervalos es disjunto dos a dos, pero cada intervalo intersecta a su
sucesor en exactamente un punto, el extremo superior de I(qi, ..., ¢,) y el inferior de I(qi, ..., gn +1).

Por esto podemos definir v : I \ Jx — Z™ tal que v(z) = (q1,-..,qn) si ¢ € Ix(q1y-osqn) ¥
xr ¢ IK(qh ceey Qn+l)-

Lema 3.4.4. Si K es suficientemente grande, entonces para todo o € N™ existe un homeomor-
fismo g, : Ix — Ik tal que para todo (¢1,...,q,) € Z™.

(1) 9ok (q1s--,qn)) = Ik (a(qr; ..., an))
(2) gap(x) = (ga © gp)(x) para todo o, € N,z € I

(3) Para = € Ix(q1, -y qn), ga(z) = @(IK(ql, oo Gn)s I (g, ~-~7qn))>(33)
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Demostraciéon Definimos g, () : Ix \ Jk — Ik \ Jk tal que

9a(@) = ¢ (I (v(@)), Ix (alv(2))) ) (@)

esta definicién nos da inmediatamente (1) y (3). Esto nos da un homeomorfismo g, de Ix \ Jx
a si mismo que es creciente, como Jx es un subconjunto numerable y cerrado de I, podemos
extender g, a todo Ik tal que g, es creciente y continua. Esto nos da que g, : Ix — Ik es un
homeomorfismo.

Para probar (2), recordemos que ¢(J, K) o (I,J) = (I,K). Ahora, si z € Ik, tenemos que
x € Ix(v(x)), entonces

(90 ©94)(®) = ga (go(zK(u(m)), I (B((x)))) <a:>)
= ¢ (Irc(a(v(@), I (a(Bw(@)))) (so(IK(u(x)), Ik (B(v(2))) <x>)

= (90 (1rc(a@(@). I (@Bw(@)) ) o (L (v(@)), IKw(u(x))))) ()
= ¢ (I (v(@)), Ik (0B (@) ) (@) = gap(@)

Como gq © g3 = gap en un denso, por continuidad la igualdad se sostiene en todo I . O

Para 1 <14 < n definimos o; = (bjx) € N™ tal que b; ; = 1 para todo j = 1,...,n, biy1;, =1,y
bj.r = 0 en el resto de los casos. {0} es un generador de N™. Definimos g; como el homeomorfismo
Jo,, nuestro objetivo es probar que g; es un difeomorfismo C!. Para esto precisaremos algunos
lemas.

Lema 3.4.5. Sea xx una sucesion mondtona en I\ Jg que converge a un punto en Jx, entonces

parat=1,...n—1
Bic(i(v(@)))
lim ———+ =1
k—oo By (v(wg))

Demostraciéon. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que xj, es creciente. Para 1 < j < n,
k > 0, definimos ¢; (k) por v(zx) = (q1(k), ..., q; (), ..., gn(k)). Existen 0 = kg < k1 < -+ < k,, < 00,
tal que ¢;(k) es creciente en k > k;_1 y es constante en k > k;, esto es una consecuencia directa
del orden lexicografico. k,, = 0o ya que si k, = k’, entonces la sucesién de intervalos Ik (v(zy)) es
eventualmente constante y el limite z; no puede pertenecer a Jg. Sea r = max{j + 1 : k; < oo},
entonces ¢, (j) — oo cuando k — 0o, y g;(k) es eventualmente constante si j < r.

Observamos que

Bic(0:(v(1))) = Brc (a1 (k). s as(h), @41 (8) + G(8), G2, a0 (1))

y por lo tanto

Bg (m(u(m;ﬁ)) = Br(V(xr)  (qipa (k) + g (k)22 — g2no%

_ it
BK(V(:rk)) BK(V(.’Ek))
_ P(qi(k), qi+1(k)) _
BK(I/(xk)) Yk
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Donde P(z,y) = (z + y)?" =2 — y?"=2,
Primero evaluamos el caso r > i + 1. Entonces, para k suficientemente grande tenemos que
P(qi(k), gi+1(k)) es acotado (porque es constante), por lo tanto

. M BK(Ui(V(xk))> — Br (v(x1)) ~ lm P(qi(k), qiv1(k))

k—oo BK(V(xk)) k—oc0 BK(V(QSk)) k—o0 BK(V(:Ck)) =0

que es lo que queriamos probar.
En el caso r =i o r =i + 1, observamos

Pgi(k), qia (k) _  Plai(k), qir1(k)) P(qi(k), qi+1(k))
BK(V(xk)) Q1(/€)2n 4+ .. Qn(k’)2 + K — qi(k)2n—2i+2 + Qi+1(k)2n_2i + K

Y como ¢;(k) = 00 0 g+1(k) — oo, tenemos que [|(g;(k), ¢i+1(k))|| = oo, v por el lema 3.4.1, y
converge a 0.
Finalmente, si r < ¢

P(gi(k), gi1(k)) _ P(gi(k), gip1(k))
Br(v(zr))  ~ @) 22 4 qi(k)> 242 4 g (k)2 + K

Ahora, si ¢;(k) o g;+1 tiende a infinito, yi converge a 0 por el lema 3.4.1, si ¢;(k) y gi+1 acotadas,
entonces P(q;(k), ¢i+1(k)) acotada, por lo tanto y; — 0. O

Recordemos que por definicién |1k (g1, ...,qn)| = Br(q1, ..., qn), entonces el lema 3.4.5 implica
que si xj es una sucesién monétona en Ik \ Jx de que converge a un punto en Jg, entonces

g (Tx (w(20)) |
TTire@or - b 2
Recodemos también que sup,¢(o.q [, (%) — 1| = ’2—2 — 1‘ =|2—1| |2 + 1], por lo tanto para

todo € > 0, existe d(g) > 0 tal que si |g — 1| < 6(¢) entonces |7, (%) — 1] < €, nétese que 4(¢) es
independiente de a y b. Ahora si x € I, como

(@) = o (o (), T (s () ) (2) = 015,00 5 (ostota) (7 = 55 (/(0)) + S o1 ((2))

B (0:(v(2)))

Tenemos que si x € 1 si
E Ky Bg (V(m))

- 1‘ < 0(e), entonces |g.(z) — 1| < e. Con esto demostra-

mos el siguiente lema.

Lema 3.4.6. Sea i una sucesidn mondtona en Ik \ Jx que converge a un punto en Jg , entonces
parai=1,...n—1
lim g(z) =1

k—o0
Los lemas 3.4.5 y 3.4.6 son teoremas centrados en estimar valores para puntos cerca de Jg, los
lemas 3.4.6 y 3.4.7 estardn centrados en estimar los mismos valores, pero uniformemente en todo
x usando K.

Lema 3.4.7 Sea 1l <i<n. Dado e > 0 existe Ko > 0 tal que si K > K

By (O’l(l/(m)))

Br(v(x)) !

<e€

para todo x € I \ Jk.
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Demostracién. Para 1 < j <n, sea ¢;(x) definida por v(z) = (¢1(2), ..., gj, ..., gn(x)). Recorde-
mos de la demostracién del lema 3.4.5 que

Bx oi(y(m)))

|P(ai(@), giy1(x))] |P(qi(2), giv1(x))] — ulz
Bre (v@)) = < y(z, K)

Bk (v(z)) 7 qia)2t2 4 gt 4 K

Por la segunda parte del lema 3.4.1, existe Ky tal que si K > Ky, entonces y(x, K) < € uniforme-
Bx (0:(v(x)))

mente en Ix \ Jg. ONuevamente, si
Bg (u(m))

- 1‘ < d(e), entonces |g;(x) — 1| < e. Por el

B (0:(v(2)))

lema anterior, existe K tal que si K > Kj, entonces
Bg (u(z))

— 1’ < 6(g), lo que demuestra

el siguiente lema.

Lema 3.4.7. Dado ¢ > 0, existe Ko > 0 tal que si K > Ky, entonces para todo x € Ik \ Jk,
1=1,..,n—1
lgi(z) — 1| < e

Estamos en condiciones de probar que cada homeomorfismo g; es un difeomorfismo.

Proposicion 3.4.8. Para K suficientemente grande el homeomorfismo g; : Ix — Ix es un
difeomorfismo C' con derivada 1 en los extremos. Dado € > 0, existe Ky > 0 tal que si K > Ky,
entonces

lgi(x) — 1] <e

para todo x € Ik .

Demostracién. Sabemos que la funcién f(z) = g(z) existe y es continua en I \ Jx. Por el
lema 3.4.5, podemos extender f continuamente a todo Ix definiendo f(x) =1 si x € Jk.
Definimos la funcién F(x) por

Flz) = /Om F(t)dt

claramente F es C!, queremos probar que F(z) = g;(x). Sea h(x) = g;(x) — F(x), entonces h es
una funcién continua y h(0) = 0. Como h es derivable en I \ Jx y B’ = 0 en Ik \ Jk, tenemos
que h es constante en cada componente conexa de Ix \ Jg, pero como es un abierto, hay a lo
sumo numerables componentes conexas, lo que implica que h(Ix \ Ji) es numerable. Como Jx es
numerable, h(Jg) es numerable. De esto obtenemos que h(If) es numerable, pero h(Ix) es conexo,
y los tnicos subconjuntos conexos numerables de R son los puntos, por lo tanto A = 0. Concluimos
que g;(x) = F(x) es una funcién C*.

El lema 3.4.7 y el hecho de que g}(z) =1 si € Jx implica que existe Ky tal que si K > Kj,
entonces

lgi(x) — 1] <e

para todo = € Ix. Por ultimo, si tomamos K suficientemente grande tal que |g/(z) — 1| < 1 para
todo € I, entonces g.(z) > 0, y por el teorema de la funcién inversa, g; es un difeomorfismo C'*.0J
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4. Restricciones O

En el capitulo pasado usamos la restriccién C'* lo que nos permite hacer demostraciones
mas dindmicas como el control de distorsion. Sin embargo, al bajar la regularidad tenemos que
prestar més atencion a la estructura del grupo. En este capitulo mostraremos algunas diferencias
de estructura entre el grupo de difeomorfismos y el grupo de homeomorfismos.

4.1. Teorema de Bonatti-Monteverde-Navas-Rivas

En esta seccién nos centraremos en el grupo de Baumslag-Solitar BS(1,2) = {(a,b/aba™' = b?).
BS(1,2) es isomorfo al grupo (A, B) donde A = 2z y B = z+1, llamaremos a la accién de BS(1,2)
sobre R por a(z) = A(z), b(xz) = B(z) la accién afin estdndar de BS(1,2). Probaremos el siguiente
teorema:

Teorema 4.1.1. (Bonatti-Monteverde-Navas-Rivas [2]) Toda accién C* fiel de BS(1,2)
sobre [0,1] sin puntos fijos globales en (0,1) es conjugado a la accion afin estandar en R. Mds atn,
el elemento correspondiente a la multiplicacion por 2, tiene derivada igual a 2 en su unico punto

fijo en (0,1).

Precisaremos el siguiente resultado.

Proposicién 4.1.2. (Rivas [11]) Supongamos que BS(1,2) actia en R sin puntos fijos globales.
Si b no tiene puntos fijos, entonces la accion es semi-conjugada a la accion afin estindar. Si b tiene
algin punto fijo, entonces a no tiene puntos fijos.

Si b tiene un punto fijo p € R, entonces la relacién aba=' = b? implica que cada a™(p) es
un punto fijo de b. Como la accién no tiene puntos fijos globales {a*(p)} acumula tinicamente en
400, por lo tanto a no tiene puntos fijos en R. El comportamiento de b estd determinado por su
comportamiento en un dominio fundamental I = [p,a(p)] y por una eleccién de raices cuadradas
para las preimagenes a~*(I). Si b no tiene puntos fijos necesitaremos otra estrategia.

El elemento b tiene rafces cuadradas ya que (a~'ba)? = a~'b%a = b, por lo tanto podemos
definir el grupo b22) = {b" : 1 € Z[3]}.

Lema 4.1.3. El grupo b2z es semiconjugado al flujo de traslaciones Ty : R — R/T.(x)=x+Tr
tal que r € Z[%] En particular, eziste una medida de Radon sin dtomos v en R invariante por el
grupo unica a menos de multiplicaciion por un escalar.
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Demostracion. Definamos la siguiente relaciéon de equivalencia en R,
r~y <= IneZ:x=0b"(y).

Como la accién de bZ(z] es libre R/ ~ es un circulo, S} = R/ ~ ., nétese que b%[z] acttia en S} (con
niicleo b%), por lo tanto b2z actia libre en S} (obviando la excepcién del niicleo de la accién).
Como b2 es abeliano, preserva una medida de probabilidad p, y como la accién es libre, p no
tiene dtomos. Podemos levantar esa medida a una medida de Radén v invariante por b2z en R.
Definimos:

roty(g) = v([0,9(0)]), g € b°12!
con la convencién v([s, t]) = —v([t, s]) sit < s. Tenemos que rot;, define un homomorfismo inyectivo

de bZlz] a R. Definimos F(z) = ([0, z]), entonces F' es una semiconjugacién de b%lz] a rot, (como
accién por traslaciones de R), ya que

Fg(x)) = v([0,9(2)]) = v([9(0), g(2)]) + v([0,(0)])
= v([0,2]) + ([0, 9(0)]) = F(x) + rotu(g)-

. , . . . . . 1
Como la medida Lebesgue es la tnica medida invariante por el subgrupo de traslaciones F(bz[z])
a menos de multiplicaciéon por un escalar, v es inica a menos de multiplicacién por un escalar. O

Queremos formalizar la idea de que la relacién aba™! = b? implica que a acttia como la multi-
plicacion por 2. Para formalizar esta idea, observemos que

a.v([b(z),b(y)]) = v(la~ " b(x),a” b(y)]) = v([b"*a(x), b 2a(y)])
= v([a(z),a(y)]) = awv([z,y])

por lo tanto a.v = A,v para algin escalar A\, > 0. En general, dado g € BS(1,2), existe Ay > 0
tal que g.v = Agv. Més atn, la asignacién g — A, es un homomorfismo de BS(1,2) al grupo
multiplicativo R .

Demostracion de 4.1.2. Definamos el mapa ¢ : BS(1,2) — Aff; (R) (el grupo de las funciones
afines que preservan orientacién), definido por:

pg(x) = — + 1([0, g(0).

Ag
Verifiquemos que es un homomorfismo, sean g, h € BS(1,2), entonces:
1 1 1 _
ear(0) = 3o+ 10,900 = - (52 + vl 0O
Agh Ag \

= )\19 <)\1h33—|— v([0, h(o)])) + gu([g—l(o),g})
= )\19 (/\tx + ([0, h(o)])) + ([0, 9(0)]) = pyon(x)

Por tltimo probamos que F(z) = v([0,z]) define una semiconjugacién de la accién de BS(1,2) a
la accién definida por ¢:

Fg(x)) = v([0,9(2)]) = v([9(0), g(2)]) + v([0,9(0)])
= %V([O,z]) +v([0,9(0)]) = @4 (F(2))

g9

35



que es lo que queriamos probar. O

Hasta este punto, los resultados probados arriba son ciertos para toda accién por homeomor-
fismos de BS(1,2). A partir de ahora asumiremos que las acciones son C'! y actdan en [0, 1] ya que
precisamos la diferenciabilidad en los extremos.

Observacion 4.1.4. La regla de la cadena nos garantiza que todo conmutador tiene derivada 1
en los extremos, mas ain podemos suponer que todos los elementos del grupo tienen derivada 1
en los extremos conjugando por un homeomorfismo que sea localmente *ﬁ en 0 y localmente

1 .
1+men1.

/

t — e ® - im fl(eilll)ei% = lim !
s | (-rtste0) | =iy e B = i

Solo tenemos que probar que el ultimo término es 1.

—177
lim E

70 log(f(e 5)))

lim 11‘ =
»=0 zlog(f(e™ %))

El caso = = 1 es andlogo.

Proposicién 4.1.5. (Cantwell-Conlon [3], Guelman-Liousse [6]) Supongamos que BS(1,2)
actia en [0,1] sin puntos fijos globales en (0,1) tal que b tiene un punto fijo en (0,1), entonces la
accion no puede ser C1. En particular, toda accién C' de BS(1,2) en [0,1] es semiconjugada a la
accion afin estandar.

Demostracién. Ya vimos que si p es un punto fijo no trivial de b, entonces I = (p,a(p)) es un
dominio fundamental para la accién de a y son invariantes por b. Como los intervalos a*(I) son
preservados por b, b tiene derivada 1 en los extremos 0, 1. De hecho, usando la observacién anterior
podemos asumir algo mas fuerte. Sea ¢ > 0 tal que (1 —¢)% > %, entonces podemos asumir que
existe ko tal que para todo |k| > ko, las derivadas de a*',b*! estdn e-cerca de 1 en cada intervalo
a®(I). Definimos I’ = a~*o(D),

Sea x € I' un punto no fijo por b, entonces el intervalo J = (z,b(z)) cumple que los intervalos
b™(J),n € Z son disjuntos y estén contenidos en I’.

Fijemos m € N. Dado € = (€1, ..., &) € {0,1}™. Sea

B(e) = a™(bma ) (b a1 - (b0t = Haibeiaﬂ'
i=1

tenemos que B(e) = b~ donde R(e) = > | €;2°. Observamos:
(1) B(e) pertenece a la bola de radio 3m respecto al generador {a,b}.

(2) Para cualquier x € J, sea B;(¢)(x) las i primeras imagenes intermedias de B(¢)(z). Entonces
Bi(e)(x) € UpZy, a~F(I) para todo i = 1,..., 3m, ya que las primeras 2m iteraciones mandan a
z hacia atras por a y luego las ultimas m iteraciones lo devuelven a I’. Por nuestra condicién
en las derivadas y la regla de la cadena deducimos que

(1—¢)*™ < B(e) (2)
por lo tanto

(1—e)’™J| <|B(e)(J)|
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(3) Para sucesiones diferentes € € {0,1}™ los intervalos B(e)(J) son disjuntos, por lo tanto:

2m(L—e)*™ [ < > B < 1=[0,1]]
ee{0,1}m

Sin embargo como 2(1 — ¢)® > 1, el dltimo punto no se puede cumplir para m suficientemente
grande. |

En la demostracién anterior nos aprovechamos del crecimiento exponencial de BS(1,2), usare-
mos esta misma estrategia para demostrar el teorema central de esta seccién.

Demostracién de 4.1.1. Supongamos que BS(0,1) actia C! en el intervalo [0, 1] sin puntos
fijos globales en (0,1), por 4.1.2 sabemos que es semiconjugada a la accién afin estdndar, para
probar que la semiconjugacién es una conjugaciéon basta probar que la acciéon de b2z) no tiene
ningun intervalo errante, se puede repetir la prueba de arriba para llegar a este resultado.

Sea p el tinico punto fijo de a, supondremos como en la demostracién anterior que las derivadas
de a™!, b*! estdn e-cerca de 1 en un entorno de los extremos del intervalo (elegiremos ¢ al final del
resultado). Sea Iy = [p, b(p)]. Fijemos m € N, sea I,,, = a~"(Iy) = [p,a~™b(p)] = [p,b*/?" (p)].

Supongamos que a’(p) < 2, fijemos § > 0 y un entorno de p tal que (a=!)(z) > % + J para
todo x en el entorno. Entonces existe C' > 0 tal que

1 m
Il =la ) > € (5+9) 1o
Dada una sucesién ¢ € {0,1}™, definimos

ble) =a " (b™a)- - (b%a) = H a b qt
i=1

que es igual a b"(© donde r(e) = > €27". Obtenemos resultados similares a la demostracién
anterior:

(1) b(e) pertenece a la bola de radio 3m respecto al generador {a,b}.
(2) Todas las imégenes intermedias de b(e)(x) estdn a la derecha de x.

(3) Para sucesiones diferentes € € {0,1}™, los intervalos b(e)(I;,) son disjuntos y

U 5w = 1o

ec{o,1}m

Sea N € N suficiente mente grande tal que J,,, = b™ (I,,,) esté en el entorno de 1 donde tenemos
controladas las derivadas de los generadores. Sea D = minjg y (bN)', entonces

1 m
|| > DC (2 +5) 11|

Las observaciones anteriores para b(e) se mantienen si nos restringimos a J,, ya que todos los b(¢)
conmutan con bV, en particular por el punto (3), los intervalos b(e)(.J2,) son disjuntos y

U b©) = Jo

e€{0,1}m
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Sin embargo ahora tenemos el control de derivadas, por lo tanto para todo = € J,,, tenemos que
(1 -’ <b(e) (2)
por lo tanto
(1= €)*"[Jm]| < [b(€) (Jum)|
Sumando en todas las posibles sucesiones tenemos

2M(1=e)*"|Jul < D0 b(&)(Im) = o] <1
ee{0,1}™

de donde obtenemos m
2™(1 — )™ DC (; + 5> I <1

Si elegimos £ > 0 tal que 2(1—¢)3 (% + 5) > 1 llegamos a una contradiccién para m suficientemente
grande.

Supongamos ahora que a’(p) > 2, igual que antes ¢ serd elegido al final del resultado. Fijemos
§ > 0y un entorno de p tal que (a=!)'(z) < & — & para todo z en el entorno. Entonces existe C

tal que

1 m
| = |a™"(I)| < C (2 - 5) Lo

Definimos b(e) igual que arriba y llegamos a las mismas tres conclusiones, también definimos
N igual que arriba y nuevamente las observaciones se mantienen si nos restringimos a J,,. Sea
E = méxp1)(bY)’, entonces

1

Il < £C (3-8 Ih

Por el control de las derivadas sabemos que para todo = € J,,
(1+€)*™ = b(e)'(x)

por lo tanto
(L +€)>" [Tl = [b(e) (Jm)]

y obtenemos un resultado parecido al de arriba

2™ (L4e)"| T = D [b(&)(Jm)] = |l
ee{0,1}™

Sin embargo |Jo| > D|Io| (D = méxo1;(b")’), por lo tanto llegamos a
1 m
2™ (1+¢)*™EC (2 - 5> [To| > [Jo| = DC|Io|

que se puede reescribir como

M (1 4 £)Pm (; 6> % >1

Si elegimos £ > 0 tal que 2(1+¢)3 (% — 5) < 1 llegamos a una contradiccién para m suficientemente
grande. Concluimos que a’(p) = 2 como querfamos demostrar. O
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4.2. Teorema de estabilidad de Thurston

El teorema de Bonatti-Monteverde-Navas-Rivas es un resultado que esta restringido a un grupo
en particular, en esta seccién probaremos una versién méas débil del teorema probado por William
Thurston [13] que es aplicable a méas grupos.

Teorema 4.2.1, (Thurston) Sea I' un grupo finitamente generado. Si T' no admite ningin
homomorfismo no trivial a (R, +), entonces toda representacion ® : T' — Diff} ([0,1)) es trivial.

Definicién 4.2.2. Sea B un subconjunto de I' y € > 0, decimos que ¢ : B — R es un (B, ¢)-
homomorfismo se para todo g, h € B tal que gh € B tenemos que

19(9) + o(h) — ¢(gh)| < e

Fijemos un generador simétrico G de I'. Decimos que ¢ estd normalizado si maxgeg |¢(g)] = 1.
Para simplificar, definimos

V(g h) = é(g) + ¢(h) — d(gh)

Observacién 4.2.3. Una funcién ¢ : ' — R es un homomorfismo si y solo si es un (T',0)-
homomorfismo si y solo si V¢ es nulo.

Recordemos del primer capitulo que Bg (k) es la bola de radio k en T" segtin el generador G.

Lema 4.2.4. Si para todo k € N existe un (Bg(k),1/k)-homomorfismo normalizado, entonces
existe un homomorfismo no trivial de T' en (R, +).

Demostraciéon. Dado k € N, sea ¢ un (Bg(k), 1/k)-homomorfismo normalizado. Tenemos que
si n > k entonces |¢,,(g)] < k+ 1 para todo g € Bg(k), esto se verifica demostrando por induccién
en la longitud de la palabra ¢ < k que si n > k entonces @,(g) < ¢ (1 + %) para toda palabra g
de longitud ¢ menor o igual a k. Si £ = 1 entonces |¢,(g)| < 1 por ser ¢, normalizada, sea g de
longitud ¢ + 1 < k y supongamos que toda palabra de longitud ¢ cumple la desigualdad, ahora
como g = ¢g’h donde ¢’ tiene longitud ¢ y h € G tenemos que

19n(9)] = |9 (g') + n(R)] < |Pn(9) — dn(9") — Pn(h)| < %
por lo tanto

90(0)] < =+ 160(5") + 6a(R)] < -+ [6a(9)] + 9 (h)

1 1 1
<e<1+> b1+ =(0+1) <1+>
n n n
lo que prueba la desigualdad, y como ¢ < k y n > k tenemos que |¢,(g)] < k+ 1.

Esta desigualdad implica que la sucesién {¢,(g)}nen es acotada para todo g € I'. Como T es fi-
nitamente generado existe una subsucesion ¢,,1 de ¢,, tal que ¢,,1(g) converge para todo g € Bg(1),
J J

definimos inductivamente la sucesién ¢, r+1 como la subsucesion de ¢« tal que ¢, _x+1(g) converge
' J J

para todo g € Bg(k +1). Como ¢, ; es una subsucesion de qﬁnf para todo k para j suficientemente
J
grande, tenemos que ¢, ; converge puntualmente a una funcién en I', definimos ¢ = lim; o ¢,;.
J J
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Por convergencia tenemos que V¢ = 0 y maxgeg |¢| = 1, por lo tanto ¢ : I' = R es un homomor-
fismo no trivial. 0

Sea ® : ' — Diff’ ([0,1)) una representacién no trivial, y sea « € [0,1) un punto en la frontera
del conjunto de los puntos fijos de G (y por lo tanto por todo elemento de I'). Para cada punto
y € [0,1) que no est4 fijo por G, sea la funcién

1

by(g) = W

" [®(9)(y) — ]

donde C(y) = méxgzeg |P(g)(y) — y|. El siguiente lema prueba que si ®(g)'(z) = 1 para todo
g € I, entonces para todo y cerca de z (no fijo por G) ¢, se comporta infinitesimalmente como un
homomorfismo de T" a (R, +).

Lema 4.2.5. Bajo las condiciones de arriba, supongamos que ®(g)'(x) = 1 para todo g € T.
Entonces para todo n € N y e > 0, existe 6 > 0 tal que si |z —y| < J, entonces ¢y|pgm) €5 un
(Bg(n),e)-homomorfismo normalizado.

Demostracién. Sea k € Ny ¢’ > 0, definimos inductivamente
Ao (0,€") =0, Xo(k+1,&") =14 Xo(k,e")(1+¢)

Sea ¢’ > 0 suficientemente chico tal que e’Ag(n,e’) < ey sea ¢’ > 0 tal que ®(g)'(y) — 1 < &’ para

todo g € Bg(n) y para todo y € [0,1] tal que |z — y| < ¢'. Finalmente, sea 6 € (0,d") tal que si

|z — y| < 4, entonces |®(g)(y) — x| < ¢’ para todo g € Bg(n). Probaremos que § verifica el lema.
Primero probaremos que para todo k < n y todo g € Bg(k),

[0y (9)] < Xo(k,€) (4.1)

esto es evidente para k = 0 y k = 1, supongamos que es cierto para k = i. Si g € Bg(i + 1),
entonces g = hihg para algin hy € G y he € Bg(i). Entonces
04(0)] = = 12(9)(v) o]
9l = = 5IPWUNYy) — Yy
Y C(y)

%@(hn@(hg)(y) — B(ha) () + B(ha)(y) — ]
1

< mlrb(m)(hg)(y) — B (ha)(y)] + |y (ha)]- (4.2)
De la igualdad

@ (h2)(y)
B()(h2)(p) - Sl w) = [ () ()~ 1ds + [201)(y) ~ o

Deducimos que

1 1 @ (h2)(y) , 1
G PR ) = B(l2) 1) € s / 91 (5) = 11ds| + s @) (5) ~ )
< ‘zr_nsa%{& |®(hy)'(s)] - %Iﬂhg)(y) —yl+1
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Usando (4.2) y la hipdtesis inductiva concluimos que
1Py (9)] < " No(is€") + Nol(i,€") +1 = No(i + 1,¢€)

Lo que demuestra la desigualdad (4.1).
Ahora estimaremos el valor de V¢,. Para hi, he € Bg(n) tal que hihy € Bg(n) tenemos que

Vo, (. ha) = —— (@ () () — y + B(ha)(y) — y — B(h1)B(h2)(y) + ]

C(y)
_ _%@(hl)@(hgxy) — D (h2)(y) — (@(h1)(y) — v)]
@ (h2)(y)
_ _ﬁ/ [@(hy)(s) — 1]ds.

Por lo tanto

1 [ /
@[q’(lh)(y) Ik s, |®(ha)'(s) — 1]

<e'No(n,e') <e.

[Voy(hi, ha)| <

Concluimos que ¢, |, es un (Bg(n), €)-homomorfismo normalizado. O

Demostracién de 4.2.1.  Supongamos que ¢ : ' — Diffi([(), 1)) es una representacién no trivial,
y sea z un punto en la frontera del conjunto de los puntos fijos globales. Tenemos que g — ®(g)’(z)
es un homomorfismo. Si no es trivial obtenemos el homomorfismo que buscdbamos, si es trivial
entonces se cumple la hipotesis del Lema 4.2.5 y por el Lema 4.2.4 tenemos que existe un homo-
morfismo de T" en (R, +). O

Ahora veremos que el teorema de estabilidad de Thurston no se extiende a subgrupos de
homeomorfismos. Sea I' = (f,g,h : f2 = g3 = h” = fgh), este grupo tiene una accién no trivial
por homeomorfismos en la recta sin embargo todo homomorfismo ® : I' — (R, +) es trivial. Sea
®: T — (R,+) un homomorfismo, es facil de ver que si ®(f) = 0 entonces ® es trivial. Si ®(f) # 0,
como la multiplicacién por izquierda es un isomorfismo de grupo en (R, +), podemos asumir que
®(f) = 1, pero esto implica que g = % vy h= %, sin embargo 1 + % + % = % £ 2.

Ahora construiremos una accién no trivial de T en [0, 1] por homeomorfismos. Consideremos
primero el teselado del disco de Poincaré por tridngulos hiperbélicos de angulo 7, Ty 7.

Sea G el subgrupo de PSL(2,R) que preserva el teselado, como G actia en el circulo podemos
definir G el grupo de lifts de G. Resulta que G es isomorfo a I' y actia en R, si pensamos en [0,1]
como la compactificacién por dos puntos de R tenemos que I' actia por homeomorfismos en [0, 1],
sin embargo no actia por difeomorfismos ya que la obstruccion de la diferenciabilidad se encuentra
en los extremos.
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A. Espacios Métricos Compactos

Esta seccién estd dedicada a algunos resultados sobre espacios métricos compactos (EMC), que
se utilizan a lo largo de la monografia, el objetivo de esta seccién es probar que si (X, d) es un EMC
entonces el espacio de las medidas de probabilidad de sobre (X, d) es compacto bajo la topologia
débil*.

Recordemos que un espacio topoldgico es separable si contiene un conjunto numerable y denso,
un resultado que nos sera ttil es que los EMC son son separables.

Proposicién A.1. Sea (X, d) un espacio métrico compacto, entonces existe A C M numerable
tal que A = X.

Demsotracién. Sea B(z,1/n) la bola abierta de centro x y radio 1/n paran € Ny z € X,
como X = (J,.x B(z,1/n) y X es compacto, existe una coleccién finita de puntos X,, C X tal
que X =J,cx, B(z,1/n). Definimos A = J X,,, como X, es finito para todo n, A es numerable.

Para ver que A es denso en X fijemos ¢ € X, € > 0 y veamos que existe y € A tal que
y € B(z,e). Tomemos n € N : 1/n < ¢, como X = {J,cx, B(y,1/n) existe y € X, tal que
x € B(y,1/n) por lo tanto d(x,y) < 1/n < e, y esto implica que y € B(z,¢). ]

También resulta evidente que un EMC es completo, ya que un espacio métrico es compacto
sii es secuencialmente compacto. Luego dada una sucesién de Cauchy, esta tiene una subsucesién
convergente y la sucesiéon converge al limite de la subsucesién.

Para todo espacio topoldgico compacto (X, 7) se puede definir C'(X) como la familia de funcio-
nes continuas de X en R con la topologia heredada de la norma infinito (|| f|| = méx.cx |f(x)]).
Una consecuencia del teorema de Stone-Weierstrass es el siguiente resultado.

Proposicién A.2. Sea (X,d) un espacio métrico compacto, entonces C(X) es separable.

Demostracién. Por la proposicién anterior, (X, d) es separable. Sea {z,} un subconjunto nu-
merable y denso de X. Definimos para cada n € N d,, : X — R/d,(x) = d(zn,x), es evidente que
d,, es continua para todo n € N. Ahora sea

n m;
A= Zqudij—i_q:nvmiaij€N7Qiaqe(@
i=0 j=0

Facilmente se verifica que este conjunto es una subdlgebra de C'(X), también contiene una constante
nonula (¢; =0eni=0,...,ny q#0).
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Para usar Stone-Weierstrass y concluir que A es denso tenemos que ver que A separa puntos,
es decir para cualquier z,y € X : @ # y existe f € A tal que f(z) # f(y). Sea d(x,y) =€ y x, tal
que d(z,xz,) < €/2, luego por desigualdad triangular d(z,y) < d(x,x,) + d(x,,y) o sea

dn(y) = d(zn,y) > d(z,y) — d(x,z,) > /2 > d(xp, ) = dy(x)

y como d,, € A, tenemos que A separa puntos por lo tanto A es denso en C(X).

Para ver que A es numerable podemos definir P, = {¢[[\"dk, : ki € N,q € Q} donde la
sobreyeccién de Q x N**! en P, es clara, y P = U,en Pn s numerable por ser unién numerable de
conjuntos numerables. Luego sea S, = {31 1gi : 9i € } ¥ S = U,en Sn que es numerable por el
mismo argumento usado en P. Por dltimo A = {f+¢: ¢ € Q, f € S}, por lo tanto A es numerable.[]

Ahora procederemos a demostrar que el espacio de las medidas de probabilidad M (X) sobre
X es compacto. Decimos que ju, — p (uy, converge débil* a u) si [ fdu, — [ fdu para todo
f € C(X). La separabilidad de C(X) nos permite construir una métrica en M (X) dada por

> 1
d(u,w:;W’/fndu—/fndu

que es compatible con la topologfa débil*, 7*, donde {f,} es un subconjunto denso numerable de
C(X). En la demostracién se usard el teorema de Riez-Markov que estipula que, si X es un espacio
métrico compacto, entonces para toda funcional lineal continua ¢ : C(X) — R existe una medida
regular de borel 1 en X tal que ¢ (f) = [ fdu, y p es positiva sii Vf > 0,¢(f) > 0. La siguiente
demostracién es de Walkden [15].

Teorema A.3. Sea (X,d) un espacio métrico compacto, entonces (M (X),7*) es compacto.

Demostracién. Como (M(X),7*) es metrizable, es compacto sii es secuencialmente compacto,
por conveniencia escribiremos pu(f) = [ f dp.

Sea {fn} un subconjunto numerable y denso de C(X) y pu, una sucesién en M (X). Como
la sucesién p,(f1) estd acotada por | fi|lec tiene una bubbuceslon convergente un ( fo) Luego
apliquemos la sucesién de u%) afiy tomamos la sucesién ,un ( f1)- Nuevamente como u ( f1) <
| f1llco tiene una subsucesién acotada s (fl)

Inductivamente definimos {Mn)} C {LLS 1)} tal que ,ugf)(fj) es convergente para j < ¢. Ahora
consideremos la sucesién diagonal p{™. Como para n > i pi" es un subsucesién de pbi), pi™ (f;)
converge para todo ¢ € N.

Ahora, usando el hecho de que {f;} es probaremos que M%n)( f) converge para todo f en C(X).

Sea ¢ > 0, tomemos f; tal que ||f — fi|| < . Como ,u%")(fi) es convergente, existe N tal que si

n,m > N entonces
S (f) = nS ()] < e
. Entonces si n,m > N tenemos que
S (F) = S (O < 1l (F) = 8P 4168 () = mG ()l + 1S (F2) — pG ()] < 3e

y como M(X) es completo, u,(ln) es convergente. Para terminar definimos ¥(f) = lim ﬂ(n)(f)

Probaremos que 1) satisface las hipdtesis del teorema de Riesz-Markov y corresponde a la integral
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respecto a una medida de probabilidad.

(i) Por construccion 1 es lineal: ¥(af + Bg) = ap(f) + B (g).
(ii) Como | (f)] < || flloo, tenemos que 3 es continua.
(iii) Se verifica facilmente que t(f) > 0 para todo f > 0.

Es evidente que 9(1) = 1.

NN NG NG

(iv
Y por el teorema de Riesz-Markov tenemos una medida (de probabilidad por (iii) y (iv)) p tal que

w(f) =¥(f), y por construccién u%n) converge a v, por lo tanto toda sucesién tiene una subsucesion

convergente. O
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