UNIVERSIDAD
DE LA REPUBLICA
URUGUAY

I\
Ne( ST ANT T

R ot AGENCIA NACIONAL
DE INVESTIGACION

PEDECIBA 5

MECUDELAR E INNOVACION

Glueballs en un modelo de gluones
masivos

Nicolas Horvath

Programa de Posgrado en PEDECIBA
Facultad de Ciencias

Universidad de la Republica

Montevideo — Uruguay
Marzo de 2024



UNIVERSIDAD
DE LA REPUBLICA
URUGUAY

( FACULTAD DE AGENCIA NACIONAL
________ CIENCIAS DE INVESTIGACION

PEDECIBA E INNOVACION
MEC-UDELAR

Glueballs en un modelo de gluones
masivos

Nicolas Horvath

Tesis de Maestria presentada al Programa de Posgrado
en PEDECIBA, Facultad de Ciencias de la Universidad
de la Republica, como parte de los requisitos necesarios
para la obtencion del titulo de Magister en PEDECIBA.

Director:
D.Sc. Prof. Nicoldas Wschebor

Codirector:

D.Sc. Prof. Guzman Hernandez

Montevideo — Uruguay
Marzo de 2024



Horvath, Nicolas

Glueballs en un modelo de gluones masivos / Nicolés
Horvath. - Montevideo: Universidad de la Reptblica, Facultad
de Ciencias, 2024.

X1, 106 p. 29, 7cm.

Director:

Nicolas Wschebor

Codirector:

Guzmén Herndndez

Tesis de Maestria — Universidad de la Republica, Programa
en PEDECIBA, 2024.

I. Wschebor, Nicolds,et al. I1. Universidad de la Republica,
Programa de Posgrado en PEDECIBA. III. Titulo.




INTEGRANTES DEL TRIBUNAL DE DEFENSA DE TESIS

D.Sc

. Prof. Arturo Lezama

D.Sc

. Prof. Marcela Pelaez

D.Sc

. Prof. Lucia Duarte

D.Sc

. Prof. Ricardo Faccio

D.Sc

. Prof. Guzman Hernandez

Montevideo — Uruguay
Marzo de 2024

Iv



Agradecimientos

Esta es la parte del trabajo en la que puedo ser yo mismo, exponer mi parte humana
y expresarme sin un formato, reglas, o limitaciones preestablecidas. Asi que decidi no

restringirme y dejé fluir el teclado. Espero que no se haga muy largo !

En el trayecto que he recorrido a lo largo de mi maestria he pasado por varias etapas,
entre las cuales ha habido muchos momentos de alegria y de motivacion, pero también
muchos momentos dificiles, de desilusion, indecision, desmotivacién, y de sentirme in-
suficiente. Me he dado cuenta que la fisica tedrica, ademds de muy satisfactoria, puede
tornarse a veces extremadamente abstracta, frustrante y abrumadora. Es por ello que es
muy importante estar rodeado de personas que nos hagan sentir acompafiados, que nos
apoyen y nos ayuden a seguir adelante, brinddndonos una mano cuando la necesitamos.
A todas aquellas personas, que de algin modo u otro han contribuido su granito de arena
en este camino de aprendizaje, desarrollo y crecimiento personal que ha sido la maestria,

quiero dedicarles una mencién y unas palabras en esta seccion.

Quiero empezar mencionando a mi madre, que en todo este proceso siempre se preo-
cup6 por mi, por mi avance en este trabajo y principalmente porque yo me sintiera a
gusto con lo que hago. Aunque, por supuesto, ella no entienda de gluones, lagrangianos
o simetrias de gauge, siempre intentd darme una mano desde donde ella podia, y atin en
momentos en los que yo puedo mostrarme muy distante y cerrado, ella nunca dejé de
demostrar su apoyo incondicional. Gracias por todo, especialmente por soportarme tantos
afios!

Por otro lado, y aunque no haya contribuido de manera directa a mi desarrollo durante

la maestria, quiero mencionar a mi padre, que lamentablemente ya no nos acompaiia desde

hace mucho tiempo, pero sé que estaria orgulloso.

Mi hermana Nati y a mi cuilado Maxi no se pueden quedar sin mencién, porque tam-
bién me han mostrado su gran apoyo todo este tiempo. Particularmente importante ha sido
toda la ayuda que me brindaron luego de mi operacién de rodilla, cuando practicamente,

por mds de un mes, apenas podia desplazarme. Fue en ese tiempo de recuperacion que

v



escribi la mayor parte de esta tesis, dia tras dia, horas y horas (no podia caminar, que otra
cosa iba a hacer, ja!), mientras que ellos me cuidaron y se aseguraron constantemente,
durante todo ese tiempo, que siempre estuviera a gusto y no me faltara nada, para que pu-
diera avanzar en la tesis y recuperarme de la operacion (por supuesto mi madre también
ayudo muchisimo!). Lo valoro un montén, gracias!

Dejemos de lado la familia para darle paso a las amistades. Para empezar quiero men-
cionar especialmente a Tom Urruzola, quien se ha convertido en mi mayor compafiero de
estudio y con quien, ademads, he compartido incontables e interesantes discusiones sobre
fisica, generalmente mediadas entre alfajores y café. Sin su compaiiia, es dificil saber si
hubiera sobrevivido a los cursos de la maestria. Haberlo tenido como compaiiero de estu-
dio fue clave y necesario para poder hacer frente y entender (bueno, un poco al menos!)
la complejidad de dichos cursos.

Mi amigo Facu Gutiérrez se merece otra mencion especial, porque en mis etapas de
mayor desmotivacion con la tesis, y con la fisica en general, en momentos en los que me
sentia plenamente insuficiente, el siempre luché por ayudarme a recuperar el interés y la
motivacion, e hizo todo lo que tuvo a su alcance por ayudarme a salir de ese pozo. Su
vocacion y dedicacidn por la fisica me ha servido como inspiracion.

Otra regalo que me ha dejado la fisica es mi amigo Juanma Diaz, que lo conoci en
una escuela de fisica en Brasil. Juanma es otra persona que conocié mi desmotivacion
y siempre se esforzo por ayudarme. Nunca fue una carga para €l sentarnos a hablar de
estos temas personales, y aparte, siempre es capaz de sacarme una sonrisa (nunca dejé
de sorprenderme la cantidad de boludeces que puede llegar a decir por minuto si se lo
propone!).

No podia faltar Seba Montolli, otro amigo que me dejo la fisica. Compafiero de clase
durante toda la licenciatura y la maestria, pero no fue hasta finales de la maestria que
afianzamos una linda amistad. Es otro compaiero de charlas profundas, que me ensefio
a valorarme por todo el esfuerzo que conlleva esta carrera y lo dificil que realmente es.
Sobre todo, me ensefié (o al menos lo intentd!) a no sentirme menos e insuficiente, cosa
que me sucede con regularidad al pensar en lo abstracta e infinita que puede ser la fisica.

También se merece una mencién mi amigo “el Z”, que nos conocemos desde chi-
quitos. Siempre fue un gran apoyo y las juntadas con el han sido, en muchas ocasiones,
momentos necesarios para distenderse, para descargarse, y de introspeccion personal. Par-
ticularmente necesarias en la pandemia, momento en que yo habia recién arrancado con
mi maestria. La modalidad virtual me hacia sentir muchas veces perdido, y convertia el
camino en una pendiente cuesta arriba. Pero roncito o fernet mediante, una juntada con el

Z. aplanaba un poco ese camino.

VI



Muchos otros amigos, tanto de la facultad como del liceo, también merecen un lugar
en esta seccion, porque sus amistades son siempre un fuerte pilar sobre el que apoyarse,
y sin dudas han hecho mucho més alegre y llevadero mi proceso de aprendizaje y creci-
miento. A todos ellos les agradezco un montén por siempre estar cuando se los necesita.

También me gustaria mencionar a todas las personas que conoci en las escuelas y con-
gresos de fisica a los que he ido en el correr de 1a maestria. He conocido gente maravillosa
con la que he cultivado lindas relaciones. En general, considero que me han ayudado a
empaparme con distintos puntos de vista y percepciones sobre la fisica, la investigacion,
y bueno, sobre la vida en general.

Sin dudas debo agradecer a mis orientadores, que hicieron esto posible y que siempre
estuvieron dispuestos a darme una mano y aclarar mis dudas, por mds repetitivas y pesadas
que pudieran haber sido. Sobre todo debo agradecerles por su paciencia, porque sé que no
fui el estudiante mds ejemplar y que muchas veces (probablemente demasiadas) tuvieron
que presionarme mads de la cuenta para que yo avanzara al ritmo esperado, o incluso para
que les hiciera mas consultas, en vez de intentar responderme todo por mi propia cuenta
(muchas veces sin éxito, obvio). Quiero hacer una especial menciéon a Guzmdn, a quien
le he golpeado la puerta de la oficina infinitas veces (no me sorprenderia si hubiera tenido
pesadillas conmigo!) para discutir sobre temas varios de fisica, muchas veces tnica y ex-
clusivamente por curiosidad. Por mas que un poco se quejaba de mi presencia, él siempre
recibié mis consultas, a veces un tanto exoticas, con los brazos abiertos, y dispuesto a
razonar y discutir juntos, como colegas, por el tiempo que fuera necesario. Ademads, su
enorme pasion por la fisica me ha servido en ocasiones como fuente de inspiracion.

Por tltimo, muchas gracias a la Agencia Nacional de Investigacién e Innovacion

(ANII) por la beca que me fue otorgada.

VII



RESUMEN

Las interacciones entre particulas elementales constituyen la base para comprender
el universo. A dia de hoy son cuatro las interacciones fundamentales conocidas: la gra-
vedad, la interaccion electromagnética, y las interacciones nucleares débil y fuerte. La
interaccion nuclear fuerte es la responsable de mantener unidos a los nicleos atomicos,
y por ello, su comprension es esencial para entender los mecanismos de formacion de la
materia. La teoria que describe esta interaccion es la Cromodindmica Cudntica (QCD), y
las particulas sensibles a ella son los quarks y gluones, que se ligan a través de esta in-
teraccion para formar otras particulas, como hadrones, formados por quarks, o glueballs,
formados por gluones.

Los mecanismos de formacién de hadrones y glueballs, y por tanto de gran parte
de la materia, no estdn bien comprendidos. La cromodindmica cudntica se vuelve extre-
madamente compleja a bajas energias, en las escalas de energia de formacién de dichas
particulas, y los métodos matemaéticos tradicionales no son aplicables. Por este motivo, la
teoria a bajas energias se ha vuelto analiticamente inaccesible, y muchos investigadores
han intentado aproximarse desde enfoques mas fenomenoldgicos, proponiendo modelos
y poniendo a prueba sus predicciones. Aun asi, todavia no existen resultados claros sobre
como tratar esta teoria analiticamente a bajas energias.

Afortundamente, los enfoques numéricos no estan sujetos a las mismas limitaciones y
pueden ser usados como una herramienta para acceder a la teoria a bajas energias. Un pri-
mer paso para entender este problema es estudiarlo en el marco de la teoria de Yang-Mills
Pura, es decir, QCD pero sin incluir la dindmica de quarks. Algunos estudios numéri-
cos recientes han presentando resultados prometedores al respecto. Uno de ellos indica la
posibilidad de que la constante de acoplamiento de Yang-Mills Pura se mantiene en va-
lores relativamente pequefios a bajas energias. Esto podria habilitar el uso de desarrollos
perturbativos en dicha escala, proporcionando una herramienta ttil y ya conocida para el
estudio de la interaccion fuerte. Otro estudio indica que los gluones presentan caracteristi-
cas comunmente asociadas a particulas masivas. Ambos resultados han sido aprovechados
para la construccién de nuevos modelos fenomenolégicos en donde los gluones son con-
siderados como particulas masivas y en los que algunas técnicas perturbativas podrian ser
aplicables. Estos modelos abren una nueva via en un esfuerzo por comprender Yang-Mills
Pura y QCD.
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El objetivo de esta tesis es verificar si diversos modelos que se pueden construir feno-
menoldgicamente a partir de la masividad del gluon, pueden describir ciertos aspectos de
la fisica de Yang-Mills Pura o QCD a bajas energias, particularmente el espectro de glue-
balls formados por dos gluones. En una primera instancia exploramos una via que emerge,
en base a los resultados numéricos recién mencionados, como una posible opcidn para re-
cuperar una ecuacion de Schrodinger en una teoria con campos de gauge masivos en un
régimen no relativista. Basamos este desarrollo en un modelo fenomenolégico de gluones
masivos llamado modelo de Curci-Ferrari, agregando ademds una suposicién ad-hoc. En
una segunda instancia, y como punto central del trabajo, estudiamos las predicciones al
espectro de glueballs formados por dos gluones, en un modelo fenomenolégico previa-
mente propuesto en la literatura por J.M. Cornwall y A.Soni, en 1982, asi como en una
leve modificacién del mismo, propuesta en este trabajo. Estos modelos pretenden descri-
bir la interaccién entre gluones masivos en un régimen no relativista. Basamos el calculo
del espectro en la ecuacién de Schrodinger y en técnicas perturbativas. Comparamos los
resultados con datos recientes de simulaciones numéricas de dicho espectro para ajustar

los pardmetros libres de los modelos y evaluar las predicciones.

IX



ABSTRACT

The interactions between elementary particles constitute the basis for the understan-
ding of the universe. As of today, there are four known fundamental interactions: gravity,
electromagnetic interaction, and weak and strong interactions. The strong interaction is
responsible for keeping atomic nuclei together, and therefore, its understanding is essen-
tial to comprehend the mechanisms of matter formation. The theory that describes this
interaction is called Quantum Chromodynamics (QCD), and the particles sensitive to it
are quarks and gluons, which bind together through this interaction to form other particles,
such as hadrons, formed by quarks, or glueballs, formed by gluons.

The mechanisms behind the formation of hadrons and glueballs, and therefore of a
large portion of matter, are not well understood. Quantum chromodynamics (QCD) be-
comes extremely complex at the energy scales of such particle formation, and traditional
mathematical methods are not applicable. Consequently, the theory at low energies has
become analytically inaccessible, leading many researchers to attempt approaches from
more phenomenological perspectives, proposing models and testing their predictions. No-
netheless, clear results on how to treat this theory analytically at low energies still do not
exist.

Fortunately, numerical approaches are not subject to the same limitations and can be
used as a tool to access the theory at low energies. A first step to understand this problem
1s to study it within the framework of Pure Yang-Mills theory, i.e., QCD without the inclu-
sion of quark dynamics. Some recent numerical studies have presented promising results.
One of them indicates the possibility that the pure Yang-Mills coupling constant remains
at relatively small values at low energies. This could enable the use of perturbative expan-
sions, providing a useful and already known tool for the study of the strong interaction.
Another study indicates that gluons exhibit some characteristics usually associated with
massive particles. Both results have been exploited for the construction of new phenome-
nological models in which gluons are considered as massive particles and where some
perturbative techniques could be applicable. These models open up a new avenue in the
effort to understand pure Yang-Mills and QCD.

The aim of this thesis is to verify if various models, which can be constructed phe-
nomenologically based on the massiveness of the gluon, can describe certain aspects of

Pure Yang-Mills or QCD physics at low energies, particularly the spectrum of glueballs
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formed by two gluons. Initially, we explore a avenue that emerges, based on the numerical
results just mentioned, as a possible option to recover a Schrodinger equation in a theory
with massive gauge fields in a non-relativistic regime. We base this development on a
phenomenological model of massive gluons called the Curci-Ferrari model, while also
introducing an ad-hoc assumption. Secondly, as the central focus of the work, we study
the predictions for the glueball spectrum formed by two gluons, in a phenomenological
model previously proposed in the literature by J.M. Cornwall and A. Soni in 1982, as well
as in a slight modification thereof, proposed in this work. These models aim to describe
the interaction between massive gluons in a non-relativistic regime. We base the spec-
trum calculation on the Schrodinger equation and perturbative techniques. We compare
the results with recent data from numerical simulations of the spectrum to adjust the free

parameters of the models and evaluate their prediction.

X1



Tabla de contenidos

1 Introduccién 1
2 Teoria de Yang-Mills Pura 5
2.1 Simetria de gauge: grupode Lie SU3) . . . . . . . ... ... ... ... 5
22 Lagrangiano . . . . . . . ... 7
2.3 Gauge de Lorenz y lagrangiano de Faddeev-Popov . . . . . .. ... .. 8
2.4 Funciones de correlacion e integrales de caminos . . . . . .. ... ... 11
2.5 Teoria de perturbaciones en Yang-MillsPura . . . . . ... .. ... ... 13

2.5.1 Desarrollo perturbativo en términos de diagramas de Feynman en
el gaugedeLorenz . . . . . ... .. ... ... .. 14

2.6 Parametro de acoplamiento de QCD a altas y bajas energias segtin calcu-
los analiticos . . . . . . . . .. 19

2.7 QCD y Yang-Mills Pura a altas y bajas energias segtin calculos numéricos 20

2.77.1 Parametro de acoplamiento numérico . . . . . .. .. ... ... 22

2.7.2  Funcion de correlacion numéricadel gluén . . . . . . . . .. .. 23

3 Marco teorico: Modelo fenomenologico de Cornwall 26
3.1 Modelos fenomenoldgicos con gluones masivos . . . . . . . . ... ... 26
3.2 Elmodeloy suHamiltoniano . . . . . . ... ... ... ......... 28

3.3 Modificacién del modelo mediante un potencial lineal . . . . . . . .. .. 33

4 Estados ligados no relativistas en teorias cuanticas con campos de gauge ma-

sivos 35
4.1 Polologia de funciones de correlaciéon . . . . . ... ... .. ... ... 36
4.2 Modelode Curci-Ferrari . . . . .. ... ... ... ... .. ... ... 37
4.3 Funcion de correlacion en aproximacion Ladder . . . . . . . . . ... .. 38

4.4 Ecuacion de Bethe-Salpeter para glueballs en modelo de Curci-Ferrari y

en aproximacién Ladder . . . . . ... ... ... L. 49



4.4.1 Ecuacion de Schrodinger y potencial de Yukawa a partir de la

ecuacion de Bethe-Salpeter . . . . . . . ... ... L. 52

5 Niveles de energia de glueballs en modelos fenomenolégicos 56
5.1 Ecuacién de Schrodinger en potencial central . . . . . . .. .. ... .. 58

5.2 Calculo analitico de las correcciones a las energias . . . . . . ... ... 60
5.2.1 Perturbaciones H(7/) y sus correcciones E (P) a las energias . . . . 6l

5.2.2  Perturbacion H(Pi) y sus correcciones E (Pii) 3 1as energias . ... 65

6 Metodologia numérica y resultados 71
6.1 Meétodos numéricos para la obtencién del espectro de glueballs . . . . . . 71
6.1.1 Implementacioén de los algoritmos . . . . . . . ... ... .... 75

6.2 Comparacion con las predicciones del lattice . . . . . . . ... ... ... 76

6.3 Glueballs en el modelo propuesto por Cornwall . . . . . ... ... ... 78

6.4 Otros aspectos sobre el modelo propuesto Cornwall . . . . . . ... ... 83

6.4.1 Sensibilidad del modelo de Cornwall respecto al orden cero en
teoria de perturbaciones . . . . . . .. ... 83

6.4.2 Reproducibilidad de resultados presentados en el articulo de J.M.

Cornwally A.Soni . . ... ... ... .. ... ... ... 84

6.5 Glueballs en una modificacién del modelo propuesto por Cornwall . . . . 85

7 Conclusiones y perspectiva a futuro 89
Apéndices 92
Apéndice 1 X
Apéndice 2 O *
Apéndice 3 .
Apéndice 4 L
Anexos 101
Bibliografia . . . . . . . . . . . . . .. .00 102

XIII



Capitulo 1

Introduccion

Desde las diminutas particulas subatémicas que conforman la materia hasta las enor-
mes galaxias que pueblan el universo, nuestra comprension del cosmos se construye sobre
la base de fuerzas fundamentales que rigen la interaccion entre estas entidades elementa-
les. Estas interacciones, aunque a menudo pasan desapercibidas en nuestra vida cotidiana,
son los pilares que rigen la complejidad y el funcionamiento de todo lo que nos rodea.
Entrelazadas en un delicado equilibrio que mantiene la estabilidad del cosmos, gobiernan
el comportamiento del universo. A lo largo de la historia, la curiosidad humana ha sido
guiada por el deseo de comprender estas interacciones. En este contexto, emergen cuatro
interacciones fundamentales conocidas a dia de hoy, a veces también llamadas fuerzas
fundamentales: la gravedad, la electromagnética, la nuclear fuerte y la nuclear débil, cada

una con sus propias caracteristicas.

La gravedad, la més familiar para nosotros por su influencia en la caida de los objetos y
la 6rbita de los planetas, se encarga de la atraccion entre objetos con masa. La interaccién
electromagnética es responsable de las interacciones entre particulas cargadas eléctrica-
mente, y que da lugar a la electricidad, el magnetismo y la luz. La interaccién nuclear
débil, mucho menos cotidiana para nosotros, pero no menos importante, esta involucrada
en procesos de desintegracion radioactiva y ciertas interacciones nucleares. Por ultimo, la
interaccion fuerte, que constituye el eje central de esta tesis, es la responsable de mantener
la estabilidad de los niicleos atomicos, contrarrestando la repulsion entre los protones del
nucleo y evitando su desintegracion inmediata (una representacion grafica se muestra en
la figura 1.1). También se encarga de mantener unidos a los quarks que conforman a los
protones, neutrones, y otras particulas similares denominadas hadrones. Es una interac-
cién intensa pero de muy corto alcance, por lo que a grandes escalas comparadas con el

tamafio del nicleo atémico, como en la vida cotidiana, no percibimos sus efectos directos.



Repulsion electromagnética Atraccién entre protones y neutrones,
entre protones generada por la fuerza nuclear fuerte

@ =PROTON @ =NEUTRON

Figura 1.1: Repulsion en el nicleo atémico por fuerzas electromagnéticas y atraccion por fuerzas
nucleares fuertes.

Asi como los objetos sensibles a fuerzas electromagnéticas son las particulas con carga
eléctrica, los objetos sensibles a fuerzas nucleares fuertes son las particulas que tienen
una propiedad llamada color. A pesar de su nombre, esta propiedad no estd relacionada
con los colores que percibe el ojo humano en base a las frecuencias de la luz (salvo por
algunas simetrias similares). Ademds, al igual que en el electromagnetismo las fuerzas
que se ejercen particulas eléctricamente cargadas se suelen describir como intercambios
de fotones, las fuerzas nucleares fuertes se pueden describir como intercambios de par-
ticulas elementales llamadas gluones. Por este motivo se suele decir que los gluones son
las particulas responsables de generar la interaccién nuclear fuerte. A raiz de esto y de
que esta fuerza se encarga de mantener unidos a los quarks dentro de los hadrones, surge

el nombre gluén, que hace alusion a “pegamento”, en inglés: “glue”.

Los gluones no son sensibles a fuerzas electromagnéticas porque no estdn cargados
eléctricamente. Sin embargo si tienen color, por lo que ellos mismos también son afec-
tados por la interaccién nuclear fuerte e interactuan entre si. Esta es una gran diferencia
respecto a los fotones, que no interactian entre si de forma directa pues no tienen carga

eléctrica.

Algunas propiedades fundamentales de los gluones es que son bosones de espin 1 y
pueden tener ocho tipos distintos de “colores”. La existencia de una masa para estas parti-
culas es un tema de debate abierto a dia de hoy, y de hecho es el punto central que motiva
este trabajo. Desde un punto de vista analitico, estas particulas no tienen masa intrinseca

en el modelo fundamental de las interacciones fuertes, y tampoco estd claro un mecanis-
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mo por el cual puedan adquirir masa. Desde un punto de vista experimental, la dificultad
para medir e identificar las propiedades de los gluones nos ha impedido hacer medicio-
nes concluyentes al respecto a dia de hoy. Desde el punto de vista de las simulaciones
numéricas, hay numerosos resultados que indican que estas particulas si son masivas.

Un aspecto fenomenoldgico esencial es el hecho de que las particulas con color jamds
han sido observadas de forma aislada en la naturaleza, sino que tinicamente parecen existir
formando estados ligados. Un estado ligado es un conjunto de dos o mds particulas en
el que, por causa de las interacciones mutuas entre ellas, forman una estructura en la
que permanecen unidas y restrictas a ocupar una region acotada del espacio. Un ejemplo
elemental puede ser el proton, qué estd formado por quarks. Otros ejemplos a mayor
escala pueden ser los 4tomos o moléculas. Los estados que se observan en la naturaleza
siempre tienen color “blanco” o “neutro”. Otra forma de decirlo es que solo se observan
estados que son singletes de color. Este fendmeno, aun incomprendido a dia de hoy, lleva
el nombre de confinamiento.

Dentro de los posibles estados de color neutro que se pueden formar existen mesones,

bariones 'y glueballs:

= Bariones: son particulas formadas por tres quarks y conforman gran parte de la
materia ordinaria. Los quarks pueden tener color azul, rojo, verde o sus respectivos
anticolores, y deben distribuirse de forma que el conjunto tenga color “blanco”,
como azul-verde-rojo o antiazul-antiverde-antirojo !. Una representacién grafica se

muestra en la figura 1.2. Ejemplos conocidos son el protén (p) y el neutrén (n).

= Mesones: son particulas formadas por un quark y un antiquark, los cuales tienen
uno el anticolor del otro, de modo que en su conjunto el estado es un singlete. 2
Una representacion grafica se muestra en la figura 1.2. Ejemplos conocidos pueden
ser piones (71—, ¥, 77) y Kaones (K—, K°, K™T).

= Glueballs: son particulas constituidas por varios gluones. Estos estados ligados nun-
ca se han podido detectar de forma concluyente en los experimentos, pero estdn
tedricamente permitidos e incluso han sido observados en simulaciones numéricas.
En la préctica son extremadamente dificiles de identificar porque se mezclan con
estados mesdnicos que tienen los mismos nimeros cuanticos. Se cree que el confi-

namiento también aplica para glueballs.

La teoria que describe la interaccion entre particulas con color (gluones y quarks), es

la Cromodindmica Cudntica (QCD). A altas energias esta teoria es bien entendida y los

'En realidad estdn en una combinacién antisimétrica de los otros.
%En realidad est4n en una combinacién simétrica de las tres parejas color-anticolor.
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Figura 1.2: Representacion grafica de un barién y un mesoén, a la izquierda y derecha respectiva-
mente. La letra g en cada particula indica que es un quark, mientras que g es un antiquark.

experimentos sustentan las predicciones tedricas con un alto grado de precision. Un pa-
norama distinto ocurre a bajas energias, donde la teoria no estd bien comprendida porque
analiticamente es mucho mds compleja. En consecuencia, la formacién de estados liga-
dos en QCD, el confinamiento y la posible masa del gluén no han podido ser estudiados
de forma concluyente. Sin embargo, estudios numéricos sobre la teoria revelan algunos
aspectos prometedores que podrian abrir la puerta al estudio de QCD a bajas energias. Si
esto fuera posible, el confinamiento, los estados ligados y la masa del gluén podrian ser
finalmente comprendidos.

Una versién més simplificada de QCD, aunque con los mismos (o similares) obstacu-
los tedricos, es la teoria de Yang-Mills Pura, que describe el comportamiento e interaccién
de los gluones entre si, sin incluir la dindmica de quarks u otros tipos de materia. En es-
ta, los quarks son fuentes estdticas que no intervienen en la dindmica. Sin embargo, atin
sin la inclusién de estos, entender la teoria de Yang-Mills Pura es esencial para com-
prender los aspectos més fundamentales de la interaccion fuerte y de los gluones. Esta
teoria, ain siendo una simplificacién de QCD, es una buena aproximacién, proporcionan-
do predicciones como el espectro hadrénico que se desvian en torno al 10% - 15 % de las
observaciones experimentales [1, 2]. Para los propdsitos de este trabajo no se aspira a una
precision tal que requiera la inclusién de interacciones con quarks, por lo que es suficiente

con enfocarnos en Yang-Mills Pura.



Capitulo 2

Teoria de Yang-Mills Pura

2.1. Simetria de gauge: grupo de Lie SU(3)

La Teoria de Yang-Mills Pura es una teoria cuantica de campos con simetria de gauge.
Esta simetria implica que bajo ciertas transformaciones de los campos, la fisica se man-
tiene invariante. Estas transformaciones dependen de las coordenadas del espacio-tiempo,
son continuas y se pueden describir con grupos de Lie. En QCD, y por ende en Yang-Mills
Pura, el grupo de la simetria de gauge es SU(3): el grupo de Lie de matrices unitarias com-
plejas 3x3 de determinante igual a 1. La teoria es invariante bajo la accién de este grupo
sobre los campos. Se suele decir que SU(3) es el grupo de gauge de Yang-Mills Pura, o
que Yang-Mills Pura es una teoria de gauge de grupo SU(3).

A continuacion, algunos aspectos importantes de SU(3).

SUB)={U e C¥3 | uU"=U'U =14, det(U) =1} (2.1)

donde U™ es la matriz transpuesta y conjugada de U.

Todo elemento de SU (3) puede escribirse de la siguiente forma:

U = e# Lam1 % 2.2)

donde A“ son ciertas matrices 3x3 complejas y hermiticas ((1¢)" = A1) de traza nula,
llamadas matrices de Gell-Mann, y &, pueden ser cualquier numero real. La eleccién de
los o, determina por completo al elemento U.

Entre los elementos U € SU(3), los que generan transformaciones de gauge, son aque-
llos cuyos ¢, son funciones continuas del espacio-tiempo, es decir los elementos de la

forma:



U = e1Zem1 %A = p30u(0)A¢ (2.3)

Aqui hemos hecho uso de la convencion de la suma de Einstein, que se utilizard siempre
de ahora en adelante: cuando en un producto se repite un indice significa que hay una

suma en el mismo.

La cantidad de matrices de Gell-Mann que hay y por ende el limite superior de la
sumatoria en el indice a, en este caso 8, es exactamente la dimensidn del espacio vectorial
formado por las matrices 3x3 complejas y hermiticas de traza nula, y coincide con la
cantidad de colores que pueden tener los gluones. Este espacio vectorial, junto con una
operacion que luego veremos, se llama dlgebra de Lie del grupo, en este caso de SU(3), y
se denota como su(3). Por estos motivos se dice que el indice a es un indice del dlgebra

de Lie o un indice de color.

Las matrices A%, que son los elementos de la base de s1(3), determinan al grupo SU(3)
y juegan un rol importante en la descripciéon de QCD y de la teoria de Yang-Mills Pura.
Veremos que aparecen indirectamente en el lagrangiano y por tanto en la dindmica de los

gluones.

Por convencion, se suele definir

Iy

Aa
5 (2.4)

Las matrices 7, cumplen lo que se llama el corchete de Lie, que es una operacion bilineal
del dlgebra de Lie sobre si misma |-, : su(3) x su(3) — su(3). Siempre es posible elegir

una base vectorial de su(3) tal que el corchete de Lie queda definido por:

[T, T% = if*°T, (2.5)

f4b¢ son denominadas constantes de estructura y cumplen la propiedad de ser totalmente
antisimétricas, lo que quiere decir que cambian de signo bajo permutaciones de cuales-
quiera de sus indices. En la base usual del grupo SU(3) dada por las matrices de Gell-
Mann, los valores que toman pueden obtenerse a partir de los siguientes mediante permu-

taciones:

123

1
FI4T = f165 = 246 — £ = fs = firg = 5 (2.6)
f458 _ f678 — é
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mientras que todas las demds %’ que no puedan ser relacionadas con estas por permuta-
ciones de cualesquiera de los indices, son cero.

Las relaciones (2.6) determinan por completo el dlgebra del grupo, por lo que las
constantes de estructura estdn fuertemente relacionadas con las matrices 7, y por tanto

con A,.

2.2. Lagrangiano

Una teoria queda determinada por su lagrangiano, una funcion matematica denotada
con L, que se construye a partir de los campos y sus propiedades, y codifica la informacién
sobre la dindmica y las interacciones entre las particulas.

El lagrangiano se suele escribir en términos de la densidad lagrangiana, £, definida

mediante:

L) = [ Z16:@). 0,(0)] 4V, @)

donde se uso x para denotar coordenadas espacio temporales o cuadrivectores de posicion
x = (x0,x1,%2,x3), donde xp es el tiempo y el resto son tres las coordenadas espaciales.
Esta convencion se usard durante todo el trabajo, a menos que en algin momento se
explicite por conveniencia la separacién espacial y temporal. ¢; con j € {1,2,...,n} para
denotar que .Z puede depender de distintos tipos de particulas o campos. Las simetrias de
la teoria se manifiestan directamente en .Z, siendo esta invariante bajo transformaciones
de gauge y de Lorentz.
En la teoria de Yang-Mills Pura:

Z = _ZF[.?VFauva (2.8)
donde la expresion para Fjj, es L.
Fify (x) = 9uAS (x) — A, (x) + A7 (X)AS (). (2.9)

Aqui g es un pardmetro que regula la intensidad de las interacciones, y A}, (x) es el campo
asociado al gluén, que tiene indices latinos que recorren la base vectorial de su(3), o
en otras palabras, los colores de SU(3), e indices griegos que recorren la base vectorial
de coordenadas espacio-temporales (7,£,9,2) ~ (0,1,2,3). A partir de ahora usaremos

esta convencién, aunque en ocasiones resulta practico escribir los indices de tiempo y

"La expresién (2.9) es una generalizacién del tensor de Maxwell del electromagnetismo para teorfas
donde el grupo de simetrias de gauge es SU(3).



espacio por separado, en cuyo caso usaremos la letra griega tinicamente para el tiempo y
recurriremos nuevamente a letras latinas para las coordenadas del espacio tridimensional.
En esos casos discernir entre indices espaciales y de color puede resultar un poco mas
complicado, pero quedara sobreentendido por el contexto.

Si se sustituye (2.9) en (2.8), desarrollando se obtiene:

1 1 bc A b
L =— 58MA§’,8“A“V + EaquaVA““ —gf° CA“A$8“A“V 010,
1 .
— Zng“bcf“deAZA‘;AgAZ.

A los primeros dos términos en (2.10) se les llama términos cinéticos pues se encargan
de describir como los gluones libres se propagan en el espacio. Los términos cinéticos
siempre son los que involucran tnicamente dos campos del mismo tipo (en este caso
campos de gluones). Por otro lado, los dltimos dos términos, que involucran mas de dos
campos, se encargan de describir como los gluones interactian entre ellos y se les llama
naturalmente términos de interaccion.

Observemos que en (2.10) aparecen las constantes de estructura f¢¢ del 4lgebra del
grupo de Lie, involucradas con los dos términos de interaccion del lagrangiano, jugando
un rol fundamental en la interaccién entre gluones. Mateméaticamente hablando aparecen
de forma natural al pedir que el lagrangiano de la teoria sea invariante de gauge por
transformaciones del campo Aj; de gluones bajo la accién de SU(3).

Si U = /%™ € SU(3), la accién de SU(3) sobre el campo gludnico A% es:

A% (x) = A4 (x) = A% (x) + éau a(x) + feAL ()0 (x). 2.11)

Esta es la transformaci6n de gauge del campo Aj; en esta teoria. Bajo esta regla de trans-
formacion se puede demostrar que la fisica se mantiene invariante, o en otras palabras,

que la densidad Lagrangiana no cambia:

LAY = Aﬁ:AﬁnLé&“a“jtf“bcAZocc — ZIA]. (2.12)

U
2.3. Gauge de Lorenz y lagrangiano de Faddeev-Popov

Exploremos ahora un poco mas el significado y las consecuencias de (2.11) y (2.12):

En términos de los campos A¢, ;Cudl es el significado de que la fisica sea invariante bajo
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la transformacién dada por (2.11)? Significa que todas las configuraciones de campo que
estan relacionadas entre si por transformaciones de este tipo son fisicamente equivalen-
tes. Este hecho tiene implicaciones importantes a la hora de hacer cédlculos matematicos
en teoria cudntica de campos, porque muchas veces es necesario sumar en “todos los ca-
minos posibles que podria recorrer una particula”. A esto se le suele llamar integral de
caminos. Si efectuamos para una teoria de gauge esta suma de forma ingenua, el resultado
serd infinito, es decir que no podremos calcular cantidades fisicas. Lo que sucede es que al
hacer esta integral se estd sumando también en todas las configuraciones de campo Ay, fi-
sicamente equivalentes, o dicho de otro modo, estamos contando de més configuraciones
que son matematicamente distintas pero fisicamente equivalentes. Este sobreconteo en la
suma implica agregar una cantidad infinita de términos redundantes que se manifiestan
como una divergencia en el resultado. Por tanto y para evitar ese sobreconteo, debemos
elegir una de entre todas las configuraciones de campo equivalentes dadas por la transfor-
macioén (2.11) y trabajar bajo esa restriccion. Este proceso de eleccidn es conocido como

fijacion de gauge.

En general la eleccion de como fijar el gauge es en gran medida arbitraria, aunque
dependiendo de la naturaleza del problema en cuestion y del objetivo que se busque,
algunas de ellas podrian ser ttiles para simplificar los cdlculos y hacer la operatoria mas

manejable, o bien hacer explicita en mayor medida alguna propiedad que sea de interés.

Para QCD o para la teoria de Yang-Mills Pura se suele utilizar un método llamado
procedimiento de Faddeev-Popov [3] en un intento de fijar el gauge (luego veremos que
hay algunos inconvenientes en el proceso [4]), a costo de modificar el lagrangiano me-
diante la introduccién de nuevos términos de interaccién y cinéticos, € incluso nuevos
campos auxiliares llamados “ghosts”. Los ghosts no estdn asociados a particulas reales,
sino mds bien son un artilugio matemdtico necesario para garantizar que la fisica no de-
penda de la eleccion del gauge. Es decir que aparecen como particulas ficticias en los

calculos intermedios pero nunca como objetos reales en predicciones fisicas.

Todos los desarrollos y fundamentos tedricos usados en este trabajo estdn basados en
una fijacion de gauge particular llamada gauge de Lorenz o a veces también gauge de Lan-
dau en la literatura, que es una forma particular de elegir como se describen los campos.
La fijacion del gauge de Lorenz implica tomar de entre todos los campos gludnicos A}
fisicamente equivalentes segun la condicion (2.11), aquellos que cumplan con la siguiente

condicion:

duAk =0, (2.13)
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donde a es un indice de color y hay una suma en el indice espacio-temporal L.

Es necesaria una observacion importante, y es que aunque por convencion se suele
decir que (2.13) es una condicién de fijacién de gauge, la realidad es que en general por
si sola no es suficiente para fijar por completo el gauge, es decir, para quedarse con una
unica opcion de entre todas las posibles segun (2.11).

En algunas teorias como la electrodindmica cudntica (QED) imponer una condicién
adicional sobre los campos es suficiente para lograr la fijaciéon completa. Esta condicion
extra que se agrega es fisicamente natural, y es imponer que los campos de gauge A
tiendan a cero en el infinito espacial: es aceptable pensar que el valor de un campo debe

ser despreciable si nos alejamos infinitamente.

AR (|%] = o) ~ 0. (2.14)

Para la electrodindmica cudntica la manera de entender por qué esto permite fijar el
gauge es que agregar la segunda condicidn restringe las posibilidades e implica que de
entre todas las equivalentes seguin (2.11) hay una tnica que puede satisfacer (2.13) y
(2.14) ala vez.

(Vale el mismo razonamiento también en QCD o en la teoria de Yang-Mills Pura?
Desafortunadamente no. Las transformaciones de gauge son mateméaticamente distintas
en QCD y en Yang-Mills Pura que en QED, de tal manera que en esta teoria (2.13) y
(2.14) no fijan por completo el gauge, lo cual significa que estas dos ecuaciones tienen
mas de una solucién equivalente de gauge, comtiinmente conocidas como copias de Gri-
bov [4]. Como consecuencia, el procedimiento de Faddeev-Popov no estd debidamente
justificado ni en QCD ni en Yang-Mills Pura y podria llevar a resultados incorrectos. Por
otro lado, segun algunos estudios, los efectos de las copias de Gribov se manifiestan de
forma significativa en el régimen infrarrojo o de bajas energias, pero tienen considerable-
mente menor relevancia en el sector ultravioleta o de altas energias [4, 5]. Consecuente-
mente es esperable que el procedimiento de Faddeev-Popov y por lo tanto el lagrangiano
obtenido por este método, cominmente llamado lagrangiano de Faddeev-Popov, repro-
duzca de manera fiable la fisica de QCD o de Yang-Mills Pura a altas energias, pero no
a bajas. Esto implica que si se estudia la teoria fijada de gauge en base al procedimiento
de Faddeev-Popov, se debe tener precaucion al interpretar los resultados y cdlculos que se
hagan en dicho sector.

Mis adelante veremos como los sintomas de este problema aparecen en la teoria, y
serd necesario buscar otros medios en un intento de acceder al régimen de bajas energias

de QCD o de Yang-Mills Pura. Estudiar este régimen es necesario para poder entender
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aspectos importantes de la teoria como la formacién de estados ligados y sus propiedades,
el fendmeno de confinamiento y otros aspectos.

Dicho esto, teniendo elegida la condicidén de gauge a utilizar e ignorando por el mo-
mento el posible inconveniente del método a bajas energias, volvamos al procedimiento
de Faddeev-Popov y veamos como queda el lagrangiano luego de imponer la condicién

de gauge de Lorenz (2.13) mediante dicho método. El nuevo lagrangiano de la teoria es:

p— L %(Q#Afj)z T (He) Db

= JEE %(a“Ag P+ (9Dt

= % L AGOHATY 1 %8“A“V8VA““ — gf AL AL M A
! G2 pade b A ARAY — %

4
dénde & es un pardmetro que tiende a cero en el caso del gauge de Lorenz, ¢ son los

(2.15)

(BuAt)? + (M) Dibe,

campos “ghosts” y ¢ los “antighosts”, y Dﬁb es una notacion para lo que se suele llamar
derivada covariante:
b _ sab b
Dy =60y +gALfe”. (2.16)

Al igual que fue mencionado en la descripcion de (2.10), aqui se siguen las mismas lineas
de razonamiento: Los términos que involucran dnica y exclusivamente dos campos del
mismo tipo corresponden a términos cinéticos de particulas libres, y los que involucran
mads de dos campos, sin importar el tipo, son interacciones. Una observacién importante es
que todos los términos de interaccion involucran potencias del pardmetro g. Volveremos

sobre ello mas adelante en la seccidn 2.5.

2.4. Funciones de correlacion e integrales de caminos

Muchas cantidades importantes en teoria cudntica de campos como tasas de decai-
miento de particulas, secciones eficaces, amplitudes de transicion entre distintos estados
cudnticos e incluso masas de los posibles estados ligados admitidos por la teoria, se pue-
den extraer de objetos llamados funciones de correlacion. En términos generales, una
funcién de correlacion es un promedio estadistico o cudntico de un producto entre dos o
mads operadores. En el contexto de la teoria cudntica de campos, estos pueden ser los cam-
pos cudnticos que describen las particulas. Matematicamente se obtienen como valores

esperados en el vacio de productos de operadores de campo y estdn dadas por la siguiente
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expresion:
(QIT{D(x1)D(x2)...D(x,)} Q). (2.17)

Aqui ® se estd usando para denotar operadores (en la representacién de Heisenberg) aso-
ciados a campos en principio arbitrarios, que podrian ser bosénicos o fermionicos. T es
el operador de tiempo ordenado, cuya funcion es ordenar los operadores desde menor a
mayor tiempo de derecha a izquierda?, y |Q) es el vacio de la teorfa, o en otras palabras,
el estado de menor energia posible. Ademads, {x1, x,...,x,,} son todos cuadrivectores de

posicion en los cuales estdn evaluados los operadores de campos.

La expresion (2.17) puede escribirse como una integral de caminos, que en términos
generales, es una suma sobre todos los valores posibles que pueden tomar los campos,
ponderados por una funcidn exponencial que le asocia un “peso” en la integral a cada una
de las combinaciones posibles. Expresado matematicamente:

[ DD ®(x;)D(x7)...P(x,,) 'SP

(QIT{D(x))D(x2)...D(x,)}|Q) = D o5 , (2.18)

donde D® = [[dP(x) y S[P] es la accién de la teoria, que se define como una integral

temporal del laicgrangianoz

S[®] = / dr L(t) = / d /}R 4% Z[®(.7)) (2.19)

En el caso particular aqui presentado, que es el de una funcién de correlacion, la inte-
gral temporal sobre debe efectuarse entre t = —oo y t = 40 y con condiciones de borde
apropiadas [45].

Las definiciones y expresiones recién descritas son genéricas para cualquier teoria
cuantica de campos. En particular si quisiéramos adaptarlo para Yang-Mills Pura fijada
en el gauge de Lorenz, tendriamos que sustituir (2.15) en (2.19) y (2.19) en (2.18) si
quisiéramos calcular la integral de caminos. Ademads, en ese caso los campos & serian
campos gluénicos Aj;.

(Cbémo calcular este tipo de integrales? En general se saben resolver de forma exacta
en teorias libres, es decir, teorias en las que no hay interaccion entre las particulas. Esto
puede traducirse en que el lagrangiano estd compuesto tinicamente de términos cudraticos
(cinéticos), y en ese caso las integrales son Gaussianas. Sin embargo en el caso mas

tipico e interesante donde las particulas si interactdan, en general estas integrales no se

%En el caso de operadores fermiGnicos este proceso de ordenamiento requiere de la introduccién de
algunos signos.
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saben resolver analiticamente de forma exacta, y la tinica manera de proceder es recurrir a
métodos que permitan obtener cdlculos aproximados. Este es el caso de la Cromodindmica
Cuéntica o de Yang-Mills Pura, donde ya vimos que los gluones interactian entre si. El
método de aproximacién mas cominmente usado para estos célculos se llama teoria de
perturbaciones. En esos casos se dice que la teoria se puede resolver perturbativamente
o de forma perturbativa. En general, como en como cualquier método de aproximacion,
se encuentra sujeto a limitaciones y sélo es aplicable dentro de ciertas condiciones, que
suelen ser bastante restrictivas. En particular, este método no suele ser vdlido en cualquier

rango de energias. Ahondaremos en ese asunto méas adelante.

2.5. Teoria de perturbaciones en Yang-Mills Pura

La idea del método de teoria de perturbaciones para resolver de forma aproximada
integrales como (2.18) es desarrollar la exponencial y ver que cuando se cumplen ciertas
condiciones, es posible quedarse s6lo con algunos términos en el desarrollo y despreciar el
resto. Claramente, cuantos mds términos se tengan en cuenta mejor serd la aproximacion
y por lo tanto mds precision tendrd el resultado, aunque la contraparte es que el calculo se
vuelve cada vez mds complicado.

Veamos como entender someramente estas ideas. Para empezar separemos la accién
(2.19) en sus términos cinéticos que corresponden a la teoria libre y en sus términos de
interaccion. Los agruparemos en lo que llamaremos Sjipe ¥ Sin: respectivamente. De este

modo la accién S puede escribirse como:
S = Stibre + Sint - (2.20)

Ahora podemos reescribir la exponencial de (2.18) como

iS _ iSiibre ,iSint — iStip . Sl'2nt S?nt S?nt Slsnt
e” = grlibre gt — glibre (1+1Sim—7—l¥—i—w—|—l?—-”>. (2.21)
El enfoque de teoria de perturbaciones es el siguiente: si S;;; es “pequefio”, en algin
sentido que se precisard mas adelante, cada término sucesivo en la suma es menor que el
anterior en médulo, de modo que las contribuciones son cada vez menores, permitiendo,
dependiendo del grado de precisién que se requiera, truncar la serie en cierto punto y

quedarse tinicamente con una cantidad finita de sumandos. 3 Hecho esto, el problema de

3En realidad, este procedimiento suele ser mas delicado pues para muchas teorfas de campos la serie
suele no converger.
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resolver (2.18) se reduce a calcular una cantidad finita de funciones de correlacion en la

teoria libre porque :

N (:q. n
/D(ID @ (x))DP(x3)...D(x,) P ~ /Dq> D (x1 )DP(x2)... D (x ) e Stitre[®] y M
n=0 n.
= i ﬂ/D<I> D(x))DP(x2)... D (xy ) (Sie )" & Stitre[®]
n—0 n! 1 2)e- n int
N m o
= Z %<Q|T{CIA)(X1)CTD(X2)...Ci)(xn)(Sinl[q)])n}|g>libre/Dq) elslibre[é]'
n=0"""
(2.22)

Aqui se uso el subindice “libre” en la funcidn de correlacion para indicar que esta siendo
calculada en la teoria con accidn asociada Sj;;,., es decir, en la teoria libre.

Las funciones de correlacién en la teoria libre pueden ser calculadas de forma exacta
mediante el uso de un teorema llamado Teorema de Wick. Este permite escribir cualquier
funcidn de correlacién de N campos, también llamadas funciones de correlacion a N pun-
tos, en la teoria libre, expresiandola inicamente en términos de funciones de correlacion
a dos puntos en la teorfa libre, usualmente llamadas propagadores. * Los propagadores
se pueden calcular como integrales Gaussianas, lo que los hace facilmente calculables
a partir de la accién de cada teoria. Como resultado, cantidades como (2.22) se pueden
expresar como sumatorias de integrales espacio-temporales de distintas combinaciones
de propagadores. También se puede trabajar con estas cantidades en el espacio de cua-
drimomentos mediante transformaciones de Fourier, en cuyo caso las integrales serdn en

cuadrimomentos en vez de en coordenadas espacio-temporales.

A continuacion veremos un método para representar estas expresiones de manera con-

veniente.

2.5.1. Desarrollo perturbativo en términos de diagramas de Feyn-

man en el gauge de Lorenz

Los diagramas de Feynman son una manera ttil de representar visualmente el tipo de
expresiones que acabamos de describir, por lo que pueden usarse como una herramienta
para obtener cdlculos perturbativos de funciones de correlacion, amplitudes de scattering,

u otras cantidades en la teoria. La forma de proceder es que cada componente que forma

4También se le llama propagadores a las funciones de correlacién a dos puntos en teorias con interac-
ciones, o a veces "propagadores completos”. En general, dependiendo del contexto se sobreentiende si se
estd haciendo referencia a la teorfa libre o no.
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parte de un diagrama tiene asociado un cierto tipo de factor y a su vez hay algunas reglas
extra que hay tener en cuenta a la hora de interpretar un diagrama. La idea es que teniendo
en cuenta estas normas bdsicas, llamadas reglas de Feynman uno pueda reconstruir una
expresion matematica. Cada teoria tiene sus propias reglas de Feynman, que ademds tam-
bién dependen de la eleccién del gauge y de la convencion que se utilice para la métrica
minkowskiana. En nuestro caso, ya se menciond que trabajaremos el gauge de Lorenz, y

la convencién que usaremos para la métrica es:

I 0 0 O
0 -1 0 O
= 2.23
L 0 0 -1 O (229
0O 0 0 -1

A continuacion se muestran las reglas de Feynman en el espacio de momentos para la
teoria de Yang-Mills Pura en el gauge de Lorenz y con la convencion de la métrica recién
descrita.

Propagador gluénico

k
apu T > by ~ G —i§ab ek
TO0000060000 WY T 2 e \THY g2
Propagador del ghost
_k> b i5ab
~ G (k) =
CE ______ >------P (k) k2 +ie

Vértice de 3 gluones
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~ Ve (p,q,k) =

+77pu(51—k)V}

Vértice gluon-ghost-ghost

Vértice de 4 gluones

a, 1 b,v
~ Viivpo =
—i82 [fabedee(rlup Nve — NusTvp)
+ 1 2% My Npo — NuoTvp)
op d,o + 14 (MuvNpo — NupMvo)]

gfabc [Tluv(k_ P)p + Nvp (p— Q>u

Estos son los constituyentes elementales de los cuales se puede construir un diagrama

arbitrario en esta teoria. Para pasar de un diagrama construido a partir de estos elementos

a una expresion matemadtica, debemos agregar algunos pasos a seguir:

1. Por cada uno de estos elementos que constituyen al diagrama, agregar su

respectiva expresion matematica.

2. Imponer conservacién de momento en cada vértice:
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donde s, puede ser 2 o 1 dependiendo de si el momento p, es entrante o

saliente al vértice respectivamente.

3. Integrar en todos los momentos internos que no queden determinados por
la conservacion de momentos, o lo que es equivalente, agregar una integral
en cada cuadrimomento correspondiente a una linea cerrada o loop en el dia-

grama: >

4. Multiplicar por el el factor de simetria que corresponda en cada caso en
particular. Los factores de simetria tienen que ver con la cantidad de maneras

distintas en que se puede obtener el mismo diagrama.

Un ejemplo concreto del uso de estos diagramas puede ser el cdlculo de funciones de co-
rrelacion a dos puntos en el espacio de momentos. En términos de diagramas esta funcion
puede calcularse como una suma de todos los diagramas posibles que se pueden construir
entre dos propagadores. Una representacion esquematica de esto es:

/ drePT(QIT{AS (DAL (0)}|Q) = (2.24)

, donde la notacion que se estd usando es que la circunferencia rayada significa una su-
ma de todos los diagramas de Feynman que pueden formarse entre los dos propagadores
gludnicos externos de cuadrimomento p y mismos indices que Aﬁ y A{’,. En la expresion
anterior se usé invariancia bajo traslaciones (r = x —y). Se puede desarrollar (2.24) ex-

plicitamente como sumas (infinitas) de composiciones de diagramas 1 PI, que son los

En esta representacién se usé por simplicidad el mismo tipo de linea para todos los propagadores,
indistintamente de si corresponden a clases diferentes de particulas o no, porque lo Unico que se quiere
representar es que cuando hay un loop hay que integrar en el cuadrimomento que circula.
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diagramas conexos que no pueden separarse en dos, cortando una Unica linea interna.

Algunos de los diagramas 1 PI que contribuyen a la expresién son, por ejemplo: °:

p
“0000000000000000
a,u b,v

P oop
00000 706000
a, u ’. ;. b, v

p Sop
a, u N b,v

Este desarrollo implica infinitos términos, porque siempre es posible agregar mas vér-
tices y propagadores para formar otros diagramas. Sin embargo, si fuera valido un desa-
rrollo perturbativo de la teoria en el cual diagramas mas complejos contribuyen cada vez
menos, podriamos truncar la suma en cierto punto y quedarnos con un numero finito y
manejable de términos en la sumatoria.

Pero, ;se puede estudiar Yang-Mills Pura de forma perturbativa? O quizds una me-
jor pregunta seria: ;Existe algiin régimen en que Yang-Mills Pura admita un desarrollo
perturbativo?

Nos dirigimos a discutir las condiciones bajo las cuales un desarrollo de este tipo
podria estar, o no, correctamente justificado. Una forma de abordar el problema, aunque
sujeto a algunas limitaciones que veremos enseguida, es pensar en el desarrollo (2.21) co-
mo un desarrollo en potencias del pardmetro g que regula las interacciones (véase (2.15)).
En la medida en que este factor sea menor que 1, mayores 6rdenes en el desarrollo de la
exponencial serdn cada vez més pequeiios, cumpliendo con los requisitos que validan la
aplicabilidad de un tratamiento perturbativo. Sin embargo, se puede mostrar que en reali-
dad g siempre aparece en la combinacion fg—nNz = 2, por lo que el factor que efectivamente
regula el desarrollo perturbativo no es exactamente g, sino °. Es decir, que el factor que
tiene que ser menor que 1 para validar el desarrollo perturbativo es g2. En el caso de QCD

o Yang-Mills Pura, N vale 3, pues resulta de considerar una teoria con simetria de gauge
SU(N =3).

®Decidimos no incluir todas las posibilidades a dos loops porque son muchos. Se presentan algunos a
modo de ejemplo.
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En términos de diagramas de Feynman, un desarrollo perturbativo es equivalente a
considerar un desarrollo en el nimero de loops en los diagramas. En otras palabras, po-
tencias més altas en ” se relacionan directamente con diagramas que contienen un mayor
ndmero de loops. Esto implica que si un desarrollo perturbativo es valido, podremos limi-
tarnos a un nimero finito de diagramas, que serdn aquellos que se pueden construir con
un nimero méiximo determinado de loops.

Pero, jes > menor que 1? En realidad, el pardmetro g, y por lo tanto g2, dependen de
la escala de energia del proceso que esté siendo tenido en cuenta. Entonces, la pregunta
correcta serfa: {Como depende 3> de la energfa y en qué rangos es efectivamente pequefio?
Resolveremos esta pregunta en las siguientes secciones, en base a algunos resultados de
QCD y Yang-Mills Pura.

2.6. Parametro de acoplamiento de QCD a altas y bajas

energias segiin calculos analiticos

Segun calculos analiticos en QCD basados en el procedimiento de Faddeev-Popov,
g% tiende asintéticamente a cero a altas energfas pero crece monétonamente a medida

que se disminuye la energia [6, 7, 8]. En la figura 2.1 extraida de [8], se puede observar el
= & _ g

—4r N -
Segun estos resultados, la intensidad de las interacciones es mayor a energias cada

comportamiento analitico para el factor ¢, definido en dicho articulo como o

vez mas pequeiias, pero disminuye a altas energias y tiende a cero, de modo que la teoria
se vuelve asintdticamente libre. Este fendmeno lleva el nombre de libertad asintdtica. En
la siguiente seccion veremos que simulaciones numéricas muestran un comportamiento
diferente a bajas energias.

En términos de teoria de perturbaciones, el comportamiento observado en las graficas
se traduce en que no es admisible un tratamiento perturbativo en el infrarrojo, porque
el pardmetro de desarrollo aumenta mondtonamente en un entorno cercano al cero. Sin
embargo, a escalas de energia mayores, donde el pardmetro es suficientemente pequeio,
el desarrollo perturbativo es valido. Por supuesto, dicha conclusion tiene sentido en la
medida en que estos resultados que se basan en el procedimiento de Faddeev-Popov sean
fiables. Pero... ;Lo son?

En la seccién 2.3 mencionamos que el procedimiento de Faddeev-Popov es cuestio-
nable a bajas energias, que es exactamente el sector en principio no perturbativo segin los
resultados de los cdlculos basados en este mismo procedimiento. Esto permite poner en

duda entonces el comportamiento del pardmetro 3 observado en la grifica 2.1, y permite
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Figura 2.1: Comportamiento analitico del pardmetro o = 4”7‘52 de QCD, en funcién de la energfa,
en GeV. o, y o' son célculos de o obtenidos mediante distintos métodos. Los diferentes estilos
de linea se corresponden con calculos hechos hasta distintos 6rdenes en teoria de perturbaciones.
Figura extraida de [8].

también cuestionarse si esta tendencia mondtona creciente a bajas energias es una propie-
dad intrinseca de la teoria, o si es, quizd, un sintoma que emerge por el hecho de estar
utilizando un lagrangiano incorrecto, incapaz de describir adecuadamente la fisica de la
teorfa a esa escala. Queda abierta la posibilidad de que incluso el pardmetro g pudiera
ser suficientemente pequefio en el infrarrojo, de modo que admita también un tratamiento
perturbativo alli. Eso seria muy prometedor y abriria una via que facilitaria el estudio de
este sector de la teoria, mediante el uso de herramientas ya conocidas y entendidas en la li-
teratura. Por supuesto que el abordaje de este tema seguiria siendo complejo por muchos
otros aspectos, pero contar con métodos de calculo viables y conocidos constituiria un
punto de apoyo fundamental para abordar este tema de investigacién con mayor certeza.
Pero, ;existen indicios no basados en el procedimiento de Faddeev-Popov que puedan

respaldar y aportar credibilidad a esta idea?

2.7. QCD y Yang-Mills Pura a altas y bajas energias se-

gin calculos numéricos

Una alternativa para abordar problemas que aun no se comprenden completamente

desde un enfoque analitico es a través de simulaciones numéricas en lo que cominmente

20



se conoce como el lattice, que significa “red” o “grilla” en inglés [1]. Este nombre pro-
viene de la idea de explorar teorias de campos de forma numérica, donde, debido a la
imposibilidad de simular espacios continuos, se utilizan espacios discretos compuestos
por una red de puntos. Naturalmente, cuanto mds cerca estén los puntos entre si en la red
mads precision tendrdn los resultados porque se asemejard mds al espacio continuo que
percibimos. Es importante distinguir entre dos tipos distintos de simulaciones en el latti-
ce, las que trabajan sobre un gauge fijado y las que no. Utilizaremos algunos resultados
de ambos enfoques.

Las simulaciones numéricas que trabajan sobre la teoria fijada de gauge permiten
calcular cantidades que no son fisicamente medibles porque dependen de la eleccion del
gauge. Un ejemplo concreto son las funciones de correlacion. A diferencia de los enfoques
analiticos, los tratamientos numéricos permiten, segtn se afirma en la literatura, evadir los
problemas de fijacion de gauge asociados a las copias de Gribov mediante ciertas técnicas
numéricas. [9, 10, 11, 12]

Por otro lado, las simulaciones en las que no se fija el gauge, evaden de forma directa
cualquier posible dificultad asociada al proceso de fijacién, porque no lo utilizan. La limi-
tacion en este caso es que solo permiten el cdlculo de cantidades invariantes de gauge, es
decir, cantidades fisicas. Ejemplos concretos pueden ser masas de particulas o espectros
de energias de estados ligados.

Una de las principales cualidades de las simulaciones en el lattice es que los méto-
dos numéricos que utilizan son no perturbativos, lo que quiere decir que no requieren del
uso de teoria de perturbaciones. Al no estar limitado por métodos perturbativos ni por
inconvenientes asociados a procesos de fijacion de gauge, estas simulaciones permiten el
acceso a resultados numéricos sélidos incluso en el régimen de bajas energias de QCD
o de Yang-Mills Pura, donde somos en principio incapaces de acceder desde un punto
de vista analitico utilizando la accién de Faddeev-Popov. No obstante, las simulaciones
en el lattice se ven limitadas por otros factores. Suelen ser extremadamente costosas en
tiempo de cdlculo, estan sujetas a incertidumbres asociadas a la discretizacion del espacio-
tiempo y de volimenes finitos, y se destacan por brindar resultados cuantitativos en lugar
de analiticos. Respecto al dltimo punto, significa que son muy dtiles para obtener infor-
macién sobre comportamientos de cantidades, como por ejemplo el del acoplamiento o de
propagadores en diversos rangos de energias, y sin embargo, son incapaces de proporcio-
nar soluciones analiticas a cuestiones fundamentales, como pueden ser: la determinacién
precisa del lagrangiano fijado de gauge adecuado en la teoria de Yang-Mills Pura o la
aplicacion apropiada del procedimiento de Faddeev-Popov a bajas energias.

En nuestro caso esto significa que ain teniendo una grafica obtenida por medio de
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Figura 2.2: Comportamiento de ¢ en funcién de la escala de impulsos euclideanos, obtenido a
partir de simulaciones numéricas en el lattice con igual espaciado y distintos volimenes. Figura
extraida de [13].

simulaciones en el lattice, que describa cuantitativamente el comportamiento del pardme-
tro de acoplamiento, faltaria entender de forma analitica la razén de ese comportamiento
y como describirlo mateméticamente desde primeros principios. Solo de esa manera po-
driamos acceder y explorar analiticamente y sin ambigiiedades un rango mayor de escalas
energéticas de la teoria y entender aspectos ya mencionados anteriormente como los es-

tados ligados, la hadronizacion, el fenémeno de confinamiento y otros aspectos.

2.7.1. Parametro de acoplamiento numérico

(Qué dicen las simulaciones numéricas en el lattice sobre el comportamiento del aco-
plamiento g2? Resultados numéricos obtenidos en Yang-Mills Pura muestran que a bajas
energias el pardmetro o = A‘”ng exhibe un méximo local y tiende a cero para energias
menores. Este comportamiento puede observarse en la figura 2.2, extraida de [13]. Dicha
curva de o fue obtenida a partir del vértice de interaccion ghost-gluén-gluén en el gauge
de Lorenz.

Fundamentalmente se pueden observar dos aspectos importantes. El primero es el
comportamiento a bajas energias, que discrepa con los resultados analiticos extraidos del
procedimiento de Faddeev-Popov (véase Fig. 2.1). Como ya mencionamos, los cédlculos
analiticos no son confiables en esa zona por posibles inconsistencias en la fijacion de gau-

ge, por lo que una discrepancia no es sorprendente. El segundo punto es que reproduce la
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libertad asintdtica a altas energias. En dicho régimen la fijacion de gauge esté bien funda-
mentada y una correspondencia entre resultados numéricos y analiticos era esperable.

A efectos de este trabajo, el punto mds importante de la figura 2.2 es que el valor

maximo alcanzado por & es aproximadamente O, ~ 1.5. Esto quiere decir que el pa-

rametro > toma un valor maximo de aproximadamente g2, = 3‘1‘”7;” ~ % ~ 0.36. En

la seccién 2.5 mencionamos que una condicién necesaria para que pueda ser valido un

tratamiento perturbativo en QCD o en la teoria de Yang-Mills Pura, es que el pardmetro
de desarrollo 32 tome valores menores a 1. Los resultados extraidos del lattice confirman
que nos encontramos dentro de las condiciones de aplicabilidad de este método, aunque
el pardmetro no es particularmente pequefio cerca del maximo local (g2,,, =~ 0.36), por lo
que, si bien la correcciones perturbativas estan suprimidas, podrian no ser tan pequefias.
A pesar de ello, e incluso contando con un tratamiento perturbativo y disponiendo de
los resultados del lattice para el paradmetro de acoplamiento, no es suficiente para propo-
ner un posible método de abordaje en un esfuerzo por acceder al sector infrarrojo de QCD
o Yang-Mills Pura. Adn no conocemos qué apariencia podria tener el lagrangiano de la
teoria a bajas energias una vez fijado el gauge, debido a los problemas mencionados an-
teriormente [4]. Se requiere atn algtin elemento adicional que sugiera un posible enfoque

analitico desde el cual abordar este tltimo obstaculo.

A continuacion exploraremos resultados del lattice en relacion a la funcién de corre-

lacién a dos puntos del campo del gluén A%, que nos ofrecen una posible via de solucion.

2.7.2. Funcion de correlacion numérica del gluén

Ademéds de los resultados numéricos para el pardmetro acoplamiento, hay otro punto
que serd parte de la base de este trabajo, y es el comportamiento que exhibe la funcién
de correlacion a dos puntos del gluén en el sector infrarrojo, segin cédlculos hechos en el
lattice fijado de gauge. Por simplicidad le llamaremos a veces también “propagadores” a
las funciones de correlacién a dos puntos, como la introducida en (2.24). El paralelismo
surge de que los propagadores como (2.5.1) y las funciones de correlacion como (2.24)
son cantidades andlogas, con la tunica diferencia de que una es calculada en la teoria
libre y la otra en la teoria con interacciones. En general, dependiendo del contexto se

sobreentendera a cual de ellas estamos haciendo referencia.

En el gauge de Lorenz se puede escribir el propagador o funcién de correlacion a dos
puntos en el espacio de momentos de la siguiente forma:

/ d*rePT(QIT{A% (r)AL(0)}]Q) = D(p?)is™ (mw - p;’;v) , (2.25)
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Figura 2.3: Dressing function del gluén en funcién del impulso euclideano p, obtenido a partir
de simulaciones numéricas en Yang-Mills Pura fijada en el gauge de Lorenz, para grillas de igual
espaciado y distintos volimenes. Grafico extraido de [13].

donde D(p?) es una funcién que depende de p?.

Segtn varios estudios hechos a partir de simulaciones en el lattice fijado de gauge,
D(p?) tiende a un valor finito para p> — 0 [14, 15, 16, 17]. Este comportamiento se puede
observar en la figura 2.3, que estd representada mediante el uso de una métrica euclideana
(p* = p3— p* — p3+p*). Este tipo de comportamiento en funciones de correlacién a dos
puntos es tipico en particulas masivas, porque en general para una particula masiva D(p?)

tiene la forma: |

, (2.26)
p*—mi—2(p?)

D(p*) e

donde mq es la masa de la particula en la teoria libre, es decir, la masa que tendria la
particula si no interactuara con otras, y £ es una cierta funcién de p2 llamada usualmente
auto-energia. Su significado fisico es que, cuando se la evaltia en el polo del propagador,
da la masa que adquiere la particula a través de las interacciones.

Para el gluén, my = 0 porque no tiene masa en la teoria libre. Tomando el limite
p? — 0, la ecuacién (2.26) tiende a D(p?) o< ﬁé). Asumiendo X(0) # {0, 0}, D(p?) tiende
a un valor finito, lo cual concuerda, al menos cualitativamente, con el comportamiento en
p? — 0delafigura 2.3. Esto podria sugerir, como una posible via de explicacién para estos
resultados numéricos, que el gluén adquiere masa por algin mecanismo que involucra a
las interacciones. La naturaleza de este mecanismo se desconoce y es un tema de debate

abierto a dia de hoy. Algunas posibles explicaciones son estudiadas en [18, 19, 20, 21, 22,
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23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32].
Varios estudios han aprovechado este fenémeno en un intento por construir modelos
que describan o se aproximen a describir de forma adecuada la fisica de la teoria de Yang-

Mills Pura y QCD a bajas energias.

25



Capitulo 3

Marco tedrico: Modelo fenomenolégico

de Cornwall

3.1. Modelos fenomenoldgicos con gluones masivos

Los enfoques fenomenoldgicos son frecuentes en fisica. Bajo la falta de un método
analitico basado en principios fundamentales para obtener el lagrangiano adecuado de
la teoria, es decir, aquel que es capaz de describir correctamente la fisica a toda escala
de energias, se proponen modelos construidos a partir de fundamentos fenomenolégicos.
Estos podrian ser por ejemplo intentar reproducir ciertos datos numéricos o experimen-
tales. Por supuesto, enfoques asi s6lo cobran sentido a posteriori, si logran describir de
forma satisfactoria el fenémeno en cuestién. Siendo ese el caso, pueden usarse como un
primer acercamiento a intentar comprender también otros aspectos de la teoria, que no
sean entendidos desde primeros principios. Alternativamente, cuando un modelo no logra
reproducir ciertos resultados experimentales o numéricos, es una fuerte indicacion de que

el enfoque no es el adecuado y de que el modelo debe ser descartado o modificado.

Naturalmente, estas aproximaciones no logran resolver uno de los problemas, que es
la obtencion del lagrangiano fijado de gauge correcto. Sin embargo pueden servir como
una herramienta para acceder al sector infrarrojo de QCD, al menos de forma aproximada,
y para intentar extraer informacidn ttil sobre la fisica en ese sector. Esto podria aportar
indicios claves para entender como llegar de forma analitica al lagrangiano adecuado de
la teorfa. Si, por ejemplo, el comportamiento de la fisica en el rango de bajas energias nos
permitiera descubrir alguna condicién adicional a imponer sobre los campos gluénicos,
que nos habilitara a fijar por completo el gauge, podriamos evadir asi, a costa de nuevas

restricciones fisicas, problemas asociados a las copias de Gribov.
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Aunque adn no estd claro desde principios fundamentales cudl es el mecanismo por
el cual el gluén parece adquirir masa, existen diversos modelos que incluyen de una ma-
nera u otra gluones masivos. Una primera estrategia para afrontar el problema puede ser
incluir manualmente un término de masa en la teoria. Hay varios modos de llevar esto a
cabo, cada uno de los cuales da lugar a un modelo matematico diferente. Uno de ellos
fue propuesto por J.M. Cornwall y A. Soni en 1982 [33], y es en el que nos basaremos
mayoritariamente en esta tesis. En su publicacion se calcula el espectro de estados ligados
de dos gluones en este modelo '. Es uno de los primeros modelos fenomenoldgicos para
glueballs de la literatura, y de los tnicos en que se han hecho célculos para el espectro
de estas particulas. Desafortunadamente no queda completamente clara la metodologia
utilizada para estos cdlculos en la publicacién [33]. Esto lo convierte en un tema de inte-
rés para ser estudiado en mayor profundidad. Los resultados obtenidos en ese momento
no reproducen satisfactoriamente los datos de simulaciones numéricas actuales, pero con-
sideramos que puede ser valioso reevaluar el modelo variando algunos pardmetros del
mismo e implementando algunas modificaciones. Pretendemos rehacer este estudio im-
plementando algunas variantes, tanto en la metodologia como en el propio modelo en si.
El objetivo es estudiar como cambian los resultados bajo estas modificaciones, y si son
capaces de proporcionar una descripcién més precisa del espectro de glueballs medido en

el lattice.

También existen otros modelos, como el Modelo de Curci-Ferrari [34], que han tenido
un €xito considerable a la hora de reproducir algunas cantidades de simulaciones numé-
ricas. Algunos estudios han logrado reproducir, a partir de este modelo, los fendmenos
observados en las figuras 2.2 y 2.3 con un grado considerable de precision [35, 36], ade-
mas de muchas otras cantidades. Desafortunadamente, no hay articulos donde se realicen
calculos sobre el espectro de glueballs en este modelo. Un estudio asi seria importante
para poner a prueba sus predicciones sobre cantidades fisicas. A pesar de ello, preferi-
mos analizar el modelo de Cornwall en este trabajo 2, aunque dado el éxito del modelo
de Curci-Ferrari para reproducir algunos aspectos de la teoria de Yang-Mills Pura, re-
curriremos ocasionalmente a él para motivar y fundamentar algunas suposiciones que

precisaremos en el trabajo.

A continuacion presentamos el modelo de Cornwall y los fundamentos tedricos sobre

los cuales se sustenta.

'También hay calculos para los estados de tres gluones, pero no son de interés en esta tesis.
2Creemos que un tratamiento similar al que usaremos en esta tesis podria servir para obtener el espectro
de glueballs en el modelo de Curci-Ferrari.
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3.2. El modelo y su Hamiltoniano

A diferencia del formalismo que hemos usado hasta el momento para motivar este
trabajo, el modelo propuesto por Cornwall se encuentra expresado en el formalismo ca-
noénico de la mecdnica cudntica, que se basa en el operador Hamiltoniano (H). En este,
los estados fisicamente permitidos del sistema estdn representados por vectores, que son
los autovectores de H, y sus correspondientes autovalores son las energias de los respec-
tivos estados. Matemadticamente esto se traduce de la siguiente manera: |e,) es estado del

sistema <= H |e,) = E, |e,) y en ese caso E, es la energia de dicho estado.

Una implicacién directa de esta manera de representar los estados fisicos es que el
Hamiltoniano es el operador que corresponde al observable energia, y por tanto también
codifica las interacciones entre los elementos del sistema. Como la energia de un siste-
ma es una cantidad real, H debe ser hermitico (H" = H) para que sus autovalores sean
reales. Ademds, los autovectores de H se pueden elegir ortonormales entre si y en con-
junto forman una base de un espacio vectorial llamado espacio de Hilbert, denotado por
H.

El hamiltoniano que define a este modelo pretende representar a un sistema de dos
gluones masivos que interactian entre si en un régimen poco relativista, en el cual las
energias de interaccion involucradas son mucho menores que las masas de los gluones.
La viabilidad de un enfoque no relativista en un sistema cudntico de este tipo podria ser
vélida porque el gluén es masivo en este marco tedrico. Es razonable que si las energias de
interaccion son suficientemente bajas, el sistema admita una descripcion de bajas veloci-
dades. Simulaciones en el lattice respaldan esta idea para estados ligados de dos gluones:
las masas de los gluones que se observan en estas simulaciones resultan ser aproximada-
mente la mitad de la masa del glueball mas liviano [37, 38], de modo que, al menos para
este, se puede esperar que las energias de interaccion y cinética relativa entre los gluones
sean mucho menor que la masa de los mismos. El estudio del régimen poco relativista
resulta interesante porque suele ser mas facil de tratar, y atin asi permite estudiar muchos
fenémenos que se dan en dicho sector, para los cuales no es necesaria una descripcion
completa del sistema.

La deduccién del operador Hamiltoniano de este modelo, que se construye a partir de
la energia cinética y potencial de interaccion del sistema, se basa en un enfoque con una
gran componente fenomenolédgica, que pretende incluir ciertos aspectos razonables como
el confinamiento o la interaccién espin-orbita o espin-espin entre particulas. Expresare-
mos todas las cantidades en un sistema de unidades en que la velocidad de la luz (c¢) y la

constante de Planck toman el valor 1.
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El potencial en este modelo es:

—mr _ 2 7 2_
V:Zm(l—e_""ﬁ)—)w (2s Tm +152)+7r15(r) (4m 2s+§S2)

r 6m? 3 3m? m? 2
(3.1
37 1de™ A 1 e "
— LS~ —— 4+ |(§-V)? - =§*V?
FY A PR [( ) 3 r’
donde se pueden identificar términos que tienen distinto origen:
Vg = 2m(1—e ™F) (3.2)
Ae™™ (25 —Tm> 1 ,\  #wAS(F) (4m>—2s 5,
Vi=— =S =S
A r ( 6m? * 3 ) * 3m? ( m? * 2 )
(3.3)

—mr —mr
En estas expresiones m es la masa del gludn, r el operador que representa la distancia entre
los dos gluones, S = S; + 95, es el operador de espin total del sistema, L es el operador
de momento angular orbital, A es un parametro indeterminado que regula la intensidad
de las interacciones, f es otro pardmetro indeterminado que podria, segin el articulo,
relacionarse con una escala caracteristica del confinamiento, y s = 4m? + 0 (v? /c?). Aqui
(y en todo el trabajo) &'(v?/c?) significa “términos de orden v?/¢%”, donde v es el operador

de velocidad relativa entre las particulas y ¢ es la velocidad de la luz.

Ambos potenciales (3.2) y (3.3) tienen interpretaciones fisicas y bases tedricas dis-
tintas. De acuerdo con el articulo, el potencial (3.2) pretende modelar el fendmeno de
confinamiento de los gluones: a distancia infinita Vg tiende a 2m, que representa la ener-
gia necesaria para materializar un nuevo par de gluones que “apantallen” los colores de
los gluones originales. En otras palabras, pretende simular el hecho de que al intentar se-
parar o desligar completamente al estado, llegard un momento en que habremos inyectado
suficiente energia al sistema como para crear dos gluones nuevos. Estos nuevos gluones
se unirian a los originales formando como resultado dos glueballs, ambos de color neutro.
Este proceso esta representado de forma gréfica en la figura 3.1, aunque los colores en

ella son meramente ilustrativos y no deben interpretarse de forma literal. El origen ma-
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Figura 3.1: Posible representacion grafica del fendmeno de confinamiento.

temadtico para este potencial surge del modelo de Schwinger en dimensién d=1+1 (una
espacial y otra temporal) [39]. Dicho modelo es en realidad una versiéon simplificada de
la electrodindmica cudntica (QED), pero se ha usado a lo largo de la historia como un
prototipo para el estudio de QCD en mayores dimensiones, porque comparte algunas si-
militudes conceptuales, como un fenémeno de confinamiento o la generacién de masa, y
es matemdaticamente mds simple.

Segtn se afirma en el articulo, el potencial (3.3) tiene un origen diferente a (3.2). Surge
de la aproximacion de Born aplicada en un modelo de QCD que incluye gluones masivos
mediante el agregado de un termino de masa en el lagrangiano, y el afiadido de nuevos
campos escalares para mantener la invariancia de gauge [40, 41]. La aproximacion de
Born consiste en extraer un potencial de interaccion entre particulas a partir de amplitudes
de scattering, calculadas en teoria de perturbaciones al orden mas bajo. Una deduccion
de V), es tratada en [42]. El potencial obtenido pretende modelar los siguientes aspectos

fenomenoldégicos:

1. Interaccidn espin-espin: surge por los efectos de interaccion entre los mo-

mentos cromo-magnéticos asociados al espin de cada una de las dos particu-

las, que pueden pensarse en analogia a dos imanes interactuando entre si.

2. Interaccidn espin-Orbita: Para particulas cargadas eléctricamente hay una

interpretacion intuitiva y es que el momento magnético asociado al espin in-
teractia con el momento magnético generado por el movimiento orbital de la

propia particula cargada. En el caso de los gluones, hay un momento mag-
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nético de color que cumple un rol andlogo al eléctrico y genera este tipo de

interaccion.

3. Interaccién de Yukawa: en teorias donde el campo de gauge es masivo se

puede esperar un decaimiento exponencial en algunos de los términos del po-
tencial. La inclusién de un termino de masa en el lagrangiano, modifica los
propagadores de la teoria y el potencial entre particulas (més adelante moti-
varemos con mads rigor esta afirmacion, basandonos en el modelo de Curci-
Ferrari). En general a este tipo de potenciales se les llama potencial de Yuka-
wa. Fisicamente hablando, este comportamiento permite reproducir el hecho
de que la interaccion fuerte es de muy corto alcance, porque el potencial de-

cae rdpidamente con la distancia.

4. Término de Darwin (8(7)): el término que involucra un delta de Dirac en

r se suele llamar término de Darwin. Aparece como producto de las interac-
ciones no-locales que resultan de las aproximaciones no relativistas, al hacer
desarrollos perturbativos en v?/c?, y se deben a rapidas fluctuaciones cudnti-

cas en el campo de la particula. En este caso, el campo gluénico.

Los aspectos mencionados motivan y aportan una nocién de los origenes e interpretacio-
nes de estos dos potenciales, que son unificados en la expresion (3.1) para constituir el
potencial de interaccion que define al modelo.

Para obtener el Hamiltoniano, hay que tener en cuenta también la energia cinética de
las dos particulas. Para ello, decidimos posicionarnos en el sistema de referencia en el
cual el centro de masas estd en reposo. Definimos la masa reducida | y el operador de

momento relativo p entre las particulas como:

mipmy
mi +my

u

(3.4)
— Lo = g — 2P P2
p=u(vi—vy)=puv —m1 tm

donde my, my son las masas de las particulas involucradas, v; y v, son los operadores
asociados a sus respectivas velocidades, v =v| — vy, p1 =mv| y p2 = myv;. En nuestro
caso, ambos gluones tienen igual masa m| = my = m, por lo que las definiciones (3.4) se

reducen a:

=
[
|3

(3.5)



Consideraremos que los glueballs estdn descritos por un régimen poco relativista, por lo
que desarrollamos la energfa cinética hasta primer orden en v?/c? (respecto del “orden
cero”, que ya es de orden v?/c? ). En este sistema de referencia y bajo esta aproximacién,
el Hamiltoniano del modelo resulta:

P
H=om+ 2 _
m+2‘u 32!13—1-‘/'!34-‘/)L
2 4 —mr 2 —mr
P p _mry e 2s—Tm~ 1, 37 1de
—om+ 2 2m(1 — - —s?) -2l ps- 2
m+2/.t 32,LL3+ m(l —e™) r < 6m? +3S 2m? Sr&r r

rTAS(F) [(4m®> —2s 5, A s L oo]e™
+ 5 ( T3S ) g | (59— 282V | S

m 2 3 r

(3.6)

que pretende representar a un sistema de dos gluones que interactdan entre si mediante

fuerzas de naturaleza fuerte, en un régimen poco relativista.

A través de este operador es posible explorar propiedades y fendmenos vinculados
con el sistema en consideracién. Una de las caracteristicas esenciales que se pueden es-
tudiar es el espectro de energias permitidas en el modelo. En este contexto el espectro de
energias son los autovalores de los autoestados de H, y representan los niveles energéti-
cos que podrian caracterizar a las glueballs. Estas cantidades podrian ser contrastadas con
medidas experimentales y de simulaciones numéricas, y servir como referencia para la
identificacion de glueballs en la naturaleza, tarea que hasta el momento ha sido imposible
de lograr. Esta es una de las principales razones por las que es importante investigar las
predicciones sobre el espectro de glueballs en modelos fenomenoldgicos, y por ello es
el tema central que abarca esta tesis. Al igual que en el articulo original, estudiaremos
los niveles energéticos partiendo de la ecuacion de Schrodinger, que parece un punto de
partida razonable teniendo en cuenta que el modelo es en si mismo una aproximacién de
bajas energias. El procedimiento utilizado en el articulo para el cdlculo de los autoesta-
dos de H no resulta totalmente claro al lector, pero creemos que difiere del tratamiento
perturbativo estdndar de mecénica cudntica. Sin embargo, basdndonos nuevamente en la
naturaleza no relativista del modelo, es razonable pensar que algunos términos del Hamil-
toniano estén suprimidos respecto a otros por factores de v?/c?, en cuyo caso se esperaria

que un tratamiento perturbativo estdndar funcionara correctamente.

En esta tesis decidimos partir desde este enfoque perturbativo para analizar, en una
primera instancia, en qué medida dependen los resultados de esta eleccion, lo que nos
aportard informacion sobre cudn consistentes son las aproximaciones no relativistas que
sustentan a este modelo. Para ello, veremos si mediante este otro método y usando los

mismos valores de los parametros A y 8 que se utilizan en el articulo, logramos reproducir
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sus resultados. Si no fuera el caso, seria un indicio de que tratar en el Hamiltaniano como
un desarrollo perturbativo no relativista (al menos para esos valores de A y ) podria
ser cuestionable, aun si esto pareceria ir, en principio, en contra de la fenomenologia
esperada. Otra posible opcién podria ser que el modelo fuera incapaz de describir de
forma razonable la fisica de glueballs a bajas energias, y esto podria manifestarse como
una aparente contradiccion entre la fenomenologia esperada y los resultados.

En una segunda instancia, y teniendo en cuenta que actualmente contamos con datos
actualizados de simulaciones en el lattice sobre el espectro de glueballs (con los que no
contaban en el afio de la publicacion [33]), decidimos también variar los parametros A y
B para determinar si algin par de valores {A,} es capaz de describir dichos datos con
un grado razonable de correlacién. De ser asi, podria ser que el modelo describa de forma
razonable algunos aspectos de QCD si se usan los pardmetros adecuados.

También nos proponemos estudiar el espectro de glueballs en una modificacion del

modelo de Cornwall, que presentamos a continuacion.

3.3. Modificacion del modelo mediante un potencial li-

neal

Ademas del potencial (3.2) que se propone en el articulo para intentar modelar el fe-
noémeno de confinamiento, existen otras opciones que han sido propuestas a lo largo de la
historia. Una de las que ha tenido mayor aceptacion en la comunidad cientifica, discutida
en articulos como [43], propone la existencia de un potencial lineal entre particulas con
color, como los gluones. Decidimos explorar también esta opcion con miras a comparar
con un modelo de referencia mds cominmente utilizado. Consideraremos entonces tam-
bién una modificacién del modelo de Cornwall que consiste en sustituir el potencial (3.2)
por:

Vg = m*Br. 3.7)

Bajo esta modificacion, el Hamiltoniano resulta:

2 4 2 4 —mr 2
p p p p ’ Ae 2s—Tm~ 1 ,
H=2 —————=+Vg+V, =2 —— - =S
TR R e vt s e ( om> 3
TAS(F) (4m?>—2s 5 ,\ 3A . 1de™ A s L, e
—S°)—=—=L-S—= S-V):— =87V
3m? ( w2 2m?>” ror r +2m2( ) 3 r
(3.8)

33



Para este modelo estudiaremos también si algin par {A,B} es capaz de describir con

buena correlacion los datos del lattice.
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Capitulo 4

Estados ligados no relativistas en teorias

cuanticas con campos de gauge masivos

En teorias cudnticas de campos la cantidad de particulas no se conserva, porque las
leyes de la relatividad permiten la conversiéon de materia en energia y viceversa. Como
resultado, la descripcion de los estados en términos de funciones de onda continuas, que
caracterizan la evoluciéon de los mismos, deja de tener sentido. Sin embargo, si nos en-
contrdramos en un régimen en el que el nimero de particulas fuera conservado, la des-
cripcion del sistema en términos de funciones de onda cobraria sentido nuevamente, y
con ello también la existencia de una ecuacién que las rija, como por ejemplo una ecua-
cién de Schrodinger. Si el gludn tiene masa, la teoria de Yang-Mills Pura deberia admitir
un régimen de particulas conservadas en un régimen de bajas energias, donde la energia
disponible no sea suficiente para crear nuevos gluones. !

En este capitulo investigaremos un método para estudiar estados ligados en teorias
cuanticas con campos de gauge masivos (gluones en nuestro caso), en un régimen no
relativista. Particularmente veremos cémo a partir de funciones de correlacion es posible
deducir una ecuacion de Schrodinger bajo ciertas suposiciones, que ademds predice una
interaccion de Yukawa a orden dominante entre los gluones, al igual que en los modelos
fenomenoldgicos con gluones masivos.

Basaremos estos cdlculos en el modelo de Curci-Ferrari, que tiene mayor sustento
por parte de las simulaciones del lattice, pero un procedimiento andlogo también deberia
ser aplicable en el mddelo de Cornwall para obtener del mismo modo una ecuacién de
Schrodinger y justificar los términos de Yukawa en su Hamiltoniano. De hecho, como se

comento en el capitulo 3, en el articulo original de J.M. Cornwall y A. Soni [33] afirman

Tgualmente para QCD, pero pidiendo que la energfa no sea suficiente ni para crear gluones ni quarks.
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haber hecho su propia deduccién del potencial, basdndose en la aproximaciéon de Born
(aunque no lo demuestran). Consideramos valioso complementarlo con otro punto de vis-
ta. Nos basaremos en la ecuacion de Bethe-Salpeter, que a diferencia de la aproximacion
de Born, es un enfoque mds general por ser no perturbativo.

En un caso ideal, si tanto el modelo de Curci-Ferrari como el modelo de Cornwall
fueran una buena descripcion de la fisica de QCD a bajas energias, se podria esperar que
deduciendo el potencial entre gluones a partir del modelo de Curci-Ferrari se obtuviera
el potencial que rige al modelo de Cornwall, o al menos un potencial con caracteristicas
similares. Sin embargo, en este trabajo no apuntamos a ello, y nos limitaremos a estudiar
el orden dominante del potencial.

Partiremos desde algunos aspectos sobre la estructura de polos, o polologia, de fun-

ciones de correlacién a dos puntos, que enunciamos a continuacion.

4.1. Polologia de funciones de correlacion

Consideremos un operador ® escalar bajo transformaciones de Lorentz y de gauge
(por simplicidad). En teorias cudnticas de campos, una manera usual de descomponer
funciones de correlacion entre operadores ®(x) y O(y) es la llamada representacion es-
pectral de Kdlléen—Lehmann [44, 45]:

[ drerr@irieme)e) = LIQIO0)A0) 1 @)

p°— mi +ie
Aqui r = x — y (se usé invariancia bajo traslaciones), el indice A en la sumatoria recorre
todos los posibles estados |Ag) con tri-momento nulo de la teorfa, y que tienen los mismos
nimeros cudnticos que el operador . El factor m, representa la masa del estado |Ag).

Esta descomposicion resulta especialmente util porque muestra que las masas de es-
tados ligados se manifiestan como polos en las transformadas de Fourier de funciones de
correlacion.

Por otra parte, estos polos aparecen Unicamente al tener en cuenta infinitos diagramas
[45]. Esto es particularmente importante para nuestro andalisis porque implica que, para
poder estudiar estados ligados a partir de funciones de correlacion, no podremos restringir
la serie a un ndmero finito de diagramas. Genéricamente hay que tener en cuenta todos,
pero luego veremos que bajo ciertas suposiciones sobre la cinemética de los gluones,
podria ser justificable restringirse a un subconjunto (aunque también infinito) de ellos,

conocidos como diagramas “Ladder”, término que proviene de “escalera” en inglés.
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Otro punto clave es que en un régimen no relativista en el que una descripciéon en
términos de una ecuacion de Schrodinger pueda ser vélida, los residuos de los polos en
la funcidn de correlacion aparecen factorizados como (o proporcionalmente a) W) y;,
2 donde y; es la funcién de onda del estado en cuestién. Ademds, si pensamos en las
divergencias de la expresion (4.1) como polos en py, la ubicacién de los mismos se da en
po=E;(p),donde E; (p) = /P> + mi es la energia del estado. Cada polo en la funcién

de correlacion aparece entonces factorizado como [46, 47, 48]:

CyL Wy,

4.2
po—Ep(p)’ (*2)

donde agregamos un posible factor C; de proporcionalidad.

En resumen, se destacan dos puntos importantes en esta seccion. El primero es que,
con el fin de estudiar estados ligados, que se presentan como polos en la funcién de
correlacion, es necesario considerar una suma de infinitos diagramas de Feynmann en el
desarrollo perturbativo de la misma. El segundo es que en un régimen no relativista las
funciones de onda de los estados aparecen en los residuos de los polos de funciones de

correlacion.

En la siguiente seccidén definiremos el marco tedrico en el cual trabajaremos para

deducir la ecuacion de Schrodinger y el potencial de Yukawa: el modelo de Curci-Ferrari
3

4.2. Modelo de Curci-Ferrari

Como se ha comentado anteriormente en el capitulo 3, el modelo de Curci-Ferrari es
un modelo fenomenoldgico de QCD o Yang-Mills que incluye gluones masivos, y que ha
tenido considerable éxito a la hora de reproducir resultados del lattice, como los compor-
tamientos observados en las figuras 2.2 y 2.3. [35, 36] Varios articulos han discutido las
caracteristicas de este modelo en profundidad. Una recopilacion de gran parte de estos
estudios se puede encontrar en [37]. Usaremos este marco tedrico para complementar la
motivacion de la existencia de un potencial de Yukawa entre gluones, y la deduccién de
una ecuacion de Schrodinger a bajas energias.

La densidad lagrangiana del modelo de Curci-Ferrari se obtiene a partir de Yang-Mills

2Aqui no hay una suma en A. Simplemente es un indice que identifica un estado |4) de la teorfa.
3Los resultados vistos en esta seccién, y también la ecuacién de Bethe-Salpeter son vélidos en cualquier
teorfa de campos. En particular, en esta tesis nos interesa estudiar sus aplicaciones a modelos especificos.
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fijada en el gauge de Lorenz mediante el procedimiento de Faddeev-Popov y el agregado

de un término de masa para el gluén:

m2

Zcr = ZLrp— TAﬁjAZ. (4.3)
Aqui ZFp es el lagrangiano de Faddeev-Popov en el gauge de Lorenz (ec. (2.15)), A§, son
los campos del gluén y m es la masa de los gluones en este modelo.

Como modelo fenomenoldgico, no estd claro como obtener este Lagrangiano desde
primeros principios, pero se piensa que el término de masa m;AgAZ podria surgir como
consecuencia del procedimiento de fijacion de gauge correcto.

Las reglas de Feynman en este modelo son las mismas que en QCD, presentadas en la
seccion 2.5.1, con la Unica diferencia que hay que modificar el propagador del gluén con

un termino de masa. El nuevo propagador gluénico es:

k
ap — > bv G (k) = —ig®  kuky
TEBO000800800 WA TR —m2 e UMY K2

4.3. Funcion de correlacion en aproximacion Ladder

Motivaremos que bajo ciertas suposiciones, los diagramas dominantes en funciones
de correlacion en un régimen de glueballs no relativistas, son los diagramas “Ladder”,

que son aquellos de la forma:

Figura 4.1: Diagramas Ladder

Segin vimos en la seccion 4.1, los estados que se presentan como polos en funciones
de correlacion tienen los mismos nimeros cuédnticos que los operadores ® que se insertan
entre los estados de vacio |Q2). Para tener en cuenta glueballs, particulas formadas por
gluones, necesitamos operadores que estén compuestos por campos gluénicos Ay, y que
tengan los nimeros cudnticos de las glueballs. Si el confinamiento también aplica para es-

tas particulas, estas deben ser singletes de color, por lo que buscamos un operador que sea
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invariante bajo la accién del grupo SU(3). La opcién més simple es ©(x) = Ff,, (x)F4 (x),

que también es escalar bajo transformaciones de Lorentz.

La funcién de correlaciéon que tendremos en cuenta entonces es, en el espacio de

Fourier:
[ dxerH QT (F (Y (L (0)F (0}, (44)

4.

que se puede representar diagramaticamente de la siguiente manera

Figura 4.2: Representacion diagramatica de la funcién de correlacién (4.4). El rectangulo rayado
representa una suma de todos los infinitos diagramas que se puedan formar.

donde las lineas dobles en negrita representan un glueball de momento p y el rectidngulo
rayado representa una suma infinita de todos los diagramas posibles que se puedan formar.
De forma genérica, esta suma incluye diagramas que involucran propagadores de gluones
y de ghosts. Sin embargo, para este trabajo no hemos tenido en cuenta los ghosts. Aunque
no lo hemos demostrado, trabajamos bajo la hipétesis de que su contribucion es subdo-
minante (como sucede en la aproximacién de Born), por lo que los hemos despreciado.
Teniendo esto en cuenta, el rectdngulo rayado en la figura 4.2 se puede desarrollar como

una suma de diagramas en la que Unicamente contribuyen propagadores de gluones:

4Aqui se incluyen sélo los diagramas de orden dominante. El operador F;vaa“ ¥ también da lugar a
términos con tres y cuatro gluones.

39



oo d T »

an (Tm) Iv)

)

Figura 4.3: Algunas de las estructuras internas a nivel arbol y a un loop que contribuyen a la
funcién de correlacion (4.4).

En esta figura se muestran algunos de los diagramas posibles. Tanto las lineas en espiral
como las lineas rectas son propagadores de gluones. Se representan de forma distinta por
una razon que se especificard mds adelante.

Siguiendo con la fenomenologia esperada de particulas masivas, supondremos un régi-
men cinematico poco relativista para desarrollar estos diagramas. El andlisis que haremos
es analogo a algunos razonamientos discutidos en publicaciones como [46, 49] para QED,
donde, en general, la aproximacion Ladder es bien entendida debido a que el campo de
gauge no tiene masa [45, 50]. Si el gluén tiene masa, la validez de esta aproximacién no
resulta evidente, y aunque no tenemos claro como demostrarlo desde principios funda-
mentales, creemos que un tratamiento analogo deberia poder aplicarse también en QCD
o Yang-Mills pura. Por esta razén impondremos una condicidn extra (detallada mds ade-
lante), que aunque mads inusual, resulta esencial para poder lograr esta analogia. Veremos
que, bajo estas premisas, la contribucion principal a la funcién de correlacién proviene
del subconjunto de diagramas “Ladder”.

Como se menciond en el capitulo 3, la consideracion de un régimen poco relativis-
ta requiere que las energias de interaccion y cinética relativa entre los dos gluones que
constituyen al glueball sean mucho menores que sus masas. Entonces, si p = (po, p) es el
cuadrimomento del glueball de los estados iniciales y finales en el diagrama de la figura

4.2, supondremos, en analogia con el formalismo de estados ligados en QED [46, 49]:
po=2m+m0(g"), (4.5)

donde ¢ es el parametro de desarrollo de las series perturbativas, que introdujimos en
la seccién 2.5 y €(g*) significa “términos de orden g*”. Recordemos lo que indican los

resultados del lattice (seccién 2.7.1): > puede tomar como valor méximo g2 . =~ 0.36,
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por lo que (gpnax)* ~ 1—10. Nuestra aproximacion implica entonces que, como maximo, las
energias de interaccién y cinética relativa entre los gluones son del orden de ﬁ) de la
masa. Sin perdida de generalidad podemos imponer también p = 0, que equivale a elegir
como sistema de referencia aquel en el que el centro de masas esta en reposo. Bajo esta
eleccion, p = (po,0).

Dentro del esquema de aproximaciones no relativistas también supondremos que para
algunos gluones intercambiados, la contribucién dominante a los diagramas proviene de
la regién de energias y trimomentos de orden g* y g* respectivamente. En términos de
diagramas de Feynman, esto se traduce en que algunas de las integrales en loops estdn
dominadas principalmente por las regiones de integracion que cumplen con estas aproxi-
maciones cinemdticas no relativistas.

Ademds, con el fin de mantener un razonamiento andlogo al que se usa en QED,
donde las particulas ligadas tienen masa (electrones o protones) y las intercambiadas no
(fotones), deberemos suponer que los gluones intercambiados en los diagramas tienen una
masa /m mds pequefia que los otros, del orden de i = m&(g*). Esto debe considerarse
nada mas que como un artilugio matematico al que recurrimos bajo la falta de un método
riguroso para justificar desde primeros principios nuestros desarrollos.

En resumen, el esquema de aproximaciones que utilizamos es el siguiente:

pP= (p(),a)

(A) Cuadrimomento del glueball: ”
po=2m+m0(g")

k= (k07 )
(B) Cuadrimomentos intercambiados: ko =mO( ~4)

k| =mo(g)
(C) Masa de gluones intercambiados: i =mo(g*)

Estudiaremos, en términos de g, de qué orden son los diagramas que pueden contribuir
a la funcién de correlacion (4.2). Veremos que bajo este régimen algunos de ellos estdn
“amplificados” respecto al conteo perturbativo tipico, y por lo tanto son dominantes. Estu-
diaremos los diagramas de la figura 4.3 y luego generalizaremos el resultado. Como con-
vencidn, no se incluirdn los propagadores “iniciales” y “finales” de los diagramas, porque

son comunes a todos ellos y su contribucion es siempre la misma. El cuadrimomento del

SEl hecho de que podamos deducir una ecuacién de Schrodinger gobernada por un potencial de Yuka-
wa a partir de esta premisa, podria respaldar la idea de que, de alguna manera, quizd sea una suposicién
razonable.
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glueball es p, que respeta las relaciones (A) y el resto de cuadrimomentos (g, /, t) camplen
(B). Representaremos los propagadores Gﬁli, de masa m con lineas en espiral y los propa-
gadores G~ﬁbv de masa 7 con lineas rectas para diferenciarlos. Analicemos en profundidad

el diagrama mads sencillo posible para describir el tipo de razonamiento que seguimos.

Py Piq _ , o
2 2 Si no se incluyen los cuatro propagadores “iniciales” y “fi-
—> —> ., . ~
000000 ¥000000) nales”, este diagrama esta compuesto por un propagador G y
dos vértices de tres gluones. La contribucién de este diagra-
ma es:
[
Viioia(p/2+1,—p/2 =4, = )G, (1 —q)
000000 ¥ 000000 *Visiois (/2= 1,=p/2+q,1 = q)
—> —>
E . | E -q
2 2

Estudiemos de qué orden es esta expresion, desglosdndola

Figura 4.4: Diagrama (I)  en sus componentes. Comencemos por los vértices:

Vil (p/2+1,-p/2—q,q—1)

(4.6)
=g/ My, (=P — 4= Dy +Mops (/24214 @)y + Ny (/2429 — 1)y ] -

Estos siempre incluyen el factor g que, como se mencioné en la seccién 2.5.1, al de-
sarrollar la funcién de correlacion siempre termina factorizandose en la combinacién
% = g. Consideraremos entonces que el factor g contribuye £'(g). Ademas, los vér-
tices siempre estdn contraidos con los propagadores contiguos, es decir que, al consi-
derar V|23, hay una suma implicita en los indices ai, a2, a3, [i, Mo, U3. Para esti-
mar el orden que aporta el vértice al diagrama deberemos entonces simplemente con-
siderar, de esa suma, el factor mds grande (en valor absoluto), que en este caso son
aquellos que incluyen a py = 2m+ 0(g*). La contribucién de este vértice es entonces:

~ pog ~2m0O(g)+ O (§*) =~ O(g). El mismo razonamiento vale para el otro vértice.

. ~ _j8a3a 1— -
Analicemos el propagador G2, (I —q) = (l_q)ffih;% (nu3 — %). Al

igual que el razonamiento anterior, por la contraccion implicita en los indices hay que

considerar los términos de mayor orden, que son aquellos donde u3 y s son indices
espaciales. En ese caso:

(—q@il=q); _ (=qhil=q); _0@) _

(1-q)? (lo—qo)?— (I—q)* 0(&"

(1—q)* —i* +ie = (lp— qo)* — ([ — §)* —i* +ie ~ O(")
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De esta manera, el propagador G contribuye: ~ —L~&(g%) = ¢(g~*). El orden del dia-

grama (I) resulta entonces:

ViR (p/2+1,—p/2—q,q— DGR (1 — Vit (p/2— 1, —p/2+q,1 — q)
~0@)0E 10E) ~ 0 ?).

Siguiendo este mismo tipo de razonamientos es posible deducir el orden del resto de
diagramas de la figura 4.3, y ver que esas estructuras son subdominantes respecto a la
estructura de la figura 4.4. En dicho andlisis hay que ser mas cuidadosos porque algunos
loops pueden estar dominados por la region relativista. Genéricamente hay que considerar

todas las opciones posibles y quedarse con el orden mayor. Los resultados son:

g+| g+q
TOO00OY 00000
J1-c
~ 0(3") @ ~0(2")
g
000000 ¥ 000000
— —
P_i E-q
2 2
Py Pt B+q
2_) 2_> 2_> E+| B+q

v
N

N\
/

NIT
L
NIT
1
o
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Generalizando, concluimos que los diagramas dominantes en la funcién de correlacién
(4.4) son aquellos que estdn constituidos a partir de estructuras de la forma del diagrama
(). Podemos distinguir entre dos maneras distintas en las que se pueden disponer estas
estructuras para formar diagramas mas complejos: “cruzando” lineas internas (ejemplo:
diagrama IX de la figura 4.3) o sin “cruzarlas” (ejemplo diagrama VIII de la figura 4.3).

Desde el punto de vista del anélisis que hemos usado hasta ahora para estimar 6rde-
nes, estos dos diagramas son equivalentes, lo que nos llevaria a concluir que ambos son
de orden g2 y que, por lo tanto, habria que tenerlos en cuenta por igual. Sin embargo,
un andlisis mas profundo en base a la estructura de polos de los diagramas, permite deter-
minar que esto no es exactamente asi, y que el diagrama con lineas internas cruzadas es

subdominante respecto al otro.

Diagramas Ladder

Consideremos el siguiente diagrama:

P, P,k P
2t 2t 2+
000000000000 Y 000000
ll-k lk-q
000000 ¥ 000000 ¥ 000000
P P_k P_q
2 2 2

Figura 4.5: Diagrama(VIII). Ladder a un loop.

La estructura de polos del diagrama queda completamente determinada por los pro-
pagadores. Para el siguiente andlisis seremos explicitos con la estructura matematica
de los mismos, pero no con la de los vértices porque no aportan polos. Llamemos
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lai2 . . C . .
n2dadl 912 (p,1,q) a este diagrama, sin tener en cuenta los propagadores “iniciales” y

Hofapiy 1y 2 A2
“finales”. Siguiendo las reglas de Feynman:
Mg, (n1.g) = [ aevisn (8 1k—1.-2 —e)vistes (2 - 11—k -2 +k)
agaiia P P )4 p
Vit (5 +ka—k—2 —q) vtz (5 - kk—a.-5 +q)
> _i5a7as nﬂ o — (% +k)u7 (% +k)u8 _i6a9a10
(%+k)2—m2+i8 a (%‘i‘k)z (g_k)2_m2_|_i£ @7
o ( Mg — 202~ —ig" Mo — LK =Ky
Ho o (g_k)z (l*k)zfﬁi2+l'8 HUsUe (l—k)z

y _janan n _(k_q)u”(k_q)ml .
(qu)zfﬁl2+i8 Hitti2 (qu)z

Resolveremos explicitamente la integral en kg por el teorema de residuos, suponiendo,
como ya fue mencionado antes, que la contribucién dominante de la integral viene de la
region de cuadrimomentos que respeta las aproximaciones (A) y (B). Para aplicar este
teorema es necesario conocer la posicion en kg de los polos de la ecuacion 4.7, que quedan

determinados por los denominadores de los propagadores:
1. (5+k)?—m?+ie=0 3. (I—k)?—m?+ie=0
2. (5—k?—m?+ie=0 4. (k—q)*—m?+ie =0

Tratemos una por una cada igualdad.

1. (B +ko)* — (’22 +k)2—mr+ie=0 < ko~ £/ (% +k)2+m? — 2 F ie. Usando
Ay
las aproximaciones y haciendo un desarrollo de Taylor de la raiz, resulta ko ~ :I:% +

(—m=+m) — 0(g*) F ie, que implica dos polos:

2 k)~ + G (g e~ 0(3) —ie.
Mk?%_i%&ﬂm_ﬂfﬂmzﬁ@WQmﬂa

De estos dos, solo k(()a) contribuye a la integral, porque es el unico que cumple con las

aproximaciones cinematicas en consideracion (ko de orden §4).
2. Es andlogo al punto 1, cambiando el signo del cuadrivector k. El polo que contribuye

€S:
NI
0 k)~ ~Up 4 0(3Y) vie~ 0(gY) +ie.

3.Eneste caso kg~ F\/ (I — k)% 4+ w2 +lp+ie ~ FO(§?) +ie. Esta expresion implica dos
polos. Ninguno contribuye a la integral porque estin fuera de la regién de aproximaciones

que estdn siendo consideradas.
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4. Este punto es completamente andlogo al anterior, bajo los cambios k - —ky [l — —q,

por lo que estos polos tampoco contribuyen a la integral.

De los puntos 1. — 4., los dnicos polos que podrian contribuir a la integral | dkg, son
entonces a) y ¢). Pero, como uno de ellos estd por encima del eje real (+i€) y el otro por
debajo (—i€), siempre es posible elegir un contorno de integracién que contenga a uno de
ellos en su interior y deje al otro fuera. Para integrar solo sobre el eje real, el contorno
elegido debe ser tal que la integral fuera del eje real se anule. Segtin (4.7) esto sucede para
|ko| — oo, lo que indica que es equivalente cerrar el contorno de integracion por encima
o por debajo del eje real. Podemos elegir cualquiera de las dos opciones. Cerrémoslo por
debajo, dejando al polo a) en su interior. Por el teorema de residuos, integrar en ko es

entonces calcular el residuo del polo a).

Por simplicidad, reescribamos temporalmente la ecuacion (4.7) de una manera més

compacta:

1
—m2+i8

= dko (k07p7l7Q)‘

En esta expresion mantuvimos explicitamente el denominador que aporta los polos a) y b),

MEE (p.l0) = / Mg rrE e (0P

y el resto del integrando es absorbido dentro de la definicion de F (ko, p,,q). Ocultamos
los indices de Lorentz y de su(3) de la funcién F para alivianar la notacién. Usemos esta

expresion para calcular la integral mediante el teorema de residuos:

() 1
M2t (p,1,q) = Res'o F(ko,p,l.q)
Mo pafirs 12 (ko — k(()a))(ko _ kéb))
) 2mi
_ 111’1’1( )(k()—k(()a)) @ ) F(k07p7l7Q)
ko—vky' (ko — ko ") (ko — kg ')

27i a

El denominador k(()a) — k(()b) es de orden g° porque contiene un factor 2m. Luego, es fi-

cil ver que F (k(()a), p,1,q) es de orden g2, teniendo en cuenta que k(()a) ~ 0(g%) y que
k=~ 0(g%). Concluimos entonces que el diagrama de la figura 4.5 efectivamente es
de orden g2, al igual que el diagrama (I) de la figura 4.4, de modo que tienen que
ser ambos tenidos en cuenta. De forma general, agregar cada vez mds elementos co-

mo el del diagrama (I) de la figura 4.4, no altera el orden del diagrama. Esto es asi
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porque agregar ese tipo de elementos implica agregar siempre términos de la forma
Jd*G(p+k)G(p—k)G(k—q)V3(p)V3(p) = (") 0 (g ) 0§ 0§ ) 0(8)0(3) ~
0(g"). Por ende, independientemente de la cantidad de propagadores, todos los diagramas
Ladder contribuyen =~ ¢’(§~2) y deben ser tenidos en cuenta en la funcién de correlacién
de la figura 4.2.

Veamos que para los diagramas con propagadores “cruzados’ esto no es asi.

Diagramas con propagadores ‘“‘cruzados”

P P,k P
2t 2t 2+d
—> —> —>
'—k\ /k—q
p—> > p—)
P Pok_i1- P_
2 ptk-1-a 5-a

Figura 4.6: Diagrama (IX), con propagadores “cruzados” a un loop.

Aqui los propagadores de momentos / —k y kK — g no se intersectan en un vértice, sino que
pasan uno “por encima’ del otro.

Recurriremos por analogia a los resultados obtenidos para el diagrama Ladder con el
fin de simplificar este andlisis. Los dos propagadores internos fosi?é (I—k)y G2 (k—
q) son exactamente iguales a los que ya fueron tratados en el diagrama Ladder, cuyos
polos no contribuian al teorema de los residuos por estar fuera de nuestro régimen de
aproximaciones. Solo hace falta estudiar los polos de los propagadores G%ﬁg(% +k)y
GZZ‘L‘I%( £ +k—1—g). Adiferencia del diagrama Ladder recién estudiado, en este, el signo
del cuadrivector k es el mismo en ambos propagadores. Como consecuencia, los dos po-
los que cumplen con el esquema de aproximaciones consideradas quedan del mismo lado
del eje real. Esto permite que si se cierra el contorno de integracién por el lado opuesto,
ninguno de los polos queda contenido en su interior, y haciendo uso del teorema de re-
siduos, la integral [ dky da cero al orden de aproximaciones que estamos considerando.

Vedmoslo. Las igualdades que determinan la posicién de los polos son:
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1. (B+4k)?—m?+ie=0. 2. (5+k—1—q)*—m*+ie=0.

1. Una expresion igual se analiz6 en el diagrama Ladder. Aporta un tnico polo dentro

de nuestro esquema de aproximaciones:

2. Este caso es andlogo pero bajo el cambio k — k — [ — g. Dentro de nuestras aproxi-
maciones aporta el siguiente polo:

7 =\2
b) k((,b) ~ +% +ly+qo— OF") —ie =~ O(g*) —ie.

(SIpST)

Ambos polos se encuentran debajo del eje real porque tienen parte imaginaria negativa

(—i€), y por lo tanto su contribucién es subdominante respecto a los diagramas Ladder.

Concluimos de este andlisis que bajo las suposiciones (A), (B) y (C), que pretenden
reproducir un régimen de aproximaciones poco relativistas, y despreciando las contribu-
ciones de ghosts, los diagramas dominantes en la funcién de correlacion (Ec. (4.4)) son

los Ladder. Esto significa que la figura 4.3 se reduce a:

Figura 4.7: Diagramas que contribuyen a orden dominante, dentro de nuestras aproximaciones, a
la funcién de correlacidn representada en la figura 4.3

Esta manera de aproximar la funcién de correlacién se suele llamar “aproximacion
Ladder”. A partir de aqui, veamos como deducir la ecuacion de Bethe-Salpeter, que nos

permitird deducir una ecuacion de Schrédinger con un potencial de Yukawa.
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4.4. Ecuacion de Bethe-Salpeter para glueballs en mode-

lo de Curci-Ferrari y en aproximacion Ladder

Como primer punto para esta seccidén necesitamos deducir el vertice glueball-gluén-
gluén ©, que aparece en la funcién de correlacién de la figura 4.3. El resultado de dicho
célculo, que se puede leer en el apéndice 1, es:

B+I
s

a,y

= 5%, (g +, g —1) - 5ﬂb((’2’+1)y(1’2’—z)5 —(§+z)~(§ —1)%).

Sa
En la figura 4.8 desarrollamos la funcién de correlacion (4.4) como una suma de dia-
gramas en la aproximacién Ladder. En este desarrollo, se pueden reconocer estructuras
diagramadticas que se repiten diagrama a diagrama de forma iterativa. El primer y segundo
diagrama comparten la estructura marcada en rojo como ]\7[(0) (omitimos los indices de
Lorentz y de su(3)), el segundo y el tercero comparten el recuadro verde marcado como
1\71(1), y asi sucesivamente: 1\71(,1_1) siempre es un subdiagrama dentro de M(n). De forma
genérica, el diagrama compuesto por n propagadores internos de masa 7 (0 equivalente-
mente, n+1 loops), que llamaremos M, (p) (fig. 4.9), incluye una estructura interna M(n)
que a su vez esta compuesta por una anterior, M, 1. Se puede observar este diagrama en

la figura 4.9 y la expresion para el mismo en la ecuacion 4.8.

Figura 4.8

®También hay vértices glueball - 3 gluones o glueball - 4 gluones, que no se consideran aqui pues son
de mayor orden en g
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n+1 loops

= M(n) (P)

Figura 4.9

e (L gLy

M (p) :/d“qM e (P:@)Grg ( )ng( 7615 3
_/d“ld“qM(n Hap(P:]) i;,é’g(p,l,q)Gy( +Q)G§7L( 9)"3'1(5 qv—gﬂl)’
4.8)
donde se defini6:
stte (p.1.0) = Gl (L1065 2 - vsgy2 a1 -2~ )Gy
T
y también se uso:
(4.10)

Wyse(p.a) = [ 10110 (puD)Scyp (1.0

Es conveniente contraer de forma explicita todos los factores de “color” en la expresion
4.8. Para ello, manifestamos explicitamente todas las estructuras tensoriales con indices

en el dlgebra su(3) mediante las siguientes redefiniciones:

ab __ Sab
G, = 8Gyy,

Gali/ - 6ab(~;‘uv,
Vabc o ach (4'1 1)
'uvl - f ,uv)u
abcd __ pabu pucd
Suwlﬁ =ff Sﬂ"lé'
ab siempre se puede factorizar, sacando

Bajo estas redefiniciones se puede ver que M (n—1)uv
explicitamente los factores que vienen de las contracciones en los indices del dlgebra
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como una funcién M,),,, que solo tiene indices de Lorentz, y un factor (N:)"54
M =My (Ne) 8. (4.12)

Aqui N, = 3 para SU (3). La ecuacién (4.8) se reescribe como:

n ~ p P ~ p P
My (p) = (Ne) (ch—1)/d4qM(n)y§(P,CI)Gye(§ +4)Gea(5 ~ @)or(5 —¢,—5 +49)
= (No)"(N? - 1)/d4ld4qM(n—l)aﬁ(p>l)SocyB.§(pJa‘I)GyO(g+Q)G§l(§_Q) (4.13)
Xﬁex(g—q,—ngq)-

Para obtener la funcién de correlacion desarrollada en la figura 4.8, debemos sumar
todos los diagramas My, (p). Haciendo esta suma y usando la ecuacion recursiva (4.10)
junto con (4.13), se puede obtener una ecuacion para My§ (P Q) =X (NC»)”M(n)yg (p,q),
que llamamos ecuacién de Bethe-Salpeter inhomogénea [46, 49, 50] (deduccién en apén-

dice 2). Esta ecuacion es:

My (p,q) = M)y (P, q) +Nc/d4lMaﬁ (P, D)Saype(p:1,9)- (4.14)

Diagramaticamente se puede representar como en la figura 4.10.

NIT
+
e}
-}
1T
+
e}

2+q 2—»
—>
TO00" @ SO 0000 a
p LN L
—> ><6‘ab = Xaab + X(Sab
000" P AN b
I P-q I
i-q 2 3 q

Figura 4.10: Representacion diagramatica de la ecuacion de Bethe-Salpeter inhomogénea

donde estamos siguiendo la convencion de que la parte Lorentziana (Gy) de los propaga-
dores “finales” (de momentos % +qy g — g) no estén siendo incluida, pero si sus factores
de color (5).

Para llegar a lo que llamaremos ecuacion de Bethe-Salpeter homogénea [46, 47], re-
currimos a los resultados que fueron mencionados en la seccion 4.1: la masa del glueball
debe presentarse como un polo con residuo proporcional a yy, donde y es la funcién de

onda del estado (Ec. (4.2)). De esta manera, M},g (p,q) es algo de la forma:

v(p)v(q) I

M'yé(p,Q) = _Ep
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donde hyg (p,q) es alguna funcién desconocida pero regular en py = E, = / p> + M?, con
M 1a masa del glueball. El resto de términos en la suma también son regulares en pg = E),.
Usando (4.15) en (4.14):

<y7(p)w<q>hyé (p,q)+---> =My (p,q)+Nc/d4l <Whaﬁ (P’l)+"'>sayﬁé(P’l7Q)‘

Po— Ep Po— Ep
(4.16)
Tomamos el residuo de esta expresion, es decir, lirr}E (Po — Ep)Myg (p,q). La funcién
pPo—Lp

]\71(0)7,5 (p,q) y todos los términos restantes en la sumatoria son regulares en py = E,,, por

1

lo que tienden a cero al tomar este limite, y los denominadores 7o=E, S€ cancelan con el
P

factor que viene del residuo. Se obtiene:

lim h = I 1y Dhap(p,! l,q). (4.17
him, v(p)w(@)hye(p,q) pO%ch / d* 1y (p)y(Dheg(p,1)Saype(psl,q).  (4.17)
Y (p) es un factor comtin a ambos lados y se puede cancelar. Ademas, redefinimos la

funcién y(g) sacando explicitamente factores pg — E .+ —E,

- y absorbiendo &,y . Es decir,
Vuv(P,q) = w(@)huv(p,q)(po—Ey —E;- ). AQui E = = (g +4)? + m?2, con m la masa

del gludén. La ecuacion (4.17) queda:

. E L F N\ 1 4 _E.—E,
p(}gr};p%g(p,q)(po Eq—E,) pgg%ch / d*1Wop(p;1)(po—Er+ —E-)Sayge (P51,9)-
(4.18)

Esta es la ecuacion de Bethe-Salpeter homogénea en la aproximacion Ladder, deducida a
partir de la funcién de correlacion (4.4) en el modelo de Curci-Ferrari.
A continuacion usaremos este resultado para deducir una ecuacion de Schrodinger y la

existencia de un potencial de Yukawa entre los gluones en este modelo fenomenolégico.

4.4.1. Ecuacion de Schrodinger y potencial de Yukawa a partir de la

ecuacion de Bethe-Salpeter

En esta seccidon mostraremos que en el limite no relativista, la ecuacion de Bethe-
Salpeter homogénea se reduce a una ecuacién de Schrodinger, en este caso mediada por
un potencial de Yukawa [45].

Partimos de la ecuacion (4.18). Desarrollamos Sy,5¢ (p,1,q) explicitamente a orden
dominante en g, lo que nos da una primera aproximacién al potencial. Si se quisiera
deducir también la estructura fina e hiperfina del mismo, seria necesario ir a los ordenes

siguientes en Sqyg¢ (p,1,q) (ec. (4.9)), donde la operatoria se vuelve considerablemente
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mas compleja. Nos limitamos al orden dominante en esta tesis. /

Ya hemos visto que las contracciones con los propagadores son ~ ¢(g~*) a orden
dominante en g, y las contracciones con el vértice ~ ¢(g). Desarrollamos por Taylor
todas las componentes de los propagadores y vértices hasta esos 6rdenes (ver apéndice 3)
para obtener finalmente Sy,5¢(p,/,q) al orden dominante:

Saype(p,1,q) =0 sicualquier indice o, 7,8 0 & es cero

i4m? g% 8,0, 85 1 1
S JU,9) = —= - — sia,y,B,6 €{1,2,3
arps(P:124) (I—g)?+m2 +ig (5 +1)2—m?+ie (5 —1)> —m? +ie vB.c el !
4.19)

Bajo esta aproximacion, la ecuacion de Bethe-Salpeter (4.18) queda:

Vij(po = Ep,q) X (Ey —Eg+ —E-)
E,—E; —E- i4m?g? 1 (4.20)
(I—q)> +m? +ie (5 +1)> —m*+ie (5 —1)* —m* + i€ '

=N [y
p():Ep
Resolvemos la integral en [y mediante el teorema de residuos. Al igual que vimos ante-
riormente, hay s6lo dos polos que estdn dentro de nuestro régimen de aproximaciones,
y son los tnicos que podrian contribuir al teorema de residuos. Uno de ellos tiene parte
imaginaria positiva y el otro negativa, de modo que cerrando el contorno de integracién
encima del eje real, el tnico polo que contribuye es el que proviene del denominador
(5 —1)> —m? + e, que es:

0) _ Po L .
l(()):?—m—%l Tie. 4.21)

El denominador (4 —)* —m? + i€ a orden dominante se puede escribir como (5 —1)? —

(0)

m? +ie =~ Zm(l0 —1p), factor que se cancelard al tomar el residuo. Ademds, el otro deno-

2
minador a orden dominante es (5 1 )2 —m? +ie = % -+ polo — 2 —m?+ie. Integrando

"Vale la pena mencionar que el anlisis al siguiente orden también fue hecho. Sin embargo, el resultado
obtenido fue el mismo que a orden dominante, por lo que se concluye que la estructura fina se manifiesta
recién a ordenes todavia mas altos en el desarrollo perturbativo.
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en /o mediante el teorema de residuos se obtiene:

Vij(po = Ep,q) X (Ep — Eg+ —Eg-)

N, ~  (Ey—Enx—E- i4m?g?)(—2mi
=2”/dw,-j(po:Ep,lo:léO),l)><( p B b)) (2
" (I=@P i 504 20— mpy — po

2 _ P2
I [“—m

POZEP

- (4wmg? E,—E; —E-
:Nc/d3lwij(p0:Epvlozl(()O)J) —'( fn;g )~2 3p? ( : ltz zl )—*
(I =q)* 1> 20 — g — pet5= — 2 — 2

p():Ep
(4.22)

Manipulemos el dltimo término dentro de la integral y definamos algunas cantidades:

Ejx = /(g j:f)Z +m2 =VE24+m? ~m+ % = E;, donde utilizamos el referencial del

centro de masas (j = 0) y en la tltima igualdad hicimos un desarrollo de Taylor a orden g*.
El numerador E, — Ej+ — E;- se reescribe como E,, — Ej+ —Ej- = E;, —2E; = E;,—2m— %
Se define la energia de ligadura como la diferencia entre la masa del glueball y las masas

de los dos gluones que lo constituyen:

E,—2m=+/pP>+M?*—-2m=M —2m = Ep, (4.23)
de modo que el numerador queda E, — Ej+ — Ej- = (Ep — %) Por otro lado, usando la

L . (. " . 3p3
definicién de E}, y despreciando términos de orden g%, el denominador queda: % —mpo—

pozlz P ~ 2mE), — 202 = 2m(E)p — %), y la ecuacion (4.22) resulta:
po=Ep
Vi Epra) By — ) = —2mg?N, [ Vi Ep O ). 424
m (I—g)*+m?

Tomando la transformada de Fourier de esta expresion, definiendo:

i (r) = / P qyii(Ep q)e. 4.25)

Se obtiene (deduccion detallada en apéndice 4):

2 —mr

e
(Ep+ )iy (r) = =47 Newij (r) —, (4.26)

que es la ecuacién de Schrodinger con masa reducida g = %5 y con un potencial de Yukawa
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e—mr

r

con un potencial V (r) = —471>g>N, entre los gluones:

B = (=Y _amen ) v 427
bV’tJ(r) 2 T8 Ne V’l](”)~ (4.27)

r

La funcién de onda y;;(r) corresponde al estado ligado.

Concluimos que a partir de ciertas aproximaciones y en un régimen no relativista en
una teorfa cudntica de campos, es posible recuperar, a partir de la ecuacion de Bethe-
Salpeter a orden dominante, una descripcion del sistema en términos de una ecuacién de
Schrodinger. En particular, dedujimos que a orden dominante los gluones son mediados
por un potencial de Yukawa.

El tratamiento en si fue desarrollado en el modelo de Curci-Ferrari, pero una de-
duccién andloga deberia ser aplicable también en el modelo de Cornwall para hallar su

potencial a partir las teorias de campo que lo sustentan.
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Capitulo 5

Niveles de energia de glueballs en

modelos fenomenologicos

En el capitulo anterior nos centramos en motivar y dar una nocién de como una teo-
ria cudntica de campos puede admitir una descripcion usual mediante una ecuacién de
Schrodinger en un régimen de particulas no relativistas. También sirvi6 para deducir un
potencial de interaccion en un modelo con gluones masivos, a partir de técnicas mds gene-
rales que las que fueron utilizadas en el articulo original [33]. Basamos nuestro desarrollo
en un resultado no perturbativo conocido como la ecuacién de Bethe-Salpeter, bajo ciertas
premisas y aproximaciones. Si bien el anélisis fue elemental porque no consideramos las
correcciones finas e hiperfinas al potencial, fue util para apoyar la existencia de un poten-
cial de Yukawa entre gluones y mostré como, al menos en principio, se podrian deducir

correcciones a dicho potencial.

En este capitulo retomaremos el estudio de los niveles de energia del Hamiltoniano
(3.6) del modelo de J.M. Cornwall y A. Soni, y de una modificacién al mismo (ec. (3.8)),

a partir de técnicas de mecanica cuéntica usual, basadas en la ecuacion de Schrodinger.

Al final del capitulo 3 se comenté qué, basdndonos en la naturaleza no relativista de
estos modelos, es razonable pensar que podria ser védlido un tratamiento perturbativo para
el calculo de los niveles de energia alrededor del potencial de Yukawa. Teniendo esto

. 2 —mr . .
en cuenta, trataremos los términos 57 +2m(l —e™™") — %M— del Hamiltoniano (3.6)

P
2 —mr . . , . .
y g—“ +m?Br— él"’T del Hamiltoniano (3.8) como términos de orden dominante, y el

. . 2 ~
resto como correcciones perturbativas (pensadas como un desarrollo en Z—z y en 3°) a esos
términos. Siguiendo con este razonamiento, también resulta razonable aproximar el factor
s = 4m? + 0(v?*/c*) que aparece en (3.6) y (3.8), por s ~ 4m?>, porque el otro término

contribuye como una correccidn sobre las propias correcciones, por lo que es mucho més
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pequeio. Teniendo en cuenta estas consideraciones, los Hamiltonianos se pueden escribir

como:
2

H:2m+§—u+V0+H(P)EH(0)+H(P>, (5.1)

donde definimos Vy como V) = Vg — éw, donde Vg es (3.2) 0 (3.7) dependiendo del

.
modelo. También definimos el Hamiltoniano sin correcciones, o de orden cero, como

HO =2m+ % -+ Vb, y la correccion perturbativa H (P) al Hamiltoniano como:

4 —mr 4 —mr 2
1 de p Ae ™M1 TAS(F) 5
A =_P Ly 4- —_ P e e 4428
TR TR S e 3
31 1de™ A 1 e
s 28 L s v s
2m?>~ ror r + 2m? {( ) 3 ] r
(5.2)

Los niveles de energia permitidos por el modelo consistirdn en la suma de las contribu-
ciones de H©) yde H (P), La contribucién dominante serdn los niveles de energia prove-
nientes del Hamiltoniano H?), que dependen del valor del momento angular orbital L y
posiblemente de algtin nimero cudntico adicional, que denotaremos con n. Llamaremos a

. . 0 . .
estas energias momentdneamente como E,(l L) Las perturbaciones H?) introducen correc-
>

(0)

ciones subdominantes a E, ;, que dependen también de otros nimeros cudnticos como el
, e . 0 . 0
espin S, dividiendo a los niveles E,S L) en nuevos subniveles £, 1 s . = ,5 L) +E ’Sp L) 5 -

(0)

Para calcular E, ; resolveremos numéricamente la ecuacion de Schrédinger con los
Hamiltonianos H?), lo que nos daré las contribuciones dominantes a las energias de los
estados ligados. Ademads, también obtendremos numéricamente las funciones de onda
Y (7) de esos estados, que serdn necesarias luego para el cdlculo de E,SP L) g - Para estas
ultimas, hay que diagonalizar el operador H (P) en cada subespacio de estados de HO) en
donde Er(lOL) presente degeneracion, y los autovalores son exactamente E r(sz) 5. Determinar
el espectro de glueballs consta entonces de dos partes: el calculo de E,(ZOL) y de E,(ZPL) s..-un
ejemplo de este tipo de calculos se puede leer el capitulo XII de [S1] donde se calcula el
espectro fino e hiperfino del &tomo de hidrégeno, con la diferencia de que ese caso puede

resolverse analiticamente.

Centrémonos primero en estudiar los aspectos analiticos necesarios para el célculo de
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5.1. Ecuacion de Schrodinger en potencial central

La ecuacién de Schrodinger para H 0) es:

HO () = (iﬁ +vo<r>) W) = (—ivz +vo<r>) (A = EOy(,  (5.3)

donde aqui se usé que la accion del operador de momento p sobre la funcién de onda es
py = iVy y elegimos el sistema de unidades donde & = ¢ = 1. Desarrollando el lapla-
ciano en coordenadas esféricas e identificando el momento angular L, se puede escribir
Viy = %g—:z(rw) — rizLZ. Ademas escribiremos explicitamente la dependencia de y en

las coordenadas esféricas. La ecuacion (5.3) queda:

1 9? 1
(_EWH WLz —|—V0(r)) ¥, 12(6,9) = E’E?L)zl//mLz(r, 0,0),  (5.4)

donde también reescribimos E(©) — EYEOL)Z

de la energia y las funciones de onda en el médulo del momento angular orbital, y en algtin

Y ¥ — Y, 12 para hacer explicita la dependencia

posible nimero cudntico adicional n que introducimos porque podria haber mas de una

solucién a esta ecuacién para un mismo valor de L?.

Por completitud, y a efectos de definir notaciones, recordemos cémo resolver esta
ecuacion (ver capitulo VII de [52]): por simetria de rotacion, todos los operadores que
involucran dnicamente a r, conmutan con L? = L% + L% + L%. A su vez, las tres compo-
nentes Ly, Ly y L3 del operador de momento angular conmutan también con L?. Como
consecuencia cualquier operador que dependa unicamente de r conmutard con L?, L;,
Ly y Lz. Como Vj es un potencial central para cualquiera de los dos Vs ((3.2) 0 (3.7)
posibles, cumple con estas relaciones. Por otro lado, p? también conmuta con todas las

componentes de L. En consecuencia, H (0) conmuta con 2, Ly, Ly y L3, y en resumen:

L, HO) =0 Vvje{1,2,3}
2, HY) =0 (5.5)
[Lj7L2] =0 V] € {17253}
Si ademds tenemos en cuenta que las componentes L; no conmutan entre si, estas rela-
ciones implican que existe una base del espacio de estados &, de H ©), compuesto por las

funciones propias comunes a H 0), 12 y a alguna de las tres componentes de L. Como es

usual, elegimos a L3. En esta base de funciones propias ¥ comunes a H ©), 12 y L3 se

58



cumplen las siguientes relaciones:

LZWn,l,ml = l(l + 1)"/"717’”1

L3 Y l,my = MYl my (5.6)
1 97 1
0 _ _ (0
H( )l//n,l,ml = (—2‘ur ar2r+ 2‘1,“"21(1_'_ 1) +V0(r)> lI/n,l,ml - En,] l//n,l,ml

donde [ es un niimero entero y positivo tal que /(I + 1) es el valor propio de L> ym €
{=1l,—1+1,...,— 1,1} es el valor propio de L3. Ademds renombramos el indice L*—1
en las funciones y en la energia, porque / determina por completo a los posibles valores
de L?. También agregamos un nuevo subindice m; pues la segunda ecuacién implica que
las funciones de onda dependen también de este niimero.

El célculo de las funciones de onda Wn’lml(r, 0,¢) se reduce entonces a resolver el
sistema de ecuaciones diferenciales (5.6). Es un resultado conocido que cualquier funcién
que cumpla las ultimas dos ecuaciones en (5.6) se puede desarrollar en una base de la

forma:
Vim (1,6,0) =R, (r)Y"(6,9), (5.7)

donde Ylm’ (6,9) son los armdnicos esféricos, y describen la dependencia angular de las
funciones de onda bajo cualquier potencial central. Las funciones R, ;(r) dependen de la
forma especifica del potencial y deben ser determinadas. Sustituyendo (5.7) en la tercera

ecuacion de (5.6), se llega a:

1 & 1 0)

(‘Mﬁ” oD+ Vo(r>)Rn,l<r> =E, | Rn(r), (5.8)

que es la ecuacion radial de Schrodinger. Nos basaremos en ella para obtener numérica-
mente las funciones R, ;(r) y por lo tanto v, ; ,,, (1,6, 9).

Reescribimos esta ecuacion de un modo que resulta conveniente. Se definen funciones

un (1) tal que Ry, (r) = %un,l(r). En términos de ellas, la ecuacion queda [52]:

1 d? 1 (0)
<_md? + —2,ur21(l +1)+ Vo(r)> Un (1) = En,l Un (). (5.9)
Observemos que, escrita de esta manera, (5.9) es andloga a una ecuacién de Schrodinger
unidimensional para una particula de masa { en un potencial 2J—rzl(l + 1)+ Vo(r), que es
relativamente simple de resolver numéricamente.

A esta ecuacion hay que agregarle una condicidn extra para asegurar el comporta-

miento adecuado de las soluciones en r = 0. Para ello hay que imponer que en un entorno
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infinitesimal centrado en el origen, las soluciones se comportan como [52]: !
 (r — 0) = r L (5.10)

donde / es el nimero asociado al momento angular orbital.

Por dltimo, las funciones de onda v, ; ,,, deben estar normalizadas, lo cual implica

que también u, ; lo estén:

1:/R3\wn’l,ml(r,9,¢)|2r2drd§2:/O r2|Rn7l(r)]2dr/S2|Ylm‘(9,¢)|2d§2

- o (5.11)
Z/ |ar,l(r)|2dr:/ |1 (r)|dr.
0 0

Aqui, en la pentltima igualdad se usé que los armoénicos esféricos estdn normalizados en

las variables 0 y ¢.
0)

Para hallar los niveles de energia a orden dominante Er(hl y las funciones de onda
Wn.1m, (1,0, ) es necesario entonces resolver la ecuacién (5.9) bajo las condiciones (5.10)
y (5.11). Abordamos este problema numéricamente. Los detalles de la metodologia y la
resolucion numérica se presentan mas adelante en el capitulo 6. Por el momento, conti-
nuemos con el andlisis tedrico y centrémonos en encontrar expresiones analiticas para las

(p)

. , . 0 .
correcciones E,'; ¢ a las energias, suponiendo las £ ©) y las y conocidas.

5.2. Calculo analitico de las correcciones a las energias

Para calcular los autovalores de H?) buscaremos una base en la que este operador
sea diagonal y luego calcularemos sus elementos de matriz. Comencemos separando el
Hamiltoniano perturbativo H?) en H(Pi) = LZ(S .V)2<Z y en el resto de términos que

2m r
no involucran a (S - V)2, que llamaremos H (Pi) Ademés reescribimos L - § en funcién del
momento angular total, que se define comoJ =L+S,de modoque L-S = %(J LI SZ).
También calculamos explicitamente el laplaciano y la derivada ai en el Hamiltoniano,
4(r)

reescribimos & (7) = ;-5 y reordenamos términos. Entonces:

H?) = g 4 gei) (5.12)

'El laplaciano en coordenadas esféricas no esta bien definido en r = 0, por lo que no cualquier solucién
a (5.4) es necesariamente una solucién a (5.3). Para asegurarse que si lo sea, las funciones R(r) deben ser
suficientemente regulares en el origen. La condicién (5.10) cumple esa funcién.

60



con:

4 —mr
)= P A8() (50N 34 e
A= 8‘u3+12mzr2 4+2S +4m2(J L r (mr+1)
(5.13)
e ™ (1 3
s <2+4m2r2(mr—|—1)>
) A e mr
H(P”)Eﬁ(S-V)Z —. (5.14)

Estudiaremos (5.13) y (5.14) por separado porque requerirdn tratamientos matemati-

cos distintos, por lo que también resultard conveniente separar a las energias E}SP L) g €n
2.

Efls.. = Bl + B 515

n

Empecemos diagonalizando H (pi) para calcular las correcciones E,(lfz)s

5.2.1. Perturbaciones H(") y sus correcciones £ (P) alas energias

Todos los términos en (5.13) dependen exclusivamente de los operadores p?, L2, S,
J? ylo de funciones del operador distancia r. Estudiemos las relaciones de conmutacién
entre operadores. Para empezar L solo actia en las variables angulares y § actda solo en
variables de espin, por lo que [% 82, )%, 15,5 y por lo tanto también J3, conmutan con el
operador r y con cualquier funcién que solo dependa de este. A su vez, S*y S j conmutan
con L?, L; y con p? Vi, j € {1,2,3} por la misma razén que recién. Ademds, como se
cumple que [$%,5;] =0y [L?,L;] =0 Vi, j, entonces [$?,J%] =0, [$?,J3] =0, [L2,J*] =0
y [L?,L3] = 0 (porque J> = S + L2 +2L-S y J3 = S3 + L3). No es dificil probar que
también [L;, p*] =0 Vj, de modo que L?, J? y J5 conmutan con p2. Por tltimo, [J2,J3] =0
pero J3 no conmuta con J; ni con J,. Este conjunto de relaciones implica que existe una
base de autoestados comiin a L2, §2, J? y J3 que diagonalizan a la expresién (5.13). Por
el mismo tipo de razonamientos se puede concluir que también diagonalizan a H ©). De
manera andloga a como se definieron para L? y L3 en (5.6), se definen los autovalores
de $? como s(s+ 1), los de J?> como j(j+1) (j € {|l —s|,|l —s+1|,...,[ +5}) y los de
Jz como m; (mj € {—j,—j+1,....,j—1,j}). En base a estas definiciones denotaremos
a los elementos de la base recién mencionada como {|n,1,s, j,m;)}. Aqui, el indice n es

heredado de las soluciones a (5.4). Todos los términos en (5.13) son diagonales en esta

2M4s adelante veremos cudles son exactamente los nimeros que figuran en los subindices n,L,S,....
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(p)

base, por lo que calcular las energias £,/ ¢ se reduce a calcular los elementos de matriz
(n,l,s,j,mj|H P)|n,1,s, j,m ;)- En esta expresion se observan explicitamente los niimeros

cudanticos de los que podrian depender las energias, de modo que a priori seria razonable

escribirlas como E? L)S — E,E ! 1 jm;

en esta base, H”) realmente no depende de él. Esto significa que hay degeneracién en

. Sin embargo, si bien el observable J3 es diagonal

m;j, es decir que para n,l,s y j fijos, todos los valores de m; dan la misma energia. Nos

restrlnglremos entonces a escribir mmplemente E( )S — E( Pi)

s, j° . Bajo esta notacion:

E(,l,)s,] <l’l,l,S ] m]’H ’n7lasvj7mj>- (516)
Luego veremos que esta base también diagonaliza a H (Pii) y por eso es que tiene senti-

do usarla, aunque en ese caso es considerablemente més dificil de probar la diagonalidad.

A continuacién procederemos a calcular los elementos (5.16). El objetivo es poder
escribirlos en funcion de las soluciones ¥, ,,, al sistema de ecuaciones (5.6). Estas fun-
ciones estdn escritas a partir de la base de autoestados de L? y L3, o equivalentemente tam-
bién se pueden pensar como escritas a partir de la base |n,[,s,m;,mg) = |n,l,m;) ® |s,my)

de autoestados de L2, L3, S* y S3 porque H () también conmuta con las variables de es-

(Pi)

nl,s,j
escribir la base (n,1,s, j,m;| que diagonaliza H(l’l) en términos de la base |n,1,s,m;, my).

pin. Entonces, para poder escribir las energias E'"” . en términos de Yo, 1.m,» deberemos

Estas dos se relacionan mediante coeficientes conocidos, que son la proyeccién de los

elementos de una base sobre la otra, denominados coeficientes de Clebsh-Gordan:

Jsim;j

1,s,m;,ms = <n,l,s,ml,ms]n,l,s,j,mj>, (517)
de modo que:
n,l,s,j,mj) = Z ‘l]?n]’llm |n,1,s,my,mg). (5.18)
my,msg

Los coeficientes de CZJ satisfacen varias relaciones que aseguran que se cumplan

S,nmy,mg
las reglas mecénico-cuénticas de suma de momentos angulares, por ejemplo que m; =

m+mgoque je {|l—s|,|l—s+1]|,....0+s}.
Comencemos por estudiar como se calcula de forma genérica los elementos de matriz

de cualquiera de los términos de H (pi) (ec. (5.13)) que no sean — Sin perdida de

32 32u3"
generalidad, podemos expresar cualquiera de ellos como una funcién f de los operadores
L?, 8%, J?y r. Para ser mas explicitos, escribiremos ahora el operador distancia como 7, y
reservaremos r para su autovalor, que es una medicion de la distancia, es decir, un nimero

real. Cualquiera de estos términos se puede expresar entonces como f (LZ,SZ,JZ,f), y
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el objetivo es calcular (n,1,s, j,m;| f(L?,8?,J%,#)|n,1,s, j,m;). Comencemos insertando
una identidad expresada como la proyeccién sobre el espacio de posiciones y sobre el
subespacio de autoestados con valor de espin s fijo:

<nal7s7jamj|f(L27S27J27f) |n,l,S,j,mj>

=X [t gl 0850 (s ) (1 i) s o

= Z/ n,l,s, j,mjl| <|?> ® |s,m;>> <<?| ® (s,m§|> In,l,s,j,mj) f(I(I+1),s(s+1),j(j+1),r)dr.
En la dltima igualdad se ha usado explicitamente la accion de la base actuando sobre los
operadores, por lo que se sustituyen L? , §%, J?> y 7 por sus respectivos autovalores. A
continuacién usaremos el cambio de base (5.18) y que |n,1,s,m;,mg) = |n,1,m;) @ |s, my),
de modo que (n,1,s,my,mg|(|F) @ |s,m5)) = (n,1,my|F) (s, mg|s,ms) = W1 m, 6, - En la
tltima igualdad se usé la ortogonalidad de los autoestados de S2, S5 y la definicién de las

funciones de onda V¥, ; ,,:

Vo im (1,0,0) = (Fln,l,my). (5.19)

La expresion anterior queda entonces:

Xl g f o] (17 s ) (1 s Y s

my,mg,my
/
my,my

X f(I(I4+1),s(s+1),j(j+1),r)dF

= Xl [ Vton B P 1).5(5 4 1), TG 1)) S 7

1
mJ 7m.! 7m
mjmy

= Z Cl/s”i:u,ms ljvan1 Mg /Wnlm/‘l’nlm”f< (I+1),s(s+1),j(j+1),r )5mx.,m26m§,m§’d?
m.s-,m§7m1

= Xl Cll, [ RO+ D5l 1), G+ D) Pdr [¥7(0,0)7 (6,9) 0
m.ram;aml

En la dltima igualdad se hizo uso de la expresion (5.7). Ademds, usando relaciones de
ortonormalidad de los arménicos esféricos, la integral en las variables angulares da como
resultado un delta de kronecker en m; y mj. Por otro lado los coeficientes de Clebsch-

. M j,
Gordan satisfacen Y, c/m S

iy Crsmm Cls.mym, = 1. La expresion final es:
S

(n,1,s, j,m;| f(L*,S*,J7) |n,1,s, j,m;) = / Rug (NP f(LI+1),s(s+1), j(j+1),r)r?dr. (5.20)
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Usando este resultado, la contribucion a la energia que aporta la suma de términos de

HP) (ec (5.13)) distintos a —ﬁ se puede escribir como:
A
2m?

/erzw|un,z(r)\2{_s(s+l)m r +§('(j+1)—l(l+1)—s(s+l)>(mr+1)}dr
(5.21)

) 5 )
+12n12<—4+ 2S(S+1)> ’RnJ(O)‘ .

Falta calcular tnicamente (n,l,s,j,m;| — s5—|n,l,s, j,m;). Mediante la definicién (5.1) de

32,u
H se puede despejar el operador p? como:

P! =2u(H = Vo(7). (5.22)
De donde se obtiene que:
f—l
- 35 i <(H O — HOW,(7) = Vo(H)H + (Vo(f))2> , (5.23)

y los elementos de matriz quedan:

<I’l,l,s7j,mj| 3|n7l7s]m]>
| 2p (5.24)
= g (mlss.dimi] ((H“”)2 —HOV(7) = Vo(HH + (vo(f>>2) I 1,5, j,m;).

Los elementos {|n,,s, j,m;)} son autoestados de H®) con autovalores {E } La expresion ante-

rior se reduce entonces a:

(0)
-1 En . A . 1
7(Er(lf)l))2+ ‘ul (n,l,s,],mj\Vo(r)|n,l,s,],mj> S,U <l’l,l,S J?m]|V0( ) ‘nJas J m]> (525)

Los términos en esta expresion tienen la forma (n,1,s, j,m;| f(L*,8?,J%,7) |n,1,s, j,m;),
que ya vimos en detalle como calcular. Usando esos resultados:

s, jomg| — <2l ) = 2 B+ o [l (VPVo(r) (B = 5% )
36,8, ], J 32.“,3 30,8, s jl — 8“ n,l 4[.1, n,l 0 n,l ) 0 .

(5.26)

Finalmente, de (5.21) y (5.26) se obtienen las expresiones para las correcciones perturba-

tivas EX (pi)

s j @ las energias E ( 1)’ en funcién de las soluciones u, ;(r) (y equivalentemente
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R, i(r)y Er(:)l) a la ecuacion de Schrodinger (5.9):

. A e 3/ ..
E}S’;‘ZJ :2mz/r3\uml(r)2{—s(s+1)m2r2+2(](]+1)—l(l+1)—s(s+l)> (mr—i—l)}dr
A 5 1
+12m2<4+2s(s+1)>|Rn1 /|un, )2Vo(r ( )= SValr ))dr
1 (0)\2
——(F .
8“( l)

(5.27)

(0)

Coémo se menciond anteriormente, uml(r) yE,; deben ser hallados de forma numérica,
b

proceso que detallaremos en la seccion 6.1.

Retomando la ecuacién (5.15), aun falta hallar una expresion para las correcciones

E(Pii) Procedamos a ello en la siguiente seccion.

5.2.2. Perturbacion H (i) y sus correcciones F (Pii) a las energias

El término H(Pii) = (S V)2 ~ resulté més compleJO de estudiar, porque (§-V)?

lares y operadores como S, S7, S3, lo cual complica considerablemente el estudio de las
relaciones de conmutacion. Por este motivo optamos por estudiar este término mediante
el teorema de Wigner-Eckart, que enunciaremos mds adelante. Lo primero que precisa-
mos es descomponer H (Pii) como una suma de operadores tensoriales esféricos, que son

(k)

un tipo particular de operadores 7;;"" que, bajo rotaciones (tanto del espacio de posicion

como del espin), transforman como:

donde D(R) es el operador unitario que representa la accién de la rotacién sobre el espa-
cio de Hilbert, y D((Ilf?q(R) = (k,q'|D(R)|k,q) son los elementos de matriz de ese operador
en la base de momento angular (orbital o espin) K? (K?|k,q) = k(k+1)|k,q)) y con pro-
yecciones k3 = g, ky = ¢’ sobre el eje z (Kz|k,q) = glk,q) ). Se puede demostrar que la
regla de transformacioén (5.28) es equivalente a que se satisfagan las siguientes relaciones
de conmutacion:

[K3, Tq(k)] = g1, (5.29)

K, TV = VAR D) —alg £ DT, (5.30)
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donde K = (K|, K>, K3) es el operador de momento angular, que puede ser orbital o espin,
y K4 se define como:

Ki EKlztiKz, (531)

y actiia de la siguiente manera sobre los autoestados de K2 y K3:

Kilk,q) = Vk(k+1) —q(g£1) [k,g£1). (5.32)

Veamos como reescribir H(?ii) en funcién de operadores esféricos. Desarrollamos pri-
mero el factor (S-V)? y calculamos de forma explicita las derivadas que actdan sobre la
funcién ¢, definiendo el operador vectorial 7 7 (no confundir con el operador distancia

#) como 7 = (X1 ,X2,X3). Se obtiene:

A‘ —mP e —mF efmf" 0
(5-V)PE =5 5 (mf—f—l)—f—T(m P> 43mi+3) ) SiS;X;Xi.

H (pii) —
2m2 7 oy

(5.33)
El primer sumando en esta expresion es andlogo al tipo de términos que ya tratamos, por
lo que su contribucidn a la energia se calcula de la misma forma que ya vimos, y es:

A

e~
(n,l,s,j,mj|—S2 =3 (mP+1)|n,l,s, j,mj) = —s(s+1) /\unl

(mr +1)dr.
(5.34)
El segundo sumando de (5.33) es el que buscamos descomponer en operadores esféricos.

Particularmente la parte que depende del espin y de las componentes de i

ZS,-SJ'XJ'X,' :S%Xlz —|—S%X22 +S%X32 + 8515 X1 X5 + 8251 X1 X2 + 5153X1 X3
ij (5.35)
+ 85351 X1 X3 + 5253X0X5 + 535, X, X5.

Reescribiremos esta expresion en términos de los operadores S3, X3, S+, S—, X, X,

donde los dltimos cuatro se definen de forma similar a (5.31):

1
Si = :F_(Sl :tiSz),
V2 (5.36)

1 :
Xi = :FE(XI :l:le),

3La razén por la que estas relaciones valen tanto para el espin como para el momento angular orbital,
es que las dlgebras de Lie de SO(3) y SU(2) son isomorfas.
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Bajo estas definiciones es posible probar que la ecuacion (5.35) se puede escribir como:

Y88 ;XXi = STX2 4+ 2N+ {S1 S X X — {4, S30X X5 — {S_, S3}X. X5 + $3X3,
i,j

(5.37)
donde {-, -} son anti-conmutadores. Para descomponer esta expresién en términos de

operadores esféricos, debemos ser capaces de llevarla a la siguiente forma:

2 2) (2 0) (0
Y ssxX= Y (~1)94B% + AL B, (5.38)

Donde los operadores A® y A son esféricos respecto al momento angular orbital L, es
decir que satisfacen (5.29) y (5.30) mediante el cambio K — L y los operadores B® y
B son esféricos respecto al espin S, por lo que satisfacen relaciones analogas bajo el
cambio K — S.

Omitiremos la operatoria para llevar la ecuacion (5.37) a la forma (5.38) porque resulta
pesada y engorrosa. Se puede probar que bajo las siguientes definiciones, los operadores

A(z), A(O), B(2) y B satisfacen todas las relaciones de operadores esféricos:

e A =x2 e AP = V2X. X;

- B =52 » BY = {553}

- A% =V2x_X3 . A® _x2

« B = ¥2{s, .55} )

Ay = 234 X.X) e AV =2x, x_ —X2

« By = ({85 }+283) BY = 1{s,,5 }—1s2

Haremos uso del Teorema de Wigner-Eckart, que provee una manera de descomponer
y calcular los elementos de matriz de operadores esféricos. El enunciado es:

. k . . . ,m
(. jymi T4, ') = G, 1T O, YO (5.39)

/
7mj7kaq7

donde Cj:”,,:%,k,q es el coeficiente de Clebsch-Gordan que surge de sumar momentos an-
gulares j’ y k con proyecciones m; y g para obtener un momento angular total j con
proyeccion mj; y (n, j||T®)||n, /') es un coeficiente denominado elemento de matriz redu-
cido de T(k), que depende de n, j, k, j/ pero no de m »q0 m; Esto ofrece una ventaja, y
es que calcular el coeficiente para distintos valores de m;, g, m; debe dar lo mismo, lo que

permite chequear, en parte, que no hayan habido errores de operatoria en los desarrollos
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previos. Otra particularidad es que este coeficiente se calcula a partir del mismo teorema.
Aplicamos este teorema luego de la descomposicion 5.38 para hallar los elementos de
matriz del dltimo término de la ecuacién (5.33). Se obtiene:

P
(n,d,s,J, mJ]—(m P+ 3mi+3) )Y SiSiXiXiln,l',s', j,m)
iJj

. —mr
j/ m/

s o 5e
= Z Cis,ril,,mscl’,s’;n;,mg, (71)q<n7l||A() ~5
ml,m q
mz.,m;

(PP 4 3mi 3 I, )C

—mr

smY Jjm; 17 ' 0)€ 2.2 N /
x (n,s(|B?||n,s")C 2 Z Cliom - /(nJHA()fT(mr +3mi +3)||n,l)

1,s,my,mg l’ s’y my
il mg
my,my
X Czl":i’ oo<”vsHB ||n,s)C 00"

(5.40)

Analiticamente, no es evidente que esta expresién sea diagonal en la base {|n,l,s, j,m;)},
pero pudimos comprobarlo mediante cdlculos numéricos. La contribucién a la energia
por este término es entonces calcular la ecuacién (5.40) usando [ =1, s =5, j=]y
mj = m’] También pudimos comprobar numéricamente que no solo es diagonal en m; si
no que es independiente de este nimero, es decir que tomar distintos valores de m; no
provoca ningiin cambio en la energfa. 4

Adun falta hallar expresiones para los elementos de matriz reducidos. Como se co-
ment6 recientemente, se calculan por medio del mismo teorema simplemente despe-
jando de (5.39). Como no depende de g, podemos usar los distintos Agz) y Béz), con
g € {—2,—1,0,1,2} para calcular los elementos reducidos de A® y B® . Lo hemos he-
cho con todos, y como es esperable llegamos a los mismos resultados. Incluiremos aqui
solo los célculos para ¢ = 0 a modo de ejemplo.

Comencemos con el cilculo de (n, j||A®)||n, j): Recordemos que A(z) = %(X% +
X X_). Para alivianar la notacién en el cdlculo, escribiré = ( 22 4 3mp4-3) = £(7).
Es posible hallar una expresion para (n,l,m;| \% (X3 +X+X_) f(#)|n,1,m;) usando los mis-
mos razonamientos que fueron aplicados en la seccién (5.2.1). En este caso ademaés rees-

cribiremos f(X3 + X X_) en funcion de armoénicos esféricos, lo cual es posible porque

0 +1 0 __ 3 1 +1 _ 3 1 : .
Y e Y[ sepueden escribir como Y| =1/ X3, y Y| =/ ;7X+, Se obtiene:

<n,z7ml\A<2> F®) |y, mp)

(5.41)
/yun, Rrdr [ 157(8.0) P ((7(6.0))" +7,7(8.4)¥)(6,6)) a2

4Ya era visible desde el Hamiltoniano que esta propiedad debfa cumplirse.
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Usando la relacién dada por el Teorema de Wigner-Eckart (eq (5.39)) despejamos una
expresion para el elemento reducido, que queda escrito en términos de integrales que
pueden ser calculadas numéricamente:

(n, IHA(Z) (A)Hn )
m 2 _
zm, 1 [P reRar [177(0.0)P((17(0.0))" 41, (0.0)1! (6.6) )a
mi,2,0
(5.42)
Por otro lado, el elemento reducido (n,s||B?®||n,s) se puede calcular a partir de

(n,s,mg |B(()2) |n, s, mg), para lo cual basta con usar la accién de S3, S y S_ sobre los autoes-

tados de S? y 83 (relaciones (5.32)). Simplifiquemos la notacion definiendo las funciones:

(s,mg) = \/s(s+ 1) —mg(ms£1). (5.43)

El elemento de matriz reducido queda:

1 1
sms
sm§,20 \/_

(n,5]|B@|n, s) = (2m? - ;u (5,my — 1)t_(s,my) — %t_ (s, my+ D)t (s.m5) ).

(5.44)
Siguiendo razonamientos andlogos, los elementos de matriz reducidos (n,||A " f(#)||n,I)

y (n,5]|B©||n,s) quedan:
(n, lllA(O) F(P)lln, 1)

4
C,m[ 7T/IR,” )PA(r) 4dr/\Y’"' (8,9)1(— (17(8,9))* +2(8,9)¥/(8,9) ) dQ.

1,m;,0,0
(5.45)

1

, B S)=——
o 18) = =5

1 1
(mg + §t+(s,ms — D)t_(s,my) + Et_ (s,mg+ 1)ty (s,ms)).

(5.46)
Ahora que hemos hallado expresiones analiticas para todos los términos, contamos con
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todos los elementos necesarios para el cdlculo de E 151}"’2 Iz Juntando (5.34) y (5.40):

B = st 1) [l DR+ 1)t F X -G, o Gl G,
i
—mr . A
X (. ]JAD e (27 + 3mi 4 3)| In, ') (n,5/| B |, ') + L ClmmCr i G 00C 00
o

X <n,l]|A(0)ef—5(m2f2—l—3mf’—|-3)Hn,l'><n,s|\B(o)||n,s’>.
(5.47)

Luego, se puede obtener explicitamente la expresion final para las correcciones E}EI;) 5.j

las energias E,EOI), sumando las ecuaciones (5.27) y (5.47).

a
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Capitulo 6

Metodologia numérica y resultados

6.1. Métodos numéricos para la obtencion del espectro

de glueballs

Para evaluar las correcciones calculadas analiticamente en el capitulo previo, preci-
samos obtener las funciones de onda u,;(r) (o equivalentemente R, ;(r)). Estas funcio-
nes pueden obtenerse numéricamente resolviendo la ecuacién (5.9), sujeta a la condicién
(5.10). En nuestro caso utilizamos el método Runge-Kutta de orden 4, con una variable
discreta r.

Entre todas las soluciones matemadticas posibles a (5.9), las que tienen sentido fisico
son aquellas que cumplen con la unitariedad exigida por la mecdnica cuantica, que son
las soluciones normalizables. Desde esta vision mecanico-cudntica no relativista en la que
nos situamos, los estados ligados se presentan como soluciones u, ;(r) que tienden a cero
fuera de una cierta region finita, lo que implica que la posicidn relativa de las particulas se
encuentra restringida a una region acotada del espacio. Soluciones que no tienden a cero
al aumentar r no cumplen con estas propiedadades y no deben ser tenidas en cuenta.

Numéricamente, una forma de obtener estos estados ligados y sus respectivas energias,
para valores / (momento angular orbital), B y A (los parametro del potencial Vj, ec. (5.1))
fijos, es resolver la ecuacion de Schrodinger en un barrido de energias, y entre todas las
soluciones, quedarse con las que respetan las restricciones fisicas recién mencionadas.
Todo valor de la energia que no corresponda a un estado fisicamente permitido llevara
a una solucién que aumenta indefinidamente con r. En principio esta propiedad podria
servir para reconocerlas y descartarlas, conservando tinicamente las soluciones acotadas.
Sin embargo, dado que solo es posible barrer un conjunto finito de valores en la energia,

seria extremadamente improbable dar con el valor exacto para la energia de un estado, y
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en general s6lo podremos acercarnos a la misma con cierto nivel de precision numérica.
Esto implica que nunca podremos contar con el valor exacto de la energia, y que en
realidad todas las soluciones que podemos obtener crecerdn indefinidamente para r — oo,
y debemos pensar en otro método para discernir al estado ligado. Una propiedad util que
nos permitird lograrlo consiste en que, aproximarse a la energia del estado por derecha o
por izquierda no es lo mismo, pues por continuidad siempre hay un cambio de signo en
la parte no acotada de las soluciones entre ambos casos. Es posible identificar entonces
la existencia de un estado ligado cada vez que se observe un cambio de signo en las
soluciones a r — c. Otro punto importante es que en un entorno infinitesimal de la energia
del estado, la parte acotada de las soluciones varia infinitesimalmente, y cuanto mas cerca
estemos de dicha energia, la solucidén convergerd con mayor precision a la solucion exacta.
Un ejemplo de este comportamiento se puede ver en la figura siguiente, donde se grafican
algunas soluciones u(r) a la ecuacién de Schrodinger con distintas energias, cercanas a la

de un estado ligado:

Figura 6.1: Soluciones u(r) a la ecuacién de Schrodinger para distintas energias, cercanas a la
de un estado ligado. Las soluciones que divergen hacia los positivos corresponden a valores que
se acercan por izquierda a la energia del estado ligado, y las que divergen hacia los negativos se
acercan por derecha. La curva de color anaranjado es la que mejor converge a la solucién exacta
porque es la que se encuentra més cerca de la energia de ligadura.

Basdndonos en este comportamiento, desarrollamos algoritmos numéricos para dis-
cernir y obtener las energias y funciones de onda de los estados ligados. A continuacién,

una descripcion por pasos del funcionamiento de los mismos.
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Obtencion de las energias y soluciones u, j(r) aproximadas de los estados

. El primer paso de este algoritmo consiste en realizar un primer barrido amplio y
equiespaciado en las energias, que procuramos que sea suficientemente abarcati-
vo como para no perder estados de baja energia (los de altas energias son menos
importantes porque nos enfocaremos solo en estados de bajas energias). De aqui
ubicamos los intervalos de energias {[E_,E]} en los que las soluciones cambian
de signo para r — oo, lo que nos provee una primer estimacion de las ubicaciones

de los estados.

. La estimacion del paso 1 suele ser demasiado gruesa y es necesario refinarla. Para
ello, en cada uno de los intervalos {[E_, E |} tomamos el punto medio £ = %,
resolvemos numéricamente la ecuacion de Schrodinger para ese valor de la energia
y comparamos el signo de la solucién a r grande en E respecto a los signos que
presentaban en E_ y E.. Tomamos ahora como nuevo intervalo, aquel donde se
de el cambio de signo, que puede ser [E,E. | o [E_, E| dependiendo del caso. Esto
acota la posicion del estado ligado a un intervalo de la mitad del ancho que la

estimacion inicial.
. Ahora se divide este nuevo intervalo en z subintervalos y se repite un procedimiento

andlogo al del punto anterior (el punto anterior es lo mismo tomando z = 2).

. De los pasos anteriores se obtienen intervalos para las energias de los estados liga-
dos. A partir de estos nuevos intervalos se vuelven a repetir en forma concatenada
los pasos 2 y 3 iterativamente N veces, para garantizar una precision razonablemen-

te buena en la convergencia de la parte acotada de las soluciones y en sus energias.

Obtencion de la parte acotada de las soluciones u,(r)

La regi6én no acotada de las funciones u,, ;(r) debe ser descartada porque no forma parte de

la solucién fisica. Este proceso se lleva a cabo con un algoritmo de convergencia variable y

adaptativo a cada solucién (porque las funciones u,, ;(r) son distintas y convergen también

de formas diferentes, por lo que es inconveniente tratarlas por igual).

1) Como primer paso, este algoritmo toma el maximo local mas grande en valor ab-

soluto (= uugy) de la solucion y lo divide entre un nimero grande D. Luego, si en

alguna region el valor absoluto de la solucién se mantiene por debajo de u,c/D
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por una cantidad de N, pasos en la variable discreta r, se trunca la solucién, conser-

vando esa parte finita de la misma y descartando la parte para valores mayores de r.

1) Si la solucién no satisface esta condicién en ninguna regién de su dominio (

|up | < = por al menos N, pasos en r) el algoritmo relaja un poco la exigen-

cia, disminuyendo de forma iterativa a la mitad la cantidad de pasos que considera
. N, N .

como “convergencia razonable” (N, — - — - — ...) hasta llegar a un cierto valor

minimo.

1) Si la solucién tampoco logra satisfacer ninguna de las condiciones del paso 11), el
valor que esté siendo considerando como ‘“convergencia razonable” (”’"ﬁ) es dema-
siado exigente para la solucién en cuestién, de modo que el algoritmo procede a
relajar dicha condicién, disminuyendo el factor D un poco, pero manteniendo fijo
el requisito de los N, pasos de convergencia para no relajar de forma exagerada las

condiciones.

1v) Una vez aisladas las partes acotadas de las soluciones u, ;(r) mediante los pasos

anteriores, se normalizan de acuerdo a la ecuacién (5.11).

En resumen, estos algoritmos dan como resultado un conjunto de funciones normalizadas
un(r), que tienden a cero a medida que aumenta r, y un conjunto discreto formado por
(0)

sus respectivas energias E, ;' a orden cero. A partir de estos datos se calcula el espectro de

n
energias (en principio para A y 8 fijos) determinado por las expresiones (5.27) y (5.47),
obtenidas previamente de forma analitica. Para ello es necesario variar el espin s, el mo-
mento angular orbital / y el momento angular total j, y luego reordenar las energias de
menor a mayor. Estudiamos el espectro para distintos valores de A y 8. Para ello variamos
dichos pardmetros en una grilla de valores. Lo que se obtiene finalmente son los niveles
de energias de glueballs (en realidad cada energia es un multiplete en m;) en funcién de
Ay B, donde cada una de las energias queda a su vez identificada con valores {n,[,s, j}.

Una cantidad que también se calcula numéricamente en estos algoritmos, son prome-
dios de los cuadrados de las velocidades relativas ((v?)) entre las particulas en cada uno de
los estados. Dicha cantidad se calcula usando un razonamiento completamente andlogo
al que fue enunciado en la seccién 5.2.1 para el cdlculo de las correcciones a la ener-
gia generadas por el término —%. En este caso, usando p? en vez de p* y despejando

explicitamente V2.
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6.1.1. Implementacion de los algoritmos

A continuacién se especifican las parametrizaciones utilizadas en los algoritmos y
otros aspectos cualitativos sobre ellos. Se procurd que la precision en el procedimiento
numérico fuera suficiente para que las incertidumbres provenientes del mismo sean des-
preciables respecto a los errores esperados del propio tratamiento tedrico. La mayoria de

las parametrizaciones utilizadas fueron elegidas para garantizar este nivel de precision.

= Las energias estdn expresadas en unidades de la masa m del gludn, y las distancias
en unidades del inverso de m, lo que es equivale a considerar m = 1.

= La variable discreta r que modela la distancia entre los gluones tiene un paso de ta-
mafio 1,1 — 1, = ﬁ. Truncamos las soluciones cuando alcanzan un valor absoluto
|| = 1 x 10%.

= [a discretizacion usada para el primer barrido en las energias (punto 1) tiene un
paso de tamafio E,, | — E, = ﬁ. La energia minima y méxima en el barrido de-
pende de la naturaleza del potencial, por lo que usamos diferentes valores en los
dos modelos que estudiamos. Los especificamos més adelante.

» La cantidad z de subintervalos en los que se divide [E,E] o [E_,E] (punto 3) que
fue elegida es z = 3. Esta eleccion es arbitraria.

= El nimero de veces N que se repiten los procesos de subdivisiones de los intervalos
de energia (punto 4) es N = 8. Se eligi6 este nimero porque garantiza suficiente
precision en las energias E r(l?l) y en la convergencia de las funciones de onda.

= Los pardmetros D y N, (punto 1)) se eligieron como D = 4000 y N, = 2000 con el
propdsito de aislar con la mejor precision posible la parte finita de las soluciones
Up.

= En el punto I1), la cantidad de pasos en r mds pequefia que se admite es 125.

= En el punto 111), el algoritmo puede relajar la exigencia de convergencia disminu-
yendo el divisor D del maximo en un factor de 10, hasta dos veces si es necesario
(15— 100):

= El espin (s) se varfa entre s € {0, 1,2} porque consideramos glueballs formadas por
dos gluones, que tienen espin s = 1 cada uno.

= Sélo consideraremos valores de momento angular total j € {0, 1,2} para ahorrar
tiempo de computo. Por consistencia, el momento angular orbital (/) se varia entre
1€{0,1,2,3,4}.

= El célculo de (v?) proporciona informacién aproximada sobre cudn relativistas son

los estados ligados y sobre el error sistematico cometido por causa del desarrollo
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perturbativo tedrico en las energias. Los tratamientos en los que nos hemos basado
hasta el momento pueden ser razonables para estados de bajas velocidades, pero
con seguridad fallarian si la velocidad es cercana a la de la luz, de modo que es

importante tener una estimacién de la misma.

6.2. Comparacion con las predicciones del lattice

El espectro de glueballs ha sido estudiado mediante simulaciones numéricas en Yang-
Mills pura discretizada en un lattice, en un articulo de Andreas Athenodorou y Michael
Teper en el 2020 [38]. Sus resultados pueden verse en la tabla 6.1, extraida del articulo,
en donde se muestran las energias mds bajas por momento angular total j y clasificadas
también segtin paridad (P) y conjugacién de carga (C) de cada estado. Comparamos nues-
tros célculos con estos resultados. Para ello, estudiamos si algiin punto {4, B} de la grilla
logra reproducir, dentro de los errores esperados, el espectro de glueballs obtenido en el
lattice. Los errores en el tratamiento perturbativo de las energias son del orden de las co-
rrecciones que no fueron incluidas, que estdn suprimidas por v*/c* respecto a H ©) (que,
de por si, ya es de orden v?/c?). Se espera que v>/c? sea del orden de g%, por lo que esta
incertidumbre en las perturbaciones es de aproximadamente g*. El valor maximo para g%,
que darfa la incertidumbre mds grande, es g+ . ~ (0.36)? ~ 0.13, resultando en errores
de 13% o menores. Aun asi, estos razonamientos se basan en 6rdenes de magnitud, por
lo que no deben ser tomados de forma exacta, sino més bien como un indicador del orden
de magnitud que puede esperarse de las incertidumbres. Una estimacién mds realista es
considerar que el entorno de incertidumbres puede ser un tanto mayor. Consideramos que
es razonable esperar errores de hasta, aproximadamente, 25 %.

Los glueballs formados por dos gluones tienen conjugacién de carga positiva, ! por
lo que compararemos nuestros resultados con los estados C = +1 del lattice. > Como se
menciond en la seccién 6.1.1, solo consideramos j < 2.

Para comparar los resultados usamos una cantidad adimensionada, E~n7 j» definida como

la energia medida en unidades de la energia del estado fundamental Ej:

6.1)

Estudiamos cuanto difieren nuestros resultados respecto a los del lattice usando el método

"Porque Fﬁe (x)F4" () es invariante bajo conjugacién de carga
2También existen glueballs asociados a operadores con tres Fj, que tienen C = —1, pero no fueron
estudiados en este trabajo.
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Mg GeV
J P=+,C=+ | P=,C=+ | P=4,C= | P=,C=-
0gs | 1.653(26) | 2.561(d0)
0exl | 2.812(40) | 3.54(8)
205 | 2.376(32) | 3.07(6) | 4.24(8)* | 3.92(9)
2 ex1 | 3.30(5) 3.07(7)
1 gs 412(8) | 2.944(42) | 4.03(7)
| exl 4.16(8)% | 3.80(6)
1 ex2 4.20(9)*
3os | 3.74(7)F 3.53(8)
495 | 3.69(8)* 4.38(8)**

Tabla 6.1: Espectro de glueballs en GeV obtenido a partir de simulaciones numéricas en el lattice.
Tabla extraida de [38]. Se muestran las energias de las glueballs mads livianas, clasificadas segtin
el momento angular total (en esta tabla, J es el nimero j), paridad (P) y conjugacién de carga (C).

de minimos cuadrados, con el que calculamos 1/ ¥2, que proporciona una medida de la
discrepancia porcentual o error relativo entre los datos:
, 1 |E ._Elat}ice 2

n,j n,j
=— . 6.2
N (6.2)

- |E”rlf;tice 2
En esta expresion, N es la cantidad de energias comparadas.

Calculamos \/}? en todos los puntos {A,B} de la grilla usando las cinco energias
(N = 5) maés bajas del lattice (con C = +1), y realizamos un ajuste por minimos cua-
drados, es decir, determinamos los pardmetros que minimizan y2. La eleccién de usar
las energias mds bajas para el ajuste de parametros es en cierta medida arbitraria. Usar
s6lo un subconjunto de los datos del lattice para el ajuste de los pardmetros nos permite
reservar los datos restantes para poner a prueba los resultados a modo de prediccion. En
ultima instancia, si el modelo describe satisfactoriamente el espectro de estados, se espe-
raria que un ajuste basado en cinco puntos fuera suficiente para dar los pardmetros y las
predicciones Optimas.

En el cilculo de y? se deben comparar estados con los mismos nimeros cudnticos
discretos de paridad P y momento angular total j. > Para nuestros estados, la paridad se
calcula como P = (—1)/, donde [ es el niimero cudntico asociado al momento angular or-

bital . Una exigencia adicional que imponemos como requisito necesario es que el estado

3También conjugacién de carga, pero como se comentd, todos los glueballs que podemos obtener tienen
C=+1.

“La ecuacion exacta es P = P,P,(—1), donde P, y P, son las paridades intrinsecas de los gluones
que componen al glueball. Tanto para gluones como para anti-gluones este nimero es -1, de modo que
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fundamental debe tener j = 0, y excluiremos aquellos casos en los que esta condicién no
se cumpla. Varios estudios basados en simulaciones numéricas han determinado que esto
debe ser asi para glueballs [38, 53, 54].

Debido a las estimaciones previas en la literatura sobre la tensién de la cuerda [38] y
la constante de acoplamiento [13], buscamos minimos locales para 3 cercano a (del orden

de) 1 y A cercano a (del orden de) 2.

6.3. Glueballs en el modelo propuesto por Cornwall

Variamos A desde 0.25 hasta 4.5 con un paso de 0.125 y 8 desde 0.15 hasta 1.0 con
un paso de 0.05 (en este caso, no exploramos 3 mayores a 1 por razones que se precisaran
en el andlisis de los resultados), y variamos las energias desde E () = —2 hasta E© =4
(por la forma de Vjy en este modelo, no hay estados ligados (obtenidos a orden cero en el

potencial) por encima de E ©) = 4m; tampoco parece haberlos por debajo de E ) = —2m).

Lo primero que hicimos fue un andlisis general sobre el comportamiento del espectro
de energias en cada punto de la grilla, estudiando la cantidad de estados ligados encontra-
dos y el momento angular total del estado fundamental. De este primer andlisis identifi-
camos y excluimos los puntos {A, 3} en los que, o no existen suficientes estados ligados
para efectuar una comparativa con las cinco menores energias del lattice, o el estado fun-
damental tiene j no nulo. En la figura 6.2 se muestran con color gris los puntos a excluir
por falta de estados ligados y con verde los puntos que cumplen con los requisitos nece-
sarios para ser comparados con el lattice. En este modelo, a medida que 3 aumenta, se
pierden estados ligados. Se puede observar que por encima de 8 = 0.5 ningidn punto tiene
suficientes estados ligados para poder contrastar con las cinco menores energias del latti-
ce, y particularmente hay un solo punto en el que el estado fundamental presenta j # 0.
Calculamos ¥ tnicamente en la regién de puntos verdes, que es la que cumple con los

requisitos impuestos.

PP, = (-1 =1.

78



EESENEEEEENESEEENEEEEENEEEEENEEEEER
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A

Figura 6.2: Grifico que representa con colores gris y beige, los puntos {A, 8} que no son compa-
rables con los datos del lattice, por falta de estados ligados o por tener un estado fundamental con
momento angular total no nulo. En verde, los puntos que cumplen con los requisitos necesarios
para poder ser comparados con el lattice.

También graficamos, en la figura 6.3, las velocidades cuadraticas medias del estado
fundamental en cada punto de la region verde indicada en la figura 6.2, con el fin de tener
una estimacién de cudn relativista es el régimen en cada punto. Esperamos que (1?)?
concuerde con el orden de los errores previstos, de aproximadamente 25 % o menores. Se
observa que los valores medios para la velocidad al cuadrado se encuentran entre 0.20 y
0.3 aproximadamente. Esto indica valores para (v?)? cercanos a 0.10 en concordancia con
los errores esperados.

En la figura 6.4 se representa con colores el valor de \/)7 en cada punto, calculado
teniendo en cuenta los cinco estados de menor energia. Se puede observar una regién
que tiende a minimizarlo, siendo {A.;;, = 3.75, Bnin = 0.5} el punto que efectivamente
lo hace, con una discrepancia relativa de \/% ~ 10% respecto a las predicciones del
lattice. Para esos valores de los pardmetros, comparamos graficamente los cinco pares
de estados (E) que se usaron para el ajuste y minimizacién de x2, en la grifica de la
izquierda de la tabla 6.2. En la gréfica de la derecha comparamos, para estos mismos
valores de A y B, un mayor nimero de datos del lattice con los resultados de nuestra
resolucion numérica. Esta segunda gréfica puede considerarse como una prediccion del
modelo, porque hay datos en ella que no intervinieron en el ajuste de los parametros A y 3.
Las cruces corresponden a los datos del lattice, mientras que los puntos y las estrellas son
datos de nuestras simulaciones. Para cada j, los pares de datos que son comparados entre
si estdn identificados con el mismo color, lo que significa que tienen igual paridad. La

paridad se representa con un +1 o —1 a la derecha de cada punto. La estrella es un estado
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Figura 6.3: Grifico en el que se presenta con colores el valor aproximado de (v?) del estado
fundamental en cada punto {1, }.

de nuestra resoluciéon numérica que no tiene un correspondiente en los datos disponibles

del lattice, por tener distintos nimeros cuanticos.

Los datos de nuestra resolucion numérica graficados en la figura del lado izquierdo,
presentan una discrepancia )(,%”-n, de 10% respecto a los datos del lattice. Los dos es-
tados con j = 2 aparentan a primera vista violar la jerarquia de los ndmeros cudnticos
discretos que predice el lattice. Sin embargo, esta aparente violacion se encuentra dentro
de los errores esperados: considerando una incertidumbre de hasta 25 % en cada dato, el

orden de estos dos estados puede ser intercambiable.

Por otro lado, los datos graficados en la figura del lado derecho presentan una dis-
crepancia x,%”-n, de 24 %, considerablemente mayor que para los cinco glueballs mds
livianos. Al igual que se comento recién, las aparentes violaciones en la jerarquia de los
nimeros cudnticos discretos predichos por el lattice, en los estados con j = 2, se encuen-
tran dentro de los errores esperados. Algo andlogo sucede para el punto representado con
una estrella, que no tiene un correspondiente en los datos del lattice, por tener j = 1,
P = +1, C = +1 (no hay estados con esos nimeros cudnticos en la tabla 6.1). Dentro
del margen de incertidumbres existentes, cabe la posibilidad de que dicho estado esté en
realidad por encima del resto, de modo que podria tener un correspondiente en el lattice a
mayores energias. Un escenario més desfavorable presentan los datos con j = 0, para los
que el lattice asegura, al menos, la existencia de cuatro glueballs (ver tabla 6.1), mientras
que solo logramos identificar tres (los graficados) en nuestros cdlculos, en estos valores

especificos de los pardmetros. La incapacidad de generar este estado puede deberse a la
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Figura 6.4: Grifico en el que se presenta con colores el valor de x2 en cada punto {1, }.

A=3.75[8=0.5 A=3.75B8=0.5

2.6
X ® X
1.8 2.41 X
X o1 s
o1 e -1 ’
1.6
¥ 1 2.0 1 X .
Wy 144 X Wy 1.8 1 >< x
1.6 - e 1 ' :% ‘ :]%
X -1
o -1 -
1.2 1 1.4
*
1.2 1
1.04 ™1 X Lattice 1.04 w1 X Lattice
0 2 0 1 2

j (Momento angular total) j (Momento angular total)

Tabla 6.2: Espectro de energias del glueball segtin nuestros calculos numéricos y predicciones del
lattice. A la izquierda se contrastan los cinco pares de estados que se usaron para el ajuste y que
minimizan x2. A la derecha se contrastan, para esos mismos pardmetros, { A,in, Bnin }» Una mayor
cantidad de estados. Las cruces corresponden a los datos del lattice, mientras que los puntos y las
estrellas son datos de nuestras simulaciones. Para cada j, los pares de datos que son comparados
entre si estdn identificados con el mismo color. La paridad se representa con un +1 o —1 a la
derecha de los puntos. La estrella es un estado de nuestra resolucién numérica que no tiene un
correspondiente en los datos disponibles del lattice.
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Tabla 6.3: A la izquierda, el error porcentual por cada valor de momento angular total. A la
derecha, un histograma con el tamafio de las correcciones perturbativas E(?) respecto a las energfas
a orden cero E(©), para los estados de la grafica derecha de la figura 6.2.

metodologia usada para la obtencién de los mismos, que se basa en estados a orden cero
en el Hamiltoniano, sobre los que luego se calculan correcciones. Es probable que esta-
dos cercanos a la ionizacién se pierdan mediante este método, y que s6lo sean accesibles
resolviendo el sistema mediante cdlculos exactos. Esto también puede tomarse como una
posible explicacion para el cambio abrupto de comportamiento de los datos por encima
de B =0.5 (fig. 6.2).

Mas alld de dicha circunstancia, si nos basamos en las discrepancias relativas de los
datos graficados en la figura derecha de la tabla 6.2, j = 0 es el caso que mejor se asemeja
a las predicciones del lattice, seguido de j =2 y luego j = 1. En la figura de la izquierda de
la tabla 6.3 se muestran las diferencias porcentuales por cada valor de momento angular
total, donde se puede observar que j =0y j = 2 estdn dentro de los errores esperados,
pero no j = 1, que presenta una discrepancia relativa de 38 %.

También estudiamos el tamafio de las correcciones perturbativas E (p) respecto a las
energias a orden cero E (0), para verificar si estdn dentro del orden esperado. Como ya
se menciond, se espera gE—S; ~ V2 / ? ~ g2, que es como maximo 0.36, es decir que se
puede esperar % < 0.36, o incluso un poco mayores ya que nos basamos en ordenes
de magnitud, no en cifras exactas. En la figura de la derecha de la tabla 6.3 se muestra
un histograma con la distribucién del tamafio de las correcciones respecto al orden cero
(%), para los estados de la grafica derecha de la tabla 6.2. Todas las correcciones E(7)

se encuentran en concordancia con los tamafios esperados, incluso para j = 1.
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En resumen, aunque nuestros cdlculos no logran generar uno de los estados predichos
por las simulaciones del lattice, para los que si pudieron ser generados, el modelo describe
en mejor medida el caso j =0y j = 2, dando errores dentro de lo esperado. El caso peor
descrito es j = 1, donde las diferencias entre las energias predichas por el lattice y por el
modelo son mayores a lo esperado. Estas discrepancias en j = 1 no parecen provenir de
estados ultrarelativistas, porque las correcciones E (P) sf tienen los tamafios previstos, que
estdn en concordancia con los desarrollos perturbativos no relativistas. Esto podria indicar
que la razén de las discrepancias es una incapacidad del modelo para describir de forma

satisfactoria los estados con j = 1.

6.4. Otros aspectos sobre el modelo propuesto Cornwall

En esta seccion de los resultados destacamos brevemente algunas consideraciones

adicionales sobre el modelo de Cornwall que pudimos observar a lo largo del trabajo.

6.4.1. Sensibilidad del modelo de Cornwall respecto al orden cero en

teoria de perturbaciones

Estudiamos cualitativamente en qué medida afecta a los resultados la eleccién del

orden cero (V) que se tome para el cdlculo perturbativo de los niveles de energia. La
le*m}’

opcién mds 16gica es tomar Vo = 2m(1 — e ""B) — % E

, que es el que usamos en las
secciones anteriores, porque los términos siguientes en el Hamiltoniano ya involucran
interacciones que naturalmente se consideran relativistas, como contribuciones del espin y

demas. Sin embargo, uno puede preguntarse en qué medida tomar un Vj diferente afecta a

)Le—mr

) (é + %SZ) y observamos que esta

los resultados. Probamos con Vg = 2m(1 —e~"F)
eleccion altera significativamente a los estados, generando que la gran mayoria de estados

fundamentales tengan j = 2, tanto a orden cero como a primer orden en las correcciones.

No es ilogico pensar que como el pardmetro perturbativo (g) puede no ser particular-
mente pequeiio, (g,zmx ~ (0.36) el modelo presente una sensibilidad a la eleccion del orden
cero, porque términos sucesivos en el Hamiltoniano no difieren de forma tan notoria res-
pecto a los anteriores. > Como consecuencia, la eleccién del punto de partida natural para

el calculo perturbativo de las energias debe ser tomada con cuidado.

>Como por ejemplo en QED, donde el parametro perturbativo es aproximadamente ﬁ

83



6.4.2. Reproducibilidad de resultados presentados en el articulo de
J.M. Cornwall y A.Soni

En el articulo de J.M. Cornwall y A.Soni [33] se calcula el espectro de glueballs para
{1 =2.0,B =0.3}, siguiendo una metodologia que no resulta del todo clara para el lector.
Aln asi, se esperaria que los distintos métodos de resolucién utilizados convergieran,
dentro de sus propios margenes de error, a describir los mismos resultados. En esta seccion
contrastamos nuestros resultados con los del articulo.

En la figura 6.5 se muestran con cruces de color negro los niveles de energia obtenidos
en articulo de J.M. Cornwall y A.Soni para {A = 2.0, 8 = 0.3}, y con puntos rojos nues-
tros resultados, también para esos mismos valores de A y 3. Las energias estdn graficadas
en unidades de la masa m del gluén. El nimero a la derecha de cada dato es el momento

angular orbital del estado.

A=2,=0.3
3.61 1t
344 o1 e 0
0X
3.2 1
1
£ o
= 3.0
10
2.8
2.6 1
0X
0 1 2

j (momento angular total)

Figura 6.5: Comparacion entre el espectro de glueballs para {1 = 2.0, 8 = 0.3} obtenido en el
articulo [33] (cruces de color negro) y obtenido a partir de nuestros cdlculos (puntos de color rojo).
El niimero al costado de cada dato es el momento angular orbital (/) del estado.

Las diferencias relativas entre los datos con j =0y j = 2 se encuentran dentro de los
margenes de error esperados, siendo de 17 % y 3 % respectivamente, y los nimeros cudnti-
cos de los estados coinciden. No es ese el caso de j = 1, para el que los nimeros cudnticos
de los estados de menor energia no coinciden entre si, teniendo momento angular orbital
[ =1 segun la prediccion del articulo, y / = 0 seguin nuestros célculos. La explicacion

maés probable es que en realidad existe un estado con los mismos nimeros cudnticos que
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los obtenidos en el articulo, j = 1, [ = 1, que se encuentra levemente por encima del que
tiene j = 1, [ =0, que es el que no concuerda (no presentamos este dato en la grafica
para evitar posibles confusiones, pero en efecto fue corroborado). En ese caso, dentro del
margen de errores esperados, cabria la posibilidad de que en realidad, si se hicieran los
calculos con mayor precision, el estado con j =1, [ = 1 fuera efectivamente el de menor
energia y momento angular total j = 1, en concordancia con los resultados presentados
en el articulo. En todo caso, esta aparente discrepancia entre los resultados podria deberse
a las diferencias entre las metodologias utilizadas. Como bien se mencioné en 6.4.1, el
modelo es considerablemente sensible al punto de partida elegido para su resolucién, y

esto podria reflejarse como leves diferencias en estados que son cercanos entre si.

6.5. Glueballs en una modificacion del modelo propuesto

por Cornwall

En esta seccidn presentamos los resultados obtenidos usando la modificacién del mo-
delo de Cornwall mediante un potencial lineal, presentada en la seccion 3.3.

Anteriormente, en la figura 6.2, observamos una propiedad caracteristica del potencial

Ae*ﬂ?r
r ’

del modelo de Cornwall a orden cero, Vy = 2m(1 —e ™" ﬁ) — % y €s que este poten-
cial pierde estados ligados a medida que se aumenta el pardametro . Esto limita mucho
la regién disponible para el estudio. A diferencia de dicho caso, los potenciales lineales
generan una cantidad infinita de estados ligados, de modo que se espera poder explorar
una region de valores en 8 mayor usando esta modificacion lineal al potencial.

Variamos A desde 0.3 hasta 4.5 con un paso de 0.1, 8 desde 0.15 hasta 1.5 con un paso
de 0.05, y la energia desde E(®) = 2 hasta E(0) = 22 (segtin determinamos, no parecen
haber estados ligados a orden cero por debajo de E () = 2m, e ir hasta E(©) = 22m parece
ser suficiente para nuestros fines).

En la figura 6.6 estudiamos el conjunto de puntos que cumplen con los requisitos nece-
sarios para poder realizar una comparativa con los datos del lattice. Como fue anticipado,
la grafica muestra que en este caso ninguno de los puntos presenta una cantidad insufi-
ciente de estados ligados. A diferencia con el caso anterior, ahora se aprecian gran canti-
dad de puntos en los cuales el estado fundamental tiene momento angular total no nulo.
Descartando dichos puntos, calculamos en cada {1, 3} el valor medio del cuadrado de la
velocidad del estado fundamental, y el valor de \/P , usando, al igual que antes, los cinco
estados de menor energia. Estas graficas se muestran en la tabla 6.4, en la parte izquierda

y derecha respectivamente. En el gréfico de las velocidades cuadraticas medias (izq.), se
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Figura 6.6: Grifico que representa con verde los puntos {4, 3} que cumplen con los requisitos
necesarios para poder ser comparados con los datos del lattice.

observa que a medida que aumenta f3, los estados fundamentales son cada vez mas relati-
vistas. Los valores mds altos de 3 dan velocidades del estado fundamental en el limite de
lo previsto, de modo que, por consistencia, esperamos obtener un valor de 3 por debajo
de 1.5. En la gréfica de \/)7 en funcién de {A,B} (der.), se determina que el punto con
la discrepancia minima respecto a las predicciones del lattice es { Ain = 4.3, Bnin = 0.2},
presentando un valor \/E ~ 15 %, que se encuentra dentro del margen de error espera-
do, y con un valor caracteristico para las velocidades medias también dentro de lo previsto
((v®) ~ 0.27). Es posible que explorando hacia A mayores y 8 menores se pueda mejorar
aun mads el ajuste, pues la grafica parece presentar esa tendencia en la esquina inferior iz-
quierda. Sin embargo, eso implicaria ir por fuera de los limites de {4, B} esperados segiin

los estudios previos en la literatura. [13] [38]

En las figuras de la tabla 6.5 estudiamos el espectro de energias en el punto
{Amins Bmin}- En la figura de la izquierda, se muestran los datos que fueron ajustados (los
cinco glueballs mas livianos), que dan x,%”.n. Nuevamente observamos que los glueballs
con j = 2 no quedan ordenados como en las predicciones del lattice, pero es esperable
dentro de las incertidumbres existentes. En la figura del lado derecho comparamos un
conjunto mds grande de datos (todos los del lattice con C = +), dando una discrepancia
considerablemente mayor, de 32 %, que esta por encima del margen de error esperado. Si
se desglosan estos dltimos en cada valor de momento angular total, se observa un com-
portamiento andlogo al que presentan los resultados en el modelo de Cornwall, siendo los
estados con j = 1 los que presentan la mayor discrepancia respecto al lattice, de 51 %, fue-

ra de los limites esperados. Por otro lado, j = 0y j = 2 se encuentran dentro del margen
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A A

Tabla 6.4: A la izquierda se grafican las velocidades cuadraticas medias del estado fundamental
en cada punto. A la derecha se grafica la discrepancia /x? entre los 5 estados mds livianos del
lattice y sus correspondientes en nuestra resolucion.

de error esperado, con discrepancias de 19 % y 20 % respectivamente.

El estado representado con una estrella no tiene un correspondiente en los estados que
ofrece el lattice (tabla 6.1), porque tiene P = +1 (y C = +1, como todos los estados que
graficamos). Sin embargo, no es posible afirmar que viola la jerarquia de los nimeros
cudnticos que predice el lattice, pues dentro de los errores relativos esperados cabe la
posibilidad de que dicho estado en realidad se encuentre por encima del punto de color
celeste, en cuyo caso podria corresponderse con un estado de mds alta energia del lattice.
Algo parecido sucede con los puntos azul, verde y beige en j = 2, que tampoco siguen
el orden predicho por el lattice, pero dentro del margen de error de los datos, su orden

podria ser intercambiable.

Por otro lado, corroboramos que las correcciones perturbativas £ (r) cumplen con los
tamanos esperados respecto a las energias a orden cero E (9), manteniéndose % por de-
bajo de 0.36 para todos los datos. La gran mayoria se encuentran, de hecho, por debajo
de 0.25.

Este modelo ofrece, en comparacién con el modelo de Cornwall, discrepancias un
tanto mayores respecto al lattice. Particularmente, los glueballs con j = 1 son los que
presentan discrepancias considerablemente mayores a las esperadas. Como las correc-
ciones EP) tienen los tamafios esperados, que estan en concordancia con los desarrollos
perturbativos no relativistas, es dificil concluir que tales discrepancias provengan de este
desarrollo. Una posibilidad a tener en cuenta es que tengan origen en la propia naturaleza

del modelo, incapaz de describir satisfactoriamente la fisica esperada, al menos notoria-
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Tabla 6.5: Espectro de energias del glueball segiin nuestros calculos numéricos y segin datos del
lattice. A la izquierda se contrastan los cinco pares de estados que se usaron para el ajuste y mi-
nimizacién de x2 (los cinco glueballs mds livianos). A la derecha se contrastan para { Ayin, Buin }»

j (Momento angular total)

una mayor cantidad de estados.

mente para j = 1. Una ventaja de este modelo, sin embargo, es que al generar mayor
cantidad de estados ligados no se presentan ambigiiedades por falta de estados ligados,

como si parece suceder en el modelo de Cornwall, donde uno de los estados que predice
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el lattice no se pudo encontrar para los valores de {A, 3} que minimizaron 2.
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Capitulo 7
Conclusiones y perspectiva a futuro

En este trabajo se estudio el espectro de glueballs, particulas constituidas por gluones.
En particular, se consider? el caso de glueballs compuestos por dos gluones. Se estudiaron
estas particulas en dos modelos fenomenoldgicos que involucran gluones masivos. Uno
de estos modelos fue propuesto en un articulo de J.M. Cornwall y A.Soni en 1983, y el
otro es una modificacién del anterior por un potencial lineal. Ambos modelos pretenden
describir un régimen de glueballs no relativistas, donde las energias de interaccidon son

considerablemente menores que las masas de las particulas involucradas.

El marco tedrico utilizado se desarrolla en torno a la ecuacion de Schrédinger. Debi-
mos justificar que la misma puede emerger en una teoria cudntica con campos de gauge
masivos, bajo aproximaciones no relativistas e imponiendo una condicién sobre las ma-
sas de los gluones intercambiados en funciones de correlacion. Para esta dltima condicion,
que fue impuesta ad-hoc, carecemos de una justificacion formal, aunque dicha condicion
es necesaria para reproducir la fenomenologia esperada, al menos desde el enfoque utili-
zado en esta tesis. En otras teorias como QED, donde el fotén no tiene masa, estas aproxi-
maciones son més faciles de justificar. Las deducciones aqui tratadas fueron desarrolladas
especificamente en el modelo de Curci-Ferrari, un modelo con gluones masivos distinto
a los que principalmente estudiamos en este trabajo, pero que comparte similitudes y nos

ofrece un marco tedrico accesible para el desarrollo de estos célculos.

Partiendo desde la ecuacion de Schrodinger y mediante un tratamiento perturbativo
de los Hamiltonianos de los modelos, calculamos el espectro de energias de glueballs,
variando dos parametros en los términos de interaccion de los Hamiltonianos. Compara-
mos estos resultados con datos de simulaciones numéricas recientes, hechas en la teoria
de Yang-Mills Pura discretizada en el lattice. Determinamos los valores de los pardme-

tros que minimizan el error relativo entre los datos, y para esos pardmetros analizamos el
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espectro en mayor profundidad, estudiando los valores medios de las velocidades de los
estados fundamentales, el “tamafio” de las correcciones perturbativas a las energias de los

estados, y el error relativo entre los datos del lattice y nuestros resultados.

Para ambos modelos pudimos observar que los valores de las velocidades medias no
cumplen exactamente con la cinemadtica que fue utilizada para justificar la deduccién de
una ecuacion de Schrodinger en los capitulos previos, si no que resultan ser un tanto mas
relativistas. Aun asi, se calcul6 el espectro de glueballs desde la ecuacion de Schrodinger
y las discrepancias observadas respecto a los datos del lattice concuerdan en ambos mo-
delos con el error esperado, que es de 25 % o menos. Para momento angular total j = 0
y j = 2, los errores relativos obtenidos son de 20 % o menores. Ambos modelos fallan,
sin embargo, en la descripcion de los estados con momento angular total j = 1, dando
discrepancias mayores al 38% y 51 % respecto a los datos del lattice. El origen exacto
de estas discrepancias es desconocido, aunque parece ser una manifestacion de la pro-
pia naturaleza de los modelos, una incapacidad para describir adecuadamente ese caso.
Ambos modelos presentan resultados similares en cuanto al espectro de energias, aunque,
teniendo en cuenta el error relativo, el modelo de Cornwall parece ofrecer resultados mas
precisos. Aun asi, pudimos observar algunas particularidades en ambos modelos, por su-
puesto limitados también por nuestro método de cdlculo. El modelo de Cornwall presenta
en algunos casos menos estados ligados de los esperados, aunque es posible que este fe-
némeno esté directamente relacionado con nuestro tratamiento perturbativo, mas que con
la naturaleza del mismo. Por otro lado, el modelo con un potencial lineal presenta una
tendencia a mejorar el ajuste con los datos del lattice para valores de pardmetros que se
encuentran por fuera de lo esperado segtin las estimaciones de la literatura, lo cual permite
cuestionarse el rango de aplicabilidad del mismo. Por ultimo, una particularidad comun a
ambos modelos es que los resultados parecen ser considerablemente sensibles a la elec-
cién del orden dominante de teoria de perturbaciones. Es posible que esta sensibilidad
se deba a que el parametro que regula los desarrollos perturbativos en QCD y en estos

modelos, no es particularmente pequefio.

Como primer acercamiento, el modelo de Cornwall parece ser més fiable para com-
prender en mejor medida algunos aspectos de los gluones de mds bajas energias, aunque
las discrepancias en j = 1 permiten cuestionarse el alcance del modelo y su rango de
aplicabilidad. Un estudio mas profundo es necesario para evaluar con mayor exactitud
la aplicabilidad de este modelo, al menos para los valores de momento angular total que
dieron resultados dentro de lo esperado. Disminuir el margen de error en los cédlculos es
necesario para poner a prueba su predictibilidad. Una opcion para ello es entender en

profundidad el origen del Hamiltoniano y deducir los siguientes términos perturbativos, o
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un paso aun mas alld podria ser estudiar el modelo desde el formalismo manifiestamente
relativista a partir de las teorias de campo que los sustentan, sin limitarse al tratamiento
via ecuacion de Schrodinger. También, comprender por qué el modelo es incapaz de des-
cribir los estados con j = 1, e inferir la masa del gluén a partir del espectro de glueballs
son puntos interesantes que podrian ser estudiados. Aun asi, es importante considerar que
otras alternativas ya presentes en la literatura podrian ser mds provechosas para su estudio,
como por ejemplo el modelo de Curci-Ferrari, dado que han sido previamente investiga-
das en mayor profundidad y exitosamente puestas a prueba en algunos aspectos. Seria
prudente considerar estas opciones, que pueden ofrecer una perspectiva mds amplia y una
base mds sélida para sus investigaciones.

Otro aspecto més global que podria ser estudiado en mayor profundidad es la deduc-
cién de una ecuacién de Schrodinger en un régimen no relativista para teorias cuanticas
con campos de gauge masivos. Seria enriquecedor contar con desarrollos formalizados y
fundamentados en base a primeros principios, que carezcan de suposiciones ad-hoc como
la que se usé en esta tesis para las masas de los gluones intercambiados. Entender estos

aspectos podria ser fundamental para el estudio del régimen de bajas energias de QCD.
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Apéndice 1

Vértice glueball-glu6n-gluon a orden dominante

Calculamos el vértice glueball-gluén-gluén a orden dominante en g. Este vértice se

calcula como:

3 (Fiv(x))?

~bc 1
4 §AC ¢ (z) 8A5(y)

p)L(x »Z )

(1.1)

Empecemos por la primer derivada:

S(F¢,(x))? SFS, (x
(&Zgg)’;) - %FﬁV(x) 6142(;)) %Fﬁlv( )<5pv5ab&)m54(x_y)_5pu5abaxv54(X—Y)+ﬁ(g)>
:F:p(x)gxu64(x_)7)+ﬁ(g)

1.2)

A orden dominante podemos ignorar el término de orden g. Sustituyendo en (1.1), rees-
cribiendo los deltas de dirac como integrales y usando invariancia bajo traslacion para
fijar x en cero:

be 8Fyip (x)
;b)l(xy? ) 5Ac()

o (Sbcax)L 54(x—y)8xp 64()6 pkébc / i(x—y) qd4q /ei(x—z)-pdélp
— 51)63?% /ei(fo)'q d4q3xp /e’ xX—2)p d4p _ 5pl6 / iq“ ip“)e*i(y'%zp) d4qd4p

_she / (ig2) (ipp)e "1 d*qdtp = / <_ 3p2 8" qupu+08"a2pp > I dad'y

(1.3)

04, 64 (x—y) = 81879y, 64 (x— )y, 8" (x —2)
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Por otro lado, definimos el vértice en funcién de su transformada de Fourier y usamos

invariancia bajo traslacion para fijar x en cero:

e 02) = [ e e dgatp (1.4)

Comparando (1.3) y (1.4) obtenemos una igualdad para la transformada de Fourier del
vértice:
o (p,q) = 8" (ppcm —-p q5pa) (1.5)
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Apéndice 2

Ecuacion de Bethe-Salpeter inhomogénea

Podemos definir la funcién de correlacién de la figura 4.8 como M(p) =Y. o M, (p)-
Por un lado, podemos escribir esta suma en funcion de M(n), usando la primera igualdad
de la ecuacién (4.13):

Mp) = Y Mu(p) = (N2 1) [ d“( 2 Wiy (0) ) Gra(§ +)Gea (5~

2.1)

X Vezl(

Por otro lado, podemos desarrollar la misma suma pero separando el término n = 0 del
resto (n # 0). Luego reescribir M) usando la primera igualdad de la ecuacién (4.13) y
los términos con n # 0 usando la segunda igualdad de esa misma ecuacion. Haciendo eso
se obtiene:

M(p) =M (p) + ilM“” »)

p p
(3 -4—5+4)

ZMG—U/JWMOﬁ@ﬂﬂhﬂ£+®Gm&g—m%x 5

p p
+(NZ-1) /d4l/d4 Ne)"My—1yap (Ps1) ayﬁg(pJ,CI)Gye(EJFCI)GgA(E—61)

- p
XVeA(E—%—EﬂLQ)

/d4 < 0y (P, q) +Ne /d412 )" My 1)ap (P 1)S ayﬁ&(PJﬂ))

L+06a (-0t 5 —a.-5+9)

G I
X Gyl 2 2

2
2.2)

Comparando (2.2) con (2.1) se concluye que los integrandos deben ser iguales. Luego

redefinimos la suma bajo el cambio de variable n — n — 1 y usamos una nueva definicion
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Mg (p,q) = oo (Ne)" M)y (5 q) -

(o)

Mmp,q):gouv) e (p.q) = Moye (p.q)

+Nc/d4 (Z wap (P ))Sayﬁé(Pa17‘Z)
= Mo)ye (p,q)+Nc/d IMog (P, 1)Saype (ps1,9)

De modo que obtuvimos la ecuacion de Bethe-Salpeter inhomogénea:

My (p,q) = Moy (P> q) +Nc/d4lMa[>’ (P, 1)Seype(P:1,9)
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Apéndice 3

Aproximacion de S5 a orden dominante

p p p p =
Sarpe(.1:0) =Gap (5 +1) Gpo (5 —1) Vooy (& +1.a—1.=5 =) Gor(1—q)

p p
< Vore (5 ~11-a,~2 +4)

El régimen cinematico es:

= (po,0
(A) Cuadrimomento del glueball: p = (po,0) \
po=2m+m0(g")
k= (ko,K)
(B) Cuadrimomentos intercambiados: ko =m0 (g*)
k| =m0(g)
(C) Masa de gluones intercambiados: i =mo(g?*)

3.1

Teniendo en cuenta este régimen cinemdtico, se desarrollan por Taylor las estructuras en

la ecuacion (3.1) hasta orden dominante en cada una. Se obtiene:

Go()(gil)zo
p i
Gy (L +1) ~ . .
2 (B+1)2—m?+ie p _ ! _
1 P ’ :>G‘”(2il> (%il)Q—m2+is(5“V h06vo)
Gjo(iztl>%0
G‘,-k<§j:l>;z0 sijAk
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i

)2 —m?+ie

) i (l—a;)
Gl — ~ _ —1 = A
2) jill—q) —((—§)?—m? +ie ( " (I—4)? )

Gjo(l—q)~0

L
~~
I

QL

Gi(l—q) =~ i (i —a) (b — qx) SijAk
. ~((-gP—m>+ie  (I-g)> ’
Entonces

W g e tie
Gi(l—q)~ i Y I (4 —q;)(k— qx)
j —([—q)?—m?+ie / - 7)

3) Vuvp (% ilai(q_l)7_§ :FCI) ~ mg(nuv50p + Nvp Sop — 2Mpudov)

A partir de estas aproximaciones es directo obtener la ecuacion (4.19).
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Apéndice 4

Ecuacion de Schrodinger en el espacio de posicion

Tomando la transformada de Fourier del lado izquierdo de la igualdad (4.24):

3 7 iGr _ V2
[ v (Er,a) (B = L) = By (r) @1

El lado derecho da un poco mas de trabajo:

- 1 o
_Zﬂ:gzNC/dSq/d?’lwij(EP?l(()O)v )@H—elqu (4.2)

Mediante un cambio de variable § — [ + u se obtiene:

_2ngN, /d3 42+ W/d3ly/lj (Ep, 1 1)l

1
2 3
= -2ng Ncwij(r)/d U ®

4.3)

ii-r

La integral se puede hacer en coordenadas esféricas:

L 21
/dS u2+m2 ur_/ / / u2+m2 zurcosﬂsin9d¢d0du

~on / . +m2 e dQ(—1)dv
o0 B 1 4g (if oy
= —27[/0 m (€ iur elur) m—rdu = T/() m&'ll’l(lﬂ’)du

= 7 - mﬂn(bﬂ’)du =1Im (7 /Oo — +ﬁ12€lurdu)

272
=—"—¢
r

—mr

4.4)
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La dltima igualdad se resolvi6 la integral por el teorema de residuos y se pasé de 771 a m

levantando la aproximacion que usamos en los pasos intermedios.

De (4.24), (4.1), (4.3) y (4.4) se obtiene la ecuacién de Schrodinger en el espacio de

posicion:
2 —mr

\Y% e
(By -+~ )Wif(r) = 4w gNewi (1)

(4.5)
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