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RESUMEN

Las interacciones entre partículas elementales constituyen la base para comprender
el universo. A día de hoy son cuatro las interacciones fundamentales conocidas: la gra-
vedad, la interacción electromagnética, y las interacciones nucleares débil y fuerte. La
interacción nuclear fuerte es la responsable de mantener unidos a los núcleos atómicos,
y por ello, su comprensión es esencial para entender los mecanismos de formación de la
materia. La teoría que describe esta interacción es la Cromodinámica Cuántica (QCD), y
las partículas sensibles a ella son los quarks y gluones, que se ligan a través de esta in-
teracción para formar otras partículas, como hadrones, formados por quarks, o glueballs,
formados por gluones.

Los mecanismos de formación de hadrones y glueballs, y por tanto de gran parte
de la materia, no están bien comprendidos. La cromodinámica cuántica se vuelve extre-
madamente compleja a bajas energías, en las escalas de energía de formación de dichas
partículas, y los métodos matemáticos tradicionales no son aplicables. Por este motivo, la
teoría a bajas energías se ha vuelto analíticamente inaccesible, y muchos investigadores
han intentado aproximarse desde enfoques más fenomenológicos, proponiendo modelos
y poniendo a prueba sus predicciones. Aún así, todavía no existen resultados claros sobre
como tratar esta teoría analíticamente a bajas energías.

Afortundamente, los enfoques numéricos no están sujetos a las mismas limitaciones y
pueden ser usados como una herramienta para acceder a la teoría a bajas energías. Un pri-
mer paso para entender este problema es estudiarlo en el marco de la teoría de Yang-Mills
Pura, es decir, QCD pero sin incluir la dinámica de quarks. Algunos estudios numéri-
cos recientes han presentando resultados prometedores al respecto. Uno de ellos indica la
posibilidad de que la constante de acoplamiento de Yang-Mills Pura se mantiene en va-
lores relativamente pequeños a bajas energías. Esto podría habilitar el uso de desarrollos
perturbativos en dicha escala, proporcionando una herramienta útil y ya conocida para el
estudio de la interacción fuerte. Otro estudio indica que los gluones presentan característi-
cas comúnmente asociadas a partículas masivas. Ambos resultados han sido aprovechados
para la construcción de nuevos modelos fenomenológicos en donde los gluones son con-
siderados como partículas masivas y en los que algunas técnicas perturbativas podrían ser
aplicables. Estos modelos abren una nueva vía en un esfuerzo por comprender Yang-Mills
Pura y QCD.
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El objetivo de esta tesis es verificar si diversos modelos que se pueden construir feno-
menológicamente a partir de la masividad del gluon, pueden describir ciertos aspectos de
la física de Yang-Mills Pura o QCD a bajas energías, particularmente el espectro de glue-
balls formados por dos gluones. En una primera instancia exploramos una vía que emerge,
en base a los resultados numéricos recién mencionados, como una posible opción para re-
cuperar una ecuación de Schrödinger en una teoría con campos de gauge masivos en un
régimen no relativista. Basamos este desarrollo en un modelo fenomenológico de gluones
masivos llamado modelo de Curci-Ferrari, agregando además una suposición ad-hoc. En
una segunda instancia, y como punto central del trabajo, estudiamos las predicciones al
espectro de glueballs formados por dos gluones, en un modelo fenomenológico previa-
mente propuesto en la literatura por J.M. Cornwall y A.Soni, en 1982, así como en una
leve modificación del mismo, propuesta en este trabajo. Estos modelos pretenden descri-
bir la interacción entre gluones masivos en un régimen no relativista. Basamos el cálculo
del espectro en la ecuación de Schrödinger y en técnicas perturbativas. Comparamos los
resultados con datos recientes de simulaciones numéricas de dicho espectro para ajustar
los parámetros libres de los modelos y evaluar las predicciones.
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ABSTRACT

The interactions between elementary particles constitute the basis for the understan-
ding of the universe. As of today, there are four known fundamental interactions: gravity,
electromagnetic interaction, and weak and strong interactions. The strong interaction is
responsible for keeping atomic nuclei together, and therefore, its understanding is essen-
tial to comprehend the mechanisms of matter formation. The theory that describes this
interaction is called Quantum Chromodynamics (QCD), and the particles sensitive to it
are quarks and gluons, which bind together through this interaction to form other particles,
such as hadrons, formed by quarks, or glueballs, formed by gluons.

The mechanisms behind the formation of hadrons and glueballs, and therefore of a
large portion of matter, are not well understood. Quantum chromodynamics (QCD) be-
comes extremely complex at the energy scales of such particle formation, and traditional
mathematical methods are not applicable. Consequently, the theory at low energies has
become analytically inaccessible, leading many researchers to attempt approaches from
more phenomenological perspectives, proposing models and testing their predictions. No-
netheless, clear results on how to treat this theory analytically at low energies still do not
exist.

Fortunately, numerical approaches are not subject to the same limitations and can be
used as a tool to access the theory at low energies. A first step to understand this problem
is to study it within the framework of Pure Yang-Mills theory, i.e., QCD without the inclu-
sion of quark dynamics. Some recent numerical studies have presented promising results.
One of them indicates the possibility that the pure Yang-Mills coupling constant remains
at relatively small values at low energies. This could enable the use of perturbative expan-
sions, providing a useful and already known tool for the study of the strong interaction.
Another study indicates that gluons exhibit some characteristics usually associated with
massive particles. Both results have been exploited for the construction of new phenome-
nological models in which gluons are considered as massive particles and where some
perturbative techniques could be applicable. These models open up a new avenue in the
effort to understand pure Yang-Mills and QCD.

The aim of this thesis is to verify if various models, which can be constructed phe-
nomenologically based on the massiveness of the gluon, can describe certain aspects of
Pure Yang-Mills or QCD physics at low energies, particularly the spectrum of glueballs
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formed by two gluons. Initially, we explore a avenue that emerges, based on the numerical
results just mentioned, as a possible option to recover a Schrödinger equation in a theory
with massive gauge fields in a non-relativistic regime. We base this development on a
phenomenological model of massive gluons called the Curci-Ferrari model, while also
introducing an ad-hoc assumption. Secondly, as the central focus of the work, we study
the predictions for the glueball spectrum formed by two gluons, in a phenomenological
model previously proposed in the literature by J.M. Cornwall and A. Soni in 1982, as well
as in a slight modification thereof, proposed in this work. These models aim to describe
the interaction between massive gluons in a non-relativistic regime. We base the spec-
trum calculation on the Schrödinger equation and perturbative techniques. We compare
the results with recent data from numerical simulations of the spectrum to adjust the free
parameters of the models and evaluate their prediction.
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Capítulo 1

Introducción

Desde las diminutas partículas subatómicas que conforman la materia hasta las enor-
mes galaxias que pueblan el universo, nuestra comprensión del cosmos se construye sobre
la base de fuerzas fundamentales que rigen la interacción entre estas entidades elementa-
les. Estas interacciones, aunque a menudo pasan desapercibidas en nuestra vida cotidiana,
son los pilares que rigen la complejidad y el funcionamiento de todo lo que nos rodea.
Entrelazadas en un delicado equilibrio que mantiene la estabilidad del cosmos, gobiernan
el comportamiento del universo. A lo largo de la historia, la curiosidad humana ha sido
guiada por el deseo de comprender estas interacciones. En este contexto, emergen cuatro
interacciones fundamentales conocidas a día de hoy, a veces también llamadas fuerzas
fundamentales: la gravedad, la electromagnética, la nuclear fuerte y la nuclear débil, cada
una con sus propias características.

La gravedad, la más familiar para nosotros por su influencia en la caída de los objetos y
la órbita de los planetas, se encarga de la atracción entre objetos con masa. La interacción
electromagnética es responsable de las interacciones entre partículas cargadas eléctrica-
mente, y que da lugar a la electricidad, el magnetismo y la luz. La interacción nuclear
débil, mucho menos cotidiana para nosotros, pero no menos importante, está involucrada
en procesos de desintegración radioactiva y ciertas interacciones nucleares. Por último, la
interacción fuerte, que constituye el eje central de esta tesis, es la responsable de mantener
la estabilidad de los núcleos atómicos, contrarrestando la repulsión entre los protones del
núcleo y evitando su desintegración inmediata (una representación gráfica se muestra en
la figura 1.1). También se encarga de mantener unidos a los quarks que conforman a los
protones, neutrones, y otras partículas similares denominadas hadrones. Es una interac-
ción intensa pero de muy corto alcance, por lo que a grandes escalas comparadas con el
tamaño del núcleo atómico, como en la vida cotidiana, no percibimos sus efectos directos.
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Figura 1.1: Repulsión en el núcleo atómico por fuerzas electromagnéticas y atracción por fuerzas
nucleares fuertes.

Así como los objetos sensibles a fuerzas electromagnéticas son las partículas con carga
eléctrica, los objetos sensibles a fuerzas nucleares fuertes son las partículas que tienen
una propiedad llamada color. A pesar de su nombre, esta propiedad no está relacionada
con los colores que percibe el ojo humano en base a las frecuencias de la luz (salvo por
algunas simetrías similares). Además, al igual que en el electromagnetismo las fuerzas
que se ejercen partículas eléctricamente cargadas se suelen describir como intercambios
de fotones, las fuerzas nucleares fuertes se pueden describir como intercambios de par-
tículas elementales llamadas gluones. Por este motivo se suele decir que los gluones son
las partículas responsables de generar la interacción nuclear fuerte. A raíz de esto y de
que esta fuerza se encarga de mantener unidos a los quarks dentro de los hadrones, surge
el nombre gluón, que hace alusión a “pegamento”, en inglés: “glue”.

Los gluones no son sensibles a fuerzas electromagnéticas porque no están cargados
eléctricamente. Sin embargo sí tienen color, por lo que ellos mismos también son afec-
tados por la interacción nuclear fuerte e interactuan entre sí. Esta es una gran diferencia
respecto a los fotones, que no interactúan entre sí de forma directa pues no tienen carga
eléctrica.

Algunas propiedades fundamentales de los gluones es que son bosones de espín 1 y
pueden tener ocho tipos distintos de “colores”. La existencia de una masa para estas partí-
culas es un tema de debate abierto a día de hoy, y de hecho es el punto central que motiva
este trabajo. Desde un punto de vista analítico, estas partículas no tienen masa intrínseca
en el modelo fundamental de las interacciones fuertes, y tampoco está claro un mecanis-
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mo por el cual puedan adquirir masa. Desde un punto de vista experimental, la dificultad
para medir e identificar las propiedades de los gluones nos ha impedido hacer medicio-
nes concluyentes al respecto a día de hoy. Desde el punto de vista de las simulaciones
numéricas, hay numerosos resultados que indican que estas partículas sí son masivas.

Un aspecto fenomenológico esencial es el hecho de que las partículas con color jamás
han sido observadas de forma aislada en la naturaleza, sino que únicamente parecen existir
formando estados ligados. Un estado ligado es un conjunto de dos o más partículas en
el que, por causa de las interacciones mutuas entre ellas, forman una estructura en la
que permanecen unidas y restrictas a ocupar una región acotada del espacio. Un ejemplo
elemental puede ser el protón, qué está formado por quarks. Otros ejemplos a mayor
escala pueden ser los átomos o moléculas. Los estados que se observan en la naturaleza
siempre tienen color “blanco” o “neutro”. Otra forma de decirlo es que solo se observan
estados que son singletes de color. Este fenómeno, aún incomprendido a día de hoy, lleva
el nombre de confinamiento.

Dentro de los posibles estados de color neutro que se pueden formar existen mesones,
bariones y glueballs:

Bariones: son partículas formadas por tres quarks y conforman gran parte de la
materia ordinaria. Los quarks pueden tener color azul, rojo, verde o sus respectivos
anticolores, y deben distribuirse de forma que el conjunto tenga color “blanco”,
como azul-verde-rojo o antiazul-antiverde-antirojo 1. Una representación gráfica se
muestra en la figura 1.2. Ejemplos conocidos son el protón (p) y el neutrón (n).

Mesones: son partículas formadas por un quark y un antiquark, los cuales tienen
uno el anticolor del otro, de modo que en su conjunto el estado es un singlete. 2

Una representación gráfica se muestra en la figura 1.2. Ejemplos conocidos pueden
ser piones (π−, π0, π+) y Kaones (K−, K0, K+).

Glueballs: son partículas constituidas por varios gluones. Estos estados ligados nun-
ca se han podido detectar de forma concluyente en los experimentos, pero están
teóricamente permitidos e incluso han sido observados en simulaciones numéricas.
En la práctica son extremadamente difíciles de identificar porque se mezclan con
estados mesónicos que tienen los mismos números cuánticos. Se cree que el confi-
namiento también aplica para glueballs.

La teoría que describe la interacción entre partículas con color (gluones y quarks), es
la Cromodinámica Cuántica (QCD). A altas energías esta teoría es bien entendida y los

1En realidad están en una combinación antisimétrica de los otros.
2En realidad están en una combinación simétrica de las tres parejas color-anticolor.
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Figura 1.2: Representación gráfica de un barión y un mesón, a la izquierda y derecha respectiva-
mente. La letra q en cada partícula indica que es un quark, mientras que q̄ es un antiquark.

experimentos sustentan las predicciones teóricas con un alto grado de precisión. Un pa-
norama distinto ocurre a bajas energías, donde la teoría no está bien comprendida porque
analíticamente es mucho más compleja. En consecuencia, la formación de estados liga-
dos en QCD, el confinamiento y la posible masa del gluón no han podido ser estudiados
de forma concluyente. Sin embargo, estudios numéricos sobre la teoría revelan algunos
aspectos prometedores que podrían abrir la puerta al estudio de QCD a bajas energías. Si
esto fuera posible, el confinamiento, los estados ligados y la masa del gluón podrían ser
finalmente comprendidos.

Una versión más simplificada de QCD, aunque con los mismos (o similares) obstácu-
los teóricos, es la teoría de Yang-Mills Pura, que describe el comportamiento e interacción
de los gluones entre sí, sin incluir la dinámica de quarks u otros tipos de materia. En es-
ta, los quarks son fuentes estáticas que no intervienen en la dinámica. Sin embargo, aún
sin la inclusión de estos, entender la teoría de Yang-Mills Pura es esencial para com-
prender los aspectos más fundamentales de la interacción fuerte y de los gluones. Esta
teoría, aún siendo una simplificación de QCD, es una buena aproximación, proporcionan-
do predicciones como el espectro hadrónico que se desvían en torno al 10% - 15% de las
observaciones experimentales [1, 2]. Para los propósitos de este trabajo no se aspira a una
precisión tal que requiera la inclusión de interacciones con quarks, por lo que es suficiente
con enfocarnos en Yang-Mills Pura.
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Capítulo 2

Teoría de Yang-Mills Pura

2.1. Simetría de gauge: grupo de Lie SU(3)

La Teoría de Yang-Mills Pura es una teoría cuántica de campos con simetría de gauge.
Esta simetría implica que bajo ciertas transformaciones de los campos, la física se man-
tiene invariante. Estas transformaciones dependen de las coordenadas del espacio-tiempo,
son continuas y se pueden describir con grupos de Lie. En QCD, y por ende en Yang-Mills
Pura, el grupo de la simetría de gauge es SU(3): el grupo de Lie de matrices unitarias com-
plejas 3x3 de determinante igual a 1. La teoría es invariante bajo la acción de este grupo
sobre los campos. Se suele decir que SU(3) es el grupo de gauge de Yang-Mills Pura, o
que Yang-Mills Pura es una teoría de gauge de grupo SU(3).

A continuación, algunos aspectos importantes de SU(3).

SU(3) = {U ∈ C3×3 | UU† =U†U = Id, det(U) = 1} (2.1)

donde U† es la matriz transpuesta y conjugada de U .

Todo elemento de SU(3) puede escribirse de la siguiente forma:

U = e
i
2 ∑

8
a=1 αaλ a

(2.2)

donde λ a son ciertas matrices 3x3 complejas y hermíticas ((λ a)† = λ a) de traza nula,
llamadas matrices de Gell-Mann, y αa pueden ser cualquier numero real. La elección de
los αa determina por completo al elemento U .

Entre los elementos U ∈ SU(3), los que generan transformaciones de gauge, son aque-
llos cuyos αa son funciones continuas del espacio-tiempo, es decir los elementos de la
forma:
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U = e
i
2 ∑

8
a=1 αa(x)λ a

≡ e
i
2 αa(x)λ a

(2.3)

Aquí hemos hecho uso de la convención de la suma de Einstein, que se utilizará siempre
de ahora en adelante: cuando en un producto se repite un índice significa que hay una
suma en el mismo.

La cantidad de matrices de Gell-Mann que hay y por ende el límite superior de la
sumatoria en el índice a, en este caso 8, es exactamente la dimensión del espacio vectorial
formado por las matrices 3x3 complejas y hermíticas de traza nula, y coincide con la
cantidad de colores que pueden tener los gluones. Este espacio vectorial, junto con una
operación que luego veremos, se llama álgebra de Lie del grupo, en este caso de SU(3), y
se denota como su(3). Por estos motivos se dice que el índice a es un índice del álgebra

de Lie o un índice de color.

Las matrices λ a, que son los elementos de la base de su(3), determinan al grupo SU(3)
y juegan un rol importante en la descripción de QCD y de la teoría de Yang-Mills Pura.
Veremos que aparecen indirectamente en el lagrangiano y por tanto en la dinámica de los
gluones.

Por convención, se suele definir

Ta ≡
λa

2
(2.4)

Las matrices Ta cumplen lo que se llama el corchete de Lie, que es una operación bilineal
del álgebra de Lie sobre sí misma [·, ·] : su(3)×su(3)→ su(3). Siempre es posible elegir
una base vectorial de su(3) tal que el corchete de Lie queda definido por:

[T a,T b] = i f abcTc (2.5)

f abc son denominadas constantes de estructura y cumplen la propiedad de ser totalmente
antisimétricas, lo que quiere decir que cambian de signo bajo permutaciones de cuales-
quiera de sus índices. En la base usual del grupo SU(3) dada por las matrices de Gell-
Mann, los valores que toman pueden obtenerse a partir de los siguientes mediante permu-
taciones:

f 123 = 1

f 147 = f 165 = f 246 = f257 = f345 = f376 =
1
2

f 458 = f 678 =

√
3

2

(2.6)
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mientras que todas las demás f abc que no puedan ser relacionadas con estas por permuta-
ciones de cualesquiera de los índices, son cero.

Las relaciones (2.6) determinan por completo el álgebra del grupo, por lo que las
constantes de estructura están fuertemente relacionadas con las matrices Ta y por tanto
con λa.

2.2. Lagrangiano

Una teoría queda determinada por su lagrangiano, una función matemática denotada
con L, que se construye a partir de los campos y sus propiedades, y codifica la información
sobre la dinámica y las interacciones entre las partículas.

El lagrangiano se suele escribir en términos de la densidad lagrangiana, L , definida
mediante:

L(t) =
∫
R3

L [φ1(x), ...,φn(x)] dV, (2.7)

donde se usó x para denotar coordenadas espacio temporales o cuadrivectores de posición
x = (x0,x1,x2,x3), donde x0 es el tiempo y el resto son tres las coordenadas espaciales.
Esta convención se usará durante todo el trabajo, a menos que en algún momento se
explicite por conveniencia la separación espacial y temporal. φ j con j ∈ {1,2, ...,n} para
denotar que L puede depender de distintos tipos de partículas o campos. Las simetrías de
la teoría se manifiestan directamente en L , siendo esta invariante bajo transformaciones
de gauge y de Lorentz.

En la teoría de Yang-Mills Pura:

L =−1
4

Fa
µνFµν

a , (2.8)

donde la expresión para Fa
µν es 1:

Fa
µν(x) = ∂µAa

ν(x)−∂νAa
µ(x)+g f abcAb

µ(x)A
c
ν(x). (2.9)

Aquí g es un parámetro que regula la intensidad de las interacciones, y Aa
µ(x) es el campo

asociado al gluón, que tiene índices latinos que recorren la base vectorial de su(3), o
en otras palabras, los colores de SU(3), e índices griegos que recorren la base vectorial
de coordenadas espacio-temporales (t̂, x̂, ŷ, ẑ) ∼ (0,1,2,3). A partir de ahora usaremos
esta convención, aunque en ocasiones resulta práctico escribir los índices de tiempo y

1La expresión (2.9) es una generalización del tensor de Maxwell del electromagnetismo para teorías
donde el grupo de simetrías de gauge es SU(3).
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espacio por separado, en cuyo caso usaremos la letra griega únicamente para el tiempo y
recurriremos nuevamente a letras latinas para las coordenadas del espacio tridimensional.
En esos casos discernir entre índices espaciales y de color puede resultar un poco más
complicado, pero quedará sobreentendido por el contexto.

Si se sustituye (2.9) en (2.8), desarrollando se obtiene:

L =− 1
2

∂µAa
ν∂

µAaν +
1
2

∂µAa
ν∂

νAaµ −g f abcAb
µAc

ν∂
µAaν

− 1
4

g2 f abc f adeAb
µAc

νAµ

d Aν
e .

(2.10)

A los primeros dos términos en (2.10) se les llama términos cinéticos pues se encargan
de describir como los gluones libres se propagan en el espacio. Los términos cinéticos
siempre son los que involucran únicamente dos campos del mismo tipo (en este caso
campos de gluones). Por otro lado, los últimos dos términos, que involucran más de dos
campos, se encargan de describir cómo los gluones interactúan entre ellos y se les llama
naturalmente términos de interacción.

Observemos que en (2.10) aparecen las constantes de estructura f abc del álgebra del
grupo de Lie, involucradas con los dos términos de interacción del lagrangiano, jugando
un rol fundamental en la interacción entre gluones. Matemáticamente hablando aparecen
de forma natural al pedir que el lagrangiano de la teoría sea invariante de gauge por
transformaciones del campo Aa

µ de gluones bajo la acción de SU(3).

Si U = eiαa(x)T a ∈ SU(3), la acción de SU(3) sobre el campo gluónico Aa
µ es:

Aa
µ(x)→ Ãa

µ(x)≡ Aa
µ(x)+

1
g

∂µα
a(x)+ f abcAb

µ(x)α
c(x). (2.11)

Esta es la transformación de gauge del campo Aa
µ en esta teoría. Bajo esta regla de trans-

formación se puede demostrar que la física se mantiene invariante, o en otras palabras,
que la densidad Lagrangiana no cambia:

L [Ãa
µ ] = L

[
Ãa

µ = Aa
µ +

1
g

∂µα
a + f abcAb

µα
c
]
= L [Aµ ]. (2.12)

2.3. Gauge de Lorenz y lagrangiano de Faddeev-Popov

Exploremos ahora un poco más el significado y las consecuencias de (2.11) y (2.12):
En términos de los campos Aa

µ , ¿Cuál es el significado de que la física sea invariante bajo
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la transformación dada por (2.11)? Significa que todas las configuraciones de campo que
están relacionadas entre sí por transformaciones de este tipo son físicamente equivalen-
tes. Este hecho tiene implicaciones importantes a la hora de hacer cálculos matemáticos
en teoría cuántica de campos, porque muchas veces es necesario sumar en “todos los ca-
minos posibles que podría recorrer una partícula”. A esto se le suele llamar integral de

caminos. Si efectuamos para una teoría de gauge esta suma de forma ingenua, el resultado
será infinito, es decir que no podremos calcular cantidades físicas. Lo que sucede es que al
hacer esta integral se está sumando también en todas las configuraciones de campo Aa

µ fí-
sicamente equivalentes, o dicho de otro modo, estamos contando de más configuraciones
que son matemáticamente distintas pero físicamente equivalentes. Este sobreconteo en la
suma implica agregar una cantidad infinita de términos redundantes que se manifiestan
como una divergencia en el resultado. Por tanto y para evitar ese sobreconteo, debemos
elegir una de entre todas las configuraciones de campo equivalentes dadas por la transfor-
mación (2.11) y trabajar bajo esa restricción. Este proceso de elección es conocido como
fijación de gauge.

En general la elección de cómo fijar el gauge es en gran medida arbitraria, aunque
dependiendo de la naturaleza del problema en cuestión y del objetivo que se busque,
algunas de ellas podrían ser útiles para simplificar los cálculos y hacer la operatoria más
manejable, o bien hacer explícita en mayor medida alguna propiedad que sea de interés.

Para QCD o para la teoría de Yang-Mills Pura se suele utilizar un método llamado
procedimiento de Faddeev-Popov [3] en un intento de fijar el gauge (luego veremos que
hay algunos inconvenientes en el proceso [4]), a costo de modificar el lagrangiano me-
diante la introducción de nuevos términos de interacción y cinéticos, e incluso nuevos
campos auxiliares llamados “ghosts”. Los ghosts no están asociados a partículas reales,
sino más bien son un artilugio matemático necesario para garantizar que la física no de-
penda de la elección del gauge. Es decir que aparecen como partículas ficticias en los
cálculos intermedios pero nunca como objetos reales en predicciones físicas.

Todos los desarrollos y fundamentos teóricos usados en este trabajo están basados en
una fijación de gauge particular llamada gauge de Lorenz o a veces también gauge de Lan-

dau en la literatura, que es una forma particular de elegir cómo se describen los campos.
La fijación del gauge de Lorenz implica tomar de entre todos los campos gluónicos Aa

µ

físicamente equivalentes según la condición (2.11), aquellos que cumplan con la siguiente
condición:

∂µAµ
a = 0, (2.13)
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donde a es un índice de color y hay una suma en el índice espacio-temporal µ .

Es necesaria una observación importante, y es que aunque por convención se suele
decir que (2.13) es una condición de fijación de gauge, la realidad es que en general por
sí sola no es suficiente para fijar por completo el gauge, es decir, para quedarse con una
única opción de entre todas las posibles según (2.11).

En algunas teorías como la electrodinámica cuántica (QED) imponer una condición
adicional sobre los campos es suficiente para lograr la fijación completa. Esta condición
extra que se agrega es físicamente natural, y es imponer que los campos de gauge A

tiendan a cero en el infinito espacial: es aceptable pensar que el valor de un campo debe
ser despreciable si nos alejamos infinitamente.

Aµ(|⃗x| → ∞)∼ 0. (2.14)

Para la electrodinámica cuántica la manera de entender por qué esto permite fijar el
gauge es que agregar la segunda condición restringe las posibilidades e implica que de
entre todas las equivalentes según (2.11) hay una única que puede satisfacer (2.13) y
(2.14) a la vez.

¿Vale el mismo razonamiento también en QCD o en la teoría de Yang-Mills Pura?
Desafortunadamente no. Las transformaciones de gauge son matemáticamente distintas
en QCD y en Yang-Mills Pura que en QED, de tal manera que en esta teoría (2.13) y
(2.14) no fijan por completo el gauge, lo cual significa que estas dos ecuaciones tienen
más de una solución equivalente de gauge, comúnmente conocidas como copias de Gri-

bov [4]. Como consecuencia, el procedimiento de Faddeev-Popov no está debidamente
justificado ni en QCD ni en Yang-Mills Pura y podría llevar a resultados incorrectos. Por
otro lado, según algunos estudios, los efectos de las copias de Gribov se manifiestan de
forma significativa en el régimen infrarrojo o de bajas energías, pero tienen considerable-
mente menor relevancia en el sector ultravioleta o de altas energías [4, 5]. Consecuente-
mente es esperable que el procedimiento de Faddeev-Popov y por lo tanto el lagrangiano
obtenido por este método, comúnmente llamado lagrangiano de Faddeev-Popov, repro-
duzca de manera fiable la física de QCD o de Yang-Mills Pura a altas energías, pero no
a bajas. Esto implica que si se estudia la teoría fijada de gauge en base al procedimiento
de Faddeev-Popov, se debe tener precaución al interpretar los resultados y cálculos que se
hagan en dicho sector.

Más adelante veremos cómo los síntomas de este problema aparecen en la teoría, y
será necesario buscar otros medios en un intento de acceder al régimen de bajas energías
de QCD o de Yang-Mills Pura. Estudiar este régimen es necesario para poder entender
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aspectos importantes de la teoría como la formación de estados ligados y sus propiedades,
el fenómeno de confinamiento y otros aspectos.

Dicho esto, teniendo elegida la condición de gauge a utilizar e ignorando por el mo-
mento el posible inconveniente del método a bajas energías, volvamos al procedimiento
de Faddeev-Popov y veamos como queda el lagrangiano luego de imponer la condición
de gauge de Lorenz (2.13) mediante dicho método. El nuevo lagrangiano de la teoría es:

LFP = L − 1
2ξ

(∂µAµ
a )

2 +(∂ µ c̄a)Dab
µ cb

=− 1
4

Fa
µνFµν

a − 1
2ξ

(∂µAµ
a )

2 +(∂ µ c̄a)Dab
µ cb

=− 1
2

∂µAa
ν∂

µAaν +
1
2

∂µAa
ν∂

νAaµ −g f abcAb
µAc

ν∂
µAaν

− 1
4

g2 f abc f adeAb
µAc

νAµ

d Aν
e −

1
2ξ

(∂µAµ
a )

2 +(∂ µ c̄a)Dab
µ cb,

(2.15)

dónde ξ es un parámetro que tiende a cero en el caso del gauge de Lorenz, c son los
campos “ghosts” y c̄ los “antighosts”, y Dab

µ es una notación para lo que se suele llamar
derivada covariante:

Dab
µ ≡ δ

ab
∂µ +gAc

µ f a b
c . (2.16)

Al igual que fue mencionado en la descripción de (2.10), aquí se siguen las mismas lineas
de razonamiento: Los términos que involucran única y exclusivamente dos campos del
mismo tipo corresponden a términos cinéticos de partículas libres, y los que involucran
más de dos campos, sin importar el tipo, son interacciones. Una observación importante es
que todos los términos de interacción involucran potencias del parámetro g. Volveremos
sobre ello más adelante en la sección 2.5.

2.4. Funciones de correlación e integrales de caminos

Muchas cantidades importantes en teoría cuántica de campos como tasas de decai-
miento de partículas, secciones eficaces, amplitudes de transición entre distintos estados
cuánticos e incluso masas de los posibles estados ligados admitidos por la teoría, se pue-
den extraer de objetos llamados funciones de correlación. En términos generales, una
función de correlación es un promedio estadístico o cuántico de un producto entre dos o
más operadores. En el contexto de la teoría cuántica de campos, estos pueden ser los cam-
pos cuánticos que describen las partículas. Matemáticamente se obtienen como valores
esperados en el vacío de productos de operadores de campo y están dadas por la siguiente
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expresión:
⟨Ω|T{Φ̂(x1)Φ̂(x2)...Φ̂(xn)}|Ω⟩. (2.17)

Aquí Φ̂ se está usando para denotar operadores (en la representación de Heisenberg) aso-
ciados a campos en principio arbitrarios, que podrían ser bosónicos o fermiónicos. T es
el operador de tiempo ordenado, cuya función es ordenar los operadores desde menor a
mayor tiempo de derecha a izquierda2, y |Ω⟩ es el vacío de la teoría, o en otras palabras,
el estado de menor energía posible. Además, {x1, x2,...,xn} son todos cuadrivectores de
posición en los cuales están evaluados los operadores de campos.

La expresión (2.17) puede escribirse como una integral de caminos, que en términos
generales, es una suma sobre todos los valores posibles que pueden tomar los campos,
ponderados por una función exponencial que le asocia un “peso” en la integral a cada una
de las combinaciones posibles. Expresado matemáticamente:

⟨Ω|T{Φ̂(x1)Φ̂(x2)...Φ̂(xn)}|Ω⟩=
∫

DΦ Φ(x1)Φ(x2)...Φ(xn)eiS[Φ]∫
DΦ eiS[Φ]

, (2.18)

donde DΦ = ∏
x

dΦ(x) y S[Φ] es la acción de la teoría, que se define como una integral

temporal del lagrangiano:

S[Φ] =
∫

dt L(t) =
∫

dt
∫
R3

d⃗x L [Φ(t, x⃗)]. (2.19)

En el caso particular aquí presentado, que es el de una función de correlación, la inte-
gral temporal sobre debe efectuarse entre t = −∞ y t = +∞ y con condiciones de borde
apropiadas [45].

Las definiciones y expresiones recién descritas son genéricas para cualquier teoría
cuántica de campos. En particular si quisiéramos adaptarlo para Yang-Mills Pura fijada
en el gauge de Lorenz, tendríamos que sustituir (2.15) en (2.19) y (2.19) en (2.18) si
quisiéramos calcular la integral de caminos. Además, en ese caso los campos Φ serían
campos gluónicos Aa

µ .

¿Cómo calcular este tipo de integrales? En general se saben resolver de forma exacta
en teorías libres, es decir, teorías en las que no hay interacción entre las partículas. Esto
puede traducirse en que el lagrangiano está compuesto únicamente de términos cudráticos
(cinéticos), y en ese caso las integrales son Gaussianas. Sin embargo en el caso más
típico e interesante donde las partículas sí interactúan, en general estas integrales no se

2En el caso de operadores fermiónicos este proceso de ordenamiento requiere de la introducción de
algunos signos.
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saben resolver analíticamente de forma exacta, y la única manera de proceder es recurrir a
métodos que permitan obtener cálculos aproximados. Este es el caso de la Cromodinámica
Cuántica o de Yang-Mills Pura, donde ya vimos que los gluones interactúan entre sí. El
método de aproximación mas comúnmente usado para estos cálculos se llama teoría de

perturbaciones. En esos casos se dice que la teoría se puede resolver perturbativamente
o de forma perturbativa. En general, como en como cualquier método de aproximación,
se encuentra sujeto a limitaciones y sólo es aplicable dentro de ciertas condiciones, que
suelen ser bastante restrictivas. En particular, este método no suele ser válido en cualquier
rango de energías. Ahondaremos en ese asunto más adelante.

2.5. Teoría de perturbaciones en Yang-Mills Pura

La idea del método de teoría de perturbaciones para resolver de forma aproximada
integrales como (2.18) es desarrollar la exponencial y ver que cuando se cumplen ciertas
condiciones, es posible quedarse sólo con algunos términos en el desarrollo y despreciar el
resto. Claramente, cuantos más términos se tengan en cuenta mejor será la aproximación
y por lo tanto más precisión tendrá el resultado, aunque la contraparte es que el cálculo se
vuelve cada vez más complicado.

Veamos como entender someramente estas ideas. Para empezar separemos la acción
(2.19) en sus términos cinéticos que corresponden a la teoría libre y en sus términos de
interacción. Los agruparemos en lo que llamaremos Slibre y Sint respectivamente. De este
modo la acción S puede escribirse como:

S = Slibre +Sint . (2.20)

Ahora podemos reescribir la exponencial de (2.18) como

eiS = eiSlibre eiSint = eiSlibre

(
1+ iSint −

S2
int
2!

− i
S3

int
3!

+
S4

int
4!

+ i
S5

int
5!

−·· ·
)
. (2.21)

El enfoque de teoría de perturbaciones es el siguiente: si Sint es “pequeño”, en algún
sentido que se precisará mas adelante, cada término sucesivo en la suma es menor que el
anterior en módulo, de modo que las contribuciones son cada vez menores, permitiendo,
dependiendo del grado de precisión que se requiera, truncar la serie en cierto punto y
quedarse únicamente con una cantidad finita de sumandos. 3 Hecho esto, el problema de

3En realidad, este procedimiento suele ser más delicado pues para muchas teorías de campos la serie
suele no converger.
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resolver (2.18) se reduce a calcular una cantidad finita de funciones de correlación en la
teoría libre porque :

∫
DΦ Φ(x1)Φ(x2)...Φ(xn)eiS[Φ] ≈

∫
DΦ Φ(x1)Φ(x2)...Φ(xn)eiSlibre[Φ]

N

∑
n=0

(iSint [Φ])n

n!

=
N

∑
n=0

in

n!

∫
DΦ Φ(x1)Φ(x2)...Φ(xn)(Sint)

neiSlibre[Φ]

=
N

∑
n=0

in

n!
⟨Ω|T{Φ̂(x1)Φ̂(x2)...Φ̂(xn)(Sint [Φ])n}|Ω⟩libre

∫
DΦ eiSlibre[Φ̂] .

(2.22)

Aquí se usó el subíndice “libre” en la función de correlación para indicar que esta siendo
calculada en la teoría con acción asociada Slibre, es decir, en la teoría libre.

Las funciones de correlación en la teoría libre pueden ser calculadas de forma exacta
mediante el uso de un teorema llamado Teorema de Wick. Este permite escribir cualquier
función de correlación de N campos, también llamadas funciones de correlación a N pun-

tos, en la teoría libre, expresándola únicamente en términos de funciones de correlación
a dos puntos en la teoría libre, usualmente llamadas propagadores. 4 Los propagadores
se pueden calcular como integrales Gaussianas, lo que los hace fácilmente calculables
a partir de la acción de cada teoría. Como resultado, cantidades como (2.22) se pueden
expresar como sumatorias de integrales espacio-temporales de distintas combinaciones
de propagadores. También se puede trabajar con estas cantidades en el espacio de cua-
drimomentos mediante transformaciones de Fourier, en cuyo caso las integrales serán en
cuadrimomentos en vez de en coordenadas espacio-temporales.

A continuación veremos un método para representar estas expresiones de manera con-
veniente.

2.5.1. Desarrollo perturbativo en términos de diagramas de Feyn-
man en el gauge de Lorenz

Los diagramas de Feynman son una manera útil de representar visualmente el tipo de
expresiones que acabamos de describir, por lo que pueden usarse como una herramienta
para obtener cálculos perturbativos de funciones de correlación, amplitudes de scattering,
u otras cantidades en la teoría. La forma de proceder es que cada componente que forma

4También se le llama propagadores a las funciones de correlación a dos puntos en teorías con interac-
ciones, o a veces "propagadores completos". En general, dependiendo del contexto se sobreentiende si se
está haciendo referencia a la teoría libre o no.
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parte de un diagrama tiene asociado un cierto tipo de factor y a su vez hay algunas reglas
extra que hay tener en cuenta a la hora de interpretar un diagrama. La idea es que teniendo
en cuenta estas normas básicas, llamadas reglas de Feynman uno pueda reconstruir una
expresión matemática. Cada teoría tiene sus propias reglas de Feynman, que además tam-
bién dependen de la elección del gauge y de la convención que se utilice para la métrica
minkowskiana. En nuestro caso, ya se mencionó que trabajaremos el gauge de Lorenz, y
la convención que usaremos para la métrica es:

η =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . (2.23)

A continuación se muestran las reglas de Feynman en el espacio de momentos para la
teoría de Yang-Mills Pura en el gauge de Lorenz y con la convención de la métrica recién
descrita.

Propagador gluónico

∼ Gab
µν(k)=

−iδ ab

k2 + iε

(
ηµν −

kµkν

k2

)

Propagador del ghost

∼ Gab(k) =
iδ ab

k2 + iε

Vértice de 3 gluones
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∼ V abc
µνρ(p,q,k) =

g f abc [
ηµν(k− p)ρ +ηνρ(p−q)µ

+ηρµ(q− k)ν

]

Vértice gluon-ghost-ghost

∼ V abc
µ (p) = g f abc pµ

Vértice de 4 gluones

∼ V abcd
µνρσ =

−ig2[ f abe f cde(ηµρηνσ −ηµσ ηνρ)

+ f ace f bde(ηµνηρσ −ηµσ ηνρ)

+ f ade f bce(ηµνηρσ −ηµρηνσ )]

Estos son los constituyentes elementales de los cuales se puede construir un diagrama
arbitrario en esta teoría. Para pasar de un diagrama construido a partir de estos elementos
a una expresión matemática, debemos agregar algunos pasos a seguir:

1. Por cada uno de estos elementos que constituyen al diagrama, agregar su
respectiva expresión matemática.

2. Imponer conservación de momento en cada vértice:
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m

∑
r=0

(−1)sr pr = 0

donde sr puede ser 2 o 1 dependiendo de si el momento pr es entrante o
saliente al vértice respectivamente.

3. Integrar en todos los momentos internos que no queden determinados por
la conservación de momentos, o lo que es equivalente, agregar una integral
en cada cuadrimomento correspondiente a una linea cerrada o loop en el dia-
grama: 5

∼ ∫ d4q
(2π)4

4. Multiplicar por el el factor de simetría que corresponda en cada caso en
particular. Los factores de simetría tienen que ver con la cantidad de maneras
distintas en que se puede obtener el mismo diagrama.

Un ejemplo concreto del uso de estos diagramas puede ser el cálculo de funciones de co-
rrelación a dos puntos en el espacio de momentos. En términos de diagramas esta función
puede calcularse como una suma de todos los diagramas posibles que se pueden construir
entre dos propagadores. Una representación esquemática de esto es:

∫
d4r eip·r⟨Ω|T{Âa

µ(r)Â
b
ν(0)}|Ω⟩ = (2.24)

, donde la notación que se está usando es que la circunferencia rayada significa una su-
ma de todos los diagramas de Feynman que pueden formarse entre los dos propagadores
gluónicos externos de cuadrimomento p y mismos índices que Âa

µ y Âb
ν . En la expresión

anterior se usó invariancia bajo traslaciones (r ≡ x− y). Se puede desarrollar (2.24) ex-
plícitamente como sumas (infinitas) de composiciones de diagramas 1 PI, que son los

5En esta representación se usó por simplicidad el mismo tipo de linea para todos los propagadores,
indistintamente de si corresponden a clases diferentes de partículas o no, porque lo único que se quiere
representar es que cuando hay un loop hay que integrar en el cuadrimomento que circula.
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diagramas conexos que no pueden separarse en dos, cortando una única linea interna.
Algunos de los diagramas 1 PI que contribuyen a la expresión son, por ejemplo: 6:

p

a, µ b, ν

a, µ b, ν

p p

a, µ b, ν

p p

a, µ b, ν

p p

a, µ b, ν

p p

a, µ b, ν

p p

a, µ b, ν

p p

a, µ b, ν

p p

Este desarrollo implica infinitos términos, porque siempre es posible agregar más vér-
tices y propagadores para formar otros diagramas. Sin embargo, si fuera válido un desa-
rrollo perturbativo de la teoría en el cual diagramas más complejos contribuyen cada vez
menos, podríamos truncar la suma en cierto punto y quedarnos con un numero finito y
manejable de términos en la sumatoria.

Pero, ¿se puede estudiar Yang-Mills Pura de forma perturbativa? O quizás una me-
jor pregunta sería: ¿Existe algún régimen en que Yang-Mills Pura admita un desarrollo
perturbativo?

Nos dirigimos a discutir las condiciones bajo las cuales un desarrollo de este tipo
podría estar, o no, correctamente justificado. Una forma de abordar el problema, aunque
sujeto a algunas limitaciones que veremos enseguida, es pensar en el desarrollo (2.21) co-
mo un desarrollo en potencias del parámetro g que regula las interacciones (véase (2.15)).
En la medida en que este factor sea menor que 1, mayores órdenes en el desarrollo de la
exponencial serán cada vez más pequeños, cumpliendo con los requisitos que validan la
aplicabilidad de un tratamiento perturbativo. Sin embargo, se puede mostrar que en reali-
dad g siempre aparece en la combinación g2N

16π2 ≡ g̃2, por lo que el factor que efectivamente
regula el desarrollo perturbativo no es exactamente g, sino g̃2. Es decir, que el factor que
tiene que ser menor que 1 para validar el desarrollo perturbativo es g̃2. En el caso de QCD
o Yang-Mills Pura, N vale 3, pues resulta de considerar una teoría con simetría de gauge
SU(N = 3).

6Decidimos no incluir todas las posibilidades a dos loops porque son muchos. Se presentan algunos a
modo de ejemplo.
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En términos de diagramas de Feynman, un desarrollo perturbativo es equivalente a
considerar un desarrollo en el número de loops en los diagramas. En otras palabras, po-
tencias más altas en g̃2 se relacionan directamente con diagramas que contienen un mayor
número de loops. Esto implica que si un desarrollo perturbativo es válido, podremos limi-
tarnos a un número finito de diagramas, que serán aquellos que se pueden construir con
un número máximo determinado de loops.

Pero, ¿es g̃2 menor que 1? En realidad, el parámetro g, y por lo tanto g̃2, dependen de
la escala de energía del proceso que esté siendo tenido en cuenta. Entonces, la pregunta
correcta sería: ¿Como depende g̃2 de la energía y en qué rangos es efectivamente pequeño?
Resolveremos esta pregunta en las siguientes secciones, en base a algunos resultados de
QCD y Yang-Mills Pura.

2.6. Parámetro de acoplamiento de QCD a altas y bajas
energías según cálculos analíticos

Según cálculos analíticos en QCD basados en el procedimiento de Faddeev-Popov,
g̃2 tiende asintóticamente a cero a altas energías pero crece monótonamente a medida
que se disminuye la energía [6, 7, 8]. En la figura 2.1 extraída de [8], se puede observar el
comportamiento analítico para el factor α , definido en dicho artículo como α ≡ g2

4π
= 4π g̃2

N .

Según estos resultados, la intensidad de las interacciones es mayor a energías cada
vez más pequeñas, pero disminuye a altas energías y tiende a cero, de modo que la teoría
se vuelve asintóticamente libre. Este fenómeno lleva el nombre de libertad asintótica. En
la siguiente sección veremos que simulaciones numéricas muestran un comportamiento
diferente a bajas energías.

En términos de teoría de perturbaciones, el comportamiento observado en las gráficas
se traduce en que no es admisible un tratamiento perturbativo en el infrarrojo, porque
el parámetro de desarrollo aumenta monótonamente en un entorno cercano al cero. Sin
embargo, a escalas de energía mayores, donde el parámetro es suficientemente pequeño,
el desarrollo perturbativo es válido. Por supuesto, dicha conclusión tiene sentido en la
medida en que estos resultados que se basan en el procedimiento de Faddeev-Popov sean
fiables. Pero... ¿Lo son?

En la sección 2.3 mencionamos que el procedimiento de Faddeev-Popov es cuestio-
nable a bajas energías, que es exactamente el sector en principio no perturbativo según los
resultados de los cálculos basados en este mismo procedimiento. Esto permite poner en
duda entonces el comportamiento del parámetro g̃2 observado en la gráfica 2.1, y permite
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Figura 2.1: Comportamiento analítico del parámetro α ≡ 4π g̃2

N de QCD, en función de la energía,
en GeV. αan y α pt son cálculos de α obtenidos mediante distintos métodos. Los diferentes estilos
de linea se corresponden con cálculos hechos hasta distintos órdenes en teoría de perturbaciones.
Figura extraída de [8].

también cuestionarse si esta tendencia monótona creciente a bajas energías es una propie-
dad intrínseca de la teoría, o si es, quizá, un síntoma que emerge por el hecho de estar
utilizando un lagrangiano incorrecto, incapaz de describir adecuadamente la física de la
teoría a esa escala. Queda abierta la posibilidad de que incluso el parámetro g̃2 pudiera
ser suficientemente pequeño en el infrarrojo, de modo que admita también un tratamiento
perturbativo allí. Eso sería muy prometedor y abriría una vía que facilitaría el estudio de
este sector de la teoría, mediante el uso de herramientas ya conocidas y entendidas en la li-
teratura. Por supuesto que el abordaje de este tema seguiría siendo complejo por muchos
otros aspectos, pero contar con métodos de cálculo viables y conocidos constituiría un
punto de apoyo fundamental para abordar este tema de investigación con mayor certeza.

Pero, ¿existen indicios no basados en el procedimiento de Faddeev-Popov que puedan
respaldar y aportar credibilidad a esta idea?

2.7. QCD y Yang-Mills Pura a altas y bajas energías se-
gún cálculos numéricos

Una alternativa para abordar problemas que aún no se comprenden completamente
desde un enfoque analítico es a través de simulaciones numéricas en lo que comúnmente

20



se conoce como el lattice, que significa “red” o “grilla” en inglés [1]. Este nombre pro-
viene de la idea de explorar teorías de campos de forma numérica, donde, debido a la
imposibilidad de simular espacios continuos, se utilizan espacios discretos compuestos
por una red de puntos. Naturalmente, cuanto más cerca estén los puntos entre sí en la red
más precisión tendrán los resultados porque se asemejará más al espacio continuo que
percibimos. Es importante distinguir entre dos tipos distintos de simulaciones en el latti-
ce, las que trabajan sobre un gauge fijado y las que no. Utilizaremos algunos resultados
de ambos enfoques.

Las simulaciones numéricas que trabajan sobre la teoría fijada de gauge permiten
calcular cantidades que no son físicamente medibles porque dependen de la elección del
gauge. Un ejemplo concreto son las funciones de correlación. A diferencia de los enfoques
analíticos, los tratamientos numéricos permiten, según se afirma en la literatura, evadir los
problemas de fijación de gauge asociados a las copias de Gribov mediante ciertas técnicas
numéricas. [9, 10, 11, 12]

Por otro lado, las simulaciones en las que no se fija el gauge, evaden de forma directa
cualquier posible dificultad asociada al proceso de fijación, porque no lo utilizan. La limi-
tación en este caso es que solo permiten el cálculo de cantidades invariantes de gauge, es
decir, cantidades físicas. Ejemplos concretos pueden ser masas de partículas o espectros
de energías de estados ligados.

Una de las principales cualidades de las simulaciones en el lattice es que los méto-
dos numéricos que utilizan son no perturbativos, lo que quiere decir que no requieren del
uso de teoría de perturbaciones. Al no estar limitado por métodos perturbativos ni por
inconvenientes asociados a procesos de fijación de gauge, estas simulaciones permiten el
acceso a resultados numéricos sólidos incluso en el régimen de bajas energías de QCD
o de Yang-Mills Pura, dónde somos en principio incapaces de acceder desde un punto
de vista analítico utilizando la acción de Faddeev-Popov. No obstante, las simulaciones
en el lattice se ven limitadas por otros factores. Suelen ser extremadamente costosas en
tiempo de cálculo, están sujetas a incertidumbres asociadas a la discretización del espacio-
tiempo y de volúmenes finitos, y se destacan por brindar resultados cuantitativos en lugar
de analíticos. Respecto al último punto, significa que son muy útiles para obtener infor-
mación sobre comportamientos de cantidades, como por ejemplo el del acoplamiento o de
propagadores en diversos rangos de energías, y sin embargo, son incapaces de proporcio-
nar soluciones analíticas a cuestiones fundamentales, como pueden ser: la determinación
precisa del lagrangiano fijado de gauge adecuado en la teoría de Yang-Mills Pura o la
aplicación apropiada del procedimiento de Faddeev-Popov a bajas energías.

En nuestro caso esto significa que aún teniendo una gráfica obtenida por medio de
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Figura 2.2: Comportamiento de α en función de la escala de impulsos euclideanos, obtenido a
partir de simulaciones numéricas en el lattice con igual espaciado y distintos volúmenes. Figura
extraída de [13].

simulaciones en el lattice, que describa cuantitativamente el comportamiento del paráme-
tro de acoplamiento, faltaría entender de forma analítica la razón de ese comportamiento
y como describirlo matemáticamente desde primeros principios. Solo de esa manera po-
dríamos acceder y explorar analíticamente y sin ambigüedades un rango mayor de escalas
energéticas de la teoría y entender aspectos ya mencionados anteriormente como los es-
tados ligados, la hadronización, el fenómeno de confinamiento y otros aspectos.

2.7.1. Parámetro de acoplamiento numérico

¿Qué dicen las simulaciones numéricas en el lattice sobre el comportamiento del aco-
plamiento g̃2? Resultados numéricos obtenidos en Yang-Mills Pura muestran que a bajas
energías el parámetro α = 4π g̃2

N exhibe un máximo local y tiende a cero para energías
menores. Este comportamiento puede observarse en la figura 2.2, extraída de [13]. Dicha
curva de α fue obtenida a partir del vértice de interacción ghost-gluón-gluón en el gauge
de Lorenz.

Fundamentalmente se pueden observar dos aspectos importantes. El primero es el
comportamiento a bajas energías, que discrepa con los resultados analíticos extraídos del
procedimiento de Faddeev-Popov (véase Fig. 2.1). Como ya mencionamos, los cálculos
analíticos no son confiables en esa zona por posibles inconsistencias en la fijación de gau-
ge, por lo que una discrepancia no es sorprendente. El segundo punto es que reproduce la
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libertad asintótica a altas energías. En dicho régimen la fijación de gauge está bien funda-
mentada y una correspondencia entre resultados numéricos y analíticos era esperable.

A efectos de este trabajo, el punto más importante de la figura 2.2 es que el valor
máximo alcanzado por α es aproximadamente αmax ≈ 1.5. Esto quiere decir que el pa-
rámetro g̃2 toma un valor máximo de aproximadamente g̃2

max =
3αmax

4π
≈ 4.5

4π
≈ 0.36. En

la sección 2.5 mencionamos que una condición necesaria para que pueda ser válido un
tratamiento perturbativo en QCD o en la teoría de Yang-Mills Pura, es que el parámetro
de desarrollo g̃2 tome valores menores a 1. Los resultados extraídos del lattice confirman
que nos encontramos dentro de las condiciones de aplicabilidad de este método, aunque
el parámetro no es particularmente pequeño cerca del máximo local (g̃2

max ≈ 0.36), por lo
que, si bien la correcciones perturbativas están suprimidas, podrían no ser tan pequeñas.

A pesar de ello, e incluso contando con un tratamiento perturbativo y disponiendo de
los resultados del lattice para el parámetro de acoplamiento, no es suficiente para propo-
ner un posible método de abordaje en un esfuerzo por acceder al sector infrarrojo de QCD
o Yang-Mills Pura. Aún no conocemos qué apariencia podría tener el lagrangiano de la
teoría a bajas energías una vez fijado el gauge, debido a los problemas mencionados an-
teriormente [4]. Se requiere aún algún elemento adicional que sugiera un posible enfoque
analítico desde el cual abordar este último obstáculo.

A continuación exploraremos resultados del lattice en relación a la función de corre-
lación a dos puntos del campo del gluón Aa

µ , que nos ofrecen una posible vía de solución.

2.7.2. Función de correlación numérica del gluón

Además de los resultados numéricos para el parámetro acoplamiento, hay otro punto
que será parte de la base de este trabajo, y es el comportamiento que exhibe la función
de correlación a dos puntos del gluón en el sector infrarrojo, según cálculos hechos en el
lattice fijado de gauge. Por simplicidad le llamaremos a veces también “propagadores” a
las funciones de correlación a dos puntos, como la introducida en (2.24). El paralelismo
surge de que los propagadores como (2.5.1) y las funciones de correlación como (2.24)
son cantidades análogas, con la única diferencia de que una es calculada en la teoría
libre y la otra en la teoría con interacciones. En general, dependiendo del contexto se
sobreentenderá a cual de ellas estamos haciendo referencia.

En el gauge de Lorenz se puede escribir el propagador o función de correlación a dos
puntos en el espacio de momentos de la siguiente forma:

∫
d4r eip·r⟨Ω|T{Aa

µ(r)A
b
ν(0)}|Ω⟩= D(p2)iδ ab

(
ηµν −

pµ pν

p2

)
, (2.25)
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Figura 2.3: Dressing function del gluón en función del impulso euclideano p, obtenido a partir
de simulaciones numéricas en Yang-Mills Pura fijada en el gauge de Lorenz, para grillas de igual
espaciado y distintos volúmenes. Gráfico extraído de [13].

donde D(p2) es una función que depende de p2.

Según varios estudios hechos a partir de simulaciones en el lattice fijado de gauge,
D(p2) tiende a un valor finito para p2 → 0 [14, 15, 16, 17]. Este comportamiento se puede
observar en la figura 2.3, que está representada mediante el uso de una métrica euclideana
(p2 = p2

0− p⃗2 −→ p2
0+ p⃗2 ). Este tipo de comportamiento en funciones de correlación a dos

puntos es típico en partículas masivas, porque en general para una partícula masiva D(p2)

tiene la forma:
D(p2) ∝

1
p2 −m2

0 −Σ(p2)
, (2.26)

donde m0 es la masa de la partícula en la teoría libre, es decir, la masa que tendría la
partícula si no interactuara con otras, y Σ es una cierta función de p2 llamada usualmente
auto-energía. Su significado físico es que, cuando se la evalúa en el polo del propagador,
da la masa que adquiere la partícula a través de las interacciones.

Para el gluón, m0 = 0 porque no tiene masa en la teoría libre. Tomando el límite
p2 → 0, la ecuación (2.26) tiende a D(p2)∝

−1
Σ(0) . Asumiendo Σ(0) ̸= {0,∞}, D(p2) tiende

a un valor finito, lo cual concuerda, al menos cualitativamente, con el comportamiento en
p2 → 0 de la figura 2.3. Esto podría sugerir, como una posible vía de explicación para estos
resultados numéricos, que el gluón adquiere masa por algún mecanismo que involucra a
las interacciones. La naturaleza de este mecanismo se desconoce y es un tema de debate
abierto a día de hoy. Algunas posibles explicaciones son estudiadas en [18, 19, 20, 21, 22,
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23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32].
Varios estudios han aprovechado este fenómeno en un intento por construir modelos

que describan o se aproximen a describir de forma adecuada la física de la teoría de Yang-
Mills Pura y QCD a bajas energías.
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Capítulo 3

Marco teórico: Modelo fenomenológico
de Cornwall

3.1. Modelos fenomenológicos con gluones masivos

Los enfoques fenomenológicos son frecuentes en física. Bajo la falta de un método
analítico basado en principios fundamentales para obtener el lagrangiano adecuado de
la teoría, es decir, aquel que es capaz de describir correctamente la física a toda escala
de energías, se proponen modelos construidos a partir de fundamentos fenomenológicos.
Estos podrían ser por ejemplo intentar reproducir ciertos datos numéricos o experimen-
tales. Por supuesto, enfoques así sólo cobran sentido a posteriori, si logran describir de
forma satisfactoria el fenómeno en cuestión. Siendo ese el caso, pueden usarse como un
primer acercamiento a intentar comprender también otros aspectos de la teoría, que no
sean entendidos desde primeros principios. Alternativamente, cuando un modelo no logra
reproducir ciertos resultados experimentales o numéricos, es una fuerte indicación de que
el enfoque no es el adecuado y de que el modelo debe ser descartado o modificado.

Naturalmente, estas aproximaciones no logran resolver uno de los problemas, que es
la obtención del lagrangiano fijado de gauge correcto. Sin embargo pueden servir como
una herramienta para acceder al sector infrarrojo de QCD, al menos de forma aproximada,
y para intentar extraer información útil sobre la física en ese sector. Esto podría aportar
indicios claves para entender cómo llegar de forma analítica al lagrangiano adecuado de
la teoría. Si, por ejemplo, el comportamiento de la física en el rango de bajas energías nos
permitiera descubrir alguna condición adicional a imponer sobre los campos gluónicos,
que nos habilitara a fijar por completo el gauge, podríamos evadir así, a costa de nuevas
restricciones físicas, problemas asociados a las copias de Gribov.
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Aunque aún no está claro desde principios fundamentales cuál es el mecanismo por
el cual el gluón parece adquirir masa, existen diversos modelos que incluyen de una ma-
nera u otra gluones masivos. Una primera estrategia para afrontar el problema puede ser
incluir manualmente un término de masa en la teoría. Hay varios modos de llevar esto a
cabo, cada uno de los cuales da lugar a un modelo matemático diferente. Uno de ellos
fue propuesto por J.M. Cornwall y A. Soni en 1982 [33], y es en el que nos basaremos
mayoritariamente en esta tesis. En su publicación se calcula el espectro de estados ligados
de dos gluones en este modelo 1. Es uno de los primeros modelos fenomenológicos para
glueballs de la literatura, y de los únicos en que se han hecho cálculos para el espectro
de estas partículas. Desafortunadamente no queda completamente clara la metodología
utilizada para estos cálculos en la publicación [33]. Esto lo convierte en un tema de inte-
rés para ser estudiado en mayor profundidad. Los resultados obtenidos en ese momento
no reproducen satisfactoriamente los datos de simulaciones numéricas actuales, pero con-
sideramos que puede ser valioso reevaluar el modelo variando algunos parámetros del
mismo e implementando algunas modificaciones. Pretendemos rehacer este estudio im-
plementando algunas variantes, tanto en la metodología como en el propio modelo en sí.
El objetivo es estudiar cómo cambian los resultados bajo estas modificaciones, y si son
capaces de proporcionar una descripción más precisa del espectro de glueballs medido en
el lattice.

También existen otros modelos, como el Modelo de Curci-Ferrari [34], que han tenido
un éxito considerable a la hora de reproducir algunas cantidades de simulaciones numé-
ricas. Algunos estudios han logrado reproducir, a partir de este modelo, los fenómenos
observados en las figuras 2.2 y 2.3 con un grado considerable de precisión [35, 36], ade-
más de muchas otras cantidades. Desafortunadamente, no hay artículos donde se realicen
cálculos sobre el espectro de glueballs en este modelo. Un estudio así sería importante
para poner a prueba sus predicciones sobre cantidades físicas. A pesar de ello, preferi-
mos analizar el modelo de Cornwall en este trabajo 2, aunque dado el éxito del modelo
de Curci-Ferrari para reproducir algunos aspectos de la teoría de Yang-Mills Pura, re-
curriremos ocasionalmente a él para motivar y fundamentar algunas suposiciones que
precisaremos en el trabajo.

A continuación presentamos el modelo de Cornwall y los fundamentos teóricos sobre
los cuales se sustenta.

1También hay cálculos para los estados de tres gluones, pero no son de interés en esta tesis.
2Creemos que un tratamiento similar al que usaremos en esta tesis podría servir para obtener el espectro

de glueballs en el modelo de Curci-Ferrari.
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3.2. El modelo y su Hamiltoniano

A diferencia del formalismo que hemos usado hasta el momento para motivar este
trabajo, el modelo propuesto por Cornwall se encuentra expresado en el formalismo ca-
nónico de la mecánica cuántica, que se basa en el operador Hamiltoniano (H). En este,
los estados físicamente permitidos del sistema están representados por vectores, que son
los autovectores de H, y sus correspondientes autovalores son las energías de los respec-
tivos estados. Matemáticamente esto se traduce de la siguiente manera: |en⟩ es estado del
sistema ⇐⇒ H |en⟩= En |en⟩ y en ese caso En es la energía de dicho estado.

Una implicación directa de esta manera de representar los estados físicos es que el
Hamiltoniano es el operador que corresponde al observable energía, y por tanto también
codifica las interacciones entre los elementos del sistema. Como la energía de un siste-
ma es una cantidad real, H debe ser hermítico (H† = H) para que sus autovalores sean
reales. Además, los autovectores de H se pueden elegir ortonormales entre sí y en con-
junto forman una base de un espacio vectorial llamado espacio de Hilbert, denotado por
H .

El hamiltoniano que define a este modelo pretende representar a un sistema de dos
gluones masivos que interactúan entre sí en un régimen poco relativista, en el cual las
energías de interacción involucradas son mucho menores que las masas de los gluones.
La viabilidad de un enfoque no relativista en un sistema cuántico de este tipo podría ser
válida porque el gluón es masivo en este marco teórico. Es razonable que si las energías de
interacción son suficientemente bajas, el sistema admita una descripción de bajas veloci-
dades. Simulaciones en el lattice respaldan esta idea para estados ligados de dos gluones:
las masas de los gluones que se observan en estas simulaciones resultan ser aproximada-
mente la mitad de la masa del glueball más liviano [37, 38], de modo que, al menos para
este, se puede esperar que las energías de interacción y cinética relativa entre los gluones
sean mucho menor que la masa de los mismos. El estudio del régimen poco relativista
resulta interesante porque suele ser más fácil de tratar, y aún así permite estudiar muchos
fenómenos que se dan en dicho sector, para los cuales no es necesaria una descripción
completa del sistema.

La deducción del operador Hamiltoniano de este modelo, que se construye a partir de
la energía cinética y potencial de interacción del sistema, se basa en un enfoque con una
gran componente fenomenológica, que pretende incluir ciertos aspectos razonables como
el confinamiento o la interacción espín-orbita o espín-espín entre partículas. Expresare-
mos todas las cantidades en un sistema de unidades en que la velocidad de la luz (c) y la
constante de Planck toman el valor 1.
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El potencial en este modelo es:

V = 2m(1− e−mrβ )− λe−mr
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(3.1)

donde se pueden identificar términos que tienen distinto origen:

Vβ ≡ 2m(1− e−mrβ ) (3.2)

Vλ ≡ − λe−mr
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(3.3)

En estas expresiones m es la masa del gluón, r el operador que representa la distancia entre
los dos gluones, S = S1 + S2 es el operador de espín total del sistema, L es el operador
de momento angular orbital, λ es un parámetro indeterminado que regula la intensidad
de las interacciones, β es otro parámetro indeterminado que podría, según el artículo,
relacionarse con una escala característica del confinamiento, y s = 4m2+O(v2/c2). Aquí
(y en todo el trabajo) O(v2/c2) significa “términos de orden v2/c2”, donde v es el operador
de velocidad relativa entre las partículas y c es la velocidad de la luz.

Ambos potenciales (3.2) y (3.3) tienen interpretaciones físicas y bases teóricas dis-
tintas. De acuerdo con el artículo, el potencial (3.2) pretende modelar el fenómeno de
confinamiento de los gluones: a distancia infinita Vβ tiende a 2m, que representa la ener-
gía necesaria para materializar un nuevo par de gluones que “apantallen” los colores de
los gluones originales. En otras palabras, pretende simular el hecho de que al intentar se-
parar o desligar completamente al estado, llegará un momento en que habremos inyectado
suficiente energía al sistema como para crear dos gluones nuevos. Estos nuevos gluones
se unirían a los originales formando como resultado dos glueballs, ambos de color neutro.
Este proceso está representado de forma gráfica en la figura 3.1, aunque los colores en
ella son meramente ilustrativos y no deben interpretarse de forma literal. El origen ma-
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Figura 3.1: Posible representación gráfica del fenómeno de confinamiento.

temático para este potencial surge del modelo de Schwinger en dimensión d=1+1 (una
espacial y otra temporal) [39]. Dicho modelo es en realidad una versión simplificada de
la electrodinámica cuántica (QED), pero se ha usado a lo largo de la historia como un
prototipo para el estudio de QCD en mayores dimensiones, porque comparte algunas si-
militudes conceptuales, como un fenómeno de confinamiento o la generación de masa, y
es matemáticamente más simple.

Según se afirma en el artículo, el potencial (3.3) tiene un origen diferente a (3.2). Surge
de la aproximación de Born aplicada en un modelo de QCD que incluye gluones masivos
mediante el agregado de un termino de masa en el lagrangiano, y el añadido de nuevos
campos escalares para mantener la invariancia de gauge [40, 41]. La aproximación de
Born consiste en extraer un potencial de interacción entre partículas a partir de amplitudes
de scattering, calculadas en teoría de perturbaciones al orden más bajo. Una deducción
de Vλ es tratada en [42]. El potencial obtenido pretende modelar los siguientes aspectos
fenomenológicos:

1. Interacción espín-espín: surge por los efectos de interacción entre los mo-
mentos cromo-magnéticos asociados al espín de cada una de las dos partícu-
las, que pueden pensarse en analogía a dos imanes interactuando entre sí.

2. Interacción espín-órbita: Para partículas cargadas eléctricamente hay una
interpretación intuitiva y es que el momento magnético asociado al espín in-
teractúa con el momento magnético generado por el movimiento orbital de la
propia partícula cargada. En el caso de los gluones, hay un momento mag-
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nético de color que cumple un rol análogo al eléctrico y genera este tipo de
interacción.

3. Interacción de Yukawa: en teorías donde el campo de gauge es masivo se
puede esperar un decaimiento exponencial en algunos de los términos del po-
tencial. La inclusión de un termino de masa en el lagrangiano, modifica los
propagadores de la teoría y el potencial entre partículas (más adelante moti-
varemos con más rigor esta afirmación, basándonos en el modelo de Curci-
Ferrari). En general a este tipo de potenciales se les llama potencial de Yuka-

wa. Físicamente hablando, este comportamiento permite reproducir el hecho
de que la interacción fuerte es de muy corto alcance, porque el potencial de-
cae rápidamente con la distancia.

4. Término de Darwin (δ (⃗r)): el término que involucra un delta de Dirac en
r se suele llamar término de Darwin. Aparece como producto de las interac-
ciones no-locales que resultan de las aproximaciones no relativistas, al hacer
desarrollos perturbativos en v2/c2, y se deben a rápidas fluctuaciones cuánti-
cas en el campo de la partícula. En este caso, el campo gluónico.

Los aspectos mencionados motivan y aportan una noción de los orígenes e interpretacio-
nes de estos dos potenciales, que son unificados en la expresión (3.1) para constituir el
potencial de interacción que define al modelo.

Para obtener el Hamiltoniano, hay que tener en cuenta también la energía cinética de
las dos partículas. Para ello, decidimos posicionarnos en el sistema de referencia en el
cual el centro de masas está en reposo. Definimos la masa reducida µ y el operador de
momento relativo p entre las partículas como:

µ ≡ m1m2

m1 +m2

p ≡ µ(v1 − v2)≡ µv =
m2 p1 −m1 p2

m1 +m2
,

(3.4)

donde m1, m2 son las masas de las partículas involucradas, v1 y v2 son los operadores
asociados a sus respectivas velocidades, v ≡ v1 − v2, p1 ≡ m1v1 y p2 ≡ m2v2. En nuestro
caso, ambos gluones tienen igual masa m1 = m2 ≡ m, por lo que las definiciones (3.4) se
reducen a:

µ =
m
2

p =
p1 − p2

2

(3.5)

31



Consideraremos que los glueballs están descritos por un régimen poco relativista, por lo
que desarrollamos la energía cinética hasta primer orden en v2/c2 (respecto del “orden
cero”, que ya es de orden v2/c2 ). En este sistema de referencia y bajo esta aproximación,
el Hamiltoniano del modelo resulta:
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(3.6)

que pretende representar a un sistema de dos gluones que interactúan entre si mediante
fuerzas de naturaleza fuerte, en un régimen poco relativista.

A través de este operador es posible explorar propiedades y fenómenos vinculados
con el sistema en consideración. Una de las características esenciales que se pueden es-
tudiar es el espectro de energías permitidas en el modelo. En este contexto el espectro de
energías son los autovalores de los autoestados de H, y representan los niveles energéti-
cos que podrían caracterizar a las glueballs. Estas cantidades podrían ser contrastadas con
medidas experimentales y de simulaciones numéricas, y servir como referencia para la
identificación de glueballs en la naturaleza, tarea que hasta el momento ha sido imposible
de lograr. Esta es una de las principales razones por las que es importante investigar las
predicciones sobre el espectro de glueballs en modelos fenomenológicos, y por ello es
el tema central que abarca esta tesis. Al igual que en el artículo original, estudiaremos
los niveles energéticos partiendo de la ecuación de Schrödinger, que parece un punto de
partida razonable teniendo en cuenta que el modelo es en sí mismo una aproximación de
bajas energías. El procedimiento utilizado en el artículo para el cálculo de los autoesta-
dos de H no resulta totalmente claro al lector, pero creemos que difiere del tratamiento
perturbativo estándar de mecánica cuántica. Sin embargo, basándonos nuevamente en la
naturaleza no relativista del modelo, es razonable pensar que algunos términos del Hamil-
toniano estén suprimidos respecto a otros por factores de v2/c2, en cuyo caso se esperaría
que un tratamiento perturbativo estándar funcionara correctamente.

En esta tesis decidimos partir desde este enfoque perturbativo para analizar, en una
primera instancia, en qué medida dependen los resultados de esta elección, lo que nos
aportará información sobre cuán consistentes son las aproximaciones no relativistas que
sustentan a este modelo. Para ello, veremos si mediante este otro método y usando los
mismos valores de los parámetros λ y β que se utilizan en el artículo, logramos reproducir
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sus resultados. Si no fuera el caso, sería un indicio de que tratar en el Hamiltaniano como
un desarrollo perturbativo no relativista (al menos para esos valores de λ y β ) podría
ser cuestionable, aun si esto parecería ir, en principio, en contra de la fenomenología
esperada. Otra posible opción podría ser que el modelo fuera incapaz de describir de
forma razonable la física de glueballs a bajas energías, y esto podría manifestarse como
una aparente contradicción entre la fenomenología esperada y los resultados.

En una segunda instancia, y teniendo en cuenta que actualmente contamos con datos
actualizados de simulaciones en el lattice sobre el espectro de glueballs (con los que no
contaban en el año de la publicación [33]), decidimos también variar los parámetros λ y
β para determinar si algún par de valores {λ ,β} es capaz de describir dichos datos con
un grado razonable de correlación. De ser así, podría ser que el modelo describa de forma
razonable algunos aspectos de QCD si se usan los parámetros adecuados.

También nos proponemos estudiar el espectro de glueballs en una modificación del
modelo de Cornwall, que presentamos a continuación.

3.3. Modificación del modelo mediante un potencial li-
neal

Además del potencial (3.2) que se propone en el artículo para intentar modelar el fe-
nómeno de confinamiento, existen otras opciones que han sido propuestas a lo largo de la
historia. Una de las que ha tenido mayor aceptación en la comunidad científica, discutida
en artículos como [43], propone la existencia de un potencial lineal entre partículas con
color, como los gluones. Decidimos explorar también esta opción con miras a comparar
con un modelo de referencia más comúnmente utilizado. Consideraremos entonces tam-
bién una modificación del modelo de Cornwall que consiste en sustituir el potencial (3.2)
por:

Vβ = m2
β r. (3.7)

Bajo esta modificación, el Hamiltoniano resulta:
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Para este modelo estudiaremos también si algún par {λ ,β} es capaz de describir con
buena correlación los datos del lattice.
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Capítulo 4

Estados ligados no relativistas en teorías
cuánticas con campos de gauge masivos

En teorías cuánticas de campos la cantidad de partículas no se conserva, porque las
leyes de la relatividad permiten la conversión de materia en energía y viceversa. Como
resultado, la descripción de los estados en términos de funciones de onda continuas, que
caracterizan la evolución de los mismos, deja de tener sentido. Sin embargo, si nos en-
contráramos en un régimen en el que el número de partículas fuera conservado, la des-
cripción del sistema en términos de funciones de onda cobraría sentido nuevamente, y
con ello también la existencia de una ecuación que las rija, como por ejemplo una ecua-
ción de Schrödinger. Si el gluón tiene masa, la teoría de Yang-Mills Pura debería admitir
un régimen de partículas conservadas en un régimen de bajas energías, donde la energía
disponible no sea suficiente para crear nuevos gluones. 1

En este capítulo investigaremos un método para estudiar estados ligados en teorías
cuánticas con campos de gauge masivos (gluones en nuestro caso), en un régimen no
relativista. Particularmente veremos cómo a partir de funciones de correlación es posible
deducir una ecuación de Schrödinger bajo ciertas suposiciones, que además predice una
interacción de Yukawa a orden dominante entre los gluones, al igual que en los modelos
fenomenológicos con gluones masivos.

Basaremos estos cálculos en el modelo de Curci-Ferrari, que tiene mayor sustento
por parte de las simulaciones del lattice, pero un procedimiento análogo también debería
ser aplicable en el módelo de Cornwall para obtener del mismo modo una ecuación de
Schrödinger y justificar los términos de Yukawa en su Hamiltoniano. De hecho, como se
comentó en el capítulo 3, en el artículo original de J.M. Cornwall y A. Soni [33] afirman

1Igualmente para QCD, pero pidiendo que la energía no sea suficiente ni para crear gluones ni quarks.
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haber hecho su propia deducción del potencial, basándose en la aproximación de Born
(aunque no lo demuestran). Consideramos valioso complementarlo con otro punto de vis-
ta. Nos basaremos en la ecuación de Bethe-Salpeter, que a diferencia de la aproximación
de Born, es un enfoque más general por ser no perturbativo.

En un caso ideal, si tanto el modelo de Curci-Ferrari como el modelo de Cornwall
fueran una buena descripción de la física de QCD a bajas energías, se podría esperar que
deduciendo el potencial entre gluones a partir del modelo de Curci-Ferrari se obtuviera
el potencial que rige al modelo de Cornwall, o al menos un potencial con características
similares. Sin embargo, en este trabajo no apuntamos a ello, y nos limitaremos a estudiar
el orden dominante del potencial.

Partiremos desde algunos aspectos sobre la estructura de polos, o polología, de fun-
ciones de correlación a dos puntos, que enunciamos a continuación.

4.1. Polología de funciones de correlación

Consideremos un operador Θ escalar bajo transformaciones de Lorentz y de gauge
(por simplicidad). En teorías cuánticas de campos, una manera usual de descomponer
funciones de correlación entre operadores Θ(x) y Θ(y) es la llamada representación es-

pectral de Källén–Lehmann [44, 45]:∫
d4r eip·r⟨Ω|T{Θ(r)Θ(0)}|Ω⟩= ∑

λ

|⟨Ω|Θ(0)|λ0⟩|2
1

p2 −m2
λ
+ iε

. (4.1)

Aquí r ≡ x− y (se usó invariancia bajo traslaciones), el indice λ en la sumatoria recorre
todos los posibles estados |λ0⟩ con tri-momento nulo de la teoría, y que tienen los mismos
números cuánticos que el operador Θ. El factor mλ representa la masa del estado |λ0⟩.

Esta descomposición resulta especialmente útil porque muestra que las masas de es-
tados ligados se manifiestan como polos en las transformadas de Fourier de funciones de
correlación.

Por otra parte, estos polos aparecen únicamente al tener en cuenta infinitos diagramas
[45]. Esto es particularmente importante para nuestro análisis porque implica que, para
poder estudiar estados ligados a partir de funciones de correlación, no podremos restringir
la serie a un número finito de diagramas. Genéricamente hay que tener en cuenta todos,
pero luego veremos que bajo ciertas suposiciones sobre la cinemática de los gluones,
podría ser justificable restringirse a un subconjunto (aunque también infinito) de ellos,
conocidos como diagramas “Ladder”, término que proviene de “escalera” en inglés.
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Otro punto clave es que en un régimen no relativista en el que una descripción en
términos de una ecuación de Schrödinger pueda ser válida, los residuos de los polos en
la función de correlación aparecen factorizados como (o proporcionalmente a) ψ̄λ ψλ ,
2 donde ψλ es la función de onda del estado en cuestión. Además, si pensamos en las
divergencias de la expresión (4.1) como polos en p0, la ubicación de los mismos se da en
p0 = Eλ (p), donde Eλ (p)≡

√
p⃗2 +m2

λ
es la energía del estado. Cada polo en la función

de correlación aparece entonces factorizado como [46, 47, 48]:

Cλ ψ̄λ ψλ

p0 −Eλ (p)
, (4.2)

donde agregamos un posible factor Cλ de proporcionalidad.

En resumen, se destacan dos puntos importantes en esta sección. El primero es que,
con el fin de estudiar estados ligados, que se presentan como polos en la función de
correlación, es necesario considerar una suma de infinitos diagramas de Feynmann en el
desarrollo perturbativo de la misma. El segundo es que en un régimen no relativista las
funciones de onda de los estados aparecen en los residuos de los polos de funciones de
correlación.

En la siguiente sección definiremos el marco teórico en el cual trabajaremos para
deducir la ecuación de Schrodinger y el potencial de Yukawa: el modelo de Curci-Ferrari
3

4.2. Modelo de Curci-Ferrari

Como se ha comentado anteriormente en el capítulo 3, el modelo de Curci-Ferrari es
un modelo fenomenológico de QCD o Yang-Mills que incluye gluones masivos, y que ha
tenido considerable éxito a la hora de reproducir resultados del lattice, como los compor-
tamientos observados en las figuras 2.2 y 2.3. [35, 36] Varios artículos han discutido las
características de este modelo en profundidad. Una recopilación de gran parte de estos
estudios se puede encontrar en [37]. Usaremos este marco teórico para complementar la
motivación de la existencia de un potencial de Yukawa entre gluones, y la deducción de
una ecuación de Schrödinger a bajas energías.

La densidad lagrangiana del modelo de Curci-Ferrari se obtiene a partir de Yang-Mills

2Aquí no hay una suma en λ . Simplemente es un indice que identifica un estado |λ ⟩ de la teoría.
3Los resultados vistos en esta sección, y también la ecuación de Bethe-Salpeter son válidos en cualquier

teoría de campos. En particular, en esta tesis nos interesa estudiar sus aplicaciones a modelos específicos.
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fijada en el gauge de Lorenz mediante el procedimiento de Faddeev-Popov y el agregado
de un término de masa para el gluón:

LCF ≡ LFP −
m2

2
Aµ

a Aa
µ . (4.3)

Aquí LFP es el lagrangiano de Faddeev-Popov en el gauge de Lorenz (ec. (2.15)), Aa
ν son

los campos del gluón y m es la masa de los gluones en este modelo.
Como modelo fenomenológico, no está claro como obtener este Lagrangiano desde

primeros principios, pero se piensa que el término de masa m2

2 Aµ
a Aa

µ podría surgir como
consecuencia del procedimiento de fijación de gauge correcto.

Las reglas de Feynman en este modelo son las mismas que en QCD, presentadas en la
sección 2.5.1, con la única diferencia que hay que modificar el propagador del gluón con
un termino de masa. El nuevo propagador gluónico es:

∼ Gab
µν(k)=

−iδ ab

k2 −m2 + iε

(
ηµν −

kµkν

k2

)

4.3. Función de correlación en aproximación Ladder

Motivaremos que bajo ciertas suposiciones, los diagramas dominantes en funciones
de correlación en un régimen de glueballs no relativistas, son los diagramas “Ladder”,
que son aquellos de la forma:

Figura 4.1: Diagramas Ladder

Según vimos en la sección 4.1, los estados que se presentan como polos en funciones
de correlación tienen los mismos números cuánticos que los operadores Θ que se insertan
entre los estados de vacío |Ω⟩. Para tener en cuenta glueballs, partículas formadas por
gluones, necesitamos operadores que estén compuestos por campos gluónicos Aa

µ y que
tengan los números cuánticos de las glueballs. Si el confinamiento también aplica para es-
tas partículas, estas deben ser singletes de color, por lo que buscamos un operador que sea
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invariante bajo la acción del grupo SU(3). La opción más simple es Θ(x) =Fa
µν(x)F

µν
a (x),

que también es escalar bajo transformaciones de Lorentz.

La función de correlación que tendremos en cuenta entonces es, en el espacio de
Fourier: ∫

d4xeip·x⟨Ω|T{Fa
µν(x)F

µν
a (x)Fb

ηρ(0)F
ηρ

b (0)}|Ω⟩, (4.4)

que se puede representar diagramáticamente de la siguiente manera 4:

Figura 4.2: Representación diagramática de la función de correlación (4.4). El rectángulo rayado
representa una suma de todos los infinitos diagramas que se puedan formar.

donde las líneas dobles en negrita representan un glueball de momento p y el rectángulo
rayado representa una suma infinita de todos los diagramas posibles que se puedan formar.
De forma genérica, esta suma incluye diagramas que involucran propagadores de gluones
y de ghosts. Sin embargo, para este trabajo no hemos tenido en cuenta los ghosts. Aunque
no lo hemos demostrado, trabajamos bajo la hipótesis de que su contribución es subdo-
minante (como sucede en la aproximación de Born), por lo que los hemos despreciado.
Teniendo esto en cuenta, el rectángulo rayado en la figura 4.2 se puede desarrollar como
una suma de diagramas en la que únicamente contribuyen propagadores de gluones:

4Aquí se incluyen sólo los diagramas de orden dominante. El operador Fa
µν Fµν

a también da lugar a
términos con tres y cuatro gluones.
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Figura 4.3: Algunas de las estructuras internas a nivel árbol y a un loop que contribuyen a la
función de correlación (4.4).

En esta figura se muestran algunos de los diagramas posibles. Tanto las líneas en espiral
como las líneas rectas son propagadores de gluones. Se representan de forma distinta por
una razón que se especificará más adelante.

Siguiendo con la fenomenología esperada de partículas masivas, supondremos un régi-
men cinemático poco relativista para desarrollar estos diagramas. El análisis que haremos
es análogo a algunos razonamientos discutidos en publicaciones como [46, 49] para QED,
donde, en general, la aproximación Ladder es bien entendida debido a que el campo de
gauge no tiene masa [45, 50]. Si el gluón tiene masa, la validez de esta aproximación no
resulta evidente, y aunque no tenemos claro cómo demostrarlo desde principios funda-
mentales, creemos que un tratamiento análogo debería poder aplicarse también en QCD
o Yang-Mills pura. Por esta razón impondremos una condición extra (detallada más ade-
lante), que aunque más inusual, resulta esencial para poder lograr esta analogía. Veremos
que, bajo estas premisas, la contribución principal a la función de correlación proviene
del subconjunto de diagramas “Ladder”.

Como se mencionó en el capítulo 3, la consideración de un régimen poco relativis-
ta requiere que las energías de interacción y cinética relativa entre los dos gluones que
constituyen al glueball sean mucho menores que sus masas. Entonces, si p = (p0, p⃗) es el
cuadrimomento del glueball de los estados iniciales y finales en el diagrama de la figura
4.2, supondremos, en analogía con el formalismo de estados ligados en QED [46, 49]:

p0 = 2m+mO(g̃4), (4.5)

donde g̃ es el parámetro de desarrollo de las series perturbativas, que introdujimos en
la sección 2.5 y O(g̃4) significa “términos de orden g̃4”. Recordemos lo que indican los
resultados del lattice (sección 2.7.1): g̃2 puede tomar como valor máximo g̃2

max ≈ 0.36,
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por lo que (g̃max)
4 ≈ 1

10 . Nuestra aproximación implica entonces que, como máximo, las
energías de interacción y cinética relativa entre los gluones son del orden de 1

10 de la
masa. Sin perdida de generalidad podemos imponer también p⃗ = 0, que equivale a elegir
como sistema de referencia aquel en el que el centro de masas está en reposo. Bajo esta
elección, p = (p0 ,⃗0).

Dentro del esquema de aproximaciones no relativistas también supondremos que para
algunos gluones intercambiados, la contribución dominante a los diagramas proviene de
la región de energías y trimomentos de orden g̃4 y g̃2 respectivamente. En términos de
diagramas de Feynman, esto se traduce en que algunas de las integrales en loops están
dominadas principalmente por las regiones de integración que cumplen con estas aproxi-
maciones cinemáticas no relativistas.

Además, con el fin de mantener un razonamiento análogo al que se usa en QED,
donde las partículas ligadas tienen masa (electrones o protones) y las intercambiadas no
(fotones), deberemos suponer que los gluones intercambiados en los diagramas tienen una
masa m̃ más pequeña que los otros, del orden de m̃ = mO(g̃2). Esto debe considerarse
nada más que como un artilugio matemático al que recurrimos bajo la falta de un método
riguroso para justificar desde primeros principios nuestros desarrollos. 5

En resumen, el esquema de aproximaciones que utilizamos es el siguiente:

(A) Cuadrimomento del glueball:

{
p = (p0 ,⃗0)

p0 = 2m+mO(g̃4)

(B) Cuadrimomentos intercambiados:


k = (k0,⃗k)

k0 = mO(g̃4)

|⃗k|= mO(g̃2)

(C) Masa de gluones intercambiados: m̃ = mO(g̃2)

Estudiaremos, en términos de g̃, de qué orden son los diagramas que pueden contribuir
a la función de correlación (4.2). Veremos que bajo este régimen algunos de ellos están
“amplificados” respecto al conteo perturbativo típico, y por lo tanto son dominantes. Estu-
diaremos los diagramas de la figura 4.3 y luego generalizaremos el resultado. Como con-
vención, no se incluirán los propagadores “iniciales” y “finales” de los diagramas, porque
son comunes a todos ellos y su contribución es siempre la misma. El cuadrimomento del

5El hecho de que podamos deducir una ecuación de Schrödinger gobernada por un potencial de Yuka-
wa a partir de esta premisa, podría respaldar la idea de que, de alguna manera, quizá sea una suposición
razonable.
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glueball es p, que respeta las relaciones (A) y el resto de cuadrimomentos (q, l, t) cumplen
(B). Representaremos los propagadores Gab

µν de masa m con líneas en espiral y los propa-
gadores G̃ab

µν de masa m̃ con líneas rectas para diferenciarlos. Analicemos en profundidad
el diagrama más sencillo posible para describir el tipo de razonamiento que seguimos.

l − q

p_
2

+ l
p_
2

+ q

p_
2

− l
p_
2

− q

Figura 4.4: Diagrama (I)

Si no se incluyen los cuatro propagadores “iniciales” y “fi-
nales”, este diagrama esta compuesto por un propagador G̃ y
dos vértices de tres gluones. La contribución de este diagra-
ma es:

V a1a2a3
µ1µ2µ3(p/2+ l,−p/2−q,q− l)G̃a3a4

µ3µ4(l −q)

×V a5a6a4
µ5µ6µ4(p/2− l,−p/2+q, l −q)

Estudiemos de qué orden es esta expresión, desglosándola
en sus componentes. Comencemos por los vértices:

V a1a2a3
µ1µ2µ3

(p/2+ l,−p/2−q,q− l)

= g f a1a2a3
[
ηµ1µ2(−p−q− l)µ3 +ηµ2µ3(p/2+2l +q)µ1 +ηµ3µ1(p/2+2q− l)µ2

]
.

(4.6)

Estos siempre incluyen el factor g que, como se mencionó en la sección 2.5.1, al de-
sarrollar la función de correlación siempre termina factorizandose en la combinación
g
√

3
4π

= g̃. Consideraremos entonces que el factor g contribuye O(g̃). Además, los vér-
tices siempre están contraídos con los propagadores contiguos, es decir que, al consi-
derar V a1a2a3

µ1µ2µ3 , hay una suma implícita en los índices a1, a2, a3, µ1, µ2, µ3. Para esti-
mar el orden que aporta el vértice al diagrama deberemos entonces simplemente con-
siderar, de esa suma, el factor más grande (en valor absoluto), que en este caso son
aquellos que incluyen a p0 = 2m+O(g̃4). La contribución de este vértice es entonces:
≈ p0g̃ ≈ 2mO(g̃)+O(g̃3)≈ O(g̃). El mismo razonamiento vale para el otro vértice.

Analicemos el propagador G̃a3a4
µ3µ4(l − q) = −iδ a3a4

(l−q)2−m̃2+iε

(
ηµ3µ4 −

(l−q)µ3(l−q)µ4
(l−q)2

)
. Al

igual que el razonamiento anterior, por la contracción implícita en los índices hay que
considerar los términos de mayor orden, que son aquellos donde µ3 y µ4 son índices
espaciales. En ese caso:

(l −q)i(l −q) j

(l −q)2 =
(l −q)i(l −q) j

(l0 −q0)2 − (⃗l − q⃗)2
≈ O(g̃4)

O(g̃4)
≈ O(g̃0)

(l −q)2 − m̃2 + iε = (l0 −q0)
2 − (⃗l − q⃗)2 − m̃2 + iε ≈ O(g̃4)
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De esta manera, el propagador G̃ contribuye: ≈ 1
O(g̃4)

O(g̃0) = O(g̃−4). El orden del dia-
grama (I) resulta entonces:

V a1a2a3
µ1µ2µ3(p/2+ l,−p/2−q,q− l)G̃a3a4

µ3µ4(l −q)V a5a6a4
µ5µ6µ4(p/2− l,−p/2+q, l −q)

≈ O(g̃)O(g̃−4)O(g̃)≈ O(g̃−2).

Siguiendo este mismo tipo de razonamientos es posible deducir el orden del resto de
diagramas de la figura 4.3, y ver que esas estructuras son subdominantes respecto a la
estructura de la figura 4.4. En dicho análisis hay que ser más cuidadosos porque algunos
loops pueden estar dominados por la región relativista. Genéricamente hay que considerar
todas las opciones posibles y quedarse con el orden mayor. Los resultados son:

l − q

p_
2

+ l
p_
2

+ q

p_
2

− l
p_
2

− q

l − q

l − q + t____
2

l − q − t____
2

≈ O(g̃0)
l − q

p_
2

+ l
p_
2

+ q

p_
2

− l
p_
2

− q

t

l − q

≈ O(g̃0)

l − q

p_
2

+ l
p_
2

+ q

p_
2

− q
p_
2

− l

p_
2

+ t

l − t q − t

≈ O(g̃0)

p_
2

+ l
p_
2

+ q

p_
2

− l
p_
2

− q

≈ O(g̃2)
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p_
2

+ l
p_
2

+ q

p_
2

− l
p_
2

− q

p

≈ O(g̃2)

Generalizando, concluimos que los diagramas dominantes en la función de correlación
(4.4) son aquellos que están constituidos a partir de estructuras de la forma del diagrama
(I). Podemos distinguir entre dos maneras distintas en las que se pueden disponer estas
estructuras para formar diagramas más complejos: “cruzando” líneas internas (ejemplo:
diagrama IX de la figura 4.3) o sin “cruzarlas” (ejemplo diagrama VIII de la figura 4.3).

Desde el punto de vista del análisis que hemos usado hasta ahora para estimar órde-
nes, estos dos diagramas son equivalentes, lo que nos llevaría a concluir que ambos son
de orden g̃−2 y que, por lo tanto, habría que tenerlos en cuenta por igual. Sin embargo,
un análisis más profundo en base a la estructura de polos de los diagramas, permite deter-
minar que esto no es exactamente así, y que el diagrama con lineas internas cruzadas es
subdominante respecto al otro.

Diagramas Ladder

Consideremos el siguiente diagrama:

p_
2

+ l

p_
2

− l

p_
2

+ q

p_
2

− q

l − k k − q

p_
2

+ k

p_
2

− k

Figura 4.5: Diagrama(VIII). Ladder a un loop.

La estructura de polos del diagrama queda completamente determinada por los pro-
pagadores. Para el siguiente análisis seremos explícitos con la estructura matemática
de los mismos, pero no con la de los vértices porque no aportan polos. Llamemos

44



Ma2a4a11a12
µ2µ4µ11µ12 (p, l,q) a este diagrama, sin tener en cuenta los propagadores “iniciales” y

“finales”. Siguiendo las reglas de Feynman:

Ma2a4a11a12
µ2µ4µ11µ12 (p, l,q) =

∫
d4kV a2a5a7

µ2µ5µ7

( p
2
+ l,k− l,− p

2
− k
)

V a4a6a9
µ4µ6µ9

( p
2
− l, l − k,− p

2
+ k
)

×V a8a11a13
µ8µ11µ13

( p
2
+ k,q− k,− p

2
−q
)

V a10a12a15
µ10µ12µ15

( p
2
− k,k−q,− p

2
+q
)

× −iδ a7a8

( p
2 + k)2 −m2 + iε

(
ηµ7µ8 −

( p
2 + k)

µ7
( p

2 + k)
µ8

( p
2 + k)2

)
−iδ a9a10

( p
2 − k)2 −m2 + iε

×

(
ηµ9µ10 −

( p
2 − k)µ9(

p
2 − k)µ9

( p
2 − k)2

)
−iδ a5a6

(l − k)2 − m̃2 + iε

(
ηµ5µ6 −

(l − k)µ5(l − k)µ5

(l − k)2

)

× −iδ a11a12

(k−q)2 − m̃2 + iε

(
ηµ11µ12 −

(k−q)µ11(k−q)µ11

(k−q)2

)
.

(4.7)

Resolveremos explícitamente la integral en k0 por el teorema de residuos, suponiendo,
como ya fue mencionado antes, que la contribución dominante de la integral viene de la
región de cuadrimomentos que respeta las aproximaciones (A) y (B). Para aplicar este
teorema es necesario conocer la posición en k0 de los polos de la ecuación 4.7, que quedan
determinados por los denominadores de los propagadores:

1. ( p
2 + k)2 −m2 + iε = 0

2. ( p
2 − k)2 −m2 + iε = 0

3. (l − k)2 − m̃2 + iε = 0

4. (k−q)2 − m̃2 + iε = 0

Tratemos una por una cada igualdad.

1. ( p0
2 + k0)

2 − ( p⃗
2 + k⃗)2 −m2 + iε = 0 ⇐⇒ k0 ≈ ±

√
( p⃗

2 + k⃗)2 +m2 − p0
2 ∓ iε . Usando

las aproximaciones y haciendo un desarrollo de Taylor de la raíz, resulta k0 ≈± ( p⃗
2 +⃗k)2

2m +

(−m±m)−O(g̃4)∓ iε , que implica dos polos:

a) k(a)0 ≈+
( p⃗

2 +⃗k)2

2m −O(g̃4)− iε ≈ O(g̃4)− iε .

b) k(b)0 ≈− ( p⃗
2 +⃗k)2

2m −2m−O(g̃4)+ iε ≈ O(g̃4)−2m+ iε .

De estos dos, solo k(a)0 contribuye a la integral, porque es el único que cumple con las
aproximaciones cinemáticas en consideración (k0 de orden g̃4).
2. Es análogo al punto 1, cambiando el signo del cuadrivector k. El polo que contribuye
es:

c) k(c)0 ≈− ( p⃗
2 −⃗k)2

2m +O(g̃4)+ iε ≈ O(g̃4)+ iε .

3. En este caso k0 ≈∓
√

(⃗l − k⃗)2 + m̃2+ l0± iε ≈∓O(g̃2)± iε . Esta expresión implica dos
polos. Ninguno contribuye a la integral porque están fuera de la región de aproximaciones
que están siendo consideradas.
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4. Este punto es completamente análogo al anterior, bajo los cambios k →−k y l →−q,
por lo que estos polos tampoco contribuyen a la integral.

De los puntos 1. → 4., los únicos polos que podrían contribuir a la integral
∫

dk0, son
entonces a) y c). Pero, como uno de ellos está por encima del eje real (+iε) y el otro por
debajo (−iε), siempre es posible elegir un contorno de integración que contenga a uno de
ellos en su interior y deje al otro fuera. Para integrar solo sobre el eje real, el contorno
elegido debe ser tal que la integral fuera del eje real se anule. Según (4.7) esto sucede para
|k0| → ∞, lo que indica que es equivalente cerrar el contorno de integración por encima
o por debajo del eje real. Podemos elegir cualquiera de las dos opciones. Cerrémoslo por
debajo, dejando al polo a) en su interior. Por el teorema de residuos, integrar en k0 es
entonces calcular el residuo del polo a).

Por simplicidad, reescribamos temporalmente la ecuación (4.7) de una manera más
compacta:

Ma2a4a11a12
µ2µ4µ11µ12 (p, l,q) =

∫
dk0

1
( p

2 + k)2 −m2 + iε
F(k0, p, l,q)

=
∫

dk0
1

(k0 − k(a)0 )(k0 − k(b)0 )
F(k0, p, l,q).

En esta expresión mantuvimos explícitamente el denominador que aporta los polos a) y b),
y el resto del integrando es absorbido dentro de la definición de F(k0, p, l,q). Ocultamos
los índices de Lorentz y de su(3) de la función F para alivianar la notación. Usemos esta
expresión para calcular la integral mediante el teorema de residuos:

Ma2a4a11a12
µ2µ4µ11µ12 (p, l,q) = Resk(a)0

(
1

(k0 − k(a)0 )(k0 − k(b)0 )
F(k0, p, l,q)

)

= lı́m
k0→k(a)0

(k0 − k(a)0 )
2πi

(k0 − k(a)0 )(k0 − k(b)0 )
F(k0, p, l,q)

=
2πi

k(a)0 − k(b)0

F(k(a)0 , p, l,q).

El denominador k(a)0 − k(b)0 es de orden g̃0 porque contiene un factor 2m. Luego, es fá-
cil ver que F(k(a)0 , p, l,q) es de orden g̃−2, teniendo en cuenta que k(a)0 ≈ O(g̃4) y que
k⃗ ≈ O(g̃2). Concluimos entonces que el diagrama de la figura 4.5 efectivamente es
de orden g̃−2, al igual que el diagrama (I) de la figura 4.4, de modo que tienen que
ser ambos tenidos en cuenta. De forma general, agregar cada vez más elementos co-
mo el del diagrama (I) de la figura 4.4, no altera el orden del diagrama. Esto es así
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porque agregar ese tipo de elementos implica agregar siempre términos de la forma∫
d4kG(p+k)G(p−k)G̃(k−q)V3(p)V3(p)≈O(g̃10)O(g̃−4)O(g̃−4)O(g̃−4)O(g̃)O(g̃)≈

O(g̃0). Por ende, independientemente de la cantidad de propagadores, todos los diagramas
Ladder contribuyen ≈ O(g̃−2) y deben ser tenidos en cuenta en la función de correlación
de la figura 4.2.

Veamos que para los diagramas con propagadores “cruzados” esto no es así.

Diagramas con propagadores “cruzados”

p_
2

+ l

p_
2

− l

p_
2

+ q

p_
2

− q

k − q

p_
2

+ k

l − k

p_
2

+ k − l −q

Figura 4.6: Diagrama (IX), con propagadores “cruzados” a un loop.

Aquí los propagadores de momentos l−k y k−q no se intersectan en un vértice, sino que
pasan uno “por encima” del otro.

Recurriremos por analogía a los resultados obtenidos para el diagrama Ladder con el
fin de simplificar este análisis. Los dos propagadores internos G̃a5a6

µ5µ6(l − k) y G̃a11a12
µ11µ12(k−

q) son exactamente iguales a los que ya fueron tratados en el diagrama Ladder, cuyos
polos no contribuían al teorema de los residuos por estar fuera de nuestro régimen de
aproximaciones. Solo hace falta estudiar los polos de los propagadores Ga7a8

µ7µ8(
p
2 + k) y

Ga9a10
µ9µ10(

p
2 +k− l−q). A diferencia del diagrama Ladder recién estudiado, en este, el signo

del cuadrivector k es el mismo en ambos propagadores. Como consecuencia, los dos po-
los que cumplen con el esquema de aproximaciones consideradas quedan del mismo lado
del eje real. Esto permite que si se cierra el contorno de integración por el lado opuesto,
ninguno de los polos queda contenido en su interior, y haciendo uso del teorema de re-
siduos, la integral

∫
dk0 da cero al orden de aproximaciones que estamos considerando.

Veámoslo. Las igualdades que determinan la posición de los polos son:
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1. ( p
2 + k)2 −m2 + iε = 0. 2. ( p

2 + k− l −q)2 −m2 + iε = 0.

1. Una expresión igual se analizó en el diagrama Ladder. Aporta un único polo dentro
de nuestro esquema de aproximaciones:

a) k(a)0 ≈+
( p⃗

2 +⃗k)2

2m −O(g̃4)− iε ≈ O(g̃4)− iε .

2. Este caso es análogo pero bajo el cambio k → k− l −q. Dentro de nuestras aproxi-
maciones aporta el siguiente polo:

b) k(b)0 ≈+
( p⃗

2 +⃗k−⃗l−q⃗)2

2m + l0 +q0 −O(g̃4)− iε ≈ O(g̃4)− iε .

Ambos polos se encuentran debajo del eje real porque tienen parte imaginaria negativa
(−iε), y por lo tanto su contribución es subdominante respecto a los diagramas Ladder.

Concluimos de este análisis que bajo las suposiciones (A), (B) y (C), que pretenden
reproducir un régimen de aproximaciones poco relativistas, y despreciando las contribu-
ciones de ghosts, los diagramas dominantes en la función de correlación (Ec. (4.4)) son
los Ladder. Esto significa que la figura 4.3 se reduce a:

Figura 4.7: Diagramas que contribuyen a orden dominante, dentro de nuestras aproximaciones, a
la función de correlación representada en la figura 4.3

Esta manera de aproximar la función de correlación se suele llamar “aproximación
Ladder”. A partir de aquí, veamos cómo deducir la ecuación de Bethe-Salpeter, que nos
permitirá deducir una ecuación de Schrödinger con un potencial de Yukawa.
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4.4. Ecuación de Bethe-Salpeter para glueballs en mode-
lo de Curci-Ferrari y en aproximación Ladder

Como primer punto para esta sección necesitamos deducir el vertice glueball-gluón-
gluón 6, que aparece en la función de correlación de la figura 4.3. El resultado de dicho
cálculo, que se puede leer en el apéndice 1, es:

p_
2

− l

p_
2

+ l

p

a, γ

b, ξ

≡ δ
abṽγξ

( p
2
+ l,

p
2
− l
)
= δ

ab
(
(

p
2
+l)γ(

p
2
−l)ξ −(

p
2
+l)·( p

2
−l)δγξ

)
.

En la figura 4.8 desarrollamos la función de correlación (4.4) como una suma de dia-
gramas en la aproximación Ladder. En este desarrollo, se pueden reconocer estructuras
diagramáticas que se repiten diagrama a diagrama de forma iterativa. El primer y segundo
diagrama comparten la estructura marcada en rojo como M̃(0) (omitimos los índices de
Lorentz y de su(3)), el segundo y el tercero comparten el recuadro verde marcado como
M̃(1), y así sucesivamente: M̃(n−1) siempre es un subdiagrama dentro de M̃(n). De forma
genérica, el diagrama compuesto por n propagadores internos de masa m̃ (o equivalente-
mente, n+1 loops), que llamaremos M(n)(p) (fig. 4.9), incluye una estructura interna M̃(n)

que a su vez esta compuesta por una anterior, M̃(n−1). Se puede observar este diagrama en
la figura 4.9 y la expresión para el mismo en la ecuación 4.8.

Figura 4.8

6También hay vértices glueball - 3 gluones o glueball - 4 gluones, que no se consideran aquí pues son
de mayor orden en g̃
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Figura 4.9

M(n)(p) =
∫

d4qM̃(n)γξ (p,q)Gag
γθ
(

p
2
+q)Gbh

ξ λ
(

p
2
−q)ṽgh

θλ
(

p
2
−q,− p

2
+q)

=
∫

d4l d4qM̃de
(n−1)αβ

(p, l)Sdaeb
αγβξ

(p, l,q)Gag
γθ
(

p
2
+q)Gbh

ξ λ
(

p
2
−q)ṽgh

θλ
(

p
2
−q,− p

2
+q),

(4.8)

donde se definió:

Sdaeb
αγβξ

(p, l,q)≡ Gdc
αρ(

p
2
+ l)Ge f

βσ
(

p
2
− l)V cas

ρθγ(
p
2
+ l,q− l,− p

2
−q)G̃su

θλ
(l −q)

×V f ub
σλξ

(
p
2
− l, l −q,− p

2
+q),

(4.9)

y también se usó:

M̃(n)γξ (p,q)≡
∫

d4l M̃(n−1)αβ (p, l)Sαγβξ (p, l,q). (4.10)

Es conveniente contraer de forma explícita todos los factores de “color” en la expresión
4.8. Para ello, manifestamos explícitamente todas las estructuras tensoriales con indices
en el álgebra su(3) mediante las siguientes redefiniciones:

Gab
µν = δ

abGµν ,

G̃ab
µν = δ

abG̃µν ,

V abc
µνλ

= f abcVµνλ ,

Sabcd
µνλξ

= f abu f ucdSµνλξ .

(4.11)

Bajo estas redefiniciones se puede ver que M̃ab
(n−1)µν

siempre se puede factorizar, sacando
explícitamente los factores que vienen de las contracciones en los índices del álgebra,
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como una función M̃(n)µν que solo tiene índices de Lorentz, y un factor (Nc)
nδ ab :

M̃ab
(n)µν

= M̃(n)µν(Nc)
n
δ

ab. (4.12)

Aquí Nc = 3 para SU(3). La ecuación (4.8) se reescribe como:

M(n)(p) = (Nc)
n(N2

c −1)
∫

d4qM̃(n)γξ (p,q)Gγθ (
p
2
+q)Gξ λ (

p
2
−q)ṽθλ (

p
2
−q,− p

2
+q)

= (Nc)
n(N2

c −1)
∫

d4l d4qM̃(n−1)αβ (p, l)Sαγβξ (p, l,q)Gγθ (
p
2
+q)Gξ λ (

p
2
−q)

× ṽθλ (
p
2
−q,− p

2
+q).

(4.13)

Para obtener la función de correlación desarrollada en la figura 4.8, debemos sumar
todos los diagramas M(n)(p). Haciendo esta suma y usando la ecuación recursiva (4.10)
junto con (4.13), se puede obtener una ecuación para M̃γξ (p,q)≡ ∑

∞
n=0(Nc)

nM̃(n)γξ (p,q),
que llamamos ecuación de Bethe-Salpeter inhomogénea [46, 49, 50] (deducción en apén-
dice 2). Esta ecuación es:

M̃γξ (p,q) = M̃(0)γξ (p,q)+Nc

∫
d4l M̃αβ (p, l)Sαγβξ (p, l,q). (4.14)

Diagramáticamente se puede representar como en la figura 4.10.

Figura 4.10: Representación diagramática de la ecuación de Bethe-Salpeter inhomogénea

donde estamos siguiendo la convención de que la parte Lorentziana (Gµν ) de los propaga-
dores “finales” (de momentos p

2 +q y p
2 −q) no están siendo incluida, pero si sus factores

de color (δ ab).
Para llegar a lo que llamaremos ecuación de Bethe-Salpeter homogénea [46, 47], re-

currimos a los resultados que fueron mencionados en la sección 4.1: la masa del glueball
debe presentarse como un polo con residuo proporcional a ψ̄ψ , donde ψ es la función de
onda del estado (Ec. (4.2)). De esta manera, M̃γξ (p,q) es algo de la forma:

M̃γξ (p,q) =
ψ̄(p)ψ(q)

p0 −Ep
hγξ (p,q)+ · · ·, (4.15)
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donde hγξ (p,q) es alguna función desconocida pero regular en p0 =Ep =
√

p⃗2 +M2, con
M la masa del glueball. El resto de términos en la suma también son regulares en p0 = Ep.
Usando (4.15) en (4.14):(

ψ̄(p)ψ(q)
p0 −Ep

hγξ (p,q)+ · · ·
)
= M̃(0)γξ (p,q)+Nc

∫
d4l
(

ψ̄(p)ψ(l)
p0 −Ep

hαβ (p, l)+ · · ·
)

Sαγβξ (p, l,q).

(4.16)

Tomamos el residuo de esta expresión, es decir, lı́m
p0→Ep

(p0 −Ep)M̃γξ (p,q). La función

M̃(0)γξ (p,q) y todos los términos restantes en la sumatoria son regulares en p0 = Ep, por
lo que tienden a cero al tomar este límite, y los denominadores 1

p0−Ep
se cancelan con el

factor que viene del residuo. Se obtiene:

lı́m
p0→Ep

ψ̄(p)ψ(q)hγξ (p,q) = lı́m
p0→Ep

Nc

∫
d4l ψ̄(p)ψ(l)hαβ (p, l)Sαγβξ (p, l,q). (4.17)

ψ̄(p) es un factor común a ambos lados y se puede cancelar. Además, redefinimos la
función ψ(q) sacando explícitamente factores p0−Eq+−Eq− y absorbiendo hµν . Es decir,

ψµν(p,q)≡ψ(q)hµν(p,q)(p0−Eq+−Eq−). Aquí Eq± =
√

( p⃗
2 ± q⃗)2 +m2, con m la masa

del gluón. La ecuación (4.17) queda:

lı́m
p0→Ep

ψγξ (p,q)(p0−Eq+−Eq−)= lı́m
p0→Ep

Nc

∫
d4l ψαβ (p, l)(p0−El+−El−)Sαγβξ (p, l,q).

(4.18)
Esta es la ecuación de Bethe-Salpeter homogénea en la aproximación Ladder, deducida a
partir de la función de correlación (4.4) en el modelo de Curci-Ferrari.

A continuación usaremos este resultado para deducir una ecuación de Schrödinger y la
existencia de un potencial de Yukawa entre los gluones en este modelo fenomenológico.

4.4.1. Ecuación de Schrödinger y potencial de Yukawa a partir de la
ecuación de Bethe-Salpeter

En esta sección mostraremos que en el límite no relativista, la ecuación de Bethe-
Salpeter homogénea se reduce a una ecuación de Schrödinger, en este caso mediada por
un potencial de Yukawa [45].

Partimos de la ecuación (4.18). Desarrollamos Sαγβξ (p, l,q) explícitamente a orden
dominante en g̃, lo que nos da una primera aproximación al potencial. Si se quisiera
deducir también la estructura fina e hiperfina del mismo, sería necesario ir a los ordenes
siguientes en Sαγβξ (p, l,q) (ec. (4.9)), donde la operatoria se vuelve considerablemente
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más compleja. Nos limitamos al orden dominante en esta tesis. 7

Ya hemos visto que las contracciones con los propagadores son ≈ O(g̃−4) a orden
dominante en g̃, y las contracciones con el vértice ≈ O(g̃). Desarrollamos por Taylor
todas las componentes de los propagadores y vértices hasta esos órdenes (ver apéndice 3)
para obtener finalmente Sαγβξ (p, l,q) al orden dominante:


Sαγβξ (p, l,q)≈ 0 si cualquier índice α,γ,β o ξ es cero

Sαγβξ (p, l,q)≈
i4m2g2δγαδβξ

(⃗l − q⃗)2 + m̃2 + iε

1
( p

2 + l)2 −m2 + iε
1

( p
2 − l)2 −m2 + iε

si α,γ,β ,ξ ∈ {1,2,3}

(4.19)

Bajo esta aproximación, la ecuación de Bethe-Salpeter (4.18) queda:

ψi j(p0 = Ep,q)× (Ep −Eq+ −Eq−)

= Nc

∫
d4l ψi j(p, l)

Ep −El+ −El−

(⃗l − q⃗)2 + m̃2 + iε

i4m2g2

( p
2 + l)2 −m2 + iε

1
( p

2 − l)2 −m2 + iε

∣∣∣∣∣
p0=Ep

.
(4.20)

Resolvemos la integral en l0 mediante el teorema de residuos. Al igual que vimos ante-
riormente, hay sólo dos polos que están dentro de nuestro régimen de aproximaciones,
y son los únicos que podrían contribuir al teorema de residuos. Uno de ellos tiene parte
imaginaria positiva y el otro negativa, de modo que cerrando el contorno de integración
encima del eje real, el único polo que contribuye es el que proviene del denominador
( p

2 − l)2 −m2 + iε , que es:

l(0)0 ≡ p0

2
−m− 1

2m
l⃗2 + iε. (4.21)

El denominador ( p
2 − l)2 −m2 + iε a orden dominante se puede escribir como ( p

2 − l)2 −
m2+ iε ≈ 2m(l(0)0 − l0), factor que se cancelará al tomar el residuo. Además, el otro deno-

minador a orden dominante es ( p
2 + l)2 −m2 + iε ≈ p2

0
4 + p0l0 − l⃗2 −m2 + iε . Integrando

7Vale la pena mencionar que el análisis al siguiente orden también fue hecho. Sin embargo, el resultado
obtenido fue el mismo que a orden dominante, por lo que se concluye que la estructura fina se manifiesta
recién a ordenes todavía mas altos en el desarrollo perturbativo.
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en l0 mediante el teorema de residuos se obtiene:

ψi j(p0 = Ep,q)× (Ep −Eq+ −Eq−)

=
Nc

2m

∫
d3l ψi j(p0 = Ep, l0 = l(0)0 ,⃗ l) ×

(Ep −El+ −El−)

(⃗l − q⃗)2 + m̃2

(i4m2g2)(−2πi)
p2

0
4 +

p2
0

2 −mp0 − p0
l⃗2

2m − l⃗2 −m2

∣∣∣∣∣
p0=Ep

= Nc

∫
d3l ψi j(p0 = Ep, l0 = l(0)0 ,⃗ l)

(4πmg2)

(⃗l − q⃗)2 + m̃2

(Ep −El+ −El−)
3p2

0
4 −mp0 − p0

l⃗2−m2

2m − l⃗2 −m2

∣∣∣∣∣
p0=Ep

.

(4.22)

Manipulemos el último término dentro de la integral y definamos algunas cantidades:

El± =
√

( p⃗
2 ± l⃗)2 +m2 =

√⃗
l2 +m2 ≈ m+ l⃗2

2m ≡ El , donde utilizamos el referencial del
centro de masas ( p⃗= 0) y en la última igualdad hicimos un desarrollo de Taylor a orden g̃4.
El numerador Ep−El+−El− se reescribe como Ep−El+−El− =Ep−2El =Ep−2m− l⃗2

m .
Se define la energía de ligadura como la diferencia entre la masa del glueball y las masas
de los dos gluones que lo constituyen:

Ep −2m =
√

p⃗2 +M2 −2m = M−2m ≡ Eb, (4.23)

de modo que el numerador queda Ep −El+ −El− = (Eb − l⃗2

m ). Por otro lado, usando la

definición de Eb y despreciando términos de orden g̃8, el denominador queda: 3p2
0

4 −mp0−

p0
l⃗2

2m − l⃗2 −m2

∣∣∣∣∣
p0=Ep

≈ 2mEb − 2⃗l2 = 2m(Eb − l⃗2

m ), y la ecuación (4.22) resulta:

ψi j(Ep,q)(Eb −
q⃗2

m
) =−2πg2Nc

∫
d3l ψi j(Ep, l

(0)
0 ,⃗ l)

1

(⃗l − q⃗)2 + m̃2
. (4.24)

Tomando la transformada de Fourier de esta expresión, definiendo:

ψi j(r)≡
∫

d3qψi j(Ep,q)ei⃗q·⃗r. (4.25)

Se obtiene (deducción detallada en apéndice 4):

(Eb +
∇2

m
)ψi j(r) =−4π

3g2Ncψi j(r)
e−mr

r
, (4.26)

que es la ecuación de Schrödinger con masa reducida µ ≡ m
2 y con un potencial de Yukawa
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con un potencial V (r) =−4π3g2Nc
e−mr

r entre los gluones:

Ebψi j(r) =
(
−∇2

2µ
−4π

3g2Nc
e−mr

r

)
ψi j(r). (4.27)

La función de onda ψi j(r) corresponde al estado ligado.

Concluimos que a partir de ciertas aproximaciones y en un régimen no relativista en
una teoría cuántica de campos, es posible recuperar, a partir de la ecuación de Bethe-
Salpeter a orden dominante, una descripción del sistema en términos de una ecuación de
Schrödinger. En particular, dedujimos que a orden dominante los gluones son mediados
por un potencial de Yukawa.

El tratamiento en sí fue desarrollado en el modelo de Curci-Ferrari, pero una de-
ducción análoga debería ser aplicable también en el modelo de Cornwall para hallar su
potencial a partir las teorías de campo que lo sustentan.
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Capítulo 5

Niveles de energía de glueballs en
modelos fenomenológicos

En el capítulo anterior nos centramos en motivar y dar una noción de como una teo-
ría cuántica de campos puede admitir una descripción usual mediante una ecuación de
Schrödinger en un régimen de partículas no relativistas. También sirvió para deducir un
potencial de interacción en un modelo con gluones masivos, a partir de técnicas más gene-
rales que las que fueron utilizadas en el artículo original [33]. Basamos nuestro desarrollo
en un resultado no perturbativo conocido como la ecuación de Bethe-Salpeter, bajo ciertas
premisas y aproximaciones. Si bien el análisis fue elemental porque no consideramos las
correcciones finas e hiperfinas al potencial, fue útil para apoyar la existencia de un poten-
cial de Yukawa entre gluones y mostró como, al menos en principio, se podrían deducir
correcciones a dicho potencial.

En este capítulo retomaremos el estudio de los niveles de energía del Hamiltoniano
(3.6) del modelo de J.M. Cornwall y A. Soni, y de una modificación al mismo (ec. (3.8)),
a partir de técnicas de mecánica cuántica usual, basadas en la ecuación de Schrödinger.

Al final del capítulo 3 se comentó qué, basándonos en la naturaleza no relativista de
estos modelos, es razonable pensar que podría ser válido un tratamiento perturbativo para
el cálculo de los niveles de energía alrededor del potencial de Yukawa. Teniendo esto
en cuenta, trataremos los términos p2

2µ
+ 2m(1− e−mr)− 1

6
λe−mr

r del Hamiltoniano (3.6)

y p2

2µ
+m2β r− 1

6
λe−mr

r del Hamiltoniano (3.8) como términos de orden dominante, y el

resto como correcciones perturbativas (pensadas como un desarrollo en v2

c2 y en g̃2) a esos
términos. Siguiendo con este razonamiento, también resulta razonable aproximar el factor
s = 4m2 +O(v2/c2) que aparece en (3.6) y (3.8), por s ≈ 4m2, porque el otro término
contribuye como una corrección sobre las propias correcciones, por lo que es mucho más
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pequeño. Teniendo en cuenta estas consideraciones, los Hamiltonianos se pueden escribir
como:

H = 2m+
p2

2µ
+V0 +H(p) ≡ H(0)+H(p), (5.1)

donde definimos V0 como V0 ≡ Vβ − 1
6

λe−mr

r , donde Vβ es (3.2) o (3.7) dependiendo del
modelo. También definimos el Hamiltoniano sin correcciones, o de orden cero, como
H(0) ≡ 2m+ p2

2µ
+V0, y la corrección perturbativa H(p) al Hamiltoniano como:

H(p) ≡− p4

32µ3 +Vλ +
1
6

λe−mr

r
=− p4

32µ3 −
λe−mr

r
1
3

S2 +
πλδ (⃗r)

3m2

(
−4+

5
2

S2
)

− 3λ

2m2 L ·S1
r

∂

∂ r
e−mr

r
+

λ

2m2

[
(S ·∇)2 − 1

3
S2

∇
2
]

e−mr

r
.

(5.2)

Los niveles de energía permitidos por el modelo consistirán en la suma de las contribu-
ciones de H(0) y de H(p). La contribución dominante serán los niveles de energía prove-
nientes del Hamiltoniano H(0), que dependen del valor del momento angular orbital L y
posiblemente de algún número cuántico adicional, que denotaremos con n. Llamaremos a
estas energías momentáneamente como E(0)

n,L. Las perturbaciones H(p) introducen correc-

ciones subdominantes a E(0)
n,L, que dependen también de otros números cuánticos como el

espín S, dividiendo a los niveles E(0)
n,L en nuevos subniveles En,L,S,... ≡ E(0)

n,L +E(p)
n,L,S,....

Para calcular E(0)
n,L resolveremos numéricamente la ecuación de Schrödinger con los

Hamiltonianos H(0), lo que nos dará las contribuciones dominantes a las energías de los
estados ligados. Además, también obtendremos numéricamente las funciones de onda
ψ (⃗r) de esos estados, que serán necesarias luego para el cálculo de E(p)

n,L,S,.... Para estas
últimas, hay que diagonalizar el operador H(p) en cada subespacio de estados de H(0) en
donde E(0)

n,L presente degeneración, y los autovalores son exactamente E(p)
n,L,S,.... Determinar

el espectro de glueballs consta entonces de dos partes: el cálculo de E(0)
n,L y de E(p)

n,L,S,.... Un
ejemplo de este tipo de cálculos se puede leer el capítulo XII de [51] donde se calcula el
espectro fino e hiperfino del átomo de hidrógeno, con la diferencia de que ese caso puede
resolverse analíticamente.

Centrémonos primero en estudiar los aspectos analíticos necesarios para el cálculo de
E(0)

n,L.
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5.1. Ecuación de Schrödinger en potencial central

La ecuación de Schrödinger para H(0) es:

H(0)
ψ (⃗r) =

(
1

2µ
p2 +V0(r)

)
ψ (⃗r) =

(
− 1

2µ
∇

2 +V0(r)
)

ψ (⃗r) = E(0)
ψ (⃗r), (5.3)

donde aquí se usó que la acción del operador de momento p sobre la función de onda es
pψ = i∇ψ y elegimos el sistema de unidades donde h̄ = c = 1. Desarrollando el lapla-
ciano en coordenadas esféricas e identificando el momento angular L, se puede escribir
∇2ψ = 1

r
∂ 2

∂ r2 (rψ)− 1
r2 L2. Además escribiremos explícitamente la dependencia de ψ en

las coordenadas esféricas. La ecuación (5.3) queda:(
− 1

2µr
∂ 2

∂ r2 r+
1

2µr2 L2 +V0(r)
)

ψn,L2(r,θ ,φ) = E(0)
n,L2ψn,L2(r,θ ,φ), (5.4)

donde también reescribimos E(0) →E(0)
n,L2 y ψ →ψn,L2 para hacer explícita la dependencia

de la energía y las funciones de onda en el módulo del momento angular orbital, y en algún
posible número cuántico adicional n que introducimos porque podría haber más de una
solución a esta ecuación para un mismo valor de L2.

Por completitud, y a efectos de definir notaciones, recordemos cómo resolver esta
ecuación (ver capítulo V II de [52]): por simetría de rotación, todos los operadores que
involucran únicamente a r, conmutan con L2 = L2

1 +L2
2 +L2

3. A su vez, las tres compo-
nentes L1, L2 y L3 del operador de momento angular conmutan también con L2. Como
consecuencia cualquier operador que dependa unicamente de r conmutará con L2, L1,
L2 y L3. Como V0 es un potencial central para cualquiera de los dos Vβ ((3.2) o (3.7))
posibles, cumple con estas relaciones. Por otro lado, p2 también conmuta con todas las
componentes de L. En consecuencia, H(0) conmuta con L2, L1, L2 y L3, y en resumen:

[L j,H(0)] = 0 ∀ j ∈ {1,2,3}

[L2,H(0)] = 0

[L j,L2] = 0 ∀ j ∈ {1,2,3}

(5.5)

Si además tenemos en cuenta que las componentes L j no conmutan entre sí, estas rela-
ciones implican que existe una base del espacio de estados εr de H(0), compuesto por las
funciones propias comunes a H(0), L2 y a alguna de las tres componentes de L. Como es
usual, elegimos a L3. En esta base de funciones propias ψ comunes a H(0), L2 y L3 se
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cumplen las siguientes relaciones:
L2

ψn,l,ml = l(l +1)ψn,l,ml

L3ψn,l,ml = mlψn,l,ml

H(0)
ψn,l,ml =

(
− 1

2µr
∂ 2

∂ r2 r+
1

2µr2 l(l +1)+V0(r)
)

ψn,l,ml = E(0)
n,l ψn,l,ml

(5.6)

donde l es un número entero y positivo tal que l(l + 1) es el valor propio de L2, y ml ∈
{−l,−l +1, ..., l −1, l} es el valor propio de L3. Además renombramos el indice L2 → l

en las funciones y en la energía, porque l determina por completo a los posibles valores
de L2. También agregamos un nuevo subíndice ml pues la segunda ecuación implica que
las funciones de onda dependen también de este número.

El cálculo de las funciones de onda ψn,l,ml(r,θ ,φ) se reduce entonces a resolver el
sistema de ecuaciones diferenciales (5.6). Es un resultado conocido que cualquier función
que cumpla las ultimas dos ecuaciones en (5.6) se puede desarrollar en una base de la
forma:

ψn,l,ml(r,θ ,φ) = Rn,l(r)Y
ml
l (θ ,φ), (5.7)

donde Y ml
l (θ ,φ) son los armónicos esféricos, y describen la dependencia angular de las

funciones de onda bajo cualquier potencial central. Las funciones Rn,l(r) dependen de la
forma específica del potencial y deben ser determinadas. Sustituyendo (5.7) en la tercera
ecuación de (5.6), se llega a:(

− 1
2µr

d2

dr2 r+
1

2µr2 l(l +1)+V0(r)
)

Rn,l(r) = E(0)
n,l Rn,l(r), (5.8)

que es la ecuación radial de Schrödinger. Nos basaremos en ella para obtener numérica-
mente las funciones Rn,l(r) y por lo tanto ψn,l,ml(r,θ ,φ).

Reescribimos esta ecuación de un modo que resulta conveniente. Se definen funciones
un,l(r) tal que Rn,l(r) = 1

r un,l(r). En términos de ellas, la ecuación queda [52]:(
− 1

2µr
d2

dr2 +
1

2µr2 l(l +1)+V0(r)
)

un,l(r) = E(0)
n,l un,l(r). (5.9)

Observemos que, escrita de esta manera, (5.9) es análoga a una ecuación de Schrödinger
unidimensional para una partícula de masa µ en un potencial 1

2µr2 l(l +1)+V0(r), que es
relativamente simple de resolver numéricamente.

A esta ecuación hay que agregarle una condición extra para asegurar el comporta-
miento adecuado de las soluciones en r = 0. Para ello hay que imponer que en un entorno
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infinitesimal centrado en el origen, las soluciones se comportan como [52]: 1

un,l(r → 0)≈ rl+1, (5.10)

donde l es el número asociado al momento angular orbital.

Por último, las funciones de onda ψn,l,ml deben estar normalizadas, lo cual implica
que también un,l lo estén:

1 =
∫
R3

|ψn,l,ml(r,θ ,φ)|
2r2drdΩ =

∫
∞

0
r2|Rn,l(r)|2dr

∫
S2
|Y ml

l (θ ,φ)|2dΩ

=
∫

∞

0
|rRn,l(r)|2dr =

∫
∞

0
|un,l(r)|2dr.

(5.11)

Aquí, en la penúltima igualdad se usó que los armónicos esféricos están normalizados en
las variables θ y φ .

Para hallar los niveles de energía a orden dominante E(0)
n,l y las funciones de onda

ψn,l,ml(r,θ ,φ) es necesario entonces resolver la ecuación (5.9) bajo las condiciones (5.10)
y (5.11). Abordamos este problema numéricamente. Los detalles de la metodología y la
resolución numérica se presentan más adelante en el capítulo 6. Por el momento, conti-
nuemos con el análisis teórico y centrémonos en encontrar expresiones analíticas para las
correcciones E(p)

n,L,S,... a las energías, suponiendo las E(0) y las ψ conocidas.

5.2. Cálculo analítico de las correcciones a las energías

Para calcular los autovalores de H(p) buscaremos una base en la que este operador
sea diagonal y luego calcularemos sus elementos de matriz. Comencemos separando el
Hamiltoniano perturbativo H(p) en H(pii) ≡ λ

2m2 (S ·∇)2 e−mr

r y en el resto de términos que
no involucran a (S ·∇)2, que llamaremos H(pi). Además reescribimos L ·S en función del
momento angular total, que se define como J ≡ L+S, de modo que L ·S= 1

2(J
2−L2−S2).

También calculamos explícitamente el laplaciano y la derivada ∂

∂r
en el Hamiltoniano,

reescribimos δ (⃗r) = δ (r)
4πr2 y reordenamos términos. Entonces:

H(p) = H(pi)+H(pii), (5.12)

1El laplaciano en coordenadas esféricas no esta bien definido en r = 0, por lo que no cualquier solución
a (5.4) es necesariamente una solución a (5.3). Para asegurarse que sí lo sea, las funciones R(r) deben ser
suficientemente regulares en el origen. La condición (5.10) cumple esa función.
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con:

H(pi) ≡− p4

8µ3 +
λδ (r)
12m2r2

(
−4+

5
2

S2
)
+

3λ

4m2 (J
2 −L2)

e−mr

r3 (mr+1)

−λS2 e−mr

r

(
1
2
+

3
4m2r2 (mr+1)

) (5.13)

H(pii) ≡ λ

2m2 (S ·∇)2 e−mr

r
. (5.14)

Estudiaremos (5.13) y (5.14) por separado porque requerirán tratamientos matemáti-
cos distintos, por lo que también resultará conveniente separar a las energías E(p)

n,L,S,... en
2:

E(p)
n,L,S,... = E(pi)

n,L,S,...+E(pii)
n,L,S,... (5.15)

Empecemos diagonalizando H(pi) para calcular las correcciones E(pi)
n,L,S,....

5.2.1. Perturbaciones H(pi) y sus correcciones E(pi) a las energías

Todos los términos en (5.13) dependen exclusivamente de los operadores p2, L2, S2,
J2 y/o de funciones del operador distancia r. Estudiemos las relaciones de conmutación
entre operadores. Para empezar L solo actúa en las variables angulares y S actúa solo en
variables de espín, por lo que L2, S2, J2, L3, S3 y por lo tanto también J3, conmutan con el
operador r y con cualquier función que solo dependa de este. A su vez, S2 y S j conmutan
con L2, Li y con p2 ∀i, j ∈ {1,2,3} por la misma razón que recién. Además, como se
cumple que [S2,S j] = 0 y [L2,Li] = 0 ∀i, j, entonces [S2,J2] = 0, [S2,J3] = 0, [L2,J2] = 0
y [L2,L3] = 0 (porque J2 = S2 + L2 + 2L · S y J3 = S3 + L3). No es difícil probar que
también [L j, p2] = 0 ∀ j, de modo que L2, J2 y J3 conmutan con p2. Por último, [J2,J3] = 0
pero J3 no conmuta con J1 ni con J2. Este conjunto de relaciones implica que existe una
base de autoestados común a L2, S2, J2 y J3 que diagonalizan a la expresión (5.13). Por
el mismo tipo de razonamientos se puede concluir que también diagonalizan a H(0). De
manera análoga a como se definieron para L2 y L3 en (5.6), se definen los autovalores
de S2 como s(s+ 1), los de J2 como j( j+ 1) ( j ∈ {|l − s|, |l − s+ 1|, ..., l + s}) y los de
J3 como m j (m j ∈ {− j,− j + 1, ..., j − 1, j}). En base a estas definiciones denotaremos
a los elementos de la base recién mencionada como {|n, l,s, j,m j⟩}. Aquí, el índice n es
heredado de las soluciones a (5.4). Todos los términos en (5.13) son diagonales en esta

2Más adelante veremos cuáles son exactamente los números que figuran en los subíndices n,L,S,....
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base, por lo que calcular las energías E(p)
n,L,S,... se reduce a calcular los elementos de matriz

⟨n, l,s, j,m j|H(pi)|n, l,s, j,m j⟩. En esta expresión se observan explícitamente los números
cuánticos de los que podrían depender las energías, de modo que a priori sería razonable
escribirlas como E(pi)

n,L,S,... → E(pi)
n,l,s, j,m j

. Sin embargo, si bien el observable J3 es diagonal

en esta base, H(pi) realmente no depende de él. Esto significa que hay degeneración en
m j, es decir que para n, l,s y j fijos, todos los valores de m j dan la misma energía. Nos
restringiremos entonces a escribir simplemente E(pi)

n,L,S,... → E(pi)
n,l,s, j. Bajo esta notación:

E(pi)
n,l,s, j = ⟨n, l,s, j,m j|H(pi)|n, l,s, j,m j⟩. (5.16)

Luego veremos que esta base también diagonaliza a H(pii) y por eso es que tiene senti-
do usarla, aunque en ese caso es considerablemente más difícil de probar la diagonalidad.

A continuación procederemos a calcular los elementos (5.16). El objetivo es poder
escribirlos en función de las soluciones ψn,l,ml al sistema de ecuaciones (5.6). Estas fun-
ciones están escritas a partir de la base de autoestados de L2 y L3, o equivalentemente tam-
bién se pueden pensar como escritas a partir de la base |n, l,s,ml,ms⟩= |n, l,ml⟩⊗ |s,ms⟩
de autoestados de L2, L3, S2 y S3 porque H(0) también conmuta con las variables de es-
pín. Entonces, para poder escribir las energías E(pi)

n,l,s, j en términos de ψn,l,ml , deberemos
escribir la base ⟨n, l,s, j,m j| que diagonaliza H(pi) en términos de la base |n, l,s,ml,ms⟩.
Estas dos se relacionan mediante coeficientes conocidos, que son la proyección de los
elementos de una base sobre la otra, denominados coeficientes de Clebsh-Gordan:

C j,m j
l,s,ml ,ms

≡ ⟨n, l,s,ml,ms|n, l,s, j,m j⟩, (5.17)

de modo que:
|n, l,s, j,m j⟩= ∑

ml ,ms

C j,m j
l,s,ml ,ms

|n, l,s,ml,ms⟩. (5.18)

Los coeficientes de C j,m j
l,s,ml ,ms

satisfacen varias relaciones que aseguran que se cumplan
las reglas mecánico-cuánticas de suma de momentos angulares, por ejemplo que m j =

ml +ms o que j ∈ {|l − s|, |l − s+1|, ..., l + s}.

Comencemos por estudiar cómo se calcula de forma genérica los elementos de matriz
de cualquiera de los términos de H(pi) (ec. (5.13)) que no sean − p4

32µ3 . Sin perdida de
generalidad, podemos expresar cualquiera de ellos como una función f de los operadores
L2 , S2, J2 y r. Para ser más explícitos, escribiremos ahora el operador distancia como r̂, y
reservaremos r para su autovalor, que es una medición de la distancia, es decir, un número
real. Cualquiera de estos términos se puede expresar entonces como f (L2,S2,J2, r̂), y
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el objetivo es calcular ⟨n, l,s, j,m j| f (L2,S2,J2, r̂) |n, l,s, j,m j⟩. Comencemos insertando
una identidad expresada como la proyección sobre el espacio de posiciones y sobre el
subespacio de autoestados con valor de espín s fijo:

⟨n, l,s, j,m j| f (L2,S2,J2, r̂) |n, l,s, j,m j⟩

= ∑
m′

s

∫
⟨n, l,s, j,m j| f (L2,S2,J2, r̂)

(
|⃗r⟩⊗ |s,m′

s⟩
)(

⟨⃗r|⊗ ⟨s,m′
s|
)
|n, l,s, j,m j⟩ d⃗r

= ∑
m′

s

∫
⟨n, l,s, j,m j|

(
|⃗r⟩⊗ |s,m′

s⟩
)(

⟨⃗r|⊗ ⟨s,m′
s|
)
|n, l,s, j,m j⟩ f (l(l +1),s(s+1), j( j+1),r) d⃗r.

En la última igualdad se ha usado explícitamente la acción de la base actuando sobre los
operadores, por lo que se sustituyen L2 , S2, J2 y r̂ por sus respectivos autovalores. A
continuación usaremos el cambio de base (5.18) y que |n, l,s,ml,ms⟩= |n, l,ml⟩⊗|s,ms⟩,
de modo que ⟨n, l,s,ml,ms|(|⃗r⟩⊗ |s,m′

s⟩) = ⟨n, l,ml |⃗r⟩⟨s,ms|s,m′
s⟩ = ψ̄n,l,ml δms,m′

s
. En la

última igualdad se usó la ortogonalidad de los autoestados de S2, S3 y la definición de las
funciones de onda ψn,l,ml :

ψn,l,ml(r,θ ,φ) = ⟨⃗r|n, l,ml⟩. (5.19)

La expresión anterior queda entonces:

∑
m′

s,ms,m′′
s

m′
l ,ml

C j,m j
l,s,ml ,ms

C j,m j

l,s,m′′
l ,m

′′
s

∫
⟨n, l,s,ml,ms|

(
|⃗r⟩⊗ |s,m′

s⟩
)(

⟨⃗r|⊗ ⟨s,m′
s|
)
|n, l,s,m′′

l ,m
′′
s ⟩

× f (l(l +1),s(s+1), j( j+1),r) d⃗r

= ∑
m′

s,ms,m′′
s

m′
l ,ml

C j,m j
l,s,ml ,ms

C j,m j

l,s,m′′
l ,m

′′
s

∫
ψn,l,ml ψ̄n,l,m′′

l
f (l(l +1),s(s+1), j( j+1),r)δms,m′

s
δm′

s,m′′
s

d⃗r

= ∑
ms,m′

l ,ml

C j,m j
l,s,ml ,ms

C j,m j

l,s,m′′
l ,ms

∫
ψn,l,ml ψ̄n,l,m′′

l
f (l(l +1),s(s+1), j( j+1),r)δms,m′

s
δm′

s,m′′
s

d⃗r

= ∑
ms,m′

l ,ml

C j,m j
l,s,ml ,ms

C j,m j

l,s,m′′
l ,ms

∫
|Rn,l(r)|2 f (l(l +1),s(s+1), j( j+1),r)r2dr

∫
Y ml

l (θ ,φ)Ȳ m′′
l

l (θ ,φ)dΩ.

En la última igualdad se hizo uso de la expresión (5.7). Además, usando relaciones de
ortonormalidad de los armónicos esféricos, la integral en las variables angulares da como
resultado un delta de kronecker en ml y m′′

l . Por otro lado los coeficientes de Clebsch-
Gordan satisfacen ∑

ms,ml
C j,m j

l,s,ml ,ms
C j,m j

l,s,ml ,ms
= 1. La expresión final es:

⟨n, l,s, j,m j| f (L2,S2,J2, r̂) |n, l,s, j,m j⟩=
∫

|Rn,l(r)|2 f (l(l+1),s(s+1), j( j+1),r)r2dr. (5.20)
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Usando este resultado, la contribución a la energía que aporta la suma de términos de
H(pi) (ec (5.13)) distintos a − p4

32µ3 se puede escribir como:

λ

2m2

∫ e−mr

r3 |un,l(r)|2
{
−s(s+1)m2r2 +

3
2

(
j( j+1)− l(l +1)− s(s+1)

)
(mr+1)

}
dr

+
λ

12m2

(
−4+

5
2

s(s+1)
)
|Rn,l(0)|2.

(5.21)

Falta calcular únicamente ⟨n, l,s, j,m j| − p4

32µ3 |n, l,s, j,m j⟩. Mediante la definición (5.1) de

H(0) se puede despejar el operador p2 como:

p2 = 2µ(H(0)−V0(r̂)). (5.22)

De donde se obtiene que:

− p4

32µ3 =
−1
8µ

(
(H(0))2 −H(0)V0(r̂)−V0(r̂)H(0)+(V0(r̂))2

)
, (5.23)

y los elementos de matriz quedan:

⟨n, l,s, j,m j| −
p4

32µ3 |n, l,s, j,m j⟩

=
−1
8µ

⟨n, l,s, j,m j|
(
(H(0))2 −H(0)V0(r̂)−V0(r̂)H(0)+(V0(r̂))2

)
|n, l,s, j,m j⟩.

(5.24)

Los elementos {|n, l,s, j,m j⟩} son autoestados de H(0) con autovalores {E(0)
n,l }. La expresión ante-

rior se reduce entonces a:

−1
8µ

(E(0)
n,l )

2 +
E(0)

n,l

4µ
⟨n, l,s, j,m j|V0(r̂)|n, l,s, j,m j⟩−

1
8µ

⟨n, l,s, j,m j|V0(r̂)2|n, l,s, j,m j⟩. (5.25)

Los términos en esta expresión tienen la forma ⟨n, l,s, j,m j| f (L2,S2,J2, r̂) |n, l,s, j,m j⟩,
que ya vimos en detalle cómo calcular. Usando esos resultados:

⟨n, l,s, j,m j| −
p4

32µ3 |n, l,s, j,m j⟩=
−1
8µ

(E(0)
n,l )

2 +
1

4µ

∫
|un,l(r)|2V0(r)

(
E(0)

n,l −
1
2

V0(r)
)

dr.

(5.26)

Finalmente, de (5.21) y (5.26) se obtienen las expresiones para las correcciones perturba-
tivas E(pi)

n,l,s, j a las energías E(0)
n,l , en función de las soluciones un,l(r) (y equivalentemente
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Rn,l(r)) y E(0)
n,l a la ecuación de Schrödinger (5.9):

E(pi)
n,l,s, j =

λ

2m2

∫ e−mr

r3 |un,l(r)|2
{
−s(s+1)m2r2 +

3
2

(
j( j+1)− l(l +1)− s(s+1)

)
(mr+1)

}
dr

+
λ

12m2

(
−4+

5
2

s(s+1)
)
|Rn,l(0)|2 +

1
4µ

∫
|un,l(r)|2V0(r)

(
E(0)

n,l −
1
2

V0(r)
)

dr

− 1
8µ

(E(0)
n,l )

2.

(5.27)

Cómo se mencionó anteriormente, un,l(r) y E(0)
n,l deben ser hallados de forma numérica,

proceso que detallaremos en la sección 6.1.

Retomando la ecuación (5.15), aún falta hallar una expresión para las correcciones
E(pii). Procedamos a ello en la siguiente sección.

5.2.2. Perturbacion H(pii) y sus correcciones E(pii) a las energías

El término H(pii) = λ

2m2 (S ·∇)2 e−mr

r resultó más complejo de estudiar, porque (S ·∇)2

actuando sobre e−mr

r hace aparecer de forma explícita dependencias en las variables angu-
lares y operadores como S1, S2, S3, lo cual complica considerablemente el estudio de las
relaciones de conmutación. Por este motivo optamos por estudiar este término mediante
el teorema de Wigner-Eckart, que enunciaremos más adelante. Lo primero que precisa-
mos es descomponer H(pii) como una suma de operadores tensoriales esféricos, que son
un tipo particular de operadores T (k)

q que, bajo rotaciones (tanto del espacio de posición
como del espín), transforman como:

T (k)
q

R−−−−→ T ′(k)
q = D†(R)T (k)

q D(R) = ∑
q′

D(k)
q′,q(R)T

(k)
q′ , (5.28)

donde D(R) es el operador unitario que representa la acción de la rotación sobre el espa-
cio de Hilbert, y D(k)

q′,q(R)≡ ⟨k,q′|D(R)|k,q⟩ son los elementos de matriz de ese operador
en la base de momento angular (orbital o espín) K2 (K2|k,q⟩= k(k+1)|k,q⟩) y con pro-
yecciones k3 = q, k′3 = q′ sobre el eje z (K3|k,q⟩ = q|k,q⟩ ). Se puede demostrar que la
regla de transformación (5.28) es equivalente a que se satisfagan las siguientes relaciones
de conmutación: [

K3,T
(k)

q

]
= qT (k)

q , (5.29)[
K±,T

(k)
q

]
=
√

k(k+1)−q(q±1)T (k)
q±1, (5.30)
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donde K = (K1,K2,K3) es el operador de momento angular, que puede ser orbital o espín,
y K± se define como: 3

K± ≡ K1 ± iK2, (5.31)

y actúa de la siguiente manera sobre los autoestados de K2 y K3:

K±|k,q⟩=
√

k(k+1)−q(q±1) |k,q±1⟩. (5.32)

Veamos como reescribir H(pii) en función de operadores esféricos. Desarrollamos pri-
mero el factor (S ·∇)2 y calculamos de forma explícita las derivadas que actúan sobre la
función e−mr̂

r̂ , definiendo el operador vectorial ˆ⃗r (no confundir con el operador distancia
r̂) como ˆ⃗r = (X1,X2,X3). Se obtiene:

H(pii) =
λ

2m2 (S ·∇)2 e−mr̂

r̂
=−S2 e−mr̂

r̂3 (mr̂+1)+
e−mr̂

r̂5 (m2r̂2 +3mr̂+3)∑
i, j

SiS jX jXi.

(5.33)
El primer sumando en esta expresión es análogo al tipo de términos que ya tratamos, por
lo que su contribución a la energía se calcula de la misma forma que ya vimos, y es:

⟨n, l,s, j,m j|−S2 e−mr̂

r̂3 (mr̂+1)|n, l,s, j,m j⟩=−s(s+1)
∫

|un,l(r)|2
e−mr

r3 (mr+1)dr.

(5.34)
El segundo sumando de (5.33) es el que buscamos descomponer en operadores esféricos.
Particularmente la parte que depende del espín y de las componentes de ˆ⃗r:

∑
i, j

SiS jX jXi =S2
1X2

1 +S2
2X2

2 +S2
3X2

3 +S1S2X1X2 +S2S1X1X2 +S1S3X1X3

+S3S1X1X3 +S2S3X2X3 +S3S2X2X3.

(5.35)

Reescribiremos esta expresión en términos de los operadores S3, X3, S+, S−, X+, X−,
donde los últimos cuatro se definen de forma similar a (5.31):

S± ≡∓ 1√
2
(S1 ± iS2),

X± ≡∓ 1√
2
(X1 ± iX2),

(5.36)

3La razón por la que estas relaciones valen tanto para el espín como para el momento angular orbital,
es que las álgebras de Lie de SO(3) y SU(2) son isomorfas.
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Bajo estas definiciones es posible probar que la ecuación (5.35) se puede escribir como:

∑
i, j

SiS jX jXi = S2
+X2

−+S2
−X2

++{S+,S−}X+X−−{S+,S3}X−X3 −{S−,S3}X+X3 +S2
3X2

3 ,

(5.37)
donde {· , ·} son anti-conmutadores. Para descomponer esta expresión en términos de
operadores esféricos, debemos ser capaces de llevarla a la siguiente forma:

∑
i, j

SiS jX jXi =
2

∑
q=−2

(−1)qA(2)
q B(2)

−q +A(0)
0 B(0)

0 . (5.38)

Donde los operadores A(2) y A(0) son esféricos respecto al momento angular orbital L, es
decir que satisfacen (5.29) y (5.30) mediante el cambio K → L y los operadores B(2) y
B(0) son esféricos respecto al espín S, por lo que satisfacen relaciones análogas bajo el
cambio K → S.

Omitiremos la operatoria para llevar la ecuación (5.37) a la forma (5.38) porque resulta
pesada y engorrosa. Se puede probar que bajo las siguientes definiciones, los operadores
A(2), A(0), B(2) y B(0) satisfacen todas las relaciones de operadores esféricos:

• A(2)
−2 = X2

−

• B(2)
2 = S2

+

• A(2)
−1 =

√
2X−X3

• B(2)
1 =

√
2

2 {S+,S3}
• A(2)

0 = 2√
6
(X2

3 +X+X−)

• B(2)
0 = 1√

6
({S+,S−}+2S2

3)

• A(2)
1 =

√
2X+X3

• B(2)
−1 =

1√
2
{S−,S3}

• A(2)
2 = X2

+

• B(2)
−2 = S2

−

• A(0)
0 = 2X+X−−X2

3

• B(0)
0 = 1

3{S+,S−}− 1
3S2

3

Haremos uso del Teorema de Wigner-Eckart, que provee una manera de descomponer
y calcular los elementos de matriz de operadores esféricos. El enunciado es:

⟨n, j,m j|T (k)
q |n, j′,m′

j⟩= ⟨n, j||T (k)||n, j′⟩C j,m j
j′,m′

j,k,q
, (5.39)

donde C j,m j
j′,m′

j,k,q
es el coeficiente de Clebsch-Gordan que surge de sumar momentos an-

gulares j′ y k con proyecciones m′
j y q para obtener un momento angular total j con

proyección m j; y ⟨n, j||T (k)||n, j′⟩ es un coeficiente denominado elemento de matriz redu-

cido de T (k), que depende de n, j, k, j′ pero no de m j, q o m′
j. Esto ofrece una ventaja, y

es que calcular el coeficiente para distintos valores de m j, q, m′
j debe dar lo mismo, lo que

permite chequear, en parte, que no hayan habido errores de operatoria en los desarrollos
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previos. Otra particularidad es que este coeficiente se calcula a partir del mismo teorema.
Aplicamos este teorema luego de la descomposición 5.38 para hallar los elementos de

matriz del último término de la ecuación (5.33). Se obtiene:

⟨n, l,s, j,m j|
e−mr̂

r̂5 (m2r̂2 +3mr̂+3)∑
i, j

SiS jX jXi|n, l′,s′, j′,m′
j⟩

= ∑
m′

s,ms
m′

l ,ml

C j,m j
l,s,ml ,ms

C
j′,m′

j

l′,s′,m′
l ,m

′
s
∑
q
(−1)q⟨n, l||A(2) e−mr̂

r̂5 (m2r̂2 +3mr̂+3)||n, l′⟩Cl,ml
l′,m′

l ,2,q

×⟨n,s||B(2)||n,s′⟩Cs,ms
s′,m′

s,2,−q + ∑
m′

s,ms
m′

l ,ml

C j,m j
l,s,ml ,ms

C
j′,m′

j

l′,s′,m′
l ,m

′
s
⟨n, l||A(0) e−mr̂

r̂5 (m2r̂2 +3mr̂+3)||n, l′⟩

×Cl,ml
l′,m′

l ,0,0
⟨n,s||B(0)||n,s′⟩Cs,ms

s′,m′
s,0,0

.

(5.40)

Analíticamente, no es evidente que esta expresión sea diagonal en la base {|n, l,s, j,m j⟩},
pero pudimos comprobarlo mediante cálculos numéricos. La contribución a la energía
por este término es entonces calcular la ecuación (5.40) usando l = l′, s = s′, j = j′ y
m j = m′

j. También pudimos comprobar numéricamente que no solo es diagonal en m j si
no que es independiente de este número, es decir que tomar distintos valores de m j no
provoca ningún cambio en la energía. 4

Aún falta hallar expresiones para los elementos de matriz reducidos. Como se co-
mentó recientemente, se calculan por medio del mismo teorema simplemente despe-
jando de (5.39). Como no depende de q, podemos usar los distintos A(2)

q y B(2)
q , con

q ∈ {−2,−1,0,1,2} para calcular los elementos reducidos de A(2) y B(2). Lo hemos he-
cho con todos, y como es esperable llegamos a los mismos resultados. Incluiremos aquí
solo los cálculos para q = 0 a modo de ejemplo.

Comencemos con el cálculo de ⟨n, j||A(2)||n, j⟩: Recordemos que A(2)
0 = 2√

6
(X2

3 +

X+X−). Para alivianar la notación en el cálculo, escribiré e−mr̂

r̂5 (m2r̂2 + 3mr̂+ 3) ≡ f (r̂).
Es posible hallar una expresión para ⟨n, l,ml| 2√

6
(X2

3 +X+X−) f (r̂)|n, l,ml⟩ usando los mis-
mos razonamientos que fueron aplicados en la sección (5.2.1). En este caso además rees-
cribiremos 2√

6
(X2

3 +X+X−) en función de armónicos esféricos, lo cual es posible porque

Y 0
1 e Y±1

1 se pueden escribir como Y 0
1 =

√
3

4π
X3

1
r y Y±1

1 =
√

3
4π

X±
1
r Se obtiene:

⟨n, l,ml|A
(2)
0 f (r̂)|n, l,ml⟩

=
8π

3
√

6

∫
|un,l(r)|2 f (r)r2dr

∫
|Y ml

l (θ ,φ)|2
((

Y 0
1 (θ ,φ)

)2
+Y−1

1 (θ ,φ)Y 1
1 (θ ,φ)

)
dΩ.

(5.41)

4Ya era visible desde el Hamiltoniano que esta propiedad debía cumplirse.
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Usando la relación dada por el Teorema de Wigner-Eckart (eq (5.39)) despejamos una
expresión para el elemento reducido, que queda escrito en términos de integrales que
pueden ser calculadas numéricamente:

⟨n, l||A(2) f (r̂)||n, l⟩

=
1

Cl,ml
l,ml ,2,0

8π

3
√

6

∫
|un,l(r)|2 f (r)r2dr

∫
|Y ml

l (θ ,φ)|2
((

Y 0
1 (θ ,φ)

)2
+Y−1

1 (θ ,φ)Y 1
1 (θ ,φ)

)
dΩ.

(5.42)

Por otro lado, el elemento reducido ⟨n,s||B(2)||n,s⟩ se puede calcular a partir de
⟨n,s,ms|B(2)

0 |n,s,ms⟩, para lo cual basta con usar la acción de S3, S+ y S− sobre los autoes-
tados de S2 y S3 (relaciones (5.32)). Simplifiquemos la notación definiendo las funciones:

t±(s,ms)≡
√

s(s+1)−ms(ms ±1). (5.43)

El elemento de matriz reducido queda:

⟨n,s||B(2)||n,s⟩= 1
Cs,ms

s,ms,2,0

1√
6

(
2m2

s −
1
2

t+(s,ms−1)t−(s,ms)−
1
2

t−(s,ms+1)t+(s,ms)
)
.

(5.44)
Siguiendo razonamientos análogos, los elementos de matriz reducidos ⟨n, l||A(0) f (r̂)||n, l⟩
y ⟨n,s||B(0)||n,s⟩ quedan:

⟨n, l||A(0) f (r̂)||n, l⟩

=
1

Cl,ml
l,ml ,0,0

4π

3

∫
|Rn,l(r)|2 f (r)r4dr

∫
|Y ml

l (θ ,φ)|2
(
−
(
Y 0

1 (θ ,φ)
)2

+2Y−1
1 (θ ,φ)Y 1

1 (θ ,φ)
)

dΩ.

(5.45)

⟨n,s||B(0)||n,s⟩=− 1
3Cs,ms

s,ms,0,0

(
m2

s +
1
2

t+(s,ms −1)t−(s,ms)+
1
2

t−(s,ms +1)t+(s,ms)
)
.

(5.46)
Ahora que hemos hallado expresiones analíticas para todos los términos, contamos con
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todos los elementos necesarios para el cálculo de E(pii)
n,l,s, j. Juntando (5.34) y (5.40):

E(pii)
n,l,s, j =−s(s+1)

∫
|un,l(r)|2

e−mr

r3 (mr+1)dr+ ∑
m′

s,ms
m′

l ,ml

∑
q
(−1)qC j,m j

l,s,ml ,ms
C

j′,m′
j

l′,s′,m′
l ,m

′
s
Cs,ms

s′,m′
s,2,−qCl,ml

l′,m′
l ,2,q

×⟨n, l||A(2) e−mr̂

r̂5 (m2r̂2 +3mr̂+3)||n, l′⟩⟨n,s||B(2)||n,s′⟩+ ∑
m′

s,ms
m′

l ,ml

C j,m j
l,s,ml ,ms

C
j′,m′

j

l′,s′,m′
l ,m

′
s
Cl,ml

l′,m′
l ,0,0

Cs,ms
s′,m′

s,0,0

×⟨n, l||A(0) e−mr̂

r̂5 (m2r̂2 +3mr̂+3)||n, l′⟩⟨n,s||B(0)||n,s′⟩.

(5.47)

Luego, se puede obtener explícitamente la expresión final para las correcciones E(p)
n,l,s, j a

las energías E(0)
n,l , sumando las ecuaciones (5.27) y (5.47).
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Capítulo 6

Metodología numérica y resultados

6.1. Métodos numéricos para la obtención del espectro
de glueballs

Para evaluar las correcciones calculadas analíticamente en el capítulo previo, preci-
samos obtener las funciones de onda un,l(r) (o equivalentemente Rn,l(r)). Estas funcio-
nes pueden obtenerse numéricamente resolviendo la ecuación (5.9), sujeta a la condición
(5.10). En nuestro caso utilizamos el método Runge-Kutta de orden 4, con una variable
discreta r.

Entre todas las soluciones matemáticas posibles a (5.9), las que tienen sentido físico
son aquellas que cumplen con la unitariedad exigida por la mecánica cuántica, que son
las soluciones normalizables. Desde esta visión mecánico-cuántica no relativista en la que
nos situamos, los estados ligados se presentan como soluciones un,l(r) que tienden a cero
fuera de una cierta región finita, lo que implica que la posición relativa de las partículas se
encuentra restringida a una región acotada del espacio. Soluciones que no tienden a cero
al aumentar r no cumplen con estas propiedadades y no deben ser tenidas en cuenta.

Numéricamente, una forma de obtener estos estados ligados y sus respectivas energías,
para valores l (momento angular orbital), β y λ (los parámetro del potencial V0, ec. (5.1))
fijos, es resolver la ecuación de Schrödinger en un barrido de energías, y entre todas las
soluciones, quedarse con las que respetan las restricciones físicas recién mencionadas.
Todo valor de la energía que no corresponda a un estado físicamente permitido llevará
a una solución que aumenta indefinidamente con r. En principio esta propiedad podría
servir para reconocerlas y descartarlas, conservando únicamente las soluciones acotadas.
Sin embargo, dado que solo es posible barrer un conjunto finito de valores en la energía,
sería extremadamente improbable dar con el valor exacto para la energía de un estado, y
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en general sólo podremos acercarnos a la misma con cierto nivel de precisión numérica.
Esto implica que nunca podremos contar con el valor exacto de la energía, y que en
realidad todas las soluciones que podemos obtener crecerán indefinidamente para r → ∞,
y debemos pensar en otro método para discernir al estado ligado. Una propiedad útil que
nos permitirá lograrlo consiste en que, aproximarse a la energía del estado por derecha o
por izquierda no es lo mismo, pues por continuidad siempre hay un cambio de signo en
la parte no acotada de las soluciones entre ambos casos. Es posible identificar entonces
la existencia de un estado ligado cada vez que se observe un cambio de signo en las
soluciones a r →∞. Otro punto importante es que en un entorno infinitesimal de la energía
del estado, la parte acotada de las soluciones varía infinitesimalmente, y cuanto más cerca
estemos de dicha energía, la solución convergerá con mayor precisión a la solución exacta.
Un ejemplo de este comportamiento se puede ver en la figura siguiente, donde se grafican
algunas soluciones u(r) a la ecuación de Schrödinger con distintas energías, cercanas a la
de un estado ligado:

Figura 6.1: Soluciones u(r) a la ecuación de Schrödinger para distintas energías, cercanas a la
de un estado ligado. Las soluciones que divergen hacia los positivos corresponden a valores que
se acercan por izquierda a la energía del estado ligado, y las que divergen hacia los negativos se
acercan por derecha. La curva de color anaranjado es la que mejor converge a la solución exacta
porque es la que se encuentra más cerca de la energía de ligadura.

Basándonos en este comportamiento, desarrollamos algoritmos numéricos para dis-
cernir y obtener las energías y funciones de onda de los estados ligados. A continuación,
una descripción por pasos del funcionamiento de los mismos.
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Obtención de las energías y soluciones un,l(r) aproximadas de los estados

1. El primer paso de este algoritmo consiste en realizar un primer barrido amplio y
equiespaciado en las energías, que procuramos que sea suficientemente abarcati-
vo como para no perder estados de baja energía (los de altas energías son menos
importantes porque nos enfocaremos solo en estados de bajas energías). De aquí
ubicamos los intervalos de energías {[E−,E+]} en los que las soluciones cambian
de signo para r → ∞, lo que nos provee una primer estimación de las ubicaciones
de los estados.

2. La estimación del paso 1 suele ser demasiado gruesa y es necesario refinarla. Para
ello, en cada uno de los intervalos {[E−,E+]} tomamos el punto medio Ē ≡ E−+E+

2 ,
resolvemos numéricamente la ecuación de Schrödinger para ese valor de la energía
y comparamos el signo de la solución a r grande en Ē respecto a los signos que
presentaban en E− y E+. Tomamos ahora como nuevo intervalo, aquel donde se
de el cambio de signo, que puede ser [Ē,E+] o [E−, Ē] dependiendo del caso. Esto
acota la posición del estado ligado a un intervalo de la mitad del ancho que la
estimación inicial.

3. Ahora se divide este nuevo intervalo en z subintervalos y se repite un procedimiento
análogo al del punto anterior (el punto anterior es lo mismo tomando z = 2).

4. De los pasos anteriores se obtienen intervalos para las energías de los estados liga-
dos. A partir de estos nuevos intervalos se vuelven a repetir en forma concatenada
los pasos 2 y 3 iterativamente N veces, para garantizar una precisión razonablemen-
te buena en la convergencia de la parte acotada de las soluciones y en sus energías.

Obtención de la parte acotada de las soluciones un,l(r)

La región no acotada de las funciones un,l(r) debe ser descartada porque no forma parte de
la solución física. Este proceso se lleva a cabo con un algoritmo de convergencia variable y
adaptativo a cada solución (porque las funciones un,l(r) son distintas y convergen también
de formas diferentes, por lo que es inconveniente tratarlas por igual).

I) Como primer paso, este algoritmo toma el máximo local más grande en valor ab-
soluto (≡ umax) de la solución y lo divide entre un número grande D. Luego, si en
alguna región el valor absoluto de la solución se mantiene por debajo de umax/D
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por una cantidad de Np pasos en la variable discreta r, se trunca la solución, conser-
vando esa parte finita de la misma y descartando la parte para valores mayores de r.

II) Si la solución no satisface esta condición en ninguna región de su dominio (
|un,l| < umax

D por al menos Np pasos en r) el algoritmo relaja un poco la exigen-
cia, disminuyendo de forma iterativa a la mitad la cantidad de pasos que considera
como “convergencia razonable” (Np →

Np
2 → Np

4 → ...) hasta llegar a un cierto valor
mínimo.

III) Si la solución tampoco logra satisfacer ninguna de las condiciones del paso II), el
valor que está siendo considerando como “convergencia razonable” (umax

D ) es dema-
siado exigente para la solución en cuestión, de modo que el algoritmo procede a
relajar dicha condición, disminuyendo el factor D un poco, pero manteniendo fijo
el requisito de los Np pasos de convergencia para no relajar de forma exagerada las
condiciones.

IV) Una vez aisladas las partes acotadas de las soluciones un,l(r) mediante los pasos
anteriores, se normalizan de acuerdo a la ecuación (5.11).

En resumen, estos algoritmos dan como resultado un conjunto de funciones normalizadas
un,l(r), que tienden a cero a medida que aumenta r, y un conjunto discreto formado por
sus respectivas energías E(0)

n,l a orden cero. A partir de estos datos se calcula el espectro de
energías (en principio para λ y β fijos) determinado por las expresiones (5.27) y (5.47),
obtenidas previamente de forma analítica. Para ello es necesario variar el espín s, el mo-
mento angular orbital l y el momento angular total j, y luego reordenar las energías de
menor a mayor. Estudiamos el espectro para distintos valores de λ y β . Para ello variamos
dichos parámetros en una grilla de valores. Lo que se obtiene finalmente son los niveles
de energías de glueballs (en realidad cada energía es un multiplete en m j) en función de
λ y β , donde cada una de las energías queda a su vez identificada con valores {n, l,s, j}.

Una cantidad que también se calcula numéricamente en estos algoritmos, son prome-
dios de los cuadrados de las velocidades relativas (⟨v2⟩) entre las partículas en cada uno de
los estados. Dicha cantidad se calcula usando un razonamiento completamente análogo
al que fue enunciado en la sección 5.2.1 para el cálculo de las correcciones a la ener-
gía generadas por el término − p4

32µ3 . En este caso, usando p2 en vez de p4 y despejando
explícitamente v2.
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6.1.1. Implementación de los algoritmos

A continuación se especifican las parametrizaciones utilizadas en los algoritmos y
otros aspectos cualitativos sobre ellos. Se procuró que la precisión en el procedimiento
numérico fuera suficiente para que las incertidumbres provenientes del mismo sean des-
preciables respecto a los errores esperados del propio tratamiento teórico. La mayoría de
las parametrizaciones utilizadas fueron elegidas para garantizar este nivel de precisión.

Las energías están expresadas en unidades de la masa m del gluón, y las distancias
en unidades del inverso de m, lo que es equivale a considerar m = 1.

La variable discreta r que modela la distancia entre los gluones tiene un paso de ta-
maño rn+1−rn =

1
500 . Truncamos las soluciones cuando alcanzan un valor absoluto

|un,l|= 1×104.

La discretización usada para el primer barrido en las energías (punto 1) tiene un
paso de tamaño En+1 −En =

1
1000 . La energía mínima y máxima en el barrido de-

pende de la naturaleza del potencial, por lo que usamos diferentes valores en los
dos modelos que estudiamos. Los especificamos más adelante.

La cantidad z de subintervalos en los que se divide [Ē,E+] o [E−, Ē] (punto 3) que
fue elegida es z = 3. Esta elección es arbitraria.

El número de veces N que se repiten los procesos de subdivisiones de los intervalos
de energía (punto 4) es N = 8. Se eligió este número porque garantiza suficiente
precisión en las energías E(0)

n,l y en la convergencia de las funciones de onda.

Los parámetros D y Np (punto I)) se eligieron como D = 4000 y Np = 2000 con el
propósito de aislar con la mejor precisión posible la parte finita de las soluciones
un,l .

En el punto II), la cantidad de pasos en r más pequeña que se admite es 125.

En el punto III), el algoritmo puede relajar la exigencia de convergencia disminu-
yendo el divisor D del máximo en un factor de 10, hasta dos veces si es necesario
( D

10 → D
100 ).

El espín (s) se varía entre s ∈ {0,1,2} porque consideramos glueballs formadas por
dos gluones, que tienen espín s = 1 cada uno.

Sólo consideraremos valores de momento angular total j ∈ {0,1,2} para ahorrar
tiempo de cómputo. Por consistencia, el momento angular orbital (l) se varía entre
l ∈ {0,1,2,3,4}.

El cálculo de ⟨v2⟩ proporciona información aproximada sobre cuán relativistas son
los estados ligados y sobre el error sistemático cometido por causa del desarrollo
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perturbativo teórico en las energías. Los tratamientos en los que nos hemos basado
hasta el momento pueden ser razonables para estados de bajas velocidades, pero
con seguridad fallarían si la velocidad es cercana a la de la luz, de modo que es
importante tener una estimación de la misma.

6.2. Comparación con las predicciones del lattice

El espectro de glueballs ha sido estudiado mediante simulaciones numéricas en Yang-
Mills pura discretizada en un lattice, en un artículo de Andreas Athenodorou y Michael
Teper en el 2020 [38]. Sus resultados pueden verse en la tabla 6.1, extraída del artículo,
en donde se muestran las energías más bajas por momento angular total j y clasificadas
también según paridad (P) y conjugación de carga (C) de cada estado. Comparamos nues-
tros cálculos con estos resultados. Para ello, estudiamos si algún punto {λ ,β} de la grilla
logra reproducir, dentro de los errores esperados, el espectro de glueballs obtenido en el
lattice. Los errores en el tratamiento perturbativo de las energías son del orden de las co-
rrecciones que no fueron incluidas, que están suprimidas por v4/c4 respecto a H(0) (que,
de por sí, ya es de orden v2/c2). Se espera que v2/c2 sea del orden de g̃2, por lo que esta
incertidumbre en las perturbaciones es de aproximadamente g̃4. El valor máximo para g̃4,
que daría la incertidumbre más grande, es g̃4

max ≈ (0.36)2 ≈ 0.13, resultando en errores
de 13% o menores. Aún así, estos razonamientos se basan en órdenes de magnitud, por
lo que no deben ser tomados de forma exacta, sino más bien como un indicador del orden
de magnitud que puede esperarse de las incertidumbres. Una estimación más realista es
considerar que el entorno de incertidumbres puede ser un tanto mayor. Consideramos que
es razonable esperar errores de hasta, aproximadamente, 25%.

Los glueballs formados por dos gluones tienen conjugación de carga positiva, 1 por
lo que compararemos nuestros resultados con los estados C = +1 del lattice. 2 Como se
mencionó en la sección 6.1.1, solo consideramos j ≤ 2.

Para comparar los resultados usamos una cantidad adimensionada, Ẽn, j, definida como
la energía medida en unidades de la energía del estado fundamental E0:

Ẽn, j ≡
En, j

E0
. (6.1)

Estudiamos cuánto difieren nuestros resultados respecto a los del lattice usando el método

1Porque Fab
µν(x)F

µν

ab (y) es invariante bajo conjugación de carga
2También existen glueballs asociados a operadores con tres Fa

µν que tienen C = −1, pero no fueron
estudiados en este trabajo.
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Tabla 6.1: Espectro de glueballs en GeV obtenido a partir de simulaciones numéricas en el lattice.
Tabla extraída de [38]. Se muestran las energías de las glueballs más livianas, clasificadas según
el momento angular total (en esta tabla, J es el número j), paridad (P) y conjugación de carga (C).

de mínimos cuadrados, con el que calculamos
√

χ2, que proporciona una medida de la
discrepancia porcentual o error relativo entre los datos:

χ
2 ≡ 1

N ∑
n, j

|Ẽn, j − Ẽ lattice
n, j |2

|Ẽ lattice
n, j |2

. (6.2)

En esta expresión, N es la cantidad de energías comparadas.

Calculamos
√

χ2 en todos los puntos {λ ,β} de la grilla usando las cinco energías
(N = 5) más bajas del lattice (con C = +1), y realizamos un ajuste por mínimos cua-
drados, es decir, determinamos los parámetros que minimizan χ2. La elección de usar
las energías más bajas para el ajuste de parámetros es en cierta medida arbitraria. Usar
sólo un subconjunto de los datos del lattice para el ajuste de los parámetros nos permite
reservar los datos restantes para poner a prueba los resultados a modo de predicción. En
última instancia, si el modelo describe satisfactoriamente el espectro de estados, se espe-
raría que un ajuste basado en cinco puntos fuera suficiente para dar los parámetros y las
predicciones óptimas.

En el cálculo de χ2 se deben comparar estados con los mismos números cuánticos
discretos de paridad P y momento angular total j. 3 Para nuestros estados, la paridad se
calcula como P = (−1)l , donde l es el número cuántico asociado al momento angular or-
bital 4. Una exigencia adicional que imponemos como requisito necesario es que el estado

3También conjugación de carga, pero como se comentó, todos los glueballs que podemos obtener tienen
C =+1.

4La ecuación exacta es P = PaPb(−1)l , donde Pa y Pb son las paridades intrínsecas de los gluones
que componen al glueball. Tanto para gluones como para anti-gluones este número es -1, de modo que
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fundamental debe tener j = 0, y excluiremos aquellos casos en los que esta condición no
se cumpla. Varios estudios basados en simulaciones numéricas han determinado que esto
debe ser así para glueballs [38, 53, 54].

Debido a las estimaciones previas en la literatura sobre la tensión de la cuerda [38] y
la constante de acoplamiento [13], buscamos mínimos locales para β cercano a (del orden
de) 1 y λ cercano a (del orden de) 2.

6.3. Glueballs en el modelo propuesto por Cornwall

Variamos λ desde 0.25 hasta 4.5 con un paso de 0.125 y β desde 0.15 hasta 1.0 con
un paso de 0.05 (en este caso, no exploramos β mayores a 1 por razones que se precisarán
en el análisis de los resultados), y variamos las energías desde E(0) = −2 hasta E(0) = 4
(por la forma de V0 en este modelo, no hay estados ligados (obtenidos a orden cero en el
potencial) por encima de E(0) = 4m; tampoco parece haberlos por debajo de E(0) =−2m).

Lo primero que hicimos fue un análisis general sobre el comportamiento del espectro
de energías en cada punto de la grilla, estudiando la cantidad de estados ligados encontra-
dos y el momento angular total del estado fundamental. De este primer análisis identifi-
camos y excluimos los puntos {λ ,β} en los que, o no existen suficientes estados ligados
para efectuar una comparativa con las cinco menores energías del lattice, o el estado fun-
damental tiene j no nulo. En la figura 6.2 se muestran con color gris los puntos a excluir
por falta de estados ligados y con verde los puntos que cumplen con los requisitos nece-
sarios para ser comparados con el lattice. En este modelo, a medida que β aumenta, se
pierden estados ligados. Se puede observar que por encima de β = 0.5 ningún punto tiene
suficientes estados ligados para poder contrastar con las cinco menores energías del latti-
ce, y particularmente hay un solo punto en el que el estado fundamental presenta j ̸= 0.
Calculamos χ2 únicamente en la región de puntos verdes, que es la que cumple con los
requisitos impuestos.

PaPb = (−1)2 = 1.
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Figura 6.2: Gráfico que representa con colores gris y beige, los puntos {λ ,β} que no son compa-
rables con los datos del lattice, por falta de estados ligados o por tener un estado fundamental con
momento angular total no nulo. En verde, los puntos que cumplen con los requisitos necesarios
para poder ser comparados con el lattice.

También graficamos, en la figura 6.3, las velocidades cuadráticas medias del estado
fundamental en cada punto de la región verde indicada en la figura 6.2, con el fin de tener
una estimación de cuán relativista es el régimen en cada punto. Esperamos que ⟨v2⟩2

concuerde con el orden de los errores previstos, de aproximadamente 25% o menores. Se
observa que los valores medios para la velocidad al cuadrado se encuentran entre 0.20 y
0.3 aproximadamente. Esto indica valores para ⟨v2⟩2 cercanos a 0.10 en concordancia con
los errores esperados.

En la figura 6.4 se representa con colores el valor de
√

χ2 en cada punto, calculado
teniendo en cuenta los cinco estados de menor energía. Se puede observar una región
que tiende a minimizarlo, siendo {λmin = 3.75,βmin = 0.5} el punto que efectivamente

lo hace, con una discrepancia relativa de
√

χ2
min ∼ 10% respecto a las predicciones del

lattice. Para esos valores de los parámetros, comparamos gráficamente los cinco pares
de estados (Ẽ) que se usaron para el ajuste y minimización de χ2, en la gráfica de la
izquierda de la tabla 6.2. En la gráfica de la derecha comparamos, para estos mismos
valores de λ y β , un mayor número de datos del lattice con los resultados de nuestra
resolución numérica. Esta segunda gráfica puede considerarse como una predicción del
modelo, porque hay datos en ella que no intervinieron en el ajuste de los parámetros λ y β .
Las cruces corresponden a los datos del lattice, mientras que los puntos y las estrellas son
datos de nuestras simulaciones. Para cada j, los pares de datos que son comparados entre
sí están identificados con el mismo color, lo que significa que tienen igual paridad. La
paridad se representa con un +1 o −1 a la derecha de cada punto. La estrella es un estado
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Figura 6.3: Gráfico en el que se presenta con colores el valor aproximado de ⟨v2⟩ del estado
fundamental en cada punto {λ ,β}.

de nuestra resolución numérica que no tiene un correspondiente en los datos disponibles
del lattice, por tener distintos números cuánticos.

Los datos de nuestra resolución numérica graficados en la figura del lado izquierdo,
presentan una discrepancia

√
χ2

min, de 10% respecto a los datos del lattice. Los dos es-
tados con j = 2 aparentan a primera vista violar la jerarquía de los números cuánticos
discretos que predice el lattice. Sin embargo, esta aparente violación se encuentra dentro
de los errores esperados: considerando una incertidumbre de hasta 25% en cada dato, el
orden de estos dos estados puede ser intercambiable.

Por otro lado, los datos graficados en la figura del lado derecho presentan una dis-
crepancia

√
χ2

min, de 24%, considerablemente mayor que para los cinco glueballs más
livianos. Al igual que se comentó recién, las aparentes violaciones en la jerarquía de los
números cuánticos discretos predichos por el lattice, en los estados con j = 2, se encuen-
tran dentro de los errores esperados. Algo análogo sucede para el punto representado con
una estrella, que no tiene un correspondiente en los datos del lattice, por tener j = 1,
P = +1, C = +1 (no hay estados con esos números cuánticos en la tabla 6.1). Dentro
del margen de incertidumbres existentes, cabe la posibilidad de que dicho estado esté en
realidad por encima del resto, de modo que podría tener un correspondiente en el lattice a
mayores energías. Un escenario más desfavorable presentan los datos con j = 0, para los
que el lattice asegura, al menos, la existencia de cuatro glueballs (ver tabla 6.1), mientras
que solo logramos identificar tres (los graficados) en nuestros cálculos, en estos valores
específicos de los parámetros. La incapacidad de generar este estado puede deberse a la
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Figura 6.4: Gráfico en el que se presenta con colores el valor de χ2 en cada punto {λ ,β}.

Tabla 6.2: Espectro de energías del glueball según nuestros cálculos numéricos y predicciones del
lattice. A la izquierda se contrastan los cinco pares de estados que se usaron para el ajuste y que
minimizan χ2. A la derecha se contrastan, para esos mismos parámetros, {λmin,βmin}, una mayor
cantidad de estados. Las cruces corresponden a los datos del lattice, mientras que los puntos y las
estrellas son datos de nuestras simulaciones. Para cada j, los pares de datos que son comparados
entre sí están identificados con el mismo color. La paridad se representa con un +1 o −1 a la
derecha de los puntos. La estrella es un estado de nuestra resolución numérica que no tiene un
correspondiente en los datos disponibles del lattice.
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Tabla 6.3: A la izquierda, el error porcentual por cada valor de momento angular total. A la
derecha, un histograma con el tamaño de las correcciones perturbativas E(p) respecto a las energías
a orden cero E(0), para los estados de la gráfica derecha de la figura 6.2.

metodología usada para la obtención de los mismos, que se basa en estados a orden cero
en el Hamiltoniano, sobre los que luego se calculan correcciones. Es probable que esta-
dos cercanos a la ionización se pierdan mediante este método, y que sólo sean accesibles
resolviendo el sistema mediante cálculos exactos. Esto también puede tomarse como una
posible explicación para el cambio abrupto de comportamiento de los datos por encima
de β = 0.5 (fig. 6.2).

Más allá de dicha circunstancia, si nos basamos en las discrepancias relativas de los
datos graficados en la figura derecha de la tabla 6.2, j = 0 es el caso que mejor se asemeja
a las predicciones del lattice, seguido de j = 2 y luego j = 1. En la figura de la izquierda de
la tabla 6.3 se muestran las diferencias porcentuales por cada valor de momento angular
total, donde se puede observar que j = 0 y j = 2 están dentro de los errores esperados,
pero no j = 1, que presenta una discrepancia relativa de 38%.

También estudiamos el tamaño de las correcciones perturbativas E(p) respecto a las
energías a orden cero E(0), para verificar si están dentro del orden esperado. Como ya
se mencionó, se espera E(p)

E(0) ≈ v2/c2 ≈ g̃2, que es como máximo 0.36, es decir que se

puede esperar E(p)

E(0) ≤ 0.36, o incluso un poco mayores ya que nos basamos en órdenes
de magnitud, no en cifras exactas. En la figura de la derecha de la tabla 6.3 se muestra
un histograma con la distribución del tamaño de las correcciones respecto al orden cero
(E(p)

E(0) ), para los estados de la gráfica derecha de la tabla 6.2. Todas las correcciones E(p)

se encuentran en concordancia con los tamaños esperados, incluso para j = 1.
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En resumen, aunque nuestros cálculos no logran generar uno de los estados predichos
por las simulaciones del lattice, para los que sí pudieron ser generados, el modelo describe
en mejor medida el caso j = 0 y j = 2, dando errores dentro de lo esperado. El caso peor
descrito es j = 1, donde las diferencias entre las energías predichas por el lattice y por el
modelo son mayores a lo esperado. Estas discrepancias en j = 1 no parecen provenir de
estados ultrarelativistas, porque las correcciones E(p) sí tienen los tamaños previstos, que
están en concordancia con los desarrollos perturbativos no relativistas. Esto podría indicar
que la razón de las discrepancias es una incapacidad del modelo para describir de forma
satisfactoria los estados con j = 1.

6.4. Otros aspectos sobre el modelo propuesto Cornwall

En esta sección de los resultados destacamos brevemente algunas consideraciones
adicionales sobre el modelo de Cornwall que pudimos observar a lo largo del trabajo.

6.4.1. Sensibilidad del modelo de Cornwall respecto al orden cero en
teoría de perturbaciones

Estudiamos cualitativamente en qué medida afecta a los resultados la elección del
orden cero (V0) que se tome para el cálculo perturbativo de los niveles de energía. La
opción más lógica es tomar V0 = 2m(1− e−mrβ )− 1

6
λe−mr

r , que es el que usamos en las
secciones anteriores, porque los términos siguientes en el Hamiltoniano ya involucran
interacciones que naturalmente se consideran relativistas, como contribuciones del espín y
demás. Sin embargo, uno puede preguntarse en qué medida tomar un V0 diferente afecta a
los resultados. Probamos con V0 ≡ 2m(1−e−mrβ )− λe−mr

r (1
6 +

1
3S2) y observamos que esta

elección altera significativamente a los estados, generando que la gran mayoría de estados
fundamentales tengan j = 2, tanto a orden cero como a primer orden en las correcciones.

No es ilógico pensar que como el parámetro perturbativo (g̃) puede no ser particular-
mente pequeño, (g̃2

max ≈ 0.36) el modelo presente una sensibilidad a la elección del orden
cero, porque términos sucesivos en el Hamiltoniano no difieren de forma tan notoria res-
pecto a los anteriores. 5 Como consecuencia, la elección del punto de partida natural para
el cálculo perturbativo de las energías debe ser tomada con cuidado.

5Como por ejemplo en QED, donde el parámetro perturbativo es aproximadamente 1
137 .
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6.4.2. Reproducibilidad de resultados presentados en el artículo de
J.M. Cornwall y A.Soni

En el artículo de J.M. Cornwall y A.Soni [33] se calcula el espectro de glueballs para
{λ = 2.0,β = 0.3}, siguiendo una metodología que no resulta del todo clara para el lector.
Aún así, se esperaría que los distintos métodos de resolución utilizados convergieran,
dentro de sus propios márgenes de error, a describir los mismos resultados. En esta sección
contrastamos nuestros resultados con los del artículo.

En la figura 6.5 se muestran con cruces de color negro los niveles de energía obtenidos
en artículo de J.M. Cornwall y A.Soni para {λ = 2.0,β = 0.3}, y con puntos rojos nues-
tros resultados, también para esos mismos valores de λ y β . Las energías están graficadas
en unidades de la masa m del gluón. El número a la derecha de cada dato es el momento
angular orbital del estado.

Figura 6.5: Comparación entre el espectro de glueballs para {λ = 2.0,β = 0.3} obtenido en el
artículo [33] (cruces de color negro) y obtenido a partir de nuestros cálculos (puntos de color rojo).
El número al costado de cada dato es el momento angular orbital (l) del estado.

Las diferencias relativas entre los datos con j = 0 y j = 2 se encuentran dentro de los
márgenes de error esperados, siendo de 17% y 3% respectivamente, y los números cuánti-
cos de los estados coinciden. No es ese el caso de j = 1, para el que los números cuánticos
de los estados de menor energía no coinciden entre sí, teniendo momento angular orbital
l = 1 según la predicción del artículo, y l = 0 según nuestros cálculos. La explicación
más probable es que en realidad existe un estado con los mismos números cuánticos que
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los obtenidos en el artículo, j = 1, l = 1, que se encuentra levemente por encima del que
tiene j = 1, l = 0, que es el que no concuerda (no presentamos este dato en la gráfica
para evitar posibles confusiones, pero en efecto fue corroborado). En ese caso, dentro del
margen de errores esperados, cabría la posibilidad de que en realidad, si se hicieran los
cálculos con mayor precisión, el estado con j = 1, l = 1 fuera efectivamente el de menor
energía y momento angular total j = 1, en concordancia con los resultados presentados
en el artículo. En todo caso, esta aparente discrepancia entre los resultados podría deberse
a las diferencias entre las metodologías utilizadas. Como bien se mencionó en 6.4.1, el
modelo es considerablemente sensible al punto de partida elegido para su resolución, y
esto podría reflejarse como leves diferencias en estados que son cercanos entre sí.

6.5. Glueballs en una modificación del modelo propuesto
por Cornwall

En esta sección presentamos los resultados obtenidos usando la modificación del mo-
delo de Cornwall mediante un potencial lineal, presentada en la sección 3.3.

Anteriormente, en la figura 6.2, observamos una propiedad característica del potencial
del modelo de Cornwall a orden cero, V0 = 2m(1−e−mrβ )− 1

6
λe−mr

r , y es que este poten-
cial pierde estados ligados a medida que se aumenta el parámetro β . Esto limita mucho
la región disponible para el estudio. A diferencia de dicho caso, los potenciales lineales
generan una cantidad infinita de estados ligados, de modo que se espera poder explorar
una región de valores en β mayor usando esta modificación lineal al potencial.

Variamos λ desde 0.3 hasta 4.5 con un paso de 0.1, β desde 0.15 hasta 1.5 con un paso
de 0.05, y la energía desde E(0) = 2 hasta E(0) = 22 (según determinamos, no parecen
haber estados ligados a orden cero por debajo de E(0) = 2m, e ir hasta E(0) = 22m parece
ser suficiente para nuestros fines).

En la figura 6.6 estudiamos el conjunto de puntos que cumplen con los requisitos nece-
sarios para poder realizar una comparativa con los datos del lattice. Como fue anticipado,
la gráfica muestra que en este caso ninguno de los puntos presenta una cantidad insufi-
ciente de estados ligados. A diferencia con el caso anterior, ahora se aprecian gran canti-
dad de puntos en los cuales el estado fundamental tiene momento angular total no nulo.
Descartando dichos puntos, calculamos en cada {λ ,β} el valor medio del cuadrado de la
velocidad del estado fundamental, y el valor de

√
χ2, usando, al igual que antes, los cinco

estados de menor energía. Estas gráficas se muestran en la tabla 6.4, en la parte izquierda
y derecha respectivamente. En el gráfico de las velocidades cuadráticas medias (izq.), se
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Figura 6.6: Gráfico que representa con verde los puntos {λ ,β} que cumplen con los requisitos
necesarios para poder ser comparados con los datos del lattice.

observa que a medida que aumenta β , los estados fundamentales son cada vez más relati-
vistas. Los valores más altos de β dan velocidades del estado fundamental en el límite de
lo previsto, de modo que, por consistencia, esperamos obtener un valor de β por debajo
de 1.5. En la gráfica de

√
χ2 en función de {λ ,β} (der.), se determina que el punto con

la discrepancia mínima respecto a las predicciones del lattice es {λmin = 4.3,βmin = 0.2},

presentando un valor
√

χ2
min ∼ 15%, que se encuentra dentro del margen de error espera-

do, y con un valor característico para las velocidades medias también dentro de lo previsto
(⟨v2⟩ ∼ 0.27). Es posible que explorando hacia λ mayores y β menores se pueda mejorar
aún más el ajuste, pues la gráfica parece presentar esa tendencia en la esquina inferior iz-
quierda. Sin embargo, eso implicaría ir por fuera de los límites de {λ ,β} esperados según
los estudios previos en la literatura. [13] [38]

En las figuras de la tabla 6.5 estudiamos el espectro de energías en el punto
{λmin,βmin}. En la figura de la izquierda, se muestran los datos que fueron ajustados (los
cinco glueballs más livianos), que dan χ2

min. Nuevamente observamos que los glueballs
con j = 2 no quedan ordenados como en las predicciones del lattice, pero es esperable
dentro de las incertidumbres existentes. En la figura del lado derecho comparamos un
conjunto más grande de datos (todos los del lattice con C = +), dando una discrepancia
considerablemente mayor, de 32%, que está por encima del margen de error esperado. Si
se desglosan estos últimos en cada valor de momento angular total, se observa un com-
portamiento análogo al que presentan los resultados en el modelo de Cornwall, siendo los
estados con j = 1 los que presentan la mayor discrepancia respecto al lattice, de 51%, fue-
ra de los límites esperados. Por otro lado, j = 0 y j = 2 se encuentran dentro del margen
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Tabla 6.4: A la izquierda se grafican las velocidades cuadráticas medias del estado fundamental
en cada punto. A la derecha se grafica la discrepancia

√
χ2 entre los 5 estados más livianos del

lattice y sus correspondientes en nuestra resolución.

de error esperado, con discrepancias de 19% y 20% respectivamente.

El estado representado con una estrella no tiene un correspondiente en los estados que
ofrece el lattice (tabla 6.1), porque tiene P =+1 (y C =+1, como todos los estados que
graficamos). Sin embargo, no es posible afirmar que viola la jerarquía de los números
cuánticos que predice el lattice, pues dentro de los errores relativos esperados cabe la
posibilidad de que dicho estado en realidad se encuentre por encima del punto de color
celeste, en cuyo caso podría corresponderse con un estado de más alta energía del lattice.
Algo parecido sucede con los puntos azul, verde y beige en j = 2, que tampoco siguen
el orden predicho por el lattice, pero dentro del margen de error de los datos, su orden
podría ser intercambiable.

Por otro lado, corroboramos que las correcciones perturbativas E(p) cumplen con los
tamaños esperados respecto a las energías a orden cero E(0), manteniéndose E(p)

E(0) por de-
bajo de 0.36 para todos los datos. La gran mayoría se encuentran, de hecho, por debajo
de 0.25.

Este modelo ofrece, en comparación con el modelo de Cornwall, discrepancias un
tanto mayores respecto al lattice. Particularmente, los glueballs con j = 1 son los que
presentan discrepancias considerablemente mayores a las esperadas. Como las correc-
ciones E(p) tienen los tamaños esperados, que están en concordancia con los desarrollos
perturbativos no relativistas, es difícil concluir que tales discrepancias provengan de este
desarrollo. Una posibilidad a tener en cuenta es que tengan origen en la propia naturaleza
del modelo, incapaz de describir satisfactoriamente la física esperada, al menos notoria-
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Tabla 6.5: Espectro de energías del glueball según nuestros cálculos numéricos y según datos del
lattice. A la izquierda se contrastan los cinco pares de estados que se usaron para el ajuste y mi-
nimización de χ2 (los cinco glueballs más livianos). A la derecha se contrastan para {λmin,βmin},
una mayor cantidad de estados.

mente para j = 1. Una ventaja de este modelo, sin embargo, es que al generar mayor
cantidad de estados ligados no se presentan ambigüedades por falta de estados ligados,
como sí parece suceder en el modelo de Cornwall, donde uno de los estados que predice
el lattice no se pudo encontrar para los valores de {λ ,β} que minimizaron χ2.
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Capítulo 7

Conclusiones y perspectiva a futuro

En este trabajo se estudió el espectro de glueballs, partículas constituidas por gluones.
En particular, se consideró el caso de glueballs compuestos por dos gluones. Se estudiaron
estas partículas en dos modelos fenomenológicos que involucran gluones masivos. Uno
de estos modelos fue propuesto en un artículo de J.M. Cornwall y A.Soni en 1983, y el
otro es una modificación del anterior por un potencial lineal. Ambos modelos pretenden
describir un régimen de glueballs no relativistas, donde las energías de interacción son
considerablemente menores que las masas de las partículas involucradas.

El marco teórico utilizado se desarrolla en torno a la ecuación de Schrödinger. Debi-
mos justificar que la misma puede emerger en una teoría cuántica con campos de gauge
masivos, bajo aproximaciones no relativistas e imponiendo una condición sobre las ma-
sas de los gluones intercambiados en funciones de correlación. Para esta última condición,
que fue impuesta ad-hoc, carecemos de una justificación formal, aunque dicha condición
es necesaria para reproducir la fenomenología esperada, al menos desde el enfoque utili-
zado en esta tesis. En otras teorías como QED, donde el fotón no tiene masa, estas aproxi-
maciones son más fáciles de justificar. Las deducciones aquí tratadas fueron desarrolladas
específicamente en el modelo de Curci-Ferrari, un modelo con gluones masivos distinto
a los que principalmente estudiamos en este trabajo, pero que comparte similitudes y nos
ofrece un marco teórico accesible para el desarrollo de estos cálculos.

Partiendo desde la ecuación de Schrödinger y mediante un tratamiento perturbativo
de los Hamiltonianos de los modelos, calculamos el espectro de energías de glueballs,
variando dos parámetros en los términos de interacción de los Hamiltonianos. Compara-
mos estos resultados con datos de simulaciones numéricas recientes, hechas en la teoría
de Yang-Mills Pura discretizada en el lattice. Determinamos los valores de los paráme-
tros que minimizan el error relativo entre los datos, y para esos parámetros analizamos el
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espectro en mayor profundidad, estudiando los valores medios de las velocidades de los
estados fundamentales, el “tamaño” de las correcciones perturbativas a las energías de los
estados, y el error relativo entre los datos del lattice y nuestros resultados.

Para ambos modelos pudimos observar que los valores de las velocidades medias no
cumplen exactamente con la cinemática que fue utilizada para justificar la deducción de
una ecuación de Schrödinger en los capítulos previos, si no que resultan ser un tanto más
relativistas. Aún así, se calculó el espectro de glueballs desde la ecuación de Schrödinger
y las discrepancias observadas respecto a los datos del lattice concuerdan en ambos mo-
delos con el error esperado, que es de 25% o menos. Para momento angular total j = 0
y j = 2, los errores relativos obtenidos son de 20% o menores. Ambos modelos fallan,
sin embargo, en la descripción de los estados con momento angular total j = 1, dando
discrepancias mayores al 38% y 51% respecto a los datos del lattice. El origen exacto
de estas discrepancias es desconocido, aunque parece ser una manifestación de la pro-
pia naturaleza de los modelos, una incapacidad para describir adecuadamente ese caso.
Ambos modelos presentan resultados similares en cuanto al espectro de energías, aunque,
teniendo en cuenta el error relativo, el modelo de Cornwall parece ofrecer resultados más
precisos. Aún así, pudimos observar algunas particularidades en ambos modelos, por su-
puesto limitados también por nuestro método de cálculo. El modelo de Cornwall presenta
en algunos casos menos estados ligados de los esperados, aunque es posible que este fe-
nómeno esté directamente relacionado con nuestro tratamiento perturbativo, más que con
la naturaleza del mismo. Por otro lado, el modelo con un potencial lineal presenta una
tendencia a mejorar el ajuste con los datos del lattice para valores de parámetros que se
encuentran por fuera de lo esperado según las estimaciones de la literatura, lo cual permite
cuestionarse el rango de aplicabilidad del mismo. Por último, una particularidad común a
ambos modelos es que los resultados parecen ser considerablemente sensibles a la elec-
ción del orden dominante de teoría de perturbaciones. Es posible que esta sensibilidad
se deba a que el parámetro que regula los desarrollos perturbativos en QCD y en estos
modelos, no es particularmente pequeño.

Como primer acercamiento, el modelo de Cornwall parece ser más fiable para com-
prender en mejor medida algunos aspectos de los gluones de más bajas energías, aunque
las discrepancias en j = 1 permiten cuestionarse el alcance del modelo y su rango de
aplicabilidad. Un estudio más profundo es necesario para evaluar con mayor exactitud
la aplicabilidad de este modelo, al menos para los valores de momento angular total que
dieron resultados dentro de lo esperado. Disminuir el margen de error en los cálculos es
necesario para poner a prueba su predictibilidad. Una opción para ello es entender en
profundidad el origen del Hamiltoniano y deducir los siguientes términos perturbativos, o
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un paso aún más allá podría ser estudiar el modelo desde el formalismo manifiestamente
relativista a partir de las teorías de campo que los sustentan, sin limitarse al tratamiento
vía ecuación de Schrödinger. También, comprender por qué el modelo es incapaz de des-
cribir los estados con j = 1, e inferir la masa del gluón a partir del espectro de glueballs
son puntos interesantes que podrían ser estudiados. Aún así, es importante considerar que
otras alternativas ya presentes en la literatura podrían ser más provechosas para su estudio,
como por ejemplo el modelo de Curci-Ferrari, dado que han sido previamente investiga-
das en mayor profundidad y exitosamente puestas a prueba en algunos aspectos. Sería
prudente considerar estas opciones, que pueden ofrecer una perspectiva más amplia y una
base más sólida para sus investigaciones.

Otro aspecto más global que podría ser estudiado en mayor profundidad es la deduc-
ción de una ecuación de Schrödinger en un régimen no relativista para teorías cuánticas
con campos de gauge masivos. Sería enriquecedor contar con desarrollos formalizados y
fundamentados en base a primeros principios, que carezcan de suposiciones ad-hoc como
la que se usó en esta tesis para las masas de los gluones intercambiados. Entender estos
aspectos podría ser fundamental para el estudio del régimen de bajas energías de QCD.
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Apéndice 1

Vértice glueball-gluón-gluón a orden dominante

Calculamos el vértice glueball-gluón-gluón a orden dominante en g. Este vértice se
calcula como:

ṽbc
ρλ

(x,y,z)≡ 1
4

δ (Fa
µν(x))

2

δAc
λ
(z)δAb

ρ(y)
(1.1)

Empecemos por la primer derivada:

δ (Fa
µν(x))

2

δAb
ρ(y)

=
1
2

Fa
µν(x)

δFa
µν(x)

δAb
ρ(y)

=
1
2

Fa
µν(x)

(
δρνδab∂xµ

δ
4(x− y)−δρµδab∂xν

δ
4(x− y)+O(g)

)
= Fb

µρ(x)∂xµ
δ

4(x− y)+O(g)

(1.2)

A orden dominante podemos ignorar el término de orden g. Sustituyendo en (1.1), rees-
cribiendo los deltas de dirac como integrales y usando invariancia bajo traslación para
fijar x en cero:

ṽbc
ρλ
(x,y,z) =

δFb
µρ(x)

δAc
λ
(z)

∂xµ
δ

4(x− y) = δρλ δ
bc

∂xµ
δ

4(x− y)∂xµ
δ

4(x− z)

−δ
bc

∂xλ
δ

4(x− y)∂xρ
δ

4(x− z) = δρλ δ
bc

∂xµ

∫
ei(x−y)·q d4q∂xµ

∫
ei(x−z)·p d4 p

−δ
bc

∂xλ

∫
ei(x−y)·q d4q∂xρ

∫
ei(x−z)·p d4 p = δρλ δ

bc
∫
(iqµ)(ipµ)e−i(y·q+z·p) d4qd4 p

−δ
bc
∫
(iqλ )(ipρ)e−i(y·q+z·p) d4qd4 p =

∫ (
−δρλ δ

bcqµ pµ +δ
bcqλ pρ

)
e−i(y·q+z·p) d4qd4 p

(1.3)
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Por otro lado, definimos el vértice en función de su transformada de Fourier y usamos
invariancia bajo traslación para fijar x en cero:

ṽbc
ρλ

(y,z) =
∫

ṽbc
ρλ

(p,q)e−i(y·q+z·p) d4qd4 p (1.4)

Comparando (1.3) y (1.4) obtenemos una igualdad para la transformada de Fourier del
vértice:

ṽbc
ρλ

(p,q) = δ
bc
(

pρqλ − p ·qδρλ

)
(1.5)
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Apéndice 2

Ecuación de Bethe-Salpeter inhomogénea

Podemos definir la función de correlación de la figura 4.8 como M(p)≡∑
∞
n=0 M(n)(p).

Por un lado, podemos escribir esta suma en función de M̃(n), usando la primera igualdad
de la ecuación (4.13):

M(p) =
∞

∑
n=0

M(n)(p) = (N2
c −1)

∫
d4q
(

∞

∑
n=0

(Nc)
nM̃(n)γξ (p,q)

)
Gγθ (

p
2
+q)Gξ λ (

p
2
−q)

× ṽθλ (
p
2
−q,− p

2
+q)

(2.1)

Por otro lado, podemos desarrollar la misma suma pero separando el término n = 0 del
resto (n ̸= 0). Luego reescribir M(0) usando la primera igualdad de la ecuación (4.13) y
los términos con n ̸= 0 usando la segunda igualdad de esa misma ecuación. Haciendo eso
se obtiene:

M(p) =M(0)(p)+
∞

∑
n=1

M(n)(p)

=(N2
c −1)

∫
d4qM̃(0)γξ (p,q)Gγθ (

p
2
+q)Gξ λ (

p
2
−q)ṽθλ (

p
2
−q,− p

2
+q)

+(N2
c −1)

∞

∑
n=1

∫
d4l
∫

d4q(Nc)
nM̃(n−1)αβ (p, l)Sαγβξ (p, l,q)Gγθ (

p
2
+q)Gξ λ (

p
2
−q)

× ṽθλ (
p
2
−q,− p

2
+q)

=(N2
c −1)

∫
d4q
(

M̃(0)γξ (p,q)+Nc

∫
d4l

∞

∑
n=1

(Nc)
n−1M̃(n−1)αβ (p, l)Sαγβξ (p, l,q)

)
×Gγθ (

p
2
+q)Gξ λ (

p
2
−q)ṽθλ (

p
2
−q,− p

2
+q)

(2.2)

Comparando (2.2) con (2.1) se concluye que los integrandos deben ser iguales. Luego
redefinimos la suma bajo el cambio de variable n → n−1 y usamos una nueva definición
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M̃γξ (p,q)≡ ∑
∞
n=0(Nc)

nM̃(n)γξ (p,q) :

M̃γξ (p,q) =
∞

∑
n=0

(Nc)
nM̃(n)γξ (p,q) = M̃(0)γξ (p,q)

+Nc

∫
d4l
(

∞

∑
n=0

(Nc)
nM̃(n)αβ (p, l)

)
Sαγβξ (p, l,q)

= M̃(0)γξ (p,q)+Nc

∫
d4lM̃αβ (p, l)Sαγβξ (p, l,q)

(2.3)

De modo que obtuvimos la ecuación de Bethe-Salpeter inhomogénea:

M̃γξ (p,q) = M̃(0)γξ (p,q)+Nc

∫
d4l M̃αβ (p, l)Sαγβξ (p, l,q) (2.4)
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Apéndice 3

Aproximación de Sαγβξ a orden dominante

Sαγβξ (p, l,q) =Gαρ

( p
2
+ l
)

Gβσ

( p
2
− l
)

Vρθγ

( p
2
+ l,q− l,− p

2
−q
)

G̃θλ (l −q)

×Vσλξ

( p
2
− l, l −q,− p

2
+q
) (3.1)

El régimen cinemático es:

(A) Cuadrimomento del glueball:

{
p = (p0 ,⃗0)

p0 = 2m+mO(g̃4)

(B) Cuadrimomentos intercambiados:


k = (k0,⃗k)

k0 = mO(g̃4)

|⃗k|= mO(g̃2)

(C) Masa de gluones intercambiados: m̃ = mO(g̃2)

Teniendo en cuenta este régimen cinemático, se desarrollan por Taylor las estructuras en
la ecuación (3.1) hasta orden dominante en cada una. Se obtiene:

1)



G00

( p
2
± l
)
≈ 0

G j j

( p
2
± l
)
≈ i

( p
2 ± l)2 −m2 + iε

G j0

( p
2
± l
)
≈ 0

G jk

( p
2
± l
)
≈ 0 , si j ̸= k

⇒ Gµν

( p
2
± l
)
=

i
( p

2 ± l)2 −m2 + iε
(δµν −δµ0δν0)
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2)



G̃00(l −q)≈ i

−(⃗l − q⃗)2 − m̃2 + iε

G̃ j j(l −q)≈ i

−(⃗l − q⃗)2 − m̃2 + iε

(
−1+

(l j −q j)
2

(⃗l − q⃗)2

)
G̃ j0(l −q)≈ 0

G̃ jk(l −q)≈ i

−(⃗l − q⃗)2 − m̃2 + iε

(l j −q j)(lk −qk)

(⃗l − q⃗)2
, si j ̸= k

Entonces
G̃µ0(l −q)≈

iδµ0

−(⃗l − q⃗)2 − m̃2 + iε

G̃ jk(l −q)≈ i

−(⃗l − q⃗)2 − m̃2 + iε

(
−δ jk +

(l j −q j)(lk −qk)

(⃗l − q⃗)2

)

3) Vµνρ

( p
2
± l,±(q− l),− p

2
∓q
)
≈ mg(ηµνδ0ρ +ηνρδ0µ −2ηρµδ0ν)

A partir de estas aproximaciones es directo obtener la ecuación (4.19).

98



Apéndice 4

Ecuación de Schrödinger en el espacio de posición

Tomando la transformada de Fourier del lado izquierdo de la igualdad (4.24):

∫
d3qψi j(Ep,q)(Eb −

q⃗2

m
)ei⃗q·⃗r = (Eb +

∇2

m
)ψi j(r) (4.1)

El lado derecho da un poco más de trabajo:

−2πg2Nc

∫
d3q

∫
d3l ψi j(Ep, l

(0)
0 ,⃗ l)

1

(⃗l − q⃗)2 + m̃2
ei⃗q·⃗r (4.2)

Mediante un cambio de variable q⃗ → l +u se obtiene:

−2πg2Nc

∫
d3u

1
u⃗2 + m̃2 ei⃗u·⃗r

∫
d3l ψi j(Ep, l

(0)
0 ,⃗ l)ei⃗l ·⃗r

=−2πg2Ncψi j(r)
∫

d3u
1

u⃗2 + m̃2 ei⃗u·⃗r
(4.3)

La integral se puede hacer en coordenadas esféricas:

∫
d3u

1
u⃗2 + m̃2 ei⃗u·⃗r =

∫ 2π

0

∫
π

0

∫
∞

0

u⃗2

u⃗2 + m̃2 eiurcosθ sinθdφdθdu

= 2π

∫ −1

1

∫
∞

0

u⃗2

u⃗2 + m̃2 eiurvdθ(−1)dv

=−2π

∫
∞

0

u⃗2

u⃗2 + m̃2

(
e−iur − eiur) 1

iur
du =

4π

r

∫ ı́nf

0

u
u⃗2 + m̃2 sin(ur)du

=
2π

r

∫
∞

−∞

u
u⃗2 + m̃2 sin(ur)du = Im

(
2π

r

∫
∞

−∞

u
u⃗2 + m̃2 eiurdu

)
=

2π2

r
e−mr

(4.4)
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La última igualdad se resolvió la integral por el teorema de residuos y se pasó de m̃ a m

levantando la aproximación que usamos en los pasos intermedios.

De (4.24), (4.1), (4.3) y (4.4) se obtiene la ecuación de Schrödinger en el espacio de
posición:

(Eb +
∇2

m
)ψi j(r) =−4π

3g2Ncψi j(r)
e−mr

r
(4.5)
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