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Resumen:

Existe consenso a nivel internacional en cuanto a la importancia de promover un
adecuado rendimiento matematico desde edades tempranas en el desarrollo. Sin embargo, a
pesar de observarse sefiales de alarma en los primeros afios de escolarizacion, la deteccion de

las dificultades en matematica suele ser tardia.

En la bdsqueda de alternativas para paliar dicha situacion, el presente trabajo de
investigacion centra sus esfuerzos en la busqueda de propuestas que atiendan las dificultades
de manera temprana en el area de la matematica. En este sentido, el objetivo central de este
trabajo de maestria es estudiar la capacidad predictiva de la variable calculo aproximado en el
avance del rendimiento matematico de nifios y nifias en la primera etapa de escolarizacion. Para
ello, se realiz6 un estudio correlacional entre dichas variables (calculo aproximado vy
rendimiento matematico) y se observé su efecto hasta dos afios después en nifios uruguayos de

entre 5y 7 afios de edad.

Inicialmente, participaron 131 nifios y nifias en el estudio correlacional. Al siguiente
afio, se volvio a evaluar el rendimiento matematico de 78 de ellos y, un afio mas tarde, se
evaluaron nuevamente a 30 nifios y nifias de la muestra original en cuanto a su rendimiento
matematico. Los instrumentos utilizados fueron réplicas digitales de las tareas de calculo
aproximado disefiadas por Gilmore et al. (2007), la Prueba Uruguaya de Matematica (Marconi

etal., in prep) y pruebas de criterio.

Los resultados muestran que, cuando se elimina el requisito de exactitud, los nifios y
nifilas manipulan correctamente cantidades superiores a las previstas en el curriculum.
Asimismo, se verifica el valor predictivo del calculo aproximado en el avance que el nifio o

nifia tendra en su rendimiento matematico general. Los datos recabados dan cuenta que, un


https://www.zotero.org/google-docs/?broken=ZXRpyB

adecuado manejo numérico aproximado previo al inicio de la educacion escolar es un buen

predictor del avance en el rendimiento matematico posterior.

Los hallazgos de este estudio sugieren que la utilizacion de estrategias pedagdgicas
basadas en el calculo aproximado en los primeros afios de escolarizacion (inicial) podrian ser
una herramienta muy util para fortalecer el rendimiento matematico de los nifios y nifias en los
primeros grados escolares. Este trabajo plantea la existencia de una oportunidad educativa
relacionada con la utilizacion de tareas de calculo aproximado simbdlico en las aulas de inicial

y primer grado.

Palabras clave: habilidades matematicas tempranas, calculo aproximado, rendimiento

matematico, educacion inicial y primaria.



Abstract:

There is international accord regarding the importance of promoting adequate
mathematical performance from early ages in development. However, despite observing
warning signs in the early years of schooling, the detection of mathematical difficulties often

occurs late.

In the search for alternatives to address this situation, this research focuses on finding
proposals that address difficulties early in the field of mathematics. In this regard, the main
objective of this thesis is to study the predictive capacity of the approximate calculation
variable in the advancement of mathematical performance in boys and girls during the first
stage of schooling. To achieve this, a correlational study was conducted between these
variables (approximate calculation and mathematical performance), and its effects were

observed up to two years later in Uruguayan children aged between 5 and 7 years old.

Initially, 131 boys and girls participated in the correlational study. The following year,
the mathematical performance of 78 of them was re-evaluated, and one year later, the
mathematical performance of 30 boys and girls from the original sample was assessed again.
The instruments used were digital replicas of approximate calculation tasks designed by
Gilmore et al. (2007), the Uruguayan Mathematics Test (Marconi et al., in prep), and criterion

tests.

The results show that, when the requirement for accuracy is removed, boys and girls
correctly manipulate quantities greater than those anticipated in the curriculum. Likewise, the
predictive value of approximate calculation in the child's subsequent mathematical

performance advancement is confirmed. The collected data indicate that a proper prior



approximate numerical handling before the start of formal education is a good predictor of

advancement in later mathematical performance.

The findings of this study suggest that the use of pedagogical strategies based on
approximate calculation in the early years of schooling (initial years) could be a very useful
tool to strengthen the mathematical performance of boys and girls in the early school grades.
This work presents an educational opportunity related to the use of tasks involving symbolic

approximate calculation in the preschool and first-grade classrooms.

Keywords: early math skills, approximate calculation, mathematical performance, preschool

and primary education.
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CAPITULO 1: PRESENTACION

Quienes elegimos educar en primera infancia y acompafiamos a los nifios en su ultimo
afo de educacion inicial coincidimos en la basqueda constante de herramientas que favorezcan
la transicion de un ciclo a otro. Desde mi experiencia personal habiendo trabajando en aulas de
educacion primaria y con el privilegio de acompafiar la continuidad de los y las estudiantes en
el cambio de ciclo de educacion inicial a educacion primaria, llamé mi atencion que, a pesar
de estimular el desarrollo de ciertas habilidades matematicas propuestas en el programa de
ANEP, para un grupo de nifios y nifias (que no tendrian necesariamente una dificultad
especifica en el aprendizaje de las matematicas) se hace extremadamente dificil afrontar las
exigencias de cursos posteriores de manera eficiente. Ello me convoca como educadora en la
busqueda de nuevas alternativas que atiendan las necesidades de estos grupos de nifios y nifias

y €s en esta busqueda que se enmarca el presente trabajo de investigacion.

Existe consenso entre los educadores sobre la importancia de trabajar en el aula y con
las familias en el disfrute por los conocimientos matematicos. Ensefiamos a descubrir los
numeros en la vida cotidiana, a hacer visible y consciente su uso diario. Tomando las palabras
de Stanislas Dehaene (2019, p.196/197) en su libro: ;Cémo aprendemos? Nuestro punto de
partida es que “Cada nifio es un matematico incipiente, que adora contar, medir, trazar rectas
y circulos, ensamblar las formas siempre y cuando les demos (...) acertijos matematicos
atractivos.” A pesar de ello, pareciera que algo sucede (sin estar atn del todo claro para el
mundo adulto) cuando los nifios comienzan la educacién primaria y se enfrentan a los primeros
calculos exactos: se observa que existe un grupo de nifios que requieren un tiempo de
aprendizaje adicional al previsto inicialmente. Algunos incluso necesitan varios afios de
entrenamiento para dominar el conjunto de operaciones de suma y resta (Gilmore et al., 2007).

Esto genera fatiga e incluso rechazo por el aprendizaje de la matematica, siendo esta un area
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de conocimiento transversal al resto y presente a lo largo de toda la escolaridad. Las dificultades
en matematica son un problema importante de las sociedades modernas que genera impactos
negativos en las oportunidades laborales, en la salud fisica y mental de las personas (Kucian &

von Aster, 2015 & Peake et al., 2021).

Los logros alcanzados en matemaética al momento de culminar la educacion inicial es
el predictor mas importante del rendimiento matematico en primaria e incluso en el desarrollo
posterior (Duncan et al., 2007). Ahora bien, ¢cual es la razon por la que algunos nifios vivencian
hasta los 5 afios la matematica como una experiencia divertida, pero al comenzar la educacion
primaria esto se transforma, como minimo, en un desafio dificil? ;Qué debemos ensefiarle a
este grupo de nifios en inicial para que el pasaje a la matematica formal suceda de forma

armoniosa y no signifique un salto extremadamente dificultoso?

La cognicion en matematica no es ajena a ello. Se trata de un campo de trabajo que se
ha expandido enormemente en las ultimas décadas estudiando los mecanismos implicados en
el aprendizaje matemético. Se define como un area de estudio que busca comprender los
procesos cognitivos que subyacen al conocimiento matematico (Gilmore et al., 2018). Es una
disciplina nueva, incluye cientificos de diferentes areas disciplinares como la didéctica, la
psicologia y la neurociencia permitiendo la confluencia de diferentes saberes y avances
sustanciales en nuestra comprension de la evolucion del cerebro y los sistemas cognitivos
encargados de representar magnitudes (Geary et al., 2013 & De Le6n y Maiche, en prensa).
Lamentablemente la investigacion en cognicién numérica en paises hispanohablantes, como es
el caso de Uruguay, ain es incipiente (Haase et al., 2020). La mayor produccion de
conocimiento en el area ha sido publicada en inglés y con poblaciones que solo reflejan las
realidades educativas de paises Occidentales, Educados, Industrializados, Ricos vy

Democraticos (conocidos como “WEIRD”) lo que dificulta que se abran lineas de investigacion
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y se modifiquen legislaciones educativas. En la misma linea, en la formacién docente suele
dejarse de lado las competencias asociadas al desarrollo de la habilidad numérica inicial desde
una aproximacion cognitiva (Susperreguy et al., 2020). Cabe destacar que varias maestras
manifiestan desconocimiento, dificultades en la instruccion, e incluso incomodidad al momento

de ensefiar matematicas (Ormefio Hofer et al., 2015).

HACIENDO FOCO ESPECIFICAMENTE EN LA REALIDAD URUGUAYA

El equipo de Cognicion Matematica de CICEA ha rastreado los origenes de los estudios
en cognicion matematica en nuestro pais (Koleszar et al., 2020). En este estudio, se puede
apreciar como (hasta el 2020, al menos) los trabajos de investigacién que se realizaron en
Uruguay sobre predictores del rendimiento académico en matemética, disefios de
intervenciones y desarrollo de herramientas de evaluacién y estimulacién; permanecieron
alejados de la formacién docente, de los curriculums y, por consiguiente, también de la préctica

educativa en la mayoria de los casos.

Al mismo tiempo, la realidad uruguaya en cuanto al rendimiento matematico es muy
desfavorable. Con el fin de obtener una medida objetiva del rendimiento de nuestros
estudiantes, Uruguay participa del Programa para la Evaluacién Internacional de Alumnos
(PISA, por su denominacion en inglés) que nos permite comparar el rendimiento de nuestros
estudiantes de 15 afios con el contexto internacional. Nuestro pais presenta uno de los mayores
puntajes de la region, aunque, al mismo tiempo, este resultado nos ubica por debajo de la media
de los paises de la OCDE. Las dificultades evidenciadas en PISA (2015 y 2018), provienen de
mucho antes. En la evaluacion nacional ARISTAS (2017), que implementa el INEED cada 3
afios evaluando a estudiantes de 3er y 6to grado de educacidn primaria, se anticipan claramente
los resultados que luego verifican las pruebas PISA. De hecho, para ser mas preciso, la

evidencia cientifica en el area muestra que es posible predecir estas dificultades a partir de
16



sefiales de alarma que bien pueden ser detectadas durante la educacion inicial. Nos debe
interpelar que, por alguna razén, afio a afio, pasan inadvertidos cientos de estudiantes que luego

arrastraran debilidades en el area de la matematica a lo largo de toda su escolaridad.

Una de las posibles razones que podria explicar las debilidades en matemaéticas dentro
de las aulas uruguayas, es que nos encontramos a maestras “pulpo” en distintos roles y solas
en su funcion. Se encargan de la tarea pedagogica, de prepararlos para la hora del almuerzo, de
tramitar el arreglo de soportes técnicos del aprendizaje (ceibalitas), entre varias funciones mas.
A su vez, cuando una maestra detecta una dificultad de aprendizaje y precisa un diagndéstico
claro de lo que ese estudiante necesita para continuar aprendiendo, hace la derivacion pertinente
a profesionales de la salud, pero tendra una espera que muchas veces excede el afio lectivo para
recibir el asesoramiento solicitado. Ello nos debe ocupar y preocupar como sociedad. ¢Cuanto
puede un educador responder a la diversidad de un aula y generar propuestas pedagogicas de
calidad pensando en la forma de aprendizaje de cada uno de sus estudiantes cuando no hay

tiempo real ni recursos suficientes para ello? (Schiappapietra, 2022).

Lo descrito anteriormente es parte de nuestra realidad educativa y nos interpela como
investigadores, ademéas de como ciudadanos. En ese sentido, esta tesis pretende generar
evidencia empirica especificamente en relacion a la ensefianza de la matematica temprana.
Concretamente, se plantea analizar una de las variables presentes en la transicion entre la
educacion inicial y la primaria en el entendido que ella podria ser de especial relevancia. Si
bien el pasaje de ciclo implica varios cambios, especificamente en el area de matematica, el
requerimiento de exactitud al momento de dar una respuesta se vuelve una de las variaciones
mas significativas que enfrenta el nifio en pasaje del ciclo inicial al primer grado. Para analizar
este problema, nos basamos en la capacidad para el calculo aproximado de los nifios y nifias

realizando una réplica parcial de los estudios de Gilmore et al. (2007).
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ORGANIZACION DE LA TESIS

Esta tesis de maestria se llevd a cabo en un periodo sensible a nivel social y con un
impacto directo con los procesos de ensefianza- aprendizaje. En marzo del afio 2020, el sistema
educativo uruguayo - al igual que el resto de sistemas educativos del mundo - enfrenté una
realidad inédita en su historia: el cierre de todos los centros educativos y la suspension de clases
presenciales en todos sus niveles a causa de la pandemia COVID-19. Ello gener6 cambios
radicales en la forma de ensefiar de los docentes y en la forma de aprender de los estudiantes,
debiéndose generar rapidamente mecanismos alternativos. Mediante el uso de las tecnologias
se realizaron -sobre la marcha-, los redisefios necesarios para avanzar en los contenidos
programaticos estipulados para el curso. Los mismos implican que el proceso de ensefianza-
aprendizaje se diera a distancia de las escuelas y con un computador como intermediario. El
tiempo pedagdgico de exposicion se vio reducido y se apel6 al trabajo individual de los alumnos
y al apoyo que cada familia pudiera darle a los nifios y las nifias. Esto, como se vera mas
adelante, también impact6 fuertemente en el trabajo de campo de esta tesis que se presenta

posteriormente.

La tesis se encuentra dividida en 5 capitulos. En esta presentacion (capitulo 1) se busca
presentar de modo general la problematica a abordar y como serd la organizacién de los
diferentes capitulos. En el capitulo 2, se presentan los fundamentos tedricos que sostienen el
trabajo empirico. Se presentan aqui las diferentes corrientes tedricas que sustentan la propuesta
de trabajo; conceptos relativos al desarrollo temprano de habilidades matematicas y la relacién
entre el sistema numérico aproximado y el rendimiento matematico temprano. Se detallan
investigaciones que abordan la incidencia del calculo aproximado en el célculo exacto y se
describen los objetivos del trabajo de investigacion. El capitulo 3, refiere a los materiales y
métodos implementados, las caracteristicas de la muestra, asi como los instrumentos de
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evaluacion empleados. En el capitulo 4 se presentan los principales resultados obtenidos en el
trabajo de campo en relacion a los objetivos propuestos. Por dltimo, en el capitulo 5 se
interpretan los resultados alcanzados a la luz del marco tedrico que da sustento a este trabajo.
Asimismo, se plantean algunas conclusiones, reflexiones finales, limitaciones del presente
estudio y posibles lineas futuras por donde continuar profundizando en nuevos proyectos de

investigacion.
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CAPITULO 2: FUNDAMENTOS TEORICOS

Piaget & Garcia (1982) postulan a la mente del recién nacido como una mente que se
conforma fundamentalmente mediante la interaccion con el ambiente. Cada sujeto tiene un
papel central en su proceso de aprendizaje y activo en interaccion con el mundo exterior.
Mediante el descubrimiento de las regularidades del entorno los nifios comienzan a armar
nociones sobre el comportamiento de los objetos que, a su vez, son la base sobre la que se
construirdn conocimientos cada vez méas abstractos. Esta nocion sobre la construccion del
aprendizaje tiene aun gran influencia en el disefio de los programas educativos. El aprendizaje
contintia siendo concebido como una construccion interna que realiza el ser humano a partir de
la comprension de las relaciones con los objetos del mundo exterior. Cabe destacar que, ain no
esta claro en la teoria propuesta por Piaget, cual es el punto de partida del conocimiento de los
nifios y el origen de la capacidad de abstraccion o de las representaciones (de Ledn & Maiche,

en prensa).

En lo relativo al aprendizaje de la matematica, el desarrollo de las habilidades y
destrezas va en paralelo a las posibilidades que los nifios presentan para simbolizar y desarrollar
pensamiento abstracto. Es por ello que, el avance de habilidades matematicas trae consigo un
avance similar en la capacidad de operar con simbolos y modelos mentales cada vez mas
complejos (Gray & Tall, 1994). En sus postulados, Piaget considera que la capacidad simbdlica
se desarrolla a partir de los 2 afios junto con la aparicion del lenguaje, la pérdida progresiva de
perspectiva egocéntrica y la aparicion de cierto grado de I6gica (de Leon & Maiche, en prensa).
En esta linea, a partir del descubrimiento de las regularidades del entorno, los nifios comienzan
a armar nociones sobre el comportamiento de los objetos, ello los lleva a transitar
progresivamente por estadios que les permiten acceder a conocimientos cada vez mas

abstractos (Mehler & Bever, 1967). En sus postulados Piaget defiende -coherentemente con su
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modelo- que la mente del nifio no esta preparada para el aprendizaje de la matematica simbodlica
hasta los 6 0 7 afios. Segun esta teoria, los nifios y nifias durante esta etapa se preparan para el
desarrollo de las operaciones concretas por lo que no adquieren esta habilidad antes del estadio
que lleva el mismo nombre: “operaciones concretas”. Es en este estadio, cuando los nifios y

nifias comienzan a entender relaciones seriales y jerarquicas (Palacio et al., 2011).

En los ultimos 50 afios han aparecido una serie de trabajos que cuestionan la idea de
que la mente del nifio no esta preparada para el aprendizaje de la matematica simbodlica que
sostenia Piaget. Ya en los afios sesenta surgieron las primeras criticas a sus experimentos.
Mehler & Bever (1967) cuestionaron tanto su metodologia como sus resultados sefialando, por
ejemplo, que desde edades méas tempranas los nifios y las nifias evidenciaban cierto manejo de
nociones matematicas. Para fundamentar ello, realizaron una investigacién con mas de 200
nifios de entre 2 y 5 afios, la misma informa sobre la capacidad de conservacion de la cantidad
en nifos y nifas estas edades. Los resultados sefialan que antes de los 3 afios y 2 meses, los
nifios poseen una forma de conservacion de cantidad que pierden alrededor de los 4 afios y no
vuelve a estar presente hasta que tienen alrededor de 4 afios y 6 meses. Parad6jicamente a lo
esperado, se observa que, cuanto mas pequefios eran los nifios, mas aumentaba el porcentaje de
acierto. Mencionan la presencia de un periodo ventana en el cual empeora su rendimiento en
este tipo de tareas y vuelve a mejorar cerca de los 5 afios de edad. Los autores interpretan dicho
resultado como consecuencia de caracteristicas propias de la edad, los nifios y las nifias
transitan por un periodo de sobre dependencia de las estrategias perceptivas. En su disefio de
investigacion les pedian a los nifios que juzguen filas de bolitas de arcilla y filas de caramelos
M & M. La amplia mayoria de los participantes (independientemente de la edad) optaron por
la fila de M & M con mayor cantidad de caramelos. Ello indica que esta estrategia perceptual
se puede superar, siempre que haya suficiente motivacion para hacerlo. Con el tiempo, los nifios

y las nifias desarrollan una integracion mas sofisticada de la operacion ldgica con estrategias
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perceptuales que les permiten contar cada uno de los elementos de una fila. Luego tienen la
capacidad de ignorar sus expectativas perceptuales para aquellos casos que pueden ser
engafnosos. El grupo de nifios y nifias que no conservan las cantidades atn no puede desvincular
sus estrategias perceptuales de esta manera. Por esta razon sostienen que, la no conservacion
de la cantidad es una excepcion temporal a la cognicion humana, no una caracteristica basica

de la dotacion natural del hombre (Mehler & Bever ,1967).

Gallistel & Gellman (1978) sefialan que hacia los 4 afios de edad los nifios suelen
reconocer algunos principios basicos del conteo: a) contar agrupaciones de elementos, b) cada
elemento se cuenta una sola vez, c) los valores numericos se asignan en orden, d) es irrelevante
el orden en que se cuentan los objetos, e) el ultimo elemento pronunciado es el que contiene al
conjunto. Los nifios en edad inicial de a poco comienzan a incorporar estos principios por lo

que hacia los 4 afios entienden, por ejemplo, que 3 es mayor que 2.

En la misma linea, Dehaene & Cohen (1995) se suman a la lista de autores que
reconocen al procesamiento numérico desde edades muy tempranas en el desarrollo
proponiendo el modelo de triple cddigo. EI mismo hace referencia a la existencia de tres
sistemas representacionales independientes que interactuan entre si dependiendo de la tarea a
resolver. Los mismos actian en la codificacion de los diferentes aspectos que estan
involucrados en el aprendizaje de la matematica temprana: la posibilidad de estimar y comparar
cantidades de manera aproximada (sentido numérico), la identificacién y el reconocimiento
visual de los numeros (sistema visual) y la posibilidad de decodificar y nombrar a los nimeros
como representaciones exactas de la cantidad (sistema verbal) (Dehaene & Cohen, 1995). El
primer sistema, el sentido numérico (en inglés conocido como number sense), refiere al
procesamiento de la cantidad de manera no simbdlica, utiliza una representacion no verbal de

la cantidad, pero incluye contenido semantico de proximidad (5 esta cerca de 6). Se hace
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presente en tareas de aproximacion y en tareas que requieran la comparacion de cantidades.
Sobre el mismo se profundizard mas adelante (Dehaene & Cohen, 1997). El sistema visual
permite identificar a los numeros como cadenas de digitos, participa de las representaciones y
manipulaciones de los nimeros en formato simboélico. Se pone en juego, una vez que es
aprendido a través de la instruccion formal, al momento de realizar operaciones complejas
(Dehaene & Cohen, 1997). Finalmente se encuentra el sistema auditivo-verbal en donde los
numeros y sus relaciones se representan en formato verbal tanto Iéxico, como fonoldgico y
sintactico. Es un sistema que, para activarse, necesita de ciertos aprendizajes ya que codifica
las palabras que nominan a los nimeros y las tablas de multiplicar, entre otros (Dehaene &

Cohen, 1997).

Dehaene (2016 y 2019) recopila una serie de experimentos que generan controversia
con lo establecido por Piaget, con respecto a qué sabemos y cémo aprendemos. A lo largo de
este capitulo se ird haciendo referencia a investigaciones recientes que cuestionan los principios
generales formulados por Piaget en relacion al aprendizaje de la matemética. Los autores que
conforman esta corriente proponen fundamentalmente que venimos al mundo con ciertas
predisposiciones innatas a determinados tipos de conocimiento como por ejemplo las

cantidades (Dehaene, 2016).

En esta misma linea, Elizabet Spelke de la Universidad de Harvard propone una teoria
sobre el origen del conocimiento a la que denomina Sistemas Nucleares de Conocimiento
(Spelke, 2000). La teoria de los sistemas nucleares del conocimiento postula la existencia de
un conjunto de mecanismos que surgen muy temprano en el desarrollo, permanecen
funcionales a lo largo de la vida, apoyan el pensamiento y son base para el aprendizaje. Se
encuentran presentes a lo largo de toda la vida y operan de manera automatica, fuera de nuestra

conciencia. Tienen un propdsito especifico y son independientes entre si.
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Conocimientos nucleares

Los bebés comienzan a interactuar con el medio al que pertenecen a partir de una serie
de capacidades universales. Con ello nos referimos a sistemas que se caracterizan por ser
especificos de dominio e innatos. La investigacién en humanos de diversas edades y culturas;
asi como en animales proporciona evidencia convergente sobre la existencia de estos sistemas

que conforman las bases del conocimiento (Spelke, 2022).

En su libro Whats babies Know, Elizabeth Spelke expone que el aprendizaje de los
bebés se basa en los conocimientos nucleares (core knowledge) y describe al menos 6 tipos de
conocimientos con los que los bebés parecen venir equipados al mundo desde su nacimiento.
Si bien ella misma aclara que es probable que haya mas de seis tipos, hasta el momento, la
investigacion desarrollada ha aportado evidencias del funcionamiento de los seis que

detallamos a continuacion.

El sistema de conocimiento nuclear sobre objetos (Objects): los objetos son las cosas que
percibimos, categorizamos, nombramos, contamos y rastreamos a lo largo del tiempo. La
experiencia de objetos solidos, acotados y unitarios surge inmediatamente y sin esfuerzo. A
pesar de nunca haber recibido instrucciones explicitas sobre como se comportan e interactian
los objetos, tenemos expectativas que son universalmente similares. A continuacion, se
mencionan los principios que gobiernan el movimiento de los objetos. En primer lugar, se
encuentra la cohesion, ella significa que los objetos se mueven como conjuntos conectados y
unidos. En segundo lugar, se encuentra el principio de continuidad, los objetos se mueven en
caminos conectados y sin obstaculos. Por ultimo, se encuentra el principio de contacto el cual

significa que un objeto influye en el movimiento de otro, si y sélo si, se tocan.
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Los objetos ocultos no dejan de existir cuando no estan a la vista, son percibidos como
entidades acotadas, solidas y continuas. Dos objetos no pueden ocupar el mismo espacio al
mismo tiempo (por ejemplo, una pelota no puede atravesar una pared). Estos principios son
especificos de esta area dado que no parecen guiar el razonamiento temprano en los dominios

de numero, geometria o agentes (Spelke, 2022).

El sistema de conocimiento nuclear sobre lugares (Places): ha sido el sistema central
maés estudiado, el mismo hace referencia a las representaciones que hacemos de los entornos
por los que navegamos. Los conocimientos mas importantes en el area tienen sus origenes en
investigaciones sobre animales navegantes y en el disefio que realizan de la superficie
navegable. Este conocimiento nuclear nos proporciona sentido de donde estamos y apoya la

construccion de mapas mentales del terreno a través del cual nos movemos (Spelke, 2022).

El sistema de conocimiento nuclear sobre las formas (Forms): Refiere a la
naturaleza de nuestras capacidades para reconocer y clasificar los objetos que nos rodean, en
funcion de sus formas. Los bebés estdn predispuestos a aprender, reconocer y categorizar
objetos mediante el uso de descripciones que capturan los rasgos y caracteristicas de plantas y
animales. Esta categorizacion es especialmente Gtil ya que las formas de los objetos se conectan
con sus funciones. Como adultos, categorizamos los objetos principalmente de acuerdo con la

funcidn para la que fueron disefiados (Spelke, 2022).

El sistema nuclear sobre los agentes (Agents): hace referencia a la distincién que
hacen los bebés entre objetos y seres vivos. Estos Gltimos no se rigen por las mismas leyes de
la fisica que los objetos, por lo que a un bebé no le sorprenderia que tengamos movimiento
autonomo. El desplazamiento estd motivado desde el interior. Reconocen que los seres vivos
tienen intenciones y que sus acciones estan orientadas a ello. Otros estudios indican que los

nifios reconocen las intenciones y preferencias de las personas (Spelke, 2022).
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El sistema nuclear sobre lo social (Social beings). Los bebés poseen un sistema
abstracto y limitado de conocimiento de las personas como seres sociales, distinto del sistema
por el cual los bebés se representan a si mismos y a otras personas como agentes. Son
especialmente sensibles a detectar informacion social, estan predispuestos a conocer a las
personas como individuos, que se conectan con otros individuos dentro de una red de relaciones
sociales. Desde el nacimiento los bebés son sensibles a comportamientos de otros seres sociales
como, por ejemplo, cuando se miran a los 0jos con mirada mutua y comparten estados de
atencion. Vocalizan, tanto para anunciar su presencia a los deméas como para hacer o responder
a las propuestas sociales. Comunican sus experiencias con expresiones de interés o emocion

(Spelke, 2022).

El Sistema nuclear Numérico Aproximado (Number Sense) (de ahora en mas SNA).
Mediante este sistema se hace evidente la capacidad estimativa de los nifios y su vinculo directo
con la matematica. Es un sistema antiguo, producto de la evolucién biolégica, que surge de
forma independiente al lenguaje y a la educacion en matematica (Spelke, 2022). Representa un
conjunto bésico de habilidades numéricas tempranas que seran la base del desarrollo numérico

posterior (Sziics & Myers, 2017).

Esta tesis de maestria investiga las habilidades matematicas tempranas, haciendo foco
en la incidencia que tiene el SNA en el rendimiento matematico. Por esta razén desarrollamos

en profundidad las caracteristicas de este Gltimo sistema nuclear de conocimiento (SNA).
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2.1 SISTEMA NUMERICO APROXIMADO

Diferentes areas del conocimiento como son la neuropsicologia y la psicologia del
desarrollo, apoyan la hipotesis de la existencia de un mecanismo innato que posibilita el
procesamiento no simbdlico de cantidades. La competencia numérica basica tiene sus raices

bioldgicas mas primitivas en animales, bebés y adultos humanos por igual (Nieder, 2005).

Investigaciones realizadas en animales (monos, caballos, peces, etc.) aportan
informacion concluyente en cuanto a que varias especies son capaces de detectar
espontaneamente la cantidad aproximada no simbdlica de un conjunto y, aunque con
imprecisiones, manipular representaciones numéricas para ejecutar operaciones de

comparacion, adicion y sustraccion (Cantlon et al., 2006 & Nieder, 2005).

Las investigaciones realizadas en humanos que se encuentran en estadios preverbales
del desarrollo han evaluado la discriminacion de cantidades en bebés de pocos meses de vida
mediante disefios experimentales que implicaran procesos como la habituacién (Starr et al.,

2013) y la deteccidn de cambios (McCrink & Wynn, 2004).

McCrink & Wynn (2004) sugieren que los bebés poseen un sistema de estimacion
basado en magnitudes para representar numerosidades que respaldan los procedimientos de
calculo numérico posterior. En el afio 2000, (Xu & Spelke, 2000) demuestran que bebés de 6
meses discriminan numerosidades en secuencias auditivas-temporales y visuales-espaciales
cuando la diferencia tiene una proporcion de 2.0. Se observa que responden con acierto cuando
hay en un grupo 8 elementos y en el otro hay 16 elementos, mientras que fallan cuando, en un
grupo hay 8 elementos y en el otro hay 12. Desde muy temprano los nifios y las nifias
desarrollan un cierto sentido numérico de caracter aproximado que les permite, por ejemplo,

discriminar dénde hay mas elementos al comparar dos conjuntos.
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Por dltimo, existe un grupo de investigaciones que hacen foco en aspectos
antropologicos del desarrollo del SNA. Ifrah (1985), citado por Dehaene (2019), plantea que
culturas como los Pirahd o Munduruku y Walpiris no poseen lenguaje para representar
cantidades, sin embargo, son capaces de comparar y realizar adiciones a pesar de la ausencia
de palabras para denominar las cantidades (Pica et al., 2004). Por tanto, el sentido numérico

es independiente del lenguaje.

El SNA se caracteriza por tener representaciones imprecisas de las cantidades, estas
estan sujetas a la ley psicofisica de Weber-Fechner (Dehaene, 2011). La misma hace referencia
a la percepcion de cambio en una magnitud fisica. En el caso de la numerosidad, nuestra
capacidad para detectar cambios dependera de la proporcion del cambio. En otras palabras, la
capacidad discriminatoria mejora a medida que aumente la proporcion entre las cantidades. Por
ejemplo, discriminemos mas facilmente entre dos conjuntos con proporcién de 2 (i.e: 25 vs 50),

que entre conjuntos con menor proporcion (i.e: 25 vs 30).

En sintesis, en lo que refiere al a&rea matematica, los hallazgos de las nuevas corrientes
cognitivas proponen que el aprendizaje matematico posee una base filogenética que es
modificable por el aprendizaje. En esta linea, Deahene (2019) propone que la educacion
matematica no se imprime en el cerebro como si éste fuera una tabula rasa, sino que se apoya
sobre una representacién innata y preexistente de cantidades numéricas que buscamos extender
y refinar. Se genera lo que el autor denomina reciclaje neuronal, modificaciones parciales de
circuitos neuronales para incorporar la invencion cultural, en este caso, de los simbolos

aritméticos.
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2.2 DESARROLLO TEMPRANO DE HABILIDADES MATEMATICAS.

Si bien se considera que existe una base preexistente numérica para el aprendizaje de la
matematica, se trata de un proceso complejo que requiere de la combinacion de habilidades
cognitivas, como el lenguaje, la memoria de trabajo, la nocion de espacio y cantidad. El
aprendizaje de la matematica no se asienta en una unica capacidad cognitiva, ni puede decirse
que es algo puramente innato o adquirido. El aprendizaje de la matematica se apoya en

diferentes sistemas de conocimientos (Butterworth, 2005).

Desde un punto de vista del desarrollo ontoldgico de las funciones cognitivas que
sustentan el aprendizaje del nimero, debemos diferenciar entre los procesos cognitivos
intrinsecos al individuo y los factores extrinsecos que modulan el desarrollo de los primeros.

Asimismo, los procesos cognitivos intrinsecos se pueden clasificar en dos:

En primer lugar, procesamiento cognitivo de dominio general, como la atencion, el
lenguaje o la memoria. En segundo lugar, procesamiento cognitivo de dominio especifico
(aquellos procesos cognitivos que sustentan especificamente el aprendizaje del nimero y la
matematica), como la cardinalidad o la ordinalidad. Para estos ultimos, en esta memoria de

tesis utilizaremos la etiqueta global de habilidades numéricas iniciales (Peake et al, 2021).

La Figura 1 ayudard a comprender estas clasificaciones, desde el punto de vista del

desarrollo (Peake et al., 2021).
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Figura 1

Modelo cognitivo de desarrollo de la habilidad matemética inicial. Notas: SNA: Sistema
numeérico aproximado; SNS: Sistema numérico simbolico; SSO: Sistema de seguimiento de
objetos; ESE: Estatus socioecondémico; AAH: Ambiente de aprendizaje en el hogar (Peake et
al., 2021).
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Ahora bien, al llevar la teoria a situaciones de la vida cotidiana, surgen
cuestionamientos como: qué estimular, cuanto hacerlo y, por ende, como medirlo durante
edades tempranas en el desarrollo. Por un lado, hay quienes son cautelosos acerca de la
sobreestimulacién, por lo que no consideran relevante la evaluacién a edades tempranas.
Mientras que, por otro lado, hay quienes les preocupa subestimar el potencial de los nifios
pequefios y restringirles oportunidades de aprendizaje para las que estarian potencialmente
disponibles. Este ultimo grupo de cientificos entiende que la evaluacion es un instrumento

importante que permite identificar el punto de partida en el que se encuentra cada estudiante.
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Quienes asi lo entienden proponen, una vez obtenido un perfil de aprendizaje y rendimiento de
cada estudiante, llevar a cabo una estimulacion temprana amplia y variada apoyada en el
criterio de plasticidad neuronal de los nifios y nifias de 0 a 6 afios como punto de partida (Ferres-

Forga et al., 2022).

La evidencia recabada a partir de investigaciones de corte longitudinal subraya la
importancia de varias habilidades matematicas tempranas medidas durante nivel 5 de
educacidn inicial y primer afio de educacion primaria para el desarrollo matematico posterior.
Por ejemplo, las habilidades relacionadas al conteo, el conocimiento de los numeros, la
comparacion de cantidades, los problemas escritos y los vinculos entre nimeros y palabras
permitio predecir el rendimiento en primer grado (Jordan et al., 2007) y segundo grado (Aunola

et al., 2004).

A pesar de existir un creciente interés en la tematica, en las investigaciones realizadas
hasta el momento, no ha sido considerada la implicancia del CA como predictor del
rendimiento matematico posterior, es por ello que este estudio intenta dar un paso mas e indaga

el valor predictivo del CA en el rendimiento matematico uno (y hasta dos) afios después.
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2.3 RELACION ENTRE EL SISTEMA NUMERICO APROXIMADO Y EL
RENDIMIENTO TEMPRANO EN MATEMATICA.

En las ultimas décadas un polémico debate se ha instaurado en relacién al vinculo entre
el SNA vy el rendimiento en matematica. Mientras algunas investigaciones han reportado que
el SNA predice el rendimiento en matematica y que es un nucleo cognitivo especifico para su
aprendizaje, otros estudios no detectaron dicha relacion y se basan en ello para fundamentar

que no existe tal efecto del SNA sobre el rendimiento en matematica.

La controversia establecida, de alguna manera ha contribuido a que paulatinamente
cada vez mas investigadores en el &mbito educativo orienten sus trabajos hacia el desarrollo de
las habilidades matematicas tempranas. En este Gltimo tiempo se ha observado una tendencia
al alza en las publicaciones relacionadas con la aritmética temprana (Methe et al., 2011). Nelson
& McMaster (2019) realizan una revision sistematica sobre las intervenciones realizadas en el
area. Sugieren que es igual de importante identificar factores de riesgo que generan brechas de
aprendizaje como disefiar estrategias de trabajo para abordarlas. El bajo rendimiento en
matematica durante la educacion primaria puede predecirse si evaluamos las habilidades
numeéricas durante el transcurso de la educacion inicial (Aunola et al., 2004 & Geary et al.,

2013).

El sistema de representacién numérica aproximada es innato en los seres humanosy en
otras especies. En los Gltimos afios, algunas corrientes dentro de la cognicién numérica han
comenzado a cuestionar dichos postulados. Proponen, por ejemplo, que el sistema de
representacion numérica preverbal podria no ser innato, sino que resultaria de un sistema de
representacion de magnitudes generales (Leibovich & Ansari, 2016 & Leibovich et al., 2017).
Para poder disuadir la contradiccion observada es que se han llevado a cabo una serie
significativa de investigaciones que tuvieron como objetivo entrenar el SNA y observar la
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existencia de una posible transferencia hacia la aritmética simbolica, aunque sin resultados aun

concluyentes (Szlics & Myers, 2017).

Cheng & Li (2014) mediante un meta-analisis de estudios transversales (36 muestras, N
= 4705) dan cuenta de una correlacion positiva significativa entre la capacidad de aproximar
cantidades no simbodlicas y el rendimiento matematico simbdlico. A su vez, informan que la
asociacion se mantuvo a pesar de ser considerados otros factores de estudio como, por ejemplo,
las habilidades cognitivas generales. Los resultados de estudios de tipo longitudinales revelan
que la agudeza en la discriminacion del SNA es una buena predictora del rendimiento
matematico posterior. Estas pruebas demuestran una asociacibn moderada pero
estadisticamente significativa entre la agudeza aproximada y el rendimiento matematico
formal. Para Halberda et al., (2008), la precisién del SNA se refina a lo largo de la vida,
especialmente durante la edad escolar, alcanzando su méxima precision alrededor de los 30
afios. Starr et al., (2013) refuerzan el valor predictivo de la agudeza en SNA y el rendimiento

matematico posterior.

En 2016, Matejko & Ansari publicaron un articulo en el que sugieren que no hay un
consenso claro sobre como se desarrollan los sistemas de magnitud simbolicos (digitos
arabigos) y no simbdlicos (puntitos) ni sobre la relacion que existe entre ellos. En una serie de
simposios llamados Les mecanismes de /’intuition mathématique chez les étres humains et les
machines recientemente organizados por el Stanislas Dehaene en Paris, el Dr. Ansari (2023),
quien es autor de reconocidas investigaciones que cuestionan el rol del SNA en la matematica
formal, se muestra cauteloso al cuestionar la direccion de la incidencia. ¢Es el SNA el que
mejora el rendimiento en matematica simbdlica o es el rendimiento en matematica simbdlica
el que mejora nuestro SNA o incluso ambos se refinan mutuamente? Los datos presentados por

el Dr. Ansari en el mencionado simposio sugiere que es el rendimiento en matematica
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simbolica quien refina nuestro SNA. La revision sistematica realizada por Sziics & Myers
(2017) da cuenta de resultados altamente controvertidos y de la falta de discusion con la
literatura por lo que no obtienen resultados concluyentes sobre la subyacencia del SNA en la

aritmética simbdlica (Diaz et al., 2021).

Identificamos dos grandes posturas en relacion al rol que cumple el SNA en el

aprendizaje temprano de la matematica.

1. Algunos investigadores (Lipton & Spelke, 2005., Barth et al., 2009., & Mundy &
Gilmore, 2009) plantean que los nifios aprenden el significado de los simbolos
numéricos a partir del “mapeo” que realizan de las magnitudes no simbolicas ya
preexistentes. Los simbolos numéricos adquieren su significado a través de su relacion
con el sistema no simbdlico. De este modo, se presenta al sistema aproximado como el
encargado de sentar las bases del procesamiento de magnitudes simbolicas. Ello
conlleva a algunos investigadores a entender que el éxito o fracaso en el aprendizaje de
la aritmética podria depender en gran medida del SNA (Bonny & Lourenco, 2013.,
Halberda et al., & 2008 & Mazzocco et al., 2011) y que entrenar este sistema para
refinarlo podria repercutir directamente sobre el aprendizaje de la aritmética (Hyde et
al 2014., Park & Brannon, 2014., & Wang et al., 2016). En nuestro pais, el grupo de
cognicién matematica suma sus investigaciones a la lista de quienes argumentan
positivamente sobre la relacion entre SNA y el rendimiento en aritmética. Sugieren que
su entrenamiento podria favorecer el aprendizaje de la matematica (Valle Lisboa et al.,

2017; Odick et al., 2016; Maiche, 2019).

2. Un segundo grupo de investigadores, proponen una relacion bidireccional entre el
SNA y la matematica simbolica. Trabajos como los de Le Corre & Carey (2007)

proponen gue, una vez creada la representacion de los nimeros exactos con cantidades
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pequenas, los nifios comienzan a establecer conexiones entre el preexistente SNA 'y la
nueva representacion exacta de ndmeros mayores. Por tanto, se retroalimentan
mutuamente el SNA y la matematica simbolica. Lyons et al. (2018) sugieren que el
desarrollo de habilidades numeéricas simbolicas puede influir en el desarrollo y
fortalecimiento de las habilidades numéricas no simbdlicas. Los resultados presentados
por Lau et al. (2021) sugieren que el rendimiento en matematica simbolica es el

predictor mas fuerte del SNA, por tanto, es quien refina al SNA.

En otra linea se encuentran estudios como los de Singer (2016) segun los que el SNA
podria ser un predictor significativo del rendimiento en lectura y en aritmética. Este hallazgo
sugiere que el SNA no seria una base cognitiva especifica para el aprendizaje de la matemaética
simbolica, sino que podria interpretarse como una habilidad méas general que se asocia también

al rendimiento en otros dominios.
2.4 Favorecer el calculo aproximado para fortalecer el calculo exacto.

Realizar calculos aproximados es un proceso que se encuentra siempre presente tanto
en la vida de nifios como de adultos. ;Cuanto tiempo me tomara llegar a casa?; ¢ Cuanto dinero
costara la comida?; ¢Qué tan pesado es este objeto?; ¢(Cual es la distancia entre aqui y alla?;
¢Cuéntas semanas tomaréa escribir este articulo? Sin la capacidad de realizar calculos que nos

permitan estimar con razonable precision, la vida se volveria muy dificil.

En lo que respecta especificamente a los célculos aproximados y el rendimiento
matematico, se debate la incidencia de la habilidad para realizar calculos aproximados en el
rendimiento matematico de nifios pequefios. Dentro de la aproximacion, se distingue los
calculos que son de tipo no simbolico y simbolico. Autores como Barth et al. (2005) sefialan

que, nifios y nifias que se encuentran en edad preescolar pueden comparar y agregar grandes
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conjuntos de elementos (mas cantidad de elementos de los que se les suele ensefiar a contar)
sin contar, en una misma modalidad sensorial o en modalidades combinadas. Sus resultados
indican que se desempefian con éxito, sin recurrir a estrategias como adivinar. Su precision
variaba en funcion de la proporcion de las cantidades, caracteristica ya observada en bebés y
animales. En las tareas de adicion fueron tan precisos como en las tareas de comparacion, a
pesar de no haber sido entrenados en calculo. Las autoras proponen que el conocimiento

abstracto del numero y la suma preceden y pueden guiar la instruccion matematica.

Pinheiro-Chagas et al. (2014) van un paso mas alla e investigan las tres medidas de
agudeza del SNA (comparacion, estimacion y adicion no simbdlica) asi como también sus
contribuciones especificas al célculo exacto. Sus resultados refieren a una correlacion
significativa entre las tres medidas sefialadas y el célculo exacto. Es importante destacar que
las mismas siguen siendo significativas a pesar de haber considerado variables mas generales
como la edad, la escolaridad, la inteligencia general y las habilidades ortograficas. En
consecuencia, el vinculo entre las diferentes areas del SNA y el calculo exacto no parece ser
generado por procesos cognitivos generales, sino por capacidades de procesamiento de

magnitudes subyacentes a las tareas.

Gilmore et al. (2007), fueron pioneras en el area indagando la capacidad de realizar
calculos simbdlicos (adicion, sustraccion y comparacion de cantidades) aproximados en nifios
y nifias de 5 afios que no fueron previamente instruidos para ello. Los nifios y las nifias logran
realizar con acierto operaciones con valores superiores a los propuestos en su curricula, siempre
y cuando la respuesta sea aproximada. Ello trae aparejado que la aritmética simbdlica esta
presente en los nifios y en las nifias sin que suceda una instruccion explicita de algoritmos para
manipular simbolos numéricos, pues se basan en representaciones numéricas no simbdlicas y

aproximadas para resolver los problemas simbdlicos presentados.
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Gilmore et al. en 2010 evaltan nifios de educacion inicial de diversos contextos
socioecondmicos, sus habilidades aritméticas no simbdlicas, el dominio de palabras numericas
y reconocimiento de simbolos arabigos a lo largo del afio escolar. Se observa que el rendimiento
en aritmética no simbolica predice el rendimiento matematico al final del afio escolar,
independientemente del rendimiento en lectura o inteligencia general. A su vez, el rendimiento
aritmético también se relaciona con el dominio de las palabras numéricas y los simbolos. Por
lo tanto, su investigacion refiere a que las habilidades numéricas simbdlicas y no simbdlicas se
encuentran vinculadas cuando los nifios estdn en una etapa proxima al comienzo de la

educacion primaria.

En 2013, Xenidu-Dervou y colaboradores, tomando como referencia a Gilmore et al.
(2007), investigan si nifios y nifias que cursan educacion inicial pueden realizar calculos
sencillos con numerosidades no simbdlicas (puntos u objetos) y simbdlicas (nimeros arabigos)
de manera aproximada. Sus resultados muestran que ambas tareas de CA (célculo aproximado
simbolico y célculo aproximado no simbolico) se correlacionan con el logro en matematica.
Para las autoras, la asociacién entre la aproximacién no simbdlica y el logro matematico podria
estar mediada por habilidades de aproximacion simbolica. Xenidou-Dervou et al. (2018)
contindan profundizando en el area y se cuestionan qué roles juegan las habilidades de
comparacion de magnitudes no simbdlicas (p. ej., matrices de puntos) y simbdlicas (p. €j.,
numeros arabigos) en el desarrollo de las habilidades matematicas en nifios y nifias de 5y 6
afios de edad. Sus resultados hacen referencia a que la comparacion simbolica y no simbolica
tienen diferentes trayectorias de desarrollo. Si bien ambas fueron predictores longitudinales del
rendimiento matematico futuro de los nifios y nifias (considerando ademas variables como el
coeficiente intelectual y la memoria de trabajo), la comparacion simbolica muestra mejoras
superiores en el desarrollo de la competencia matematica. La comparacion simbolica fue un

predictor sélido y consistente de las matematicas futuras a lo largo de los tres afios.
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Ademaés de los datos empiricos aqui relevados, la investigacion realizada por Mato-
Vazquez & Mufioz-Cantero (2010) muestra que la forma en que se aborda la matematica
durante los primeros afios de escolarizacion es fundamental para prevenir una baja
predisposicion al aprendizaje de la matematica. Aluden a la metodologia empleada en las aulas
como una de las causas por las que los alumnos no se interesan por ella. Como alternativa
didactica que permita identificar de forma temprana nifios en riesgo de tener dificultades en el
area es que esta tesis de maestria propone la evaluacion de las habilidades de CA como puntapié

inicial para acompariar los diferentes procesos de aprendizaje.

En este sentido, si bien es cierto que la interrelacion entre el rendimiento en tareas de CA
y el logro matemaético continua siendo un area de estudio controvertida, los hallazgos expuestos
intentan colaborar en nuestra comprension acerca de la arquitectura cognitiva que subyace al
éxito en matematica en nifios y nifias que finalizan su educacién inicial y comienzan su

educacion primaria, siendo este grupo de estudiantes quienes motivan la presente investigacion.
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2.5 PROBLEMA DE INVESTIGACION.

Nos planteamos ahondar en la habilidad de CA como un posible predictor del rendimiento
matematico posterior. El presente estudio tiene como fin la evaluacion de habilidades
aritméticas aproximadas (adiciones aproximadas) como predictoras del rendimiento matematico

en nifos que culminan nivel 5 de educacion inicial y primer afio de educacién primaria.

OBJETIVOS:

Objetivo general

Evaluar el poder predictivo del calculo aproximado en el rendimiento matematico de

nifios y nifias que se encuentran cursando nivel 5 de educacion inicial y primer afio escolar.

Objetivos especificos

Los objetivos especificos son:

1. Desarrollar una tarea digital que describa el rendimiento de los sujetos en habilidades

aritméticas aproximadas (CA: célculo aproximado).

2. Estudiar la relacion entre el puntaje de la tarea de CA y una prueba de rendimiento

matematico.

3. Estimar la capacidad predictiva del calculo aproximado en el rendimiento matematico.

4. ldentificar los efectos CAS (calculo aproximado simbdlico) Y CANS (célculo

aproximado no simbdlico) en el rendimiento matematico temprano.
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CAPITULO 3: MATERIALES Y METODO

3.1 ASPECTOS PREVIOS A TENER EN CUENTA EN UNA INVESTIGACION EN
CONTEXTO DE AULA

Realizar una investigacion empirica en contexto educativo requiere de un trabajo
previo, tanto con el equipo directivo como con el cuerpo docente implicado. Con el primero se
generan acuerdos sobre qué se habilita a trabajar dentro de las aulas, se realiza una construccion
conjunta de la informacidn que se va a transmitir a las familias y, una vez culminado el trabajo
de campo, se realiza una devolucion a la direccion de la institucion educativa. Con el cuerpo
docente se busca generar un vinculo de confianza que promueva una respuesta receptiva a las
propuestas a implementar. Se explicitan los detalles de la actividad, el tiempo requerido y la
distribucion de los estudiantes en el aula, asi como el tipo de participacidén que se requiere de
los docentes durante la intervencion: cuando pueden ayudar a un estudiante y cuando no. Por
altimo, se coordinan los dias y tiempos que insumird el trabajo de campo, siempre

contemplando la grilla horaria de la institucion educativa.

Otro capitulo se refiere a los aspectos éticos. El presente proyecto de investigacion fue
avalado por el Comité de Etica e Investigacion de la Universidad de la Reptblica (ver anexo
1). Los datos recolectados se trataron de forma andnima y confidencial. Padre, madre o tutor
recibieron una hoja informativa (ver anexo 2) que contenia los objetivos y procedimientos de
lainvestigacion. Se les invito a participar del proyecto a través de la firma de un consentimiento
informado (ver anexo 3). Los adultos responsables de cada uno de los estudiantes fueron
notificados en cuanto a la posibilidad de retirar el consentimiento en cualquier momento de la
investigacion sin tener que dar explicacion alguna. Para llevar a cabo el proceso de evaluacion
era condicion necesaria que se encontrara firmado el consentimiento informado por al menos

uno de los responsables de cada uno de los estudiantes.
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3.2 PARTICIPANTES:

Participaron en este estudio un total de 135 nifios y nifias de Nivel 5y Primer afio de
Educacion Primaria. Los participantes provenian de 3 centros educativos: 2 en Montevideo y
1 en Maldonado. Se excluyeron del estudio participantes con necesidades educativas especiales
asociadas a trastornos en el desarrollo y/o problemas sensoriales (N=1), participantes cuya
lengua madre no era el espafiol (N=1) y aquellos estudiantes que no comprendieron la consigna
(N=2). La muestra final, por tanto, queda conformada por un total de 131 escolares: 50 de ellos
cursaban educacion inicial (23 nifias y 27 nifios) mientras que 81 cursaban primer afio de
educacion primaria (34 nifias y 47 nifios). La media de edad para Nivel 5 fue 73,45 meses con
una DE=3.80; mientras que la media de edad para los estudiantes de primer afio fue de 84,58

meses con un DE =4.32.

La eleccion de las escuelas se realizd mediante un muestreo por conveniencia debido a
las condiciones de emergencia sanitaria que transitaba el pais al momento de la evaluacién
(2020 y 2021). Por tal motivo participaron instituciones con las que ya teniamos establecido

un vinculo, lo que facilité la obtencion de avales.
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3.3 DISENO

Se lleva a cabo un disefio correlacional con una segunda medida de la variable
dependiente al cabo de un afio aproximadamente y una tercera medida dos afios mas tarde de
la primera evaluacion. Para ello se llevo adelante una primera evaluacion en el afio 2020 en la
cual se utilizaron tres instrumentos diferentes: el test Tema-3 (Ginsburg et al., 2007), la prueba
PUMa (Maiche et al., 2022) y las tareas de CA! inspiradas en Gilmore et al. (2007). Los nifios

y las nifias fueron evaluados con las tareas de CA una Unica vez a lo largo de este estudio.

Un afio mas tarde, en 2021, con el objetivo de indagar en el avance en el rendimiento
matematico de los estudiantes, se volvieron a evaluar las competencias matematicas de 78
estudiantes de los 131 participantes iniciales. El seguimiento de estos 78 estudiantes fue
resultado de las diferentes vicisitudes relacionadas con la pandemia, cambios de residencia,
viajes, cambios de institucion educativa, entre otros. De estos 78 estudiantes, 32 cursan primer
afio en el 2021 (de los 50 que en 2020 cursaban inicial); mientras que 46 se encontraban
cursando segundo afio en el momento de la segunda evaluacién (de los 81 que en 2020 cursaban

primer afo).

Dos afios mas tarde, en 2022, se vuelve a evaluar el rendimiento matematico de una
submuestra inicial de 30 estudiantes (18 varones y 12 nifias) de los 81 que se evaluaron por
primera vez en el afio 2020 cuando cursaban primer afio escolar. En este sentido, podemos

considerar que la presente investigacion se desarrolla en tres fases donde en la segunda y tercera

1 Cada vez que hagamos referencia al constructo Calculo Aproximado (CA) se hace referencia a las tareas de suma
aproximada simbolica y no simbélica inspiradas en el trabajo de Gilmore et al. (2007) (ver descripcion mas
adelante).
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fase vuelve a ser indagado el rendimiento matematico de los y las estudiantes (prueba PUMay

pruebas de criterio).

3.4 INSTRUMENTOS

Para evaluar el rendimiento matematico general de los nifios y nifias se utiliz6 la prueba
PUMa (Maiche et al., 2022) que se aplica de manera grupal. Ademas, para comprobar la validez
de la prueba PUMa, se aplicd concurrentemente el Test of Early Mathematics Ability: TEMA-
3 (Ginsburg et al., 2007) a una submuestra de 86 estudiantes (42 pertenecientes a nivel 5y 44

pertenecientes a primer afio escolar).

Para la evaluacion de la habilidad de CA, se utilizO una prueba disefiada

especificamente para este estudio inspirada en el trabajo de Gilmore et al. (2007).

EVALUACION DEL RENDIMIENTO MATEMATICO EN URUGUAY

A continuacion, detallamos los resultados en el area de matematicas que arrojan pruebas

aplicadas a muestras de estudiantes representativas? de la poblacion estudiantil uruguaya.
La OCDE entiende a la competencia matematica como:

“la capacidad de los individuos para formular, emplear e interpretar la
Matematica en una variedad de contextos. Refiere a la capacidad de los
individuos para razonar matematicamente y usar conceptos matematicos
procedimientos, datos y herramientas para describir, explicar, y predecir
fendmenos. Ayuda a los individuos a reconocer el rol que la Matematica juega
en el mundo, a emitir juicios bien fundados y tomar decisiones que son
necesarias en su vida como ciudadanos constructivos, comprometidos y
reflexivos”. (OCDE, 2013a: 37 en PISA, 2018)

2 No existe actualmente en Uruguay ninguna prueba censal de evaluacion de los aprendizajes.
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En Uruguay, la evaluacion PISA (destinada a estudiantes que estén cursando noveno)
genera evidencia sobre la capacidad de los y las estudiantes para extrapolar lo que saben y
aplicar su conocimiento matematico a situaciones nuevas y no familiares. Por tal motivo, las
actividades presentadas hacen referencia a contextos de la vida cotidiana en las que es necesario
poner en juego habilidades matematicas para responder a las preguntas planteadas. Segun los
resultados de PISA 2018, el 51,6% de los y las estudiantes se ubicaron entre los niveles bajo y
1 (PISA-Uruguay, 2018). Por tanto, el porcentaje de estudiantes que no superan el umbral
minimo de competencia en matematicas es superior al 50%, resultados que se han mantenido
estables si tomamos como referencia el informe de PISA 2015 (52,4% por debajo del nivel 2)
y PISA 2012 (55,7% por debajo del nivel 2). A nivel nacional, la prueba ARISTAS (2018)
sefiala que el 62,8% de los estudiantes del tercero de educacién media se encuentran en los
niveles mas bajos de rendimiento en matematicas (niveles 1y 2 de cinco niveles). Estos datos
son coincidentes con los presentados anteriormente por PISA. A su vez, durante el ciclo basico
de ensefianza media, la asignatura de Matematica es sistematicamente la que presenta los

resultados de aprobacion més bajos (ANEP, 2018).

Las evaluaciones realizadas en el afio 2017 a los estudiantes de tercero y sexto afio de
educacion primaria a través de la prueba ARISTAS indican que, del total de estudiantes
evaluados en ambos grados, el 42.5% se ubicaron en los niveles 1y 2 de logro descritos por
Aristas. En el afio 2020, se vuelve a evaluar el rendimiento matematico de los y las estudiantes
que estaban cursando los niveles de educacion primaria anteriormente mencionados y, en este
caso, el 40.6% se ubico en los niveles 1y 2 de logros descritos por Aristas (ARISTAS 2020).
Los datos presentados dan cuenta de dificultades en matematica que se evaltian de forma tardia.
Especificamente, del total de los nifios evaluados en tercer afio escolar por ARISTAS (2020),
el 1,8% se ubico en el nivel 1 (rendimiento muy desfavorable) y el 45,1% en el nivel 2
(desfavorable). Esto indica que casi la mitad de los nifios que cursan tercer afio escolar debieron
haber sido identificados de forma mas temprana para poder transitar por procesos de ensefianza-
aprendizaje diferentes en los primeros afios de educacion y asi haber encontrado experiencias
de exito y contenedoras. Este grupo de estudiantes debe estar puesto en el foco de
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nuestra atencién. Su identificacion tardia genera dificultades y vivencias de fracaso en su
relacion con la matematica para el futuro. La literatura existente sugiere que gran parte de los
nifos que comienzan su trayectoria escolar con niveles de rendimiento bajos para su edad

persistiran a lo largo de su educacion (de Leon & Maiche, en prensa).

A continuacion, mencionamos otras herramientas que buscan colaborar con la
evaluacion del rendimiento matematico, pero que su aplicacidn es bajo circunstancias puntuales

y en la Orbita de las decisiones de cada institucion educativa.

ANEP dispone de la plataforma SEA (Sistema de Evaluacién de Aprendizajes), que
permite evaluar los aprendizajes en distintas areas a partir de 3er afio de educacion primaria.
Sin embargo, estas se componen de evaluaciones formativas, que no buscan situar el rendimiento
de los nifios en relacion a una escala nacional sino generar reflexiones sobre las practicas de

ensefianza en los maestros.

Con la intencién de generar evaluaciones sistematizadas y baremadas, la Universidad
Catolica del Uruguay, desarrolla El Test de Eficacia en el Célculo Aritmético (TECA) (Singer
et al., 2014). Este evalUa la eficiencia aritmética en términos de precision y velocidad, a través
de combinaciones numéricas basicas. La prueba se encuentra baremada para nifios que cursen

desde 2do hasta 6to afio escolar.

Por otro lado, la Universidad de la Republica ha disefiado el Inventario de Desarrollo
Infantil (INDI) que tiene como finalidad la evaluacion del desarrollo cognitivo general,
desarrollo motor, desarrollo socioemocional y disposicion para la escolarizacion para nifios que
se encuentran cursando nivel 3, 4 y 5 de educacion inicial. Dado que su foco esta en el
desarrollo integral del individuo, la evaluacion en el area de matematica es muy general sin
considerar especificamente la medicién de las habilidades matematicas tempranas ni el avance
en el rendimiento matematico (Vasquez et al., 2013).
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El equipo de cognicion Numérica de la Universidad de la Republica, en el afan de
contribuir con instrumentos concretos que apunten a la identificacion temprana de las
dificultades en el aprendizaje de la matematica, crea PUMa: Prueba Uruguaya de
Matematicas®. Es una herramienta de evaluacion del rendimiento matematico especificamente
para estudiantes que se encuentran en nivel 5 de educacion inicial y primer afio de educacién
primaria (5 a 7 afios). Su aplicacion es digital y auto administrada, ideal para ser utilizada en
contextos grupales. Es de facil administracion y genera un reporte para el docente con los
resultados de manera inmediata. ES una herramienta que nos informa sobre el rendimiento
matematico de los y las estudiantes y nos permite evaluar su avance (se puede aplicar en nivel

5 de educacion inicial y en primer afio de educacién primaria).

A continuacion, desarrollamos en profundidad las caracteristicas de PUMa ya que es la

herramienta de evaluacion del rendimiento matematico mas utilizada en este trabajo.

PRUEBA URUGUAYA DE MATEMATICA (PUMA):

Consiste en una prueba digital, auto-administrada en linea que permite la evaluacion
temprana de habilidades matematicas en nifios y nifias que cursan nivel 5 de educacion inicial
y primer afio escolar. En la version aplicada para este trabajo, la prueba se componia de 156
items y nueve subpruebas que se realizan en un tiempo aproximado de 25 minutos*. Las mismas
se dividen principalmente en dos dimensiones: PUMa simboélica, compuesta por cinco
subpruebas (serie numérica progresiva, serie numérica regresiva, transcodificacion, calculo
visual y descomposicién numérica), mediante ellas se evaltan las habilidades de los nifios y las

nifias para representar y manipular nimeros arabigos; y PUMa no simbélica compuesto por

3 http://puma.cicea.uy/

4 La version actual de PUMa que se esta baremando para todo el pais tiene solo 76 items y 8 tareas. El tiempo de
aplicacion promedio es de 12 minutos. Cualquiera de las dos versiones de PUMa (completa o brief) pueden
realizarse mediante el boton “Probar” de la web: puma.cicea.uy.
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cuatro subpruebas (SNA, rotacion mental, patrones y conteo) que evallan habilidades de
dominio general y de cuantificacion aproximada y exacta, pero siempre sin la utilizacion de
simbolos. En la prueba PUMa, mediante una metodologia ladica, el nifio debe resolver ciertos
desafios con la ayuda de los personajes de la historia: Noa, Enzo y la maestra. Durante el
transcurso de la actividad, se presentan tareas que buscan conocer el rendimiento de los nifios y
las nifias en los diferentes componentes cognitivos que resultan importantes para el aprendizaje
de la matematica en los primeros afios de escolarizacion. Cada tarea finaliza de forma
automatica a los 3 minutos de haberse iniciado, independientemente de la cantidad de

respuestas que se hayan obtenido.
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Figura 2

Subpruebas de la prueba PUMa. SNA: comparacion de magnitudes; PAT: patrones; CMV:
Célculo Mental Visual, SNP: Serie Numérica Progresiva; SNR: Serie Numérica Regresiva;
CON: Conteo; TRA: Transcodificacion; ROT: Rotacién Mental y CyD: Composicion

Numérica.
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TEMA-3: TEST OF EARLY MATHEMATICS ABILITY (GINSBURG ET AL., 2007)
TEMA-3 es una prueba estandarizada que permite evaluar el desarrollo de las
habilidades matematicas tempranas. Se utilizd la adaptacion espafiola realizada por TEA
Ediciones en 2007. Esta prueba se puede aplicar en nifios y nifias con edades comprendidas
entre los 3 afios 0 meses y los 8 afios 11 meses. Para su aplicacion, debe tomarse en cuenta su
piso -0 momento de comenzar- y el techo, donde finaliza el test para cada nifio. El piso surge
en funcién de la edad cronoldgica y el techo se alcanza luego de haberse equivocado 5 veces
seguidas. Esta compuesto por 72 items que evaltuan aspectos formales (requiere el uso de
simbolos matematicos, convencionalismos, hechos numéricos, célculo) e informales (los
conceptos matematicos que los nifios y nifias conocen desde antes de ingresar a la escuela) del
conocimiento matematico. Se obtiene un puntaje directo que se compone de un punto por item
contestado correctamente. En funcién de su edad cronoldgica y el puntaje directo se calcula el

indice de competencia matematica siendo este una puntuacion estandarizada.

PRUEBAS DE CRITERIO

Por pruebas de criterio, hacemos referencia a las evaluaciones que realizaron los
docentes responsables de los cursos para evaluar el rendimiento matematico alcanzado hacia
final de afo. Esta medida se utiliz6 Unicamente en la tercera fase de evaluacion (2022).
Participaron 30 de los 81 estudiantes que cursaban primer afio escolar en 2020. Se rigen por los
objetivos de logro propuestos en el marco curricular y los contenidos abordados en su clase. Por
tanto, son cualitativas y hacen énfasis en lo trabajado a lo largo del afio en su clase, en este caso

tercer afo escolar.
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TAREAS DE CALCULO APROXIMADO (CA)

Para evaluar la habilidad en CA de los participantes se administré una tarea de CA. La
misma esta conformada por dos sub tareas: la primera que se presenta es no-simbolica y a
continuacion, se presenta una sub tarea simbolica. Ambas tareas se componen de 24 ensayos
cada una. La tarea de calculo aproximado tiene un puntaje directo maximo de 48, 24
correspondientes a la tara de calculo aproximado simbolico y 24 correspondientes a la tarea de
calculo aproximado no simbdlico (ver ensayos en el anexo 4). Previo al inicio de cada subtarea,
se presentan 3 items de prueba con retroalimentacion orientadora. Las cantidades que ambas
tareas presentan van desde 1 a 56. Es importante destacar que, si bien se tomaron insumos de
Gilmore et al. (2007) para el disefio de las tareas, este proyecto de maestria fue un paso mas
alla digitalizando la propuesta y generando una seccion que contempla la evaluacion no

simbdlica del calculo.

Al igual que la aplicacion de la prueba PUMa, las tareas de CA son digitales, de
aplicacion individual dentro de un contexto grupal (cada nifio con su tablet en contexto de aula).
Simula un juego donde los estudiantes deben ayudar a resolver un desafio matematico. La
propuesta busca aterrizar en el contexto de Uruguay, por lo que se enmarca en los palmares de
Rocha (ecosistema declarado de interés por la Unesco en 1976) y la consigna refiere a la
recoleccion de butias, el fruto de las palmeras. El objetivo de la tarea es adicionar cantidades
(primero en formato no simbdlico y luego simbolico) y decidir qué personaje tiene mayor

cantidad de butias.

En la figura 3 se muestra un esquema que representa las 2 subtareas que los nifios y las

nifias realizan para la medicion del CA. Cada una de ellas esta dividida en 3 pantallas que hacen
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referencia a la sucesion de acciones que se le presentan al nifio a la hora de brindar una

respuesta.

Figura 3
Tareas para evaluar el CA (inspiradas en Gilmore et al., 2007).

En el panel superior se ilustra la sub tarea que refiere al calculo no simboélico aproximado
mientras que en el panel superior se representa una imagen tipica de la subtarea de CA
simbélico®.

Noa junto aigunas Butios Luego otros mas Enzo junto estos butias
Quién junto mas?

Noa junto 1 Butio Luego 3 mas Enzo junt6 & butias
/Quién junté mas?

5 Se puede ver la simulacién completa de las tareas de CA en los links siguientes. Se sugiere utilizar como escuela
“equipo” y como usuario “otro”. La tarea arranca cuando el nifio hace click sobre la rueda trasera del bus
CA no simbdlico: http://math.psico.edu.uy/cognum/puma/palmerasl-calculo-no-simbolico-
aproximado.html

CA simbolico: http://math.psico.edu.uy/cognum/puma/palmerasl-calculo-simbolico-aproximado.html
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Tarea de Calculo no simbdlico aproximado (CANS)

En esta primera subtarea, los nifios y nifias deben adicionar dos conjuntos de puntos
azules presentados por separado y compararlo con un conjunto de puntos rojos que aparece
posteriormente. El objetivo es determinar cul es el conjunto de puntos mas numeroso (la suma
de los puntos azules o el conjunto de puntos rojos). A modo de ejemplo: se observa en la
pantalla en el extremo derecho una caja azul junto con el personaje de Noa y en el extremo
izquierdo una caja roja con el personaje de Enzo. Se escucha la voz de la maestra que dice:
“Noa junté unos butias” (se observa cOmo aparecen, se trasladan hasta encima del cuadrado
azul y luego se esconden detras de él algunos butia azules), “luego algunos mas” (mismo
procedimiento, pero aparece un segundo agrupamiento de butia azules). “Enzo juntd estos
butia” (aparecen butid rojos que realizan el mismo procedimiento que los azules pero se

esconden detrés de la caja roja). Finalmente, la maestra pregunta: “;Quién junté mas?”.

Tarea de Célculo simbdlico aproximado (CAS)

La actividad propuesta ocurre a continuacion de la tarea de célculo no simbolico
aproximado. La misma es analoga a la descrita anteriormente, la diferencia se encuentra en
que, en este caso, los estimulos que deben manipular, son nimeros. El objetivo de los nifios y
nifias es adicionar dos valores numéricos presentados en una tarjeta azul cada uno, y luego
comparar esta suma con un tercer valor numérico presentado en una tarjeta roja, determinando

cuél es mayor.

A modo de ejemplo se observa en la pantalla: en el extremo izquierdo, el personaje de
Noay en el extremo derecho, el personaje de Enzo, en la parte superior de la pantalla se observa
un espacio, un signo de adicion seguido y otro espacio. Se escucha la voz de la maestra que

dice: “Noa juntd 1 butia” (se observa que aparece el niumero 1 en el primer espacio), “luego 3
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mas” (se observa que aparece el nimero 3 en el espacio contiguo al signo de adicion). “Enzo

junté 8 butia” (Se observa que aparece el numero 8 encima de la figura de Enzo). Finalmente

se escucha la voz de la maestra que dice: “;Quién junto mas? ”.

3.5 PROCEDIMIENTO

Una vez acordado con las instituciones educativas la participacion de los y las

estudiantes, se llevo a cabo el trabajo de campo.

La primera fase se desarrolld en el ultimo trimestre de 2020 donde se aplicaron los 3
instrumentos relativos a la fase 1: TEMA-3, PUMa vy las tareas de CA (las cuales fueron
evaluadas por Unica vez en 2020). TEMA-3 se administro de forma individual en los dias
previos a la evaluacion grupal. Las Gltimas 2 se aplicaron el mismo dia, dentro del aula y en
simultaneo. Cada estudiante tenia una Tablet asignada. El tiempo total estimado de trabajo

entre ambas tareas fue de una hora considerando el tiempo de explicacion oral (ver figura 4).

Un afio mas tarde, se llevo adelante una segunda evaluacién del rendimiento
matematico, mediante la aplicacion de herramienta PUMa. La misma se realizd dentro de las
aulas y conto con la participacion activa de las docentes referentes. Requirié una Unica sesion
grupal de 40 minutos de duracién donde se evaluaron a 78 de los 131 estudiantes que iniciaron
este estudio debido a multiples razones (cambios de residencia, viajes, cambios de institucion
educativa, entre otros). Dos afios mas tarde del inicio del estudio, en 2022, a través de pruebas
de criterio disefiadas por las docentes del curso, se vuelve a evaluar el rendimiento matematico
de 30 estudiantes (18 varones y 12 nifias) de los 81 que se evaluaron por primera vez en el afio

2020 cuando cursaban primer afo escolar.
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Figura 4

La figura representa una de las instancias de evaluacion llevadas a cabo dentro del contexto
de aula. Panel A: Disposicion en el aula para la evaluacion grupal. Panel B: Nifia realizando
la actividad

La aplicacion de la prueba PUMa se realiza en linea aprovechando las posibilidades de
conectividad que tiene Uruguay. Se realiza una explicacion grupal, utilizando como apoyatura
el pizarrén para asi, asegurar la comprension de las consignas. A posteriori se le entrega a cada
nifio una tablet con sus correspondientes auriculares por donde se los guiara a través de todas

las tareas con consignas especificas para cada parte de la evaluacion.

La medicion de las habilidades para el CA se realizd6 mediante la tarea descrita
anteriormente. Luego de que todos los nifios y nifias de la clase finalizan la prueba PUMa, el
aplicador toma nuevamente le pizarron para explicar que a continuacion realizaran un nuevo
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juego, parecido al anterior. Se explica verbalmente la tarea y se realizan ensayos de prueba con
posters, numeros maviles y puntitos madviles que el investigador esconde detras de las cajas
(roja y azul) simulando el juego que luego realizarian solos en la tablet. Se presentan dos
ensayos de prueba (para cada subtarea, los mismos ensayos que se presentan de prueba en la
tarea digital) en formato colectivo y se evacuan todas las dudas que surgen al respecto. Una
vez que los investigadores se aseguran de la comprension de la consigna, se recuerda que es
una instancia de evaluacion por lo que deben trabajar de forma individual y se comienza la

tarea.

La fase 2 del estudio tiene lugar aproximadamente un afio después de la medicion de
2020. Se volvio a evaluar a través de la prueba PUMa el rendimiento matematico de los nifios
y las nifias en el mes de julio del 2021. Utilizando el mismo esquema de evaluacion de la fase
1, se realiz6 dentro del contexto del aula bajo la supervision de aplicadores y compafiia de
docentes referentes. Implic6 una sola sesion de trabajo con una duracion de 40 minutos

aproximadamente.

La fase 3 sucede a finales del 2022 y se realiza mediante pruebas de criterio de los
docentes. Se realiza en contexto de aula, bajo el disefio y la direccion de las docentes referentes
(sin participacion del investigador). Se selecciona esta técnica de recogida de datos ya que las
habilidades y conocimientos de estudiantes en tercer afio superan la sensibilidad de la prueba

PUMa.
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CAPITULO 4: RESULTADOS Y CONCLUSIONES

En este capitulo, presentaremos inicialmente los resultados que validan la
implementacion de la prueba PUMa, instrumento de medida utilizado para evaluar las
competencias matematicas tempranas de este estudio, para luego describir los resultados

especificos de nuestro trabajo de investigacion.

Los resultados referidos a nuestro trabajo de investigacion se encuentran organizados
en funcion de las tres fases principales descritas anteriormente. En la fase 1, se muestran los
datos relativos al estudio de correlacion entre el CA y el rendimiento matematico (PUMa)
realizado en 2020. En la fase 2, se presenta el andlisis del poder predictivo del CA sobre el
avance (diferencia en el puntaje directo de PUMa entre 2021 y 2020) en las competencias
matematicas de la mayoria de los nifios que participaron en la fase 1 de nuestro estudio. La fase
3 refiere a lo evaluado en el 2022 (dos afios después de la primera medicion). Se realiza un
analisis sobre el poder predictivo del CA sobre el avance en las competencias matematicas de

los nifios que, en la fase 2, cursaban segundo afio escolar.

4.1 RESULTADOS QUE VALIDAN LA IMPLEMENTACION DE LA PRUEBA PUMA

Para poder evaluar de forma rapida y en un tiempo acotado el rendimiento matematico
de nifios y nifias que se encuentran al inicio de su escolarizacion fue necesario recurrir a un
instrumento que nos permitiera realizar evaluaciones grupales. En la basqueda de una posible
solucion, disefiamos la prueba PUMa (Maiche et al., 2022). Si bien PUMa se encuentra
actualmente en proceso de baremacion, los resultados de sus primeras aplicaciones (2020,
2021) sugieren que la misma posee altos indices de validacién convergente con TEMA-3
(Ginsburg et al., 2007) (r=0.803***, n=187). Ademas, cuenta con una buena consistencia

interna y distribucion de puntajes (o de Cronbach = .847,  de McDonald= .898). A su vez, la
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prueba PUMa ha demostrado una correlacion significativa con la edad (r=0.514*** n=338)
(San Roman et al., 2021). Estos valores confirman que PUMa es una buena herramienta para
evaluar el rendimiento matematico temprano por lo que, a partir de ahora, se trabajara a partir
del puntaje obtenido en PUMa como variable dependiente que informa sobre el rendimiento

matematico de nuestra muestra.

4.2. RESULTADOS DE LA PRESENTE INVESTIGACION

En 2007, Gilmore et al. proponen corroborar si efectivamente los nifios y nifias logran
manipular cantidades superiores a las propuestas en la curricula cuando se quita el requisito de
exactitud en la respuesta. Esta tesis de maestria busca dar continuidad a dicha investigacion e
indagar sobre este tema en una muestra de nifios uruguayos (fase 1), ampliando asi el alcance
del estudio realizado por Gilmore et al. en 2007. Asimismo, en este trabajo indagaremos en la
comprension de la relacion entre el CA 'y el avance en rendimiento matemaético uno y dos afios

después del estudio correlacional (fase 2 y 3).

Comenzamos por un analisis descriptivo de los resultados de la tarea CA. En la figura
5, se muestran las distribuciones del porcentaje de acierto en las tareas de CA para los 131

nifios de la muestra.
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Figura 5

Distribucién del puntaje de CA en funcion del grado que cursan.
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Cantidad de nifios y nifias en Nivel 5 de Cantidad de nifios y nifas en Primer afio de
educacion inicial educacion primaria

Como se puede observar, no hay grandes diferencias en los rendimientos de cada grado
en esta tarea. Es importante notar que se trata de una tarea de eleccion forzada con dos
alternativas y que, por tanto, la probabilidad de contestar de manera correcta por azar es del
50% en cada ensayo. En ese sentido, obsérvese que la gran mayoria de los sujetos obtuvieron
puntuaciones con un acierto superior al 50% (véase Figura 5). Los nifios y nifias de nivel 5
tuvieron un porcentaje de acierto medio del 64%, un 14% por encima del azar; mientras que
los nifios y nifias que cursaban primer afio de educacién primaria obtuvieron un porcentaje de
acierto medio del 69%, un 19% por encima del azar. Si bien estos porcentajes son muy
similares, existen diferencias significativas entre ambos grupos, (t (129)=-2.15; p = .03; d=-
.39). Podemos decir entonces que ambos grupos emplearon estrategias de resolucion que les

permitieron desempefiarse comodamente por encima del azar.
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A continuacion, con el proposito de indagar en la relacion entre el CA 'y las habilidades
matematicas se presenta la correlacion entre el porcentaje de acierto en la tarea de CA vy el

rendimiento obtenido en la prueba PUMa en cada grado (véase Figura 6).

FASE 1: ESTUDIO CORRELACIONAL

El estudio correlacional se llevé a cabo en el ultimo trimestre del afio 2020 en
instituciones privadas de Montevideo y Maldonado. Una primera aproximacion a los resultados
obtenidos en CA en funcidn del grado que cursaban las nifias y los nifios evaluados, se presento
anteriormente en la Figura 5. En la Figura 6, se muestran las correlaciones de CA con la
puntuacion de PUMa para ambos grados. Como se puede apreciar, podemos decir que los y las
estudiantes que poseen un adecuado manejo del CA tienen, a su vez, un buen rendimiento
matematico. Por otro lado, el grado parece influir en la pendiente de la relacidn, si bien ambas
son significativas, la relacion entre las variables para los dos grupos parece ser diferente. A
mejor porcentaje de acierto en CA, los estudiantes de Nivel 5 mejoran més répido su

rendimiento en la prueba PUMa.
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Figura 6

Correlaciones entre la variable porcentaje de acierto en CA y la variable rendimiento
matematico (medida a través de PUMa) para nivel 5y primer afio en 2020.
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Ambos grupos de estudiantes obtienen correlaciones positivas entre las variables, a
mejor rendimiento en calculo aproximado, mejor rendimiento matematico. El grupo de nifios
y nifias que se encuentran cursando primer afio escolar, son quienes obtienen una mejor
correlacion. Con la intencién de continuar profundizando en la relacion entre el CA® vy el
rendimiento matematico, se divide por un lado el CA en sus dos componentes: CAS y CANS.
A su vez, la puntuacién global de PUMa se subdivide en funcion de sus dos grandes

dimensiones: PS y PNS.

6 Recuérdese que, tal como se dice en la pagina 40, se realiza una Unica evaluacién de las tareas de calculo aproximado. Por
tal razon, no se especifica en la Figura el afio en que fueron los estudiantes evaluados.
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Tabla 1

Correlacion de Pearson entre las variables: Porcentaje de acierto entre (CASy CANS) y la
variable rendimiento matemético (PUMa, PS y PNS) para nivel 5y primer afio en 2020.

CANS (Calculo aprox. No Simbélico) CAS (Calculo aprox. Simbélico)
PUMa TOTAL
Nivel 5 0.339* 0.626**
Primer afio 0.470** 0.644**

PUMa NO SIMBOLICO

Nivel 5 0.225 0.311*

Primer afio 0.360** 0.479**

PUMa SIMBOLICO

Nivel 5 A440** 41

Primer afo 527** J79**

Nota. *: p<.05. **:p<.01

Los resultados obtenidos sefialan que el CA correlaciona de forma significativa con el
rendimiento matematico evaluado a través de PUMa. Las correlaciones entre el CAS y PUMa
son mas altas que a las correlaciones entre CANS y PUMa. Sin embargo, las correlaciones
obtenidas para el CANS son, en su amplia mayoria, positivas y significativas con PUMa
(global, PS 'y PNS), salvo para el caso del PNS en nivel 5. Estos resultados nos permiten inferir

que el CANS se relaciona con la dimension simbolica del aprendizaje (PS).

Esta tesis de maestria busca indagar si la correlacion entre los componentes del CA
(CAS y CANS) y las dimensiones del rendimiento matematico (PS y PNS) se reflejan a

posteriori en los aprendizajes de matematica. Bajo esta premisa se realiza un seguimiento en el
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tiempo (hasta dos afios) del rendimiento matematico de las nifias y los nifios evaluados en esta

primera fase del proyecto.

FASE 2: SEGUIMIENTO DE LA MUESTRA UN ANO DESPUES.

Con el objetivo de continuar indagando la importancia del desarrollo del CA durante la
educacion inicial y al ingreso de la educacion primaria, se volvié a evaluar el rendimiento
matematico de 78 de los 131 estudiantes iniciales un afio méas tarde. En el afio 2021 nuestra

muestra de estudiantes se encontraba cursando primer y segundo afio escolar.

Figura 7

Correlaciones entre las variables: Rendimiento en la prueba PUMa 2021 y porcentaje de
acierto en CA (compuesto por CAS y CANSY).
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7Téngase en cuenta que, siempre que nos referimos al grado que cursan los estudiantes, tomamos como
referencia el momento en que fueron evaluados por primera vez (2020). En 2021 la muestra de estudiantes
cursaba primer y segundo afio escolar.
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En la Figura 7 se puede observar que se mantienen las altas correlaciones para ambos
grados a pesar de que las variables a correlacionar (rendimiento matematico 2021 y CA 2020)
refieren a afios diferentes. Los y las estudiantes que obtuvieron un buen rendimiento en CA en
2020, obtuvieron también un buen desempefio en la evaluacion de rendimiento matematico en
2021. Es interesante mencionar que la correlacion mas fuerte se obtiene para el grupo que cursa
primer afio en 2021 (en la grafica representado por Nivel 5 en 2020), siendo ello consistente
con las correlaciones que se muestran en la Figura 6 (la cual también indica que la mejor
correlacion es para el grupo de los y las estudiantes que cursaban primer afio, pero en el afio
2020). Las correlaciones son muy similares a pesar de que en la Figura 7 se muestran las
correlaciones de CA (medido en 2020) con las puntuaciones de PUMa en 2021. Ello nos
permite sacar como primera conclusion que las altas correlaciones para primer afio entre
el CAy el rendimiento matematico son independientes a la muestra de nifios evaluados.
Dicha conclusion es un gran insumo para considerar que el CA tiene una gran capacidad

predictiva sobre el rendimiento matematico en primer afio escolar.

En la misma linea que los analisis realizados en la fase 1 volvemos a descomponer las
variables en sus componentes simbolicos y no simbdlicos con la intencion de analizar si se

observan diferencias en funcion del grado.
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Tabla 2

Correlacion de Pearson entre las variables: Porcentaje de acierto entre (CAS y CANS) y la
variable rendimiento matematico (PUMa, PS y PNS) para primer y segundo afio escolar en
2021.

CANS (Célculo aprox. No Simbélico) CAS (calculo aprox. Simbélico)

PUMa TOTAL
Primer afio 0.582* * 0.661**
Segundo afio 0.362** 0.711**
PUMa NO SIMBOLICO
Primer afio 0.535** 0.244
Segundo afio 0.357* 0.297*
PUMa SIMBOLICO
Primer afio 0.524** 0.674**
Segundo afio 0.091 0.345*

Nota. *: p <.05. **: p< .01

Para el grupo de los y las estudiantes que cursaron primer afio en 2021, las correlaciones
entre PUMa (PS y PNS) y CA (CAS y CANS) son -en su gran mayoria- positivas y
significativas al igual que en la tabla 1. Para los estudiantes de primer afio, el Gnico caso en el
que el CA no correlaciona con el rendimiento matematico es cuando nos referimos

especificamente a la correlacion entre CAS y PNS.

Para el grupo de estudiantes que cursaba segundo afio escolar en 2021 también se
muestran, aunque en menor medida, buenas correlaciones entre su desempefio en calculo
aproximado y su rendimiento matematico global (PUMa). No se halla correlacion entre el

CANSy PS.

Aprovechando la posibilidad de contar con las puntuaciones en el rendimiento
matematico de 78 estudiantes (evaluados en dos instancias diferentes: la primera en 2020 y la
segunda en 2021), nos parecié interesante estudiar la variable avance en el rendimiento
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matematico en funcion de las puntuaciones obtenidas en calculo aproximado. Esta ultima
variable podria arrojar informacion valiosa para el sistema educativo. Independientemente de
los resultados obtenidos en una medida inicial, entendemos que es importante estudiar, si el
avance de los estudiantes (entendido en esta tesis de maestria como la mejora en el rendimiento
matematico a través de la prueba PUMa), puede estar relacionado con la variable célculo

aproximado.

Es por todo lo antes mencionado que nos cuestionamos: ¢El avance que tuvieron los
nifios en su rendimiento matematico en el transcurso de un afio escolar se relaciona, de alguna

manera, con su rendimiento inicial en CA?

Para analizar la variable avance, fue necesario corroborar la estabilidad de la medida
del rendimiento matematico con un afio de diferencia. La Figura 8 informa una fuerte
correlacion lineal entre los puntajes de PUMa 2020 y PUMa 2021. Sin embargo, obsérvese que
hay un grupo de estudiantes que en el afio 2020 habian obtenido puntuaciones directas de entre
120y 140 puntos (siendo 156 el maximo posible en esta version de PUMa) que en la evaluacion
de 2021 estan cercanos al maximo posible (6valo en la Figura). Ello nos muestra que la
aplicacién de PUMa, para este grupo de estudiantes, no es lo suficientemente sensible por lo
que dichos estudiantes contaban con poca posibilidad de crecimiento de utilizar la misma
herramienta para evaluarlos un afio después. Para paliar dicha situacion se solicita colaboracion
de expertos en estadistica para el disefio de una variable que explique el crecimiento real de los

y las estudiantes al cabo de un afo.

65



Figura 8

Correlacion entre los resultados obtenidos en PUMa 2020 y PUMa 2021
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A los efectos de analizar los avances de todos los estudiantes implicados en el estudio,
considerando la posibilidad de que algunos estudiantes tuvieran saturada su puntuacion en
2021, se realiz una regresion lineal con variable independiente PUMa 2020 y como variable
dependiente se considero el log (PUMa 2021 + a). El valor de o se determiné como aquel que
maximiza la verosimilitud del modelo. Se utiliz6 la funcién logtrans de R Studio 1.3.1093
(Team, 2020). El valor hallado de alfa fue 430. Para obtener el valor esperado de PUMa 2021
se us6 PUMa 2021= ey-a siendo ¥ el valor predicho por el modelo transformado. La Figura 9
muestra como variable dependiente al avance en PUMa medido como la proporcion del puntaje
realmente obtenido en 2021 sobre el puntaje esperado por el modelo. Notese que proporciones
mayores a 1 implican haber obtenido puntuaciones por encima del puntaje esperado segun el

modelo antes mencionado. Por otro lado, proporciones menores a 1 indican que el puntaje real
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obtenido por el sujeto en 2021 es menor al esperado por el modelo. Para obtener mayor

informacion de las transformaciones del modelo ver anexo 5.

A continuacion, se analiza el avance en el rendimiento matemaético a partir de las
puntuaciones transformadas de PUMa que representan el avance real en rendimiento

matematico en funcion de la puntuacion obtenida inicialmente en CA.

Figura 9

Avance en la prueba PUMa (2021-2020), en funcion del porcentaje de acierto en célculo
aproximado dividido por grado (nivel 5 de educacion inicial y de primer afio escolar evaluados
con PUMa en 2020 y en 2021, n=78).
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La Figura 9 muestra las correlaciones entre el porcentaje de acierto del CA y el avance
en el rendimiento matematico entre 2020 y 2021. Se observa que el CA es un buen predictor
del avance en el rendimiento matematico global un afio més tarde, sélo para los nifios que
cursaban nivel 5 en 2020 (F(1,30)= 16.90, p < .001, r=0.60). Sin embargo, el CA no parece
ser buen predictor del avance en el rendimiento matematico para quienes cursaban primer afio

en 2020 (F(1,44)=.02, p = .90, r =0.018). Los resultados son contundentes para el grupo de los
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y las estudiantes que se encontraban cursando educacion inicial en 2020, los mismos evidencian
que el rendimiento en CA en la educacion inicial, explica buena parte de la varianza (36%) del
avance que tendran esos nifios en el rendimiento matematico un afio mas tarde, es decir
mientras cursan primer grado escolar. Contrariamente a ello, se observa que la performance en
CA de los nifios y nifias que en 2020 cursaban primer afio de educacion primaria no explica el
avance en el rendimiento matematico un afio después (en segundo) a pesar de la correlacion
significativa con la prueba PUMa aplicada en 2021 (ver Figura 7). La implicancia de estos
resultados se discutira mas adelante, pero una primera conclusion implica asumir que el CA
podria ser un elemento importante para favorecer al rendimiento matematico previo al ingreso
aprimaria. La correlacién entre el CA'y el avance en PUMa (r=0.600; p < .01) cuando los nifios
son evaluados por PUMa durante educacién inicial, nos hace pensar que, un adecuado manejo
del CA podria colaborar con el desarrollo de competencias matematicas necesarias para el
comienzo de la escolarizacién. Sin embargo, realizar calculos aproximados, no parece ser
determinante para el avance en las competencias matematicas, una vez iniciado el primer afio

escolar.

Ahora bien, ¢existe algin componente del CA que permita en primer afio predecir el
avance en el rendimiento matematico un afio después? Los siguientes analisis buscan dar
respuesta a esta interrogante analizando exclusivamente los resultados de 46 nifios y nifias que

fueron evaluados por primera vez cuando cursaban primer afio escolar en 2020.
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Figura 10

Correlaciones entre las subtareas de CA: CAS y CANS y la variable avance en rendimiento
matematico: APS y APNS para segundo afio escolar en 2021.

(A): Correlacion entre la puntuacion obtenida en CANS y APNS. (B): Correlacion entre la
puntuacion obtenida en el componente simbdlico del CAy APNS. (C): Correlacién entre CANS
y APS. (D): Correlacion entre la puntuacion obtenida en CAS y APS.
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A partir del andlisis de cada componente del CA es posible profundizar en el resultado
que muestra la Figura 10 para los nifios que cursaron primer afio en 2020. Como se observa en
la Figura 10A, el CANS es un predictor del avance (un afio después) en PNS. Se observa una
correlacion significativa entre el CANS y el avance en el PNS (r=0.310*; p < .05), mientras

que para el resto de las combinaciones no se observa significancia en las correlaciones (ver
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Figura 10B, 10C, 10D). La Figura 10A muestra que, un buen nivel en el componente no
simbdlico del CA, incluso para los nifios de primer grado, incide en el avance del rendimiento

matematico entre el primer y el segundo afio escolar. Cabe preguntarse entonces si

¢Es el CANS un buen predictor del rendimiento matematico posterior pero su efecto

requiere mayor cantidad de tiempo para ser visible?

Para asegurarnos de ello seguimos la trayectoria de aprendizaje de 31 nifios y nifias de
los evaluados por primera vez en primer afo escolar en 2020. Para ello consultamos a sus

maestras actuales sus notas de promocion en el area matematica.

RESULTADOS OBTENIDOS 2 ANOS DESPUES DE EVALUACION INICIAL (2022)

En la busqueda de una posible explicacion a los resultados de la Figura 10A y tratando
de entablar una conexién entre el rendimiento en CANS y el avance en el rendimiento
matematico que explique el avance observado en PNS durante la fase dos de este estudio, es
que se realiza una nueva evaluacion en el afio 2022. Se pretende indagar si los resultados
obtenidos en CANS en 2020 podrian predecir el avance del rendimiento matematico general
en 31 de los y las 47 estudiantes que se encontraban culminando tercer afio escolar, dos afios
después de la primera evaluacion. En esta ocasion se toma como medida de evaluacion, la
valoracion cualitativa en matematicas que realizan las maestras referentes en el Gltimo periodo

del afio lectivo.

Los resultados obtenidos no corroboran la hipétesis planteada, los estudiantes que
avanzaron mas en los ultimos dos afios fueron quienes obtuvieron puntuaciones mas altas en
CAS y no en CANS en 2020. No fue posible identificar transferencia alguna entre rendimiento
en CANS y el rendimiento escolar en matematica de tercer afio (en funcion de las pruebas de

criterio del juicio docente).
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La pequefia cantidad de estudiantes que participaba de esta ultima fase, las
caracteristicas de la prueba y fundamentalmente las diferencias con la técnica utilizada en las
dos etapas anteriores (prueba PUMa) hacen que los presentes resultados no permitan sacar
conclusiones generalizables. Los mismos son una pequefia primera aproximacion a posibles

resultados que podran corroborarse en futuras investigaciones.
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CAPITULO 5: DISCUSION

La presente investigacion se ha centrado en estudiar la relacion del calculo aproximado
con el rendimiento matematico posterior, en nifios y nifias de nivel 5 de educacion inicial y de
primer afio de educacion primaria. Se llevo a cabo un disefio correlacional, tomando tres
medidas a lo largo del tiempo para asi evaluar el avance en el rendimiento matematico y la
incidencia del CA en el rendimiento matematico escolar. La importancia de la evaluacion del
CA se debe a que, de adquirirse la habilidad exitosamente, sienta bases para un adecuado
desarrollo de las competencias matematicas posteriores. Los mecanismos que se encuentran
detras del calculo aproximado permiten la comprension del funcionamiento los nimeros, al
desarrollo de una linea numérica mental y el concepto de magnitud. Un adecuado desarrollo
del calculo aproximado nos permite verificar si se esta brindando una respuesta razonable a
cierto célculo exacto (por ejemplo, el resultado de una resta nunca puede ser superior al
minuendo), estimar el resultado de nuestras operaciones nos permite determinar si el resultado
exacto alcanzado tiene sentido. El desarrollo de estas habilidades significa un ahorro de tiempo
y recursos. El célculo aproximado nos permite obtener una respuesta rapida y Gtil sin invertir
demasiado tiempo y recursos. Muchas veces la sobrecarga de memoria de trabajo deriva en
errores procedimentales que, sin una adecuada capacidad estimativa pueden pasar inadvertidos

por el estudiante.

A continuacion, se discuten los resultados obtenidos y sus implicancias a nivel

educativo.

En primer lugar, se observa que los nifios y las nifias que cursan nivel 5 de educacion
inicial tienen -como sugiere Gilmore et al. (2007 y 2010)- un rendimiento matematico superior

al esperado cuando las propuestas de trabajo no requieren una respuesta exacta. A partir de
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resultados de esta indole es que coincidimos con los autores que vinculan el rendimiento de los
nifios y nifias en tareas de CA con aspectos innatos para el aprendizaje de la matematica. En
otras palabras, estos resultados quizas dejen entrever que, detras de ellos se encuentra lo que
Spelke (2000) define como sistemas nucleares de conocimiento. En este caso, nos referimos al
sistema nuclear relativo al nimero (Spelke, 2000). Los postulados anunciados por la autora
refieren a la existencia de representaciones primitivas de la cantidad, mediante las cuales el

nifio puede realizar operaciones aritméticas sin previa instruccion explicita.

Siguiendo con los resultados obtenidos los y las estudiantes que cursaban primer afio
escolar se desempefiaron en CA de forma similar a quienes se encontraban cursando nivel 5 de
educacidn inicial. Una posible explicacion podria ser que, los nifios y las nifias que cursaban
en ese entonces primer afio tuvieron una escasa ensefianza explicita de las cantidades
manipuladas -a consecuencia de la pandemia de Covid 19-, por lo que el desafio cognitivo era
similar para ambos grupos de estudiantes. Otra posible explicacion es que los porcentajes de
acierto en la generacion de nivel 5 fueron mas altos de lo esperado. Ello nos hace reflexionar,
como se ha mencionado en el capitulo de resultados, que para los nifios evaluados en primer
afio, posiblemente faltaron estimulos mas complejos que los desafiaran alin mas y les permitiera

tener un margen mayor para mejorar.

En cuanto a las correlaciones significativas halladas entre el CA y el rendimiento
matematico, estas informan que cuando los nifios y las nifias rinden satisfactoriamente en las
evaluaciones de CA, poseen a su vez un buen rendimiento general en matematica y viceversa.
De alguna manera, conociendo el rendimiento de nuestros estudiantes en alguna de las dos
variables trabajadas podriamos inferir su rendimiento en la otra. Esto ultimo es un aporte

directo al campo educativo. Implementar multiples evaluaciones de este tipo, podria ser
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informacion suficiente para comenzar una estimulacion temprana sistematica, en caso de

obtener resultados descendidos en el CA.

Otro aspecto interesante de dicha correlacion es que se sostiene al cabo de un afio
independientemente de la muestra (ver Figura 6y 7). Este resultado nos podria estar hablando

de la gran capacidad predictiva del CA para el rendimiento matematico en primer afio escolar.

Con el objetivo de continuar profundizando en dichas correlaciones se procede a
indagar el valor predictivo del CA en el rendimiento matematico posterior. Este Gltimo es, sin
lugar a dudas, el resultado mas importante a destacar en esta memoria de tesis. La habilidad
que los nifios y nifias emplean para realizar CA parece ser un buen predictor del avance en el
rendimiento matematico, si se hace referencia inicamente a aquellos nifios de la muestra que

se encuentran cursando educacion inicial.

Para el subgrupo de la muestra que fue evaluado por primera vez mientras cursaba nivel
5 de educacidn inicial, la variable CA explica un 36% de la varianza del avance en rendimiento
matematico un afio después. Sobre este resultado se sustentan nuestras reflexiones en cuanto a
que dicha variable podria ser un buen predictor del avance en matematica, si esta se evalla
previo al ingreso a la educacion primaria. Estos resultados se encuentran alineados a la
evidencia cientifica en el area. Esta sugiere que la habilidad de procesamiento y comparacién
de magnitudes numéricas es clave para predecir el desarrollo matematico, asi como lo es la
conciencia fonoldgica para predecir los procesos lectores (Vanbinst et al., 2016., Gilmore et

al., 2010., & Xenidou-Dervou et al., 2013 y 2018).

No es posible concluir lo mismo de la submuestra que fue evaluada durante su primer
afio escolar. Alli la variable calculo aproximado no permite predecir el avance en matematica

un afio después. A nuestro criterio, esta diferencia puede suceder por diversos factores
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explicados a continuacién. Los nifios y nifias de primer afio de educacion primaria estan
expuestos en sus jornadas escolares a las matematicas simbolicas por lo que la evaluacion del
CA una vez comenzado el primer afio escolar podria resultar tardia para obtener informacion
que permita predecir el avance en el rendimiento matematico simbdlico. En la misma linea,
investigaciones recientes como las de Guillaume et al. (2013) sefialan que, si bien durante los
primeros afnos de vida la maduracion del cerebro es responsable de esta evolucion, la educacion
escolar juega un papel clave en el aumento de la discriminacién numérica mas adelante. En
pocas palabras, se podria decir entonces que la maduracion y la educacion escolar agudizan

progresivamente la representacion interna de la numerosidad.

Un segundo argumento que podria explicar el resultado de este grupo de nifios es la
baja complejidad de la propuesta. Se empled el mismo rango numérico en ambas generaciones,
seguramente, para este subgrupo de la muestra los CA propuestos no fueron tan desafiantes.
Quizas con ensayos conformados por cantidades de tres o cuatro cifras (valores muy poco
trabajados en el grado escolar que cursaban), u operaciones aritméticas mas complejas como
ser la resta, se hubiera observado cierta prediccion del rendimiento matematico un afio méas

tarde. Realizar esta variante podria ser una oportunidad en un futuro disefio de investigacion.

En tercer lugar y como ultimo argumento, los resultados obtenidos se vinculan
directamente con la evidencia empirica sobre el desarrollo de los procesos que implican la
conceptualizacién del numero. Algunos patrones de respuesta en tareas de estimacion
aproximada de cantidades se modifican significativamente con la entrada de la escolarizacion
formal debido a las experiencias en el sistema educativo relacionadas al aprendizaje y

manipulacion de simbolos numéricos. (Siegler & Booth, 2004., Halberda & Feigerson, 2008).

Dado que los resultados en nivel 5 sefialan con claridad la capacidad predictiva del CA

en el rendimiento matematico posterior y la controversia respecto a los resultados obtenidos en
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primer afio escolar, se decidié profundizar especificamente en estos dltimos con el fin de
encontrar nuevas explicaciones a través del desglose de los datos recabados. Por esta razon, se
indaga el valor predictivo de cada uno de los componentes del CA: CAS y CANS en funcion
del rendimiento matematico (PUMa, PS y PNS). Ello nos lleva a retomar la Figura 10 en la
cual se puede observar que, para los nifios que cursan primer afio escolar, el CANS predice de
cierta manera PNS. Nuestra hipdtesis para este caso es que, al ser un area no necesariamente
es entrenarle en la escuela, y ademas, corresponde a aspectos mas innatos del desarrollo

matematico, se podria preservar en el tiempo.

Para poder evidenciar si efectivamente el componente no simbdlico del calculo
aproximado es transferible al aprendizaje escolar se siguio la trayectoria de aprendizaje de
quienes fueron evaluados por primera vez cuando estaban en primer afio escolar. Quizas al ser
PNS mas impreciso, era necesario un afio mas de trayectoria escolar para hacerse evidente su
avance dentro de las propuestas de aula. Sin embargo, no fue posible identificar transferencia
alguna entre el rendimiento en CANS y el rendimiento escolar. Quizas ello se deba
efectivamente a la distancia que hay entre el CANS y las propuestas escolares. Estas ultimas
tienden a profundizar en el rea simbolica y exacta. Seria interesante evaluar si estos resultados
se mantienen en poblaciones a las cuales se les presenten propuestas de aula con mayor énfasis
en la ensefianza del area no simbdlica de las matemaéticas. Por otro lado, las condiciones de la
evaluacion no fueron las dptimas, la muestra fue muy reducida, las técnicas de evaluacion eran
artesanales y faltaba la presencia del investigador dentro del aula. Todas estas variables pueden
haber incidido en los resultados. A partir de los resultados alcanzados en esta memoria de tesis,

no es posible generar conclusiones o proyecciones respecto a esta hipotesis.

Los resultados obtenidos nos orientan a pensar en la misma linea que los resultados

presentados por Xenidou-Dervou et al. (2013 y 2018), el area simbolica aproximada tiene un
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impacto mayor que el area no simbdlica en el rendimiento matematico posterior. Sin embargo,
para el caso de esta memoria de tesis es pertinente reflexionar sobre los instrumentos utilizados.
Si bien los resultados obtenidos se encuentran alineados a la literatura existente, (existe una
mayor incidencia del campo simbdlico en el desarrollo del rendimiento matematico posterior)
es importante tener en cuenta que la prueba PUMa tiene mayor cantidad de items simbolicos
que no simbdlicos. Ello podria haber sido un posible sesgo que afectase los resultados

presentados y nuestras conclusiones.

En sintesis, los analisis realizados en esta tesis de maestria confirman que el calculo
aproximado como tal es un buen predictor del avance en el rendimiento matematico si se
evalla antes de comenzar la educacion primaria. Sin embargo, es importante tomar las
conclusiones con cautela dada la pequefia cantidad de estudiantes que participaron de esta
ultima fase y las evidentes diferencias entre las técnicas de evaluacion utilizadas en las dos
etapas anteriores (fase 1 y fase 2: prueba PUMa; fase 3: pruebas de criterio). Los presentes
resultados nos permiten realizar una primera aproximacién a hallazgos que se deberan

corroborar en futuras investigaciones.
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5.1 CONCLUSIONES:

Los resultados obtenidos en la presente investigacion buscan generar en la comunidad
cientifica dos grandes aportes. En primer lugar, contribuir en la discusidén académica sobre la
incidencia del calculo aproximado en el rendimiento matematico durante los primeros afios de
educacion matematica formal. En segundo lugar, ser un nuevo insumo que ratifique la
importancia de evaluar el calculo aproximado dentro de las habilidades matematicas tempranas.
Este trabajo de maestria nos alienta a realizar evaluaciones periodicas, nos recuerda que las
mismas son herramientas necesarias para obtener un perfil de aprendizaje detallado de cada

estudiante, asi como para medir y monitorear el progreso en el rendimiento.

Nuestro estudio demuestra que el desarrollo del célculo aproximado es un predictor del
rendimiento matematico sélo en los nifios en educacion inicial, cuando ain no han sido
expuestos a la matematica simbdlica y se les ha presentado un rango numérico limitado. Estos
hallazgos concuerdan con las conclusiones de Gilmore et al. (2010), segln los resultados
obtenidos en su estudio, el rendimiento en aritmética no simbdlica predijo el logro matematico
de los nifios al final del afio escolar. Las habilidades numéricas no simbdlicas y simbolicas
estan relacionadas, cerca del inicio de la instruccion formal en matematica. Sin embargo, es
importante tener en cuenta que esta relacion no puede extrapolarse a los nifios y nifias en
educacion primaria (Matejko y Ansari, 2016). Siegler & Booth (2004) sugieren que la entrada
en la educacion escolar puede cambiar significativamente algunos patrones de respuesta en
tareas de estimacion aproximada de cantidades debido a las experiencias en el sistema

educativo relacionadas con el aprendizaje y la manipulacion de simbolos numéricos.

Evaluar la habilidad para realizar célculos aproximados cuando los nifios y nifias se
encuentran aun en educacion inicial puede ser una buena herramienta de screening que informe

nifios en riesgo de tener dificultades en el area matematica cuando ingresen a la educacion
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primaria, asi como también para identificar nifios y nifias que puedan destacarse en el area. En
este sentido, el metaanalisis realizado por Mato-Vazquez y Mufioz-Cantero (2010) propone
que la forma en que se aborda la matematica durante los primeros afios de escolarizacion es

fundamental para prevenir una baja predisposicion al aprendizaje de la matematica.

Finalmente, los hallazgos de la presente tesis de maestria coinciden con la corriente
tedrica a través de la cual se fundamenta la actual transformacion educativa en nuestro pais. La
misma se basa en las neurociencias y la ciencia cognitiva, siendo esta corriente liderada por
investigaciones como las del profesor Stanislas Dehaene. La misma representa un cambio en
la concepcion teorica del proceso de ensefianza-aprendizaje haciendo referencia, por ejemplo,
al desarrollo del sentido numérico en educacion inicial. Este Gltimo punto representa un hito
importante para los documentos que provienen del dmbito educativo uruguayo y podria
significar el inicio de un cambio en la concepcién de la ensefianza de la matematica temprana

en nuestro pais.
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5.2 IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA!:

Los resultados obtenidos en esta memoria de tesis sin lugar a dudas nos deben

cuestionar en nuestro quehacer educativo.

En primer lugar, se destaca la necesidad inminente de la evaluacién de competencias
matematicas tempranas. Hacia los 5 afios es posible identificar estudiantes que puedan
presentar a futuro dificultades en matematicas. Si bien existe evidencia contundente al respecto,
hasta la fecha, la evaluacion sistematica y estandarizada, no es una practica habitual (a pesar

de ser una estrategia ideal).

A nivel politico hay intencion explicita de evaluar las competencias matematicas
tempranas (asi queda de manifiesto en el documento de la transformacion educativa). Sin
embargo, hasta el momento no se ha colectivizado a la comunidad educativa un plan de accién

concreto en este sentido, que acompafie a las practicas docentes para reforzar este aspecto clave.

En segundo lugar, esta tesis de maestria destaca la importancia de medir el progreso del
rendimiento matematico a lo largo del tiempo y considerar las trayectorias educativas en lugar
de simplemente identificar puntos de corte para diagnosticar la situacion actual. Una evaluacién
sistematica del progreso permite llevar a cabo intervenciones breves e intensivas en las areas
que presentan mayores dificultades y predecir el rendimiento matematico futuro de manera mas

precisa.

Asimismo, los resultados de esta tesis muestran la importancia de enfatizar la necesidad
de desarrollar estrategias didacticas que permitan llevar al aula el entrenamiento en célculos
aproximados (CA) como una herramienta para fomentar el avance en el rendimiento
matematico posterior. Se vuelve necesario una vez mas, reflexionar y re-pensar el trabajo de
aula; disefiar nuevas propuestas desde la conviccion de que una adecuada manipulacion
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aproximada de las cantidades podria promover un mejor rendimiento matematico al momento

de enfrentarse a calculos exactos.

Los nifios y nifias manipulan cantidades superiores a las que pensdbamos y ello deberia
ser nuestro punto de partida para pensar en incorporar este tipo de actividades a las practicas

educativas, especialmente para quienes trabajan con estudiantes que cursan educacion inicial.

En gran medida, la ensefianza tradicional de las matematicas se ha enfocado en qué
ensefiar, en lugar de como los estudiantes aprenden, y no ha tenido en cuenta la maduracion
del cerebro como factor central para concebir los estilos de ensefianza y aprendizaje. A partir
de los resultados obtenidos, se sugieren algunas posibles implicaciones précticas como punto

de partida para continuar reflexionando sobre nuestra labor educativa.

A través de los resultados obtenidos en esta investigacion, proponemos como estrategia
de trabajo alternativa para el cuerpo docente: la evaluacion de los estudiantes también,
mediante modalidades no convencionales, como la evaluacion del CA. Sistematizar su
evaluacion como instrumento complementario a los métodos tradicionales de evaluacion,
puede funcionar como una nueva herramienta que contribuya a la deteccién temprana de
posibles dificultades y colaborar en acciones preventivas dentro del ambito educativo-

institucional.

Creemos firmemente en la importancia de generar acciones preventivas y herramientas
de evaluacién en edades tempranas para facilitar el acompafiamiento al estudiantado antes de
que se presenten dificultades que requieran atencion técnica personalizada. Los resultados
preliminares de esta investigacion constituyen una oportunidad para reducir derivaciones
futuras y tratamientos prolongados. El espiritu de esta memoria de tesis se encuentra alineado

al sentir docente y apoya la importancia de proponer vias de aprendizaje propicias en funcion
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de las caracteristicas personales de cada nifio y nifia. Cuanto mas temprana y eficiente sea la
deteccidn de nifios y nifias con potencial riesgo de tener dificultades en matematica, se cuenta
con un mayor tiempo ventana - para trabajar con ellos de forma profilactica - evitando abordar
una posible dificultad desde la reeducacion una vez comenzada la educacion escolar. Sin lugar
a dudas, considerar el abanico entero de formas de aprender colabora con la puesta en préactica
de propuestas educativas que favorezcan los procesos de aprendizaje de la totalidad del

estudiantado.

Sugerimos, por tanto, la implementacion gradual de actividades que involucren la
comparacion y el calculo aproximado de cantidades en la practica educativa, especificamente
en el campo de las sumas y restas. Ampliar el repertorio numérico y sistematizar instancias en
las cuales se trabaje la comparacion de cantidades y el calculo aproximado, puede ser una clave
para anticiparnos al grado de avance en el rendimiento matematico que tendra un nifio o una
nifia. Para lograr esto, es necesario disefiar actividades que aumenten gradualmente en
complejidad. En primer lugar, trabajar con el campo no simbodlico, utilizando iméagenes y
material concreto para comparar cantidades. Luego, incluir sumas y restas de cantidades en el
campo no simbdlico. En una segunda instancia, incorporar el campo simbdlico y comparar
cantidades simbolicas con no simbolicas, realizando sumas y restas aproximadas con el mismo
formato. Finalmente, abordar especificamente el campo simbdlico, comparando cantidades y
realizando calculos aproximados con un amplio rango numérico y llevando las cantidades a

situaciones concretas y cotidianas para conectar con la abstraccion que se desea abordar.

Es importante destacar que la eficacia de estas practicas dependera de la sistematicidad
con la que se implementen. Se sugiere implementarlas a diario o con una frecuencia de 3 veces
por semana y convertirlas en rutinas de pensamiento matematico de unos 15 a 20 minutos

diarios, como una alternativa para llevarlas a cabo de manera colectiva. En resumen, estas
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estrategias pueden ayudar a mejorar el rendimiento matematico de los estudiantes y a prevenir

dificultades en etapas posteriores de su educacion.

5.3 LIMITACIONES DEL ESTUDIO

Los resultados presentados deben ser analizados con cautela, dado que esta muestra no
necesariamente es representativa de toda la poblacién uruguaya. Seria interesante que futuras
investigaciones replicaran este estudio en una muestra a mayor escala. En la misma linea, cabe
destacar que la presente investigacion tuvo como proposito inicial ser de caracter correlacional
y no longitudinal, por lo que ello interfirié en la cantidad de participantes que pudieron sostener
la investigacion. Para futuras instancias, seria interesante replicar el estudio pudiendo mantener
una cantidad de participantes similar a la de la evaluacion inicial. A pesar de lo alentador de
los resultados en cuanto al valor predictivo del calculo aproximado para el grupo de nifios que
fueron evaluados inicialmente cuando cursaba nivel 5 de educacion inicial, debemos tener
siempre presente que esta investigacion es fundamentalmente de base correlacional, por lo que

las predicciones informadas deben ser necesariamente confirmadas por estudios causales.

Por otro lado, el periodo en el cual se llevd a cabo el trabajo de campo fue durante la
pandemia de Covid 19, por lo que es recomendable replicar el estudio en condiciones donde la
situacién de escolarizacion no se encuentre tan afectada. Es importante destacar que, si bien
todos los estudiantes evaluados se mantuvieron escolarizados, tuvieron pocas instancias
presenciales (en comparacion con un afio tipico) previo a la evaluacion en habilidades de

calculo aproximado.

En funcidn de los datos poco alentadores recabados en los nifios y nifias que cursan
primer afio escolar, seria pertinente en el futuro replicar la evaluacion considerando a nivel 4y

nivel 5 de educacién inicial en vez de educacién primaria.

83



Finalmente, pensamos que el proximo paso en esta linea de investigacion debe pasar
por generar un programa de entrenamiento que estimule el desarrollo de habilidades en calculo
aproximado para aquellos nifios y nifias que obtengan una puntuacion descendida en la
evaluacion del CA 'y poder verificar asi las posibilidades que la mejora en el CA puede generar

en el rendimiento matematico general.
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Anexo 1: Aprobacion comité de Etica

Facultad de
‘w PSiCOlOgia % Comité de Etica

) comiteeticain sico.edu.u
UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA V@P X

Montevideo, 20 de marzo de 2020

En el dia de la fecha se retne el Comité¢ de Etica en Investigacién de la Facultad de
Psicologia de la Universidad de la Republica, a los efectos de expedirse respecto al
proyecto de investigacion Sistema Numérico Aproximado, una herramienta aun no
explotada para el aprendizaje de la aritmética, a cargo de la Lic. Lucia Puyol.

Dicho proyecto CUMPLE CON LOS CRITERIOS ETICOS para la proteccién de los seres
humanos que participan como sujetos en procesos de investigacion, por lo que este Comité
de Etica de Investigacion OTORGA EL AVAL para su ejecucion.

Pase a notificacion de la Lic. Lucia Puyol (responsable del proyecto).

Dra. Victoria Gradin

. Raquel Galeotti Comaé de Efica en Investigacior
m £oca en Invesigacion Facuhad de Psicologia
F de Psicologia - Lebn
Comité de Etica en ivestigacitn
Facuttad de Psicologia
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Anexo 2:

HOJA DE INFORMACION PARA PADRES

TITULO DEL PROYECTO: Sistema numérico aproximado, una habilidad atin no explotada para el aprendizaje
de la aritmética.

Investigador responsable:
Dr. Alejandro Maiche (CIBPsi, Facultad de Psicologia, UdelaR)

Lic. Lucia Puyol Ferrari (Facultad de Psicologia, UdelaR)

Dr. Alejandro Maiche:
E-mail: amaiche@psico.edu.uy

Teléfono: 24008555, int. 340

Lic. Lucia Puyol Ferrari.

E- mail: puyol.lucia5@gmail.com
Teléfono: 094605156

1. ;Cudles sonlos objetivos de este estudio?

Indagaremos en nifios de cinco afios sin instruccién previa en matematica formal y en nifios de 6 afios con
poca experiencia en ello, la incidencia del SNA en problemas de adicién y sustracciéon de cantidades
aproximadas que impliquen tareas de aritmética simbélica y no simbdlica.

2. ¢Por qué mi hijo/a ha sido seleccionado/a para participar en este estudio?

Este estudio busca que la mayoria de los nifios a estudiar provengan de hogares con suficiente estimulacién
cognitiva para que la falta de ella no sea una variable que repercuta en su performance
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3. (Esta obligado/a mi hijo/a a participar en este estudio?

No. La participacién en este estudio es libre y voluntaria.

4. ¢Existe algiin motivo por el cual mi hijo/a no debiera participar de este estudio?

No. Sin embargo, si su hijo/a presenta dificultades importantes de aprendizaje, solicitamos

comunicarselo a la maestra de su clase.

5. ;Obtendré algtn tipo de beneficio directo por mi participacion en este estudio?

Ya que estamos explorando la posibilidad de mejorar la ensefianza de las matematicas, no

podemos asegurar que su hijo obtendra un beneficio directo.

6. Simi hijo/a participa de este estudio, ;tendra algin tipo de incomodidad o inconveniente?

En estudios anteriores, con evaluaciones similares a las propuestas, ningtin nifio experiment6 molestias o
inconvenientes. En caso de que su hijo/a se sintiera cansado o

molesto, podra interrumpir su participacidn sin tener que dar explicaciones ni sufrir ninguna

consecuencia negativa.

7. ¢Qué medidas de reduccién y/o atencién de un eventual malestar, incomodidad o

dafio a mi hijo/a se prevén?

Aunque no se prevén malestar, incomodidad o dafio, si su hijo/a se sintiera mal podra

interrumpir su participacion sin tener que dar explicaciones.
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8. (En qué actividades tendra que participar mi hijo/a?

Le pediremos que realice actividades aritméticas de forma ludica mediante el uso de tabletas. Algunos
niflos, ademas, realizaran tareas escritas

9. ;Quién tendra acceso a la informacién que proporcione?

Sélo tendran acceso a los datos de la investigacién los responsables del estudio y los

integrantes del equipo de investigacion.

10. ;Qué medidas se tomaran para asegurar la confidencialidad de los datos?

Cada uno de los nifios que participe de este estudio sera identificado por un nimero con el fin de asegurar
la confidencialidad de los datos.
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Anexo 3:

FORMULARIO DE CONSENTIMIENTO INFORMADO PARA LOS PADRES

Por favor, lea atentamente y complete este formulario marcando con una cruz sus respuestas a las
siguientes preguntas.

He leido y comprendido la hoja de informacién del presente estudio.

o SioNo

He tenido oportunidad de realizar preguntas en relacién con el presente estudio, y en caso afirmativo he
recibido respuestas satisfactorias.

o SioNo

Acepto que mi hijo/a participe voluntariamente en este estudio.

o Sio No

He sido informado/a de los objetivos del estudio.

o SioNo

He sido informado/a sobre los criterios de seleccién de los participantes.

o Si oNo

He sido informado/a sobre lo que mi hijo/a tendra que hacer en este estudio

o SioNo
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He sido informado/a sobre los beneficios y posibles riesgos

o Sio No

He sido informado/a que mi hijo/a puede retirarse en cualquier momento sin tener que dar explicaciones,
y que, en caso de retirarse, esto no le generara ningun perjuicio.

o Si o No

Firmay aclaracion del padre, madre o tutor:

Fecha
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Anexo 4

Hagamos algunos de practica
Modelado |4+5 5(Sumaazul |B
Practical |1 4+3 8| Rojo A
Practica 2 |g 48 9|Sumaazul |B
Practica 3 |345 14| Rojo A
Lo hiciste muy bien , estas listo para jugar!. Toca el boton verde para continuar
Ensayo 1 (g +6 15| Rojo B
Ensayo 2 |94g 12| Rojo A
Ensayo 3 |12 +8 16| Rojo B
Ensayo 4 |749 20| Rojo A
Ensayo 5 |25 420 36|/sumaazul |B
Ensayo 6 |20+16 45|sumaazul |A
Ensayo 7 |15 425 50|sumaazul |B
Ensayo 8 |20+30 40{sumaazul |A
Ratio 4:6 Lo estas haciendo muy bien, sigue asi!
Ensayo 9 |545 15[ Rojo A
Ensayo 10 (946 10| Rojo B
Ensayo 11 |g+6 21{Rojo A
Ensayo 12 (9412 14|sumaazul |B
Ensayo 13 (25420 30/sumaazul |A
Ensayo 14 ({5415 45(sumaazul |B
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Ensayo 15 |21+30 34|sumaazul |A
Ensayo 16 [15+19 51| Rojo B
Ratio 4:7 Lo estas haciendo muy bien, sigue asi!
Ensayo 17 [10+11 12| Rojo A
Ensayo 18 |g+6 21| Rojo B
Ensayo 19 |(g4+7 23| Rojo A
Ensayo 20 |11+12 13| Rojo B
Ensayo 21 |16+ 16 56|sumaazul |A
Ensayo 22 [30+26 32|Sumaazul |[B
Ensayo 23 |27+31 33|Sumaazul |A
Ensayo 24 (16+17 58|Sumaazul |B
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Anexo 5:

PUMA2020 |PUMA2021 LAPred AVANCE |LAPSE
58 121 88.27079473 63 1.370781813
73 107 98.92340501 34 1.081644935
77 89 101.800896 12 0.8742555662
31 85 69.6338441 54 1.220670797
107 128 123.8869871 21 1.033199717
125 134 137.5765194 9 0.9740034167
67 77 94.63633523 10 0.8136409743
87 98 109.0632978 11 0.898560762
95 112 114.944562 17 0.9743827635
71 119 97.4905034 48 1.220631711
74 89 99.64131481 15 0.8932037897
62 93 91.09033258 31 1.020964545
93 117 113.4682576 24 1.031125378
52 86 84.07006729 34 1.022956241
97 130 116.4248767 33 1.116599851
51 52 83.37326375 1 0.6237011442
84 108 106.8742248 24 1.010533645
64 122 92.50584845 58 1.318835534
52 64 84.07006729 12 0.7612697606
52 68 84.07006729 16 0.8088491207
55 83 86.16615767 28 0.9632552065
69 85 96.06148364 16 0.8848499604
67 105 94.63633523 38 1.109510419
91 114 111.9959527 23 1.017893926
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52 72 84.07006729 20 0.8564284807
64 86 92.50584845 22 0.9296709499
47 58 80.59548175 11 0.7196433192
96 123 115.6842174 27 1.063239245
131 149 142.2144753 18 1.04771332
110 129 126.1454286 19 1.02262921
135 142 145.3274818 7 0.9771035612
139 143 148.457424 4 0.9632391307
142 144 150.81605 2 0.9548055397
135 146 145.3274818 11 1.004627605
80 125 103.9692828 45 1.202278179
72 105 98.20646831 33 1.069176011
124 146 136.8071898 22 1.067195373
119 141 132.9761555 22 1.060340476
99 105 117.9092126 6 0.8905156575
95 126 114.944562 31 1.096180609
128 136 139.8907792 8 0.9721870216
66 109 93.9252095 43 1.160497811
79 101 103.2455066 22 0.9782508054
114 140 129.1710151 26 1.08383448
119 125 132.9761555 6 0.9400181522
132 122 142.9911442 -10 0.8531996907
106 125 123.1362132 19 1.015135976
112 123 127.6561699 11 0.9635256961
139 134 148.457424 -5 0.9026156889
86 114 108.3326169 28 1.052314652
110 132 126.1454286 22 1.046411284
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138 133 147.6733457 -5 0.9006364649
82 100 105.4197837 18 0.9485885521
84 112 106.8742248 28 1.047960817
35 89 72.35199173 54 1.230097443

127 143 139.1183127 16 1.027902058

107 145 123.8869871 38 1.170421554

114 130 129.1710151 16 1.006417732
63 74 91.79761052 11 0.8061212006
69 78 96.06148364 9 0.8119799637
45 82 79.21223215 37 1.035193654
92 120 112.7316059 28 1.064475211
73 103 98.92340501 30 1.04120961
96 124 115.6842174 28 1.071883467

115 139 129.9299801 24 1.069806983
73 98 98.92340501 25 0.9906654546

121 145 134.5054521 24 1.078023215

112 134 127.6561699 22 1.049694661

119 134 132.9761555 15 1.007699459

124 114 136.8071898 -10 0.8332895379

110 144 126.1454286 34 1.141539583

105 121 122.3864569 16 0.9886714844

107 115 123.8869871 8 0.9282653705
59 76 88.9742457 17 0.8541797618

114 127 129.1710151 13 0.9831927072
96 120 115.6842174 24 1.037306581
94 113 114.2059092 19 0.989440921
97 120 116.4248767 23 1.030707555
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