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Resumen

En este trabajo monografico presentamos un resultado central de Bruguieres, Lack
y Virelizier, que relaciona las ménadas de Hopf y la existencia de homs internos en
su categoria de algebras. Nuestro acercamiento, a diferencia del de dichos autores, pone
énfasis en el uso de adjunciones de morfismos de moénadas. Ilustramos cémo los conceptos
necesarios para este resultado aparecen como generalizaciones de teorias mas clasicas y
cOmo esto da una perspectiva mas clara de éstas.
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Introduccion

Al estudiar los médulos para un dlgebra A, aparece naturalmente la pregunta de si
el producto tensorial de dos A-mdédulos es nuevamente un A-médulo, lo que conduce al
concepto de bidlgebra. Mas aiin, podemos preguntarnos si el conjunto de mapas lineales
entre dos A-mddulos es nuevamente un A-médulo, lo que conduce al concepto de antipoda
y algebra de Hopf.

Estas preguntas se pueden plantear en el lenguaje de la teoria de categorias de manera
mas clara y general. El concepto de ménada se puede pensar como una generalizacién
de las algebras, al estudiar los functores de la forma T(X) = A ® X donde A es un
algebra, recuperando a los A-mdédulos como los T-médulos para ésta ménada, que a
su vez forman una categoria conocida como la categoria de Eilenberg-Moore para la
monada. Las preguntas sobre el producto tensorial de dos A-mdédulos y el conjunto de
mapas entre ellos se transforman en preguntas sobre la estructura de la categoria de
moédulos, que se pueden traducir en propiedades del functor T

El objetivo de esta monografia es presentar las generalizaciones de estas construccio-
nes al contexto de las ménadas en categorias monoidales y ver caracterizaciones de las
mismas. Vemos como de la misma manera en la que las monadas generalizan a las alge-
bras, los functores opmonoidales generalizan a las coalgebras, las ménadas opmonoidales
a las bialgebras y las ménadas de Hopf a las algebras de Hopf. Mostramos que asi como
el concepto de bidlgebra es central al estudiar productos tensoriales de A-moédulos para
un 4algebra A, el concepto de ménada opmonoidal aparece vinculado al los productos
tensoriales de objetos en la categoria de Eilenberg-Moore. Describimos un teorema de
IBLV11] que caracteriza a las ménadas de Hopf en categorias cerradas en cuanto a su
categoria de algebras, generalizando el resultado cldsico que vincula a las algebras de
Hopf con el hecho de que el conjunto de morfismos entre dos A-médulos es también un
A-médulo si y sélo si A tiene una antipoda. Se pretende ademds, acompanar la exposi-
cién de estos resultados ilustrando como los casos clasicos aparecen como ejemplos en
esta teoria mas general.

Pasaremos ahora a describir los contenidos de este trabajo.

En el Capitulo [I] damos las definiciones sobre las que el resto de trabajo se apoya.
Definimos categoria monoidal, trenza, functores y adjunciones opmonoidales, categorias
y functores cerrados y mostramos el vinculo de estos conceptos con la existencia de
duales. Ademé&s comentamos el teorema de coherencia de Mac Lane, que esté presente en
todo el trabajo posterior. Nos basamos en [TV17| y [JS93] para lo referido a categorias
monoidales y [MM12 3.3] en particular para ciertas definiciones y resultados sobre el
centro laxo. Para el teorema de coherencia se recomienda ver [Mac63], [MM12| VII-2]
y [JS93].

VII
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En el Capitulo[2|definimos el concepto de ménada y su categoria de Eilenberg-Moore.
Definimos ménada opmonoidal y mostramos que es equivalente que una ménada en una
categoria monoidal sea opmonoidal a que la categoria de Eilenberg-Moore sea monoidal y
el functor de olvido monoidal estricto. Concluimos con un breve estudio de los monoides
de Hopf que son fuente de ejemplos de ménadas de Hopf. Para ménadas nos basamos en
[Bor94] y [ML98|, para ménadas opmonoidales en [Moe02].

El Capitulo [3| tiene como objetivo caracterizar a las ménadas de Hopf en categorias
monoidales cerradas. Alli demostramos que dada una ménada opmonoidal T en una ca-
tegoria cerrada a izquierda, es equivalente que la misma sea Hopf a izquierda a que la
categoria de Eilenberg-Moore sea cerrada a izquierda y el functor de olvido sea cerrado
fuerte a izquierda. Comenzamos con el estudio de ciertos morfismos de méonadas particu-
lares que aparecen en las categorias monoidales, mostramos su vinculo con las ménadas
de Hopf para finalmente poder demostrar el resultado antes mencionado. Este capitulo
toma ciertos resultados de la referencia principal [BLV11] pero los expone de manera
distinta, con ciertos resultados intermedios que no aparecen alli.

Se opté por dejar la descripcién de los morfismos de ménadas a un primer Apéndi-
ce [A] Se muestra como surgen al estudiar levantados de functores y transformaciones a
la categoria de Eilenberg-Moore, dando resultados que caracterizan cuando esto es posi-
ble. En particular, el teorema que caracteriza cuando esto es posible para una adjuncién
juega un rol central en este documento. Las ideas de esta seccion se encuentran, en el
contexto de las 2-categorias en [Str72].

Por ultimo hay un breve segundo Apéndice [B] donde exponemos el concepto de
isofibracién y dos resultados cldsicos sobre adjunciones, necesarios para este texto.

Aportes personales. La monografia difiere de la referencia principal [BLV11] en
cuanto a que prestamos especial atencién al concepto de morfismos de ménadas y adjun-
ciones de morfismos de ménadas, viendo como estos permiten determinar cuando una
adjuncién se puede levantar a la categoria de Eielnberg-Moore. Mostramos como estos
conceptos juegan un rol central en la demostracién y se deja claro su papel en la validez
de los resultados. Para esto nos apoyamos en el concepto de “transformacion compaifiera”
de una transformacioén natural, donde las técnicas para tratar a éstas vienen del contexto
de las 2-categorias.

Ademas, se dan las definiciones de adjunciones de Hopf y functores cerrados haciendo
hincapié en el concepto de transformacién companera, lo cual permite contextualizar los
resultados.

Otro punto de constraste con [BLV11], es que se exponen los conceptos en més
detalle y de manera mas pausada, buscando que sea mas accesible a un publico no espe-
cialista. En particular aparece la equivalencia entre la condiciéon de opmonoidal para una
monada y la existencia de una estructura monoidal en la categoria de Eilenberg-Moore
tal que el functor de olvido es monoidal estricto, la relacién entre adjunciones opmonoi-
dales y functores opmonoidales fuertes. Se incluyen ciertas pruebas que no aparecian en
las referencias, mencionamos en particular la Proposicién 2.11 y al apéndice A, cuyos
conceptos aparecen mencionados pero sin demostracion.

Terminologia. En este trabajo utilizamos la terminologia de [ML72] y [EK66]
al referirnos a functor monoidal, donde no asumimos que cierta transformacién natural
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sea invertible, a diferencia de otros autores que toman esto como parte de la definicién.
Ademsds, cuando estas estructuras se dualizan, utilizaremos el nombre de opmonoidal,
que se puede encontrar por ejemplo en [KS74| a diferencia de otros autores que utilizan
el término comonoidal o monoidal colaxo.






Capitulo 1

Categorias monoidales

En este capitulo introduciremos el concepto de categoria monoidal, que encapsula
diversas nociones de producto en una categoria y presentaremos las definiciones bésicas
de esta teoria. Luego presentamos las nociones de trenza, trenza laxa y trenza parcial,
que encapsulan las ideas de “conmutatividad a menos de isomorfismo” y el centro de una
categoria monoidal, que mimetiza la nocién de centro en un monoide al contexto de las
categorias y se dan resultados que seran usados en los capitulos siguientes. Posteriormen-
te definiremos la clase de functores y transformaciones naturales apropiada al contexto
monoidal, los functores y transformaciones opmonoidales. Veremos cémo comonoides en
el centro de una categoria dan ejemplos de functores opmonoidales y la relacién entre las
adjunciones de functores opmonoidales y los functores opmonoidales fuertes. Daremos
la nocién de categoria monoidal cerrada, que generaliza la idea de espacio de funciones
como objeto de la categoria y los functores cerrados, que son los que preservan esta
estructura. Por tltimo damos un estudio detallado del vinculo entre duales y categorias
monoidales cerradas.

1. Categorias monoidales y trenzas

DEFINICION. 1.1. Una categorfa monoidal 4= (¢, 1I,a,r, ) consiste de un functor
®: € X € — €. comuinmente llamado producto tensorial, un objeto I, llamado objeto
unidad, e isomorfismos naturales:

a={axyz: (X®Y)®Z - X (Y ®2)}
I={lx: I®X — X}
r={rx: X®I— X}

llamados restricciones de asociatividad y unidad, tales que dados X,Y,Z, W € € los
siguientes diagramas conmutan:

(X@Y)eZ2) oW —— (XY)®((ZeoW) —— X (Y @ (ZaW))

a®ll Tl@a

XY e2)eW a X(YeZ)oW)

XeleZ “ » X @ (I®Z)

r®l 1l
X®Z
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EJEmMPLO 1.2. Una categoria con productos binarios y un objeto terminal es monoidal
con ® := X y I el objeto terminal, con a, r,l obtenidos a partir de la propiedad universal
del producto. A una categoria con esta estructura cominmente se la denomina cartesiana
cerrada.

De la misma manera, una categoria con coproductos binarios y un objeto inicial es
monoidal.

EJeEMPLO 1.3. Los productos tensoriales usuales dan lugar a categorias monoidales.
En Ab (la categoria de los grupos abelianos y morfismos de grupos), se considera A® B
definido por la propiedad universal de que existe un mapa bilineal A x B —+ A ® B que
factoriza tnicamente a todo otro mapa bilineal con dominio A x B. Iterando obtenemos
un mapa trilineal Ax (Bx(C) - A® (B®C) con las mismas propiedades. Esta unicidad
permite deducir que existe un tinico isomorfismo que conmuta con los respectivos mapas
trilineales (A® B) ® C -+ A® (B ® C) y que ademas es natural.

Razonamientos similares apoyados en la unicidad de los mapas universales para
cuatro grupos abelianos prueban la conmutatividad del pentdgono. Los isomorfismos
Z®A=AX AR Z se deducen de la construccién.

La categoria opuesta de una categoria monoidal es monoidal con el “mismo” produc-
to. Precisamente, dada una categoria monoidal (¢, ®, I,a,l,r), se tiene que la categoria
opuesta €°P con la estructura (4°P,®°P, I,a=1, 171 r~!) es monoidal. Las restricciones
de asociatividad y unidad se cumplen porque surgen de invertir el sentido de las flechas
que ya teniamos.

DEFINICION. 1.4. Una categoria monoidal se dice estricta si las transformaciones
a,l,r de la definicién son identidades.

A continuacién describiremos un resultado que estard presente en la mayoria del
trabajo.

Dos morfismos paralelos en una categoria monoidal son iguales si estan formados
por composiciones de productos tensoriales de restricciones de asociatividad, unidad y
de identidades. Una versién puede ser vista en [Mac63l Theorem 3.1], donde se prueba
que el pentagono respecto a la condicién de asociatividad en la definicién de categoria
monoidal, es suficiente para que todo diagrama formado por composiciones y produc-
tos tensoriales de a conmute. El mismo comportamiento aparece si también incluimos
morfismos obtenidos como productos y composiciones de restricciones de unidad. Estos
resultados se conocen cominmente como el teorema de coherencia de Mac Lane. A partir
de éste, se prueba ademds que toda categoria monoidal es equivalente (mds precisamente
monoidalmente equivalente, ver Definicién a una categoria monoidal estricta; ver
por ejemplo [JS93] o [MM12], VII-2].

Tanto el teorema de coherencia como la existencia de una equivalencia a una categoria
estricta son ttiles en la siguiente situaciéon. Dado el problema de probar la conmutativi-
dad de cierto tipo de diagrama, serd suficiente probarla en el contexto de una categoria
estricta para garantizar la conmutatividad en el caso original. Por esta razén, en los
casos en los que las pruebas se complicaran sin agregar nada de sustancia, se optara por
dar las pruebas en el caso en que la categoria en cuestién es monoidal estricta.
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DEFINICION. 1.5. Dada ¢ categoria monoidal, llamamos trenza a un isomorfismo
natural

T={rxy: XY =Y ®X}

que verifica los siguientes diagramas

XoV)oz 2L YeoX)9Z > Y e (X®Z)

a |rer

X@(YeZ) T (YZ2)®X —5 Y®(ZoX)

XY o2 25 Xe(ZaoW) 5 (X0Z)0Y

J- p
1

(XoY)oZ "= Z0(XY) 24— (ZeX)’Y
para todo X,Y,Z en ¥ .

Si 7 es una trenza, 7’ definida por 7y, = (7v, x) ! también lo es. Si 7' coincide
con 7 decimos que 7 es una simetria. Las categorias mencionadas en son categorias
simétricas, con mapas 7,y dados por la extensién lineal del mapa u ® v — v ® u para
objetos U,V en la categoria.

DEFINICION. 1.6. Una categorfa monoidal trenzada es un par (¢, 7) donde € es una
categoria monoidal y 7 es una trenza en la misma.

Dada una categoria monoidal %, se puede definir otra categoria monoidal €™’ con
la misma categoria base y producto tensorial dado por X ®' Y := Y ® X. En el caso
en que la categoria es trenzada con trenza 7, se tiene que el functor opmonoidal
(1#,7,11) es una equivalencia monoidal entre € y €7 (ver [JS93|], Example 2.5).

Se puede debilitar la nocién anterior, obteniendo el concepto de trenza laza [AM10,
Section 1.1.3]. Estas son transformaciones naturales (no necesariamente invertibles) de
la forma 7xy: X ® Y =Y ® X que verifican la conmutatividad de los diagramas en la
Definicion y ademas

IoX — 2% L X®I Xl — 2> s TeX

Si los mapas Ty y son invertibles, 7 es una trenza y la conmutatividad de los diagramas
anteriores es automadtica por [JS93, Proposition 2.1].

Un ejemplo clésico de trenza laxa se da en la categoria de los espacios vectoriales
graduados sobre cierto grupo G (ver [AM10, 2.3.1]). Las mismas ideas funcionan para
el caso de R—mddulos graduados sobre anillo conmutativo R.

EJEMPLO 1.7. Sea R un anillo conmutativo con unidad y RMod la categoria de
los R-médulos. Llamaremos gRMod a la categoria de los R—mddulos graduados sobre
los naturales. Un objeto de esta categoria es una sucesién V = (V,,),>0 de R-médulos,
un morfismo f: V — W es una sucesiéon de morfismos de R-médulos f,,: V,, = W, con
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composicién (g o f), := gn o fn e identidades (1y),, = 1y, . Nos referimos a V,, como la
componente de gradon de V y a un v € V,, como un elemento homogéneo de grado n.
La categoria gRMod tiene una estructura monoidal con producto - y objeto identidad
I donde

- Rsin=0
VW), = Vi @ Wh—; I, =
( ) ie% ® {Osin21

donde ® denota el producto tensorial usual de R-médulos. Dado v € Vi, w € Wj el grado
de v®w es i+ j. Las restricciones de asociatividad y unidad se obtienen como sucesiones
de sumas de las de RMod:

(awvwn= P awvw.  (vn=ro,  (v)n=1lu,
itjt+k=n

de lo cual se deduce que gRMod es una categoria monoidal.

Fijado ¢ € R, podemos dotar a la categoria de una familia de mapas Tgvi U-V—
V - U dados en los tensores elementales por u® v — ¢""v Q@ u donde u y v son elementos
homogéneos de grado n y m. Veamos que 7 es una trenza laxa. Dados U,V y W en
gRMod y u, € Up,vm € Vi, wp € Wy, tenemos que (ignorando las restricciones de
asociatividad para més claridad)

(n+m)k

0.V (Un @ U @ Wg) = q Wi @ Uy, @ Uy,

Tow @V oU @Tyw (Un @ U QW) = Tuw ® V(quun R Wk Q@ V) = I Wy @ Uy @ v,

deducimos Ty.v,w = Tyw @ Vo U @ Ty, y de la misma manera 7yyv.w = V ® Ty, ©
Tu,v @ W. Por otro lado dado t € R y u, € U,, tenemos que

rx oyt ®@uy) = TX(qO"un ®Rt) =tu, =lx(t®@uy)

con lo cual rx o 77y = lx y de la misma manera I, o 7x ; = rx.

. . . . _ -1
Notamos que T es una trenza si y solo si g es invertible y en tal caso es (79) "1 =77 .

Ademds, es una simetria si y sélo si ¢> = 1, es decir, ¢ = +1.

Se puede probar que todas las trenzas laxas en gRMod son de la forma 79, pero
dicho resultado escapa el alcance de este trabajo monografico.

Las ideas que siguen se basan en [Str12, 3.3|. Describiremos una construccién para
obtener categorias trenzadas laxas a partir de categorias monoidales, que ademaés servira
como base para futuros ejemplos. Se puede pensar como la generalizacién del centro de
un monoide al contexto de las categorias monoidales.

Dada una categoria monoidal €, llamaremos trenza parcial laxa para un objeto A a
una transformacién natural u: AQ— = —® A tal que los siguientes diagramas conmutan,

ax,y,A

AR (X0Y) 22 (X0Y)@ A X@(Y0A) Aol — " . I9A

aA’X’YT TX® i \ /
ux QY ax,AY

AX)Y X2 (XA oY 4% X (ARY)

Si u es invertible, diremos que es una trenza parcial.
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Dados objetos A, B con trenzas parciales respectivas u, v, consideraremos morfismos
entre pares f: (A,u) — (B, v) dados por morfismos f: A — B en % tales que el siguiente
diagrama conmuta

A x 125 o x
uxl lvx
Xod4 22 xoB

Los objetos de la forma (A,u) donde A estd en una categoria monoidal ¢ y u es
una trenza parcial laxa para A y los morfismos considerados anteriormente definen una
categoria Z;(¢) llamada el centro lazo de €. Existe un functor U: Z;(¢) — ¢ dado por

U((A,u) = Ay U(f) = f.
PROPOSICION. 1.8. Z;(€) es monoidal con producto y unidad
(A, u) ® (B,v) = (A® B,a_ apo(u—® B)o a;Ll_’B o(A®wv_)oaap_) (I,I"'or)
y el functor U: Z)(€) — € es monoidal estricto. Ademds tiene una trenza laza dada por
T(Au),(Bw) = UB: (A,u) @ (B,v) = (B,v) @ (A, u)

DEMOSTRACION. Para la primera parte de la tesis, hay que probar que la transfor-
maciones naturales asi definidas son trenzas parciales laxas y que las instancias de las
transformaciones naturales a,r,l son morfismos en Z;(%¢). Todo esto se prueba de ma-
nera rutinaria directamente a partir de la definicién de Z;(%¢) y los axiomas de categoria
monoidal.

Para la segunda parte de la proposicién, hay que verificar que up es un morfismo
en Z;(€¢) y que la 7 asi definida es natural. Veamos esto en el caso de que & es una
categoria monoidal estricta para ahorrar espacio.

Tenemos que el diagrama

A9BR X 2 Bo Ao X

A®UXJ, W) lB@ux
AR X ®B BRX®A
’U,X®BJ’ Uxeb lvx®A
XQup
XRAR®B —/— X®BR®A

es conmutativo, pues los tridngulos son conmutativos por ser u una trenza parcial laxa,
y el cuadrilatero interior por naturalidad de u. Ademads por coherencia del producto ®
se tiene que

(I3t ora®@B)o(A®lg orp) =(I;' ® B)o (A® 1) =l 45 °TA2B)
por lo que up € Z;(¢). Por otra parte, dados f: (A,u) — (C,w) y g: (B,v) — (D,t)
en Z;(¢) la naturalidad de 7 se expresa como la conmutatiwdad del d1agrama

(A,u) ® (B,v) L2% (C,w) @ (D, 1)

us | Jwo

(B,v) ® (4,u) 2205 (D,#) @ (C,w)
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que se puede reescribir como el diagrama exterior en

(A,u) ® (B,v) L22 (C,w) @ (B,v) <2% (C,w) @ (D, 1)

us | Jws Jwo

(B,v) @ (A,u) 225 (B,v) @ (C,w) 2% (D, t) @ (C,w)

donde el cuadrado izquierdo conmuta por ser f morfismo en el centro laxo de la categoria,
y el derecho por naturalidad de ~. O

En los razonamientos anteriores, al considerar como objetos pares (A,u) donde A
es un objeto en ¢ y w es una trenza parcial, obtenemos la definicién del centro Z(%)
de la categoria. Es inmediato notar que el centro es monoidal trenzado. Ademds, toda
categoria trenzada laxa (¢, 7) tiene una subcategoria plena monoidal trenzada, obtenida
al tomar como objetos los X con 7x _ invertible. Notamos que esta construccién aplicada
a Z1(%) resulta en Z(%).

Si € es una categoria monoidal estricta con trenza laxa 7, observamos que el functor
de olvido U: Z;(¢) — € tiene una seccién dada por X — (X, 7x_) y este functor es
monoidal estricto. A partir de esto tenemos la siguiente proposicion.

PROPOSICION. 1.9. Existe una biyeccion entre trenzas lazas sobre € vy secciones
monoidales estrictas de U.

DEMOSTRACION. A partir de lo observado anteriormente resta, dada una seccién
R: ¢ — Z)(¢) de U, definir una trenza laxa en ¢. Tenemos que R estd dado en objetos
por R(X) = (X,7%) y en morfismos por R(f) = f, donde 7%¥: X ® — = — ® X es
una trenza parcial laxa. Veamos que la familia de morfismos 7xy = T{f define una
transformacion natural. La naturalidad en Y es parte de las hipdtesis, con lo cual queda
verificar la naturalidad en la primera variable. Dado un morfismo f: X — Z en %,
tenemos el siguiente diagrama

,7_X
XoW Y WeX

f®1l ll@f
Z

ZoW Y s WeZ

que es conmutativo pues f = R(f): (X,7X) — (Z,7%), con lo cual 7 es una transfor-
macioén natural.

Resta verificar que 7 es una trenza laxa. Esto es equivalente a la conmutatividad de
los siguientes diagramas.

XY

T})/(®Z Tz
XRY®RZ—Y®RZI®X XRY®RZ =70 XRY

Y®TX T’T‘X@Y
T;’/(@?Z\/A T z Xm‘ z

YoX®Z X®ZIQY

El izquierdo conmuta pues 7% es una trenza parcial laxa y el derecho porque R es

monoidal estricto, lo que se traduce en (X ® YV, 7%%V) = (X, 7%5) @ (V,7¥) = (X ®
Y, (X ®@Y)o (X ®71Y)). O
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2. Functores opmonoidales

DEFINICION. 1.10. Dadas ¢ = (¢,®,1) y 2 = (2,®',I') categorias monoidales, un
functor opmonoidal de € en 2 es una terna (F, Fy, Fy) donde F': € — 2 es un functor,
Fy: Fo® = ®'o(F x F) es una transformacién natural y Fy: F/(I) — I’ es un morfismo
en 9 tales que los siguientes diagramas conmutan:

F(XeY)®2) — 9 L p(Xa(Y ®2)
iF2,X®Y,Z le,X,Y®Z
FIX®Y)®' F(Z) FX)®' F(Y ® Z)
ng,x,y@a'lp(Z) fF(X)@'FQ,Y,Z

(F(X)®' F(Y)) & F(Z) —“ F(X)& (F(Y)® F(Z))

F: F:
F(X®I) =225 F(X) & F(I) FIoX) 25 F(I) @ F(X)
lF(lx) l1F<X>®’F0 lF(rx) lF0®/1F(X)
F(X) +— F(X)®' I’ F(X) +— I'® F(X)
rex) "F(X)

La conmutatividad del hexdagono serd llamada “coasociatividad” de Fb y la de los cua-
drados “counitaridad” de (Fy, Fp). Algunos autores llaman a estos functores monoidales
colaxos.

Un functor opmonoidal se dice fuerte (estricto) si F» y Fp son invertibles (identida-
des).

Revirtiendo la direccién de F» y Fy en la definicién anterior, obtenemos la definicion
de functor monoidal.

OBSERVACION. 1.11. El functor identidad en (¢, ®, I) es opmonoidal con (1¢)2 xy =
lxgy v (1%))0:1[ que seguiremos notando como 1.

La composicién de dos functores opmonoidales F': ¥ - Py G: 92 — & es también
opmonoidal con

(GF)o = GoG(Fy) (GF)a = GoG(Fy)

Salvo que se especifique lo contrario, estas seran las estructuras que tomaremos en
la identidad y en cualquier composicién de functores opmonoidales.

EJEMPLO 1.12. Sean # y ¥ categorias cartesianas con productos binarios y objeto
terminal escogidos (Ejemplo . Entonces todo functor F': 4 — ¥ tiene una unica
estructura opmonoidal. En efecto, supongamos que (F, Fy, Fy) es opmonoidal. Notamos
que Fy: F(1g4) — 1y es el unico morfismo posible, dado por ser 1¢ objeto terminal.
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Para estudiar F> tenemos los siguientes diagramas,

s xy

F(X xY) F(X)x FY)  F(X)xF()

lF(lx!) J/IXF(!) le(!)l

F:
F) | F(X x 1g) 2% F(X) x F(ly)  F(X) x F(1x)\"

I bo

F(X) +——— F(X) x lg F(X)x 1y ——— F(X)

El diagrama izquierdo conmuta pues el cuadrado superior conmuta a partir de la na-
turalidad de Fb, el inferior por la counitaridad de F' y el subdiagrama restante pues
X X 1 2 X mediante el morfismo p;: X x 1 — X. El diagrama derecho conmuta
a partir de razonamientos similares: tenemos que F(X) x 1l = F(X) mediante p; y
(IxHo(1®F(1) =1x!: F(X)x F(Y) = F(X) x 1%, con lo cual el diagrama conmuta
por definicién de los morfismos verticales.

Con lo anterior deducimos que F'(p;) = p1 o F» y de la misma manera se deduce
F(p2) = pa o Fy. Tenemos entonces que Fy es necesariamente el morfismo inducido por
F(p1) y F(p2) bajo la propiedad universal del producto.

Concluimos observando que F» y Fy asi definidas forman una estructura opmonoidal.
Por un lado, poscomponiendo el diagrama

Fo xxv,z

F(X xY x 2) F(X xY)x F(2)
FQ,X,YxZi J/F2,X,Y><1F(Z)

F(X)x F(Y x Z) lm F(X)x F(Y)x F(2)
con las proyecciones p;, obtenemos diagramas conmutativos, de lo que se deduce la
conmutatividad del diagrama en cuestion.

Por otro lado, por lo observado anteriormente, se tiene (1 F(X) X Fo)oFaxi, =
p1o s x1, = F(p1) y de la misma manera (Fp X 1p(x)) © 21, x = F(p2), con lo cual
tenemos la unitaridad de F.

Dada una categoria monoidal %, fijado un objeto A de %, podemos definir un functor

—®A: ¢ - % dadopor —@AX)=X®Ay —® A(f) = f ® 14. Este functor es la

c oy ~ lexA
composicién € 2 € x 1 —2=5 € x € 2, %, por lo que es claramente un functor.

A partir de esta clase de functores, obtenemos un ejemplo de functor opmonoidal
que serd central para esta monografia.

Sea % una categoria monoidal, A un objeto de la misma, morfismos A: A - A® A
ye:A—=ITyo: A® — = —® A una transformacién natural tal que oy = 14. Notamos
T=A® — ydefinimos Th xy = (A®ox ®Y)o(A® X ®Y) y Ty = ¢. Entonces vale
lo siguiente.

LemaA 1.13. [BLV11], Lemma 5.3] Son equivalentes:

1. (T,T%,Ty) es un functor opmonoidal.
2. 0 es una trenza parcial laxa y ((A,0),A,€) es un comonoide en Z;(€).
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DEMOSTRACION. Asumamos que la categoria es monoidal estricta.
Supongamos que se cumple el primer punto. Una de las condiciones de counitaridad
se traduce en la siguiente igualdad:

lasx = A2 X 225 A9 A0 X 2975 A0 X 0 A 22XC 49 x

Considerando X = I y teniendo en cuenta que o7 = 14 deducimos que 14 = (A®¢e)oA.
A partir de la otra condicién de counitaridad se deduce de la misma manera que 14 =
(e®A)A. Es inmediato observar que la coasociatividad de 7" en objetos X =Y =2 =1
se traduce en la coasociatividad de A, con lo cual tenemos que (A, A, €) es un comonoide
en ¥. Veamos que o es una trenza parcial laxa.

Dados X,Y objetos de €, a partir de la igualdad X ® Y = X ® Y ® I deducimos
por la coasociatividad de T' la conmutatividad del siguiente diagrama.

ARXQY ®oxrY

AXoYy —29XY | sodeXxey 227 L ApXaY oA
A®X®Yl lA®X®Y®A
ARARX®Y ARARXRY ® A
A®Ux®Yl \LA®UX®Y®A

ARX R A Y 8X®A8Y 4 0o X 9 A0 A Y'Y o X0 Aoy 0 A

Por otro lado podemos observar los siguientes dos diagramas, donde reemplazamos
el simbolo ® por - para ahorrar espacio,

A XY
(A-ox.y)o(A-X-Y) A-X-A'Y
A X\.(y A A~X®A~Yl =
AXY-A A-X A A YVAXEAY A X A Y
A A- X V- A Z A~X-Aoyl AAX-ayJ/
Aox-Y-A A X AV AAXYAd 4 x.v.4A
A-X Ay AYEYA 0 x.v.A

El izquierdo se deduce conmutativo a partir de la igualdad (1®TO)OT27 x,1 = 1 tensorizada
por Y ® A y el derecho a partir de que (A, A, ¢) es un comonoide en % y la functorialidad
de ®.

De la conmutatividad de los tres diagramas anteriores deducimos la conmutatividad
del siguiente diagrama:

A
A9X ALY fodeXxoy 227 Ao XoY oA

AR®X
Am T® o7

ARXRARY
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Con esto, podemos deducir la conmutatividad del siguiente diagrama

A XY — 2% XY oA

A@X@YT T5®X®Y®A

ADX @ ALY Ao A XY 227 Ao XY ®A

ARXQY ARX
M@@J{ Am T@@ay

ADX QY AX @AY XA v oAy
(Sx®Y

concluyendo que ¢ es una trenza parcial laxa.
Veamos ahora que los morfismos A y ¢ estdn en el centro laxo. Esto se traduce en
las igualdades

(X®A)oox=(cx®A)o(ARox)o(A®X) v (X®eloox=e®X
Dichas igualdades se deducen de la conmutatividad de los siguientes diagramas:

ox

A X

/ T5®A®X

A X 225 ApAeX 29 Ao x 0 A25% x g4

= J’A®X®E iX@E

Ao x —2X L x

Ao X 22X Ao A X 297 A9 X® A B
P A®X J{A@X@A
A X 2 4o A0 X AQAQ X @ ARASXd fox o A
J,A®UX J{A®UX®A J,UX@A
ox ARX QA ABX©A AX @ A0 ACXAA v oA A
s®)y
X®A XA

El primer diagrama se deduce conmutativo a partir de la unitaridad de 7'y de ® functor
y el segundo a partir de que (A, A, ) es un comonoide y la coasociatividad de T vista
en objetos X, I, 1.

Para el reciproco, se utilizan diagramas similares a los utilizados, demostrando la
coasociatividad de T (a partir de que o es una trenza laxa) y la counitaridad de T' ( a
partir de que ¢ son morfismos en el centro). Dejamos los detalles a cargo del lector. [

Si A es un comonoide en una categoria monoidal con trenza laxa 7, recordando
tenemos que A se puede pensar en el centro con trenza parcial 74— y los morfismos A y
€ estan automaticamente en el centro. Luego el Lema anterior nos dice que T'= A® — es
un functor opmonoidal, con estructura Th xy = (AR T4 x ®Y) o (ARX ®Y)y Ty =e.
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3. Adjunciones opmonoidales

DEFINICION. 1.14. Una transformacién natural o: F' = G entre functores opmonoi-
dales es opmonoidal si los siguientes diagramas conmutan:

F(X®Y) —25 F(X)® F(Y) F(I) 2 G(I)
0'X®Yi lﬂx@dy iGO
G(X 2Y) -5 G(X) G(Y) B I

Es claro que la transformacién identidad sobre un functor opmonoidal y que la com-
posicién vertical de transformaciones opmonoidales son opmonoidales. La definicién de
transformacion monoidal entre functores monoidales se obtiene revirtiendo la direccién
de las flechas F5, Ga, Fy v Go.

En la misma linea que el Ejemplo tenemos el siguiente ejemplo.

EJempLO 1.15. Dadas categorias cartesianas %, € con productos escogidos y fun-
ctores F',G: 8 — € con la estructura opmonoidal de Ejemplo toda transformacién
natural entre los mismos es opmonoidal. En efecto, a: F = G es opmonoidal si conmutan
los siguientes dos diagramas:

F(lg) —25 G(14) F(XxY) 2, (X xY)
\ l FQ’X’YJ, lGlX,Y
F(X)x F(Y) 2% G(X) x G(Y)

El izquierdo conmuta porque l¢ es terminal. Por otro lado, la conmutatividad del dia-
grama derecho es equivalente a las conmutatividades del mismo poscompuesto con las
proyecciones p; y pe. Si componemos con p; (serd andlogo con ps ), obtenemos el diagrama

F(X xY) 2% ¢(X xY)
Pon) | |ew
F(X) —2— G(X)
que conmuta por la naturalidad de a.

DEFINICION. 1.16. Una adjuncion (op)monoidal consiste en dos functores (op)monoidales
F, G tales que F' 4 G y la unidad 7 y counidad ¢ de la adjuncién son transformaciones
naturales (op)monoidales.

DEFINICION. 1.17. Decimos que un functor F' es una equivalencia monoidal entre dos

categorias monoidales si existe G functor monoidal en sentido opuesto e isomorfismos
monoidales 1 2 GF y FG = 1.

A partir de resultados que se veran en esta seccién se puede observar lo siguiente:

OBSERVACION. 1.18. Son equivalentes:

= F' es una equivalencia monoidal.
= [ es una equivalencia y es monoidal fuerte.
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Los siguientes resultados permiten describir la relacién entre adjunciones opmonoi-
dales y functores opmonoidales fuertes.

LEMA 1.19. 1. Dada una adjuncion F 41 G: 9 — € de unidad o y counidad (3,
y functoresU: 9 — &, V: € — &, existe una biyeccion entre transformaciones
0:VG=Uyo:V = UF dada por

veLhvys v Yver Bury y v S UR) — (ve 2% ure Y )

2. Dada una adjuncion F 4 G: 9 — € de unidad o y counidad 3, y functores
U: % —9,V:F —F, existe una biyeccion entre transformaciones 0: FV =
Uyo:V = GU dada por

FV LUy s v Y erv oy y (v 26U - (FV 2 reu Y Uy

Es inmediato verificar que estos procesos son inversos entre si a partir de la natura-
lidad de las transformaciones y las identidades de triangulo de las adjunciones.

LEMA 1.20. Supongamos que tenemos F 4 G: 9 — € y F' 4 G': 9" — €', con
unidad y counidad o, 8 y o, ' respectivamente, yT: € — €' yS: 9 — 2'. Hay una
biyeccion entre transformaciones naturales F'T = SF y TG = G'S, dada por

A F'T = SF v (TG 228 o' pra 29 arsra £22, rs) (1)
TG = G'S s (FT 2L prrar 225, porsp 255, gp 2)

Se verifica facilmente que estos procesos son inversos entre si a partir del lema an-
terior. Notamos A\* = y y x# = A y decimos que son companeras entre si. La nocién
de “2-célula companera” ya aparece en [KS74], donde se explica con claridad usando
categorias dobles.

LEMA 1.21. Las transformaciones \X# y x# son las unicas que hacen conmutar los
diagramas siguientes:

ras 25, g T T, GFT
F/)\#T TSﬁ Tai lG’X#
F'TG —— SFG TGF —— G'SF
G xF

DEMOSTRACION. Probemos lo anterior en el caso de A y A\, el otro es andlogo.
Tomando V = TG, U = S y la adjuncién F' 4 G’ en el segundo item de Lemal.19]
observamos que A# es la imagen por la biyeccién del camino superior del cuadrado, y la
imagen del inferior es por definicién la companera de A. Luego el cuadrado es conmutativo
si y sélo si A\# es la compaifiera de A. La unicidad es consecuencia de que la companera
se obtiene mediante una biyeccién. ([
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Dada F' 4 G: 9 — ¥ adjuncién entre categorias monoidales, si consideramos los
functores

FxF
%x%ﬁ@x@

GxG
e e
F

‘5?.@

estamos en las hipdtesis del lema anterior para transformaciones naturales
M F(-®—)=&F xF) X: ®(GxG)=G-®—)
de lo cual se obtiene el siguiente teorema:
TEOREMA 1.22. Sea F 4 G: 9 — € una adjuncion entre categorias monoidales, de

unidad n y counidad €. Entonces hay una biyeccion entre

= Fstructuras de functor opmonoidal sobre F'.
= Fstructuras de functor monoidal sobre G.

Ademds, (Fs, Fy) y (Ga,Gp) se corresponden bajo esta biyeccion si y sélo si alguna de
las siguientes condiciones (conmutatividad de los diagramas) vale:

1.
XY ey GF(X®Y) I " GF(I)
[penr |6tE ) o e
GF(X)® GF(Y) ——— G(F(X) @ F(Y)) G(I)
2.
F(G(2) © GW)) —=SD5Y _, pG(z) @ FG(W) F(1)
lF(GQ’Zyw) l€z®ew F(Go)l KOJ
FG(Z @ W) ew ZoW FG(I) —L5 T

3. Fs es la companera de Gy dada por

F(X 0Y) 29X, parx) o R(Y)) 29 Fe(F(X) @ F(Y)
EF(X)®F(Y) F(X) ® F(Y)
~ F(GO) Er
y Fy es la companera de Go, dada por F(I) —— FG(I) — 1.
4. Gy es la companera de Fy dada por
a(2) ® GW) E2 apGz) o aw)) 22 a(ra(z) © Faw))
G iz ow)

G ()
S

y Go es la compaiiera de Fy, dada por I GF(I) G(I)
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DEMOSTRACION. Por lo descrito en el Lema tenemos que las condiciones (3| y
son equivalentes. Veremos la equivalencia entre |1 y [3[ (Ia equivalencia entre [2] y |3| es
andloga).

Por el Lema tenemos que Fb es la companera de Go si y sélo si se cumple la
conmutatividad del diagrama izquierdo del primer punto, dado que la companera de Go
es la Unica transformaciéon que hace conmutar ese diagrama.

Luego queda observar que Fy es la companera de Gg si y sélo si Gy = G(Fp) o ;.
Esto es inmediato a partir de Lema [1.21] y de identificar a los objetos unidades como
functores con dominio en la categoria 1 (consta de un objeto y el morfismo identidad en
éste) y pensar a Fiy como una transformacién natural F @ I = I y a Gy de la misma
manera.

Queda ver que (F, Fy, Fy) es opmonoidal si y sélo si (G, Ga, Gg) es monoidal. Teniendo
en cuenta el Teorema de Coherencia de Mac Lane, haremos la prueba para categorias
monoidales estrictas.

Tenemos que la condicién de functor opmonoidal de F' dada por la conmutatividad

de

B xyez

FX®Y®Z) FX)@ F(Y®Z)
\LFQ,X@)Y,Z l1®F2,Y,Z

F(X®oY)o FZ2) 22X rX) 0 F(Y) @ F(Z)

es equivalente al diagrama

XY ®Z —1 5 GFX oY ®7) —2Xve2) | qipx)e F(Y © 2))

J’G(Fz,X@aY,Z) lG(1®F2,Y,Z)

G(F(X oY) F(Z)) 22X, op(x) e F(Y) ® F(Z))

Una implicancia es clara. La otra se deduce de la propiedad universal de 7 (los dos
posibles caminos en el primer diagrama son factorizaciones a través de 1 del mismo
mapa,).
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Con esto podemos obtener otro diagrama equivalente (omitimos subindices en las
transformaciones y cambiamos ® por - para ahorrar espacio):

GF(X).GF(Y).GF(Z) X% GF(X).G(F(Y).F(2))
0.1 LG(FQ)A
G » GF(X).GF(Y.Z)
Ga Ga
GR(X.Y.Z) — ) G(R(X).F(Y.2))
lG(Fg) G(1.F)
G(Fy.1) -

G(F(X.Y).F(Z)) G(F(X).F(Y).F(Z))

GQT G2

GF(X).GF(Y).GF(Z) GF(X.Y).GF(Z) S"L q(F(X).F(Y)).GF(Z)

Ga.1

En este diagrama, las conmutatividades resultan del diagrama anterior, de la naturalidad
de las transformaciones o de que Fy y Go son companeras. Notamos que el cuadrilatero
exterior no es mas que el axioma de asociatividad para el functor Gy precompuesto con
nx ® Ny ® nz. Por lo tanto, de la asociatividad para G2 deducimos la coasociatividad
para Fs.

Veamos que la unitaridad de (G, Gp) implica la de (F3, Fp). Recordando que Gy =
G(Fp) onr y la naturalidad de las transformaciones, y los diagramas que involucran a F
y Go podemos plantear el siguiente diagrama conmutativo

1

F(X®I) m F(X®I)

F(n®@n) lFG (F2) le
F(1eGoon) [F(GF(X) ® GF(I)) —2E  pa(F(X) @ F(I)) —E2E  p(X) @ F(I)

F(18GFy) lFG(l@FO) ll@Fo

F(GF(X)® G(I)) L2 FGF(X)® ) = FGF(X) —— F(X)

F(X)

de lo cual deducimos (1 ® Fp) o Fp = 1.

Resta ver que si (F, Fy, Fy) es opmonoidal entonces (G, G, Gy) es monoidal. Esto se
puede observar a partir del principio de dualidad y el hecho de que la biyeccién entre
(Fp, Fy) y (G2,Go) bajo GP 4 F° es la misma en las categorias opuestas. De esta
manera (F°P, F3P FP) es monoidal y el argumento anterior implica que (G°P, G5”, GgP)
es opmonoidal, es decir, (G, G2, Gy) es monoidal.

O
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PROPOSICION. 1.23. Si F' - G es una adjuncion monoidal, entonces F es monoidal
fuerte.

DEMOSTRACION. Por la proposicién anterior, F' tiene una estructura opmonoidal
(Fy, Fp). Veamos que Fy y Fy son inversas.
Tenemos que el siguiente diagrama conmuta,

XY ey y GF(X ®Y)
Jnx(@ny J/G(FQ,X,Y)
G
GF(X)® GF(Y) 2, (F(X) @ F(Y))

(/(FZX,Y)

GF(X®Y)

NXeY

dado que Fy y G5 son companeras y n es monoidal, con lo cual por la propiedad
universal de 17 deducimos que FyFy = 1.

Para ver FhFy = 1, por el lemammnemos que la conmutatividad de los siguientes
diagramas es equivalente.

F(X)® F(Y) FG(Z) @ FG(W) IO L oW
J’F%X,Y ! lFQ,G’(Z),G(WA) EZ®5WT

F(X®Y) F(X)® F(Y) F(G(Z)®GW)) IM)

Fr xy

! FG(Z) @ FG(W)
Verificamos que el diagrama de la derecha conmuta, agregando los siguientes mapas
FG(Z) @ FG(W) cz®ew
le,Gm,G(W)
F(G(Z) @ QW) 222, pazaw) —22%35 7o W

FG(Z)® FG(W)

el cuadrilatero superior conmuta por ser € monoidal, y el de abajo por ser Py companera
de Gg.

Resta verificar que Fy y Fp son inversas. Utilizando que 1 es monoidal y que Gg es
companera de Fy se deduce que el diagrama a continuaciéon conmuta,

I " GF(I)
% lcu%)
G(I)
n1
|et)
GF(I)

de lo cual, nuevamente por la propiedad universal de 7, se deduce FoFy = 1.
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Por otro lado, en este caso por ser € monoidal tenemos que el siguiente diagrama
conmuta

con lo cual FyFy = 1, concluyendo la prueba. O

PROPOSICION. 1.24. Si F: € — 2 es monoidal fuerte y F' 4 G, entonces G tiene
una unica estructura monoidal tal que la adjuncion F - G es monoidal (es decir, la
unidad y counindad son transformaciones monoidales).

DEMOSTRACION. Si (F, Fy, Fy) es monoidal fuerte, entonces (F, FQ_I,FO_I) es opmo-
noidal fuerte, con lo cual por el teorema obtenemos G2 y Gy tales que (G, G2, Gy)
es monoidal. Ademas, el teorema dice que G2 y G son las unicas transformaciones que
hacen a la unidad y counidad de F' - G monoidales, dado que por las caracterizacio-
nes del teorema, transformaciones que cumplen con lo anterior son necesariamente las
compaiferas de Fy Ly Fy L O

Dada una adjunciéon opmonoidal F' 4 G, tenemos que por dualidad G°? 4 F°P y
esta adjuncién es monoidal. Ademaés, si F' es monoidal fuerte al revertir la direccién
de las flechas se tiene que F°P es opmonoidal fuerte. Con estas técnicas se prueban los
resultados duales de los anteriores a continuacién:

OBSERVACION. 1.25. = Si ' 4 G es una adjuncién opmonoidal, entonces G es
opmonoidal fuerte.
= Si G: 9 — € es opmonoidal fuerte y F' - G, entonces F' tiene una unica estruc-
tura opmonoidal tal que la adjuncién es opmonoidal.

4. Categorias monoidales cerradas
Las ideas de esta seccién se basan en la seccién 1.5 de [Kel05] y [JS93].

DEFINICION. 1.26. Una categorfa monoidal ¢ es cerrada a izquierda (derecha) si
para todo objeto X de % el functor (— ® X) ((X ® —)) tiene adjunto a derecha.

Se nota a los adjuntos a derecha como [ X, —| y se los llama homs internos (a izquierda
o a derecha respectivamente). Esta adjuncién tiene una counidad evy: [X,Y]®@ X — Y
y una unidad coevy: Y — [X,|Y ® X]| llamadas evaluacién y coevaluacion.

Es inmediato observar que % es cerrada a derecha si y sélo si €™ es cerrada a iz-
quierda. Con esto, dada la equivalencia monoidal € ~ %"’ se tiene que si € es trenzada,
entonces es cerrada a izquierda si y sélo si es cerrada a derecha.

OBSERVACION. 1.27. Si € es una categoria cerrada a izquierda, estamos en las hipSte-
sis de bajo las biyecciones ¢ (—® X, Z) = €(—, [X, Z]) con lo cual se deduce la exis-
tencia de un functor [—, —]: €°? x € — € tal que [X, Z] es un hom interno a izquierda
para todos X, Z objetos de .
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Dado que los adjuntos son tnicos a menos de isomorfismos candnicos, los homs
internos son también tinicos a menos de isomorfismos candnicos.
Dados objetos X,Y, Z en la categoria, considerando el morfismo

I®evyx evy

Y. Z]9[X, Y] X —= [V, Z]|®Y —= Z

deducimos a partir de la adjuncién la existencia de un “morfismo composicién” Y, Z] ®
[X,Y] — [X,Z], lo que motiva a pensar a estos objetos como homs en la categoria.
Ademas, se tiene un isomorfismo [X ® Y, Z] = [X,[Y, Z]], natural en X,Y, Z, que se
obtiene a partir de el lema de Yoneda y observar que existen biyecciénes naturales dadas
por:

CW, [ XRY,Z)2EWR(XRQY),Z)2E¢(WeX)Y,Z)

> ¢(W e X,[Y,Z]) 2¢(W,[X,[Y, Z])

donde las biyecciénes se deducen de la adjuncién, salvo la segunda que se deduce de
precomponer con el isomorfismo de asociatividad del producto tensorial.
De la misma manera, recordando los isomorfismos rx: X ® I — X, tenemos que

CX,2)2C(X1,2)=C(X,][I,2)])

siendo estas biyecciones naturales, con lo cual por el Lema de Yoneda se tiene que
Z = [1, Z] siendo este isomorfismo natural en Z.

5. Functores cerrados

Dadas dos categorias monoidales € y &, un functor monoidal U: € — Z y un objeto
X € ¥ tal que existen los homs internos a izquierda, podemos observar el siguiente
diagrama no conmutativo:

«—
d
«—
d

®U(X)

N
S
=
B
N

La companera de la transformacion Uy — x: U(—) @ U(X) = U(—® X) es una transfor-
macion

(U2~ x)*: U(IX, —]) = [U(X), U(=)] (3)
Con esto podemos dar la siguiente definicion.

DEFINICION. 1.28. Un functor monoidal U = (U, Uz, Up) entre categorfas monoidales
cerradas a izquierda es cerrado fuerte si Uy es invertible y para todo X la companera de
Us,— x en es invertible.

Diremos que es cerrado estricto si la companera de Us _ x es la identidad.
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6. Duales y homs internos

DEFINICION. 1.29. Dada ¢= (¢, ®,I) categoria monoidal, una dualidad entre dos
objetos X,Y es una cuaterna (X,Y,e,d) dondee: Y® X - I yd: [ - X ®Y son tales
que

X=X 2% (XeY)oX % X (Y 0 X)

x [1vee

X=2X®I1

Yevyel " yeXey)S YoX)oY

\ ie ®1y

Y=I®RY

conmutan. FEn tal caso se nota Y 4 X y se dice que Y es un dual a izquierda de X y
X es dual a derecha de Y. Los morfismos e, d son llamados evaluacién y coevaluacion
respectivamente.

Los duales son tinicos a menos de un tnico isomorfismo compatible con las evalua-
ciones y coevaluaciones. Esto se traduce en que dados dos duales a derecha X y X’
de un objeto Y, con evaluacién y coevaluacion e,d y €, d’ respectivamente, el morfismo
x X xovex’ X, X/ esun isomorfismo, con inverso X’ Xod, 1oy ex 29X,
X, donde en lo anterior se omitieron los morfismos correspondientes a la asociatividad
y unidad del producto ® para mayor claridad.

Un functor monoidal fuerte envia dualidades en dualidades (ver [TV17], Lemma
1.5). Precisamente, si F': 4 — 2 es un functor monoidal y (X,Y, e, d) una dualidad en

¢, entonces (F(X), F(Y), Fy 'F(e)Faxy, Fyy x F(d)Fo).

OBSERVACION. 1.30. Dados objetos X,Y en %. Se tiene que (X,Y,e,d) dualidad en
¢ < (Y,X,d,e) dualidad en 7 < (Y, X, e,d) dualidad en €™

DEFINICION. 1.31. Una categoria monoidal se dice auténoma si todo objeto X tiene
un dual a izquierda y uno a derecha.

Notamos que estos duales no tienen por qué ser isomorfos, a diferencia de los duales
en categorias clasicas como los espacios vectoriales de dimension finita.

Es posible ver que r; =l;: T ® I — I ([JS93, p.24]) de lo cual si llamamos ¢ a este
isomorfismo, de los axiomas de categoria monoidal es inmediato verificar que (I,1,4,i7!)
es una dualidad, con lo cual tenemos que I es su propio dual tanto a izquierda como a
derecha.

OBSERVACION. 1.32. Un dual a izquierda (X*,e,d) da lugar a un hom interno a
izquierda [X,Y]: =Y ® X* con evyf = ly ® eoayx+x: (Y ® X*)® X — Y. De la
misma manera un dual a derecha da un hom interno a derecha. Luego una categoria
auténoma a izquierda es cerrada a izquierda.

El reciproco de la observacién anterior no es cierto en general. Dedicaremos lo que
queda de este capitulo a esta cuestion.
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Dada € consideramos E(%) (aparece en [JS93|, p.26) como la categoria cuyos obje-
tos son endofunctores S dotados de un isomorfismo natural oxy: X®S(Y) = S(X®Y)
y cuyos morfismos (S,0) — (T, v) son transformaciones naturales w: S — T tales que

XoS(Y) 2L §(XeY)

llX@)wy erxegy

XoTY) 25 (X ®Y)

conmuta. Dotamos a E(%) con la estructura monoidal dada en objetos por (S,v) o
(T,o) = (T'S,voo) donde

Tv
(oo)xy: X®TS(Y) 22 (X @ S(Y)) 25 TS(X @)

la cual es estricta, consecuencia de la asociatividad de la composicion tanto para functores

como para transformaciones naturales. Existe un functor N: ¢ — E(%) dado en objetos

por N(X) = (— ® X,nx) donde (nx)y,z = aYZX YR(Z3X)=-(Y®Z)®X yen

morfismos por N(f)a = A® f.

LEMA 1.33. N es monoidal fuerte, fiel y pleno.

DEMOSTRACION. Dada 6: N(X) — N(Y) en E(%), consideramos el morfismo dado
por

=1
f=Xx X 1ex ey My

De la naturalidad de a y 6 se deduce la conmutatividad del siguiente diagrama,

AIX ’V’A®X

A®X*>A®(I®X) AsDeX 225 Ax X

JA®f lA®91 J/QA@)I JGA
ARyt A

A0Y 2 AeTey) 2% Ae oy 2% Agy

de la cual, junto a los axiomas de unidad de ®, se deduce que 4 = A® f = N(f)a.
Luego N es pleno.

Para ver que N es fiel, observamos que si N(f) = N(f'), se tiene que I® f =TI ® f’
de lo cual se deduce f = f’ por la naturalidad de I.

La estructura de functor monoidal de N viene dada por No xy =a—_ xy: (—®X)®
V- -@(X®Y)y No=ry': I — I®X.Como la estructura monoidal en E(%) es
estricta, tenemos que el hexdgono de asociatividad de N se traduce en un pentdgono, que
no es mas que la restriccién de asociatividad a del producto en —, X, Y, Z. Los cuadrados

de la unitaridad se traducen en los axiomas de unidad y producto (ver Proposicién 1.3
[JS93|). O

Se puede notar que el functor de olvido E(%) — [¢, %] que envia (S,0) en S es fiel
y monoidal estricto, tomando como estructura monoidal en los functores la composicién.
Por lo tanto, hay una biyeccion entre dualidades e: Y @ X = I, d: I - X ®Y en €y
adjunciones N(X) 4 N(Y) cuya unidad y counidad estdn en E(%).

En este contexto tenemos los siguientes resultados que describen el vinculo entre la
existencia de duales y los homs internos.
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PROPOSICION. 1.34. Dado X € €, son equivalentes:
1. X tiene un dual a izquierda.
2. (— ® X) tiene un adjunto a derecha [X,—] con unidad y counidad n,c tal que
[X,—],n, € estin en E(¥).
3. Existe Y junto a un morfismo e: Y @ X — I tal que el mapa

es una biyeccion.

4. (—®X) tiene un adjunto a derecha [ X, —| y el mapa candnico ZR[X, 1] — [X, Z]
(correspondiente a Z @ ev: Z & [ X, I] ® X — Z) es un isomorfismo.
5. (— ® X) tiene un adjunto a derecha [ X, ] y existe n: I — X ® [X, I] tal que
m=I% XX, 1] 25 (X, X))

donde ox 1 es el mapa candnico descrito en el anterior punto.
En estos casos, resulta [ X, I]| ser dual a izquierda de X .

DEMOSTRACION. En la mayoria de casos asumiremos que las restricciones del pro-
ducto tensorial son identidades.

(1 = 2): N es monoidal fuerte, con lo que lleva duales en duales, luego si X 4Y se
tiene que — ® X = N(X) 4 N(Y) y esta adjuncién tiene unidad y counidad en E(%).

(2 = 3): Definimos Y := [X,I] y e:=¢7: Y ® X — I. Queremos probar que fijados
Z,W € %€ la funcion

_ €
CZWeX.1) 2 e zex,We X, [ ox) L)
es una biyeccién.

Por hipétesis tenemos un isomorfismo oz w: Z ® [X, W] — [X,Z ® W], con lo cual
poscomponer con él induce una biyecciéon. Ademads, tenemos € € E(%), lo que se traduce
en la conmutatividad del siguiente diagrama:

C(Z® X, W)

Zo[X,W]®X “EN zow

mZ®W
Con esto, observando el diagrama
G2, X, W) —2X  ¢(Ze X, [X,W]® X) (e
(g(l,UW’])T ¢(1, UW[®1X)T
CZW X, 1) "2 ¢zox,We X1 oX) " MNez e x,w)

notamos que la funcién se escribe como composicién de biyecciones ya que €'(1,ex) o
(— ®1x) es una de las biyecciones de la adjuncién.

(3 = 1): El dual a izquierda de X serd Y con evaluacién e. Fijados Z, W, llamemos b
a la biyeccion del enunciado. Tomando Z = I, W = X tenemos d: I — X ® Y obtenido
como b~!(1x). Este morfismo serd la coevaluacién. Resta probar que se verifican los
tridngulos de la definicién de dual. Por hipétesis d cumple 1x = (1x®e)(d®1x), por otro
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lado tomando Z =Y, W =TI es b(ly) = e con lo cual probando b((e ® 1y)(1ly ® d)) = e
tenemos lo que queremos. Calculamos

b(e1ly)(ly ®d) =e(e®1ly @1x)(ly ®d®1x) = (e®e)(ly ®d® 1x)

:e(1y®1x®€)(1y®d®1x) :6(1y®(1x®6)(d® 1X)) :€(1y®1x) =e.

(2 = 4): Sea o tal que ([X,—],0) € E(%), entonces el isomorfismo oz ; es el mapa
del enunciado pues 7, € pertenecen a E(%).

(4= 2):Seatzy: Z®[X,Y] = [X,Z ®Y] correspondiente por la adjuncién a
Ze[X)Y)eX =2 Ze ([X,Y]® X) 9% Z®Y. Por hipdtesis 77y es invertible.
Observando el siguiente diagrama,

1
ZoYe[X, I 2 29X, Y]

\ J’szy
TZRY,I
[

X, Z®Y]

conmutativo pues ambos caminos se corresponden a Z ® Y ® ev por la adjuncién (se
omitieron isomorfismos estructurales para ahorrar espacio), deducimos que 77y es un
isomorfismo y ([X,—|,7) € E(%).

Por definicién de 7, el siguiente diagrama conmuta,

Zo (X, W]eX) =5 (Zo[X,W]) o X 2N X, 2o W] o X

lZ ® ev lev

ZQW = y Z QW

con lo cual la counidad estd en E(%). Por ultimo, que la unidad estd en E(%) se traduce
en la conmutatividad del siguiente diagrama,

Z@W — » Z QW
lZ@ coevyy lcoeVZ®W
[,a=?t

Zo (X, WeX]) 2 X, 20 (We X)] 2T (X, (ZeoW) o X]

que se obtiene por la propiedad universal de ev, dado que si aplicamos el functor — ® X
y componemos con ev, ambos caminos del diagrama se verifican iguales a la identidad
en (Z® W) ® X a partir de la naturalidad de las transformaciones y la definicién de 7.

(3 =5): Tenemos que [X, -] = (=Y ) yew = (WY )X W (Y ®X) Lwe,
Definimos n: I —+ X ® Y como el morfismo que va a 1x por la biyeccién. Tenemos que
nr es igual a n seguidode X @Y =2/ ® (X ®Y) ~ (I ® X)®Y. Concluimos llamando
ox,r a este isomorfismo.

(5 = 1): Definimos Y := [X, I], con lo cual tenemos que n: I — X®Y es el candidato
a coevaluacién. Tomamos e :=e7: Y @ X = [X,I]® X — I. Con esto de las identidades
triangulares de la adjuncién se deduce directamente 1x = (1x ® e)(n ® 1x). Por otro
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lado, usando lo anterior se ve que

vox ¥l yoxeovyex 2 veox

e e Jo

YoX — L o7

Como la biyeccién €(Z,[X,1]) = €(Z @ X,Y) estd dada por aplicar (— ® X) y
poscomponer con €7, tenemos (e ® 1)(1 @ n) = 1. O

EJEMPLO 1.35. Sean R un anillo conmutativo y M un R-médulo. Tenemos, a partir
de la equivalencia entre los puntos 1 y 5 de la proposicién anterior, que M tiene dual
si existen m; € My fi: M — R, con 1 < i < n tales que ), fi(z)m; = = para todo
x € M. Esto es porque n(1) = ). m; ® f; para ciertos m; € M y f;: M — R, que por la
adjuncién deben cumplir z = ), m; fi(z) para todo z € M. Notamos que una condicién
necesaria (aunque no suficiente) es que M sea finitamente generado.






Capitulo 2

Moénadas sobre categorias monoidales

En este capitulo introducimos el concepto de monada. Se definen las dlgebras pa-
ra una moénada y se ve como éstas forman una categoria denominada la categoria de
Eilenberg-Moore. Mostramos que toda adjuncién produce una moénada y toda ménada
da origen a una adjuncién. Se introducen las ménadas opmonoidales y se las caracteriza
como aquellas para las que la categoria de Eilenberg-Moore es monoidal y el functor de
olvido es monoidal estricto. Se estudia el ejemplo clasico de ménada opmonoidal, dado
por tensorizar por un bimonoide en el centro. Por tltimo, se estudian los monoides de
Hopf, se da una caracterizacién de los mismos respecto al mapa de fusién y se ve como
esto nos permite generalizar esta idea a las ménadas para obtener el concepto de ménada
de Hopf. Las referencias son [Moe02] y [BLV11], para las ménadas y la categorias de
Eilenberg-Moore nos basamos en [Bor94].

1. Mboébnadas y adjunciones

Esta seccién se basa en [Bor94].

DEFINICION. 2.1. Una ménada sobre una categoria 4 es una terna T=(T,n, ),
donde T: € — € es un functor y n: 1 = T, u: T? = T son transformaciones naturales
tales que los siguientes diagramas conmutan.

nT Tn

T2 T T3 M, 72

NN

T2 2 o

T

DEFINICION. 2.2. Dada una ménada T=(T,n, 1) en una categoria ¢, llamamos T-
algebras a los pares (A,a) con A € €, a: T(A) — A € € tales que los siguientes
diagramas conmutan.

A 7(A) T%(A) 45 T(A)
Nk e
A T(A) —+— A
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Dadas dos T-élgebras (A,a) y (B,b), un morfismo de T-algebras f: (A,a) — (B,b)
es un morfismo f: A — B en % tal que el siguiente diagrama conmuta.

7(4) LY 7(B)

[ [
A—1 4B
Se verifica que la composicion de morfismos de T—algebras y la identidad son nue-
vamente morfismos de T-dlgebras. Luego las T-algebras y sus morfismos constituyen
una categorfa €T llamada la categorfa de Eilenberg-Moore de la ménada, con composi-
cién e identidades iguales a las de €. Hay un functor de olvido U: €T — % dado por
UA,a)=AU(f)=f.

PROPOSICION. 2.3. U cumple:

1. Es fiel.

2. Refleja isomorfismos.

3. Tiene un adjunto a izquierda F, dado por F(A) = (T(A),ua) en objetos y
F(f) = T(f) en morfismos. La unidad de la adjuncion es la propia n: 1 =
T'=UF yla counidad e: FU = 1 estd dada por €(4q) = a.

DEMOSTRACION. Claramente U es fiel. Si f: (4,a) — (B,b) es tal que U(f) = f es
un isomorfismo, tenemos que

flob=floboT(f)oT(f ) = f o foaoT(f ) =aoT(f ™)
con lo cual f~! también es un morfismo de T-dlgebras, inverso a f.

Veamos 3. En primer lugar observamos que los axiomas de ménada garantizan que
dado A € €, (T(A), ua) es una T-algebra, ademds, para una f: A — B en %, la natu-
ralidad de p hace que T'(f): (T'(A),ua) — (T(B), up) sea un morfismo de T-algebras,
luego F' estd definido.

Veamos que F'(A) junto al mofismo na: A — T(A) = UF(A) es una reflexién de A
por U. Sea f: A — B = U(B,b), queremos g: (T'(A),ua) — (B,b) tal que f = g ona.
Observando el siguiente diagrama

T2(4) —25 T(B)

ol |

T(A) -7 4B
nA /
A

tenemos que tal g es tnica pues necesariamente g = go ug o T(na) =bo T(f). Ademas
g asi definida es un morfismo de T-dlgebras, ya que la estructura b en B es morfismo
de T-algebras (T'(B), up) — (B,b) gracias a los axiomas de T-algebras y T'(f) también,
por se f morfismo de T-agebras.

Considerando h: A — A’ y f = na o h en la construccién anterior tenemos que g

queda dado por g = pa 0 T(na) o T(h) = T'(h), con lo cual el functor definido por las
reflexiones (F(A),n4) coincide con F' y la unidad de la adjuncién es n: 14 = T = UF.

(=
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Para conocer la counidad, repetimos la construccién con f = 14 para la T-dlgebra
(A, a), obteniendo g = a de lo cual deducimos €4 4) = a. O

A la adjuncién anterior se la conoce como la adjuncién de Eilenberg-Moore. Cuando
sea 1til para evitar confusion, dada una ménada T en una categoria €, notaremos a los
elementos de la adjuncién de Eilenberg-Moore con supra-indice T: nT,e?, U7,

Obtuvimos que una moénada produce una adjuncién, veamos ahora que una adJuncién
produce una ménada.

PROPOSICION. 2.4. Dada una adjuncion F - U. Llamando n a la unidad y € a la
counidad, si notamos T =UF y pu = UeF tenemos que T = (T,n, u) es una ménada en

% .

DEMOSTRACION. Los axiomas de ménada se traducen en los siguientes diagramas

r]UF UFn

UFUFUF Y yrur UFUF <

[proee Juer \ lw/

UFUF — Y , UF

los cuales conmutan por naturalidad de € y por las identidades de tridngulo de la adjun-
cién respectivamente. O

LEMA 2.5. Dada una ménada T= (T,n, pn) sobre categoria €, la mdnada inducida
por la adjuncion de Eilenberg-Moore FT 4 UT es T.

DEMOSTRACION. Ya sabemos que T' = UF y 1 no es cambiada durante las cons-
trucciones. Tenemos que probar que p = Ue’ F, donde €T es la counidad de la ad-

juncién. Dada una T-algebra (A, a), tenemos que 5%:4 o = O luego para un A € € es

Ulera) = Uletrayun) = 1a- .

La observacion anterior responde a la pregunta: ;Qué sucede si producimos una
monada con la adjuncién obtenida de una moénada?. Para analizar la relacién entre una
adjuncién y la adjuncién de Eilenberg-Moore de la ménada que genera llegamos a la
siguiente definicién.

DEFINICION. 2.6. En las hipétesis del Lema anterior, definimos el functor de
comparaciéon K: 2" — €T como K(X) = (U(X),Ul(ex)), K(f) = U(f).

Se dice que U (o la adjuncién) es monédico si K es una equivalencia de categorias.
Si K es un isomorfismo, se dice estrictamente monadico.

El ejemplo clasico de ménada, muchas veces mencionado como la motivaciéon de
la definicién de moénada, es el obtenido a partir de tensorizar por un algebra en una
categoria monoidal, muchas veces las ménadas son pensadas como generalizaciones de
esta construccion.

EJEMPLO 2.7. Sea % una categoria monoidal con objeto unidad I (que supondremos
estricta para més claridad) y un monoide (A, m, u) en la misma. Tenemos que definiendo
T=A® —,pu=m®@—-—yn=u® —, (T,u,n) es una ménada en %.

Como en el Lema dado un objeto A en ¥ y morfismos m: AQ A — Ay
u: I — A, al definir T = (7', 4, n) como en el ejemplo anterior resulta equivalente que T
sea una ménada a que (A, m,u) sea un monoide en %.
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T:
X @) "X P(1(X) @ T(V)) 229970 12Xy @ T2(Y)  T2(T) —“s T(T)
lﬂxgﬂf lux Ruy lT(TO) To
T(X ®Y) foxy \ T(X) QT(Y) T() —2 1
XV 29 (X ®Y) T(I)
nxm lT2 oY \ lTO

I

F1GURA 1. p y 1 opmonoidales.

2. Mobnadas opmonoidales

Nos basamos en [Moe02] Secciones 1y 2].

En esta seccién, € = (¢,®,1,a,l,r) serd una categoria monoidal y T=(T,n, 1) una
moénada sobre la misma. En estas hipdtesis es natural imponer una estructura adicional
en T.

DEFINICION. 2.8. Sea T una moénada sobre %, una estructura opmonoidal para T
consiste de una estructura opmonoidal (73, 7Ty) para el functor 7" que hace de p y n
transformaciones naturales opmonoidales. En este caso diremos que T es una mdnada
opmonoidal.

En la definicién T? y 14 tienen las estructuras opmonoidales descritas en la Obser-
vacion [L11]

En [BLV11] a estos functores se les llama bimdnadas (bimonads).

Observamos que el hecho de que p y 7 sean transformaciones opmonoidales es equi-
valente a la conmutatividad de los diagramas en Figura

Es 1til observar a partir de los diagramas en la parte derecha de la Figura [I| que
(I,Ty: T(I) — I) es una T-élgebra.

OBSERVACION. 2.9. Es inmediato notar que la ménada generada por una adjuncién
opmonoidal produce una ménada opmonoidal: dotando a T" = UF de la estructura
opmonoidal como composicién de las de U y F', la ménada se verifica opmonoidal dado
que la unidad y counidad son transformaciones opmonoidales por hipétesis. Ademéas
(parte de la prueba de el siguiente resultado), la adjuncién de Eilenberg-Moore de una
moénada opmonoidal es opmonoidal.

La definicién de ménada opmonoidal se vuelve de especial interés gracias al siguiente
resultado.

TEOREMA 2.10. [Moe02| Theorem 7.1| Existe una biyeccion entre estructuras (T, Tp)
que hacen a T una monada opmonoidal y estructuras monoidales en la categoria de
FEilenberg-Moore de la monada tales que el functor de olvido es monoidal estricto.

DEMOSTRACION. Supongamos que tenemos T=(T,n, u, T», Tp) ménada opmonoidal.
Definimos el objeto unidad en las dlgebras como (I,7p) y el producto de dos dlgebras
(A,a) y (B,b) como

(A,a) ® (B,b) = (A® B,a-b)
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donde la estructura a - b es definida como (a®b) 0T 4 p: T(A® B) = T(A)®T(B) —
A ® B. Veamos que efectivamente es una estructura de T-dlgebra.
En primer lugar tenemos el diagrama

T(a-b)
T2(A® B) 248 rp(4) o T(B) —“ T4 0 B)
T2,T(A),T(B)l lTZ,A,B
pass T2(4) © T2(B) %7 14y 0 T(B)

A ®uBl la@b
A,B

T(A®B) — 2", T(A) @ T(B) — >, A9 B

ab

a-b

que conmuta pues el rectangulo de la izquierda conmuta por ser p opmonoidal, el superior
derecho por naturalidad de T» y el inferior derecho por ser a, b estructuras de T-algebras.
Para la unidad tenemos el diagrama

1198, T(A® B)

T:
A®TR 2,A,B

1=14®1p

A®B

que es conmutativo pues 1 opmonoidal hace al tridngulo superior conmutativo y a,b
estructuras de T-dlgebra hacen al inferior conmutativo.

Dotaremos a este producto de restricciones de asociatividad y de unidad. Definimos
las mismas como las ya existentes en %, veamos que las mismas son morfismos de T-
dlgebras. Sean (X,r),(Y,s),(Z,t) € €". Observamos que axy_z es un morfismo de
T-4lgebras si el siguiente diagrama conmuta

T(X@Y)® Z) Y2 pix o (v @ 2))

T2 xwy,z T xyez
T(XY)eT(Z) T(X) e T(Y ® Z)
To x,y®t r®12y,z
TX)eT) oz  Xo(@Y)aT(Z)
[rese |1eGen

(XRY)eZ —=22 , X g (Y ®2)
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por la functorialidad de ® el mismo es equivalente al rectangulo exterior del diagrama

T(X®Y)®Z) —X¥2) |\ 7(X @ (Y © 2))
VT2,X®Y,Z VT2,X,Y®Z
T(X®Y)T(Z) TX)T(Y ® Z)
To x,y®1 1QTsy,z

(T(X) @ T(Y)) @ T(Z) 20T x) & (T(Y) @ T(Z))

(r®s)®t r(s®t)

~ ~

(XeY)®Z s y X @ (Y ®2)

que es conmutativo (el rectdngulo superior conmuta por ser 7" opmonoidal y el inferior
por ser a natural).

Por otro lado, para ver que l4 es un morfismo de T-algebras (para r4 se procede de
la misma manera), planteamos el siguiente diagrama

T(I ® A) Tita) » T(A)
lTQ’I’A ol /T(A)
. T(I) @ T(4) 2225 T @ T(A) a
0 lﬂ)@/
I®A A

que es conmutativo dado que el cuadriladtero superior es conmutativo por ser 1' opmo-
noidal, el inferior derecho por ser [ natural y el tridngulo por ser ® functorial, luego [ es
un morfismo de dlgebras.

Los axiomas de categoria monoidal valen pues U es fiel, y es claro bajo esta cons-
truccién que el functor de olvido U resulta monoidal estricto.

Supongamos ahora que €T tiene un producto monoidal tal que U es monoidal estric-
to. Recordando el Lema2.5] consideremos la adjuncién de Eilenberg Moore F' 4 U, 1, ¢,
luego como U se puede pensar como opmonoidal estricto, estamos en las hipétesis del
Teorema con lo cual F tiene una estructura opmonoidal que hace que la adjuncién
sea opmonoidal. Luego, como la adjuncién de Eilenberg-Moore induce la ménada nue-
vamente tenemos que la ménada es opmonoidal, con estructura definida a partir de la
composiciéon de las de F' 'y U.

Notamos que la estructura opmonoidal de F' esta dada por ser la compafiera de la
opuesta de Uy L' — Id con lo cual

B xy =epxyprm P U Fnx @ny) v Fo=erF(Uy)
y por lo tanto

Toxy = U;F(X) rrUBxy = U;}( ). Uerx)erUFIA)UF(nx @ ny)
que recordando [2.5] es lo mismo que

ToxyT(X @Y) LOXE™M, pip(x) @ T(Y)) XX T(X) @ T(Y)
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Veamos que estas construcciones son inversas entre si. Consideramos €T monoidal
con U monoidal estricto, con producto notado como (A4,a)® (B,b) = (A® B,a-b). Como
observamos anteriormente, se obtiene 15 xy = px - piy © T(nx ® ny) y a partir de esta
se define un nuevo producto (4,a) ® (B,b) = (A® B,axb) con axb:=a®boTs 4 p.
Asi tenemos el diagrama

(17® n)

T(A® B) —/% T(T(A) @ T(B)) 28 T(A) © T(B)

\\\\\\\\\$ i_ (ab) la@b

T(A®B) —**— AeB

que es conmutativo, pues el tridngulo conmuta por ser a, b estructuras de algebra y el
cuadrado a partir de la naturalidad de e (notar que pa - up = Uepaygrm) y a-b =
Ug(agB,a-b))- Se deduce que a*b = a-b. Los productos tensoriales en ¢ son los mismos,
pues las estructuras de algebras y el objeto base para ambos productos son los mismos.

Por otro lado, dada una estructura opmonoidal T5, y el producto construido en
las &lgebras construido a partir de ella, digamos (A4,a) ® (B,b) = (A ® B,a - b) con
a-b=a®boTs,p. Llamando Tj a la estructura construida a partir del producto,
podemos plantear el siguiente diagrama

7]
T3 x,v

T(X @Y) XM, pp(x) @ T(Y)) % T(X) @ T(Y)

szx,Y lTZT(X),TV
pnx Quy

X) @ T(y 20T o xy o ply)

que es conmutativo debido a que el cuadrado de la izquierda conmuta por la naturalidad
de T y el tridngulo por definicién. Como px ® pyoT(nx) ® T(ny) = 1, deducimos que
Ty =To. O

Describiremos a continuacion el ejemplo clasico de ménada opmonoidal. Dada una
categoria monoidal Z con una trenzad laxa -, se define [AM10l Definition 1.10] un
bimonoide en esta categoria como una quintupla (A, m,u, A, e) donde (A, m,u) es un
monoide, (A, A, ¢) es un comonoide y los siguientes diagramas conmutan:

A A
(Ao A)oA) @A L2940 Ao A)e A

=] |

(AR A)® (AR A) (ARA)®(A® A)

A®AT lm@m

A® A m A A A® A
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ARA 25 11 I —% A I —%5 A
7nl lffl 77i Ai Q\\\\\ls
A—f Il 2% AgA I

Los isomorfismos son los formados a partir de asociatividades de ®, tnicos por el Teorema
de Coherencia.

Sea % una categoria monoidal y A un objeto en la misma. Supongamos que tenemos
una transformacién natural 0: A ® — = — ® A tal que oy = 14 y morfismos A: A —
ARAe: A— 1, m: AQA — Aywu: I — A. A partir de lo anterior definimos el functor
T:=A®—yTs, Ty, p yn como en Lema y Ejemplo Luego vale lo siguiente:

PROPOSICION. 2.11. [BLV11] Lemma 5.3] Dados A, o, m,u, A, e, T, T, Ty como arri-
ba, son equivalentes

1. T=(T, pu,n) es una ménada opmonoidal con estructura opmonoidal (Ta,Ty).
2. ((A,0),m,u,A,e) es un bimonoide en Z;(€).

DEMOSTRACION. Haremos la prueba para el caso en que % es monoidal estricta.

Veamos que el primer punto implica el segundo. Por lo ya visto en el Lema y el
Ejemplo queda probar que (A, m,u, A, €) es un bimonoide en % y que los morfismos
m y u estdn en Z;(%).

Notamos que T(X ®Y) = T(X)®Y, pxey = ux @Y, Toxy = Tox1 @Y y
Nxey = Nx ® Y, luego es suficiente estudiar los diagramas para pares de objetos de la
forma X, I. Con esto T opmonoidal se traduce en la conmutatividad de los siguientes
diagramas:

AR AR X » AR X

ARARX

AR A é AR X ARX

ARARC x

ARARX ®A ARARX
ARARX®A
ARARARX ® A A®ox
AQo Anx A

mXm

ARARX QRARA —/=— AQX®A

uRX

XYy ——M A X
J{A@X A A "5 A T 25 A
v XS ARA®X J(A@s le \J(s
|Asox A— T I

ARX®A
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Tomando X = I en los diagramas anteriores y probando que los morfismos m, u estdn
en en el centro laxo, deducimos el segundo punto. Veamos que efectivamente m, u son
morfismos en Z;(%), lo cual se traduce en la conmutatividad de los siguientes dos dia-
gramas.

X X 4w x AADX 29X Ao Xx0A X% xodn A
:l iFX m®Xl lX@m
X X% x oA A X 7X X®A

El diagrama izquierdo es igual que el diagrama exterior en el siguiente, que es conmuta-
tivo pues el tridngulo izquierdo conmuta dado que n es opmonoidal, el triangulo derecho
por ser (A, A, e) un comonoide y las restantes componentes por ser ® un functor.

X X Ao Xx

AX
ARAR X B4 A p X

A®ox lgx
A X0 A% x o 4

XQ®u

RXR@u

El diagrama derecho coincide con el diagrama exterior en el siguiente,

AX « ™%X A9 dAeX

ARARX
ARAR AR X —28048X . 4o A0 X
ARARO x A®ox
ARARX @A —280X84 4o X®A
ox ARARXRA ARXRA
ADADADX @ AMRASEXBA L o 4o X0 A
A®0Apx ®A ARox ®A
ARARX @ A® AMEOXOA8A o v o A A ARX® A

XQRARQRA
{ ;?“@ wA® cOXQARA

XA X8 xoA0A

EQARXR®A

Ux®A

en el que cada subdiagrama en la mitad derecha se deduce conmutativo por la functo-
rialidad del producto ®, que (A, m,u,A,e) es un bimonoide y la naturalidad de o. El
rectangulo izquierdo se deduce conmutativo a partir de el diagrama correspondiente a
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la coasociatividad de T en objetos X, I compuesto con € ® X ® A. De esta manera el
diagrama conmuta y concluimos lo que ((A4,0), m,u, A, &) es un bimonoide en Z;(%).

Para demostrar el reciproco, se utilizan las mismas técnicas. En primer lugar, los
diagramas que vinculan a iy Ty, any 13 y laigualdad eou = 1 4 se deducen conmutativos
inmediatamente a partir de los axiomas de bimonoide y la naturalidad de o en el primer
caso. Para el diagrama mas grande, tenemos que la conmutatividad se deduce a partir
de las siguientes igualdades, donde la concatenacién se interpreta como composicién de
morfismos.

(M@ X@m) (AR oagx @ A)(A® @0x)(ARA® X) =
MeRXeom) (AP @ox @A) (AR, @ X @A) (AP ox) (AR AR X) =
(M@ Xom)(A®? @ox @ A) (AP @0x)(AR01 A X)ARARX) =
(mRox) (A2 @om @ X)(ARo1 A X)ARA®X) =
(ARox)(mame X)(A®oa AR X)(ARA®X) =
(ARox)(A® X)(m® X)

La primera igualdad se deduce a partir de que o es una trenza parcial laxa, la segunda
a partir de la functorialidad de ®, la tercera a partir de que m es un morfismo en el
centro laxo, la cuarta nuevamente por ser ® un functor y la quinta por los axiomas de
bimonoide de para el objeto (A, o). O

De la misma manera que antes, si la categoria es trenzada, tenemos que para un
bimonoide A, al pensarlo en el centro de la categoria, el resultado anterior nos dice que
A ® — es una ménada opmonoidal.

A partir de este momento, dada una moénada opmonoidal T en una categoria monoi-
dal %, tomaremos la estructura monoidal en € de manera que el functor de olvido sea
monoidal estricto.

3. Mobnadas de Hopf y monoides de Hopf

3.1. Monoides de Hopf. Es sabido (ver por ejemplo [HLFV17, Proposition
10.7]) que un bimonoide H es de Hopf, es decir admite una antipoda, si y sélo si su
operador de fusién (H ® m)o (A® H): H® H — H ® H es invertible. A continuacién
daremos las definiciones pertinentes y describiremos ciertas construcciones que permiten
demostrar lo anterior, donde a diferencia de [HLFV17| no asumiremos el contexto de
una categoria trenzada.

Dada % una categoria monoidal, consideramos un objeto A de la misma con es-
tructura de monoide (m,u) y estructura de comonoide (A, e). Podemos definir un mapa
O: C(A,A) - C(ARA, A® A) dado por @(f) = (A®@m)o(ARfRA)o(ARA). Se define
en ¢ (A, A) el producto de convolucion de dos morfismos f, g como f*g:= mo(f®g)oA,
se verifica a partir de los axiomas de monoide y comonoide de A que (¢ (A, A),*,uoc¢)
es un monoide.

Si tomamos esta estructura en el dominio y la estructura dada por la composicién en
el codominio observamos que ® resulta un morfismo de monoides a partir de las siguientes
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igualdades, donde la concatenacion se interpreta como composicién de morfismos.
P(g)P(f) =(Aam)(ARgRA)(ARA)(Adm) (AR fRA)(A®A)

=(Am)(ARAIM)(ARgRfRA)ARARA)(A®A)

=(Am)(AdmRA)(ARgRfRA)ARARA)(A®A)

=(A@m)(A® (m(g® f)A) ® A)(A® A)

=0(g* f)

P(ue) = (Aem)(A®ue® A)(A® A)
=(Am)(ARu® A)(ARe®A)(A®A) =1sga

Donde todas las igualdades se deducen a partir del hecho de que ® es un functor y los
axiomas de monoide y comonoide.

De la misma manera, notamos que ® tiene una retraccién V: (A ®@ A, A® A) —
¢ (A, A) dada por U(h) = (e®A)h(A®u). Ademas, la imagen de ® consiste en morfismos
AR A — AR A que son morfismos de A-comddulos a izquierda y A-mddulos a derecha,
es decir, morfismos h tales que valen las siguientes igualdades.

(A®h)o(A®A) = (A A)oh (4)
ho(A@m)=(A®@m)o(he A) (5)
Llamemos M al submonoide de ¢(A®A, A® A) de los morfismos que cumplen lo anterior.
Dada h € M, notamos que
S(VU(h)=(Am) (AR (@ Ah(A®u)) @ A)(A® A)
=(ARexA)(ARARIM)(ARhRA)ARARA)(ARu® A)
=(AReA)(ARARIM)(ARARA)(h@ A)(AQu® A)
=(Aeam)(h® A)(Au®A) =h(A@dm)(A®u® A) =h
Donde las igualdades se deducen a partir de ® functor, las identidades de &dlgebra y
codlgebra y la definicién de M. De esta manera, si consideramos ®: ¢ (A4,A4) — M,
tenemos que resulta un isomorfismo. Notamos ademaés que las propiedades que definen
a M son preservadas al tomar inversos, con lo que M es cerrado por inversos. Con esto

estamos en condiciones de enunciar el siguiente Lema, cuya prueba es consecuencia de
lo discutido anteriormente.

LEMA 2.12. Dado A objeto en una categoria monoidal €, dotado de una estructura
de monoide y de comonoide, son equivalentes:
» 14 € €(A, A) tiene un inverso S con el producto de convolucion.
» Bl mapa de fusion H = (A®@m)(A ® A) es invertible.
En tal caso se dice que S es una antipoda para A y se tiene que S = (e ® A)H Y (A®@u)

DEFINICION. 2.13. Dada % una categoria monoidal con trenza laxa 7, llamamos
bimonoide de Hopf (ver [AM10, Definition 1.15]) a un bimonoide H tal que el morfismo
identidad 15 : H — H es invertible en el producto de convolucién. De existir, este inverso
es Unico y se lo llama antipoda, notado por S.
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Notamos que en tal caso, S estd automaticamente en el centro de la categoria dado
que como observamos anteriormente S estd dado por (A® e)H(u® A).

Los ejemplos de bimonoides de Hopf (comtinmente llamados dlgebras de Hopf) apa-
recen en el estudio de diversas teorfas. A continuaciéon comentaremos algunos ejemplos
clasicos.

EJEMPLO 2.14. Dado un grupo G y un anillo conmutativo R, se define el dlgebra de
grupo R|G] como las combinaciones lineales formales de elementos de G con coeficientes
en R, o equivalentemente las funciones de codominio R y dominio GG de soporte finito.
Explicitamente, un elemento de R[G] es de la forma

ngg, rg € R

geG

donde todos salvo finitos r, son no nulos. El producto se define a partir de el producto
de G y extenderlo por linealidad, de lo que resulta que 1re es la unidad del producto.
La estructura de codlgebra estd dada por A(g) =g®gye(g) =1 paratodoge Gy la
antipoda estd dada por S(g) = g~ 1.

Este objeto aparece naturalmente al estudiar representaciones de un grupo, dado
que un morfismo p: G — End(V), donde V es un R-médulo, se extiende linealmente a
un morfismo p: R[G] — End(V) y un morfismo como este ultimo se puede restringir a
un morfismo con dominio G, de manera que estudiar las representaciones para estos dos
objetos es equivalente.

EJEMPLO 2.15. Dada un &algebra de Lie g sobre un cuerpo K se construye su dlge-
bra envolvente U(g) de la siguiente manera. Como g es un espacio vectorial, podemos
considerar el dlgebra tensorial T'(g) dada por

T(g)=Pe*" =Kaga(@geg e -
n=0

Con esto se define U(g) = T'(g)/I donde I es el ideal generado por los elementos de la
forma z®y—y®x—[x,y] para x,y € g. Esta algebra cuenta con un producto definido a
partir del producto tensorial, con unidad 1, un coproducto dado por o(z) = 2®@1+1®x
y counidad e(z) = 0 para x € g y una antipoda dada por S(z) = —z.

Notamos que en U(g) vale [z,y] = x ® y — y ® x y a partir de esto se deduce la
siguiente propiedad universal: dado ¢: g — Ar;e morfismo de algebras de Lie, donde
Are es el dlgebra de Lie inducida para el algebra asociativa A, existe un tinico morfismo
de dlgebras asociativas ¢: U(g) — A tal que ¢ = ¢o1i, donde i: g — U(g) es la inclusién
canénica. Esta propiedad universal, hace que un espacio vectorial V es un g-médulo
(como algebra de Lie) si y sélo si es un U(g)-médulo (como algebra asociativa).

EJEMPLO 2.16. Dado GG un grupo topoldgico compacto, tenemos que la subalgebra
C(G) de las funciénes representativas R(X ), dada por las funciones f reales (o complejas)
tales que el espacio generado (z - f, x € G) es de dimensién finita, forma un algebra de
Hopf. Se tiene que dada f: G — R € R(G), existen f;,g; € R(G) tales que f(z,y) =
> fi(x)gi(y), con lo cual se define A(f) = >, fi ® gi. De esta manera se cumple que
A(f)(z,y) = f(z,y) para toda f € R(G) y z,y € G y a partir de eso se demuestra
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que A y ¢ definida como £(f) = f(e) definen una estructura de codlgebra en R(G). La
antfpoda estd dada por S(f)(z) = f(z71).

EJEMPLO 2.17. Al considerar la categoria Set con la estructura monoidal dada por
el producto y un conjunto con un punto como objeto unidad, tenemos que un monoide
de Hopf es un grupo. Se tiene que todo objeto tiene una tnica estructura de comonoide
dada por el mapa diagonal, y la antipoda es la funcion que manda un elemento a su
inverso. Este fendmeno se da en cualquier categoria cartesiana, o sea, con estructura
monoidal definida a partir de productos finitos y un objeto terminal escogidos.

3.2. Monadas de Hopf. Teniendo en mente el Ejemplo y el Lema [2.12] an-
terior obtenemos la definicién de mdnada de Hopf que aparece en [BLV11] descrita a
continuacién. Sea T=(T, Ty, Ty, n, 1) una ménada opmonoidal sobre la categoria monoi-
dal %.

DEFINICION. 2.18. El operador de fusién a izquierda de T es la transformacién
natural H: T(1l¢ ® T) - T ® T definido por

Hxy = (lpx)@py) o Taxrv): T(X @T(Y)) - T(X) @ T(Y)

Decimos que la moénada es de Hopf a izquierda si su operador de fusién a izquierda
es invertible.

En [BLV11] aparece similarmente la definicién de operador de fusion a derecha 'y se
dice que la moénada es de Hopf si ambos operadores son invertibles.

EJEMPLO 2.19. Dada % una categoria monoidal estricta, consideramos ((A, o), m,u, A, ¢)
un bimonoide en Z;(%’). Tenemos que el operador de fusién de la ménada opmonoidal
dada por A ® — (Proposicién [2.11)) esta dado por

Hxy=((A®9X®m)o(ARox @A) o (ARX®A)®Y
Dado un bimonoide como en el ejemplo anterior, vale lo siguiente.

LEMA 2.20. [BLV11] Proposition 5.4] Son equivalentes:

» A® — es una monada de Hopf a izquierda.
= La transformacion natural Hyy es invertible.
= A admite una antipoda.

DEMOSTRACION. Claramente el primer punto implica el segundo. Por otro lado,
notamos que Hyy = Hx ;®Y, con lo cual Hyy es invertible si y s6lo si H;  es invertible.
De esta manera el segundo punto es equivalente al tercero pues notamos que Hy 1 es el
operador de fusién de la bidlgebra (A, m,u, A, &) y como comentamos anteriormente éste
es invertible si y sélo si A admite una antipoda. Por 1ltimo, si suponemos el tercer punto,
notando como S: A — A a la antipoda, se verifica que

J=(AX®m)o(ARox ® A)o (AR S)cA®X ®A)
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es inverso a Hx ; a partir de las siguientes igualdades, donde la concatenacién se inter-
preta como la composiciéon de morfismos.

HxJ=(AX3m)(AQRox @dm)(ARox RA)(ARSR®X®A)(ARX ®A)
—(AXOam)(AXome A)(ARox @ A®?)(A®? @ ox @ A)
(A5 XRA) (ARARXRA)(ARX ® A)
= (A Xam)(A®ox @A)(Aame X @ A) (A2 S0 X ® A)
(A9ARX®A)(A®X ® A)
— (A Xam)(A®ox @A) (Aud X9 A)(ARe X @ A)(A® X ® A)
=(AXom)(A®ox ®A)(Au® X ® A)
=AXom) (A X®u®A) = ligxea

La primera igualdad se deduce a partir de ® functor, la segunda a partir de lo mismo y
los axiomas de monoide y comonoide, la tercera nuevamente por ser ® functor, la cuarta
a partir de que m estd en el centro laxo, la quinta por la definicién de S, la sexta por los
axiomas de comonoide, la séptima a partir de que u estd en el centro laxo y la ultima
por axiomas de monoide.

De la misma manera se demuestra que J o Hx ; es la identidad en A ® X ® A. Con
lo cual el tercer punto implica el primero, concluyendo la prueba. O



Capitulo 3

Moénadas de Hopf y categorias monoidales

En la primera seccién de este capitulo vemos cémo ciertos diagramas de functores
dan origen a morfismos de ménadas, luego vemos cémo esto permite observar que dada
una monada opmonoidal en una categoria monoidal, tensorizar por un algebra produce
un morfismo de ménadas y con esto se define el concepto de adjuncién de Hopf. En la
segunda seccion vemos que una ménada es de Hopf si y solo si su adjuncion de Eilenberg-
Moore es de Hopf lo cual permite en la tercera seccidn probar el resultado central de este
trabajo (Teorema . Este teorema caracteriza a las ménadas de Hopf a izquierda en
categorias monoidales cerradas a izquierda a partir del siguiente resultado: una moénada
opmonoidal es de Hopf a izquierda si y sélo si su categoria de dlgebras es monoidal
cerrada a izquierda y el functor de olvido es cerrado fuerte a izquierda. Vemos cémo este
resultado implica el resultado clasico de que para un bimonoide, es equivalente que el
mismo sea de Hopf a que su categoria de algebras sea monoidal cerrada a izquierda y el
functor de olvido sea cerrado a izquierda. Concluimos con una aplicacién a subcategorias
reflexivas.

1. Morfismos de ménadas en categorias monoidales

La definicién y estudio de los morfismos de ménadas se encuentran en el apéndice [A]
Consideremos el diagrama (no necesariamente conmutativo)

9 N g

o |
¢ 2 ¢
y un isomorfismo natural ac: U'N — MU, donde U, U’ son adjuntos a derecha con F, F’
respectivamente con unidades y counidades respectivas ,¢ y 7/, ’. Llamamos T, T’ a las

moénadas inducidas por estas adjunciones.
Luego podemos considerar las transformaciones:

a:UN — MU
ot = p'ap M ey EeE prpn g SN N
AN=TM=UFMY%UNF 25 MUF = MT

donde o es la compafiera de ! y a partir de éstas se define \. Notar que

A=1M ZM e Tel B g NE YENE N E 28 T

PROPOSICION. 3.1. (M, \): (¢,T) — (¢',T') es un morfismo de mdnadas.

39
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DEMOSTRACION. Los axiomas de morfismos de ménadas se traducen a este caso
como la conmutatividad de dos diagramas. El primero es igual al diagrama exterior
siguiente

T'T' M (MQ T'UNF M} T MT % T'MTT p_T) MTT
L/M lU'e'NF \ l 'MUEF lMu
T’M&U’NF TMT —2 5 MT

aF

donde ¢ = &NFoFa 'FoF'Mnyp=aFoU&eNF oTa 'F. Este diagrama es
conmutativo pues los tres subdiagramas lo son. La conmutatividad del cuadrado de la
izquierda es consecuencia de la naturalidad de ¢’ y notar que /M = U’e’F'M, la del
cuadrado de la derecha es la naturalidad de p y la del tridngulo es por las identidades

de tridngulo de la adjuncién. Para el subdiagrama restante notamos que p o T'aF =
aFoU'eNF.

El segundo axioma es el diagrama exterior en

M "My
Mni T/ Mn

MT M T
a”lF T o 1F

u'NF TN g

\ aFoU'e’!NF
aF 4

MT

que es conmutativo pues los dos cuadrados de deducen conmutativos de la naturalidad
de 1 y el tridngulo de las identidades de tridngulo de la adjuncién F’ - U’.
O

De lo anterior se deduce el siguiente resultado.

LEMA 3.2. Sea F41U: 9 — ¥ una adjuncion opmonoidal con T = UF su monada
opmonoidal asociada. Dado D € 9, el functor (—@U(D)): € — € tiene una estructura
de morfismo de monadas (¢,T) — (¢,T) dada por

UF,

UF(-®U(D)) — U(F(-)®@FU(D)) LEN UF(—)@UFU(D) 1®U(ep)

UF(—-)®U(D)
DEMOSTRACION. Tenemos que el siguiente diagrama

g —8D g

Jv Jv

@ —QU(D) @
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y la transformaciéon Uy p: U(— ® D) = U(—) ® U(D) estd en las hipétesis de la
proposicién anterior, con lo que el functor (—® U(D)) tiene una estructura de morfismo
de ménadas A, donde

A= Uy p(—y,poUe(F(=)® D)o UFU, 1, , o UF(n®U(D))

(7)7

El enunciado se deduce de demostrar que el siguiente diagrama es conmutativo:

—1

UF(— o U(D)) 02U [ p U p(—) 0 U(D)) 2 2P UFU(F(=) © D)

UFz,-,Uw)l lUs(F(f)®D)

U(F(~) ® FU(D)) U(F(—) & D)
U2,F(—),FU(D)\L \LU2,F(7),D

UF(-)® UFU(D) UF(-)eUen s UF(—)® D

En efecto, agregando al diagrama ciertos morfismos, obtenemos:

—1

UF(— o U(D)) L) o p() 0 U(D)) 2528 U (F(—) @ D)
UFQ,—,U(D)J’ lUFZUF(—),U(D) lUs(F(f)@)D)
U(F(—) @ FU(DY E2E Y PV py p(-y @ FU(D)) Y5 9%0) (p(2) @ D)

UQ,FH,FU(D)l lUQ,FUFH,FU(D) lUQ,FH,D
UF (=) UFU (D)D) by p (o) @ UFU(D) 2222 p(2) @ D

\—/’

UF(-)®Uep

El cuadrado superior derecho es conmutativo por ser € opmonoidal, el superior izquierdo
por la naturalidad de Fb, los cuadrados inferiores por la naturalidad de Us y el tridngulo
inferior por la functorialidad del producto tensorial y las identidades de tridngulo de la
adjuncion.

O

OBSERVACION. 3.3. Dada una ménada opmonoidal T, como la adjuncién de Eilenberg-
Moore es opmonoidal a partir del Teorema y U es monoidal estricto, tenemos que
dada una T-élgebra (A, a) podemos plantear el siguiente diagrama conmutativo:

(A,a)

T _—®W%a) - oor

Aplicando el lema anterior se deduce la siguiente proposicién.
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PROPOSICION. 3.4. Si T es una mdnada opmonoidal y (A,a) es una T-dlgebra, en-
tonces (— ® A) tiene una estructura de morfismo de monadas dada por

Maay =T(—® A) 224 T(2) @ T(A) 2% T(—) © A (6)

Con esto estamos en condiciones de dar la siguiente definicion.

DEFINICION. 3.5. Decimos que una adjuncién opmonoidal F' - U es una adjuncidn de
Hopf a izquierda si los morfismos de ménadas (—®A), donde (A, a) es una T-algebra para
T la ménada generada por la adjuncién, son morfismos fuertes. Esto es, la transformacién
@ es un isomorfismo.

Sea A un algebra de Hopf en Vect con antipoda S. Al considerar la ménada de
functor T' = A® — en la definicién anterior, tenemos que Ay x: AQY @ X - AQY ®X
esta dado por

a®y®x&—>2a1®y®a2m
dondea€c A,yeY,z€ Xy Ala) =) a1 ® az. En este caso A siempre es invertible y
su inversa estd dada por
aRYyRT Y a1 @y S(ag)s

. De esta manera, si A es un dlgebra de Hopf y T' = A ® —, la adjuncién de Eilenberg-
Moore de la moénada es de Hopf a izquierda.

2. Adjunciones de Hopf y ménadas de Hopf

DEFINICION. 3.6. Dado el siguiente diagrama
I
g q
APz

t S

decimos que ¢ es un coigualador que escinde si
af =q9 qs=1lc ft=1p gt=sq

Recordamos que un coigualador (o colimite en general) absoluto es uno que es pre-
servado por todo functor. El resultado principal que utilizaremos sobre este tipo de
coigualadores es el siguiente (ver [ML98, VI.6])

LEMA 3.7. Todo coigualador que escinde es un coigualador absoluto.

PROPOSICION. 3.8. Dada una T-dlgebra (A, a) para cierta monada, tenemos que el
stguiente diagrama

—_—

T2(A) T@, 7(A) j A
Y — na
Nnr(A)

es un coigualador que escinde.

DEMOSTRACION. Las igualdades apa = aT(a), ana = 1a, panpay = lpay se
deducen directamente de los axiomas de dlgebra y del hecho de que (T(A), n4) es una
T-élgebra, por otro lado T'(a) nr(a) = naa se deduce de la naturalidad de . O
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El anterior resultado se puede resumir como “toda T-dlgebra es coigualador de dlge-
bras libres”. El siguiente lema nos permite dar uso de esto.

LEma 3.9 ([BLV11), Lemma 2.19]). Sea T una mdnada en una categoria €, F U
su adjuncion de Filenberg-Moore, R,Q: ¢ — 2 functores. Dada una transformacion
natural o: RU = QU, si aF': RT = QT es invertible entonces a es invertible.

DEMOSTRACION. Dada una &lgebra (A, a), tenemos el siguiente diagrama

9 R(pa) R(a)
RT=(A) % RT(A) —— R(A)
RT(a
AF(T(A)) AF(A) (A,a)

Q( A) a
QT2(A) QTﬁ() Qr(4) 2 ()

Por la Proposicién [3.8] ambas filas son coigualadores y las primeras dos columnas son
invertibles. Luego la tercera columna es invertible, concluyendo la prueba. O

PROPOSICION. 3.10. Sea T mdnada opmonoidal, F 4 U la adjuncién de FEilenberg-
Moore de la misma. Entonces T es una monada de Hopf a izquierda si y solo st I 4 U
es una adjuncion de Hopf a izquierda.

DEMOSTRACION. Manteniendo la notacién anterior, la prueba se centra en notar
que Ax (7(Y)uy) = Héqy. Con esto es claro que si F' 4 U es una adjuncién de Hopf a
izquierda entonces T' es de Hopf a izquierda.

Por otro lado supongamos que H' es un isomorfismo. Fijado un objeto X € & defi-
nimos R(—) =T(X®—-)y Q(—) = T(X)®—, con lo cual nombrando o := Ax,_: RU =
QU es aFy) = Ax r(y) = AX,(T(Y)uy) = Hégy. De esta manera oF' es invertible y por
[B:9 « es invertible, de lo que se deduce A invertible pues X era arbitrario. O

3. Monadas de Hopf y categorias monoidales cerradas

El objetivo de esta seccién es probar el siguiente teorema, que es una generalizacién
del resultado clasico que dice que dado un bimonoide B, la categoria B —Mod es cerrada
a izquierda y el functor de olvido U es cerrado fuerte si y sélo si B tiene antipoda.

TEOREMA 3.11. Sea € una categoria monoidal cerrada a izquierda y T una mdnada
opmonoidal sobre €. Entonces son equivalentes:
1. T es Hopf a izquierda.
2. €T es cerrada a izquierda y UT es cerrado fuerte a izquierda.

Veamos primero la equivalencia de segundo punto con otro. Sea ¥ una categoria
monoidal cerrada a izquierda, T moénada opmonoidal en la misma, F' 4 U la adjuncién
de Eilenberg-Moore. Dada una adjuncion G 4 V: de unidad y counidad «, 3 entre
endofunctores de €, diremos que esta adjuncién “se levanta” a la categorfa €7 si existe
una adjuncién G 4 V con unidad y counidad &, B entre endofunctores de €7 tal que

UG=GU,UV =VU,Ua=alUyUB=}U.

LEMA 3.12. Son equivalentes:
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1. La categoria €T es cerrada a izquierda y U es cerrado fuerte a izquierda.
2. Para cada T-dlgebra (A, a), la adjuncion (— ® A) 4 [A,—] se levanta a una
adjuncion (— ® (A,a)) 4 Vi4,q)-

DEMOSTRACION. Supongamos el primer punto. Dada (X, z) una T-4lgebra, podemos
observar el siguiente diagrama.

cg’]l‘

[(X»I)ﬂf]

o 01 )

[U((X,2)),U(=)
Como U es una isofibracién discreta estamos en las hipdtesis de y podemos
levantar el isomorfismo Uf—,(X,x): U([(X,z),—]) = [U((X,z)),U(—)] de la definicién de
U cerrado a izquierda.

Con esto tenemos que existe un functor H: €T — €7 que cumple U(H(A,a)) =
[X, A] para toda édlgebra (A, a) tal que [(X, z), —] & H mediante un isomorfismo natural
a tal que U(a) = U;f:—,(X,z)
adjunto a derecha de —® (X, ) con lo cual podemos elegir los Homs internos a izquierda
de €T de manera que U([(X,z), (A, a)]) = [X, A]. Veamos que con esta construccién se
tiene que la adjuncién (—® (X, z)) 4 H es un levantado de (—® X) 4 [X, —]. La unidad
y la counidad de (— ® (X, z)) 1 H estan dadas por,

. De este isomorfismo deducimos por|(B.1|que H es también un

coev Y@ (X,z)

T’:]_(g'ﬂ‘—€>[(X7:I:)7—®(X;.'E):| H(_®(X7$))

e— H(—) @ (X,2) “2X 10X o) S @ (X, 2) < lyr

aplicando U a estas familias de morfismos, observamos que los siguientes diagramas
conmutan:

Vo) G((X, 2), — ® (X, 2))) PG UH(-® (X,z)) = [X,U(- ® (X, z))]

—
\) l[X’Uiix(X,i)]:1
CO€Ev, (,)
' X, U(-) ® X]

Ue™1®(X,x)) Ulev)

U(H(-) ® (X, )) » U([(X,2), -] @ (X, 7)) U
U2,H(—),<X,z>:q %

UH(-)oU(X,z)=[X,U(-)]®X

U

Los tridngulos conmutan pues Un_g ) = U2#7 (X.2)’ Ul!'e ((X,2)=Ulc)®

X = U;ié—,(X,m) XXy Uj—,(x,z) y Uz _ (x,) son compaferas. De esta manera U(coev) =
coevU, Ulev) = evU.

Por otro lado, suponiendo el segundo punto, tenemos que la existencia de la adjuncién
(— ® (A,a)) 4 Va4 para toda algebra significa que €™ es cerrada a izquierda con
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[(A,a),—] = V(4,4 vy el hecho de que esta sea un levantado de (— ® A) - [A, —] nos dice
que el isomorfismo U2#7 (Aa): U([(A,a),—]) = [A,U(—)] es la identidad pues se verifica

(U2,f,(A,a))fX@) = [A,U(ev(x 2))] © coevy(j(a,a),(x.2)]) = LA, evx] o coeviq x) = Idx
En particular U es cerrado (estricto) a izquierda. O
Procedemos ahora a probar el Teorema [3.11

DEMOSTRACION. Por el lema anterior tenemos que el segundo punto en el enunciado
del Teorema es equivalente a que para cada T-algebra (A, a), la adjuncién (—®A) 4 [A, —]
se levanta a una adjuncién (— ® (A, a)) - V(44)- Esto es equivalente a que el morfismo
de ménadas (— ® A, \(4,4)) de la Proposicién sea fuerte (\(4,q) invertible) por el
Teorema [A14] lo cual es la definicién de que F 4 U sea de Hopf a izquierda. De esta
manera T es una ménada de Hopf a izquierda por la Proposicién O

A continuacién, notamos que a partir de resultados vistos en este texto obtenemos
el resultado cldsico siguiente, para una categoria monoidal % .

PROPOSICION. 3.13. Dado (A, ) en el centro de €, dotado de estructura de bimo-
noide, tenemos que es de Hopf si y solo si la categoria A — Mod es monoidal cerrada a
izquierda y el functor de olvido U: A — Mod — % es monoidal fuerte.

DEMOSTRACION. Por el Lema tenemos que (4, o) es un monoide de Hopf si y
solo si la ménada dada por A ® — es de Hopf a izquierda. La categoria de Eilenberg-
Moore de la misma es A — Mod, con lo cual por el Teorema el primer punto es
equivalente con que esta categoria sea monoidal cerrada a izquierda y el functor de olvido
sea cerrado fuerte. O

Concluimos esta seccién describiendo la estructura de T-dlgebra de [(X, ), (Y, y)],
dada por el Teorema |3.11

Como el functor [(X,z),—] es un levantado a la categoria de Eilenberg-Moore de
[X,—], por el Lema tenemos que existe una estructura de morfismo de mdnadas

x: T([X,—]) = [X,T(—)] para [X, —] con lo cual la estructura de T-dlgebra es

T(X,Y]) 2% X, 7(V)] 2% [x,Y]

El Teorema garantiza que si A\: T(—®X) — T(—)®X es la estructura de morfismo
de ménadas de — ® X, entonces x = (A™')”. Por lo tanto la estructura de T-dlgebra de
[X,Y] es
—1\#
T(X,Y) &5 x, 1) B2 1, v

4. Aplicacion a subcategorias reflexivas

A continuacién describiremos una aplicacién del teorema [3.11] Antes daremos algu-
nas definiciones pertinentes.
DEFINICION. 3.14. Dada una categoria ¢, decimos que una subcategoria &/ C% es

= Plena si el functor inclusion es pleno, es decir, o7 (A, A") = €(A, A") para todos
objetos A, A’ en 7.
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= Repleta si A2 Ben By A€ o entonces B € A, es decir, todos los objetos en
P isomorfos a un objeto de & estan en <.

= Reflexiva si es plena y el functor inclusién i: &/ — % admite un adjunto a
izquierda L: & — <.

DEFINICION. 3.15. Una ménada T=(T, u,n) en una categoria ¢ se dice idempotente
(ver [Bor94l Proposition 4.2.3] para definiciones equivalentes) si p es un isomorfismo.

El vinculo entre las definiciones anteriores esta dado por el siguiente resultado.

PROPOSICION. 3.16. [Bor94l Corollary 4.2.4] Dada una categoria €, existe una
correspondencia biyectiva a menos de equivalencias de categorias entre

= Las subcategorias reflexivas repletas de €.
= Las categorias de T-dlgebras para monadas idempotentes T sobre € .

Recordamos que una ménada idempotente T=(T, u,n7) en una categoria cartesiana
% es opmonoidal de la tinica manera posible (ver y su operador de fusién estd dado
por
Ty, x,1(v)

Hxy =T(X xT(Y)) ———T(X) x T2(Y) Ixiy T(X)xT(Y)
De manera que una ménada idempotente sobre una categoria cartesiana es de Hopf a
izquierda si y s6lo preserva los productos de la forma X x T(Y'). En particular tenemos
el siguiente lema:

LEMA 3.17. Una monada idempotente en una categoria cartesiana es de Hopf si
preserva productos finitos.

Con esto podemos enunciar el siguiente resultado.

COROLARIO. 3.18. Dada o/ — B subcategoria reflexiva tal que el adjunto a izquierda
de la inclusion L: B — of preserva productos, entonces o/ es cartesiana cerrada si B
lo es yi([A, A]) 2 [i(A),i(A")].

Si o/ es repleta, se pueden tomar los objetos de la forma [i(A),i(A")] como homs
internos de < .

DEMOSTRACION. Sea la ménada generada por la adjunciéon L - i. Notamos que
la ménada es idempotente y el functor i: & — % es monadico (ver 4.2.3 y 4.2.4 de
[Bor94]) y vale : = UK, donde K es el functor de comparacién definido en Por
otro lado, como T' = ¢ o L tenemos que T preserva productos con lo cual estamos en las
hipétesis del lema anterior y la ménada es de Hopf, con lo cual por el Teorema BT
es cartesiana cerrada y por lo tanto ./ también lo es a través de K ([A4, A'] ) = [A, A'|4r.

Por ultimo, si &7 es repleta, el functor K es un isomorfismo e 7 resulta estrictamente
monédico, con lo cual &7 = AT. Ademds, como U es cerrado se deduce la existencia
de un isomorfismo i([A4, A'] ) = [i(A),i(A")] % con lo cual [i(A),i(A")]g € o/ y estos se
pueden tomar como Homs internos para .o/ . O

Un ejemplo donde aplica el corolario anterior es la ménada inducida por la inclusién

i: Sh(X) <5 Psh(X) de la categorfa de haces dentro de la de prehaces para un espacio
topolégico X. Por detalles sobre haces, ver [MM12] Capitulo 2].



Apéndice A

Morfismos de moénadas

En este apéndice se estudian en detalle los morfismos de ménadas. Vemos como la
construccién de Eilenberg-Moore permite observar que un functor con imagen en la cate-
goria de dlgebras de una ménada es equivalente a un functor con imagen en la categoria
base y él mismo con estructura de dlgebra para cierta ménada. Se ve como el concepto de
morfismo de ménadas permite entender los levantados de functores, transformaciones na-
turales y adjunciones a las categorias de Eilenberg-Moore. Se concluye observando como
los morfismos fuertes, es decir con estructura invertible, aparecen cuando una adjun-
cién se puede levantar a la categoria de Eilenberg-Moore. Para morfismos de ménadas,
citamos [Str72], donde se ven las ideas principales en el contexto de las 2-categorias.

1. La construccion de Eilenberg-Moore como functor.

Dada una ménada T= (7,7, ) en una categoria € y otra categoria 2, tenemos
que [Z,%] (la categoria con functores 2 —% como objetos y transformaciones na-
turales entre los mismos como flechas) tiene una moénada [£7,T]. El endofunctor es
la poscomposicion con T, la multiplicacién es la familia de transformaciones naturales
pw = pW: T?W = TW y la unidad es es la familia iy := W : W = TW.

Sera util saber que un functor W: 2" — ¥ tiene estructura de [Z7,T]-algebra
o: TW = W siy solo si para cada X € 27, W(X) tiene estructura de T-dlgebra
ox: TW(X) — W(X) y los ox forman una transformacién natural 7W = W. Ademads,
B: (W,o) = (W',0') es un morfismo de |27, T]-dlgebras si y solo si Sx es morfismo de
T-4lgebras para todo X € 2.

Dados T una ménada sobre ¥ y F' 4 U su adjuncién de Eilenberg-Moore, 2 una
categoria, podemos definir K : [2", €] — [2", €)[“"T), como K (Z) = (UZ, v) en objetos,
donde v =UeZ: TUZ =UFUZ = UZ y K(a) = Ua en flechas.

LEMA A.1. El K recién definido es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Dado (W, o) € [, €)% 1], definimos L(W,0): 2 — €T como

LW,0)(X L V) = (W(X),0x) 2L (W(Y), 0y)

donde W (f) € €T por la naturalidad de o.

47
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Dada 8: (W,0) = (W’,0') en [Z, %)% ], definimos L(B): L(W,0) = (W', o)
como L(B)x = Bx. Tenemos que Bx € €7 pues

Tw(X) Ty x)

ol

W(X) —2X 5 w(x)

conmuta por ser  morfismo de [27, T]-algebras.
Dado que ¢ ¢) = ¢y U(C,¢) = C, se verifica inmediatamente que KL = Id y
LK = Id. O

DEFINICION. A.2. Dadas (¢, T),(Z,S) dos categorias y ménadas en las mismas,
llamamos morfismo de ménadas (¢, T) — (Z,S) a un par (R,\) donde R: € — 2
es un functor y A\: SR = RT es una transformacion natural que verifica los siguientes
diagramas.

S
R -"E oR SSR —SA, SRT 2Ty RTT
S T
RA L\ l” R’ lR“
RT SR A RT

Si A es un isomorfismo, decimos que (R, \) es un morfismo fuerte. Nos referiremos
muchas veces a las transformaciones naturales de los morfismos de moénadas como sus
estructuras.

Revirtiendo la direccion de A en los diagramas anteriores, se obtiene la definicién de
un op-morfismo de ménadas (R, \).

Una transformacion natural de morfismos de monadas entre

(BN
(¢, T) —— (7,9)
(RN

es una transformacién natural A: R = R’ tal que

SR —2 4 RT

s ar

SR -2 R'T

LEMA A.3. Si(¢,T) U, (2,8) ), (&,R) son morfismos de monadas, entonces
K J junto a RKJ X kST EA KT esun morfismo de mdnadas, notado (K, x)(J, A).
Ademas, (1,1): (¢,T) — (¢, T) es un morfismo de mdonadas.
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DEMOSTRACION. Tenemos que los siguientes diagramas

R
R2KJ X prsg BEN prgr X gogr AT )2 KJ "5 Ry

XSX) %A Knsx lxj
J

wRKJ KS? KSuT KSJ
lKuS J KJnT iK)\
RK.J X y KS.J KA KJT KJT

conmutan por hipdtesis en y y A. De esta manera, observando los bordes exteriores de los
mismos, tenemos que la transformacion natural asociada a (K, x)(J, A) le da estructura
de morfismo de ménadas al functor KJ. O

DEFINICION. A.4. Dados dos morfismos de ménadas (R, \): (¢,T) — (2,S) y
(Q,x): (2,S) — (€¢,T) tales que R 4 @, diremos que esta adjuncién es una adjuncién
de morfismos de ménadas si la unidad y counidad de la misma son transformaciones
de morfismos de ménadas, tomando en la composicién y en la identidad las estructuras
descritas en el lema anterior.

La definicién de morfismo de ménadas aparece naturalmente al estudiar levantados de
functores entre categorias con ménadas a las respectivas categorias de Eilenberg-Moore,
como se ve en el siguiente lema.

LEMA A.5. Sea T mdnada en € y 'S monada en 9, R: € — 9.
Eziste una biyeccion entre:

» Functores R: €T — 2° tal que VR = RU
» Estructuras de [, S]-dlgebra sobre RU € [¢7T, 9).
» Fstructuras A\: SR = RT de morfismo de monadas sobre R .

DEMOSTRACION. Por el Lema tenemos que los primeros dos puntos estdn en
biyeccién a partir del isomorfismo K y su construccién. En primer lugar, dado R, el
functor en [¢'T, 2] con estructura de [2, S]-dlgebra que obtenemos mediante el isomor-
fismo es VR en objetos, que por hipétesis es RU. Por otro lado, dada una estructura
de (2, S]-dlgebra en RU, obtenemos un R: €T — 2° que por construccién cumple
VR = RU.

(Dado R, obtenemos que la estructura de [2, S]-4lgebra es VeSR: SRU = VGV R =
VR = RU. Dada la estructura de [, S]-dlgebra v: SRU = RU, R estd dado por
R(X,C) = (R(X),vx.0)):

Por otro lado, tenemos una biyeccién entre las v: SRU = RU y \: SR = RT:

. SRnT vF
Dada v, definimos A\: SR —— SRT — RUF = RT.

Dada. \, definimos v: SRU % RTU = RUFU Y= RU.

Estos procesos son claramente inversos gracias a las identidades triangulares de la
adjuncién de Eilenberg-Moore para T.

Concluimos la prueba observando que bajo esta biyeccidén tenemos que v es una
estructura de [Z, S]-dlgebra <= X es una estructura de morfismo de ménadas.

Si v es una estructura de [Z, S]|-dlgebra tenemos que
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S2RU —5" SRU U SRy

o L TN

SRU —“— RU

lo que implica

S
SRT -y RTT rR—"" SR

R S2RnT h
\ [ [ Jsm

sSr grr NP mer v purp P spup P

[rr S

SR SB gpr —YE BT RUF

\L/

En cambio si suponemos A estructura de morfismo de ménadas tenemos que

S

S
$2R 52, GrT ATy RTT R "% SR
luSR lRuT Y RA lA
SR A RT RT

lo que implica

Sv
S

S2RU 52U, sRTU SEUSS SRU RrRU Y% SRU

R | N

TU \U U
uS RU RT2U LYY RTU , Y W\ RTU |

lRuTU J’RUQT J{RU&T

SRU —U, grTU BV, RU RU

~_ ,

Donde las partes que no conmutan por hipétesis conmutan por naturalidad de las

transformaciones.

Considerando Mnd la categoria de moénadas, cuyos objetos son los pares (¢, T)
siendo T una ménada en la categoria €', y cuyos morfismos son los morfismos de ménadas
definidos anteriormente y la categorfa Cat?, donde 2 representa a la categoria con dos
objetos y una tunica flecha entre ellos (que no es mas que functores como objetos y

cuadrados conmutativos como morfismos), podemos definir lo siguiente:
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DEFINICION. A.6. Se define EM: Mnd — Cat? como

1) 5 (2,5) - lor s

donde R es la construcciéon del lema anterior.

LEMA A.7. EM es un functor.

( iX)

DEMOSTRACION. Dados (¢,T) —= U, (2,S) —=> (&,R) por el Lema |A.5| basta
chequear que el morfismo de ménadas correspondiente a K.J es la composicién (K, x) y
(J,\), o sea (KJ, KXo xJ).

Por definicién tenemos que J(C,¢) = (J(C),J(¢) o A¢), con lo cual K(J(C,()) =
(KJ(C), KJ(Q) o K(Ae) o xuey) = (KT(C), KI(Q) o (KXo xJ)c) = KI(C.Q).

Por otro lado, si T = 1¢, tenemos que €T y UL = 14 y claramente 14 = ler, luego
haciendo abuso de notacién es EM(1,1) = 1. O

2. Levantados y estructuras de ménadas

(R,\)
LEMA A8. Sean (¢,T) —= (Z,S) en Mnd y a: R = Q transformacion natu-
(@x)

ral. Recordando el Lema[A.5, son equivalentes:

» Ja: R= Q tal que Ua =aUT.
=« es una transformacion natural de morfismos de monadas.

Ademdas, en tal caso & es unica.

DEMOSTRACION. Si @ es como en el primer punto, tenemos que Q) R(C,¢) —

Q(C,¢) debe ser ac. Esto nos permite observar que el primer punto es equivalente a que
aco sea un morfismo de S-algebras para todo C' € ¥, dado que en este caso, definiendo
Q(c,¢) = ac, tenemos un levantado, cuya naturalidad es consecuencia de la de a.
Veamos entonces que a consista de morfismos de S-algebras es equivalente a que sea
una transformacién natural de morfismos de ménadas Que ac: R(C,¢) — Q(C, () sea
un morfismo de S-dlgebras y que provenga de una transformacion natural de morfismos
de ménadas se expresan en los siguientes diagramas respectivamente:

SR(C) 2 RT(C) % R(C) SR(C) 2% RT(C)

iSac lac iSac laT(c

SQ(C) % QT(C) —= Q(C) SQ(C) % QT(C)
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Es inmediato chequear que el segundo diagrama y la naturalidad de o hacen que el
primero conmute. Veamos entonces el otro caso.

Ao

SR(X) » RT(C)

DI N
SRT(C) “1¢ pr2(0) T2 Pr(C)
Sac lS(OéT(m) lO‘T<C>
SQT(C) 9 Qr2(c) 29 Qr(C)
SQ("C/ Q1) /
1 y QT(C)
SQ(C) QT(C)

Notamos que el borde exterior del anterior diagrama es la condicién de que a¢ sea una
componente de una transformacién natural de morfismos de ménadas. El rectangulo
interior conmuta por hipétesis. El resto de las componentes del diagrama conmutan por
naturalidad de A, x, a y axiomas de moénada para T'. O

Este lema nos permite demostrar el siguiente teorema, que caracteriza las condiciones
necesarias para poder obtener el levantado de una adjuncién a la categoria de Eilenberg-
Moore de manera compatible.

(BN, R
TEOREMA A.9. Sean (¢,T) —— o (2,S) morfismos de monadasy " & 75
Q:x Q

los respectivos levantados a las categorias de Filenberg-Moore. Existe una biyeccion entre:

» Adjunciones (R, \) 4(Q, x) con unidad y counidad c, 3.

T — T
» Pares de adjunciones (R4 Q,a,8) y (R Q,a,p) tales que {U a=aU

USB — ,BUS
DEMOSTRACION. En ambos puntos tenemos una adjuncién (R 4 Q,a,f3), el pri-
mer punto dice que « y B son transformaciones de morfismos de ménadas (1,1) =

(Q,x)(R,N), (R,\)(Q, X) (1,1), lo cual (por el lema anterior) sabemos que es equi-

valente a la existencia de @ y /3 con las condiciones del segundo punto.
Con esto, tenemos que los puntos son equivalentes a menos de verificar que (R
Q, @, B) sea efectivamente una adJunmon Para esto observamos que

vrg U9 yrorg V98 prg USE VRS ysror UPR usk

I [ I | [ |
a S S o S

ous 22 orous 29U qus RUT BaUS porpT PRYL gyt

w w

Con lo cual, dado que los functores de olvido son fieles (Lema [2.3]), tenemos que se
cumplen las identidades triangulares de la adjuncién. ([
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3. Adjunciones de morfismos de ménadas y morfismos fuertes.

La relacion de compaitierismo entre transformaciones naturales nos permite observar
los dos siguientes lemas respecto a los morfismos de ménadas.

LEMA A.10. Dadas (¢,T) y (2,S) ménadas en las respectivas categorias y una

adjuncion entre functores € KNy y 9 9 % con R A Q. Entonces la relacion de
companierismo (tomando F = R =R y G = Q = Q' en el lema establece una
biyeccion entre:

= Fstructuras de opmorfismo de monadas para R.
s FEstructuras de morfismo de monadas para Q).

DEMOSTRACION. En este contexto, llamando o y 3 a la unidad y counidad de la
adjuncién tenemos lo siguiente:

AFIRMACION. ¢: RT = SR es compaﬁera de y: RG = GS

T 2L s QRT RQS — 2
— Ta lQ@ — RXT SﬁT
TOR %5 QSR RTQ 25 SRQ

Es inmediato chequear que si las transformaciones son companeras, los diagramas
recién descritos conmutan simplemente usando la definicion de los mapas y naturalidad
de los mismos. Por otro lado, si alguno de los dos cuadrados conmutan, precomponiendo
con () o aplicando @) a los mismos y usando la naturalidad de los mapas obtenemos la
relacion de companerismo buscada.

Nuestro objetivo ahora es demostrar que ¢ es una estructura de opmorfismos si y
solo si x es una estructura de morfismo. Para esto podemos observar que tenemos los
siguientes dos diagramas:

T2 T QRT? 72 T QRT?

Ta lTaT J{QwT A luT l@RuT
T2QR TQRT 21 QSRT T2QR T —°T , QRT
N
TQSR 5%, 0s2r 9% osR TQR 5 QSR

Por lo observado en la afirmacién y naturalidad de o, u” y 1%, tenemos que los diagramas
conmutan. Esto nos permite deducir que si las composiciones rojas son iguales, entonces
lo son también las azules y vice versa.

Para concluir observamos que la condicién de opmorfismo para ¢: (u° R)(S¢)(¢T) =
o(RuT) es equivalente a la igualdad de las composiciones rojas y la condicién de morfismo
para x es equivalente a la igualdad de las composiciones azules, con lo cual deducimos
lo que querfamos, a menos de las condiciones con la unidad de T'y S.

Esto ultimo se deduce de plantear la igualdad de las composiciones diagramati-
camente, y por ejemplo en el caso de las composiciones rojas, aplicar el functor R y
poscomponer con SSF al final, lo cual utilizando la naturalidad de ¢ y € nos permite
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deducir que @ es efectivamente una op-ley distributiva. Claramente, en caso de ser ¢ op-
ley distributiva se deduce la igualdad de las componentes rojas de manera més directa
aplicando @ y precomponinedo con o712

Para las condiciones relacionadas a las unidades, suponiendo ¢ estructura de op-
morfismo, tenemos que

aT@Q

7Q T2 QRTQ
HTQT QRnTQT
%, QrQ VY QSRQ

\ l@ﬁ lQSﬁ
Q-9 Qs

conmuta, usando la naturalidad de las transformaciones, las identidades triangulares para
la adjuncién y la hipdtesis respecto a . Recorriendo los extremos exteriores tenemos la
condicién respecto a las unidades para que x sea un morfismo. El otro caso es analogo. [

QpQ

Ahora comentaremos dos lemas, que describen la interaccién entre adjunciones de
morfismos de ménadas y morfismos de ménadas fuertes, que permiten demostrar el
teorema objetivo de esta subseccién.

(BN,
LEMA A.11. Dada una adjuncion de morfismos de monadas (¢, T) —= Yo (2,S) ,
Q:x

(R, \) 4(Q, ), la compariera x*: RT = SR de x bajo R+ Q es inversa de \. De esta
forma resulta (R, \) es morfismo fuerte.

DEMOSTRACION. Como a: (1,1) = (Q, X)(R, )\) tenemos que

ol
con lo cual
RaT

xR, BRT

RT BT, proRr 2% RQSR 29 RORT RT

v lﬁSR -

por las identidades triangulares de la adjuncién, tenemos que el camino de arriba es la
identidad, con lo que AM# = 1.
Por otro lado de 3: (R, )\)(Q,X) = (1, 1) se tiene que

SRQ 2% RTQ %, 5 RQS S
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con lo cual
SBR
SRQR
s
SR —— RT 3 RTQR ™% RQSR ™%, SR

2\#

de la misma manera gracias a las identidades triangulares el camino de arriba es la
identidad con lo cual A¥\ = 1 y concluimos \# es la inversa de \. [l

LEmMA A.12. Sea (R,\): (€¢,T) — (2,S) un morfismo fuerte de monadas y R -
Q, a, B una adjuncion. Entonces existe una unica estructura x de morfismo de monadas
para @ tal que (R, \) 4 (Q, x),a, B es una adjuncion de morfismos de monadas. Ademds
x = (A™HY7, la compariera de A\~!

DEMOSTRACION. Dado que (R, A™!) es un opmorfismo. Por el Lema tenemos
que (Q, x) es un morfismo (2,S) — (%, T) con x = (A\™1)# y ademds A\~ y x satisfacen
los diagramas de la Afirmacién[3] Dado que la relacién de compaitierismo es una biyeccién,
x es ademads la inica que cumple estos diagramas.

Si en los mismos reemplazamos en donde aparece A™! por A tenemos que conmutan
si y solo si a y B son transformaciones de morfismos de ménadas. De esto se deduce que
si una transformacién natural hace a o y 8 transformaciones de morfismos de ménadas,
es necesariamente y, de esto se concluye la unicidad. O

Podemos ahora enunciar un teorema que encapsula las ideas de esta seccién. El
mismo es consecuencia directa de los dos lemas anteriores.

TEOREMA A.13. Si (R,\): (¢,T) — (2,S) es un morfismo de mdnadas y R
Q,a, B es una adjuncion, son equivalentes:

= RHQ selevanta a una adjuncion de morfismos de monadas, es decir, existe x
tal que (Q, x) es un morfismo de mdnadas y c, B forma la adjuncion de monadas

(B, A) 4(Q; x)-

» (R, \) es un morfismo fuerte.

En este caso, se tiene que x = (A\™1)#

4. Adjunciones y levantados

Lo discutido hasta el momento nos permite demostrar este teorema, que indica
cuando una adjuncién de functores entre categorias con moénadas se puede levantar de
manera coherente a las categorias de Eilenberg-Moore.

TEOREMA A.14. Dados
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con (R4 Q,a,B) adjuncion y \: SR = RT la estructura de morfismo de mdnadas sobre
R correspondiente a R por Lema . Son equivalentes:

= A es invertible. - -
» Existe inica Q tal que UTQ = QU® y R4 Q, @, es una adjuncion tal que
Ula=aUT U =pU°
DEMOSTRACION. El primer punto nos dice que (R, \) es un morfismo fuerte, luego
por tenemos que esto es equivalente a que exista una unica x tal que (R, \) 4 (@, x)

con unidad y counidad «, 3, a su vez por Teorema tenemos que esto es equivalente
a lo descrito en el segundo punto. ([



Apéndice B

Resultados sobre adjunciones e isofibraciones

Este apéndice complementa los resultados principales, con definiciones y lemas que
justifican ciertos argumentos en las demostraciones de los mismos.

1. Adjunciones

PROPOSICION. B.1. Sean F - U functores adjuntos, con unidad n y counidad &.
Supongamos que existe un isomorfismo natural a: U =V, entonces F V.

DEMOSTRACION. Definimos la unidad y counidad de F =4V comon/ =1 % UF 2N
-1
VEye =Fv 2 U 5 1.
Veamos que cumplen las identidades triangulares. Para esto observamos los siguientes
diagramas

n/v Fn/

v s yry oY, MW VFV FUF;B€>FV

l B l _aFU, VFail \ >
UJIU @ VFU
\ Ue

los cuales se deducen conmutativos de la naturalidad de las transformaciones y las iden-
tidades triangulares de la adjunciéon F' 4 U. Luego observando sus bordes exteriores se
tiene lo que queriamos. O

LEMA B.2. Sea F: of x 8 — € un functor tal que para todo objeto B € A existe
una adjuncion

W:Ne:

G(F(A,B),C) = &/(A,Gp(C))

natural en A y C. Luego existe un unico functor G: B°Px€ — o tal que G(B,—) = Gp
y 04 B.c es también natural en C.

DEMOSTRACION. Se define G en objetos como G(B,C) = Gp(C). Para definirlo en
morfismos, dados b: B’ — By ¢: C — C' se define G (b, ¢) como el tnico morfismo tal

57
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que el siguiente diagrama conmuta,

0a,B,c

¢ (F(4,B),C) o (A,G(B,0))
“(PAb.)| |46t
9 ! !
€(F(A,B),C") 225 &/ (A,G(B,C"))

que se obtiene a partir del Lema de Yoneda. De esta misma unicidad, se deduce que
cuando b= 1p es G(1p,c) = Gg(C) y la functorialidad de G. O

2. Isofibraciones
La referencia para estos resultados es [BG19], Example 3 y Lemma 4.

DEFINICION. B.3. Decimos que un functor G: 2 — % es una isofibracién discreta
si dado un isomorfismo f: C = G(D), existe un isomorfismo f': C' = D en 2 tal que

G(f) =T
LEMA B.4. Dada una ménadaT en una categoria €, el functor de olvido U: €T — €
es una isoftbracion discreta.

DEMOSTRACION. Sea (A4, a) una T-&lgebra y f: B — A un isomorfismo, definiendo
b:= floaoT(f) se deduce que (B,b) es una T-algebra gracias a la naturalidad de
la unidad y producto de la ménada. Ademds, por construccién se tiene que f: (4,a) —
(B, b) es un morfismo de algebras y U(f: (A,a) — (B,b)) = f: A — B, con lo cual se
tiene lo que queriamos. O

LEMA B.5. Sea U: ¥ — ¥ wuna isofibracion discreta y un isomorfismo natural
a: F = G con F,G: & — €. Entonces los mapas “tomar dominio”(d(or) = F) y
“tomar codominio”(c(a) = G) son isomorfismos entre levantados de F,G y o a través

de U.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe un levantado de G a través de U: G 2 —
2 tal que UG = G. Tenemos que para todo objeto X de 2" el isomorfismo oy : F(X)—
G(X) = UG(X) se levanta a un isomorfismo dx : F(X) — G(X) para cierto F(X) € 2.
Luego hay una tnica manera de extender X F(X ) a un functor F de manera que &
es un isomorfismo natural, que se obtiene definiendo el functor en morfismos como
G(9)

~—1
G(Y) == F(Y)
Luego estamos frente a una & tal que U(&) = ay c(&) = G, con lo que tomar codominio

para los levantados de « es un isomorfismo.
Los mismos razonamientos cambiando o por o~ ! funcionan para tomar dominio. [J

xLy o FXx) S Gx)
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