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Resumen

En este trabajo estudiaremos la noción de categoŕıa modelo y su corres-
pondiente categoŕıa de homotoṕıa derivada. Veremos dos ejemplos de esta
estructura: la categoŕıa de espacios topológicos y la categoŕıa de conjun-
tos simpliciales. Asimismo, estableceremos una equivalencia de Quillen entre
ambas categoŕıas. Estudiaremos, posteriormente, la estructura de categoŕıa
modelo estable y veremos cómo esta condición de estabilidad implica de la
categoŕıa de homotoṕıa resulte ser una categoŕıa triangulada.

i



ii



Introducción

La teoŕıa de homotoṕıa abstracta busca generalizar los conceptos y las es-
tructuras que surgen al estudiar teoŕıa de homotoṕıa en espacios topológicos,
creando un marco abstracto que nos permita estudiar teoŕıa de homotoṕıa
en otras categoŕıas como, por ejemplo, la de conjuntos simpliciales o la de
los complejos de cadenas.

Supongamos que tenemos una categoŕıa C junto con una clase distingui-
da W de morfismos que no son isomorfismos pero que queremos considerar
como tales. Aśı, por ejemplo, al estudiar la categoŕıa de espacios topológicos
Top a menos de homotoṕıa, estamos considerando las equivalencias débiles
de homotoṕıa como isomorfismos. Una posible forma de obtener una nueva
categoŕıa en la que los morfismos de W sean isomorfismos es la localización.
Dicha localización consiste en invertir formalmente los morfismos de W y
obtenemos una nueva categoŕıa C [W−1] y un funtor F : C −→ C [W−1] tal
que F (f) es un isomorfismo para todo morfismo f en W . Sin embargo, al
considerar este enfoque surgen los siguientes problemas: puede que C [W−1]
no sea localmente pequeña y además, los homsets resultan dif́ıciles de mane-
jar debido a que no tenemos una buena descripción de los morfismos de la
localización.

La estructura de categoŕıa modelo planteada por Quillen en 1967 nos
permite resolver los problemas que surgen en la localización, descritos en el
párrafo anterior. Las categoŕıas modelo axiomatizan la estructura subyacente
en la teoŕıa de homotoṕıa clásica en espacios topológicos. En tal sentido,
en una categoŕıa modelo tenemos tres clases distinguidas de morfismos: la
clase de morfismosW , que buscamos invertir, y que llamaremos equivalencias
débiles, aśı como una clase de fibraciones y una clase de cofibraciones. Esta
estructura adicional dada por las fibraciones y las cofibraciones, junto con
una serie de axiomas, permite definir una noción general de homotoṕıa a
partir de la cual contruiremos una nueva categoŕıa llamada la categoŕıa de
homotoṕıa de C , denotada por Ho(C ) y donde los morfismos de W resultan
ser isomorfismos. Probaremos que, de hecho, las categoŕıas Ho(C ) y C [W−1]
son equivalentes, lo cual nos permite obtener una descripción concreta de los
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morfismos de la localización.
Naturalmente, surge la siguiente pregunta: ¿cómo comparar diferentes

teoŕıas de homotoṕıa? Una forma seŕıa la construcción de un funtor entre las
categoŕıas modelo que preserve equivalencias débiles, fibraciones y cofibra-
ciones. Dicho enfoque, sin embargo, resulta restrictivo considerando particu-
larmente que lo que nos interesa comparar son las categoŕıas de homotoṕıa.
Surge, entonces, la noción de un par de funtores de Quillen, que está for-
mado por dos funtores adjuntos donde cada funtor preserva la mitad de la
estructura de categoŕıa modelo. Cuando los funtores inducidos en las cate-
goŕıas de homotoṕıa resultan ser equivalencias de categoŕıas se trata de una
equivalencia de Quillen. Esta noción es suficientemente débil para que dos ca-
tegoŕıas de homotoṕıa puedan ser equivalentes sin que las categoŕıas modelo
subyacentes lo sean. En este trabajo estudiaremos dos ejemplos de categoŕıas
modelo: los espacios topológicos y los conjuntos simpliciales y veremos que
son Quillen equivalentes.

Finalmente, nos preguntamos qué estructura tiene la categoŕıa de ho-
motoṕıa de una categoŕıa modelo. El punto de partida para responder esta
pregunta lo constituye la definición de un par de funtores adjuntos: el funtor
suspensión y el functor loop. A partir de estos funtores, definiremos la no-
ción de categoŕıa modelo estable y construiremos sucesiones de fibra y cofibra.
Cuando la categoŕıa modelo es estable, las sucesiones de fibra y cofibra se
pueden extender a izquierda y derecha, lo que nos permitirá demostrar que la
categoŕıa de homotoṕıa de una categoŕıa modelo estable es triangulada. Las
categoŕıas trianguladas, desarrolladas por Verdier, axiomatizan la estrucutu-
ra de la categoŕıa derivada de una categoŕıa abeliana a través de triángulos
exactos, que juegan el rol de las sucesiones exactas cortas en una categoŕıa
abeliana. En el contexto de las categoŕıas modelo estables los triángulos están
dados por las sucesiones de cofibra.

El trabajo está organizado como se describe a continuación.

En el primer caṕıtulo expondremos nociones y resultados necesarios para
el desarrollo del trabajo. Comenzaremos definiendo la composición transfinita
que será una herramienta fundamental a la hora de estudiar las categoŕıas mo-
delo cofibrantemente generadas. Luego, presentaremos las categoŕıas triangu-
ladas, las cuales constituyen una noción central de este trabajo y probaremos
algunos resultados acerca de esta estructura.

El segundo caṕıtulo comenzará con la definición de categoŕıa modelo si-
guiendo [2]. Veremos cómo surge una noción de homotoṕıa que nos permitirá
construir la categoŕıa de homotoṕıa de una categoŕıa modelo y probaremos
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que coincide con la localización. Concluiremos este caṕıtulo estudiando mor-
fismos entre categoŕıas modelo, es decir, los funtores de Quillen.

El objetivo del tercer caṕıtulo es construir ejemplos de categoŕıas modelo,
basándonos nuevamente en [2]. Dado que los axiomas de categoŕıa modelo son
dif́ıciles de probar, estudiaremos, en primer lugar, las categoŕıas modelo cofi-
brantemente generadas. Esta estructura reduce las condiciones de categoŕıa
modelo a verificar y nos permitirá dar dos ejemplos de categoŕıas modelo:
los espacios topológicos y los conjuntos simpliciales. Igualmente, veremos que
estas dos categoŕıas modelo son Quillen equivalentes.

En el cuarto caṕıtulo, siguiendo [8] probaremos uno de los resultados
fundamentales de este trabajo: la categoŕıa de homotoṕıa de una categoŕıa
modelo estable es triangulada. Comenzaremos viendo la existencia de un par
de adjunción en una categoŕıa modelo punteada dada por los funtores loop
y suspensión, para aśı poder definir lo que es una categoŕıa modelo estable.
Veremos, a continuación, cómo estos funtores nos permiten, asimismo, definir
sucesiones de fibra y cofibra en una categoŕıa modelo punteada. Concluiremos
este caṕıtulo viendo que cuando la categoŕıa modelo es estable, su categoŕıa
de homotoṕıa resulta ser triangulada y los triángulos están dados por las
sucesiones de cofibra.
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3.4.1. La categoŕıa sSet de conjuntos simpliciales . . . . . . . 72
3.4.2. La realización geométrica y el funtor singular . . . . . 77
3.4.3. Estructura modelo en sSet . . . . . . . . . . . . . . . . 79
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Ordinales, cardinales y composición trans-

finita

En esta sección estudiaremos el concepto de composición transfinita que
es necesario para definir los objetos pequeños de una categoŕıa, basándonos
en el segundo caṕıtulo de [2].

Definición 1.1.1. 1. Un orden parcial es un conjunto S junto con una
relación ≤ que verifica las siguiente propiedades:

reflexiva: a ≤ a para todo a ∈ S

transitiva: si a ≤ b y b ≤ c entonces a ≤ c para todos a, b, c ∈ S

antisimétrica: si a ≤ b y b ≤ a entonces a = b para todos a, b ∈ S

2. Decimos que un orden parcial es total si verifica que para todo par de
elementos a, b ∈ S tenemos a ≤ b o bien b ≤ a

3. Decimos que un orden total es un buen orden si todo subconjunto A
no vaćıo de S tiene un primer elemento, es decir, existe b ∈ A tal que
b ≤ a para todo a ∈ A

Definición 1.1.2. Sea S un conjunto bien ordenado, dado x ∈ S definimos
s(x) = {y ∈ S : y ≤ x}. Un ordinal es un conjunto bien ordenado α tal que
s(β) = β para todo β ∈ α.

Definición 1.1.3. Si α es un ordinal, entonces el sucesor de α es el primer
ordinal mayor que α. Si un ordinal no es sucesor de ningún otro ordinal
decimos que es un ordinal ĺımite.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 1.1.4. Sea C una categoŕıa con todos los coĺımites pequeños, es
decir todos los coĺımites sobre diagramas indexados en categoŕıas pequeñas,
y λ un ordinal.

1. Una λ-sucesión en C es un funtor X : λ→ C que preserva coĺımites.
Lo escribiremos de la forma

X0 −→ X1 −→ · · · −→ Xβ −→ · · ·

Como X preserva coĺımites, para todo ordinal ĺımite γ < λ, el morfismo
inducido

colim
β<γ

Xβ −→ Xγ

es un isomorfismo dado que en conjuntos parcialmenente ordenados, la
noción de coĺımite coincide con la noción de supremo.

2. La composición de la λ-sucesión X es el morfismo

X0 −→ colim
β<γ

Xβ

La composición es única a menos de isomorfismo ya que el coĺımite no
es único.

3. Sea D una colección de morfismos en C tal que todo morfismo Xβ −→
Xβ+1 es un elemento deD para β+1 < λ. La composición transfinita
de los morfismos de D es la composición

X0 −→ colim
β<λ

Xβ

Esquemáticamente, lo vemos como

X0 X1 X2 · · ·

colimβ<λXβ

Observación 1.1.5. Si λ = ω entonces una λ-sucesión es una sucesión usual

Definición 1.1.6. Dado un conjunto A, el cardinal de A, que denotaremos
como |A|, es el menor ordinal para el cual existe una biyección

|A| −→ A
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Definición 1.1.7. Sea γ un cardinal. Decimos que un ordinal α es γ-filtrado
si es un ordinal ĺımite y verifica que si A ⊆ α y |A| ≤ γ entonces supA < α.

Definición 1.1.8. Sea C una categoŕıa que tiene todos los coĺımites de
sucesiones, D una colección de morfismos en C , A un objeto de C y κ un
cardinal.

Decimos que A es κ-pequeño relativo a D si para todo los ordinales
κ-filtrados λ y todas las λ-sucesiones

X0 −→ X1 −→ · · · −→ Xβ −→ · · ·

tales que cada morfismoXβ −→ Xβ+1 es un elemento deD para β+1 <
λ, el morfismo de conjuntos

colim
β<λ

HomC (A,Xβ) −→ HomC (A, colim
β<λ

Xβ)

es un isomorfismo.

Decimos que A es pequeño relativo a D si es κ-pequeño relativo a
D para algún κ.

Decimos que A es pequeño si es pequeño relativo a C .

Observación 1.1.9. Si κ y κ′ son dos cardinales tales que κ < κ′ y A es κ-
pequeño relativo a D, entonces A es κ′-pequeño relativo a D porque todo
ordinal κ′-filtrado también es κ-filtrado.

El siguiente ejemplo nos será de utilidad más adelante.

Ejemplo 1.1.10. [2, Ejemplo 2.1.5.] Todo objeto en la categoŕıa de conjuntos
Set es pequeño. De hecho, veremos que si A es un conjunto entonces A es
|A|-pequeño. Sea λ un ordinal |A|-filtrado y X una λ-sucesión de conjuntos.
Dado un morfismo f : A −→ colimβ<λXβ, tenemos, para cada a ∈ A, un
ı́ndice β(a) tal que f(a) está en la imágen de Xβ(a). Sea γ = supa∈A β(a).
Como λ es un ordinal |A|-filtrado, tenemos que γ < λ y que el morfismo f
se factoriza a través de un morfismo g : A −→ Xγ.

Definición 1.1.11. Sea C una categoŕıa con todos los coĺımites pequeños,
D una colección de morfismos en C y A un objeto de C .

Decimos que A es finito relativo a D si A es κ-pequeño relativo a D
para un cardinal finito κ.

Decimos que A es finito si es finito relativo a C .
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1.2. Categoŕıas trianguladas

En esta sección veremos cómo se definen las categoŕıas trianguladas y
algunas de sus propiedades básicas siguiendo el cuarto caṕıtulo de [8].

Definición 1.2.1. Decimos que una categoŕıa C es una categoŕıa aditiva
si tiene todos los productos y coproductos finitos y está enriquecida en la
categoŕıa de grupos abelianos, es decir los hom sets de C son grupos abelianos
y la composición de morfismos es bilineal.

Un funtor aditivo es un funtor F : C → D entre categoŕıas aditivas tal
que

F : HomC (X, Y ) → HomD(F (X), F (Y ))

es un morfismo de grupos abelianos.

Definición 1.2.2. Sea T una categoŕıa aditiva con una autoequivalencia
aditiva Σ : T → T . Un triángulo en T es una sucesión de morfismos

X Y Z ΣX
f1 f2 f3

Un morfismo de triángulos entre X Y Z ΣX
f1 f2 f3

y

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′f ′1 f ′2 f ′3 es un diagrama conmutativo

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

f1

ϕ1

f2

ϕ2

f3

ϕ3 Σϕ1

f ′1 f ′2 f ′3

Definición 1.2.3. Sea T una categoŕıa aditiva, cuyo objeto cero es ∗, jun-
to con una autoequivalencia aditiva Σ : T → T llamada funtor shift.
Decimos que T es una categoŕıa triangulada si existe una clase distingui-
da de triángulos llamados triángulos exactos que satisfacen los siguientes
axiomas:

T1: El triángulo ∗ X X ∗ es exacto para todo
objeto X de T . Todo triángulo isomorfo a un triángulo exacto es un
triángulo exacto. Todo morfismo f : X → Y se puede extender a un

triángulo exacto de la forma X Y Z ΣX
f g u .

T2: El triángulo

X Y Z ΣX
f g u
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es exacto si y solamente si el triángulo

Y Z ΣX ΣY
g u −Σf

es exacto.

T3: Dado un diagrama conmutativo

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

f1

ϕ1

f2

ϕ2

f3

Σϕ1

f ′1 f ′2 f ′3

tal que las dos filas son triángulos exactos y el cuadrado de la izquier-
da conmuta, existe un morfismo ϕ3 : Z → Z ′ que lo completa a un
morfismo de triángulos

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

f1

ϕ1

f2

ϕ2

f3

ϕ3 Σϕ1

f ′1 f ′2 f ′3

T4: Dado un diagrama conmutativo

X Y Z ΣX

X U V ΣX

W

ΣY

f1 f2

u1

f3

g1 g2

u2

g3

u3

tal que la columna y las dos filas son triángulos exactos, existe un
triángulo exacto

Z V W ΣZ
v1 v2 v3

que se puede agregar al diagrama anterior para obtener un diagrama
conmutativo
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X Y Z ΣX

X U V ΣX

W W

ΣY ΣZ

f1 f2

u1

f3

v1

g1 g2

u2

g3

v2

u3 v3

Σf2

Definición 1.2.4. Una subcategoŕıa T ′ de una categoŕıa triangulada T es
una subcategoŕıa triangulada si es una categoŕıa triangulada con el shift
y los triángulos heredados de T .

Lema 1.2.5. [8, Lema 4.1.4.] Sea X Y Z ΣX
f g u un triángu-

lo exacto en una categoŕıa triangulada T . Entonces g ◦ f = 0 y u ◦ g = 0.

Demostración. Para ver que g ◦ f = 0 consideramos el siguiente diagrama
conmutativo

X X ∗ ΣX

X Y Z ΣX

f

f g u

Por los axiomas T1 y T2, tenemos que la primera fila del diagrama es un
triángulo exacto y por hipótesis la segunda fila es un triangulo exacto. Luego,
por el axioma T3, el diagrama se puede completar a un diagrama conmutativo

X X ∗ ΣX

X Y Z ΣX

f

f g u

Entonces, como el cuadrado del medio conmuta, obtenemos que g ◦ f = 0.
Por otro lado, para ver que u ◦ g = 0 consideramos el siguiente diagrama

conmutativo

Y Y ∗ ΣY

Y Z ΣX ΣY

g

g u Σf

Por los axioma T1 y T2 tenemos que la primera fila es un triángulo exacto
y por el axioma T2 tenemos que la segunda fila es un triángulo exacto. Por
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lo tanto, por el axioma T3, podemos completar el diagrama a un diagrama
conmutativo

Y Y ∗ ΣY

Y Z ΣX ΣY

g

g u −Σf

y, como el cuadrado del medio conmuta, obtenemos que u ◦ g = 0.

Proposición 1.2.6. [8, Proposición 4.1.5.] Sea T una categoŕıa triangulada,

A un objeto de T y X Y Z ΣX
f1 f2 f3

un triángulo exacto
en T . Entonces, las sucesiones de grupos abelianos

HomT (A,X) HomT (A, Y ) HomT (A,Z) HomT (A,ΣX)
f1∗ f2∗ f3∗

y

HomT (ΣX,A) HomT (Z,A) HomT (Y,A) HomT (X,A)
f3

∗ f2
∗ f1

∗

son exactas.

Demostración. Vamos a probar que la primera sucesión es exacta. Por el
axioma T2, alcanza con probar que

HomT (A,X) HomT (A, Y ) HomT (A,Z)
f1∗ f2∗

es exacta.
Veamos primero que Im(f1∗) ⊂ Ker(f2∗). Sea g : A → Y tal que g ∈

Im(f1∗), es decir existe u : A → X tal que g = f1 ◦ u. Por el axioma
T3, tenemos que existe un morfismo h : ∗ → Z que completa el siguiente
diagrama conmutativo.

A A ∗ ΣA

X Y Z ΣX

u g h Σu

f1 f2 f3

Obtenemos, entonces, que f2 ◦ g se factoriza sobre ∗. Por lo tanto, f2 ◦ g = 0
y g ∈ Ker(f2∗).

Veamos, ahora, que Ker(f2∗) ⊂ Im(f1∗). Sea g : A → Y tal que g ∈
Ker(f2∗). Entonces f2 ◦ g = 0 y, por el axioma T3, existe un morfismo u :
A→ X que completa el siguiente diagrama conmutativo
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A A ∗ ΣA

X Y Z ΣX

u g Σu

f1 f2 f3

Entonces f1 ◦ u = g y obtenemos que g ∈ Im(f1∗).

Definición 1.2.7. Decimos que un funtor de una categoŕıa triangulada en
una categoŕıa abeliana es un funtor cohomológico si manda triángulos
exactos en sucesiones exactas.

Por ejemplo, en la proposición anterior vimos que los funtores HomT (A,−)
y HomT (−, A) son cohomológicos para todo objeto A de T .

Corolario 1.2.8. [8, Corolario 4.1.8.] Sea

X Y Z ΣX

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

f1

ϕ1

f2

ϕ2

f3

ϕ3 Σϕ1

f ′1 f ′2 f ′3

un morfismo de triángulos exactos en una categoŕıa triangulada T . Si dos
de los ϕi son isomorfismos, entonces el tercero también lo es.

Demostración. Veremos que si ϕ1 y ϕ2 son isomorfismos, entonces ϕ3 tam-
bién es un isomorfismo. Sea A un objeto de T . Por la proposición anterior,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

HomT (A,X) HomT (A, Y ) HomT (A,Z) HomT (A,ΣX) HomT (A,ΣY )

HomT (A,X ′) HomT (A, Y ′) HomT (A,Z ′) HomT (A,ΣX ′) HomT (A,ΣY ′)

f1∗

ϕ1∗

f2∗

ϕ2∗

f3∗

ϕ3∗

Σf1∗

Σϕ1∗ Σϕ2∗

f ′1∗ f ′2∗ f ′3∗ Σf ′1∗

Por el lema de los cinco, obtenemos que ϕ3∗ es un isomorfismo para todo
objeto A de T . Entonces, HomT (−, ϕ3) : HomT (−, Z) → HomT (−, Z ′) es
isomorfismo. Luego, por el lema de Yoneda, conluimos que ϕ3 es un isomor-
fismo.

Lema 1.2.9. [8, Lema 4.1.9.] Los triángulos exactos de una categoŕıa trian-
gulada T son cerrados bajo productos y coproductos.

Demostración. Probaremos la afirmación para los coproductos.
Sea

Xi Yi Zi ΣXi
fi gi ui

un triángulo exacto para todo i ∈ J . Para probar que
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⊔
i∈J

Xi

⊔
i∈J

Yi
⊔
i∈J

Zi Σ
⊔
i∈J

Xi

⊔
i∈J

fi
⊔
i∈J

gi
⊔
i∈J

ui

es un triángulo exacto, veremos que es isomorfo a un triángulo exacto.
Por el axioma T1, tenemos que el morfismo

⊔
i∈J

fi :
⊔
i∈J

Xi →
⊔
i∈J

Yi se

puede completar a un triángulo exacto

⊔
i∈J

Xi

⊔
i∈J

Yi W Σ
⊔
i∈J

Xi

⊔
i∈J

fi

Luego, por el axioma T3, para cada i ∈ J existe un morfismo Zi → W
que completa el siguiente diagrama a un diagrama conmutativo mediante el
morfismo punteado

Xi Yi Zi ΣXi

⊔
i∈J

Xi

⊔
i∈J

Yi W Σ
⊔
i∈J

Xi

fi gi ui

⊔
i∈J

fi

Por la propiedad universal del coproducto, existe un morfismo
⊔
i∈J

Zi → W

que forma parte de un diagrama conmutativo⊔
i∈J

Xi

⊔
i∈J

Yi
⊔
i∈J

Zi Σ
⊔
i∈J

Xi

⊔
i∈J

Xi

⊔
i∈J

Yi W Σ
⊔
i∈J

Xi

Sea A un objeto en T . Aplicando el funtor cohomológico HomT (−, A) al
triángulo

Xi Yi Zi ΣXi
fi gi ui

obtenemos una sucesión exacta larga de grupos abelianos

· · · HomT (Zi, A) HomT (Yi, A) HomT (Xi, A) · · ·

Tomando el coproducto de estas sucesiones exactas largas, obtenemos la su-
cesión exacta larga

· · ·
⊕
i∈J

HomT (Zi, A)
⊕
i∈J

HomT (Yi, A)
⊕
i∈J

HomT (Xi, A) · · ·
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que, por definición del coproducto, es isomorfa a la sucesión exacta larga

· · · HomT (
⊔
i∈J

Zi, A) HomT (
⊔
i∈J

Yi, A) HomT (
⊔
i∈J

Xi, A) · · ·

Por otro lado, aplicando el funtor cohomológico HomT (−, A) al triángulo⊔
i∈J

Xi

⊔
i∈J

Yi W Σ
⊔
i∈J

Xi

obtenemos la sucesión exacta larga

· · · HomT (W,A) HomT (
⊔
Yi, A) HomT (

⊔
Xi, A) · · ·

Tenemos, entonces el siguiente diagrama conmutativo

HomT (Σ−1
⊔
Yi, A) HomT (Σ−1

⊔
Xi, A) HomT (W,A) HomT (

⊔
Yi, A) HomT (

⊔
Xi, A)

HomT (Σ−1
⊔
Yi, A) HomT (Σ−1

⊔
Xi, A) HomT (

⊔
Zi, A) HomT (

⊔
Yi, A) HomT (

⊔
Xi, A)

≃ ≃ ≃ ≃

Entonces, por el lema de los cinco, tenemos un isomorfismo natural en A

HomT (W,A) → HomT (
⊔

Zi, A)

lo que nos da, por el lema de Yoneda, un isomorfismo⊔
Zi → W

Entonces, tenemos un diagrama conmutativo⊔
Xi

⊔
Yi

⊔
Zi Σ

⊔
Xi

⊔
Xi

⊔
Yi W Σ

⊔
Xi

donde la fila de abajo es un triángulo exacto y las flechas verticales son
isomorfismos. Entonces por el axioma T1, tenemos que⊔

Xi

⊔
Yi

⊔
Zi Σ

⊔
Xi

también es un triángulo exacto.

Observación 1.2.10. El axioma T3 no especifica que haya una única forma
de completar el diagrama. En general, habrá muchas formas de hacerlo. Por
ejemplo, consideramos el siguiente diagrama conmutativo
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Σ−1X Y X ⊔ Y X

Σ−1X Y X ⊔ Y X

0

0

donde las filas son el coproducto de los triángulos exactos

Σ−1X ∗ X X

y

∗ Y Y ∗

Sea f : X → Y un morfismo en T . Entonces el morfismo f̄ : X⊔Y → X⊔Y
inducido por (1, f) : X → X ⊔Y y (0, 1) : Y → X ⊔Y completa el diagrama.
Como esto es cierto para todo morfismo f , obtenemos que el morfismo que
completa el diagrama no es único.

Definición 1.2.11. Decimos que un triángulo exacto

X Y Z ΣX
f1 f2 f3

en una categoŕıa triangulada T escinde si uno de los mapas f1, f2, f3 es
nulo.

Lema 1.2.12. [8, Lema 4.1.12.] Si el triángulo exacto

X Y Z ΣX
f1 f2 f3

escinde, entonces Y ≃ X ⊔ Z en T .

Demostración. Probaremos la afirmación para el caso f3 = 0. Como

X X ∗ ΣX0

y

∗ Z Z ∗

son triángulos exactos, tenemos que su coproducto

X X ⊔ Z Z ΣX

también es un triangulo exacto. Luego, por el axioma T3 existe un morfismo
Y → X ⊔Z que completa el siguiente diagrama a un morfismo de triángulos
exactos.
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X Y Z ΣX

X X ⊔ Z Z ΣX

0

Como la primera y la tercera flecha vertical son isomorfismos, obtenemos que
Y → X ⊔ Z es un isomorfismo.



Caṕıtulo 2

Categoŕıas Modelo

En este caṕıtulo presentaremos la estructura de categoŕıa modelo siguien-
do el primer caṕıtulo del libro [2]. Comenzaremos viendo la definición y al-
gunos resultados básicos como el argumento del retracto y el lema de Ken
Brown. Nos dedicaremos, luego, a estudiar la categoŕıa de homotoṕıa de una
categoŕıa modelo C y veremos que coincide con la localización de C que se
obtiene invirtiendo formalmente las equivalencias débiles. Finalmente, estu-
diaremos funtores entre categoŕıas modelo aśı como los funtores inducidos
entre las categoŕıas de homotoṕıa.

2.1. Estructura modelo en una categoŕıa

Dada una categoŕıa C , podemos considerar una categoŕıa Map(C ) cuyos
objetos son los morfismos de C y cuyos morfismos son cuadrados conmuta-
tivos.

Definición 2.1.1. Sea C una categoŕıa.

1. Decimos que un morfismo f en C es un retracto de un morfismo g en
C si f es retracto de g como objetos de Map(C ), es decir si existe un
diagrama conmutativo

A C A

B D B

idA

f g f

idB

13
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donde las composiciones horizontales son las identidades respectivas.

2. Una factorización funtorial es un par ordenado (α, β) de funtores
Map(C ) → Map(C ) tal que f = β(f) ◦ α(f) para todo f ∈ Map(C ).
En particular, el codominio de α(f) es el dominio de β(f), el codominio
de β(f) es el codominio de f y el dominino de α(f) es el dominio de f .

Definición 2.1.2. Sean i : A → B y p : X → Y morfismos en la categoŕıa
C . Decimos que i tiene la left lifting property (LLP) con respecto a p y
que p tiene la right lifting property (RLP) con respecto a i si para todo
diagrama

A X

B Y

f

i p

g

h

existe un levantamiento h : B → Y tal que hi = f y ph = g.

Definición 2.1.3. Una estructura modelo en una categoŕıa C consiste en

tres clases de morfismos que forman subcategoŕıas de C

� las equivalencias débiles que notaremos como
∼−→

� las fibraciones que notaremos como ↠

� las cofibraciones que notaremos como ↪→

dos factorizaciones funtoriales (α, β) y (γ, δ)

que satisfacen las siguientes condiciones:

1. 2-de-3. Sean f y g morfismos en C tales que gf está definido, si dos
de los morfismos f , g y gf son equivalencias débiles, entonces el tercero
también lo es

2. Retractos. Sean f y g morfismos en C tales que f es un retracto de
g, si g pertenece a alguna de las subcategoŕıas distinguidas entonces f
también

3. Levantamientos. Decimos que un morfismo es una fibración trivial
si es una fibración y una equivalencia débil y que un morfismo es una
cofibración trivial si es una cofibración y una equivalencia débil. Las
cofibraciones triviales tienen la LLP respecto a las fibraciones y las
cofibraciones tienen la LLP respecto a las fibraciones triviales, es decir
los diagramas de la siguientes formas admiten levantamientos
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• •

• •
∼

• •

• •
∼

4. Factorizaciones. Para todo morfismo f , α(f) es una cofibración, β(f)
es una fibración trivial, γ(f) es una cofibración trivial y δ(f) es una
fibración, es decir todo morfismo f se puede factorizar de las dos formas
siguientes

• • •
α(f)

f

∼
β(f)

• • •∼
γ(f)

f

δ(f)

Definición 2.1.4. Una categoŕıa modelo es una categoŕıa C completa y
cocompleta, es decir que tiene todos los ĺımites y coĺımites pequeños, junto
con una estructura modelo en C .

Ejemplo 2.1.5. Dada una categoŕıa cocompleta C , podemos poner tres es-
tructuras modelo en C tomando los isomorfismos como una de las subcate-
goŕıas distinguidas y todos los morfismos como las otras dos subcategoŕıas.
Por ejemplo, un morfismo es una equivalencia débil si y solamente si es un
isomorfismo y todo morfismo es una fibración y una cofibración. En este ca-
so, tomamos α y δ como el funtor identidad, β(f) como la identidad en el
codominio de f y γ(f) como la identidad en el dominio de f .

Observación 2.1.6. Sean C y D categoŕıas modelo, entonces C × D es una
categoŕıa modelo con la siguiente estructura: un morfismo (f, g) de C × D
es una equivalencia débil (fibración, cofibración) si y solamente si f y g son
equivalencias débiles (fibraciones, cofibraciones) en C y D respectivamente.
Esta estrutura modelo es la estructura modelo producto.

Observación 2.1.7. Si C es una categoŕıa modelo, entonces C op es una ca-
tegoŕıa modelo donde las cofibraciones de C op son las fibraciones de C , las
fibraciones de C op son las cofibraciones de C y las equivalencias débiles de
C op son las equivalencias débiles de C .

Dado que una categoŕıa modelo C es cocompleta, tiene un objeto ter-
minal ∗ y un objeto inicial ∅. Entonces, podemos considerar las siguientes
definiciones.

Definición 2.1.8. Sea C una categoŕıa modelo y X un objeto de C . Deci-
mos que X cofibrante si el morfismo ∅ −→ X es una cofibración y que es
fibrante si el morfismo X −→ ∗ es una fibración.
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Sea X un objeto de una categoŕıa modelo C . Al aplicarle la factorización
funtorial (α, β) al morfismo ∅ −→ X obtenemos

∅ QX X∼

y por lo tanto, podemos considerar un funtor X 7−→ QX tal que QX es
cofibrante y una transformación natural QX

qX−→ X que es una fibración
trivial. Decimos que Q es el funtor de reemplazo cofibrante de C .

Análogamente, si le aplicamos factorización funtorial (γ, δ) al morfismo
X → ∗ obtenemos

X RX ∗∼

y por lo tanto, tenemos un funtor X 7→ RX tal que RX es fibrante y una
transformación natural X

rX−→ RX que es una cofibración trivial. Decimos
que R es el funtor de reemplazo fibrante de C .

Lema 2.1.9 (Argumento del retracto). [2, Lema 1.1.9.] Supongamos que
tenemos una factorización f = pi en una categoŕıa C y supongamos que f
tiene la LLP con respecto a p. Entonces f es un retracto de i. Dualmente, si
f tiene la RLP con respecto a i, entonces f es un retracto de p.

Demostración. Sean f : A → C, i : A → B y p : B → C. Si f tiene la
LLP con respecto a p, entonces tenemos un levantamiento r : C → B en el
diagrama

A B

C C

i

f pr

Tenemos, por lo tanto, que p◦r = idC . Luego, tenemos el siguiente diagrama

A A A

C B C

f i f

r

idC

p

y concluimos f es retracto de i.

El argumento del retracto implica que los axiomas de categoŕıa modelo
están sobredeterminados, como veremos en el siguiente lema.

Lema 2.1.10. [2, Lema 1.1.10.] Sea C una categoŕıa modelo. Entonces
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1. un morfismo es una cofibración si y solamente si tiene la LLP con
respecto a todas las fibraciones triviales

2. un morfismo es una fibración si y solamente si tiene la RLP con res-
pecto a todas las cofibraciones triviales

Demostración. Probaremos sólo la primera afirmación dado que la segunda
as análoga.

Por definición, las cofibraciones tienen la LLP con respecto a todas las
fibraciones triviales. Rećıprocamente, sea f un morfismo que tiene la LLP
con respecto a todas las fibraciones triviales. Si factorizamos f como f = pi
donde i es una cofibración y p es una fibración trivial, entonces f tiene la
LLP con respecto a p. Luego, por el argumento del retracto, f es un retracto
de i y, por lo tanto, f es una cofibración.

Observación 2.1.11. El lema anterior implica, en particular, que todo iso-
morfismo en una categoŕıa modelo es una fibración trivial y una cofibración
trivial.

Corolario 2.1.12. [2, Corolario 1.1.11.] Sea C una categoŕıa modelo. En-
tonces, las cofibraciones son cerradas bajo pushouts. Es decir, si tenemos un
pushout

A C

B D

f g

donde f es una cofibración, entones g también es una cofibración.
Dualmente, las fibraciones son cerradas bajo pullbacks.

Demostración. Veremos, primero, que si f tiene la LLP con respecto a un
morfismo h entonces g también tiene la LLP con respecto a h. Para ello,
consideramos el siguiente diagrama, donde el cuadrado de la izquierda es un
pushout

A C X

B D Y

s

f

t

g h

u v

Dado que f tiene la LLP con respecto a h, existe un morfismo w : B → X
tal que wf = ts y hw = vu.
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A C X

B D Y

s

f

t

h

u

w

v

Aplicando la propiedad universal del pushout al cuadrado izquierdo del pri-
mer diagrama, obtenemos que existe un morfismo w′ : D → X que hace
conmutar el siguiente diagrama

A C

B D

X

s

f g
t

u

w

w′

Es decir, w′u = w y w′g = t. Tenemos entonces

C X

D Y

t

g h
w′

v

donde w′g = t. Falta ver que hw′ = v. Al respecto, como (hw′)u = hw = vu
y (hw′)g = ht = vg, por la propiedad universal del pushout, tenemos que
hw′ = v. Obtuvimos, por lo tanto, que g tiene la LLP con respecto a h.
Luego, si f es una cofibración, entonces tiene la LLP con respecto a todas
fibraciones triviales y, por lo tanto, g también ya que es un pushout de f .
Por lo tanto, por el lema 2.1.10, tenemos que g es una cofibración.

Concluiremos esta sección viendo el siguiente resultado.

Lema 2.1.13 (Lema de Ken Brown). [2, Lema 1.1.12.] Sea C una categoŕıa
modelo y D una categoŕıa con una subcategoŕıa de equivalencias débiles que
satisface el axioma 2-de-3. Sea F : C → D un funtor que manda cofibra-
ciones triviales entre objetos cofibrantes en equivalencias débiles. Entonces,
F manda todas las equivalencias débiles entre objetos cofibrantes en equi-
valencias débiles. Dualmente, si F manda fibraciones triviales entre objetos
fibrantes en equivalencia débiles, entonces F manda todas las equivalencias
débiles entre objetos fibrantes en equivalencias débiles.

Demostración. Sea f : A→ B una equivalencia débil entre objetos cofibran-
tes de C . Factorizamos el morfismo (f, idB) : A ⊔B → B como
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A ⊔B C B

(f,idB)

q
∼
p

Por el diagrama de pushout

∅ A

B A ⊔B

i0

i1

tenemos que las inclusiones i0 : A→ A ⊔B y i1 : B → A ⊔B cofibraciones.
Luego, q ◦ i0 es una cofibración por ser composición de cofibraciones.

Además, dado que f = p ◦ (q ◦ i0), tenemos que q ◦ i0 es una equivalencia
débil por el axioma 2-de-3. Por lo tanto, q ◦ i0 es una cofibración trivial y,
análogamente, se ve que q ◦ i1 es una cofibración trivial. Entonces, F (q ◦ i0)
y F (q ◦ i1) son equivalencias débiles.

Dado que F (p)◦F (q ◦ i1) = F (p◦ (q ◦ i1)) = F (idB) = idF (B) y que idF (B)

es una equivalencia débil, obtenemos que F (p) es una equivalencia débil por
el axioma 2-de-3.

Finalmente F (f) = F (p ◦ (q ◦ i0)) = F (p) ◦ F (q ◦ i0) es una equivalencia
débil por ser composición de equivalencias débiles.

2.2. La categoŕıa de homotoṕıa

Sea C una categoŕıa con una subcategoŕıa de equivalencias débiles W .
Para definir la categoŕıa de homotoṕıa Ho(C ) consideramos la categoŕıa
libre F (C ,W−1) tal que:

los objetos de F (C ,W−1) son los objetos de C

un morfismo en F (C ,W−1) es una cadena finita de morfismos compo-
nibles (f1, f2, ..., fn) donde cada fi es un morfismo en C o la inversa
(formal) de un morfismo wi en W .

En esta categoŕıa, la cadena vaćıa en un objeto particular es la identidad
en ese objeto y la composición está dada por la concatenación de cadenas.

Ahora definimos Ho(C ) como el cociente de F (C ,W−1) por la mı́nima
relación de equivalencia en F (C ,W−1) que respeta la composión y verifica
las siguientes relaciones:

idA = (idA) para todo objeto A

(f, g) = (g ◦ f) para todo par de flechas componibles f y g en C
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iddom(w) = (w,w−1) y idcodom(w) = (w−1, w) para todo w ∈ W , donde
dom(w) es el dominio de w y codom(w) es el codominio de w

Notamos que existe un funtor γ : C → Ho(C ) que es la identidad en los
objetos y manda morfismos de W en isomorfismos.

En principio, HomHo(C )(A,B) podŕıa no ser un conjunto, pero probaremos
más adelante, en el Teorema 2.2.10, que Ho(C ) es efectivamente una categoŕıa
localmente pequeña cuando C es una categoŕıa modelo.

Comenzamos viendo que Ho(C ) está caracterizada por una propiedad
universal.

Lema 2.2.1. [2, Lema 1.2.2] Sea C una categoŕıa con una subcategoŕıa W .
Entonces

1. Si F : C → D es un funtor que manda morfismos de W en isomor-
fismos, entonces existe un único funtor Ho(F ) : Ho(C ) → D tal que
(Ho(F )) ◦ γ = F

C D

Ho(C )

F

γ Ho(F )

2. Sea δ : C → E un funtor que manda morfismos de W en isomorfismos
y que verifica la propiedad de la parte anterior, entonces existe un único
isomorfismo F : Ho(C ) → E tal que Fγ = δ

3. La correspondencia de la primera parte induce un isomorfismo entre la
categoŕıa de funtores Ho(C ) → D con las transformaciones naturales
y la categoŕıa de funtores C → D que mandan morfismos de W en
isomorfismos con las transformaciones naturales.

Demostración.

1. Definimos Ho(F ) : Ho(C ) −→ D de la siguiente forma:

si X es un objeto de C , entonces Ho(F )(X) = F (X)

si f es un morfismo en C , entonces Ho(F )(f) = F (f)

si w es un elemento de W , entonces Ho(F )(w−1) = (Fw)−1

La representación de Ho(C ) como cociente de una categoŕıa libre nos
asegura que a través de esta definición obtenemos un funtor bien defi-
nido.
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2. Por la propiedad universal aplicada a γ, tenemos que existe un único
funtor F : Ho(C ) −→ E tal que Fγ = δ. Por otro lado, aplicando la
propiedad universal a δ tenemos que existe un único funtor G : E →
Ho(C ) tal que Gδ = γ. Entonces, GFγ = Gδ = γ. Luego, el funtor
GF y el funtor identidad en Ho(C ) preservan γ y por lo tanto deben
ser iguales. Análogamente, FGδ = Fγ = δ, entonces FG y el funtor
identidad en E preservan δ y por lo tanto son iguales. Obtenemos,
entonces, que F es un isomorfismo.

3. A cada funtor F : C → D que manda equivalencias débiles en iso-
morfismos le asociamos Ho(F ) : Ho(C ) → D y a cada transformación
natural τ : F → G le asociamos Ho(τ) : Ho(F ) → Ho(G) donde
Ho(τX) = τX . La tansformación Ho(τ) es natural en Ho(C ) porque es
natural con respecto a las equivalencias débiles y, por lo tanto, también
debe ser natural con respecto a sus inversas. La inversa de este funtor
manda un funtor G : Ho(C ) → D a G◦ δ y una transformación natural
τ a τ ◦ γ, donde (τ ◦ γ)X = τX .

Dada una categoŕıa modelo C , consideramos las siguientes subcategoŕıas:

Cc es la subcategoŕıa plena de objetos cofibrantes

Cf es la subcategoŕıa plena de objetos fibrantes

Ccf es la subcategoŕıa plena de objetos cofibrantes y fibrantes

Proposición 2.2.2. [2, Proposición 1.2.3] Sea C una categoŕıa modelo. Los
funtores de inclusión inducen equivalencias de categoŕıas

Ho(Ccf ) −→ Ho(Cc) −→ Ho(C )

y
Ho(Ccf ) −→ Ho(Cf ) −→ Ho(C )

Demostración. Veremos que la inclusión Cc → C induce una equivalencia
de categorias Ho(Cc) → Ho(C ). De forma análoga, se prueba que las otras
inclusiones inducen equivalencias de categoŕıas.

La inclusión i : Cc → C preserva equivalencias débiles y por lo tanto
induce un funtor Ho(i) : Ho(Cc) → Ho(C ). Veremos que el inverso de este
funtor está inducido por el funtor de reemplazo cofibrante. Sea f : X → Y
una equivalencia débil en C . Tenemos que QX es cofibrante y que existe una
fibración trivial natural qX : QX → X. Consideramos el siguiente diagrama
conmutativo
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X Y

QX QY

∼
f

Qf

∼ ∼

Entonces, por el axioma 2-de-3, tenemos que Qf es una equivalencia débil
y por lo tanto Q preserva equivalencias débiles. Luego, Q induce un funtor
Ho(Q) : Ho(C ) → Ho(Cc). La transformación natural q se puede pensar como
una equivalencia débil natural dada por Q◦ i→ 1Cc o por i◦Q→ 1C . Aśı, en
la categoŕıa de homotoṕıa, Ho(q) es un isomorfismo natural Ho(i)◦Ho(Q) →
1Ho(Cc) y un isomorfismo naturalHo(Q)◦Ho(i) → 1Ho(C ). Por lo tanto, Ho(Q)
y Ho(i) son equivalencias de categoŕıas inversas una de la otra.

Veremos, a continuación, una construcción alternativa de Ho(Ccf ). Es-
ta construcción nos permitirá probar que Ho(Ccf ), y por lo tanto también
Ho(C ), son realmente categoŕıas.

Definición 2.2.3. Sean C una categoŕıa modelo y f, g : B → X dos morfis-
mos en C .

1. un objeto cilindro de B es una factorización del fold map B⊔B → B
en una cofibración seguida de una equivalencia débil

B ⊔B Cyl(B) B
i0+i1

∼
s

2. un objeto camino de X es una factorización del morfismo diagonal
X → X ×X en una equivalencia débil seguida de una fibración

X P(X) X ×X∼
r (po,p1)

3. una homotoṕıa a izquierda de f a g es un morfismoH : Cyl(B) → X
para algún objeto cilindro Cyl(B) de B tal que Hi0 = f y Hi1 =
g. Decimos que f y g son homotópicos a izquierda si existe una
homotoṕıa a izquierda de f a g y lo notaremos de la siguiente manera:
f ∼l g.

4. una homotoṕıa a derecha de f a g es un morfismo K : B → P(X)
para algún objeto camino P(X) de X tal que p0K = f y p1K = g. De-
cimos que f y g son homotópicos a derecha si existe una homotoṕıa
a derecha de f a g y lo notaremos de la siguiente manera: f ∼r g

5. decimos que f y g son homotópicos si son homotópicos a izquierda y
a derecha y lo notaremos de la siguiente manera: f ∼ g.
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6. decimos que f es una equivalencia homotópica si existe un morfismo
h : X → B tal que hf ∼ idB y fh ∼ idX

Observación 2.2.4. Un objeto camino para B en C es lo mismo que un objeto
cilindro para B en la categoŕıa modelo dual C op. De forma análoga, una
homotoṕıa a derecha entre f y g en C es lo mismo que una homotoṕıa a
izquierda entre f y g en C op.

Aplicando la factorización funtorial al fold map, obtenemos un objeto
cilindro funtorial de B que denotaremos por B × I:

B ⊔B B × I B
i0+i1 ∼

s

obteniendo, además, en este caso, que el morfismo s : B × I → B es una
fibración trivial. Notemos que si Cyl(B) es otro objeto cilindro de B entonces
existe una equivalencia débil Cyl(B) → B × I compatible con los morfismos
(i0, i1) y s, que está dada por un levantamiento en el siguiente diagrama:

B ⊔B B × I

Cyl(B) B

i0+i1

i0+i1 s∼

∼
s

Dualmente, aplicando la factorización funtorial al morfismo diagonal, ob-
tenemos un objeto camino funtorial de X que denotaremos por XI :

X XI X ×X∼
r (po,p1)

y en este caso tenemos que el morfismo r : X → XI es una cofibración trivial.
Análogamente al caso anterior, dado otro objeto camino P(X) de X existe
una equivalencia débil XI → P(X) compatible con los morfismos r y (po, p1).

Proposición 2.2.5. [2, Proposición 1.2.5] Sean C una categoŕıa modelo y
f, g : B → X dos morfismos de C .

1. Si f ∼l g y h : X → Y , entonces hf ∼l hg. Dualmente, si f ∼r g y
h : A→ B, entonces fh ∼r gh.

2. Si X es fibrante, f ∼l g y h : A → B, entonces fh ∼l gh. Dualmente,
si B es cofibrante, f ∼r g y h : X → Y , entonces hf ∼r hg.

3. Si B es cofibrante, entonces ser homotópicos a izquierda es una rela-
ción de equivalencia en HomC (B,X). Dualmente, si X es fibrante, ser
homotópicos a derecha es una relación de equivalencia en HomC (B,X).
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4. Si B es cofibrante y h : X → Y es una fibración trivial o una equiva-
lencia débil entre objetos fibrantes, entonces h induce un isomorfismo

HomC (B,X)/∼l HomC (B, Y )/∼l
≃

Dualmente, si X es fibrante y h : A → B es una cofibración trivial o
una equivalencia débil entre objetos cofibrantes entonces h induce un
isomorfismo

HomC (B,X)/∼r HomC (A,X)/∼r
≃

5. Si B es cofibrante, entonces f ∼l g implica f ∼r g. Asimismo, si P(X)
es un objeto camino cualquiera de X, existe una homotoṕıa a derecha
de f a g con ese objeto camino. Dualmente, si X es fibrante, entonces
f ∼r g implica f ∼l g y si Cyl(B) es un objeto cilindro de B, entonces
existe una homotoṕıa a izquierda de f a g con ese objeto cilindro.

Demostración. Por dualidad alcanza con probar las afirmaciones para homo-
toṕıas a izquierda.

1. Si f ∼l g, entonces existe una homotoṕıa a izquierda H : Cyl(B) → X
para algún objeto cilindro Cyl(B) de B tal que Hi0 = f y Hi1 = g.

Consideramos hH : Cyl(B) → Y . Tenemos que (hH)i0 = hf y (hH)i1 =
hg. Por lo tanto, hH es una homotoṕıa a izquierda de hf en hg, es decir
hf ∼l hg.

2. Dado que f ∼l g, tenemos que existe una homotoṕıa a izquierda H :
Cyl(B) → X de f en g para algún objeto cilindro Cyl(B):

B ⊔B Cyl(B) B
i0+i1

∼
s

Veamos que, comoX es fibrante, podemos asumir que Cyl(B) B∼
s

es una fibración trivial. Para ello, factorizamos la equivalencia débil s
como una cofibración trivial seguida de una fibración, que también re-
sulta trivial por el axioma 2-de-3:

Cyl(B) B

B′

∼
s

∼
∼

s′
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Entonces B′ también es un objeto cilindro de B y, además, como X
es fibrante hay una extensión de la homotoṕıa H : Cyl(B) → X a
una homotoṕıa H ′ : B′ → X dada por el levantamiento en el siguiente
diagrama

Cyl(B) X

B′ ∗

∼ H′

Luego, podemos asumir que Cyl(B) B∼
s es una fibración trivial.

Sea

A ⊔ A Cyl(A) A
j0+j1

∼
s

un objeto cilindro de A y consideramos el siguiente diagrama conmu-
tativo

A ⊔ A Cyl(B)

Cyl(A) B

(i0+i1)(h⊔h)

j0+j1 ∼s

ht

K

que admite un levantamiento K : Cyl(A) → Cyl(B). Considerando
HK : Cyl(A) → X, tenemos que

(HK)j0 = Hi0h = fh

(HK)j1 = Hi1h = gh

Por lo tanto, HK es una homotoṕıa a izquierda de fh en gh.

3. Se tiene que la relación ser homotópicos a izquierda es reflexiva y
simétrica para todo B:

Reflexiva: Si

B ⊔B Cyl(B) B∼
s
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es un objeto cilindro de B entonces fs es una homotoṕıa izquierda
de f en f .

Simétrica: Sea H : Cyl(B) → X una homotoṕıa izquierda de
f en g. Podemos obtener un nuevo objeto cilindro Cyl(B)′ de
B intercambiando i0 con i1. Luego, H : Cyl(B)′ → X es una
homotoṕıa a izquierda de g en f

Veamos ahora, asumiendo que B es cofibrante, que la relación también
es transitiva.

Consideramos f, g, h : B → X morfismos tales que f ∼l g y g ∼l h.
Tenemos, entonces, una homotoṕıa a izquierda H : Cyl(B) → X de f
en g para algún objeto cilindro Cyl(B) de B:

B ⊔B Cyl(B) B
i0+i1

∼
s

y una homotoṕıa a izquierda H ′ : Cyl(B)′ → X de g en h para algún
objeto cilindro Cyl(B)′ de B:

B ⊔B Cyl(B)′ B
i′0+i

′
1

∼
s′

Sea C el pushout en el siguiente diagrama

B Cyl(B)

Cyl(B)′ C

i1

i′0

Sea j0 la composición

B Cyl(B) C
i0

j1 la composición

B Cyl(B)′ C
i′1

y t el morfismo C −→ B inducido por los morfirmos s y s′ a través de la
propiedad universal del pushout en el diagrama anterior. Obtenemos,
aśı, una factorización del fold map B ⊔B → B:
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B ⊔B C B
j0+j1 t

Dado que B es un objeto cofibrante, tenemos que i1 : B → Cyl(B)
es una cofibración trivial, por lo tanto Cyl(B)′ −→ C también es una
cofibración trivial por ser el pushout de una cofibración trivial. Luego,
por el axioma 2-de-3 obtenemos que t es una equivalencia débil.

B Cyl(B)

Cyl(B)′ C

B

∼

s
∼

∼
s′

t

Sea K : C → X el morfismo inducido por H y H ′ a través de la
propiedad universal del pushout en el siguiente diagrama

B Cyl(B)

Cyl(B)′ C

B

i1

i′0
H

H′

K

Tenemos que Kj0 = Hi0 = f y Kji = H ′i′1 = h. Dado que j0+ j1 no es
necesariamente una cofibración, tenemos que K no es una homotoṕıa
a izquierda pero podemos convertirla en una factorizando j0 + j1 como
una cofibración seguida de una fibración trivial:

B ⊔B C

C ′

j0+j1

∼
ϕ

Aśı, C ′ es un objeto cilindro de B y la composición Kϕ es una homo-
toṕıa a izquierda de f en h.

4. Consideramos el morfismo
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HomC (B,X)/∼l HomC (B, Y )/∼l

f 7−→ hf

Para ver que es sobreyectivo, tomamos f ′ : B → Y . Como B es co-
fibrante y h es una fibración trivial, el siguiente diagrama admite un
levantamiento

∅ X

B Y

h∼f

f ′

Es decir, existe f : B → X tal que hf = f ′.

Para probar que es inyectivo, supongamos que hf ∼l hg y veamos que
f ∼l g. Sea H : Cyl(B) → Y una homotoṕıa a izquierda de hf en hg.
El siguiente diagrama admite un levantamiento

B ⊔B X

Cyl(B) Y

f+g

i0+i1 h∼K

H

y tenemos que K es una homotoṕıa a izquierda de f en g.

5. Sean H : Cyl(B) → X una homotoṕıa a izquierda de f en g y

X P(X) X ×X∼
r (p0,p1)

un objeto camino de X. Dado que B es cofibrante, se tiene que i1 : B →
Cyl(B) es una cofibración trivial. Por lo tanto, el siguiente diagrama
admite un levantamiento

B P(X)

Cyl(B) X ×X

rf

∼i0 (p0,p1)
J

(fs,H)

Luego, tomando K = Ji1 obtenemos que p0K = fsi1 = f y p1K =
Hi1 = g. Por lo tanto K es una homotoṕıa a derecha de f en g.
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Corolario 2.2.6. [2, Corolario 1.2.6.] Sea C una categoŕıa modelo, B un
objeto cofibrante de C y X un objeto fibrante de C . Entonces, las homo-
toṕıas a izquierda coinciden con las homotoṕıas a derecha y son relaciones
de equivalencia en HomC (B,X). Además, si f ∼ g : B → X, entonces exis-
te una homotoṕıa a izquierda H : Cyl(B) → X de f a g usando cualquier
objeto cilindro Cyl(B) de B. Dualmente, existe una homotoṕıa a derecha
K : B → P(X) de f a g usando cualquier objeto camino P(X) de X.

Corolario 2.2.7. [2, Corolario 1.2.7.] La relación de homotoṕıa en los mor-
fismos de Ccf es una relación de equivalencia y es compatible con la compo-
sición. Por lo tanto la categoŕıa Ccf/∼ existe.

Tenemos que el funtor Ccf → Ccf/∼ invierte las equivalencias homotópicas
en Ccf . Nos interesa que invierta las equivalencias débiles y para probar que
esto se cumple, veremos la siguiente proposición.

Proposición 2.2.8. [2, Proposición 1.2.8.] Sea C una categoŕıa modelo.
Entonces, un morfismo en Ccf es una equivalencia débil si y solamente si es
una equivalencia homotópica.

Demostración. Sea f : A→ B una equivalencia débil entre objetos fibrantes
y cofibrantes. Si X es un objeto fibrante y cofibrante, entonces f induce un
isomorfismo f∗ : HomCcf/∼(X,A) → HomCcf/∼(X,B) dado por f∗(h) = fh.
Tomando X = B obtenemos que existe un único morfismo fg ∼ 1B. Por lo
tanto, fgf ∼ f y tomando X = A obtenemos que gf ∼ 1A. Entonces, f es
una equivalencia homotópica.

Rećıprocamente, sea f : A→ B una equivalencia homotópica entre obje-
tos fibrantes y cofibrantes. Factorizamos f de la siguiente manera

A B

C

f

∼
g p

Entonces, C también es un objeto fibrante y cofibrante ya que

∅ A Cg implica ∅ C

y

C B ∗p implica C ∗
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Sea f ′ : B → A una inversa homotópica de f y H : Cyl(B) → B una

homotoṕıa a izquierda de ff ′ en 1B, donde B ⊔B Cyl(B) B∼

es un objeto cilindro de B. Dado que B es cofibrante, resulta que i0 es una
cofibración trivial y el diagrama

B C

Cyl(B) B

gf ′

∼i0 p
H′

H

admite un levantamiento H ′ : Cyl(B) → C. Sea q = H ′i1 : B → C. Entonces
tenemos que

pq = pH ′i1 = Hi1 = 1B

y además H ′ es una homotoṕıa a izquierda de gf ′ en q, ya que

H ′i0 = gf ′ y H ′i1 = q

Como g es una equivalencia débil, tenemos que es una equivalencia homotópi-
ca. Sea g′ : C → A una inversa homotópica de g. Entonces, p ∼ pgg′ ∼ fg′ y
por lo tanto qp ∼ (gf ′)(fg′) ∼ 1C . Si K : Cyl(C) → C es una homotoṕıa a
izquierda de 1C en qp, tenemos que Ki0 = 1C es una equivalencia débil. Aśı,
como i0 también es una equivalencia débil, por el axioma 2-de-3, tenemos
que K es una equivalencia débil y por lo tanto Ki1 = qp también.

Luego, considerando el diagrama conmutativo

C C C

B C B

1C

p

1C

qp∼ p

q

1B

p

obtenemos que p es un retracto de qp y por lo tanto p es una equivalencia
débil.

Corolario 2.2.9. [2, Corolario 1.2.9.] Sea C una categoŕıa moelo. Sean γ :
Ccf → Ho(Ccf ) y δ : Ccf → Ccf/∼ los funtores canónicos. Existe, entonces,
un único isomorfismo de categoŕıas j : Ccf/∼ → Ho(Ccf ) tal que jδ = γ.
Además, j es la identidad en los objetos.

Demostración. Veremos que Ccf/∼ verifica la misma propiedad universal que
Ho(C cf). Como δ : Ccf → Ccf/∼ manda equivalencias homotópicas en iso-
morfismos, por la proposición anterior manda equivalencias débiles en iso-
morfismos. Sea F : Ccf → D un funtor que manda equivalencias débiles en
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isomorfismos. Sean f : A → B y g : A → B morfismos en Ccf . Tomamos un
objeto clindro de A:

A ⊔ A Cyl(A) A
i0+i1

∼
s

Entonces, si0 = si1 = 1A y por lo tanto, como s es una equivalencia débil,
tenemos que Fi0 = Fi1. Luego, si H : Cyl(A) → B es una homotoṕıa
izquierda de f en g, entonces

Ff = H(hi0) = (FH)(Fi0) = (FH)(Fi1) = F (Hi1) = Fg

Es decir, F identifica morfismos homotópicos a izquierda. Dualmente, iden-
tifica a morfismos homotópicos a derecha. Existe, entonces un único funtor
G : Ccf/∼ → D tal que Gδ = F . Tenemos que G es la identidad en los
objetos y manda la clase de equivalencia de f en F (f).

Concluimos esta sección con el siguiente resultado que será considerado
como el teorema fundamental de las categoŕıas modelo.

Teorema 2.2.10. [2, Teorema 1.2.10.] Sea C una categoŕıa modelo y sean
γ : C → Ho(C ) el funtor canónico, R el funtor de reemplazo fibrante y Q el
funtor de reemplazo cofibrante. Entonces,

1. La inclusión Ccf −→ C induce una equivalencia de categoŕıas

Ccf/∼ −→ Ho(Ccf ) −→ Ho(C )

2. Existen isomorfismos naturales

HomC (QRX,QRY )/∼ ≃ HomHo(C )(γX, γY ) ≃ HomC (RQX,RQY )/∼

Además, existe un isomorfismo natural

HomHo(C )(γX, γY ) ≃ HoC (QX,RY )/∼

y, si X es cofibrante e Y es fibrante, entonces existe un isomorfismo
natural

HomHo(C )(γX, γY ) ≃ HomC (X, Y )/∼

En particular, Ho(C ) es una categoŕıa.

3. El funtor γ identifica morfismos homotópicos a izquierda o a derecha

4. Si f : A → B es un morfismo en C tal que γf es un isomorfismo en
Ho(C ), entonces f es una equivalencia débil.
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Demostración.

1. Ya vimos que la inclusión Ccf −→ C induce una equivalencia de cate-
goŕıas Ho(Ccf ) −→ Ho(C ). Además, por el corolario anterior tenemos
que Ccf/∼ −→ Ho(Ccf ) es un isomorfismo de categoŕıas.

2. Vimos también que la inversa de la equivalencia Ho(Ccf ) −→ Ho(C )
está dada por Ho(Q) ◦ Ho(R), o por Ho(R) ◦ Ho(Q), lo que nos da los
isomorfismos naturales

HomC (QRX,QRY )/∼ ≃ HomHo(C )(γX, γY ) ≃ HomC (RQX,RQY )/∼

Para probar que HomHo(C )(γX, γY ) ≃ HomC (QX,RY )/∼ alcanza con
ver que HomC (QX,RY )/∼ ≃ HomC (RQX,RQY )/∼. Como RQY es fi-
brante y cofibrante y QX −→ RQX es una equivalencia débil, tenemos
que

HomC (RQX,RQY )/∼ ≃ HomC (QX,RQY )/∼

Luego, dado que QX es cofibrante y QRY −→ RQY es una equivalen-
cia débil, tenemos que

HomC (QX,RQY )/∼ ≃ HomC (QX,QRY )/∼

y, como QRY −→ RY es una equivalencia débil, obtenemos que

HomC (QX,QRY )/∼ ≃ HomC (QX,RY )/∼

3. Sean f, g : A → B dos morfismos en C y sea H : Cyl(A) → B una
homotoṕıa a izquierda de f en g donde Cyl(A) es un objeto cilindro de
A dado por

A ⊔ A Cyl(A) A
i0+i1

∼
s

Como si0 = si1 tenemos que

γ(s)γ(i0) = γ(si0) = γ(si1) = γ(s)γ(i1)

Luego, como s es una equivalencia débil y γ es un funtor que manda
equivalencias débiles en isomorfismos, tenemos que γ(s) es un isomor-
fismo y, por lo tanto, γ(i0) = γ(i1). Entonces

γ(f) = γ(Hi0) = γ(H)γ(i1) = γ(Hi1) = γ(g)

Luego, γ identifica morfismos homotópicos a izquierda. Análogamente
se ve que identifica morfismos homotópicos a derecha.
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4. Sea f : A → B un morfismo en C tal que γf es un isomorfismo en
Ho(C ). Entonces, QRf es un isomorfismo en Ccf/∼ y por lo tanto
QRf es una equivalencia homotópica en Ccf/∼. Luego, QRf es una
equivalencia débil en Ccf/∼ y, como las transformaciones QX −→ X y
X −→ RX son equivalencias débiles, tenemos que f es una equivalencia
débil por el axioma 2-de-3.

2.3. Los funtores de Quillen

Estudiaremos, en esta sección, morfismos entre categoŕıas modelo. Es-
tos morfismos son llamados funtores de Quillen o adjunciones de Quillen.
Veremos que un funtor de Quillen induce un funtor entre las categoŕıas de
homotoṕıa. Puede ser que este funtor derivado sea una equivalencia de ca-
tegoŕıas aunque el funtor original entre las categoŕıas modelo no lo sea. En
este caso, se trata de equivalencias de Quillen.

2.3.1. Adjunciones de Quillen

Definición 2.3.1. Sean C y D dos categoŕıas. Una adjunción entre C y
D es una 3-upla (L,R, ϕ) donde L : C → D y R : D → C son funtores y ϕ
le asigna a cada par de objetos X ∈ C , Y ∈ D una biyección

ϕXY : HomD(L(X), Y )
≃−→ HomC (X,R(Y ))

que es natural en X y en Y . Al funtor L lo llamamos adjunto a izquierda
y a R lo llamamos adjunto a derecha. Notaremos la adjunción (L,R, ϕ)
mediante

F : C D⊥ : R

Esta definición de adjunción es equivalente a la existencia de dos trans-
formaciones naturales ϵ : FG → 1C y η : 1D → GF , llamadas counidad y
unidad de la adjunción respectivamente, tales que las composiciones

F FGF F
Fη ϵF y G GFG G

ηG Gϵ

son las transformaciones identidad 1F y 1G respectivamente.

Definición 2.3.2. Sean C y D categoŕıas modelo.
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1. Decimos que un funtor F : C → D es un funtor de Quillen a iz-
quierda si es adjunto a izquierda y preserva cofibraciones y cofibracio-
nes triviales

2. Decimos que un funtor U : D → C es un funtor de Quillen a de-
recha si es un adjunto a derecha y preserva fibraciones y fibraciones
triviales

3. Decimos que una adjunción (F,U, ϕ) de C en D es una adjunción de
Quillen si F es un funtor de Quillen a izquierda y U es un funtor de
Quillen a derecha.

En lo que sigue, dada una adjunción de Quillen (F,U, ϕ), denotaremos
por η a la unidad de la adjunción y por ϵ a la counidad de la adjunción.

Notamos que, por el lema de Ken Brown, tenemos que todo funtor de
Quillen a izquierda preserva equivalencia débiles entre objetos cofibrantes
y que todo funtor de Quillen a derecha preserva equivalencias débiles entre
objetos fibrantes.

Veremos, en el siguiente lema, que en la definición de adjunción de Quillen
alcanza con que uno de los funtores sea de Quillen.

Lema 2.3.3. [2, Lema 1.3.4.] Sean C y D categoŕıas modelo y (F,U, ϕ) una
adjunción de C en D . Entonces son equivalentes:

1. U es un funtor de Quillen a derecha

2. F es un funtor de Quillen a izquierda

3. (F,U, ϕ) es una adjunción de Quillen

Demostración. Veremos que la primera afirmación implica la segunda. Si
(F,U, ϕ) es una adjunción y U es un funtor de Quillen a derecha, entonces
F es adjunto a izquierda. Luego, para ver que F es un funtor de Quillen
a izquierda, hay que ver que preserva cofibraciones y cofibraciones triviales.
Sea p : X → Y una cofibración en C y f : Z → W una fibración trivial en D .
Como U es de Quillen a derecha, tenemos que U(f) es una fibración trivial.
Por lo tanto, el siguiente cuadrado conmutativo admite un levantamiento a

X U(Z)

Y U(W )

k

p U(f)∼a

l

Luego, por naturalidad de ϕ, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo
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L(X) Z

L(Y ) W

ϕ−1(k)

L(p) f∼
ϕ−1(a)

ϕ−1(l)

Entonces, L(p) tiene la LLP con respecto a todas las fibraciones triviales y,
por lo tanto, L(p) es una cofibración en D . De manera análoga se prueba que
L preserva las cofibraciones triviales.

Dualmente se prueba que la segunda afirmación implica la primera.
Finalmente, si uno de los adjuntos es de Quillen también lo es el otro y

por lo tanto la adjunción es de Quillen. Rećıprocamente, si la adjunción es
de Quillen entonces los dos funtores adjuntos son de Quillen.

Observación 2.3.4. Los funtores de Quillen tanto a izquierda como a derecha
son estables bajo composición. Además, las adjunciones de Quillen son esta-
bles bajo composición. De hecho, si (F,U, ϕ) : C → D y (F ′, U ′, ϕ′) : D → E
son adjunciones, podemos definir una adjunción entre C y E como la com-
posición (F ′ ◦ F,U ◦ U ′, ϕ ◦ ϕ′) donde ϕ ◦ ϕ′ es la composición

HomE (F
′FA,B) HomD(FA,U

′B) HomC (A,UU
′B)≃

ϕ′
≃
ϕ

2.3.2. Funtores derivados

Estudiaremos ahora los funtores inducidos en la categoŕıa de homotoṕıa
por los funtores de Quillen.

Definición 2.3.5. Sean C y D categoŕıas modelo.

1. Si F : C → D es un funtor de Quillen a izquierda, definimos el funtor
de Quillen derivado total a izquierda LF : Ho(C ) → Ho(D) como
la composición

Ho(C ) Ho(Cc) Ho(D)
Ho(Q) Ho(F )

Dada una transformación natural τ : F → F ′ entre funtores de Quillen
a izquierda, definimos la transformación natural derivada total
Lτ como Ho(τ) ◦ Ho(Q) de forma que (Lτ)X = τQX .

2. Si U : D → C es un funtor de Quillen a derecha, definimos el funtor
de Quillen derivado total a derecha RU : Ho(D) → Ho(C ) como
la composición
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Ho(D) Ho(Df ) H Ho(C )
Ho(R) Ho(U)

Dada una transformación natural τ : U → U ′ entre funtores de Quillen
a derecha, definimos la transformación natural derivada total Rτ
como Ho(τ) ◦ Ho(R) de forma que (Lτ)X = τRX .

Observación 2.3.6. Podemos definir LF aunque F no sea un funtor de Quillen
a izquierda: es suficiente con que F sea un funtor que manda equivalencias
débiles entre objetos cofibrantes en equivalencias débiles. Dualmente, para
definir RU alcanza con que U sea un funtor que manda equivalencias débiles
entre objetos fibrantes en equivalencias débiles.

Lema 2.3.7. [2, pág. 17] La transformación natural derivada es funtorial.

Demostración. Sean τ : F → F ′ y τ ′ : F ′ → F ′′ transformaciones naturales
entre funtores de Quillen a izquierda.

Tenemos que L(τ ′ ◦ τ) = (Lτ ′) ◦ (Lτ) ya que

(L(τ ′ ◦ τ))X = (τ ′ ◦ τ)QX = τ ′QX ◦ τQX = (Lτ ′)X ◦ (Lτ)X

Además L(1F ) = 1LF ya que

(L(1F ))X = (1F )QX = FQ(X) = L(X) = (1LF )X

El caso de transformaciones naturales entre funtores de Quillen a derecha
es análogo.

Notamos que la operación de tomar el funtor total derivado no es funtorial
ya que, por ejemplo, L(1C ) = Ho(Q). Sin embargo, es casi funtorial en el
sentido del siguiente teorema.

Teorema 2.3.8. [2, Teorema 1.3.7.] Para toda categoŕıa modelo C , existe un
isomorfismo natural α : L(1C ) → 1Ho(C ). Además, para todo par de funtores
de Quillen a izquierda F : C → D y F ′ : D → E existe un isomorfismo
natural m = mF ′F : LF ′ ◦ LF → L(F ′ ◦ F ). Estos isomorfismos naturales
satifacen las siguientes afirmaciones:

1. Si F : C → C ′, F ′ : C ′ → C ′′ y F ′′ : C ′′ → C ′′′ son funtores de Quillen
a izquierda, entonces el siguiente diagrama conmuta

(LF ′′ ◦ LF ′) ◦ LF L(F ′′ ◦ F ′) ◦ LF L((F ′′ ◦ F ′) ◦ F )

LF ′′ ◦ (LF ′ ◦ LF ) LF ′′ ◦ L(F ′ ◦ F ) L(F ′′ ◦ (F ′ ◦ F ))

mF ′′F ′◦LF m(F ′′◦F ′)◦F

LF ′′◦mF ′F mF ′′(F ′◦F )
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2. Si F : C → D es un funtor de Quillen a izquierda, entonces el siguiente
diagrama conmuta

L1D ◦ LF L(1D ◦ F )

1Ho(D) ◦ LF LF

α◦LF

m

3. Si F : C → D es un funtor de Quillen a izquierda, entonces el siguiente
diagrama conmuta

LF ◦ L1C L(F ◦ 1C )

LF ◦ 1Ho(C ) LF

LF◦α

m

Demostración. Definimos α : L(1C ) → 1Ho(C ) como el morfismo Ho(q) donde
q : QX → X es la fibración trivial natural del reemplazo cofibrante QX en
X. Por otro lado, definimos mF ′F mediante

mF ′F : (LF ′)(LF ′)X = F ′QFQX F ′FQX = L(F ′F )X
F ′qFQX

Resulta quemF ′F es natural en C y, además, como F ′QFQ y F ′FQ preservan
equivalencias débiles, por el lema de Ken Brown, tenemos quemF ′F es natural
en Ho(C ). Dado que F preserva objetos cofibrantes, qFQX : QFQX → FQX
es una equivalencia débil entre objetos cofibrantes. Por lo tanto, mF ′F =
F ′qFQX es una equivalencia débil y, entonces, un isomorfismo en Ho(C ).

Para probar la primera afirmación, tenemos que ver que

(F ′′F ′qFQX) ◦ (F ′′qF ′QFQX) = (F ′′qF ′FQx) ◦ (F ′′QF ′qFQX)

como morfismos F ′′QF ′QFQX → F ′′F ′FQX. Por naturalidad de q el si-
guiente diagrama conmuta

QF ′QFQX QF ′FQX

F ′QFQX F ′FQX

qF ′QFQX qF ′FQX

Luego, el siguiente diagrama también conmuta
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F ′′QQF ′QFQX F ′′F ′FQX

F ′′QF ′QFQX F ′′F ′FQX

F ′′qF ′QFQX

F ′′QF ′qFQX F ′′F ′qFQX

F ′′qF ′FQX

Para probar la segunda afirmación, se tiene que

m1DF : (1D)(LF )X = 1DQFQX 1CFQX = L(1DF )X
qFQX

es decir, m1DF = qFQX : QFQX → FQX. Por otro lado, α ◦ LF = Ho(q) ◦
Ho(F ) ◦ Ho(Q), o sea

α ◦ LF = q(FQX) = qFQX : QFQX → FQX

Entonces, αLF = m1DF y, por lo tanto, el diagrama conmuta.

Finalmente, para probar la tercera afirmación, tenemos que

LF ◦ α = Ho(F ) ◦ Ho(Q) ◦ Ho(q) = FQqX : FQQX → FQX

y

mF1C
= FqQX : FQQX → FQX

Luego, queremos probar que FqQX = FQqX . Alcanza con probarlo para
X cofibrante ya que todo objeto X es isomorfo a un objeto cofibrante en la
categoŕıa de homotoṕıa Ho(C ). Por naturalidad de q, tenemos que el siguiente
diagrama conmuta

QQX QX

QX X

qQX

QqX

qX

qX

Si X es cofibrante entonces qX es una equivalencia débil. Luego, FqX es una
equivalencia débil y, por lo tanto, es un isomorfismo en Ho(C ). Además,
en Ho(C ) tenemos que (FqX)

−1 = FqQX y (FqX)
−1 = FQqX . Concluimos,

entonces que FqQX = FQqX .

Definición 2.3.9. Sea σ : F → G una transformación natural entre los
funtores F,G : C → D y τ : F ′ → G′ una transformación natural entre los
funtores F ′, G′ : D → E . La composición horizontal τ ⋆ σ es la transfor-
mación natural F ◦F ′ → G′◦G dada por (τ ⋆σ)X = τGX ◦F ′σX = G′σX ◦τFX .
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Lema 2.3.10. [2, Lema 1.3.9.] Sea σ : F → G una transformación natural
entre los funtores de Quillen a izquierda F,G : C → D y τ : F ′ → G′

una transformación natural entre los funtores de Quillen a izquierda F ′, G′ :
D → E . Sea m el isomorfismo composición del teorema anterior. El siguiente
diagrama conmuta

LF ′ ◦ LF L(F ′ ◦ F )

LG′ ◦ LG L(G′ ◦G)

m

Lτ⋆Lσ L(τ⋆σ)

m

Demostración. El morfismo L(τ ⋆ σ) ◦ mX : F ′QFQX → G′GQX es la
composición τGQX ◦F ′σQX ◦F ′qFQX . Por naturalidad de q, podemos reescribir
esta composición como τGQX ◦F ′qGQX ◦F ′QσQX . Luego, por naturalidad de
τ reescribimos la composición como G′qGQX ◦ τQGQX ◦ F ′QσQX , que es la
definición de m ◦ (Lτ ⋆ Lσ).

Lema 2.3.11. [2, Lema 1.3.10.] Sean C y D categoŕıas modelo y (F,U, φ)
una adjunción de Quillen de C en D . Entonces, LF y RU forman una ad-
junción L(F,U, φ) = (LF,RU,Lφ) que llamamos adjunción derivada.

Demostración. El isomorfismo de adjunción Rφ que buscamos debe ser un
isomorfismo natural Rφ : HomHo(D)(FQX, Y ) → HomHo(C )(X,URY ) es un
isomorfismo. Ya vimos que tenemos los isomorfismos naturales

HomHo(D)(FQX, Y ) ≃ HomD(FQX,RY )/∼

y

HomHo(C )(X,URY ) ≃ HomC (QX,URY )/∼

Falta ver que φ respeta la relación de homotoṕıa. Para ello, consideramos A ∈
C un objeto cofibrante y B ∈ D un objeto fibrante. Sean f, g : F (A) → B
morfismos homotópicos. Entonces, existe una homotoṕıa H : F (A) → P(B)
de f en g para algún objeto camino P(B) de B. Como U preserva produc-
tos, fibraciones y equivalencias débiles entre objetos fibrantes, U(P(B)) es
un objeto camino para U(B). Por lo tanto, φ(H) : A → U(P(B)) es una
homotoṕıa a derecha entre φf y φg. Rećıprocamente, sean φf y φg mor-
fismos homotópicos. Entonces, existe un objeto cilindro Cyl(A) de A y una
homotoṕıa H : Cyl(A) → U(B) de φf en φg. Luego, dado que F preserva
coproductos, cofibraciones y equivalencias débiles entre objetos cofibrantes,
F (Cyl(A)) es un objeto cilindro de F (A). Entonces, φ−1H : F (Cyl(A)) → B
es una homotoṕıa a izquierda de φ−1φf = f en φ−1φg = g.
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2.3.3. Equivalencias de Quillen

Definición 2.3.12. Sean C y D dos categoŕıas. Una equivalencia de ca-
tegoŕıas entre C y D consiste en dos funtores F : C → D y G : D → C y
dos isomorfismos naturales α : FG→ 1D y β : 1C → GF .

Definición 2.3.13. Sean C y D dos categoŕıas modelo. Una equivalencia
de Quillen entre C y D es una adjunción de Quillen (F,U, φ) de C en D
tal que para todo objeto cofibrante X ∈ C y todo objeto fibrante Y ∈ D ,
el morfismo f : F (X) → Y es una equivalencia débil en D si y solamente si
φ(f) : X → U(Y ) es una equivalencia débil en C .

La siguiente proposición nos dice que aunque una equivalencia de Qui-
llen no sea una equivalencia de categoŕıas, la adjunción derivada śı es una
equivalencia de categoŕıas.

Proposición 2.3.14. [2, Proposición 1.3.13.] Sea (F,U, φ) una adjunción
de Quillen de C en D . Son equivalentes:

1. (F,U, φ) es una equivalencia de Quillen

2. la composición

X UFX URFX
η UrFX

es una equivalencia débil para todo objeto cofibrante X y la composición

FQUX FQX X
FqUX ϵ

es una equivalencia débil para todo objeto fibrante X

3. la adjunción derivada L(F,U, φ) de Ho(C ) en Ho(D) es una equivalen-
cia de categoŕıas.

Demostración.
(1. =⇒ 2.) Sea X es un objeto cofibrante de C . Tenemos que rF (X) :

F (X) → RF (X) es una equivalencia débil y RF (X) es fibrante. Entonces,
su adjunto φrF (X) : X → URF (X) también es una equivalencia débil ya que
(F,U, φ) es una equivalencia de Quillen. En términos de la unidad η de φ
tenemos que φrF (X) = UrF (X)◦η y, por lo tanto UrF (X)◦η es una equivalencia
débil. Análogamente, si X es fibrante, entonces ϵ◦FqU(X) = φ−1qU(X) es una
equivalencia débil ya que qU(X);QU(X) → U(X) es una equivalencia débil.

(2. =⇒ 1.) Sea X ∈ C cofibrante, Y ∈ D fibrante y f : F (X) → Y una
equivalencia débil. Queremos ver que φ(f) que está dada por la composición
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X UR(X) U(Y )
η U(f)

es una equivalencia débil. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

X UR(X) U(Y )

X URF (X) UR(Y )

η

φ(f)

UrF (X)

U(f)

UrY∼

∼
U(Rf)

Como f es una equivalencia débil, R(f) también. Luego, dado que U preser-
va equivalencias débiles entre objetos fibrantes, tenemos que UR(f) es una
equivalencia débil y, por el axioma 2-de-3 concluimos que φ(f) es una equi-
valencia débil. Rećıprocamente, si φ(f) es una equivalencia débil, queremos
ver que f también lo es. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

FQX FQUY Y

FX FUY Y

FqX∼

FQ(φf) ∼

FqUY

F (φf)

f

ϵ

Como φ(f) es una equivalencia débil, Q(φ(f)) también lo es y, dado que F
preserva equivalencias débiles entre objetos cofibrantes, tenemos que FQ(φ(f))
es una equivalencia débil. Luego, por el axioma 2-de-3, concluimos que f es
una equivalencia débil.

(2. =⇒ 3.) Consideramos Q(X) → X que es una equivalencia débil por
construcción y Q(X) → URFQ(X) que es una equivalencia débil por hipóte-
sis. Al localizar, las equivalencias débiles se convierten en isomorfismos, lo
que nos da el isomorfismo ηX : X → URFQ(X) que es, de hecho, una trans-
formación natural η : 1Ho(C ) → (UR)(FQ). Análogamente, obtenemos un
isomorfismo ϵ : (FQ)(UR) → 1Ho(D). Concluimos, entonces, que la adjunción
inducida en las categoŕıas de homotoṕıa es una equivalencia de categoŕıas.

(3. =⇒ 2.) Si Q(X) → URFQ(X) es un isomorfismo en las categoŕıas
de homotoṕıa, entonces Q(X) → URFQ(X) es una equivalencias débil. Si
X es cofibrante, entonces X ≃ Q(X) y, por lo tanto X → URQ(X) es una
equivalencia débil. La otra composición es análoga.

Veremos, a continuación, un criterio que permite verificar si una adjunción
de Quillen es una equivalencia de Quillen.
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Definición 2.3.15. Decimos que un funtor F : C → D refleja una pro-
piedad si para todo morfismo f ∈ C tal que F (f) tiene esa propiedad, f
también la tiene.

Proposición 2.3.16. [2, Corolario 1.3.14.] Sea (F,U, φ) : C → D una
adjunción de Quillen. Son equivalentes:

1. (F,U, φ) es una equivalencia de Quillen

2. F refleja equivalencias débiles entre objetos cofibrantes y para todo ob-
jeto fibrante Y , el morfismo FQU(Y ) → Y es una equivalencia débil

3. U refleja equivalencias débiles entre objetos fibrantes y para todo objeto
cofibrante X, el morfismo X → URF (X) es una equivalencia débil

Demostración. Veremos que 1. y 2. son equivalentes, la prueba de que 1. y
3. son equivalentes es dual.

Supongamos que (F,U, φ) es una equivalencias de Quillen. Ya vimos, en la
proposición anterior, que FQU(X) → Y es una equivalencia débil para todo
objeto fibrante Y . Para ver que F refleja equivalencias débiles, consideramos
X, Y ∈ C cofibrantes y f : X → Y tal que F (f) es una equivalencia débil.
Como F preserva equivalencias débiles entre objetos cofibrantes, tenemos que
FQ(f) es una equivalencia débil. Por lo tanto (LF )(f) es un isomorfismo en
la categoŕıa de homotoṕıa Ho(D). Luego, dado que la adjunción L(F,U, φ)
es una equivalencia de categoŕıas, concluimos que f es una equivalencia débil
en C .

Rećıprocamente, para ver que (F,U, φ) es una equivalencia de Quillen,
veremos que L(F,U, φ) = (LF,LU,Lφ) es una equivalencia de categoŕıas.
Es decir, tenemos que ver que la unidad y la counidad de la adjunción son
isomorfismos. La counidad hace conmutar el diagrama

FQUR(X) R(X) X∼

ϵ

∼

donde la flecha de la izquierda es una equivalencia débil por hipótesis y
la de la derecha por construcción. Luego, por el axioma 2-de-3, tenemos
que ϵ es una equivalencia débil en D y, por lo tanto, un isomorfismo en
Ho(D). Por otro lado, la composición de la unidad X → URFQ(X) con
FQ es igual al morfismo FQ(X) → FQURFQ(X) que es la inversa de la
counidad y, por lo tanto, es un isomorfismo en la categoŕıa de homotoṕıa.
Dado que F refleja equivalencias débiles entre objetos cofibrantes, se tiene
queQ(X) → QURFQ(X) es una equivalencia débil entre objetos cofibrantes.
Luego, como Q refleja equivalencias débiles, concluimos que X → URFQ(X)
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es una equivalencia débil y, por lo tanto, un isomorfismo en la categoŕıa de
homotoṕıa.

Concluiremos esta sección viendo que Ho(C ) tiene productos y productos.

Lema 2.3.17. [2, Ejemplo 1.3.11.] Sea C una categoŕıa modelo. Entonces
Ho(C ) tiene productos y coproductos.

Demostración. Para probar que Ho(C ) tiene coproductos, veremos que, dado
un conjunto S, el funtor diagonal ∆ : Ho(C ) → Ho(C )S admite un adjunto
a izquierda.

Tenemos que la categoŕıa C S es una categoŕıa modelo con la estructura
modelo producto. Un funtor de coproducto

∐
: C S → C es un adjunto a

izquierda del funtor diagonal ∆ : C → C S. Por definición de la estructura
modelo producto, ∆ preserva fibraciones y fibraciones triviales, y ⊔ preser-
va cofibraciones y cofibraciones triviales. Luego, tenemos una adjunción de
Quillen

C C S
∆

∐
que induce una adjunción

Ho(C ) Ho(C S)
R∆

L
∐

Por otro lado, tenemos que (C S)cf ≃ (Ccf )
S y por lo tanto (C S)cf/∼ ≃

(Ccf )
S/∼, es decir Ho(C S) ≃ Ho(C )S. Luego, ∆ : Ho(C ) → Ho(C )S admite

un adjunto a izquierda

Ho(C ) Ho(C S) Ho(C )S
R∆

∆

L
∐ G

≃

dado por L
∐

◦G. Entonces, Ho(C ) tiene coproductos. De forma análoga, se
ve que tiene productos.
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Caṕıtulo 3

Categoŕıas modelo
cofibrantemente generadas

Tomando en consideración que probar que una categoŕıa admite una es-
tructura modelo resulta ser una tarea dif́ıcil y extensa, en este caṕıtulo defini-
remos un tipo particular de categoŕıa modelo: las categoŕıas modelo cofibran-
temente generadas. En dichas categoŕıa además de simplificarse los axiomas a
probar, resulta más simple verificar que un funtor es de Quillen. En tal senti-
do, comenzaremos viendo el Argumento del Objeto Pequeño que nos permite
construir factorizaciones funtoriales. Posteriormente, probaremos el Teorema
de reconocimiento que nos da las condiciones necesarias y suficientes para que
una categoŕıa admita una estrutura modelo cofibrantemente generada. Este
teorema nos permitirá dar dos ejemplos de categoŕıas modelo: los espacios
topológicos y los conjuntos simpliciales. Construiremos, además una equiva-
lencia de Quillen entre estas dos categoŕıas. En todo este caṕıtulo seguiremos
el segundo caṕıtulo del libro [2].

3.1. El argumento del objeto pequeño

Definición 3.1.1. Sea I una clase de morfismos en una categoŕıa C .

1. Un morfismo es I-inyectivo si tiene la RLP con respecto a todos los
morfismos en I. La clase de morfismos I-inyectivos se denota como
I-iny.

2. Un morfismo es I-proyectivo si tiene la LLP con respecto a todos los
morfismos en I. La clase de morfismos I-proyectivos se denota como
I-proy.

45
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3. Un morfismo es una I-cofibración si tiene la LLP con respecto a todo
morfismo I-inyectivo. La clase de I-cofibraciones es la clase (I-iny)-proy
y la denotamos como I-cof.

4. Un morfismo es una I-fibración si tiene la RLP con respecto a todo
morfismo I-proyectivo. La clase de I-fibraciones es la clase (I-proy)-iny
y la denotamos como I-fib.

Por ejemplo, si C es una categoŕıa modelo e I es su clase de cofibraciones,
entonces I-iny es la clase de fibraciones triviales e I-cof= I. Dualmente, si I
es la clase de fibraciones de C , entonces I-proy es la clase de cofibraciones
triviales y I-fib= I.

Observación 3.1.2. Notamos que:

I ⊂ I-cof

I ⊂ I-fib

(I-cof)-iny= I-iny

(I-fib)-iny= I-proy

Si I ⊂ J entonces I-iny ⊇ J-iny y I-proy ⊇ J-proy. Luego, I-cof ⊆ J-
cof y I-fib ⊆ J-fib.

Lema 3.1.3. [2, Lema 2.1.8.] Sea F : C ⇄ D : G un par de funtores
adjuntos, I una clase de morfismos en C y J una clase de morfismos en D .
Entonces

1. G((FI) -iny) ⊆ I -iny

2. F (I -cof) ⊆ (FI) -cof

3. F ((GJ) -proy) ⊆ J -proy

4. G(J -fib) ⊆ (GJ) -fib

Demostración.

1. Sea g ∈ F (I) -iny y f un morfismo en I. Para ver que G(g) es un
elemento de I -iny, queremos ver que G(g) tiene la RLP con respecto a
f . Como g ∈ F (I) -iny, tenemos que g tiene la RLP con respecto a F (f).
Entonces, como (F,G) es un par de adjunción, obtenemos que G(g)
tiene la RLP con respecto a f . Concluimos, entonces, que G(g) ∈ I-
iny.
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2. Sea f ∈ I -cof y g ∈ (FI) -iny. Para ver que f ∈ (FI) -cof, queremos
ver que F (f) tiene la LLP con respecto a g. Por la parte anterior,
tenemos que G(g) ∈ I -iny y por lo tanto f tiene la LLP con respecto
a G(g). Luego, por adjunción concluimos que F (f) tiene la LLP con
respecto a g.

3. Es dual a 1.

4. Es dual a 2.

Definición 3.1.4. Sea I un conjunto de morfismos en una categoŕıa C que
tiene todos los coĺımites pequeños.

La subcategoŕıa de complejos I-celulares relativos es la subcate-
goŕıa de morfismos que se pueden construir como composición transfi-
nita de pushouts de elementos de I. Es decir, si f : A→ B es un com-
plejo I-celular relativo, entonces existe un ordinal λ y una λ-sucesión
X : λ→ C tal que se verifican las siguientes condiciones:

� f es la composición transfinita de X

� para cada β tal que β + 1 < λ, existe un pushout de la siguiente
forma

Cβ Xβ

Dβ Xβ+1

gβ

donde gβ ∈ I.

Denotamos la colección de complejos I-celulares relativos mediante I-
cell.

Un objeto A ∈ C es un complejo I-celular si el morfismo ∅ → A es
un complejo I-celular relativo.

Un morfismo es una inclusión de complejos I-celulares si es un
complejo I-celular relativo cuyo dominio es un complejo I-celular.

Observación 3.1.5. Tenemos que los morfismos identidad pertenecen a I -cell:
dado A ∈ C , la identidad en A es la composición transfinita de la 1-sucesión
trivial X : 1 7→ A. Además, los isomorfismos también pertenecen a I -cell.
De hecho, si f : A → B es un isomorfismo entonces f es otra elección para
la composición transfinita de la 1-sucesión X : 1 7→ A.
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Lema 3.1.6. [2, Lema 2.1.10.] Sea I una clase de morfismos en una cate-
goŕıa C con todos los coĺımites pequeños. Entonces I -cell ⊆ I -cof.

Demostración. Alcanza con ver que I-cof es cerrada bajo pushouts y com-
posiciones transfinitas.

Comencemos viendo que I-cof es cerrada bajo pushouts. Sea f ∈ I-cof y
consideramos el siguiente pushout

A C

B D

f

i

g

j

Para ver que g ∈ I -cof, probaremos que tiene la LLP con respecto a los
morfismos de I -iny. Sea u ∈ I-iny tal que tenemos un diagrama conmutativo

C E

D F

g u

Como f ∈ I-cof, tenemos que el siguiente diagrama admite un levantamiento
h : B → E

A C E

B D F

f g u

Luego, por la propiedad universal del pushout, existe un morfismo h′ : D → E
que hace conmutar el siguiente diagrama

A C

B D

E

f g

h

h′

Obtuvimos, entonces, el siguiente levantamiento

C E

D F

g uh′
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y por lo tanto, g tiene la LLP con respecto a u lo que implica que g está en
I-cof.

Veamos, ahora, que I-cof está cerrado bajo composiciones transfinitas.
Sea f una composición transfinita de una λ-sucesión X : λ → C en I-cof y
u ∈ I-iny tal que tenemos un diagrama conmutativo

X0 E

Xα F

f u

Probaremos, por inducción transfinita, que f tiene la LLP con respecto a u.
Tenemos que X0 → X1 es un elemento de I -cof por definición de X : λ→ C .
Luego, sea α ≤ λ un ordinal ĺımite y supongamos que la composición de
morfismos hasta α (excluido) está en I-cof. Entonces, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

X0 E

X1

X2

...

Xα F

f

c0

u

c1

c2

donde las flechas punteadas existen por la hipótesis de inducción. Por lo
tanto, como Xα es un coĺımite, existe un morfismo Xα → E, dado por la
propiedad universal del coĺımite, que hace conmutar el diagrama. Concluimos
que Xα → E es un elemento de I -cof.

Lema 3.1.7. [2, Lema 2.1.11.] Sea λ un ordinal y X : λ→ C una λ-sucesión
tal que cada morfismo Xβ → Xβ+1 es un pushout de un morfismo de I o un
isomorfismo. Entonces, la composición transfinita de X es un complejo I-
celular relativo.

Demostración. Definimos la siguiente relación de equivalencia ∼ en λ: si
α ≤ β decimos que α ∼ β si para todo γ tal que α ≤ γ ≤ β el morfismo
Xγ → Xγ+1 es un isomorfismo. Entonces, cada clase de equivalencia [α] es
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un intervalo cerrado [α′, α′′] de λ. Además, si α ≤ β y α ∼ β entonces el
morfismo Xα → Xβ es un isomorfismo por ser composición de isomorfismos

Xα −→ Xα+1 −→ Xα+2 −→ · · · −→ Xβ

El conjunto de clases de equivalencia es un conjunto bien ordenado y, por
lo tanto, es isomorfo a un único cardinal µ. El funtor X : λ → C induce un
funtor Y : µ → C tal que Y[α′] = Xα′ . Luego, Y es una µ-sucesión tal que
cada morfismo Yβ → Yβ+1 es un pushout de morfismos en I. Entonces, la
composición transfinita de Y es un complejo I-celular relativo y, dado que la
composición transfinita de Y es isomorfa a la composición transfinita de X,
obtenemos que X está en I-cell.

Lema 3.1.8. [2, Lema 2.1.12.] Sea C una categoŕıa con todos los coĺımites
pequeños e I un conjunto de morfismos de C . Entonces I -cell es cerrado bajo
composiciones transfinitas.

Demostración. SeaX : λ→ C una λ-sucesión de complejos I-celulares relati-
vos, es decir cada morfismo Xβ → Xβ+1 está en I-cell. Entonces, Xβ → Xβ+1

es la composición transfinita de una γβ-sucesión Y : γβ → C de pushouts de
morfismos de I. Consideramos el conjunto S de todos los pares de ordinales
(β, γ) tal que β < λ y γ < γβ. Definimos un orden total en S mediante:

(β, γ) < (β′, γ′) si β < β′ o si β = β′ y γ < γ′

Con este orden, S resulta un conjunto bien ordenado y, por lo tanto, es
isomorfo a un único cardinal µ. Obtenemos un funtor Z : µ → C , que es
una µ-sucesión donde cada morfismo Zα → Zα+1 es un uno de los morfismos
Yγ → Yγ+1 o un isomorfismo:

Z(β,γ) Z(β,γ+1) Z(β,γ+2) · · · Zβ,γβ Z(β+1,γ′)

Yγ Yβ+1 Yγ+2 · · · Yγβ Xβ+1

Xβ+1

≃

Luego, dado que una composición de X también es una composición de Z,
por el lema anterior concluimos que una composición de X está en I-cell.

Lema 3.1.9. [2, Lema 2.1.13.] Sea C una categoŕıa con todos los coĺımites
pequeños e I un conjunto de morfismos de C . Entonces, cualquier pushout
de coproductos de morfismos de I está en I -cell.

Demostración. Sea K un conjunto y sean gk : Ck → Dk morfismos en I para
todo k ∈ K. Consideramos el siguiente diagrama de pushout:



3.1. EL ARGUMENTO DEL OBJETO PEQUEÑO 51

⊔Ck X

⊔Dk Y

⊔gk f

Queremos ver que f es un complejo I-celular relativo. Podemos asumir queK
es un ordinal λ ya que todo conjunto es isomorfo a un ordinal. Construimos
la siguiente λ-sucesión

X0 = X

Xβ+1 es el pushout Xβ ⊔Cβ
Dβ sobre gβ

si β es un ordinal ĺımite Xβ = colimα<βXα

La composición transfinita X → Xλ de esta λ-sucesión es isomorfa a f y, por
lo tanto, f está en I-cell.

Veremos ahora el resultado fundamental de esta sección.

Teorema 3.1.10 (El argumento del objeto pequeño). [2, Teorema 2.1.14.]
Sea C una categoŕıa con todos los coĺımites pequeños y sea I un conjunto
de morfismos en C tal que los dominios de los morfismos en I son pequeños
relativos a I-cell. Entonces existe una factorización funtorial (γ, δ) en C tal
que para todo morfismo f en C , el morfismo γ(f) está en I -cell y el morfismo
δ(f) está en I -iny.

X Ef Y

f

γ(f) δ(f)

Demostración. Tomamos un cardinal k tal que el dominio de cada morfismo
es k-pequeño relativo a I-cell y un ordinal k-filtrado α.

Sea f : X → Y un morfismo en C . Definimos E0 = X y p0 = f . Dados
Ei y pi, definimos Ei+1 y pi+1 de la siguiente forma:

Sea S el conjunto de cuadrados conmutativos de la forma

A Ei

B Y

g pi

donde g ∈ I. Para s ∈ S denotamos por gs : As → Bs al morfismo en I
correspondiente. Definimos Ei+1 como el pushout en el siguiente diagrama
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⊔s∈SAs Ei

⊔s∈SBs Ei+1

⊔s∈Sgs

Luego, definimos pi+1 como el morfismo inducido por pi aplicando la propie-
dad universal del pushout

⊔s∈SAs Ei

⊔s∈SBs Ei+1

Y

⊔s∈Sgs
pi

pi+1

Dado un ordinal ĺımite j, si tenemos definidos Ei y pi para todo i < j, defi-
nimos Ej = colimi<αEi y pj como el morfismo inducido por los pi aplicando
la propiedad universal del coĺımite.

Sea Ef = colimi<αEi, δ(f) : Ef → Y el morfismo inducido por los pi
aplicando la propiedad universal del coĺımite y γ(f) : X → Ef la composición
transfinita de los morfismos Ei → Ei+1. Obtenemos aśı que f = δ(f) ◦ γ(f).

Cada morfismo Ei → Ei+1 es un elemento de I−cell por ser pushout de un
coproducto. Luego, dado que I-cell es cerrado bajo composición transfinita
concluimos que γ(f) es un elemento de I−cell.

Finalmente, para probar que δ(f) es un elemento de I−iny, veremos que
tiene la RLP con respecto a I. Supongamos que tenemos el siguiente cuadrado
conmutativo

A Ef

B Y

h

g δ(f)

t

donde g es un morfismo en I. Como los dominios de los morfismos en I son
k-pequeños con respecto a I-cell, tenemos que h : A→ Ef se factoriza de la
siguiente forma
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A Ei

Ef

B Y

hi

g

h

δ(f)

t

Por construcción de Ei, este rectángulo conmutativo nos da el siguiente cua-
drado conmutativo

A Ei

B Ei+1

g

hi

ti+1

Con este morfismo ti+1, podemos construir el levantamiento que buscábamos

A Ef

Ei+1

B Y

h

g δ(f)

t

ti+1

Luego, δ(f) ∈ I−iny.
Notamos, además, que la descomposición es funtorial porque cada paso

en la demostración es funtorial.

Corolario 3.1.11. [2, Cororlario 2.1.15.] Sea I un conjunto de morfismos
en una categoŕıa C que tiene todos los coĺımites pequeños. Supongamos que
los dominios de I son pequeños relativo a I -cell. Entonces, dado un morfismo
f : A → B en I -cof, existe un morfismo g : A → C en I -cell tal que f es
un retracto de g por un morfismo que deja fijo A.

Demostración. Por el argumento del objeto pequeño tenemos una factoriza-
ción f = pg donde g ∈ I−cell y p ∈ I−iny. Como f ∈ I−cof, f tiene la LLP
con respecto a p. Entonces, por el argumento del retracto, f es un retracto
de g.

Proposición 3.1.12. [2, Proposición 2.1.16.] Sea I un conjunto de morfis-
mos en una categoŕıa C que tiene todos los coĺımites pequeños. Supongamos
que los dominios de I son pequeños relativo a I -cell y que A es un objeto que
es pequeño relativo a I -cell. Entonces A es pequeño relativo a I -cof.
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Demostración. Supongamos que A es k−pequeño relativo a I -cell. Sea λ
un ordinal k-filtrado y X : λ → C una λ-sucesión de morfismos en I -cof.
Por inducción transfinita, construiremos una λ-sucesión Y de complejos I-
celulares y dos transformaciones naturales i : X → Y y r : Y → Y tales que
ri = 1.

Definimos Y0 = X0 y r0 = i0 = 1. Si tenemos definidos Yβ, iβ y rβ,
aplicamos la factorización funtorial del argumento del objeto pequeño a la
composición

Yβ Xβ Xβ+1

rβ fβ

para obtener
gβ : Yβ → Yβ+1 y rβ+1 : Yβ+1 → Xβ+1

tales que gβ ∈ I−cell, rβ+1 ∈ I−iny y rβ+1gβ = fβrβ. Entonces, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

Xβ Yβ+1

Xβ+1 Xβ+1

fβ

qβiβ

rβ+1

Como fβ ∈ I−cof y rβ+1 ∈ I−iny, el diagrama admite un levantamiento
iβ+1 : Xβ+1 → Yβ+1. Si β es un ordinal ĺımite, definimos Yβ = colimα<β Yα,
iβ = colimα<β iα y rβ = colimα<β rα. Entonces, el morfismo

H : colimHomC (A,Xβ) → HomC (A, colimXβ)

es un retracto de colimHomC (A, Yβ) → HomC (A,HomYβ), que es un iso-
morfismo dado que A es k-pequeño relativo a I-cell. Por lo tanto H es un
isomorfismo y concluimos que A es k-pequeño con respecto a I-cof.

3.2. Teorema de reconocimiento

Definición 3.2.1. Sea C una categoŕıa modelo. Decimos que C es una ca-
tegoŕıa cofibrantemente generada si existen conjuntos de morfismos I y
J tales que:

1. Los dominios de los morfismos de I son pequeños relativo a I-cell

2. Los dominios de los morfismos de J son pequeños relativo a J-cell

3. La clase de fibraciones es J-iny
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4. La clase de fibraciones triviales es I-iny

En este caso, decimos que I es el conjunto de cofibraciones genera-
doras, que J es el conjunto de cofibraciones triviales generadoras y
denotaremos la categoŕıa modelo mediante (C , I, J).

Decimos que una categoŕıa modelo cofibrantemente generada es finita-
mente generada si podemos tomar I y J tales que lo dominios y codominios
de los morfismos de I y J sean finitios relativos a I-cell.

La siguiente proposición resume las propiedades básicas de las categoŕıas
modelo cofibrantemente generadas.

Proposición 3.2.2. [2, Proposición 2.1.18.] Sea C una categoŕıa modelo
cofibrantemente generada donde el conjunto de cofibraciones generadoras es
I y el conjunto de cofibraciones triviales generadoras es J . Entonces

1. Las cofibraciones forman la clase I-cof.

2. Toda cofibración es retracto de un complejo I-celular relativo.

3. Los dominios de I son pequeños relativo a las cofibraciones

4. Las cofibraciones triviales forman la clase J-cof

5. Toda cofibración trivial es retracto de un J-complejo celular relativo

6. Los dominios de J son pequeños relativo a las cofibraciones triviales

Si C es finitamente generada, entonces los dominios de I y J son finitos
relativo a las cofibraciones.

Demostración. Consecuencia del corolario 3.1.11 y de la proposición 3.1.12.

Como consecuencia obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.3. Sea (C , I, J) una categoŕıa modelo cofibrantemente gene-
rada. Entonces,

1. I-cof = LLP(RLP(I)), es decir, los morfismos de I -cof coinciden con
los morfismos que tienen la LLP con respecto a los morfismos que tie-
nen la RLP con respecto a los morfismos de I

2. J-cof = LLP(RLP(J)), es decir, los morfismos de J -cof coinciden con
los morfismos que tienen la LLP con respecto a los morfismos que tie-
nen la RLP con respecto a los morfismos de J
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Demostración. Vamos a probar la primera afirmación, la segunda se prueba
de forma análoga.

Por definición, tenemos que I ⊂ LLP(RLP(I)) y, como ya vimos, una
colección de morfismos dada por una propiedad de levantamiento es cerrada
bajo pushouts, composiciones transfinitas y retractos. Por lo tanto, obtene-
mos que I-cof ⊂ LLP(RLP(I)).

Para probar la otra inclusión, tomamos un morfismo f : X → Z en
LLP(RLP(I)). Por el argumento del objeto pequeño, tenemos una factoriza-
ción

X Y Z

f

f ′ f ′′

donde f ′ ∈ I-cof y f ′′ ∈ I-iny. Entonces f tiene la LLP con respecto a f ′′ lo
que implica la existencia de un levantamiento h en el siguiente diagrama

X Y

Z Z

f ′

f f ′′h

Luego, a través del siguiente diagrama, obtenemos que f es un retracto de f ′

X X X

Z Y Z

f f ′ f

h f ′′

y por lo tanto f ∈ I-cof.

Veremos, ahora, el teorema de reconocimiento que nos da las condiciones
necesarias y suficientes para que una categoŕıa admita estructura de categoŕıa
modelo cofibrantemente generada. Utilizaremos este resultado más adelan-
te para probar que la categoŕıa de espacios topológicos y la categoŕıa de
conjuntos simpliciales admiten estructura de categoŕıa modelo.

Teorema 3.2.4 (Teorema de reconocimiento). [2, Teorema 2.1.19.] Sea C
una categoŕıa completa y cocompleta. Sea W una subcategoŕıa de C e I y J
dos conjuntos de morfismos en C . Entonces son equivalentes:

1. Existe una estructura de categoŕıa modelo cofibrantemente generada
en C tal que I es el conjunto de cofibraciones generadoras, J es el
conjunto de cofibraciones triviales generadoras y W es la subcategoŕıa
de equivalencias débiles.
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2. Se verifican las siguientes condiciones:

a. la subcategoŕıa W verifica la propiedad 2-de-3 y es cerrada bajo
retractos

b. los dominios de los morfismos de I son pequeños relativo a I-cell

c. los dominios de los morfismos de J son pequeños relativo a J-cell

d. J-cell ⊆ W ∩ I-cof
e. I-iny ⊆ W ∩ J-iny
f. se cumple W ∩ I-cof ⊆ J-cof o W ∩ I-iny ⊆ J-iny

Demostración.
(1 =⇒ 2) Por definición de categoŕıa modelo, W satisface 2-de-3 y es cerrado
bajo retractos. Las otras condiciones son directas a partir de la definición de
categoŕıa modelo cofibrantemente generada.
(2 =⇒ 1) Veremos que las siguientes clases de morfismos determinan una
estructura de categoŕıa modelo cofibrantemente generada en C :

el conjunto de equivalencias débiles es W

el conjunto de fibraciones es F = J-iny

el conjunto de cofibraciones es K = I-cof

Tenemos, entonces, que las fibraciones y las cofibraciones están cerradas bajo
retractos.

Por otro lado, como J-cell ⊆ W ∩ I-cof, tenemos que todo morfismo
en J-cell es una cofibración trivial. Luego, como todo morfismo en J-cof es
retracto de un morfismo en J-cell, obtenemos que todo morfismo en J-cof es
una cofibración trivial. Además, como J-iny ⊆ W ∩ I-iny, tenemos que todo
morfismo en I-iny es una fibración trivial.

Dado f un morfismo en C , aplicando el argumento del objeto pequeño,
obtenemos las siguientes factorizaciones funtoriales:

f = β(f) ◦ α(f) donde β(f) ∈ I-iny, es decir β(f) es una fibración
trivial, y α(f) ∈ I-cell ⊂ I-cof, es decir α(f) es una cofibración.

f = δ(f) ◦ γ(f) donde δ(f) ∈ J-iny, es decir δ(f) es una fibración, y
γ(f) ∈ J-cell ⊂ J-cof, es decir γ(f) es una cofibración trivial.

Nos falta probar el axioma del levantamiento y para eso usaremos la
última condición. Comenzaremos viendo que, de hecho, los dos casos son
equivalentes.
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Afirmación: W ∩ I-cof ⊆ J-cof si y solamente si W ∩ I-iny ⊆ J-iny
(⇐=) Sea i ∈ W ∩ I-cof. Podemos factorizar i como i = j ◦ p con p ∈

J-cell ⊂ W ∩ I-cof y j ∈ J-iny. Por la propiedad 2-de-3 de W , tenemos
que j ∈ W y, por lo tanto, j ∈ W ∩ I-iny ⊆ J-iny. Entonces, el siguiente
diagrama admite un levantamiento

X Y

Z Z

i

p

jd

Luego, i resulta ser un retracto de p ∈ J-cell ⊂ J-cof mediante el siguiente
diagrama conmutativo

X X X

Z Y Z

i p i

d j

y por lo tanto i ∈ J-cof.
(=⇒) Sea j ∈ W ∩ J-iny. Podemos factorizar j como j = i ◦ p donde

i ∈ I-iny y p ∈ I-cell. Por el axioma 2-de-3 de W , obtenemos que p ∈ W .
Luego, p ∈ W ∩ I-cell ⊆ W ∩ I-cof ⊆ J-cof y, por lo tanto, p tiene la LLP
con respecto a i. Entonces, el siguiente diagrama conmutativo admite un
levantamiento d

X X

Z Y

p jd

i

Luego, obtenemos que j es un retracto de i mediante el siguiente diagrama
conmutativo

X Z X

Y Y Y

j

p

i

d

j

y por lo tanto j ∈ I-iny
Concluiremos la demostración del teorema probando:

a) toda cofibración trivial tiene la LLP con respecto a las fibraciones asu-
miendo que W ∩ I-cof ⊆ J-cof

b) toda cofibración tiene la LLP con respecto a las fibraciones triviales
asumiendo que W ∩ I-iny ⊆ J-iny
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Para a), notamos que W ∩ I-cof ⊆ J-cof = (J-iny)-proy y por lo tanto
toda cofibración trivial tiene la LLP con respecto a las fibraciones.

Por otro lado, b) es equivalente a que toda fibración trivial tenga la RLP
con respecto a toda cofibración yW∩I-iny ⊆ J-iny implica que toda fibración
trivial tiene la RLP con respecto a todo morfismo en I, en particular con
respecto a toda cofibración.

Con la siguiente proposición veremos que es más sencillo mostrar que una
adjunción es de Quillen cuando tenemos categoŕıa modelo cofibrantemente
generada.

Proposición 3.2.5. [2, Lema 2.1.20.] Sean C y D categoŕıas modelo. Su-
pongamos que C es una categoŕıa modelo cofibrantemente generada cuyo con-
junto de fibraciones generadoras es I y cuyo conjunto de cofibraciones gene-
radoras es J . Sea F : C ⇄ D : G una adjunción. Entonces, son equivalentes

1. (F,G) es una adjunción de Quillen

2. Para todo i ∈ I se tiene que F (i) es una cofibración y para todo j ∈ J
se tiene que F (j) es una cofibración trivial.

Demostración.
(1 =⇒ 2) Es directo de la definición de funtores de Quillen.
(2 =⇒ 1) Alcanza con ver que F es un funtor de Quillen a izquierda. Sea K
la clase de cofibraciones de D . Por el 3.1.3 tenemos que F (I-cof) ⊆ (FI)-cof.
Luego, como (FI) ⊆ K, tenemos que F (I-cof) ⊆ (FI)-cof ⊆ K-cof = K.
Luego, concluimos que F preserva cofibraciones. Análogamente, se ve que F
preserva cofibraciones triviales.

3.3. Estrutura modelo en Top

En esta sección definiremos una estructura modelo en la categoŕıa de
espacios topológicos Top de forma tal que su categoŕıa de homotoṕıa coincida
con la teoŕıa de homotoṕıa clásica en Top. Comenzaremos viendo algunas
propiedades de la categoŕıa Top.

La categoŕıa Top es completa y cocompleta pero, a diferencia de la ca-
tegoŕıa de conjuntos, no todo espacio topológico es pequeño. Para ver esto
consideramos un ordinal ĺımite λ y consideramos los siguientes espacios to-
pológicos

S = {a, b} el espacio de Sierpinski donde los abiertos son {a}, S y ∅.
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Y = λ ∪ {λ} con la topoloǵıa τY = {{λ ≥ β > α} : λ > α} ∪ {∅}

para cada α ∈ λ, sea Xα = Y ×{0, 1} /∼ donde {0, 1} tiene la topoloǵıa
discreta y (x, 0) ∼ (x, 1) si x < α

Entonces, los morfismos Xα −→ Xα+1 definen una λ-sucesión y tenemos

X = colim
α<λ

Xα = (Y × {0}) ∪ {(λ, 1)}

donde los abiertos de X son de la forma

U = {(β, 0) : λ ≥ β < α} ∪ {(λ, 1)}

Consideramos f : S −→ X definida mediante f(a) = (λ, 0) y f(b) = (λ, 1).
Tenemos que f no se puede factorizar de forma continua por ningún Xα

porque en estos espacios se puede separar (λ, 0) y (λ, 1).

Definición 3.3.1. Decimos que una función continua f : X → Y es una
inclusión si se verifica que U es abierto en X si y solamente si existe un
abierto V en Y tal que f−1(V ) = U .

Lema 3.3.2. [2, Lema 25.4.1.] Todo espacio topológico es pequeño con res-
pecto a las inclusiones.

Demostración. Sea X : λ → Top una λ-sucesión de inclusiones, es decir
cada Xα → Xα+1 es una inclusión. Entonces, por inducción transfinita, cada
función Xα → Xβ es una inclusión para β > α y por lo tanto

Xα → colimXα

es una inclusión. Luego, si se puede factorizar una función continua A →
colimXα a través de un morfismo de conjuntos A→ Xα, entonces este mor-
fismo resulta una función continua.

Como todo conjunto es pequeño, tenemos que esa factorización existe y
por lo tanto podemos concluir la prueba.

Definición 3.3.3. Decimos que una función continua f : X → Y es una
inclusión T1-cerrada si es una inclusión cerrada y si todo punto que no
está en Y \ f(X) es cerrado.

Proposición 3.3.4. [2, Proposición 2.4.2.] Los espacios topológicos compac-
tos son finitos relativo a las inclusiones T1-cerradas.
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Demostración. Sea λ un ordinal ĺımite y sea X : λ → Top una λ-sucesión
de inclusiones T1-cerradas. Entonces cada Xα → colimXα es una inclusión
T1-cerrada.

Sea A un espacio topológico compacto. Para probar la afirmación, alcanza
con ver que para todo f : A → colimXα tenemos que f(A) ⊂ f(Xα) para
algún α.

Supongamos que la imagen de f no está contenida en Xα para ningún
α < λ. Entonces, existe una sucesión de puntos S = {xn}∞n=1 en f(A) y
una sucesión de ordinales {αn}∞n=1 tales que xn ∈ Xαn \ Xαn−1 . Tomamos
α0 = 0 y sea µ = supnαn. Entonces, µ es un ordinal ĺımite y µ ≤ λ. La
intersección de S con cualquier Xαn es finita y con X0 es el conjunto vaćıo.
Por lo tanto, S∩Xαn es cerada en Xαn . Como Xµ es el coĺımite en Top de los
Xαn , tenemos que S tiene la topoloǵıa discreta como subespacio de Xµ. Dado
que Xµ → colimXα es una inclusión cerrada, S también tiene la topoloǵıa
discreta como subespacio del espacio compacto f(A) ⊂ colimXα, lo que es
absurdo y por lo tanto f(A) ⊂ Xα para algún Xα.

De aqúı en adelante consideramos la siguiente notación:

I := [0, 1] ↪→ R es el intervalo topológico estándar

Dn := {x ∈ R
n : |x| ≤ 1} ↪→ R

n es el n-disco topológico estándar

Sn−1 = ∂Dn := {x ∈ R
n : |x| = 1} ↪→ R

n es la n-esfera topológica
estándar

Tomamos además la convención D0 = {0}, S−1 = ∅ y S0 = ∗ ⊔ ∗.
Vamos a definir la estructura de modelo clásica en Top y probaremos que

es efectivamente una categoŕıa modelo. De hecho, probaremos que es una
categoŕıa modelo cofibrantemente generada usando el teorema de reconoci-
miento.

Comenzamos definiendo los siguientes conjuntos de morfismos:

ITop := {Sn−1 ↪→ Dn : n ≥ 0}

JTop := {Dn ↪→ Cyl(Dn) : x 7→ (x, 0), n ≥ 0}, donde el objeto cilindro
Cyl(Dn) es simplemente Dn × I

Definiremos, a continuación, las clases distinguidas de morfismos en Top
que determinarán la estructura de categoŕıa modelo.

Definición 3.3.5. Decimos que un morfismo f : X −→ Y en Top es
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una equivalencia débil si es una equivalencia débil de homotoṕıa,
es decir si πn(f, x) : πn(X, x) → πn(Y, f(x)) es un isomorfismo para
todo n ≥ 0 y todo x ∈ X. Denotaremos por WTop al conjunto de
equivalencias débiles.

una cofibración si f ∈ ITop -cof. Denotaremos por CTop al conjunto de
cofibraciones.

una fibración si f ∈ JTop -iny. Denotaremos por FTop al conjunto de
fibraciones.

Definición 3.3.6. Llamamos complejo celular relativo a los elementos
de I -cell.

Definición 3.3.7. Sea f : X → Y una función continua. Decimos que f es
una fibración de Serre si para todo cuadrado conmutativo de funciones
continuas

Dn × {0} X

Cyl(Dn) Y

(1Dn ,0) f

existe una función continua h : Cyl(Dn) → X que hace conmutar el diagra-
ma.

Notamos que la clase distinguida de fibraciones que definimos coincide
con las fibraciones de Serre.

Teorema 3.3.8. [2, Teorema 2.4.19.] (Top, CTop, FTop,WTop) es una cate-
goŕıa modelo cofibrantemente generada donde ITop es el conjunto de cofibra-
ciones generadoras y JTop es el conjunto de cofibraciones triviales generado-
ras.

Demostración. Demostraremos este teorema viendo que se verifican las hipóte-
sis del teorema de reconocimiento:

1. WTop satisface la propiedad 2-de-3 y es cerrado bajo retractos por el
lema 3.3.9

2. los dominios de los morfismos en ITop y JTop son pequeños con respecto
a ITop -cell y JTop -cell respectivamente por el lema 3.3.13

3. JTop -cell ⊆ (WTop ∩ ITop -cof) por el lema 3.3.16
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4. ITop -iny ⊆ (WTop ∩ JTop -iny) por el lema 3.3.18

5. (WTop ∩ JTop -iny) ⊆ ITop -iny por el lema 3.3.19

Lema 3.3.9. [2, Lema 2.4.4.] WTop satisface el axioma 2-de-3 y es cerrado
bajo retractos.

Demostración. Para probar que WTop satisface el axioma 2-de-3 tomamos
f : X → Y , g : Y → Z y h : X → Z tales que g ◦ f = h. Es claro que si
f, g ∈ WTop entonces h ∈ WTop y que si g, h ∈ WTop entonces f ∈ WTop. El
problema que puede surgir si f, h ∈ WTop y queremos probar que g ∈ WTop

es que podŕıa existir un punto y ∈ Y que no pertenece a la imagen de f . En
tal sentido, sea y ∈ Y que puede o no estar en la imagen de f . Como π0(f) es
un isomorfismo, existe x ∈ X y un camino α : I → Y de f(x) en y. Tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

πn(Y, y) πn(Z, g(y))

πn(Y, f(x)) πn(Z, g(f(x)))

donde la flecha vertical izquierda es la conjugación por el camino α y la
flecha vertical derecha es la conjugación por el camino g ◦ α. Luego, como
el morfismo de abajo es un isomorfismo dado que estamos en la imagen de
f , obtenemos que el morfismo de arriba también es un isomorfismo y, por lo
tanto, g ∈ WTop.

Consideremos, ahora, f : X → Y retracto de un morfismo w ∈ WTop.

X A X

Y B Y

f

idX

w∼

b

f

a

idY

Aplicando el funtor πi obtenemos el siguiente diagrama conmutativo
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πi(X) πi(A) πi(X)

πi(Y ) πi(B) πi(Y )

πi(f)

idπi(X)

πi(w)≃

πi(b)

πi(f)

πi(a)

idπi(Y )

Luego, una inversa de πi(f) es πi(b) ◦ πi(w)−1 ◦ πi(a) : πi(Y ) → πi(X) y, por
lo tanto, f ∈ WTop.

Proposición 3.3.10. [2, Lema 2.4.5.] Todo morfismo en ITop -cell es una
inclusión T1-cerrada.

Demostración. Como todo morfismo en ITop es una inclusión T1-cerrada, al-
canza con ver que las inclusiones T1-cerradas son cerradas por pushouts y
composiciones transfinitas.

Sea i una inclusión T1-cerrada y j un pushout de i

A Y

X X ∪A Y

i

f

j

g

Entonces, j es inyectivo por ser pushout de un morfismo inyectivo. Luego,
para mostrar que es una inclusión cerrada alcanza con ver que para todo
conjunto cerrado V en Y , su imagen j(V ) es cerrada enX∪AY . Por definición
de la topoloǵıa en el pushout, j(V ) es cerrado en X ∪A Y si y solamente si
g−1(j(V )) es cerrado en X. Como i es inyectiva, g−1(j(V )) = i(f−1(V )).
Luego, como i es una inclusión cerrada, tenemos que i(f−1(V )) es cerrado en
X. Por lo tanto, g−1(j(V )) es cerrado en X y tenemos que j es una inclusión
cerrada. Falta ver que si p ∈ (X ∪A Y ) \ j(Y ) entonces {p} es cerrado en
X ∪A Y . Tenemos que g−1(p) es un único punto x ∈ X \ i(A), entonces, dado
que i es una inclusión T1-cerrada, {x} es cerrado en X. Por lo tanto, {p} es
cerrado en X ∪A Y y concluimos que j es una inclusión T1-cerrada.

Sea X : λ→ Top una λ-sucesión de inclusiones T1-cerradas, es decir, cada
morfismo Xα → Xα+1 es una inclusión T1-cerrada. Probaremos por inducción
transfinita que la composición de la sucesión también es una inclusión T1-
cerrada. El caso de una composición finita es trivial. Sea α un ordinal ĺımite
y supongamos que X0 → Xβ es una inclusión T1-cerrada para todo β < α.
Denotamos por iβ a la composición X0 → Xβ y por iβ a la composición Xβ →
Xα. Veamos, entonces, que iα es una inclusión T1-cerrada. En primer lugar,
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tenemos que iα es inyectiva por ser composición transfinita de morfismos
inyectivos. Luego, veremos que iα es un homeomorfismo sobre su imagen,
probando que es un morfismo cerrado. Dado U ⊂ X0, por hipótesis inductiva,
iβ(U) es cerrado en Xβ para todo β < α. Dado que los morfismos de la λ-
sucesión son inyectivos tenemos que (iβ)

−1(iα(U)) = iβ(U). Entonces iα(U)
es cerrado en Xα ya que colimXα tiene la topoloǵıa final de los morfismos
iβ. Finalmente, veamos que para todo x ∈ Xα \ iα(X0) se tiene que {x}
es cerrado en Xα. Por inyectividad de los iβ tenemos que (iβ)−1({x}) es o
bien el conjunto vaćıo o bien un único punto en Xβ \ iβ(X0) y, por lo tanto,
(iβ)−1({x}) es cerrado en Xβ. Entonces, {x} es cerrado en Xα.

Observación 3.3.11. Vimos en la proposición 3.3.4 que los espacios topológi-
cos son finitos relativo a las inlcusiones T1-cerradas, entonces, dado que los
dominios de los morfismos en ITop son compactos, tenemos que son finitos
relativo a las inclusiones T1-cerradas. Luego, como todos los morfismos en
ITop-cell son inclusiones T1-cerradas, obtenemos que los dominios de los mor-
fismos en ITop son pequeños relativo a ITop-cell.

Proposición 3.3.12. [2, Corolario 2.4.6.] Todo morfismo en ITop -cof es una
inclusión T1-cerrada.

Demostración. Como sabemos que el dominio de cada morfismo en ITop es
pequeño relativo a ITop -cell, podemos aplicar el corolario del teorema del
objeto pequeño que nos dice que todo morfismo en ITop -cof es el retracto
de algún morfismo en ITop -cell. Luego, alcanza con ver que las inclusiones
T1-cerradas son cerradas bajo retractos.

Sea g una inclusión T1-cerrada y f un retracto de g

A X A

B Y B

f

t

idA

g

r

f

i

idB

h

Supongamos por absurdo que f no es inyectiva. Entonces, existen a1, a2 ∈
A tales que f(a1) = f(a2). Entonces

g(t(a1)) = i(f(a1)) = i(f(a2)) = g(t(a2))

Luego, dado que g es inyectiva, se debe cumplir que t(a1) = t(a2), lo que
contradice que r ◦ t sea la identidad.
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Para ver que f es una inclusión cerrada alcanza con ver que f(C) es
cerrado para todo C ⊆ A cerrado y se tiene que

f(C) = (i−1 ◦ g ◦ r−1)(C)

es cerrado ya que g es una inclusión cerrada.
Para terminar la prueba sea p ∈ B \ f(A) y veremos que {p} es cerrado.

Si i(p) = g(x) para algún x ∈ X, entonces

p = h(i(p)) = h(g(x)) = f(r(x)) = f(r(x))

lo que es absurdo. Luego, como g es una inclusión T1-cerrada, se tiene que i(p)
es cerrado y, por lo tanto, dado que i es inyectiva concluimos que p = i−1(i(p))
es cerrado.

Lema 3.3.13. Los dominios de los morfismos en ITop son pequeños relativo
a ITop -cell y los dominios de los morfismos en JTop son pequeños relativo a
JTop -cell.

Demostración. Ya vimos que la propiedad 3.3.10 y la proposición 3.3.4 im-
plican que los dominios de los morfismos en ITop son pequeños relativo a
ITop.

Además, dado que JTop -cell ⊆ JTop -cof ⊆ ITop -cof, por la proposición
3.3.12 tenemos que todos los morfismos en JTop -cell son inclusiones T1-
cerradas. Entonces, por la proposición 3.3.4, concluimos que los dominios
de morfismos en JTop son pequeños relativo a JTop − cell.

Proposición 3.3.14. [2, Lema 2.4.8.] Sea λ un ordinal y X : λ→ Top una
λ-sucesión de inclusiones T1-cerradas que también son equivalencias débi-
les. Entonces el morfismo X0 → colimXα es una equivalencia débil y una
inclusión T1-cerrada.

Demostración. Como las inclusiones T1-cerradas son cerradas bajo composi-
ción transfinita tenemos que X0 → colimXα es una inclusión T1-cerrada.

Veremos que iα : X0 → colimXα es una equivalencia débil por inducción
transfinita en α. La afirmación se verifica para α = 0. Consideramos, enton-
ces, un ordinal ĺımite β y supongamos que iα es una equivalencia débil para
todo α < β. Fijamos un punto base x ∈ X0 y queremos probar que πn(iβ, x)
es un isomorfismo.

Comencemos viendo que es sobreyectivo. Consideramos [f ] ∈ πn(Xβ, iβ(x))
la clase de equivalencia de un morfismo f : (Sn, ∗) → (Xβ, x). Como Sn es
compacto, es pequeño relativo a inclusiones T1-cerradas. Entonces, f se fac-
toriza a través de un morfismo g : (Sn, ∗) → Xα para algún α < β. Es
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decir
[
iβ ◦ g

]
= [f ]. Luego, como iα es una equivalencia débil, [g] tiene una

preimagen por πn(iα, x). Concluimos entonces que πn(iβ, x) es sobreyectivo.
Veamos ahora que πn(iβ, x) es inyectivo. Para ello consideramos dos mor-

fismos f, g : (Sn, ∗) → (X0, x) tales que [iβ(f)] = [iβ(g)]. SeaH : Sn×I → Xβ

una homotoṕıa entre iβ(f) y iβ(g) que preserva el punto base. Como Sn × I
es compacto, H se factoriza a través de un morfismo H ′ : Sn× I → Xα para
algún α < β. Entonces, H ′ es una homotoṕıa entre iα(f) y iα(g) que preserva
el punto base. Es decir, [iα(f)] = [iα(g)] en πn(Xα, x). Luego, como iα es una
equivalencia débil concluimos que [f ] = [g] en πn(X0, x).

Proposición 3.3.15. [2, pág. 53] La clase de inclusiones de retractos por
deformación es cerrada bajo pushouts.

Demostración. Sea i una inclusión de un retracto por deformación y supon-
gamos que tenemos un diagrama de pushout

A Y

X X ∪A Y

f

i j

g

Dado que I es localmente compacto, el funtor −× I : Top → Top es adjunto
a izquierda del funtor Hom(I,−) : Top → Top. Por lo tanto, el funtor −× I
conmuta con coĺımites y obtenemos el siguiente diagrama de pushout

A× I Y × I

X × I (X ∪A Y )× I

f×1I

i×1I j×1I

g×1I

Sea K : X × I → X la homotoṕıa con respecto a la cual i es la inclusión de
un retracto por deformación. La propiedad universal del pushout induce el
morfismo H en el siguiente diagrama

A× I Y × I

X × I (X ∪A Y )× I

X X ∪A Y

(y,t)7→j(y)

K
H

g

Veamos que H es una retracción por deformación y que j es la inclusión
correspondiente:
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por construcción se tiene que H(y, t) = j(y) para todo y ∈ Y

se tiene que H(p, 0) = p para todo p ∈ X ∪A Y . Si p ∈ Im(j) esto es
claro. Si no, p = g(x) para algún x ∈ X y entonces

H(p, 0) = H(g(x), 0) = g(K(x, 0)) = g(x) = p

se tiene que H(p, 1) ∈ j(Y ) para todo p ∈ X ∪A Y . Si p ∈ Im(j) esto
es claro. Si no, p = g(x) para algún x ∈ X y entonces

H(g(x), 1) = g(K(x, 1)) ∈ j(Y )

Lema 3.3.16. [2, Proposición 2.4.9.] Todo morfismo en JTop -cof es una
cofibración trivial.

Demostración. Ya sabemos que JTop -cof ⊆ ITop -cof y, por lo tanto, todos
los morfismos de JTop -cof son cofibraciones. Falta ver que todo morfismo
de JTop -cof es una equivalencia débil. Dado que los morfismos de JTop -cof
son inclusiones de retractos por deformación, por la proposición 3.3.15, te-
nemos que pushouts de morfismos en JTop -cof son inclusiones de retractos
por deformación y, por lo tanto, son equivalencias débiles. Además, como las
inclusiones T1-cerradas son cerradas bajo pushouts, se tiene que pushouts de
morfismos en JTop -cof son inclusiones T1-cerradas. Luego, por la proposición
3.3.14, composiciones transfinitas de pushouts de morfismos en JTop -cof son
equivalencias débiles. Es decir, JTop -cell ⊆ WTop. Luego, como las equivalen-
cias débiles son cerradas bajo retractos, por el corolario del argumento del
objeto pequeño, conluimos que JTop -cof ⊆ WTop.

En particular, obtenemos que JTop -cell ⊆ (WTop ∩ ITop -cof). Veremos, a
continuación, que ITop -cof ⊆ (WTop ∩ JTop -iny).

Proposición 3.3.17. [2, pág. 54] El morfismo ∗ → Sn es un elemento de
ITop -cof

Demostración. Dado i : A → B un elemento de ITop -iny, queremos ver que
∗ → Sn tiene la LLP con respecto a i. Se tiene que el morfismo ∗ → Sn es el
pushout de la inclusión Sn−1 ↪→ Dn. Luego, como Sn−1 ↪→ Dn está en ITop e
i está en ITop -iny, tenemos que i tiene la RLP con respecto a Sn−1 → Dn lo
que induce el levantamiento Dn → A en el siguiente diagrama
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Sn−1 ∗ A

Dn Sn B

i

Luego, por la propiedad universal del pushout obtenemos el levantamiento
Sn → B que buscábamos.

Lema 3.3.18. [2, Proposición 2.4.10.] Todo morfismo en ITop -iny es una
fibración trivial.

Demostración. Dado que JTop -cof ⊆ ITop -cof, tenemos que ITop -iny ⊆ JTop−
iny y, por lo tanto, todo morfismo de ITop -iny es una fibración. Falta ver que
ITop -iny ⊆ WTop. Sean p : X → Y en ITop -iny y x0 ∈ X. Queremos ver que

πn(p, x0) : πn(X, x0) → πn(Y, p(x0))

es un isomorfismo para todo n.
Para ver que πn(p, x0) es sobreyectivo, mostraremos que dado f : (Sn, ∗) →

(Y, p(x0)) existe g : (Sn, ∗) → (X, x0) tal que f = p ◦ g. Como p ∈ ITop -iny
y ∗ → Sn está en ITop por la proposición 3.3.15, el diagrama

∗ X

Sn Y

p

f

admite un levantamiento Sn → X que es el morfismo g buscado.
Para ver que πn(p, x0) es inyectivo consideremos f, g : (Sn, ∗) → (X, x0)

tales que [p ◦ f ] = [p ◦ g] en πn(Y, p(x0)). Entonces, existe una homotoṕıa
H : Sn× I → Y entre p◦f y p◦g. Los morfismos f y g inducen un morfismo
(f, g) : Sn ∨ Sn → X donde Sn ∨ Sn se obtiene de Sn ⊔ Sn identificando los
puntos base. Por otro lado, H induce un morfismo H̄ : Sn ∧ I+ → Y donde
Sn ∧ I+ = (Sn× I)/(∗×I). Tenemos que la inclusión Sn ∨Sn ↪→ Sn ∧ I+ es un
CW -complejo relativo donde Sn ∧ I+ se obtiene pegándole un n+ 1-disco a
Sn ∨ Sn y, por lo tanto, está en ITop -cof. Luego, el diagrama

Sn ∨ Sn X

Sn ∧ I+ Y

(f,g)

p

H̄

admite un levantamiento que constituye una homotoṕıa entre f y g.

Resta ver que WTop ∩ JTop -iny ⊆ ITop -iny, es decir, que toda fibración
trivial es un elemento de ITop -iny.
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Lema 3.3.19. [2, Teorema 2.4.12.] Toda fibración de Serre trivial está en
ITop -iny.

Demostración. Sea f : X → Y un morfismo en WTop ∩ JTop -iny. Entonces,
f induce isomorfismos πn(X) → πn(Y ) para todo n ≥ 0. En particular, para
n = 0, tenemos un isomorfismo entre las componentes arcoconoexas de X
y de Y . Dado que π0(f) es sobreyectiva, el siguiente diagrama admite un
levantamiento

S−1 = ∅ X

D0 = ∗ Y

y, dado que π0(f) es inyectiva, el siguiente diagrama admite un levantamiento

S0 X

D1 = I Y

Luego, falta ver que si n ≥ 2 entonces el siguiente diagrama admite un
levantamiento

Sn−1 X

Dn Y

α

β

Tomamos un punto base en Sn−1 y sea x su imagen en X e y su imagen en Y .
Por el diagrama, se tiene que f∗([α]) = 0 en πn−1(Y, y). Entonces, dado que
f es una equivalencia débil, [α] = 0 en πn−1(X, x). Luego, existe un morfismo
β′ tal que el siguiente diagrama conmuta

Sn−1 X

Dn

α

β′

Falta ver que el diagrama

X

Dn Y

f
β′

β

también conmuta. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo
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Sn−1 Dn

Dn Y

f◦β′

β

Entonces, por la propiedad universal del pushout, exite un único morfismo
φ : Sn → Y . El morfismo φ representa un elemento del n−ésimo grupo
de homotoṕıa de Y , es decir [φ] ∈ πn(Y, y). Como f es una equivalencia
débil, existe [p] ∈ πn(X, x) tal que f∗([p]) = [φ]. Obtenemos, entonces, que
el siguiente diagrama conmuta a menos de homotoṕıa

X

Sn Y

f
p

φ

Podemos escoger p como un morfismo p′ : Dn → X. Sea (f ◦ p′, β) : Sn → Y
el morfismo que se obtiene aplicando la propiedad universal del pushout al
siguiente diagrama

Sn−1 Dn

Dn Sn

Y

β

f◦p′

Tenemos entonces que

[(f ◦ p′, β)] = [(f ◦ p′, f ◦ β′)] + [(f ◦ β′, β)]

= f∗([(p
′, β′)]) + [(f ◦ β′, β)]

= f∗([p]) + [(f ◦ β′, β)]

= [φ] + [(f ◦ β′, β)]

= [(β, f ◦ β′)] + [(f ◦ β′, β)]

= 0

Obtenemos aśı, que existe una homotoṕıa Φ de f ◦ β′ en β que deja fijo el
borde del n−disco. Por lo tanto, podemos extenderla a un morfismo

Sn−1 ⊔Sn−1×I D
n × I Y

(f◦α,Φ)

Luego, alcanza con encontrar un levantamiento del diagrama
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Dn X

Sn−1 ⊔Sn−1×I D
n × I Y

p′

f

(f◦α,Φ)

Pero, dado que Sn−1⊔Sn−1×I D
n× I es isomorfo a Dn× I y que f ∈ JTop -iny

obtenemos que el levantamiento buscado existe.

Concluiremos esta sección viendo que, con la estructura de categoŕıa mo-
delo descrita, todo espacio topológico es un objeto fibrante de Top.

Proposición 3.3.20. [2, Corolario 2.4.14.] En (Top, CTop, FTop,WTop) todo
objeto es fibrante.

Demostración. Sea Y un espacio topológico. Dado que todo morfismo en JTop
es la inclusión de un retracto, resulta que el morfismo Y → ∗ tiene la RLP
con respecto a JTop y, por lo tanto, Y → ∗ es una fibración.

3.4. Estructura modelo en sSet

3.4.1. La categoŕıa sSet de conjuntos simpliciales

En esta sección definiremos la categoŕıa de conjuntos simpliciales sSet y
veremos algunas de sus propiedades.

Definición 3.4.1. Definimos la categoŕıa simplicial ∆ de la siguiente
manera:

los objetos son los conjuntos ordenados [n] = {0, 1, · · · , n} con n ∈ N

Obj(∆) = {[n] : n ∈ N}

los morfismos son las funciones monótonas crecientes

∆([n], [m]) = Hom∆([n], [m]) = {f : [n] → [m] : f(i) ≤ f(j) si i ≤ j}

Definiremos, ahora, morfismos particulares en la categoŕıa ∆.

Definición 3.4.2. Los morfismos cocara son los endomorfismos de la cate-
goŕıa ∆ definidos mediante

din : [n] −→ [n+ 1] con n ∈ N, n ̸= 0, i ∈ {0, · · · , n}

din(m) =

{
m si m < i

m+ 1 si m ≥ i
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Es decir, din({0, · · · , n}) = {0, · · · , î, · · · , n+ 1} donde î significa que omiti-
mos i en {0, · · · , n + 1}. Los morfismos codegeneración son los endomor-
fismos de ∆ definidos mediante

sjn : [n+ 1] −→ [n] con n ∈ N, j ∈ {0, · · · , n}

sjn(m) =

{
m si m ≤ j

m− 1 si m > j

Es decir, sjn({0, · · · , n+ 1} = {0, · · · , j, j, · · · , n}.

Veremos ahora que cualquier morfismo en la categoŕıa ∆ es la composición
de morfismos cocara y morfismos de codegeneración, lo que resulta muy útil
para describir un conjunto simplicial.

Lema 3.4.3. [4, pág. 177] En ∆, cualquier morfismo f : {0, · · · , n} →
{0, · · ·n′} tiene una única representación de la forma

f = dik · · · di1sj1 · · · sjh (1)

donde los enteros no negativos satisfacen n + k − h = n′ y además los su-
práındices satisfacen

n′ ≥ ik > · · · > i1 ≥ 0 0 ≤ ji < · · · < jh ≤ n

Demostración. Una función monótona creciente f queda completamente de-
terminada por su imagen en {0, · · · , n′} y por los elementos j ∈ {0, · · · , n−1}
donde la función no crece, es decir los j tales que f(j) = f(j + 1).

Luego, sean i1, · · · , ik en orden creciente los elementos de {0, · · · , n′} que
no están en la imagen de f y sean j1, · · · , jh los elementos de {0, · · · , n}
donde f no crece.

Tenemos entonces que f = dik · · · di1sj1 · · · sjh .

Lema 3.4.4. [4, pág. 177] Las caras y degeneraciones satisfacen las siguien-
tes relaciones llamadas identidades cosimpliciales:

didj = dj−1di si i ≤ j,

sjsi = sisj+1 si i ≤ j,

sjdi = didj−1 si i < j, (2)

sjdi = 1 si i = j, j + 1,

sjdi = di−1sj si i > j + 1

Demostración. Estas relaciones se verifican directamente a partir de la defi-
nición de di y de si.

Por ejemplo, para la primera, como i ≤ j, tenemos que



74CAPÍTULO 3. CATEGORÍASMODELO COFIBRANTEMENTEGENERADAS

didj([n]) = di({0, · · · , i︸︷︷︸
lugar i

, · · · , ĵ, · · · , n}) = {0, · · · , î, · · · , ĵ, · · · , n}

dj−1di([n]) = dj−1({0, · · · , î, · · · , j︸︷︷︸
lugar j-1

, · · · , n}) = {0, · · · , î, · · · , ĵ, · · · , n}

Proposición 3.4.5. [4, pág. 178] Los morfismos de la categoŕıa ∆ son todas
las composiciones de todos los morfismos di y sj sujetas a las identidades
simpliciales.

Demostración. Por el lema 3.4.3, tenemos que todo morfismo en ∆ es una
composición de morfismos cocara y codegeneración. Además, las relaciones
del lema 3.4.4 nos permiten escribir cualquier composición de morfismos co-
cara y codegeneración en la forma (1).

Definición 3.4.6. Un conjunto simplicial es un funtor contravariante X :
∆ −→ Set o, equivalentemente, un funtor covariante X : ∆op −→ Set. La
categoŕıa sSet de conjuntos simpliciales está definida mediante:

los objetos son los funtores covariantes de ∆op en Set

los morfismos son las transformaciones naturales

Definición 3.4.7. Dado un conjunto simplicial X•, denotamos por X[n] a
Xn = X({0, · · · , n}) y decimos que Xn es el conjunto de n-śımplices de
X•.

Definición 3.4.8. Definimos el n-śımplice estándar ∆n en sSet como el
funtor contravariante ∆n = ∆(−, [n]) : ∆ → Set que manda un morfismo
f : [m] → [m′] en ∆ en un morfismo g dado por g(σ′(i)) = σ(f(i)) donde
σ ∈ ∆([m′], [n]) y σ′ ∈ ∆([m], [n]).

Observación 3.4.9. Aplicando el lema de Yoneda, tenemos que si K : ∆op →
Set es un funtor covariante entonces

Nat(Hom∆op([n],−), K) = HomsSet(Hom∆(−, [n], K)

= HomsSet(∆
n, K)

Luego, para todo conjunto simplicial X•, se cumple que

HomsSet(∆
n, X•) ∼= Xn
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Veremos, ahora, una descripción más concreta de los conjuntos simplicia-
les a partir de algunos morfismos particulares.

Sea di el morfismo correspondiente a di en la categoŕıa ∆op, y si el mor-
fismo correspondiente a si. Llamamos morfismo cara a di y morfismo dege-
neración a si.

Como (−)op es un funtor contravariante, las identidades cosimpliciales
inducen las siguientes relaciones:

djdi = didj−1 si i ≤ j,

sisj = sj+1si si i ≤ j,

disj = sj−1di si i < j, (3)

disj = 1 si i = j, j + 1,

disj = sjdi−1 si i > j + 1

Análogamente a la proposición 3.4.5, tenemos que todos los morfismos
de ∆op están generados por composiciones de morfismos cara y degeneración
sujetos a las relaciones (3).

Esto nos permite dar una definición más concreta de conjunto simplicial:
para dar un conjunto simplicial alcanza con definir conjuntos de n-śımplices,
morfismos cara y morfismos degeneración.

Si X es un conjunto simplicial, notaremos por di a X(di) y por sj a X(sj).

Proposición 3.4.10. [4, pág. 179] Un conjunto simplicial X es una colección
de conjuntos Xn para cada n ≥ 0 junto con funciones di : Xn → Xn−1 y
si : Xn → Xn+1, para todo 0 ≤ i ≤ n y para todo n, que satisfacen las
siguientes relaciones:

djdi = didj−1 si i ≤ j, (4)

sisj = sj+1si si i ≤ j, (5)

disj = sj−1di si i < j, (6)

disj = 1 si i = j, j + 1, (7)

disj = sjdi−1 si i > j + 1 (8)

Proposición 3.4.11. [2, pág. 74] Un morfismo simplicial f : X• → Y• es
equivalente a una sucesión de morfismos fn : Xn → Yn que conmutan con los
morfismos cara y degeneración.

Demostración. Por definición, si f : X → Y es una transformación natural
entre conjuntos simpliciales, tenemos que existen morfismos fn y fn−1 tales
que el siguiente diagrama conmuta
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Xn Xn−1

Yn Yn−1

di

fn fn−1

di

lo que implica que fn−1di = difn.
Análogamente, existen morfismos fn+1 y fn tales que el siguiente diagrama

conmuta

Xn Xn+1

Yn Yn+1

sj

fn fn+1

sj

lo que implica que fn+1sj = sjfn

Observación 3.4.12. La categoŕıa sSet es completa y cocompleta ya que los
ĺımites y coĺımites se pueden construir por nivel y la categoŕıa Set es bicom-
pleta.

Definición 3.4.13. Sea X• un conjunto simplicial y X un śımplice de X•.
Una cara de X es cualquier imágen de X bajo iteraciones de morfismos
cara. Una degeneración de X es cualquier imagen de X bajo iteraciones de
morfismos degeneración.

Definición 3.4.14. Decimos que un conjunto simplicial Y• es un subcon-
junto simplicial de un conjunto simplicial X• si existe un monomorfismo
Y• → X•, es decir si Yn ⊆ Xn para todo [n] ∈ ∆ y si

X•f
∣∣
Yn

= Y•f

para todo f : [m] → [n]. Dado un subconjunto S ⊂ Xn para algún n, el
conjunto simplicial generado por S es el menor subconjunto simplicial de
X que contiene a S.

A continuación, veremos tres tipos importantes de subconjuntos del con-
junto simplicial ∆n.

Definición 3.4.15. La i-ésima cara ∂i∆
n de ∆n es el conjunto simplicial

generado por di. Es decir,

∂i∆
n ∼= ∆n−1 di−→ ∆n

Definición 3.4.16. La n-esfera simplicial ∂∆n es el subconjunto simpli-
cial de ∆n dado por la unión de las caras ∂0∆

n, . . . , ∂n∆
n. Es decir, es el

subconjunto simplicial generado por {d0, . . . , dn}.
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Gráficamente, podemos pensar ∂∆n de la siguiente forma

Definición 3.4.17. El cuerno simplicial Λnk es la unión de todas las caras
de ∆n menos la k-ésima cara. Es decir, es el subconjunto simplicial de ∆n

generado por el conjunto {d0, · · · , dk−1, dk+1, · · · , dn}.

Gráficamente, podemos pensar el cuerno Λnk de la siguiente forma

3.4.2. La realización geométrica y el funtor singular

En esta sección, estudiaremos el funtor realización geométrica y el funtor
singular. Ambos serán fundamentales tanto para establecer la estructura de
categoŕıa modelo en los conjuntos simpliciales como para probar que existe
una equivalencia de Quillen entre la estructura modelo en Top y la estructura
modelo que definiremos en sSet.

Definición 3.4.18. La realización geométrica de un conjunto simplicial
X• ∈ sSet es el coend

|X•| =
∫ [n]∈∆

∆n ×Xn

donde ∆n ×Xn es el coproducto ⊔Xn∆
n. Es decir, |X•| es el coigualador

⊔[n]→[m]∈∆∆
n ×Xm ⇒ ⊔n∆n ×Xn −→ |X•|

donde las dos flechas paralelas están dadas por los morfismos

∆n ×Xm −→ ∆n ×Xn
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y
∆n ×Xm −→ ∆m ×Xm

inducidos por la función [n] −→ [m].
La realización geométrica define un funtor

| − | : sSet −→ Top

X• 7−→ |X•| =
∫ [n]∈∆

∆n ×Xn

Definición 3.4.19. El funtor singular está dado por

Sing : Top −→ sSet

X 7−→ Sing(X)

donde Sing(X)n := HomTop(|∆n|, X)

Lema 3.4.20. [2, pág. 76] El funtor realización geométrica y el funtor sin-
gular determinan una adjunción

| − | : sSet Top⊥ : Sing

Demostración. Sean K ∈ sSet y X ∈ Top. La biyección

φK,X : HomTop(|K|, X) −→ HomsSet(K, Sing(X))

está dada por la siguiente composición

HomsSet(K, Sing(X)) ∼=
∫ [n]∈∆

HomSet(Kn, Sing(X)n)

=

∫ [n]∈∆
HomSet(Kn,HomTop(∆

n, X))

∼=
∫ [n]∈∆

HomTop(Kn ×∆n, X)

∼= HomTop(

∫ [n]∈∆
Kn ×∆n, X)

= HomTop(|K|, X)

Donde, el primer isomorfismo se debe a que si F,G : C → D son dos
funtores, entonces el conjunto de transformaciones naturales de F en G es∫ c∈C

HomC (F (c), G(c)). El segundo isomorfismo, lo obtenemos asociándole a
cada f ∈ HomSet(Kn,HomTop(∆

n, X)) el elemento g ∈ HomTop(Kn×∆n, X)
dado por g(k, x) = f(k)(x). Finalmente, el tercer isomorfismo se debe a que
un coend es un coĺımite.
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3.4.3. Estructura modelo en sSet

Para definir la estructura modelo en la categoŕıa sSet comenzamos con-
siderando las siguientes clases de morfismos:

IsSet = {∂∆n → ∆n tal que n ≥ 0}

JsSet = {Λnk → ∆n tal que n ≥ 0}

Definición 3.4.21 (Estructura modelo en sSet). Sea f un morfismo es sSet.
Decimos que f es:

1. una equivalencia débil si y solamente si |f | es una equivalencia débil en
Top. Denotamos por WsSet al conjunto de equivalencias débiles.

2. una fibración si y solamente si f ∈ JsSet -iny. Denotamos por FsSet al
conjunto de fibraciones.

3. una cofibración si y solamente si f ∈ IsSet -cof. Denotamos por CsSet al
conjunto de cofibraciones.

Definición 3.4.22. Los morfismos de JsSet -iny se llaman fibraciones de
Kan y los morfismos de IsSet -cof se llaman extensiones anódinas

Veremos, utilizando el teorema de reconocimiento que sSet resulta ser una
categoŕıa modelo con las clases distinguidas de morfismos que acabamos de
definir.

Teorema 3.4.23. [2, Teorema 3.6.5.] (sSet, CsSet, FsSet,WsSet) es una cate-
goŕıa modelo cofibrantemente generada donde IsSet es el conjunto de cofibra-
ciones generadoras y JsSet es el conjunto de cofibraciones triviales generado-
ras.

Demostración. Verificaremos las hipótesis del teorema de reconocimiento:

1. WsSet verifica la propiedad 2-de-3 y es cerrado bajo retractos por el
lema 3.4.24.

2. los dominios de los morfismos en IsSet y JsSet son pequeños relativo a
IsSet -cell y JsSet -cell respectivamente por el lema 3.4.25.

3. JsSet -cell ⊆ (IsSet -cof ∩WsSet) por el lema 3.4.27

4. IsSet -iny ⊆ (JsSet -iny∩WsSet) por el lema 3.4.34

5. (JsSet -iny∩WsSet) ⊆ IsSet -iny por el lema 3.4.35
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Lema 3.4.24. WsSet satisface la propiedad 2-de-3 y es cerrado bajo retractos.

Demostración. Si f ∈ WsSet entonces |f | ∈ WTop. Como | − | es un funtor y
WTop satisface la propiedad 2-de-3 y es cerrado bajo retractos, tenemos que
WsSet también.

Lema 3.4.25. [2, Lema 3.1.1.] Todo conjunto simplicial es pequeño. En
particular, los dominios de los morfismos en IsSet y JsSet son pequeños relativo
a IsSet -cell y JsSet -cell respectivamente.

Demostración. Nos referimos al lema 3.1.1. de [2].

Ahora probaremos que JsSet -cell ⊆ (IsSet -cof ∩WsSet). Para ello, veremos
primero una caracterización de las cofibraciones en sSet.

Proposición 3.4.26. [2, Proposición 3.2.2.] Sea f un morfismo en sSet.
Entonces, f es un elemento de IsSet -cof si y solamente si f es inyectivo. En
particular, todo conjunto simplicial es cofibrante. Además, toda cofibración
es un complejo I-celular relativo.

Demostración.
(⇒) Los morfismos de IsSet son inyectivos. Luego, como las inyecciones son
cerradas bajo pushouts, composiciones transfinitas y retractos, todo elemento
de IsSet -cell es inyectivo y por lo tanto todo morfismo en IsSet -cof es inyectivo.
(⇐) Sea f : K → L un morfismo inyectivo en sSet. Veremos que podemos
escribir f como una composición transfinita de pushouts y coproductos de
morfismos en IsSet. Tomamos X0 = K y f0 = f : X0 → L. Sea S0 el conjunto
de 0-śımplices de L que no están en la imagen de f0. Cada elemento s ∈ S0

se corresponde con un morfismo ∆0 → L. Obtenemos X1 y f1 a través del
siguiente pushout:

∅ = ⊔s∈S0∂∆
0 X0

⊔s∈S0∆
0 X1

L

f0

a

f1

donde a es el coproducto de las restricciones de ∆0 → L al borde. Como a y
f0 son inyectivas y sus imágenes son disjuntas, obtenemos que f1 es inyectivo.
Además, por construcción, f1 resulta sobreyectiva en los 0-śımplices.
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Supongamos que tenemos construidos los śımplices Xk y los morfismos
fk : Xk → L para k ≤ n y que cada fk es inyectiva y sobreyectiva sobre los
śımplices de dimensión menor a k. Construimos fn+1 de forma similar a la
que costruimos f1. Sea Sn el conjunto de n-śımplices en L que no están en
la imagen de fn. Notamos que todo elemento s ∈ Sn es no degenerado (ya
hemos tratado los śımplices degenerados en los casos de menor dimensión) y
corresponde a un morfismo ∆n → L. Luego, obtenemos Xn+1 y fn+1 a través
del siguiente pushout:

⊔s∈Sn∂∆
n Xn

⊔s∈Sn∆
n Xn+1

L

fn

b

fn+1

donde b es el coproducto de las restricciones de ∆n → L al borde. Por
construcción, fn+1 es inyectiva y sobreyectiva sobre los n-śımplices y, por lo
tanto, sobre todos los śımplices de dimensión menor o igual a n. Luego, f es
la composición de la sucesión fn y, por lo tanto, es un elemento de IsSet -cell.
En particular, f es un elemento de IsSet -cof.

Lema 3.4.27. [2, Proposición 3.2.3.] Toda extensión anódina es una cofi-
bración trivial.

Demostración. Todo morfismo en JsSet es inyectivo. Entonces por la propo-
sición anterior, tenemos que JsSet ⊆ IsSet -cof. Luego, JsSet -cof ⊂ IsSet -cof.
Falta ver que todo morfismo en JsSet -cof es una equivalencia débil. Para ello,
veremos que la realización geométrica de todo morfismo en JsSet -cof es una
equivalencia débil en Top. Sea f ∈ JsSet, entonces f es una inclusión de la
forma Λnr ↪→ ∆n. Notamos que |∆n| ∼= Dn ∼= Dn−1 × I y podemos tomar
estos homeomorfismos de forma que manden |Λnr | en Dn−1 × {0}. Entones,
considerando el diagrama

|Λnr | Dn−1 ∗

|∆n| Dn−1 × I ∗

|f |

∼=

∈JTop -iny

∼=

tenemos que |f | ∈ JTop -cof. Luego,

|JsSet| ⊆ JTop -cof
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y por lo tanto

|JsSet -cof | ⊆ |JsSet| -cof ⊆ JTop -cof

Tenemos, entonces, que la realización geométrica de cualquier morfismo en
JsSet -cof es una equivalencia débil en Top. Luego, todo elemento de JsSet -cof
es una equivalencia débil en sSet.

Ahora veremos que IsSet -iny ⊆ (WsSet∩JsSet -iny). Para ello, tenemos que
ver que la realización geométrica preserva los ĺımites finitos.

Proposición 3.4.28. [2, pág. 78] Sea i : L → K un morfismo inyectivo en
sSet. Entonces, |i| ∈ ITop -cell. En particular, es una inclusión T1 cerrada.

Demostración. Como i es un morfismo inyectivo, por la proposición 3.4.26 te-
nemos que i ∈ IsSet -cell. Por lo tanto, i es composición transfinita de pushouts
de morfismos en IsSet. Como la realización geométrica es adjunto a izquierda,
preserva coĺımites y por lo tanto |i| es composición transfinita de pushouts
de morfismos en el conjunto {|j| : j ∈ IsSet}. Sea jn la inclusión ∂∆n ↪→ ∆n,
entonces podemos ver |jn| como la inclusión Sn−1 ↪→ Dn y, por lo tanto,
|i| ∈ ITop -cell.

Observación 3.4.29. En particular, si tomamaos L = ∅, la proposición an-
terior muestra que |K| es un CW-complejo. Luego, podemos considerar la
realización geométrica como un funtor de sSet en una subcategoŕıa de Top
con buenas propiedades. Por ejemplo la subcategoŕıa de espacios topológicos
Hausdorff generados por compactos o la subcategoŕıa K de k-espacios, o
espacios generados por compactos.

Lema 3.4.30. [2, pág. 77] El morfismo

|∆m ×∆n| −→ |∆m| × |∆n|

es un homeomorfismo.

Demostración. Nos referimos a la demostración del lema 3.1.8 en [2].

Lema 3.4.31. [2, Lema 3.1.8.] El funtor |−| : sSet → K preserva productos
finitos.

Demostración. Sean X•, Y• ∈ sSet. Por el colema de Yoneda tenemos que

X• ∼=
∫ [m]∈∆

Xm ×∆m, Y• ∼=
∫ [n]∈∆

Yn ×∆n
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Luego,

|X• × Y•| ∼= |(
∫ [m]∈∆

Xm ×∆m)× (

∫ [n]∈∆
Yn ×∆n)|

∼= |
∫ [m]∈∆ ∫ [n]∈∆

Xm × Yn × (∆m ×∆n)|

∼=
∫ [m]∈∆ ∫ [n]∈∆

Xm × Yn × |∆m ×∆n|

∼=
∫ [m]∈∆ ∫ [n]∈∆

Xm × Yn × |∆m| × |∆n|

∼= (

∫ [m]∈∆
Xm × |∆m|)× (

∫ [n]∈∆
Yn × |∆n|)

∼= |
∫ [m]∈∆

Xm ×∆m| × |
∫ [n]∈∆

Yn ×∆n|

∼= |X•| × |Y•|

donde el segundo y el quinto isomorfismo se deben a que el producto conmuta
con los coĺımites en las categoŕıas sSet y K , el tercer isomorfismo se de debe
a que la realización geométrica conmuta con coĺımites por ser adjunto a
izquierda y el cuarto isomorfismo es el resultado del lema anterior.

Lema 3.4.32. [2, Lema 3.2.4.] La realización geométrica preserva ĺımites
finitos. En particular, preserva pullbacks.

Demostración. En el lema 3.4.31 vimos que la realización geométrica preserva
productos finitos, luego, alcanza con probar que preserva igualadores.

Sean f, g : L → M dos morfismos en sSet con igualador i : K → L y
sea j : Z → |L| el igualador de |f |, |g| : |L| → |M | en Top. Entonces, i y
j son inyectivas. Luego, por el lema 3.4.28, tenemos que |i| es una inclusión
T1 cerrada. Por lo tanto, por la propiedad universal del igualador, existe un
morfismo u : |K| → Z en Top que hace conmutar el siguiente diagrama

Z |L| |M |

|K|

j
|f |

|g|
u

|i|

Tenemos que u es inyectivo ya que |i| y j son inyectivos. En particular, |K|
es homeomorfo a un subespacio de Z. Entonces, para concluir que Z ∼= |K|
alcanza con ver que u es sobreyectiva. Para ello, veremos que las imágenes
de |i| y j coinciden. Sea z ∈ Z, entonces j(z) ∈ |x| para algún śımplice x ∈ L
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no degenerado. Por definición de la realización geométrica, (|f | ◦ j)(z) =
(|g| ◦ j)(z) si y solamente si f(x) = g(x). Entonces x resulta ser un śımplice
no degenerado de la imagen de K en L, y por lo tanto, j(z) está en la imagen
de |k| en |L|.

Proposición 3.4.33. [2, Lema 3.2.5.] Si f : K → L es un morfismo en
IsSet -iny, entonces |f | es una fibración.

Demostración. Como f tiene la RLP con respecto a los morfismos de I, por el
lema 3.4.26, f tiene la RLP con respecto a todos los morfismos inyectivos de
conjuntos simpliciales, en particular con respecto a las inclusiones. Podemos,
entonces, encontrar un levantamiento h en el siguiente diagrama conmutativo

K K

K × L L

(1K ,f) f

p2

h

donde p2 es la proyección en la segunda coordenada. Obtenemos que f es un
retracto de p2 mediante el siguiente diagrama conmutativo

K K × L K

L L L

1K

f

(1K ,f)

p2

h

f

Por lo tanto, |f | es un retracto de |p2|.
Veremos, ahora, que |p2| es una fibración. Como la realización geométrica

preserva productos finitos, tenemos que |p2| : |K|×|L| → |L| es la proyección
en la segunda coordenada. Si tenemos un diagrama de la forma

Dn |K| × |L|

Dn × I |L|

a

|p2|

b

entonces un levantamiento c : Dn × I → |K| × |L| estaŕıa dado por c(x, t) =
(|p1| ◦ a)(x)× b(x, t).

Obtuvimos, entonces, que |f | es retracto de una fibración y por lo tanto
|f | es una fibración.

Lema 3.4.34. [2, Proposición 3.2.6.] Sea f : K → L un morfismo en
IsSet -iny, entonces f es una fibración trivial.
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Demostración. Ya vimos que JsSet ⊆ IsSet -cof y, por lo tanto, IsSet -iny ⊆
JsSet -iny. Luego, f es una fibración.

Falta ver que |f | es una equivalencia débil en Top. Sea v un vértice de L,
es decir un 0-śımplice. Tomamos F = f−1(v) la fibra de f sobre v. Tenemos
el siguiente diagrama de pullback en sSet.

F K

∆0 L

f

v

Entonces, como la realización geométrica preserva pullbacks, tenemos el si-
guiente diagrama de pullback en Top

|F | |K|

∗ |L|

|f |

|v|

y, por lo tanto, |F | es la fibra de |f | sobre el punto |v|.
Veremos, ahora, que el morfismo F → ∆0 es un elemento de IsSet -iny. Pa-

ra ello, queremos ver tiene la RLP con respecto a ∂∆n ↪→ ∆n. Consideremos
el diagrama

∂∆n F K

∆n ∆0 L

f

v

El levantamiento h : ∆n → K existe porque f ∈ IsSet -iny y, además, la
imágen de ∆n en K está contenida en F por conmutatividad del diagrama.
Entonces, existe un levantamiento ∆ → F y obtenemos que F → ∆0 es un
elemento de IsSet. Por lo tanto, F → ∆0 tiene la LLP con respecto a todos los
morfismos inyectivos y, en particular, con respecto a las inclusiones. Luego,
F es no vaćıo y podemos tomar w un 0−śımplice en F . Denotamos por cw a
la composición

F ∆0 Fw

Como F → ∆0 tiene la LLP con respecto a las inclusiones, existe un levan-
tamiento H : F ×∆1 → F en el siguiente diagrama
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F × ∂∆1 F

F ×∆1 ∆0

(1F ,w)

H

Luego, dado que la realización geométrica preserva productos, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

| F | × {0, 1} | F |

| F | × [0, 1] ∗

(1|F |,|w|)

|H|

Entonces, |H| : |F | × I,→ |F | es una homotoṕıa entre 1|F | y el morfismo
constante |w|. Por lo tanto, |F | es contractible. Consideramos la sucesión

exacta larga inducida por los morfismos | F | | K | | L |i |f |

· · · πk(|F |, |w|) πk(|K|, |w|) πk(|L|, |v|) πk−1(|F |, |w|) · · ·

Dado que |F | es contractible, tenemos que πn(|F |, |w|) = 0 para todo n ≥ 0
y, por lo tanto,

πn(|f |, |w|) : πn(|K|, |w|) → πn(|L|, |v|)

es un isomorfismo para todo n ≥ 1. Falta ver que π0(|f |, |w|) también es un
isomorfismo. Por exactitud en

0 π0(|K|, |w|) π0(|L|, |v|) 0
π0(|f |,|w|)

tenemos que π0(|f |, |w|) es inyectivo. Luego, falta ver que |f | induce un mor-
fismo sobreyectivo en las componentes arcoconexas. Todo punto de |L| está
en la misma componente arcoconexa que la realización geométrica de algún
vértice v ∈ L0. Como f tiene la RLP con respecto a las inclusiones, es sobre-
yectiva en los vértices ya que tenemos el siguiente diagrama conmutativo

∅ K

∆n Lv

Por lo tanto, existe un vértice w ∈ K0 tal que f(w) = v y, entonces, f manda
la componente arconexa de w en la componente arcoconexa de v, lo que nos
da la sobreyectividad en las componentes arcoconexas.
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Lema 3.4.35. [2, Teorema 3.6.4.] Toda fibración trivial es un elemento de
IsSet -iny.

Demostración. Para la demostración de este lema nos referimos al teorema
3.6.4 de [2].

3.4.4. Grupos de homotoṕıa de sSet

En esta sección construiremos los grupos de homotoṕıa de conjuntos sim-
pliciales. Comenzaremos definiendo π0(X) para un conjunto simplicial fibran-
te X.

Definición 3.4.36. Sea X un conjunto simplicial fibrante y x, y ∈ X0. De-
cimos que x es homotópico a y (denotado mediante x ∼ y) si y solamente
si existe un 1-śımplice z ∈ X1 tal que d1z = x y d0z = y.

Lema 3.4.37. [2, Lema 3.4.2.] Sea X un conjunto simplicial fibrante. La
homotoṕıa de vértices es una relación de equivalencia.

Demostración.

reflexiva: Sea x ∈ X0. Consideramos s0(x) ∈ X1, entonces d0s0(x) = x
y d1s0(x) = x.

simétrica: Sean x, y ∈ X0 tales que x ∼ y. Entonces, existe un 1−śımpli-
ce z tal que d1(z) = x y d0(z) = y. Luego, tenemos un morfismo
f : Λ2

0 −→ X que vale s0(x) en d1i2 y z en d2i2. Además, viendo ∆2

como

tenemos que f es la inclusión de
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en X. Como X es fibrante, existe una extensión de f a un 2−śımplice
de X2 dada por un levantamiento en el siguiente diagrama

Λ2
0 X

∆2 ∆0

f

w

Luego, d0w nos da la homotoṕıa y ∼ x.

transitiva: Supongamos que x ∼ y y y ∼ z. Entonces tenemos 1−śımpli-
ces a y b tales que d1(a) = x, d0(a) = d1(b) = y, d0(b) = z. Luego,
tenemos un morfismo f : Λ2

1 −→ X que se puede ver como la inclusión
del siguiente cuerno en X.

Dado que X es fibrante, tenemos una extensión de f a un 2−śımplice
de X2 dada como el levantamiento en el siguiente diagrama

Λ2
1 X

∆2 ∆0

f

c

Luego, d1c es una homotoṕıa de x en z.

Definición 3.4.38. Sea X un conjunto simplicial fibrante. Denotamos por
π0(X) al conjunto de clases de equivalencia de X0/∼.

Lema 3.4.39. [2, Lema 3.4.3.] Sea X un conjunto simplicial fibrante. En-
tonces existe un isomorfismo π0(X) ≃ π0(|X|).

Demostración. Sea f : π0(X) −→ π0(|X|) el morfismo que manda [v] ∈
π0(X) a la componente arcoconexa de |X| que contiene a |v|. Como |∆n|
es conexo por caminos para n ≥ 0, por la construcción de la realización
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geométrica, todo punto de |X| está en la componente arconexa de la realiza-
ción geométrica de algún vértice de X, es decir, f es sobreyectivo. Por otro
lado, consideramos para cada [v] ∈ π0(X) el conjunto X[v] formado por todos
los śımplices de X que tienen un vértice en [v]. Tenemos que cada X[v] es
un subconjunto simplicial de X y que X =

⊔
[v]∈π0(X)X[v]. Entonces, como

la realización geométrica preserva coĺımites, tenemos que

|X| =
⊔

[v]∈π0(X)

|X[v]|

donde cada |X[v]| es conexo por caminos. Por lo tanto, f es inyectivo.

Este lema muestra porque la notación π0(X) tiene sentido y motiva la
siguiente definición.

Definición 3.4.40. Llamamos componentes arcoconexas a los elementos
de π0(X).

Observación 3.4.41. Notamos que π0 es un funtor de los conjuntos simpliciales
fibrantes en los conjuntos.

Definición 3.4.42. Si v es un vértice de un conjunto simplicial fibrante
X, definimos π0(X, v) como el conjunto π0(X) con punto base la clase de
equivalencia [v] de v.

Nos interesa, ahora, extender esta noción de homotoṕıa a n−śımplices.

Definición 3.4.43. Sea X un conjunto simplicial fibrante y v ∈ X0 un vérti-

ce. Para todo conjunto simplicial Y , el morfismo v : Y ∆0 Xv

es el morfismo constante en v. Sea F la fibra sobre v del morfismo
HomsSet(∆

n, X) −→ HomsSet(∂∆
n, X) que es una fibración por el teorema

3.1.1 de [2]. Definimos el n−ésimo grupo de homotoṕıa πn(X, v) de X en
v como π0(F, v).

No sabemos aún si los grupos de homotoṕıa definidos son efectivamente
grupos. Esto lo veremos en la proposición 3.4.47 probando que πn(X, v) ≃
πn(|X|, |v|) para todo conjunto simplicial fibrante X. Obtendremos aśı, que
πn(X, v) es un grupo para n ≥ 1 y que es abeliano para n ≥ 2.

Observación 3.4.44. Podemos, también, definir πn(X, v) como el conjunto de
clases de equivalencia [α] de n−śımplices α : ∆n −→ X que mandan ∂∆n en
v bajo la siguiente relación de equivalencia: α ∼ β si existe una homotoṕıa
H : ∆n ×∆1 tal que H(−, 0) es la inlusión de α, H(−, 1) es la inclusión de
β y la restricción de H a ∂∆n ×∆1 es el morfismo constante v.
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Observación 3.4.45. Tenemos que los grupos de homotoṕıa son funtoriales:
dados un morfismo f : X −→ Y y un vértice v de X, existe un morfismo
f∗ : πn(X, v) −→ πn(Y, f(v)).

Lema 3.4.46. [2, pág. 97] Sean K,L ∈ sSet tales que existe una fibración
trivial f : K −→ L. Entonces, K y L tienen los mismos grupos de homotoṕıa.

Demostración. Veremos que el morfismo πn(f, v) inducido por f es una bi-
yección. Para ver que πn(f, v) es inyectivo consideramos [p] y [q] dos el-
mentos de πn(X) que tienen la misma imagen en πn(L), es decir, tales que
[f ◦ p] = [f ◦ q]. Tomamos p y q representantes de [p] y [q] respectivamente
y buscamos construir una homotoṕıa entre p y q. Consideramos el siguiente
diagrama

∂∆n × ∂∆1 K

∆n ×∆1 L

(p,q)

f

H

donde H es la homotoṕıa entre f ◦ p y f ◦ q. La flecha vertical izquierda
es inyectiva y por lo tanto, por el lema 3.4.26, es un elemento de IsSet -cof.
Entonces, la flecha punteada existe por la propiedad de levantamiento y ob-
tenemos aśı una homotoṕıa entre p y q. Por otro lado, para ver que πn(f, v)
es sobreyectivo consideramos [p] ∈ πn(L) y encontramos una preimagen a
través del levantamiento en el siguiente diaframa

∅ K

∂∆n L

f

p

donde usamos, nuevamente, que el morfismo vertical izquierdo es inyectivo y
por lo tanto una cofibración.

Proposición 3.4.47. [2, Proposición 3.6.3.] Sea X un conjunto simpli-
cial fibrante y v un vértice de X. Entonces, existe un isomorfismo natural
πn(X, v) ≃ πn(|X|, |v|) para todo n ≥ 0.

Demostración. La prueba será por inducción en n. El caso base n = 0 corres-
ponde al lema 3.4.39. Supongamos que πi(L, v) ≃ πi(|L|, |v|) para todo i ≤ n
y para todo conjunto simplicial L. Sea PvX el conjunto simplicial definido
por el siguiente pullback
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PvX HomsSet(∆
1, X)

X X ×X ≃ HomsSet(∂∆
1, X)

HomsSet(i,X)

(v,1X)

Definimos un segundo conjunto simplicial ΩX como el pullback del siguiente
diagrama

ΩX PvX

∆0 Xv

Combinando los dos cuadrados conmutativos obtenemos

ΩX PvX HomsSet(∆
1, X)

∆0 X X ×X

∆0 X

HomsSet(i,X)

v (v,1X)

p1

v

donde p1 : X ×X −→ X es la proyección sobre la primer coordenada. En el
teorema 3.3.2 de [2] Hovey prueba que p1 ◦ HomsSet(i,X) es un elemento de
IsSet − iny y, por lo tanto, es una fibración trivial. Luego, por ser pullback
de una fibración trivial, tenemos que el morfismo

f : PvX −→ X −→ ∆0

también es una fibración trivial. Entonces, por el lema 3.4.46, todos los gru-
pos de homotoṕıa de PvX son triviales. Como ΩX es la fibra del morfismo
PvX −→ X sobre v, tenemos una sucesión exacta larga de grupos de homo-
toṕıa

· · · −→ πn+1(X) −→ πn(ΩX) −→ πn(PvX) −→ πn(X) −→ · · ·

Como los grupos πn(PvX) son triviales para todo n, obtenemos que

πn+1(X) ≃ πn(ΩX)

Análogamente, tomando realización geométrica en el diagrama anterior obte-
nemos que |f | es una equivalencia débil y, por lo tanto, los grupos πi(|PvX|)
son triviales. Luego, por la sucesión exacta larga de homotoṕıa, obtenemos
que

πn+1(|X|) ≃ πn(|ΩX|)
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Ahora podemos concluir la inducción: supongamos que para todo conjunto
simplicial L tenemos que πk(L) ≃ πk(|L|) para todo k ≤ n, entonces:

πn+1(X) ≃ πn(ΩX) ≃ πn(|ΩX|) ≃ πn+1(|X|)

3.5. Equivalencia de Quillen entre Top y sSet

En esta sección, veremos que existe una equivalencia de categoŕıas entre
la categoŕıa de homotoṕıa de sSet y la categoŕıa de homotoṕıa de Top, ambos
con la estructura modelo que definimos anteriormente. En tal sentido, es lo
mismo hacer teoŕıa de homotoṕıa en espacios topológicos que en conjuntos
simpliciales.

Teorema 3.5.1. [2, Teorema 3.6.7.] La realización geométrica y el funtor
singular definen una equivalencia de Quillen

| − | : sSet Top⊥ : Sing

Demostración. Comencemos viendo que | − | y Sing definen una adjunción
de Quillen. Para ello, por la proposición 3.2.5 alcanza con ver que

si i ∈ IsSet entonces |i| ∈ ITop -cof

si j ∈ JsSet entonces |j| ∈ JTop -cof

Para probar la primera afirmación consideramos i : ∂∆n → ∆n un elemento
de IsSet. Entonces, existe un morfismo en ITop tal que el siguiente diagrama
conmuta

| ∂∆n | Sn−1

| ∆n | Dn

|i|

∼=

∈ITop

∼=

y por lo tanto |i| ∈ ITop -cof. De forma análoga se prueba que si j ∈ JsSet,
entonces |j| ∈ JTop -cof.

Veamos ahora, que esta adjunción resulta en una equivalencia de Quillen.
Para ello, por la proposición 2.3.16 alcanza con probar que

|−| refleja equivalencias débiles, es decir si f es un morfismo tal que |f |
es una equivalencia débil en Top, entonces f es una equivalencia débil
en sSet



3.5. EQUIVALENCIA DE QUILLEN ENTRE TOP Y SSET 93

para todo X objeto fibrante en Top, el morfismo |Q ◦ Sing(X)| → X
es una equivalencia débil

La primera afirmación vale por definición de WsSet. Para la segunda afirma-
ción, recordamos que todo espacio topológico es fibrante y además, como Sing
es un funtor de Quillen a derecha, tenemos que Sing(X) es fibrante. Luego,
hay que probar que

| Sing(X)| → X

es una equivalencia débil. En tal sentido, queremos ver que

πi(| Sing(X)|, v) → πi(X, v)

es un isomorfismo para to i ≥ 0 y para todo v ∈ X ya que los puntos de
X están en biyección con los vértices de Sing(X) y todo punto de | Sing(X)|
está en la misma componente arcoconexa que un vértice. Como Sing(X) es
fibrante, por la proposición 3.4.47, tenemos un isomorfismo

πi(Sing(X), v)
∼=−→ πi(| Sing(X)|, v)

Componiendo el morfismo inducido por la adjunción con este isomorfismo
obtenemos un morfismo

πi(Sing(X), v) → πi(X, v)

Consideramos el conjunto simplicial S[n] que se obtiene a través del siguiente
pushout

∂∆n ∆n

∆0 S[n]

Entonces, todo elemento de πi(Sing(X), v) se puede representar como un
morfismo S[n] → Sing(X) que manda el único 0-śımplice de S[n] en v. Luego,
aplicando la adjunción, obtenemos

HomsSet(S[n], Sing(X)) ∼= HomTop(S
n, X)

donde |S[n]| ∼= Sn ya que la realización geométrica preserva pushouts. Final-
mente, falta ver que la adjunción manda homotoṕıas en homotoṕıas. Para
ello, notamos que como la realización geométrica preserva productos finitos
tenemos que

HomsSet(S[n]×∆1, Sing(X)) ∼= HomTop(S
n × I,X)

lo que implica que la adjunción preserva homotoṕıas.
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Caṕıtulo 4

Teoŕıa de homotoṕıa estable

En este caṕıtulo estudiaremos la estructura de la categoŕıa de homotoṕıa
de una categoŕıa modelo. El objetivo será probar que si C es una categoŕıa
modelo estable entonces su categoŕıa de homotoṕıa Ho(C ) es una categoŕıa
triangulada. Comenzaremos viendo la definición de categoŕıa modelo estable
y luego construiremos las sucesiones de cofibra que formarán los triángulos
exactos de la categoŕıa Ho(C ) basándonos en los caṕıtulos 3 y 4 del libro [8].

A lo largo de este caṕıtulo utilizaremos la siguiente notación para los hom
sets de la categoŕıa de homotoṕıa de C :

HomHo(C )(A,B) = [A,B]

4.1. Categoŕıas modelo estables

En esta sección veremos la definición de categoŕıa modelo estable. Para
ello, comenzamos construyendo los funtores loop y suspensión.

Recordamos que dada una categoŕıa modelo punteada C , un objeto ci-
lindro para X ∈ C es una factorización del morfismo fold X ⊔X → X

X ⊔X Cyl(X) X
i0+i1 ∼

Por otro lado, un objeto camino para X ∈ C es una factorización del mor-
fismo diagonal X → X ×X

X P(X) X ×X∼ (e0,e1)

Definición 4.1.1. Sea C una categoŕıa modelo punteada.

Dado un objeto cofibrante X de C , la suspensión ΣX de X está dada
por el siguiente pushout

95
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X ⊔X Cyl(X)

∗ ΣX

i0+i1

Dado un objeto fibrante Y de C , el objeto loop ΩY de Y es el siguiente
pullback

ΩY ∗

P(Y ) Y × Y
(e0,e1)

Dado que las factorizaciones son funtoriales, los objetos cilindro y camino
también lo son y, por lo tanto, estas construcciones son funtoriales en C .
Veremos, además, que en Ho(C ) son independientes de la elección de objeto
cilindro o camino.

Proposición 4.1.2. [8, Proposición 3.1.3.] Sea C una categoŕıa modelo pun-
teada. Las construcciones suspensión y loop definen funtores en la categoŕıa
de homotoṕıa de C

Σ : Ho(C ) → Ho(C ) y Ω : Ho(C ) → Ho(C )

indenpendientes de la elección de objeto cilindro y camino respectivamente.

Demostración. Sea X un objeto fibrante y tomamos Cyl(X) y Cyl(X)′ dos
objetos cilindro de X. El diagrama conmutativo

X ⊔X Cyl(X)′

Cyl(X) X

∼

∼

admite un levantamiento c1 : Cyl(X) → Cyl(X)′ que resulta ser una equiva-
lencia débil por el axioma 2-de-3. De forma análoga, se obtiene una equiva-
lencia débil c2 : Cyl(X)′ → Cyl(X). Además, c1 y c2 son inversas en Ho(C ).
Consideramos los pushouts

X ⊔X Cyl(X)

∗ ΣX

p1

X ⊔X Cyl(X)′

∗ (ΣX)′

p2
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y queremos ver que ΣX y (ΣX)′ son isomorfos en Ho(C ) . Si un morfismo
f : Cyl(X) → A hace conmutar el diagrama

X ⊔X Cyl(X)

∗ A

i0+i1

f

entonces, por la propiedad universal del pushout, f induce un único morfismo
ΣX → A

X ⊔X Cyl(X)

∗ ΣX

A

p1
f

y un único morfismo (ΣX)′ → A precomponiendo f con c2

X ⊔X Cyl(X)′

∗ (ΣX)′

A

p2
f◦c2

Rećıprocamente, cualquier morfismo g : Cyl(X)′ → A que induce un morfis-
mo (ΣX)′ → A también induce un morfismo ΣX → A. Entonces, tenemos
los siguientes diagramas conmutativos

X ⊔X Cyl(X)

∗ ΣX

(ΣX)′

p1
p2◦c1

F

X ⊔X Cyl(X)′

∗ (ΣX)′

ΣX

p2
p1◦c2

G

Combinando ambos diagramas obtenemos el diagrama
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X ⊔X Cyl(X)

∗ ΣX

(ΣX)′

ΣX

p1

p2◦c1 p1

F

G

que no conmuta estrictamente, pero como p1 y p1 ◦ c2 ◦ c1 son homotópicos, y
por lo tanto iguales en Ho(C ), el diagrama si conmuta en Ho(C ). Entonces,
por la propiedad universal del pushout, G◦F = 1 en Ho(C ) e intercambiando
Cyl(X) con Cyl(X)′ obtenemos que F ◦G = 1. Concluimos que ΣX y (ΣX)′

son canónicamente isomorfos en Ho(C ).

Consideramos, ahora, A y B objetos fibrantes y cofibrantes de C . Un
morfismo f : A→ B induce un diagrama conmutativo

∗ A ⊔ A Cyl(A)

∗ B ⊔B Cyl(B)

f⊔f Cyl(f)

Luego, por la propiedad universal del pushout obtenemos un morfismo Σf :
ΣA→ ΣB.

Ejemplo 4.1.3. En espacios topológicos punteados, esta construcción de la
suspensión se corresponde con la construcción usual. De hecho, podemos
tomar X × [0, 1] como el objeto cilindro en X siendo X ∨X → X × [0, 1] la
inclusión en los extremos del cilindro. Luego, tenemos el siguiente diagrama
de pushout

X ∨X X × [0, 1]

∗ ΣX

Veremos a continuación que la suspensión es preservada por el adjunto
derivado a izquierda de una adjunción de Quillen, es decir, veremos que

LF (ΣX) ≃ ΣLF (X)



4.1. CATEGORÍAS MODELO ESTABLES 99

Lema 4.1.4. [3, Proposición A.2.3.2] [1, Proposición 13.1.2] Sean A y B
objetos cofibrantes en una categoŕıa modelo C . Si, en el siguiente diagrama
de pushout i es una cofibración y j es una equivalencia débil, entonces v es
una es una equivalencia débil

A C

B D

i

j∼ v

u

Corolario 4.1.5. Sean A, A′, B, C objetos cofibrantes en una categoŕıa
modelo C . Si, en el siguiente diagrama, h es una cofibración trivial y j, i
son cofibraciones, entonces B ⊔A′ C → B ⊔A C es una equivalencia débil

A′

B A C

h∼

j i

Demostración. Sea P el pushout de P de A′ A′ ⊔ A′ A ⊔ A∼
h▽

Como h es una cofibración trivial y ⊔ preserva cofibraciones triviales,
tenemos que h⊔h es una cofibración trivial. Luego, A′ → P es una cofibración
trivial por ser pushout de una cofibración trivial.

A′ ⊔ A′ A ⊔ A B ⊔ C

A′ P B ⊔A′ C

A B ⊔A C

▽

h⊔h
∼

j⊔i

▽∼

h
∼

Por la propiedad universal del pushout, existe un único morfismo P → A que
resulta ser una equivalencia débil por el axioma 2-de-3. Dado que j⊔ i es una
cofibración, obtenemos que P → B ⊔A′ C es una cofibración por ser pushout
de una cofibración. Luego, aplicando el lema anterior, conclúımos que

B ⊔A′ C → B ⊔A C

es una equivalencia débil por ser pushout de P A∼ por P B ⊔A′ C .
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Lema 4.1.6. [1, Lema 13.3.3] Si A y B son objetos cofibrantes y tenemos

morfismos B A Ci j
y A B′ Bi′ p

∼ tales que p◦ i′ =
i y el siguiente diagrama conmuta

B′ A C

B A C

∼p

i′ j

i j

entonces, el morfismo
B′ ⊔A C −→ B ⊔A C

es una equivalencia débil.

Demostración. Consideramos el siguiente diagrama donde los dos cuadrados
son pushouts

A B′ B

C B′ ⊔A C B ⊔A C

i′

j

p

∼

∼

Dado que j es una cofibración, tenemos que B′ → B′⊔AC es una cofibración.
Luego, B′ ⊔A C → B ⊔A C es una equivalencia débil por ser pushout de una
equivalencia débil por una cofibración.

Definición 4.1.7. Dados dos morfismos j : A → B y j : A → C en una
categoŕıa modelo C , factorizaondo i y j como una cofibración seguida de una
fibración trivial obtenemos el siguiente diagrama

E(i) A E(j)

B A C

p∼

i′ j′

q∼

i j

Definimos el homotopy pushout de B A C
ji como el pushout

de E(i) A E(j)
j′i′

El diagrama de la definición induce un morfismo

E(i) ⊔A E(j) → B ⊔A C

Cuando este morfismo es una equivalencia débil, decimos que B ⊔A C es un
homotopy pushout.

Dado un diagrama
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B′ A′ C ′

B A C

p t

i′ j′

q

factorizando i y j como una cofibración seguida de una fibración trivial,
obtenemos

E(i′) A′ E(j′)

E(i) A C

E(t,p)∼ t E(t,q)∼

i j

y tenemos un morfismo inducido

E(i′) ⊔A′ E(j′) −→ E(i) ⊔A E(j)

En la siguiente proposición veremos condiciones que implican que este
morfismo sea una equivalencia débil.

Proposición 4.1.8. [1, Proposición 13.3.4] Si, en el diagrama

B′ A′ C ′

B A C

p t

i′ j′

q

A y A′ son cofibrantes y los morfismos verticales son equivalencias débiles,
entonces el morfismo inducido

E(i′) ⊔A′ E(j′) −→ E(i) ⊔A E(j)

es una equivalencia débil.

Demostración. Notamos, primero, que E(t, p) y E(t, q) son equivalencias
débiles por el axioma de 2-de-3:

A′ E(j′) C ′

A E(j) C

t∼

∼

E(t,q) q∼

∼

Por lo tanto, alcanza con probar el caso donde i, j, i′ y j′ son cofibraciones.
En el diagrama siguiente, los dos cuadrados son de pushout
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A′ ⊔ A′ B′ ⊔ C ′

A′ B′ ⊔A′ C ′

A B′ ⊔A C ′ B′ ⊔A C B ⊔A C

▽

i′⊔j′

t∼

B′⊔Aq p⊔AC

y tenemos que B′ ⊔A′ C ′ → B′ ⊔A C ′ es una equivalencia débil por ser el
pushout de una equivalencia débil entre objetos cofibrantes por una cofibra-
ción. Además, B′ ⊔A C ′ → B′ ⊔A C y B′ ⊔A C → B ⊔A C son equivalencias
débiles por el lema 4.1.6.

Entonces, la composición B′⊔A′ C ′ → B ⊔AC es una equivalencia débil y
coincide con el morfismo E(i′)⊔A′E(j′) −→ E(i)⊔AE(j) ya que componiendo
con B′ → B′⊔A′C ′ se obtiene p y componiendo con C ′ → B′⊔A′C ′ se obtiene
q.

Proposición 4.1.9. [1, Proposición 13.3.7] Si en el diagrama

B B′ A C ′ C
p i′

i

j′

j

q

se tiene que A, B y C son cofibrantes, i′ y j′ son cofibraciones y p y q son
equivalencias débiles, entonces existen equivalencias débiles canónicas tales
que

B ⊔A C ′ B′ ⊔A C ′ B′ ⊔A C

B ⊔A E(j) E(i) ⊔A E(j) E(i) ⊔A C

∼ ∼

∼∼

∼

∼ ∼

Demostración. Dado que i′ y j′ son cofibraciones, los siguientes diagrama
admiten levantamientos que resultan ser equivalencias débiles por el axioma
2-de-3.

E(i) A

B B′

∼ i′

∼

∼

A E(j)

C ′ C

i′ ∼∼

∼

Entonces, tenemos
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B′ A C ′

E(i) A E(j)

∼

i′ j′

∼

y por el lema 4.1.6, el morfismo

B′ ⊔A C ′ → E(i) ⊔A E(j)

es una equivalencia débil.

Además, por 4.1.4, tenemos que B ⊔A E(j) E(i) ⊔A E(j) E(i) ⊔A C

y B ⊔A C B′ ⊔A C ′ B′ ⊔A C son equivalencias débiles.

Finalmente, como todos los objetos en el diagrama

E(i) A E(j)

B A C ′ C

∼

i j′

∃ ∼

∼
q

son cofibrantes, por el lema 4.1.6, el morfismo B ⊔A C ′ → B ⊔A E(j) es una
equivalencia débil. Simétricamente se ve que B′ ⊔A C → E(i) ⊔A C es una
equivalencia débil.

Corolario 4.1.10. Si en el diagrama

B′ A′ C ′

B A C

∼

i′ j′

∼ ∼

i j

se tiene que A y A′ son cofibrantes, que los morfismos horizontales son co-
fibraciones y que los morfismos verticales con equivalencias débiles, entonces
B′ ⊔A′ C ′ → B ⊔A C es una equivalencia débil.

Demostración. Factorizando los morfismos horizontales como cofibraciones
seguidas de fibraciones triviales, obtenemos

B′ E(i′) A′ E(j′) B

B E(i) A E(j) B′

∼

∼

∼

∼

∼

∼ ∼

Entonces, los morfismos E(i′) → E(i) y E(j′) → E(j) son equivalencias
débiles. Luego tenemos el diagrama conmutativo
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B′ ⊔A′ C ′ E(i′) ⊔A E(j′)

B ⊔A′ C ′ E(i) ⊔A E(j)

∼

∼

∼

y B′ ⊔A′ C ′ → B ⊔A C es una equivalencia débil por 2-de-3.

Definición 4.1.11. Definimos el cono de un objeto X como la factorización
de X → ∗ como una cofibración seguida de una fibración trivial

X CX ∗∼

Notamos que si X es cofibrante entonces CX también.

Definición 4.1.12. Definimos S : C → C mediante el siguiente pushout

X ⊔X Cyl(X)

CX ⊔ CX S(X)

Notamos que si X es cofibrante entonces S(X) también es cofibrante.

Observación 4.1.13. Si X es cofibrante, entonces S(X) ≃ Σ(X) en Ho(C )
De hecho, tenemos el siguiente diagrama donde los dos cuadrados y el

rectángulo exterior con pushouts

X ⊔X Cyl(X)

CX ⊔ CX S(X)

∗ ΣX

∼ σX

Si X es cofibrante, entonces CX y CX ⊔ CX son cofibrantes. Luego, σX :
S(X) → ΣX es el pushout de una equivalencia débil entre objetos cofibrantes
por una cofibración y, por lo tanto, es una equivalencia débil.

Lema 4.1.14. Si f y g son equivalencias débiles entre objetos cofibrantes,
entonces f ⊔ g es una equivalencia débil.

Demostración. Si f y g son cofibraciones triviales entre objetos cofibrantes,
entonces f ⊔ g es una cofibración trivial porque las cofibraciones triviales
son cerradas bajo pushout. Entonces, por el lema de Ken Brown, ⊔ preserva
equivalencias débiles entre objetos cofibrantes.
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Lema 4.1.15. S preserva equivalencias débiles entre objetos cofibrantes.

Demostración. Sean X, Y objetos cofibrantes y f : X → Y una cofibración
trivial. Por 2-de-3, el morfismo inducido Cf : CX → CY es una equivalencia
débil

CX CY

∗

∼

Cf

∼

Además, por el axioma 2-de-3, el morfimos Cyl(f) es una equivalencia débil

X ⊔X Cyl(X) X

Y ⊔ Y Cyl(Y ) Y

Cf⊔Cf Cyl(f)

∼

f∼

∼

Finalmente, el morfismo S(f) : S(X) → S(Y ) es inducido por

CX ⊔ CX X ⊔X Cyl(X)

CY ⊔ CY Y ⊔ Y Cyl(Y )

∼Cf⊔Cf ∼f⊔f ∼Cyl

donde f ⊔ f es una fibración trivial por el lema 4.1.14. Luego S(f) resulta
ser una equivalencia dpebil por el corolario 4.1.10. Entonces, por el lema de
Ken Brown, S preserva equivalencia débiles entre objetos cofibrantes.

Observación 4.1.16. Si X es cofibrante, entonces SX es cofibrante y existe
un levantamiento en el siguiente diagrama

∗ QΣX

SX ΣX

∼

∼
σX

que resulta ser una equivalencia débil por el axioma 2-de-3.

Corolario 4.1.17. Σ preserva equivalencias débiles ente objetos cofibrantes

Demostración. Sean f : X → Y una equivalencia débil entre X e Y objetos
cofibrantes. Tenemos

SX ΣX

SY ΣY

∼Sf

σX
∼

Σf

σY
∼
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entonces por el axioma 2-de-3, resulta que Σf es una equivalencia débil.

Luego, tenemos que Ho(σ) es un isomorfismo natural entre los funtores
Ho(S) : Ho(Cc) → Ho(C ) y Ho(Σ) : Ho(Cc) → Ho(C )

Observación 4.1.18. Si X es un objeto cofibrante entonces F (CylX) ≃
CylF (X) en Ho(C ). De hecho, si X es cofibrante se tiene que Cyl(X) tam-
bién es cofibrante. Luego, en el diagrama

F (X ⊔X) ≃ F (X) ⊔ F (X) CylF (X)

F (CylX) F (X)

∼
φX

∼

el morfismo F (Cyl(X)) es una equivalencia débil y, por el axioma 2-de-3, el
levantamiento φX : F (Cyl(X)) → Cyl(F (X)) es una equivalencia débil.

Observación 4.1.19. Si X es un objeto cofibrante entonces F (CX) ≃ CF (X)
en Ho(C ). De hecho, siX es cofibrante se tiene que CX también es cofibrante.
Luego, en el diagrama

F (X) CX

F (CX) F (∗) ≃ ∗

∼
γX

∼

el morfismo F (CX) es una equivalencia débil y, por el axioma 2-de-3, el
levantamiento γX : F (CX) → C(F (X)) es una equivalencia débil.

Proposición 4.1.20. Si X es cofibrante, entonces FS(X) ≃ SF (X) en
Ho(C ).

Demostración. Como X es cofibrante, tenemos equivalencias débiles γX :
FCX → CFX y φX : F Cyl(X) → CylFX. Como F es Quillen a izquierda,
preserva pushouts y, por lo tanto, el diagrama

F (CX ⊔ CX) F (X ⊔X) F CylX

FCX ⊔ FCX

CFX ⊔ CFX FX ⊔ FX CylFX

≃

≃ φX

γX⊔γX
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induce un morfismo ϕX : FSX → SFX que resulta ser una equivalencia
débil por el corolario 4.1.10.

Lema 4.1.21. Sean F : A → C y G : A → C dos funtores y α una
transformación natural de F en G. Sea E una factorización funtorial en C
en una cofibración seguida de una equivalencia débil y K una factorización
funtorial en C en un morfismo seguido de una fibración trivial.

Para cada a ∈ A , sea βa definido mediante el siguiente levantamiento

Fa Kαa

Eαa Ga

∼
βa

Entonces los morfismos βa definen una transformación natural β̄ entre

A C HoCE y A C HoCK

Demostración. Dado un morfismo f : a→ b en A tenemos

Fa Fb Fb

Eαa Eαb Kαb

Ga Gb Gb

Ff

E(Ff,Gf) βb

∼

Gf

Fa Fa Fb

Eαa Kαa Kαb

Ga Ga Gb

Ff

βa K(Ff,Gf)

∼

Gf

Tenemos que βbE(Ff,Gf) y K(Ff,Gf)βa son iguales luego de componerlos
con la equivalencia débil Kαb ↠ Gb y, por lo tanto, son iguales iguales en
Ho(C ).

Veremos, en el siguiente teorema que la suspensión es preservada por el
funtor derivado de un funtor de Quillen a izquierda. De forma analoga, se
ve el loop es preservado por el functor derivado de un funtor de Quillen a
derecha.

Teorema 4.1.22. Sea F un funtor de Quillen a izquierda en una categoŕıa
modelo C . Existe un isomorfismo natural

Ho(C ) Ho(C )

Ho(C ) Ho(C )

LF

Ho(Σ)

LF

Ho(Σ)
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Demostración. Primero notamos que alcanza con encontrar un isomorfismo
precomponiendo con Ho(Cc) → Ho(C ). Como

Ho(Cc) Ho(C ) Ho(Cc) Ho(Cc)

≃

HoQ HoΣ

y

Ho(Cc) Ho(C ) Ho(Cc) Ho(Cc)

≃

HoF HoΣ

alcanza con encontrar un isomorfismo natural

Ho(Cc) Ho(C )

Ho(Cc) Ho(C )

HoF

Ho(Σ)

LF

Ho(Σ)

SiX es cofibrante, entonces LF HoΣX = FQΣX, HoΣHoF (X) = ΣQF (X)
y ya vimos que tenemos una equivalencia débil SX → QΣX. Luego, tenemos

FQΣX ≃ FSX SFX SQFX ΣQFX∼
ϕX ∼ ∼

y cada componente el natural por el lema anterior e invertible. Obtenemos,
entonces un isomorfismo natural en Ho(C ).

Proposición 4.1.23. [8, Proposición 3.1.7.] Sea C una categoŕıa modelo
punteada. Los funtores loop y suspensión inducen un par de adjunción

Σ : Ho(C ) ⇄ Ho(C ) : Ω

es decir, para todo par de objetos A,B ∈ Ho(C ) existe un isomorfismo natural

ρA,B : [ΣA,B]
≃−→ [A,ΩB]

Demostración. Para definir el isomorfismo ρA,B observemos, primero, que to-
do morfismo [f ] ∈ [ΣA,B] está representado por una homotoṕıa a izquierda
F entre dos copias del morfismo nulo. De hecho, por la propiedad univer-
sal del pushout, [f ] está representado por un morfismo F : Cyl(A) → B

en C tal que la composicin A ⊔ A Cyl(A) BF es el morfismo nulo

A ⊔ A ∗ B
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A ⊔ A Cyl(A)

∗ ΣA

B

F

f

Es decir, F es una homotoṕıa a izquierda entre dos copias del morfismo
nulo. Análogamente, por la propiedad universal del pullback, un morfismo
[g] ∈ [A,ΩB] está representado por un morfismo G en C

A

ΩB ∗

P(B) B ×B

g

G

tal que la composición A P(B) B ×BG es el morfismo nulo A ∗ B ×B

y, por lo tanto, G es una homotoṕıa a derecha entre dos copias del morfismo
nulo A→ B.

Dado que A y B son fibrantes y cofibrantes, una homotoṕıa a izquierda
F : Cyl(A) → B induce una homotoṕıa a derecha G = H ◦ i1 : A → P(B)
donde H es el levantamiento en el siguiente diagrama

A P(B)

Cyl(A) B ×B

0

i0∼ (e0,e1)

(0,F )

Dado que

(e0, e1) ◦G = (e0 ◦H ◦ i1, e1 ◦H ◦ i1) = (0 ◦ i1, F ◦ i1) = (0, 0)

el morfismo G se factoriza sobre el siguiente pullback

A

ΩB ∗

P(B) B ×B

g

G

(e0,e1)
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y obtenemos un único morfismo g : A → ΩB. Además, la elección de H
es única en Ho(C ) por lo que otra elección de H resultará en el mismo
[g] ∈ [A,A,ΩB]. Definimos, entonces, ρ mediante

ρA,B : [ΣA,B] −→ [A,ΩB]

[f ] 7−→ [g]

Para ver que ρ está bien definida consideramos [f ] = [f ′] ∈ [ΣA,B]. Entonces
existe una homotoṕıa a derecha k : ΣA → P(B) de f en f ′. Podemos ver a
k como un morfismo K : Cyl(A) → P(B) tal que K ◦ i0 = K ◦ i1 = 0. Si
tomamos otro representante F ′ : Cyl(A) → B para [f ] ∈ [ΣX, Y ] entonces K
es una homotoṕıa entre F y F ′. Repitiendo la construción que hicimos antes
para F con F ′, obtenemos un levantamiento H ′ : Cyl(A) → P(B) tal que
G′ = H ′ ◦ i1 se factoriza sobre g′ : A → ΩB. Queremos, entonces, ver que G
y G′ son homotópicos. Como e1 ◦H = F = e0 ◦K, podemos concatenar las
homotoṕıas H y K obteniendo

K ⋆ H : Cyl(A) → P(B)

Luego, dado que

e0 ◦ (H ⋆ K) = e0 ◦H = 0

e1 ◦ (H ⋆ K) = e1 ◦K = F ′

y

(H ⋆ K) ◦ i0 = (H ◦ i0) ⋆ (K ◦ i0) = 0 ⋆ 0 = 0

podemos tomar H ′ = H⋆K. Entonces, por definición, tenemos que (H⋆K)◦
i1 = (H ◦ i1) ⋆ (K ◦ i1) = G ⋆ 0 y, por lo tanto, (H ⋆ K) ◦ i1 es homotópico
a G. Luego, la homotoṕıa a izquierda F ′ se corresponde con la homotoṕıa a
derecha G′ y con G ⋆ 0. Concluimos que G′ y G son homotópicos por lo que
[g] = [g′].

Mostramos que si dos homotoṕıas a izquierda F, F ′ : Cyl(A) → B son
homotópicas a derecha, entonces sus correspondientes homotoṕıas a derecha
G,G′ : A → P(B) son homotópicas a izquierda. Para ver que ρ es inyectiva
tenemos que mostrar el rećıproco y la prueba es dual a la prueba de que ρ
está bien definida.

Veremos, ahora, la definición central de este caṕıtulo.

Definición 4.1.24. Decimos que una categoŕıa modelo punteada C es es-
table si los funtores Σ : Ho(C ) → Ho(C ) y Ω : Ho(C ) → Ho(C ) son
equivalencias de categoŕıas.
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Ejemplo 4.1.25. La categoŕıa de espacios topológicos punteados Top∗ con la
estructura modelo que definimos en el caṕıtulo 3 no es estable. De hecho, Σ
no es una equivalencia de categoŕıas dado que[

S2, S1
]
= π2(S

1) ≃ 0

y [
ΣS2,ΣS1

]
=

[
S3, S2

]
= π3(S

2) ≃ Z

Nos dedicaremos en el resto de esta sección a ver que la categoŕıa de
homotoṕıa Ho(C ) de una categoŕıa modelo estable C es una categoŕıa aditiva.
Es decir, veremos que los hom sets son grupos abelianos y que la composición
es bilineal.

Lema 4.1.26. [8, Lema 3.2.6.] Si C es una categoŕıa modelo punteada. Para
todo X, Y par de objetos en C , los conjuntos [ΣX, Y ] y [X,ΩY ] son grupos
y el isomorfismo de adjunción

ρ : [ΣX, Y ] −→ [X,ΩY ]

es un isomorfismo de grupos.

Demostración. Sean α, β : Cyl(X) → Y dos homotoṕıas a izquierda tales que
α ◦ i1 = β ◦ i0. La concatenación α ⋆ β está dada por la propiedad universal
en el siguiente pushout

X Cyl(X)

Cyl(X) Cyl(X)′

X

i0

i1
β

α

α⋆β

Con esta operación, [ΣX, Y ] resulta un grupo. De forma dual, consideran-
do pullbacks, obtenemos una operación con la que [X,ΩY ] es un grupo.
El isomorfismo ρ manda una homotoṕıa a izquierda en su correspondiente
homotoṕıa a derecha. Luego, como la concatenación y la correspondencia
conmutan en Ho(C ), obtenemos que ρ es un isomorfismo de grupos.

Veremos, a continuación, que ΣX tiene estructura de cogrupo en Ho(C ).
Recordar que definimos el cono de un objeto X como la factorización del

morfismo X −→ ∗

X CX ∗∼
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Definición 4.1.27. Definimos Σ′ : C → C mediante el siguiente pushout

X ⊔X X

CX ⊔ CX Σ′X

▽

i⊔i

Lema 4.1.28. Si X es cofibrante, entonces ΣX ≃ Σ′X en Ho(C )

Demostración. Consideramos el siguiente diagrama donde los tres cuadrados
son pushouts

X ⊔X CylX X

CX ⊔ CX P Σ′X

∗ ΣX

∼

Aplicando el corolario 4.1.10 al diagrama

CX ⊔ CX X ⊔X CylX

∗ X ⊔X CylX

∼

obtenemos que P −→ ΣX es una equivalencia débil. Análogamente, aplican-
do el corolario 4.1.10 al diagrama

CX ⊔ CX X ⊔X CylX

CX ⊔ CX X ⊔X X

∼

▽

obtenemos que P −→ Σ′X es una equivalencia débil. Luego ΣX ≃ Σ′X en
Ho(C ).

Para ver que ΣX es un cogrupo, le daremos estructura de cogrupo a
Σ′X. Luego, a través del isomorfismo ΣX ≃ Σ′X obtendremos la estructura
de cogrupo en ΣX.

Definición 4.1.29. El par cokernel de un morfismo f : A −→ B es B B ⊔A B
u1

u2

donde
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A B

B B ⊔A B

f

f u2

u1

es un pushout.

El par cokernel es una corelación de equivalencia. Es decir, definiendo
δ : B ⊔A B −→ B ⊔A B ⊔B B ⊔A B como el morfismo que hace conmutar el
siguiente diagrama

A

A A

B B B

B ⊔A B B ⊔A B

B ⊔A B ⊔B B ⊔A B

B ⊔A B

f

f

f

f

u1

u1
u2

u1
u2

u2

∃! δ

ϵ : B ⊔A B −→ B como el morfismo que hace conmutar el siguiente
diagrama

A

B B

B ⊔A B

B

f

f

1

u1
u2

1ϵ

y τ : B⊔AB −→ B⊔AB como el morfismo que hace conmutar el siguiente
diagrama
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A

B B

B ⊔A B

B ⊔A B

f

f

u1

u1
u2

u2
τ

Se tiene que para todo Z ∈ C , Hom(B ⊔A B,Z) es una relación de
equivalencia en el conjunto Hom(B,Z):

reflexiva:

HomC (B,Z) HomC (B ⊔A B,Z)

{a : B → Z} {(a, b) : af = bf}

a (a, a)

−◦ϵ
= ≃

simétrica:

HomC (B ⊔A B,Z) HomC (B ⊔A B,Z)

{(a, b) : af = bf} {(a, b) : af = bf}

(a, b) (b, a)

−◦τ

≃ ≃

transitiva:

HomC (B ⊔A B ⊔A B,Z) HomC (B ⊔A B ⊔A B,Z)

{(a, b, c) : af = bf = cf} {(a, b) : af = bf}

(a, b, c) (b, a)

−◦δ

≃ ≃
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Es decir, HomC (B ⊔A B,Z) es la relación de equivalencia en el conjunto
HomC (B,Z) de los pares (a, b) tales que af = bf .

Definimos Σ′X como el pushout

X ⊔X X

CX ⊔ CX Σ′X

▽

i⊔i

es decir, como el pushout

X

CX CX

Σ′X

i i

u1 u2

de modo que CX Σ′X
u1

u2
es el par cokernel de i : X −→ CX y, por lo

tanto, es una corelación de equivalencia.

Lema 4.1.30. Si ∗ A∼ es una cofibración trivial, para todo diagrama

de cofibraciones B A C el morfismo φB,C : B⊔C −→ B⊔AC
definido mediante

A

B C

B ⊔A C

B ⊔ C

φ

es una equivalencia débil.

Demostración. Directo a partir de 4.1.10.

Teorema 4.1.31. Sea X un objeto cofibrante en C , entonces Σ′X tiene
estructura de cogrupo en Ho(C ).
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Demostración. Dado que CX Σ′X
u1

u2
es el par cokernel de i : X −→

CX, tenemos los morfismos δ : Σ′X −→ Σ′ ⊔ Σ′X y ϵ : Σ′X −→ CX.
ComoX es cofibrante, tenemos que CX es cofibrante y que es contractible

ya que ∗ CX∼

Además, dado que φ es invertible, definiremos la comultiplicación en
Ho(C ) mediante

δ′ : Σ′X Σ′X ⊔CX Σ′X Σ′X ⊔ Σ′Xδ φ−1

A través del siguiente diagrama, obtenemos que δ′ es coasociativa

Σ′X ⊔ Σ′X

Σ′X ⊔ Σ′X Σ′X ⊔CX Σ′X ⊔ Σ′X

Σ′X Σ′X ⊔CX Σ′X ⊔CX Σ′X Σ′X ⊔ Σ′X ⊔ Σ′X

Σ′X ⊔ Σ′X Σ′X ⊔ Σ′X ⊔CX Σ′X

Σ′X ⊔ Σ′X

φ δ⊔1

δ⊔CX1 φδ

δ

φ⊔1

1⊔φ
1⊔CXδ

φ

φ
1⊔δ

Por otro lado, considerando el diagrama

Σ′X Σ′X ⊔CX Σ′X Σ′X ⊔CX Σ′X Σ′X

Σ′X ⊔ CX

Σ′X ⊔ Σ′X Σ′X ⊔CX ∗

δ

δ′

1⊔CX1 ≃

≃

φ

φ

1⊔ϵ
1⊔!

1⊔!

donde el triangulo inferior conmuta en Ho(C ) ya que ∗ es terminal en Ho(C ),
obtenemos que la composición

Σ′X Σ′X ⊔ Σ′X Σ′X ⊔ ∗ ≃ Σ′Xδ′ 1⊔!

es la identidad. De forma similar, se ve que la composición

Σ′X Σ′X ⊔ Σ′X ∗ ⊔ Σ′X ≃ Σ′Xδ′ !⊔1
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también es la identidad.
Finalmente, el coinverso de Σ′X resulta ser τ : Σ′X → Σ′X ya que el

diagrama

∗

CX

Σ′X Σ′X ⊔CX Σ′X Σ′X ⊔CX Σ′X Σ′X

Σ′X ⊔ Σ′X Σ′X ⊔ Σ′X

∼
i2ϵ

δ

δ′

τ⊔CX1 ▽

φ

τ⊔1

▽
φ

induce el siguiente diagrama conmutativo en Ho(C )

Σ′X ∗ Σ′X

Σ′X ⊔ Σ′X Σ′X ⊔ Σ′X

δ′

τ⊔1

▽

Lema 4.1.32. [8, Lema 3.2.8.] Sea C una categoŕıa modelo punteada. Dados
X e Y objetos en C , los grupos [Σ2X, Y ] y [X,Ω2Y ] son abelianos.

Demostración. Veremos que [Σ2X, Y ] es abeliano. Dado que ΣX es un objeto
cogrupo en Ho(C ) tenemos

Σ : Ho(C ) → CoGrp(Ho(C ))

Luego, como Σ es adjunto a izquierda, preserva coproductos y, por lo tanto,
preserva objetos cogrupo. Entonces, obtenemos

CoGrp(Σ) : CoGrp(Ho(C )) → CoGrp(CoGrp(Ho(C )))

Por el agumento de Eckmann-Hilton, CoGrp(CoGrp(Ho(C ))) ≃ CoAb(Ho(C )).
En particular, obtenemos que Σ(Σ(X)) es un cogrupo abeliano y, por lo tan-
to, [Σ2X, Y ] es abeliano.

Proposición 4.1.33. [8, Proposición 3.2.9.] Sea C una categoŕıa modelo
estable. Entonces Ho(C ) es una categoŕıa aditiva.

Demostración. Por estabilidad, tenemos que [X, Y ] ≃ [Σ2X,Σ2Y ]. Entonces,
por el lema anterior, obtenemos que [X, Y ] es un grupo abeliano. Luego,
nos falta ver que la composición de morfismos es bilineal. Consideramos el
diagrama conmutativo
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A Cyl(A)

Cyl(A) Cyl(A)′

X

Y

i0

i1

β f◦β

α

f◦α

α⋆β

f

Entonces, por la propiedad universal del pushout obtenemos que

(f ◦ α) ⋆ (f ◦ β) = f ◦ (α ⋆ β)

Análogamente se ve que (α⋆β)◦g = (α◦g)⋆ (β ◦g) y concluimos que Ho(C )
es una categoŕıa aditiva.

4.2. Sucesiones de fibra y cofibra

Nos interesa probar que si C es una categoŕıa modelo estable entonces
Ho(C ) es una categoŕıa triangulada. Con el objetivo de definir los triángu-
los en la catgoŕıa Ho(C ), nos dedicaremos, en esta sección, a estudiar las
sucesiones de fibra y las sucesiones de cofibra.

Definición 4.2.1. Sea C una categoŕıa modelo punteada y f : A → B un
morfismo en C . Definimos la cofibra de f como el diagrama de pushout

A B

∗ Cofib(f)

f

Dualmente, definimos la fibra de f como el diagrama de pullback

Fib(f) A

∗ B

f

Sea

A B C
f g
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una sucesión de morfismos en una categoŕıa modelo punteada C donde f
es una cofibración entre objetos cofibrantes y C es la cofibra de f . Dado
un objeto fibrante X de la categoŕıa C definiremos una acción de grupo a
derecha de [ΣA,X] en [C,X]. Vimos que un elemento de [ΣA,X] se puede
representar por una homotoṕıa a derecha

h : A→ P(X)

entre el morfismo nulo y si mismo. Además, podemos escoger el espacio ca-
mino de forma que e0 : P(X) → X sea una fibración trivial. Dado q : C → X
un elemento de [C,X], tenemos que el diagrama

A P(X)

B X

f

h

e0∼

q◦g

conmuta ya que e0◦h = 0 = q◦g◦f dado que g◦f = 0. Luego, como f es una
cofibración y e0 es una fibración trivial, el diagrama admite un levantamiento

ϕ : B → PX

Tenemos que 0 = e1 ◦ h = e1 ◦ (ϕ ◦ f), entonces por la propiedad universal
del pushout existe un morfismo w : C → X que hace conmutar el diagrama

A B

∗ C

X

f

g
e1◦ϕ

w

Es decir, e1 ◦ ϕ se factoriza sobre la cofibra de f :

A B C

X

f

e1◦ϕ

g

w

Definimos [q]⊙ [h] := [w].
Podemos hacer una construcción dual tomando una sucesión de morfismos

F E Bi p
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donde p es una fibración entre objetos fibrantes y F es la fibra de p. Dado
un objeto cofibrante A de la categoŕıa C , definiremos una acción de grupo
a derecha de [A,ΩB] en [A,F ]. Vimos que un elemento de [A,ΩB] se puede
representar por una homotoṕıa a izquierda

h : Cyl(A) → B

entre el morfismo nulo y si mismo. Además, podemos tomar Cyl(A) de forma
que i0 : A→ Cyl(A) sea una cofibración trivial. Dado f : A→ F un elemento
de [A,F ], tenemos que el siguiente diagrama

A E

Cyl(A) B

i◦f

i0∼ p

h

conmuta ya que p ◦ i ◦ f = 0 = h ◦ i0. Entonces, como i0 es una cofibración
trivial y p es una fibración, el diagrama admite un levantamiento

α : Cyl(A) → E

Tenemos que 0 = h ◦ i1 = p ◦ α ◦ i1, entonces por la propiedad universal del
pullback, existe un morfismo v : A→ F que hace conmutar el diagrama

A

F ∗

E B

α◦i1

v

i

p

Es decir, α ◦ i1 se factoriza sobre la fibra de p:

F E B

A

i p

v
α◦i1

Definimos [f ]⊙ [h] := [v].

Ejemplo 4.2.2. Veamos que en el caso de espacios topológicos, tomando A =
S0, esta acción se corresponde con la acción usual del grupo fundamental del
espacio base sobre la fibra. Consideramos una fibración p : E → B con fibra
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F . Un loop en B, es decir un elemento de ΩB , está dado por una función
continua

ω : [0, 1] → B

tal que ω(0) = ω(1) = x0 es el punto base. Dado f ∈ F , como las fibraciones

en Top tienen la RLP con respecto a morfismos de la forma Y I × [0, 1]
(idY ,0)

,

el siguiente diagrama admite un levantamiento ω̃,

S0 E

[0, 1] B

i

i0

ω

ω̃

donde ω̃ es el levantado de ω que empieza en f . Luego, [f ]⊙ [ω] = [v] donde
v es el único morfismo que hace conmutar el diagrama

F E B

S0

i p

v
ω̃◦i1

Es decir,
⊙ :

[
S0, F

]
×
[
S0,ΩB

]
→

[
S0, F

]
le asigna a un punto f ∈ F y a un loop ω, el punto final del camino levantado
ω̃, lo que corresponde a la acción usual

π0(F )× π1(B) → π0(F )

Veremos, en el siguiente teorema, que las dos acciones que definimos son
efectivamente acciones de grupo.

Teorema 4.2.3. [8, Teorema 3.3.3.] Sea C una categoŕıa modelo punteada
y sea f : A → B una cofibración entre objetos cofibrantes con cofibra C. El
morfismo

⊙ : [C,X]× [ΣA,X] → [C,X]

está bien definido, es natural en X ∈ C , es asociativo y unital y por lo tanto
define una acción de grupo a derecha de [ΣA,X] en [C,X]. Dualmente, sea
p : E → B una fibración entre objetos fibrantes con fibra F . El morfismo

⊙ : [A,F ]× [A,ΩB] → [A,F ]

está bien definido, es natural en A ∈ C , es asociativo y unital y por lo tanto
define una acción de grupo a derecha de [A,ΩB] en [A,F ].
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Demostración. Vamos a probar que se verifican las propiedades para la pri-
mer acción, la prueba para la segunda acción es dual.

1. ⊙ está bien definida

Sea h′ : A → P(X) un representante de [h] ∈ [ΣA,X] y q′ : C → X
un representante de [q] ∈ [C,X]. Tomamos un levantamiento β en el
diagrama

A P(X)

B X

h′

f e0∼β

q′◦g

y un morfismo w′ que hace conmutar

A B C

X

f g

e1◦β
w′

Para ver que ⊙ está bien definida, tenemos que ver que w′ es homotópi-
co al morfismo original w que se obtiene a partir de h y q en vez de h′

y q′.

Dado que [h] = [h′], existe una homotoṕıa a izquierda H̄ : ΣA→ P(X)
dada por un morfismo

H : Cyl(A) → P(X) tal que e0 ◦H = e1 ◦H = 0

H ◦ i0 = h

H ◦ i1 = h′

y, dado que [q′] = [q], existe una homotoṕıa a izquierda K : Cyl(C) →
X tal que K ◦ i0 = q y K ◦ i1 = q′. Sea Q el pushout del siguiente
diagrama

A× A, B ×B

Cyl(A) Q

(f,f)

(i0,i1) e

p

Tenemos un diagrama conmutativo
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A× A, B ×B

Cyl(A) Q

P(X)

(f,f)

(i0,i1) e
(α,β)

p

H

c

dado que α◦f = h, β ◦f = h′ y h y h′ son homot́ıpicos via H. Tenemos
también, un diagrama conmutativo

A× A, B ×B

Cyl(A) Q

Cyl(B)

(f,f)

(i0,i1) e
(i0,i1)

p

Cyl(f)

k

donde podemos suponer que k es una cofibración. En el caso de que no
lo sea, factorizamos k como una fibración trivial seguida de una cofibra-

ción Q Cyl(B)′ Cyl(B)∼ y usamos Cyl(B)′ como objeto

cilindro en vez de Cyl(B). Entonces, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

Q P(X)

Cyl(B) Cyl(C) X

k

c

e0∼

Cyl(g) K

ya que

K ◦ Cyl(g) ◦ k ◦ e = K ◦ Cyl(g) ◦ (i0, i1)
= (K ◦ Cyl(g) ◦ i0, K ◦ Cyl(g) ◦ i1)
= (K ◦ i0 ◦ g,K ◦ i1 ◦ g)
= (q ◦ g, q′ ◦ g)

e0 ◦ c ◦ e = e0 ◦ (α, β) = (q ◦ g, q′ ◦ g)
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y

K ◦ Cyl(g) ◦ k ◦ p = K ◦ Cyl(g) ◦ Cyl(f)
= K ◦ Cyl(g ◦ f)
= 0

e0 ◦ c ◦ p = e0 = 0

y, entonces, por la propiedad universal del pushout obtenemos que

e0 ◦ c = K ◦ Cyl(g) ◦ k

Luego, el diagrama anterior admite un levantamiento

Γ : Cyl(B) → P(X)

Dado que (Γ ◦ i0,Γ ◦ i1) = Γ ◦ k ◦ e = c ◦ e = (α, β), tenemos que
Γ es una homotoṕıa a izquierda entre α y β. Por otro lado, dado que
e1 ◦ Γ ◦Cyl(f) = e1 ◦ Γ ◦ k ◦ p = e1 ◦ c ◦ p = e1 ◦H = 0, obtenemos que
e1 ◦ Γ se factoriza sobre la cofibra de Cyl(f)

Cyl(A) Cyl(B) Cyl(C)

X

Cyl(f)

e1◦Γ

Cyl(g)

γ

Como Γ es una homotoṕıa a izquierda entre α y β, tenemos que e1 ◦ Γ
es una homotoṕıa entre e1 ◦ α y e1 ◦ β. Por lo tanto, γ : Cyl(C) → X
es una homotoṕıa entre w y w′, por lo que ⊙ está bien definida.

2. ⊙ es natural en X ∈ C

Sea φ : X → X ′ un morfismo entre objetos fibrantes. Tomamos h :
A → P(X) representando un elemento de [ΣA,X] y q : C → X un
elemento de [C,X]. Entonces, P (φ) ◦ h : A → PX ′ representa un
elemento de [ΣA,X ′] y φ ◦ q : C → P(X ′) representa un elemento de
[C,X ′]. Queremos ver que

[φ ◦ v] = [φ ◦ q]⊙ [P (φ) ◦ h]

donde [v] = [q]⊙ [h].

Comenzamos calculando [φ ◦ q]⊙ [P(φ) ◦ h]. Para ello, necesitamos un
levantamiento en el siguiente diagrama conmutativo
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A P(X ′)

B X ′

f

P(φ)◦h

e0∼

φ◦q◦g

Podemos tomar este levantamiento como P(φ)◦α, donde α es el levan-
tamiento del primer cuadrado en el siguiente diagrama

A P(X) P(X ′)

B X X ′

f

h

e0∼

P(φ)

e0∼

q◦g

α

φ

Luego, [w] = [φ◦ q]⊙ [P(φ)◦h], donde w es el único morfismo que hace
conmutar el diagrama

A B

∗ C

X ′

f

g
e1◦P(φ)◦α

w

Por otro lado, [v] = [q] ⊙ [h] donde v es el único morfismo que hace
conmutar el diagrama

A B

∗ C

X

f

g
e1◦α

v

Dado que e1◦P(φ) = φ◦e1, tenemos que el siguiente diagrama conmuta
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A B

∗ C

X

X ′

f

g

e1◦α e1◦P (φ)◦α

v

φ

Entonces, por la unicidad en la propiedad universal del pushout, tene-
mos que w = φ ◦ v y, por lo tanto, [φ ◦ v] = [φ ◦ q]⊙ [P(φ) ◦ h].

3. ⊙ es unital

La unidad de [ΣA,X] está representada por la homotoṕıa trivial 0 :
A→ P(X). Luego, queremos ver que

[q] = [q]⊙ [0]

para todo q ∈ [C,X]. Denotamos de la siguiente forma los morfismos
que definen el objeto camino P(X)

X P(X) X ×Xr (e0,e1)

Entonces, por definición, tenemos que e1 ◦ r = 1X y e1 ◦ r = 1X . Por lo
tanto, en el diagrama

A P(X)

B X

f

0

∼e0

q◦g

podemos tomar como levantamiento al morfismo r ◦ q ◦ g dado que

e0 ◦ r ◦ q ◦ g = q ◦ g y r ◦ q ◦ g ◦ f = 0

Luego, [w] = [q]⊙ [0] donde w es el único morfismo que hace conmutar
el siguiente diagrama
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A B

∗ C

X

f

g
e1◦r◦q◦g

w

Tenemos que w ◦ q = e1 ◦ r ◦ q ◦ g = q ◦ g ya que e1 ◦ r = IdX . Por lo
tanto, w = q y concluimos que [q] = [q]⊙ [0].

4. ⊙ es asociativa

Queremos ver que

([q]⊙ [h])⊙ [h′] = [q]⊙ [h ∗ h′]

Para ello, comenzamos calculando [k] = ([q] ⊙ [h]) ⊙ [h′]. Para definir
[w] = [q] ⊙ [h] tomamos un levantamiento α en el siguiente diagrama
conmutativo

A P(X)

B X

h

f e0∼α

q◦g

Luego, w es el morfismo w : C → X tal que w ◦ g = e1 ◦α. Ahora, para
definir [k] tomamos un levantamiento β en el diagrama

A P(X)

B X

h′

f e0∼β

w◦g

y definimos k como el morfismo k : C → W que verifica k ◦ q = e1 ◦ β.
Además, tenemos que e0 ◦ β = w ◦ g = e1 ◦ α y, por lo tanto, podemos
concatenar α y β.
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A

B

P(X ′) P(X)

P(X) X

h′

h

f

β

α

α∗β

τ1

τ2 e0

e1

Luego, (α ∗ β) ◦ f es una concatenación de h y h′ y tenemos un objeto
camino

X P(X ′) X ×X
(e′0,e

′
1)

tal que e′0 = e0 ◦ τ2 y e′1 = e1 ◦ τ1. Luego, tenemos que

e′0 ◦ (α ∗ β) = e0 ◦ τ2 ◦ (α ∗ β) = e0 ◦ α = q ◦ g

e′1 ◦ (α ∗ β) = e1 ◦ τ1 ◦ (α ∗ β) = e1 ◦ β = k ◦ g

y, por lo tanto, α ∗ β es un levantamiento para el diagrama

A P(X ′)

B X

h∗h′

f e′0∼α∗β

q◦g

Entonces, [q] ⊙ [h ∗ h′] va a estar representado por el morfismo k′ que
verfica

k′ ◦ g = e′1 ◦ (α ∗ β) = k ◦ g

Por lo tanto, k = k′ y conluimos que ([q]⊙ [h])⊙ [h′] = [q]⊙ [h ∗ h′].

Definiremos, a continuación, dos nuevas acciones a partir de las que vimos
en el teorema anterior. Sea p : E → B una fibración entre objetos fibrantes
de C con fibra F . Por la acción de grupo vista en teorema 4.2.3, tenemos un
morfismo

[F × ΩB,F × ΩB] ≃ [F × ΩB,F ]× [F × ΩB,ΩB] [F × ΩB,F ]
⊙
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Luego, el morfismo identidad 1F×ΩB induce un morfismo en Ho(C )(C)

⊙ : F × ΩB → F

Dado que la acción del teorema 4.2.3 es asociativa, tenemos el diagrama
conmutativo

[−, F ]× [−,ΩB]× [−,ΩB] [−, F ]× [−,ΩB]

[−, F ]× [−,ΩB] [−, F ]

id×∗

⊙×id

⊙

⊙

que, por el lema de Yoneda, induce el siguiente diagrama conmutativo

F × ΩB × ΩB F × ΩB

F × ΩB F

id×m

⊙×id

⊙

⊙

donde m es la operación de grupo en ΩB, es decir, la composición de loops.
Análogamente, como la acción del teorema 4.2.3 es unital, tenemos el dia-
grama conmutativo

[−, F ]× [−, ∗] [−, F ]× [−,ΩB]

[−, F ] [−, F ]

≃ ⊙

id

que, por el lema de Yoneda, induce el siguiente diagrama conmutativo

F × ∗ F × ΩB

F F

⊙

id

donde el único morfismo ∗ → ΩB es la unidad. Obtenemos, entonces, que
⊙ : F × ΩB → F define una acción del grupo ΩB sobre F .

Dualmente, sea f : A → B una cofibración entre objetos cofibrantes con
cofibra C. La acción de grupo del teorema 4.2.3 induce un morfismo

⊙ : C → C ⊔ ΣA

que, por el lema de Yoneda, resulta una coacción del cogrupo ΣA sobre C en
Ho(C ).

Estamos ahora en condiciones de dar las definiciones principales de esta
sección.
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Definición 4.2.4. Sea C una categoŕıa modelo punteada. Una sucesión de
fibra en Ho(C ) es un diagrama

X Y Z

que es isomorfo en Ho(C ) a un diagrama

F E Bi p

donde p es una fibración entre objetos fibrantes y F es la fibra de p. Además,
el diagrama tiene una acción a derecha en Ho(C )

X × ΩZ → X

que es isomorfa a la acción inducida por el teorema 4.2.3. El morfismo de
borde de la sucesión de fibra está dado por la composición

∂ : ΩZ X × ΩZ X
(0,Id) ⊙

De esta forma, obtenemos

ΩZ X Y Z∂

Tenemos la siguiente definición dual

Definición 4.2.5. Sea C una categoŕıa modelo punteada. Una sucesión de
cofibra en Ho(C ) es un diagrama

X Y Z

que es isomorfo en Ho(C ) a un diagrama

A B C
f g

donde f es una cofibración entre objetos cofibrantes y C es la cofibra de f .
Además, el diagrama tiene una coacción a derecha en Ho(C )

Z → Z ⊔ ΩX

que es isomorfa a la coacción inducida por el teorema 4.2.3. El morfismo
de borde de la sucesión de cofibra está dado por la composición

∂ : Z Z ⊔ ΩX ΩX
⊙ (0,Id)

De esta forma, obtenemos
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X Y Z ΩX∂

El siguiente lema muestra que una sucesión de fibra se puede correr a la
izquierda usando su mapa de borde para obtener una nueva sucesión de fibra.

Lema 4.2.6. [8, Lema 3.5.1.] Sea

X Y Z
f g

una sucesión de fibra en Ho(C ), donde C es una categoŕıa modelo punteada.
Entonces

ΩZ X Y∂ f

es una sucesión de fibra con la acción

⊙ : ΩZ × ΩY → ΩZ

dada por

ΩZ × ΩY ΩZ × ΩZ ΩZ × ΩZ ΩZ
(id,Ωg) (id,−1) ∗

donde ∗ es la operación de grupo en ΩZ y −1 el inverso del grupo. Es decir

[−((Ωg) ◦ h)] ∗ [u] = [u]⊙ [h]

donde u ∈ [A,ΩZ] y [h] ∈ [A,ΩY ] para A ∈ Ho(C ).

Demostración. Para la prueba de este resultado nos referimos al lema 3.5.1
de [8].

Corolario 4.2.7. [8, Corolario 3.5.2.] Siguiendo la notación del lema ante-
rior, si

F E Bi p

es una sucesión de fibra, entonces

ΩE ΩB F
−Ωp ∂

también es una sucesión de fibra

Demostración. Usando la acción ⊙ : ΩB × ΩE → ΩB vista en el lema
anterior, tenemos que el morfismo de borde asociado a ΩB → F → E está
dado por
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[X,ΩE] [X,ΩB]× [X,ΩE] [X,ΩB]

[f ] ([0] , [f ]) [0] ∗ [−(Ωp) ◦ f ] = [−(Ωp) ◦ f ]

⊙

Observación 4.2.8. La demostración de este corolario justifica el signo de
menos que aparece en las sucesiones de fibra corridas.

Teorema 4.2.9 (Sucesión exacta larga de Puppe). [8, Teorema 3.6.1.] Sea

X Y Z
f g

una sucesión de fibra en Ho(C ), donde C es una categoŕıa modelo punteada
y sea su ∂ : ΩZ → X el mapa de borde. Entonces, la sucesión

· · · [A,Ωn+1Z] [A,ΩnX] [A,ΩnY ] · · ·

· · · [A,ΩZ] [A,X] [A, Y ] [A,Z]

(−1)n(Ωn∂)∗ (−1)n(Ωng)∗

∂∗ g∗ f∗

es exacta para todo A ∈ Ho(C ).

Demostración. Por lema 4.2.6 y el corolario 4.2.7, alcanza con mostrar que

[A,X] [A, Y ] [A,Z]
f∗ g∗

es exacta. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la sucesión de
fibra es de la forma

F E Bi p

donde p es una fibración entre objetos fibrantes y F es la fibra de p. Veremos,
entonces que

[A,F ] [A,E] [A,B]
i∗ p∗

es exacta. Dado que p ◦ i = 0, tenemos que Im(i∗) ⊆ Ker(p∗). Para ver que
Ker(p∗) ⊆ Im(i∗), consideramos u : A → E tal que [p ◦ u] = 0. Entonces,
existe una homotoṕıa a izquierda h : Cyl(A) → B tal que h ◦ i0 = p ◦ u y
h ◦ i1 = 0. Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

A E

Cyl(A) B

∼i0

u

p
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Como i0 es una cofibración trivial y p es una fibración, el diagrama admite
un levantamiento H : Cyl(A) → E. Luego, dado que p ◦ (H ◦ i1) = h ◦ i1 = 0,
por la propiedad universal del pullback, existe un único morfismo v que hace
conmutar el siguiente diagrama

A

F ∗

E P

v

H◦i1
i

p

Como H es una homotoṕıa entre H ◦ i0 y H ◦ i1, tenemos que [H ◦ i0] =
[H ◦ i1]. Por lo tanto,

i∗([v]) = [i ◦ v] = [H ◦ i1] = [H ◦ i0] = [u]

y, entonces, [u] ∈ Im(i∗).

Tenemos resultados duales a los anteriores para sucesiones de cofibra.

Lema 4.2.10. [8, Lema 3.6.2.] Sea

X Y Z
f g

una sucesión de cofibra en Ho(C ), donde C es una categoŕıa modelo puntea-
da. Entonces,

Y Z ΣX
g ∂

es una sucesión de cofibra con la coacción

⊙ : ΣX → ΣX ⊔ ΣY

dada por
[u]⊙ [h] = [u] ∗ [−h ◦ Σf ]

Corolario 4.2.11. [8, Corolario 3.6.3.] Si

X Y Z
f g

una sucesión de cofibra en Ho(C ), entonces

Z ΣX ΣY∂ −Σf
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también es una sucesión de cofibra.

Teorema 4.2.12 (Sucesión exacta larga de Puppe). [8, Teorema 3.6.4.] Sea

X Y Z
f g

una sucesión de cofibra en Ho(C ), donde C es una categoŕıa modelo punteada
y sea ∂ : Z → ΣX su mapa de borde. Entonces,

· · · [Σn+1X,A] [ΣnZ,A] [ΣnY,A] · · ·

· · · [Z,A] [Y,A] [X,A]

(−1)n(Σn∂)∗ (−1)n(Σng)∗

∂∗ g∗ f∗

es una sucesión exacta para todo A ∈ Ho(C ).

4.3. Categoŕıa de homotoṕıa de una categoŕıa

modelo estable

En esta sección veremos la prueba del siguiente teorema.

Teorema 4.3.1. [8, Teorema 4.2.1.] Sea C una categoŕıa modelo estable.
Entonces, su categoŕıa de homotoṕıa Ho(C ) es una categoŕıa triangulada
donde los triángulos exactos están dados por las sucesiones de cofibra y sus
morfismos de borde

X Y Z ΣX∂

Probaremos este resultado viendo que se verifican los axiomas de categoŕıa
triangulada en los siguientes lemas.

Lema 4.3.2 (Axioma T1). [8, pág. 138] Se verifican las siguientes afirma-
ciones:

1. la sucesión de morfismos ∗ X X ∗ es una suce-
sión de cofibra

2. si una sucesión de morfismos es isomorfa a una sucesión de cofibra,
entonces es una sucesión de cofibra

3. todo morfismo f : X → Y se puede completar a una sucesión de cofibra

de la forma X Y Z ΣX
f g u

Demostración.
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1. Podemos suponer queX es cofibrante, luego ∗ −→ X es una cofibración
con cofibra X y el morfismo de borde es el morfismo trivial

∂ : X −→ X ⊔ ∗ −→ ∗

Por lo tanto, ∗ X X ∗∂ es una sucesión de cofibra

2. Es trivial por la definición de sucesión de cofibra.

3. Podemos suponer que f : X −→ Y es una cofibración entre objetos
cofibrantes. Entonces, tomando su cofibra

X Y

∗ Z

f

g

y la acción asociada a X Y Z
f g

obtenemos una sucesión
de cofibra

X Y Z ΣX
f g ∂

Veremos, ahora, la prueba del axioma T3 que utilizaremos luego para ver
que se verifica el axioma T2.

Lema 4.3.3 (Axioma T3). [8, Lema 4.2.2.] Sea C una categoŕıa modelo
estable. Supongamos que tenemos un diagrama conmutativo en Ho(C )

X ′ Y ′ Z ′ ΣX ′

X Y Z ΣX

f ′

ϕ1

g′

ϕ2

u′

Σϕ1

f g u

donde las dos filas son sucesiones de cofibra con sus respectivos mapas de
borde. Entonces, existe un morfismo ϕ3 : Z ′ → Z que completa el diagrama
a un diagrama conmutativo.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, suponemos que f ′ y f son cofi-
braciones entre objetos cofibrantes, que Z ′ es la cofibra de f ′ y que Z es la
cofibra de f . Es decir, Z ′ y Z están dados por los pushouts
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X ′ Y ′

∗ Z ′

f ′

g′

X Y

∗ Z

f

g

Consideramos el diagrama

X ′ Y ′ Z ′

X Y Z

f ′

ϕ1

g′

ϕ2

f g

Tenemos que g ◦ ϕ2 ◦ f ′ = g ◦ f ◦ ϕ1 = 0 ya que g ◦ f = 0. Entonces, por
la propiedad universal del pushout, tenemos que g ◦ ϕ2 se factoriza sobre la
cofibra de f ′

X ′ Y ′

∗ Z ′

Z

f ′

g′
g◦ϕ2

ϕ3

Es decir, existe ϕ3 : Z
′ −→ Z que hace conmutar el siguiente diagrama

X ′ Y ′ Z ′

X Y Z

f ′

ϕ1

g′

ϕ2 ϕ3

f g

Falta ver que Σϕ1 ◦ u′ = ϕ3 ◦ u. Para ello, dado que u y u′ están definidos a
partir de la coacción, veremos que ϕ3 es compatible con la coacción en las dos
sucesiones de cofibra. Es decir, tenemos que ver que el cuadrado izquierdo en
el siguiente diagrama conmuta

Z ′ Z ′ ⊔ ΣX ′ ΣX ′

Z Z ⊔ ΣX ΣX

u′

ϕ3

⊙

ϕ3◦Σϕ1

(0,id)

Σϕ1

u

⊙ (0,id)
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Entonces, dados w : Z −→ A y un morfismo h : X −→ P(A) que representa
un elemento de [ΣX,A], queremos ver que

[w ◦ ϕ3]⊙ [h ◦ ϕ1] = ([w]⊙ [h]) ◦ ϕ3

Comenzamos construyendo [w] ⊙ [h]. Para ello, consideramos un diagrama
conmutativo

X P(A)

Y A

h

f e0∼α

w◦g

que admite un levantamiento α : Y −→ P(A). Luego, [w] ⊙ [h] = [v] donde
v : Z −→ A es el morfismo que verifica v ◦ g = e1 ◦ α. Por otro lado, para
construir [w ◦ ϕ3]⊙ [h ◦ ϕ1] consideramos el diagrama conmutativo

X ′ P(A)

Y ′ A

h◦ϕ1

f ′ e0∼β

w◦ϕ3◦g′

que admite un levantamiento β : Y ′ −→ P(A). Luego, [w ◦ ϕ3]⊙[h ◦ ϕ1] = [v′]
donde v′ : Z ′ −→ A es el morfismo que verifica v′ ◦g′ = e1 ◦β. Además, como

α ◦ ϕ2 ◦ f ′ = α ◦ f ◦ ϕ1 = h ◦ ϕ1

y
e0 ◦ α ◦ ϕ2 = w ◦ g ◦ ϕ2 = w ◦ ϕ3 ◦ g′

podemos tomar v′ = v ◦ ϕ3 y tenemos

v ◦ ϕ3 ◦ g′ = v ◦ g ◦ ϕ2 = e1 ◦ α ◦ ϕ2 = e1 ◦ β

Por lo tanto, por la propiedad universal del pushout v′ = v ◦ ϕ3. Obtuvimos,
entonces, que [v′] = [v] ◦ϕ3, es decir, [w ◦ ϕ3]⊙ [h ◦ ϕ1] = ([w]⊙ [h]) ◦ϕ3.

En el enunciado del axioma T3 y su prueba usamos únicamente propieda-
des de las sucesiones de cofibra en la categoŕıa de homotoṕıa de una categoŕıa
modelo punteada sin necesitar estabilidad. Para la prueba del axioma T2 śı
será fundamental que la categoŕıa modelo sea estable. Denotaremos mediante

ϵX : ΣΩX −→ X y ηX : X −→ ΩΣX
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a la counidad y la unidad de la adjunción loop-suspensión en Ho(C ).

Lema 4.3.4 (Axioma T2). [8, Lema 4.2.5.] Sea C una categoŕıa modelo
estable. Entonces

X Y Z
f g

es una sucesión de cofibra en Ho(C ) con mapa de borde u : Z −→ ΣX si y
solamente si

ΩZ X Y
−η−1

X ◦Ωu f

es una sucesión de cofibra con mapa de borde

ϵ−1
Z ◦ g : Y −→ Σ(ΩZ)

Demostración. Supongamos que

ΩZ X Y
−η−1

X ◦Ωu f

es una sucesión de cofibra con mapa de borde ϵ−1
Z ◦ g : Y −→ Σ(ΩZ). Enton-

ces, por el lema 4.2.10, tenemos que

X Y Z
f ϵ−1

Z ◦g

es una sucesión de cofibra con mapa de borde −Σ(−η−1◦Ωu
X ) = Ση−1

X ◦ ΣΩu.
Como ηX es natural en X, tenemos que el diagrama

ΣΩZ ΣΩΣX

Z ΣX

ηZ

ΣΩu

ϵΣX

u

conmuta, es decir u ◦ ϵZ = ϵΣX ◦ ΣΩu. Además, como ϵX es la counidad y
ηX es la unidad de la adjunción, tenemos que 1ΣX = ϵΣX ◦ ΣηX , es decir
ϵΣX = (ΣηX)

−1. Luego, el siguiente diagrama conmuta

X Y ΣΩZ ΣX

X Y Z ΣX

f ϵ−1
Z ◦g

ϵZ

Ση−1
X ◦ΣΩu

f g u

Como la fila de arriba es una sucesión de cofibra con su mapa de borde
y todos los morfismos verticales son isomorfismos, conluimos que la fila de
abajo es una sucesión de cofibra.

Rećıprocamente, supongamos que
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X Y Z
f g

es una sucesión de cofibra en Ho(C ) con mapa de borde u. Por naturalidad
de la counidad de la adjunción, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

ΣΩX ΣΩY ΣΩZ Σ2ΩX

X Y Z ΣX

ϵX

ΣΩf

ϵY

ΣΩg

ϵZ

Σϵ−1
Y ◦Ση−1

X ◦ΣΩu

ϵΣX

f g u

La fila de abajo es una sucesión de cofibra en Ho(C ) son su mapa de borde.
Entonces, como todas las flechas verticales son isomorfismos, obtenemos que
la fila de arriba también es una sucesión de cofibra con su mapa de borde.
Queremos ver que quitándole la suspensión obtenemos una sucesión de cofibra

ΩX ΩY ΩZ ΣΩX
Ωf Ωg ϵ−1

Y ◦η−1
X ◦Ωu

Tenemos que Ωf : ΩX −→ ΩY forma parte de una sucesión de cofibra

ΩX ΩY W ΣΩX
Ωf g′ u′

Aplicándole Σ obtenemos una nueva sucesión de cofibra

ΣΩX ΣΩY ΣW Σ2ΩX
ΣΩf Σg′ Σu′

que podemos colocar en el siguiente diagrama conmutativo

ΣΩX ΣΩY ΣΩZ Σ2ΩX

ΣΩX ΣΩY ΣW Σ2ΩX

ΣΩf ΣΩg Σϵ−1
Y ◦Ση−1

X ◦ΣΩu

ΣΩf Σg′ Σu′

Entonces, por el axioma T3, existe k : ΣΩZ −→ ΣW que hace conmutar
el diagrama. Luego, la sucesión exacta larga del teorema 4.2.12 nos permite
obtener el siguiente diagrama conmutativo

[Σ2ΩY,A] [Σ2ΩX,A] [ΣΩZ,A] [ΣΩY,A] [ΣΩX,A]

[Σ2ΩY,A] [Σ2ΩX,A] [ΣW,A] [ΣΩY,A] [ΣΩX,A]

k∗
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Por el lema de los cinco, tenemos que k∗ : [ΣΩZ,A] −→ [ΣW,A] es un iso-
morfismo. Luego, por el lema de Yoneda, k : ΣΩZ −→ ΣW es un ismorfismo.
Por lo tanto, k = Σk′ para algún k′ ∈ Ho(C ) que también es un isomorfismo.
Espećıficamente

k′ = (η−1
W ) ◦ Ωk ◦ ηΩZ

Entonces, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

ΩX ΩY ΩZ ΣΩX

ΩX ΩY W ΣΩX

Ωf Ωg ϵ−1
Y ◦η−1

X ◦Ωu

k′

Ωf g′ u′

donde todas las flechas verticales son isomorfismos y la fila de abajo es una
sucesión de cofibra. Por lo tanto, la fila de abajo también es una sucesión
de cofibra. Luego, por el lema 4.2.10 y el corolario 4.2.11, podemos correr la
sucesión de cofibra

ΩX ΩY ΩZ ΣΩX
Ωf Ωg ϵ−1

Y ◦η−1
X ◦Ωu

dos lugares a la derecha, obteniendo la siguiente sucesión de cofibra

ΩZ ΣΩX ΣΩY ΩZ
ϵ−1
Y ◦η−1

X ◦Ωu −ΣΩf −ΣΩg

Además, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

ΩZ ΣΩX ΣΩY ΩZ

ΩZ X Y ΣΩZ

ϵ−1
Y ◦η−1

X ◦Ωu

ϵX

−ΣΩf

ϵY

−ΣΩg

η−1
X ◦Ωu −f −ϵ−1

Z ◦g

Como las flechas verticales son isomorfismos, obtenemos que la fila de abajo
es una sucesión de cofibra y su mapa de borde es η−1

X ◦ Ωu, que es lo que
queŕıamos probar

Concluiremos probando que se verifica el axioma T4, para el cual alcanza
con pedir que la categoŕıa modelo C sea punteada.

Lema 4.3.5 (Axioma T4). [8, Lema 4.2.6.] Sea C una categoŕıa modelo
punteada y supongamos que tenemos tres sucesiones de cofibra
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X Y Z
f1 f2

X U V
g1 g2

Y U W
u1 u2

tales que g1 = u1 ◦ f1. Entonces, existen morfismos v1 : Z → V , v2 : V → W
y v3 : W → ΩZ que hacen conmutar el siguiente diagrama

X Y Z ΣX

X U V ΣX

W W

ΣY ΣZ

f1

u1

f2

v1

f3

g1

u2

g2

v2

g3

u3 v3

Σf2

Además,

Z V W
v1 v2 es una sucesión de cofibra con mapa de borde

v3

la coacción de ΣZ en W está dada por la composición

W W ⊔ ΣY W ⊔ ΣZ
⊙ Id⊔Σf2

donde el primer morfismo es la coacción de ΣY en W de la tercera
sucesión de cofibra.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que X, Y y U
son objetos fibrantes y cofibrantes en C y que f1 y u1 (y por lo tanto g1) son
cofibraciones. Consideramos el siguiente diagrama conmutativo

Y X ∗

U X ∗

U Y ∗

u1

f1

f1

g1

u1

y tomamos el pushout de cada fila.
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X ∗

Y Z

f1

f2

X ∗

U V

g1

g2

Y ∗

U W

u1

u2

Como g2 ◦ u1 ◦ f1 = g2 ◦ g1 = 0, existe un morfismo v1 que hace conmutar el
siguiente diagrama

X ∗

Y Z

V

f1

f2

g2◦u1

v1

Análogamente, como u2 ◦ g1 = u2 ◦ u1 ◦ f1 = 0, existe un morfismo v2 que
hace conmutar el siguiente diagrama

X ∗

U V

W

g1

g2

u2

v2

Luego, obtenemos morfismos entre los pushouts de las filas del primer dia-

grama Z V W
v1 v2

Además, como u2 ◦ u1 = 0, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

X ∗

Y Z

W

f1

f2

u2◦u1

v2◦v1

Por el Patching Lemma (Lema A.7.7. del Apéndice de [8]) tenemos que v1 es
una cofibración con cofibra v2 : V −→ W .

Veamos, ahora, que la coacción asociada a la sucesión de cofibra

Z V W
v1 v2

está dada por
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• : W W ⊔ ΣY W ⊔ ΣZ
⊙ Id⊔Σf2

Es decir, dado A ∈ C , queremos ver que

[f ] • [h] = [f ]⊙ [h ◦ f2]

donde f : W −→ A y h : Z −→ A representa un elememento de [ΣZ,A].
Para calcular [f ] • [h] consideramos el diagrama conmutativo

A P(A)

V A

v1

h

e0∼α

f◦v2

que admite un levantamiento α : V −→ P(A). Luego, α◦e1 se factoriza sobre
la cofibra de v1 mediante un morfismo φ:

Z V W

A

v1 v2

e1◦α
φ

y obtenemos que [φ] = [f ] • [h]. Por otro lado, para calcular [f ] ⊙ [h ◦ f2]
consideramos el diagrama conmutativo

Y P(A)

U A

u1

h◦f2

e0∼β

f◦u2

que admite un levantamiento β : U −→ P(A). Luego, β ◦e1 se factoriza sobre
la cofibra de u1

Y U W

A

u1 u2

e1◦β
ψ

Entonces [ψ] = [f ]⊙ [h ◦ f2]. Como

α ◦ g2 ◦ u1 = α ◦ v1 ◦ f2 = h ◦ f2

y
e0 ◦ α ◦ g2 = f ◦ v2 ◦ g2 = f ◦ u2
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podemos tomar β = α ◦ g2 y, por lo tanto,

ψ ◦ u2 = e1 ◦ β = e1 ◦ α ◦ g2 = φ ◦ v2 ◦ g2 = φ ◦ u2

Luego, por unicidad de factorización, obtenemos que ψ = φ y concluimos
que [ψ] = [φ].
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