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Resumen

En este trabajo estudiaremos la nocién de categoria modelo y su corres-
pondiente categoria de homotopia derivada. Veremos dos ejemplos de esta
estructura: la categoria de espacios topoldgicos y la categoria de conjun-
tos simpliciales. Asimismo, estableceremos una equivalencia de Quillen entre
ambas categorias. Estudiaremos, posteriormente, la estructura de categoria
modelo estable y veremos como esta condicién de estabilidad implica de la
categoria de homotopia resulte ser una categoria triangulada.
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Introduccion

La teoria de homotopia abstracta busca generalizar los conceptos y las es-
tructuras que surgen al estudiar teoria de homotopia en espacios topolédgicos,
creando un marco abstracto que nos permita estudiar teoria de homotopia
en otras categorias como, por ejemplo, la de conjuntos simpliciales o la de
los complejos de cadenas.

Supongamos que tenemos una categoria % junto con una clase distingui-
da W de morfismos que no son isomorfismos pero que queremos considerar
como tales. Asi, por ejemplo, al estudiar la categoria de espacios topolégicos
Top a menos de homotopia, estamos considerando las equivalencias débiles
de homotopia como isomorfismos. Una posible forma de obtener una nueva
categoria en la que los morfismos de W sean isomorfismos es la localizacion.
Dicha localizacién consiste en invertir formalmente los morfismos de W y
obtenemos una nueva categoria ¢ [W '] y un funtor F : ¢ — €[W 1] tal
que F(f) es un isomorfismo para todo morfismo f en W. Sin embargo, al
considerar este enfoque surgen los siguientes problemas: puede que €' [W™!]
no sea localmente pequena y ademaés, los homsets resultan dificiles de mane-
jar debido a que no tenemos una buena descripcion de los morfismos de la
localizacién.

La estructura de categoria modelo planteada por Quillen en 1967 nos
permite resolver los problemas que surgen en la localizacion, descritos en el
parrafo anterior. Las categorias modelo axiomatizan la estructura subyacente
en la teoria de homotopia clasica en espacios topoldgicos. En tal sentido,
en una categoria modelo tenemos tres clases distinguidas de morfismos: la
clase de morfismos W, que buscamos invertir, y que llamaremos equivalencias
débiles, asi como una clase de fibraciones y una clase de cofibraciones. Esta
estructura adicional dada por las fibraciones y las cofibraciones, junto con
una serie de axiomas, permite definir una nocién general de homotopia a
partir de la cual contruiremos una nueva categoria llamada la categoria de
homotopia de €, denotada por Ho(%) y donde los morfismos de W resultan
ser isomorfismos. Probaremos que, de hecho, las categorias Ho(¢) y €' [W ']
son equivalentes, lo cual nos permite obtener una descripcién concreta de los
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morfismos de la localizacién.

Naturalmente, surge la siguiente pregunta: ;cémo comparar diferentes
teorias de homotopia? Una forma seria la construccién de un funtor entre las
categorias modelo que preserve equivalencias débiles, fibraciones y cofibra-
ciones. Dicho enfoque, sin embargo, resulta restrictivo considerando particu-
larmente que lo que nos interesa comparar son las categorias de homotopfia.
Surge, entonces, la nocién de un par de funtores de Quillen, que esta for-
mado por dos funtores adjuntos donde cada funtor preserva la mitad de la
estructura de categoria modelo. Cuando los funtores inducidos en las cate-
gorias de homotopia resultan ser equivalencias de categorias se trata de una
equivalencia de Quillen. Esta nocion es suficientemente débil para que dos ca-
tegorias de homotopia puedan ser equivalentes sin que las categorias modelo
subyacentes lo sean. En este trabajo estudiaremos dos ejemplos de categorias
modelo: los espacios topologicos y los conjuntos simpliciales y veremos que
son Quillen equivalentes.

Finalmente, nos preguntamos qué estructura tiene la categoria de ho-
motopia de una categoria modelo. El punto de partida para responder esta
pregunta lo constituye la definiciéon de un par de funtores adjuntos: el funtor
suspension y el functor loop. A partir de estos funtores, definiremos la no-
cién de categoria modelo estable y construiremos sucesiones de fibra y cofibra.
Cuando la categoria modelo es estable, las sucesiones de fibra y cofibra se
pueden extender a izquierda y derecha, lo que nos permitird demostrar que la
categoria de homotopia de una categoria modelo estable es triangulada. Las
categorias trianguladas, desarrolladas por Verdier, axiomatizan la estrucutu-
ra de la categoria derivada de una categoria abeliana a través de triangulos
exactos, que juegan el rol de las sucesiones exactas cortas en una categoria
abeliana. En el contexto de las categorias modelo estables los tridngulos estan
dados por las sucesiones de cofibra.

El trabajo esta organizado como se describe a continuacion.

En el primer capitulo expondremos nociones y resultados necesarios para
el desarrollo del trabajo. Comenzaremos definiendo la composicion transfinita
que serd una herramienta fundamental a la hora de estudiar las categorias mo-
delo cofibrantemente generadas. Luego, presentaremos las categorias triangu-
ladas, las cuales constituyen una nocién central de este trabajo y probaremos
algunos resultados acerca de esta estructura.

El segundo capitulo comenzara con la definiciéon de categoria modelo si-
guiendo [2]. Veremos cémo surge una nocién de homotopia que nos permitira
construir la categoria de homotopia de una categoria modelo y probaremos
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que coincide con la localizacion. Concluiremos este capitulo estudiando mor-
fismos entre categorias modelo, es decir, los funtores de Quillen.

El objetivo del tercer capitulo es construir ejemplos de categorias modelo,
basdndonos nuevamente en [2]. Dado que los axiomas de categoria modelo son
dificiles de probar, estudiaremos, en primer lugar, las categorias modelo cofi-
brantemente generadas. Esta estructura reduce las condiciones de categoria
modelo a verificar y nos permitird dar dos ejemplos de categorias modelo:
los espacios topoldgicos y los conjuntos simpliciales. Igualmente, veremos que
estas dos categorias modelo son Quillen equivalentes.

En el cuarto capitulo, siguiendo [8] probaremos uno de los resultados
fundamentales de este trabajo: la categoria de homotopia de una categoria
modelo estable es triangulada. Comenzaremos viendo la existencia de un par
de adjuncién en una categoria modelo punteada dada por los funtores loop
y suspensién, para asi poder definir lo que es una categoria modelo estable.
Veremos, a continuacion, como estos funtores nos permiten, asimismo, definir
sucesiones de fibra y cofibra en una categoria modelo punteada. Concluiremos
este capitulo viendo que cuando la categoria modelo es estable, su categoria
de homotopia resulta ser triangulada y los triangulos estdn dados por las
sucesiones de cofibra.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Ordinales, cardinales y composicion trans-
finita

En esta seccion estudiaremos el concepto de composicion transfinita que
es necesario para definir los objetos pequenios de una categoria, basandonos
en el segundo capitulo de [2].

Definicién 1.1.1. 1. Un orden parcial es un conjunto S junto con una
relacién < que verifica las siguiente propiedades:

s reflexiva: a < a para todo a € S
= transitiva: si a < by b < ¢ entonces a < ¢ para todos a,b,c € S
= antisimétrica: si a < by b < a entonces a = b para todos a,b € S

2. Decimos que un orden parcial es total si verifica que para todo par de
elementos a,b € S tenemos a < b o bien b < a

3. Decimos que un orden total es un buen orden si todo subconjunto A
no vacio de S tiene un primer elemento, es decir, existe b € A tal que
b < a para todo a € A

Definicién 1.1.2. Sea S un conjunto bien ordenado, dado x € S definimos
s(z) ={y € S:y < x}. Un ordinal es un conjunto bien ordenado « tal que

s(8) = B para todo § € a.

Definicién 1.1.3. Si a es un ordinal, entonces el sucesor de « es el primer
ordinal mayor que «. Si un ordinal no es sucesor de ningin otro ordinal
decimos que es un ordinal limite.
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Definicién 1.1.4. Sea ¥ una categoria con todos los colimites pequenos, es
decir todos los colimites sobre diagramas indexados en categorias pequenas,
y A un ordinal.

1. Una A-sucesién en ¢ es un funtor X : A — % que preserva colimites.
Lo escribiremos de la forma

Xo— Xy — - — Xg— -+

Como X preserva colimites, para todo ordinal limite v < A, el morfismo
inducido

colim X3 — X,
B<y

es un isomorfismo dado que en conjuntos parcialmenente ordenados, la
nocion de colimite coincide con la nocién de supremo.

2. La composicién de la A-sucesién X es el morfismo

Xo — colim Xy
B<y

La composicién es tnica a menos de isomorfismo ya que el colimite no
es unico.

3. Sea D una coleccién de morfismos en ¢ tal que todo morfismo Xz —>
Xp41 es un elemento de D para 41 < A. La composicién transfinita
de los morfismos de D es la composicién

Xy — colim Xjg
B<A

Esquematicamente, lo vemos como

Xo > X, > Xo

COliHl5<,\ Xﬁ

~

Observacion 1.1.5. Si A = w entonces una A-sucesion es una sucesion usual

Definicién 1.1.6. Dado un conjunto A, el cardinal de A, que denotaremos
como |Al, es el menor ordinal para el cual existe una biyeccién

Al — A
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Definiciéon 1.1.7. Sea v un cardinal. Decimos que un ordinal « es y-filtrado
si es un ordinal limite y verifica que si A C ay |A| < v entonces supA < a.

Definicién 1.1.8. Sea % una categoria que tiene todos los colimites de
sucesiones, D una coleccién de morfismos en €, A un objeto de ¢ y x un
cardinal.

= Decimos que A es k-pequeno relativo a D si para todo los ordinales
k-filtrados A y todas las A-sucesiones

Xo— X1 — - — Xg — -+

tales que cada morfismo Xz — X4 es un elemento de D para f+1 <
A, el morfismo de conjuntos

C(B)lg\n Homy (A, Xp) — Home (A, C(B)1<1/r\n X3)

es un isomorfismo.

= Decimos que A es pequeno relativo a D si es k-pequeno relativo a
D para algin k.

= Decimos que A es pequeno si es pequeno relativo a €.

Observacion 1.1.9. Si k y &’ son dos cardinales tales que Kk < k' y A es k-
pequeno relativo a D, entonces A es k’-pequeno relativo a D porque todo
ordinal «/-filtrado también es k-filtrado.

El siguiente ejemplo nos sera de utilidad més adelante.

Ejemplo 1.1.10. [2, Ejemplo 2.1.5.] Todo objeto en la categoria de conjuntos
Set es pequeno. De hecho, veremos que si A es un conjunto entonces A es
|Al-pequenio. Sea A un ordinal |A|-filtrado y X una A-sucesién de conjuntos.
Dado un morfismo f : A — colimg.y X, tenemos, para cada a € A, un
indice B(a) tal que f(a) estd en la imagen de Xpu,. Sea v = sup,c4 B(a).
Como A es un ordinal |Al-filtrado, tenemos que v < A y que el morfismo f
se factoriza a través de un morfismo g : A — X.,.

Definicién 1.1.11. Sea % una categoria con todos los colimites pequenos,
D una coleccién de morfismos en ¢ y A un objeto de €.

= Decimos que A es finito relativo a D si A es k-pequeno relativo a D
para un cardinal finito .

= Decimos que A es finito si es finito relativo a €.
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1.2. Categorias trianguladas

En esta seccién veremos cémo se definen las categorias trianguladas y
algunas de sus propiedades bésicas siguiendo el cuarto capitulo de [8].

Definicién 1.2.1. Decimos que una categoria € es una categoria aditiva
si tiene todos los productos y coproductos finitos y estd enriquecida en la
categoria de grupos abelianos, es decir los hom sets de € son grupos abelianos
y la composicién de morfismos es bilineal.
Un funtor aditivo es un funtor F': 4 — & entre categorias aditivas tal
que
F : Homg(X,Y) — Homg(F(X), F(Y))

es un morfismo de grupos abelianos.

Definiciéon 1.2.2. Sea .7 una categoria aditiva con una autoequivalencia
aditiva ¥ : . — 7. Un triangulo en .7 es una sucesion de morfismos

) QLN VA CEN R LN 3 '

Un morfismo de triangulos entre X Ly Ly 7 Bysx y

x Ly L B oex esun diagrama conmutativo
x Dby P,z B oyvx
l@sl l¢>2 l¢3 lzdh
x Iy B B ey

Definicién 1.2.3. Sea .7 una categoria aditiva, cuyo objeto cero es *, jun-
to con una autoequivalencia aditiva ¥ : 7 — .7 llamada funtor shift.
Decimos que 7 es una categoria triangulada si existe una clase distingui-
da de tridangulos llamados triangulos exactos que satisfacen los siguientes
axiomas:

= T1: El tridngulo x > X > X > % es exacto para todo
objeto X de 7. Todo tridngulo isomorfo a un tridngulo exacto es un
tridngulo exacto. Todo morfismo f : X — Y se puede extender a un

triangulo exacto de la forma X Iy 247 *y5x .

= T2: El triangulo
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es exacto si y solamente si el triangulo

-3f

y 47 vy vXx YY

2\

es exacto.

= T3: Dado un diagrama conmutativo

Xl sy P,z vy
l¢>1 l¢>2 lxdn
x Iy B B s

tal que las dos filas son triangulos exactos y el cuadrado de la izquier-
da conmuta, existe un morfismo ¢3 : Z — Z' que lo completa a un
morfismo de triangulos

Xl y_ P,z vy
]

l@bl p l¢2 p i¢3 p l&m

X sy 27 B vX

= T4: Dado un diagrama conmutativo

X fi Yy f2 7 f3 .Y X

- |
X g1 U 92 V g3 EX

u2

~
~

~

2\
~

~

W

us

~

2Y

tal que la columna y las dos filas son tridngulos exactos, existe un
triangulo exacto

que se puede agregar al diagrama anterior para obtener un diagrama
conmutativo
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x Iy P oz B vy
| b
N2 N
X2y 2,y % . vx
u EU2
N2 N
W:W
us3 EU3
NS s/ +
Y 245 27

Definicién 1.2.4. Una subcategoria .7’ de una categoria triangulada .7 es
una subcategoria triangulada si es una categoria triangulada con el shift

y los triangulos heredados de 7.

Lema 1.2.5. [8, Lema 4.1.4.] Sea X Ty 2 7 59X un tridngu-
lo exacto en una categoria triangulada 7. Entonces go f =0 yuo g = 0.

Demostracion. Para ver que g o f = 0 consideramos el siguiente diagrama
conmutativo

X =—X S % > 2X
|l |
X Y 25 7 52X

Por los axiomas T1 y T2, tenemos que la primera fila del diagrama es un
triangulo exacto y por hipotesis la segunda fila es un triangulo exacto. Luego,
por el axioma T3, el diagrama se puede completar a un diagrama conmutativo

X —X > % XX
PR
X > Y s 7 —— X

Entonces, como el cuadrado del medio conmuta, obtenemos que go f = 0.
Por otro lado, para ver que v o g = 0 consideramos el siguiente diagrama
conmutativo

Yy —— Y
|l
) N/

>k

Y
Y
Por los axioma T1 y T2 tenemos que la primera fila es un tridangulo exacto
y por el axioma T2 tenemos que la segunda fila es un triangulo exacto. Por

nx >,

2\



1.2. CATEGORIAS TRIANGULADAS 7

lo tanto, por el axioma T3, podemos completar el diagrama a un diagrama
conmutativo

Y ——Y > % > MY
N .
Y —45 7 s vx vy
y, como el cuadrado del medio conmuta, obtenemos que wo g = 0. O]

Proposicién 1.2.6. /8, Proposicion 4.1.5.] Sea 7 una categoria triangulada,

A un objeto de T y X iy Loz Bysx tridngulo exacto

en 7. Entonces, las sucesiones de grupos abelianos

Hom (A, X) 22 Homs(A,Y) —2 Hom, (A, Z) 2+ Hom(A4,5X)

Yy

Hom(SX, A) — Hom(Z, A) —2° Hom(Y, A) — Hom (X, A)

son exactas.

Demostracion. Vamos a probar que la primera sucesién es exacta. Por el
axioma T2, alcanza con probar que

Hom #(A, X) BELIIN Hom #(A,Y) BELIN Hom (A, Z)
es exacta.

Veamos primero que Im(f;,) C Ker(fs,). Sea g : A — Y tal que g €
Im(f1,), es decir existe u : A — X tal que ¢ = f; o u. Por el axioma
T3, tenemos que existe un morfismo h : * — Z que completa el siguiente
diagrama conmutativo.

A——A >>:< y LA
)l(u fl>§£g f2>g f3>2£ju

Obtenemos, entonces, que fs5 o g se factoriza sobre . Por lo tanto, foog =0
y g € Ker(fs,).

Veamos, ahora, que Ker(f;,) C Im(f;,). Sea g : A — Y tal que g €
Ker(fs,). Entonces f, 0 g = 0y, por el axioma T3, existe un morfismo w :
A — X que completa el siguiente diagrama conmutativo
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A=——A >k > LA
iu lg l iEu
M f fs
X —=Y 257 233X
Entonces f; ou = g y obtenemos que g € Im(f;,). ]

Definicién 1.2.7. Decimos que un funtor de una categoria triangulada en
una categoria abeliana es un funtor cohomolégico si manda triangulos
exactos en sucesiones exactas.

Por ejemplo, en la proposicién anterior vimos que los funtores Hom 5 (A, —)
y Hom #(—, A) son cohomolégicos para todo objeto A de 7.

Corolario 1.2.8. /8, Corolario 4.1.8.] Sea

) QEEELEING VN CEIN/I CEIND )¢
l¢1 l@bz l¢3 l&iﬁ
x Iy B B e

un morfismo de triangulos exactos en una categoria triangulada 7. Si dos
de los ¢; son isomorfismos, entonces el tercero también lo es.

Demostracion. Veremos que si ¢ y ¢ son isomorfismos, entonces ¢z tam-
bién es un isomorfismo. Sea A un objeto de 7. Por la proposicién anterior,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

Homg(A, X) L} Homgz(A,Y) L} Homgy (A4, Z) L} Homgy(A,XX) i} Homg(A,XY)

l%» l&‘a* lqbg* lﬁlc‘q* l b2,

>
Hom g (4, X') L} Homg(A,Y") L} Homy (A, Z") L} Homg(A,XX") i} Homg(A,XY)

Por el lema de los cinco, obtenemos que ¢3, es un isomorfismo para todo
objeto A de 7. Entonces, Homg(—, ¢3) : Hom#(—, Z) — Homg(—, Z’) es
isomorfismo. Luego, por el lema de Yoneda, conluimos que ¢3 es un isomor-
fismo. O]

Lema 1.2.9. /8, Lema 4.1.9.] Los tridngulos exactos de una categoria trian-
gulada 7 son cerrados bajo productos y coproductos.

Demostracion. Probaremos la afirmacion para los coproductos.
Sea

X, Ly Yz M vX,

un triangulo exacto para todo ¢ € J. Para probar que
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_|_|J i _|_|J gi '|_|J ug
X = |]Y, == || Z —=— 2| X,
e ieJ ieJ ieJ

es un tridngulo exacto, veremos que es isomorfo a un tridngulo exacto.
Por el axioma T1, tenemos que el morfismo | | f; : || X; — |]VY; se
ieJ ieJ ieJ
puede completar a un triangulo exacto

L i
L Xx: = |V s W > YL X,
icJ e e

Luego, por el axioma T3, para cada ¢ € J existe un morfismo Z; — W
que completa el siguiente diagrama a un diagrama conmutativo mediante el
morfismo punteado

Uj

X, —I sy % 7 ' YX,

TN |

X = Y W > YL X,

1€J i€ icJ

~

~

Por la propiedad universal del coproducto, existe un morfismo | | Z; — W
icJ
que forma parte de un diagrama conmutativo

ieJ ieJ ieJ ieJ
| | | |

L] Xi — LY > W > 2| X,

ieJ ieJ icJ

Sea A un objeto en 7. Aplicando el funtor cohomolégico Homo(—, A) al
triangulo

X, Ly, g M vy,

obtenemos una sucesion exacta larga de grupos abelianos

- —— Homg(Z;, A) —— Homz(Y;,; A) —— Homg(X;, A) —— ---

Tomando el coproducto de estas sucesiones exactas largas, obtenemos la su-
cesion exacta larga

oo —— @GHoms(Z;,A) —— @ Homgz(Y;,A) —— P Homs(X;,A) —— ---

i€J i€J icJ
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que, por definicion del coproducto, es isomorfa a la sucesién exacta larga

~ = Homy(|] Zi, A) —— Homs (] Vi, A) —— Homz (L] X, A) —— -
ieJ ieJ =

Por otro lado, aplicando el funtor cohomolégico Hom s (—, A) al tridngulo

Xi— Y: > W » 2L X;

icJ ieJ =
obtenemos la sucesion exacta larga
-+ —— Homg (W, A) —— Homyz (| ]Y;,A) —— Homgz( | X;, A) —— ---

Tenemos, entonces el siguiente diagrama conmutativo

Homg (27! |V;, A) —— Homgz (27! X;, A) ——— Homy (W, A) ——— Homz (| |Y;, A) —— Hom (| | X;, A)

f S

Homg(X7'| | Vi, A) —— Homgz (27! X;, A) —— Homy (|| Zi, A) ——— Homz (| ]Y;, A) ——— Hom (| | X;, A)

Entonces, por el lema de los cinco, tenemos un isomorfismo natural en A
Hom 7 (W, A) — Hom (| | Z;, A)
lo que nos da, por el lema de Yoneda, un isomorfismo
|_| Z; — W

Entonces, tenemos un diagrama conmutativo

| | |

X — | Y > W > DX

donde la fila de abajo es un tridangulo exacto y las flechas verticales son
isomorfismos. Entonces por el axioma T1, tenemos que

L1Xs — |I)Y: — |2 — 21X
también es un triangulo exacto. O

Observacion 1.2.10. El axioma T3 no especifica que haya una tnica forma
de completar el diagrama. En general, habra muchas formas de hacerlo. Por
ejemplo, consideramos el siguiente diagrama conmutativo
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2—H1X 0,y Xuy — X
H H
Yol

0 .y s XY — 3 X

~
2

donde las filas son el coproducto de los triangulos exactos

YlX > x » X —— X

¥ —— Y ——Y —— %

Sea f : X — Y un morfismo en .7. Entonces el morfismo f: XY — XUY
inducido por (1, f) : X - XUY y (0,1) : Y — X UY completa el diagrama.
Como esto es cierto para todo morfismo f, obtenemos que el morfismo que
completa el diagrama no es unico.

Definicién 1.2.11. Decimos que un triangulo exacto

) QLN VS LIRS A IR 3 e

en una categoria triangulada .7 escinde si uno de los mapas fi, f2, f3 es
nulo.

Lema 1.2.12. /8, Lema 4.1.12.] Si el tridngulo exacto

x -,y Py B vy

escinde, entonces Y ~ X U Z en 7.

Demostracion. Probaremos la afirmacién para el caso f3 = 0. Como

X —— X L N 3. ¢

s [ == — s %

son triangulos exactos, tenemos que su coproducto

X — XUz s 7 > 1 X

también es un triangulo exacto. Luego, por el axioma T3 existe un morfismo
Y — X UZ que completa el siguiente diagrama a un morfismo de tridngulos
exactos.
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X P Y y 7 —0 5 X
H | |
X —sXuz s 7 v X

Como la primera y la tercera flecha vertical son isomorfismos, obtenemos que
Y — X U Z es un isomorfismo. m



Capitulo 2

Categorias Modelo

En este capitulo presentaremos la estructura de categoria modelo siguien-
do el primer capitulo del libro [2]. Comenzaremos viendo la definicién y al-
gunos resultados bésicos como el argumento del retracto y el lema de Ken
Brown. Nos dedicaremos, luego, a estudiar la categoria de homotopia de una
categoria modelo € y veremos que coincide con la localizacion de € que se
obtiene invirtiendo formalmente las equivalencias débiles. Finalmente, estu-
diaremos funtores entre categorias modelo asi como los funtores inducidos
entre las categorias de homotopia.

2.1. Estructura modelo en una categoria

Dada una categoria %, podemos considerar una categoria Map(%’) cuyos
objetos son los morfismos de % y cuyos morfismos son cuadrados conmuta-
tivos.

Definicién 2.1.1. Sea % una categoria.

1. Decimos que un morfismo f en % es un retracto de un morfismo g en
% si f es retracto de g como objetos de Map(%’), es decir si existe un
diagrama conmutativo
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donde las composiciones horizontales son las identidades respectivas.

2. Una factorizacién funtorial es un par ordenado («, ) de funtores
Map(%) — Map(%) tal que f = B(f) o a(f) para todo f € Map(%).
En particular, el codominio de a(f) es el dominio de §(f), el codominio
de B(f) es el codominio de f y el dominino de a(f) es el dominio de f.

Definicién 2.1.2. Seani: A — By p: X — Y morfismos en la categoria
% . Decimos que i tiene la left lifting property (LLP) con respecto a p y
que p tiene la right lifting property (RLP) con respecto a i si para todo
diagrama

A%

A
ion

s

B ——Y
existe un levantamiento h : B — Y tal que hi = f y ph = g.
Definicién 2.1.3. Una estructura modelo en una categoria % consiste en
= tres clases de morfismos que forman subcategorias de &

e las equivalencias débiles que notaremos como —
e las fibraciones que notaremos como —»

e las cofibraciones que notaremos como <
» dos factorizaciones funtoriales («, 5) y (v, 9)
que satisfacen las siguientes condiciones:

1. 2-de-3. Sean f y g morfismos en % tales que gf estd definido, si dos
de los morfismos f, g y gf son equivalencias débiles, entonces el tercero
también lo es

2. Retractos. Sean f y g morfismos en % tales que f es un retracto de
g, si g pertenece a alguna de las subcategorias distinguidas entonces f
también

3. Levantamientos. Decimos que un morfismo es una fibracién trivial
si es una fibraciéon y una equivalencia débil y que un morfismo es una
cofibracién trivial si es una cofibracién y una equivalencia débil. Las
cofibraciones triviales tienen la LLP respecto a las fibraciones y las
cofibraciones tienen la LLP respecto a las fibraciones triviales, es decir
los diagramas de la siguientes formas admiten levantamientos
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® [ [ ]
J: ] J: ] l
~ - 7z ~
7z 7z
7z 7z
7 7z
([ ] [ ] [ ]

4. Factorizaciones. Para todo morfismo f, a(f) es una cofibracion, 5(f)
es una fibracién trivial, y(f) es una cofibracién trivial y §(f) es una
fibracion, es decir todo morfismo f se puede factorizar de las dos formas
siguientes

A
y

L
|

— sy e —"S e o " s 0 —%
a(f) B(f) v(f) a(f)

Definicién 2.1.4. Una categoria modelo es una categoria ¢ completa y
cocompleta, es decir que tiene todos los limites y colimites pequenos, junto
con una estructura modelo en %

Ejemplo 2.1.5. Dada una categoria cocompleta %, podemos poner tres es-
tructuras modelo en % tomando los isomorfismos como una de las subcate-
gorias distinguidas y todos los morfismos como las otras dos subcategorias.
Por ejemplo, un morfismo es una equivalencia débil si y solamente si es un
isomorfismo y todo morfismo es una fibraciéon y una cofibracion. En este ca-
so, tomamos « y d como el funtor identidad, B(f) como la identidad en el
codominio de f y v(f) como la identidad en el dominio de f.

Observacion 2.1.6. Sean € y 2 categorias modelo, entonces ¢ X Z es una
categoria modelo con la siguiente estructura: un morfismo (f,g) de € x 2
es una equivalencia débil (fibracién, cofibracién) si y solamente si f y g son
equivalencias débiles (fibraciones, cofibraciones) en € y Z respectivamente.
Esta estrutura modelo es la estructura modelo producto.

Observacion 2.1.7. Si € es una categoria modelo, entonces €°P es una ca-
tegoria modelo donde las cofibraciones de € son las fibraciones de %, las
fibraciones de €7 son las cofibraciones de € y las equivalencias débiles de
% °P son las equivalencias débiles de 7.

Dado que una categoria modelo % es cocompleta, tiene un objeto ter-
minal * y un objeto inicial (). Entonces, podemos considerar las siguientes
definiciones.

Definicién 2.1.8. Sea % una categoria modelo y X un objeto de €. Deci-
mos que X cofibrante si el morfismo () — X es una cofibracién y que es
fibrante si el morfismo X — % es una fibracién.
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Sea X un objeto de una categoria modelo % . Al aplicarle la factorizacién
funtorial (a, 8) al morfismo ) — X obtenemos

) —s QX —

y por lo tanto, podemos considerar un funtor X —— QX tal que QX es
cofibrante y una transformacién natural QX 2% X que es una fibracién
trivial. Decimos que @ es el funtor de reemplazo cofibrante de % .

Andlogamente, si le aplicamos factorizacién funtorial (v, d) al morfismo
X — x obtenemos

X =3 RX » x

y por lo tanto, tenemos un funtor X — RX tal que RX es fibrante y una
transformacién natural X — RX que es una cofibracién trivial. Decimos
que R es el funtor de reemplazo fibrante de %.

Lema 2.1.9 (Argumento del retracto). [2, Lema 1.1.9.] Supongamos que
tenemos una factorizacion f = pi en una categoria € y supongamos que f
tiene la LLP con respecto a p. Entonces f es un retracto de 1. Dualmente, si
f tiene la RLP con respecto a i, entonces [ es un retracto de p.

Demostracion. Sean f : A - C,1: A — Byp: B — C.Si f tiene la
LLP con respecto a p, entonces tenemos un levantamiento r : C' — B en el
diagrama

A—> B
fl /’:/’/7( lp
c—cC
Tenemos, por lo tanto, que por = ids. Luego, tenemos el siguiente diagrama
A A A
| L I
¢ ———B—7C
\M_C/
y concluimos f es retracto de i. m

El argumento del retracto implica que los axiomas de categoria modelo
estan sobredeterminados, como veremos en el siguiente lema.

Lema 2.1.10. /2, Lema 1.1.10.] Sea € una categoria modelo. Entonces
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1. un morfismo es una cofibracion si y solamente si tiene la LLP con
respecto a todas las fibraciones triviales

2. un morfismo es una fibracion si y solamente si tiene la RLP con res-
pecto a todas las cofibraciones triviales

Demostracion. Probaremos solo la primera afirmacion dado que la segunda
as analoga.

Por definicién, las cofibraciones tienen la LLP con respecto a todas las
fibraciones triviales. Reciprocamente, sea f un morfismo que tiene la LLP
con respecto a todas las fibraciones triviales. Si factorizamos f como f = pt
donde 7 es una cofibracion y p es una fibraciéon trivial, entonces f tiene la
LLP con respecto a p. Luego, por el argumento del retracto, f es un retracto
de 7 y, por lo tanto, f es una cofibracion. ]

Observacion 2.1.11. El lema anterior implica, en particular, que todo iso-
morfismo en una categoria modelo es una fibraciéon trivial y una cofibracion
trivial.

Corolario 2.1.12. [2, Corolario 1.1.11.] Sea € una categoria modelo. En-
tonces, las cofibraciones son cerradas bajo pushouts. Es decir, si tenemos un
pushout

A——C

i| s

B—— D

donde f es una cofibracion, entones g también es una cofibracion.
Dualmente, las fibraciones son cerradas bajo pullbacks.

Demostracion. Veremos, primero, que si f tiene la LLP con respecto a un
morfismo h entonces g también tiene la LLP con respecto a h. Para ello,
consideramos el siguiente diagrama, donde el cuadrado de la izquierda es un
pushout

A—5C 15X
A
B——D-——Y

Dado que f tiene la LLP con respecto a h, existe un morfismo w : B — X
tal que wf =tsy hw = vu.
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A——C—5X
fl ff’,/’/ lh
B~ % D—>Y

Aplicando la propiedad universal del pushout al cuadrado izquierdo del pri-
mer diagrama, obtenemos que existe un morfismo w’ : D — X que hace
conmutar el siguiente diagrama

A—25C

| ls

w

Es decir, w'u = w y w'g = t. Tenemos entonces

C ‘15X

donde w'g = t. Falta ver que hw' = v. Al respecto, como (hw')u = hw = vu
y (hw')g = ht = vg, por la propiedad universal del pushout, tenemos que
hw" = v. Obtuvimos, por lo tanto, que ¢ tiene la LLP con respecto a h.
Luego, si f es una cofibracién, entonces tiene la LLP con respecto a todas
fibraciones triviales y, por lo tanto, g también ya que es un pushout de f.
Por lo tanto, por el lema 2.1.10, tenemos que g es una cofibracion. O

Concluiremos esta seccion viendo el siguiente resultado.

Lema 2.1.13 (Lema de Ken Brown). [2, Lema 1.1.12.] Sea € una categoria
modelo y 9 una categoria con una subcategoria de equivalencias débiles que
satisface el axioma 2-de-3. Sea F' : € — 2 un funtor que manda cofibra-
ciones triviales entre objetos cofibrantes en equivalencias débiles. Entonces,
F manda todas las equivalencias débiles entre objetos cofibrantes en equi-
valencias débiles. Dualmente, si F' manda fibraciones triviales entre objetos
fibrantes en equivalencia débiles, entonces F' manda todas las equivalencias
débiles entre objetos fibrantes en equivalencias débiles.

Demostracion. Sea f : A — B una equivalencia débil entre objetos cofibran-
tes de ¥. Factorizamos el morfismo (f,idg) : AL B — B como
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AL B « s C >

q

(f)idB)

Por el diagrama de pushout

) —— A

[ L

tenemos que las inclusiones ig : A - AU By i; : B — AU B cofibraciones.

Luego, ¢ o ig es una cofibracién por ser composiciéon de cofibraciones.
Ademas, dado que f = po (qoip), tenemos que q o iy es una equivalencia
débil por el axioma 2-de-3. Por lo tanto, g o iy es una cofibracion trivial y,
analogamente, se ve que ¢ o4y es una cofibracién trivial. Entonces, F'(q o i)
y F(qoiy) son equivalencias débiles.

Dado que F(p)o F(goi1) = F(po(gqoii)) = F(idp) = idp(s) y que idr(s)
es una equivalencia débil, obtenemos que F'(p) es una equivalencia débil por
el axioma 2-de-3.

Finalmente F(f) = F(po (qoiy)) = F(p) o F(qoip) es una equivalencia
débil por ser composicion de equivalencias débiles. [

2.2. La categoria de homotopia

Sea € una categoria con una subcategoria de equivalencias débiles W.
Para definir la categoria de homotopia Ho(%) consideramos la categoria
libre F(€,W™1) tal que:

= los objetos de F(%, W ™1) son los objetos de ¢

» un morfismo en F (%, W) es una cadena finita de morfismos compo-
nibles (fi, fa, ..., fn) donde cada f; es un morfismo en % o la inversa
(formal) de un morfismo w; en W.

En esta categoria, la cadena vacia en un objeto particular es la identidad
en ese objeto y la composicion estd dada por la concatenacién de cadenas.

Ahora definimos Ho(%) como el cociente de F(¢,W~!) por la minima
relacién de equivalencia en F(%,W™!) que respeta la composién y verifica
las siguientes relaciones:

» ids = (ida) para todo objeto A

= (f,9) = (go f) para todo par de flechas componibles f y g en €
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v iddgomw) = (W, W) ¥ ideodomuw) = (W™, w) para todo w € W, donde
dom(w) es el dominio de w y codom(w) es el codominio de w

Notamos que existe un funtor v : € — Ho(%') que es la identidad en los
objetos y manda morfismos de W en isomorfismos.

En principio, Hompue(#) (A, B) podria no ser un conjunto, pero probaremos
més adelante, en el Teorema 2.2.10, que Ho(%') es efectivamente una categoria
localmente pequena cuando % es una categoria modelo.

Comenzamos viendo que Ho(%') estd caracterizada por una propiedad
universal.

Lema 2.2.1. /2, Lema 1.2.2] Sea € una categoria con una subcategoria W .
Entonces

1. Si F: € — 2 es un funtor que manda morfismos de W en isomor-
fismos, entonces existe un unico funtor Ho(F) : Ho(%¢) — Z tal que
(Ho(F)) oy = F

¢ i y 9
x AF)
Ho(%)

2. Sea d : € — & un funtor que manda morfismos de W en isomorfismos
y que verifica la propiedad de la parte anterior, entonces existe un unico
isomorfismo F : Ho(€) — & tal que Fry =4

3. La correspondencia de la primera parte induce un isomorfismo entre la
categoria de funtores Ho(€¢) — & con las transformaciones naturales
y la categoria de funtores € — 2 que mandan morfismos de W en
1somorfismos con las transformaciones naturales.

Demostracion.
1. Definimos Ho(F') : Ho(%) — & de la siguiente forma:

» si X es un objeto de €, entonces Ho(F)(X) = F(X)
» sifes un morfismo en €, entonces Ho(F)(f) = F(f)

» si w es un elemento de W, entonces Ho(F)(w™!) = (Fw)™!

La representacion de Ho(%') como cociente de una categoria libre nos
asegura que a través de esta definicién obtenemos un funtor bien defi-
nido.
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2. Por la propiedad universal aplicada a 7, tenemos que existe un tnico
funtor F' : Ho(4¢) — & tal que Fy = §. Por otro lado, aplicando la
propiedad universal a ¢ tenemos que existe un unico funtor G : & —
Ho(%) tal que G§ = . Entonces, GFy = G§ = . Luego, el funtor
GF y el funtor identidad en Ho(%) preservan v y por lo tanto deben
ser iguales. Analogamente, FG6 = Fvy = ¢, entonces F'G y el funtor
identidad en FE preservan § y por lo tanto son iguales. Obtenemos,
entonces, que F' es un isomorfismo.

3. A cada funtor F' : ¥ — % que manda equivalencias débiles en iso-
morfismos le asociamos Ho(F') : Ho(¢) — Z y a cada transformacién
natural 7 : F' — G le asociamos Ho(7) : Ho(F) — Ho(G) donde
Ho(7x) = 7x. La tansformacién Ho(7) es natural en Ho(%) porque es
natural con respecto a las equivalencias débiles y, por lo tanto, también
debe ser natural con respecto a sus inversas. La inversa de este funtor
manda un funtor G : Ho(¢) — 2 a G o4 y una transformacién natural
T aTo7,donde (Tov)x = 7x.

]
Dada una categoria modelo %', consideramos las siguientes subcategorias:

= %, es la subcategoria plena de objetos cofibrantes
» % es la subcategoria plena de objetos fibrantes

= %.s es la subcategoria plena de objetos cofibrantes y fibrantes

Proposicién 2.2.2. [2, Proposicion 1.2.3] Sea € una categoria modelo. Los
funtores de inclusion inducen equivalencias de categorias

Ho(%.;r) — Ho(%.) — Ho(¥)

Ho(%.;) — Ho(%¢;) — Ho(%¥)

Demostracion. Veremos que la inclusion 4. — % induce una equivalencia
de categorias Ho(%.) — Ho(%). De forma analoga, se prueba que las otras
inclusiones inducen equivalencias de categorias.

La inclusién i : 6. — % preserva equivalencias débiles y por lo tanto
induce un funtor Ho(i) : Ho(%,.) — Ho(%). Veremos que el inverso de este
funtor estd inducido por el funtor de reemplazo cofibrante. Sea f : X — Y
una equivalencia débil en €. Tenemos que QX es cofibrante y que existe una
fibracién trivial natural ¢x : QX — X. Consideramos el siguiente diagrama
conmutativo
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X —C—-43Y

T A

QXWQY

Entonces, por el axioma 2-de-3, tenemos que )f es una equivalencia débil
y por lo tanto () preserva equivalencias débiles. Luego, () induce un funtor
Ho(Q) : Ho(%¢) — Ho(%.). La transformacién natural ¢ se puede pensar como
una equivalencia débil natural dada por Qoi — 1g, o por io@Q — lg. Asi, en
la categoria de homotopia, Ho(g) es un isomorfismo natural Ho(i) o Ho(Q) —
Lho(#,) y un isomorfismo natural Ho(Q)oHo(i) — 1g,«). Por lo tanto, Ho(Q)
y Ho(7) son equivalencias de categorias inversas una de la otra. ]

Veremos, a continuacién, una construccién alternativa de Ho(%.f). Es-
ta construccion nos permitird probar que Ho(%.), y por lo tanto también
Ho(%'), son realmente categorias.

Definicién 2.2.3. Sean % una categoria modeloy f,g: B — X dos morfis-
mos en 6.

1. un objeto cilindro de B es una factorizacién del fold map BUUB — B
en una cofibracion seguida de una equivalencia débil
BUB <—— Cyl(B) — B

2. un objeto camino de X es una factorizacion del morfismo diagonal
X — X x X en una equivalencia débil seguida de una fibracion

X —— P(X) — X x X

(Posp1)
3. una homotopia a izquierda de f a g es un morfismo H : Cyl(B) — X
para algin objeto cilindro Cyl(B) de B tal que Hiyz = f y Hi; =

g. Decimos que f y ¢g son homotdpicos a izquierda si existe una
homotopia a izquierda de f a g y lo notaremos de la siguiente manera:

f~tg.

4. una homotopia a derecha de f a g es un morfismo K : B — P(X)
para algin objeto camino P(X) de X tal que poK = f y p1 K = g. De-
cimos que f y g son homotdpicos a derecha si existe una homotopia
a derecha de f a g y lo notaremos de la siguiente manera: f ~" g

5. decimos que f y g son homotdpicos si son homotdpicos a izquierda y
a derecha y lo notaremos de la siguiente manera: f ~ g.
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6. decimos que f es una equivalencia homotopica si existe un morfismo
h:X — Btal que hf ~idgy fh ~idx

Observacion 2.2.4. Un objeto camino para B en € es lo mismo que un objeto
cilindro para B en la categoria modelo dual €°?. De forma andloga, una
homotopia a derecha entre f y g en € es lo mismo que una homotopia a
izquierda entre f y g en €.

Aplicando la factorizacién funtorial al fold map, obtenemos un objeto
cilindro funtorial de B que denotaremos por B X I:

BuBmeI%B

obteniendo, ademds, en este caso, que el morfismo s : B x I — B es una
fibracion trivial. Notemos que si Cyl(B) es otro objeto cilindro de B entonces
existe una equivalencia débil Cyl(B) — B x I compatible con los morfismos
(0,71) ¥ s, que estd dada por un levantamiento en el siguiente diagrama:

BUB — ™ s Bx]J

1
0471 e ~|s
Cyl(B) —=>—» B

Dualmente, aplicando la factorizacién funtorial al morfismo diagonal, ob-
tenemos un objeto camino funtorial de X que denotaremos por X’:

X = X! s X x X
r (povpl)
y en este caso tenemos que el morfismo r : X — X7 es una cofibracién trivial.
Anélogamente al caso anterior, dado otro objeto camino P(X) de X existe
una equivalencia débil X! — P(X) compatible con los morfismos 7 y (po, p1).

Proposicién 2.2.5. [2, Proposicion 1.2.5] Sean € una categoria modelo y
fy9: B — X dos morfismos de € .

1. Sif~tgyh: X =Y, entonces hf ~' hg. Dualmente, si f ~" g y
h: A — B, entonces fh ~" gh.

2. Si X es fibrante, f ~' g y h: A = B, entonces fh ~' gh. Dualmente,
si B es cofibrante, f ~" g yh: X — Y, entonces hf ~" hg.

3. Si B es cofibrante, entonces ser homotdpicos a izquierda es una rela-
cion de equivalencia en Homg (B, X). Dualmente, si X es fibrante, ser
homotdpicos a derecha es una relacion de equivalencia en Homg (B, X).
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4. Si B es cofibrante y h : X — 'Y es una fibracion trivial o una equiva-

lencia débil entre objetos fibrantes, entonces h induce un isomorfismo
Homg (B, X))/ —— Homyg(B,Y)/

Dualmente, si X es fibrante y h : A — B es una cofibracion trivial o

una equivalencia débil entre objetos cofibrantes entonces h induce un

isomorfismo

Homy (B, X)/or —— Homg (A, X)/ s

. Si B es cofibrante, entonces f ~' g implica f ~" g. Asimismo, si P(X)

es un objeto camino cualquiera de X, existe una homotopia a derecha
de f a g con ese objeto camino. Dualmente, si X es fibrante, entonces
f ~" g implica f ~' g y si Cyl(B) es un objeto cilindro de B, entonces
existe una homotopia a izquierda de f a g con ese objeto cilindro.

Demostracion. Por dualidad alcanza con probar las afirmaciones para homo-
topias a izquierda.

1. Si f ~! g, entonces existe una homotopfa a izquierda H : Cyl(B) — X

para algin objeto cilindro Cyl(B) de B tal que Hig = f y Hi; = g.

Consideramos hH : Cyl(B) — Y. Tenemos que (hH)ig = hf y (hH)i; =
hg. Por lo tanto, hH es una homotopia a izquierda de hf en hg, es decir
hf ~! hg.

. Dado que f ~! g, tenemos que existe una homotopia a izquierda H :

Cyl(B) — X de f en g para algtin objeto cilindro Cyl(B):

BUB —— Cyl(B) —— B

10+11 S

Veamos que, como X es fibrante, podemos asumir que Cyl(B) —— B

es una fibraciéon trivial. Para ello, factorizamos la equivalencia débil s
como una cofibracion trivial seguida de una fibracién, que también re-
sulta trivial por el axioma 2-de-3:

Cyl(B) = > B
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Entonces B’ también es un objeto cilindro de B y, ademéds, como X
es fibrante hay una extension de la homotopia H : Cyl(B) — X a
una homotopia H' : B' — X dada por el levantamiento en el siguiente
diagrama

Cyl(B) ————— X

B’—>>x<

Luego, podemos asumir que Cyl(B) —— B es una fibracién trivial.

Sea

un objeto cilindro de A y consideramos el siguiente diagrama conmu-
tativo

Z0+11 huh

AUA ———

Cyl(B)
Jo+J1 l
B

Cyl(A ) —

B)

que admite un levantamiento K : Cyl(A) — Cyl(B). Considerando
HK : Cyl(A) — X, tenemos que

(HK)jo = High = fh
(HK)j1 = Hith = gh
Por lo tanto, H K es una homotopia a izquierda de fh en gh.

3. Se tiene que la relacién ser homotdpicos a izquierda es reflexiva y
simétrica para todo B:

n Reflexiva: Si

BUB —— Cyl(B) —— B
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es un objeto cilindro de B entonces fs es una homotopia izquierda
de f en f.

» Simétrica: Sea H : Cyl(B) — X una homotopia izquierda de
f en g. Podemos obtener un nuevo objeto cilindro Cyl(B)" de
B intercambiando iy con i;. Luego, H : Cyl(B) — X es una
homotopia a izquierda de g en f

Veamos ahora, asumiendo que B es cofibrante, que la relaciéon también
es transitiva.

Consideramos f,g,h : B — X morfismos tales que f ~!' g y g ~! h.
Tenemos, entonces, una homotopia a izquierda H : Cyl(B) — X de f
en g para algin objeto cilindro Cyl(B) de B:

BI_IBmCyl(B) —— B

S

y una homotopia a izquierda H' : Cyl(B)" — X de g en h para algin
objeto cilindro Cyl(B)" de B:

BUB S Cyl(B) —— B
’LO 7’1 S

Sea C' el pushout en el siguiente diagrama

B
l

Cyl(B) ———

— 1, Cyl(B)
%
Sea jo la composicion

B —" Cyl(B) —— C
71 la composicién

B "y cyl(BY —— C

y t el morfismo C' — B inducido por los morfirmos s y s’ a través de la
propiedad universal del pushout en el diagrama anterior. Obtenemos,
as{, una factorizacién del fold map BU B — B:
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BUB Xy ot B

Dado que B es un objeto cofibrante, tenemos que iy : B — Cyl(B)
es una cofibracién trivial, por lo tanto Cyl(B)" — C también es una
cofibracién trivial por ser el pushout de una cofibracion trivial. Luego,
por el axioma 2-de-3 obtenemos que t es una equivalencia débil.

|

Cyl(B) ————

™ 5 Cyl(B)
|
C

~

S/

Sea K : C — X el morfismo inducido por H y H' a través de la
propiedad universal del pushout en el siguiente diagrama

B
1]

Cyl(BY ——

" Cyl(B)

£

|

~

Hl

Tenemos que Kjo = Hig = f y Kj; = H'i) = h. Dado que j,+ j; no es
necesariamente una cofibracion, tenemos que K no es una homotopia
a izquierda pero podemos convertirla en una factorizando jy + j; como
una cofibracién seguida de una fibracién trivial:

BUB oth Lo

Asi, C" es un objeto cilindro de B y la composiciéon K¢ es una homo-
topia a izquierda de f en h.

4. Consideramos el morfismo
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Homy (B, X)/.. —— Homg(B,Y)/.u
fr=hf

Para ver que es sobreyectivo, tomamos f' : B — Y. Como B es co-
fibrante y h es una fibraciéon trivial, el siguiente diagrama admite un
levantamiento

X

0
[ 17
B .y

n—l

|

Es decir, existe f : B — X tal que hf = f'.

Para probar que es inyectivo, supongamos que hf ~' hg y veamos que
f ~'g. Sea H : Cyl(B) — Y una homotopia a izquierda de hf en hg.
El siguiente diagrama admite un levantamiento

BUB -1, x

L K .7
10+171 -7 ~|h

y tenemos que K es una homotopia a izquierda de f en g.

. Sean H : Cyl(B) — X una homotopia a izquierda de f en g y

X —— P(X) —» X x X

(po;p1)

un objeto camino de X. Dado que B es cofibrante, se tiene que i1 : B —
Cyl(B) es una cofibracién trivial. Por lo tanto, el siguiente diagrama
admite un levantamiento

Luego, tomando K = Ji; obtenemos que poK = fsi; = fy ;K =
Hiy = g. Por lo tanto K es una homotopia a derecha de f en g.
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]

Corolario 2.2.6. [2, Corolario 1.2.6.] Sea € una categoria modelo, B un
objeto cofibrante de € y X un objeto fibrante de €. Entonces, las homo-
topias a izquierda coinciden con las homotopias a derecha y son relaciones
de equivalencia en Homy (B, X). Ademds, si f ~ g: B — X, entonces exis-
te una homotopia a izquierda H : Cyl(B) — X de f a g usando cualquier
objeto cilindro Cyl(B) de B. Dualmente, existe una homotopia a derecha
K : B — P(X) de f a g usando cualquier objeto camino P(X) de X.

Corolario 2.2.7. [2, Corolario 1.2.7.] La relacion de homotopia en los mor-
fismos de €.y es una relacion de equivalencia y es compatible con la compo-
sicion. Por lo tanto la categoria C.z/~. existe.

Tenemos que el funtor €, — €./~ invierte las equivalencias homotépicas
en %.;. Nos interesa que invierta las equivalencias débiles y para probar que
esto se cumple, veremos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.8. [2, Proposicion 1.2.8.] Sea € una categoria modelo.
Entonces, un morfismo en 6.5 es una equivalencia débil si y solamente si es
una equivalencia homotopica.

Demostracion. Sea f: A — B una equivalencia débil entre objetos fibrantes
y cofibrantes. Si X es un objeto fibrante y cofibrante, entonces f induce un
isomorfismo f, : Homg, ,, (X, A) — Homg,,, (X, B) dado por f.(h) = fh.
Tomando X = B obtenemos que existe un tinico morfismo fg ~ 1. Por lo
tanto, fgf ~ f y tomando X = A obtenemos que gf ~ 14. Entonces, f es
una equivalencia homotopica.

Reciprocamente, sea f : A — B una equivalencia homotopica entre obje-
tos fibrantes y cofibrantes. Factorizamos f de la siguiente manera

A ! s B
C

Entonces, C' también es un objeto fibrante y cofibrante ya que

) —— A —— C implica ) —— C

C » » % implica C —» %
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Sea f' : B — A una inversa homotépica de f y H : Cyl(B) — B una
homotopia a izquierda de ff' en 15, donde BUB —— Cyl(B) —— B

es un objeto cilindro de B. Dado que B es cofibrante, resulta que ig es una
cofibracién trivial y el diagrama

af’
B —_— C
H -7
io\["’ =7 lp

admite un levantamiento H' : Cyl(B) — C. Sea g = H'i; : B — C. Entonces
tenemos que
pq =pH'iy = Hiy = 1p

y ademéas H’ es una homotopia a izquierda de gf’ en ¢, ya que
H'ig=gf'y Hi1 =q

Como g es una equivalencia débil, tenemos que es una equivalencia homotépi-
ca. Sea ¢’ : C' — A una inversa homotépica de g. Entonces, p ~ pgg’ ~ fg' y
por lo tanto gp ~ (gf')(fg') ~ 1c. Si K : Cyl(C) — C es una homotopia a
izquierda de 1¢ en ¢p, tenemos que Kig = 1¢ es una equivalencia débil. Asi,
como i también es una equivalencia débil, por el axioma 2-de-3, tenemos
que K es una equivalencia débil y por lo tanto K4, = gp también.

Luego, considerando el diagrama conmutativo

c Loy o1, o

| e

=
1B

obtenemos que p es un retracto de qp y por lo tanto p es una equivalencia
débil. m

Corolario 2.2.9. [2, Corolario 1.2.9.] Sea € una categoria moelo. Sean -y :
Cer — Ho(Cp) y 0 : 6.y — 6.5/~ los funtores candnicos. Existe, entonces,
un tnico isomorfismo de categorias j : 6.5/~ — Ho(%.s) tal que jé = 7.
Ademds, j es la identidad en los objetos.

Demostracién. Veremos que %,s/.~. verifica la misma propiedad universal que
Ho(€cf). Como 6 : 6.y — €./~ manda equivalencias homotépicas en iso-
morfismos, por la proposicion anterior manda equivalencias débiles en iso-
morfismos. Sea F': €.y — Z un funtor que manda equivalencias débiles en
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isomorfismos. Sean f: A — By g: A — B morfismos en %.¢. Tomamos un
objeto clindro de A:

AUA = Cyl(A) —=— A
Entonces, sig = si; = 14 y por lo tanto, como s es una equivalencia débil,

tenemos que Fiy = Fiy. Luego, si H : Cyl(A) — B es una homotopia
izquierda de f en g, entonces

Ff = H(hiy) = (FH)(Fio) = (FH)(Fiy) = F(Hi,) = Fg

Es decir, F' identifica morfismos homotdépicos a izquierda. Dualmente, iden-
tifica a morfismos homotépicos a derecha. Existe, entonces un tnico funtor
G : Cp/~n — 2 tal que G§ = F. Tenemos que G es la identidad en los
objetos y manda la clase de equivalencia de f en F(f). O

Concluimos esta seccién con el siguiente resultado que serd considerado
como el teorema fundamental de las categorias modelo.

Teorema 2.2.10. /2, Teorema 1.2.10.] Sea € una categoria modelo y sean
v : € — Ho(%) el funtor candnico, R el funtor de reemplazo fibrante y Q el
funtor de reemplazo cofibrante. Entonces,

1. La inclusion 6.y — € induce una equivalencia de categorias

(gcf/w — HO(CKCf) — HO(%)

2. FEuxisten isomorfismos naturales
Home (QRX, QRY)/~ ~ Hompg«)(7X,7Y) ~ Home (RQX, RQY)/~
Ademds, existe un isomorfismo natural
Homyo)(7X,7Y) ~ Hox (QX, RY)/~

y, si X es cofibrante e Y es fibrante, entonces existe un isomorfismo

natural
Hompo ) (7X,7Y) >~ Home (X, Y) /o

En particular, Ho(€) es una categoria.
3. El funtor v identifica morfismos homotdpicos a izquierda o a derecha

4. 8t f: A— B es un morfismo en € tal que vf es un isomorfismo en
Ho(%), entonces f es una equivalencia débil.
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Demostracion.

1. Ya vimos que la inclusién €.y — ¢ induce una equivalencia de cate-
gorfas Ho(%.;) — Ho(%). Ademads, por el corolario anterior tenemos
que €./~ — Ho(%.) es un isomorfismo de categorias.

2. Vimos también que la inversa de la equivalencia Ho(%.;) — Ho(%)
estd dada por Ho(Q) o Ho(R), o por Ho(R) o Ho(Q), lo que nos da los
isomorfismos naturales

Homy (QRX, QRY") /. ~ Hompe) (7X,7Y) ~ Homg (RQX, RQY)/~

Para probar que Homy,)(7X,7Y) ~ Homy (QX, RY')/.. alcanza con
ver que Homg (QX, RY)/. ~ Homy (RQX, RQY) /.. Como RQY es fi-
brante y cofibrante y QX — RQX es una equivalencia débil, tenemos
que

Homy (RQX, RQY) /. ~ Homy(QX, RQY)/~

Luego, dado que QX es cofibrante y QRY — RQY es una equivalen-
cia débil, tenemos que

Hom (QX, RQY)/~ =~ Homy (QX, QRY )/
y, como QRY — RY es una equivalencia débil, obtenemos que
Homy (QX, QRY) /.. ~ Hom¢(QX, RY)/~
3. Sean f,g : A — B dos morfismos en € y sea H : Cyl(A) — B una

homotopia a izquierda de f en g donde Cyl(A) es un objeto cilindro de
A dado por

AUA —— Cyl(4) —— A

10+11 s
Como sty = si; tenemos que

Y(s)v(io) = v(sio) = v(si1) = v(s)7(i1)

Luego, como s es una equivalencia débil y v es un funtor que manda
equivalencias débiles en isomorfismos, tenemos que y(s) es un isomor-
fismo y, por lo tanto, v(ig) = 7(i1). Entonces

Y(f) = ~v(Hio) = v(H)y(i1) = v(Hiy) = v(g)

Luego, v identifica morfismos homotoépicos a izquierda. Analogamente
se ve que identifica morfismos homotépicos a derecha.
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4. Sea f : A — B un morfismo en ¥ tal que vf es un isomorfismo en
Ho(%¢'). Entonces, QRf es un isomorfismo en %.r/. y por lo tanto
QRf es una equivalencia homotdpica en %.r/.. Luego, QRf es una
equivalencia débil en €.;/.. y, como las transformaciones QX — X y
X — RX son equivalencias débiles, tenemos que f es una equivalencia
débil por el axioma 2-de-3.

2.3. Los funtores de Quillen

Estudiaremos, en esta secciéon, morfismos entre categorias modelo. Es-
tos morfismos son llamados funtores de Quillen o adjunciones de Quillen.
Veremos que un funtor de Quillen induce un funtor entre las categorias de
homotopia. Puede ser que este funtor derivado sea una equivalencia de ca-
tegorias aunque el funtor original entre las categorias modelo no lo sea. En
este caso, se trata de equivalencias de Quillen.

2.3.1. Adjunciones de Quillen

Definicion 2.3.1. Sean ¢ y Z dos categorias. Una adjuncion entre € y
P es una 3-upla (L, R,¢) donde L : ¢ — Py R: P — € son funtores y ¢
le asigna a cada par de objetos X € ¢, Y € & una biyeccién

dxy : Homy(L(X),Y) = Homg (X, R(Y))

que es natural en X y en Y. Al funtor L lo llamamos adjunto a izquierda
y a R lo llamamos adjunto a derecha. Notaremos la adjuncién (L, R, ¢)
mediante

. < .
F: 1.9 R

Esta definicién de adjuncién es equivalente a la existencia de dos trans-
formaciones naturales € : FG — 1y y n: 14 — GF, llamadas counidad y
unidad de la adjuncion respectivamente, tales que las composiciones

F- poF L5 F vy ¢ 25 0FG S5 G
son las transformaciones identidad 1z y 14 respectivamente.

Definicién 2.3.2. Sean ¢ y & categorias modelo.
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1. Decimos que un funtor F' : € — & es un funtor de Quillen a iz-
quierda si es adjunto a izquierda y preserva cofibraciones y cofibracio-
nes triviales

2. Decimos que un funtor U : ¥ — % es un funtor de Quillen a de-
recha si es un adjunto a derecha y preserva fibraciones y fibraciones
triviales

3. Decimos que una adjuncién (F,U, ¢) de € en Z es una adjuncién de
Quillen si F' es un funtor de Quillen a izquierda y U es un funtor de
Quillen a derecha.

En lo que sigue, dada una adjuncién de Quillen (F,U, ¢), denotaremos
por n a la unidad de la adjuncién y por € a la counidad de la adjuncién.

Notamos que, por el lema de Ken Brown, tenemos que todo funtor de
Quillen a izquierda preserva equivalencia débiles entre objetos cofibrantes
y que todo funtor de Quillen a derecha preserva equivalencias débiles entre
objetos fibrantes.

Veremos, en el siguiente lema, que en la definiciéon de adjuncion de Quillen
alcanza con que uno de los funtores sea de Quillen.

Lema 2.3.3. [2, Lema 1.5.4.] Sean € y 9 categorias modelo y (F,U, ¢) una
adjuncion de € en 2. Entonces son equivalentes:

1. U es un funtor de Quillen a derecha
2. F es un funtor de Quillen a izquierda
3. (F,U, ) es una adjuncion de Quillen

Demostracion. Veremos que la primera afirmacién implica la segunda. Si
(F,U, ¢) es una adjuncién y U es un funtor de Quillen a derecha, entonces
I es adjunto a izquierda. Luego, para ver que F' es un funtor de Quillen
a izquierda, hay que ver que preserva cofibraciones y cofibraciones triviales.
Sea p: X — Y una cofibracién en €'y f : Z — W una fibracion trivial en 2.
Como U es de Quillen a derecha, tenemos que U(f) es una fibracién trivial.
Por lo tanto, el siguiente cuadrado conmutativo admite un levantamiento a

X — 5 U2)

>
Pl a -~ NlU(f)

Luego, por naturalidad de ¢, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo
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<

-1
L(X) #E 7

¢~'a) -
L(p)l e ~ |

Entonces, L(p) tiene la LLP con respecto a todas las fibraciones triviales vy,
por lo tanto, L(p) es una cofibracién en 2. De manera analoga se prueba que
L preserva las cofibraciones triviales.
Dualmente se prueba que la segunda afirmacion implica la primera.
Finalmente, si uno de los adjuntos es de Quillen también lo es el otro y
por lo tanto la adjuncién es de Quillen. Reciprocamente, si la adjuncién es
de Quillen entonces los dos funtores adjuntos son de Quillen. ]

Observacion 2.3.4. Los funtores de Quillen tanto a izquierda como a derecha
son estables bajo composicién. Ademas, las adjunciones de Quillen son esta-
bles bajo composicién. De hecho, si (F,U,¢) : ¢ — Py (F,U,¢'): D — &
son adjunciones, podemos definir una adjuncién entre ¢ y & como la com-
posicion (F' o F,U o U’ ¢ o ¢') donde ¢ o ¢’ es la composicién

Homg(F'FA, B) % Homgy(FA,U'B) % Homy (A, UU'B)

2.3.2. Funtores derivados

Estudiaremos ahora los funtores inducidos en la categoria de homotopia
por los funtores de Quillen.

Definicién 2.3.5. Sean ¢ y & categorias modelo.

1. Si F': € — 2 es un funtor de Quillen a izquierda, definimos el funtor
de Quillen derivado total a izquierda LF' : Ho(%) — Ho(Z) como
la composicién

Ho(%) Ho(%,.) ——= Ho(2)

Ho(Q) Ho(F)

Dada una transformacién natural 7 : FF — F” entre funtores de Quillen
a izquierda, definimos la transformacion natural derivada total
L7 como Ho(7) o Ho(Q) de forma que (L7)x = 7ox.

2. SiU : P — € es un funtor de Quillen a derecha, definimos el funtor
de Quillen derivado total a derecha RU : Ho(2) — Ho(%¢) como
la composicion
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HO(.@) m} HO(.@f) m HHO(%)
Dada una transformacion natural 7 : U — U’ entre funtores de Quillen
a derecha, definimos la transformacién natural derivada total Rr
como Ho(7) o Ho(R) de forma que (L7)x = 7gx.

Observacion 2.3.6. Podemos definir [LF" aunque F' no sea un funtor de Quillen
a izquierda: es suficiente con que F' sea un funtor que manda equivalencias
débiles entre objetos cofibrantes en equivalencias débiles. Dualmente, para
definir RU alcanza con que U sea un funtor que manda equivalencias débiles
entre objetos fibrantes en equivalencias débiles.

Lema 2.3.7. [2, pdg. 17] La transformacion natural derivada es funtorial.

Demostracion. Sean 7 : F — F' y 7/ : F' — F” transformaciones naturales
entre funtores de Quillen a izquierda.
Tenemos que L(7' o7) = (L7') o (L7) ya que

(L("o7))x = (T oT)ox = Tox 0 Tex = (L7')x o (L7)x
Ademds L(1r) = 1pr ya que
(L(1p))x = (Ir)ox = FQ(X) = L(X) = (Iur)x

El caso de transformaciones naturales entre funtores de Quillen a derecha
es analogo. O

Notamos que la operacion de tomar el funtor total derivado no es funtorial
ya que, por ejemplo, L(1¢) = Ho(Q). Sin embargo, es casi funtorial en el
sentido del siguiente teorema.

Teorema 2.3.8. [2, Teorema 1.3.7.] Para toda categoria modelo €, existe un
isomorfismo natural o : L(lg) — luoe). Ademds, para todo par de funtores
de Quillen a izquierda F' : € — 2 y F' : 9 — & existe un isomorfismo
natural m = mpp : LE o LF — L(F' o F'). Estos isomorfismos naturales
satifacen las siguientes afirmaciones:

1. SiF:¢ —>%,F :¢ —%"yF":¢" — €" son funtores de Quillen

a 1zquierda, entonces el siguiente diagrama conmuta

m g prolLF M(F!'oF!)oF

(LF" o LF") o LF L(F"o F')oLF L((F" o F')oF)

LF" o (LF o LF) 2200, | pr o L(F o F) 20 | (F7 o (F' o F))
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2. SiF:€ — 2 esun funtor de Quillen a izquierda, entonces el siguiente
diagrama conmuta

aol]_Fl

3. SiF:€ — P esun funtor de Quillen a izquierda, entonces el siguiente
diagrama conmuta

LFolly —— L(F olyg)

[I_Foal ’

Demostracion. Definimos o : L(1¢) — o) como el morfismo Ho(g) donde
q: QX — X es la fibracién trivial natural del reemplazo cofibrante QX en
X. Por otro lado, definimos m g mediante

mpp : (LF)(LF)X = FQFQX — 99, prpQX = L(F'F)X

Resulta que m g es natural en €y, ademads, como F'QFQ y F'F(Q preservan

equivalencias débiles, por el lema de Ken Brown, tenemos que m g ¢ es natural

en Ho(%). Dado que F preserva objetos cofibrantes, grox : QFQX — FQX

es una equivalencia débil entre objetos cofibrantes. Por lo tanto, mppr =

F'qrgx es una equivalencia débil y, entonces, un isomorfismo en Ho(%).
Para probar la primera afirmacién, tenemos que ver que

(F"F'qrox) © (F"qrqrox) = (F"qrros) © (F"QF qrgx)

como morfismos F"QF'QFQX — F'"F'FQX. Por naturalidad de ¢ el si-
guiente diagrama conmuta

QF QFQX —— QF'FQX

qF’QFQXl qu’FQX

FQFQX — F'FQX

Luego, el siguiente diagrama también conmuta
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“qF’QFQX

F
F"QQF' QFQX F"F'FQX

F”QF’qFQXl lFWFIQFQX

F'qpmr
F'QF'QFQX — 19X prnpvpQXx

Para probar la segunda afirmacion, se tiene que
myr: (19)(LF)X = 1,QFQX —22% 5 1,FQX = L(15F)X

es decir, my,r = qrox : QFQX — FQX. Por otro lado, a o LF = Ho(q) o
Ho(F') o Ho(@®), o sea

aoLF = ¢(FQX) = qrox : QFQX — FQX

Entonces, alLF' = m,r y, por lo tanto, el diagrama conmuta.
Finalmente, para probar la tercera afirmacion, tenemos que

LF oa = Ho(F)oHo(Q)oHo(q) = FQqx : FQRX — FQX

mFlcg:FQQxiFQQX—}FQX

Luego, queremos probar que Fggoxy = F(Qqx. Alcanza con probarlo para
X cofibrante ya que todo objeto X es isomorfo a un objeto cofibrante en la
categoria de homotopia Ho(%). Por naturalidad de ¢, tenemos que el siguiente
diagrama conmuta

00X 2% ox

dax | Jox

QX — X 5 X

Si X es cofibrante entonces ¢x es una equivalencia débil. Luego, F'gx es una
equivalencia débil y, por lo tanto, es un isomorfismo en Ho(%"). Ademas,
en Ho(%) tenemos que (Fgx)™ = Fqox y (Fgx)™' = FQqx. Concluimos,
entonces que Fgox = FQqx. n

Definicién 2.3.9. Sea 0 : F' — G una transformacion natural entre los
funtores F,G : € — 2 y 7 : F' — G’ una transformacién natural entre los
funtores F',G' : 9 — &. La composicién horizontal 7 x o es la transfor-
macién natural FoF" — G'oG dada por (Tx0)x = TaxoF'ox = G'oxoTtrx.
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Lema 2.3.10. /2, Lema 1.3.9.] Sea 0 : ' — G una transformacion natural
entre los funtores de Quillen a izquierda F.G : ¢ — P y71 : F' — G
una transformacion natural entre los funtores de Quillen a izquierda F',G' :
9 — &. Seam el isomorfismo composicion del teorema anterior. El siguiente
diagrama conmuta

LF o LF —™ L(F'o F)

[LT*[Lcrl lﬂ_(T*O‘)

LG o LG — L(G' 0 G)

Demostracion. El morfismo L(7 x o) o myx @ FIQFQX — G'GQX es la
composicién 7ggx o F'ogxoF'qrgx . Por naturalidad de ¢, podemos reescribir
esta composicion como Ty © F'qaox o F'Qogx. Luego, por naturalidad de

7 reescribimos la composicion como G'qaox © Toagx © F'Qogx, que es la
definicién de m o (L7 x Lo). O

Lema 2.3.11. [2, Lema 1.3.10.] Sean € y & categorias modelo y (F, U, p)
una adjuncion de Quillen de € en 2. Entonces, LF y RU forman una ad-
guncion L(F,U,¢) = (LF,RU, Ly) que llamamos adjuncion derivada.

Demostracion. El isomorfismo de adjuncion Ry que buscamos debe ser un
isomorfismo natural Ry : Hompyeg) (FQX,Y) — Hompue) (X, URY) es un
isomorfismo. Ya vimos que tenemos los isomorfismos naturales

Hompo(9) (FQX,Y) ~ Homg(FQX, RY)/

Homyo() (X, URY) >~ Homy (QX,URY) /.

Falta ver que ¢ respeta la relaciéon de homotopia. Para ello, consideramos A €
% un objeto cofibrante y B € 2 un objeto fibrante. Sean f, g : F(A) — B
morfismos homotépicos. Entonces, existe una homotopia H : F(A) — P(B)
de f en g para algin objeto camino P(B) de B. Como U preserva produc-
tos, fibraciones y equivalencias débiles entre objetos fibrantes, U(P(B)) es
un objeto camino para U(B). Por lo tanto, ¢(H) : A — U(P(B)) es una
homotopia a derecha entre ¢f y ¢g. Reciprocamente, sean ¢f y g mor-
fismos homotdpicos. Entonces, existe un objeto cilindro Cyl(A4) de A y una
homotopia H : Cyl(A) — U(B) de ¢f en ¢g. Luego, dado que F preserva
coproductos, cofibraciones y equivalencias débiles entre objetos cofibrantes,
F(Cyl(A)) es un objeto cilindro de F'(A). Entonces, o 'H : F(Cyl(A)) — B
es una homotopia a izquierda de = lpf = f en ¢ g = g. O
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2.3.3. Equivalencias de Quillen

Definicién 2.3.12. Sean ¥ y Z dos categorias. Una equivalencia de ca-
tegorias entre ¥ y & consiste en dos funtores F': ¢ > 2y G: 9 — €'y
dos isomorfismos naturales a : FG — 14y f: 14 — GF.

Definicién 2.3.13. Sean ¢ y ¥ dos categorias modelo. Una equivalencia
de Quillen entre ¢ y Z es una adjuncién de Quillen (F,U, ) de € en 2
tal que para todo objeto cofibrante X € € y todo objeto fibrante Y € &,
el morfismo f : F(X) — Y es una equivalencia débil en & si y solamente si
o(f): X = U(Y) es una equivalencia débil en %

La siguiente proposicién nos dice que aunque una equivalencia de Qui-
llen no sea una equivalencia de categorias, la adjuncién derivada si es una
equivalencia de categorias.

Proposicién 2.3.14. [2, Proposicion 1.3.13.] Sea (F,U, ) una adjuncion
de Quillen de € en Z. Son equivalentes:

1. (F U, p) es una equivalencia de Quillen

2. la composicion

Urpx

X 215 UFX -5 URFX

es una equivalencia débil para todo objeto cofibrante X y la composicion
FQUX 1% pox —< s X

es una equivalencia débil para todo objeto fibrante X

3. la adjuncion derivada L(F,U, ) de Ho(%€) en Ho(Z ) es una equivalen-
cia de categorias.

Demostracion.

(1. = 2.) Sea X es un objeto cofibrante de %. Tenemos que 7p(x) :
F(X) — RF(X) es una equivalencia débil y RF(X) es fibrante. Entonces,
su adjunto ¢rp(x) : X — URF(X) también es una equivalencia débil ya que
(F,U, ) es una equivalencia de Quillen. En términos de la unidad 7 de ¢
tenemos que prpx) = Urpx)on y, por lo tanto Urp(x)yon es una equlvalen(na
débil. Analogamente, si X es ﬁbrante entonces €0 Fqy(x) = ¢ 'qu(x) €s una
equivalencia débil ya que qy(x); QU (X ) — U(X) es una equivalencia débil.

(2. = 1.) Sea X € € cofibrante, Y € Z fibrante y f: F(X) — Y una
equivalencia débil. Queremos ver que ¢(f) que estd dada por la composicion
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U(f)
—

X 15 UR(X) Uy)

es una equivalencia débil. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

o(f)

x " L uRrx) —2 S U

| e e

X —— URF(X) —TEn" UR(Y)
Como f es una equivalencia débil, R(f) también. Luego, dado que U preser-
va equivalencias débiles entre objetos fibrantes, tenemos que UR(f) es una
equivalencia débil y, por el axioma 2-de-3 concluimos que ¢(f) es una equi-
valencia débil. Reciprocamente, si ¢(f) es una equivalencia débil, queremos
ver que f también lo es. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

(

FOx 90 pouy —~ Ly

NlF qax lF quy H

FX — FUY —— Y
F(ef) €

f

Como ¢(f) es una equivalencia débil, Q(¢(f)) también lo es y, dado que F
preserva equivalencias débiles entre objetos cofibrantes, tenemos que F'Q(p(f))
es una equivalencia débil. Luego, por el axioma 2-de-3, concluimos que f es
una equivalencia débil.

(2. = 3.) Consideramos Q(X) — X que es una equivalencia débil por
construccién y Q(X) — URFQ(X) que es una equivalencia débil por hipdte-
sis. Al localizar, las equivalencias débiles se convierten en isomorfismos, lo
que nos da el isomorfismo 1y : X — URFQ(X) que es, de hecho, una trans-
formacion natural 7 : lgoe) — (UR)(FQ). Andlogamente, obtenemos un
isomorfismo € : (FQ)(UR) — lpo(z). Concluimos, entonces, que la adjuncién
inducida en las categorias de homotopia es una equivalencia de categorias.

(3. = 2.)Si Q(X) - URFQ(X) es un isomorfismo en las categorias
de homotopia, entonces Q(X) — URFQ(X) es una equivalencias débil. Si
X es cofibrante, entonces X ~ Q(X) y, por lo tanto X — URQ(X) es una
equivalencia débil. La otra composicion es analoga. O

Veremos, a continuaciéon, un criterio que permite verificar si una adjuncion
) bl
de Quillen es una equivalencia de Quillen.
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Definicién 2.3.15. Decimos que un funtor F : ¥ — % refleja una pro-
piedad si para todo morfismo f € ¥ tal que F(f) tiene esa propiedad, f
también la tiene.

Proposicién 2.3.16. [2, Corolario 1.5.14.] Sea (F,U,p) : € — 2 una
adjuncion de Quillen. Son equivalentes:

1. (F U, p) es una equivalencia de Quillen

2. F refleja equivalencias débiles entre objetos cofibrantes y para todo ob-
jeto fibrante Y, el morfismo FQU(Y) — Y es una equivalencia débil

3. U refleja equivalencias débiles entre objetos fibrantes y para todo objeto
cofibrante X, el morfismo X — URF(X) es una equivalencia débil

Demostracion. Veremos que 1. y 2. son equivalentes, la prueba de que 1. y
3. son equivalentes es dual.

Supongamos que (F, U, ¢) es una equivalencias de Quillen. Ya vimos, en la
proposicién anterior, que FFQU(X) — Y es una equivalencia débil para todo
objeto fibrante Y. Para ver que F' refleja equivalencias débiles, consideramos
X,Y € € cofibrantes y f : X — Y tal que F(f) es una equivalencia débil.
Como F preserva equivalencias débiles entre objetos cofibrantes, tenemos que
FQ(f) es una equivalencia débil. Por lo tanto (LF)(f) es un isomorfismo en
la categoria de homotopia Ho(Z). Luego, dado que la adjuncién L(F, U, ¢)
es una equivalencia de categorias, concluimos que f es una equivalencia débil
en €.

Reciprocamente, para ver que (F,U, ) es una equivalencia de Quillen,
veremos que L(F,U,p) = (LF,LU,Ly) es una equivalencia de categorias.
Es decir, tenemos que ver que la unidad y la counidad de la adjuncién son
isomorfismos. La counidad hace conmutar el diagrama

FQUR(X) —= R(X) +~— X

€

donde la flecha de la izquierda es una equivalencia débil por hipdtesis y
la de la derecha por construccién. Luego, por el axioma 2-de-3, tenemos
que € es una equivalencia débil en ¥ y, por lo tanto, un isomorfismo en
Ho(Z). Por otro lado, la composicién de la unidad X — URFQ(X) con
FQ es igual al morfismo FQ(X) — FQURFQ(X) que es la inversa de la
counidad y, por lo tanto, es un isomorfismo en la categoria de homotopia.
Dado que F' refleja equivalencias débiles entre objetos cofibrantes, se tiene
que Q(X) — QURFQ(X) es una equivalencia débil entre objetos cofibrantes.
Luego, como @ refleja equivalencias débiles, concluimos que X — URFQ(X)
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es una equivalencia débil y, por lo tanto, un isomorfismo en la categoria de
homotopia. O

Concluiremos esta seccién viendo que Ho(%') tiene productos y productos.

Lema 2.3.17. /2, Ejemplo 1.3.11.] Sea € una categoria modelo. Entonces
Ho(%) tiene productos y coproductos.

Demostracion. Para probar que Ho(%) tiene coproductos, veremos que, dado
un conjunto S, el funtor diagonal A : Ho(%¢) — Ho(%)® admite un adjunto
a izquierda.

Tenemos que la categoria € es una categoria modelo con la estructura
modelo producto. Un funtor de coproducto [] : €% — € es un adjunto a
izquierda del funtor diagonal A : ¥ — €°. Por definicién de la estructura
modelo producto, A preserva fibraciones y fibraciones triviales, y LI preser-
va cofibraciones y cofibraciones triviales. Luego, tenemos una adjuncion de
Quillen

& i) (gs

I

que induce una adjuncién

RA
Ho(%) Ho(%)
L11
Por otro lado, tenemos que (¢°).; ~ (%6.;)° y por lo tanto (¢°)./~ =~
(€.r)° /~, es decir Ho(¢¥) ~ Ho(%)®. Luego, A : Ho(%¢) — Ho(%)® admite

un adjunto a izquierda

A

T
- Ho (%) o Ho(%)°

L11
dado por L[] oG. Entonces, Ho(%') tiene coproductos. De forma andloga, se
ve que tiene productos. O
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Capitulo 3

Categorias modelo
cofibrantemente generadas

Tomando en consideracién que probar que una categoria admite una es-
tructura modelo resulta ser una tarea dificil y extensa, en este capitulo defini-
remos un tipo particular de categoria modelo: las categorias modelo cofibran-
temente generadas. En dichas categoria ademas de simplificarse los axiomas a
probar, resulta mas simple verificar que un funtor es de Quillen. En tal senti-
do, comenzaremos viendo el Argumento del Objeto Pequeno que nos permite
construir factorizaciones funtoriales. Posteriormente, probaremos el Teorema
de reconocimiento que nos da las condiciones necesarias y suficientes para que
una categoria admita una estrutura modelo cofibrantemente generada. Este
teorema nos permitird dar dos ejemplos de categorias modelo: los espacios
topoldgicos v los conjuntos simpliciales. Construiremos, ademds una equiva-
lencia de Quillen entre estas dos categorias. En todo este capitulo seguiremos
el segundo capitulo del libro [2].

3.1. El argumento del objeto pequeno
Definicién 3.1.1. Sea [ una clase de morfismos en una categoria % .

1. Un morfismo es I-inyectivo si tiene la RLP con respecto a todos los
morfismos en I. La clase de morfismos [-inyectivos se denota como
I-iny.

2. Un morfismo es I-proyectivo si tiene la LLP con respecto a todos los
morfismos en I. La clase de morfismos [-proyectivos se denota como
I-proy.

45
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3. Un morfismo es una I-cofibracién si tiene la LLP con respecto a todo
morfismo [-inyectivo. La clase de I-cofibraciones es la clase (/-iny)-proy
y la denotamos como I-cof.

4. Un morfismo es una I-fibracion si tiene la RLP con respecto a todo
morfismo I-proyectivo. La clase de I-fibraciones es la clase (/-proy)-iny
y la denotamos como I-fib.

Por ejemplo, si % es una categoria modelo e I es su clase de cofibraciones,
entonces I-iny es la clase de fibraciones triviales e /-cof= I. Dualmente, si [
es la clase de fibraciones de %, entonces I-proy es la clase de cofibraciones
triviales y I-fib= 1.

Observacion 3.1.2. Notamos que:
» [ C [-cof

» [ C I-fib

(I-cof)-iny= I-iny

(I-fib)-iny= I-proy

Si I C J entonces I-iny O J-iny y I-proy O J-proy. Luego, I-cof C J-
cof y I-fib C J-fib.

Lema 3.1.3. [2, Lema 2.1.8.] Sea F : € = Z : G un par de funtores
adjuntos, I una clase de morfismos en € y J una clase de morfismos en 9.
Entonces

1. G((FI)-iny) C I -iny

(
2. F(I-cof) C (FI)-cof
. F((GJ)-proy) € J -proy
(

4. G(J-fib) C (GJ)-fib
Demostracion.

1. Sea g € F(I)-iny y f un morfismo en I. Para ver que G(g) es un
elemento de I -iny, queremos ver que G(g) tiene la RLP con respecto a
f.Como g € F(I)-iny, tenemos que g tiene la RLP con respecto a F'(f).
Entonces, como (F,G) es un par de adjuncién, obtenemos que G(g)
tiene la RLP con respecto a f. Concluimos, entonces, que G(g) € I-
iny.
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2. Sea f € I-cof y g € (FI)-iny. Para ver que f € (FI)-cof, queremos
ver que F'(f) tiene la LLP con respecto a g. Por la parte anterior,
tenemos que G(g) € I-iny y por lo tanto f tiene la LLP con respecto
a G(g). Luego, por adjuncién concluimos que F(f) tiene la LLP con
respecto a g.

3. Es dual a 1.

4. Es dual a 2.
O

Definicién 3.1.4. Sea I un conjunto de morfismos en una categoria € que
tiene todos los colimites pequenos.

= La subcategoria de complejos I-celulares relativos es la subcate-
goria de morfismos que se pueden construir como composicion transfi-
nita de pushouts de elementos de I. Es decir, si f: A — B es un com-
plejo I-celular relativo, entonces existe un ordinal A y una A-sucesion
X : A — ¥ tal que se verifican las siguientes condiciones:

e f es la composicién transfinita de X

e para cada (8 tal que 8+ 1 < A, existe un pushout de la siguiente

forma
Cg — X3
o |
Dg —— X1
donde g3 € I.

Denotamos la coleccién de complejos I-celulares relativos mediante I-
cell.

s Un objeto A € € es un complejo I-celular si el morfismo () — A es
un complejo I-celular relativo.

= Un morfismo es una inclusién de complejos [-celulares si es un
complejo I-celular relativo cuyo dominio es un complejo I-celular.

Observacion 3.1.5. Tenemos que los morfismos identidad pertenecen a I -cell:
dado A € ¥, la identidad en A es la composicion transfinita de la 1-sucesion
trivial X : 1 — A. Ademas, los isomorfismos también pertenecen a I -cell.
De hecho, si f : A — B es un isomorfismo entonces f es otra elecciéon para
la composicion transfinita de la 1-sucesion X : 1 +— A.
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Lema 3.1.6. [2, Lema 2.1.10.] Sea I una clase de morfismos en una cate-
goria € con todos los colimites pequenos. Entonces I -cell C I -cof.

Demostracion. Alcanza con ver que [-cof es cerrada bajo pushouts y com-
posiciones transfinitas.

Comencemos viendo que I-cof es cerrada bajo pushouts. Sea f € I-cof y
consideramos el siguiente pushout

A (C

| l#

Para ver que g € I-cof, probaremos que tiene la LLP con respecto a los
morfismos de [ -iny. Sea u € I-iny tal que tenemos un diagrama conmutativo

C — F
gl l
D —— F

Como f € I-cof, tenemos que el siguiente diagrama admite un levantamiento
h:B—FE

A s C > F
TN
B > D >y I

Luego, por la propiedad universal del pushout, existe un morfismo b’ : D — E
que hace conmutar el siguiente diagrama

A——C

A

B——D

Obtuvimos, entonces, el siguiente levantamiento

C — F

;7
gl h// lu

s

D ——F
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y por lo tanto, g tiene la LLP con respecto a u lo que implica que g esta en
I-cof.

Veamos, ahora, que [-cof estd cerrado bajo composiciones transfinitas.
Sea f una composicién transfinita de una A-sucesién X : A — € en [-cof y
u € I-iny tal que tenemos un diagrama conmutativo

X0—>E

)

X, — F

Probaremos, por induccién transfinita, que f tiene la LLP con respecto a w.
Tenemos que Xy — X; es un elemento de I -cof por definicién de X : A\ — ¥
Luego, sea a < A un ordinal limite y supongamos que la composicion de
morfismos hasta a (excluido) estd en [-cof. Entonces, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

Xog — F
/Z-;\
co P
hd /// //
/
X /
1 /
/
/
/
Cc1 /
/
~N 7/
f X, u
c2
~

~ ~

X, — F

donde las flechas punteadas existen por la hipotesis de induccién. Por lo
tanto, como X, es un colimite, existe un morfismo X, — FE, dado por la
propiedad universal del colimite, que hace conmutar el diagrama. Concluimos
que X, — E es un elemento de [ -cof. [

Lema 3.1.7. [2, Lema 2.1.11.] Sea X\ un ordinal y X : X — € una A-sucesidon
tal que cada morfismo Xz — Xai1 es un pushout de un morfismo de I o un
1somorfismo. Entonces, la composicion transfinita de X es un complejo I-
celular relativo.

Demostracion. Definimos la siguiente relacién de equivalencia ~ en A: si
a < 3 decimos que o ~ 3 si para todo v tal que a < v < S el morfismo
X, = X, 41 es un isomorfismo. Entonces, cada clase de equivalencia [« es
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un intervalo cerrado [/, ] de A. Ademds, si @ < fy a ~ [3 entonces el
morfismo X, — X3 es un isomorfismo por ser composicién de isomorfismos

Xo — Xoy1 — Xog2 — - — X

El conjunto de clases de equivalencia es un conjunto bien ordenado y, por
lo tanto, es isomorfo a un tnico cardinal y. El funtor X : A — C induce un
funtor Y : p — € tal que Y| = Xy. Luego, Y es una p-sucesion tal que
cada morfismo Y3 — Yjy; es un pushout de morfismos en /. Entonces, la
composicion transfinita de Y es un complejo I-celular relativo y, dado que la
composicion transfinita de Y es isomorfa a la composicién transfinita de X,
obtenemos que X estd en [-cell. O

Lema 3.1.8. [2, Lema 2.1.12.] Sea € una categoria con todos los colimites
pequenos e I un conjunto de morfismos de €. Entonces I -cell es cerrado bajo
composiciones transfinitas.

Demostracion. Sea X : A — % una A\-sucesién de complejos I-celulares relati-
vos, es decir cada morfismo Xz — X1 estd en I-cell. Entonces, Xg — Xpgi1
es la composicién transfinita de una yg-sucesién Y : y5 — 6" de pushouts de
morfismos de I. Consideramos el conjunto S de todos los pares de ordinales
(B,7) tal que S < Ay 7y < 73. Definimos un orden total en S mediante:

Byy) < (B,7) si p<pB osi f=Fyy<y

Con este orden, S resulta un conjunto bien ordenado y, por lo tanto, es
isomorfo a un unico cardinal p. Obtenemos un funtor Z : u — %, que es
una p-sucesion donde cada morfismo Z, — Z,,1 es un uno de los morfismos
Y, = Y,41 o un isomorfismo:

Zgy) — LByt — LByt o r Ly — L(B+1y)
[l [l [l [l [l
Y, ——— Ysn > Y 4o Yoo > Y, — Xjs11
1l
X1

Luego, dado que una composicién de X también es una composicion de Z,
por el lema anterior concluimos que una composiciéon de X estd en I-cell. [J

Lema 3.1.9. [2, Lema 2.1.13.] Sea € una categoria con todos los colimites
pequenos e I un conjunto de morfismos de €. Entonces, cualquier pushout
de coproductos de morfismos de I estd en I -cell.

Demostracion. Sea K un conjunto y sean g : C, — Dj, morfismos en I para
todo k € K. Consideramos el siguiente diagrama de pushout:
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|_|Ck—>X

W

|_|Dk—>y

Queremos ver que f es un complejo I-celular relativo. Podemos asumir que K
es un ordinal A\ ya que todo conjunto es isomorfo a un ordinal. Construimos
la siguiente \-sucesion

= Xy= X
» X1 es el pushout X Uc, Dgs sobre gg
» si B es un ordinal limite X3 = colim,<g X,

La composicion transfinita X — X de esta A-sucesion es isomorfa a f y, por
lo tanto, f esta en I-cell. ]

Veremos ahora el resultado fundamental de esta seccién.

Teorema 3.1.10 (El argumento del objeto pequeno). [2, Teorema 2.1.14.]
Sea € una categoria con todos los colimites pequenos y sea I un conjunto
de morfismos en € tal que los dominios de los morfismos en I son pequenos
relativos a I-cell. Entonces existe una factorizacion funtorial (v,9) en € tal
que para todo morfismo f en €, el morfismo y(f) estd en I -cell y el morfismo
d(f) esta en I-iny.

7(f) 5(/)

X E; Y

f

Demostracion. Tomamos un cardinal £ tal que el dominio de cada morfismo
es k-pequeno relativo a I-cell y un ordinal k-filtrado a.

Sea f : X — Y un morfismo en %. Definimos Fy = X y py = f. Dados
E; vy p;, definimos F; 1 y p;y1 de la siguiente forma:

Sea S el conjunto de cuadrados conmutativos de la forma

“’l 2

B——Y

donde g € I. Para s € S denotamos por g : Ay — B, al morfismo en [
correspondiente. Definimos F;,; como el pushout en el siguiente diagrama
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l—lsESAs —_— Ez

USESQS\L l

UsesBs —— Eiq

Luego, definimos p; 1 como el morfismo inducido por p; aplicando la propie-
dad universal del pushout

l—'sGSAs - Ez

Usesgsl l

USESBS — Ei-l—l
\\\ Pi+1
Sy
Y

Dado un ordinal limite j, si tenemos definidos E; y p; para todo @ < j, defi-
nimos F; = colim;., £; y p; como el morfismo inducido por los p; aplicando
la propiedad universal del colimite.

Sea Ey = colim;, E;, 6(f) : Ef — Y el morfismo inducido por los p;
aplicando la propiedad universal del colimite y y(f) : X — E la composicién
transfinita de los morfismos E; — FE;,1. Obtenemos asi que f = §(f) o v(f).

Cada morfismo F; — FE;;1 es un elemento de I —cell por ser pushout de un
coproducto. Luego, dado que I-cell es cerrado bajo composicion transfinita
concluimos que y(f) es un elemento de [—cell.

Finalmente, para probar que §(f) es un elemento de I—iny, veremos que
tiene la RLP con respecto a I. Supongamos que tenemos el siguiente cuadrado
conmutativo

donde g es un morfismo en I. Como los dominios de los morfismos en I son
k-pequenos con respecto a I-cell, tenemos que h : A — E; se factoriza de la
siguiente forma
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AL E

N

g Ey
lam

Por construccién de Ej;, este rectangulo conmutativo nos da el siguiente cua-
drado conmutativo

A

B o Eipa

Con este morfismo t; 1, podemos construir el levantamiento que buscabamos

A h > Ef
9 Eiy a(f)
B >Y

Luego, §(f) € I—iny.
Notamos, ademas, que la descomposiciéon es funtorial porque cada paso
en la demostracion es funtorial. O

Corolario 3.1.11. /2, Cororlario 2.1.15.] Sea I un conjunto de morfismos
en una categoria € que tiene todos los colimites pequenos. Supongamos que
los dominios de I son pequenos relativo a I -cell. Entonces, dado un morfismo
f:A— B en I-cof, existe un morfismo g : A — C en I-cell tal que f es
un retracto de g por un morfismo que deja fijo A.

Demostracion. Por el argumento del objeto pequenio tenemos una factoriza-
cion f = pg donde g € [—cell y p € I—iny. Como f € [—cof, f tiene la LLP
con respecto a p. Entonces, por el argumento del retracto, f es un retracto
de g. ]

Proposicién 3.1.12. [2, Proposicion 2.1.16.] Sea I un conjunto de morfis-
mos en una categoria € que tiene todos los colimites pequerios. Supongamos
que los dominios de I son pequenos relativo a I -cell y que A es un objeto que
es pequeno relativo a I -cell. Entonces A es pequeno relativo a I -cof.
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Demostracion. Supongamos que A es k—pequeno relativo a [ -cell. Sea A
un ordinal k-filtrado y X : A — % una A-sucesién de morfismos en [ -cof.
Por induccién transfinita, construiremos una A-sucesién Y de complejos I-
celulares y dos transformaciones naturales 7 : X - Y yr:Y — Y tales que
ri = 1.

Definimos Yy = Xy y 19 = i9 = 1. Si tenemos definidos Y3, ig y 74,
aplicamos la factorizacién funtorial del argumento del objeto pequeno a la
composicion

fs

s \ \
YB 7 XB 7 XB+1

para obtener
98:Ys = Yo ¥ Tpr1 Y = Xpn

tales que gg € I—cell, 1541 € I—iny y 731198 = fsrs. Entonces, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

4p1p
Xﬁ _— Y5+1

fﬁl l”BJrl

Xp1 == Xpn

Como fg € I—cof y rg41 € I—iny, el diagrama admite un levantamiento
ig+1 : Xpt1 — Ypq1. Si B es un ordinal limite, definimos Yz = colimy<s Yy,
ig = colimy<pia ¥ 73 = colim,<g7,. Entonces, el morfismo

H : colim Homy (A, Xp) — Home (A, colim Xp)

es un retracto de colim Home (A, Ys) — Home (A, HomYp), que es un iso-
morfismo dado que A es k-pequeno relativo a I-cell. Por lo tanto H es un
isomorfismo y concluimos que A es k-pequeno con respecto a I-cof. ]

3.2. Teorema de reconocimiento

Definicién 3.2.1. Sea % una categoria modelo. Decimos que % es una ca-
tegoria cofibrantemente generada si existen conjuntos de morfismos I y
J tales que:

1. Los dominios de los morfismos de I son pequenos relativo a [-cell
2. Los dominios de los morfismos de J son pequenos relativo a J-cell

3. La clase de fibraciones es J-iny
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4. La clase de fibraciones triviales es [-iny

En este caso, decimos que I es el conjunto de cofibraciones genera-
doras, que J es el conjunto de cofibraciones triviales generadoras y
denotaremos la categoria modelo mediante (%, I, J).

Decimos que una categoria modelo cofibrantemente generada es finita-
mente generada si podemos tomar [ y J tales que lo dominios y codominios
de los morfismos de I y J sean finitios relativos a I-cell.

La siguiente proposicién resume las propiedades basicas de las categorias
modelo cofibrantemente generadas.

Proposicién 3.2.2. [2, Proposicion 2.1.18.] Sea € una categoria modelo
cofibrantemente generada donde el conjunto de cofibraciones generadoras es
I y el conjunto de cofibraciones triviales generadoras es J. Entonces

1. Las cofibraciones forman la clase I-cof.
Toda cofibracion es retracto de un complejo I-celular relativo.
Los dominios de I son pequenos relativo a las cofibraciones

Las cofibraciones triviales forman la clase J-cof

Toda cofibracion trivial es retracto de un J-complejo celular relativo
6. Los dominios de J son pequenos relativo a las cofibraciones triviales

Si € es finitamente generada, entonces los dominios de I y J son finitos
relativo a las cofibraciones.

Demostracion. Consecuencia del corolario 3.1.11 y de la proposicion 3.1.12.
O]

Como consecuencia obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.3. Sea (¢,1,.J) una categoria modelo cofibrantemente gene-
rada. Entonces,

1. I-cof = LLP(RLP(I)), es decir, los morfismos de I -cof coinciden con
los morfismos que tienen la LLP con respecto a los morfismos que tie-
nen la RLP con respecto a los morfismos de I

2. J-cof = LLP(RLP(J)), es decir, los morfismos de J-cof coinciden con
los morfismos que tienen la LLP con respecto a los morfismos que tie-
nen la RLP con respecto a los morfismos de J
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Demostracion. Vamos a probar la primera afirmacién, la segunda se prueba
de forma analoga.

Por definicién, tenemos que I € LLP(RLP(I)) y, como ya vimos, una
coleccion de morfismos dada por una propiedad de levantamiento es cerrada
bajo pushouts, composiciones transfinitas y retractos. Por lo tanto, obtene-
mos que [-cof C LLP(RLP(1)).

Para probar la otra inclusién, tomamos un morfismo f : X — Z en
LLP(RLP(I)). Por el argumento del objeto pequefio, tenemos una factoriza-
cién

X vy Iy 7

donde f’ € I-cof y f” € I-iny. Entonces f tiene la LLP con respecto a f” lo
que implica la existencia de un levantamiento h en el siguiente diagrama
x 1oy

A
fl h . lf"
A

Z

Luego, a través del siguiente diagrama, obtenemos que f es un retracto de f’

X X X
| |7 |
A > Y y 4

h f//

y por lo tanto f € I-cof. m

Veremos, ahora, el teorema de reconocimiento que nos da las condiciones
necesarias y suficientes para que una categoria admita estructura de categoria
modelo cofibrantemente generada. Utilizaremos este resultado més adelan-
te para probar que la categoria de espacios topoldgicos y la categoria de
conjuntos simpliciales admiten estructura de categoria modelo.

Teorema 3.2.4 (Teorema de reconocimiento). [2, Teorema 2.1.19.] Sea €
una categoria completa y cocompleta. Sea W una subcategoria de € e I y J
dos conjuntos de morfismos en €. Entonces son equivalentes:

1. FExiste una estructura de categoria modelo cofibrantemente generada
en € tal que I es el conjunto de cofibraciones generadoras, J es el
conjunto de cofibraciones triviales generadoras y W es la subcategoria
de equivalencias débiles.
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2. Se verifican las siguientes condiciones:

a. la subcategoria W wverifica la propiedad 2-de-3 y es cerrada bajo
retractos

b. los dominios de los morfismos de I son pequenos relativo a I-cell
c. los dominios de los morfismos de J son pequenos relativo a J-cell
d. J-cell CW N I-cof

e. I-iny CW N J-iny

f. se cumple W N I-cof C J-cof o W N I-iny C J-iny

Demostracion.

(1 = 2) Por definicién de categoria modelo, W satisface 2-de-3 y es cerrado
bajo retractos. Las otras condiciones son directas a partir de la definicién de
categoria modelo cofibrantemente generada.

(2 = 1) Veremos que las siguientes clases de morfismos determinan una
estructura de categoria modelo cofibrantemente generada en €

= el conjunto de equivalencias débiles es W
= el conjunto de fibraciones es F' = J-iny
= el conjunto de cofibraciones es K = I-cof

Tenemos, entonces, que las fibraciones y las cofibraciones estan cerradas bajo
retractos.

Por otro lado, como J-cell € W N I-cof, tenemos que todo morfismo
en J-cell es una cofibracién trivial. Luego, como todo morfismo en J-cof es
retracto de un morfismo en J-cell, obtenemos que todo morfismo en J-cof es
una cofibracién trivial. Ademas, como J-iny C W N I-iny, tenemos que todo
morfismo en [-iny es una fibracion trivial.

Dado f un morfismo en %, aplicando el argumento del objeto pequeno,
obtenemos las siguientes factorizaciones funtoriales:

» f = B(f) oa(f) donde G(f) € I-iny, es decir B3(f) es una fibracién
trivial, y a(f) € I-cell C I-cof, es decir a(f) es una cofibracién.

» [ =0(f) oy(f) donde §(f) € J-iny, es decir §(f) es una fibracién, y
v(f) € J-cell C J-cof, es decir v(f) es una cofibracién trivial.

Nos falta probar el axioma del levantamiento y para eso usaremos la
ultima condicion. Comenzaremos viendo que, de hecho, los dos casos son
equivalentes.
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Afirmacién: W N I-cof C J-cof si y solamente si W N I-iny C J-iny

(«<=) Sea i € W N I-cof. Podemos factorizar i como i = jop con p €
J-cell € W N I-cof y j € J-iny. Por la propiedad 2-de-3 de W, tenemos
que j € Wy, por lo tanto, 7 € W N I-iny C J-iny. Entonces, el siguiente
diagrama admite un levantamiento

X sy

2
|+

7 - Z

Luego, 7 resulta ser un retracto de p € J-cell C J-cof mediante el siguiente
diagrama conmutativo

X X X
A y > Y ; y Z

y por lo tanto ¢ € J-cof.

(=) Sea j € W N J-iny. Podemos factorizar j como j = i o p donde
1 € I-iny y p € I-cell. Por el axioma 2-de-3 de W, obtenemos que p € W.
Luego, p € W N I-cell C W N I-cof C J-cof y, por lo tanto, p tiene la LLP
con respecto a ¢. Entonces, el siguiente diagrama conmutativo admite un
levantamiento d

N

Luego, obtenemos que j es un retracto de ¢ mediante el siguiente diagrama
conmutativo

Xty z 4, x
)
Y Y Y

y por lo tanto j € I-iny
Concluiremos la demostracion del teorema probando:

a) toda cofibracién trivial tiene la LLP con respecto a las fibraciones asu-
miendo que W N I-cof C J-cof

b) toda cofibracién tiene la LLP con respecto a las fibraciones triviales
asumiendo que W N I-iny C J-iny
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Para a), notamos que W N I-cof C J-cof = (J-iny)-proy y por lo tanto
toda cofibracién trivial tiene la LLP con respecto a las fibraciones.

Por otro lado, b) es equivalente a que toda fibracién trivial tenga la RLP
con respecto a toda cofibracion y WNI-iny C J-iny implica que toda fibracién
trivial tiene la RLP con respecto a todo morfismo en I, en particular con
respecto a toda cofibracion. O

Con la siguiente proposicién veremos que es mas sencillo mostrar que una
adjuncion es de Quillen cuando tenemos categoria modelo cofibrantemente
generada.

Proposicién 3.2.5. [2, Lema 2.1.20.] Sean € y & calegorias modelo. Su-
pongamos que € es una categoria modelo cofibrantemente generada cuyo con-
junto de fibraciones generadoras es I y cuyo conjunto de cofibraciones gene-
radoras es J. Sea F' : € = 2 : G una adjuncion. Entonces, son equivalentes

1. (F,G) es una adjuncion de Quillen

2. Para todo i € I se tiene que F (i) es una cofibracion y para todo j € J
se tiene que F(j) es una cofibracion trivial.

Demostracion.

(1 = 2) Es directo de la definicién de funtores de Quillen.

(2 = 1) Alcanza con ver que F' es un funtor de Quillen a izquierda. Sea K
la clase de cofibraciones de 2. Por el 3.1.3 tenemos que F'(I-cof) C (F'I)-cof.
Luego, como (FI) C K, tenemos que F(I-cof) C (FI)-cof C K-cof = K.
Luego, concluimos que F' preserva cofibraciones. Analogamente, se ve que F'
preserva cofibraciones triviales.

]

3.3. Estrutura modelo en Top

En esta seccion definiremos una estructura modelo en la categoria de
espacios topoldgicos Top de forma tal que su categoria de homotopia coincida
con la teoria de homotopia clasica en Top. Comenzaremos viendo algunas
propiedades de la categoria Top.

La categoria Top es completa y cocompleta pero, a diferencia de la ca-
tegoria de conjuntos, no todo espacio topoldgico es pequeno. Para ver esto
consideramos un ordinal limite A y consideramos los siguientes espacios to-
pologicos

» S = {a,b} el espacio de Sierpinski donde los abiertos son {a}, Sy 0.
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» Y = AU{A} con la topologia 7y = {{\ > 3 > a} : A > a} U {0}

» para cada a € A\, sea X, =Y x{0,1} /. donde {0, 1} tiene la topologia
discreta y (x,0) ~ (z,1) siz < «

Entonces, los morfismos X, — X, definen una A-sucesién y tenemos
X = coliinXa = (Y x{0}pH)u{(N1)}
a<
donde los abiertos de X son de la forma

U=A{(B,0): A= B <atU{(A\1)}

Consideramos f : S — X definida mediante f(a) = (A, 0) y f(b) = (A, 1).
Tenemos que f no se puede factorizar de forma continua por ningin X,
porque en estos espacios se puede separar (A,0) y (A, 1).

Definicién 3.3.1. Decimos que una funcién continua f : X — Y es una
inclusién si se verifica que U es abierto en X si y solamente si existe un
abierto V en Y tal que f~1(V) =U.

Lema 3.3.2. [2, Lema 25.4.1.] Todo espacio topoldgico es pequeno con res-
pecto a las inclusiones.

Demostracion. Sea X : A — Top una A-sucesién de inclusiones, es decir
cada X, — X441 es una inclusién. Entonces, por induccién transfinita, cada
funcién X, — Xj es una inclusién para 8 > « y por lo tanto

X, — colim X,

es una inclusion. Luego, si se puede factorizar una funcién continua A —
colim X, a través de un morfismo de conjuntos A — X,,, entonces este mor-
fismo resulta una funcién continua.

Como todo conjunto es pequeno, tenemos que esa factorizacién existe y
por lo tanto podemos concluir la prueba. O

Definicién 3.3.3. Decimos que una funcién continua f : X — Y es una
inclusién T;-cerrada si es una inclusion cerrada y si todo punto que no
estd en Y\ f(X) es cerrado.

Proposiciéon 3.3.4. [2, Proposicion 2.4.2.] Los espacios topoldgicos compac-
tos son finitos relativo a las inclusiones T1-cerradas.
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Demostracion. Sea A un ordinal limite y sea X : A — Top una A-sucesién
de inclusiones T;-cerradas. Entonces cada X, — colimX, es una inclusién
T;-cerrada.

Sea A un espacio topoldgico compacto. Para probar la afirmacion, alcanza
con ver que para todo f : A — colimX, tenemos que f(A) C f(X,) para
algin a.

Supongamos que la imagen de f no esta contenida en X, para ningun
a < A. Entonces, existe una sucesién de puntos S = {x,}>, en f(A) y
una sucesién de ordinales {a,}22; tales que =, € X,, \ X,,_,. Tomamos
ap = 0y sea p = sup,a,. Entonces, p es un ordinal limite y p < A. La
interseccion de S con cualquier X, es finita y con X es el conjunto vacio.
Por lo tanto, SNX,, es cerada en X,,,. Como X, es el colimite en Top de los
Xa,., tenemos que S tiene la topologia discreta como subespacio de X,. Dado
que X, — colimX, es una inclusién cerrada, S también tiene la topologia
discreta como subespacio del espacio compacto f(A) C colimX,, lo que es
absurdo y por lo tanto f(A) C X, para algun X,. O

De aqui en adelante consideramos la siguiente notacion:
» [:=[0,1] = R es el intervalo topolégico estandar
w D" :={z € R":|z] <1} = R" es el n-disco topoldgico estandar

» 57 =9D" ;= {z € R" : |z| = 1} = R" es la n-esfera topolégica
estandar

Tomamos ademds la convenciéon D° = {0}, S™1 =0 y S = * LI .

Vamos a definir la estructura de modelo clasica en Top y probaremos que
es efectivamente una categoria modelo. De hecho, probaremos que es una
categoria modelo cofibrantemente generada usando el teorema de reconoci-
miento.

Comenzamos definiendo los siguientes conjuntos de morfismos:

v I :={S" = D":n>0}

v Jpop = {D" — Cyl(D") : x — (x,0),n > 0}, donde el objeto cilindro
Cyl(D™) es simplemente D™ x [

Definiremos, a continuacion, las clases distinguidas de morfismos en Top
que determinaran la estructura de categoria modelo.

Definicién 3.3.5. Decimos que un morfismo f: X — Y en Top es
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= una equivalencia débil si es una equivalencia débil de homotopia,
es decir si m,(f,x) : m,(X,2) = 7, (Y, f(z)) es un isomorfismo para
todo n > 0 y todo x € X. Denotaremos por Wr., al conjunto de
equivalencias débiles.

» una cofibracién si f € Iy, -cof. Denotaremos por Cr,p, al conjunto de
cofibraciones.

» una fibracién si f € Jp,,-iny. Denotaremos por Fr,p, al conjunto de
fibraciones.

Definicién 3.3.6. Llamamos complejo celular relativo a los elementos
de I -cell.

Definicién 3.3.7. Sea f: X — Y una funcién continua. Decimos que f es
una fibracién de Serre si para todo cuadrado conmutativo de funciones
continuas

D" x {0} — X

(1pn ,o)l lf

Cyl(D") —— Y

existe una funcién continua h : Cyl(D") — X que hace conmutar el diagra-
ma.

Notamos que la clase distinguida de fibraciones que definimos coincide
con las fibraciones de Serre.

Teorema 3.3.8. [2, Teorema 2.4.19.] (Top, Crop, Frop, Wrop) €s una cate-
goria modelo cofibrantemente generada donde Ity es el conjunto de cofibra-
ciones generadoras y Jrop €s el conjunto de cofibraciones triviales generado-
ras.

Demostracion. Demostraremos este teorema viendo que se verifican las hipote-
sis del teorema de reconocimiento:

1. Wrep satisface la propiedad 2-de-3 y es cerrado bajo retractos por el
lema 3.3.9

2. los dominios de los morfismos en It,, ¥ J1op SON pequenos con respecto
a Itop-cell y Jrop -cell respectivamente por el lema 3.3.13

3. Jrop-cell C (Wrop N Iy -cof) por el lema 3.3.16
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4. Iop-iny C (Wrop N Jrop -iny) por el lema 3.3.18
5. (Wrep N Jrop -inty) C Iop -iny por el lema 3.3.19

O]

Lema 3.3.9. [2, Lema 2.4.4.] Wrop satisface el azioma 2-de-3 y es cerrado
bajo retractos.

Demostracion. Para probar que Wi, satisface el axioma 2-de-3 tomamos
f:X—=>Y g:Y—>Zyh:X — Z tales que go f = h. Es claro que si
fy9 € Wrop entonces h € W, y que si g, h € Wiy, entonces f € Wiy, El
problema que puede surgir si f,h € Wi, y queremos probar que g € Wiy,
es que podria existir un punto y € Y que no pertenece a la imagen de f. En
tal sentido, sea y € Y que puede o no estar en la imagen de f. Como 7 (f) es
un isomorfismo, existe € X y un camino a: I — Y de f(z) en y. Tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

(Y, y) —— m(Z,9(y))

l l

(Y, f(2)) —— mu(Z, 9(f(2)))

donde la flecha vertical izquierda es la conjugacién por el camino « y la
flecha vertical derecha es la conjugacién por el camino g o a. Luego, como
el morfismo de abajo es un isomorfismo dado que estamos en la imagen de
f, obtenemos que el morfismo de arriba también es un isomorfismo y, por lo
tanto, g € Wrgp.

Consideremos, ahora, f : X — Y retracto de un morfismo w € Wrgp,.

Aplicando el funtor m; obtenemos el siguiente diagrama conmutativo
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idr; (X)
m(X) —— m(A) 2 rx)
i (f) ~ | (w) lﬂz‘(f)

m(V) Y 1(B) —— m(Y)

\/

i, (v)

Luego, una inversa de m;(f) es m;(b) o mj(w) o mi(a) : m(Y) — mi(X) y, por
lo tanto, f € Wrgp. O

Proposicién 3.3.10. [2, Lema 2.4.5.] Todo morfismo en Iop,-cell es una
inclusion T -cerrada.

Demostracion. Como todo morfismo en It., es una inclusién 7'-cerrada, al-
canza con ver que las inclusiones T}-cerradas son cerradas por pushouts y
composiciones transfinitas.

Sea ¢ una inclusion 7Tj-cerrada y j un pushout de ¢

A—L Ly

X —— XUaY

Entonces, j es inyectivo por ser pushout de un morfismo inyectivo. Luego,
para mostrar que es una inclusiéon cerrada alcanza con ver que para todo
conjunto cerrado V en Y, suimagen j(V') es cerrada en XU,4Y . Por definicién
de la topologia en el pushout, j(V') es cerrado en X Uy Y si y solamente si
g1 (5(V)) es cerrado en X. Como i es inyectiva, g~ (j(V)) = i(f~*(V)).
Luego, como i es una inclusion cerrada, tenemos que i(f~'(V)) es cerrado en
X. Por lo tanto, g7 *(j(V)) es cerrado en X y tenemos que j es una inclusién
cerrada. Falta ver que si p € (X UaY) \ j(Y) entonces {p} es cerrado en
X U Y. Tenemos que g~*(p) es un tnico punto z € X \ i(A), entonces, dado
que i es una inclusién Tj-cerrada, {z} es cerrado en X. Por lo tanto, {p} es
cerrado en X Uy Y y concluimos que j es una inclusion 7j-cerrada.

Sea X : A — Top una A-sucesién de inclusiones T;-cerradas, es decir, cada
morfismo X, — X, es una inclusién T}-cerrada. Probaremos por induccion
transfinita que la composicion de la sucesién también es una inclusién 7;-
cerrada. El caso de una composicién finita es trivial. Sea o un ordinal limite
y supongamos que Xy, — Xp es una inclusion 7Ti-cerrada para todo 8 < a.
Denotamos por ig a la composicién Xy — Xg y por i° a la composiciéon Xz —
X,. Veamos, entonces, que i, es una inclusion Tj-cerrada. En primer lugar,
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tenemos que i, es inyectiva por ser composicién transfinita de morfismos
inyectivos. Luego, veremos que i, es un homeomorfismo sobre su imagen,
probando que es un morfismo cerrado. Dado U C X, por hipétesis inductiva,
ig(U) es cerrado en Xz para todo 8 < . Dado que los morfismos de la A-
sucesion son inyectivos tenemos que (ig) ' (io(U)) = ig(U). Entonces i, (U)
es cerrado en X, ya que colim X, tiene la topologia final de los morfismos
i?. Finalmente, veamos que para todo x € X, \ in(Xo) se tiene que {x}
es cerrado en X,. Por inyectividad de los i® tenemos que (i®)~'({z}) es o
bien el conjunto vacio o bien un tinico punto en Xz \ i3(Xo) y, por lo tanto,
(i%)71({z}) es cerrado en X4. Entonces, {x} es cerrado en X,,. O

Observacion 3.3.11. Vimos en la proposicion 3.3.4 que los espacios topologi-
cos son finitos relativo a las inlcusiones Ti-cerradas, entonces, dado que los
dominios de los morfismos en It., son compactos, tenemos que son finitos
relativo a las inclusiones Tj-cerradas. Luego, como todos los morfismos en
I'top-cell son inclusiones T1-cerradas, obtenemos que los dominios de los mor-
fismos en I, son pequenos relativo a Iop-cell.

Proposicién 3.3.12. [2, Corolario 2.4.6.] Todo morfismo en Iop,-cof es una
inclusion T -cerrada.

Demostracion. Como sabemos que el dominio de cada morfismo en It es
pequeno relativo a It -cell, podemos aplicar el corolario del teorema del
objeto pequenio que nos dice que todo morfismo en Iy, -cof es el retracto
de algin morfismo en It -cell. Luego, alcanza con ver que las inclusiones
Ti-cerradas son cerradas bajo retractos.

Sea g una inclusion Ti-cerrada y f un retracto de g

Supongamos por absurdo que f no es inyectiva. Entonces, existen a;, as €
A tales que f(a;) = f(az). Entonces

9(t(ar)) = i(f(ar)) = i(f(az)) = g(t(a2))

Luego, dado que g es inyectiva, se debe cumplir que t(a;) = t(az), lo que
contradice que r o t sea la identidad.
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Para ver que f es una inclusién cerrada alcanza con ver que f(C) es
cerrado para todo C' C A cerrado y se tiene que

f(C) = (T ogor™)(C)

es cerrado ya que g es una inclusion cerrada.
Para terminar la prueba sea p € B\ f(A) y veremos que {p} es cerrado.
Sii(p) = g(z) para algin x € X, entonces

lo que es absurdo. Luego, como ¢ es una inclusién T3-cerrada, se tiene que i(p)
es cerrado y, por lo tanto, dado que i es inyectiva concluimos que p = i~1(i(p))
es cerrado. O]

Lema 3.3.13. Los dominios de los morfismos en I, son pequenos relativo
a Itop-cell y los dominios de los morfismos en Jro, son pequenos relativo a
JTop -cell.

Demostracion. Ya vimos que la propiedad 3.3.10 y la proposicién 3.3.4 im-
plican que los dominios de los morfismos en It, son pequeinios relativo a
Irop.

Ademsds, dado que Jyop-cell C Jpop-cof C I, -cof, por la proposicion
3.3.12 tenemos que todos los morfismos en Jr,,-cell son inclusiones Ti-
cerradas. Entonces, por la proposiciéon 3.3.4, concluimos que los dominios
de morfismos en Jr,, son pequenos relativo a Jr,, — cell. O

Proposicién 3.3.14. [2, Lema 2.4.8.] Sea A un ordinal y X : A — Top una
A-sucesion de inclusiones Ti-cerradas que también son equivalencias débi-
les. Entonces el morfismo Xo — colim X, es una equivalencia débil y una
inclusion T -cerrada.

Demostracion. Como las inclusiones T)-cerradas son cerradas bajo composi-
cién transfinita tenemos que Xy — colim X, es una inclusién Ti-cerrada.

Veremos que 1, : Xo — colim X, es una equivalencia débil por inducciéon
transfinita en . La afirmacion se verifica para o = 0. Consideramos, enton-
ces, un ordinal limite # y supongamos que i, es una equivalencia débil para
todo a < f. Fijamos un punto base z € Xy y queremos probar que 7, (ig, z)
es un isomorfismo.

Comencemos viendo que es sobreyectivo. Consideramos [f] € m,(X3, i5(z))
la clase de equivalencia de un morfismo f : (S™, %) — (X3, 2). Como S™ es
compacto, es pequeno relativo a inclusiones T-cerradas. Entonces, f se fac-
toriza a través de un morfismo g : (S™, %) — X, para algin a < (. Es
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decir [i” o g] = [f]. Luego, como i, es una equivalencia débil, [g] tiene una
preimagen por 7, (i, ). Concluimos entonces que m,(ig, ) es sobreyectivo.

Veamos ahora que 7, (ig, x) es inyectivo. Para ello consideramos dos mor-
fismos f, g : (S™, x) — (Xo, x) tales que [ig(f)] = [ig(g)]. Sea H : S"x1 — Xp
una homotopia entre ig(f) y i3(g) que preserva el punto base. Como S™ x [
es compacto, H se factoriza a través de un morfismo H' : S™ x I — X, para
algiin o < 3. Entonces, H' es una homotopia entre i, (f) y i,(g) que preserva
el punto base. Es decir, [io(f)] = [ia(9)] en m,(X4, x). Luego, como i, es una
equivalencia débil concluimos que [f] = [g] en m,(Xo, x). O

Proposicién 3.3.15. [2, pdg. 53] La clase de inclusiones de retractos por
deformacion es cerrada bajo pushouts.

Demostracion. Sea ¢ una inclusién de un retracto por deformacion y supon-
gamos que tenemos un diagrama de pushout

A—L sy

zl lj
X ——> XUaY
Dado que [ es localmente compacto, el funtor — x I : Top — Top es adjunto

a izquierda del funtor Hom(7, —) : Top — Top. Por lo tanto, el funtor — x [
conmuta con colimites y obtenemos el siguiente diagrama de pushout

Ax ] I sy g

ixlll ljxh

Xxlw(XUAY)xI

Sea K : X x I — X la homotopia con respecto a la cual 7 es la inclusién de
un retracto por deformacion. La propiedad universal del pushout induce el
morfismo H en el siguiente diagrama

Ax] ——— Y x1

l l (y,t)—i(y)

X XTI —— (XUaY)xI

Kl . H
<y

X > X UaY

g

Veamos que H es una retraccion por deformacién y que j es la inclusion
correspondiente:
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= por construccién se tiene que H(y,t) = j(y) para todoy € Y

» se tiene que H(p,0) = p para todo p € X Uy, Y. Si p € Im(j) esto es
claro. Si no, p = g(x) para algin = € X y entonces

H(p,0) = H(g(x),0) = g(K(z,0)) = g(z) = p

= se tiene que H(p,1) € j(Y) para todo p € X Ua Y. Si p € Im(j) esto
es claro. Si no, p = g(z) para algin x € X y entonces

H(g(x),1) = g(K(z,1)) € j(Y)

]

Lema 3.3.16. [2, Proposicion 2.4.9.] Todo morfismo en Jro,-cof es una
cofibracion trivial.

Demostracion. Ya sabemos que Jrop-cof C Iy, -cof y, por lo tanto, todos
los morfismos de Jpop-cof son cofibraciones. Falta ver que todo morfismo
de Jrop-cof es una equivalencia débil. Dado que los morfismos de Jr,p, -cof
son inclusiones de retractos por deformacion, por la proposicion 3.3.15, te-
nemos que pushouts de morfismos en Jr,, -cof son inclusiones de retractos
por deformacion y, por lo tanto, son equivalencias débiles. Ademads, como las
inclusiones Ti-cerradas son cerradas bajo pushouts, se tiene que pushouts de
morfismos en Jrop, -cof son inclusiones 7}-cerradas. Luego, por la proposicién
3.3.14, composiciones transfinitas de pushouts de morfismos en J,, -cof son
equivalencias débiles. Es decir, Jrop-cell € Wr,,. Luego, como las equivalen-
cias débiles son cerradas bajo retractos, por el corolario del argumento del
objeto pequeno, conluimos que Jryp, -cof C Wiy, O]

En particular, obtenemos que Jy,,-cell € (Wpyp N Iop -cof). Veremos, a
continuacién, que Iy, -cof C (Wrop N Jrop -iny).

Proposicién 3.3.17. [2, pdag. 54/ El morfismo x — S™ es un elemento de
Ity -cof

Demostracion. Dado @ : A — B un elemento de It -iny, queremos ver que
x — 9™ tiene la LLP con respecto a . Se tiene que el morfismo * — S™ es el
pushout de la inclusién S~ ! < D™. Luego, como S"~! < D™ estd en I, e
i estd en Ir,,-iny, tenemos que 7 tiene la RLP con respecto a S"™~' — D" lo
que induce el levantamiento D™ — A en el siguiente diagrama
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Sn-t > x s A

[ A

pr =y gn s B
Luego, por la propiedad universal del pushout obtenemos el levantamiento
S™ — B que buscdbamos. [

Lema 3.3.18. [2, Proposicion 2.4.10.] Todo morfismo en It.,-iny es una
fibracion trivial.

Demostracion. Dado que Jrop -cof C Ity -cof, tenemos que Iy -iny C Jrop—
iny 'y, por lo tanto, todo morfismo de I, -iny es una fibracion. Falta ver que
Itop-iny € Wrgp. Sean p : X — Y en I, -iny y 29 € X. Queremos ver que

(D, o) = T (X, o) = T (Y, p(0))

es un isomorfismo para todo n.

Para ver que 7, (p, o) es sobreyectivo, mostraremos que dado f : (S™, ) —
(Y, p(z0)) existe g : (S™, %) — (X, z0) tal que f =pog. Como p € Iy -iny
y * — S™ estd en It por la proposicion 3.3.15, el diagrama

* — X

b

admite un levantamiento S™ — X que es el morfismo g buscado.

Para ver que ,(p, zo) es inyectivo consideremos f, g : (S", %) — (X, o)
tales que [po f] = [pog] en m,(Y,p(x0)). Entonces, existe una homotopia
H:S"x1— Y entre pofypog. Los morfismos f y g inducen un morfismo
(f,g): 5"V S" — X donde S™V S™ se obtiene de S™ LU S™ identificando los
puntos base. Por otro lado, H induce un morfismo H : S" A I, — Y donde
S" NIy = (8" xI)/(sxr).- Tenemos que la inclusién S™ Vv S™ < S™ AL es un
CW-complejo relativo donde S™ A I, se obtiene pegandole un n + 1-disco a
S™ Vv Sy, por lo tanto, estd en It,,-cof. Luego, el diagrama

gny g 9

| |

S™A [+ —H> Y
admite un levantamiento que constituye una homotopia entre f y g. [

Resta ver que Wy, N Jrop-iny C Ipop -iny, es decir, que toda fibracién
trivial es un elemento de I, -iny.
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Lema 3.3.19. [2, Teorema 2.4.12.] Toda fibracion de Serre trivial estd en
Irop -iny.

Demostracion. Sea f : X — Y un morfismo en Wiy, N Jyop -iny. Entonces,
f induce isomorfismos 7, (X) — m,(Y") para todo n > 0. En particular, para
n = 0, tenemos un isomorfismo entre las componentes arcoconoexas de X
y de Y. Dado que my(f) es sobreyectiva, el siguiente diagrama admite un
levantamiento

DV=% — Y

y, dado que mo( f) es inyectiva, el siguiente diagrama admite un levantamiento
S — X
[ 7]
D=1 —— Y

Luego, falta ver que si n > 2 entonces el siguiente diagrama admite un
levantamiento

Sl 25 X

[

DnTY

Tomamos un punto base en S"~! y sea x su imagen en X e y su imagen en Y.
Por el diagrama, se tiene que f.([a]) = 0 en m,_1(Y,y). Entonces, dado que
f es una equivalencia débil, [o] = 0 en 7,1 (X, z). Luego, existe un morfismo
[’ tal que el siguiente diagrama conmuta

Sl 25 X

9%

Falta ver que el diagrama

X
B’ lf
D™ T> Y

también conmuta. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo
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Sn—l c Dn

[

Entonces, por la propiedad universal del pushout, exite un tnico morfismo
p 8" — Y. El morfismo ¢ representa un elemento del n—ésimo grupo
de homotopia de Y, es decir [¢] € m,(Y,y). Como f es una equivalencia
débil, existe [p] € m,(X,z) tal que f.([p]) = [¢]. Obtenemos, entonces, que
el siguiente diagrama conmuta a menos de homotopia

X
s
St ——Y

Podemos escoger p como un morfismo p’ : D™ — X. Sea (fop/,8): S" =Y
el morfismo que se obtiene aplicando la propiedad universal del pushout al
siguiente diagrama

Snfl Dn

L

fop’
Tenemos entonces que
[(for B =[(fop foB)]+I[(foh, B)]
= £, )]) [(foB,B)]
= f([p) +[(f o B, B)]
=[]+ [(fo B, B)]

(ﬁ,f BN+((foh,B)

Obtenemos asi, que existe una homotopia ® de f o 8’ en [ que deja fijo el
borde del n—disco. Por lo tanto, podemos extenderla a un morfismo

(foa,®)
—

Snil |_|Sn—1><] D" x I Y

Luego, alcanza con encontrar un levantamiento del diagrama
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D b

y X
| |

n—1 n
S |_|Sn—1><[D x I W Y

Pero, dado que S" ! Ugn-1,; D™ x I es isomorfo a D" x I y que f € Jpp,-iny
obtenemos que el levantamiento buscado existe. O

Concluiremos esta seccién viendo que, con la estructura de categoria mo-
delo descrita, todo espacio topolédgico es un objeto fibrante de Top.

Proposicién 3.3.20. [2, Corolario 2.4.14.] En (Top, Crop, Frop, Wrop) todo
objeto es fibrante.

Demostracion. Sea 'Y un espacio topolégico. Dado que todo morfismo en Jrg,
es la inclusiéon de un retracto, resulta que el morfismo Y — * tiene la RLP
con respecto a Jrop ¥, por lo tanto, ¥ — * es una fibracién. O]

3.4. Estructura modelo en sSet

3.4.1. La categoria sSet de conjuntos simpliciales

En esta seccion definiremos la categoria de conjuntos simpliciales sSet y
veremos algunas de sus propiedades.

Definicién 3.4.1. Definimos la categoria simplicial A de la siguiente
manera:

= los objetos son los conjuntos ordenados [n] = {0,1,--- ,n} con n € N
Obj(A) ={[n] : n € N}
» los morfismos son las funciones monétonas crecientes
A([n], [m]) = Homa([n], [m]) = {f : [n] = [m] : f(i) < f(j) sii < j}

Definiremos, ahora, morfismos particulares en la categoria A.

Definiciéon 3.4.2. Los morfismos cocara son los endomorfismos de la cate-
goria A definidos mediante

d :[n]—[n+1conneN n#0,ie{0,--, n}
d;(m):{m sim <1

m+1 sim>1
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Es decir, d({0,--- ,n}) ={0,--- ,4,--- ,n + 1} donde i significa que omiti-
mos ¢ en {0,---,n+ 1}. Los morfismos codegeneracién son los endomor-
fismos de A definidos mediante

sl :n+1 —[n]conneN, je€{0,---,n}

n

j( ) m sim<j
sl (m) =
" m—1 sim>j

Es decir, S%({()’... n+1}=40,--- 4,4, ,n}.

Veremos ahora que cualquier morfismo en la categoria A es la composicién
de morfismos cocara y morfismos de codegeneracion, lo que resulta muy tutil
para describir un conjunto simplicial.

Lema 3.4.3. [/, pag. 177] En A, cualquier morfismo f : {0,--- ,n} —
{0,---n'} tiene una unica representacion de la forma

f:di’“~~~di1$j1"'8jh (1)

donde los enteros no negativos satisfacen n + k — h = n' y ademds los su-
praindices satisfacen

n >ig>--->i >0 0<5<---<jp<sn
Demostracion. Una funcién mondtona creciente f queda completamente de-
terminada por su imagen en {0, --- ,n'} y por los elementos j € {0,--- ,n—1}
donde la funcién no crece, es decir los j tales que f(j) = f(5 +1).

Luego, sean iy, - - - ,ix en orden creciente los elementos de {0,--- ,n’} que
no estdn en la imagen de f y sean jy,---,j, los elementos de {0,--- ,n}
donde f no crece.

Tenemos entonces que f = d - - - dtsit ... i, O

Lema 3.4.4. [4, pdg. 177] Las caras y degeneraciones satisfacen las siguien-
tes relaciones llamadas tdentidades costmpliciales:

d'dd = d1d si i< 7,

st = stsi Tl si1 < g,
sld' = d'd’™? st 1 <7, (2)
Sd =1 si i=7,5+1,

sd'=d s st 1>7+1
Demostracion. Estas relaciones se verifican directamente a partir de la defi-
nicion de d' y de s'.
Por ejemplo, para la primera, como ¢ < j, tenemos que
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didi([n]) = d*({0,---, i -5, ,n}) =40, i, ,J,--,n}
lugar i
ddi(n) =10, iy, G e n}) ={0,--- oo g, 0}
lugar j-1
ugar j-

]

Proposicién 3.4.5. [, pdg. 178] Los morfismos de la categoria A son todas
las composiciones de todos los morfismos d* y s7 sujetas a las identidades
simpliciales.

Demostracion. Por el lema 3.4.3, tenemos que todo morfismo en A es una
composicién de morfismos cocara y codegeneracion. Ademas, las relaciones
del lema 3.4.4 nos permiten escribir cualquier composiciéon de morfismos co-
cara y codegeneracién en la forma (1). O

Definicién 3.4.6. Un conjunto simplicial es un funtor contravariante X :
A — Set o, equivalentemente, un funtor covariante X : A — Set. La
categoria sSet de conjuntos simpliciales esta definida mediante:

= los objetos son los funtores covariantes de A% en Set
» los morfismos son las transformaciones naturales

Definicién 3.4.7. Dado un conjunto simplicial X,, denotamos por X|[n| a
X, = X({0,---,n}) y decimos que X,, es el conjunto de n-simplices de
Xo.

Definicién 3.4.8. Definimos el n-simplice estandar A" en sSet como el
funtor contravariante A" = A(—,[n]) : A — Set que manda un morfismo
f:[m] = [m'] en A en un morfismo g dado por g(o’(i)) = o(f(i)) donde
o € A([m], [n]) y o € A([m], [n]).

Observacion 3.4.9. Aplicando el lema de Yoneda, tenemos que si K : A? —
Set es un funtor covariante entonces

Nat(Homaor ([n], —), K') = Homgger (Homa (—, [n], K)
= Homgge (A", K)

Luego, para todo conjunto simplicial X,, se cumple que

HomsSet(Ana Xo) = Xn
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Veremos, ahora, una descripcion mas concreta de los conjuntos simplicia-
les a partir de algunos morfismos particulares.

Sea d; el morfismo correspondiente a d' en la categoria A%, y s; el mor-
fismo correspondiente a s’. Llamamos morfismo cara a d; y morfismo dege-
neracién a s;.

Como (—)° es un funtor contravariante, las identidades cosimpliciales
inducen las siguientes relaciones:

djdi = didj,1 sio1 S j,

S$iSj = Sj+15; S S j,
d,;Sj = Sj—ldi sio1 < j, (3)
dl'szl Si Z:j,j+1,

diSj = dei—l si 1> j +1

Analogamente a la proposiciéon 3.4.5, tenemos que todos los morfismos
de A estan generados por composiciones de morfismos cara y degeneracion
sujetos a las relaciones (3).

Esto nos permite dar una definicién méas concreta de conjunto simplicial:
para dar un conjunto simplicial alcanza con definir conjuntos de n-simplices,
morfismos cara y morfismos degeneracién.

Si X es un conjunto simplicial, notaremos por d; a X (d;) y por s; a X (s;).

Proposicién 3.4.10. [/, pdg. 179] Un conjunto simplicial X es una coleccion
de conjuntos X,, para cada n > 0 junto con funciones d; : X, — X,_1 ¥
s; + Xy = Xpy1, para todo 0 < ¢ < n y para todo n, que satisfacen las
siguientes relaciones:

didi = did;_,  si i<, (4)
$iSj = Sj+18i st 1< 7, (5)
d;sj = sj_1d, sio1< 7, (6)
dis; =1 si 1=73,7+1, (7)

(8)

diSJ‘ = deifl st 1> ] +1

Proposicién 3.4.11. [2, pdg. 7/] Un morfismo simplicial f : Xq — Y, es
equivalente a una sucesion de morfismos f, : X, — Y, que conmutan con los
morfismos cara y degeneracion.

Demostracion. Por definicion, si f : X — Y es una transformacién natural
entre conjuntos simpliciales, tenemos que existen morfismos f, y f,_1 tales
que el siguiente diagrama conmuta
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d;
X, — X,

W e

Yn T> Yn—l

lo que implica que f,_1d; = d; f,.
Andlogamente, existen morfismos f,, 11y f, tales que el siguiente diagrama
conmuta

S
X, —— X1

fnl lfn+l

Y, S—J> Yo
lo que implica que f,415; = s;fn O

Observacion 3.4.12. La categoria sSet es completa y cocompleta ya que los
limites y colimites se pueden construir por nivel y la categoria Set es bicom-
pleta.

Definicién 3.4.13. Sea X, un conjunto simplicial y X un simplice de X,.
Una cara de X es cualquier imagen de X bajo iteraciones de morfismos
cara. Una degeneracion de X es cualquier imagen de X bajo iteraciones de
morfismos degeneracion.

Definicién 3.4.14. Decimos que un conjunto simplicial Y, es un subcon-
junto simplicial de un conjunto simplicial X, si existe un monomorfismo
Y, = X,, es decir si Y,, C X,, para todo [n] € A y si

Yn:Y'f

para todo f : [m] — [n]. Dado un subconjunto S C X, para algin n, el
conjunto simplicial generado por S es el menor subconjunto simplicial de
X que contiene a S.

Xof

A continuacién, veremos tres tipos importantes de subconjuntos del con-
junto simplicial A™.

Definicién 3.4.15. La i-ésima cara 9;A"™ de A" es el conjunto simplicial
generado por d'. Es decir,

g,A" = Am Ly An

Definicién 3.4.16. La n-esfera simplicial 0A™ es el subconjunto simpli-
cial de A™ dado por la unién de las caras JyA",...,0,A". Es decir, es el
subconjunto simplicial generado por {d°, ..., d"}.
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Graficamente, podemos pensar 0A"™ de la siguiente forma

A A
9 A? A2

Definicién 3.4.17. El cuerno simplicial A} es la unién de todas las caras
de A™ menos la k-ésima cara. Es decir, es el subconjunto simplicial de A"
generado por el conjunto {d°,--- ,d*= b+t ... dn}.

Graficamente, podemos pensar el cuerno A} de la siguiente forma

il 1
/\ A
0 A2 2 0 A 2

3.4.2. La realizacion geométrica y el funtor singular

En esta seccidn, estudiaremos el funtor realizacion geométrica y el funtor
singular. Ambos seran fundamentales tanto para establecer la estructura de
categoria modelo en los conjuntos simpliciales como para probar que existe
una equivalencia de Quillen entre la estructura modelo en Top y la estructura
modelo que definiremos en sSet.

Definicién 3.4.18. La realizacién geométrica de un conjunto simplicial
X, € sSet es el coend
[n]eA
| Xo| = / A" x X,

donde A™ x X, es el coproducto Lix, A". Es decir, | X,| es el coigualador
I_I[n]%[m]EAA” x X, =U,A"x X, — |X.|
donde las dos flechas paralelas estan dadas por los morfismos

A" x X, — A" x X,
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y
A" x X, — A" x X,

inducidos por la funcién [n] — [m].
La realizacion geométrica define un funtor

| — | : sSet — Top
[n]eA
X.»—>|X.|:/ A" x X,

Definicién 3.4.19. El funtor singular estd dado por

Sing : Top — sSet
X +—— Sing(X)

donde Sing(X),, := Homr,,(|]A"|, X)

Lema 3.4.20. [2, pdg. 76] El funtor realizacion geométrica y el funtor sin-
gular determinan una adjuncion

| —|: sSet ~ 1 . Top :Sing
Demostracion. Sean K € sSet y X € Top. La biyeccién
¢ x : Hompep (| K|, X) — Homgser (K, Sing(X))

esta dada por la siguiente composicién
[nleA
Homygge (K, Sing (X)) %/ Homget (K, Sing(X),,)
[n]leA
= / Homge (K, Hom,, (A", X))
[n]leA
o / Homrep (K, x A", X)

[njeA
= HomTOp(/ K, x A" X)
= Homr,, (| K|, X)

Donde, el primer isomorfismo se debe a que si F;G : € — & son dos
funtores, entonces el conjunto de transformaciones naturales de I’ en G es
/ ce? Homy (F(c), G(c)). El segundo isomorfismo, lo obtenemos asociandole a
cada f € Homge (K, Homrp,, (A", X)) el elemento g € Homrpep, (£, x A", X)
dado por g(k,x) = f(k)(z). Finalmente, el tercer isomorfismo se debe a que
un coend es un colimite. O
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3.4.3. Estructura modelo en sSet

Para definir la estructura modelo en la categoria sSet comenzamos con-
siderando las siguientes clases de morfismos:

n [ger = {OA™ — A" tal que n > 0}
n Jeset = {A} — A" tal que n > 0}

Definicién 3.4.21 (Estructura modelo en sSet). Sea f un morfismo es sSet.
Decimos que f es:

1. una equivalencia débil si y solamente si | f| es una equivalencia débil en
Top. Denotamos por Wse, al conjunto de equivalencias débiles.

2. una fibracion si y solamente si f € Jige -iny. Denotamos por Fige al
conjunto de fibraciones.

3. una cofibracién si y solamente si f € Isge -cof. Denotamos por Cgget al
conjunto de cofibraciones.

Definicién 3.4.22. Los morfismos de Jgse -iny se llaman fibraciones de
Kan y los morfismos de I -cof se llaman extensiones anédinas

Veremos, utilizando el teorema de reconocimiento que sSet resulta ser una
categoria modelo con las clases distinguidas de morfismos que acabamos de

definir.

Teorema 3.4.23. [2, Teorema 3.6.5.] (sSet, Csset, Fiset, Waset) €S una cate-
goria modelo cofibrantemente generada donde Isse es el conjunto de cofibra-
ciones generadoras y Jsser €S el conjunto de cofibraciones triviales generado-
ras.

Demostracion. Verificaremos las hipdtesis del teorema de reconocimiento:

1. Wiset verifica la propiedad 2-de-3 y es cerrado bajo retractos por el
lema 3.4.24.

2. los dominios de los morfismos en Igset v Jsset SON pequenos relativo a
Lsser -cell v Jgser -cell respectivamente por el lema 3.4.25.

3. Jsset ~cell C (Igget -cof NWiger) por el lema 3.4.27
4. Iger -iny C (Jgset -iny NWsser) por el lema 3.4.34

5. (Jsset -iny NMWsset) C Igser -iny por el lema 3.4.35
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]

Lema 3.4.24. W satisface la propiedad 2-de-3 y es cerrado bajo retractos.

Demostracion. Si f € Wiser entonces |f| € Wiyp. Como | — | es un funtor y
Wirop satisface la propiedad 2-de-3 y es cerrado bajo retractos, tenemos que
Wiset también. O

Lema 3.4.25. [2, Lema 3.1.1.] Todo conjunto simplicial es pequerio. En
particular, los dominios de los morfismos en Isset Y Jsset SON pequenos relativo
a Isser -cell y Jsser -cell respectivamente.

Demostracion. Nos referimos al lema 3.1.1. de [2]. O

Ahora probaremos que Jggeq -cell C (Igser -cof NWsey ). Para ello, veremos
primero una caracterizacién de las cofibraciones en sSet.

Proposicién 3.4.26. [2, Proposicion 3.2.2.] Sea f un morfismo en sSet.
Entonces, f es un elemento de It -cof si y solamente si f es inyectivo. En
particular, todo conjunto simplicial es cofibrante. Ademds, toda cofibracion
es un complejo I-celular relativo.

Demostracion.

(=) Los morfismos de Isse son inyectivos. Luego, como las inyecciones son
cerradas bajo pushouts, composiciones transfinitas y retractos, todo elemento
de I set -cell es inyectivo y por lo tanto todo morfismo en I g -cof es inyectivo.
(<) Sea f : K — L un morfismo inyectivo en sSet. Veremos que podemos
escribir f como una composicion transfinita de pushouts y coproductos de
morfismos en [gge;. Tomamos Xg = Ky fo = f: Xg — L. Sea Sy el conjunto
de O-simplices de L que no estan en la imagen de fy. Cada elemento s € .S
se corresponde con un morfismo AY — L. Obtenemos X; y f; a través del
siguiente pushout:

@ - USQSOaAO — XO

I !

Usegy A —— X

a

donde a es el coproducto de las restricciones de A? — L al borde. Como a y
fo son inyectivas y sus imagenes son disjuntas, obtenemos que f; es inyectivo.
Ademas, por construccién, f; resulta sobreyectiva en los O-simplices.
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Supongamos que tenemos construidos los simplices X y los morfismos
fr : Xi — L para k < n y que cada fj es inyectiva y sobreyectiva sobre los
simplices de dimensiéon menor a k. Construimos f,,+; de forma similar a la
que costruimos f;. Sea S, el conjunto de n-simplices en L que no estan en
la imagen de f,,. Notamos que todo elemento s € S, es no degenerado (ya
hemos tratado los simplices degenerados en los casos de menor dimensién) y
corresponde a un morfismo A™ — L. Luego, obtenemos X,, 11y fni1 a través
del siguiente pushout:

Uses, OA" —— X,

I J

Uses, A" —— X,

1
b

donde b es el coproducto de las restricciones de A™ — L al borde. Por
construccién, f,.1 es inyectiva y sobreyectiva sobre los n-simplices y, por lo
tanto, sobre todos los simplices de dimensién menor o igual a n. Luego, f es
la composicion de la sucesiéon f,, y, por lo tanto, es un elemento de I g -cell.
En particular, f es un elemento de I g -cof. O

Lema 3.4.27. [2, Proposicion 3.2.3.] Toda extension anddina es una cofi-
bracion trivial.

Demostracion. Todo morfismo en Jgger €s inyectivo. Entonces por la propo-
sicién anterior, tenemos que Jsset € Igset -cof. Luego, Jeger -cof C Iger -cof.
Falta ver que todo morfismo en Jgs. -cof es una equivalencia débil. Para ello,
veremos que la realizacion geométrica de todo morfismo en Jse -cof es una
equivalencia débil en Top. Sea f € Jsset, entonces f es una inclusion de la
forma A" — A" Notamos que |A"| = D" = D" ! x [ y podemos tomar
estos homeomorfismos de forma que manden |A”| en D""! x {0}. Entones,
considerando el diagrama

A —=— D"t

|f‘\[ \[ J/EJTOP -iny

A" —= Dl x ] —— «
tenemos que |f| € Jyop -cof. Luego,

’JSSet’ g JTop -cof
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y por lo tanto
| Jsset -€Of | C | Jsget| -cof C Jpgp -cof

Tenemos, entonces, que la realizacién geométrica de cualquier morfismo en
Jsset -cof es una equivalencia débil en Top. Luego, todo elemento de Jsget -cof
es una equivalencia débil en sSet. O

Ahora veremos que Igget -iny C (Wssey N Jsser -iny ). Para ello, tenemos que
ver que la realizacién geométrica preserva los limites finitos.

Proposicién 3.4.28. [2, pag. 78] Sea i : L — K un morfismo inyectivo en
sSet. Entonces, |i| € Itop-cell. En particular, es una inclusion Ty cerrada.

Demostracion. Como 7 es un morfismo inyectivo, por la proposicion 3.4.26 te-
nemos que i € Igse -cell. Por lo tanto, ¢ es composicion transfinita de pushouts
de morfismos en Iige;. Como la realizacion geométrica es adjunto a izquierda,
preserva colimites y por lo tanto |i| es composicién transfinita de pushouts
de morfismos en el conjunto {|j| : 7 € Iset}. Sea j, la inclusién OA™ — A™,
entonces podemos ver |j,| como la inclusién S"~! < D" y, por lo tanto,
|i| € Iop -cell. O

Observacion 3.4.29. En particular, si tomamaos L = (), la proposicién an-
terior muestra que |K| es un CW-complejo. Luego, podemos considerar la
realizacion geométrica como un funtor de sSet en una subcategoria de Top
con buenas propiedades. Por ejemplo la subcategoria de espacios topologicos
Hausdorff generados por compactos o la subcategoria # de k-espacios, o
espacios generados por compactos.

Lema 3.4.30. [2, pag. 77] El morfismo
|A™ x A" — |A™] x |A"|
es un homeomorfismo.

Demostracion. Nos referimos a la demostracion del lema 3.1.8 en [2]. O

Lema 3.4.31. [2, Lema 3.1.8.] El funtor |—| : sSet — £ preserva productos
finitos.

Demostracion. Sean X,, Y, € sSet. Por el colema de Yoneda tenemos que
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Luego,

[m]eA [n]eA
|X.><Y.|%](/ meAm)x(/ Y, x A")|

[m]eA [nleA
%]/ / X X Y, x (A™ x A")|

[m]eA [n]eA
Q/ / X X Y, x [A™ x A"
mleA
/ / X X Y, x |A™] x |A"
~ ( / X, x [A™]) % (/ Y, x |A"))

[mleA [n]leA
%]/ meAm\x|/ Y, x A"
~ [ X,| x |Yi]

donde el segundo y el quinto isomorfismo se deben a que el producto conmuta
con los colimites en las categorias sSet y £, el tercer isomorfismo se de debe
a que la realizacion geométrica conmuta con colimites por ser adjunto a
izquierda y el cuarto isomorfismo es el resultado del lema anterior. [

Lema 3.4.32. [2, Lema 3.2.4.] La realizacion geométrica preserva limites
finitos. En particular, preserva pullbacks.

Demostracion. En el lema 3.4.31 vimos que la realizacién geométrica preserva
productos finitos, luego, alcanza con probar que preserva igualadores.

Sean f,g : L — M dos morfismos en sSet con igualador : : K — Ly
sea j : Z — |L| el igualador de |f|, |g| : |L| — |M]| en Top. Entonces, i y
J son inyectivas. Luego, por el lema 3.4.28, tenemos que [i| es una inclusién
Ty cerrada. Por lo tanto, por la propiedad universal del igualador, existe un
morfismo u : |[K| — Z en Top que hace conmutar el siguiente diagrama

If]
7 —— |L] —= |M|
0 Ig\
i [4]

K]

Tenemos que u es inyectivo ya que |i| y j son inyectivos. En particular, |K|
es homeomorfo a un subespacio de Z. Entonces, para concluir que Z = |K|
alcanza con ver que u es sobreyectiva. Para ello, veremos que las imagenes
de |i| y j coinciden. Sea z € Z, entonces j(z) € |z| para algin simplice z € L
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no degenerado. Por definicién de la realizacion geométrica, (|f] o j)(z) =
(lgl © 7)(z) si y solamente si f(x) = g(x). Entonces x resulta ser un simplice
no degenerado de la imagen de K en L, y por lo tanto, j(z) esta en la imagen
de |k| en |L|. O

Proposicién 3.4.33. [2, Lema 3.2.5.] Si f : K — L es un morfismo en
Isset -iny, entonces |f| es una fibracidn.

Demostracion. Como f tiene la RLP con respecto a los morfismos de I, por el
lema 3.4.26, f tiene la RLP con respecto a todos los morfismos inyectivos de
conjuntos simpliciales, en particular con respecto a las inclusiones. Podemos,
entonces, encontrar un levantamiento h en el siguiente diagrama conmutativo

K _ K
h /)r
(1K7f)l s lf

KxL —— L
p2

donde ps es la proyeccion en la segunda coordenada. Obtenemos que f es un
retracto de p, mediante el siguiente diagrama conmutativo

1k

Por lo tanto, |f| es un retracto de |ps|.

Veremos, ahora, que |py| es una fibracién. Como la realizacién geométrica
preserva productos finitos, tenemos que |ps| : | K| x |L| — | L] es la proyeccién
en la segunda coordenada. Si tenemos un diagrama de la forma

entonces un levantamiento ¢ : D" x [ — | K| x |L| estaria dado por ¢(x,t) =
(|p1| o a)(z) x b(x,t).

Obtuvimos, entonces, que |f| es retracto de una fibracién y por lo tanto
| f| es una fibracion. O

Lema 3.4.34. [2, Proposicion 3.2.6.] Sea f : K — L un morfismo en
Iiset -iny, entonces f es una fibracion trivial.
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Demostracion. Ya vimos que Jsset € Isser -cof y, por lo tanto, I[sge-iny C
Jsset -iny. Luego, f es una fibracion.

Falta ver que | f| es una equivalencia débil en Top. Sea v un vértice de L,
es decir un 0-simplice. Tomamos F' = f~!(v) la fibra de f sobre v. Tenemos
el siguiente diagrama de pullback en sSet.

Entonces, como la realizacién geométrica preserva pullbacks, tenemos el si-
guiente diagrama de pullback en Top

|F| —— [K]

[

y, por lo tanto, |F'| es la fibra de |f| sobre el punto |v|.

Veremos, ahora, que el morfismo F' — A es un elemento de g -iny. Pa-
ra ello, queremos ver tiene la RLP con respecto a 0A™ — A™. Consideremos
el diagrama

OA" s F — K
[
Am T AD s L

v

El levantamiento h : A™ — K existe porque f € I -iny y, ademas, la
imagen de A™ en K esta contenida en F' por conmutatividad del diagrama.
Entonces, existe un levantamiento A — F y obtenemos que F — A° es un
elemento de Iyse. Por lo tanto, F' — AY tiene la LLP con respecto a todos los
morfismos inyectivos y, en particular, con respecto a las inclusiones. Luego,
F' es no vacio y podemos tomar w un 0—simplice en F'. Denotamos por ¢, a
la composicién

w

F—— AV Y, F

Como F — AP tiene la LLP con respecto a las inclusiones, existe un levan-
tamiento H : F' x A! — F en el siguiente diagrama
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FX8A1M>F

//\r
H .-~
-
P
.
.
.
.
.

FxAl — 5 AV

Luego, dado que la realizaciéon geométrica preserva productos, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

117 lwl)

(
| £ [ > {0,1} | F|

e

| F | x[0,1] —— x

Entonces, |H| : |F| x I,— |F| es una homotopia entre 1,z y el morfismo
constante |w|. Por lo tanto, |F| es contractible. Consideramos la sucesién

exacta larga inducida por los morfismos | F' | —— | K| SEIIN | L |

- = m([F, Jw]) — me(| K Jwl) — me(lL] [v]) — e ((F] w]) — -

Dado que |F| es contractible, tenemos que 7, (|F|, |w|) = 0 para todo n > 0
y, por lo tanto,

Tu([f]s [w]) = (1KY, Jw]) = ma (L], o)

es un isomorfismo para todo n > 1. Falta ver que my(|f], |w|) también es un
isomorfismo. Por exactitud en

mo(|.f],w])
—_—

0 ——— mo(|K], [wl) mo(|L], [v]) ———10

tenemos que mo(|f], |w]) es inyectivo. Luego, falta ver que |f| induce un mor-
fismo sobreyectivo en las componentes arcoconexas. Todo punto de |L| esta
en la misma componente arcoconexa que la realizaciéon geométrica de algin
vértice v € Ly. Como f tiene la RLP con respecto a las inclusiones, es sobre-
yectiva en los vértices ya que tenemos el siguiente diagrama conmutativo

@—;K
A
Al”%L

Por lo tanto, existe un vértice w € Kj tal que f(w) = vy, entonces, f manda
la componente arconexa de w en la componente arcoconexa de v, lo que nos
da la sobreyectividad en las componentes arcoconexas. O
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Lema 3.4.35. [2, Teorema 3.6.4.] Toda fibracion trivial es un elemento de
IsSet ‘iHY'

Demostracion. Para la demostracion de este lema nos referimos al teorema

3.6.4 de [2]. O

3.4.4. Grupos de homotopia de sSet

En esta seccion construiremos los grupos de homotopia de conjuntos sim-
pliciales. Comenzaremos definiendo 7y(X') para un conjunto simplicial fibran-
te X.

Definicién 3.4.36. Sea X un conjunto simplicial fibrante y x,y € Xg. De-
cimos que x es homotépico a y (denotado mediante x ~ y) si y solamente
si existe un 1-simplice z € X tal que dyz =z y dpz = y.

Lema 3.4.37. [2, Lema 3.4.2.] Sea X un conjunto simplicial fibrante. La
homotopia de vértices es una relacion de equivalencia.

Demostracion.

» reflexiva: Sea x € Xj. Consideramos so(z) € X7, entonces dyso(x) = «
y diso(z) = x.

= simétrica: Sean x,y € X, tales que x ~ y. Entonces, existe un 1—simpli-
ce z tal que di(z) = z y do(z) = y. Luego, tenemos un morfismo
f: A2 — X que vale so(x) en dyis y 2 en dyis. Ademas, viendo A?
como

1

dyia i ’ i dyia
0 2

dyia

tenemos que f es la inclusion de

;\
ES3
[ ]
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en X. Como X es fibrante, existe una extension de f a un 2—simplice
de X5 dada por un levantamiento en el siguiente diagrama

A2 x

/\’(l
\[ i

-’

-

-,

s

A? —— AY
Luego, dyw nos da la homotopia y ~ .

» transitiva: Supongamos que x ~ yy y ~ z. Entonces tenemos 1—simpli-
ces a y b tales que di(a) = x, do(a) = di(b) = y, do(b) = z. Luego,
tenemos un morfismo f : A — X que se puede ver como la inclusién
del siguiente cuerno en X.

A
T z

Dado que X es fibrante, tenemos una extension de f a un 2—simplice
de X, dada como el levantamiento en el siguiente diagrama

A%%X

P
\[ - l
s
s
s
s

A? —— A9
Luego, d;c es una homotopia de x en z.

]

Definicién 3.4.38. Sea X un conjunto simplicial fibrante. Denotamos por
mo(X) al conjunto de clases de equivalencia de X/ .

Lema 3.4.39. [2, Lema 3.4.53.] Sea X un conjunto simplicial fibrante. En-
tonces existe un isomorfismo mo(X) =~ mo(| X]).

Demostracion. Sea f : mo(X) — mo(|X]) el morfismo que manda [v] €
mo(X) a la componente arcoconexa de |X| que contiene a |v|. Como |A"|
es conexo por caminos para n > 0, por la construcciéon de la realizacion
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geométrica, todo punto de | X| estd en la componente arconexa de la realiza-
ciéon geométrica de algun vértice de X, es decir, f es sobreyectivo. Por otro
lado, consideramos para cada [v] € my(X) el conjunto X, formado por todos
los simplices de X que tienen un vértice en [v]. Tenemos que cada X, es
un subconjunto simplicial de X y que X = |_|[v] emo(X) X[y- Entonces, como
la realizacién geométrica preserva colimites, tenemos que

X[ = || Xul

[v]€mo(X)
donde cada | X}, es conexo por caminos. Por lo tanto, f es inyectivo. O

Este lema muestra porque la notacién m(X) tiene sentido y motiva la
siguiente definicién.

Definicién 3.4.40. Llamamos componentes arcoconexas a los elementos
de 0 (X)

Observacion 3.4.41. Notamos que 7 es un funtor de los conjuntos simpliciales
fibrantes en los conjuntos.

Definicién 3.4.42. Si v es un vértice de un conjunto simplicial fibrante
X, definimos my(X,v) como el conjunto my(X) con punto base la clase de
equivalencia [v] de v.

Nos interesa, ahora, extender esta nocién de homotopia a n—simplices.

Definicién 3.4.43. Sea X un conjunto simplicial fibrante y v € Xy un vérti-

ce. Para todo conjunto simplicial Y, el morfismo v :Y » AV 25 X

es el morfismo constante en v. Sea F' la fibra sobre v del morfismo
Homgger (A™, X) — Homgger (OA™, X') que es una fibracién por el teorema
3.1.1 de [2]. Definimos el n—ésimo grupo de homotopia 7,(X,v) de X en
v como 7o (F,v).

No sabemos atn si los grupos de homotopia definidos son efectivamente
grupos. Esto lo veremos en la proposicién 3.4.47 probando que 7, (X, v) ~
(| X],|v|) para todo conjunto simplicial fibrante X. Obtendremos asi, que
(X, v) es un grupo para n > 1 y que es abeliano para n > 2.

Observacion 3.4.44. Podemos, también, definir 7, (X, v) como el conjunto de
clases de equivalencia [a] de n—simplices « : A" — X que mandan JA™ en
v bajo la siguiente relacién de equivalencia: o ~ 3 si existe una homotopia
H : A" x A tal que H(—,0) es la inlusién de o, H(—,1) es la inclusién de
B vy la restriccién de H a OA™ x Al es el morfismo constante v.
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Observacion 3.4.45. Tenemos que los grupos de homotopia son funtoriales:
dados un morfismo f : X — Y y un vértice v de X, existe un morfismo

fo (X, 0) — (Y, f(0)).

Lema 3.4.46. [2, pag. 97] Sean K, L € sSet tales que eriste una fibracion
trivial f + K — L. Entonces, K y L tienen los mismos grupos de homotopia.

Demostracion. Veremos que el morfismo ,(f,v) inducido por f es una bi-
yeccion. Para ver que m,(f,v) es inyectivo consideramos [p] y [q] dos el-
mentos de 7,(X) que tienen la misma imagen en m,(L), es decir, tales que
[f op] = [f o¢q]. Tomamos p y ¢ representantes de [p] y [g] respectivamente
y buscamos construir una homotopia entre p y ¢. Consideramos el siguiente
diagrama

A" x 9AL P,

> K
[
L

A" x Al T>

donde H es la homotopia entre f op y f oq. La flecha vertical izquierda
es inyectiva y por lo tanto, por el lema 3.4.26, es un elemento de Ige -cof.
Entonces, la flecha punteada existe por la propiedad de levantamiento y ob-
tenemos asi una homotopia entre p y ¢. Por otro lado, para ver que m,(f,v)
es sobreyectivo consideramos [p] € m,(L) y encontramos una preimagen a
través del levantamiento en el siguiente diaframa

) —— K

[

donde usamos, nuevamente, que el morfismo vertical izquierdo es inyectivo y
por lo tanto una cofibracién. O

Proposicién 3.4.47. [2, Proposicion 3.6.3.] Sea X wun conjunto simpli-
cial fibrante y v un vértice de X. Entonces, existe un isomorfismo natural
(X, v) >~ m, (| X|, |v]) para todo n > 0.

Demostracion. La prueba sera por induccion en n. El caso base n = 0 corres-
ponde al lema 3.4.39. Supongamos que ;(L,v) ~ m;(|L|, |v|) para todo i <n
y para todo conjunto simplicial L. Sea P,X el conjunto simplicial definido
por el siguiente pullback
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P, X ———— Homgg (A, X)

l lHomsSCt (4,X)

X —— X x X ~ Homgge (0A!, X)

(v,1x)

Definimos un segundo conjunto simplicial 2X como el pullback del siguiente
diagrama

QX —— P X
AO T> X
Combinando los dos cuadrados conmutativos obtenemos

OX —— P, X —— Homge (Al X)

l l lHomsSet (Z7X)

AY y X y X x X
v (’l),lx)
l lm

donde p; : X x X — X es la proyeccién sobre la primer coordenada. En el
teorema 3.3.2 de [2] Hovey prueba que p; o Homgge (7, X) es un elemento de
Iysee — iny y, por lo tanto, es una fibracion trivial. Luego, por ser pullback
de una fibracién trivial, tenemos que el morfismo

fiPX — X — A"

también es una fibracién trivial. Entonces, por el lema 3.4.46, todos los gru-
pos de homotopia de P, X son triviales. Como 2.X es la fibra del morfismo
P,X — X sobre v, tenemos una sucesion exacta larga de grupos de homo-
topia

v — T (X)) — 1, (QX) — 1 (P X) — (X)) — - -
Como los grupos 7, (P, X) son triviales para todo n, obtenemos que
1 (X) >~ 7, (QX)

Anélogamente, tomando realizacion geométrica en el diagrama anterior obte-
nemos que |f| es una equivalencia débil y, por lo tanto, los grupos m;(| P, X|)
son triviales. Luego, por la sucesion exacta larga de homotopia, obtenemos
que

T (1X1) 2 m0(12X])
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Ahora podemos concluir la induccién: supongamos que para todo conjunto
simplicial L tenemos que 7y (L) ~ (| L|) para todo k < n, entonces:

M1 (X) 2 7 (QX) 2 7, ([QX]) = 41 (| X])

O

3.5. Equivalencia de Quillen entre Top y sSet

En esta seccion, veremos que existe una equivalencia de categorias entre
la categoria de homotopia de sSet y la categoria de homotopia de Top, ambos
con la estructura modelo que definimos anteriormente. En tal sentido, es lo
mismo hacer teoria de homotopia en espacios topoldgicos que en conjuntos
simpliciales.

Teorema 3.5.1. [2, Teorema 3.6.7.] La realizacion geométrica y el funtor
singular definen una equivalencia de Quillen
| —|: sSet ™ 1 . Top :Sing

Demostracion. Comencemos viendo que | — | y Sing definen una adjuncién
de Quillen. Para ello, por la proposicién 3.2.5 alcanza con ver que

» sii € Iget entonces |i| € I,y -cof
» sij € Jeger entonces |j| € Jpop -cof

Para probar la primera afirmacion consideramos 7 : 0A™ — A™ un elemento
de Isser. Entonces, existe un morfismo en I, tal que el siguiente diagrama
conmuta

| 0A™ | —— St

|z’|j lezTop

y por lo tanto |i| € I, -cof. De forma andloga se prueba que si j € Jgget,
entonces |j| € Jryp -cof.

Veamos ahora, que esta adjuncién resulta en una equivalencia de Quillen.
Para ello, por la proposicion 2.3.16 alcanza con probar que

» | —| refleja equivalencias débiles, es decir si f es un morfismo tal que | f|
es una equivalencia débil en Top, entonces f es una equivalencia débil
en sSet
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» para todo X objeto fibrante en Top, el morfismo |@ o Sing(X)| — X
es una equivalencia débil

La primera afirmacion vale por definicion de Wyge;. Para la segunda afirma-
cién, recordamos que todo espacio topoldgico es fibrante y ademas, como Sing
es un funtor de Quillen a derecha, tenemos que Sing(X) es fibrante. Luego,
hay que probar que

| Sing(X)| = X

es una equivalencia débil. En tal sentido, queremos ver que
ﬂ-l(’ Slng(X>|7 U) - ﬂ-i(X? U)

es un isomorfismo para to ¢ > 0 y para todo v € X ya que los puntos de
X estdn en biyeccién con los vértices de Sing(X) y todo punto de | Sing(X)|
estd en la misma componente arcoconexa que un vértice. Como Sing(X) es
fibrante, por la proposicién 3.4.47, tenemos un isomorfismo

mi(Sing(X), v) = (| Sing(X)], v)

Componiendo el morfismo inducido por la adjuncién con este isomorfismo
obtenemos un morfismo

m;(Sing(X),v) — m(X,v)

Consideramos el conjunto simplicial S[n| que se obtiene a través del siguiente
pushout

OA" —— A"
| |
A —— S[n]

Entonces, todo elemento de m;(Sing(X),v) se puede representar como un
morfismo S[n] — Sing(X') que manda el tinico O-simplice de S[n| en v. Luego,
aplicando la adjuncion, obtenemos

Homgget (S[n], Sing(X)) = Homr,, (5™, X)

donde |S[n]| = S™ ya que la realizacién geométrica preserva pushouts. Final-
mente, falta ver que la adjuncién manda homotopias en homotopias. Para
ello, notamos que como la realizacién geométrica preserva productos finitos
tenemos que

Homgge (S[n] x A, Sing(X)) = Homro, (S™ % I, X)

lo que implica que la adjuncién preserva homotopias. [
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Capitulo 4

Teoria de homotopia estable

En este capitulo estudiaremos la estructura de la categoria de homotopia
de una categoria modelo. El objetivo sera probar que si ¢ es una categoria
modelo estable entonces su categoria de homotopia Ho(%') es una categoria
triangulada. Comenzaremos viendo la definicién de categoria modelo estable
y luego construiremos las sucesiones de cofibra que formaran los tridngulos
exactos de la categoria Ho(%) basandonos en los capitulos 3 y 4 del libro [8].

A lo largo de este capitulo utilizaremos la siguiente notacion para los hom
sets de la categoria de homotopia de %:

HOHIHO(%) (A, B) = [A, B]

4.1. Categorias modelo estables

En esta seccion veremos la definicion de categoria modelo estable. Para
ello, comenzamos construyendo los funtores loop y suspension.

Recordamos que dada una categoria modelo punteada %, un objeto ci-
lindro para X € % es una factorizacién del morfismo fold X U X — X

XUX <95 Oyl(X) —=—» X

Por otro lado, un objeto camino para X € % es una factorizacién del mor-
fismo diagonal X — X x X

X e~ L px) Oy xx x

Definicién 4.1.1. Sea ¥ una categoria modelo punteada.

» Dado un objeto cofibrante X de %, la suspensién XX de X estda dada
por el siguiente pushout

95
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XUX —2M oyl(X)

= Dado un objeto fibrante Y de &, el objeto loop Y de Y es el siguiente
pullback

Dado que las factorizaciones son funtoriales, los objetos cilindro y camino
también lo son y, por lo tanto, estas construcciones son funtoriales en %.
Veremos, ademas, que en Ho(%) son independientes de la eleccién de objeto
cilindro o camino.

Proposiciéon 4.1.2. [8, Proposicion 3.1.3.] Sea € una categoria modelo pun-
teada. Las construcciones suspension y loop definen funtores en la categoria
de homotopia de €

Y :Ho(%) — Ho(¥) vy €Q:Ho(¥¢)— Ho(%)
indenpendientes de la eleccion de objeto cilindro y camino respectivamente.

Demostracion. Sea X un objeto fibrante y tomamos Cyl(X) y Cyl(X)" dos
objetos cilindro de X. El diagrama conmutativo

XUX — Cyl(X)

Oyl(X) —=—» X
admite un levantamiento ¢; : Cyl(X) — Cyl(X)" que resulta ser una equiva-
lencia débil por el axioma 2-de-3. De forma andloga, se obtiene una equiva-
lencia débil ¢y : Cyl(X) — Cyl(X). Ademads, ¢; y ¢o son inversas en Ho(%).
Consideramos los pushouts

XUX — Cyl(X) XUX — Cyl(X)

| bk L b

« — %X « — 5 (TX)
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y queremos ver que 22X y (XX)" son isomorfos en Ho(%) . Si un morfismo
f: Cyl(X) — A hace conmutar el diagrama

X UX 2 oyl(X)

| s

A

entonces, por la propiedad universal del pushout, f induce un tinico morfismo
YX - A

XUX — Cyl(X)

| b

* —— 1X

y un unico morfismo (XX)" — A precomponiendo f con cy

XUX — Cyl(X)

l I

Reciprocamente, cualquier morfismo ¢ : Cyl(X)" — A que induce un morfis-
mo (XX) — A también induce un morfismo £¥X — A. Entonces, tenemos
los siguientes diagramas conmutativos

XUX — Cyl(X) XUX — Cyl(X)

|

£ —— (SX)

Combinando ambos diagramas obtenemos el diagrama
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XUX — Cyl(X)

| b

x* —— 1 X

p20cy

que no conmuta estrictamente, pero como p; y p; 0 ¢ 0 ¢; son homotopicos, y
por lo tanto iguales en Ho(%), el diagrama si conmuta en Ho(%). Entonces,
por la propiedad universal del pushout, Go F' = 1 en Ho(%’) e intercambiando
Cyl(X) con Cyl(X)" obtenemos que F'o G = 1. Concluimos que XX y (XX’
son canénicamente isomorfos en Ho(%).

Consideramos, ahora, A y B objetos fibrantes y cofibrantes de %. Un
morfismo f: A — B induce un diagrama conmutativo

* «—— AUA —— Cyl(A)

l lfuf lel(f)

x +—— BUB —— Cyl(B)

Luego, por la propiedad universal del pushout obtenemos un morfismo X f :
YA — YB. m

Ejemplo 4.1.3. En espacios topoldgicos punteados, esta construccion de la
suspension se corresponde con la construccion usual. De hecho, podemos
tomar X x [0, 1] como el objeto cilindro en X siendo X VX — X x [0, 1] la
inclusiéon en los extremos del cilindro. Luego, tenemos el siguiente diagrama
de pushout

XVX — X x[0,]1]

| |

*F —— 2X

Veremos a continuacion que la suspensién es preservada por el adjunto
derivado a izquierda de una adjuncion de Quillen, es decir, veremos que

LF(EX) ~ SLF(X)
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Lema 4.1.4. [3, Proposicion A.2.3.2] [1, Proposicion 13.1.2] Sean A y B
objetos cofibrantes en una categoria modelo €. Si, en el siguiente diagrama
de pushout i es una cofibracion y j es una equivalencia débil, entonces v es
una es una equivalencia débil

A—"—

30

Corolario 4.1.5. Sean A, A’, B, C objetos cofibrantes en una categoria
modelo €. Si, en el siguiente diagrama, h es una cofibracion trivial y j, i
son cofibraciones, entonces B Uy C' — Bl C es una equivalencia débil

P
VAR
B<j,Afi>C

Demostracion. Sea P el pushout de P de A" +—— A'U A’ —— AUA

Como h es una cofibracion trivial y Ll preserva cofibraciones triviales,
tenemos que hLIA es una cofibracién trivial. Luego, A" — P es una cofibracién
trivial por ser pushout de una cofibracion trivial.

A LA hh o A1 A - Jo s BUC

A« = y P v >B|_|A/C
h v 1

~ A - s By, C

Por la propiedad universal del pushout, existe un tinico morfismo P — A que
resulta ser una equivalencia débil por el axioma 2-de-3. Dado que j U4 es una
cofibracién, obtenemos que P — B U4 C' es una cofibracién por ser pushout
de una cofibracién. Luego, aplicando el lema anterior, concluimos que

BuyC—BuyC

es una equivalencia débil por ser pushoutde P —~— A por P «—— By C .
]
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Lema 4.1.6. [1, Lema 15.3.3] Si A y B son objetos cofibrantes y tenemos

morfismos B +——— A<l C y A" B —2 % B tales que poi =
1y el siguiente diagrama conmuta

B« _ Al

Lo

B+l Al

2\

entonces, el morfismo
BUy,C — BU,uC

es una equivalencia débil.

Demostracion. Consideramos el siguiente diagrama donde los dos cuadrados
son pushouts

s/

A— 5 B P > B

| J

C‘—)BIHAC%BHAC

Dado que j es una cofibracion, tenemos que B’ — B’LI4C es una cofibracién.
Luego, B' U4 C — B U, C es una equivalencia débil por ser pushout de una
equivalencia débil por una cofibracién. O

Definicién 4.1.7. Dados dos morfismos j : A - By j: A — C en una
categoria modelo &, factorizaondo 7 y j como una cofibracion seguida de una
fibracién trivial obtenemos el siguiente diagrama

4

E(i) +“— A <L E())
‘ A

B s C

i J

Definimos el homotopy pushout de B +—— A 7 5 C comoel pushout
de E(i) «'— A E@)

El diagrama de la definiciéon induce un morfismo
E(Z) La E(]) — B Ua C

Cuando este morfismo es una equivalencia débil, decimos que B L4 C' es un
homotopy pushout.
Dado un diagrama
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/ i rJ /
B A > ('

O

B < A s C

AN

factorizando ¢ y j como una cofibraciéon seguida de una fibracion trivial,
obtenemos

E@i") +— A" —— E(j)
NiE(tp) lt NLE(t,q)
E(@i) +—— A——C

J

y tenemos un morfismo inducido
E(i") Ua E(j") — E(i) Ua E(j)

En la siguiente proposicion veremos condiciones que implican que este
morfismo sea una equivalencia débil.

Proposicién 4.1.8. [1, Proposicion 13.5.4] Si, en el diagrama

-/

B+l L
A 4

L

B < A s C

-

A y A" son cofibrantes y los morfismos verticales son equivalencias débiles,
entonces el morfismo inducido

E(i") Un E(j') — E(i) Ua E(j)
es una equivalencia débil.

Demostracion. Notamos, primero, que E(t,p) vy E(t,q) son equivalencias
débiles por el axioma de 2-de-3:

A —— E(j) —> '
(t

Nlt FE 7q) qu

A—— E(j) —> C

Por lo tanto, alcanza con probar el caso donde i, j, i’ y j’ son cofibraciones.
En el diagrama siguiente, los dos cuadrados son de pushout
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i/

AUA N By

[ |

A — B'Uay '

| l

/ / /

y tenemos que B’ Ux C' — B’ Uy C es una equivalencia débil por ser el
pushout de una equivalencia débil entre objetos cofibrantes por una cofibra-
cién. Ademaés, B’ U, C" — B'U,Cy B' Uy C — By C son equivalencias
débiles por el lema 4.1.6.

Entonces, la composicién B’ Uy C" — Bl C es una equivalencia débil y
coincide con el morfismo E(i')U4 E(7') — E(i)Ua E(j) ya que componiendo
con B" — B’ C'" se obtiene p y componiendo con C" — B’ 4 C’ se obtiene
q. O

Proposicién 4.1.9. [1, Proposicion 13.3.7] Si en el diagrama

se tiene que A, B y C son cofibrantes, i y j' son cofibraciones y p y q son
equivalencias débiles, entonces existen equivalencias débiles canonicas tales
que

BU,C' +——=— B U, —=— B UuyC
BU, E(j) «—— E(i) Up E(j) —— E(i)Us C

Demostraciéon. Dado que ¢’ '’ son cofibraciones, los siguientes diagrama
b

admiten levantamientos que resultan ser equivalencias débiles por el axioma
2-de-3.

Bli) «—— A Ay B(j)
B (T\ B’ C’ % C

Entonces, tenemos
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-/
B+ AL s

S

E(i) «+— A —— E(j)

y por el lema 4.1.6, el morfismo
B’ g ' — E(l) Ll E(])
es una equivalencia débil.
Ademas, por 4.1.4, tenemos que B Uy E(j) «—— E(i) Ua E(j) —— E(i)Us C

y BUysC +— B'UyC" —— B'lUy C son equivalencias débiles.
Finalmente, como todos los objetos en el diagrama

E(i) «+— A —— E(j)

[

B +—— A—— (C' ——=> C

K3 jl q

son cofibrantes, por el lema 4.1.6, el morfismo B L4 C" — B Uy E(j) es una
equivalencia débil. Simétricamente se ve que B’ Uy C' — E(i) Uy C es una
equivalencia débil. ]

Corolario 4.1.10. Si en el diagrama

-/

-/
B «“ A <L

[ A
B «— s A —— C

J

2\

se tiene que A y A’ son cofibrantes, que los morfismos horizontales son co-
fibraciones y que los morfismos verticales con equivalencias débiles, entonces
B Uy C"— B Uy C es una equivalencia débil.

Demostracion. Factorizando los morfismos horizontales como cofibraciones
seguidas de fibraciones triviales, obtenemos

&
=
>
ps|
-w\
lz
Sy

«— FE(i) < > A < » B(j) —— B’

Entonces, los morfismos E(i') — E(i) y E(j') — E(j) son equivalencias
débiles. Luego tenemos el diagrama conmutativo
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BuyC —— E(Z,) LA E(]l>
B L ar C’ e E(Z) g E(])
y B'Uy C" — B Uy C es una equivalencia débil por 2-de-3. m

Definicién 4.1.11. Definimos el cono de un objeto X como la factorizacién
de X — * como una cofibracion seguida de una fibracion trivial

X « s CX —» %

Notamos que si X es cofibrante entonces C'X también.

Definicién 4.1.12. Definimos S : € — % mediante el siguiente pushout

XUX — Cyl(X)

[

CXUCX —— 5(X)

Notamos que si X es cofibrante entonces S(X) también es cofibrante.

Observacion 4.1.13. Si X es cofibrante, entonces S(X) ~ 3(X) en Ho(%)
De hecho, tenemos el siguiente diagrama donde los dos cuadrados y el
rectangulo exterior con pushouts

XUX — Cyl(X)

l !

CXUCX — S(X)

Ik
¥  —— ¥ X

Si X es cofibrante, entonces CX y CX U CX son cofibrantes. Luego, ox :
S(X) — XX es el pushout de una equivalencia débil entre objetos cofibrantes
por una cofibracion y, por lo tanto, es una equivalencia débil.

Lema 4.1.14. Si f y g son equivalencias débiles entre objetos cofibrantes,
entonces f U g es una equivalencia débil.

Demostracion. Si f y g son cofibraciones triviales entre objetos cofibrantes,
entonces f LI g es una cofibracion trivial porque las cofibraciones triviales
son cerradas bajo pushout. Entonces, por el lema de Ken Brown, LI preserva
equivalencias débiles entre objetos cofibrantes. O



4.1. CATEGORIAS MODELO ESTABLES 105

Lema 4.1.15. S preserva equivalencias débiles entre objetos cofibrantes.

Demostracion. Sean X, Y objetos cofibrantes y f : X — Y una cofibracién
trivial. Por 2-de-3, el morfismo inducido C'f : CX — CY es una equivalencia
débil

CX 9oy
N A
Ademas, por el axioma 2-de-3, el morfimos Cyl(f) es una equivalencia débil
XUX — Cyl(X) — X
lequ lel( 5 le
Yuy — Cyl(Y) — Y
Finalmente, el morfismo S(f) : S(X) — S(Y) es inducido por
CXUCX +— XUX —— Cyl(X)

CfUCle fuflfv Cyllfv
CYUCY «+— YUY «—— Cyl(Y)

donde f LI f es una fibraciéon trivial por el lema 4.1.14. Luego S(f) resulta
ser una equivalencia dpebil por el corolario 4.1.10. Entonces, por el lema de
Ken Brown, S preserva equivalencia débiles entre objetos cofibrantes. ]

Observacion 4.1.16. Si X es cofibrante, entonces SX es cofibrante y existe
un levantamiento en el siguiente diagrama

x — QXX

\[ //\( l

SX —— XX
que resulta ser una equivalencia débil por el axioma 2-de-3.
Corolario 4.1.17. X preserva equivalencias débiles ente objetos cofibrantes

Demostracion. Sean f : X — Y una equivalencia débil entre X e Y objetos
cofibrantes. Tenemos

SX 25 ¥vX

Sle lﬁf

Y 23y
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entonces por el axioma 2-de-3, resulta que X f es una equivalencia débil. [

Luego, tenemos que Ho(o) es un isomorfismo natural entre los funtores
Ho(S) : Ho(%.) — Ho(%) y Ho(X) : Ho(%,) — Ho(%)

Observacion 4.1.18. Si X es un objeto cofibrante entonces F(CylX) =~
Cyl F(X) en Ho(%). De hecho, si X es cofibrante se tiene que Cyl(X) tam-
bién es cofibrante. Luego, en el diagrama

F(XUX)~F(X)UF(X) —> Cyl F(X)

o
~[ //’///QOX lN

F(Cyl X) y F(X)

~

el morfismo F(Cyl(X)) es una equivalencia débil y, por el axioma 2-de-3, el
levantamiento ¢x : F(Cyl(X)) — Cyl(F (X)) es una equivalencia débil.

Observacion 4.1.19. Si X es un objeto cofibrante entonces F/(C X) ~ C F(X)
en Ho(%). De hecho, si X es cofibrante se tiene que C X también es cofibrante.
Luego, en el diagrama

F(X) —— CX

F(CX) — F(*) ~x

el morfismo F(C X) es una equivalencia débil y, por el axioma 2-de-3, el
levantamiento vx : F(C X) — C(F(X)) es una equivalencia débil.

Proposiciéon 4.1.20. Si X es cofibrante, entonces FS(X) ~ SF(X) en
Ho(%).

Demostracion. Como X es cofibrante, tenemos equivalencias débiles vy :
FCX - CFX ypx: FCyl(X) — Cyl FX. Como F es Quillen a izquierda,
preserva pushouts y, por lo tanto, el diagrama

F(CXUCX) +— F(XUX) — FCylX

|=

FCXUFCX

lﬁ’x Uyx

CFXUCFX ¢—— FXUFX —— CylFX

[
AS)
5
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induce un morfismo ¢x : FSX — SFX que resulta ser una equivalencia
débil por el corolario 4.1.10. O]

Lema 4.1.21. Sean F : o — € y G : &/ — € dos funtores y o una
transformacion natural de F' en G. Sea E una factorizacion funtorial en €
en una cofibracion sequida de una equivalencia débil y K una factorizacion
funtorial en € en un morfismo sequido de una fibracion trivial.

Para cada a € 7, sea B, definido mediante el siguiente levantamiento

Fa —— Ka,

Eoa, —— Ga

Entonces los morfismos B, definen una transformacion natural 3 entre

o L5 ¢ y Ho¥ y o —5~ ¢ > Ho¥

Demostracion. Dado un morfismo f : a — b en &/ tenemos

Fa — & b ——— Fb Fa ——— Fa — ™ Fp
E£ EERGT Elab N Klab E£ SN Klaa KUELGT) Klab
| | oo | [
Ga —L 5 Gh —— Gb Ga ——— Ga — L b

Tenemos que Gy E(Ff,Gf)y K(Ff,Gf)pB, son iguales luego de componerlos
con la equivalencia débil Ko, — Gb y, por lo tanto, son iguales iguales en
Ho(%). O

Veremos, en el siguiente teorema que la suspension es preservada por el
funtor derivado de un funtor de Quillen a izquierda. De forma analoga, se
ve el loop es preservado por el functor derivado de un funtor de Quillen a
derecha.

Teorema 4.1.22. Sea F' un funtor de Quillen a izquierda en una categoria
modelo €. Existe un isomorfismo natural

Ho(%)
—

Ho(%) Ho(%)

| Jir

HO(%) m} HO(%)
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Demostracion. Primero notamos que alcanza con encontrar un isomorfismo
precomponiendo con Ho(%,) — Ho(%). Como

Ho(%,) — Ho(%) —=% Ho(%,) ~°Z Ho(%,)

\:/

Ho(%,) —— Ho(%) 225 Ho(%€.) -2 Ho(%,)

\_/

~

alcanza con encontrar un isomorfismo natural

Ho(%)

Ho(%.) —— Ho(%)

o Jir

HO(CKC) T(Ef HO(%)

Si X es cofibrante, entonces LF Ho XX = FQX X, HoX Ho F(X) = XQF(X)
y ya vimos que tenemos una equivalencia débil SX — QX X. Luego, tenemos

FQYX = FSX —— SFX = SQFX —— YQFX
X

y cada componente el natural por el lema anterior e invertible. Obtenemos,
entonces un isomorfismo natural en Ho(%). [

Proposicién 4.1.23. [8, Proposicion 3.1.7.] Sea € una categoria modelo
punteada. Los funtores loop y suspension inducen un par de adjuncion

Y : Ho(¥) = Ho(%) : ©
es decir, para todo par de objetos A, B € Ho(%) existe un isomorfismo natural
pap: [SA Bl = [A QB

Demostracion. Para definir el isomorfismo p4 p observemos, primero, que to-
do morfismo [f] € [ A, B] esta representado por una homotopia a izquierda
F entre dos copias del morfismo nulo. De hecho, por la propiedad univer-
sal del pushout, [f] estd representado por un morfismo F' : Cyl(A) — B

en C tal que la composicin AU A — Cyl(A) £y B es el morfismo nulo

AUA — x — B
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AUA —— Cyl(A)

| N

* — XA

\>B

Es decir, F' es una homotopia a izquierda entre dos copias del morfismo
nulo. Analogamente, por la propiedad universal del pullback, un morfismo
[g] € [A, QB] estd representado por un morfismo G en €

A
X
OB ——— %

!

AN
P(B) —— B x B

tal que la composicion A - P(B) — B x B eselmorfismonulo A — * — B x B

y, por lo tanto, G es una homotopia a derecha entre dos copias del morfismo
nulo A — B.

Dado que A y B son fibrantes y cofibrantes, una homotopia a izquierda
F : Cyl(A) — B induce una homotopia a derecha G = H oi; : A — P(B)
donde H es el levantamiento en el siguiente diagrama

A—L2 5 P(B)

Dado que
(€g,e1) oG = (ego Hoij,ego Hoiy) = (004, Foiy)=(0,0)

el morfismo G se factoriza sobre el siguiente pullback

——> Bx B
(eo,e1)
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y obtenemos un tnico morfismo g : A — QB. Ademas, la eleccion de H
es tnica en Ho(%) por lo que otra eleccion de H resultara en el mismo
lg] € [A, A, QB]. Definimos, entonces, p mediante

pap: [SA, B] — [A,QB]
] 1]

Para ver que p estd bien definida consideramos [f] = [f’] € [2 A, B]. Entonces
existe una homotopia a derecha k : XA — P(B) de f en f’. Podemos ver a
k como un morfismo K : Cyl(A) — P(B) tal que K oiyg = K oi; = 0. Si
tomamos otro representante I’ : Cyl(A) — B para [f] € [£X,Y] entonces K
es una homotopia entre 'y F’. Repitiendo la construcion que hicimos antes
para F' con F’) obtenemos un levantamiento H' : Cyl(A) — P(B) tal que
G’ = H' oiy se factoriza sobre ¢’ : A — QB. Queremos, entonces, ver que GG
y G’ son homotépicos. Como e; o H = F' = eg o K, podemos concatenar las
homotopias H y K obteniendo

K« H : Cyl(A) — P(B)

Luego, dado que
€OO(H*K):€OOH:0

cro(HxK)=e 0 K =F

(H*K)O’ioz(Hoio)*(KOio):O*OZO

podemos tomar H' = H x K. Entonces, por definicién, tenemos que (H * K)o
in = (Hoiy)* (K oi) =Gx0y, por lo tanto, (H * K) o4y es homotépico
a GG. Luego, la homotopia a izquierda F”’ se corresponde con la homotopia a
derecha G’ y con G % 0. Concluimos que G’ y G son homotépicos por lo que
9] = [g']-

Mostramos que si dos homotopias a izquierda F, F’ : Cyl(A) — B son
homotdpicas a derecha, entonces sus correspondientes homotopias a derecha
G,G" : A — P(B) son homotépicas a izquierda. Para ver que p es inyectiva
tenemos que mostrar el reciproco y la prueba es dual a la prueba de que p
esta bien definida. O]

Veremos, ahora, la definicién central de este capitulo.

Definicién 4.1.24. Decimos que una categoria modelo punteada € es es-
table si los funtores ¥ : Ho(%) — Ho(%) y 2 : Ho(¥) — Ho(%) son
equivalencias de categorias.
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Ejemplo 4.1.25. La categoria de espacios topoldgicos punteados Top, con la
estructura modelo que definimos en el capitulo 3 no es estable. De hecho, ¥
no es una equivalencia de categorias dado que

(52,5 = my(S") ~ 0

(252,58 = [$°,5%] =m3(S°%) ~Z
Nos dedicaremos en el resto de esta seccion a ver que la categoria de
homotopia Ho(%’) de una categoria modelo estable € es una categoria aditiva.

Es decir, veremos que los hom sets son grupos abelianos y que la composicion
es bilineal.

Lema 4.1.26. [8, Lema 3.2.6.] Si € es una categoria modelo punteada. Para
todo X,Y par de objetos en €, los conjuntos [XX,Y] y [X, QY] son grupos
y el isomorfismo de adjuncion

p: [EX,Y] — [X, QY]
es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Sean a, § : Cyl(X) — Y dos homotopias a izquierda tales que
«aoi; = 8 oiy. La concatenacién a x [ estd dada por la propiedad universal
en el siguiente pushout

— s Cyl(X)

X

Cyl(X) —— Cyl(X)

«

Con esta operacion, [XX,Y] resulta un grupo. De forma dual, consideran-
do pullbacks, obtenemos una operacién con la que [X,QY] es un grupo.
El isomorfismo p manda una homotopia a izquierda en su correspondiente
homotopia a derecha. Luego, como la concatenacion y la correspondencia
conmutan en Ho(%), obtenemos que p es un isomorfismo de grupos. ]

Veremos, a continuacién, que ¥.X tiene estructura de cogrupo en Ho(%).
Recordar que definimos el cono de un objeto X como la factorizacién del
morfismo X — x

X — CX /= x
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Definicién 4.1.27. Definimos ¥’ : 4 — % mediante el siguiente pushout

XuxX — X

B

CXUCX — ¥'X

Lema 4.1.28. Si X es cofibrante, entonces XX ~ ¥'X en Ho(%)

Demostracion. Consideramos el siguiente diagrama donde los tres cuadrados
son pushouts

XUX — > CylX —— X

l |

CXucx s P s ' X

5 |

* —— 2 X

Aplicando el corolario 4.1.10 al diagrama

CXUCX +—— XUX — CylX

| | |

e XUX —— QylX

obtenemos que P — ¥ X es una equivalencia débil. Andlogamente, aplican-
do el corolario 4.1.10 al diagrama

CXUCX +——— XUX — CylX

| | L

OCXUCX «+—— XUX —2 3 X

obtenemos que P — Y¥'X es una equivalencia débil. Luego ¥ X ~ >'X en
Ho(%). O

Para ver que XX es un cogrupo, le daremos estructura de cogrupo a
¥ X. Luego, a través del isomorfismo ¥ X ~ 3'X obtendremos la estructura
de cogrupo en X X.

Definicién 4.1.29. El par cokernel de un morfismo f : A — Bes B :;ul BUyu B
u2
donde
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A—1 B

Il

B —— BUaB
es un pushout.

El par cokernel es una corelacién de equivalencia. Es decir, definiendo
0: BUyB— Bl BlUg B Ly B como el morfismo que hace conmutar el
siguiente diagrama

Bus,BUgBU,4 B

s

BlUs B

€ : BlUy B — B como el morfismo que hace conmutar el siguiente
diagrama

s B

j£ 1

y7:BUsB — BlyB como el morfismo que hace conmutar el siguiente
diagrama
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A
f
f
B B
u1
\ %
BuUy B
uy l u2
BlUs B

Se tiene que para todo Z € ¥, Hom(B Uy B,Z) es una relacién de
equivalencia en el conjunto Hom(B, Z):

s reflexiva:
Homy (B, Z) — Homg(B Uy B, Z)

I 12
{a: B—>Z} —— {(a,b): af =bf}

> (a,a)

IS

= simétrica:

Hom%(B La B,Z) l) HOchg(B La B,Z)
12 12
{(a,0): af =bf} —— {(a,0): af =bf}

(a,b) > (b, a)

» transitiva:

Homg (B Us BUa B, Z) —25 Home(B Us B Uy B, Z)
2 2
{(a,b,c): af:bfch} I {(avb): af:bf}

(a,b,c) > (b, a)



4.1. CATEGORIAS MODELO ESTABLES 115

Es decir, Homy (B Uy B, Z) es la relacién de equivalencia en el conjunto
Homy (B, Z) de los pares (a,b) tales que af = bf.
Definimos ¥'X como el pushout

Xux —Y s X

4

CXUucX — ¥'X

es decir, como el pushout

X
SN
cX cX
A
X

de modo que CX &i Y'X es el par cokernel de i : X — C'X y, por lo
u2

tanto, es una corelacion de equivalencia.

Lema 4.1.30. Si * <~ A es una cofibracion trivial, para todo diagrama
de cofibraciones B < > A » C' el morfismo ppc: BUC — BLU,C

definido mediante
A \
B / C

BuyC
[}
BuC
es una equivalencia débil.
Demostracion. Directo a partir de 4.1.10. ]

Teorema 4.1.31. Sea X un objeto cofibrante en €, entonces ¥'X tiene
estructura de cogrupo en Ho(%).
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Demostracion. Dado que CX &; >'X es el par cokernel de i : X —
u2

CX, tenemos los morfismos § : ¥'X — YUY X ye: Y X — CX.

Como X es cofibrante, tenemos que C' X es cofibrante y que es contractible
yaque * — CX

Ademsds, dado que ¢ es invertible, definiremos la comultiplicacién en
Ho(%') mediante

5N X — oy X Loy X s YX UYX

A través del siguiente diagrama, obtenemos que ¢’ es coasociativa

YXUYXX
/ &
YXUY'X WX Uex XX UYX
5 5ucxl ©
/ Ul
X WX Uox XX Uex X' X YXUYXuYX
1Uexd
1) » 1Up
YXUYX WX UMYX Ueox XX
106
x /
YXUYX

Por otro lado, considerando el diagrama

X s X Upy X O YX oy X — s WX

d
0 X UCX

1lUe

5/

1

1!

X UYX < S'X Uy *

!

donde el triangulo inferior conmuta en Ho(%') ya que * es terminal en Ho(%),
obtenemos que la composicién

X L X UYX A X Uk~ XX
es la identidad. De forma similar, se ve que la composicién

X L X UYX AL Y X ~ Y X
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también es la identidad.
Finalmente, el coinverso de ¥'X resulta ser 7 : ¥'X — Y'X ya que el
diagrama

ﬁ/\

TUCxl

X —C s Y X Uy X s X Loy /X —2 s Y X
\ WT ‘PT /
X UYX Ul s Y X UYX

induce el siguiente diagrama conmutativo en Ho(%)

X S s WX

5 [k

YXUYX —— ¥XUYX

]

Lema 4.1.32. [8, Lema 3.2.8.] Sea € una categoria modelo punteada. Dados
X eY objetos en €, los grupos [X2X, Y] y [X, Q%Y son abelianos.

Demostracién. Veremos que [X2X, Y] es abeliano. Dado que ¥ X es un objeto
cogrupo en Ho(%') tenemos

Y : Ho(%) — CoGrp(Ho(%))

Luego, como Y es adjunto a izquierda, preserva coproductos y, por lo tanto,
preserva objetos cogrupo. Entonces, obtenemos

CoGrp(X) : CoGrp(Ho(%)) — CoGrp(CoGrp(Ho(%)))

Por el agumento de Eckmann-Hilton, CoGrp(CoGrp(Ho(%))) ~ CoAb(Ho(%)).
En particular, obtenemos que 3(%(X)) es un cogrupo abeliano y, por lo tan-
to, [X2X,Y] es abeliano. O

Proposicién 4.1.33. /8, Proposicion 3.2.9.] Sea € una categoria modelo
estable. Entonces Ho(%) es una categoria aditiva.

Demostracién. Por estabilidad, tenemos que [X, Y] ~ [£2X, ¥2Y]. Entonces,
por el lema anterior, obtenemos que [X,Y] es un grupo abeliano. Luego,
nos falta ver que la composiciéon de morfismos es bilineal. Consideramos el
diagrama conmutativo
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Entonces, por la propiedad universal del pushout obtenemos que

(foa)x(fof)=folaxp)

Anélogamente se ve que (ax)og = (aog)x(Sog) y concluimos que Ho(%)
es una categoria aditiva. O

4.2. Sucesiones de fibra y cofibra

Nos interesa probar que si ¥ es una categoria modelo estable entonces
Ho(%) es una categoria triangulada. Con el objetivo de definir los tridngu-
los en la catgoria Ho(%), nos dedicaremos, en esta seccién, a estudiar las
sucesiones de fibra y las sucesiones de cofibra.

Definicién 4.2.1. Sea ¥ una categoria modelo punteaday f: A — B un
morfismo en %. Definimos la cofibra de f como el diagrama de pushout

A—L B

|

x —— Cofib(f)
Dualmente, definimos la fibra de f como el diagrama de pullback

Fib(f) — A

|

*x — B

Sea
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una sucesion de morfismos en una categoria modelo punteada % donde f
es una cofibraciéon entre objetos cofibrantes y C es la cofibra de f. Dado
un objeto fibrante X de la categoria % definiremos una accién de grupo a
derecha de [¥ A, X]| en [C, X]. Vimos que un elemento de [XA, X]| se puede
representar por una homotopia a derecha

h:A— P(X)

entre el morfismo nulo y si mismo. Ademas, podemos escoger el espacio ca-
mino de forma que e : P(X) — X sea una fibracién trivial. Dado ¢ : C' — X
un elemento de [C, X], tenemos que el diagrama

A P(X)

I

BTX

conmuta ya que egoh = 0 = gogo f dado que go f = 0. Luego, como f es una
cofibracién y e es una fibracion trivial, el diagrama admite un levantamiento

¢:B— PX

Tenemos que 0 = e; o h = e1 o (¢ o f), entonces por la propiedad universal
del pushout existe un morfismo w : C' — X que hace conmutar el diagrama

A%B

Es decir, e; o ¢ se factoriza sobre la cofibra de f:

Al ,B_9,¢
Bloqﬁl ’/T/,U/
k/
X

Definimos [¢] ® [h] == [w].
Podemos hacer una construccién dual tomando una sucesion de morfismos

F*‘sp-?.p
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donde p es una fibracion entre objetos fibrantes y F' es la fibra de p. Dado
un objeto cofibrante A de la categoria %, definiremos una acciéon de grupo
a derecha de [A,Q2B] en [A, F]. Vimos que un elemento de [A, QB] se puede
representar por una homotopia a izquierda

h:Cyl(A) —» B

entre el morfismo nulo y si mismo. Ademaés, podemos tomar Cyl(A) de forma
que ig : A — Cyl(A) sea una cofibracion trivial. Dado f : A — F un elemento
de [A, F], tenemos que el siguiente diagrama

A—" ,p
g~ lp

conmuta ya que poio f =0 = hoig. Entonces, como i es una cofibracion
trivial y p es una fibracién, el diagrama admite un levantamiento

a:Cyl(A) - FE

Tenemos que 0 = hoi; = p o« o1y, entonces por la propiedad universal del
pullback, existe un morfismo v : A — F' que hace conmutar el diagrama

Es decir, a o 7; se factoriza sobre la fibra de p:

F—‘y (g2,
N
A

B

Definimos [f] ® [h] = [v].

Ejemplo 4.2.2. Veamos que en el caso de espacios topoldgicos, tomando A =
SO, esta accién se corresponde con la accién usual del grupo fundamental del
espacio base sobre la fibra. Consideramos una fibracion p : £ — B con fibra
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F. Un loop en B, es decir un elemento de 2B , esta dado por una funcién
continua

w:[0,1] — B
tal que w(0) = w(1) = zg es el punto base. Dado f € F, como las fibraciones

en Top tienen la RLP con respecto a morfismos de la forma Y U0 [0,1] ,

el siguiente diagrama admite un levantamiento w,

RN )

. @ 7
0 -
.
.

donde @ es el levantado de w que empieza en f. Luego, [f] ® [w] = [v] donde
v es el tinico morfismo que hace conmutar el diagrama

F—tsFp -ty
\T&)Oil
SO

B

Es decir,
©: [8°F] x [$°,QB] — [$°, F]

le asigna a un punto f € F'y a un loop w, el punto final del camino levantado
w, lo que corresponde a la accion usual

mo(F') x m(B) — mo(F)

Veremos, en el siguiente teorema, que las dos acciones que definimos son
efectivamente acciones de grupo.

Teorema 4.2.3. [8, Teorema 3.3.3.] Sea € una categoria modelo punteada
y sea f : A — B una cofibracion entre objetos cofibrantes con cofibra C. El
morfismo

©:[C,X] x [2A, X] — [C, X]

estd bien definido, es natural en X € €, es asociativo y unital y por lo tanto
define una accion de grupo a derecha de [XA, X| en [C, X]. Dualmente, sea
p: E — B una fibracion entre objetos fibrantes con fibra F. El morfismo

©:[A F] x[AQB] — [A, F|

estd bien definido, es natural en A € €, es asociativo y unital y por lo tanto
define una accion de grupo a derecha de [A,Q2B] en [A, F).
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Demostracion. Vamos a probar que se verifican las propiedades para la pri-
mer accién, la prueba para la segunda accion es dual.

1. ® estd bien definida

Sea h' : A — P(X) un representante de [h] € YA, X|yq¢ :C - X
un representante de [¢] € [C, X]. Tomamos un levantamiento f en el
diagrama

A Px)

//\;(
f T~

AN

-
-

€o
B— X

/

qaog

y un morfismo w’ que hace conmutar

A C

f g
> B >
7
eloﬂl e ,
xS w
X

Para ver que ® esta bien definida, tenemos que ver que w’ es homotdpi-
co al morfismo original w que se obtiene a partir de h y ¢ en vez de b’/

vy
Dado que [h] = [R/], existe una homotopia a izquierda H : YA — P(X)
dada por un morfismo

H:Cyl(A) - P(X) tal que eyoH =e;0H =0
Ho io =h
Ho il = h/
y, dado que [¢'] = [¢], existe una homotopia a izquierda K : Cyl(C) —

X tal que K oig = qy K oi; = ¢. Sea Q el pushout del siguiente
diagrama

AxA,MBxB

(io,il)l le

Cyl(4) —5— @

p

Tenemos un diagrama conmutativo
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AxA L pyn

(io,il)l le

Cyl(A) —5— @

H

dado que awo f = h, Bo f = h'y h y b/ son homotipicos via H. Tenemos
también, un diagrama conmutativo

AxA,ﬂBxB

(i0,i1 )l le

Cyl(A) —— @

Cyl(B)
Cyl(f)

donde podemos suponer que k es una cofibracién. En el caso de que no
lo sea, factorizamos k como una fibracion trivial seguida de una cofibra-

cibn @ —— Cyl(B) —=» Cyl(B) y usamos Cyl(B)" como objeto

cilindro en vez de Cyl(B). Entonces, tenemos el siguiente diagrama

conmutativo
Q : » P(X)
kj ~ | eo
ya que

K o Cyl(g) o koe= K oCyl(g) o (i, 1)
= (K o Cyl(g) 0o, K o Cyl(g) o i1)
= (Koiyog,Koijog)
=(g°9,4' 09

egocoe=-¢epo (a,f)=(qog,q og)
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K o Cyl(g) o kop= K o Cyl(g) o Cyl(f)

= K oCyl(go f)
—0

epocop=-ey=0
y, entonces, por la propiedad universal del pushout obtenemos que
epoc=KoCyl(g)ok
Luego, el diagrama anterior admite un levantamiento
[': Cyl(B) = P(X)

Dado que (' 0ig, ' 0i1) = Tokoe = coe = (,f3), tenemos que
[ es una homotopia a izquierda entre o y 3. Por otro lado, dado que
eroloCyl(f) =e1oTlokop=ejocop=e oH =0, obtenemos que
e o I' se factoriza sobre la cofibra de Cyl(f)

Cyl(f) Cyl(B) Cyl(g) Cyl(C)

ejol’ el
<70

X <

Cyl(A)

Como I es una homotopia a izquierda entre o y 3, tenemos que ey oI’
es una homotopia entre e; o @ y e; o 3. Por lo tanto, v : Cyl(C') - X
es una homotopia entre w y w’, por lo que ® estd bien definida.

® es natural en X € €

Sea ¢ : X — X’ un morfismo entre objetos fibrantes. Tomamos h :
A — P(X) representando un elemento de [Y¥A, X] y ¢ : C — X un
elemento de [C, X]. Entonces, P(p) o h : A — PX’ representa un
elemento de [XA, X'| y poq: C — P(X’) representa un elemento de
[C, X’]. Queremos ver que

[pov] =[poq ©[P(p)oh]
donde [v] = [¢] ® [h].

Comenzamos calculando [p o ¢] ® [P(p) o h]. Para ello, necesitamos un
levantamiento en el siguiente diagrama conmutativo
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Podemos tomar este levantamiento como P(¢) o a, donde « es el levan-
tamiento del primer cuadrado en el siguiente diagrama

P(p)

A" Pix) P(X')

h
A
f a/ e Nleo Nleo
X

B s X!

\
qog ’ )

Luego, [w] = [poq] ® [P(¢)oh], donde w es el tinico morfismo que hace
conmutar el diagrama

Por otro lado, [v] = [¢] ® [h] donde v es el Gnico morfismo que hace
conmutar el diagrama

Dado que e;0P(y) = poey, tenemos que el siguiente diagrama conmuta
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I

Entonces, por la unicidad en la propiedad universal del pushout, tene-
mos que w = ¢ o v y, por lo tanto, [pov] =[poq] ® [P(p)ohl.

3. ® es unital

La unidad de [¥A, X] estd representada por la homotopia trivial 0 :
A — P(X). Luego, queremos ver que

para todo ¢ € [C, X]. Denotamos de la siguiente forma los morfismos
que definen el objeto camino P(X)

X T px) ol vy x

Entonces, por definicién, tenemos que e;or =1y y e;or = 1x. Por lo
tanto, en el diagrama

A —25 P(X)
f ~eQ

BWX

podemos tomar como levantamiento al morfismo r o g o ¢ dado que
eporoqgog=qog y roqogof=0

Luego, [w] = [¢] ® [0] donde w es el inico morfismo que hace conmutar
el siguiente diagrama
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e1oroqgog

Tenemos que woqg=¢e;0roqgog=qogyaquee;or=Idy. Porlo
tanto, w = ¢ y concluimos que [g] = [¢] ® [0].

4. ® es asociativa

Queremos ver que
([ h)eR] =g hh]

Para ello, comenzamos calculando [k] = ([¢] ® [h]) ® [#']. Para definir

[w] = [¢] ® [h] tomamos un levantamiento « en el siguiente diagrama
conmutativo

Al P(X)

[

B =g X

Luego, w es el morfismo w : C' — X tal que wog = e; oa. Ahora, para
definir [k] tomamos un levantamiento /3 en el diagrama

A Px)
f ?,/;1 Nleo

-
7 wog

B—— X

y definimos k£ como el morfismo k : C' = W que verifica kog =e; o 5.
Ademads, tenemos que ey o 3 =w o g =e; 0« y, por lo tanto, podemos
concatenar a y f3.
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(X)

I
X

€1

Luego, (o ) o f es una concatenacién de h y b’ y tenemos un objeto
camino

X — 5 p(x) 9N x o x

tal que e = eg oo y €] = e o 71. Luego, tenemos que
ego(axf)=eomo(axf)=eoa=qogyg

elo(axfB)=eomo(axf)=eof=kogy

y, por lo tanto, a * § es un levantamiento para el diagrama

A M pxY)
&

b
f a*ﬁ// -
.
.
.

B —— X

Entonces, [¢] ® [h * h'] va a estar representado por el morfismo &' que
verfica
Kog=eio(axp)=kog

Por lo tanto, k = K’ y conluimos que ([q] ® [h]) ® [I'] = [q] © [h = I].
0

Definiremos, a continuacion, dos nuevas acciones a partir de las que vimos
en el teorema anterior. Sea p : Y — B una fibracion entre objetos fibrantes
de € con fibra F. Por la accién de grupo vista en teorema 4.2.3, tenemos un
morfismo

[F x QB,F x QB] ~ [F x QB, F] x [F x QB,QB] —2— [F x QB, F]
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Luego, el morfismo identidad 1pyqp induce un morfismo en Ho(%)(C')
O:FxQB— F

Dado que la accién del teorema 4.2.3 es asociativa, tenemos el diagrama
conmutativo

[—, F] x [-,QB] x [-,QB] =2 [ F] x [-, QB]

] Je

[_7F]X[_’QB] o) ’ [_7F]

que, por el lema de Yoneda, induce el siguiente diagrama conmutativo

FxQBx QOB —2X4 . v« QB

.| o

Fx QB 5 s

donde m es la operacién de grupo en 2B, es decir, la composicién de loops.
Analogamente, como la acciéon del teorema 4.2.3 es unital, tenemos el dia-
grama conmutativo

[_7F] X [_’*] — [_7F] X [_7QB]

[_’F] id ’ [_7F]

que, por el lema de Yoneda, induce el siguiente diagrama conmutativo

Fxx — FxQOB

| J°

F——F

donde el tinico morfismo * — QB es la unidad. Obtenemos, entonces, que
® : F x QB — F define una accion del grupo QB sobre F.

Dualmente, sea f : A — B una cofibracion entre objetos cofibrantes con
cofibra C'. La accion de grupo del teorema 4.2.3 induce un morfismo

©:C—=CUuUXxXA

que, por el lema de Yoneda, resulta una coaccién del cogrupo XA sobre C' en
Ho(%).

Estamos ahora en condiciones de dar las definiciones principales de esta
seccion.
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Definicién 4.2.4. Sea € una categoria modelo punteada. Una sucesion de
fibra en Ho(%') es un diagrama

X > Y > Z
que es isomorfo en Ho(%) a un diagrama

F*sp-?.p

donde p es una fibracion entre objetos fibrantes y F' es la fibra de p. Ademas,
el diagrama tiene una accién a derecha en Ho(%)

X xQZ =X

que es isomorfa a la accién inducida por el teorema 4.2.3. El morfismo de
borde de la sucesién de fibra esta dado por la composicion

0.0z Y vz 9, x

De esta forma, obtenemos

0z -2, x s Y

N

Tenemos la siguiente definicion dual

Definicién 4.2.5. Sea € una categoria modelo punteada. Una sucesion de
cofibra en Ho(%) es un diagrama

X > Y A

g

que es isomorfo en Ho(%) a un diagrama

At B¢

donde f es una cofibracién entre objetos cofibrantes y C' es la cofibra de f.
Ademds, el diagrama tiene una coaccién a derecha en Ho(%)

Z = 710X

que es isomorfa a la coaccién inducida por el teorema 4.2.3. El morfismo
de borde de la sucesion de cofibra esta dado por la composicion

0.7 -2 zuax Y% ox

De esta forma, obtenemos
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X .Y 7 250X

2\

El siguiente lema muestra que una sucesién de fibra se puede correr a la
izquierda usando su mapa de borde para obtener una nueva sucesion de fibra.

Lema 4.2.6. [8, Lema 3.5.1.] Sea

f

X Y — 24 7

una sucesion de fibra en Ho(%), donde € es una categoria modelo punteada.
Entonces

Oz -2, x Ly

es una sucesion de fibra con la accion
©:QZxQY - QZ

dada por

0ZxQy —9 a7 vaz V0707 — 5 0z

donde * es la operacion de grupo en Q7 y —1 el inverso del grupo. Es decir
[—((Q29) 0 h)] * [u] = [u] © []
donde u € [A,QZ] y [h] € [A, QY] para A € Ho(%).

Demostracion. Para la prueba de este resultado nos referimos al lema 3.5.1
de [8]. O

Corolario 4.2.7. [8, Corolario 3.5.2.] Siguiendo la notacion del lema ante-
rior, St

F——E—">B
es una sucesion de fibra, entonces
—p )
OF —— OB —— F

también es una sucesion de fibra

Demostracion. Usando la accion @ : QB x QF — QB vista en el lema
anterior, tenemos que el morfismo de borde asociado a 2B — F' — FE estéd
dado por
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(X, QF] — [X,QB] x [X,QF] ——2—— [X,QB]
[f] ———— (0], [f]) ——— [0] % [=(2p) o f] = [=(2p) © f]
O

Observacion 4.2.8. La demostracion de este corolario justifica el signo de
menos que aparece en las sucesiones de fibra corridas.

Teorema 4.2.9 (Sucesién exacta larga de Puppe). [8, Teorema 3.6.1.] Sea

X f>Y v .7

una sucesion de fibra en Ho(%), donde € es una categoria modelo punteada
y sea su 0 : Q7 — X el mapa de borde. Entonces, la sucesion

(=1)"(Q2"9)«

A, Q7] s[4, Qrx] S A gy
A7) 2 A X 2 (AY] (A, 7

es exacta para todo A € Ho(%).
Demostracion. Por lema 4.2.6 y el corolario 4.2.7, alcanza con mostrar que
A, X] —— [A)Y] — [A, 7]

es exacta. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la sucesién de
fibra es de la forma

F*sp-?.p

donde p es una fibracién entre objetos fibrantes y F' es la fibra de p. Veremos,
entonces que

(A, F] —— [A, E] —— [A, B]

es exacta. Dado que poi = 0, tenemos que I'm(i,) C Ker(p,). Para ver que
Ker(p.) C Im(i,), consideramos u : A — FE tal que [pou| = 0. Entonces,
existe una homotopia a izquierda h : Cyl(A) — B tal que hoiy = pouy
h o, = 0. Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

A—— F

o]~ lr

Cyl(A) —— B
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Como 7 es una cofibracién trivial y p es una fibracion, el diagrama admite
un levantamiento H : Cyl(A) — E. Luego, dado que po (H oiy) = hoiy =0,
por la propiedad universal del pullback, existe un tinico morfismo v que hace
conmutar el siguiente diagrama

Como H es una homotopia entre H o iy y H o iy, tenemos que [H oig] =
[H o14]. Por lo tanto,

ix([v]) =[iov] = [H oiy] = [H oip| = [u]
y, entonces, [u] € Im(i,). O
Tenemos resultados duales a los anteriores para sucesiones de cofibra.

Lema 4.2.10. /8, Lema 3.6.2.] Sea

f

X N N

una sucesion de cofibra en Ho(%€'), donde € es una categoria modelo puntea-
da. Entonces,

y 4,7 _92,9x

es una sucesion de cofibra con la coaccion
©: XX - YXXUXY

dada por
[u] © [h] = [u] * [-h o Xf]

Corolario 4.2.11. /8, Corolario 3.6.3.] Si

f

X N N

una sucesion de cofibra en Ho(%€'), entonces

7 9 yvx 2wy
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también es una sucesion de cofibra.
Teorema 4.2.12 (Sucesién exacta larga de Puppe). [8, Teorema 3.6.4.] Sea

f

X Y — 24 7

una sucesion de cofibra en Ho(%€), donde € es una categoria modelo punteada
y sea 0 : Z — XX su mapa de borde. Entonces,

(=" E"g)"

(=™ (Ero)* [EnZ, A} , [Zn}/’ A] — ...

e [ErIX A]

(2,4 Sy, Al LS x4

es una sucesion exacta para todo A € Ho(€).

4.3. Categoria de homotopia de una categoria
modelo estable

En esta seccion veremos la prueba del siguiente teorema.

Teorema 4.3.1. [8, Teorema 4.2.1.] Sea € una categoria modelo estable.
Entonces, su categoria de homotopia Ho(%) es una categoria triangulada
donde los tridngulos exactos estdn dados por las sucesiones de cofibra y sus
morfismos de borde

X .Y 7 2. %vXx

~

Probaremos este resultado viendo que se verifican los axiomas de categoria
triangulada en los siguientes lemas.

Lema 4.3.2 (Axioma T1). /8, pdg. 138] Se verifican las siguientes afirma-
ciones:

1. la sucesion de morfismos x —— X =——= X —— % es una suce-
sion de cofibra

2. st una sucesion de morfismos es isomorfa a una sucesion de cofibra,
entonces es una sucesion de cofibra

3. todo morfismo f: X — Y se puede completar a una sucesion de cofibra
de la forma X Ty 27 *,yx

Demostracion.
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1. Podemos suponer que X es cofibrante, luego * — X es una cofibracion
con cofibra X y el morfismo de borde es el morfismo trivial

0: X — XUx — %
Por lo tanto, * —— X —— X —2 4 % es una sucesién de cofibra
2. Es trivial por la definicién de sucesion de cofibra.

3. Podemos suponer que f : X — Y es una cofibraciéon entre objetos
cofibrantes. Entonces, tomando su cofibra

Xty
I
x —— 7
y la accién asociada a X T v %4 Z obtenemos una sucesién

de cofibra

]

Veremos, ahora, la prueba del axioma T3 que utilizaremos luego para ver
que se verifica el axioma T2.

Lema 4.3.3 (Axioma T3). [8, Lema 4.2.2.] Sea € una categoria modelo
estable. Supongamos que tenemos un diagrama conmutativo en Ho(%)

Fyr 9y v vy

X/
l¢1 l¢2 lﬁqﬁl
Xty 9,7 » ., vy

donde las dos filas son sucesiones de cofibra con sus respectivos mapas de
borde. Entonces, existe un morfismo ¢z : Z' — Z que completa el diagrama
a un diagrama conmutativo.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, suponemos que f’ y f son cofi-
braciones entre objetos cofibrantes, que Z’ es la cofibra de f' y que Z es la
cofibra de f. Es decir, Z' y Z estan dados por los pushouts



136 CAPITULO 4. TEORIA DE HOMOTOPIA ESTABLE

x Ly x 1oy
I T
x — 7' * — Z

Consideramos el diagrama

!

X' fI>Y’ v 7

ldn l(i)z
x Loy ¢

s 7

Tenemos que go ¢p 0 f' = go fo¢; = 0 ya que go f = 0. Entonces, por
la propiedad universal del pushout, tenemos que g o ¢9 se factoriza sobre la
cofibra de f’

x Ly

l lg gog2

x — 7'

AN
N
~
~
N

P

Z
Es decir, existe ¢3 : Z/ — Z que hace conmutar el siguiente diagrama

X' f > Y/ g 7'
l(ﬁl l¢2 l(bs
) QRN Vo N/

Falta ver que X¢; ot/ = ¢3 o u. Para ello, dado que u y u estan definidos a
partir de la coaccion, veremos que ¢3 es compatible con la coaccion en las dos
sucesiones de cofibra. Es decir, tenemos que ver que el cuadrado izquierdo en
el siguiente diagrama conmuta

77 9 L ogunx YD sy

¢3l l¢302¢1 l&m

N T

u
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Entonces, dados w : Z — A y un morfismo h : X — P(A) que representa
un elemento de [X X, A], queremos ver que

[wogs] ©[hog] = ([w] ©[h]) o ds

Comenzamos construyendo [w] ® [h]. Para ello, consideramos un diagrama
conmutativo

Y/w—og>A

que admite un levantamiento o : Y — P(A). Luego, [w] ® [h] = [v] donde
v: Z — A es el morfismo que verifica v o g = e; o a. Por otro lado, para
construir [w o ¢3] ® [h o ¢1] consideramos el diagrama conmutativo

X' % pa)

Y/

wogpzog’

que admite un levantamiento 3 : Y' — P(A). Luego, [w o ¢3]®[h o ¢1] = [V/]
donde v’ : Z/ — A es el morfismo que verifica v’ o g’ = e; 0 5. Ademas, como

aopyo f =aofop, =hoep

QOO Py =wOogopy=wogpz0(g

podemos tomar v’ = v o ¢3 y tenemos
vogsog =vogody=e oaopy=e0f3

Por lo tanto, por la propiedad universal del pushout v' = v o ¢»3. Obtuvimos,
entonces, que [v'] = [v] o ¢3, es decir, [w o ¢3] ©[ho ¢1] = ([w] © [h]) o p3. O

En el enunciado del axioma T3 y su prueba usamos tinicamente propieda-
des de las sucesiones de cofibra en la categoria de homotopia de una categoria
modelo punteada sin necesitar estabilidad. Para la prueba del axioma T2 si
serd fundamental que la categoria modelo sea estable. Denotaremos mediante

ex 20X — X vy nx: X — Q¥X
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a la counidad y la unidad de la adjuncién loop-suspension en Ho(%).

Lema 4.3.4 (Axioma T2). [8, Lema 4.2.5.] Sea € una categoria modelo
estable. Entonces

X s Y v 7z

es una sucesion de cofibra en Ho(€) con mapa de borde uw : Z — ¥X siy
solamente si

717;(1oﬂu

0z sy X — 1 Ly

es una sucesion de cofibra con mapa de borde
€,/ 0g:Y — %(QZ)

Demostracion. Supongamos que

—n)_(loﬂu

0z y X — 1 Ly

es una sucesion de cofibra con mapa de borde €,' og : Y — 3(Q22). Enton-
ces, por el lema 4.2.10, tenemos que

—1
€, 0g

x ' Ly y 7

es una sucesién de cofibra con mapa de borde —%(—n3"™) = iy o ¥Qu.
Como nx es natural en X, tenemos que el diagrama

YOz 0 vOnX

| Jess

7 ——— %X

conmuta, es decir u o € = exy o XQu. Ademads, como ex es la counidad y
nx es la unidad de la adjunciéon, tenemos que lyx = exx o Xny, es decir
esx = (Xnx)~!. Luego, el siguiente diagrama conmuta

Xy E sy PR oy
H H |- H
X I Y 7 > Z m 2X

Como la fila de arriba es una sucesién de cofibra con su mapa de borde
y todos los morfismos verticales son isomorfismos, conluimos que la fila de
abajo es una sucesion de cofibra.

Reciprocamente, supongamos que
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X

es una sucesion de cofibra en Ho(%’) con mapa de borde u. Por naturalidad
de la counidad de la adjuncion, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

6710 710 u
SOX vy BN 310 Y/ A S Sl 3 100
lﬁX leY lﬁZ ler
X 7 > Y 7 > Z - » UX

La fila de abajo es una sucesién de cofibra en Ho(%’) son su mapa de borde.
Entonces, como todas las flechas verticales son isomorfismos, obtenemos que
la fila de arriba también es una sucesién de cofibra con su mapa de borde.
Queremos ver que quitandole la suspensién obtenemos una sucesion de cofibra

-1, -1
€y oy oQu

ox — ¥ Ly 9,z y LOX

Tenemos que Q2f : QX — QY forma parte de una sucesién de cofibra

ox — Ly — % L, w ¥ ,y0x
Aplicandole Y obtenemos una nueva sucesion de cofibra

Sg’

YOX —H L yqy s YW — 2y 20X

que podemos colocar en el siguiente diagrama conmutativo

zQf Qg Ee;loEn;(loEQu

xQX > LQY > YO > 20X

SOX = yqy 2 y W S’ y Y20X

Entonces, por el axioma T3, existe k : X7 — YW que hace conmutar
el diagrama. Luego, la sucesion exacta larga del teorema 4.2.12 nos permite
obtener el siguiente diagrama conmutativo

[32QY, A] —— [E2QX, A] —— [ZQZ, A] —— [ZQY, A] —— [ZQX, A]

| | s | |

[X2QY, A] —— [E2QX, A] —— [EW, A] —— [ZQY, A] —— [ZQX, A]
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Por el lema de los cinco, tenemos que k* : [XQZ, A] — [EW, A] es un iso-
morfismo. Luego, por el lema de Yoneda, k : 3272 — YW es un ismorfismo.
Por lo tanto, k = Xk’ para algun k' € Ho(%) que también es un isomorfismo.
Especificamente

kK = (77;1,1) o Qk onay

Entonces, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

OX Yoy Q9 Ly v ey
| | ¥ |
OxX s y QY g . W W y YOX

donde todas las flechas verticales son isomorfismos y la fila de abajo es una
sucesion de cofibra. Por lo tanto, la fila de abajo también es una sucesion
de cofibra. Luego, por el lema 4.2.10 y el corolario 4.2.11, podemos correr la
sucesién de cofibra

Qg e;lon}loﬂu

0x L , QY A y YOX

dos lugares a la derecha, obteniendo la siguiente sucesion de cofibra

6;107];(IOQU ¥Qg

A yox — 2 vy T oy

Ademas, tenemos el siguiente diagrama conmutativo
QZ
QZ
Como las flechas verticales son isomorfismos, obtenemos que la fila de abajo

es una sucesion de cofibra y su mapa de borde es 77;(1 o Qu, que es lo que
queriamos probar O

YOxX — 2 vy 7

b

y X =7 y Y

-1, -1
€y oNy oQu
0z

77;(1 oQu —621 og

s YQZ

Concluiremos probando que se verifica el axioma T4, para el cual alcanza
con pedir que la categoria modelo ¥ sea punteada.

Lema 4.3.5 (Axioma T4). [8, Lema 4.2.6.] Sea € una categoria modelo
punteada y supongamos que tenemos tres sucesiones de cofibra
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tales que g1 = uq o f1. Entonces, existen morfismos vy : Z =V, vg: V — W
yvs: W — QZ que hacen conmutar el siguiente diagrama

B

x Iy £,y nX

H T

X2,y ,v_2,¥%X
LY - 57

Ademas,

U1 V2 .,
= 7 >V » W es una sucesion de cofibra con mapa de borde

U3

» [a coaccion de X7 en W esta dada por la composicion

w2 wusy “=8 sy

donde el primer morfismo es la coaccion de XY en W de la tercera

sucesion de cofibra.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que X, Y y U
son objetos fibrantes y cofibrantes en € y que f; y uy (y por lo tanto g;) son
cofibraciones. Consideramos el siguiente diagrama conmutativo

y I x -

ol

g1
U « X S %

y tomamos el pushout de cada fila.
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X —— % X — % Y — %
A
YT>Z U—77>V U—77 W

Como g oug o fi = g2 0 g = 0, existe un morfismo v; que hace conmutar el
siguiente diagrama

g20uy

Anélogamente, como us o g1 = ug o uy o f; = 0, existe un morfismo vy que
hace conmutar el siguiente diagrama

u2

Luego, obtenemos morfismos entre los pushouts de las filas del primer dia-
v v
grama Z —— V —— W
Ademads, como us o u; = 0, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

UQ0U1

Por el Patching Lemma (Lema A.7.7. del Apéndice de [8]) tenemos que v; es
una cofibracién con cofibra vy : V. — W.
Veamos, ahora, que la coaccion asociada a la sucesion de cofibra

AN Vg s W

esta dada por
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IdUS fo

oW —2 s WuUYY wWuxz

Es decir, dado A € €, queremos ver que

[flelh] =1flO[ho fo]

donde f: W — Ay h: Z — A representa un elememento de [XZ, A].
Para calcular [f] e [h] consideramos el diagrama conmutativo

A—>P(A
— A

fov2

que admite un levantamiento o : V- — P(A). Luego, aoe; se factoriza sobre
la cofibra de v; mediante un morfismo ¢:

2LV 2w
A

y obtenemos que [p] = [f] @ [h]. Por otro lado, para calcular [f] ® [ho fy]
consideramos el diagrama conmutativo

A

y _feh (A

fouz

que admite un levantamiento 3 : U — P(A). Luego, Soe; se factoriza sobre
la cofibra de 1,

Y

YU s W
eloﬂl %
A
Entonces [¢)] = [f] ® [h o fs]. Como

Qogaouy =aov o fo=hofy

€ OO gy = fOUQng fO'LLQ
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podemos tomar 3 = a o gy y, por lo tanto,
Youy=eo0ff=€0a0gy=Q0oV30(gs=OuUy

Luego, por unicidad de factorizacién, obtenemos que ¥ = ¢ y concluimos
que [¢] = [¢]. O
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