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Capitulo 1
Introduccion

La idea de este trabajo monografico es probar que el problema de Dirichlet para el p-Laplaciano tiene
solucién en sentido viscoso via su representacién probabilistica con el juego Tug-of-war con ruido para p €
(2,00) v el Tug-of-war sin ruido para p = co.

El Laplaciano se puede definir como la divergencia del gradiente de una funcién. El p-Laplaciano es una
generalizacion del Laplaciano, en el que se introduce un factor no lineal que depende de p y tal que cuando
p = 2 se recupera el Laplaciano. El problema de Dirichlet asociado a este operador y a una region acotada,
busca encontrar una funcién tal que su p-Laplaciano se anule en el interior y cumpla cierta condicién en el
borde.

El Problema de Dirichlet para el Laplaciano estdandar fue resuelto inicialmente, de forma no rigurosa pero
original, por Green en 1828 en su tratado sobre electromagnetismo: Essay on the Application of Mathematical
Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism. Green argumenté la existencia de la solucién para
cualquier dominio (2 e introdujo lo que actualmente se conoce como funciones de Green. Anos mas tarde, en
1850, Dirichlet resolvié el problema en la bola unitaria de R? y sugirié un método variacional para atacar el
problema general, minimizando cierta energia (la “energfa de Dirichlet” que se conoce actualmente, es decir,
la integral en Q del cuadrado de la norma del gradiente de una funcién). Posteriormente, Riemann fue el
primero en brindar una solucién para el problema variacional de forma general, pero Weierstrass encontrd
un error en el argumento. En 1890, Poincaré da una solucién al problema de Dirichlet para dominios 2 C R?
con borde de clase C?. Finalmente es Hilbert en 1900, quien encuentra una solucién variacional al problema
introduciendo el método directo de cdlculo de variaciones.

Las primeras soluciones via representaciones probabilisticas fueron introducidas por Phillips y Wiener y
Courant, Friedrichs y Lewy en la década del 20, pero atin en un contexto discreto. En 1944, Kakutani en su
articulo [7] es quien propone la solucién al problema de Dirichlet apelando al movimiento browniano.

La ecuacién diferencial ordinaria de p-Laplace en dimension 1

A = ('[P 2uy

fue introducida por Euler en 1728 con el objetivo de mostrar un ejemplo de ecuacién diferencial no lineal
de segundo orden, que no podia ser integrada con las técnicas conocidas. Al mismo tiempo, durante buena
parte del siglo XVIII y posteriores, la tarea de construir suministros de agua para las dreas urbanas en rapido
desarrollo se convirtié en un problema relevante para los ingenieros hidraulicos. De alli que el planteamiento
de varios modelos de filtracién de fluidos por medios porosos o trabajos sobre al saturacion de flujos, re-
cibieran mucha atencién. En particular, habia situaciones en las que la ecuacién de Laplace no capturaba
adecuadamente el comportamiento del campo de velocidades de un fluido. Se asumié entonces la necesidad
de introducir no linealidades que respetaran algunos fenémenos fisicos como una regla de potencia para la
relacién entre la fuerza y la velocidad del fluido. Asi surgié naturalmente el operador p-Laplaciano. Para maés
informacién sobre la historia del p—Laplaciano se puede consultar [T}, [5].



El juego Tug-of-war es un juego de dos jugadores de suma cero, es decir, lo que un jugador gana es lo
mismo que lo que el otro jugador pierde. En su variante con ruido, el Tug-of-war tiene como pardmetros a la
posicion inicial en un dominio y un tamano méximo de salto que esta fijo. En cada turno se tira una moneda
(no necesariamente equiprobable) que determina si la nueva posicion se elige de manera aleatoria (a distancia
menor o igual que el salto fijado) o si alguno de los jugadores movera la posicién. En este tltimo caso, para
decidir qué jugador mueve la posicién, se vuelve a tirar una moneda. El ganador de este sorteo elige hacia
donde mover la posicién con la condicién de que la posicién nueva debe estar a una distancia menor o igual
que el tamano maximo de salto estipulado al principio. Se continua hasta que la posicién del juego se salga
del dominio y, una vez que esto sucede, uno de los jugadores le debe pagar al otro lo que establece una funcién
de pago definida fuera del dominio.

El enfoque del Tug-of-war vinculado al p-Laplaciano fue introducido en los articulos [13], 4] Ademads de
brinda nuevas pruebas de resultados clésicos, este enfoque brinda una forma de discretizar al operador que
es adaptable a otros contextos, como grafos y algunos espacios métricos. El desarrollo de la teoria de juegos
para probar resultados de Ecuaciones en Derivadas Parciales se ha extendido a otro tipo de ecuaciones y en
la actualidad es un 4rea de investigacién vigente. Sobre el Tug-of-war en particular podemos referir a [8] [12],
y sobre la representacién probabilistica de ecuaciones en derivadas parciales a [2]. Como referencia general y
clésica sobre el p—Laplaciano se puede consultar [9, [10].

En el capl'tulose definird formalmente al operador p-Laplaciano para p € [2, 00| y el problema de Dirichlet
asociado. Se detallard cémo se juega al Tug-of-war con ruido y se definird varios aspectos relacionados.
En particular se probard que existe el valor del juego, es inico, y cumple una ecuacién del tipo Dynamic
Programming Principle (DPP).

El capitulo |3| se centra en probar que, si el salto del juego es cada vez es mas pequeno, el valor del juego
converge uniformemente a una funcién continua que es solucién viscosa del problema de Dirichlet para el
p-Laplaciano para p € (2,00). Ademés este capitulo incluye las definiciones que utilizamos sobre soluciones
viscosas.

En el capitulo 4] se estudia el caso p = co. Para ello se introduce el juego Tug-of-war (sin ruido), se da
una prueba de que este juego tiene un valor y que el mismo es soluciéon de otra DPP. En este caso también
se tiene que el valor del juego converge uniformemente a una funcién continua que es solucién viscosa para
el problema de Dirichlet para el co-Laplaciano.

En el capitulo[f]se enuncian como apéndice, algunos resultados de martingalas que se usan en las pruebas.



Capitulo 2
El juego Tug-of-war con ruido

El objetivo de este capitulo es introducir el problema de Dirichlet para el p-Laplaciano normalizado y
brindar una descripcién del juego Tug-of-war con ruido asociado. Se introducira la definicion del p-Laplaciano
para p € [2,00) y luego se extenderd para p = cc.

En una segunda etapa se construye el juego explicando cémo funcionan sus estrategias, el tiempo de salida
o finalizacién y el valor del juego. Se probard que el valor del juego siempre existe y satisface una ecuacion
del tipo Dynamic Programming Principle (DPP).

2.1. El p—Laplaciano normalizado

En esta primera seccién se introducen varias definiciones béasicas y se fija la notacién que se utilizara a lo
largo de la monografia.

En este trabajo Q C R? va a denotar siempre un dominio abierto y acotado que cumpla con la condicién
de esfera exterior (ver definicién en . En particular, si el borde es Lipschitz, se satisface la condicién.

Dada u: Q — R, u € C?(Q) y Vu su gradiente, se escribird |Vu| para la norma euclidiana del gradiente,
es decir, [Vul?2 = Y0, uy . Ademds, se escribird D?u(x) para referir a la matriz Hessiana en el punto x.
Recordar que para u € C?(2), el Laplaciano de u, Au, se define como Au = Zle Ug; ;-

La siguiente definicién introduce el operador que se estudiard en esta parte de la monografia.

Definicién 2.1.1. Seap € [2,00) y u € C*(Q). Se define el p— Laplaciano de u y se lo denota por Aj,u, como
Apu = div(|Vu[P~2Vu).

Para p = 2, la definicién anterior coincide con el Laplaciano estdndar A. Nos vamos a concentrar en el
caso p € (2,00).

Conviene recordar la férmula de la divergencia para el producto. Dados F': © — R% un campo vectorial
vy ¢: @ — R una funcién real ambos regulares, se tiene que

div(F) = div(F) + (Vo, F), (2.1)
donde (-, -) refiere al producto interno usual.

Observacién 2.1.1. Supongamos que u € C?(Q) y Vu(x) # 0 para todo x € . Entonces se puede
desarrollar la divergencia que aparece en la definicién del p—Laplaciano utilizando (2.1) de la siguiente



manera:

Apu = div(|VuP72Vu) = |Vu|P~2 div(Vu) + (V(|VuP~2), Vu)
= |Vl "2 Au+ (p = 2)[VulP7(V(|Vul), Vu)

d d
_ 5 1
= [Vl 2 Aut (0 = DIV o | 30Dttt
j=114=1

= |Vu|p72Au +(p— 2)|vu|p74 Z Ug; Uz ; Uz ;2

i,J

1
—4 2
= (p—2)|Vulf j|Vu\ Au + E Uz, U ; Uz,
P i
Entonces, si se considera la ecuacién A,u = 0, como Vu # 0, el término (p — 2)|Vu|P~* debe ser no nulo,
y la ecuacién Apu = 0 es equivalente (restricta las condiciones que se impusieron sobre u) a:

2l%|Vu|2Au + Z U, Uy Uz, = 0.
i,
Ahora bien, en la expresién de la ecuacién anterior, se puede tomar limite (puntual) con p — +o00. En ese
caso se obtiene que para x € (Q fijo:
1
p—2

Entonces, si se toma limite en p en la ecuacién Apu = 0, asumiendo cierta regularidad en u, se obtiene

|Vu(z)]?Au(z) — 0 cuando p — +o0.

puntualmente que
p—+4oo

0= lim Apu= E Ug; Uz Uz 5
,J

donde el operador limite es también un operador de segundo orden.
La observacion anterior da lugar a la siguientes definiciones.

Definicién 2.1.2. El oo-Laplaciano para u € C?(Q) se define como

Aol == E Uy, Ug U z; = (D*uVu, Vu).
,J

Con esta definicién, bajo la hipétesis u € C? y Vu # 0, la ecuacién A,u = 0 es equivalente a:
1 2
——|Vul|*Au + Agu = 0.
p—2
Si se divide la ecuacién anterior entre |Vu|? se obtiene
1 -2
——Au+ |Vu| *Axu = 0.
p—2
Notar que esto es equivalente a:
1 —2/12
72Au + |Vu|™*(D*uVu, Vu) = 0.
p—

Lo anterior motiva las siguientes definiciones.

Definicién 2.1.3. Se define el co-Laplaciano normalizado para u € C?(Q) y tal que Vu # 0, como:

Vu Vu
[Vu|” [Vl

Dado lo anterior, se define el p-Laplaciano normalizado como:

AN w = (D*u ) = |Vu|"2(D*uVu, Vu).

N, _ N
Aju=Au+ (p—2)A u. (2.2)



Esto permite pensar al co-Laplaciano normalizado como la derivada segunda en la direccién del gradiente.
En este sentido, las soluciones viscosas de las ecuaciones Ayu = 0y A:f,v u = 0 coinciden para p € (2,400).
Asimismo, lo hacen las ecuaciones del Ay, = 0y AY = 0. Estos resultados se pueden consultar en [6]. En
el enfoque que usa la representacion probabilistica y usa teoria de juegos, es natural pensar en las versiones
normalizadas de los operadores. En ellos nos vamos a concentrar aunque a veces utilicemos la terminologia
de p-Laplaciano para hablar de su versiéon normalizada.

El Problema de Dirichlet para el operador AIJ)V con p € [2,+0cc] en un dominio acotado Q2 C R?, consiste
en que dada una g: 92 — R continua, encontrar una funcién u: 2 — R tal que

N, _
{Apu—() z € (2.3)

u(z) =g(x) x €9

Explicitamente no se estd mencionando el tipo de solucién buscada, si es una solucién en sentido fuerte, en
sentido débil o en sentido viscoso. Durante la monografia nos vamos a concentrar en soluciones en sentido
viscoso, que ya definiremos, pero el problema puede tener sentido para las otras nociones de solucién (en
particular soluciones débiles).

Dada una funcién real continua definida en 912, se puede extender de manera continua a R\ (. Si la misma
es Lipschitz, la extensién también puede ser una funcién Lipschitz. Mds ain, si 02 es compacto, donde la
funcién estaria acotada en 952, la extensién se puede tomar acotada. En este trabajo se va a considerar el
caso donde g va a estar definida en R%\(2, de forma Lipschitz y acotada.

2.2. Tug-of-war para el p-Laplaciano normalizado

Sean ¢ > 0, Q. = QU {z € RN\Q : dist(2,09) < e} y a,8 > 0 tales que a + 3 = 1. Consideremos
g: 000 — R Lipschitz que sera la funcién de pago. Por comodidad se le continuard denominando g a una
extension Lipschitz a RY\Q de g como se mencioné al final de la seccién anterior.

Llamamos M7 a una moneda donde la probabilidad de obtener cara es a y la de obtener cruz es 5, y My
a una moneda balanceada, es decir, donde la probabilidad de cualquiera de los resultados es 1/2. En estas
condiciones se define el siguiente juego en (). de dos jugadores, J; y Ji:

1. La posicién inicial del juego sera un punto zg € €.

2. Para comenzar se lanza la moneda Mj.

a) Si sale cara, lo que sucede con probabilidad «, se lanza Ms de forma independiente para determinar
un ganador entre los jugadores Jy y Jir. A ambos jugadores Ms les asigna una probabilidad 1/2
de ganar el sorteo.

El ganador, elige la nueva posicién del juego 1, con la condicién que 1 € B:(xg).

b) Si sale cruz, la posicién del juego se mueve desde zp hacia x; € Bc(xg) elegido al azar con
probabilidad uniforme e independiente del resto.

Notar que en cualquier caso x1 € (..

3. En la situacién que z; € €, se vuelve a jugar, lanzando la moneda M; como se indica en 2. En el caso
que x1 ¢ , el jugador Ji le paga g(z1) al Ji.

Observar que en el caso en el que la moneda M; sale cruz, la moneda My, no se lanza.

El juego finaliza la primera vez que la posicién sale de €2. Cuando esto sucede, Ji1 le paga a J; una cantidad
determinada por la funcién de pago g: R\Q — R. Es decir, si el juego finaliza en xy,, entonces .J; gana g(xy,)
y Ji paga g(x). Las ganancias pueden ser negativas. Un pago negativo de Jip a Jr es una ganancia de Jyg.
El juego planteado es un juego de suma 0, es decir, todo lo que gana J; es lo que pierde J; y viceversa.



Notar que el juego depende de ¢, que fue fijado al comienzo. Para distintos € se obtienen distintos juegos.
Se estudiard el juego para « y [ cualesquiera (no negativos y que sumen 1) pero si se quiere que el
juego esté vinculado con el problema Dirichlet para el p-Laplaciano normalizado, se deben considerar algunos
valores especificos de a y 3:
p—2 2+d
a=t—= p=20
p+d p+d
parap € [2,00) y a =1y =0 cuando p = oc.
En lo que sigue hablaremos indistintamente de p,a y 8 pero notar que estan univocamente determinados
uno a partir del otro y al revés. Particularmente en esta seccién, 5 > 0, es decir, consideraremos p # oo.
Se va a denotar por B a la o-algebra de Borel en R%.

Definicién 2.2.1. Una estrategia del J; es una colecciéon de mapas Borel medibles St = {S’I’“}z":07 tales que
Sk QML 5 Q. y

St (w0, - -, wk) = Thp1 € Be(wp).
En el caso que J esté siguiendo la estrategia Sy y las tiradas de ambas moneadas indique que J; jugard en

el turno k£ + 1, entonces elegird la nueva posicién del juego de acuerdo a SIk y el historial (xo,...,2g).

Para Jy1 se define de forma andloga.
Dadas S1, 511 y el historial (xg,1,...,2), el siguiente punto del juego, zr11 € B:(zx), se elige con
probabilidad dada por:

5-AmBg Tl
W]g'l,Sn(xmxla s 7xk,A) - |B(l‘;€()|)|

donde A € B; es decir, la probabilidad que la siguiente posicion del juego pertenezca a A € BB dado el historial

« «
+ 55${°(m0,,mk)(A) + 565{%(10,,119)(14)’ (2'4)

(zo,21,...,2k) v que los jugadores siguen las estrategias Sy, Sir, viene dada por (2.4]).
A modo de ejemplo, si se toma A = B.(x) entonces
_ BIB:(xx) N Be (k)|

[0 (0%
ng,sn(xovxl?'"7$k’BE($k)) - |Ba(xk)| + §§Sf(w0,...,mk)(B€(xk)) + §5Sﬁ(wo,‘..,mk)(B€(‘rk))

(0%

2

=B+5+

=1

)

lo que nos dice que la probabilidad que la siguiente posicién del juego zjy1, este en B.(zg) es 1, lo que
resultaba evidente de la descripcion informal del juego y de la definicién de las estrategias, puesto que la
siguiente posicién (sin importar si juega el azar o los jugadores) se elige dando un paso de a lo sumo ¢ desde
la posicién anterior.

Observar que la probabilidad 77’51’ Sn(aco, x1,...,Tk,) le asigna medida nula a cualquier boreliano que no
intersecte B. ().

Ahora consideremos R con la topologia natural y B o-algebra de Borel. Sea

H>® = {0} xR x R x ...

el espacio producto de todas las posibles secuencias de puntos del juego iniciando en xg, dotado con la
topologia producto. A los elementos de H se los llama trayectoria.

Sea {Fi }7° la filtracién de o-dlgebras, F1 C Fa C ... definidas de la siguiente manera: Fj, es la o-dlgebra
generada por cilindros de la forma {zo} x A; x Ay x -+ x Ay x RT x --- x R4 x --- con A; € B para todo
1=1,...,k.

Para una trayectoria w = (zg,ws,...) € H*® definimos la funcién coordenada Xj : H>® — R¢ como

Xk(w) = Wk,

que es una funcién Fg-medible.



Sea Foo = 0 (|JFr), la o-dlgebra mas pequena tal que la funcién coordenada X es Foo-medible para
todo k, que coincide con la o-algebra producto de H.

Dados xo un punto de partida y las estrategias Sr y Si, el Teorema de extensién de Kolmogorov (ver
[3, 15]) aplicado a la familia de medidas de probabilidad compatibles

AN B.
ﬂ§1,511($07X1(w), X (W), A) = w

nos define una tnica medida de probabilidad P‘z«‘; s, en H™ relativa a Fo.

« (6%
+ a(sslk(l'owh---,wk)(A) + Eésﬁ(woawlw-,wk)(A)

Para analizar cuando finaliza el juego, definimos la variable aleatoria:
T(w) =f{k > 0: X;(w) ¢ Q},

que es el primer tiempo en el que el juego sale de ). La variable aleatoria 7 es un tiempo de parada relativo
a la filtracion {Fj}52,.

Entonces el pago esperado esta dado por:

B sulofer)] = [ ol ()P g, (o).
El jugador Ji intentard maximizar el pago esperado y el jugador Ji; minimizarlo.

Observacion 2.2.1. Se puede ver que si § > 0, el juego termina casi seguramente. Veamos que Pg? Sir (1 < 0)
= 1 sin importar que estrategias elijan los jugadores. Para no sobrecargar la notacién, omitiremos Sy y Sir,
es decir, vamos a considerar que P¥° = ]P’z‘; Sir-

Sea D = {z € Bi(0) : (z,e1) > 1}. Se elige n suficientemente grande tal que V = € (), existen
21, 22,...,2n € D tales que:

x+5izi ¢ Q.
i=1

Notar que n existe pues el conjunto {2 es acotado.

Sea DZ° = {x € B.(x¢) : *=** € D}. Llamemos A al evento de jugar al azar (que salga cruz en la moneda

M) y donde la siguiente posicién del juego se elige en el sector D siendo z; la posicién actual. Notar que

vale: _
|DZ | D

[B-(zi)] ~ "B (0)]’

Pro(A) =5

Observar que no depende de xy.
Entonces:

P*o (7 < n) > P (el evento A suceda en los primeros n turnos de forma consecutiva)

:5"02550n25>0

Notar que ¢ no depende de xy. Obtuvimos entonces que:

P (1 >n) < 1—6. (2.5)

Ahora vamos a probar por induccién que P* (7 > kn) < (1 — 6)*. En efecto:

P*(r > (k+ 1)n) =P (7 > (k+ 1)n |7 > kn)P* (17 > kn)
<P*(r > (k+ 1)n|7 > kn)(1 — 6)*,

donde en la desigualdad aplicamos la hipdtesis inductiva. Ahora usando la markovianidad, por (2.5)), se tiene:

P (r > (k + 1)n|r > kn) = P (1 > n) < (1 — 5).



Entonces se probé que:
P* (7 > kn) < (1 — ).

Finalmente, usando que {7 > (k + 1)n} C {7 > kn} para todo k,
P*o (1 = o0) =P (N2, {7 > kn})
= lim P*°(7 > kn)
k—o0

< lim (1-46)* =0,

" k—oo

lo que muestra que el juego termina casi seguramente.

Definicién 2.2.2. Se define valor del juego para J; como
ui(zo) = supinf EY o (g(xr)),
S; Su

donde 7 es el tiempo en el que finaliza el juego y x, es la posicién donde lo hace (z, € Q.\Q). El valor del
juego para Jii es
i) = BESWDEL, o (9(02))

Observacién 2.2.2. En cierto sentido uf devuelve la mayor ganancia que puede esperar obtener J; si la
posicién inicial del juego es xg. Esto es, dada la mejor estrategia de Sy (que busca minimizar la pérdida), el
Ji considera la mejor de las suyas para maximizar la ganancia. Andlogamente, uf; devuelve la menor pérdida
que puede esperar tener Ji si la posicion inicial es xg.

Proposicién 2.2.3. Vale que u7 < uf;.

Demostracion. Fijo Sty Sip dos estrategias cualesquiera. Entonces, tengo que:
Eg?,SH (g(xT)) Z lg,}f Eg?7SII (g(Z‘T)),

ES s, (9(z7)) < sup ES s, (9(z7)).
I

Si juntamos nos queda:

RS 5 (9(27)) < B 5, (9(27)) < supEg; g, (9(2-))-
I
Si tomamos infimo en las estrategias Sy en la desigualdad anterior obtenemos:

ISI'}If ]Eg(;,sn(g@q—)) < inf sup Eg?sn (9(z7)) = ufy(z0)-

Su sy

Si ahora tomamos supremo en las estrategias Sy, tenemos que

uf (z0) = supF B!, (g(z,)) < ufy(zo).
I

concluyendo con la prueba. O

Definicién 2.2.3. Cuando uj = uf; se dice que el juego tiene un valor y se lo denomina u°.



2.3. El valor de juego y la ecuacion DPP

Ahora que tenemos definido el valor del juego para cada jugador, se verd que son iguales (y entonces
existe el valor del juego) y que verifican cierta ecuacién. Esto se resume en el siguiente Teorema.
Dada f integrable en A C R?, definimos:

]if(o:)dm: |1A|/Af(;z:) dz.

Teorema 2.3.1. FEl juego tiene un valor u® : 0 — R y verifica la ecuacion

vo=s (Bsu(p.> v Bﬁg)m) + 6 fp. @ W)dy x€Q

ut () = g(x) z ¢ Q

A esta ecuacion se la denomina DPP (Dynamic Programming Principle).

(2.6)

Definicién 2.3.1. A las soluciones de la ecuacién (2.6 se las denomina funciones p-armoniosas con dato de

d+2

_ p=2 —
borde g cuando o = =5, f§ = 5.

Observacion 2.3.2. Notar que la DPP toma en cuenta las tres opciones de juego:
1. Con probabilidad 5, J; tiene que maximizar su ganancia.
2. Con probabilidad §, Ji tiene que minimizar su pérdida.
3. Con probabilidad g el punto se mueva al azar.
Para probar el Teorema[2.3.1| primero vamos a mostrar que la DPP tiene solucién y luego que esa solucién

coincide con el valor del juego.
En lo que sigue usaremos || - ||c para hacer referencia a la norma infinito en 2, es decir

l[ulloc = sup |u(z)].
e

Proposicién 2.3.3. La ecuacion (2.6)) de la DPP tiene solucidn.

Demostracién. Definimos una sucesién de funciones u,, : R* — R donde

up(z) = inf gly) =xz€Q

yERIN\Q
uo(z) = g(x) z € R\Q
y paran > 1
un(z) = § ( sup un—1(y) + inf unl(y)> + BfB @) Un—1(y) dy e
B.(z) Be(x) ‘
un(z) = g(x) r € RI\Q

Afirmacién 1. La sucesién (u,) es no decreciente puntualmente.

Demostracion. Vamos a probarlo por induccién. Notar que si x ¢ ) entonces u; = ug.
SizeQy B:(zx) CQ, entonces ug es constante en B (z) e igual a inf,cqe g(y). Por tanto

sup ug = ug(x), inf ug = up(x).
Be (x) Be(x)

A suvez f, () Y0 = Uo pOT el hecho de ser constante en B.(z). Entonces si z € 2 es tal que B.(z) C 2 vale
que:

o
up(z) = = | sup up+ inf wy |+ ug = ug(x).
2 Be(x) Be(x) Be(z)
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Siz € Q pero Be(x) NQ° # (), entonces supp_(,y uo > infoe g = ug(z).
También vale que:

inf wyg= Inf > inf g = ug(x).
B.(z)NQe 0 BE(m)ﬂQ“g Qe g o(2)

De nuevo, como ug es constante en B.(xz) N Qy = € €2, se tiene que infp_(,) up = up(x). Notar que ademas

][ ug > ][ inf ug = ][ uo(x) = up(x).
B.(z) B.(z) Be(2) B.(z)

Dada la observacién anterior es facil ver uj(z) > ug(x) cuando = € Q y B.(x) N Q¢ # O puesto que,

se tiene que:

up(z) = & sup ug + inf ug | + 5 Ug
2 \B.(x) Be(w) B.(x)

Y%

5 (o) + un(2) + Buo(x)

= (a+ B)ug(z)

= ug(x).

Supongamos ahora que u, > U,—1 y qUeremos ver que Uny1 > Up. Si ¢ ¢ ) entonces u,41(x) = up ().
Veamos el caso = € (). Se tiene que:

Upt1(T) —up(x) = & Sup u, — sup U,_1 + inf w, — inf u,_1 |+ (U, — Un—1)(y),
2 \ B.(») B.(z) Be(z) B () B.(z)

pero por la hipdtesis inductiva vale que

Sup Upn > Sup Up—1, inf Un > inf Un—1, ][ (un - unfl) > 07
Be(z) B.(z) Be(x) Be(z B.(z)
por tanto uy+1(x) > up (). O

Afirmacién 2. La sucesion (u,) estd acotada por supga\qg g < 0o.
Demostracion. Por definicién, sabemos que ug < supge ¢ < 0o. Si suponemos que u, < supg. g entonces:
«@ , Q
Uny1(z) = 5 | sup u, + Wf w, | +4 Uy < — (supg + supg) + B][supg =supg.
2 \ B.(z) Be(z) B.(x) 2\ q Qe Qe Qe

O

De las afirmaciones anteriores concluimos que (u,)n>0 €s no decreciente puntualmente y estd uniforme-
mente acotada. Por tanto converge puntualmente y de forma creciente a una funcién u. Nos gustaria ver que

la convergencia es uniforme.

Afirmacién 3. La sucesién (u,) converge uniformemente a u.
Demostracion. Supongamos que no hay convergencia uniforme, entonces se tiene que:

M = lim ||Ju — uplleo = Um sup(u(z) — u,(z)) > 0,

donde M < oo por la afirmacién 2.
Sea § > 0, que luego elegiremos. Se considera k suficientemente grande tal que vale:

u(x) —ug(x) < M+9 Vo € Q.

Puedo tomar z € Q) tal que:
u(x) —ugy1(z) > M — 6.

11



Notar que alcanza con tomar k + 1 de forma tal que ||u — ugy1|lcc > M — 9.
Ahora, sea j > k cumpliendo que:
0 <u(z) —ujp1(z) <0,

tal j existe pues (uy)n,>1 converge puntualmente a u. Entonces,
Uj+1(2) — u+1(2) = uj41(2) = w(z) +u(z) — upga(z) = M — 20 (2.7)
Observar que:

1
][ ufukgi/ufuk-——)&
B.(x) |Be(z)| Jo k—00

donde usamos que u — ux > 0 y como ademds u — uy estd acotada y la integral del lado derecho no depende
de x, podemos aplicar el teorema de convergencia dominada. De esto se deduce que, si k es suficientemente
grande entonces:

sup [ u—up < 9.
z€N B.(x)
También se tiene que para cualquier conjunto A (en particular A = B.(z)) vale que:
sup u; — sup ug < sup(u; —ug) < sup(u —ug) < M,
A A A A

fﬂf“j — i%f up < sup(u; —ug) < M.
A

Finalmente, partiendo de la ecuacién (2.7 se tiene que

M —26 <wujpi(2) —upgi(z) = @ sup u; — sup uy | + e ( inf w; — inf uk) +5 (uj; — ug)
2 \ B.(») B.(z) 2 \B.(2) B.(2) Be(2)
< a sup (u; —ug) + U — U
Be(2) Be(2)
< asup (u—ug)+ 8 u— ug
Be(2) Be(z)
< aM + 6.

Pero entonces M — 2§ < aM + 4, lo cual es absurdo si § es suficientemente chico pues 0 < o <1y M > 0.
Por tanto hay convergencia uniforme. O

Ahora si pasamos al limite en la definicién de w,,, por convergencia dominada obtenemos que u satisface
la DPP (2.6 y con esto se concluye la proposicién.
O

Observacién 2.3.4. De manera andloga, podemos construir una sucesion (v, )n>o decreciente tomando:

Uo(x)zﬂsg\%g x €

vo(r) = g(x) x€RNQ

y paran > 1

%@0=3(;gfwdw+éﬂﬁmﬂw>+ﬁﬂuﬂw%dwdy z e

vn(z) = g(2) e R\Q

En este caso se prueba que la sucesién esta acotada y converge uniformemente a una funcién v, que
ademas es solucion de la DPP.
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Veamos que u = v. Como uy < vg, tomando en cuenta la definicién de w,, y v,, por induccién se prueba
que ur < v V k y por tanto u < v.
Supongamos por absurdo que M = ||v — || > 0. Como v y u son soluciones de la DPP tenemos

v(x)—u(x):g sup v — sup u+ inf v— inf u —|—ﬂ][ v—u<aM+p v—u, (2.8)
2 \B.(w)  B.(x Be(z)  Be(a) B.(x) B.(x)

donde en la desigualdad usamos que,

M>supv—supu y M> inf v— inf wu.
B.(z) B.(z) Be(z) B ()

En efecto, se tiene que:
M > |o() — u(a)| 2 v(x) — u(@) = v(z) - sup u,
B. ()
por lo que si tomamos supremo a ambos lados, obtenemos:
M > sup v — sup u.
Be(z) Be(x)

Anélogamente se muestra que vale

M > inf v— inf wu.
B.(z) B.(z)

Ahora bien, notar que u = v = g en R™\Q) por tanto el supremo de |v(x) — u(x)| se tiene que alcanzar
en el interior de Q (recordemos que {2 es abierto). Esto implica que el supremo en realidad es un mdximo, es
decir, existe zg € Q tal que M = ||[v — ul|eo = |[v(x0) — u(zo)| = v(x0) — u(zp).

Sea E definido como:

E={xeQ:v(z)—u(z) =M}

Por lo observado anteriormente, se tiene que E # ().
Ahora, como v(z) — u(x) < M para todo = € Q, se tiene que fBE(I)v(y) — u(y) dy < M. Entonces,
volviendo a (2.8)), para todo z € Q vale:

v(z) —u(z) <aM +p v—u<aM+M=M.
B.(z)

Si tomamos supremo en x € () en la ecuacién anterior, se obtiene:

M<aM+ g sup][ v—u< M.
z€QY J B.(x)

Por tanto

sup ][ v—u=M. (2.9)
w€Q J B.(x)

Dado zg € E, i.e, v(xg) — u(xg) = M, aplicando (2.8)) vale que:

M =wv(z) — u(wo) < aM + f v—u<M,
BE(IU)

][ v—u=DM.
BE(CE())

Por tanto el supremo de la integral resulta ser un maximo. Pero notar que v(y) — u(y) < M, entonces para

de lo que se deduce, por (2.9)), que

que la integral efectivamente sea igual a M, tiene que ocurrir que v(y) — u(y) = M para todo y € B.(zo).
Esto nos dice que B:(zp) C E. Por tanto, razonando andlogamente que para g, tenemos que para todo
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punto = € B.(xg) vale que v — u es constante en B.(z). Inductivamente, se obtiene que v — u es constante e
igual a M en todo €.
Entonces tenemos que v —u=M y fB @V U= M para todo x € Q. En particular, esto vale para los
puntos del conjunto {y € Q: dist(x,92) < §}. Luego como 0 < v —u < M para todo z € R? (pues en Q¢
g

vale v —u = 0), se llega a un absurdo puesto que si dist(x, Q) < § se obtiene que

1 1
M = V—U= ——— v—u= / M=M——-
B.(z) |Be(2)] /. (2)ne |B:(2)| /. (2)ne | Be(z)]

| Be ()N

donde usamos que B < 1. El absurdo viene de suponer que M es positivo.

Con lo anterior probamos que la DPP tiene solucién y se dieron dos construcciones que convergen a la
misma solucién. Veamos que es tnica.

Lema 2.3.5 (Principio de comparacién). Sean u y v funciones p—armoniosas respecto de los datos de borde
g y h respectivamente, si g < h entonces u < v.

Observacion 2.3.6. Es claro que del Principio de comparacion se concluye la unicidad, puesto que si u y v
son dos soluciones de la DPP (2.6) con g como funcién de pago (misma condicién de borde) entonces u < v
y v < u, por tanto u = v.

Demostracion. Supongamos por absurdo que existe y € Q tal que u(y) > v(y). Sea

M = supu(z) ~v(x) > u(y) ~ vly) > 0.

Como u(x) = g(x) < h(z) = v(x) para todo z € Q°, el supremo definido antes es un maximo que se alcanza
en . Sea xo € Q tal que M = u(xg) — v(xo). Entonces

e e
M = u(xg) —v(zg) = = | sup u— sup v —|—<1’nf u — inf v)—i—ﬂ uU—v 2.11
(o) (o) 2 (BE(EJ) BE(E)) ) 2 \ BL (o) Br (o) BE(EO)( ) ( )

g%M+%M+BM

=M

9
donde en la primera linea usamos que u y v son soluciones de (2.6 y en la segunda linea que

sup u— sup v < sup (u—v) <M, inf w— inf v<M.
BE(IO) BE(IO) Ba(ﬂio) BE(QJO) Ba(wo)

Luego, para que se cumpla la igualdad en (2.11]), las desigualdades deben ser igualdades. En particular

][ (u—v)=M, (2.12)
Be (o)

de lo que se deduce que u — v = M en B.(xg) puesto que u — v < M y si la desigualdad fuera estricta en
algin abierto entonces deberia integrar menos que M. Esto nos dice que u —v = M en casi todo punto segin
la medida de Lebesgue en 2 porque podemos extender el razonamiento para todo = € B.(zg) y probar que
vale en B.(z) y seguir extendiendo desde ahi. Utilizando un argumento igual al de (2.10), podemos
ver que esto es absurdo. O

Ahora vamos a probar que el juego tiene un valor y que este coincide con la solucién de la DPP.

Proposicion 2.3.7. La solucion a la DPP es el valor del juego.
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Demostracion. Ya vimos en el Lema que uf < uf. Vamos a probar que uj; < u donde u es la solucién
del DPP que vimos que existe (andlogamente se prueba u < uf).

Dado n > 0, construimos una estrategia Sy} de Jii guiada por la solucién u de la DPP, de forma que casi
minimice a u de la siguiente manera: si xx_1 € €2, se elige xj, tal que

u(ry) < inf  w4n27F

Be(zk-1)
Sea My = U(Ik) + 2%

Afirmacién 1. La sucesion (M) k>0 es una supermartingala respecto de la probabilidad Pg‘l’ gn ¥ lafiltracion
= WMIT

natural.
Demostracion.
n
E?IJVSIHI [Mk |.’E0, s 71.1671] = Eg(l]’slnl [U(Z'k) + 27]6 “TO, ce 71.1671]
Sg sup wu+ inf u—&—% —i—B][ u—i—%
2 Be(zk-1) Be(-1) 2 B.(zk—1) 2
_ n n
= u(-rk—l) + ok + oF
n
= u(TK-1) + k1
= M1,

donde la segunda linea surge de considerar las tres opciones del juego: moverse al azar, que juegue Jir con la
estrategia Sfj y que juegue Ji, siguiendo Sy, donde acotamos esta tltima por el supremo en B.(zx_1); y en
el tercer renglén usamos que u es solucion de la DPP. Entonces vimos que:

EZ°

St.sm [My|zo, ... xp—1] < My_q,

por tanto es supermartingala.
O

Observar que si 7 < k, siendo 7 el tiempo de finalizacién del juego, como en la definicién de Sj} asumo
x € Q, puedo mirar (M ax)r>1 que es también una supermartingala por el Teorema de muestreo opcional
de Doob enunciado en el apéndice. Entonces, como S|} es una estrategia particular y u coincide con g
en x, se tiene que:

uf(wo) = glf sup ng,sn(g(xT))
Sy

< - 0 _
SUp g g (9(2) + 57)
n
_ x
= sglp]ES‘;SInI (u(zr) + 2—7)
e Ul
< sup IR, o (ulern) + 5o)

< U B gy (ulwo) + 1)
= U(l‘o) + 1,

donde en la cuarta linea utilizamos el Lema de Fatou y en la quinta el Teorema de muestro opcional de Doob
Como 7 es cualquiera, probamos que uf; < u. O
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Capitulo 3

Teorema de convergencia y solucion

viscosa

En el capitulo anterior se probéd la existencia y unicidad de u®, la solucién de la DPP, y que ademas u®

es el valor del juego para el Tug-of-war con ruido definido en £ con o = Z%?l y 8= %. La idea para este

capitulo es probar el siguiente Teorema.

Definicién 3.0.1. Dado, Q C R?, se define la condicion de esfera exterior uniforme como:

para todo z € 9, existen § > 0, donde § no depende de z, y z € RN\Q tales que Bs(z) C RN\Q y « € 9B;(2).
(3.1)

Teorema 3.0.1. Sea Q un dominio que cumple la condicion de esfera exterior uniforme y g : RN\Q — R una

Lipschitz y acotada. Sea u® el valor del juego Tug-of-war con ruido asociado a las probabilidades o = ;’%,
B = 9£2 4 con funcién de pago g. Entonces u® — u uniformemente cuando ¢ — 0 en Q, donde u es continua

p+d
y resulta ser la dnica solucidn viscosa al problema de Dirichlet para el p-Laplaciano normalizado (2.3)).

La demostracién estara dividida en las siguientes tres secciones. En la primera, nos vamos a centrar en
probar que el valor del juego, u®, converge uniformemente a una funcién continua u. En la segunda vamos
a profundizar sobre que quiere decir ser solucién viscosa y en la tercera se probara que la funcién u ya

encontrada es la solucién viscosa al problema de Dirichlet para el p-Laplaciano normalizado.

3.1. Convergencia de las soluciones de la DPP

En esta seccién nos concentraremos en probar que u® — u uniformemente cuando € — 0 en 2. La idea
es probar un lema del tipo Arzela-Ascoli. Como las funciones u® no son continuas, no podemos utilizar el
teorema de Arzeld-Ascoli convencional. No obstante, los saltos de la misma estdn controlados en funcién de
¢ (pequenos para valores chicos de €), por lo que podemos probar un resultado similar. A continuacién se
brinda una condicién suficiente para asegurar convergencia uniforme de u® y que el limite sea una funcién

continua.
Lema 3.1.1. Sea {u®: Q — R, e > 0} una familia de funciones tales que
1. Eziste C > 0 tal que |u®(x)| < C para todo € > 0 y para todo x € Q.

2. Dado n > 0, existen dos constantes o y €q tales que para todo € < £y y para todo x,y € Q tales que
|z —y| < ro, se tiene que:
[u®(z) —u(y)| <.
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Entonces existe una funcion continua u : Q — R y una subsucesion también denotada {u¢}, tal que u® — u
uniformemente en ) cuando € — 0.

Demostracion. Primero vamos a buscar una candidato para nuestra funcién u.

Sea X C Q un conjunto denso numerable. Como nuestro conjunto de funciones estd uniformemente
acotado (por hipdtesis) mediante un procedimiento diagonal (equivalente al utilizado en la prueba de Arzels-
Ascoli, ver en [I1l pdg. 278] obtenemos una subsucesién, que denotamos {u°}, tal que converge para todo
z € X. Escribimos u(z) para este limite puntual. Notar que u estd definida para « € X.

Por hipétesis, dado n > 0 existe ¢ tal que V 2,y € X con |z — y| < 19, vale que:

u*(z) —u(y)| <, (3.2)

y la desigualdad (3.2)) se extiende a u (definida en X)) por ser el limite puntual. Entonces u se puede extender
a ) continuamente. Para ello, dado z € €2, como X es denso y numerable, existe sucesién (x,) C X tal que
T, — z, y puedo definir

El limite existe pues (u(x,)) es una sucesién de Cauchy. La definicién no depende de la sucesién. En efecto,
sea (yn) tal que y, — z, veamos que
lim u(z,) — u(y,) = 0.

n—oo
Sea 6 > 0. Por hipdtesis y por ser u limite puntual, existe rs tal que si |z — y| < rs para z,y € X, vale que
|u(z) — u(y)| < §. Ahora, como z,, — z e y, — z existe N > 0 tal que para todo n > N se cumple que:
rs

|z, — 2| < 5

y g2l < 3,
de lo que se deduce que:
s s
|Zn = Ynl = [Tn — 2+ 2 —yn| <|2n — 2|+ |2 —yn| < 5"’5:7"67
lo que implica que |u(z,) — u(yn)| < 0.

En suma, se mostré que, dado 6 > 0 existe N tal que para todo n > N vale que |z, — yn| < 75, lo que
implica |u(x,) — u(yn)| < 0, que es lo que querfamos concluir para demostrar que la extensién no depende de
la sucesion elegida.

Resta ver que la convergencia se da uniformemente. Para ello se toma un cubrimiento finito de Q por

bolas con radio menor al g que aparece en las hipdtesis del teorema

o K
Q:UBmw

Notar que al ser un cubrimiento finito, tomando r como el maximo de los radios de las bolas del cubrimiento,
podemos considerar que todas las bolas tiene el mismo radio r > 0 .

Sea o > 0 (que existe por las hipétesis del teorema) tal que para todo = € B,.(z;) y € < g9 se cumplen:
n n
3 |u(z) — ulx;)] < 3" (3.3)

Ahora, dado x; centro de una de las bolas del cubrimiento, como u®(z;) — u(z;), existe ' > 0 tal que

Jut () — ()] <

|u® () — u(z;)| < 2 para todo € < g’. Tomando 1 = min;—1__ ', vale que cuando ¢ < &

|f@0—m%n<g Vi=1,...,K. (3.4)

Para € < g5 = min{eg, 1} > 0, las desigualdades (3.3) y (3.4)) se cumplen simultdneamente. Como para todo
x € Q) podemos encontrar un x; tal que = € B,.(z;), se tiene

|uf(2) — w(@)] < |u(2) = u(2:)] + [u®(2:) — (@) + [u(z:) —u(z)] <n

para todo € < gg, con lo que se prueba que u® converge uniformemente a la funcién continua wu.
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Por lo tanto, para asegurar que el valor del juego u® converge uniformemente a una funcién u debemos
probar que u® satisface las dos condiciones del Lema anterior.

Observacion 3.1.2. En cada paso del juego la posicién no tiene saltos mayores a &, por lo que cuando el
juego sale de Q, lo debe hacer a algin lugar que diste menos de e del borde. Entonces el juego siempre se
desarrolla en Q U T, donde:

I. = {z ¢ RN\Q: dist(x,00) < e}.

Como solo nos interesan valores pequenos de €, podemos considerar que £ < £¢g para cierto £g. Para ello, solo
nos va a interesar g restricta a I'..

Observacién 3.1.3. Para la primera condicién del Lema (acotacién uniforme) se debe recordar que
en el capitulo anterior, cuando probamos que la DPP tenia una solucién y coincidia con el valor del juego,
se demostrd que

inf g <wu® < sup g,

RI\Q RI\Q

por tanto la familia {u°} estd uniformemente acotada dado que g lo esté.

Para mostrar la segunda condicion del Lema (una versién de equicontinuidad) se tiene que ver que
si el juego comienza en dos puntos cercanos, T € g, se tiene que la diferencia valor del juego es pequena.
Para probar este resultado vamos a asumir que el dominio satisface la condicién de esfera exterior uniforme
que se recuerda a continuacion :

para todo = € 99, existen § > 0y z € RN\Q tales que Bs(z) C R\Q y x € 0Bs(2).

El resultado que nos asegura la condicién de equicontinuidad es el Lema En la direccién de probarlo,
se precisan algunos resultados previos que se ven a continuacién.

Lema 3.1.4. Sea v € C?(Q) y tal que Vv # 0. Recordar que:

N -2
Aot = E Vg V2 Ve;- Y An = |VU["Agv
1]

Si v es radial se cumple que:
Asv =0"(r) (W' (r)? y ANv=12"(r).

Demostracion. Como v es radial, podemos pensar a v como una funcién en una sola variable, a la que
llamaremos f, es decir, v(xz) = f(|z|) = f(r) donde r = |z|. Lo primero que vamos a hacer es calcular cuanto
vale vy, y Uz, Entonces:

ov  of or :f’(r)&.

Vg, = = =
‘O or Ox; r

Veamos ahora que sucede con v,,,,. Supongamos primero que i # j, entonces:

321) 0 , €T
Vo, = 92:00; ~ O, (f (r)j)

2 (20
B <f(r)> or | ['(r) o,

“op\ o e T o
(L0 2

72 T
=25 (10 - 1)
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Ahora, si i = j vale:

Loy or 1)

o (f<>f<>)x f'(r)

+ T
1),

2
)

~ I (- Lrm)) +
i (101w +

8

Entonces tenemos que

oov - g Vg, z,vm7vz7 + E Vgya; Vo Vg

i#£]

x§x2 / 1 ! xz2 11 ]‘ ! !

v () (G-
Y Ty (f" f’) Sy

— i — 3

! 3
_ ({44) <f//71,fl)zx?x§+(f3) Z Z2
i, i
= (1= L) ey
:(f/)2 <f//_7]:f/+ f/)
_ (f/)2f//,
donde usamos que Z x? =rty > x? = r?. Ahora, como sabemos que:

ANy = |Vv| 2 A,

solo hay que calcular |[Vv|?. En efecto:
Vol? = Z _Z Jz_(f/)2z 2 _ ()2
| U| ’le— ) - r2 xi_(f)v

de lo que se deduce que

Notar que si v es radial, el computa anterior también prueba que:

Av = va > (& (70— 1)+ L) - e 22y

i=1

El resultado que se enuncia a continuacién se puede encontrar en [9].
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Lema 3.1.5. Sea ¢ € C?*(Q) y 29 € Q tal que Vp(zo) # 0. Entonces:

1
d(z0) = 3 <Br£1é)§) o+ Brgn(l;c%) d)> — AN p(20)e? + 0(€?)  cuando € — 0.

Demostracion. Como V¢(zg) # 0, existe € > 0 tal que [V¢(x)| > 0 para todo = donde |z — xo| < e. Ahora,
sea x € 0B (o) y sea z* el punto diametralmente opuesto en dB¢(x¢), es decir, x* = 229 — x. Consideremos
el desarrollo de Taylor de ¢ en xg,

1
?(y) = d(@o) + (Vo(xo),y — o) + §(D2¢(x0)(y —9),y — o) + o(ly — xo/?).
Si sumamos el desarrollo para y = z e y = x*, obtenemos:

(@) + ¢(z") = 2¢(x0) + (D?¢(0)(x — x0), @ — w0) + o(Jz — wol*).

Observar, que si ademds consideramos x donde se da el maximo de ¢, es decir,

¢($)= méx ¢(y>7

YyEBc (o)

entonces z es de la forma:

Vo(x)
IVo(a)|

r=x9+¢€

Ademds, vale que:

Vé(x) _ Vo(zo)

= +o(e) cuando € — 0.

Vo) [Vo(zo)]

Entonces:

() + o(2*) = 26(x0) + (D¢ (o) (x — 20), x — 20) + 0|z — T0|?)

= 26000 + D B0 T TS + o)

= 2¢(x0) + 2 AN ¢(x0) + 0(£?).

Ahora, notar que el maximo de ¢ en B.(x() debe darse en un elemento del borde. Si se diera en un punto ¥
perteneciente al interior (|y — xg| < €), y serfa un mdximo relativo implicando V¢(y) = 0 lo cual es absurdo.
Si se considera z como se menciond, es decir, z € dB. (7o) tal que en z se da el méximo de ¢ en B (o), (que
sabemos que ocurre por la observacién anterior) tenemos que:

mix ¢+ min ¢ < o(z) + o(z).
BE(LEo) Bg(wo)

Por tanto, podemos concluir que,

méx ¢+ min ¢ < 2¢(xo) + 2 AN ¢(x0) + o(e?).
Be (o) Be(zo0)

Si ahora consideramos = € B (xp) tal que

P(z) = ye%lf&o) ?(y),

se prueba de manera analoga que

méx ¢+ min ¢ > 2¢(xo) 4+ 2 AN ¢(x0) + o(e?),
Be(wo) Be(zo)

con lo que se concluye la prueba. O
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Los dos resultados anteriores son de utilidad para probar el préoximo Lema que nos ayudara a probar el
Lema [3.1.8] que es el que nos da la equicontinuidad.

Vamos a considerar en el anillo Bg\Bjs (centrado en 0) el siguiente juego tipo Tug-of-war con paso € en
Br, pero eligiendo la posicién siguiente en B.(z) N Bg. Es decir, se inicia en 29 € Br\Bs y con probabilidad
8 se mueve aleatoriamente a un punto de B, (20) N Bg y con probabilidad § cada uno de los jugadores mueve
seglin su estrategia a un punto en B.(x) N Bg. El juego termina cuando la posicién sale por la frontera de
0Bs. Sea

™ =inf{k >1:2 € Bs}

el tiempo de salida de este juego.

Lema 3.1.6. Asumamos que uno de los jugadores del juego anterior sigue la estrategia de tirar hacia 0.
Entonces el tiempo de salida del anillo Br\Bgs verifica que:

R/6) dist(0Bs, xo) + o(1)

C _
EIO(T*> < ( xTo € BR\B(;,

3

donde o(1) — 0 cuando € — 0 y es independiente de § y R.
Demostracion. Veamos una pequefia motivacion que sera 1til para entender la prueba. Sea
he(z) = E*(17).

Como el dominio es un anillo, es facil observar que he(z) debe ser radial y ser creciente respecto la distancia
de z al origen. Observar también que, si el jugador que no tiene estrategia de tirar hacia el origen, trata de
maximizar la esperanza del tiempo de salida, entonces, cuando damos un paso desde x hacia z, vale que:

@
E*(7*) = méx < — méx E*(7*)4+ min E*(r* ) ,ﬁ][ E*(r*) p + 1,
( ) { 2 (Bs(x)mBR ( ) BE(I)HBR ( ) BE(ZE)QBR ( )

donde el +1 surge de que estamos dando un paso extra.
Si definimos v, (z) = €2h.(x), obtenemos:

, o [ ; 2
Ve(x) = max § — max ve.(z)+ min ov.(2)], Ve(2 +e°.
(@) {2 (i, o)+ min o)) .5 e )}

La férmula anterior, pensando en la discretizacién de v, nos lleva a considera el siguiente problema: hallar

una funcién v que verifica

Av(z) = -2(d+2) z € Bric\Bs

v(xz) =0 x€dBs (3.5)
%(xl = x € aBR+5

donde 7 es la normal exterior a la frontera.

La condicién v = 0 en 0By asegura que una particula que se mueve segin , se queda quieta una vez
que llega a 0Bj. La condicion a‘% = 0, asegura que cuando la particula llega a 0Bp4. se refleja. Notar que
agrandamos el dominio con respecto al dominio del juego.

Denominemos v la solucién del problema . Se tiene que v es radial, de la forma:

v(r)=—ar? —br>~ 4+ c  sid>3
v(r) = —ar? —blog(r) +c¢ sid=2"

con a,b,c > 0.
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Afirmacién 1. Para el caso d > 3 vale que:

a = d+2
2(a+2)
b= Za—= (B+ e)™¢ ;

¢ =52 (d+2 + R (R + €)%~ )

y por tanto:

d+2 , d+2 2

o) = — . d+2, d+2 2
o d d d—2

d,2—d
(R+¢)r + d(5+ d d—2(

R+e)%527,

Se cumple que v es creciente con r.

Para d = 2 los valores de los coeficientes cambian pero v es también creciente con r.

La prueba de esta afirmacién se encuentra en el apéndice
Ahora que se tiene una férmula para v, la podemos extender a Bry.\Bs_. utilizando la misma expresién
con los a, b y ¢ hallados antes. Es decir, si nombramos v a la extensién, se cumple que para d > 3:

v(z) |z| > 6
v(z)=< 0 |z| =6 , (3.6)

—alz]? = blz[* T +ec S—e<|z]<§

y para d =2
v(z) |z| > 6
v(xz)=4¢ 0 lz| =6
—alz|? —blog(|z]) +¢ d—e<|z[<§
Notar que sigue valiendo que Av = —2(d + 2). Por conveniencia, de ahora en adelante se llamard v a su

forma extendida, la funcién definida en (3.6]).
Ahora, como v es radial y creciente en 7, debido al Lema [3.1.4] sabemos que:

d+1

A]oVo’U = Upp < Vpp + Vp = Av.

Afirmacién 2. Si B.(z) C Bri.\Bs_. entonces

][ v<wv(z) -
Be(x)

Demostracion. Sea ¢ : (0,r9) — R definida de la siguiente manera:

o(r) = ]f) o P)dS0) = 7@ PR

donde S es la medida en la superficie 9B, (z). Haciendo el cambio de variable y =  + rz se lleva dB,(x) a
0B1(0) y se tiene que

o(r) = ]{331(0) v(x +rz)dS(z).

Ahora, si derivo, como v € C?(Q) y estd acotada, puedo intercambiar derivada e integral:

d'(r) = ]é)Bl(O) Orv(x+1rz)dS(z) = ]([9]31(0) (Vo(z +rz),z) dS(2).
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Si deshacemos el cambio de variable obtenemos:

'(r) = v(z +712),2 2) = o(y), L—F .
S0 = Sarrase) = o), ) dsty

OBy (x)

Recordando el Teorema de divergencia de Gauss y notando que = es la normal exterior a dB,.(x), vale que:

y—x T . r
S = Vo dse) =G dv(Vew)dy =5 vy,
9B (x) r By (z) By ()
Ahora bien, Av = —2(d + 2) en Bg,.\Bs_., entonces
T (d+2)
¢'(r) = 7][ Av = —2r .
d JB,(2) d
Por tanto d42
o(r) = —Trz + cte.
Notar que si r — 0, sucede que ¢(r) — cte, pero
][ v(z)dz — v(z) cuando 1 — 0,
B (x)
por el Teorema de diferenciacién de Lebesgue. Entonces:
d+2
o(r) =— + r? 4+ v(x) = ][ v(z)dz.
d B, (x)
Luego, si r = € obtenemos:
d—+2
][ v:v(x)—LEQ < wv(zx) — €2,
B.(x) d
que es lo que queriamos. O
Afirmacién 3. Si B.(z) C Br,.\Bs_. entonces
! + inf <wv(x) —€?
— | sup v+ Inf v v(x) —e”.
2 \B. (I;Z) Bo(x) |
Demostracion. Como Vv # (), por Lema se sabe que:
1
v(z) = = [ méx v+ min v ) — AN v(z)e? + o(e?).
(@) =5 (i o+ o ) = AXo@)e? + o)

Recordar que ademés tenemos que

ANy =0, < Av=-2(d+2).

Entonces:
1
v(z) > = [ méx v+ min v) + 2(d+ 2)e? + o(?
(@) 2 5 (i o+ i o) 20+ 22 +of?)
1 ( , ’ ) :
> - | méxv+ minv | +e¢
2 \ B:(z) B (z)
y obtenemos lo requerido. O

Entonces se prob6 que si B.(z) C Brye\Bs_e se tiene que:

B.(z) Be(x)

][ v<u(z) —e? y % (sup v+ inf v) < wv(x) — &2 (3.7)
B.(x)
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Afirmacién 4. Como v es creciente en r vale que:

][ vdz < ][ vdz < v(r) — &2 (3.8)
B.NBg B.

Demostracion. Notar que la segunda desigualdad viene de lo anterior (3.7]). Probemos la primera desigualdad.
Si B.(x) C Bpg entonces obtenemos igualdad. Supongamos que B(z) N B§ # ) (recordar que © € Br.).
Entonces:

1 1
v(z)dz = ———— v(z)dz < ———— max v(y) dz = max v(y).
][BE(J)OBR |Be(z) N Br| JB.(2)nBg |Be(z) N Br| /. (2)nBr ¥EBr yE€BR

Notar que como v es radial y creciente, en particular se cumple que méxye g, v(y) < v(y’) para todo y' € Bf,

][ v(z)dz < méx v(y) < ][ v(z)dz.
Be(z)NBg YEBR Be(z)\Br

Teniendo esto puedo ver que:

! 1
]{Bg(mv(z)dz [B(@)] /5, () viz)dz = |B(z)]| [/BE(I)HBR”(ZWZ?L/B (w)\BRv(Z)dz]

y por tanto:

B. B B.(z)\B
= 7| (z) N B v(z)dz + ‘ (2)\Bx| v(z)dz
| Be ()] B.(2)NBr |Be(z)|  JB.(2)\Bx
‘Bs(x” BE(I)OBR BE(‘T)| :E)lr‘lBR
|B=(z) N Bg| | | s(x)\BR|>
= v(z)dz ( +
]{Bs(z)mBR | B:(z)| | B=(z)]
= ][ v(z)dz.
Bs(z)mBR
Con esto probamos la afirmacién. O

Por ser v creciente en r, también se obtiene que:

sup v < sup v, inf v < inf w.
B.(z)NBgr B.(z) B.(z)NBr B.(z)
Por tanto,
! +  inf <1 + inf <w(z)—e? (3.9)
= sup v in v] <—=| sup v+ inf v| <wv(x)—e .
2 B.(z)NBr B (z)NBr 2 B.(z) B.(z)

donde lo anterior es valido para € Bg\Bs que es donde se esté desarrollando el juego.

Afirmacién 5. La sucesién v(zy) + ke? es una supermartingala respecto a su filtracién natural.

Demostracion. Si xp_; € Br\Bjs entonces, separando en las alternativas del juego (Ji, Jir, azar), vale:

E[v(xy) + ke? |20, ..., 2p_1] < max @ sup v+ inf v ,,8][ v + ke?
2 \B.(@x_1)nBr  Be(wr—1)NBr B.(zy_1)NBr

)1 . 2
< max < — sup v+ inf v, v+ ke
2 BE(kal)r‘IBR BE(xk—l)mBR Bg(mkfl)ﬂBR

<wv(zp_1) — €2 + ke?
v(zp_1) + (k —1)e?

ondae en la tercera linea utilizamos las cotas . . reviamente calCuladas. or tanto, v(xr + E7 €S
donde en la t linea utili las cotas (3.8) y (3.9) previamente calculadas. Por tanto, v(xzy,) + ke?

una supermartingala respecto a su historia zo, ..., z,—1 (filtracién natural). O
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Ahora, por el Teorema del muestro opcional de Doob, vale que:
B [v(zpnr) + (kA T%)e?] < v(xo).
Por linealidad, lo anterior se reescribe,
2B [k A T¥] < v(x0) — B [v(2)nr)]-
Como v es acotada y continua en Br\Bs_. puedo tomar tomar limite en k:
2B (7] < v(zo) — E™ oz,
donde z,« € Bs\Bs_..
Afirmacién 6. v(xg) < C(R/§)dist(0Bs, xo).

Demostracion. Lo vamos a demostrar para el caso d > 3. Recordemos que:

d+2 d+2 2 d+2 ., d+2 2
A2, di +250 A+

_ d 2—d
v(z) = -5 g a2 BT+ — d d—2

(R+e)%6% .

Como g € Br\Bjs, vale que:
|xo| = dist(0Bs, zo) + 6.

Por conveniencia, llamaremos y = dist(0B;, z¢), por tanto |zg| =y + 4.
Reescribamos v,

d+2 d+2 2 d+2 d+2 2
2 _ d|.|—d 2 ds—d
v(z) = |z] ( p) p) d_2(R—|-€) || )+(5 < p + 7 d_2(R—|-€)6 )

Ahora, definamos ¢ dada por:

2 2 2
W(Z)ZZQ(—d; —d:l_ d2(R+€)dz_d) para z € (4, R].

Entonces,
[v(zo)| = [e(zol) = p(8)] = le(y + 0) — ¢(8)| < Cly + 6 — 6| = Cly| = Cy, (3.10)

para C' = sup,¢(s g |¢'(2)]- Veamos explicitamente como es ¢'(z) con el fin de acotar su médulo. Se tiene
que:

pon [ d+2 5 d+2 2 doa)
= (-2 - 2 o

zd+2—d+2 2
d d d-2

= 2# (=2 + (R+e)%' 7).

=2

(R+e)!(2—d)z"

Ahora, usando que |z| < R, e < Ry 1/|z| < 1/ (pues |z| > §) vale que:

| (2)] = ‘Qd;Q (—Z +(R+ E)dzlfd)

Entonces de (3.10) se sigue que:

lv(zo)| < Cly| = Cy < Cry = C1(R/6) dist(0Bs, o).
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Ahora bien, como x,+ € Bs\Bjs_., por definicién de v (extendida a Br,.\Bs_.), tenemos que v(x,-) < 0.
Ademsds, dado z € By, se tiene que v(z) = 0 y vale entonces que:

[o(ar)] = [o(@r-) = 0(2)] < Clay — 2| < C,
donde C es la constante de Lipschitz de v. Entonces, en total obtuvimos que:
2E™ [1%] < v(xo) — E[v(z,+)] < C1(R/6) dist(0Bs, ) + Ce,

que es lo prueba el resultado. O

Veamos ahora un ultimo resultado preliminar para mostrar que el valor del juego satisface la segunda
condicién del Lema (Lema tipo Arzela-Ascoli), la versién de equicontinuidad.

Lema 3.1.7. Sean & € Q, z ¢ Q tales que 3 § > 0 con Bs(z) C Q°. Entonces:

][ |t — 2| dx < |& — 2| + ce®.
B (&)

Demostracion. Primero observar que realizando una traslacién y una rotacién se puede suponer, sin pérdida
de generalidad, que & =0y z = te; donde t # 0 y e; es el primer vector de la base canénica de R<.
Entonces, tenemos que probar que:

][ |z — z|dx < |2] + g2
B.(0)

Sea f : Q — R definida por f(z) = |x — z|. Notar que f(0) = |2| #0 pues T =0 € Qy z ¢ €. Para probar
el Lema vamos a realizar el desarrollo de Taylor de f en x = 0.

Entonces:
8f o 5 B} 3 _ Ty, — 25
dx; Oz Vo =2 4o (o = 20)° = |z — 2|
Por tanto, Vf(x) = ri—27- En particular, V)= Eh
Ahora, las derivadas segundas resultan ser:
= )
D2 = |z—2z| _ . i i )
(D™ (=) |z — 2| |z — 2| |z — 2|3
Mientras que si i # j:
D2 L= f(xifzi)(a:jfzj).
( f(fE)) »J |JJ—Z|3
En resumen:
1 22 —ZiZ;

(D?£(0))i,i = Z |ZZ|3 y (D*f(0))i; = P

Entonces, si estimamos f(x) en B.(0), tenemos que:

F() = F(0) + (VF(0),2) + 3 S (D*F(0))ssia; + o),

2]
donde o(¢?) = C.e2 con C. — 0.

Recordar que f(z) = |z — z|. Integrando el desarrollo de Taylor obtenemos,

f

Por simetria se sabe que:

1
oos <l (T + 5 YOOy f s O
(0) B-(0) 2 B.(0)

€ 4,3

f (V£(0),2) =0
B.(0)
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¥ que si i # j,

][ TiTj = 0.
B.(0)

1
-2 < |z + 1 <D2f<o>>z-,z-][ 2?4 Ce?,
fBEm) 2 Z B.(0)

La integral del lado derecho de la desigualdad anterior se computa més adelante en (3.18)) y da:
2
foed
B.(0) d+2

][ |z — 2| < |z| + Ce?
B:(0)

Entonces resulta que,

Por tanto, obtuvimos:

O

Ahora si tenemos todas las herramientas para demostrar que el valor del juego de paso € cumple la versién
de equicontinuidad necesaria para poder aplicar el Lema [3.1.1
d+2

.z . . _ p—2 _
Recordar que una funcién es p-armoniosa cuando verifica la DPP (2.6) para o = orad ¥ 8= brd

Lema 3.1.8. La funcion p-armoniosa u® con condicion de borde g satisface:
u®(z) — u®(y)| < Lip(g)é]z —y| + C(R/6)(lx — y[ 4 o(1))

para todo z,y € QUT., siendo § > 0 el radio de la condicion de la esfera exterior uniforme y Lip(g) es la
constante de Lipschitz de g.

Demostracion. El caso x,y ¢ Q es inmediato debido a que g es Lipschitz y u® coincide con g fuera de €.
Supongamos que x € Q ey € T'.. Se tiene que u°(y) = g(y). Por la condicién de la esfera exterior uniforme
(3-1), existen z € Q¢ y § > 0 tales que y € dBs(z), con Bs(z) C Q°.
Se define que Jy seguird la estrategia de moverse hacia z y se la denota Sf. Vamos a ver que:

|zp — 2| — C2k
es una supermartingala para C' suficientemente grande e independiente de . En efecto,

o
ES= sy [lzk — 2| |2, ... 2p-1] < 5(\xk_1 —zlte+t|ap1—2|—€)+ B [t — z|dt
Be(zr-1)

IN

lep_1 — 2| + Ce?,

donde, la primera desigualdad surge de seguir la estrategia de tirar hacia z para Ji si sale sorteado y en el
caso de que Jy; gane el sorteo para jugar, se acota su estrategia por el peor caso (moverse exactamente en la
direccién contraria z). La segunda, se obtiene de la estimacién del Lema

][ |z — 2| dt < |wp_1 — 2| + Ce?.
Be(zr-1)
Entonces |z — 2| — Ce?k es una supermartingala
ES: sullze — 2 — Ce’k |z, ... 1] < |zp_1 — 2| — C2(k —1).
Por el Teorema de muestreo opcional, tenemos que:
ES: sy, [|zr — 2|] < |@o — 2] + CeQEIIz75H [7]. (3.11)

Para estimar Eg. [7] apelaremos al Lema
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Sea R > 0 suficientemente grande tal que Q UT'. C Bpg(z). Como y € 0Bs(z) C Q° tenemos que
Q C Br(z)\Bs(z). Por tanto, por el Lema considerando el anillo centrado en z, vale que:

52EIIZ’SH [7] < EQEJJ?’SH [7%] < C(R/6)(dist(0Bs(z), x0) + o(1)), (3.12)

donde 7* es el tiempo de salida del anillo Br(2)\Bs(z) del juego del Lema es decir, el juego donde las
posiciones se mueven de forma similar al Tug-of-war con ruido pero sélo se sale por la frontera que limita
con Bjs(z).
Como y € 9B;s(z), se tiene que:
dist(0Bs(z), x) < |y — x|.

Por tanto, como |z — z| < |y — x| + d, combinando (3.11]) con (3.12]), se obtiene
Eg’f,SHHxT - Z” < O(R/(S)(k[: - y| + 0(1))7

donde C es una nueva constante que renombramos con la misma letra por practicidad.

Tenemos entonces que:

[B: s.l9(ar) — 9())| < B3 s, [lg(ar) - 9(2)]]
< Lip(9)E%: s, [l2+ — 2]
< Lip(9)C(R/5)(|z — y| + o(1)).

Absorbiendo en C(R/6) el valor de Lip(g) y reescribiendo el médulo:

9(2) = C(R/6)(|z =yl + o(1)) < Ef: g [9(2-)] < 9(2) + C(R/6)(|z — y[ + o(1)). (3.13)

Entonces:

ut(a) = supF B, lo(e)] > ALY g, [o(a)
I

> g(2) = C(R/6)(|xo — yl + o(1))
> g(y) — Lip(9)d — C(R/6)(|xo — y| + o(1)),

donde en la primera desigualdad consideramos la estrategia particular de J; tomada al inicio (tirar hacia z),
en la segunda linea se utiliza (3.13) y en la tercera utilizamos que g es Lipschitz y que y € 0Bj(z). Probar la
otra desigualdad es un razonamiento analogo, con la diferencia de que definimos la estrategia de tirar hacia

z para Jy y recordando que u®(z) = infg, supg, Eg’ 5 [g(z7)], por (3.13), valdria que:

ut(z) = fnf sup ES sulg(zr)] < Sup ES sz [9(zr)] < g(y) + Lip(g)d + C(R/0)(|zo — y| + o(1))
Notar que esto es lo que buscdbamos porque u°(y) = g(y).

Consideremos ahora el caso z,y € €). Fijemos las estrategias S y Sq1 para el juego comenzando en z.
Vamos a considerar un juego virtual (paralelo) que comienza en y. Para este se usaran los mismos resultados
de las tiradas de las monedas y movimientos aleatorios que para el juego comenzando en z. A partir de las
estrategias St, S para el juego que comenzé en x se pueden definir las estrategias SY, Sf (del juego virtual)
de forma tal que, si el juego (virtual) esta en la posicién yr_1, entonces los jugadores eligen la siguiente
posicion de forma tal que xy = yr — y + =, donde xy es la k-ésima posicién del juego que comenzé en x.
Recordar que primero se juega el turno del juego que empieza en = y luego del juego virtual.

Definimos 7, = inf{k > 0 : zp ¢ Q} y 7y = inf{k > 0 : yr ¢ Q} (7, es el tiempo de salida del juego
iniciado en z y 7, el tiempo de salida para el juego que empez6 en y). Es claro que z,, € I'. y y-, € I'.. Sea
7 = min{r,, 7, }.

Ambos juegos transcurren bajo la descripcién anterior hasta tiempo 7, es decir, las estrategias St y Sy las
seguimos hasta tiempo 7 y consecuentemente, también seguimos Sy, S{; hasta ese tiempo. Hasta el tiempo de
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parada 7 ambos juegan dentro de 2. Una vez que estamos en turno 7 se tiene que |z7— y7| = |z — y| pero con
z7 0 y7 ¢ Q. Al juego que todavia continua en €2, lo reiniciamos y vamos a seguir la estrategia de tirar hacia
z, donde z se elige como en el caso anterior (apelando a la propiedad de la esfera exterior) en z= o y7 segin
corresponda. Notar que z es aleatorio, depende de qué juego haya finalizado antes. Si concatenamos el juego
que a momento 7 alin estaba dentro de 2 con el juego reiniciado (es decir, concatenamos las estrategias) se
prueba lo que queriamos usando el caso anterior. O

Hasta el momento probamos que {u®} satisface las dos condiciones del Lema acotacion uniforme y
una versién de equicontinuidad, lo que implica que u® converge uniformemente a una funcién continua u. El
objetivo de las proximas secciones es probar que dicha funcién u es solucién viscosa del problema de Dirichlet
para el p-Laplaciano normalizado.

3.2. La solucion viscosa para el problema de Dirichlet

Denotemos por S¢ al espacio de matrices reales simétricas d x d. Recordando la expansién formal del
p-Laplaciano normalizado que hicimos al comienzo (2.2)), tenemos:

Vu Vu

ANy =A —2)(D*ue—, ——).

Como Au = tr(D?u) se puede reescribir la ecuacién Alu = 0:
F(Vu,D?u) =0

donde F : R4\{0} x S — R es tal que

F(v,X) = —tr(X) — (p — 2)<XTZ|, ﬁ.

Observar que F' no esta bien definida para v = 0, por tanto, vamos a considerar las envolventes semicontinuas
por debajo y por arriba de F'.

Definicién 3.2.1. Una funcién real f es semicontinua por debajo en x si para todo € > 0, existe § > 0 tal
que f(z) —e < f(y) para todo y tal que |z — y| < §. Anédlogamente, f es semicontinua por arriba si para
todo € > 0, existe 6 > 0 tal que f(z)+e > f(y) para todo y tal que |x — y| < 6.

Las envolventes semicontinuas de F', coinciden con F' para todo v # 0 y para v = 0 estdan definidas de la
siguiente manera:

F*(0,X)=—tr(X) — (p — 2)Amin(X)

Fo(0,X) = — tr(X) — (0 — 2)Amax(X)

donde
Amin = min{ : Aes valor propio de X}, Amsx = max{\ : Aes valor propio de X }.

Definicién 3.2.2. Dada u € C(Q) y ¢ € C%*(Q), decimos que ¢ toca por arriba a u en x € Q cuando

o(x) = u(x), u(y) < ¢(y) para todo y # x 'y Vo(z) # 0.
Andlogamente, decimos que ¢ toca por abajo a u en x cuando ¢(x) = u(x), u(y) > ¢(y) para todo y # z

y Vo(z) # 0.

Definicién 3.2.3. Para 2 < p < oo, consideramos la ecuacién

N, __
ANy =0. (3.14)
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Entonces, dada u funcién semicontinua por abajo en €0, decimos que u es supersolucion viscosa de (3.14))
si para toda ¢ € C? tal que ¢ toca por abajo a u en z € (2, vale que:

F*(Vé(x), D*¢(x)) > 0.

Ahora, dada u funcién semicontinua por arriba en €, u es subsolucidn viscosa de (3.14]) si para toda
¢ € C? tal que ¢ toque a u por arriba en = € Q, vale que:

F.(V¢(x), D*¢(x)) < 0.
Si w es subsolucién y supersolucién viscosa de (3.14)) entonces decimos que es solucidn viscosa de (3.14)).

Notar que si ¢ es tal que Vg(z) # 0, la afirmacion F*(V¢(z), D?*¢(z)) > 0 se traduce como Al ¢(z) <0,
mientras que F,(V¢(x), D*¢(x)) < 0 nos dice que Al ¢(z) > 0.

Teorema 3.2.1. Sean Q un dominio acotado cuyo borde cumple la condicion de esfera exterior y g: R4\ Q —

R Lipschitz y acotada. Entonces existe una unica solucion en sentido viscoso al problema de Dirichlet para
el p-Laplaciano normalizado asociado al dato de borde g.

La prueba de este teorema se puede encontrar en [6]. En la monografia, usando el enfoque de teoria de
juegos, vamos a probar la existencia de la solucién. La prueba de la unicidad requiere desarrollar més la
teoria de soluciones viscosas y ello escapa al objetivo de la monografia.

3.3. Prueba: u es solucidén viscosa

En este seccion vamos a probar que la funciéon u encontrada como limite de los valores del juego Tug-of-war
de paso ¢ es solucién viscosa del Problema de Dirichlet para el p-Laplaciano normalizado (2.3]).

Teorema 3.3.1. Sea u la funcion que se obtiene como limite uniforme de los valores del juego para el
Tug-of-war de paso €. Vale que u es solucion viscosa del p-Laplaciano normalizado.

Demostracion. Notar que uw = g en 0S) pues u® = g en ]Rd\Q para todo € > 0. Por tanto, veremos que u es
solucién viscosa en (.
Sean z € 2 y ¢ una funcién C? definida en un entorno de x. Consideremos x§ tal que:

P(z7) = min é(y).

yEBe(x)

Si el desarrollo de Taylor de orden 2 de ¢ centrado en x se evaliia en 7, se tiene que:

¢(z1) = o(x) + (Do(z), 21 — =) + %<D2¢(w)(wi — ), (2§ — x)) + o(€?). (3.15)
Considerando el punto simétrico a 5§ en B.(z), 25 = 2z — zf, tenemos z§ — x = —(z§ — x) y entonces:
¢(23) = o(x) — (Do(x), 21 — z) + %<D2¢(1’)(1’§ — 1), (25 — x)) + o(€?). (3.16)

Si se suman las ecuaciones (3.15) y (3.16]) nos queda:
¢(@5) + ¢(a) — 26(z) = (D?¢(x)(a] — ), (21 — 2)) + o(e?).
Recordando que ¢ alcanza un minimo en z§ obtenemos:

o(a5) + o(a]) — 26(2) < méx G(y) + min é(y) — 26(x).

yegs(w) yegs(l‘)
Esto nos permite concluir que:
1 ) , 1
5| mix o(y)+ min é(y) | —o(2) > S (D*(x)(af — ), (2] — x)) + o(?). (3.17)
2 \yeB. (@) yEB.(v) 2
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Afirmacién 1. Se tiene que

62

dy = ——A 2. 3.18
1., oy = 9(0) + gy 806 ol (31)
Demostracion. Nuevamente se considera el desarrollo de Taylor de ¢ de orden 2 en z:

Bl + 1) = 6(x) + (Do(x), h) + L (D*0(x) h, ) + o(e?), (3.19)

donde
(D?¢h, h) Z G, hih

,5=1
Si integramos el desarrollo de Taylor (3.19) obtenemos:

1
][ ¢(z + h) dh = ¢(x) + ][ (D¢(x),h) dh + = f (D?¢(x) h, h) dh + o(?). (3.20)
B.(0) B.(0) 2 JB.(0)
Notar que por simetria de la bola vale:

][ (Do), hY dh = 0.
B.(0)

Anélogamente, por simetria, se puede ver que:

2 _
725(0)@ é(z) h,h) dh = 7{940 Z Gre, ()hih; dh

l]l

Zqﬁw ][ hih; dh
B.(0)

,Jl

i=1 =(0)
= Aqﬁ(m)][ hf dh.
B:(0)

Nuevamente, utilizando simetria y un cambio de variable, se calcula:

h? dh = ][ h2 dh
1
= 7][ |h|? dh
d Jp.(0)

il L
= — p“ dS dp
d|Be| Jo Jag, )

- /5 oa_1p" "% dp
d|Bs| 0

_ 0d—1 d+2

B d(d + 2)wd£d

_ Od—1 &2
d(d+ 2wy

donde wy es la medida d-dimensional de la bola B;1(0) y 04—1 es la medida de la superficie 9B1(0). Tomando

en cuenta que:

1
_ Od—1
de/ oi—1p Tt dp = 7
0
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concluimos que:

2
Od—1 2 9

dd+2ws. d+2

Por tanto:
2

'S (o) Foomdn= g nola)
2= e T 2(d+2) ’

de lo que resulta que (3.20) se transforma en:

_ e? 2
7[5@) O+ h) dh = 0(z) + 5 A0(z) + 0fe?) (3.21)
O
Si sumamos las desigualdades y (3.21)) ponderadas por « y (8 respectivamente, se obtiene:
o ( max ¢(y)+ min ¢<y>> —ag(@)+ 51 ély)dy— Fo(x)
yEB: () yEB: () B.(x)
2
> ${D20(0)(af o). (a5 = ) + g5 Aola) + ofe?)
Be? 2 (25 —z) (21 —2) 2
> g (0= 20 T D) 4 ag)) o)

donde la segunda desigualdad sale de considerar que para el p-Laplaciano normalizado los valores asociados
de a y B en funcién de p, que estan dados por a = 5%2 yB= %. La desigualdad anterior (3.22)) es valida
para cualquier ¢ de clase C? definida en un entorno de z.

Supongamos ahora que ¢ toca por debajo u en x con V¢(x) # 0; queremos ver que quﬁ(a:) < 0, es decir,

que u es supersolucién.

Afirmacién 2. Existe una sucesién {z.} que converge a x tal que u® — ¢ tiene un minimo en z.. Es decir,
existe z. tal que u®(y) — &d(y) > u®(z:) — ¢(x.) para y cerca de x.. Para esta afirmacion se sigue el argumento
de [4, seccién 10].

Demostracion. Como u(x) = ¢(z) v u(y) > ¢(y) para todo y # = y ambas son funciones continuas, tenemos
que si 7 > 0,

yengf?(x) u(y) — (y) > u(x) — ¢(x) = 0. (3.23)

Veamos que vale:

f u(y) — o(y) > u*(z) — ¢(x),

y€OB,(x)
si € es suficientemente chico y > 0. Recordar que u® no es continua pero sus saltos son controlados y converge
uniformemente a u, que es una funcién continua. Supongamos por absurdo que existen e arbitrariamente
pequeno y r > 0 tales que
f u(y) — o(y) < u(z) — @(x).

y€OB,(x)

Notar que por un lado tenemos que cuando € — 0

u®(x) = ¢(x) = u(z) — d(x),

y por otro lado:

mf  w(y)—oé(y)= Wf «(y)—uly)+uly) — o(y)

yEOB, () y€OB,(z)
>  inf € — + mf — , 3.24
= yeanBlr(x) u (y) u(y) ye@Bl?(:c) u(y) (b(y) ( )
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pero inf,cpp, () u°(y) — u(y) — 0 con € — 0, por la convergencia uniforme de u® a u.
Manipulando (3.24) se obtiene que

o ol o< B o)
e O 7O = i W ) ) e

<uf(z) — ¢(x) — b (,gf - u(y) — u(y)

lo cual es absurdo porque el lado derecho converge a u(x) — ¢(x) cuando € — 0 y se contradice (3.23)).
Se probd entonces que

nf ~ u(y) = ¢(y) > u(z) — o(x)

y€IB,.(x)

si € es suficientemente pequeno y r > 0. Por tanto, dado r > 0, el infimo de la funcién u® — ¢ en el borde
OB, () es més grande que en el interior de B,.(z). No sabemos que u® — ¢ tenga un minimo porque no es
continua, pero su infimo debe ser menor o igual a u(z) — ¢(x). Si se toma r = ¢, se tiene que dado n(e) > 0,
debe existir z. € B:(z) tal que

u(y) — o(y) = u'(zc) — d(ze) —n(e), (3.25)

para todo y € B.(x). En particular la desigualdad anterior vale para y = z. Es facil ver que z. — x cuando
€ — 0. En z. se tiene que u® — ¢ tiene aproximadamente un minimo.
O

Ahora, como u® es p-armoniosa, es decir, es solucién de a ecuacién DPP (2.6)), vale que:

0=2 sup u(y)—u(x:)+ Inf w(y)—u(x) | +8 u®(y) — u(xe) dy,
2 yEB(z:) YEB(we) Be(ze)

y reescribiendo la igualdad (3.25]) como:

us(y) —u'(ze) = ¢(y) — pxe) —nle)

obtenemos que:

n(6)2—¢(%)+;< max ¢(y) + min d)(y)) + 3 - )sb(y)dy-

yEB.(z:) yEB:(xe)

Si redefinimos y consideramos x5 tal que :

¢(z7) = min ¢(y),

yeEe (2)

y recordamos ([3.22)), observando que podemos tomar 7(g) = O(g?), tenemos que:

Be?
SR

3

(0~ 20200 22, B2 4 pgta)). (3.26)

Notar que x5 € 0B:(x.) para todo € > 0. Esto se debe a que, si suponemos por absurdo que no, que dado
o existe g1 < g tal que x]! pertenece al interior de B, (2., ), debe suceder que Vp(x7') = 0. Inductivamente,
se construye una subsucesién {¢;} tal que V(b(mij) = 0 para todo j y cuando €; — 0 se tiene xij — I; pero
esto implicarfa que Vo(x) = 0 lo cual es absurdo.

Lo anterior nos dice que |25 — z.|| = . Como ademéds en x5 se da el minimo, tenemos que z§ — x. y
V¢(x.) son colineales y con sentido opuesto, entonces

x{i — Te _v¢(x€)

e IVela)ll
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Ahora, por continuidad de ¢, cuando € — 0 obtenemos:

=0 e Ve

Entonces cuando ¢ — 0 R R
x] —xe x] — .

<D2¢(I)Ta T) = Al o(x).
Finalmente, si dividimos por &2 en ([3.26)) y lo hacemos tender a 0 se obtiene:
F*(Vo(z), D*¢(x)) > 0

que es lo que queriamos obtener.
Para probar que u es subsolucién viscosa, se usa un argumento analogo.
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Capitulo 4

Tug-of-war y el co-Laplaciano
normalizado

En este capitulo se introduce el juego Tug-of-war (sin ruido). Se demuestra que el juego tiene un valor, u¢,
y que este satisface una DPP. Se prueba que u® — u uniformemente a una funcién continua u cuando € — 0,
y que ademads esa funcion u es solucién en sentido viscoso del problema de Dirichlet para el oo-Laplaciano

normalizado.

4.1. El juego y sus estrategias

En este capitulo consideraremos el juego Tug-of-War (como antes) pero sin el factor de movimiento
aleatorio, es decir, con @« =1y 8 = 0. De esta forma, se tienen dos jugadores Jy y Jir y un dominio acotado
) donde para decidir qué jugador juega un turno, se tira una moneda balanceada. El ganador de la tirada
mueve la posicion del juego, eligiéndola a distancia menor o igual a € de la posicién actual. El juego finaliza
cuando la posicién sale de Q y en ese caso, Ji le paga a Ji lo determinado por una funcién de pago g.
Seguiremos asumiendo a la funcién de pago g definida en R?\ € como Lipschitz y acotada.

La particularidad de esta versién (en contraposicién con la anterior) es que los jugadores podrian elegir
estrategias para las cuales el juego nunca termina. Esto ciertamente agrega una dificultad que antes no se
presentaba. Es necesario mostrar que existen estrategias para ambos jugadores que aseguran que el juego
termina casi seguramente independientemente de la estrategia que tome el otro jugador. Las estrategias para
las que el juego no finaliza van a ser severamente penalizadas en la funcién de pago esperado. Concretamente,
para definir el pago esperado, lo que se hace es penalizar al jugador que tome una estrategia que no finalice
el juego casi seguramente. Entonces definimos:

oo _ { EZ g, l0(X0)] siPY g (fwe H® :7(w) < oo}) = 1

- . )
S5 00 si no

vileo _ ES o,[9(X:)] siPg g ({we€ H® :7(w) <oc}) =1
51,51 +00 si no

Dado el pago esperado, se define el valor del juego para J; como:

£ _ 7 Lzg
ui(zo) = supinf V' .

s; Su
y para el Jy; como:
€ _ II,ZO
ufy(zo) = nf sup Vg g’ .
Su sy ’

Decimos que el juego tiene valor si u§ = u$; y lo notamos u®.
I any
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4.2. Otra version de la DPP

En esta seccién se probarda que el juego tiene valor y el mismo cumple una DPP similar a la antes
presentada.

Teorema 4.2.1. El juego Tug-or-war tiene valor u®, que satisface la siguiente ecuacion:
uf(r) =1 sup v+ 3% inf u° 2x€Q
*Buw) B . (4.1)
us(x) = g(x) T ¢

Demostracion. Primero se probara que la DPP (4.1)) tiene solucién y luego que la solucién coincide con el
valor del juego.
Vamos a decir que u es una subsolucién de si cumple que:
u(z) <% supu+i if u z€Q
B.(z) Be(z)
u(z) < g(x) z ¢

Sea S el conjunto definido por

S = {u: u es subsolucién, y u < sup g}.
RI\Q
Observar que S depende de € pues lo hace la DPP (4.1). Notar que S # ) puesto que la funcién definida en
x € Q como u(x) = infra\g g y u(r) = g(x) para x ¢ Q cumple que u € S.
Sea U(z) = sup,cs u(x).

Afirmacién 1. w es solucién de (4.1

Demostracion. Primero observar que, considerando la funcién w € S definida anteriormente, tenemos que
u > g fuera de Q. No obstante, toda v € S cumple que v(z) < g(x) para = ¢ Q. Como U toma supremo en
todas las subsoluciénes y existe subsolucién que coincide con g fuera de 2 debe suceder que u(z) = g(z) para
todo x ¢ Q.

Notar ademads que para toda u € S, vale que u < w. Entonces, dada u € S, se tiene que:

1 1, 1 B
u(z) <= sup u+ - inf uw<= sup w+ - inf 7,
2B.(x) 2B " 2B 2B

por lo que si tomamos supremo en la desigualdad anterior, se obtiene:

(a) = supu(a) <sup (L sup T4 3 ff 7| = © sup w4 il @
u(x) =supu(x) <sup| = supu+—= inf w| == sup u+ = inf @,
ueS ueS 2 B.(z) 2 B.(z) 2 B.(z) 2 B.(z)

lo que muestra que u € S.
Ahora bien, sea v: R? — R tal que:
1 — 1 e oo
vie)=ssupu+z inf u z€Q
(=) ?Bz)  CBelw)
v(z) = g(2) ¢ Q

Por definicién de v y por ser @ subsolucién se tiene que @ < v. Pero esto implica:
1 1,
v(z) < = sup v+ = inf v,
2 B (x) B. ()

de donde concluimos que v € § y por tanto es subsolucién.

Finalmente, como v es subsolucién, por definicién de @ se tiene v < u. Entonces obtuvimos que u < v <@
entonces v = u y por tanto u es soluciéon de la DPP. Notar que este argumento también prueba que la soluciéon
es tUnica, porque cualquier solucién a la DPP es también una subsolucién. O
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Hasta ahora probamos que existe solucién para la DPP, que la llamaremos u. Veamos ahora que la misma
coincide con el valor del juego. Para ello, vamos a probar que v < uj. Mostrar que v > uf; es un resultado
analogo y dado que el Lema funciona igual que en el caso anterior, quedaria probado lo que queremos.

Queremos encontrar para J; una estrategia que le asegure una ganancia cercana a u, siendo u la solucién
de la DPP que existe por la afirmacién previa (omitimos la dependencia de e para alivianar la notacién). El
J1 quiere maximizar su ganancia pero al mismo tiempo asegurar que el juego termine casi seguramente para
no ser penalizado. Para ello, se define la funcién

d(x) = sup u — u(x).
Be(z)

Fijemos 1 > 0 y una posicién inicial zg € Q. Sea 6y = min{d(xz¢), e}/2. Supongamos que §p > 0 y sea
Xy = {{L‘ e0: (5(1‘) > (50}

Vamos a considerar una estrategia S; para J; que va a depender de si x; € Xy o z, ¢ Xo. Para ello,
consideremos:
u(wy) —n27F xr € Xo
Mk: = —k ;
u(yr) — dodk —m27%  x1 ¢ Xo
donde yj, es la ultima posicién del juego que estuvo en X previo a la posicion xy y di € N, es la cantidad de
turnos que pasaron desde la dltima visita a yg.
Para el caso x, € Xy, la estrategia S del J; serd mover a la posicién x4 tal que

w(zpi1) > sup u— 2" D
Bs(Tk)

donde n+1 € (0,7] es lo suficientemente pequenio para asegurar que zj+1 € Xo. Veamos que existe dicho
Nk+1- En efecto, recordando que u es solucion de la DPP y por tanto

u(z) — inf uw= sup u—u(x) =4d(x),
B: () B.(z)

evaluando al ecuaciéon anterior en x = x; vale que:

O(zk) — 77k+12_(k+1) = sup u—u(zrg)— 77k+12—(k+1)
Ba(mk)
< u(xps1) — u(ag)
< wu(x — inf wu
< u(rpq1) p it
= 0(Tp41)-

Entonces, podemos asegurar que zi1 € Xo si tomamos 7,41 de forma tal que:
8o < 6(w) — mpra2” Y

Veamos ahora que para este caso (ry € Xp) vale que My es una submartingala. Para ello vamos a
considerar la siguiente particién en tres casos: que la tirada del turno la gane Ji, que la gane Jip y mueva la
posicién a un punto en Xy o que gane Jip y mueva la posicién a un punto que no este en Xj.

Si Ji gana la tirada, sabiendo que zpy1 € X, vale:
M1 = uw(Trs1) — 7)2*(’”1)

> sup —mpqr2” BT —p2m(EFD
Bs(xk)

u(wy) + 0(Tr) — Mert
u(zy) + 6(wx) —n27"
=u(xy) —n27F 4+ 5(xp)
= My + 6(zr),

127 (D) o= (k41

Y
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donde en la segunda linea utilizamos la estrategia S}, en la tercera la definicién de §(xy) y en la cuarta que

Mk+1 € (Oa 77]
Si gana Jip y mueve x a una posicion xi1 € Xo se tiene:

Myi1 = ufwpq) —n2- FHD
> inf uan*(kH)
Bs(wk)
=u(zy) —u(zy) + inf —p2=*+D
Bs(wk)
> u(xy) — sup u+ u(xy) — 2~ FHD
Bs(xk)
= u(zy) — 6(zp) — n2~*+D
> Mk - 5(xk)a

donde en la segunda linea utilizamos que z;1+1 € B:(x) y en la cuarta que u es solucién de la DPP.
Ahora, si gana la tirada Jy; y cambia la posicién zy a xp41 ¢ Xo vale:

Mi1 = u(yr+1) — dk+100 — Uzi(kﬂ)
> u(yr+1) — dpdo — 5o — 12"
= u(zy) — 6o — 27"
> My, — do,

donde en la tercera linea se utiliza que z, € Xy, lo que implica que yx4+1 = ) y por tanto di = 0.

Con esto, probamos que M}, es una submartingala para el caso xj € Xy. Veamos ahora como se define la
estrategia S} para el caso x ¢ Xo.

En el caso z ¢ Xy, la estrategia de Jp serd retroceder un paso hacia yi. Es decir, si para ir de y a xy,
se dieron las posiciones Yy = Tk—j, Th—jt1,-- -, LTh—1, Tk, S7 Mueve xy a una de esas posiciones (dentro de la
B. (1)) de forma tal que dg+q1 = dj, — 1.

A continuacién se prueba que M) también es una submartingala para el caso xp ¢ Xy. Para ello se
consideraran los siguientes cuatro casos: que gane la tirada J; y mueva a la posicién zx41 € Xo 0 2541 ¢ Xo,
o bien que gane la tirada Jy; y mueva xj, hacia 241 € Xo o hacia xx41 ¢ Xo.

Si Jp gana la tirada y xp1 € X se tiene:

donde la igualdad de la tercera linea surge de la estrategia S;, como x;1 € Xy, se tiene que y; = Tp41 ¥
por tanto dj = 1.
Si gana Jj pero mueve a la posicién xi1q ¢ Xo vale:

Miy1 = u(Ypt1) — dig10o — n2~ *FD

= u(yg) — dido + 6o — n2~ F+Y
> u(yy) — dpdo + 6o — 2"
= Mk —+ 50,

donde la segunda linea se debe a que tanto xj como xx41 no pertenecen a Xy lo que implica que yi = ygr1.
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Ahora, si gana la tirada el Jiy y 11 € Xp, se tiene:

M1 = w(wpq1) — 2~ *FD

> {nf —n27F
735(7:/9) 77

> u(x) — sup +u(xg) — n2=k

Bs(y'k)

Por ultimo, si gana Jip y 2x4+1 ¢ Xo se cumple:

Miy1 = u(Ypt1) — digr10o — n2~ *FD

= u(yy) — dpdo — o — 2~ F+Y
> My, — dp.

Ahora, si juntamos todos los casos que vimos hasta ahora, podemos asegurar que M}, es una submartingala
y que la misma estd acotada por arriba por supg. Observar que siempre que Ji gana la tirada, vale que
M1 > My + 6. Esto implica que el juego debe terminar casi seguramente puesto que en caso contrario,
como existen rachas arbitrariamente largas de turnos consecutivos de Ji, el valor que tomar M}, superaria la
cota, lo que es absurdo.
Teniendo bien definida la estrategia S} del Ji y que M}, es una submartingala, vale que:
. I,
ui (o) = supinf Vs [g(z,)]
s; Su
z. Ll’o o —T
2 inf Vii's,, [9(z7) —m277]
= i E5 g, lo(er) —n277]

PR PR Nk
> il in B, [ulaenw) —n27")

> I E 5, [u(wo) —n] = u(zo) =1,

donde en la tercera linea se utilizé que para la estrategia S| el juego termina casi seguramente, en la cuarta
y quinta linea se utilizo el lema de Fatou y el Teorema de muestreo opcional respectivamente. Como 1 > 0
es arbitrario, probamos que uj > u.

Para el razonamiento anterior se asumié que d(zg) > 0. Veamos ahora como se prueba para el caso
d(xp) = 0. Si 6(xg) = 0 para zg € {2, la estrategia del J; serd moverse a un punto del borde hasta que la
posicién del juego sea xf donde §(zf) > 0 (y en ese caso se continta jugando con la estrategia Sf definida
anteriormente) o bien z{; este fuera de . Andlogamente al caso anterior, esta estrategia asegura que el juego
termine casi seguramente pues hay probabilidad positiva de que el J; obtenga una secuencia arbitrariamente
larga. Ahora, como u es solucién de la DPP vale que u(xo) = u(xf). Esto se debe a que §(z) = 0 implica
u(z0) = Supp,_(4,) v de lo que se deduce (por u solucién de la DPP) que u es constante igual a u(zo) en Be(zo).
El mismo razonamiento vale para toda la secuencia de posiciones hasta x(j, que es el primero que no cumple
que u es constante en la bola de radio e centrada esa posicién del juego. Teniendo entonces que u(xg) = u(xg),
aplicamos lo mismo que para el caso anterior en zfj y obtenemos que u§ > u para §(xo) = 0. O

4.3. Prueba de convergencia

Para probar que u® converge uniformemente a una funcién continua u, que es la solucién viscosa del
problema de Dirichlet para el oco-Laplaciano normalizado, vamos a precisar que u® cumpla las dos condiciones
dadas en el Lema de tipo Arzela-Ascoli [3.1.1] enunciado en el capitulo anterior.
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Al ser u® es solucién de la DPP, se tiene que:
infg <u® <supg,

por lo que u® estd uniformemente acotada. Falta ver que u® cumple la versién de equicontinuidad del Lema
en cuestién.

Lema 4.3.1. Para todo par x,y tales que |x — y| < € vale que:
u®(x) —u®(y) < Lip(g)e

Demostracion. Si g es constante, entonces no hay nada que probar pues u® es constante para todo € > 0.
Ahora, si g no es constante entonces Lip(g) > 0.

Si z,y ¢ Q el resultado se obtiene directamente porque g es Lipschitz. Consideremos entonces el caso
cuando alguno de los puntos x,y se encuentra en ).

Supongamos por absurdo que existe zg € 2 tal que para algin z; € B.(zg) sucede que:

u®(x1) — u®(wo) > Lip(g)e.
Si z1 € , como u® es solucion de la DPP, vale:

sup u® —u(x1) =u(x1) — inf «® >u(x1) —u(xg) > Lip(g)e. (4.2)
Be(z1) Be(z1)

Si consideramos 3 € B.(x1) tal que x5 casi alcanza el supremo en (4.2)), se tiene que
u(z2) — u®(z1) > Lip(g)e.

Inductivamente se construye una sucesién {zy} tal que u®(zx) — u®(rr—1) > Lip(g)e. Como u® estd acotada,
existe n tal que z,, ¢ Q (de hecho, n < %).
Anélogamente, podemos considerar x_; tal que:

u® (o) — u(x_1) > Lip(g)e

e inductivamente construir {z_j}z donde u®(x_1) — u(z_(r41)) > Lip(g)e. Nuevamente, como u® estd
acotada, existe m tal que z_,, ¢ Q. Entonces se tiene que:

g(zn) — g(x_m) k:_zn;n_i_lug(wk) —u(Tg—1) k:_zn:m+1 uf (zp) — uf (zh_1) |
|xn _xfml - |37n —m,m‘ Z €(n+m) > Llp(g)7

lo cual es absurdo puesto que g es Lipschitz. Entonces fue absurdo suponer que existe y € B:(x) tal que
u® (o) — u(y) > Lip(g)e. O

Con esto tenemos probado que existe una subsucesién que converge uniformemente a una funcién continua
u. Utilizando un argumento similar al utilizado en el Teorema desestimando los calculos que utilizan

el movimiento aleatorio, se puede ver que el limite es una funcién co-arménica para el operador AY.
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Capitulo 5
Apéndice

5.1. Martingalas y Teorema del muestreo opcional

Definicién 5.1.1. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Decimos que (F;,)nen, una sucesién de o-algebras
contenidas en F, es una filtracion si F,, C F, 1 para todo n

Observacién 5.1.1. Si (F,)nen es una filtracion, interpretamos que F,, contiene informacién hasta tiempo

n

Definicién 5.1.2. Dado (£, F,P) un espacio de probabilidad y (F,)nen una filtracién, una sucesién de
variables aleatorias (X, )nen €s una martingala con respecto a la filtracién dada si:

1. X,, € L' (Es decir, E(|X,]) < o)
2. X,, es F,-medible
3. E(X,|Fn-1) = X,—1 para todon € N
Definicién 5.1.3. Si en la definicién anterior pedimos que
E(X,|Fno1) < Xpn—1
entonces decimos que la sucesion de variables aleatorias es una Supermartingala y si pedimos
E(Xn|Fn-1) > Xn-1
decimos que es una Submartingala

Definicién 5.1.4. Un tiempo de parada con respecto a una filtraciéon (F,)nen es una variable aleatoria
7:Q = NU {400} tal que {r <n} € F, para todon € N

Teorema 5.1.2 (Optional stopping theorem). Sea X = (X,,)nen una martingala y 7 un tiempo de parada.
Supongamos que existe una constante c tal que | X an| < ¢ casi seqguramente para todo n € N, entonces

E[X;] = E[X))
Andlogamente, si X es una supermartingala tenemos

y st es submartingala



5.2. Pruebas adicionales

A continuacién se encuentra la demostracién de la afirmacién del Lema 2.1.6:

Afirmacién 2. Para el caso d > 3 vale que:

a = 42
2(%+2) d
b= Ja—=(R+e)”

c =42 (dff + FEH(R+ s)dé‘d>

Por tanto:
d+2 , d+2 2

B d+2 5, d+2 2
v(r) = 7 r T 13 0%+

ds2—d
y p) d_2(R+e)6 ,

(R4 ¢)¥r?~d 4

donde v cumple que es creciente.

Demostracion. Vamos a utilizar las tres condiciones que nos da (3.5)) para encontrar los valores de a,b y c.
Por un lado tenemos que v(x) = 0 para todo x € JBs, entonces tenemos que |z| = §. Por tanto

—ad? — b6 4 c=0,

lo que permite concluir que
c=ad® +b5> 4,

Ahora nos resta ver cuanto valen a y b. La primer condicién nos dice Av = —2(d + 2). Vamos a calcular
explicitamente como es Av, para ello antes debemos ver cuanto vale v,, y luego calcular v,,,,. Entonces:

Ov O(—alz|? — bjz]?>~9 +¢)

8xi 81:1-
_ O(=alz?) 9|z~
= —2az; — b(2 — d)|z| ;.
Ahora bien,
@ _O(—2az; — b(2 — d)|z| %)
ox? ox;
I(—2ax;)  O(b(2— d)|x|~%2;)
o 8.’131‘ 8331»
|~ —d
=—-2a—b(2-d i
o= vz= ) (525" 4 1o
= —2a— b2 — d)((—d)|z|~%2? + |z|79).
Por tanto,

Av = Zumm = Z (—2a —b(2 — d)((—d)|z|~94 222 + |m|_d))
= —2ad — b(2 — d)(—d)|z| "> ] — b(2 — d)d|a|
= —2ad + b(2 — d)d|z| " 2|z|> — b(2 — d)d|z| ¢
= —2ad.

Entonces tenemos que:
Av=—-2ad y Av=-2(d+2)
de lo que deducimos
d+2
a=—-:.
d
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La tltima condicién nos dice que 7= = 0 donde

v T
ﬁ(x) = (Vo(z), m>~
Entonces,
o0 =3 (~2ax; — b(2 - d)|x|zi) -
on ! |sc|

_ —2a 2 _ |$| 2
ol 24 le 24

—2alaz| = b(2 — d)|z| x|

= |z|(=2a — b(2 — d)|z|79).

Como 8{% =0 en OBg. se tiene que || = R+ ¢ > 0 por tanto vale que

—2a —b(2 —d)|z|~% = 0.
De donde podemos concluir que

—2a=0(2—d)|z| ¢ =b2—d)(R+¢e)¢
En total, lo que obtuvimos de las tres condiciones fue:

a =
—2a=b(2—d)(R+e)"¢,
c=ad?+bs24

d+2
d

por lo que, despejando obtenemos que:

Cd+2 . 2(d+2) 0 wfd+2  2d+2) ded
== b_d(d_2)(R+e) , =90 y +d(d_2)(R+s)5 :
Por tanto:
o d+2, d+2 2 doa d+2., d+2 2 Lo d
v(r) = 7" ] d—2(R+E)r + 7 0° + 7 d—2(R+E)5 )

Nos resta ver que v es creciente. Para ellos vamos a ver que ~ > 0. Entonces,

ov  d+2 d+2 2 d,1-d
or = 2mg oA g B
_,d+2 2 d . 1-d
=2 ( r+(d 2)d (R+¢e)r
d+2 (R+¢)?

Notar que 242 > 0 y como r € [0, R + €) se tiene que (£££)? > 1 y por tanto:

R d
—T+2#r>—r+2r:7">0.
r

Entonces v, > 0 que es lo que queriamos.
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