TRABAJO MONOGRAFICO

CRISTALES LiQUIDOS Y EL. METODO DE
ELEMENTOS FINITOS PARA MAPAS
ARMONICOS.

AUTOR:

NAHUEL DE LEON

SEPTIEMBRE 2023

ORIENTADOR:

JUAN PABLO BORTHAGARAY
FACULTAD DE INGENIERIA, UDELAR

LICENCIATURA EN MATEMATICA
UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA
MONTEVIDEO, URUGUAY



Resumen

La fase nematica de un cristal liquido se presenta en sustancias con moléculas alargadas, que no
presentan un orden posicional de largo rango pero si cierto orden orientacional. El modelo mas sencillo
para representar la orientacién media de las moléculas de cristales liquidos nematicos es el de Oseen-
Frank. Este se basa en la idea de que las moléculas se alinean preferentemente en una direccién comun,
que todas tienen la misma longitud y que la interaccion electromagnética entre moléculas alejadas
es despreciable. Por lo tanto, modelamos la orientacién media de las moléculas en un punto como
un campo con imagen en la esfera que minimiza cierta energia. En su formulacién més simple (la
llamada energia a una constante), el modelo corresponde a minimizar una energia de Dirichlet bajo
una restriccion de largo. Esto lleva a la biisqueda de mapas arménicos con imagen en la esfera. En este
trabajo exploramos los algoritmos de descenso por gradiente dados en [1], [2] v [3], con el objetivo de
hallar soluciones numéricas, mediante el método de elementos finitos, del problema de buscar mapas
arménicos con imagen en la esfera.

El capitulo 1 es un capitulo de preliminares, en él asentamos la notaciéon, damos algunas de las defi-
niciones necesarias para el resto del texto, probamos algunos resultados de andlisis sobre espacios de
Sobolev y damos una introduccién al método de elementos finitos.

En el capitulo 2 nos basamos en las ideas de [7] para introducir el modelo de Oseen-Frank como
motivacion principal de nuestro problema y deducir la expresion de la energia de Oseen-Frank.

El capitulo 3 estd enfocado en el andlisis de los mapas arménicos. Planteamos el problema que nos
interesa, probamos resultados de existencia y mostramos algunos ejemplos. Ademés damos caracteriza-
ciones sobre mapas arménicos que nos seran utiles. Por ltimo, damos el marco de lo que sera nuestra
aproximacion de mapas armoénicos y probamos el pasaje de las caracterizaciones antes mencionadas al
contexto numeérico.

En el capitulo 4 hacemos el andlisis numérico de nuestro problema. Presentamos dos algoritmos vy,
usando lo visto en los capitulos 1 y 3, probamos la convergencia de ambos. Por ltimo mostramos
algunos experimentos numéricos en los que comparamos estos algoritmos y observamos algunas de sus
propiedades, la implementacién fue realizada en el lenguaje FreeFem++[6].






Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo introducimos definiciones y resultados clasicos que seran utilizados en el texto.

1.1. Definiciones y notacion.

Definicién 1.1.1. Sea Q C R? un dominio Lipschitz acotado, dados p > 1 y k > 1 definimos el

espacio de Sobolev
WkP(Q) := {v e LP(Q) : D'v € LP(Q) para todo i < kY,

que es un espacio de Banach con la norma ||v|[},1, = [|v|[], +> i<k \|Div\|§p(m, donde las derivadas
son en sentido débil.
Sea m € N definimos:

= WEP(Q;R™) := (W’”’(Q))m
» H*(Q) := Wk2(Q)
= HE(;R™) = (H*(Q))™.
También dado I'p C O definimos
WEP(Q) = {v € WFP(Q) s v|p,, = 0},
en el caso T'p = OQ lo notaremos WP (). Andlogamente se definen HE (Q) y HE(Q).

Observacién 1.1.2 (Teorema de las trazas). Observar que por definicion v € Wlljp(ﬂ) C LP(Q) es
una clase de equivalencia de funciones y I'p tiene medida cero respecto a la medida de Lebesque en
RZ, por lo que v|r,, en el sentido usual podria tener valores arbitrarios.

El teorema de las trazas nos dice que dado Q C R Lipschitz, existe un operador lineal acotado T :
WLP(Q) — LP(9Q) tal que siv € CO(Q)NWLP(Q) entonces Tv = v|pq, es decir, generaliza la nocién

de extender al borde. Entonces con v|p, = 0 estamos diciendo (Tv)|r, = 0.

Definicién 1.1.3. Dados =,y € R? definimos el producto interno usual como

z-y=a'y,



con respectiva norma inducida (la norma euclidea)
|| == Vz - w.
Dadas B,C € R™4 definimos el producto de Fobrenius como
B-C:=tr(BTC)
con respectiva norma inducida (llamada norma de Frobenius)
|B| := VB - B.

Notaremos a los dos de igual manera y salvo que se diga lo contrario para d > 1 consideraremos a R¢
y R4*4 munidos con esos productos. También, salvo que se diga lo contrario, ||-|| y (-, -) notaran la
norma y producto interno en L? respectivamente.

Enunciamos ahora algunos resultados clésicos sobre los espacios de Sobolev que vamos a utilizar. Las
demostraciones pueden ser encontradas en [5, Capitulo 5].

Teorema 1.1.4 (Desigualdad de Poincaré). Sea 1 < p < 0o y Q C R% un dominio Lipschitz acotado,
entonces eziste una constante ¢ > 0, que depende solo de p y Q, tal que

[vllze) < el Vollr o)
para toda v € W5P(Q).

Teorema 1.1.5 (Encajes de Sobolev). Sea Q C R un dominio acotado con borde C*. Supongamos
que u € WFP(Q).

1. Sik< %, entonces u € L1(2) para ¢ > 1 tal que % == — %. Ademas,

1
P
ull L) < Cllullwerq),
donde C depende solo de k,p,d y €.
2. Sik> %, entonces u € Ckf[%]fl(ﬁ). Ademds,

[l

donde C depende solo de k,p,d y S.

k=141-1 5 < CH“HW’W(Q)a

c @ ~

Lema 1.1.6. Sea Q C R? un dominio acotado con borde C'. Supongamos que 1 < p < d, entonces el
encaje
WhP(Q) < LP(Q)

es compacto, i.e., toda sucesion acotada en WFP(Q) tiene una subsucesion convergente en LP(Q).

Observacion 1.1.7. = Fl general el teorema|1.1.5 se enuncia en una forma mds fuerte, donde el
seqgundo encaje es en un espacio de Hélder [5, Seccidn 5.6, teorema 6].

= Bl lema es un caso particular del Teorema de Compacidad de Rellich-Kondrachov [5, Seccion
5.7, teorema 1].



1.2. Analisis

Sea (X,]| ||) un espacio de Banach con dual X’ y (H, (, )) un espacio de Hilbert con dual H'.

Definicién 1.2.1. Sea {x,} C X una sucesion, decimos que converge débilmente a cierto xg € X
y lo denotamos x,, — xo sit p(x,) — @(x0) para toda ¢ € X'.

Observacién 1.2.2. Consideramos X = L*(RY) y {4, },, tal que
) 0 si j#n
On(4) = { o
1 s1 j=n

Entonces ||0,]] = 1 para todo n € N, luego (0p)n # 0. Pero si converge débilmente a 0 pues si f =
(fiy- s fry--.) € X tenemos que ||f(0,)|] = | fn(1)] pero como f € X' se tiene ||f(0,)]] = |fn(1)] — 0.

Ahora, para F': X — RU {400} damos dos definiciones que van a ser de interés.

Definicién 1.2.3. Decimos que F : X — RU {400} es débilmente semi continua por abajo si
para toda sucesion x, débilmente convergente a x se tiene que

F(z) < liminf F(x,).

n—oo

Decimos que F es coerciva si para toda sucesion x,, tal que ||z,|| — +oo se tiene F(z,) — oo.

Observacién 1.2.4. Dado Q C R?, sea I : H'(Q) — R definida por

1
I(u) :== E/Q|Vu|2 dx.

Por la igualdad
|Vul? — [Vu,|* + |V(u —u,)|? = 2Vu - V(u — uy,),

tenemos que

/\Vu|2dxf/ |Vun|2d:17+/ \V(ufun)|2dx:2/Vu-V(ufun)do:.
Q Q Q Q

Luego si, up, — u
b J

/Vu~V(u—un)d:r—>0.
Q

Entonces I(u) — liminf,, o I(u,) <0, de donde I es débilmente semi continua por abajo.
Ademds es coerciva en Hp(Q). En efecto, sea u, tal que [unlf1, ) — o0, por la desigualdad de
Poincaré

Hunm{l(ﬂ) < Cl(up),
lo que implica la afirmacion.

Anélogamente se definen convergencia débil, semicontinuidad por abajo débil y coercividad para H
con la norma inducida. Pero por el teorema de Riesz en este caso tenemos la siguiente caracterizacion.

Proposicién 1.2.5. Sea {u,}neny C H una sucesion. Entonces u, — u si y solo si para todo v € H
(Up , v) = (u, v).



Ahora vamos a enunciar algunos resultados de convergencia débil para los espacios que apareceran en
el texto.

Proposicién 1.2.6. Consideremos {u;}jen, {vj}jen C L*(Q;R™) tales que v; — v y u; — u en
L*(Q;R™) entonces u; -v; — u-v en L*(9).

Demostracion. Sea f € L*(2), queremos probar que (uj - v;, f)rz@) — (u-v, f)r2).
En efecto,

[(uj vy —u-v, flreol = Kuj-v; —u-vj+u-v;—u-v, f)r)
< |<u] — U, vy f>L2(Q;Rm)| =+ |<Uj - v, uf>L2(Q;lRm)|
<|luj — ullLz@rm)llvj fllLz@rm) + [(v; — v, u f)rzQrm)|
— 0 cuando j — o0,
ya que como {v;};en converge débilmente y f € L?(Q) entones {v; f};en estd acotada en L?(£;R™),

y por otro lado ||u; — ul[z2(q;rm) —+ 0 si j — oco. Por tltimo como {v;}jen converge débilmente a v
— 051 j — oo. O

entonces |(v; — v, u f) 2 (Qrm)

Proposicién 1.2.7. Sean 1 < p < 0o y {u;}jen C WHP(Q;R™) una sucesion. Entonces uj — u en
LP(Q;R™) y Vu; — Vu en LP(QR™) sii. uj — u en WHP(Q;R™).

Demostracion. El directo es claro por definicion.

Para el reciproco, tenemos que Vu; — Vu en LP(£; R¥™) y que u; — u en LP(£; R™). Supongamos
que existe una subsucesién {u;, } tal que u;, 4 v en LP(;R™). Como {u;, } es acotada, por el lema
uj, — v # u en LP(Q;R™), pero esto es absurdo pues u; — u en WP (; R™). Luego, uj — u
en LP(Q;R™). O

1.3. Método de Elementos Finitos.

El método de elementos finitos (MEF) es una técnica utilizada para aproximar soluciones numéricas de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. La idea bésica del MEF es cambiar la formulacién va-
riacional a espacios de dimensién finita (métodos de Galerkin) y para estos espacios de dimensién finita
se utilizan funciones polinémicas a trozos, dividiendo el dominio del problema en finitos subdominios
mas pequenos y mas manejables llamados elementos finitos.

En esta seccién vamos a dar una introduccién al método en un contexto mds particular (el problema
de Poisson) y presentaremos el método brevemente en un contexto mds general.

Sea 2 C R? un dominio Lipschitz acotado y Q2 =Tp UTy donde T'p es cerrado y tiene medida (de
superficie) positiva. También consideramos up € C°(I'p) y asumimos que admite una extensién a una
funcién up € HY(Q), g € L*(Tn) v f € L*(2). Consideramos el problema de Poisson con condicién
de Dirichlet up y condicién de Neumann g:

Ay=—f
u‘FD = uD . (1.1)
anuh“zv =g

Observar que si @ satisface (1.1)) entonces u := & — up cumple Au = —f — Aup, ulr, =0y Opulr, =
g — Opup, por lo que reemplazando fy g por f+ Aup y g — O,up respectivamente, podemos suponer
Uup = 0.



Formulacion débil.

Recordamos que si u € C2(2) N C°(Q2) cumple las tres igualdades en (1.1]) entonces integrando por
partes en la primer igualdad de (|1.1]) obtenemos que:

/VUondx:/fvder/ gvds para todav € Hp,(Q), (V)
Q Q I'n

que es la forma débil del problema de Poisson. Equivalentemente, la solucién de (V)) es el minimizante

I(u):%/ﬂ|Vu|2dx7/qud:c7/F guds.

Esta es la formulacién débil de (1.1)) y tenemos:

en H}(Q) de la energfa

Teorema 1.3.1 (Existencia y unicidad). Eriste un tnico minimizante u € H}(Q) de I, es solucion

de y cumple

l[ull gy < clllfllz2) + N9llz2ra))-

donde ¢ > 0 es una constante que depende solo de ).

Aproximacién numérica.

Vamos a usar la formulacién débil (V) para hallar una aproximacién numérica up, en H},(2) de u para
h > 0. Para esto vamos a seguir la idea que dimos en la introduccion a la seccién.
Supongamos ahora que 2 es poligonal.

Definicién 1.3.2. Una triangulacion de 2 es un conjunto G, =Ty, ..., Tr de d-simpleces (intervalos
cerrados, tridngulos o tetraedros para d =1, 2, 3, respectivamente) que llamamos elementos, tales que
Q= UTE% T vy la interseccion del interior de dos distintos es vacia.

Para un elemento T definimos hr := diam(T) y pr > 0 como el didmetro de la bola mds grande
inscrita en T'.

También podemos considerar una familia de triangulaciones (9} )r>0, ¥ €l indice h lo definimos como
h = méxre g, hr.

Nos van a interesar las familias de triangulaciones que no sean arbitrariamente agudas, es decir, que
los dngulos de los elementos estén uniformemente acotados por debajo.

Definicién 1.3.3. Decimos que una familia de triangulaciones (I3, )n>o0 es reqular si existe una cons-
1 hr <
tante ¢ > 0 tal que supy.omixre 7, oy = C

Definicién 1.3.4. Para una triangulacion J,, definimos N, como el conjunto de los vértices de los
elementos, a los que llamamos nodos.

Vamos a aproximar una solucién de ([V]) mediante funciones lineales a trozos continuas (lineales en los
elementos) en subespacios de H'(£2) de dimensién finita.

Definicion 1.3.5. Definimos el espacio de funciones lineales a trozos asociado a la triangulacion Jj,
como
LYUT) = {v, € CO(Q) = vp|r € P(T) para todo T € F,}.



A su vez, definimos el subconjunto de £1(.7,) que satisfacen condicién de Dirichlet homogénea en T'p
como

ZLp(Th) = L () N Hp(Q).

Consideramos la familia de funciones {¢, : z € 43, } C Z1(F,) tales que

) 1 siy==z
Yz\Y) =
: 0 siy#z=z

para todos z,y € A},.
Como una funcién lineal queda determinada por cuanto vale en los vértices de un simplice, tenemos

que {¢, : z € A4} es una base de £1(J},), y se cumple

Up = Z vh(z)w,z

2E€ENM

para toda v, € £(J,). Ademss, dada v € C°(Q) definimos su interpolacién nodal como

v = Z v(2)ps.
Pz w

ZENM,
Figura 1.1: Primero definicién de hy y pr, a la derecha la funcién base en z y al final un ejemplo de

>z,z’€JVh

Te T,

triangulacién.
Ahora consideremos la siguiente aproximacion de : hallar uy, € Z4(7,) tal que

/Vuh~Vvh dx = / fon der/ gunds para todav, € Zh(F). (Vi)
Q Q I'n

Esto es equivalente a que

/ Vup - Vo, dr = / foydz —|—/ gpyds paratoda ¢, € {¢p,: 2 € M}
Q Q

I'n

Tenemos que uj, =3 _ 4. un(2)p,, entonces

Z uh(z)/ Ve, -V, dr = / foy dx—i—/ gpyds paratoda ¢, € {¢,: 2z € M},
Q Q

ZEN, In

equivalentemente,

> (Voo Vo) aun(z) = (f, @2 + (9, @y)r2r,) paratoda o, € {p. 2 € A}
ZEN,



Entonces si tomamos la matriz (A),. = (Ve., Vo, )r2(q), que llamamos la matriz de rigidez, y el
vector by = (f, vy)r2(0) + (9, ¥y)r2(rp) entonces (Up). = up(2) resuelve el sistema de ecuaciones

AUy =b.

Observar que A es simétrica y es la matriz asociada en {¢, : z € A4} a la forma bilineal a : £} (%) x
2y (F,) — R dada por

a(wyp,vp) = / Vwy, - Voy, dz
Q

y tenemos, por la desigualdad de Poincaré, que a(vp, vy) = |vh|§11(9) > ¢ \%H%p(g)- Luego a es definida
positiva, y por lo tanto A definida positiva. Entonces el sistema tiene solucién y es unica, de donde
existe un tnico uy, € £} () que resuelve (V).

Observacién 1.3.6. Andlogamente, uy, es el minimo de I en el espacio L5(T).

De y (V1) obtenemos que

/V(u—uh)-Vvhdxzo
Q

para toda vy, € £} (7). Entonces la aproximacién numérica uy, es la proyeccién en H' al subespacio
Z5(Th) de la solucién exacta u € Hh ().

Se puede probar que dada una familia de triangulaciones regulares, u, — u en Hx(£2) cuando h — 0,
ademas si u € H2(Q)) entonces

lun, — ul i (9) < chlulr2(),

esto es consecuencia del teorema [[.3.13]

En general, el método consiste en buscar soluciones de la forma variacional en subespacios de funciones
de dimensién finita. Pueden ser otros tipos de elementos (cubos, formas curvas, en general conjuntos
cerrados) y también polinomios de mayor grado en los elementos.

1.3.1. Elementos finitos abstractos.

En esta seccién vamos a dar marco mas general del método y enunciamos algunas estimaciones de
error. Luego volvemos a los elementos con polinomios de grado 1 vistos en la seccién anterior para
probar algunas estimaciones que utilizaremos en el resto del texto.

Sea T C R? cerrado, notamos como P, (T) a los polinomios de grado menor o igual a k en 7T

Definicién 1.8.7. Un elemento finito es una 3-upla (T, Pr, K1) donde Pr es un espacio de polinomios
de dimPr =R y Kr ={x1,...,XRr} s un conjunto de funcionales lineales en C(T) tales que:

a. Siq € Pr cumple x;(q) = 0 para todo x; € K1 entonces ¢ = 0.
b. Erxiste un m > 1 tal que Pp,—1(T) C Pr.

c. Existe p € [1,00] tal que todo x; € Kr se extiende a un operador lineal en W™P(T).



Como dim(Pr) = R y por (a.), existe una tnica base {p;}, C Pr tal que x;(¢;) = §;; para
i,j €{1,...,R}. Ahora dada v € W™?(T), usando (c.), definimos el interpolado I7Tv de v como

R
Itv = Z x;(v)g;.
j=1

Observar que I7v es el Unico polinomio en Pr tal que x(Irv) = x(v) para toda x € Kr.

Observacién 1.3.8. Consideramos el simplice T = conv{zo,...,2q} C R%, Pr = P(T) y Kr =
{Xi}ieqo,....ay tal que x:(v) = v(2;) para v € C(T). Entonces conm =2, p =2 yd <3 (esto dltimo
asequra el encaje H*(T) C C°(T), recordar el teorema m, (T, Pr,Kr) es un elemento finito y
corresponde al definido en la seccion anterior.

Ademdas, dada v € C®(T) la funcion definida en la seccidn anterior

d
Ipolr = v(z)es,,

=0

cumple Fpv|r = v(z;) = xi(v) entonces Fpv|r = ITv. Luego, el interpolado definido es exactamente
el de la seccion anterior.

Enunciamos sin demostracién un resultado sobre la estabilidad respecto a semi normas, el cual permite
probar la estabilidad del interpolado.

Teorema 1.3.9 (Lema de Bramble-Hilbert). Sea 1 < p < co y F: WFP(T) — R una funcional tal que
existen c1,cy > 0 tales que para toda v,w € WFP(T) tenemos |F(v)| < ciljvllwrncry y |F(v+ w)| <
co(|F(v)| + |F(w)]), y supongamos que F se anula en Py_1(T). Entonces existe co > 0 tal que

|[F'(v)] < c00102||Dkv||Lp(T) = 006102\U|Wk,p(T)
para toda v € WFP(T).
Demostracion. [3, Teorema 3.1] O

Proposicién 1.3.10. Sea (T, Pr, K1) un elemento finito y | - |s una semi norma en W*P(T) con
lv|s < csl[vllwrnry para toda v e W*P(T). Entonces

lv—Irvls < cslvlwre(r)
para toda v € WFP(T).

Demostracion. Definimos F(v) = |v— ITv|g, veamos que F estd en las hipétesis del Lema de Bramble-
Hilbert.

Tenemos I7v = Zle Xj(v)@; y por definicién existe una constante ¢, > 0 tal que [x;(v)| < col|v|lwr.» (1)
para toda v € WHP(T), entonces

[F(v)] < [vls + [Irv]s < (cs + e _max fojls)|[v]lwesr),
je{1,....,R}

entonces F' estd acotada. Por otro lado, como I7 es lineal |F'(v + w)| < |F(v)| + | F(w)].



Lineales a trozos.

En adelante consideramos los elementos finitos dados por las definiciones [1.3.2], [1.3.9} [1.3.4] y [1.3.5]

Proposicién 1.3.11 (Elemento modelo). Sea T = conv{0,eq,...,eq} donde {e;} denota la base
candnica en R?, denotamos al conjunto de sus vértices como JI//\, y sea 1 <p < oo.

Para una triangulacion 5, de Q y cada T € Ty, existe una transformacion afin invertible ¢ : T—T
dado por ¢r(x) = Bx + b tal que

'méx d ‘bij| S ChT,

1,5=1,...,

. (=1 -1
max |b;; <c
z‘j:1,...,d| R | <cprs

)

donde b;; y bgj_l) denotan las entradas de B y B~ respectivamente. Ademds para v € WFEP(T) y
b =wvo¢p € WHP(T), tenemos

_ 1. " _1
[olwrn(r) < cpp”|det B? [0l wrwiry,  |Olwrr ) < chip|det BI™7 [v]yp (-
Si p = oo, entonces

[olwre (1) < o7 Bl re(iys  1Blwroe () < ehiplolwro (-
También para todo m < k,

k
|v — Irv|wmp ) < CI%MW’W(T)‘
PT

Demostracion. La matriz B queda definida por Be; = z; — zg para todo ¢ = 1,...,d, y definiendo
¢r(x) = Bx + 2y tenemos la primera parte.

Ahora sea v € W*P(T). Entonces, por el teorema del cambio de variable y la igualdad D(v o ¢7) =
(D%v) o ¢7 B* para un multi-indice de orden k, tenemos

/|D%|pda::/ |(D“v) o ¢p|P |detB|dx:/ |D%% B~*|P |det B| da
T ér' (T) T
§c1\B_kP|\detB\/|D%|pd:r§01|B_1|kp|detB|/ |DYo|P da
T T
gch;’“P\detm/ | D[P da:
T

y la segunda desigualdad es aniloga. Como T' y T tienen medida finita, esto tambien prueba el caso
p = 00.
Por tltimo, usando la proposicién [1.3.10| para la semi norma | - |Wk,p(T) y las estimaciones de arriba,
deducimos
_ 1
|v — I7v|wm.ery <cpp™|det Bl7 [0 — ITU|Wm,p(TA)

1,
< copr™|det B|7 [0y oy

Rk, 1 1
§C37m|d€tB|P|d€tB| P|’U|wk,p(T)
Pr

k
:C3%|U|Ww(T)
Pr



Observacion 1.3.12. 1. En la prueba anterior usamos que I;0 = m] En efecto, si N cT

son los vértices de T Y {wg}gef son las funciones base, entonces ¥z = pg,.(z) © ¢ para todo

Ze ¥ CT. Porlo tanto, como ¢ define biyeccion entre J\y M NT, tenemos

Lp= Y @) ¢z= D (0o or)®) vsrmodr= D, v(z)¢:0er=Irv.

ze N zeN 2E€MNT
Propiedad que en otro tipo de elementos finitos no es tan obvia.

2. Sea A = méxre g, Z—i. Usando la desigualdad |det B| < ¢|B|* < ch4., tenemos

— 1.
[vlwew(ry < C/ka|detB|p|U|Wk,p(T)
d
< ¢hipprtha e |8l )

k

—k+4 —k+4
< dArchp Py = Crhp "ol ey,

donde C; depende de p,d, k € N y de la triangulacion. También usando la desiqualdad

he ¢ Adc
- - —d
|det B7'| < ¢|B7% < cpp? = %hid S
T 1 T

deducimos

. _1

0l (i) < ¢hipldet BI™7 [o|wrn(r)

11k CN k—4
<c hT7|U|Wk,p(T) = Cohy * |U‘Wk,p(T),

ht
donde Cy depende de p,d, k € N y de la triangulacion.

En resumen, obtenemos las estimaciones

—k+4 . k-4
[vlwrery < Chy |U|Wk,p(jﬂ)a ‘v|Wk,p(T) < Chy " |vlwre (),

donde C depende de p,d,k € N y de la triangulacion. En particular, si (9,)n>0 es una familia
de triangulaciones regular entonces C solo depende de p,d, k € N.

La proposicién permite deducir que
A
v — Ihv|wma () < CIan|U|quP(T),
T

para toda v € W*P(Q) y T € ,. En particular, si (.7},)s>0 es una familia de triangulaciones regular
y maxre g, hr < ch, entonces

k hm
v = Fhvlwms(r) < Clé\ﬂwwm = Clhifr_mé\ﬂwwm <R ol () (1.2)

donde ¢’ depende de la dimensién d y la constante en la definicién [1.3.3

Teorema 1.3.13 (Estabilidad de la interpolacién nodal.). Sean (3 )n>0 una familia de triangulacio-
nes regular tal que maxre 7, hr < ch y v € W2P(Q). Entonces para todo % < p < 0o tenemos

[o = ZnollLo) < ch®vlwzai), V(0 = Z10)lLo@) < chlvlwzro)
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Demostracion. Sean h >0y T € 7, veamos que
h=Ho = Zholl o) + 11V (0 = Zh0)||Le@) < chlvlw2p ()
para todo % < p < oo. En efecto, usando ,
h=Hw = Ipollpeer) + IV (0 = F00)|oery < TR0 olwancry + B2 Holwen(r) = chlvlwzacr),

elevando a la p y sumando en todos los T tenemos las desigualdades para 1 < p < oco. Si p = o0,

entonces usando
- j oo - A - j oo V — ﬂ oo = 3 V - j oo
lo = Ihvllpe(@) = méx|jo = Fpvllzer), [V = Ihv)re(@) = max|[V(v = Ihv)llz ),

tenemos la desigualdad. O

Observacion 1.3.14. La necesidad de p > % es para asegurar que las evaluaciones nodales de v tengan
sentido, pues en tal caso v € C°(Q).

Terminamos la seccién con un resultado de estimaciones de normas que serd ttil mas adelante.

Definicién 1.3.15. Decimos que una familia de triangulaciones (J)n>0 €s quasi-uniforme si existe
¢ >0 tal que c'h < hy < ch para todo h > 0 y todo T € .

Teorema 1.3.16 (Estimaciones inversas). Sean v, € () yr, p € [1,00]. Se tiene

— d(r—
1Yol zory < el lonllzocry,  Monlloery < b llol|or ),
donde ¢ depende de p, ry d. Si ademds (T,)n>0 es quasi-uniforme, entonces
Vol Loy < chHlonlloo),  onlloe@) < ch™™OAC=D/TPYjg, 1] o).

Demostracién. Consideremos el elemento modelo T’ (Proposicién [1.3.11]). Consideramos el espacio
LT /R, es decir, cocientamos por v € Z1(T) tal que J7vndz = 0. Entonces 7 + VOl oy ¥
v = |[v||s(7) son normas en ZYT)/R y por lo tanto equivalentes (pues dim(Z'(T)) < o) con

alguna constante ¢ que no depende de hp. Si tomamos v = |T\*1 fT v dz tenemos
HVUHLP(T) = V(v - E)HLP(T) <cllv— 5HLP(T) < C||U||LP(T)'
Ahora dada vy, € £ (%), por la proposicién [1.3.11], obtenemos
IVonllLory < chyldet BIYP|[NV 6| ooy < chy'ldet BIYP (64| ooy = chit |onllor),

probando la desigualdad.
Para la segunda estimacién observar nuevamente que ||-[| ;7 ¥ ||/~ (7 son equivalentes con alguna
constante ¢’ que no depende de hp. Entonces, por la observacién [1.3.12

a a (1,%)
lvallLe(r) < Chf;*”vhHLp(T) < Cc hyllvn| Lr(f) S chy” " lonllLr oy,

donde c depende de p, k,d € N.

Supongamos ahora que (J3)p>0 es quasi-uniforme. Usando la primera estimacién, elevando a la p y
sumando en todos los T € 7}, obtenemos la tercera desigualdad.
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. . o . . L 1

Para la ultima desigualdad dividimos en dos casos. Si p > r, usando la desigualdad (3_;_, |z;[")" <
1

(E;;l |z;|P)» para (z1,...,71) € RL, esto es consecuencia de como se incluyen las p—bolas en RL.

Entonces, por la segunda desigualdad,

1/p 1/p
d(r— r
Jonlancey = ( > nvhnzm) < ( S e mum)

T, TeI,

1/p 1/r
< chdr=p)/rp < Z |vh||ZI)ﬂ(T)> < chd(r=p)/rp < Z | va| E"'(T))
TEI,

TEI,

< ch¥ TP/ lyy || g

Si p < r, por la desigualdad de Holder y el hecho de que € tiene medida finita,

P
[ oo < e ( [ o dx) ,
Q Q

lonlle ) < cllonllL- )

entonces,

donde ¢ depende de €2, p y r. Lo que concluye la ultima estimacién. O
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Capitulo 2

Cristales liquidos nematicos y
energia de Oseen-Frank

La teoria clasica para describir el comportamiento de cristales liquidos es una teoria continua basada
en los trabajos de Oseen (1933), Zocher (1933) y Frank (1958). Una simplificacién de este modelo lleva
naturalmente al estudio de los mapas armonicos y por esto es una buena motivacién para este trabajo.
Un cristal liquido es un estado de la materia que presenta caracteristicas de un liquido convencional y
de un sdélido cristalino. Sus moléculas presentan cierta correlacién como un sélido pero pueden fluir y
adaptarse a su recipiente como un liquido.

En un cristal liquido nemaético sus moléculas se parecen a varas todas de un largo similar, y éstas
presentan una fuerte correlaciéon en su orientacién pero una débil correlacién en su posicién en el
espacio.

2.1. Modelo de Oseen-Frank

Este modelo se basa en la idea de que las moléculas en un cristal liquido nemaético se alinean preferen-
temente en una direccién comun, que todas tienen la misma longitud y el hecho de que la interaccion
electromagnética entre moléculas alejadas es despreciable.

Supongamos que el material ocupa un dominio 2 C R3. Modelamos la orientacién media de cada
molécula como un campo unitario

n:Q—S?

que minimiza la energia dada por

I(u) := / o(u, Vu) dz,
Q
donde el dominio de o es
D ={(u,N) € §* x R3*3: NTy = 0}. (2.1)

Habitualmente a la energia I se le llama energia elastica.

Para modelar las propiedades fisicas de un cristal liquido nemético, vamos a suponer que o satisface
ciertas hipétesis: o debe ser independiente del marco de referencia, debe respetar las simetrias
del material, debe ser par y definida positiva.
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La independencia del marco de referencia es que ¢ no dependa del marco de referencia por el
que estemos mirando el material. Esto es, si tenemos un mapa @ € O(3) y z* = Qz, definimos

n*(z*) := Qn(z),

y para que o sea independiente del marco de referencia se tiene que dar

o(n*,Vn*) = o(n,Vn),

que es equivalente a que

o(@n, QVnQT) =o(n,Vn).

Luego, decimos que o es independiente del marco de referencia sii.

o(Qu, QNQT) = o(u, N) para toda@Q € O(3), u € S*, y NTu = 0. (2.2)

Modelamos las moléculas de un cristal liquido nematico como varas, luego la orientacién de las molécu-
las no se altera por una reflexién. Es decir, queremos que para todo (u, N) € D

o(u, N) = o(—u, N).

Como dado v € S? tenemos que la reflexién respecto al plano ortogonal a u, @, = Id — 2uu” cumple
que @, es simétrica y Q,, € O(3), luego usando ([2.2)):

o(u,N) = 0(Quu, QuNQu) = 0((—Qu)(—u), (—~Qu)N(—Qu)) = o(—u, N)
Por lo tanto, o respeta las simetrias del material y es independiente del marco de referencia sii. cumple

(2-2)

Recordemos que n(p) es la orientacién media de las moléculas en un cierto punto p € Q. Generalmente,
no deberiamos ser capaces de distinguir la cabeza de la cola para las moléculas de un cristal nematico.
Luego las propiedades fisicas de n no deberian ser distintas a las de —n i.e. o es par evaluada en
(n, Vn):

o(n,Vn) =o(—n,—Vn). (2.3)

Por 1ltimo si el cristal se encuentra inalterado, naturalmente deberia relajarse hacia un estado no dis-
torsionado. Llamamos orientacién natural a la orientacién media de este estado. Definimos formalmente
una orientacién natural como un campo n : Q — S? tal que

o(n,Vn) =0.

Queremos que este estado minimice la energia. Luego, para hacer precisa esta idea de orientacién
natural requerimos que o satisfaga

o(u,N) >0 paratodos (u,N)é€ D (2.4)
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2.1.1. Energia de Oseen-Frank

Nos dirigimos a describir las funciones o(n, N) que son polinomios cuadriticos en N. Enunciamos dos
resultados auxiliares:

Lema 2.1.1. Seann € S? y p(n,-) una transformacion lineal real definida en L(n,R?) := {N € R3*3 :
NTn =0} dada por
o(n,N):=k(n)+ K(n)- N+ N-An)[N],

donde k(n) € R, K(n) € L(n,R3) y A(n) es una transformacion lineal simétrica definida en L(n,R?).
Entonces ¢ satisface (2.2) sii. existen ag,a1,B8; € R coni=1,...,4 tales que

o(n,N) =ag+ a1 P(n) - N + By (W(n) - N)? + Ba(P(n) - N)? + B3N - N + B4P(n)N - NP(n), (2.5)

donde P(n) := Id —nn" es la proyeccion ortogonal en n+ y W(n) es tal que W (n)v = n x v para todo
veR3.

Demostracion. [7, Teorema 2.28] O

Observacién 2.1.2. Recordar que dada A € R3*3 antisimétrica existe un vector a € R? (llamado
vector awial) tal que Av = a x v para todo v € R3 y |A|?> = 2|a|?. Ademds si A1, Ay son antisimétricas
con respectivos vectores axiales a1, as entonces Ay - As = 2aq - as.

Lema 2.1.3. Sean: Q — S? un campo C. Entonces valen las igualdades:
(Vn)n = —n X Rot(n), (2.6)
|Vn|? = tr(Vn?) + (n - Rot(n))? + |n x Rot(n)|*. (2.7)

Demostracion. Consideramos la descomposiciéon de Vn en su parte simétrica y antisimétrica, i.e

Vn=A+S8 (2.8)
_ T T
con A — Vn (QVn) y S = Vn+(2Vn) )
Si n = (n1, ne, ng), entonces

0 Ony _ 9ng  Onq _ Ong

1 oy ox 0z ox

A==]9n _ 9m 0 onay _ Ongz

- 9 ox oy 0z oy )
6713 8711 81’7,3 _ 81’7,2 0

dr Oz oy 0z

por lo tanto el vector axial de A es +Rot(n).

Ahora, como n -n = 1, entonces
0=V(n-n)=(Vn)'n+ (Vn)'n=2(Vn)"n. (2.9)

Luego, por (23,
0=(Vn)'n=—An+ Sn = An = Sn,

y por tanto deducimos
(Vn)n = 2An = Rot(n) x n = —n X Rot(n).
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Para probar (2.7)), recordar que A-S = 0y por tanto
|Vn|? = |A]” + S| (2.10)
Ahora, como (AS + SA)T = —SA — AS, tenemos
tr(Vn?) = tr(A% 4+ AS + SA 4 S?%) = tr(A?) + tr(S?) = —|A]* +|S|%,
de donde por ([2.10)
|Vn|? = tr(Vn?) + 2|A|? = tr(Vn?) + |Rot(n)|? = tr(Vn?) + (n - Rot(n))? 4 |n x Rot(n)|?.
Arriba, usamos la identidad |Rot(n)|? = (n - Rot(n))? + |n x Rot(n)|?. O
Ahora estamos listos para enunciar el resultado principal de este capitulo, la férmula de Frank.

Teorema 2.1.4. Sea n:Q — S? un campo C* y sea o : D — R (recordar ([2.1))) dada por

o(n,Vn):=k(n)+ K(n) -Vn+ Vn-A(n)[Vn],
donde k, K y A son como en el lema . Entonces, o satisface (2.2),(2.3) v (2.4) si existen k; € R

coni=1,...,4 tales que
o(n,Vn) =kidiv(n)? + ka(n - Rot(n))? + ksn x Rot(n)|? + (ko + ka)(tr[(Vn)?] — div(n)?)  (2.11)

Demostraciéon. Por el lema como o cumple (2.2, cumple (2.5)). Primero, observar que usando
(12.9) se tiene

P(n)-Vn=(Id—nn")-Vn=1Id-Vn— (nnT)-Vn=tr(Vn) —tr((Vn)"nn") = div(n). (2.12)
Ahora, por definicién, el vector axial de W (n) es n, luego por la observacién y (2.8) se tiene

W(n)-Vn=W(n)-A=n-Rot(n). (2.13)

Por ltimo, tenemos
P(n)Vn-VnP(n) = (Id—nnT)Vn-Vn(Id—nn') =Vn-(Vn—Vn((nn?)) = |Vn|*> — |(Vn)n|?,
entonces, por (2.6) y (2.7), deducimos

P(n)Vn - Vn P(n) = tr(Vn?) + (n - Rot(n))*. (2.14)

Entonces, usando (2.5)), (2.12)), (2.13]) y (2.14]), tenemos

a(n,Vn) = ag + a1 P(n) - Vn + By (W (n) - Vn)? + Ba(P(n) - Vn)? 4 B3| Vn|> + B4P(n)Vn - VnP(n)
= a9 + a1 div(n) + Bi(n - Rot(n))? + B div(n)? + B3|Vn|? + Ba(tr(Vn?) + (n - Rot(n))?).
Definimos:
ki := P2+ B3+ Ba
ko := P11+ B3 + Ba
ks := B3
ky =51
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Entonces, usando ([2.7)),

o(n,Vn) = agp + a1 div(n) — kg(n - Rot(n))2 + (k1 — ko — ky) div(n)2+
+ k3| Vn|? + (kg + kg — k3)(tr(Vn?) + (n - Rot(n))?)
= ag + oy div(n) + ky div(n)? + ko (tr(Vn?) — div(n)? + (n - Rot(n))?)+
+ k3(|Vn]? — tr(Vn?) — (n - Rot(n))?) + ky(—div(n)? + tr(Vn?))
= ag + o div(n) + ki div(n)? + ka(n - Rot(n))? + ks|n x Rot(n)|?
+ (kg + kq)(—div(n)? + tr(Vn?)).

Nos queda ver que g = a3 = 0. En efecto, por (2.3)),
0=0(n,Vn) —o(—n,V —n) = 2a1div(n) Yn = a3 =0.
Por tltimo, o es definida positiva, entones las orientaciones naturales ng son constantes y cumplen

0= a(no,Vno) = Qp.

La energia de Oseen-Frank es el funcional I dado por

I(n):= /lediv(n)2 + ka(n - Rot(n))? + kz|n x Rot(n)|> + (kg + ka)(tr(Vn)? — div(n)?) dx

Nos va a interesar la llamada aproximacién a una constante de la energia de Oseen-Frank, que corres-
ponde a k1 = ko = k3, kg = 0. Recordando ([2.7)), tenemos

I(n) =k /Q div(n)? + (n - Rot(n))? + |n x Rot(n)|* + tr(Vn)? — div(n)*dz = k; /Q |Vn|? da,

que es la energia que minimizan los mapas armonicos, el objeto de estudio del siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Mapas armoénicos

3.1. Energia de Dirichlet

Ahora vamos a considerar la aproximacion a una constante de la energia de Oseen-Frank,

1
I(v) = §/Q|Vv|2 dz,

también llamada energia de Dirichlet.

Los mapas armoénicos son minimazantes de la energia de Dirichlet en el espacio de campos vectoriales
con imagen en alguna variedad.

Concretamente, vamos a buscar minimizantes n € A de la energia I, donde dado © C R? dominio
Lipschitz definimos

A:={ve H(QR™) : |v(z)] =1 paract. 2 € Q, v|r, =np}.

Donde T'p C 99 es tal que su medida de Hausdorff (d — 1)—dimensional es positiva y asumimos
que np € L*(T'p;R™) admite una extensién np € H(Q;R™) con |np| = 1 para casi todo z € Q.
Asumiendo esto ultimo podemos probar la existencia de un minimizante.

Proposicion 3.1.1. Existe un minimzante n € A.

Demostracion. Como np admite una extensién en H'(€; R™), existe una sucesién minimizante {n;} C
A tal que lim;_, o I(n;) = inf,e 4 I(v) < 0.
Ahora, como n; —np € H' (Q;R™) y (n; —np)|r, =0, por la coercividad de I, tenemos

71 H iy = 21(ny) < 21(nj —Ap) + [p|H @rmy < €+ Dl F@pm),

por lo tanto {n;} estd acotada en H'(€;R™).

Por lo tanto, existe una subsucesién que converge débilmente a cierto n € H'(Q;R™) con n|r, = np.
Ahora queremos ver si n € Ay si inf,c4 I(v) > I(n). Para lo primero, como existe una subsucesién
{nx} que converge débilmente a n entonces n; — n en L?(£;R™) (recordar la proposicién .
Luego, existe otra subsucesién que converge c.t.p. a n, de donde |n| =1 c.t.p., i.e n € A.

Por tltimo, tenemos que I es débilmente semicontinua por abajo (observacién , entonces como
nr — n en A se tiene
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I(n) < liminf I(ny) = inf I(v).
(n) < liminf I(ny) = inf I(v)

De la prueba se desprende el siguiente resultado.
Corolario 3.1.2. A es débilmente cerrado en H}(Q;R™).

Observacién 3.1.3 (No existencia y no unicidad). Si no eziste una extension de np en H'(£;R™)
pueden no existir minimizantes, porque A = ().

Tomamos Q = B(0,1) C R? y np = I%I (esto es el campo normal saliente). Entonces, no existe una
extension np € HY(Q;R?) tal que nplog = np y |np| = 1 c.t.p. En efecto, tal extension continua
np tendria un punto fijo y por el teorema de Poincaré-Hopf éste tendria indice uno, por tanto existe
alguna singularidad en Q de donde np ¢ H*(;R?) (mirar la observacion .

La invariancia por rotaciones de la energia de Dirichlet implica que no tenemos unicidad.
Por ejemplo consideremos Q = [0,1], d = 3 yn : (0,1) — S% un minimizante en el conjunto de las
funciones v € A con v(0) = e = —v(1) para e € S%. Entonces si tomamos una rotacion Q € SO(3) tal

que Qe = e se tiene
e e
5 [ lQnyPde =5 [ s
2 Jo 2 Jo

y por tanto m := @Qn es otro minimizante.

3.2. Ecuacién de Euler-Lagrange

En esta seccién damos la formulacion variacional del problema de minimzar I, introduciendo la ecuacién
de Euler-Lagrange en su forma fuerte y débil.

Teorema 3.2.1 (Ecuacién de Euler-Lagrange). Sea n € A minimizante de la energia de Dirichlet.
Entonces para toda w € HE,(;R™) N L*°(Q) vale la igualdad

(Vn, Vw) = (|Vn|*n, w). (3.1)
Ademds sin € C%(Q;R™) obtenemos la forma fuerte de (3.1)),
(—=A)n(z) = |Vn(z)|’n(z) z€Q

n(x) =np(z) xz€lp . (3.2)
on(z)=0 z€d\I'p

Demostracién. Sea w € H}(Q;R™) N L>®(Q;R™) y € > 0 tal que el|w]|=(q) < 3, entonces si |r| < e
se tiene para c.t. x € )
1 1
n(a) + ()] > |In(a)| — fru)]| > 1- £ = 2
Por tanto el mapa

n -+ rw
Ny i = —————
[n + rw|
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pertenece a H'(Q;R™), |n,.| =1y n.|r, = np, de donde n, € A para todo |r| < e.
Como ng = n tenemos que r — I(n,.) tiene un minimo en r = 0, luego

0

— I(n,.)=0.
orlr=0 ( T)
Ahora,
9 (&| _n+rwlnl = (&| _perebn w2 - (- w)
—| n,= r=0 r=0 = =w—n(n-w).
orlr=o |n)? |n|?
Por 1ltimo, como 1 = |n|?> = n - n entonces d;n - n = 0 para todo i € {1,...,d}, de donde deducimos

OVnT) -Vndx =

T:OI(nT) = ;/Q('f?“ TZOVnT -Vn,dx = /9(887"
= /QV(w —n(n-w))-Vndr = i/g@i(w —n(n-w))- dhindx =
i=1
= /va -Vndr — /Q V|2 (n - w)de = (Vn, Vw) — (|Vn|*n, w).
Ahora para la segunda parte, si n € C?(Q; R™) integrando por partes obtenemos
/Vqundx:/fAnwda:Jr aynwd:c:/fAnwd:c+/ Oynwdz, (3.3)
Q Q o0 Q AO\Tp
si w es suave y de soporte compacto
/Q(—An —|Vn|?n) - wdr =0 Yw € CC(Q) = An+ |Vn[?n=0 en Q.
Si tomamos ahora w € H, (Q;R™) N L>(Q), por (3.3]) tenemos

/ dmwdr =0Yw € HL(QR™NL®(Q) = dn=0 en dINTp.
O\T'p»

Ahora si damos una definicién de mapa armoénico.

Definicién 3.2.2 (Mapa arménico). Llamamos mapa armdnico a todo n € A solucion de la ecuacion
de Euler-Lagrange (3.1]).

La segunda condiciéon en el teorema anterior no es obvia. Los mapas arménicos en general no son

regulares ni minimizantes de la energia de Dirichlet como muestra el siguiente ejemplo.

Observacién 3.2.3. Consideremos Q = B(0,1) C RY para d > 1, T'p = 09, np(x) = % ¥y sea

[z
n(z) = \%I para = € 2. Entonces,

Vni(x)
Id  x27T Vna(z)
Vng(z)
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luego

d—1

x>

|Vn(x)|” =

Ahora n € L?(2) y tenemos,

d—1 1 <oo sid>2
/ \Vn(z)|? de = / de = (d — 1)wd,1/ rd=3 dr = o
2 .

Q B(0,1) || 0 ‘oo sid=2

Entonces, n € H! (Q;Rd) cuando d > 2 y, por lo tanto, n € A solamente para d > 2.
Ademds n es un mapa armonico para d > 2, pues tenemos

div(Vnq(z))
div(Vna(z))
An(z) = : :
div(Vng(z))
con
div (Vi () i Ti 3w’ z; 2 N 33 (d—1) T
(% n;(xr)) = _—— _ _—_— - = — — —_—
e L G z[* e faf? |z[?
J#i
de donde
d—1 d—1z
An(z) = — P T =— FERE] = —|Vn(z)*n(z) Yz #0.

Ahora, sean w € HE(Q;RY) N L>®(Q) y e > 0, entonces integrando por partes

/ vn - Vw+/ Anw
O\B(0,¢) Q\B(0,e)
/ (Oyn) -wds — / (Oyn) - wds
0 0B(0,e)
< / V| [w] ds
0B(0,¢e)

< cllwl) /
9B(0,e)

= collwlF2(0)e? 2

/ Vn~Vw—/ |Vn|2n~Vw
Q\B(0,¢) Q\B(0,¢)

vd—1
. ds

Entonces n cumple (3.1) cuando d > 2.

3.2.1. Compacidad y estabilidad.

La falta de regularidad de los mapas arménicos dificulta asegurar estabilidad. Vamos a ver un resultado
en esta linea, que las sucesiones débilmente convergentes de mapas casi armoénicos convergen a un mapa
armonico. En particular, el conjunto de mapas armoénicos es un conjunto débilmente cerrado. Esto va
a ser clave para probar la convergencia de las aproximaciones numéricas que vamos a obtener. Antes
veamos una caracterizacién util de los mapas armonicos, restrinjimonos al caso m = 3, aunque las

pruebas son anélogas.
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Lema 3.2.4. Sea n € A. Son equivalentes:
1. n es un mapa armonico.

2. Para toda p € H5(Q;R?) N L>(Q;R3) wale la igualdad:
d
> (05m, nx 9;0) = (Vn, V(n x ¢)) =0. (3.4)
j=1

3. Para toda w € H},(;R3) tal que n - w = 0 vale la igualdad:
(Vn, Vw) = 0. (3.5)
Demostracion. Veamos (1) = (2). Sea ¢ € H}(;R3) N L>(Q;R?) entonces para todo j € {1,...,d}

oin-0j(n x ) =0;n-(9jn X @)+ 0;n - (nx 0jp) =0;n-(nx J;p).

Luego, por (3.1) y que n - (n x ¢) =0,
d d
D (On,nxd0) =Y (95m, 9j(n x @) = (Vn, V(n x @) = ([Vn|*n, n x @) =0,
j=1 =1

Lo que prueba la afirmacion.

Probemos ahora (2) = (1), para eso veamos que n satisface (3.1]).
Sen w € HL(R3) N L>®(Q;R3) y ¢ := n x w, recordando la igualdad = x (y x 2) = y(z - 2) — z(x - y)
y que n - 9;n = 0 para todo j € {1,...,d}, tenemos

d
0=(Vn, V(n x (n xw)) Zan n x (nx djw) +n x (9jn x w)) =
Jj=1

d
(9jn, n(n-jw) — dw + d;n(n - w) —w(n - d;n) Z n, —0;w+ 9jn(n - w))

1 Jj=1

—(Vn, Vw) + (|Vn|*n, w).

[
M=~

.
Il

Entonces n es armonico.

(1) = (3) es consecuencia de (3.1)), y (3) = (2) es inmediato pues si p € H}(Q;R?) N L>®(Q;R3)
entonces n X p € H5(Q;R?) y n- (n x ) = 0. O

Definicién 3.2.5 (Mapas casi armdénicos.). Decimos que una sucesion {n;} C A es de mapas casi
armdnicos si existe una sucesion de funcionales {#;} C HpL(Q;R™) tal que |21 i, (mmy — O
cuando j — oo ¥y

(Vn;, Vw) = (|Vn;|*n;, w) + Z;(w), (3.6)

para todo j € N y toda w € HL(;R™) N L= (Q;R™).

Observacién 3.2.6. La sucesidn de funcionales {Z;};en se puede pensar como lo que le falta a los
mapas de la sucesion {n;};en en cada j para ser armdnicos, como un modelado de la inexactitud en
cada paso de un método numérico.
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El lema permite probar que los mapas arménicos forman un conjunto débilmente cerrado y la estabi-
lidad de mapas casi armdnicos que buscdbamos,

Teorema 3.2.7 (Compacidad). Sea {n;} C A una sucesion de mapas casi armdnicos tales que n; — n
para j — oo en HY(;R3), conn € H(Q;R3). Entonces n € A y n es un mapa armonico.

Demostracion. El corolario implica que n € A.
Para ver que n es arménico vamos a usar la caracterizacién (3.5). Sea ¢ € HE,(Q;R3) N C=(Q;R?),
entonces n; X ¢ € HH(Q;R?) N L>°(Q;R?). Luego, por (3.6), para todo j € N vale

d
> (0, ny x dup) = (Vng, V(ng x @) = (IVn;[*n;, nj x @) + R;(n; x ) = Ri(n; x ).
=1

Por otro lado, como (recordar la proposicién [1.2.7) n; — n en L2(Q;R3) y 9nj — 9n en L*(Q;R3),
tenemos que

(Omj, nj x Opp) = (Ony , n x Op) + (Oin; , (n; —n) x ) — (On, n x ),

ya que por la proposicién am; - (nj x Op) = O - (n x ) en L3(Q).
Ahora, como n; x ¢ estd acotado en Hp,(Q;R3) y 12| i1 g3y — 0, tenemos

1% (n; x @) < || Zillmy, 105 % @l @me) = 0,

por lo tanto

d
(Vn,V(n X)) = Z((’)m, n x dp) = 0.
=1
Si p € HLH(R3) N L2(Q;R3), tomamos {¢g fren € HpH(Q;R3) N C(Q;R?) tal que ¢ — ¢ en
HE(;R3) cuando k — oo, entonces

(Vn, Vn x (ox = @)l) = (Vn, n x V(pr — ¢)) <[V 2@es) [l ) [V 0k — )| 22 @r9),

de donde (Vn, V(n x ¢r)) = (Vn, V(n x ¢)) cuando k — co. Por lo tanto, (Vn, V(n x ¢)) =0y
entonces, por el lema n es armoénico. O

3.3. Mapas armoénicos discretos.

En esta seccién damos el marco de lo que serd la aproximaciéon de mapas armonicos. Recordar las
definiciones de la seccién [L3l

Los polinomios que tienen norma euclidea constante son los polinomios constantes, por lo que no
podemos imponer la restriccion a la esfera para casi todo punto en funciones polinémicas a trozos.
Para solucionar esto vamos a restringir la norma solo en los nodos. La siguiente proposicion asegura

que esto es suficiente.

Proposicién 3.3.1. Sean (.7;,)n>0 una familia de triangulaciones regulares de Q C R? (Recordar que
h = méxreg, hr) y (nn)rso C HY(Q;R™) tales que ny, € L1(T)™ y |nn(2)] = 1 para todo z € N, y
todo h > 0. Siny, — n en HY(Q;R™) cuando h — 0 para algin n € H*(Q;R™), entonces |n(z)| = 1

para casi todo x € €.
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Demostracion. Tenemos que D*ny,|r = 0 paratodo T € %, (Elementos de grado 1) entonces D?|n,|? =
2Vn, @ Vny, en T. Por otro lado Z#p,|ny,|? = 1 para todo h > 0, con estas observaciones y la proposicién

[[3.16] deducimos

[ 1nnl* = Ulezery = | nal® = Fulnal? L2y < bl D nal? |2y = c2h | Vg @ Vgl 2 (ry
< el |[[Vrnl?llzacry = c2hf | Vrnl|7a
<eshphg O Vnall ooy h T2 [Vl ey

< esh |Vl Lo (o) IV 21y,

y nuevamente con otra estimacion inversa obtenemos ||[Vnp || gy < C4h§1\|nh||Lac(T) = cshyt. En-
tonces, usando que (7, )n>0 es regular,

1 1
2 2
Hnal® =1Lz ) = < > Il — 1||2L2(T)> < ( > chQIIVnhII%z(T)> < ch|[ V]2 -

TETh TETn

Como nj, — n entonces ||Vny||2(q) estd acotado, lo que prueba que |n,| — 1 en L?(Q) cuando h — 0.
Tomando alguna subsucesién convergente puntualmente para casi todo punto, deducimos |n| = 1 para
casi todo x € Q. O

Esto motiva minimizar I en funciones que satisfacen la condicién de borde y la restricciéon de norma

1 solo en los nodos de una triangulacion.

Definicién 3.3.2 (Funciones admisibles y ortogonales). Sea 7}, una triangulacion de Q y npj =
Irnp. Definimos el espacio de funciones admisibles como

Ap = {vn € LHT)™ : |on(2)| = 1 para todo z € N, vp|rp, =npal-

Dado ny, € Ay, definimos

Onlnn) == {wn, € L5 (T)™ : wi(2) - np(2) = 0 para todo z € N}
Para minimizar I en Ay, basta cumplir la caracterizacién (3.5 solo en los nodos.

Teorema 3.3.3. Supongamos que el interpolado de np cumple Spynp € Ap. Entonces existe np, € Ay,
minimizante de I en el espacio Ay,.
Ademds, np, € Ay, es un minimizante de I en Ay, si y solo si

<Vnh, th> = 0
para toda wy, € Oplnyg].

Demostracion. I es coerciva y continua en Ap, N %5 (7,). Entonces andlogamente a la demostracién
de la proposicién [3.1.1] existe un minimizante n;,. Veamos la segunda parte.
Sea ny, € Aj, minimizante de I y wy, € Op[ny]. Para todo r € Ry z € 4, tenemos

(=) + rn(2)” = Inn () + 20y - ey + 12w = a2 + 2 fw()]? = 1417 > 1,

por lo que podemos definir
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|np + rws|

HZth<

Dado z € 4}, el desarrollo de Taylor en = 0 para la funcién

np, + rwp, )

np(z) + rwp(z) np(z) + rwp(z)

T = ,
[nh(2) + rwa(2)] V1+12
muestra que
r a T TZ 62 T 2 2
np(z) = np(z) + TE‘T:OH}L(Z) + Eﬁ’rzonh(z) +r%e3(r) = np(2) + rwp(2) + r°¢u(2),

donde ¢, € £5(Fn)™. Luego,

1
I(np) = §<Vnh +rVuwy, + 7‘2VCh , Vny +rVwy, + rzvgh>
= I(nh) + r(Vnh > th> + 7‘201 + 7‘3@ + 7"403,
donde c¢1, co, c3 € R son constantes. Por tiltimo como nj;, es un minimo de I, tenemos

1
0= lim —(I(n}) — I(ny)) = (Vnp, Vwp).
r—07r
Ahora supongamos que (Vnp, Vwy) = 0 para toda w, € Oplnp]. Andlogamente consideramos un

camino diferenciable (nﬁ)re(,(;y(;) en Ay, tal que n?l = ny. Entonces si wy, = %| oMVh» POT un desarrollo

r=
de Taylor de orden 1 tenemos

ny = np + rwp, + £(r)Cp,

donde (), € L5(T)™ y el resto ¢ tal que @ — 0si r — 0. Como nj,(z) - n}(2) = |n}(2)|> = 1 para
todo r € (—=4,0) y z € A, derivando en r = 0 tenemos
0 - , 0 -
0= 2|,y 2) () = 2m0(2) - ]y (2) = 2mn(2) w2,
de donde deducimos que wy € O[np] y por lo tanto (Vny , Vwy) = 0. Por tdltimo observar que como

1
I(ny) = =(Vnn + rVw, +(r)V{,, Vn, + rVuwy, + e(r)VE)

2
=I(ng) + (Vg , Vwg) +e(r)(Vny , V) + I(rwy +e(r)p)
I(np) +e(r)(Vnn, V) + I(rw, + (r)C),

tenemos I(n}) — I(np)/r — 0 cuando r — 0, i.e., nj es un minimo de I en A, O

La proposiciéon motiva la definicién de nuestras aproximaciones a mapas armonicos.

Definicién 3.3.4 (Mapa armonico discreto). Sea ny € Ayp. Decimos que ny, es un mapa armdénico
discreto si
(Vnp, Vwy) =0  para toda wy, € Op[np)].

También dada una familia de triangulaciones (T)n~o0 decimos que (up)p>o C HY(Q;R™) es una
sucesion de mapas casi armdnicos discretos si para todo h > 0, up, € Ay y existe un funcional %y €
HL(;R™) tal que

<Vuh y th> = %h(wh)
para toda wy, € Oplup]. Ademds la sucesion (%n)n>0 C HbH(;R™) cumple |20 | 1, @y — 0
cuando h — 0.
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Finalicemos la seccién con un resultado de convergencia que nos serd tutil mas adelante. El teorema
[:2.7 implica la convergencia de mapas arménicos casi arménicos a mapas armoénicos cuando h — 0,
buscamos un andlogo discreto a este teorema. Supongamos m = 3.

Teorema 3.3.5 (Compacidad discreta). Sea (F3)n>0 una familia de triangulaciones y (np)nso C
H' (5 R™) una sucesion de mapas casi armédnicos discretos. Sinpp — np en L*(I'p) cuando h — 0,
entonces todo punto de acumulacion débil de (np)p>o en H(Q;R™) es un mapa arménico.

Demostracion. Sea n € H(;R™) un punto de acumulacién débil de (np)nso en HY(Q;R™), sin
perdida de generalidad podemos suponer que ny — n cuando h — 0. La proposicion [3.3.1 muestra que
[n| =1 c.t.p y la continuidad débil del operador de las trazas implica que

np = lim npp = lim ny|r, = nlr,.
R0 h—0 Iro o

Por tltimo vamos a usar la caracterizacién (3.5). Sea ¢ € C®(Q;R™) N HLH(Q;R™) y definimos
wp, 1= Fp(np X ), entonces wy, € Op[np]. Por el teorema de estimaciones de la interpolacién nodal
1.3.13|y la igualdad D?ny|7 = 0 para todo T € J},, tenemos

IV (wh — 1 % @)l r2(1) < chrl|D*(nn % )| L2(r)
< chy 2|V L2y IVell ooy + Innll Lo (I D> @l p2(ry)
< ch 2[|Vnnll L2 IV @l Loy + Inall Lo (I D@l 22 (7))

Por lo tanto wy, — np X ¢ — 0 en H'(;R™) cuando h — 0y |wn |51 sy < |wh — np X @1 QR3S +
|Tlh X (p|H1(Q;R3) < o0.
Luego,

Ry (wr) = (Vnp, Vwg) = (Vnp,, V(ng X ©)) + (Vnn, V(wp, —np X ©)),

entonces cuando h — 0, tenemos
d d d
=1i ai( i) =
0 hli%<nh , V(nn x 9)) Z (O, O (ny x @) Z (Oimp , np X Oyp) ;(317% nx oip),

pues ny, — n en L2(Q;R™) y Vny, — Vn en L2(Q;R4™) cuando h — 0.
Un argumento de densidad (andlogo al del teorema [3.2.7)) prueba la igualdad anterior para toda
© € HLH(Q;R™) N L>(2;R™), entonces n es un mapa armonico. O
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Capitulo 4
Analisis numérico.

Terminamos con el andlisis numérico del problema de minimizar la energia de Dirichlet, con este
fin presentamos dos algoritmos iterativos. Los dos estan basados en buscar correcciones tangenciales,
que son campos ortogonales en casi todo punto, para hallar una sucesién de mapas casi armoénicos.
También presentamos algunos experimentos numéricos realizados, la implementacién fue realizada en

la herramienta [6].

4.1. Algoritmos.

Presentamos dos algoritmos. Pueden ser pensados como una discretizaciéon del flujo de gradiente en
H' de la energfa de Dirichlet, formalmente definido como

(Vo , Vw) = —(Vn, Vw) + (|Vn*n, w), (4.1)

paraw € HY(Q;R™)NL>®(Q;R™), n € HL([0,T]; H(Q;R™))NL>® ([0, T]; H(Q;R™)) tal que |[n(t, z)| =
1 para casi todo (¢,x) € [0,T] x Q.

Siw-n = 0 c.t.p. el segundo termino se anula. Ademas, como n-n = 1 entones d;n-n = 0. Vamos a usar
una discretizacion semi-implicita de (4.1]) para buscar aproximaciones de 9;n y luego de una proyeccién
nodal, hallar direcciones de decrecimiento para I, construyendo iterativamente una sucesién de mapas
casi arménicos discretos. Por lo tanto, esta discretizacion puede ser pensada como un algoritmo de
descenso por gradiente para la energia de Dirichlet.

4.1.1. Algoritmo I: Proyeccién en la esfera.

El primer algoritmo que presentamos utiliza la proposicién [3.3.I] para en cada iteracién hacer una
proyeccion a la esfera. Esto permite pasos temporales mas grandes en cada iteracién y a su vez necesita
ciertas condiciones geométricas en la triangularizacién para asegurar convergencia.

Definicién 4.1.1. Decimos que una triangulacion 5, es aguda si la matriz de rigidez (A);; =
(Vo.,, Vo.,) para z;, zj € Ny, satisface Agj; <0 sii# j.

Observar que si 2 C R? esto es equivalente a que todos sus elementos tengan angulos interiores agudos.

Observacion 4.1.2. Bajo estas condiciones 5, admite un principio del mdzimo discreto.
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Antes de dar el algoritmo veamos un resultado auxiliar.

Lema 4.1.3. Sea una triangulacion J, aguda de Q. Entonces para toda w, € L5(F)™ y F €
Whoo(R™; RY) i.e. F Lipschitz, tenemos que

VI (F o wp)|| < | DF||poe g [ Vwn||.

Demostracion. Sea wh = I (F owy,). Para todo z; € 4, tenemos

Z Ay = Z (Voo , Vo.,) = (V( Z ©z), Vo) =0, (4.2)

Zi €N 2; €N 2; €N

pues Y. c s, = 1 en . Entonces para wy, = ), . , W, p.,con wy, = wp(z;) € R™ para todo
z; € N, tenemos por (4.2)),

[VwnlP = 30 Agwecwe, = 3 Ailws, —w) we, + Y Aws, - w,

zi,ZjE./Vh zi,ZjE./Vh Zi,ZjE.A/;l

2i,2j €N 2 €N \zi€M

= Z Aj(wz;, — ws,) - wz,

Zi, Z]‘ ENG

E Azy Wy, — wz] wz] E Az] wz] wzi) * Wy,

zl,ZJE/Vh z17Z]€MI

=-3 Z Agjlw., —w,, |2

ZL,ZJE./Vh

Entonces como F' es Lipschitz y A;; < 0 si 4 # j, concluimos

1
IIVw5||=—§ > AylF(w.,) = F(w.,)”
2i,2; €ENn
1
<-3 > AylIDF| poe @my|ws, — w, |
zl)zJE'ML

O
Consideremos una triangulacién .7, de €2, recordar las definiciones y
Algoritmo 1. Sean n) € Ay, 6 € [0,1], 7 >0 y e > 0. Entonces para k=1, 2,...,
1. Hallamos v} € On[n}™"] tal que
(VoF, V) + (V(nf ™t +07vf), V) =0, (4.3)

para toda wy, € Oy[nf™ .

2. Definimos nf, € Aj, como
k—1

k. Z ny = (z) + Tor(z)

() + o (2)]

ZEN,
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Hasta que |Vof| < e.

Si @ = 0 estamos haciendo una discretizacién explicita, que simplifica el primer paso del algoritmo pero
es inestable respecto a la eleccién de 7. En el caso 8 = 1 estamos haciendo discretizacién implicita,
esto permite elecciones del paso 7 mas grandes.

Proposicion 4.1.4. Supongamos que 7, es aguda. Entonces los iterados {ni}jzl’gw C Ay, del algo-
ritmo I estdan bien definidos y cumplen

I 1

k
1 & T : 1
§||V”h||2 + (2 + 207 — 7')5 ;”%HQ < 3

para todo k > 1. En particular si 7(1 — 20) < 2, entonces el algoritmo termina y ademds el output
ny € Ap cumple
(Vn}; 5 th> = %h(wh)

para toda wy € Oplny] y 2| gy ipmy < (14 607)e.

Demostracion. Sea nf~" € Ay, el conjunto &[nf '] es un subespacio cerrado de .Z}(7,)™ entonces

considerando la forma bilineal a : @[nf '] x O[nF~1] — R dada por
a(up,vp) = (1 +67)Vuy, Vug),

definida positiva en H}(Q; R™), tenemos que existe un tinico o € &[nf~1] tal que (1+07)VoF , Vwy,) =
(Vny~t, V) para toda wy, € @[ny~']. Definimos vf = —vF. Ahora, para todo z € 4, tenemos

[nh ' (2) + ToR () = Iny T (2P + Tl ()] > 1,

pues vf € Oy y [nf~1(2)]> = 1, entonces los iterados nf estdn bien definidos. Veamos que el

algoritmo termina.

El mapa
Fls) = s sils|<1
iy silsl =1
es Lipschitz y || DF || ®m) = 1, entonces por el lema
VA = IV IR (g~ + 7o)l S IV (g~ 4+ 7o) [ [ DF||ooemy = [V (it +7op)l. - (4.4)

Tomando wy, = v} en la ecuacién (£.3)) y la igualdad 27(a + 07b) - b = |a + 7b|? — |a|> + 72(20 — 1)|b|?
para a,b € R™, tenemos

0 =[Voil]® + (V(ny " + 07vy) , Vop)
1 1 T
k k—1 k k— k
IVoRI1 + o IV G+ rof)I2 = oIV + D26 1)Vl
Entonces usando (4.4) y multiplicando por 7, deducimos
1 k2 L k—1y2 . T k2 1 k—1 k2 L k—1)2
SIVnEI2 = IV 4 D27 — 7+ Ve <S IV 4 rob)I2 — SVl

-
+ 5(267 — 7 +2)|Vor|?
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Por lo tanto,

1
§||Vn2||2 < Z|VnpTh? - %(297 —7+2)||Vor||? paratodo k=1,2,... (4.5)

NN

Por tltimo, utilizando la desigualdad anterior inductivamente obtenemos

k
T .
IVnall* = 5 (207 — 7 +2) A

1
SIonk|? <
j=1

N |

Si7T(l—20) <2ie 207 — 7+ 2 > 0, tenemos que Z;?:lHVU{L”? converge cuando k — oo, entonces

L

existe £ € N tal que ||Vvf||?2 < e, de donde el algoritmo termina. Ademds, si n¥ = n! ! entonces por
h & h h

(4.3)
(Vn , V) = —(1 4+ 70) (Vo , Vwy)

para toda wy, € O[n}]. Y el funcional % (w) = —(1 4+ 70)(Vv). , Vw) para w € H}(;R™), cumple
12 || 1 (mmy = (1+ 7O)[[ V]| < (1+ 70)e. 0
o (R™)

La desigualdad (4.5]) es clave, muestra que efectivamente el algoritmo encuentra direcciones de descenso

para la energfa, pues I(nf) < I(nf1).

4.1.2. Algoritmo II: Sin proyeccién en la esfera.

La condicién de triangulacién aguda puede ser restrictiva para dimensién d > 3. En el algoritmo II no
proyectamos a la esfera en cada iteracién, lo que elimina la condicién de triangulacién aguda pero no
permite pasos temporales grandes.

Algoritmo 2. Sean nY € A, 7 >0 ye > 0. Entonces para k=1, 2,...,
1. Hallamos v € Oy[nf~1] tal que
(Vok, V) + (Vi + 1of), V) =0, (4.6)
k—ly

para toda wy, € Oy[n;

2. Definimos nf € Aj, como

ny = Z [t (2) + Tof(2)] s
zENM,

Hasta que |VoF| < e.

Veamos que el algoritmo termina. Ademds, la discrepancia en el largo de los iterados esta controlada
en L' y depende del tamafio del paso. Para esto 1ltimo necesitamos un resultado sobre equivalencia
de normas en las lineales a trozos.

Lema 4.1.5 (Equivalencia de normas). Para todo 1 < p < oo existe ¢ > 0 tal que para toda vy, €

LT, tenemos

1
¢ HlonllLo(e) < <Z hﬁl@h(ZV) < cllvnllLr (@)

ZEN,

donde h, = diam(sop(v,)) para todo z € .
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Demostracién. Recordar el elemento modelo 7 y su conjunto de nodos f(Proposicién 1.3.11)). Tene-
mos que |[val[ s 7y ¥ (Xse_70n(Z) |p)% son normas en £ (T") y por lo tanto equivalentes con constante
c y la constante no depende de ningtin T' € .7,. Ahora sea vy, € .£1(J},), entonces por la observacién
.o 12

? 1
d P
¢ Monlleery < ¢ hpllnll oy < | D RGP | = ( > h%%(Z)I”) :

zeN zeMNT
A su vez,
1
. 1
d P PR ’ d d _d
o wtlnEP ) = D0 BGREP | < chblnll oy < chihp” loallLeery = cllonllze e,
zENNT gef

por lo tanto (Y. 4 ~r h‘%|vh(z)|p)% ¥ llvnllLe(r) son normas equivalentes en £ (7, )|r con constante
que no depende de T'.

Por tltimo, usando que existe una constante C' > 0 tal que C~'h, < hp < Ch, para todo T € .7}, y
z € N, NT, obtenemos, elevando a la p y sumando en todos los T € 9},

¢ Howl| ey < ( > hg|vh(z)|p> < c||vnl|rr(q) para toda vy, € LH(F).
ZEN,

O

Proposicion 4.1.6. Los iterados {n’fb}jzlyz,m C ZLYT)™ del algoritmo II estdn bien definidos,
satisfacen nﬁ\pD =np, para todo k > 1, y cumplen

k
1 T ; 1
SIZEIE + @+ )2 STIve P = 5[Vt (47)
=1
para todo k > 1. En particular el algoritmo termina, y para todo k > 1 wvale

120 (1 2) = Ulzr () < e[| Vnpll*.

Demostracion. Sean k> 1y nffl € Ay,. El conjunto ﬁ[nfjl] es un subespacio cerrado de £} (7)™
entonces andlogamente a la terminacién del algoritmo I, existe un dnico v € O}, [n’ffl] tal que

(VoF , Vuy) + (V(nffl + 70k), V) =0

para toda wy, € ﬁh[nfL*lL entonces los iterados estdn bien definidos. También andlogamente a la
demostracién de la proposicién [f.1.4] tomando F = Id y 6§ = 1, deducimos

1 1 _ T
0= SIVakI2 = SIVaE 2 + 2+ ) 2| Veh P, (48)

para todo k > 1. Inductivamente obtenemos
1 T g 1
SIVREI? + @+ ) TSIV 2 = 2 Vg2
j=1
para todo k > 1, en particular el algoritmo termina pues la serie Z?:l ||val |2 converge cuando k — co.

31



Ahora, sea z € 4, como ny!(z) - vf(2) = 0, tenemos
k k
k k— j j
i) = 1= @R+ PP 1= = )P 1472 Y ()P =70 ) o (=)
j=1 j=1

pues |n(z)|*> = 1. Entonces usando dos veces la equivalencia de normas del lema anterior, deducimos
k _ ko
1A (Inb?) = Loy e D b [Ink ()P =1 <er® Y Y hlloj ()] < er? Y|l
zEM, j=1zeM, j=1

Finalmente, por la desigualdad de Poincarém (recordar que por definicién & [ny '] € HL(Q;R™))
y (4.7), tenemos

k k
17 (%) = Ulzaey < er® Y _Iwil® < er® Y IVuR]I? < erl|Vng 2.

j=1 j=1
O
Anélogamente al algoritmo I, la igualdad (4.8) nos asegura que la energia no crece en cada iteracion.

Observacion 4.1.7. Notar que la discrepancia en la restriccion de largo es siempre por exceso, pues

k
g ()P —=1=7>> | (2)* > 0,
j=1

Yy que para pasos T muy grandes no hay mucho control.

Terminamos la seccién con un lema que muestra que el control de la discrepancia de la restriccién
implica que en el limite (h,7) — (0,0) la restriccién en el largo se cumple.

Lema 4.1.8. Sea (J},)n>0 una familia de triangulaciones regular. Si {np}n=0 C H(Q;R™) es una
sucesion tal que n, € LN (Th), np — n en HY(Q;R™) cuando h — 0, y

|20 ([nnl?) = L) = 0
cuando h — 0. Entonces [n| =1 c.t.p en Q.

Demostracion. Veamos que || [n|? — 1||f1(q) = 0. Por la desigualdad triangular,
H7l* = 1z < IHnl? = nalPllzi@) + IHnal? = Za(nnl®) @) + 1270 (e l?) = 11z -

Por hipotesis, el tercer termino se anula cuando A — 0, y para el primero, usando la desgualdad de
Cauchy-Schwartz, tenemos

Hnl? = Ina |1y = [ (Inl = [mal) (Il +[na D)l @) < (n—nnl, Inl+nal) < lln—=nall 0]+ o] | =0

si h — 0, pues como ny — n en H'(Q;R™) cuando h — 0 tenemos que |||n| + |np||| estd acotado en
L?(Q) y np, = nen L2(Q;R™) si h — 0.
Para el segundo termino sea T € .9, observar que debido a la desigualdad de Holder, tenemos

1
1 2 d
nal? = Zh(lnal®) oy <1712 (/T |Ina|? — fh(lnhIQ)IQd:c) < chlllnnl® = Fn(lnnl*))l 22y
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Entonces por el teorema de estimaciones de la interpolacién nodal [1.3.13] deducimos
da
2

2 g 2 < che 2 4 2 < hER21D2 I 12
[ 172 w(nn S Lrery < chill|nal n(nn S Lz ery < chghp | D7 npl || L2 (1)

Ahora como D?nj, = 0 en T tenemos D? |nh|2 = 2Vn,®Vny, entonces usando las estimaciones inversas
1.3.16] y con un argumento similar al de las estimaciones de la proposicién deducimos

d
nal? = Tn(lnal*) |1y < chghZ ]| D[ nnl?|| L2 cr)
d
< chzh7 ||V @ V| p2ery
d
< ch2 b3 ||[Vnn |l L2y
4.9 2
= ChThTanh||L4(T)
$12,4-% -4 2
< chyhphy ? |V z2ryhy ||V“h||L2(T)
< ch7||VnnlZzq)-
Entonces sumando en T € .7, y usando que ()0 es regular, tenemos
[nal? = Zh(Inal®) @) < eh®[Vnnl|Zz ey — 0

cuando h — 0, porque la sucesién {ny,}n~o es acotada en H!(£2;R™). Entonces |n| =1 c.t.pen Q. O

4.2. Experimentos numéricos.

En esta seccién trabajamos sobre los experimentos numéricos para poner a prueba los dos algoritmos
y ver algunas de las consecuencias de las proposiciones y Sea .}, una triangulacién y
My = {2z }E, C Q su conjunto de nodos. Si nj, € £1(F,)™ entonces

L
np = E NPz,
=1

con n; = n(z;) € R™ para todo z; € .4,. Entonces vamos a identificar a nj, con el vector N;, € R™&

definido como
ni

n2
Nh = . )
nr

es decir, colgamos los valores nodales en un vector columna. Luego, vy, € Op[ny] sii. By, Vi = 0 donde
B € REX™L g 1a matriz definida como

nf 0 ... 0
0 nI ... 0
By, = .
: : .0
0o 0 0 nf
Ya que By, Vi, = (nq - v1,...,nr - vg). También observar que

(Vg , Vo) = N ALV,
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donde A,, € R™EXmL o5 1a matriz de rigidez en Z2(Z,)™. Entonces, los problemas ([4.3)) y (4.6) son
equivalentes a hallar V € R™L tal que

V € Ker(By,), WTA,V =W"b paratodo W € Ker(By, ),

1 1
donde b = —mAmNh para el algoritmo [ y b = —mAmNh para el algoritmo II. La imple-
T T

mentacién se basa en el siguiente lema.

Lema 4.2.1. V,, € R™L cumple

Vi € Ker(By,), WTA,V =W*b para todo W € Ker(By;,)

o G-

Vamos a realizar los experimentos para el caso m = 2 y d = 2. En la siguiente pagina se muestra una

sii. existe A € RY tal que

implementacion realizada en FreeFem++.
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int n = 200; real epsi = le-5; real tau = 20; real theta = 1; real erro = 1; int itmax =1000;
///// Auxiliares /////
macro Grad(u) [dx(u), dy(u)l//
func matrix ceros (int n, int m) {matrix A; A = A.resize(n,m); return A;}
func reall[int] proy(reall[int] x, int n) {
for(int i = 0; i < n; i++){
real nor = sqrt( x(2*xi)*x(2*i) + x(2*i+1)*x(2*i+1) ); x(2%i) = x(2*i)/nor; x(2*i+l) =
x(2%i+1) /nor;}
return x;}
func real[int] rand(int n){
real[int] randx(n);
for(int i = 1; i<n; i++){real r = randreal3(); randx(i) = r; }
return randx;}
border C(t=0, 2*pi) {x=cos(t); y=sin(t);}
mesh Th = buildmesh(C(n));
fespace Vh(Th, P1); fespace Vh2(Th, [P1,P1]);
//Vertices del borde (Guardados en indices2)
int nv = Th.nv;
varf On2(u,v) = on(C, u=1); real[int] on2=0n2(0,Vh,tgv=1); int[int] indices2(on2.sum);
for(int i=0,j=0;i<Vh.ndof;++i) if(on2[i]) {indices2[j] = i; ++j;}
//Condiciones de borde
func udx = x/sqrt(x"2+y~2); func udy = y/sqrt(x"2+y~2); Vh udxh = udx, udyh = udy;
//Energia de Dirichlet y matriz de rigidez 24
varf Lag([vl, v2], [wi, w2])
= int2d(Th) (Grad(v1)’’* Grad(wl) + Grad(v2)’’* Grad(w2)) + on(C, vl = udx) + on(C, v2 =
udy) ;
matrix A = Lag(Vh2, Vh2, solver = sparsesolver);
real[int] randx = rand(nv), randy = rand(nv); Vh uwuOl, uwu02; uwuO1[] = randx; uwu02[] = randy;
for(int i = 0; i < indices2.n ; i++) { uuO1[](indices1(i)) = udxh1[] (indices2(i));
uu02[] (indices1(i)) = udyh1[] (indices2(i)); }
Vh2 [vi1, v2], [u01l, uw02] = [uul0l, uu02]; uw01[] = proy(uOi[], nv);
real[int] vv(3#*nv), b(3*nv), aux(2*nv);

for(int i = 0; i<itmax & erro >= epsi; i++){
matrix B = ceros(nv, 2*nv);
for(int i = 0; i < nv; i++){

B(i,2*i) = u01[](2*i); B(i,2*%i+1) = u01[](2*i+1);}
matrix M = [[A, B’’], [B, ceros(av, nv)]];//La matriz bloque
set(M, solver = sparsesolver);
aux = A*u01[]; aux = aux*(-1/(thetaxtau+1));
for(int i = 0; i < 2*nv; i++) {b(i) = aux(i);}
for(int i = 0; i < nv; i++) {b(i+2*nv) = 0;}

vv = M"-1xb;

vi[] = vv;

u01[] = u01[] + tauxvi[];

if (1) {uw01[] = proy(u0i[], nv);}

erro = sqrt(int2d(Th) (Grad(v1)’’* Grad(vl) + Grad(v2)’’* Grad(v2)));}
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Normal saliente

Retomemos el ejemplo de la observacién

Si d = 2, entonces no hay minimizantes porque A = 0,

pero dada una familia de triangulaciones (7, )p>0 de © = B(0, 1), la misma observacién muestra que

tenemos minimizantes en 4y para todo h > 0.

Para este primer ejemplo vamos a considerar una triangulacién con 2030 nodos, e =1 x 107° y §
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Figura 4.1: Triangulacion de €.

Buscamos ver una reduccién de la energia respecto a la configuracién

inicial, en efecto:

—— Algoritmo Il, paso = 1
Algoritmo I, paso = 3
—— Algoritmo II, paso = 5
—— Algoritmo I, paso = 10
—— Algoritmo I, paso = 20

102 7

6x10!

Energia

4x10!

3x10!

— Algoritmo |, paso = 1
Algoritmo 1, paso = 3
—— Algoritmo |, paso = 5
—— Algoritmo I, paso = 10
—— Algoritmo |, paso = 20

6x 10

Energia

4% 10!

3x 10!

2 x 10!

100 200 300 400 500 600

Iteraciones

Figura 4.2: Reduccién de la energia de los
iterados del algoritmo II para distintos 7.

Observamos que la energia se reduce y que en el
Como muestra la proposiciéon
con el paso. Las figuras

numéricamente para los dos algoritmos.

T T
10° 10!
Iteraciones

Figura 4.3: Reduccién de la energia de los

iterados del algoritmo I para distintos .

caso del algoritmo I el paso 7 puede ser arbitrario.

en el algoritmo II la energia alcanzada tiene correlaciéon negativa
muestran una visualizaciéon del output de menor energia encontrados

Para el resto de este anélisis vamos a tomar el algoritmo I y 7 = 20. Como A = (), por los resultados

vistos para mapas armoénicos vistos en la seccién

esperamos observar que los output {n} }n~0 C An
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cumplan I(np) — oo cuando A — 0. De hecho, recordando la observacién tenemos

2 1
/ \Y (x) dox = wl/ r~tdr = lim —log(r),
Q || 0 r—0%

por lo que, para un iterado inicial fijo, esperamos que la energia aumente como —Clog(h) para algin
C > 0 cuando h — 0.

— Energia en funcion de h —— Energia en funcién de h
Clog(h) 120 4 Clog(h)

|
\
15 + }* 1004

804

201

60

Energia
Energia

40
1 ] M\

T T T T T T T T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 1.50 175 0.00 025 0.50 0.75 100 125 1.50 175
h h

Figura 4.4: Energia en funcién de h, toma-  Figura 4.5: Energia en funcién de h, para
mos nY) = (1,0) en Q. cada h tomamos un iterado inicial aleatorio.

—— Energia en funcién de h

15.0 \ Clog(h)

12.5 9
10.0

7.5

Energia

5.0

2.51

0.0

-2.51

T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 1.50 175
h

Figura 4.6: Energia cuando h — 0, tomamos n%(:c) = |5”7| Claramente en este caso hay poca variacién
de la energia.

Terminamos este ejemplo mostrando céomo evoluciona el descenso por gradiente en los casos de las

figuras [£.8
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Figura 4.7: Estado inicial, algunas iteraciones y output del algoritmo I. Se muestra el valor en 300
nodos distribuidos al azar.
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1.1
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1.0e+00

' g

&

Figura 4.8: Triangulacién con el output del Algoritmo II y del Algoritmo I respectivamente.
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Condicién de Neumann no homogénea.

Analizamos numéricamente el tratamiento de las condiciones de Neumann no homogéneas. Dada g €
L?(T'n;R™) con T'y := dQ\I'p, la condicién de Neumann d,n = g la podemos imponer agregando su
contribucién a la energia de Dirichlet, minimizando el funcional

I(u) ::%/Q|Vu|2dnlc—/F g-uds.
N

Sin € A es un minimizante entonces en este caso la ecuacién de Euler-Lagrange toma la forma,
<vn7 vw> = (|Vn|2n, w> + <gv w>L2(FN)

para toda w € Hh(Q;R™) N L1 (;R™). En efecto, recordando el argumento del teorema [3.2.1] para
toda w € H5H(Q;R™) N LY (;R™), tenemos

0 0
0= EL:OI(HT) = /QV(EL’:OW) “nydr — /FN (6r’T On,«) ds

= (Vi V) = (Vi w) = (g, w)sawg + [ g-nlnw)ds
I'n

= (Vn, Vw) — (|[Vn’n, w) — (g, w)r2ry) +/ dyn-n(n-w)ds
I'n

= <vn7 V’LU> - <|VTL|2’/7,, w> - <g7 w>L2(FN)a

pues d,n -n = 0.
Por lo que en este caso buscamos vff € @, [ny 1] tal que

(Vuﬁ , Vw) + <V(nlfb_1 + 071}5) , Vwp) + (gn , U)h>L2(1"N) =0 (4.9)

para toda wf € ﬁh[nﬁfl], donde gy, := Fpg.

A continuacién mostramos algunos ejemplos con condicién de Neumann no homogénea. Tomaremos
Q = B(0,1)\B(0,r) para r > 0, I'p = 0B(0,1) y 'y = 9B(0,r). La visualizacién estd hecha con el
método Line Convolution Integral (LIC).

Notar la presencia de singularidades en los dos ejemplos, en estos casos tampoco tenemos minimizantes
en el caso continuo.
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Figura 4.9: np(z,y) = (2% — y?,22y) esto es z — 22 en C. Arriba g = 0 y abajo g(x,y) = (10, —10).
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Figura 4.10: np(z,y) = (2® — y?z — 2292, 20%y — y3) esto es z — 2% en C. Arriba g = 0 y abajo
g(z,y) = (0,10).
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Figura 4.11: Energfa en funcién de las iteraciones para los ejemplos [£.9] y [£.10] respectivamente.
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Discrepancia algoritmo II.

Por dltimo queremos observar la estimacion de la discrepancia entre los campos limite y discretos
obtenidos que fue probada en la proposicién Tomaremos 2 = B(0,1), I'p = 9Q, np(z,y) =
(e7®,e¥)/Ve 2T 4 e2v y nY € A, generado aleatoriamente. Lo vamos a hacer de la siguiente manera;
buscaremos outputs n} para 7 — 0 y esperamos observar que

17 (07 ?) = lLr ) < et Vap .

—— Estimacién
Discrepancia

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Pasos

Figura 4.12: En naranja ||.%,(|n%|*) — 1]|11(q) en funcién de 7 y en azul ¢7||[Vn)||? en funcién de 7
donde ¢ ~ 1 x 1073, para 7 € {{5 : t € [1,10]}.

Observamos lo visto en la proposicién, la restricciéon en el largo se impone en el limite y el error en
la restriccién del largo es menor a la estimacién cr||Vnf||2. Por otro lado, la estimacién sobrestima el
valor de la discrepancia, por lo que tal vez existen cotas més finas para este error.
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